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Resumen

En el presente trabajo se desarrolla una serie de síntesis de observadores pa-
ra sistemas Takagi-Sugeno (TS). Los observadores permiten obtener el tamaño y
comportamiento diámico de los estados, parámetros, fallas en sensor y actuador
de forma simultánea.

Para obtener la síntesis de observadores se emplearon diferentes metodologías
como el observador proporcional integral, observador proporcional integral gene-
ralizado, observador Luenberguer, observador de entrada desconocida y observa-
dor intervalar, todos los anteriores basados en modelos T-S. La solución de los
observadores diseñados está dado en desigualdades lineales matriciales (LMIs).

Finalmente, con el propósito de verificar el desempeño de los observadores
sintetizados propuestos, se realizan y presentan resultados en simulación y con
datos experimentales obtenidos de un banco de pruebas (un motor de CD de ima-
nes permanentes acoplado a un tren de rodamientos) realizado también durante el
trabajo de investigación.

Este trabajo de investigación consiste en las siguientes etapas:

Diseño y desarrollo de observadores para la estimación de estados, paráme-
tros y fallas usando la representación Takagi-Sugeno.

Resultados en simulación y experimentales con diferentes casos de estudio.
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Abstract

In this work a synthesis of observers for Takagi-Sugeno systems is developed.
The observers allow to obtain the size and dynamic behavior of the states, para-
meters and sensor and actuator faults, simultaneously.

To obtain the synthesis of observers, different methodologies were used as an
integral proportional observer, generalized proportional integral observer, Luen-
berguer observer, unknown input observer and interval observer, based on TS mo-
dels. The observers design is taken to account for the gains solution through matrix
linear inequalities (LMIs).

Finally, in order to demonstrate the practical applicability of the proposed
approach, simulation and experimental results are presented, using a permanent
magnet DC motor.

This research work is divided into the following:

Design and development of observers for state, parameters and faults esti-
mations, using the Takagi-Sugeno representation.

Simulation and experimental analysis are carried out with different study
cases.
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Notaciones y Acrónimos
En este trabajo la palabra fallos usada por la comunidad internacional de segu-

ridad de control y publicada en español por Puig et al. (2010), se ha reemplazado
por la palabra falla con la finalidad de adecuar al léxico lationamericano que fue
presentado en Verde et al. (2013).

Notaciones

t Tiempo.
k Tiempo discreto.
∅ Espacio nulo.
I Matriz identidad.
x Vector de estado
x̂ Vector de estado estimado
f Vector de falla
fs Vector de falla en sensor
fa Vector de falla en actuador
A > (≥)0 Matriz (semi-) definida positiva
A < (≤)0 Matriz (semi-) definida negativa

Acrónimos

a+s actuador+sensor
CD Corriente directa
FDI Fault detection isolation
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Notaciones y Acrónimos Notaciones y Acrónimos

LMI Linear matrix inequalities
LPV Linear parameter variant
NL Nonlinear (No lineal)
PI Proporcional integral
p+a proceso+actuador
T-S Takagi-Sugeno
s+p sensor+proceso
UIO Unknown input observer
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Capítulo 1

Introducción

Las fallas son eventos que afectan al buen funcionamiento del sistema, pro-
vocando desde un pequeño cambio en el desempeño nominal del sistema, hasta
ocasionar un accidente. Una falla en un sistema puede ocurrir en los actuadores
(válvulas, bombas, relevadores), los sensores (transmisores, elementos primarios
de medición) o en algún componente de la planta (fugas en tuberías, rodamien-
tos de un motor). En la Fig. 1.1 se muestra un diagrama de bloques en el cual se
muestran los principales elementos susceptibles a fallas en un lazo de control.

La supervisión de fallas es una disciplina de la ingeniería del control automá-
tico en la cual el interés principal es detectar el momento en que ocurre una falla.
El sistema de detección de fallas puede en ocasiones localizar el subsistema en el
cual ha ocurrido la falla. En otras ocasiones es necesario estimar la magnitud de
la falla e incluso compensarla a través de algún mecanismo de reconfiguración.
Es así que existen distintos enfoques para el tratamiento de las fallas, estos son
Staroswiecki & Comtet-Varga (2001):

La detección de fallas,

La localización de fallas,

La estimación de las fallas,

1
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Figura 1.1: Sistema de detección de fallas.

El pronóstico de fallas,

El control tolerante a fallas.

A continuación se describe brevemente cada una de estos enfoques de trata-
miento de las fallas.

La detección de fallas consiste en revelar que ha ocurrido una falla. El com-
portamiento dinámico normal de operación de un proceso puesto en marcha es
conocido. Un enfoque de detección de fallas es importante implementarse, ya que
nos brindaría una alerta de que ha ocurrido un evento anormal en el proceso y
necesita atención. Por ejemplo, un motor de corriente directa alimentado por una
fuente de voltaje constante, la velocidad y la corriente, en consecuencia, se man-
tendrían con un valor constante, cuando exista una variación de voltaje o algún
otro evento que haga que el proceso pare de forma eventual, la detección de falla
alertaría debido a la comparación que existe entre el modelo del proceso en con-
diciones normales de discrepancia y las señales de salida que demanda el motor,
cuando ha ocurrido una falla y que necesita ser verificado.

2



INTRODUCCIÓN CAPÍTULO 1

La localización de fallas consiste en determinar el componente en el cual ha
ocurrido una falla. En ocasiones, si no es posible determinar el componente exac-
to en el cual ha ocurrido la falla, entonces, podría determinarse el subsistema en
el cual ésta ha ocurrido. Por ejemplo, el testigo de alta temperatura de un auto en
circulación, indica que existe una falla en el subsistema de enfriamiento. A pe-
sar de que la falla puede ser ocasionada por varias causas (sensor de temperatura,
bomba de líquido refrigerante, falta de líquido por fuga en radiador), el problema
se acota a revisar solamente el sistema de enfriamiento.

La estimación de fallas consiste en determinar la magnitud de una falla. En
ocasiones, es importante conocer la dimensión de una falla. Por ejemplo cuando
existen fugas en un ducto de combustible, una extracción clandestina de combus-
tible para el llenado de pipas podría verse como una falla intermitente, mientras
que una tubería rota podría verse como una falla permanente. La estimación de la
magnitud de la falla permitiría cuantificar las pérdidas ocasionadas por ésta.

El pronóstico de fallas consiste en predecir en qué momento podría ocurrir una
falla. Los sistemas de pronóstico de fallas se enfocan en supervisar componentes
o subsistemas específicos en los cuales de antemano se sabe que podría existir una
falla que representa un alto riesgo para la seguridad del proceso o sus usuarios.
Por ejemplo, una tasa anormal de descarga de una batería en una aeronave no tri-
pulada podría indicar que la aeronave se quedará sin energía en un tiempo menor
que el previsto originalmente. El conocer de antemano la próxima falta de energía
permitiría redefinir la misión de la aeronave con la finalidad de evitar una caída
en caso de continuar con la misión original.

El control tolerante a fallas (CTF) es un sistema de control que es robusto ante
las fallas para las que fue diseñado. Existen distintos enfoques, desde aquellos en
los cuales el controlador se diseña de tal manera que a pesar de la existencia de
ciertas fallas, el controlador continúe funcionando adecuadamante sin necesidad

3



CAPÍTULO 1 INTRODUCCIÓN

de reconfigurar la estructura del sistema de control (CTF pasivo), hasta aquellos
en que la estructura del sistema de control deba ser reconfigurada ante la presencia
de fallas (CTF activo).

Modelado de sistemas físicos susceptibles a fallas

La descripción de un sistema físico puede darse por medio de ecuaciones ma-
temáticas que representan el comportamiento dinámico del proceso. También en
algunas representaciones se toma en cuenta los sensores y actuadores, además de
los componentes del sistema. Para modelar un sistema, normalmente uno parte
de un sistema libre de fallas, posteriormente es posible modelar comportamientos
inusuales del sistema, considerando el modelado del sistema ante algunas fallas
eventuales (Fig. 1.2).

Figura 1.2: Esquema del tipo de sistemas a considerar.

Existen diferentes formas de modelos para sistemas dinámicos lineales (Ding-
Steven, 2008):

Descripción entrada-salida.

Representación espacio de estado.

Modelos con perturbación y con incertidumbre.

Modelos que describen la influencia de las fallas.

4



INTRODUCCIÓN CAPÍTULO 1

El presente trabajo está enfocado a los sistemas dinámicos con representación en
espacio de estado.

Una forma estandar de esta representación de sistemas continuos y discretos
son dados por las siguientes ecuaciones:

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) (1.1)

y(t) = Cx(t) + Du(t)

x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k) (1.2)

y(k) = Cx(k) + Du(k)

donde x ∈ Rnx es el vector de estados, u ∈ Rnu el vector de entrada, y ∈ Rny corres-
ponde al vector de salida. A ∈ Rnx×nx , B ∈ Rnx×nu , C ∈ Rny×nx y D ∈ Rny×nu son las
matrices asociadas. k denota el k-ésimo instante de tiempo discreto.

Modelado de perturbaciones y ruido

Las señales como perturbaciones y ruido son variaciones inesperadas conside-
radas dentro y fuera del proceso, estas pueden ser medibles como el ruido, mien-
tras que en ocasiones se puede considerar como un vector de entrada desconocida.
Estas señales pueden ser denotadas como: w ∈ Rp y v ∈ Rny si se integran al mo-
delo (1.1) o (1.2), entonces la representación matemática resulta como:

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) + Eww(t) (1.3)

y(t) = Cx(t) + Du(t) + Eww(t) + v(t)

o

x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k) + Eww(k) (1.4)

y(k) = Cx(k) + Du(k) + Eww(k) + v(k)
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donde Ew ∈ R
nx×np .

Modelado de incertidumbres

La incertidumbre se refiere a la diferencia que hay entre el modelo del sistema
y la realidad, es decir, al proceso. Las incertidumbres de modelado pueden ser
representadas por un término aditivo (∆) como:

ẋ(t) = (A + ∆A)x(t) + (B + ∆B)u(t) + (Ew + ∆Ew)w(t) (1.5)

y(t) = (C + ∆C)x(t) + (B + ∆B)u(t) + (Ew + ∆Ew)w(t)

Modelado de fallas

Las fallas pueden presentarse en diferentes formas en un sistema. Una forma
particular de representar una falla, es que se asume como una función determinís-
tica y que puede ser representada como fa si se trata de una falla en un actuador o
fs si se trata de una falla en sensor:

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) + Eww(t) + F f fa(t) (1.6)

y(t) = Cx(t) + Du(t) + Eww(t) + G f fs(t)

En la Fig. 1.3 se muestran los tipos de fallas que pueden ser consideradas en un
modelo matemático. Además de presentarse las fallas en diferentes componentes,
se pueden clasificar en el efecto de la falla, es decir:

Falla abrupta.- Esta falla ocurre repentinamente, por ejemplo, una señal que
puede ser modelada como un escalón (ver Fig.1.4).

Falla incipiente.- Falla cuyo efecto ocurre de manera progresiva, por ejem-
plo se presenta como una señal rampa (ver Fig.1.4).

Falla intermitente.- Falla cuyo efecto es parcial, se presenta bajo determina-
das condiciones de trabajo, esta falla varía con el tiempo (ver Fig.1.5).
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Figura 1.3: Tipo de fallas a considerar.

Figura 1.4: Falla abrupta y falla incipiente.

Figura 1.5: Falla intermitente.
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Sistemas Takagi-Sugeno

Los sistemas Takagi-Sugeno constituyen una representación interesante de
modelos matemáticos de sistemas dinámicos porque pueden representar una gran
cantidad de sistemas no lineales (dependiendo del tipo de no linealidad existente
en el modelo original). Los sistemas Takagi-Sugeno son una representación que
los hace fácilmente explotables desde el punto de vista matemático, permitiendo
la extensión de algunos resultados desde el campo lineal al no lineal.

En la vida real, no todas las variables están disponibles para ser medibles, ya
sea por razones económicas o técnicas. Por lo tanto, la estimación de estados o
parámetros en sistemas dinámicos, es importante para la seguridad y eficiencia
del sistema. La estimación es indispensable en aplicaciones como el monitoreo,
detección de fallas, y procesos de optimización.

1.1. Estimación de fallas

La estimación de fallas, es un procedimiento que permite proveer una estima-
ción directa del tamaño o severidad de la falla, que es importante en aplicaciones
como el diagnóstico y acomodación de fallas, toma de decisiones (decision ma-
king) y control tolerante a fallas (Edwards et al., 2000). La falla o el fallo, es una
desviación de la estructura del sistema o de los parámetros del sistema. En gene-
ral, la falla se clasifica de acuerdo al lugar donde esta ocurre (Verde et al., 2013;
Zhang et al., 2012):

Falla en sensores.- Se ve reflejada en la medición de las variables de un
proceso, por lo regular los fallos se presentan como ruido y/o perturbación.
Los sensores son dedicados a detectar o medir las variables del sistema (ver
la Fig.(1.6)). Ejemplos: sensores de flujo, presión, temperatura, nivel, velo-
cidad, peso, concentración, posición, entre otros.

Falla en actuadores.- Estos provocan un cambio en la entrada de control,
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Figura 1.6: Transductores de presión, sensores de posición, sensor de presión
inalámbrico y termostatos.

por lo tanto, afectan el comportamiento dinámico del proceso. Los actua-
dores son capaces de transformar un tipo de energía a otra con la finalidad
de activar un proceso (ver la Fig.(1.7)). Ejemplos: válvulas, interruptores,
motores, relevadores, pistones, entre otros.

Figura 1.7: Válvulas automáticas, motores e interruptores.

Falla en los componentes del sistema.- Estos se reflejan en el comporta-
miento del sistema, afectan en su mayoría al funcionamiento normal del
proceso (ver la Fig.(1.8)), provocando desde una reducción del desempeño
hasta llegar a un accidente más grave. Ejemplos: fugas en tubería, suciedad,
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hojas atascadas en una impresora, fisuras, entre otras.

Figura 1.8: Fuga en una tubería de agua, suciedad en un intercambiador de calor,
fisura en una tubería de agua y ejemplo de un atasco de hojas en una impresora.

Comúnmente la estimación de variables se realiza a través de métodos basados
en observadores (Fig.(1.9)). La observabilidad de un sistema, es una propiedad o
característica que indica si las variables de estado del proceso pueden estimarse a
partir de la medición de sus entradas y sus salidas.

Figura 1.9: Estructura de trabajo de un observador.
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Una manera de clasificar a los observadores, es de acuerdo al número de variables
estimadas en función del número total de variables de estado de un sistema:

Los observadores de orden completo: Son utilizados para estimar todas las
variables de estado de un sistema, incluyendo a aquellas que pueden ser
medibles físicamente.

Los observadores de orden reducido: Son utilizados para estimar un sub-
conjunto del total de las variables del estado del sistema.

Para verificar si un sistema de la estructura (1.1) o (1.2) es observable, debe
analizarse la dimensión de la matriz de observabilidad dada por:

O =



C

CA

CA2

...

CAn−1


(1.7)

El sistema es observable si la matriz de observabilidad tiene un rango igual a nx

(nx = número de estados), es decir, si su determinante es diferente de cero (detO ,

0). En Ali et al. (2015) se presenta una revisión bibliográfica de observadores
aplicados a procesos químicos, a continuación se mencionan algunos de ellos:

Observadores tipo Luenberger.- Son una extensión de la metodología pro-
puesta por Luenberger (Luenberger, 1971b), tales como: observador Luen-
berger extendido, observador de modo deslizante, observador de estado adap-
table y observadores genéricos. Este tipo de observador es utilizado para
sistemas menos complejos con metódos computacionales simples.

Observadores para la detección y/o estimación de perturbaciones y fallas.-
Se aplican para detectar y/o estimar la magnitud de una perturbación o falla
en el sistema. Estos observadores son conocidos como: observador de per-
turbación, observador de perturbación modificada, observador de entrada
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desconocida y observador no lineal de entrada desconocida. Estos obser-
vadores pueden proporcionar alertas a los operadores que pueden evitar un
posible paro de planta o destrucción total del proceso en función de la in-
formación proporcionada por un sistema denominado sistema de ayuda al

operador.

Observadores híbridos.- Son observadores con la combinación de más de
un tipo de observador. Ejemplo: Observador Luenberger extendido combi-
nado con un observador asintótico. El observador extendido proporciona
una buena calidad de la convergencia, mientras que el observador asintótico
permite estimar parámetros sin cualquier dato cinético. Este tipo de obser-
vadores, tienen la característica de poseer particularidades de ambos obser-
vadores, eligiendo una apropiada combinación, pueden resultar en observa-
dores con un buen rendimiento. Normalmente esta clase de observadores
son factibles para condiciones donde un sólo observador no es exacto pa-
ra sistemas de procesos, por ejemplo, para compensar los desplazamientos
resultantes de la estimación de un sólo observador.

1.2. Planteamiento del problema

La estimación de falla proporciona la dimensión de la falla, ya sea que se pre-
sente de una forma intermitente, abrupta o permanente, esta información permite
cuantificar el daño y el efecto que puede generar la falla sino se presta atención.
Por lo tanto, conocer la dimensión de la falla es importante para la toma de de-
cisiones, tal como: implementación de técnicas para rectificar el comportamiento
del proceso a pesar de la ocurrencia de la falla, paro de emergencia, mantenimien-
to correctivo y/o predectivo según sea el caso.

En ocasiones, hacer uso de la herramienta de estimación en un proceso resul-
ta ser importante, ya que el observador (u observadores según el diseño) estaría
simultáneamente estimando las variables de estado que no se pueden medir, ya
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sea porque resulta difícil obtener la medición o porque la instrumentación física
resulta muy costosa para implementar. Estas estimaciones que se obtienen a partir
de señales medidas, pueden ser usadas para controlar el proceso o supervisar.

Debido a que las herramientas de detección, diagnóstico y estimación de fallas
para la supervisión de un proceso no están generalizadas para sistemas no lineales
por causa de la diversidad de su naturaleza, puede ser que una representación alter-
nativa de algunos sistemas no lineales permita establecer una metodología general
para la estimación de fallas. En este trabajo de tesis se propone desarrollar méto-
dos de estimación de fallas para sistemas no lineales que pueden ser representados
en la forma de un sistema Takagi-Sugeno.

1.3. Justificación

Este trabajo de investigación hace uso de los sistemas Takagi-Sugeno, debido
a la flexibilidad y adaptabilidad de las técnicas conocidas de control y supervisión
de sistemas lineales para modelar de forma aproximada o exacta una variedad de
sistemas no lineales.

El uso de las técnicas de detección, diagnóstico y estimación de fallas en siste-
mas dinámicos es útil para la supervisión, toma de decisiones y realizar acciones
correctivas que ayudan a disminuir los daños que se puedan suscitar en el proceso.

Sintetizar observadores con diferentes teorías perimitirá la estimación de fallas
simúltaneas ((p+a), (a+s) y (s+p)) de sistemas Takagi-Sugeno, y que estos puedan
ser aplicados, por ejemplo, al control tolerante a fallas, detección y/o diagnóstico
de fallas.
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1.4. Objetivo General

El objetivo general de este trabajo de investigación es la síntesis, el diseño y
la aplicación de observadores para la estimación de fallas en procesos, utilizando
la teoría de control de los sistemas Takagi-Sugeno.

1.4.1. Objetivos específicos

Analizar el estado del arte de esquemas de estimación de fallas para sistemas
Takagi-Sugeno.

Sintetizar observadores para la estimación de fallas en actuadores, sensores
y parámetros de un sistema.

Analizar la estabilidad de observadores para la estimación de fallas en ac-
tuadores, sensores y parámetros del sistema.

Diseñar y aplicar observadores para la estimación de fallas en procesos.

1.5. Hipótesis

Es posible establecer una metodología general de diseño de observadores para
la estimación de fallas simultáneas ((p+a), (a+s) y (s+p)) para la supervisión de
los sistemas no lineales que sean representados en sistemas Takagi-Sugeno.

1.6. Estado del arte

La estimación simultánea de fallas en sensores y en estados ha sido tratada
por diversos autores. Por ejemplo, en Gao et al. (2008), los autores plantean el
caso cuando ocurre un disturbio en un sistema T-S, argumentando que cuando se
realiza la estimación de estado del sistema, y se ve involucrado en la salida la
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perturbación, entonces, la ganancia del observador está multiplicando la perturba-
ción. Esto en consecuencia no resulta muy favorable, ya que, el observador sólo
tiene como función o tarea el estimar el estado más no la perturbación. Es por eso
que los autores proponen un observador que permita la estimación simultánea del
estado y la perturbación. Por otra parte, en Ichalal et al. (2011), los autores con-
sideran los sistemas en tiempo continuo. Consideran además que los parámetros
variables son no medibles y por lo tanto reconstruyen un nuevo sistema Takagi-
Sugeno con incertidumbre para que esos parámetros estimados sean considerados
en el nuevo sistema y hacer el efecto de un sistema Takagi-Sugeno con paráme-
tro medible. Después de estimar los estados del sistema, diseñan un sistema de
detección de fallas en sensores. Hacen uso de la técnica L2 con fines de optimi-
zación. Como caso de estudio utilizan un ejemplo númerico. Los autores en Gao
et al. (2005) parten de un sistema Takagi-Sugeno con ruido de medición. Para ello
proponen un observador proporcional derivativo descriptivo difuso para estimar
el estado y el ruido de medición de forma simultánea. El vector de estimación se
ve aumentado por el vector de estado estimado, la salida del sistema y el ruido de
medición.

Por otra parte, en lo que se refiere a fallas en actuadores, existen diversos tra-
bajos dedicados a estimar este tipo de fallas. Por ejemplo, en Maalej et al. (2014),
se estudia la estimación simultánea de los estados y las fallas (en actuadores o
sensores), en un sistema estocástico llevado a una forma Takagi-Sugeno. Se di-
seña un observador de tipo Kalman para la estimación simultánea de los estados
y las fallas (en actuadores o sensores, considerando que las fallas en actuadores
y sensores no ocurren simultáneamente). Los autores consideran el sistema au-
mentado con el vector de estado y las fallas. La estimación requiere de ciertos
pasos a priori (estimación de los estados normales, estimar la matriz de covarian-
za de los estados y calcular la ganancia del filtro) y a posteriori (cálculo de la
estimación de los estados normales, estimar la matriz de covarianza). Lo anterior
es posible si se cumple con la propiedad de rango de la matriz de observabilidad.
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Lo propuesto es ejemplificado con un sistema de tres tanques. En otro trabajo
(Han et al. (2014)), presentan una estrategia de estimación y acomodación de fa-
lla robusta basado en observador tipo Proporcional-Integral para sistemas T-S en
tiempo discreto, la falla es en actuador y es estimada aumentando el vector de
estado, donde el estado y la falla son estimados simultáneamente. Basado en el
concepto de estabilidad estado-entrada es diseñado el control de acomodación de
falla. Los autores en Zhang et al. (2015), proponen un observador estimador de
fallas robusto H∞ con especificaciones de frecuencia finita para sistemas difusos
Takagi-Sugeno. La estabilidad del observador se basa en el lema generalizado de
Popov-Yakubovich-Kalman. El propósito del diseño es disminuir el conservadu-
rismo que se tiene en el dominio de la frecuencia. Además, se considera el cálculo
de las ganancias considerando una región LMI para la ubicación de los polos del
observador. Para mejorar el desempeño del transitorio de la estimación, se utiliza
la teoría de H∞. Los autores en Hassanabadi et al. (2016), diseñan un observador
de entradas desconocidas para sistemas LPV singular con retardo . El observador
es usado para la detección y aislamiento de falla en actuadores. Para el aislamien-
to de fallas, el vector de fallas es particionado en dos grupos: fallas que se pueden
aislar y fallas o residuales considerados como entrada desconocida. Finalmente,
en Rotondo et al. (2016), se presenta un observador de entrada desconocida ro-
busto para la estimación de estado y falla en sistemas Takagi-Sugeno discreto. El
observador está bajo el marco H∞. Considera las fallas en actuadores f (k) y un
vector de perturbación. La estimación es para estimación de fallas en actuadores
y de los estados. Las matrices de salida son consideradas no constantes. El diseño
es aplicado primero a un ejemplo numérico y a un sistema de tres tanques.

La tarea de estimación de fallas es muy importante para varias aplicaciones,
especialmente cuando es implementada a un control tolerante a falla activo (Mah-
moud et al., 2003; Noura et al., 2009; Witczak, 2007). Un ejemplo de la aplicación
de la estimación de fallas en la vida real, es determinar el tamaño de la fuga de un
ducto, con la finalidad de cuantificar la pérdida (Brunone & Ferrante, 2001).

En ocasiones existen incertidumbres de modelado de un sistema que hacen di-
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fícil la estimación exacta de una variable de proceso, o entrada desconocida (pará-
metros desconocidos, perturbación y/o ruido), complicando la estimación usando
observadores estándares (no robusto). En estos casos puede ser preferible conocer
solamente el intervalo de valores en los cuales se encuentran esas variables de
proceso o entradas desoconocidas. Este concepto es conocido como estimación
intervalar y es tratado en diversos trabajos en la literatura. Por ejemplo, los auto-
res en Meseguer et al. (2010) proponen un observador intervalar para la detección
de fallas de sistemas lineales con falla en el actuador. El diagnóstico intervalar
de la falla es con la finalidad de generar un umbral adaptable con cada sistema
con incertidumbre. Además, se analiza la influencia de la ganancia del observa-
dor para la detección de la falla. Otro trabajo, es el de Puig (2010) presentando
que los observadores intervalares pueden ser usados tomando en cuenta la per-
turbación usando el enfoque de conjunto de membresías. Otro trabajo, es el que
presenta Raïssi et al. (2010) construye dos observadores que respectivamente es-
timan el límite inferior y superior del vector de estado asumiendo que el sistema
es cooperativo. Como el sistema no lineal original no es cooperativo, la ganancia
del observador está diseñada de tal manera que la dinámica de error de estima-
ción se vuelva cooperativa. La inclusión de la incertidumbre en los parámetros
del modelo en el caso de un observador intervalo permite la detección de fallas
robusta. Por otra parte, en Efimov et al. (2013c), se diseña un observador para la
estimación de estado con un observador tipo Luenberger, para sistemas LPV con
incertidumbre parámetrica. El estado estimado es usado para estabilizar y asegu-
rar la convergencia de un sistema continuo en un ejemplo numérico. En otro de
sus trabajos, los autores en Efimov et al. (2013a) presentan un observador tipo
Luenberger intervalar para estimar los estados de un sistema LPV discreto con in-
certidumbre parámetrica, los estados son estimados posteriormente son llamados
para ser usados para controlar un sistema de un ejemplo numérico. En Rotondo
et al. (2016), los autores diseñan un banco de observadores intervalares tipo Luen-
berger con la finalidad de detectar fallas en sensores de un sistema discreto: celda
de combustible. Finalmente, en Zhang & Yang (2017) se presenta el problema

17



CAPÍTULO 1 CONTEXTO DE LA TESIS

de detección de fallas para sistemas LPV en tiempo discreto sujeto a pertubacio-
nes acotadas. Un observador intervalar es usado para la detección de falla. En el
diseño del observador se considera que la función de Lyapunov sea dependiente
del parámetro y además considera la condición de atenuación del ruido, con la
finalidad de aumentar los grados de libertad del diseño.

Derivado del estudio del arte se puede concluir lo siguiente: primero que el
diseño y análisis de los observadores para la estimación de fallas aún suele ser un
tema de interés para investigar,debido a los diferentes sistemas con estructuras dis-
tintas; segundo, la metodología de los sistemas intervalares pueden ser empleados
para el diseño de observadores para sistemas Takagi-sugeno.

1.7. Contexto de la tesis

El trabajo de investigación desarrollado se clasifica en cuatro etapas, las cuales
son presentadas en los siguientes capítulos del presente documento. Tales etapas
son: i) Representar a los sistemas no lineales a sistemas Takagi-Sugeno. ii) Sin-
tetizar observadores para la estimación simultánea de parámetros, estados y fallas
en sensores y actuadores con una representación Takagi-Sugeno. iii) Evaluar en
simulación los observadores para verificar el desempeño de cada uno de los ob-
servadores sintetizados. iv) Conclusiones generales del trabajo de investigación.

En el Capítulo 2 se presenta la teoría acerca de los sistemas Takagi-Sugeno,
particularmente en cómo llegar a representar a los sistemas no lineales con los di-
ferentes enfoques, donde dejamos en claro que en este trabajo la forma de llevar a
cabo la representación es usando el enfoque del sector no lineal. También, se pre-
senta las diferentes metodologías que existen para asegurar la estabilidad de los
sistemas Takagi-Sugeno. Finalmente, se describe la propiedad de observabilidad
usada para los sistemas Takagi-Sugeno.

El Capítulo 3 presenta la síntesis de observadores propuestos como trabajo
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de investigación. Cada sección muestra la estructura que deben tener los siste-
mas Takagi-Sugeno para los cuales se diseñan los observadores sintetizados. Se
presenta el desarrollo de cada observador sintetizado para la estimación de pará-
metros, estados, fallas en sensor y actuador.

En el Capítulo 4 se presenta los resultados en simulación que se obtuvieron
al evaluar cada uno de los observadores con diferentes casos de estudio. Algunos
resultados son evaluados con datos experimentales obtenidos de un prototipo rea-
lizado durante este trabajo de investigación.

Finalmente, en el Capítulo 5 se proporcionan las conclusiones principales, la
contribución tecnológica, perspectivas y trabajos futuros, derivados del trabajo de
investigación.
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Capítulo 2

Sistemas Takagi-Sugeno

Los sistemas Takagi-Sugeno (T-S) constituyen una representación matemática
muy interesante de los sistemas no lineales, porque pueden representar a una am-
plia clase de sistemas no lineales, bajo una estructura simple basada en modelos
lineales interpolados por funciones no lineales positivas o nulas, y acotadas.

Los sistemas T-S tienen una estructura simple con propiedades interesantes,
que los hace fácil de explotar desde el punto de vista matemático, permitiendo la
extensión de algunos resultados originalmente desarrollados para sistemas linea-
les extendidos a los sistemas no lineales. En este capítulo, se presenta un marco
teórico conceptual de este tipo de sistemas: su definición, la manera de transfor-
mar un sistema no lineal en un sistema T-S, su estabilidad y observabilidad.

2.1. Sistemas Takagi-Sugeno

Un sistema Takagi-Sugeno está dado por:

ẋ (t) =

r∑
i=1

ξi (ρ (t)) (Aix (t) + Biu (t))

y (t) =

r∑
i=1

ξi (ρ (t)) (Cix (t))

(2.1)
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donde x(t) ∈ Rnx es el vector de estado, u(t) ∈ Rnu el vector de entrada, y(t) ∈
Rny el vector de salida, i = 1, 2, · · · , r, r el número de reglas asociadas a los
diferentes submodelos o subsistemas. Ai ∈ R

nx×nx , Bi ∈ R
nx×nu , Ci ∈ R

ny×nx son
matrices asociadas, ξi(ρ(t)) son funciones no lineales (denominadas funciones de
membresía) dependientes del vector de parámetros ρ (t), estos parámetros pueden
ser medibles (incluso pueden ser parte de la entrada o salida del sistema) o no
medibles (alguna variable de estado del sistema o algún parámetro no conocido).

El vector de parámetros

ρ(t) =


ρ1(t)
· · ·

ρp(t)

 (2.2)

con p componentes, es decir, es un vector de p elementos y describen las variables
premisas o variables de programación:

ρ j ∈ [ρ
j
, ρ j], j = 1, . . . , p (2.3)

donde ρ
j
and ρ j son el mínimo y máximo1, respectivamente de ρ j.

El valor individual de cada función de membresía ξi(ρ(t)) es determinado basa-
do en las funciones de ponderación ηi(ρ) y la variable programada ρ j que pertene-
cen a un conjunto difuso Zi

j con un valor real dado por R→ [0, 1] (Los conjuntos
Zi

j, j = 1, 2, . . . , p, i = 1, 2, . . . , r, donde r es el número de reglas, en consecuencia,
Zi

j son los conjuntos difusos antecedentes). El valor real para un regla es determi-
nado basado en las funciones de ponderación, usando un operador de conjunción,
tal como el producto algebraico (Nauck et al., 1997):

ηi(ρ) =

p∏
j=1

Zi j(ρ j) (2.4)

donde Zi j corresponde al conjunto difuso de ηi o η j, según sea el caso. Las funcio-

1Una función diferenciable definida en un conjunto compacto alcanza sus valores mínimo y
máximo.
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nes ξi(ρ) están dadas por:

ξi(ρ(t)) =
ηi(ρ(t))

r∑
i=1

ηi(ρ(t)) (2.5)

donde ηi(ρ(k)) (es el producto de las funciones de ponderación que corresponden
a los conjuntos difusos de la i-ésima regla) es el grado de membresía de ρi(k) en
ηi j, y ξi(ρ(k)) es la función de membresía normalizada tal que:



r∑
i=1

ξi(ρ(k)) = 1

ξi(ρ(k)) ≥ 0, i = 1, 2, · · · , r.

(2.6)

2.2. Modelado de sistemas Takagi-Sugeno

El siguiente diagrama describe las diferentes metodologías para obtener un
modelo tipo Takagi-Sugeno, a partir de un sistema no lineal (Tanaka & Ohtake,
2001), (Tanaka & Wang, 2004), (Lendek, Guerra, Babuska & De Schutter, 2011).

Para obtener un modelo Takagi-Sugeno con la estructura de la ecuación (2.1)
que represente o aproxime a un sistema no lineal, es necesario primeramente elegir
una de las dos metodologías que se encuentran en la literatura: por identificación
o por un método analítico (ver la Fig. 2.1).

La metodología basada en identificación se basa en datos experimentales. Es-
tos métodos utilizan señales de entrada/salida que se miden en la planta o en el
proceso. Posteriormente estos son utilizados para la identificación. La estructu-
ra del modelo y las funciones de activación (2.5) se seleccionan a priori (Ballé &
Isermann, 1998; D. et al., 1993; Johansen & Babuska, 2003; Kukolj & Levi, 2004;
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Figura 2.1: Métodos para obtener un sistema Takagi-Sugeno.

Lin et al., 2015; Simani et al., 2015).

La metodología analítica se basa en transformar el modelo matemático no
lineal original que representa el comportamiento dinámico del proceso a su re-
presentración T-S. En esta metodología existen dos técnicas que se pueden usar.
Una de ellas es la linealización y la otra técnica es utilizando el método del sec-
tor no lineal (Lendek et al., 2010; Ohtake et al., 2003; Wang et al., 1996a). A
continuación se describen las dos técnicas mencionadas.

2.2.1. Obtención de modelos T-S por linealización

Con esta técnica se obtiene una aproximación del sistema no lineal depen-
diendo del número de puntos de linealización que se utilicen (Johansen et al.,
2000). Esta técnica usa la expansión de las series de Taylor en diferentes puntos
representativos que pueden ser o no puntos de equilibrio. El modo de obtener la
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aproximación Takagi-Sugeno del sistema no lineal, es como sigue:

Primero, se eligen las variables que describen las no linealidades, es decir,
aquellas que pueden ser variables programadas (z).

Segundo, se tiene que elegir un número m suficiente de puntos de linealización
(z0,i, donde i = 1, 2, . . . ,m) y las funciones de membresía correspondientes ξi(z(t)).

Tercero, las matrices Ai, Bi y Ci son obtenidas como:

Ai =
∂ f
∂x
|z0,i0, Bi =

∂ f
∂u
|z0,i0, Ci =

∂h
∂x
|z0,i0 (2.7)

donde |z0,i0 es la evaluación de la expresión de lado izquierdo, z0,i corresponde a
las variables programadas, ya sea la entrada o las variables de estado. El valor 0
corresponde a aquellas entradas y estados que no son z. Las funciones de activa-
ción son generadas por técnicas de optimización con la finalidad de minimizar el
error cuadrado de la salida.

2.2.2. Obtención de modelos T-S por el sector no lineal

La técnica del sector no lineal, tiene la característica de representar de forma
exacta las dinámicas del sistema no lineal, esto debido a la aplicación del concepto
no lineal global o semi-global; Lendek et al. (2010); Tanaka & Ohtake (2001).
Esta técnica parte de un sistema no lineal de la forma:

ẋ(t) = f (x(t), u(t), θ(t))

y(t) = h(x(t), u(t), ς(t))
(2.8)

donde f es la función de transición de estado (describe la evolución de los estados
en el tiempo), h es la función medible (relacionando las mediciones a los estados),
x(t) ∈ Rnx es el vector de estados, u(t) ∈ Rnu representa el vector de entrada , y(t) ∈
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Rny es el vector de salida, θ(t) y ς(t) son parámetros (conocidos, desconocidos o
incertidumbres).

Uno de los pasos a seguir para transformar el sistema no lineal, es tratar de
llevar a una representación de la forma siguiente (ya que no es única la represen-
tación):

ẋ(t) = F(x(t), u(t))x(t) + G(x(t), u(t))u(t)

y(t) = H(x(t), u(t))x(t) + K(x(t), u(t))u(t)
(2.9)

donde F,G,H y K son matrices función (con sus elementos acotados al conjunto
de parámetro (os)). Las variables programadas primeramente deben ser elegidas
como: z j(ρ) ∈ [ρ

j
, ρ j] tal que, j = 1, . . . , p, y z j, una forma de identificar a las

variables programadas es si en el modelo, las matrices contienen parámetros que
varían con el tiempo.

ρ
j
y ρ j son los minínimos y máximos de z j, tal que j es el número de términos

no constantes involucrados como variables programadas (parámetros que varían
con el tiempo) .

Por cada variable programada z j, dos funciones de ponderación pueden ser
construidas, tales como:

η
j
0(ρ) =

ρ j − z j(ρ)

ρ j − ρ j

(2.10)

η
j
1(ρ) = 1 − η j

0(ρ) (2.11)

j = 1, 2, . . . , p.

las funciones son llamadas funciones de ponderación, y estas son normalizadas de
tal forma:

η
j
0(ρ(t)) ≥ 0, η j

1(ρ(t)) ≥ 0,

y
η

j
0(ρ(t)) + η

j
1(ρ(t)) = 1
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para cualquier valor de z j. También z j puede ser expresada como la suma ponde-
rada de ambos extremos, es decir, ρ

j
η

j
0(ρ(t)) + ρ jη

j
1(ρ(t)) = 1.

Los conjuntos difusos correspondientes a las funciones de ponderación, son
definidos con la combinación del mínimo y máximo de z j, los conjuntos difu-
sos están dados por: Z0

j y Z1
j , donde Z0

j es el conjunto difuso igual a todas las
η

j
0(ρ(t)), j = 1, 2, . . . , p y Z1

j es el conjunto difuso de todas las η j
1(ρ(t)), donde

j = 1, 2, . . . , p. Las reglas del sistema T-S son construidas, tal que todas las varia-
bles programadas (z j, j = 1, . . . , p) sean tomadas en cuenta.

Las reglas tienen la siguiente forma:

Si z1 ∈ Zi
1 y . . . y zp ∈ Zi

p entonces

ẋ = Aix + Biu

y = Cix

donde Z j
i ,i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, . . . , p, puede ser en Z j

0 o Z j
1. El número de

reglas de un sistema T-S es dado por el siguiente arreglo m = 2p reglas, donde
p corresponde al número de párametros que se toman en cuenta para construir
el sistema T-S. Ahora, la función de membresía de la regla i se calcula con el
producto de las funciones de ponderación dadas por las ecuaciones (2.10) y (2.11)
que corresponden a los conjuntos difusos en la regla, es decir:

ξi(z) =

p∏
j=1

ξi j(z j) (2.12)

donde ξi j(z j) corresponde a cualquiera de las dos funciones de ponderación: η j
0(z j)

o η j
1(z j), dependiendo cuál sea la regla usada.

Con los modelos locales o subsistemas que se obtienen, ahora es posible for-
mar un sistema Takagi-Sugeno de la forma (2.1). Cabe mencionar, que de acuerdo
con esta técnica, el modelo de la ecuación (2.1) no es único debido a que depen-
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derá de la elección de los parámetros.

Debido a que este es el método que se utilizará en esta tesis, se ilustra con un
ejemplo la manera de obtener un sistema T-S a partir de un sistema no lineal.

Se considera el siguiente modelo no lineal que representa a una columna de
destilación binaria de tres platos (utilizado en la destilación de mezclas líquidas
separadas en fracciones en función de las diferencias de volatilidades):

ẋ1(t) =
V(y2 − x1)

M1
Hervidor

ẋ2(t) =
V(y3 − y2) + L(x1 − x2)

M2
Etapa de alimentacion

ẋ3(t) =
V(x3 − y3) + L(x2 − x3)

M3
Condensador

(2.13)

con:

yi =
αxi

1 + (α − 1)xi
(2.14)

i = 2, 3. A partir del modelo no lineal (2.13), se lleva a la siguiente representación
en espacio de estado:


ẋ1

ẋ2

ẋ3

 =


− V

M1
0 0

0 0 0
0 0 V

M3



x1

x2

x3

 +


αx2

1+(α−1)x2
M1 0

αx3
1+(α−1)x3

−
αx2

1+(α−1)x2
M2

x1−x2
M2αx3

1+(α−1)x3
M3

x2−x3
M3


VL

 (2.15)

Las variables programadas son elegidas como: ρ1 = x1, ρ2 = x2 y ρ3 = x3

que son los estados del sistema que varían en los siguientes intervalos: ρ1 ∈

[0.6817, 0.7171], ρ2 ∈ [0.5171, 0.5589] y ρ3 ∈ [0.3487, 0.3879], en conse-
cuencia, el calculo de las funciones de ponderación son como sigue:

Con ρ1 = x1(t) ∈ [0.6817, 0.7171], la primera función de ponderación sería:

η1
0(t) =

ρ j − ρ j

ρ j − ρ j

=
0.7171 − ρ1(t)

0.7171 − 0.6817
(2.16)
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la segunda función de ponderación se obtendría de la forma:

η1
1(t) = 1 − η1

0(t) (2.17)

Con ρ2 = x2(t) ∈ [0.5171, 0.5589], la primera función de ponderación se calcula
como:

η2
0(t) =

0.5589 − ρ2(t)
0.5589 − 0.5171

(2.18)

y la segunda función sería:

η2
1(t) = 1 − η2

0(t) (2.19)

Con ρ3 = x3(t) ∈ [0.5171, 0.5589], la primera función de ponderación se calcula
como:

η3
0(t) =

0.3879 − ρ3(t)
0.3879 − 0.3487

(2.20)

y el cálculo de la segunda función es como sigue:

η3
1(t) = 1 − η3

0(t) (2.21)

donde los conjuntos difusos están dados por:

Zi
0 = η1

0, η
2
0, η

3
0

Zi
1 = η1

1, η
2
1, η

3
1

(2.22)

En consecuencia, las reglas y/o modelos locales se obtienen de la siguiente ma-
nera: r = 23 = 8, donde el valor 3 corresponde al número de parámetros consi-
derados, en consecuencia, el número de reglas que conforman al sistema serían 8
modelos locales, que son obtenidos de la forma siguiente:
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Regla 1.- Si ρ1 ∈ Z1
1 , ρ2 ∈ Z2

1 y ρ3 ∈ Z3
1 , entonces:

ẋ = A1x + B1u

y = Cx

con

A1 =


− V

M1
0 0

0 0 0
0 0 V

M3

 , B1 =


αρ2

1+(α−1)ρ2
M1 0

αρ3
1+(α−1)ρ3

−
αρ2

1+(α−1)ρ2
M2

ρ1−ρ2
M2

αρ3
1+(α−1)ρ3

M3
ρ2−ρ3

M3

 ,

C =
[
0 0 1

]
u =

VL


donde la función de membresía para esta regla sería igual a:

ξ1(ρ) = η1
1(t)η2

1(t)η3
1(t) (2.23)

Regla 2.- Si ρ1 ∈ Z1
1 , ρ2 ∈ Z2

1 y ρ3 ∈ Z3
0 , entonces:

ẋ = A2x + B2

y = Cx

con

A2 =


− V

M1
0 0

0 0 0
0 0 V

M3

 , B2 =



αρ2
1+(α−1)ρ2

M1 0
αρ3

1+(α−1)ρ3
−

αρ2
1+(α−1)ρ2

M2

ρ1−ρ2
M2αρ3

1+(α−1)ρ3
M3

ρ2−ρ3
M3

 ,

u =

VL
 , C =

[
0 0 1

]
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donde la función de membresía para esta regla sería igual a:

ξ2(ρ) = η1
1(t)η2

1(t)η3
0(t) (2.24)

Regla 3.- Si ρ1 ∈ Z1
1 , ρ2 ∈ Z2

0 y ρ3 ∈ Z3
1 , entonces:

ẋ = A3x + B3u

y = Cx

con

A3 =


− V

M1
0 0

0 0 0
0 0 V

M3

 , B3 =



αρ2
1+(α−1)ρ2

M1 0
αρ3

1+(α−1)ρ3
−

αρ2
1+(α−1)ρ2

M2

ρ1−ρ2
M2

αρ3
1+(α−1)ρ3

M3

ρ
2
−ρ3

M3


u =

VL
 , C =

[
0 0 1

]
con la función de ponderación:

ξ3(ρ) = η1
1(t)η2

0(t)η3
1(t) (2.25)

Regla 4.- Si ρ1 ∈ Z1
1 , ρ2 ∈ Z2

0 y ρ3 ∈ Z3
0 , entonces:

ẋ = A4x + B4u

y = Cx

con

A4 =


− V

M1
0 0

0 0 0
0 0 V

M3

 , B4 =



αρ2
1+(α−1)ρ2

M1 0
αρ3

1+(α−1)ρ3
−

αρ2
1+(α−1)ρ2

M2

ρ1−ρ2
M2αρ3

1+(α−1)ρ3
M3

ρ
2
−ρ

3
M3



30



MODELADO DE SISTEMAS TAKAGI-SUGENO CAPÍTULO 2

u =

VL
 , C =

[
0 0 1

]
con la función de ponderación:

ξ4(ρ) = η1
1(t)η2

0(t)η3
0(t) (2.26)

Regla 5.- Si ρ1 ∈ Z1
0 , ρ2 ∈ Z2

1 y ρ3 ∈ Z3
1 , entonces:

ẋ = A5x + B5u

y = Cx

con

A5 =


− V

M1
0 0

0 0 0
0 0 V

M3

 , B5 =


αρ2

1+(α−1)ρ2
M1 0

αρ3
1+(α−1)ρ3

−
αρ2

1+(α−1)ρ2
M2

ρ
1
−ρ2

M2
αρ3

1+(α−1)ρ3
M3

ρ2−ρ3
M3


u =

VL
 , C =

[
0 0 1

]
con la función de ponderación:

ξ3(ρ) = η1
0(t)η2

1(t)η3
1(t) (2.27)

Regla 6.- Si ρ1 ∈ Z1
0 , ρ2 ∈ Z2

1 y ρ3 ∈ Z3
0 , entonces:

ẋ = A6x + B6u

y = Cx
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con

A6 =


− V

M1
0 0

0 0 0
0 0 V

M3

 , B6 =



αρ2
1+(α−1)ρ2

M1 0
αρ3

1+(α−1)ρ3
−

αρ2
1+(α−1)ρ2

M2

ρ
1
−ρ2

M2αρ3
1+(α−1)ρ3

M3

ρ2−ρ3
M3


u =

VL
 , C =

[
0 0 1

]
con la función de ponderación:

ξ6(ρ) = η1
0(t)η2

1(t)η3
0(t) (2.28)

Regla 7.- Si ρ1 ∈ Z1
0 , ρ2 ∈ Z2

0 y ρ3 ∈ Z3
1 , entonces:

ẋ = A7x + B7u

y = Cx

con

A7 =


− V

M1
0 0

0 0 0
0 0 V

M3

 , B7 =



αρ2
1+(α−1)ρ2

M1 0
αρ3

1+(α−1)ρ3
−

αρ2
1+(α−1)ρ2

M2

ρ
1
−ρ

2
M2

αρ3
1+(α−1)ρ3

M3

ρ
2
−ρ3

M3


u =

VL
 , C =

[
0 0 1

]
con la función de ponderación:

ξ7(ρ) = η1
0(t)η2

0(t)η3
1(t) (2.29)
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Regla 8.- Si ρ1 ∈ Z1
0 , ρ2 ∈ Z2

0 y ρ3 ∈ Z3
0 , entonces:

ẋ = A8x + B8u

y = Cx

con

A8 =


− V

M1
0 0

0 0 0
0 0 V

M3

 , B8 =



αρ2
1+(α−1)ρ2

M1 0
αρ3

1+(α−1)ρ3
−

αρ2
1+(α−1)ρ2

M2

ρ
1
−ρ

2
M2αρ3

1+(α−1)ρ3
M3

ρ
2
−ρ

3
M3


u =

VL
 , C =

[
0 0 1

]
con la función de ponderación:

ξ8(ρ) = η1
0(t)η2

0(t)η3
0(t) (2.30)

Ahora el sistema T-S que representa a la columna de destilación binaria de tres
platos, presenta la siguiente forma:

ẋ(t) =

8∑
i=1

ξi(ρ(t))Aix(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t)

(2.31)

2.3. Estabilidad de los sistemas Takagi-Sugeno

Una de las particularidades de los sistemas Takagi-Sugeno es que estos permi-
ten extender las técnicas de estabilidad originalmente sintetizadas para sistemas
lineales a los sistemas no lineales. Es bien conocido que la estabilidad local, es
decir de cada modelo lineal, no implica la estabilidad de todo el sistema. Esto se
debe a que los modelos locales son interpolados haciendo que se reproduzcan las
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dinámicas no lineales. Esto influye en la estabilidad del sistema total.

Tanto en el diseño como en el analísis de estabilidad de los sistemas Takagi-
Sugeno, las desigualdades lineales matriciales (LMIs, por sus siglas en inglés Li-

near Matrix Inequalities) juegan un papel muy importante. Las LMIs comenzaron
a utilizarse en el ámbito del control automático en la década de los años 90’s. A
principios de esta década se propusieron distintos métodos capaces de resolver los
problemas formulados con LMIs. Después apareció el LMI Control Toolbox para
Matlab desarrollado por Gahinet (Gahinet et al., 1994), y posteriormente, otras
herramientas para solucionar LMIs, tales como: SeDumi, SDPT3, entre otros, que
pueden ser usados por YALMIP, un software que permite la solución de diferentes
problemas con LMIs creado por J. Löfberg (Löfberg, 2006).

Una definición formal de una LMI, es como sigue:

J(x) = J0 + x1J1 + . . . + xnJn < 0 (2.32)

donde x = col(x1, . . . , xn) es un vector de variables reales, Ji = JT
i son matrices

simétricas reales (J es una función afín a las variables x) y J(x) < 0 significa que
la matriz J(x) es definida negativa, es decir,

J(x) < 0 ⇔ uT J(x)u < 0, para toda u , 0

⇔ todos los valores propios de J(x) son negativos

⇔ λmax(J(x)) < 0 (2.33)

Las LMIs tienen características intrínsecas, es decir, una LMI es una restric-
ción convexa en x (un conjunto de viabilidad convexa). Esto quiere decir que el
conjunto S := x : J(x) < 0 es convexo. Si x1, x2 ∈ S y α ∈ [0, 1], entonces:

J(αx1 + (1 − α)x2) = αJ(x1) + (1 − α)J(x2) > 0 (2.34)
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donde en la igualdad consideramos que J es afín y la desigualdad se deduce del
hecho que α ≥ 0 (1 − α) ≥ 0.

Permite además la solución de múltiples LMIs, por ejemplo, la LMI

J1(x) < 0, . . . , Jk(x) < 0 (2.35)

es convexa y se puede representar como una sola LMI

J(x) =


J1(x) 0 . . . 0

0 . . . 0
0 . . . 0 Jk(x)

 < 0 (2.36)

También se pueden incorporar condiciones afines, tales como:

J(x) < 0 y Ax = b (2.37)

J(x) < 0 y x = Ay + b para alguna y (2.38)

J(x) < 0 y x ∈ S con S un conjunto afín (2.39)

También se pueden convertir condiciones no lineales a lineales. Ejemplo: comple-
mento de Schur.

Sea J una función afín

J(x) =

J11(x) J12(x)
J21(x) J22(x)

 (2.40)
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donde J11 es no singular. En consecuencia,

J(x) < 0⇔J11(x) < 0

J22(x) − J21J11(x)−1J12(x) < 0

J22(x) < 0 (2.41)

⇔J11(x) − J12J22(x)−1J21(x) < 0

A continuación, se retoman los conceptos de estabilidad usados para los siste-
mas Takagi-Sugeno:

Estabilidad cuadrática.- Se denomina estabilidad cuadrática al hecho de de-
mostrar la estabilidad de un sistema a partir del uso de una función cuadrática de
Lyapunov (para sistemas discretos o continuos). La estabilidad consiste en deter-
minar si existe una matriz P definida positiva tal que la derivada o incremento de
la función candidata de Lyapunov sea definida negativa. Si es el caso, entonces
el sistema es estable (Blanco et al., 2001; Feng, 2006; Johansson, 1997; Tanaka
et al., 1998; Wang et al., 1996b).

Regiones LMI (por sus siglas en inglés, Linear Matrix Inequality).- Son con-
juntos de regiones localizadas en el plano complejo. Hacer uso de las regiones
LMI asegura una estabilidad específica en una región del plano complejo. (Chilali
& Gahinet, 1996a).

Estabilidad robusta.- La estabilidad robusta es dada considerando una retro-
alimentación de estado compuesta por la función no lineal del sistema y estable-
ciendo un criterio de robustez (por ejemplo rechazo al ruido de medición). (Chadli
et al., 2014; Sadeghi et al., 2014; Wang et al., 1996b).

Atenuación con el criterio H2 o H∞.- Normalmente se usa para sistemas con
problemas de ruido y/o perturbación, con la finalidad de minimizar el efecto que
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estas generan en el sistema. Los criterios se añaden a las LMIs que sean origi-
nadas por el análisis de estabilidad (Delmotte et al., 2007; Khiar et al., 2007; Liu
& Zhang, 2005; Xiaodong & Qingling, 2003; Yin et al., 2015; Zhang et al., 2014).

Además de los conceptos de estabilidad mencionados anteriormente, también
están la estabilidad estado-entrada(Sontag, 1995) y estabilidad por retroalimen-
tación de salida (Kau et al., 2007), entre otras, que pueden ser consultados en las
referencias proporcionadas.

2.4. Detección de fallas en sistemas Takagi-Sugeno

Un proceso de monitoreo está basado en el uso de redundancia física o analíti-
ca. La redundancia física hace uso de instrumentos de medición redundantes para
medir las mismas variables. Por ejemplo, si un sistema tiene triple redundancia
analítica, significa que existen tres elementos midiendo la misma variable (tres
instrumentos midiendo la misma temperatura dentro de un reactor, por ejemplo).

Por otra parte, la redundancia analítica generalmente usa un método analítico
(típicamente basado en ecuaciones) para reemplazar la falta de sensores físicos re-
dundantes. Es decir, a través de la redundancia analítica, se realiza un reconstruc-
ción (o estimación) de las variables que intervienen en un proceso, con la ayuda
de las entradas y salidas disponibles para medición. Un ejemplo del metódo ana-
lítico, es la técnica del diagnóstico basado en modelos. Este tipo de diagnóstico
considera un modelo nominal que describe el comportamiento del proceso o una
parte del sistema a monitorear. Con la entrada y salida del sistema (variables me-
dibles) se puede reconstruir en línea y en paralelo una aproximación de la variable
a monitorear.

Los esquemas de diagnóstico pueden clasificarse según el número de observa-
dores, por ejemplo:
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Observador: Esquema directo (orden completo). Esquema simplificado (or-
den reducido).

Banco de observadores: Orden reducido (observadores dedicados). Orden
reducido (observadores generalizados)

Cuando se requiere el conocimiento de todas las variables de un sistema di-
námico, para el análisis o aplicación de control, monitoreo y toma de decisión,
y no se cuenta con un acceso completo de todas las variables (debido a razones
técnicas, físicas o económicas), entonces es necesaria la estimación de variables
críticas y/o parámetros críticos del sistema para garantizar un funcionamiento nor-
mal y seguro del proceso.

Los parámetros, estados, fallas, perturbaciones y salidas estimadas de un sis-
tema dinámico, pueden ser estimados bajo ciertas condiciones, a través del uso
de observadores (también llamados sensores virtuales) a partir de señales de en-
trada y salida, a través del uso de un modelo matemático del sistema Luenberger
(1966, 1971a). La idea de Luenberguer se basa en generar un modelo matemáti-
co del sistema que reproduzca el comportamiento de las variables de estado del
sistema real. Si ambos sistemas, el real y el modelo son sometidos a las mismas
condiciones, se esperaría que la respuesta de ambos se parecieran o fueran la mis-
ma. Para asegurar esta similitud en las respuestas o acelerar la convergencia de
la respuesta del modelo con el sistema original, entonces el modelo se compensa
con la diferencia que existe entre: la salida del sistema original y el modelo. Esta
diferencia se multiplica por una constante, llamada ganancia del observador. Esta
ganancia permite en consecuencia que la respuesta del modelo, converja más rápi-
do o más lento a la respuesta del sistema original, Isermann (2006), dependiendo
de su magnitud. Por ejemplo, para el siguiente sistema lineal:

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t)
(2.42)
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donde x(t) corresponde al vector de estado, u(t) es la entrada de control, y(t) es la
salida medible. Un observador de tipo Luenberger tiene la siguiente forma (2.43):

˙̂x (t) = Ax̂ (t) + Bu (t) + He (t) (2.43)

e (t) = y (t) −C x̂ (t) (2.44)

donde A es la matriz de estado, B es la matriz de entrada, C es la matriz de sa-
lida del sistema, H es la matriz de ganancia del observador. Todas las matrices
anteriores son de dimensiones apropiadas. e (t) es un error de la estimación de
la salida medida, x̂ (t) es el estado estimado. Introduciendo la ecuación del error
(2.44) en la ecuación del observador (2.43), la forma del observador de estado, es
dada como:

˙̂x (t) = (A − HC) x̂ (t) + Bu (t) + Hy (t) (2.45)

El diagrama de la figura2.2 muestra la estructura del observador mencionado arri-
ba.

u(t)

c

A

(t)

 

  

 

  
 

H
e(t)

y(t)

Observador de estado

Figura 2.2: Sistema y observador de estado

Análogamente, para un sistema tipo Takagi-Sugeno de la forma:

ẋ(t) =

r∑
i=1

ξi(ρ(t))Aix(t) + Biu(t)

y(t) = Cx(t)

(2.46)
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un observador de tipo Luenberger tiene la siguiente forma:

˙̂x(t) =

r∑
i=1

ξi(ρ(t))Ai x̂(t) + Biu(t) + L(y − ŷ)

ŷ(t) = Cx̂(t)

(2.47)

donde Ai y Bi son matrices que pertencen a cada modelo local, u(t) es la entrada
de control, ρ(t) es el parámetro variable, i = 1, . . . ,m, donde m es el número de
modelos, que provienen de las reglas que se obtienen a partir de las combinaciones
posibles de los parámetros variables. ξi(ρ(t)) son funciones de membresía.

2.5. Observabilidad de sistemas Takagi-Sugeno

La observabilidad es la propiedad de un sistema que indica si el comporta-
miento dinámico de sus variables de estado puede deducirse a partir de las medi-
ciones de sus entradas y salidas. Un sistema lineal de la forma

ẋ = Ax + Bu

y = Cx
(2.48)

que tiene la forma del sistema (1.3) y (1.4) puede ser verificado si es observable
como se hace en el capítulo 1. Si este es el caso, entonces es posible diseñar un
observador de la forma

˙̂x = Ax̂ + Bu + L(y − ŷ)

ŷ = Cx̂
(2.49)

para el cual se elige una matriz L, tal que la matriz (A − LC) tenga los valores
característicos deseables para que el error de estimación e = x − x̂ tienda a cero,
siendo x̂ los estados estimados.

Para los sistemas Lineales de Parámetros Variables (LPV), también se consi-
dera que la observabilidad se verifique con las condiciones necesarias y suficientes
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de existencia, es decir, que se tenga una matriz de observabilidad: O(ρ(t)). Esta
debe cumplir con la condición de rango para todo valor posible del vector de pa-
rámetros variables ρ(t).

En el caso de los sistemas Takagi-Sugeno, en Meza et al. (2017) se presen-
ta un ejemplo de análisis de observabilidad. Para verificar la observabilidad del
sistema Takagi-Sugeno, entonces, es necesario tomar en cuenta las r − 1 (r = nú-
mero de reglas difusas) regiones de interpolación y construir para cada región la
correspondiente matriz O(x(t)). Entonces, la observabilidad de los sistemas, dicen
que se puede verificar con la condición de rango tomando en cuenta las funcio-
nes de activación, tal que ξi(ρ(t)) + ξ j(ρ(t)) = 1 para i, j = 1, . . . , r (cumpliéndo
con la parte convexa) y para las regiones de interpolación se debe cumplir que la
intersección de las funciones de activación: ξi ∩ ξ j , ∅. Entonces, considerando
que ξi(x(t)) = 1 − ξ j(x(t)) y la matriz de observabilidad difusa O(x(t)), para las
regiones de interpolación definidas por las reglas i y j, sólo dependerán del valor
de la función de membresía ξ j(x(t)). Por lo que, el sistema Takagi-Sugeno es difu-
so observable si las regiones (r − 1) de interpolación, tienen rango completo para
ξ j(x(t)) ∈ [0 1].
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Capítulo 3

Síntesis de observadores para la
estimación de fallas

En este capítulo se presenta los resultados principales de este trabajo de tesis,
que consiste en el desarrollo y análisis de observadores diseñados y propuestos
para la estimación de estados, entrada desconocida y fallas. La sección 3.1 muestra
el esquema de estimación simultánea de estados y falla en el sistema. El esquema
de estimación de falla propuesto está basado en la síntesis de un observador PI
generalizado (aplicados a sistemas descriptivos Nan et al. (2014); Osorio-Gordillo
et al. (2014a,b, 2015); Wang et al. (2014)) y los sistemas Takagi-Sugeno.

En la sección 3.2 se presenta el esquema de estimación simultánea de esta-
dos y fallas en actuador basado en observadores intervalares y observadores de
entrada desconocida, desacoplando el vector de falla. El diseño de los observa-
dores contempla incertidumbre parámetrica, ruido y perturbación acotada en un
intervalo. Además, se toma en cuenta en el análisis del error de estimación que el
observador sea robusto ante perturbaciones y ruido. Actualmente, los observado-
res intervalares han sido extendidos a los sistemas LPV (Efimov et al., 2013b,c;
Rotondo et al., 2016; Zhang & Yang, 2017) y más recientemente a los sistemas
Takagi-Sugeno (Rotondo et al., 2016). La sección 3.3 muestra el diseño del obser-
vador de entrada desconocida para sistemas con incertidumbre parámetrica, este
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observador estima falla en el actuador y en el sistema, considerando que el vector
de falla sea aumentado.

La sección 3.4 presenta un observador no lineal para la estimación de entrada
desconocida y estado de un sistema no lineal. El diseño del observador propuesto
es un método basado en un observador no lineal simple con una forma fácil pa-
ra obtener el valor de la ganancia del observador, este observador no requiere de
transformar el sistema original si se cumplen ciertas condiciones. En la sección
3.5 se muestra el diseño de un banco de observadores, donde cada observador
puede ser sensible a diferentes subconjuntos de fallas. Como se explica en Raïssi
et al. (2010), la idea general es construir dos observadores, que respectivamente
estiman el límite inferior y superior del vector de estado asumiendo que el sistema
es cooperativo. Como el sistema no lineal original no es cooperativo, la ganancia
del observador está diseñada de tal manera que la dinámica del error de obser-
vación se vuelve cooperativa. La inclusión de la incertidumbre en los parámetros
del modelo. En caso de un observador intervalar permite la detección robusta de
fallas.

3.1. Observador PI generalizado Takagi-Sugeno

Los siguientes resultados fueron publicados en Martínez-García et al. (2016).
Este estimador propuesto considera el sistema Takagi-Sugeno con la siguiente
estructura:

ẋ(t) =

r∑
i=1

ξi(ρ(t))Aix(t) + Bu(t) + Gθ(t)

y(t) = Cx(t)

(3.1)

donde Ai ∈ R
nx×nx y B ∈ Rnl son matrices que pertencen a cada modelo local, G ∈

Rns×ns es la matriz de distribución de fallas del parámetro (una matriz conocida),
x(t) ∈ Rn es el vector de estado, u(t) ∈ Rl es la entrada de control, θ(t) ∈ Rs

es el vector de falla en un parámetro aditivo, y(t) ∈ Rp es la salida medible, ρ(t)
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es el parámetro variable, i = 1, . . . ,m, donde m es el número de modelos, que
provienen de las reglas que se obtienen a partir de las combinaciones posibles de
los parámetros variables.

ξi(ρ(t)) son funciones de membresía que se logran a partir de las funciones
de ponderación. Las funciones de ponderación son dadas como (Johansen et al.,
2000; Lendek et al., 2010; Takagi & Sugeno, 1985):

ηi
0 =

ρ − ρ(t)
ρ̄ − ρ

ηi
1 = 1 − ηi

0

(3.2)

Para la estimación de la falla en el parámetro θ(t), así como de los estados que
no sean medibles del sistema Takagi-Sugeno, se considera el siguiente observador:

ζ̇(t) =

m∑
i=1

ξi(ρ(t))
(
Ni(ζ(t)+TGθ̂(t)) + Hiv(t) + Fiy(t)

)
+ Ju(t) + TGθ̂(t) (3.3)

v̇(t) =

m∑
i=1

ξi(ρ(t))
(
S i(ζ(t) + TGθ̂(t)) + Liv(t) + Miy(t)

)
(3.4)

x̂(t) = ζ(t) + TGθ̂(t) + Qy(t) (3.5)
˙̂θ(t) = Φ(Cx̂(t) − y(t)) (3.6)

donde ζ(t) ∈ Rn es el vector de estado del observador, v(t) ∈ Rq1 es un vector
auxiliar del observador, x̂(t) ∈ Rn es el estimado del estado x(t) y θ̂(t) ∈ Rs es el
estimado de θ(t). Las matrices Ni,Hi, Fi, J, S i, Li,Mi,T,Q y Φ son matrices des-
conocidas de dimensiones apropiadas que son determinadas, tal que x̂(t) y θ̂(t)
convergen asintóticamente a x(t) y θ(t), respectivamente. Para determinar el valor
de cada matriz y asegurar la convergencia del observador, se establece el siguiente
Teorema:

Teorema 1 Existe un observador PI generalizado Takagi-Sugeno de la forma

(3.3) -(3.6) que estima los estados y parámetros del sistema Takagi-Sugeno (2.1),

tal que la dinámica del error de estimación es asíntoticamente estable, si y solo si
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existe una matriz X =

X1 0
0 X2

 > 0 donde X1 > 0, X2 > 0, Φ ∈ Rnθ > 0, tal que

las siguientes desigualdades se satisfagan:

[
A2 B2

]T⊥
X1Ai1 + AT

i1 X1 X1Bi1 + CT X2

∗ X2D + DT X2

 [A2 B2

]T⊥T
< 0 (3.7)

DT X2 + X2D < 0 (3.8)

donde:

Ai1 =

T Ai 0
0 0

 , A2 =

C 0
0 I

 , Bi1 =

T AiTG + TG

0

 , B2 =

CTG

0


C =

[
ΦC 0

]
, D = ΦCTG

En el Teorema anterior se establecen las condiciones suficientes y necesarias para
garantizar la existencia del observador, a continuación se presenta el diseño del
observador.

Demostración 1 Se realiza el análisis de estabilidad del error de estimación,
considerando que T ∈ Rn×n es una matriz paramétrica que define el error ε:

ε(t) = ζ(t) − T x(t) + T G θ(t) (3.9)

donde la derivada del error ε queda expresada como:

ε̇(t) = ζ̇(t) − T ẋ(t) + T G θ̇(t) (3.10)

Sustituyendo la dinámica del observador ζ̇(t), la dinámica del estado ẋ(t) y del
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parámetro θ̇(t), la ecuación anterior queda como:

ε̇(t) =

m∑
i=1

ξi(ρ(t))[((Ni(ζ(t) + TGθ̂(t)) + Hiv(t) + Fiy(t)) + Ju(t) + TGθ̂(t))

−T (Aix(t) + Bu(t) + Gθ(t))]
(3.11)

Se requiere que la dinámica del error (3.11) quede en función de ε(t). Por lo
tanto, a partir de la ec.(3.9) se sustituye el valor de ζ(t), obteniendo lo siguiente:

ζ(t) = ε(t) + T x(t) − T G θ(t) (3.12)

Ahora, susituyendo el valor de ζ(t) en la ecuación (3.11) resulta como:

ε̇(t) =

m∑
i=1

ξi(ρ(t))[Ni(ε(t)+T x(t) − T G θ(t)) + Ni TGθ̂(t) + Hiv(t) + (FiC

− T Ai)x(t) + (J + T B)u − TGθ(t) + TGθ̂(t)]

al factorizar las variables, la ecuación anterior queda como:

ε̇(t) =

m∑
i=1

ξi(ρ(t))(Niε(t) + Hiv(t) + (Ni TG + TG)θ̃(t)+(J − T B)u(t) + (Ni T

+ FiC − T Ai)x(t))
(3.13)

Sabiendo que la derivada de la falla es igual a cero θ̇(t) = 0 (es decir, falla cons-
tante o incipiente de dinámica lenta) y que θ̃(t) = θ̂(t) − θ(t) , con el desacople de
ζ(t), la ecuación del vector auxiliar (3.4) y la de los estados estimados (3.5), las
ecuaciones son reescritas de la siguiente forma:

v̇(t) =

m∑
i=1

ξi(ρ(t)) (S iε(t) + Liv(t) + (S iT + MiC)x(t) + S iTGθ̃(t)) (3.14)

x̂(t) = ε(t) + (T + QC)x(t) + TGθ̃(t) (3.15)
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Hasta el momento las ecuaciones dinámicas del error de estimación son las si-
guientes:

ε̇(t) =

m∑
i=1

ξi(ρ(t))(Niε(t) + Hiv(t) + (Ni TG + TG)θ̃(t) + (J − T B)u(t)+

(Ni T + FiC − T Ai)x(t)) (3.16)

v̇(t) =

m∑
i=1

ξi(ρ(t)) (S iε(t) + Liv(t) + (S iT + MiC)x(t) + S iTGθ̃(t)) (3.17)

x̂(t) = ε(t) + (T + QC)x(t) + TGθ̃(t) (3.18)

A partir de las ecuaciones anteriores, es posible deducir que:

Ni T + FiC − T Ai = 0 (3.19)

S iT + MiC = 0 (3.20)

J = T B (3.21)

T + QC = In (3.22)

Las condiciones de arriba son utilizadas para solucionar las matrices del observa-
dor, como se muestra a continuación.

Parametrización de las matrices del observador

La parametrización de las matrices se hacen con la finalidad de encontrar so-
luciones para un conjunto de matrices que son dadas en las ecuaciones de la diná-
mica del error.

La condición (3.22) puede ser reescrita como

[
T Q

]  I

C

 = I (3.23)
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donde
∑

=

 I

C


tal que: [

T Q
]

=

 I

C

+

=⇒
[
T Q

]
=

∑+

(3.24)

o equivalentemente:

T =
∑+

Inx

0

 (3.25)

Q =
∑+

 0
Iny

 (3.26)

donde
∑+ es la inversa generalizada de

∑
, que se verifica que se cumpla con la

siguiente condición de existencia
∑∑+ ∑

=
∑

.
Las ecuaciones (3.25) y (3.26) son sustituidas en (3.19). En consecuencia:

Ni + Ni QC + FiC − T Ai = 0 (3.27)

donde en la ecuación (3.27) se puede definir a Ni como:

Ni = Ni QC + FiC − T Ai (3.28)

Ni = KiC − T Ai (3.29)

donde
Ki = Ni Q + Fi (3.30)

Para la condición (3.20) se sustituyen de igual forma las ecuaciones (3.25) y
(3.26), resultando lo siguiente:

S i − S iQC + MiC = 0 (3.31)

S i = (S iQ − Mi)︸       ︷︷       ︸
Zi

C (3.32)
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por lo tanto
S i = ZiC (3.33)

A partir de los resultados anteriores, Fi puede ser deducida como

Fi = NiQ − Ki (3.34)

La matriz Mi es deducida como:

Mi = S iQ − Zi (3.35)

mientras que la matriz J es
J = T B (3.36)

Las matrices Q,Ni y S i son definidas en las ecuaciones (3.26), (3.29) y (3.33),
respectivamente. Las matrices parámetro Ki,Hi,Zi y Li pueden ser obtenidas a
partir del análisis de estabilidad. Entonces, las ecuaciones (3.16) y (3.17) pueden
ser reescritas de la forma:

ε̇(t) = Niε(t) + Hiv(t) + (Ni TG + TG)θ̃(t) (3.37)

v̇(t) = S iε(t) + Liv(t) + S iTGθ̃(t) (3.38)

o equivalente a ε̇(t)v̇(t)

 =

Ni Hi

S i Li

 ε(t)v(t)

 +

NiTG + TG

S iTG

 θ̃(t) (3.39)

Del sistema de arriba, se sustituyen las matrices Ni y S i con la finalidad de identi-
ficar las matrices desconocidas:ε̇(t)v̇

 =

KiC − T Ai Hi

ZiC Li

 ε(t)v(t)

 +

(KiC − T Ai)TG + TG

(ZiC)TG

 θ̃(t) (3.40)

Si hacemos una distribución de matrices, se puede identificar rápidamente la ma-
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triz desconocida, tal como:

ϕ̇ =
[
Ai1 zi Ai2

]
ϕ +

[
Bi1 zi Bi2

]
θ̃ (3.41)

donde

zi =

Ki Hi

Zi Li

 , ϕ =

εv


Las matrices Ai1 , Ai2 , Bi1 y Bi2 se describen en la Ec. (3.7) del Teorema 1.
Tomando de nuevo la ecuación (3.18), que aún está en función de los estados, se
introduce la siguiente ecuación e(t) = x̂(t) − x(t), resultando lo siguiente:

x̂(t) = ε(t) + (T + QC)x(t) + TGθ̃(t)

x̂(t) = ε(t) + (T + QC)︸     ︷︷     ︸
I

x(t) + TGθ̃(t)

x̂(t) = ε(t) + x(t) + TGθ̃(t)

x̂(t) − x(t)︸     ︷︷     ︸
e(t)

= ε(t) + TGθ̃(t)

e(t) = ε(t) + TGθ̃(t) (3.42)

Para obtener el valor de ˙̃θ(t) en función del vector de ε(t) y θ̃(t), se considera la
siguiente ecuación

˙̃θ(t) = ˙̂θ(t) − θ̇(t) (3.43)

donde θ̇(t) = 0. En consecuencia:

˙̃θ(t) = ˙̂θ(t)
˙̃θ(t) = Φ(Cx̂(t) − y(t))
˙̃θ(t) = Φ(Cx̂(t) −Cx(t))
˙̃θ(t) = ΦC (x̂(t) − x(t))︸        ︷︷        ︸

e(t)

50



OBSERVADOR PI GENERALIZADO TAKAGI-SUGENO CAPÍTULO 3

Sustituyendo el valor de e(t) de (3.42) en la ecuación de ˙̃θ(t), la ecuación resultante
queda como:

˙̃θ(t) = ΦCε + ΦCTGθ̃(t) (3.44)

Para consideraciones posteriores del acoplamiento de falla al sistema de error, se
toma en cuenta lo siguiente:

Θ =
[
ΦC 0

]
(3.45)

y
D = ΦCTG (3.46)

Por lo tanto, ˙̃θ(t) se define como:

˙̃θ(t) = Θε(t) + Dθ̃(t) (3.47)

Ahora, es posible el acople de ˙̃θ(t) al sistema de ecuaciones:ϕ̇(t)
˙̃f (t)

 =

Ai1 zi Ai2 Bi1 zi Bi2

Θ D

 ϕf̃
 (3.48)

Por motivos de simplificación, la ecuación anterior se escribe como:

β̇(t) = A β(t) (3.49)

donde:

β̇(t) =

ϕ̇(t)
˙̃f (t)

 , A =

Ai1 zi Ai2 Bi1 zi Bi2

Θ D


Por lo tanto, la dinámica del error del observador β̇(t) = A β(t) necesita ser asin-
tóticamente estable, tal que el lı́mt→∞ e(t) = 0.
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Análisis de estabilidad

Para el análisis de estabilidad del observador se toma en cuenta la siguiente
función cuadrática de Lyapunov:

V(β(t)) = β(t)T Xβ(t) (3.50)

Tal función es definida positiva, es decir:

V(β(t)) > 0 (3.51)

X es una matriz diagonal de matrices desconocidas

X =

X1 0
0 X2

 (3.52)

La derivada de la función de Lyapunov (3.50) a lo largo de la trayectoria de (3.49)
está dada por:

V̇(β(t)) = β(t)T (A T X + XA )β(t) (3.53)

donde la derivada de la función es definida negativa, V̇(β(t) < 0, para toda β(t) , 0
si y sólo si

A T X + XA < 0 (3.54)

es decir

Ai1zi Ai2 Bi1ziBi2

Θ D

T X1 0
0 X2

 +

X1 0
0 X2

 Aai1ziAi2 Bi1zi Bi2

Θ D

 < 0 (3.55)

Agrupando términos, la desigualdad resulta(Ai1 + ziAi2)
T X1 + X1(Ai1 + ziAi2) X1(Bi1 + zi X2) + ΘT X2

∗ X2D + DT X2

 < 0 (3.56)

52



OBSERVADOR PI GENERALIZADO TAKAGI-SUGENO CAPÍTULO 3

La desigualdad anterior se descompone de la siguiente manera de tal manera que
pueda identificarse la matriz desconocida a calcular zi:

aMiΞ + (aMiΞ)T + Di < 0 (3.57)

donde

a =

I

0

 , Ξ =
[
Ai2 Bi2

]
, Di =

X1Ai1 + AT
i1 X1 X1Bi1 + CT X2

∗ X2D + DT X2


Mi = X1zi. Para ello se considera el lema de eliminación Skelton et al. (1998), tal
que la desigualdad cuadrática (3.57) sea equivalente a:

ΞT⊥Di ΞT⊥T < 0 (3.58)

a⊥Dia
⊥T < 0 (3.59)

con
ΞT⊥

i =
[
A2 B2

]T⊥
, a⊥ =

[
0 I

]
Si las condiciones anteriores se cumplen, la matriz zi se obtiene como:

zi = X−1(a+
r Γi Ξ+

l +Zi − a
+
r arZi Ξl Ξ+

l ) (3.60)

donde
Γi = −R−1aT

l ViΞ
T
r

(
ΞrViΞ

T
r

)−1
+ S S 1/2

i L
(
ΞrViΞ

T
r

)1/2
(3.61)

Vi = alR
−1aT

l − Di > 0 (3.62)

S S i = R−1 − R−1aT
l [Vi −ViΞ

+
r (ΞrViΞ

T
r )−1ΞrVi]alR−1 (3.63)

Siendo Zi una matriz arbitraria, L debe satisfacer ‖L‖ < 1 y la matriz R > 0
que provee la matriz Vi > 0. Las matrices Ξr, Ξl, al, ar son matrices de rango
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completo que provienen de Ξ = ΞlΞr y a = alar.
Usando la definición de las matrices ΞT⊥ y Di, la desigualdad (3.58) es equiva-

lente a la desigualdad (3.7), y usando las matrices a⊥ y Di, la desigualdad (3.59)
es equivalente a (3.8). Del lema de eliminación, si las condiciones (3.58) y (3.59)
son satisfechas, la matriz parámetro Mi es obtenida como (3.60)-(3.63). �

El observador PI generalizado presenta una alternativa para la estimación de
los estados y puede ser considerado más general que los observadores de Luen-
berguer, los observadores PI y los observadores proporcionales. La ventaja de
este observador es que solo requiere una programación práctica de las ganancias,
resolviendo un conjunto de LMIs. Otra importante característica del observador
propuesto, es que puede ser fácilmente extendido a otra clase de sistemas Takagi-
Sugeno.

Para abordar la siguiente sección, se recomienda previamente leer el Anexo A.
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3.2. Observador intervalar Takagi-Sugeno de entra-
da desconocida

Los siguientes resultados fueron publicados en Martínez-García et al. (2018).
Para la síntesis de este observador, se considera un sistema Takagi-Sugeno discre-
to de la forma siguiente (Lendek et al., 2011):

x(k + 1) =

m∑
i=1

ξi(ρ(k)) [Aix(k) + Biu(k)] + E f f (k) + Gθ(k) + Eww(k)

y(k) = Cx(k) + Evv(k)
(3.64)

donde x(k) ∈ Rnx es el vector de estado, u(k) ∈ Rnu es la entrada, θ(k) ∈ Rnθ es el
vector parámetro desacoplado del vector de estado, y(k) ∈ Rny representa al vector
de salida del sistema, w(k) y v(k) son las entradas exógenas como perturbación
y ruido medible (ruido a la salida), respectivamente. Las matrices Ai ∈ R

nx×nx ,
Bi ∈ R

nx×nu E f ∈ R
n×n f es una matriz de distribución de fallas, es decir, que se

usa para denotar la influencia de las fallas en el sistema. G ∈ Rnx×nθ , Ew ∈ R
nx×nw ,

Ev ∈ R
ny×nv y C ∈ Rny×nx son matrices constantes de dimensiones apropiadas. k

denota el k-ésimo instante de tiempo discreto. Los valores exactos de w(k) y v(k)
son desconocidos pero considerados dentro de un intervalo, es decir:

w(k) ≤ w(k) ≤ w(k) (3.65)

|v(k)| ≤ V(k) (3.66)

f (k) ∈ Rn f representa el vector de falla en actuador, que es definido como:

f (k + 1) = f (k) + w f (k) (3.67)

donde w f (k) ∈ R f denota la variación que pudiera aparecer junto con la falla en
actuador. Tal variación se considera que está dentro de un intervalo, como sigue:

w f (k) ≤ w f (k) ≤ w f (k) (3.68)
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Para el sistema Takagi-Sugeno discreto (3.64), se considera el siguiente observa-
dor intervalar:

x̂(k + 1) =

m∑
i=1

ξi(ρ(k))[(Ai − LiC)x̂(k) + Biu(k) + Gθ(k) + Eww(k) + E fO

y(k + 1) + Li y(k) − |Li|V(k)Ev − E fOEv V(k + 1)] (3.69)

x̂(k + 1) =

m∑
i=1

ξi(ρ(k))[(Ai − LiC)x̂(k) + Biu(k) + Gθ(k) + Eww(k) + E fO

y(k + 1) + Li y(k) + |Li|V(k)Ev − E fOEv V(k + 1)] (3.70)

f̂ (k) = O[y(k + 1) −C
m∑

i=1

ξi(ρ(k))(Ai x̂(k) + Biu(k)) −CGθ(k) −CEw

w(k) − EvV(k + 1) − w f (k)] (3.71)

f̂ (k) = O[y(k + 1) −C
m∑

i=1

ξi(ρ(k))(Ai x̂(k) + Biu(k)) −CGθ(k) −CEw

w(k) + EvV(k + 1) − w f (k)] (3.72)

donde x̂(k) and x̂(k) ∈ Rn
x son las estimaciones intervalares de x(k), mientras

que f̂ (k) y f̂ (k) ∈ Rs son las estimaciones intervalares de f (k). Li y Li son las
ganancias del observador usadas para calcular las cotas inferior y superior de los
estados estimados y las fallas, respectivamente.

El diseño del observador intervalar Takagi-Sugeno (3.69)-(3.72) para el siste-
ma (3.64) es visto como un problema de estimación robusto H∞, con el objetivo
de minimizar los efectos que provocan las entradas exógenas (consideradas como
incertidumbres). Esto es resumido en el siguiente teorema.

Teorema 2 Dado el observador intervalar de entrada desconocida Takagi-Sugeno

(3.69) para el sistema (3.64), el error de estimación

e(k) = x(k) − x̂(k) (3.73)

e(k) = x̂(k) − x(k) (3.74)
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es asíntoticamente estable y robusto ante entradas desconocidas, si existe una

matriz simétrica P = PT > 0, y una matriz Q > 0 y un escalar β > 0 (nivel

de atenuación para la perturbación), tal que el siguiente conjunto de LMIs sea

satisfecho

φi, j =


I − P 0 0 (QDi, j −WiΓ)T

0 −β2I 0 (QEw + WiHi,h + QΦ)T

0 0 −β2I QT Φ

(∗) (∗) (∗) P − Q − QT

 < 0 (3.75)

QDi, j −WiΓ ≥ 0 (3.76)

donde Ew =

Ew 0
0 Ew

 y Hi,h =

−Ev Ev 0
0 Ev Ev

.
Entonces, las ganancias del observador intervalar Takagi-Sugeno de entrada

desconocida (3.69) pueden ser calculadas de la siguiente manera:

Li = Q−1W i y Li = Q−1W i ∀i, j = 1, 2, · · · ,m. (3.77)

Demostración 2 Se considera que el error de estimación es definido como:

e(k) = x(k) − x̂(k) (3.78)

e(k) = x̂(k) − x(k) (3.79)

La dinámica del error está dada por las siguientes ecuaciones:

e(k + 1) = x(k + 1) − x̂(k + 1) (3.80)

e(k + 1) =

m∑
i=1

ξi(ρ(k))
(
Ai − LiC

)
e(k) − LiEvv(k) + Ew(w(k) − w(k))

+ |Li|EvV(k) + E fOEvV(k + 1) + E fOEvv(k + 1) (3.81)
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e(k + 1) = x̂(k + 1) − x(k + 1) (3.82)

e(k + 1) =

m∑
i=1

ξi(ρ(k))
(
Ai − LiC

)
e(k) + LiEvv(k) + Ew(w(k) − w(k))

+ |Li|EvV(k) − E fOEvV(k + 1) + E fOEvv(k + 1) (3.83)

Ambas ecuaciones son escritas de la forma:

ε(k + 1) =

m∑
i=1

ξi(ρ(k))Giε(k) + Hiδ(k) + Φδ(k + 1) (3.84)

con:

ε(k) =

e(k)
e(k)

 , Gi =

Ai − LiC 0
0 Ai − LiC


Hi =


[
Ew −LiEv |Li|Ev

]
0

0
[
Ew LiEv |Li|Ev

]
δ(k) =



w(k) − w(k)

v(k)
V(k)



w(k) − w(k)

v(k)
V(k)




T

Φ =


[
0 E fOEv E fOEv

]
0

0
[
0 E fOEv −E fOEv

]
Para el desempeño de la estimación intervalar, el error debe converger asintó-
ticamente a los estados estimados. Para ello, se considera la siguiente función
cuadrática de Lyapunov:

V1(ε(k)) = ε(k)T Pε(k) (3.85)

V1(ε(k)) > 0 (3.86)

P > 0
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La función incremento a lo largo de la trayectoria es:

∆V1(ε(k)) = V1(ε(k + 1)) − V1(ε(k)) (3.87)

Se requiere que la función incremento ∆V1(ε(k)) sea definida negativa, es decir:

∆V1(ε(k)) =

m∑
i=1

m∑
j=1

ξi(ρ(k)) ξ j(ρ(k))(Giε(k) + Hiδ(k) + Φδ(k + 1))T P

(G jε(k) + H jδ(k) + Φδ(k + 1)) − ε(k)T Pε(k) < 0

(3.88)

En consecuencia, la función incremento es:

∆V1(ε(k)) =

m∑
i=1

m∑
j=1

ξi(ρ(k)) ξ j(ρ(k))ε(k)T (GT
i PG j − P)ε(k) + 2ε(k)T (GT

i, jPH j

δ(k) + GT
i, jPΦδ(k + 1)) + δ(k)T HT

i PH jδ(k) + 2δ(k + 1)T

(ΦT PHi, jδ(k)) + δ(k + 1)T ΦT PΦδ(k + 1) < 0
(3.89)

Debido a la presencia de ruido y perturbación, el problema de estimación es fomu-
lado a baja frecuencias como un problema de estimación robusto H∞. Se considera
la siguiente condición para minimizar los efectos del ruido y la pertubación:

lı́m
k→∞

ε(k) = 0 para δ(k) = 0 (3.90)

‖ ε(k) ‖2< β ‖ δ(k) ‖2

para δ(k) , 0, ε(0) = 0

(3.91)

donde β es un escalar para minimizar la perturbación.
Con la finalidad de satisfacer la condición (3.90) y (3.91), así como de determinar
el valor de las ganancias Li, ∀ i, j = 1, 2, · · ·m., se define el siguiente criterio:

Jk
∞ = ε(k)Tε(k) − β2δ(k)Tδ(k) + ∆V1(ε(k)) < 0 (3.92)
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Note que δ(k + 1) es definido en (3.84) y es considerado en (3.92). En consecuen-
cia, la desigualdad (3.92) es reescrita como:

ε(k)Tε(k) − β2δ(k)Tδ(k) − β2δ(k + 1)Tδ(k + 1) + V1(ε(k + 1)) − V1(ε(k)) < 0
(3.93)

donde la condición es suficiente para encontrar una función Lyapunov que satisfa-
ga las condiciones (3.136) y (3.137), tal que implique a (3.92). Ahora, el criterio
(3.138) puede ser escrito de la siguiente forma:

m∑
i=1

m∑
j=1

ξi(ρ(k)) ξ j(ρ(k))


ε(k)
δ(k)

δ(k + 1)


T

φi, j


ε(k)
δ(k)

δ(k + 1)

 < 0 (3.94)

φi, j =


GT

i PG j − P GT
i PH j GT

i PΦ

HT
i PG j HT

i PHi − β
2I HT

i PΦ

ΦT PG j ΦT PH j ΦT PΦ − β2I

 < 0

Considerando el problema GT
i PG j−P en la desigualdad (3.151), se usa el siguiente

lema.

Lema 1 (de Oliveira et al., 1999) Existe una matriz simétrica P = PT > 0, tal

que

AT PA − P < 0 (3.95)

y una matriz G > 0, tal que la siguiente desigualdad implica a (3.95)−P ATGT

GA P −G −GT

 < 0 (3.96)

En consecuencia, este lema es usado para obtener una nueva desigualdad equiva-
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lente a (3.94): 
I − P 0 0 GT

i, jQ
T

0 −β2I 0 HT
i, jQ

T + ΦT QT

0 0 −β2I QT Φ

QGi, j QHi, j + QΦ QΦ P − Q − QT

 < 0 (3.97)

donde Q > 0 y P = PT > 0. Debido a la bilinealidad que existe entre Li, Li y Q en
Gi, j :

Gi, j =

Ai, j − LiC 0
0 Ai, j − LiC

 y Q =

Q 0
0 Q


las matrices se formulan de la siguiente forma:

Di, j =

Ai, j 0
0 Ai, j

 , Wi =

W i 0
0 W i

 , Γ =

C 0
0 C


donde la bilinealidad es transformada en una linealidad considerando el siguiente
cambio de variable W i = QLi y W i = QLi. En consecuencia, el producto de
matrices QGi, j puede darse ahora como

QDi, j −WiΓ < 0 (3.98)

Debido a la doble suma que existe en la desigualdad (3.75), se toma en cuenta el
siguiente lema, con la finalidad de relajar la solución.

Lema 2 (Tuan et al., 2001) La desigualdad (3.75) se satisface si las siguientes

condiciones se cumplen

φi,i < 0 (3.99)

2
m − 1

φi,i + φi, j + φ j,i < 0 (3.100)

para i, j = 1, 2, · · · ,m, 1 ≤ i , j ≤ m.

Entonces, resolviendo las desigualdades (3.76), (3.99) y (3.100), las ganancias del
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observador (3.69) (que garantizan la positividad de la matriz intervalar) pueden ser
calculadas como:

Li = Q−1W i (3.101)

Li = Q−1W i (3.102)

Los observadores intervalares son recomendados cuando existen incertidum-
bres, variables acotadas pero desconocidas e incertidumbres parámetricas (ejem-
plo ruido, disturbios, ruido e incertidumbre parámetrica). Los observadores de
intervalo proporcionan una estimación superior e inferior (intervalo) de las varia-
bles que se desean estimar. Las estimaciones intervalares se pueden utilizar para
incluir robustez en el sistema de diagnóstico de fallas. La ventaja de estos observa-
dores es que, a pesar del no conocimiento de los valores exactos de incertidumbre,
el observador proporciona un rango de estimación garantizado donde se ubica el
valor de la variable.

3.3. Observador intervalar Takagi-Sugeno de entra-
da desconocida con incertidumbre

Para el diseño de este observador, se toma en cuenta el siguiente sistema dis-
creto Takagi-Sugeno con incertidumbre parámetrica:

x(k + 1) =

m∑
i=1

ξi(ρ(k))(Ai + ∆Ai)x(k) + Biu(k) + E f f (k) + Gθ(k) + Eww(k)

y(k) = Cx(k) + Evv(k)
(3.103)

donde x(k) ∈ Rnx corresponde al vector de estado, u(k) ∈ Rnu corresponde a la
entrada, f (k) ∈ Rn f es el vector de falla en actuador, θ(k) ∈ Rnθ representa al
vector de parámetro desconocido, w(k) ∈ Rnw representa al vector de perturbación
y v(k) ∈ Rnv corresponde al vector de ruido a la salida. Ai, Bi,G y C son matrices
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de dimensiones apropiadas. E f , Ew y Ev son matrices de distribución de falla,
perturbación y ruido. Para llevar a cabo la estimación simultánea de fallas, el
sistema (3.103) es reescrito de la siguiente forma:

x(k + 1) =

m∑
i=1

ξi(ρ(k))(Ai + ∆Ai)x(k) + Biu(k) +
[
E f G

]  f (k)
θ(k)

 + Eww(k)

y(k) = Cx(k) + Evv(k)
(3.104)

o bien:

x(k + 1) =

m∑
i=1

ξi(ρ(k))(Ai + ∆Ai)x(k) + Biu(k) + E fE(k) + Eww(k)

y(k) = Cx(k) + Evv(k)

(3.105)

Se toman en cuenta las siguientes restricciones y consideraciones para el sistema
Takagi-Sugeno (3.103):

La estimación del vector fE(k) es simultánea, tal que, es igual a estimar f̂ (k)
y θ̂(k) (falla en actuador y vector parámetro) donde el vector fE(k) es:

fE(k + 1) = fE(k) + w fE (k) (3.106)

donde w fE (k) es considerado como una variación en la falla de actuador.

El vector de perturbación w(k) es considerado como una entrada descono-
cida pero acotada:

w(k) ≤ w(k) ≤ w(k) (3.107)

El vector de ruido en la salida v(k) es considerado como un vector de entrada
desconocida pero acotado:

v(k) ≤ |V(k)| (3.108)
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La matriz incertidumbre ∆Ai también es considerada acotada:

∆Ai ≤ ∆Ai ≤ ∆Ai (3.109)

Con las suposiciones anteriores, las estimaciones pueden ser obtenidas de la si-
guiente manera:

x̂(k) ≤ x(k) ≤ x̂(k) (3.110)

f̂ E(k) ≤ fE(k) ≤ f̂
E
(k) (3.111)

donde la estimación de fE(k), nos proporcionará la estimación de f̂ (k) y θ̂(k).

Diseño del observador

El vector de salida y en el instante (k + 1) es:

y(k + 1) = Cx(k + 1) + Evv(k + 1) (3.112)

Sustituyendo la ecuación de estado del sistema (3.104) en el vector de salida, la
siguiente ecuación resulta:

y(k + 1) = C

 m∑
i=1

ξi(ρ(k))(Ai + ∆Ai)x(k) + Biu(k) + E fE(k) + Eww(k)


+ Evv(k + 1).

(3.113)

A partir de la ecuación (3.113) y haciendo las operaciones pertinentes, ahora es
posible obtener el vector de la falla, como sigue:

CE fE(k) =y(k + 1) −C
m∑

i=1

ξi(ρ(k))(Ai + ∆Ai)x(k) −C
m∑

i=1

ξi(ρ(k))Biu(k)

−CEww(k) − Evv(k + 1)

(3.114)
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tal que, la siguiente condición sea satisfecha Hui & Żak (2005):

rank(CE fE) = rank(E fE) = nθ + n f (3.115)

Donde el producto de la condición (3.115) puede ser calculado de la forma si-
guiente

O = (CE fE)+ (3.116)

tal que (CE fE)+(CE fE) = In f sea satisfecha. Donde el valor de O es obtenido
como:

O =
[
(CE fE)TCE fE

]−1
(CE fE)T (3.117)

El vector de falla aumentado f (k) corresponde a:

f (k) = O

y(k + 1) −C

 m∑
i=1

ξi(ρ(k))(Ai + ∆Ai)x(k) − Biu(k) − Eww(k)


−Evv(k + 1)

) (3.118)

Al reemplazar el vector de falla en el sistema (3.105), el nuevo sistema resulta:

x(k + 1) =

m∑
i=1

ξi(ρ(k))[(Ai + ∆Ai)x(k) + Biu(k)] + Eww(k) + EOy(k + 1)

− EOEvv(k + 1)

y(k) = Cx(k) + Evv(k)

(3.119)

con

Ai = (I − E fOC)Ai ∆Ai = (I − E fOC)∆Ai

Bi = (I − E fOC)Bi Ew = (I − E fOC)Ew

Con base al nuevo sistema (3.119), la estructura del observador intervalar está
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dada como sigue (Efimov et al., 2013a):

x̂(k + 1) =

m∑
i=1

ξi(ρ(k))(I − EOC)[(Ai − LiC)x̂(k) + Biu(k) + ∆Aix(k)︸  ︷︷  ︸ +Li y(k)

− |Li|EvV(k) + Eww(k) + EO y(k + 1) − |Li|Ev V(k + 1)]

x̂(k + 1) =

m∑
i=1

ξi(ρ(k))[(Ai − LiC)x̂(k) + Biu(k) +
︷  ︸︸  ︷
∆Aix(k) +Li y(k)

+ |Li|EvV(k) + Eww(k) + EO y(k + 1) + |Li|Ev V(k + 1)]

f̂ (k) = O[y(k + 1) −C
m∑

i=1

ξi(ρ(k))(Ai x̂(k) + Biu(k) + ∆Aix(k)︸  ︷︷  ︸) −CEww(k)

− EvV(k + 1) − w f (k)]

f̂ (k) = O[y(k + 1) −C
m∑

i=1

ξi(ρ(k))(Ai x̂(k) + Biu(k) + ∆Aix(k)︸  ︷︷  ︸) −CEww(k)

+ EvV(k + 1) − w f (k)]
(3.120)

con

∆Aix(k)︸  ︷︷  ︸ = A+
i x+ − A

+

i x− − A−i x+
+ A

−

i x−

︷  ︸︸  ︷
∆Aix(k) = A

+

i x+
− A+

i x− − A
−

i x+ + A−i x−

donde x̂(k) and x̂(k) ∈ Rn
x corresponden a las estimaciones intervalares de x(k),

mientras que f̂ (k) and f̂ (k) ∈ Rs son las estimaciones intervalares de fE(k). Las
ganancias del observador para calcular la cota inferior y superior de la estimación
simultánea son Li y Li.

Con la finalidad de diseñar el observador intervalar de entrada desconoci-
da (3.120), que asegure la estimación simultánea de los intervalos definidos en
(3.110) y (3.111), se presenta el siguiente teorema que considera el análisis de
estabilidad y robustez ante la presencia de entradas desconocidas.
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Teorema 3 Dado los escalares ε1 > 0, γ > 0 y β > 0 el sistema es asintóticamente

estable y robusto a los efectos de la entrada desconocida (tal como disturbio o

ruido, considerados acotados), si existe una matriz simétrica P = PT > 0 y Q > 0
(con la finalidad de que sea capaz de obtener los valores de las ganancias Li y

Li), tal que el siguiente conjunto de LMIs sea satisfecho

φi, j =



I − P + γη2I 0 0 0 (QDi, j −WiΓ)T

0 γI − ε1P PHi PΦ 0
0 HiP −β2I 0 HT

i QT + ΦT QT

0 ΦP 0 −β2I QT Φ

(∗) (∗) (∗) (∗) P − Q − QT


< 0 (3.121)

QDi, j −WiΓ > 0 (3.122)

φi,i < 0 (3.123)

2
m − 1

φi,i + φi, j + φ j,i < 0 (3.124)

para i, j = 1, 2, · · · ,m, 1 ≤ i , j ≤ m, es decir, para todo los subsistemas.

Resolviendo las desigualdades (3.122), (3.123) y (3.124) las ganancias del

observador Takagi-Sugeno intervalar de entrada desconocida son obtenidas co-

mo

Li = Q−1W i and Li = Q−1W i (3.125)

Demostración 3.- Las ecuaciones del error de estimación son:

e(k) = x(k) − x̂(k)

e(k) = x̂(k) − x(k)
(3.126)

Sustituyendo la ecuación del estado (3.105) y la ecuación del estado estimado
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(3.120), se obtienen las siguientes ecuaciones del error:

e(k + 1) =

m∑
i=1

ξi(ρ(k)) (Ai + ∆Ai) x(k) + Biu(k) + Eww(k) + EOy(k + 1)

− EOEvv(k + 1) −

 m∑
i=1

ξi(ρ(k))(I − EOC)[(Ai − LiC)x̂(k) + Biu(k)

+ ∆Aix(k)︸  ︷︷  ︸ +Li y(k) − |Li|EvV(k) + Eww(k) + EO y(k + 1) − |Li|Ev V(k + 1)]
)

(3.127)

ê(k + 1) =

m∑
i=1

ξi(ρ(k))(I − EOC)[(Ai − LiC)x̂(k) + Biu(k) +
︷  ︸︸  ︷
∆Aix(k) +Li y(k)

+ |Li|EvV(k) + Eww(k) + EO y(k + 1) + |Li|Ev V(k + 1)] −

 m∑
i=1

ξi(ρ(k))(Ai

+ ∆Ai)x(k) + Biu(k) + Eww(k) + EOy(k + 1) − EOEvv(k + 1)
)

(3.128)
Simplificando:

e(k + 1) =

m∑
i=1

ξi(ρ(k))
(
Ai − LiC

)
e(k) + ∆Aix(k) − ∆Aix(k)︸  ︷︷  ︸ +Ew(w(k) − w(k))

+ |Li|EvV(k) − LiEvv(k) − EOEvv(k + 1) + LiEvV(k + 1)
(3.129)

e(k + 1) =

m∑
i=1

ξi(ρ(k))
(
Ai − LiC

)
e(k) +

︷  ︸︸  ︷
∆Aix(k)−∆Aix(k) + Ew(w(k) − w(k))

+ LiEvv(k) + |Li|EvV(k) − EOEvv(k + 1) + LiEvV(k + 1)
(3.130)

Por conveniencia, las ecuaciones del error de estimación (3.129) y (3.130) se re-
escriben como sigue:

ξ(k + 1) =

m∑
i=1

ξi(ρ(k))Giε(k) + Θ∆A + Hiδ(k) + Φδ(k + 1) (3.131)
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ε(k) =

e(k)

e(k)

 , Gi =

Ai − LiC 0

0 Ai − LiC

 , Θ∆A =


∆Aix(k) − ∆Aix(k)︸  ︷︷  ︸
∆Aix(k)︸  ︷︷  ︸−∆Aix(k)


Hi =


[
Ew −LiEv |Li|Ev

]
0

0
[
Ew LiEv |Li|Ev

]
Φ =


[
0 −EOEv Ev

]
0

0
[
0 −EOEv Ev

] δ(k) =



w(k) − w(k)

v(k)
V(k)



w(k) − w(k)

v(k)
V(k)




T

Para el análisis de estabilidad, se propone la siguiente función cuadrática de Lya-
punov:

V1(ε(k)) = ε(k)T Pε(k) > 0 with P = PT > 0 (3.132)

donde la función incremento es:

∆V1(ε(k)) = V1(ε(k + 1)) − V1(ε(k)) (3.133)

∆V1(ε(k)) = ε(k + 1)T Pε(k + 1) − ε(k)T Pε(k)

La función incremento ∆V1(ε(k)) ≤ 0 se define como

∆V1(ε(k)) =

m∑
i=1

m∑
j=1

ξi(ρ(k)) ξ j(ρ(k))(Giε(k) + Θ∆A + Hiδ(k) + Φδ(k + 1))T P

(Giε(k) + Θ∆A + Hiδ(k) + Φδ(k + 1)) − ε(k)T Pε(k) ≤ 0
(3.134)

Sustituyendo las ecuaciones de estado en la función incremento (3.134) y hacien-
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do las operaciones pertinentes, la ecuación (3.134) resulta como:

m∑
i=1

m∑
j=1

ξi(ρ(k)) ξ j(ρ(k))ε(k)T (GT
i PG j − P)ε(k) + ΘT

∆APΘ∆A + δ(k)T HT
i PH jδ(k)

+ δ(k + 1)T ΦT PΦδ(k + 1) + 2ε(k)T (GT
i, jPΘ∆A + GT

i, jPH jδ(k) + GT
i, jPΦδ(k + 1))

+ 2ΘT
∆A(PH jδ(k) + PΦδ(k + 1)) + 2δ(k)T (HT

i, jPΦδ(k + 1)) ≤ 0
(3.135)

El observador intervalar de entrada desconocida Takagi-Sugeno toma en cuenta
el criterio H∞ para el problema de estimación robusta en presencia de señales de
ruido y perturbación. El criterio considera la siguiente condición para minimizar
los efectos de las señales exógenas:

lı́m
k→∞

ε(k) = 0

para δ(k) = 0 ∀k
(3.136)

‖ ε(k) ‖2< β ‖ δ(k) ‖2

para δ(k) , 0, ξ(0) = 0
(3.137)

donde β =

ψ
α

 corresponde a un vector que ayuda a minimizar la perturbación y el

ruido. La función incremento es aumentada con la condición (3.137) del criterio
H∞, en consecuencia, la función incremento queda de la forma siguiente:

V1(ε(k + 1)) − V1(ε(k)) + ε(k)Tε(k) − β2δ(k)Tδ(k) − β2δ(k + 1)Tδ(k + 1) ≤ 0
(3.138)

Además de considerar la condición del criterio (3.137) la siguiente condición se
toma en cuenta ∆V(ε(k)) ≤ (ε1P − γ)∆Ai(k) para la convergencia del observador,
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en consecuencia, la función incremento (3.138) resulta como:

m∑
i=1

m∑
j=1

ξi(ρ(k)) ξ j(ρ(k))ε(k)T (GT
i PG j − P + I)ε(k) + ΘT

∆APΘ∆A + δ(k)T HT
i PH jδ(k)

+ δ(k + 1)T ΦT PΦδ(k + 1) + 2ε(k)T (GT
i, jPΘ∆A + GT

i, jPH jδ(k) + GT
i, jPΦδ(k + 1))

+ 2ΘT
∆A(PH jδ(k) + PΦδ(k + 1)) + 2δ(k)T (HT

i, jPΦδ(k + 1)) − β2δ(k)Tδ(k)

− β2δ(k + 1)Tδ(k + 1) + γΘT
∆AΘ∆A − ε1Θ

T
∆APΘ∆A ≤ 0

(3.139)
En la ecuación (3.139) se puede ver que ΘT

∆APΘ∆A es una función global Lipschitz,
tal que:

f (x, x) = (A+
i − A

+

i )x+ − A−i x+
+ A

−

i x− (3.140)

f (x, x) = (A
+

i − A+
i )x− − A

−

i x+ + A−i x− (3.141)

| f (x, x)| ≤ ‖∆A+
i − ∆A

+

i ‖2|x| + (‖∆A−i ‖2 + ‖∆A
−

i ‖2)|x| (3.142)

| f (x, x)| ≤ ‖∆A
+

i − ∆A+
i ‖2|x| + (‖∆A

−

i ‖2 + ‖∆A−i ‖2)|x| (3.143)

donde las funciones resultantes son dadas por:

η = 2(‖∆A+
i − ∆A

+

i ‖2| + ‖∆A−i ‖2 + ‖∆A
−

i ‖2) (3.144)

Ahora con η definida, la función incremento (3.139) resulta como:

m∑
i=1

m∑
j=1

ξi(ρ(k)) ξ j(ρ(k))ε(k)T (GT
i PG j − P + I + γη2I)ε(k) + δ(k)T HT

i PH jδ(k)

+ δ(k + 1)T ΦT PΦδ(k + 1) + 2ε(k)T (GT
i, jPΘ∆A + GT

i, jPH jδ(k) + GT
i, jPΦδ(k + 1))

+ 2ΘT
∆A(PH jδ(k) + PΦδ(k + 1)) + 2δ(k)T (HT

i, jPΦδ(k + 1)) − β2δ(k)Tδ(k)

+ γΘT
∆AΘ∆A − ε1Θ

T
∆APΘ∆A − β

2δ(k + 1)Tδ(k + 1) ≤ 0
(3.145)

La ecuación anterior (3.145) se lleva a una forma LMI, como se muestra a conti-
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nuación:
ε(k)
Θ∆A

δ(k)
δ(k + 1)


T 

GT
i PG j − P + η2I + I GT

i, jP GT
i PHi GT

i PΦ

PGi, j γI − ε1P PHi PΦ

HiPGi HiP HT
i PHi − β

2I HT
i PΦ

ΦPGi ΦP ΦPHi ΦPΦ − β2I



ε(k)
Θ∆A

δ(k)
δ(k + 1)

 ≤ 0

(3.146)

Debido al problema que existe (GT
i PG j) en la desigualdad (3.146), se realiza una

distribución de matrices:
I − P + η2I 0 0 0

0 γI − ε1P PHi PΦ

0 HT
i P −β2I 0

0 ΦT P 0 −β2I




GT

i PG j GT
i, jP GT

i PHi GT
i PΦ

PGi, j 0 0 0
HT

i PGi 0 HT
i PHi HT

i PΦ

ΦT PGi 0 ΦT PHi ΦT PΦ

 ≤ 0

(3.147)
con la finalidad de identificar las matrices conocidas y desconocidas. Posterior-
mente, se trabaja con la matriz de matrices desconocidas, considerando el siguien-
te lema para relajar el problema de la desigualdad (3.146)

Lema 3 de Oliveira et al. (1999) Existe una matriz simétrica P > 0 tal que

AT PA − P < 0 (3.148)

y una matriz G, tal que la siguiente desigualdad implica a (3.148)−P ATGT

GA P −G −GT

 < 0 (3.149)

En consecuencia, la desigualdad (3.146) es equivalente a

I − P + η2I 0 0 0 GT
i, jQ

T

0 γI − ε1P PHi PΦ 0
0 HT

i P −β2I 0 HT
i QT + ΦT QT

0 ΦT P 0 −β2I ΦT QT

QGi, j 0 QHi + QΦ QΦ P − Q − QT


≤ 0 (3.150)
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donde la desigualdad (3.150) es igual a φi, j, por lo tanto la desigualdad, puede ser
escrita como

m∑
i=1

m∑
j=1

ξi(ρ(k)) ξ j(ρ(k))


ε(k)
Θ∆A

δ(k)
δ(k + 1)



T

φi, j


ε(k)
Θ∆A

δ(k)
δ(k + 1)

 ≤ 0 (3.151)

En la desigualdad (3.151) existe una bilinealidad entre las matrices Gi, jQ, donde
cada una de las matrices contienen lo siguiente:

Ai, j + ∆A+
i, j 0

0 Ai, j + ∆A
+

i, j

︸                           ︷︷                           ︸
Gi, j

−

Li 0
0 Li

 C 0
0 C

︸  ︷︷  ︸
Γ


Q︷  ︸︸  ︷Q 0

0 Q

 ≤ 0 (3.152)

Debido a la bilinealidad con las matrices Li, Li y Q, es posible transformar a una
linealidad, con el siguiente cambio de variable W i = QLi y W i = QLi. En conse-
cuencia, la desigualdad de lazo cerrado puede ser descrita como:

QGi, j −WiΓ < 0 (3.153)

donde

Wi =

W i 0
0 W i

 (3.154)

Resolviendo la desigualdad (3.121), (3.123) y (3.124) (estas dos últimas desigual-
dades son el resultado de usar el lema de Tuan et al. (2001), que ayudan a relajar
el problema de doble suma) es posible determinar el valor de cada una de las
ganancias del observador para estimar ambas franjas que definen los intervalos.
�

73



CAPÍTULO 3
OBSERVADOR NO LINEAL PARA LA ESTIMACIÓN

DE FALLAS Y DE ENTRADAD DESCONOCIDA

3.4. Observador no lineal para la estimación de fa-
llas y de entrada desconocida

Los siguientes resultados fueron publicados en Martínez-García et al. (2019).
Considere el siguiente sistema no lineal:

ẋ(t) = Ax(t) + g(y(t), u(t)) + Fθ

y(t) = Cx(t)
(3.155)

donde x ∈ Rn es el estado del sistema, g(y(t), u(t)) ∈ Rn es una función que depen-
de de la entrada del sistema u(t) y la salida y(t). A, F y C son matrices constan-
tes de dimensiones apropiadas y el vector θ ∈ Rd contiene señales desconocidas
constantes o con ligera variación (por ejemplo fallas incipientes o parámetros del
sistema), es decir θ̇ ≈ 0. Para el diseño del observador, se considera la siguiente
suposición:

Suposición 1 Para la existencia del observador, las siguientes condiciones de

rango deben cumplirse

rango(F) = d.

rango(O) = n,

donde O =


C

CA

. . .

CAn−1


La primera condición de rango rank(F) = d implica que el vector θ ∈ Rd puede
ser estimado. La siguiente condición rank(O) = n define si el sistema (3.155) es
observable.

En consecuencia, el siguiente observador puede ser considerado para la esti-
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mación simultánea de estados x(t) y parámetros contenidos en el vector θ(t).

˙̂x = Ax̂ + g(y, u) + Fθ̂ + K1(y − ŷ)
˙̂θ = K2(y − ŷ)
ŷ = Cx̂

(3.156)

donde x̂(t) corresponde a la estimación de x(t), ŷ(t) es la estimación de la salida
del sistema y(t), θ̂ corresponde a la estimación de θ(t). K1 y K2 son las ganancias
del observador.

Teorema 4 Si la suposición (1) se satisface, es posible diseñar un observador no

lineal tipo Luenberguer (3.156) para la estimación del vector de estados y las

entradas desconocidas contenidas en el vector θ para el sistema no lineal de la

forma (3.155) si existen dos matrices K1 y K2 tal que:

As =

 A − K1C F

−K2C 0


y As sea una matriz estable.

Demostración 4 Se define el error de estimación:

ex = x − x̂ (3.157)

eθ = θ − θ̂ (3.158)

donde la dinámica del error de estimación está dada por:

ėx = ẋ − ˙̂x (3.159)

ėθ = θ̇ − ˙̂θ (3.160)

Al sustituir cada una de las derivadas, la dinámica del error de estimación resulta
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como:

ėx = (A − K1C)ex + Feθ (3.161)

ėθ = −K2Cex (3.162)

Las ecuaciones (3.159) y (3.160) pueden ser escritas de una forma compacta de la
siguiente manera:

ė = Ase (3.163)

donde

As =

 A − K1C F

−K2C 0

 , e =

ex

eθ


Si K1 y K2 se eligen tal que As sea una matriz estable, entonces el sistema (3.163)
es estable, es decir, el observador converge.

La matriz (3.157) puede ser reescrita como:

As = (A − KC) (3.164)

donde

A =

 A F

0 0

 K =

 K1

K2

 C =
(

C 0
)

La ecuación (3.164) puede fácilmente resolverse calculando el vector de las ga-
nancias del observador K por cualquier algoritmo para la localización de polos.
La convergencia asíntotica del observador, es decir, lı́mt→∞ e = 0 se garantiza si
los eigenvalores de la matriz As tienen parte real positiva, donde e es el error de
estimación definido en la Ec. (3.163).

Este observador propuesto está basado en un método no lineal simple y prác-
tico, con la finalidad de obtener las ganancias del observador mediante el proce-
dimiento de la localización de polos. Además, el modelo matemático no requiere
transformación, preservando las dinámicas no lineales del modelo matemático ori-
ginal. Una limitación de este observador es que puede solo aplicarse a sistemas
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con la estructura tratada en esta sección. Todas las variables en el vector no lineal
deben ser medibles.

3.5. Observadores intervalares para la estimación de
fallas

Los siguientes resultados fueron publicados en Martínez-García et al. (2017).
Se considera el siguiente sistema discreto Takagi-Sugeno con incertidumbre pará-
metrica:

x(k + 1) =

m∑
i=1

ξi(ρ(k)) [(Ai + ∆Ai)x(k) + Biu(k)] + Ea fa(k) + Eww(k)

y(k) = Cx(k) + Es fs(k) + Evv(k)
(3.165)

donde x(k) ∈ Rnx es el vector de estado, u(k) ∈ Rnu es el vector de la entrada,
y(t) ∈ Rny es el vector de salida medida, w(k) ∈ Rnx representa al vector de en-
tradas exógenas, v(k) ∈ Rnv es el ruido a la salida, Ea es la matriz de distribución
de la fallas en actuador fa(k) ∈ Rn f , analógicamente hablando, consideramos a la
Es como una matriz de distribución de fallas en sensor fs(k). Ai, Bi y C son matri-
ces de dimensiones apropiadas con parámetros nominales, Ew y Ev son matrices
asociadas a las entradas exógenas y ruido. ∆Ai representa a la incertidumbre pará-
metrica que se asume desconocida. A continuación, se toma en cuenta la siguiente
suposición:

La incertidumbre parámetrica se considera desconocida pero acotada, es
decir:

∆Ai ≤ ∆Ai ≤ ∆Ai (3.166)

Las entradas exógenas como w(k), también se consideran acotada:

w(k) ≤ w(k) ≤ w(k) (3.167)
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El ruido a la salida v(k) se asume que es acotado de la siguiente manera:

|v(k)| ≤ V(k) (3.168)

Para el esquema de estimación de fallas, se propone el siguiente diseño.

Formulación del problema

El esquema propuesto de estimación de falla se basa en diseñar un observador
intervalar Takagi-Sugeno para el sistema con incertidumbre (3.165) considerando
un vector de estado aumentado, es decir, se considera el vector de fallas en sensor
fs y actuador fa, como sigue:

x̌(k) =


x(k)
fa(k)
fs(k)

 (3.169)

El observador intervalar Takagi-Sugeno proporcionará la estimación intervalar del
estado aumentado x̌(k):

ˆ̌x ≤ x̌(k) ≤ ˆ̌x(k) (3.170)

es decir, de los estados y de las fallas:

x̂(k) ≤ x̌(k) ≤ x̂(k) (3.171)

f̂
a
(k) ≤ f̌a(k) ≤ f̂ a(k) (3.172)

f̂
s
(k) ≤ f̌s(k) ≤ f̂ s(k) (3.173)

Se considera que la falla en actuador es modelada como:

fa(k + 1) = fa(k) + wa(k) (3.174)
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donde wa(k) ∈ R f se considera como una variación acotada de la falla en los
actuadores:

wa(k) ≤ wa(k) ≤ wa(k) (3.175)

Algo similar pasa con el vector de falla en sensores. Se considera que el modelo
de la falla sea:

fs(k + 1) = fs(k) + ws(k) (3.176)

La variación ws(k) también se considera acotada:

ws(k) ≤ ws(k) ≤ ws(k) (3.177)

Las variaciones de las fallas (wa y ws) son tomadas en cuenta junto con la entrada
exógena w(k). En consecuencia se crea un nuevo vector de entrada exógena:

d(k) =


w(k)
wa(k)
ws(k)

 (3.178)

Tomando en cuenta los modelos de las fallas (3.174) y (3.176), el sistema Takagi-
Sugeno ahora es expresado de la siguiente forma:

x̌(k + 1) =

m∑
i=1

ξi(ρ(k))
[
(Ǎi + ∆Ǎi)x̌(k) + B̌iu(k)

]
+ Ďd(k) (3.179)

y̌(k) = Č x̌(k) + Evv(k) (3.180)

donde:

Ǎi =


Ai Ea 0
0 I 0
0 0 I

 , ∆Ǎi =


∆Ai 0 0

0 0 0
0 0 0

 , B̌i =


Bi

0
0

 , x̌(k) =


x(k)
fa(k)
fs(k)
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Č =
[
C 0 Es

]
, Ď =


Ew

I

I


Ǎi ∈ R

nx+n f×nx×n f son las matrices que contienen a las matrices de distribución de
fallas.

Observador

El observador intervalar Takagi-Sugeno tiene la siguiente forma:

ˆ̌x(k + 1) =

m∑
i=1

ξi(ρ(k))[(Ǎi − ĽiČ) ˆ̌x(k) + B̌iu(k) + ∆Ǎi x̌(k)︸  ︷︷  ︸ +Ľi y(k)

− |Ľi|EnyV(k) + Ďď(k)]

ˆ̌x(k + 1) =

m∑
i=1

ξi(ρ(k))[(Ǎi − ĽiČ) ˆ̌x(k) + B̌iu(k) +
︷  ︸︸  ︷
∆Ǎi x̌(k) +Ľi y(k)

+ |Ľi|EnyV(k) + Ďď(k)]

(3.181)

con
∆Ǎix(k)︸  ︷︷  ︸ = Ǎ

+

i x̌+ − Ǎ
+

i x̌− − Ǎ
−

i x̌
+

+ Ǎ
−

i x̌
−

︷  ︸︸  ︷
∆Ǎix(k) = Ǎ

+

i x̌
+
− Ǎ

+

i x̌
−
− Ǎ

−

i x̌+ + Ǎ
−

i x̌−

Ľi =


Li,x

Li, fa

Li, fs

 , Ľi =


Li,x

Li, fa

Li, fs

 , ˆ̌x(k) =


x̂i(k)

f̂
i, fa

(k)

f̂
i, fs

(k)

 , ˆ̌x(k) =


x̂i(k)

f̂ i, fa(k)

f̂ i, fs
(k)


donde Ľi ∈ R

nx+n f×ny y Ľi ∈ R
nx+n f×ny son las ganancias del observador que deben

ser calculadas. Las matrices de incertidumbre, pueden ser calculadas de la forma:
∆̌A

+

i = max{0, ˇ∆Ai}, Ǎ
−

i = ∆̌A
+

− ∆̌Ai, ∆̌A
+

i = max{0, ∆̌Ai}, ∆̌A
−

i = ∆̌A
+

i − ∆̌Ai,

ˆ̌x
+

= max{0, ˆ̌x}, ˆ̌x = ˆ̌x
+

− ˆ̌x, ˆ̌x+ = max{0, ˆ̌x}, ˆ̌x
−

= ˆ̌x
+
− ˆ̌x.

80



OBSERVADOR INTERVALARES
PARA LA ESTIMACIÓN DE FALLAS CAPÍTULO 3

Además, Eny ∈ R
ny×1 es el vector columna con elementos igual a 1. ď(k) y ď(k)

son las cotas de (3.178). La estimación intervalar de la salida puede calcularse de
la forma:

ˆ̌y(k) = C ˆ̌x

y
ˆ̌y = C ˆ̌x

Cabe mencionar que el diseño de este observador con el vector de estado au-
mentado, sólo es posible si el sistema es observable. La observabilidad del sistema
con incertidumbre, puede ser evaluada con el enfoque usado en (Ho et al., 2013).
Si lo anterior es satisfecho, el sistema aumentado cumple la condición de obser-
vabilidad.

El esquema de estimación de falla puede ser integrado con un esquema FDI
(por las siglas en inglés de Fault Detection and Isolation) como lo proponen en
Rotondo et al. (2016), y solo activarse cuando la falla haya sido detectada y aisla-
da. La integración consiste en un banco de n f observadores dedicados, donde cada
observador sea diseñado a estimar solo una falla. Entonces, el observador Takagi-
Sugeno que se considera como vector de estado aumentado por la falla puede ser
usado para estimar la falla. Sucesivamente, el esquema de estimación de fallas
puede integrarse a un banco de observadores dedicados, donde cada observador
sea diseñado para ser sensible a una sola falla (por ejemplo, usando un enfoque
de observador de entrada desconocida Blanke et al. (2006)), como se muestra en
la Fig.(3.1).
Para este caso, la siguiente lógica es usada para la detección y aislamiento de

fallas:

Mientras las estimaciones intervalares proporcionadas por todos los bancos
observadores, satisfacen lo siguiente:

f ∈ [ f̂
i
, f̂ i], i = 1, . . . , n f (3.182)
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Figura 3.1: Integración esquema FDI con banco de observadores.

entonces, se dice que no hay falla detectada.

En caso contrario, cuando algunos de los observadores proporcionan una esti-
mación de intervalo que satisface:

f < [ f̂
i
, f̂ i] (3.183)

entonces significa que se ha producido una falla, siendo la magnitud de la falla
limitada por [ f̂

i
, f̂ i].

Diseño del observador intervalar Takagi-Sugeno

Para diseñar el observador Takagi-Sugeno intervalar de la forma (3.181) que
asegure (3.165) (por lo tanto, (3.171), (3.172) y (3.173)) con un desempeño acep-
table, se presenta el siguiente teorema basado en una región LMI.

Teorema 5 Dado dos escalares positivos ε1 > 0 y ε2 > 0, se puede obtener un

observador Takagi-Sugeno intervalar de la forma dada en la Ec. (3.181) con un

desempeño definido por regiones LMI, tal como dos franjas verticales (h1 y h2)

y un disco (con radio r y centro q), si existe una matriz simétrica P = PT > 0
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y Q > 0 que se satisfagan las siguientes desigualdades para todos los modelos

i = 1, . . . ,m 
P

1+ε1
PĎi −WiΥ

P
1+ε1

(PĎi −WiΥ)T P − Q − λη2I2nx 0
P

1+ε1
0 λI2nx − τP

 ≥ 0 (3.184)

P

Ǎi 0
0 Ǎi

 −WiΥ ≥ 0 (3.185)


−rP ∗

qP + P

Ǎi 0
0 Ǎi

 −WiΥ −rP

 < 0 (3.186)

Ǎi 0
0 Ǎi

 P + P

Ǎi 0
0 Ǎi

T

+ 2h2P < 0 (3.187)

Ǎi 0
0 Ǎi

 P + P

Ǎi 0
0 Ǎi

T

+ 2h1P > 0 (3.188)

donde

Wi =

W̌ i 0

0 W̌ i

 , Ďi =

Ǎi + ∆̌A
+

i 0

0 Ǎi + ∆̌A
+

i

 , λ =

Č 0
0 Č


λ > 0, τ = 1 + ε2 + (1 + ε1)−1.

Demostración 5 Para el análisis de estabilidad del error de estimación, se consi-
deran las siguientes ecuaciones:

e(k) = x(k) − x̂(k) (3.189)

e(k) = x̂(k) − x(k) (3.190)
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donde las dinámicas de e(k) y e(k) son:

e(k + 1) =


x(k + 1) − x̂(k + 1)

fa(k + 1) − f̂
a
(k + 1)

fs(k + 1) − f̂
s
(k + 1)

 (3.191)

e(k + 1) = (Ǎi − LiČ)e(k) − Ǎ
+

i x̌+ − Ǎ
+

i x̌− − Ǎ
−

i x̌
+

+ Ǎ
−

i x̌
−

+ |Li|EnyV(k) + (d(k) − d(k))
(3.192)

e(k + 1) =


x̂(k + 1) − x(k + 1)

f a(k + 1) − fa(k + 1)
f s(k + 1) − fs(k + 1)

 (3.193)

e(k + 1) = (Ǎi − LiČ)e(k) − Ǎ
+

i x̌
+
− Ǎ

+

i x̌
−
− Ǎ

−

i x̌+ + Ǎ
−

i x̌− + |Li|EnyV(k) + (d(k) − d(k))
(3.194)

Con la finalidad de demostrar que las estimaciones se satisfacen para k ≥ 0, las
ecuaciones dinámicas de error se escriben de la forma:

x(k + 1) = (Ǎi − LiČ + ∆A+
i )x(k) + S i(x(k), x(k)) + δi(k) (3.195)

x(k + 1) = (Ǎi − LiČ + ∆A
+

i )x(k) + S i(x(k), x(k)) + δi(k) (3.196)

donde:

S i(x(k), x(k)) = (Ǎ
+

i − Ǎ
+

i )x̌− − Ǎ
−

i x̌+ + Ǎ
−

i x̌
−

S i(x(k), x(k)) = (Ǎ
+

i − Ǎ
+

i )x̌
−
− Ǎ

−

i x̌+ + Ǎ
−

i x̌−

δi(k) = Liy(k) − |Li|EnyV(k) + (d(k) − d(k))

δi(k) = Liy − |Li|EnyV(k) + (d(k) − d(k))
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Las incertidumbres parámetricas dadas por las funciones S i y S i son funciones
Lipschitz de acuerdo a Efimov et al. (2013b), donde se presenta el siguiente siste-
ma:

ζ(k + 1) = Giζ(k) + φ(ζ(k)) + δi(k) (3.197)

con

ζ(k) =

x(k)
x(k)

 ,φ(ζ(k)) =

S i(ζ(k))
S i(ζ(k))

 , δi(k) =

δi(k)
δi(k)

 , |φ(ζ(k))| ≤ η|ζ(k)|

Gi = Ďi −

Li 0
0 Li

 Υ

Para el análisis de estabilidad se propone la siguiente función de Lyapunov V(k) =

ζT (k)Pζ(k),y haciendo uso del complemento de Schur, la función incremento re-
sulta como:

∆V(k) = −ζ(k)T Qζ(k) + (1 + e−1
1 + e−1

2 )δT Pδ(k) (3.198)

donde e1 y e2 ayudan a obtener una anchura considerable de las cotas estimadas.
Posteriormente, se considera una región D en la cual localizar los polos en lazo
cerrado. Tomando en cuenta el siguiente lema.

Lema 4 Considere una región LMI definida en Chilali & Gahinet (1996b) como:

D = {z ∈ C : fD(z) < 0} (3.199)

donde la función característica fD(z) es definida como:

fD(z) = α + zβ + z∗βT = {αkl + βklz + βklz∗}k,l ∈ [1,m] (3.200)

con α = αT ∈ Rm×m y β ∈ Rm×m.

Las regiones tomadas en cuenta, son dos franjas verticales, donde su función ca-
rácteristica es la siguiente: D = {−h1 < z < −h2 < 0}, considerando que h1 y
h2 son escalares. Otra región tomada en cuenta es la del disco, donde su función
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característica es la siguiente:

fD(z) =

 −r q + z

q + z −r

 (3.201)

q representa el centro del círculo y r el radio del círculo. Entonces, las ganancias
del observador (3.181) pueden ser calculadas de la forma siguiente:

Ľi = P−1W̌ i y Ľi = P−1W̌ i i = {1, . . . ,m} (3.202)

resolviendo las desigualdades (3.184)-(3.188). �. La estructura de los observado-
res dedicados, ya sea para falla en actuadores y/o sensores, sería como:

Observador dedicado para la estimación de falla en actuador

ˆ̌x(k + 1) =

m∑
i=1

ξi(ρ(k))[(Ǎi − Ľi

[
C 0

]
) ˆ̌x(k) + B̌iu(k) + ∆Ǎi x̌(k)︸  ︷︷  ︸ +Ľi y(k)

− |Ľi|EnyV(k) + Ďď(k)]

ˆ̌x(k + 1) =

m∑
i=1

ξi(ρ(k))[(Ǎi − Ľi

[
C 0

]
) ˆ̌x(k) + B̌iu(k) +

︷  ︸︸  ︷
∆Ǎi x̌(k) +Ľi y(k)

+ |Ľi|EnyV(k) + Ďď(k)]

(3.203)

donde:

Ǎi =

Ai Ea

0 I

 , ∆Ǎi =

∆Ai 0
0 0

 , B̌i =

Bi

0

 , x̌(k) =

 x(k)
fa(k)


Ď =

DI
 , Ľi =

Li,x

Li, fa

 , Ľi =

Li,x

Li, fa
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Observador dedicado para la estimación de falla en sensor

ˆ̌x(k + 1) =

m∑
i=1

ξi(ρ(k))[(Ǎi − Ľi

[
C Es

]
) ˆ̌x(k) + B̌iu(k) + ∆Ǎi x̌(k)︸  ︷︷  ︸ +Ľi y(k)

− |Ľi|EnyV(k) + Ďď(k)]

ˆ̌x(k + 1) =

m∑
i=1

ξi(ρ(k))[(Ǎi − Ľi

[
C Es

]
) ˆ̌x(k) + B̌iu(k) +

︷  ︸︸  ︷
∆Ǎi x̌(k) +Ľi y(k)

+ |Ľi|EnyV(k) + Ďď(k)]
(3.204)

donde:

Ǎi =

Ai 0
0 I

 , ∆Ǎi =

∆Ai 0
0 0

 , B̌i =

Bi

0

 , x̌(k) =

 x(k)
fs(k)


Ď =

DI
 , Ľi =

Li,x

Li, fs

 , Ľi =

Li,x

Li, fs


Estos observadores son diseñados en la forma que se ha presentado arriba.

El diseño del observador de intervalo TS- se utiliza para la estimación del
estado de los sistemas de incertidumbre T-S. El diagnóstico de fallas se aborda
mediante un banco de observadores donde cada observador puede ser sensible a
diferentes subconjuntos de fallas.

La novedad de este trabajo es presentar una estimación de las fallas. El es-
quema está basado en un observador de intervalo T-S. El observador obtiene una
estimación simúltanea del estado y de las fallas, sin hacer uso de un esquema de
detección de falla y módulos de aislamiento. El diseño del observador de interva-
lo T-S se aborda con el enfoque Lyapunov que conduce a un conjunto de LMIs,
que puede ser resuelto eficientemente usando solucionadores disponibles como
YALMIP Löfberg (2006).
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Capítulo 4

Estimación de fallas. Aplicaciones

En este capítulo se muestran las aplicaciones de los observadores diseñados
y presentados en el Capítulo 3. Cada observador se aplica a uno o dos casos de
estudio (motor CD de imanes permanentes, compresor de un celda de combustible
y un motor controlando a un péndulo invertido). Los resultados son presentados
en simulación y se desarrolla un experimento en un sistema real. La idea es verifi-
car el desempeño de cada uno de los observadores para estimar simultáneamente
al menos dos tipos de señales: variables de estado, parámetros, fallas en sensor y
fallas en actuador.

El capítulo se encuentra organizado de la siguiente manera. En la sección
4.1 se presentan los resultados en simulación de un observador PI generalizado
Takagi-Sugeno aplicado a un motor de corriente directa acoplado a un tren de
rodamientos. El observador se usa para la estimación simultánea de ia que es la
corriente de armadura (variable de estado) y T0 que es la no carga del torque. Se
considera que T0 sea un valor constante y si existe una variación, implicaría que
una posible falla en los rodamientos haya ocurrido. En la sección 4.2 se presen-
tan los resultados obtenidos de la simulación del observador intervalar de entrada
desconocida Takagi-Sugeno aplicado a un motor de CD. El observador es usado
para la estimación simultánea de los estados y de la falla en actuador. El obser-
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vador UIO intervalar Takagi-Sugeno considerando incertidumbre parámetrica es
evaluado con datos experimentales obtenidos de un motor de CD. Los resultados
se muestran en la sección 4.3. El observador se usa para la estimación simultánea
de los estados, falla en el sistema y falla en actuador. Los resultados obtenidos
en simulación y con datos experimentales de la apliación del observador no lineal
se presentan en la sección 4.4, donde el observador se usa para la esimación si-
multánea de los estados y falla en el sistema. En la sección 4.5 se muestran los
resultados obtenidos de la aplicación de los observadores dedicados intervalares
para la estimación de fallas en sensores y actuadores en un sistema de compresor
de una celda de combustible.

4.1. Estimación simultánea de estados y falla en el
sistema

En esta sección, se ilustra el diseño del observador propuesto en la sección
3.1, aplicado a un sistema de motor de corriente directa de imanes permanentes,
el modelo que representa al sistema se presenta a continuación (Liu et al., 2000):

i̇a(t) = −
Ra

L
ia(t) −

Ke

L
vm(t) +

1
L

u(t)

v̇m(t) =
KT

J1
ia(t) −

(
fr − fpvm(t)

J1

)
vm(t) −

T0 − T2

J1

(4.1)

Los estados de este modelo son la corriente de armadura ia(t) y la velocidad rota-
cional normalizada vm(t). u(t) representa el voltaje de entrada. Ra es la resistencia
de armadura, L es la inductancia, Ke es el coeficiente de la fuerza contraelectro-
motriz, KT es el coeficiente de la corriente del torque, J1 es el momento de inercia
normalizada del rotor, fr es el coeficiente de fricción (debido a la lubricación de
los rodamientos), fp es el coeficiente de fricción (debido a las aerodinámicas), T0

y T2 son el par con carga y sin carga del motor, respectivamente.
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El sistema no lineal (4.1) se lleva a una representación Takagi-Sugeno usando
el enfoque del sector no lineal Lendek et al. (2011); Ohtake et al. (2003). Inicial-
mente, el modelo puede ser expresado de la forma siguiente:

ẋ1(t)
ẋ2(t)

 =


−

Ra

L
−

Ke

L
KT

J1
−

(
fr + fpx2(t)

J1

)

x1(t)
x2(t)

 +

1
L
0

 u(t) +

 0 0

−
1
J1
−

1
J1


T0(t)

T2

 (4.2)

Considerando a x2(t) = ρ(t) como una variable programada acotada, el sistema
(4.2) puede ser escrito como:

ẋ(t) = A(ρ(t))x(t) + Bu(t) + Gθ(t)

y(t) = Cx(t)
(4.3)

Usando el enfoque del sector no lineal, donde ρ(t) varía en una región acotada,
es decir, ρ(t) =

[
ρ ρ

]
, donde ρ y ρ son las cotas minímas y máximas de ρ(t),

entonces, es posible que el sistema (4.2) pueda ser reescrito como:

ẋ(t) =

m∑
i=1

ξi(ρ(t))Aix(t) + Bu(t) + Gθ(t)

y(t) = Cx(t)

(4.4)

donde:

A1 =


−

Ra

L
−

Ke

L
KT

J1
−

(
fr + fpρ

J1

)
 , A2 =


−

Ra

L
−

Ke

L
KT

J1
−

 fr + fpρ

J1


 , B =

1
L
0



C =
[
0 1

]
, θ(t) =

T0(t)
T2

 y G =

 0 0

−
1
J1
−

1
J1


donde m es el número de modelos locales (en este caso m = 2), ρ(t) es la variable
programada, u(t) ∈ Rl es la entrada, x(t) ∈ Rn es el vector de estado, y(t) ∈ Rp
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representa a la salida medible, θ(t) ∈ Rs es el vector de entrada desconocida, que
en este caso contiene a T0(t), que en condiciones normales de operación debe de
ser constante. Un cambio en ese valor, implicaría un cambio en el coeficiente de
fricción y en consecuencia, indicaría que posiblemente ha ocurrido una falla en
los rodamientos. Por lo tanto, el objetivo es diseñar un observador que estime la
variable desconocida T0(t) con la finalidad de supervisar sus variaciones, que po-
drían implicar una falla en los rodamientos del sistema.

Las funciones de membresía ξi(ρ(t)) son dadas como

ξ1(ρ(t)) = η1
0 =

ρ − ρ(t)
ρ − ρ

ξ2(ρ(t)) = η1
1 = 1 − η1

0

(4.5)

Los valores de los parámetros del motor, se proporcionan en la tabla 4.1.

Tabla 4.1: Parámetros del motor de CD

Parámetro Valor
Ra 1.02 Ω

L 850 × 10−3 H
Ke 0.0134 V/rpm
KT 0.1 N · m/A
J1 0.00668 N · m · s
fr 13.5 × 10−5 N/rpm
fp 7.5 × 10−8 N/rpm2

u 18 V

Se considera a Vm(t) = ρ(t) varia entre 30 rpm a 1600 rpm. Con estos valores, se
obtienen las siguientes matrices para el sistema Takagi-Sugeno (4.9):

A1 =

−1.2000 −0.0158
14.9491 −0.0205

 , A2 =

−1.2000 −0.0158
14.9491 −0.0381
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B =

1.1764
0

 , C =
[
0 1

]
y G =

 0 0
−1.4949 −1.4949


Para fines de estimación de T0(t), se utiliza el observador dado en las Ecs. (3.3)-
(3.6) de la sección 3.1. Para evitar una bilinealidad en la desigualdad (3.8) se

considera que X2 =

0.1 0
0 0.1

 en la función de Lyapunov (3.50).

Se resuelven las desigualdades (3.7) y (3.8) con el toolbox de YALMIP (Löf-
berg, 2004), usando como solucionador Sedumi, tomando en cuenta las siguientes
matrices:

R =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 × 106 L =


1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1

 × 10−5

y

Z =


0.490 0.460 0.376
0.400 0.187 0.009
0.231 0.870 0.478
0.229 0.165 0.587

 × 10−4

.

Al resolver (3.60)-(3.63), se obtienen las siguientes matrices del observador:

N1 =

−1.2000 −0.0158
7.4745 −0.0128

 , N2 =

−1.2000 −0.0158
7.4745 −0.0336



H1 =

−0.00001 0.0001
0.0350 −0.2945

 × 10−3, H2 =

−0.00001 −0.00003
0.04115 0.10828

 × 10−3

F1 =

−0.0079
−0.0038

 , F2 =

−0.0079
−0.0022

 , J =

83.333 0
83.333 0
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M1 =

−0.4644
−0.0163

 × 10−9, M2 =

−0.2593
−0.0090

 × 10−8

S 1 =

0 0.9288
0 0.0327

 × 10−9, S 2 =

0 0.5186
0 0.0181

 × 10−8

L1 = L2 =

−0.9922 0.00011
0.000009 −0.99202

 × 10−6, Q =

 0
0.5



T =

1 0
0 0.5

 y Φ =

0.00334
0

 .
Para evaluar el enfoque propuesto se consideran dos escenarios de fallas, descritos
en las siguientes dos simulaciones.

Simulación 4.1.1 Escenario 1. Falla abrupta. En principio se considera un
valor de T0 sin falla constante de 0.0229 N · m. Si una desviación de ese valor
es detectado, entonces, es posible que una falla haya ocurrido. Si lo vemos en
una situación real (considerando que las condiciones de operación no hayan sido
cambiadas), si la desviación de T0 es permanente, entonces se puede concluir que
el valor del par ha variado debido posiblemente a una falla en rodamientos, que
en caso de verificarse, debe ser sujeto a mantenimiento o a un reemplazo. Con la
finalidad de mostrar el desempeño del observador, se realiza una prueba haciendo
variar el valor de T0, como se muestra a continuación (ver la Fig. 4.1):

T0(t) =


0.0229 0 < t ≤ 600
0.5 600 < t ≤ 1000
0.0229 1000 < t ≤ 1600

(4.6)
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Las estimaciones de los estados se presentan en las Figs. 4.2 y 4.3 donde se puede
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Figura 4.1: Estimación de T0

apreciar la correcta estimación del observador, a pesar que exista un cambio de
T0 = 0.0229 N · m a 0.5 N · m (ver fig.4.1). T2 es considerado constante con un
valor de 0.0229 N · m. Después, el valor de T0 regresa al valor nominal, con la
finalidad de verificar que el observador siga adecuadamente el perfil de T0.
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Figura 4.2: Estimación de x1

Simulación 4.1.2. Escenario 2. Falla incipiente. Este escenario considera las
mismas condiciones de operación para el escenario anterior, donde la variación de
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Figura 4.3: Estimación de x2
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Figura 4.4: Funciones de membresía

T0 tiene el siguiente comportamiento (ver Fig.4.7):

T0(t) =


0.0229 0 < t ≤ 400
T0 + 0.0000002 400 ≤ t ≤ 1200
0.3429 1200 < t ≤ 1600
0.5123 1600 < t ≤ 1830

(4.7)

Las condiciones iniciales de la simulación son:

x(0) =
[
10 25

]T
y x̂(0) =

[
170 105

]T
ζ(0) =

[
150 130

]
, v(0) =

[
150 140

]
y

θ̂(0) =
[
0.0029; 0.0029

]
.

La estimación de los estados son mostrados en las figuras 4.5 y 4.6, en ambas
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imágenes se puede ver que el observador es capaz de estimar ambos estados a pe-
sar de la falla ocurrida y detectada a través de T0. La estimación de T0 se muestra
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Figura 4.5: Estimación de x1
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Figura 4.6: Estimación de x2

en la Fig.4.7 donde se puede apreciar que el observador converge adecuadamente
al valor simulado de T0 a pesar de los cambios que se realizan a lo largo del tiem-
po. En consecuencia, se podría emitir una alerta de falla en los rodamientos del
sistema.
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Figura 4.7: Estimación de T0
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Figura 4.8: Funciones de membresía

4.2. Estimación simultánea de estados y fallas en ac-
tuador

En esta sección se utiliza el mismo sistema de la sección anterior (motor de
CD), con la finalidad de ilustrar el diseño del observador presentado en la sección
3.2 para la estimación de fallas en actuador. Se considera que la falla a detectar
es una falla en la fuente de alimentación del motor. Por conveniencia, se presenta
nuevamente el modelo matemático del motor, dado por las siguientes ecuaciones
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(Liu et al., 2000):

i̇a(t) = −
Ra

L
ia(t) −

Ke

L
vm(t) +

1
L

u(t)

v̇m(t) =
KT

J1
ia(t) −

(
fr − fpvm(t)

J1

)
vm(t) −

T0 − T2

J1

(4.8)

donde los estados son la corriente de armadura ia(t) y la velocidad rotacional vm(t),
u(t) representa al voltaje de entrada. Ra es la resistencia de armadura, L es la induc-
tancia, Ke es el coeficiente de la fuerza contraelectromotriz, KT es el coeficiente de
la corriente del torque, J1 es el momento de inercia normalizada del rotor, fr el co-
eficiente de fricción (debido a la condición de la lubricación de los rodamientos),
fp es el coeficiente de fricción (debido a las aerodinámicas), T0 y T2 son carga y
no carga del torque, respectivamente.

Los parámetros del motor de CD utilizados en este ejemplo, son descritos en
la tabla 4.2.

Parámetro Valor
Ra 1.02 Ω

L 550 × 10−3 H
Ke 0.0134 V/rpm
KT 0.1 N · m/A
J1 0.00668 N · m · s
fr 3.5 × 10−6 N/rpm
fp 7.5 × 10−8 N/rpm2

u 35 V
T0 0.2294 N · m
T2 0.2294 N · m

Tabla 4.2: Parámetros del motor de CD

El modelo no lineal (4.8) es transformado a la forma Takagi-Sugeno (3.64)
utilizando el enfoque del sector no lineal. El parámetro programado para este
sistema es la velocidad rotacional ρ(k) = vm = x2(k) que varía en el intervalo
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ρ(k) = [ρ(k) ρ(k)]. Esto lleva a la siguiente representación T-S:

ẋ(t) =

m∑
i=1

ξi(ρ(t))Aix(t) + Bu(t) + Gθ

y(t) = Cx(t)

(4.9)

donde

A1 =


−

Ra

L
−

Ke

L
KT

J1
−

(
fr + fpρ

J1

)
 , A2 =


−

Ra

L
−

Ke

L
KT

J1
−

 fr + fpρ

J1


 , B =

1
L
0

 , C =

1 0
0 1



θ =

T0

T2

 y G =

 0 0

−
1
J1
−

1
J1



Las funciones de ponderación ξi(ρ(t)) son calculadas por las siguientes ecua-
ciones

ξ1(ρ(t)) = η1
0 =

ρ − ρ(t)
ρ − ρ

ξ2(ρ(t)) = η1
1 = 1 − η1

0

(4.10)

Se considera que las condiciones nominales del sistema (4.9) se dan con una
entrada constante. Una cambio en la entrada implica (variación de voltaje) una
condición anormal, debida posiblemente a una falla en la fuente de alimentación
(considerada el actuador). Una falla de este tipo puede ser modelada como una
variación en la señal u(t), denominada δu(t), es decir, en el sistema (4.9) se re-
emplaza u(t) = u(t) + δu(t). Además, si se consideran señales éxogenas como
pertubaciones w(t) y ruido de medición a la salida v(t), ambas asumidas acota-
das, es decir: −0.02 ≤ w(k) ≤ 0.02 y |v(k)| ≤ 0.01, entonces el sistema (4.9) se
modifica como:
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ẋ(t) =

m∑
i=1

ξi(ρ(t))Aix(t) + Bu(t) + E f f (t) + Gθ + Eww(t)

y(t) = Cx(t) + Evv(t)

(4.11)

donde f (t) = δu(t) y

E f =

10
 , Ew = B, Ev =

11


Las simulaciónes presentadas a continuación se realizaron en MATLAB. Las
condiciones iniciales del sistema no lineal y del observador son: x(0) = [42 40]T ,
x(0) = [18 25]T , x(0) = [25 18]T , y u = 35 V . El sistema (4.9) ha sido discre-
tizado con un tiempo de muestreo 0.85s y considerando los parámetros dados en
la tabla 4.2 se obtienen las siguientes matrices para cada modelo local:

A1 =

0.0999 −0.0104
6.4083 −0.0001

 , A2 =

0.1008 −0.0101
6.2486 0.8591

 , C =

1 0
0 1


B = Ew =

0.7802
0

 , G = 102 ×

 0 0
−1.4949 −1.4949

 , E f =

10


Ev =

0.05
0.05


Para verificar la condición de observabilidad de este sistema, de acuerdo con el
diseño del observador (sección 3.2), se puede ver que C ∈ R2×2 y E f ∈ R

2×1, es
decir, que n f = 1, en consecuencia:

rank(CE f ) = 1 = rank(E f ) = 1 = n f = 1 (4.12)

Lo anterior implica que se cumple con la condición de observabilidad, por lo
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tanto, es posible aplicar el observador dado por (3.69) presentado en la sección
3.2 a este sistema. Para ello, se resuelven las desigualdades (3.123), (3.124) y
(3.76) del Teorema 1, tomando en cuenta que β = 0.85 para minimizar el efecto
del disturbio. Las ganancias del observador (3.69) son las siguientes:

P =

31.0570 0.8825
0.8825 1.0576

 , Q =

32.6472 1.9466
1.9466 1.0022


L1 =

−0.0909 −0.0149
1.0386 0.6946

 , L2 =

−0.0199 −0.0560
0.0232 0.4076


L1 =

−0.0854 −0.0075
1.3010 0.7115

 , L2 =

−0.1330 −0.0043
1.5378 0.7311


A continuación, se presentan dos escenarios de fallas que se han hecho, que con-
siste en:

Escenario 1.- Las condiciones iniciales mencionadas arriba se mantienen,
solo es considerado que la falla sea abrupta (vista como una señal escalón).

Escenario 2.- Es realizado bajo las mismas condiciones que el escenario
anterior, sólo que la falla es incipiente (vista como una señal rampa).

Simulación 4.2.1. Escenario 1. Falla abrupta. En este caso, la falla f (t) aparece
en el período de tiempo de t = 350s a t = 580s (ver Fig. 4.11). Esta actúa como
una entrada desconocida para el sistema (4.9). Se puede apreciar en los resultados,
que el observador es capaz de estimar la falla, así como los estados.

En las figuras 4.9 y 4.10 podemos ver las estimaciones de ambos estados.
Además, se puede notar que el observador es capaz de estimar los intervalos para
ambos estados a pesar de que ocurre la falla, y esto es gracias a la consideración
del desacople del vector de la falla. La figura 4.11 muestra el comportamiento de
la falla, así como se puede apreciar, la falla se encuentra dentro de los intervalos
estimados, proporcionados por el observador diseñado.
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Figura 4.9: Estimación de x1(k)
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Figura 4.10: Estimación de x2(k)
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Figura 4.11: Estimación de f (k) (la línea en azul es la falla original, la línea en
negro y en rojo son la estimación superior e inferior, respectivamente)
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Simulación 4.2.2. Escenario 2. Falla incipiente. Para este escenario, se con-
sideran las mismas condiciones iniciales de la simulación anterior, pero ahora la
falla inicia en t = 200s como se puede apreciar en la Fig.4.14.
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Figura 4.12: Estimación de x1(k)
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Figura 4.13: Estimación de x2(k)

Las figuras 4.12 y 4.13 muestran una correcta estimación de los estados, ade-
más de la estimación intervalar de la falla, presentada en la figura 4.14. Se con-
cluye que el observador provee una estimación intervalar apropiada tanto para la
falla como para los estados.
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Figura 4.14: Estimación de f (k) (la línea en azul es la falla original, la línea en
negro y en rojo son la estimación superior e inferior, respectivamente)

4.3. Estimación simultánea de fallas en actuador y
en el sistema

En esta sección, se presentan los resultados que se han obtenido con la evalua-
ción en simulación del observador intervalar de entrada desconocida con incerti-
dumbre parámetrica Takagi-Sugeno de la sección 3.3, para la estimación simúlta-
nea de una falla en el actuador y en el sistema. El ejemplo que se considera es un
motor de corriente directa acoplado a un tren de rodamientos para el cual se consi-
dera la estimación intervalar simultánea de una falla en la fuente de alimentación
(actuador) y en los rodamientos (sistema). El observador se valida utilizando da-
tos experimentales. Los parámetros del motor tienen el valor que se presenta en la
siguiente tabla.

L corresponde a la inductancia del motor, Ra es la resistencia de armadura, KT es
el coeficiente de corriente del torque, fp es el coeficiente de fricción (debido a las
aerodinámicas), Ke es el coeficiente de la corriente contra electromotriz, fr es el
coeficiente de fricción (debido a la condición de lubricación de los rodamientos)
y J1 es el momento de inercia normalizado del rotor. Con estos parámetros y sus
valores, se toma en cuenta el siguiente modelo matemático no lineal de un motor
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Parámetro Valor
Ra 1.02 Ω

L 850 × 10−3 H
Ke 0.0134 V/rpm
KT 0.1 N · m/A
J1 0.00668933 N · m · s
fr 0.0000035 N/rpm
fp 0.000000075 N/rpm2

Tabla 4.3: Parámetros del motor de CD.

de CD de imanes permanentes Liu et al. (2000):

i̇a(t) = −
Ra

L
ia(t) −

Ke

L
vm(t) +

1
L

u(t)

v̇m(t) =
KT

J1
ia(t) −

(
fr − fpvm(t)

J1

)
vm(t) −

T0 − T2

J1

(4.13)

donde ia(t) y vm(t) son la corriente de armadura y la velocidad rotacional, u(t) re-
presenta al voltaje de entrada, T2 y T0 corresponden al par de carga y sin carga.

Antes de continuar, se consideran las siguientes suposiciones:

Suposición 2 Los valores de T0 y T2 son considerados desconocidos, por lo tanto,

es necesaria su estimación.

Suposición 3 La velocidad rotacional vm(t) es medible, y es considerada a la vez

como el parámetro variable (variable de programación del sistema T-S).

Suposición 4 La corriente de armadura ia(t) es medible.

Suposición 5 Existe una falla a la entrada del sistema denominada f . Esta falla

representa una variación anormal de voltaje a la entrada.
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Con las susposiciones anteriores podemos definir al sistema con falla, de acuer-
do a la forma (3.103), misma que reescribimos en esta sección:

x(k + 1) =

m∑
i=1

ξi(ρ(k))(Ai + ∆Ai)x(k) + Biu(k) +
[
E f G

]  f (k)
θ(k)

 + Eww(k)

y(k) = Cx(k) + Evv(k)
(4.14)

De acuerdo a la suposición 3, la salida vm se considera como parámetro variable,
es decir ρ(t) = vm(t) = x2(t), y varía en el intervalo ρ(t) = [ρ(t) ρ(t)]. El sistema
(4.14) utiliza un tiempo de muestreo de 1s. Las matrices de este sistema son:

A1 =


−

Ra

L
−

Ke

L
KT

J1
−

(
fr + fpρ

J1

)
 , A2 =


−

Ra

L
−

Ke

L
KT

J1
−

 fr + fpρ

J1


 , B =

1
L
0



E =


1
L

0 0

0 −
1
J1
−

1
J1

 , Ew =

1
L
0

 , Ev = 0.98, C =

1 0
0 1


∆Ai = Ai ∗ ±1 %, and fE =

[
f (k) T0(k) T2(k)

]T

Sustituyedo el valor de cada parámetro del motor, las matrices son las siguientes:

A1 =

0.2471 −0.0088
8.3671 0.9178

 , A2 =

0.2480 −0.0086
8.1747 0.8820

 , B =

0.6593
5.9246


∆A+

1 =

0.0024 −0.00008
0.0836 0.0091

 , ∆A+
2 =

0.0024 −0.00008
0.0817 0.0088


∆A−1 =

−0.0024 −0.00008
−0.0836 −0.0091

 , ∆A−2 =

−0.0024 0.00008
−0.0817 −0.0088
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∆A−1 =

−0.0024 0
−0.0836 −0.0091

 , ∆A−2 =

−0.0024 0
−0.0817 −0.0088


∆A+

1 =

0 0.8823
0 0

×10−4, ∆A+
2 =

0 0.8620
0 0

×10−4, ∆A
−

1 =

0 −0.8823
0 0

×10−4

∆A
−

2 =

0 −0.8620
0 0

 × 10−4, ∆A
+

1 =

0.0024 0
0.0836 0.0091

 × 10−4, Ev =

0.05
0.05


E =

0.0117 0 0
0 −1.4949 −1.4949

×102, Ew =

1.1764
0

 , ∆A
+

2 =

0.0024 0
0.0817 0.0088

×10−4

Para verificar la condición de observabilidad, se puede apreciar que C ∈ R2, G ∈

R1, E f ∈ R
1 y E f E ∈ R

2, por lo tanto, nx = 2, nθ = 1 y n f = 1, entonces:

rank(CE f E) = rank(E f E) = nθ + n f (4.15)

donde

rank(CE f E) = 2 = rank(E f E) = 2 = nθ + n f = 1 + 1 (4.16)

Por lo tanto el sistema es observable y es posible diseñar el observador (3.120)
de la sección (3.3). Resolviendo las desigualdades (3.121), (3.123)-(3.124) del

Teorema 3, con γ = 0.8, ε1 = 25.96, η = 0.3372, β =

ψ
α

 =

0.99
0.88

, se obtienen

las siguientes matrices:

P =

1.5603 0.0482
0.0482 1.5593

 , Q =

7.1833 2.5020
2.5020 5.9293



L1 =

 0.1571 −0.1658
−0.3619 −0.2245

 , L2 =

 0.0146 −0.0038
−0.0039 0.0163


L1 =

 0.0166 −0.2177
−0.3707 −0.2367

 , L2 =

−0.0197 −0.0306
−0.0347 −0.0140
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En las siguientes simulaciones se utilizan las siguientes condiciones inicia-
les: x̂(0) =

[
8 25

]T
, x̂(0) =

[
5 15

]T
, f̂ (0) =

[
0 0 0

]
, f̂ (0) =

[
0 0 0

]
.

Además, se considera una perturbación acotada −0.98 ≤ w(k) ≤ 0.98, y un ruido
acotado |v(k)| ≤ 0.8. Las señales medidas del motor son la corriente de armadura,
la velocidad rotacional y el voltaje de alimentación; estas tres señales son entradas
las entradas del observador. A continuación se presentan las simulaciones reali-
zadas para la verificar el desempeño del observador, considerando los siguientes
escenarios:

Simulación 4.3.1. Escenario 1. Falla abrupta. El motor se alimenta con 14 volts

durante 700s. A los 390s existe una caída de tensión de forma abrupta, provocan-
do el decaimiento de la velocidad como se puede notar en la Fig.4.15. Con esta
falla que ocurre, la tensión vuelve a su estado estable, es decir, la velocidad se
estabiliza. Aunque esta señal se mide, podemos ver que se encuentra dentro de los
intervalos estimados, tanto en estado estable como cuando ocurre la falla.
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Figura 4.15: Estimación de la velocidad rotacional x2(k).

En la Fig.4.16 se puede notar que al momento de la caída de tensión, la co-
rriente aumenta ligeramente; para este caso también la señal medida se encuentra
dentro de los intervalos estimados. Si creemos que la variación de voltaje se deba
a que el actuador (en este caso la fuente de alimentación) haya tenido una falla,
entonces, podemos seguir la siguiente lógica de detección y estimación de fallas.
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Figura 4.16: Estimación de la corriente de armadura x1(k).

El vector intervalo [ f̂ , f̂ ] ∈ 0 indica que no existe falla. En caso contario, la
señal estaría fuera del intervalo y diremos que ha ocurrido una falla, como se pue-
de apreciar en la Fig.4.17. Donde al principio de la gráfica se mantiene constante
y dentro del intervalo cero, pero al momento del fallo, se ve el decaimiento de
6 volts y posteriormente retoma el intervalo al momento del arranque.
De acuerdo a la suposición 2 ambos parámetros T0 y T2 deben ser estimados (ver
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Figura 4.17: Estimación de la falla f (k).

las figuras (4.18)-(4.19)). En ambas figuras se observa que la estimación intervalar
al inicio de la simulación se encuentra entre los valores 0 y 0.5 (cuando no hay
falla). Posteriormente, cuando se presenta la variación de tensión, es posible ver
que el estimador también calcula la variación que ambos parámetros tienen. El
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Figura 4.18: Estimación de T0(k).
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Figura 4.19: Estimación de T2(k).

comportamiento de las funciones de membresía se muestran en la Fig.(4.20).
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Figura 4.20: Funciones de membresia.

Simulación 4.3.2. Escenario 2. Falla intermitente. El motor de CD es alimen-
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tado con 15volts a los 420s se hace una caída de tensión intermitente debido a
las interrupciones de conexión de la fuente, provocando que exista una variación
intermitente de la corriente. Como se aprecia en la Fig.4.21, la corriente medida
se mantiene dentro de los intervalos mínimos y máximos que proporciona el ob-
servador antes y después de la ocurrencia de la falla. También podemos apreciar
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Figura 4.21: Estimación de la corriente de armadura x1(k).

que la velocidad medida se encuentra dentro de los intervalos (ver Fig.(4.22)). En
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Figura 4.22: Estimación de la velocidad rotacional x2(k).

la Fig.(4.23) se muestra la estimación intervalar de la falla, antes y después de que
esta ocurre.
El parámetro θ es un vector que contiene a T0 y T2, que son considerados desco-

nocidos. Su estimación intervalar se presenta en las figuras (4.24) y (4.25) donde
se puede ver la estimación sin fallas y al momento que ocurre la falla intermitente.
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Figura 4.23: Estimación de la corriente de armadura f (k).
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Figura 4.24: Estimación de T0(k).

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

Figura 4.25: Estimación de T2(k).

Las funciones de membresía del sistema son presentadas en la Fig.4.26, donde po-
demos apreciar el grado de membresía que tiene cada uno de los sistemas locales
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Figura 4.26: Funciones de membresía

a lo largo del experimento.

4.4. Estimación simultánea de estados y entradas des-
conocidas

En esta sección, se presentan los resultados que se han obtenido con la evalua-
ción en simulación del observador no lineal, presentado en la sección 3.4, para la
estimación de entradas desconocidas. A continuación se presentan dos casos:

Caso 1.- Un sistema que consiste en un motor de corriente directa contro-
lando un pendulo invertido.

Caso 2.- Un motor de corriente directa acoplado a un tren de rodamientos.

Caso 1
Se considera el siguiente modelo de un motor de CD controlando un pendulo

invertido, presentado en Vu & Do (2019):

ẋ1(t) = x2(t)

ẋ2(t) =
g
l sin(x1(t)) + NKm

ml2 x3(t)

ẋ3(t) = −
KbN
La

x2(t) − Ra
La

x3(t) + 1
La

u

(4.17)
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En este modelo x1 = ϕp es la posición del eje, x2 = wp es la velocidad del eje del
motor, x3 = Ia es la corriente de armadura, u representa al voltaje de entrada. Km

es la constante de torque, Kb es la fuerza contra electromotriz, g es la gravedad,
N es la relación de transmisión, l es la longitud del eje, m es la masa, Ra es la
resistencia de armadura y La es la inductancia de armadura.

Los valores para cada uno de los parámetros son los siguientes: Km = 0.1Nm/A,
Kb = 0.1V s/rad, g = 9.8m/s2, N = 10, l = 1m, m = 1kg, Ra = 1Ω y para
La = 0.1H. Antes de continuar, se toman en cuenta las siguientes suposiciones:

Suposición 6 Existe una ∆u considerada como entrada desconocida aditiva a la

entrada del sistema, es decir, u + ∆u. Donde ∆u puede ser considerada como

una variación de voltaje a la entrada (inesperada). Debido a las consecuencias

que esta pueda generar, se necesita estimarla con la finalidad de compensar las

variaciones.

Suposición 7 La posición del eje x1 = ϕp es medible.

Con las suposiciones anteriores se modifica el sistema original, debido a que u

se considera conocida y ∆u es una variación desconocida, siendo esta última, una
señal que proviene de la variación provocada por los actuadores. Entonces, el sis-
tema (4.17) puede ser representado como:

ẋ(t) = Ax(t) + g(y(t), u(t)) + Fθ

y(t) = Cx(t)
(4.18)

Debido a la suposición 7, la salida y(t) del sistema es x1(t), es decir, y(t) = x1(t) =

ϕp.

x(t) =


x1(t)
x2(t)
x3(t)

 =


ϕp

wp

Ia

 , θ = ∆u, A =



0 1 0

0 0
NKm

ml2

0 −
KbN
La

−
Ra

La


, g(y(t), u(t)) =


0

g
l

sin x1(t)

1
La

u
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C =
(

1 0 0
)
, F =

(
0 0

1
La

)T

. (4.19)

con

A =


0 1 0
0 0 1
0 −10 −10

 y F =


0
0

10


Dado el sistema (4.18), se procede primero a analizar su observabilidad. Podemos
notar que el vector θ ∈ R1 y x ∈ R3, entonces d = 1 y n = 3. En consecuencia, se
procede a verificar las condiciones de rango rango(F) = d y rango(O) = n.

O =


C

CA

CA2

 =



[
1 0 0

]

[
1 0 0

]

0 1 0

0 0
NKm

ml2

0 −
KbN
La

−
Ra

La


[
1 0 0

]

0 1 0

0 0
NKm

ml2

0 −
KbN
La

−
Ra

La


2



, F =


0
0
1
La

 (4.20)

Dado que las condiciones de rango se cumplen, es decir rank(O) = 3 y rango(F) =

1, entonces, es posible diseñar un observador no lineal de la forma (3.156) para el
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sistema (4.17). Este observador es:

˙̂x(t) =


0 1 0

0 0
NKm

ml2

0 −
KbN
La

−
Ra

La

 x̂(t) +


0

g
l

sin x1

1
La

 u(t) +


0
0
1
La

 θ̂ + K1(y(t) − ŷ(t)) (4.21)

˙̂θ(t) = K2(y(t) − ŷ(t)) (4.22)

ŷ(t) = Cx̂(t) = ϕ̂p (4.23)

Para verificar el desempeño del observador, se lleva a cabo una simulación
en MATLAB c©. Las ecuaciones del modelo (4.17) y del observador (3.156) son
integradas usando el método de Euler (Runge-Kutta de primer orden) con un paso
de integración de Ts = 0.05 s. Las ganancias del observador son calculadas por
medio de la localización de polos de la matriz de estabilidad del observador:

As =

A − K1C F

−K2C 0

 (4.24)

Los eigenvalores de la matriz As son ubicados en λ1 = 2.2, λ2 = 2.8, λ3 =

2.9 y λ4 = 4 (ver Fig.4.30), en consecuencia, las ganancias resultan ser K1 =

[1.90 23.26 − 151.09], K2 = 7.14.

Para llevar a cabo las simulaciones, se utilizaron las siguientes condiciones
iniciales del modelo (4.17) y del observador (3.156): x0 = (ϕ0

p w0
p I0

a)T =

(0.01 0 0)T , x̂0 = (ϕ̂0
p ŵ0

p Î0
a)T = (0.065 0.215 0.12)T y θ̂0 = 0.

Simulación 4.4.1. Escenario 1. Falla abrupta. En esta prueba se considera
un voltaje de entrada de u = 1.5 V . Por su parte, la variación del voltaje de
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alimentación ∆u es simulada como sigue:

θ = ∆u =


0 V, 0 s ≤ t < 35 s

0.5 V, 35 s ≤ t < 75 s

0.8 V, 75 s ≤ t

(4.25)

En la Fig. (4.27) se presenta la estimación del estado x̂1 = ŵp. Aunque esta
es una señal que se considera medible, se grafica con la finalidad de verificar
el desempeño de la estimación. También se presenta la estimación de x̂2 = ŵp

donde se puede apreciar la rápida respuesta que tiene el observador para estimar
los estados. En lo que respecta a la estimación de x̂3 = Îa (señales con lineas
punteadas), después de que la variación de voltaje se produce, se puede notar que
el observador converge asintóticamente al sistema simulado (lineas solidas). Se
pueden apreciar loe sfectos de los incrementos o variaciones que tiene ∆u a los
t = 35s y t = 75s. Al ocurrir estas variaciones al observador le toma cerca de 5s

en converger. También podemos notar el desempeño del observador para estimar
∆u, la entrada desconocida simulada.

El tiempo de convergencia del observador puede ser modificado seleccionando
diferentes eigenvalores de la matriz As. En las figuras siguientes (4.29), se presenta
la trayectoria del error de estimación, donde podemos apreciar la convergencia
asintótica del observador.

Caso 2 Se consideran dos escenarios, el primero con resultados en simulación
y el segundo con resultados experimentales.

Simulación 4.4.2. Escenario 1. Falla abrupta. Se considera el siguiente mo-
delo matemático del motor de CD de imanes permanentes acoplado a rodamientos
Menini et al. (2015).

i̇a(t) = −
Ra

L
ia(t) −

Ke

L
vm(t) +

1
L

u

v̇m(t) =
KT

J1
ia(t) −

(
fr − fpvm(t)

J1

)
vm(t) −

T0 − T2

J1

(4.26)
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Figura 4.27: Estimación del estado ϕp, wp y Ia.

donde ia corresponde a la corriente de armadura, vm es la velocidad rotacional
(rpm), u(t) es el voltaje de armadura (entrada al sistema), T0 y T2 son el par sin
carga con carga, respectivamente. Ra es la resistencia de armadura, L es la induc-
tancia, Ke es el coeficiente de la fuerza contra electromotriz, KT es el coeficiente
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Figura 4.28: Estimación de la entrada desconocida θ = ∆u.
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Figura 4.29: Error de estimación.

de la corriente del torque, J1 es el momento de inercia normalizado, fr es el co-
eficiente de fricción debido a la condición de lubricación y fp es el coeficiente de
fricción producido por las aerodinámicas, tal como la resistencia del ventilador.
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Figura 4.30: Diagrama de la localización de polos.

El valor de cada parámetro es: Ra = 1Ω, L = 0.9H, Ke = 13.5 × 10−3V/rpm,
KT = 0.1Nm/A, J1 = 66.9 × 10−4Nms, fr = 1.4 × 10−4Nm/rpm, fp = 7.5 ×
10−8Nm/rpm2 y T2 = 22.9 × 10−2Nm. Se considera la siguiente suposición.

Suposición 8 La velocidad rotacional vm y el voltaje de armadura u son medibles.

La suposición 8 implica que vm y u son señales conocidas, es decir, que no ne-
cesitan ser estimadas. Entonces, la velocidad vm es la salida del sistema, es decir,
y(t) = vm(t). Consideramos que la corriente de armadura ia y el par sin carga
T0 son desconocidos y por lo tanto, necesitan ser estimados. En consecuencia, el
sistema (4.26) tiene la forma del sistema (4.18), como se presenta a continuación:

 i̇a(t)
v̇m(t)

 =

−
Ra

L
0

KT

J1
0


 ia(t)
vm(t)

 +


−

Ke
L vm(t) + 1

Lu

−

(
fr − fpvm(t)

J1

)
vm(t) +

T2

J1

 +

 0

−
1
J1

 T0 (4.27)

y(t) =
[
0 1

]  ia(t)
vm(t)

 (4.28)
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donde x(t) = (x1(t) x2(t))T = (ia(t) vm(t))T , y(t) = x2(t) = vm(t), θ = T0 y

A =


−

Ra

L
0

KT

J1
0

 , C =
(

0 1
)
, F =

 0

−
1
J1

 , (4.29)

g(y, u) =


−

Ke

L
vm +

1
L

u

−

(
fr − fpvm

J1

)
vm +

T2

J1

 . (4.30)

El sistema (4.26), tiene la forma del sistema (4.18) con las matrices descritas en
(4.29)-(4.30).

Observación 1 En este sistema podemos notar que θ ∈ R1 y x ∈ R2, entonces d =

1 y n = 2. En consecuencia, la suposición 1 es verificada, es decir, rank(F) = 1,

rank(O) = 2, donde O =

 C

CA

 .
Considerando la observación 1, el observador puede tener la forma dada en la

Ec. (3.156) y puede ser diseñado para estimar el estado no medible ia y la entrada
desconocida T0 como sigue:

˙̂x(t) =

−Ra
L 0

KT
J1

0

 x̂(t) +

 −Ke
L y(t) + 1

Lu(t)
−

( fr− fpy(t)
J1

)
y(t) + T2

J1

 +

 0
− 1

J1

 θ̂(t) + K1(y(t) − ŷ(t)) (4.31)

˙̂θ(t) = K2(y(t) − ŷ(t)) (4.32)

ŷ(t) = Cx̂(t) (4.33)

donde las ganancias del observador K1 y K2 son matrices constantes de dimen-
siones apropiadas. Estas matrices son calculadas por medio de la localización de
polos de la matriz de estabilidad As dada en la ecuación (3.157). La simulación del
modelo (4.26) y el observador (4.31) son programados en el software MATLAB c©
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para mostrar el desempeño de la estimación simúltanea de estados y la entrada
desconocida, en este caso, para la estimación de la corriente ia el par sin carga T0

.

Los valores propios de la matriz As son localizados en λ1 = 0.41, λ2 =

0.42 y λ3 = 0.40, en consecuencia, las ganancias del observador son: K1 =

(0.027 0.030), K2 = −3.84 × 10−4.

En la siguiente simulación, las condiciones iniciales para del observador y
del sistema son las siguientes:x(0) = (ia(0) vm(0))T = (4 0.02)T , x̂(0) =

(îa(0) v̂m(0))T = (2 0.10)T y θ̂(0) = 0.04.

El voltaje de entrada es evaluado con u = 10 V . Las ecuaciones diferenciales
del motor y del observador son resualtas usando el método de primer orden de
Rugen-Kutta (Euler) con un paso de integración de 0.01 s.

En la simulación se realizan dos cambios abruptos en T0 como sigue:

T0 =


0.023 Nm, 0 s ≤ t < 50 s

0.040 Nm, 50 s ≤ t < 100 s

0.050 Nm, 100 s ≤ t

Los resultados en simulación se muestran en las figuras 4.31-4.33. En la figura
4.31 y 4.32, se puede apreciar que la corriente estimada îa (línea punteada) con-
verge asíntoticamente a la variable simulada del sistema ia (línea solida). Igual-
mente se muestra la señal x2 = vm y su valor estimado, que como es de esperarse,
es estimada sin problema al ser la salida medida.

En la Fig.4.33 se muestra estimación de θ̂ = T̂0 (línea punteada). Se aprecia
que converge adecuadamente a la señal simulada θ = T0 y reproduce las variacio-
nes que ocurren a los instantes de tiempo t = 50s y t = 100s.
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Figura 4.31: Estimación de x1 = ia.
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Figura 4.32: Estimación de x2 = vm.
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Figura 4.33: Estimación de θ = T0.
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Escenario 2
Para este escenario, consideramos el prototipo que se encuentra en el laboratorio
que consiste en un motor de CD (1) acoplado a un tren de rodamientos (2) (ver
figura 4.34). Igualmente para la estimación de ia y T0.

Figura 4.34: Prototipo de laboratorio. Motor de DC conectado a un tren de roda-
mientos.

Una prueba de operación se toma en cuenta para mostrar el desempeño del
observador, con una alimentación al motor de u = 15V , como en el escenario
1, se considera que la velocidad rotacional del motor es medida, la corriente de
armadura ia es no medible y el valor de θ = T0 es desconocido. Por lo tanto, el
observador (4.31) es implementado con las ganancias K1 y K2 con los siguientes
valores

K1 =

 0.02747
0.33446 × 10−4

 K2 = −3.83967 × 10−4

.

Al usar estas ganancias, la matriz de observabilidad del observador As, defini-
da en la ec.(3.157), tiene los valores propios λ1 = −0.63 y λ2,3 = −0.28 ± 0.17i,
asegurando una adecuada convergencia. Las condiciones inciales del observador
son las siguientes x̂(0) = [1.4 700]T , θ(0) = T̂0(0) = 0.23. Con un paso de
integración de 1µs. El experimento se realizó de la siguiente manera, la señal
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de frecuencia que proporciona el encoder fué adquirido y tratado con la tarjeta
myRIO-1900 con un tiempo de muestreo t = 1ηs para entregar una señal pro-
porcional a la velocidad del motor en r.p.m. El voltaje de entrada es dado por
una fuente programable DC Magna-Power. Una vez que la velocidad del motor
alcanza el valor de estado estable (alrededor de 800 r.p.m. como se ilustra en la
Fig.4.35), se genera una fuerza de fricción inducida mecánicamente a partir de
los t = 390s a t = 600s. Esta acción emula un escenario de falla, probablemente
debido a algún daño en los rodamientos. De esta manera, se espera una variación
en el valor de T0.
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Figura 4.35: Velocidad rotacional medida y estimada del motor.
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Figura 4.36: Estimación de la corriente de armadura.

Los resultados experimentales obtenidos se presentan en las Figs.4.35-4.37.
Donde en la Fig.4.35 se puede apreciar que la velocidad de rotación estimada
x̂2(t) = v̂m(t) (línea azul) converge asintóticamente al valor medido (línea roja) a
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Figura 4.37: Estimación de T0.

pesar de la falla y el ruido de medición.

Como se esperaba, la corriente de armadura ia aumenta cuando se induce la
fuerza de fricción. La corriente de armadura estimada correspondiente x̂1(t) = îa(t)
se representa en la Fig.4.36. Finalmente, la aparición de la entrada desconocida
se refleja como una variación creciente en T0(t), cuyo valor estimado de T̂0(t) se
representa en la Fig.4.37.

4.5. Estimación de fallas en sensores y actuadores.

En esta sección, se ilustra el diseño del observador propuesto en la sección 3.5,
aplicado a un sistema de compresor que forma parte de una celda de combustible.
Los escenarios de falla que se presentan son abrupta e incipiente.

El modelo del compresor es descrito como sigue (Pukrushpan et al., 2004):

ω̇cp = (−
Z̃3Vcp

JcpRcm
Kv)ωcp +

Z̃3

Jcp
(
Vcp

Rcm
−

CpTamb

ηcmη̃cp
Z̃1Z̃2) (4.34)

donde ωcp es la velocidad del compresor, Kv es la constante eléctrica del motor,
Jcp es la inercia del motor y compresor, Rcm es la resistencia del circuito motor
compresor, Cp es la capacidad de calor del aire a presión constante, Tamb es la
temperatura ambiente y ηcm es la eficiencia del compresor ,Vcp es el voltaje, Z̃1,2,3
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son funciones de la corriente pila Ist. Los parámetros y sus valores del sistema son
dados en la tabla 4.4-4.5.

Tabla 4.4: Parámetros del modelo del compresor

Simbolo Valor
kv 0.0153 V/(rad/s)
Jcp 5 × 10−5 kg·m2

Rcm 0.816 Ω

Cp 1004 J/(kg·K)
Tamb 298 K
ηcm 0.9

Tabla 4.5: Variables del compresor

Variables aproximadas
η̃cp ≈ 0.777217
Z̃1 ≈ 0.275641 ·10−3Ist − 0.340993·10−3

Z̃2 ≈ 0.001375Ist − 0.023710
Z̃3 ≈ −0.000426 ·10−3Ist + 0.213459·10−3

El modelo de la ec. (4.34) puede ser llevado a la forma Takagi-Sugeno consi-
derando que ρ(k) = Ist(k) y las matrices en espacio de estado sean:

Ai = (−
Z̃3Vcp

JcpRcm
Kv)

Bi =
Z̃3

Jcp
(
Vcp

Rcm
−

CpTamb

ηcmη̃cp
Z̃1Z̃2)

donde ωcp es el estado, Vcp es la entrada e Ist es el parámetro varible. Las dimen-
siones de las matrices Ai ∈ R

1×1 y Bi ∈ R
1×1.

Los vértices de cada modelo son programados bajo el siguiente criterio:
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ρ(k) =
Ist(k) − Istmin

Istmax − Istmin
y ρ(k) =

Istmax − Ist(k)
Istmax − Istmin

(4.35)

Con la finalidad de obtener resultados de la estimación, se considera que la co-
rriente de pila esté en un rango de Ist ∈

[
100, 300

]
mA, usando una secuencia de

pasos de 10 mA un conjunto de 21 submodelos son obtenidos. El sistema es dis-
cretizado con un tiempo de muestreo t = 0.01s.

Así que para hacer el banco de observadores dedicados, se verifica la prueba
de observabilidad como sigue:

rank

 C

CAi

 = 1 (4.36)

Entonces, el observador dedicado para la estimación de falla en actuador (3.203)
de la sección 3.5, está conformado por las siguientes matrices:

Ǎi =

0.9487 5.2901
0 1

 , C =
[
1 0

]
, Bi =

5.2901
0


∆̌A

+

i = ∆̌A
−

i =

0 0
0 0

 , ∆̌A
−

i = ∆̌A
+

i = 10−3 ×

0.1897 0
0 0


Resolviendo las desigualdades (3.184)-(3.188), asignando la región del circulo
con un radio de r = 1 y centro q = 0, y dos franjas verticales: h1 = −0.11 y
h2 = −0.9. Se obtienen las siguientes ganancias:

Ľi =

0.97321
0.01429

 , Ľi =

0.97326
0.01430


Simulación 4.5.1. Escenario 1. Falla abrupta. Para este escenario, el cambio
abrupto es visto como una señal pulso que se lleva a cabo a los t = 8s a 22s

En la figura 4.38 podemos apreciar la estimación de ωcp a pesar de la ocurrencia
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Figura 4.38: Estimación de ωcp
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Figura 4.39: Estimación de fa

del fallo fa, esta falla se presenta en la figura 4.39 donde se ve que el observador al
principio va suavemente estimando la ocurrencia de la falla, y estas estimaciones
poco a poco van rodeando a la señal original.

Simulación 4.5.1. Escenario 2. Falla incipiente.Para este escenario se consi-
dera las mismas condiciones del escenario anterior, donde en las figuras 4.40 y
4.41 se puede ver que el observador también es capaz de estimar este tipo de falla
incipiente.

Para el caso del observador dedicado para la estimación de falla en sensor,
como se muestra en la ecuación (3.204) de la sección3.5, las siguientes matrices
le corresponden:
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Figura 4.40: Estimación de ωcp
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Figura 4.41: Estimación de fa

Ǎi =

0.9487 5.2901
0 1

 , C =
[
1 1

]
, Bi =

5.2901
0


∆̌A

+

i = ∆̌A
−

i =

0 0
0 0

 , ∆̌A
−

i = ∆̌A
+

i = 10−3 ×

0.1897 0
0 0


Simulación 4.5.2. Escenario 1. Falla abrupta. Para este caso la señal consi-

derada como un cambio en la salida es de t = 18s a t = 25s, considerando que la
región sea definida para un sector disco r = 1, q = 0, h1 = −0.11 y h2 = −0.94
para las franjas verticales. Los resultados de las estimaciones son presentadas a

130



ESTIMACIÓN DE FALLAS
EN SENSORES Y ACTUADORES CAPÍTULO 4

continuación:
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Figura 4.42: Estimación de ωcp
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Figura 4.43: Estimación de fs

Simulación 4.5.2. Escenario 2. Falla incipiente. Los resultados de este es-
cenario de falla (figura 4.45), también nos indica que el observador es capaz de
estimar la salida a pesar de la falla.

Para los resultados experimentales se diseñó e implementó un banco de prue-
bas (ver Anexo A) como se muestra en la siguiente figura. Que consiste en los
siguientes elementos (ver Fig.4.46): un motor de corriente directa de imanes per-
manentes de baja potencia (2), el motor es conectado con una banda de transmi-
sión (3) a un tren de rodamientos (4) como la carga, un encoder de cuadratura
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Figura 4.45: Estimación de fs

(2)

(4)

(3)

(5) (6) (7)

(8)

FPGA

Figura 4.46: Esquema de banco de pruebas del laboratorio.

(6) es acoplado (5) con el tren de rodamientos para medir la velocidad rotacio-
nal del motor vm(t). El período del pulso es convertido a revoluciones por minuto
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(rpm) a través del FPGA (7) que proviene de una tajeta myRIO-1900 National
Intrumentsr, la conversión es generada en el software Labview (8).
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Capítulo 5

Conclusiones

La metodología general implementada en este trabajo de investigación como
estrategia para la detección y estimación de fallas en actuadores y sensores, y
la estimación de estados de forma simultánea para sistemas Takagi-Sugeno, se
presenta en el diagrama flujo 5.1.

Como resumen del trabajo de tesis, se describen a continuación los observa-
dores propuestos y actividades realizadas.

En este trabajo de tesis se presenta el diseño de un observador PI generalizado
T-S para la estimación del parámetro y estados. Por otra parte, en la sección 4.3
se presenta un observador intervalar para la estimación simúltanea de los estados,
parámetros y falla en actuador. Este observador es una síntesis del observador
de entrada desconocida desacoplando el vector de falla y el observador interva-
lar. Además, se toma en cuenta que la incertidumbre parámetrica, el ruido y la
perturbación sean desconocidos pero acotados. El observador es robusto ante per-
turbaciones y ruido. Se presenta un caso de aplicación para evaluar el desempeño
del observador. Se presentan dos escenarios de fallas una abrupta e intermitente,
ambos con datos experimentales. La estimación proporciona una estimación inter-
valar, es decir, brinda una anchura de la señal medida y/o a estimar (por ejemplo,
estado, falla, ruido y/o parámetro). En este caso, los parámetros como T0 y T2 son
estimados en un intervalo. Lo mismo pasa con la estimación de la falla en actua-
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Figura 5.1: Metodología desarrollada en esta tesis.

dor, nos proporciona un intervalo donde probablemente se encuentra el valor real
de la falla; el resto de las variables, tales como la velocidad y la corriente de arma-
dura, también se encuentran dentro del intervalo de las franjas estimadas. Además
de brindarnos el tamaño de la falla, permite detectar una falla bajo la lógica de que
cuando la señal sobrepasa el umbral sin falla, entonces se dice que existe una falla.
Estas estimaciones intervalares se pueden obtener fácilmente con la solución de
algunas LMIs.

Otro trabajo realizado consiste en el diseño de un observador intervalar de
entrada desconocida intervalar T-S, para la estimación de la falla en actuador y
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estados. Por otra parte, se realiza el diseño de un observador intervalar de entrada
desconocida intervalar T-S, para sistemas con incertidumbre parámetrica, para la
estimación de falla en actuador y parámetro.

Otra actividad desarrollada en esta tesis fue el diseño de un observador no li-
neal para la estimación de entradas desconocidas y estados. Se desarrolló también
un banco de observadores para la estimación de fallas en sensores y actuado-
res. Las estrategias de observadores para la estimación de fallas propuestas, son
evaluadas con la finalidad de verificar el desempeño de los observadores. Estas
evaluaciones son realizadas en simulación y con datos experimentales. Los datos
experimentales fueron obtenidos de un banco de pruebas que consiste en un motor
de cd de imanes permanentes acoplado a un tren de rodamientos que se realizó en
el laboratorio del centro de investigación.

Principales contribuciones al estado del arte

El observador PI generalizado presenta una alternativa en la estimación de
estados y fallas. Este observador se denomina generalizado, ya que abarca como
caso particular al observador Luenberguer, los observadores proporcional (P) y los
proporcional integral (PI). En este trabajo de tesis este tipo de observador, origi-
nalmente aplicado a sistemas descriptivos Nan et al. (2014); Osorio-Gordillo et al.

(2014a,b, 2015); Wang et al. (2014), se extiende a los sistemas Takagi-Sugeno. La
principal ventaja de este observador es que solo se requiere una solución práctica
en el cálculo de las ganancias a través de la resolución de un conjunto de LMIs.
Otra importante característica de este observador es que puede ser extendido a
diferentes procesos o sistemas no lineales que pueden llevarse a la representación
Takagi-Sugeno. En este trabajo por ejemplo, en la sección 2 y 4 se desarrollan
representaciones de sistemas númericos y casos de estudios, con la finalidad de
demostrar la practicidad de esta representación, que posteriormente se usa para el
diseño o aplicación de los observadores Takagi-Sugeno. Este trabajo es publicado
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en (Martínez-García et al., 2016).

Otra contribución al estado del arte es el diseño de un observador no lineal pa-
ra la estimación simultánea de estados y entradas desconocidas (sección 4.4). Para
verificar el desempeño del observador, se presenta un caso de estudio aplicado a un
motor de CD. Los resultados obtenidos en simulación demuestran la convergencia
asintótica del observador ante los diferentes escenarios de fallas en el sistema (fa-
llas abruptas en incipientes en rodamientos). Estos resultados motivaron a evaluar
este observador en el laboratorio utilizando un prototipo experimental desarrolla-
do en el marco de este mismo trabajo doctoral. El prototipo consiste en un motor
de corriente directa de imanes permanentes acoplado a un eje con rodamientos,
donde las fallas son inducidas (cuando aparecen estas fallas decimos que es por-
que los rodamientos están averiados). La detección y estimación de fallas de este
prototipo se realizan utilizando observadores.

Las dos principales ventajas de este observador, en una comparación con res-
pecto al trabajo desarrollado en Vu & Do (2019) (en el cual se desarrolla un obser-
vador más complejo para uno de los sistemas no lineales abordados en esta tesis),
y trabajos similares relacionados con los sistemas Takagi-Sugeno son:

* La simplicidad para calcular las ganancias del observador, debido a que para
calcular las ganancias del observador, solo se requiere de colocar los polos
de la matriz de estabilidad del observador.

* El modelo matemático de los procesos no requiere ser transformado a un
sistema T-S, conservando la dinámica no lineal original del proceso.

* El observador puede ser fácilmente extendido al caso de poder estimar es-
tados no medibles, entradas y fallas desconocidas.

Una limitación de este observador es que solo se puede aplicar para sistemas
no lineales que tienen la forma del sistema (3.155), es decir, un sistema con parte
lineal en la retroalimentación y en la entrada desconocida, pero con una estructura
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no lineal que esté en función de la entrada y salida del sistema g(y, u); y con salida
lineal. Afortunadamente en la práctica, una gran cantidad de sistemas no lineales
se pueden modelar de la forma dada en (3.155).

Con respecto a los observadores intervalares presentados en las secciones 3.2,
3.3 y 3.5, la originalidad reside en que se utilizan para estimar variables de estado
y fallas en sistemas con modelos inciertos tipo Takagi-Sugeno. Estos observado-
res proporcionan una estimación intervalar de los estados, fallas o parámetros, es
decir, proporcionas un intervalo de valores dentro del cual se encuentra el valor
de la variable desconocida. Este tipo de observadores se recomiendan cuando no
se tiene el valor exacto de algunos parámetros del sistema y no es posible en con-
secuencia tener el valor exacto de las variables a ser estimadas. En cambio, nos
brinda una aproximación de estas estimaciones al brindar un intervalo en el que se
encuentra la variable original o desconocida o las fallas. En el caso de la detección
de fallas, se puede utilizar la lógica de que cuando una falla estimada sobrepasa la
anchura del intervalo que se establece como el rango "sano", entonces se dirá que
ha ocurrido una falla.

Contribución tecnológica

Se realizó en el transcurso del trabajo de investigación un prototipo que se
encuentra en el laboratorio, como banco de pruebas para la detección y estimación
de fallas en rodamientos. El banco de pruebas consiste en un motor de corriente
directa de imanes permanentes acoplado a un tren de rodamientos. Este prototipo
puede usarse para efectuar diferentes escenarios de fallas como los que se han
presentado en este trabajo, así como realizar fallas en sensores o fallas multiples
en los rodamientos, entre otros.

Perspectivas y trabajos futuros

Las perspectivas del presente trabajo son las siguientes: En el aspecto práctico,
implementar en línea los observadores propuestos al banco de pruebas desarrolla-
do, con la finalidad de comparar distintos esquemas de detección de fallas. En el
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Figura 5.2: Banco de pruebas

aspecto teórico, una opción interesante es retomar la teoría de los observadores
intervalares para la detección de fallas mediante observadores no lineales. Tam-
bién una opción interesante es la síntesis de los observadores intervalares, para el
aislamiento de fallas. Por otra parte, la síntesis de observadores de orden reducido
y/o funcionales con la teoría de los observadores intervalares, es un tema abierto
a la investigación, así como la síntesis de observadores intervalares en cascada.
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Fault detection on bearings coupled to permanent magnet DC
motors by using a generalized Takagi-Sugeno PI observer

C. Martı́nez-Garcı́a1, G.-L. Osorio-Gordillo1, C.-M. Astorga-Zaragoza1 and V. Puig2

Abstract—This paper presents a fault detection system for
rotative machinery. A permanent-magnet DC motor is used as
case of study. The main idea is to estimate on-line the non-load
torque (T0) in order to monitor the bearing health condition.
The fault detection system is based on the design of a generalized
Takagi-Sugeno PI (proportional-integral) observer. The main
advantage of this approach is that it can be easily implemented
because the observer gains are obtained by solving a set of
LMIs (linear matrix inequalities). Moreover, the method can be
extended to more complicated nonlinear systems by using the
Takagi-Sugeno approach. A simulation is performed to show
that this fault detection scheme can be applied to detect abrupt
faults on rotative machinery which can lead the system to
undesirable performance caused by vibrations or breakdown.

Index Terms—Proportional-integral observer, Takagi-Sugeno
system, fault detection, LMIs (linear matrix inequalities).

I. INTRODUCTION

Rotative machines are used in almost all manufacturing
processes performing a wide diversity of tasks. Examples of
rotative machines frequently found in industries are pumps,
motors, compressors and generators.
A common source of faults in this kind of machinery are the
bearings whose main function is to prevent vibrations along
the shaft or along the mechanical components coupled with
the rotatory system of the machine.
When bearings are used as support, it is crucial to pre-
vent overheating and fatigue of the manufacturing materials
caused mainly by friction. Friction causes wear which in turn
causes vibration on the whole rotatory system.
Friction effects on bearings can be minimized by selecting
carefully the quality of the manufacturing materials, the
quality of lubricants or by selecting adequately the design
of the bearings (ball bearings, roller bearings, thrust bearing)
depending on the application to be used.
Bearing breakdown can cause serious damage on the equip-
ment and in consequence important economic losses. This is
the main reason because bearings are the object of permanent
maintenance programs in most industries and several works
are devoted to propose methods to monitor the bearing health
condition.
For instance in [1], the authors compute a mathematical
model of the DC motor based on the block-pulse function
series method [2] and then a multilayer neural network

1C. Martı́nez-Garcı́a, G.-L. Osorio-Gordillo and C.-M. Astorga-Zaragoza
are with the Centro Nacional de Investigación y Desarrollo Tecnológico.
Interior Internado Palmira s/n, Col. Palmira Cuernavaca, Morelos, México.
mgci@cenidet.edu.mx

2V. Puig is with the Universitat Politécnica de Catalunya. C. Jordi Girona,
31, 08034 Barcelona, Spain.

configuration to detect changes on the model parameters.
Neural networks combined with other techniques such as
fuzzy logic have also been used for fault diagnosis of DC
motors [3]. Another recent work [4] uses a fault detection
method based on a high-gain observer [5] to detect changes
on the nominal parameters of a DC motor. However, the
use of complex Algebraic Geometric techniques represent a
limitation to extend this method to other rotative machines
having more complex mathematical nonlinear models.
Because a variation on the value of the load torque (T0)
under unchanged operating conditions can be associated with
a problem on the bearings, in this work we propose a
method to supervise the friction coefficient through the on-
line estimation of T0. The fault detection system is based
on a generalized PI (proportional-integral) observer (a more
general case of this observer was developed for descriptor
systems in [6]) which is designed by using a Takagi-Sugeno
model of the DC motor presented in Section II. The structure
of this generalized PI observer has been widely studied in
recent works ([6], [7], [8], [9], [10]). It is based on the dy-
namic observers presented in [11] and [12]. The generalized
PI observer structure presents an alternative state estimation
which can be considered as more general than the Luenberger
proportional-integral and proportional observers.
The main advantage of this observer is that it only requires
a practical computation of the gains by solving a set of
LMIs (linear matrix inequalities). Another important feature
of the observer is that it can be extended to other processes
having the general Takagi-Sugeno representation given in
Section III. In Section IV, a simulation is performed in order
to evaluate the fault detection capabilities of the proposed
scheme. Finally, in Section V some general conclusions are
given.

II. MODEL DESCRIPTION

A. System under study

Consider a typical mathematical model of a permanent-
magnet DC motor [1]:

i̇a(t) = −Ra

L
ia(t)−

Ke

L
Vm(t) +

1

L
u(t)

V̇m(t) =
KT

J1
ia(t)−

(
fr + fp

J1
Vm(t)

)
Vm(t)− T0(t)− T2

J1
(1)

where the states are the armature current ia(t) and the
normalized rotational speed Vm(t), u(t) is the input voltage.
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Anexo A

Sistemas Intervalares

Los intervalos representan un conjunto de números reales en la forma x =

[a, b] ∈ R, donde x es un intervalo cerrado formado por el conjunto infinito de
números reales comprendido entre a y b.

Un vector intervalar n-dimensional X = (x1, x2, . . . , xn) es un vector com-
puesto por intervalos x1, . . . , xn. Por ejemplo, el intervalo de dos dimensiones
X = (x1, x2) es tal que:

x1 = [x1, x1] y x2 = [x2, x2] (1)

Un vector intervalar de dos dimensiones representa a un rectángulo de dos dimen-
siones de puntos (x1, x2), tal que x1 ≤ x1 ≤ x1 y x2 ≤ x2 ≤ x2.

Figura 3: Esquema intervalar.
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Si x es un vector intervalar, entonces x = [x, x] es un subconjunto cerrado
de Rn, tal que x y x corresponden a las cotas o puntos finales inferior y superior
del vector x, respectivamente. Para dos vectores x1, x2 ∈ R

n o matrices A1, A2 ∈

Rn×n, las relaciones x1 ≤ x2, x1 ≥ x2 y A1 ≤ A2, A1 ≥ A2 se entiende elemento
por elemento (una colección de desigualdades que se satisfacen para todos los
elementos).

Lema 5 Sea x ∈ Rn un vector variable x ≤ x ≤ x para alguna x, x ∈ Rn.

Considere una matriz constante A ∈ Rn×n y dos matrices A+ y A−, tal que A = A+−

A− donde A+ = max{0, A}. Entonces, la siguiente desigualdad se debe satisfacer:

A+x − A−x ≤ Ax ≤ A+x − A−x (2)

Demostración 1 El producto Ax es equivalente a:

Ax = (A+ − A−)x = A+x − A−x (3)

Considerando que x ≤ x ≤ x, entonces, es evidente que:

A+x − A−x ≤ A+x − A−x︸      ︷︷      ︸
Ax

≤ A+x − A−x (4)

�

Para las matrices A+ y A− las relaciones intervalares son como sigue:

A+ ≤ A+ ≤ A
+

y A− ≥ A− ≥ A
−

(5)

Lema 6 Considerando que A ∈ Rn×n es una matriz variable, tal que A ≤ A ≤ A

para alguna A, A ∈ Rn×n, entonces:

A+x+ − A
+

x− − A−x+
+ A

−
x− ≤ Ax ≤ A

+
x+
− A+x− − A

−
x+ + A−x− (6)
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Demostración 2 Basado en (3) ahora el producto variable Ax, es dado por:

A+
(
x+ − x−

)
− A−

(
x+
− x−

)
≤ Ax ≤ A+

(
x+
− x−

)
− A−

(
x+ − x−

)
(7)

Considerando a (5), se tiene:

A+x+ − A
+

x− − A−x+
+ A

−
x− ≤ Ax ≤ A

+
x+
− A+x− − A

−
x+ + A−x− (8)

donde todos los términos son positivos elemento por elemento. �
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Anexo B
El banco de pruebas que se encuentra en el laboratorio de potencia para la

detección de fallas en rodamientos, consiste en un motor de corriente directa de
imanes permanentes (6600 rpm, 130VDC), el motor es conectado a un tren de
rodamientos como carga con una banda de transmisión, para medir la velocidad
rotacional vm(t) es calculada usando la salida de pulsos de un encoder incremental
de 1000 pulsos por revolución (Koyo TRD-S1000-VD) acoplado al tren de roda-
mientos. La conversión se genera en el software Labview, donde está la interfaz
para leer la señal de cuadratura del codificador incremental a través del FPGA que
proviene de la tarjeta myRIO-1900 National Instrumentsr . La señal de subida y
bajada para obtener el período de tiempo de la forma de onda (duración del pulso)
y convertir la medida del período a revoluciones por minuto, se obtienen invirtien-
do el período, para obtener la frecuencia y multiplicando por 1× 106 que depende
del reloj de la tarjeta. El período se expresa en microsegundos, el período se con-
vierte a segundos antes de que se calcule la frecuencia, la frecuencia se divide
por el número de pulsos por revolución del codificador para obtener el número de
rotación por segundo multiplicando esto por 60, proporciona las rpm en línea.

Figura 4: Banco de pruebas del laboratorio.
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Figura 5: Visualización de la interfaz de Labview

Figura 6: Programación gráfica en el entorno Labview para la conversión a rpm

Figura 7: Interconexión del encoder con la MyRio para la adquisicón de datos.
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Martínez-García, C., Astorga-Zaragoza, C., Puig, V., Reyes-Reyes, J. & López-
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