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Resumen

En esta tesis, los modelos dinámicos de los robots manipuladores SCARA, Stanford y PUMA 560 se
obtienen a través de la formulación de Euler-Lagrange y se hace uso de los operadores fraccionarios para
generalizar el modelo matemático de los manipuladores. Cada articulación de los robots es accionada
por un motor de inducción y se formuló el modelo fraccionario de cada motor de inducción, además, se
muestra el acoplamiento de los motores de inducción con los robots manipuladores.

Como primera parte de estos sistemas, se diseña un control tipo PD para el seguimiento de trayec-
toria, el cual, se aplica a los tres casos de estudio, y un control tipo PI para los motores. Para la
segunda parte, se diseñan diferentes controladores para el seguimiento de trayectoria de los manipu-
ladores, un control adaptable basado en pasividad se aplica al robot SCARA, para el manipulador
Stanford se diseña un control modo deslizante integral y, finalmente, para el robot PUMA 560 se aplica
un controlador en red neuronal. El control PI se mantiene para los motores de inducción en todos los
casos.

Se hace uso de la cinemática inversa para encontrar los valores que las coordenadas articulares del
robot deben tomar para que su extremo se posicione y oriente de acuerdo con una ubicación espacial
específica. A los controladores se les realizó un análisis de robustez, el cual consta de, agregar fricciones
a cada una de las articulaciones, aplicar una fuerza externa en algún punto del manipulador, y realizar
una única sintonización para diferentes trayectorias deseadas.
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Abstract

In this thesis, the dynamic models of the SCARA, Stanford and PUMA 560 manipulator robots are
obtained through the Euler-Lagrange formulation and fractional operators are used to generalize the
mathematical model of the manipulators. Each joint of the robots is driven by an induction motor and
the fractional model of each induction motor was formulated, in addition, the matching of the induction
motors with the manipulator robots is shown.

As a first part for these systems, a PD type control is designed for trajectory tracking, which is applied
to the three case studies, and a PI type control for the motors. For the second part, different controllers
are designed for trajectory tracking of the manipulators, a passivity based adaptive control is applied
to the SCARA robot, an integral sliding mode control is designed for the Stanford manipulator and,
finally, for the PUMA 560 robot a neural network controller is applied. PI control is maintained for
induction motors in all cases.

Inverse kinematics is used to find the values that the robot’s joint coordinates must take so that
its end is positioned and oriented according to a specific spatial location. The controllers underwent a
robustness analysis, which consists of adding friction to each of the joints, applying an external force
at some point of the manipulator, and performing a single tuning for different desired trajectories.
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Capítulo 1

Introducción

La primera aproximación del cálculo fraccionario se atribuye originalmente a Guillaume de l’Hôpital
y Gottfried Wilhelm Leibniz; fue en una de sus cartas donde ellos discuten sobre el significado y la
importancia que generaría si el orden de la derivada fuera de orden no entero, en esta carta Leibniz
concluyó que, del resultado obtenido, un día consecuencias útiles resultarán [Ross, 1977].

El cálculo fraccionario hace referencia a la derivación e integración de orden arbitrario. Durante sus ini-
cios esta disciplina era estudiada sólo por matemáticos, sin embargo, en la actualidad se ha desarrollado
en aplicaciones desde la perspectiva de la ingeniería, lo anterior debido a que las derivadas e integrales
de orden no entero son bastante útiles para la descripción de propiedades de varios materiales, por
ejemplo en la viscoelasticidad [Podlubny, 1998,Koeller, 1984,Schiessel et al., 1995].

Centrándonos en el comportamiento de los sistemas dinámicos y el modelado de sistemas, el cálcu-
lo fraccionario puede ser una herramienta muy útil, ya que como los sistemas dinámicos se pueden
expresar por ecuaciones diferenciales, estas ahora pueden ser ecuaciones diferenciales fraccionarias y
tener una representación más general del sistema. Lo anterior se dice porque, el cálculo fraccionario
es la generalización del cálculo de orden entero, por lo tanto, cuando se toman valores enteros para la
derivación e integración se recupera toda la teoría del cálculo de orden entero (clásico).

En el área del control automático el cálculo fraccionario puede emplearse para estudiar los sistemas
de control, controladores, modelado, robustez, estabilidad y observadores, ya que es posible tener una
representación con ecuaciones diferenciales de orden arbitrario y así tener una representación más
general. No obstante, es importante mencionar que el uso de derivadas fraccionarias en los sistemas
dinámicos puede complicar el encontrar una solución analítica. Sin embargo, existen métodos numéricos
que pueden ser útiles para encontrar una buena aproximación a la solución.

1.1. Estado del arte

El cálculo fraccionario se considera un tema tanto antiguo como nuevo, ya que como se menciono an-
teriormente, inicia con las ideas de Leibniz y l’Hôpital y se ha ido desarrollando progresivamente hasta
la actualidad. El cálculo fraccionario permite representar integrales y derivadas de cualquier orden real
positivo; por ejemplo, los circuitos eléctricos es uno de los campos al que se le ha aplicado este en-
foque para evaluar la efectividad de los modelos alternativos que se obtienen [Gómez-Aguilar et al.,
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2016, Gómez-Aguilar et al., 2017]. Por otro lado, se han desarrollado trabajos en el área del control
automático aplicando el cálculo fraccionario como herramienta principal; en [Tian-Zeng et al., 2014]
presentan un nuevo controlador de orden no entero basado en la teoría de estabilidad de Lyapunov y
proponen un método de control que puede controlar sistemas fraccionarios caóticos e hipercaóticos si
los sistemas son conmensurables o inconmensurables.

A continuación se presenta el estado del arte que tiene relación con el tema de este trabajo. Para
el objetivo principal que es el control de manipuladores, en [Nikdel et al., 2016] integra el enfoque
de control backstepping adaptable en el diseño de un control de orden fraccionario para un sistema
dinámico de orden entero. Proporcionan una prueba analítica y una implementación experimental en
un manipulador de 2 grados de libertad y se llevan a cabo experimentos extensos, en el cual, se tienen
en cuenta las incertidumbres del modelo y las perturbaciones externas y el controlador está desarro-
llado para atenuar estos efectos. En [Coronel-Escamilla et al., 2018], se describe el modelado y control
fraccionario de un brazo robótico de ensamblaje selectivo industrial compatible (SCARA por sus siglas
en inglés); el modelo fraccionario se obtuvo utilizando los formalismos de Euler-Lagrange y Hamilton.
Cada articulación del manipulador fue impulsada por un motor de inducción. En este trabajo, se for-
muló el modelo fraccionario de cada motor de inducción, y se muestra el acoplamiento de los motores de
inducción con el robot SCARA. Para fines de comparación, el control del robot SCARA fue formulado
por PI y PD convencionales y por controladores fraccionarios PIζ y PDδ. Por lo tanto, cada motor de
inducción se controló mediante el uso de controladores PI y PIζ , y para el control de seguimiento de
trayectoria, se diseñaron controladores PD y PDδ. Para ajustar los controladores PI, PIζ , PD y PDδ,
se utilizó el algoritmo de Optimización por Enjambres de Partículas (PSO por sus siglas en inglés);
se utilizaron las mismas restricciones para todos los controladores, y se utilizó el índice ITAE como
una función de costo para minimizar. Para calcular las derivadas fraccionarias y obtener la solución
numérica del sistema, se utilizaron los enfoques de Riemann-Liouville y Grünwald-Letnikov. Los auto-
res de [Ghasemi et al., 2018] proponen un nuevo tipo de control de aprendizaje iterativo (ILC) basado
en modo deslizante para sistemas no lineales en presencia de incertidumbres. Un controlador de modo
deslizante se combina con ILC de orden fraccionario. Este modo deslizante basado en Dα y PDα tipo
ILC se aplica en un robot manipulador no lineal. La convergencia del método propuesto se investiga
cuando también se prueba la estabilidad. En este método, la señal de control en cualquier iteración se
genera en dos partes. La primera sección proviene del controlador de modo deslizante, mientras que la
segunda parte sale del ILC de orden fraccionario. En [Mohammed et al., 2016] se propuso un contro-
lador tipo PID difuso de orden fraccionario para el seguimiento de la trayectoria de las tres primeras
articulaciones del brazo robótico PUMA 560, el desempeño del sistema se comparó con el control PID
difuso convencional, el control PID de orden fraccionario y otro convencional. Los parámetros de ajuste
fueron optimizados utilizando algoritmos genéticos. Los autores de [Bendary et al., 2015] diseñan dos
controladores de seguimiento de trayectoria para el robot PUMA 560. El primero es un controlador de
PID fraccionario y el segundo un PID clásico, ambos sintonizados mediante el algoritmo genético, y son
comparados. Se lleva a cabo una simulación para las primeras tres articulaciones del brazo robótico que
tiene como objetivo seguir una trayectoria polinómica de quinto orden con errores mínimos y un buen
rechazo de perturbaciones. Los resultados de la simulación muestran que el uso del PID fraccionario
proporciona un mejor error en estado estable y menos error RMS que el PID clásico.

Dado que se trabajará con la formulación de Euler-Lagrange utilizando el enfoque fraccionario se hizo
una revisión del estado el arte de esto. En [Coronel-Escamilla et al., 2016], se muestran representa-
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ciones alternativas al cálculo tradicional de las ecuaciones de Euler-Lagrange, en las representaciones
alternativas estas ecuaciones contienen operadores fraccionarios. Se considera el lagrangiano de un os-
cilador Pais-Uhlenbeck donde los operadores fraccionarios tienen un kernel regular. El formalismo de
Euler-Lagrange se utilizó para obtener el modelo dinámico basado en el operador Caputo-Fabrizio y el
nuevo operador fraccionario basado en la función Mittag-Leffler. Las simulaciones mostraron la efecti-
vidad de esta representación para diferentes valores del orden de la derivada. En [Agrawal, 2002], se
presenta la generalización de sistemas mediante el uso de cálculo de variaciones, los sistemas son de
orden no entero, se concluye que las ecuaciones Euler-Lagrange se pueden presentar para problemas
con y sin restricciones fraccionarias. En [Baleanu y Trujillo, 2008], se obtiene la solución exacta para
una clase de ecuaciones fraccionarias de Euler-Lagrange, se plantea una solución nueva y general, como
una solución en serie del oscilador fraccionario con derivadas de Liouville-Caputo, en este trabajo, al
utilizar el enfoque operativo se obtuvo una solución exacta de una ecuación de Euler-Lagrange par-
ticular. En [Atanacković et al., 2008], se generaliza el problema de variación fraccionaria al permitir
la posibilidad de que el límite inferior en la derivada fraccionaria no coincida con el límite inferior
de la integral que se minimiza. Además, para el caso estándar cuando estos dos límites coinciden, se
deriva una nueva forma de ecuaciones de Euler-Lagrange. Utilizando aproximaciones para derivadas
fraccionarias en el lagrangiano y se obtienen las ecuaciones de Euler-Lagrange que se aproximan a las
ecuaciones iniciales de Euler-Lagrange.

Ahora para los motores de inducción, en [Saleem et al., 2018] se diseña un controlador PID fracciona-
rio. El accionamiento del motor se modela utilizando un modelo autorregresivo con entrada exógena
(ARX) cuyos parámetros se identifican experimentalmente utilizando datos de entrada/salida reales.
Luego se usa un algoritmo genético para encontrar los parámetros del controlador fraccionario. Para
garantizar la robustez del controlador frente a variaciones de carga, se adopta la optimización minimax.
Para validar los resultados, el controlador propuesto se aplica a un motor utilizando un simulador. Los
resultados experimentales muestran que el controlador propuesto mejora significativamente la respues-
ta de tiempo del motor de inducción en comparación con un controlador PID convencional. También
muestra que es robusto contra las variaciones de carga del motor. Los autores de [Bendjedia et al.,
2014] proporcionan un sistema de control robusto para un motor de inducción utilizado en vehículos
eléctricos. Se diseñó un controlador PID fraccionario basado en un algoritmo evolutivo de optimización
de objetivos múltiples, los resultados de la simulación mostraron la solidez y efectividad de los enfoques
propuestos. En [Hsu, 2019], se utiliza un controlador PID fraccionario para estabilizar el efecto de la
corriente en un motor de inducción, este controlador está construido en función de los resultados de las
mediciones en los parámetros de diseño del motor. Al usar la regla de margen de fase para diseñar y
determinar parámetros adecuados, se evalúan varios órdenes de las derivadas en sus rangos razonables
para obtener un controlador óptimo. Esto mejora el rendimiento del motor en términos de corriente
armónica, vibración y ruido, más de lo que puede lograr un controlador PID convencional (5-10%).
En [Mehmood y Kavasseri, 2015], se propone un control de orden no entero para ser robusto ante las
variaciones de parámetros. El rendimiento del controlador propuesto se compara con un controlador PI
sintonizado cuando los parámetros críticos del motor están sujetos a variaciones paramétricas sobre sus
valores nominales. Se llevan a cabo simulaciones para evaluar el rendimiento del control.

Para la ultima parte, encontrar una solución numérica a las ecuaciones diferenciales de orden no en-
tero, resulta una tarea complicada. Por tal motivo, se dio a la tarea investigar esquemas numéricos
que ayuden a resolver dichas ecuaciones, en [Toufik y Atangana, 2017] se ha desarrollado un nuevo
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esquema numérico para derivadas fraccionarias con kernel no local y no singular, el cual, se aplicó
para resolver ecuaciones diferenciales fraccionarias lineales y no lineales. La comparación de soluciones
aproximadas y exactas deja sin duda la creencia de que el nuevo esquema numérico es muy eficiente
y converge hacia una solución exacta muy rápidamente. Los autores de [Baleanu y Fernández, 2018],
establecen una nueva fórmula para la derivada fraccionaria con el kernel Mittag-Leffler, en forma de
una serie de integrales fraccionarias de Riemann-Liouville, que resalta más claramente la no localidad
de las derivadas fraccionarias y es más fácil de manejar para ciertos propósitos computacionales. Tam-
bién se demuestran resultados de existencia y unicidad para ciertas familias de ecuaciones diferenciales
ordinarias fraccionarias lineales y no lineales definidas usando esta derivada fraccionaria. Consideran la
posibilidad de una propiedad de semigrupo para estas derivadas, y establecen extensiones de la regla
del producto y la regla de la cadena, con una aplicación a la mecánica fraccionaria.

1.2. Planteamiento del problema

Atender los problemas en el modelado del robot SCARA, Stanford y PUMA 560 mediante la formulación
de Euler-Lagrange (E-L) aplicando derivadas fraccionarias. Se utilizará el cálculo fraccionario para
encontrar una descripción alternativa de los sistemas antes mencionados y se demostrará que los modelos
obtenidos utilizando este enfoque generalizan a los modelos clásicos. También, se atenderá el problema
de seguimiento de trayectoria para los robots manipuladores usando controladores fraccionarios y se
atacará el problema de la sintonización de estos controladores así como mejorar el desempeño del
sistema usando controladores fraccionarios.

1.3. Objetivo general

Obtener el modelo dinámico fraccionario de los robots manipuladores SCARA, Stanford y PUMA 560
mediante la formulación de E-L considerando las derivadas fraccionarias de Caputo-Fabrizio (CF) y
Atangana-Baleanu-Caputo (ABC) así como, diseñar y aplicar control de orden fraccionario.

1.4. Objetivos específicos

Obtener el modelo fraccionario del motor de inducción (MI).

Realizar el acoplamiento entre los MI’s y cada manipulador.

Diseñar controladores de orden no entero.

Sintonizar los controladores mediante la técnica de optimización del Algoritmo de Búsqueda de
Cuckoo (CSA por sus siglas en inglés).

Efectuar una comparación del desempeño de los controladores de orden fraccionario con su con-
traparte de orden entero.

1.5. Metas

Realizar un análisis en lazo abierto de los robots manipuladores con las derivadas CF y ABC para
determinar cuál de estas aplicar a los modelos acoplados con los motores.
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Aplicar técnicas numéricas y algoritmos de simulación para la implementación de los controladores
y de los modelos dinámicos, ambos de orden fraccionario.

Diseñar trayectorias mediante la cinemática inversa de los robots manipuladores.

Añadir perturbaciones a los sistemas para determinar la robustez de los controladores fracciona-
rios.

1.6. Justificación

Hoy en día, la mayoría de las empresas del sector industrial (farmacéutica, automotriz, lácteos, etc.),
hacen uso de los robots manipuladores para la elaboración de sus productos, su deficiencia principal
es el control de dichos manipuladores, ya que, estos podrían causar daños materiales, accidentes y en
casos extremos, pérdidas humanas.

En este sentido, en este trabajo se aborda el problema de obtener el modelo dinámico de los ro-
bots manipuladores antes mencionados mediante la formulación de E-L con el enfoque fraccionario. Se
utilizará el cálculo fraccionario para encontrar una descripción alternativa de los sistemas a estudiar.

Se atenderá el problema de seguimiento de trayectoria para los robots SCARA, Stanford y PUMA
560 usando controladores fraccionarios para que los manipuladores no tengan un déficit en su desem-
peño y se atacará el problema de la sintonización de estos controladores.

1.7. Método

Obtener el modelo dinámico de cada uno de los robots manipuladores propuestos mediante la
formulación de E-L, para poder aplicar la derivada fraccionaria de CF y ABC, y finalmente
obtener el modelo dinámico fraccionario de los robots manipuladores.

Del modelo matemático del MI, aplicar la derivada propuesta para obtener el modelo fraccionario.
Ya teniendo ambos modelos (robot manipulador y MI) se acoplarán para tener un único modelo
fraccionario.

Atender el problema de seguimiento de trayectoria de los robots manipuladores desarrollando
controladores de orden fraccionario para los sistemas acoplados.

Efectuar la sintonización de los controladores mediante el uso de CSA.

Por último, efectuar una comparación del desempeño de los controladores de orden fraccionario
con su contraparte de orden entero mediante la raíz del error cuadrático medio (RMSE por sus
siglas en inglés).

1.8. Hipótesis

Con base a los resultados mostrados en [Nikdel et al., 2016, Coronel-Escamilla et al., 2018, Ghasemi
et al., 2018,Mohammed et al., 2016,Bendary et al., 2015], es posible garantizar mediante simulación,
que un control del tipo fraccionario tiene mejor desempeño que un controlador clásico, incluso ante
perturbaciones externas.
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1.9. Alcance

Este trabajo sólo se llevará a cabo mediante simulaciones, mismas que serán validadas al compararlas
con los resultados reportados en la literatura.

1.10. Aportaciones

Como ya se mencionó, el uso de manipuladores en la industria es inevitable y son necesarios para el
crecimiento de las empresas. Sin embargo, un mal control de dichos robots pueden causar pérdidas
de varias índoles. Por lo tanto, las principales aportaciones son: la obtención de modelos de orden
fraccionario y el diseño de controladores, también de orden fraccionario. De los modelos se puede
establecer que estos permiten representar o describir la dinámica de mejor manera que su contraparte
de orden entero. De los controladores se puede establecer que mejoran el desempeño, por ejemplo, en
tareas de seguimiento de trayectorias.

1.11. Organización del documento

En los siguientes capítulos se presenta el desarrollo de la tesis y los resultados obtenidos. A continuación
se describe la estructura en que se organiza el presente trabajo.
Esta tesis está organizada de la siguiente manera, en el capítulo 2 se presenta una introducción al
cálculo fraccionario, las definiciones de integrales y derivadas fraccionarias, así como las funciones más
utilizadas en cálculo fraccionario. Por último, se presentan los métodos numéricos para la solución nu-
mérica de las integrales y derivadas de orden no entero.

En el capítulo 3 se presenta el modelado fraccionario de los robot manipuladores propuestos usando el
formulismo Euler-Lagrange, se muestran simulaciones en lazo abierto para analizar el comportamiento
de las articulaciones de los robots y así determinar que derivada fraccionaria se aplicará al sistema
en lazo cerrado. También se presenta el modelo fraccionario de un motor de inducción que sirve como
actuador en cada articulación de los robots; se presenta el desarrollo del acoplamiento de los casos de
estudio con el motor de inducción, y se muestran el tipo de perturbaciones que serán añadidas a los
sistemas.

El capítulo 4 está dedicado al desarrollo de diferentes controladores de orden fraccionario para el
seguimiento de trayectoria de los robots SCARA, Stanford y PUMA 560. Los tipos de controladores
diseñados para dicha tarea son: un PD, adaptable basado en pasividad, modo deslizante integral y red
neuronal. Para el caso del motor de inducción se aplica un controlador PI.

Por último, en el capítulo 5 se presentan las tablas de los parámetros utilizados en las trayectorias
deseadas, se muestran las tablas de las ganancias para los controladores clásicos, así como, los ordenes
y ganancias de los controladores fraccionarios. También, se presentan las tablas de comparación del
desempeño de los controladores antes mencionados. Para el caso de los manipuladores se muestran
las gráficas del seguimiento de trayectoria de sus articulaciones para los casos sin perturbación y con
perturbación. En el caso del motor de inducción se grafican la velocidad angular, par de carga y flujo
magnético, esto con el fin de corroborar que dichos parámetros no sobrepasen su valor nominal y operen
sin esfuerzo.
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Capítulo 2

Cálculo Fraccionario

El cálculo fraccionario implica integrales y derivadas de orden no entero, es la generalización del cálculo
ordinario y durante los últimos años se ha convertido en una herramienta ampliamente utilizada para
un mejor modelado y control de procesos en muchas áreas de la ciencia y la ingeniería [Gómez-Aguilar
et al., 2014].

2.1. Funciones especiales

En la actual sección se presentan un par de funciones especiales que son de importante uso en la teoría
de diferenciación de orden fraccionario.

Función Gamma de Euler

La función Gamma de Euler es la generalización de los factoriales y se define de la siguiente manera

Definición 2.1.1
Γ(n) =

∫ ∞
0

xn−1e−xdx, (2.1)

cuando n > 0 la integral converge [Miller y Ross, 1993].

Función de Mittag-Leffler

La función de Mittag-Leffler es muy importante y de gran utilidad en el cálculo fraccionario, así como,
las funciones exponenciales en el cálculo clásico. Esta función está definida como [Haubold et al., 2011]

Definición 2.1.2

Eα,β(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(β + αk)
, α, β ∈ C, R(α) > 0, R(β) > 0, z ∈ C. (2.2)

Dicha función es la generalización de la función exponencial; si se toma el caso particular donde α =
β = 1, entonces se obtiene la función exponencial expresada en serie de potencias.
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2.2. Derivadas e integrales

A continuación se presentan las definiciones de las derivadas e integrales de orden no entero que se
utilizaron para este trabajo.

Derivada Riemann-Liouville

Para α > 0, la derivada de Riemann-Liouville por izquierda y derecha de orden α, denotada por RLa Dαt
y RL
t Dαb respectivamente, están denotadas por [Podlubny, 1998]

Definición 2.2.1
RL
a Dαt f(t) =

1

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ t

a

f(θ)

(t− θ)α−n+1
dθ, (2.3)

RL
t Dαb f(t) =

1

Γ(n− α)

(
− dn

dtn

)∫ b

t

f(θ)

(θ − t)α−n+1
dθ, (2.4)

donde n está definido en el intervalo n− 1 < α ≤ n.

Integral Riemann-Liouville

La integral fraccionaria en el sentido de Riemann-Liouville por izquierda y derecha, están dadas por la
siguiente definición [Herzallah, 2014]

Definición 2.2.2
RL
a Iαt f(t) =

1

Γ(α)

∫ t

a
(t− θ)α−1f(θ)dθ, (2.5)

RL
t Iαb f(t) =

1

Γ(α)

∫ b

t
(θ − t)α−1f(θ)dθ, (2.6)

donde α > 0 es el orden de la derivada y Γ es la función gamma, ecuación(2.1).

Derivada Grünwald-Letnikov

Para una función f(t), su definición es la siguiente [Podlubny, 1998]

Definición 2.2.3

GL
a Dαt f(t) = ĺım

h→0

1

hα

t−a
h∑

k=a

(−1)k
(
α

k

)
f(t− kh), (2.7)

donde k es el incremento del tiempo, esta definición esta formulada para cuando α ∈ R. El enfoque de
Grünwald-Letnikov es comúnmente utilizado para soluciones numéricas de derivadas fraccionarias.

Integral Grünwald-Letnikov

La integral GL de orden no entero α es [Rabah y Ladaci, 2016,Garrappa, 2016]

Definición 2.2.4

GL
a Iαt f(t) = ĺım

h→0
hα

t−a
h∑

k=a

(−1)k
(
−α
k

)
f(t− kh). (2.8)
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Derivada Caputo

La derivada fraccionaria en el sentido de Caputo es la más utilizada en el campo de la ingeniería, esto
debido a que las condiciones iniciales pueden ser enteras, es decir, el valor de la función en sí y sus
derivadas de orden entero tienen que ser especificados, x(0), x′(0), ..., xm−1(0). Entonces, teniendo en
cuenta lo anterior los datos tienen un significado físico y se pueden medir, por ejemplo, si x(t) indica
desplazamiento, entonces x′(t) representa velocidad y x′′(0) expresa aceleración [Podlubny, 1998]. El
operador Ca Dαt está definido como

Definición 2.2.5
C
0 Dαt f(t) =

1

Γ(n− α)

∫ t

0

dn

dθn
f(θ)

1

(t− θ)α−n+1
dθ, (2.9)

donde f (n) es la derivada de n-ésimo orden entero de f(t), n = 1, 2, ... ∈ N .

Derivada Caputo-Fabrizio

La derivada fraccionaria de Caputo-Fabrizio es no local, capaz de describir heterogeneidades de mate-
riales y estructuras con diferentes escalas, que las teorías locales clásicas no pueden describir bien. El
operador fraccionario CF

0 Dαt con orden (α > 0) se define de la siguiente manera [Caputo y Fabrizio,
2015]

Definición 2.2.6

CF
0 Dαt f(t) =

M(α)

n− α

∫ t

0

dn

dθn
f(θ) exp

[
−α(t− θ)

n− α

]
dθ, n− 1 < α < n, (2.10)

donde M(α) es una función de normalización, tal que, M(0) = M(1) = 1.

Derivada Atangana-Baleanu-Caputo

La derivada fraccionaria de Atangana-Baleanu-Caputo proporciona una excelente descripción, debido
a su memoria Mittag-Leffler, capaz de distinguir entre sistemas dinámicos que tienen lugar a diferen-
tes escalas sin estado estable. La función generalizada de Mittag-Leffler es la extensión de la función
exponencial. El kernel Mittag-Leffler es una función de memoria conveniente y esencial para la descrip-
ción del comportamiento a largo plazo [Atangana y Gómez-Aguilar, 2018]. La definición de la derivada
fraccionaria de Atangana-Baleanu en sentido de Caputo con kernel no local se da como [Baleanu et al.,
2012]

Definición 2.2.7

ABC
0 Dαt f(t) =

M(α)

n− α

∫ t

0

d

dθ
f(θ)Eβ

[
− α

1− α
(t− θ)α

]
dθ, (2.11)

donde Eβ es la función de Mittag-Leffler de un parámetro, cuando β = 1, y esta definida en la ecuación
(2.2). Podemos observar fácilmente que cuando α = 1, obtenemos la derivada clásica de primer orden,
mientras que si α = 0, recuperamos la función original de la ecuación.
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Integral Atangana-Baleanu

La integral fraccionaria de Atangana-Baleanu puede definirse en términos de la integral de Riemann-
Liouville de la siguiente forma [Baleanu et al., 2012]

Definición 2.2.8
AB
a Iαt f(t) =

1− α
M(α)

f(t) +
α

M(α)
RL
a Iαt f(t). (2.12)

2.3. Métodos numéricos

En esta sección se presenta los esquemas numéricos para la solución de las ecuaciones diferenciales e
integrales que se utilizan en este trabajo.

Esquema numérico para la solución de la integral de Riemann-Liouville

Una aproximación basada en la interpolación lineal por partes para obtener la integral de Riemann-
Liouville se ha desarrollado en [Baleanu et al., 2012]. Esta aproximación se calcula de la siguiente
manera

RL
0 Iαt f(t) ≈ hα

k∑
j=0

aj,kf(tj), (2.13)

donde,

aj,k =
1

Γ(2 + α)
×


((k − 1)1+α − (k − α− 1)kα), si j = 0

((k − j + 1)1+α + (k − j − 1)1+α − 2(k − j)1+α), si 1 ≤ j ≤ k − 1.

1, si j = k

(2.14)

Esquema numérico para la solución de la derivada de Caputo-Fabrizio

Consideramos la siguiente ecuación diferencial fraccionaria

CF
0 Dαt y(t) = f(t, y(t)), (2.15)

usando el teorema fundamental del cálculo, convertimos lo anterior a

y(t)− y(0) =
1− α
M(α)

f(t, y(t)) +
α

M(α)

∫ t

0
f(τ, y(τ))dτ, (2.16)

de este modo

y(tn+1)− y(0) =
1− α
M(α)

f(tn, y(tn)) +
α

M(α)

∫ tn+1

0
f(t, y(t))dt, (2.17)

y

y(tn)− y(0) =
1− α
M(α)

f(tn−1, y(tn−1)) +
α

M(α)

∫ tn

0
f(t, y(t))dt. (2.18)

Al sustituir la ecuación (2.18) en (2.17) se obtiene

y(tn+1)− y(tn) =
1− α
M(α)

{f(tn, yn)− f(tn−1, yn−1)}+
α

M(α)

∫ tn+1

tn

f(t, y(t))dt, (2.19)
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donde, ∫ tn+1

tn

f(t, y(t))dt =

∫ tn+1

tn

{
f(tn, yn)

h
(t− tn−1)−

f(tn−1, yn−1)

h
(t− tn)

}
dt

=
3h

2
f(tn, yn)− h

2
f(tn−1, yn−1).

(2.20)

Por lo tanto,

y(tn+1)− y(tn) =
1− α
M(α)

[f(tn, yn)− f(tn−1, yn−1)] +
α

M(α)

[
3h

2
f(tn, yn)− h

2
f(tn−1, yn−1)

]
, (2.21)

lo que implica que

y(tn+1)− y(tn) =

(
1− α
M(α)

+
3αh

2M(α)

)
f(tn, yn)−

(
1− α
M(α)

+
αh

2M(α)

)
f(tn−1, yn−1), (2.22)

de manera que, la solución puede obtenerse por la siguiente expresión [Atangana y Owolabi, 2018]

yn+1 = yn +

(
1− α
M(α)

+
3αh

2M(α)

)
f(tn, yn)−

(
1− α
M(α)

+
αh

2M(α)

)
f(tn−1, yn−1). (2.23)

Esquema numérico para la solución de la derivada de Atangana-Baleanu-Caputo

Un nuevo esquema numérico para ecuaciones diferenciales fraccionarias no lineales con kernel no local
y no singular, se ha presentado en [Toufik y Atangana, 2017]. Para hacer esto, se considera la siguiente
ecuación ordinaria fraccionaria no lineal,

ABC
0 Dαt y(t) = f(t, y(t)), (2.24)

aplicando el teorema fundamental del cálculo fraccionario, la ecuación anterior se convierte a una
ecuación integral fraccionaria

y(t)− y(0) =
1− α
M(α)

f(t.y(t)) +
α

Γ(α)M(α)

∫ t

0
f(τ, y(τ))(t− τ)α−1dτ, (2.25)

M(α) es una función de normalización, la cual se asume que, M(0) = M(1) = 1. En un punto dado
t = tn+1 con n = 0, 1, 2, ... la ecuación (2.25) se reformula de la siguiente manera

y(tn+1)− y(0) =
1− α
M(α)

f(tn, y(tn)) +
α

M(α)Γ(α)

∫ tn+1

0
f(τ, y(τ))(tn+1 − τ)α−1dτ,

=
1− α
M(α)

f(tn, y(tn)) +
α

M(α)Γ(α)

n∑
k=0

∫ tk+1

tk

f(τ, y(τ))(tn+1 − τ)α−1dτ.

(2.26)

Dentro del intervalo [tk, tk+1], la función f(τ, y(τ)), utilizando la interpolación polinómica de Lagrange
de dos pasos, puede aproximarse de la siguiente manera

Pk(τ) =
τ − tk−1
tk − tk−1

f(tk, y(tk))−
τ − tk
tk − tk−1

f(tk−1, y(tk−1)),

=
f(tk, y(tk))

h
(τ − tk−1)−

f(tk−1, y(tk−1))

h
(τ − tk),

' f(tk, yk)

h
(τ − tk−1)−

f(tk−1, yk−1)

h
(τ − tk).

(2.27)
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Cálculo fraccionario

Es posible desarrollar el siguiente procedimiento utilizando la aproximación previa,

yn+1 = y0 +
1− α
M(α)

f(tn, y(tn))

+
α

M(α)Γ(α)

n∑
k=0

(
f(tk, yk)

h

∫ tk+1

tk

(τ − tk−1)(tn+1 − τ)α−1dτ

− f(tk−1, yk−1)

h

∫ tk+1

tk

(τ − tk)(tn+1 − τ)α−1dτ

)
.

(2.28)

Por simplicidad,

Aα,k,1 =

∫ tk+1

tk

(τ − tk−1)(tn+1 − τ)α−1dτ,

= hα+1 (n+ 1− k)α(n− k + 2 + α)− (n− k)α(n− k + 2 + 2α)

α(α+ 1)
,

(2.29)

Aα,k,2 =

∫ tk+1

tk

(τ − tk)(tn+1 − τ)α−1dτ,

= hα+1 (n+ 1− k)α+1 − (n− k)α(n− k + 1 + α)

α(α+ 1)
,

(2.30)

la cual se reescribe como

yn+1 = y0 +
1− α
M(α)

f(tn, y(tn))

+
α

M(α)

n∑
k=0

(
hαf(tk, yk)

Γ(α+ 2)
((n+ 1− k)α(n− k + 2 + α)− (n− k)α(n− k + 2 + 2α))

− hαf(tk−1, yk−1)

Γ(α+ 2)
((n+ 1− k)α+1 − (n− k)α(n− k + 1 + α))

)
.

(2.31)

Esquema numérico para la solución de la integral de Atangana-Baleanu

Para la solución de dicha integral, reemplazamos la ecuación (2.13) en (2.12)

yn+1 =
1− α
M(α)

f(t) +
αhα

M(α)

k∑
j=0

aj,kf(tj), (2.32)

donde,

aj,k =
1

Γ(2 + α)
×


((k − 1)1+α − (k − α− 1)kα), si j = 0

((k − j + 1)1+α + (k − j − 1)1+α − 2(k − j)1+α), si 1 ≤ j ≤ k − 1.

1, si j = k

(2.33)
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Capítulo 3

Modelado

3.1. Introducción

En este capítulo se aborda el modelado de los robots manipuladores SCARA, Stanford y PUMA 560
con el formulismo de Euler-Lagrange, el cual, se basa en definir la energía total de sistema, [Kelly y
Santibáñez, 2003,Spong y Vidyasagar, 2008,Lewis et al., 2003]. Tales manipuladores son actuados por
motores de inducción, cuyas ventajas principales son, tener un bajo costo de fabricación y el generar
un par de salida elevado [Guerrero-Ramırez y Tang, 2001]. Por lo tanto, en este trabajo se utilizan los
motores de inducción para el accionamiento de cada articulación de los casos de estudio. Se presenta el
acoplamiento de cada motor con cada uno de los robots. Por último, se muestran las simulaciones en
lazo abierto para determinar, cual de las derivadas fraccionarias propuestas se utilizará en el modelo.

3.2. Modelado fraccionario del robot SCARA

En 1978 fue diseñado y creado el primer robot SCARA como un prototipo revolucionario por el profesor
Hiroshi Makino en el centro de investigación de la Universidad Yamanashi en Japón. El SCARA de 4
grados de libertad fue diseñado tan elaboradamente como ningún otro brazo robótico en esa época. Su
sencillez era asombrosa ya que con pocos movimientos comparado con otros robots, podría lograr más,
con mayor velocidad y precisión. Pueden variar en tamaño y forma los robots manipuladores SCARA,
pero todos estos robots consisten de 4 ejes. Estos robots sobresalen en la labor de agarrar y colocar con
su destreza única para tomar elementos industriales de un lugar y colocarlos en otro con delicadeza,
rapidez y precisión exacta [Westerlund, 2000].

Se considera el robot SCARA que se muestra en la Figura 3.1, el modelo se obtiene a partir del formu-
lismo de Euler-Lagrange con enfoque fraccionario. Se consideran cuatro coordenadas generalizadas; q1,
q2, q3 que corresponden a las articulaciones rotacionales y q4 que representa la posición traslacional, lc1
es la distancia del centro de masas de la primera articulación, lc2 es la distancia del centro de masas de
la segunda articulación y m1, m2, m3, m4 son las masas de cada eslabón.
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Modelado

Figura 3.1: Robot SCARA

Para obtener el modelo, se considera que el robot se encuentra en el plano de trabajo xy. Teniendo
en cuenta las coordenadas generalizadas antes mencionadas, se obtiene la energía cinética de todo el
sistema K y la energía potencial U , a partir de estas energías se obtiene el Lagrangiano del sistema,
que es la diferencia de la energía cinética y la energía potencial L = K − U . Por último, se desarrolla
la ecuación de E-L, la cual está dada por

d

dt

(
∂L
∂q̇i

)
− ∂L
∂qi

+
∂F

∂q̇i
= τi, (3.1)

donde i = 1, 2, ..., n, τi es el par de entrada, y ∂F
∂q̇i

es la ecuación de disipación de Rayleigh, la cual, no
se toma en cuenta debido que el término de disipación se menciona en la sección 3.7. En la ecuación
(3.2) se establece la energía cinética para cada uno de los eslabones, el primer término representa la
energía cinética traslacional y el segundo a la rotacional,

Ki =
1

2
miv

2
i +

1

2
Iiq̇

2
i , (3.2)

donde m es la masa, v la velocidad e I la inercia. Para la energía potencial de cada eslabón se obtiene
de la siguiente forma

Ui = mgihi, (3.3)

donde g es la gravedad y h es la altura.
Primero se obtiene la energía cinética total como

K = K1 +K2 +K3 +K4. (3.4)

Para K1 se establece la energía cinética rotacional y traslacional,

K1 =
1

2
m1v

2
1 +

1

2
I1q̇

2
1, (3.5)

se requiere la velocidad traslacional definida por

v21 = ẋ21 + ẏ21, (3.6)
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donde las posiciones x1 y y1 se obtienen como

x1 = lc1cos(q1), (3.7)

y1 = lc1sin(q1), (3.8)

se derivan cada una y se elevan al cuadrado para obtener v21

v21 = l2c1 q̇
2
1, (3.9)

ahora se sustituye la ecuación (3.9) en la ecuación (3.5) para obtener la energía cinética del eslabón 1

K1 =
1

2
m1l

2
c1 q̇

2
1 +

1

2
I1q̇

2
1. (3.10)

Para el segundo eslabón se calcula la energía cinética rotacional y traslacional como

K2 =
1

2
m2v

2
2 +

1

2
I2(q̇1 + q̇2)

2, (3.11)

donde,
v22 = ẋ22 + ẏ22, (3.12)

las posiciones x2 y y2 se obtienen como

x2 = l1cos(q1) + lc2cos(q1 + q2), (3.13)

y2 = l1sin(q1) + lc2sin(q1 + q2), (3.14)

se derivan las ecuaciones (3.13) y (3.14) con respecto al tiempo y se elevan al cuadrado para obtener v22

v22 = l21q̇
2
1 + l2c2(q̇1 + q̇2)

2 + 2l1lc2cos(q2)(q̇1 + q̇2)q̇1, (3.15)

la energía cinética del segundo eslabón está dada por

K2 =
1

2
m2[l

2
1q̇

2
1 + l2c2(q̇1 + q̇2)

2 + 2l1lc2cos(q2)(q̇1 + q̇2)q̇1] +
1

2
I2(q̇1 + q̇2)

2. (3.16)

Para el tercer eslabón la energía cinética está dada por

K3 =
1

2
(m3 +m4)v

2
3 +

1

2
(I3 + I4)(q̇1 + q̇2 + q̇3)

2, (3.17)

donde,
v23 = ẋ23 + ẏ23, (3.18)

se obtiene la velocidad de traslación del tercer eslabón encontrando los componentes, x3 y y3

x3 = l1cos(q1) + l2cos(q1 + q2), (3.19)

y3 = l1sin(q1) + l2sin(q1 + q2). (3.20)

Se derivan las ecuaciones (3.19) y (3.20) con respecto al tiempo y después se elevan al cuadrado, luego
se sustituyen en (3.17). Entonces la energía cinética del tercer eslabón es la siguiente

K3 =
1

2
(m3 +m4)[l

2
1q̇

2
1 + l22(q̇1 + q̇2)

2 + 2l1l2cos(q2)(q̇1 + q̇2)q̇1] +
1

2
(I3 + I4)(q̇1 + q̇2 + q̇3)

2. (3.21)
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Por último, la energía cinética para el cuarto eslabón está dada por

K4 =
1

2
m4v

2
4 =

1

2
m4q̇

2
4. (3.22)

Ahora se obtiene la energía potencial del sistema como

U = U1 + U2 + U3 + U4. (3.23)

Debido a que el robot opera en el plano xy, en las primeras tres coordenadas generalizadas q1, q2 y q3
no actúa la energía potencial, por lo tanto se considera U1 = U2 = U3 = 0 y la ecuación (3.23) toma la
siguiente forma

U = U4 = −m4gq4. (3.24)

Para obtener el Lagrangiano, utilizamos las ecuaciones (3.4) y (3.24)

L =
1

2
m1l

2
c1 q̇

2
1 +

1

2
I1q̇

2
1

+
1

2
m2[l

2
1q̇

2
1 + l2c2(q̇1 + q̇2)

2 + 2l1lc2cos(q2)(q̇1 + q̇2)q̇1] +
1

2
I2(q̇1 + q̇2)

2

+
1

2
(m3 +m4)[l

2
1q̇

2
1 + l22(q̇1 + q̇2)

2 + 2l1l2cos(q2)(q̇1 + q̇2)q̇1] +
1

2
(I3 + I4)(q̇1 + q̇2 + q̇3)

2

+
1

2
m4q̇

2
4 +m4gq4.

(3.25)

Ahora aplicamos la ecuación (3.1) para cada una de las coordenadas generalizadas para obtener el
modelo en espacio de estado, representado de la siguiente forma

M(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ + g(q) = τ, (3.26)

donde M(q) ∈ Rnxn es la matriz de inercia y es definida positiva, C(q, q̇) ∈ Rnxn es la matriz de
Coriolis, g(q) ∈ Rnx1 es el vector de fuerza de gravedad y τ ∈ Rnx1 es el vector de pares de entrada.

Ahora aplicando el enfoque fraccionario al modelo obtenido, este queda de la siguiente manera

M(q)0D2α
t q + C(q,0Dαt q)0Dαt q + g(q) = τ, (3.27)

donde q = [q1 q2 q3 q4]
T , y las matrices M(q) y C(q,0Dαt q) y el vector g(q), están dados por

M =


m11 m12 m13 m14

m12 m22 m23 m24

m13 m23 m33 m34

m14 m24 m34 m44

 , (3.28)

donde,

m11 = I1 + I2 + I3 + I4 +m1l
2
c1 +m2l

2
1 +m2(l

2
c2 + 2l1lc2cos(q2)) + (m3 +m4)(l

2
1 + l22 + 2l1l2cos(q2)),

m12 = I2 + I3 + I4 +m2(l
2
c2 + l1lc2cos(q2)) + (m3 +m4)(l

2
2 + l1l2cos(q2)),

m13 = m23 = m33 = I3 + I4,

m14 = m24 = m34 = 0,

m22 = I2 + I3 + I4 +m2l
2
c2 + (m3 +m4)l

2
2,

m44 = m4,

(3.29)

16



Modelado

C =


c11 c12 c13 c14
c21 c22 c23 c24
c31 c32 c33 c34
c41 c42 c43 c44

 , (3.30)

donde,

c11 = −m2l1lc2sin(q2)0Dαt q2 − (m3 +m4)l1l2sin(q2)0Dαt q2,
c12 = −m2l1lc2sin(q2)(0Dαt q1 +0 Dαt q2)− (m3 +m4)l1l2sin(q2)(0Dαt q1 +0 Dαt q2),
c21 = m2l1lc2sin(q2)0Dαt q1 + (m3 +m4)l1l2sin(q2)0Dαt q1,
c13 = c14 = c22 = c23 = c24 = c31 = c32 = c33 = c34 = c41 = c42 = c43 = c44 = 0,

(3.31)

g =


0
0
0

m4g

 . (3.32)

3.2.1. Simulación en lazo abierto

A continuación se presentan los resultados de la simulación del modelo fraccionario utilizando las
derivadas CF y ABC, este análisis se realiza para determinar que derivada fraccionaria se utilizará para
el modelo acoplado a los motores que se presenta en la sección 3.6.
Los parámetros del manipulador utilizados se presentan en la Tabla 3.1 [Coronel-Escamilla et al., 2018].
Los pares aplicados fueron τ1 = 0 N·m, τ2 = 0 N·m, τ3 = 8 N·m y τ4 = 29. 43 N·m, los cuales se eligieron
de manera arbitraria. Las Figuras 3.2 y 3.3 muestran las posiciones de las articulaciones del robot con
diferentes derivadas y órdenes. Se utilizaron los esquemas numéricos descritos en la sección 2.3, con un
paso de integración de 1 × 103 y tiempo de computo de 5 minutos para la derivada fraccionaria CF y
45 minutos para la derivada fraccionaria ABC.

Parámetro Valor Unidades Parámetro Valor Unidades
m1 15 kg I1 (0.02087)m1 kg.m2

m2 12 kg I2 (0.08)m2 kg.m2

m3 3 kg I3 (0.05)m3 kg.m2

m4 3 kg I4 (0.02)m4 kg.m2

l1 0.50 m lc1 0.25 m
l2 0.40 m lc2 0.20 m

Tabla 3.1: Parámetros del robot SCARA.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 3.2: Simulación en lazo abierto del modelo de Euler-Lagrange fraccionario con la derivada de
Caputo-Fabrizio con diferentes órdenes para el robot SCARA; posición de a) q1, b) q2, c) q3 y d) q4
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 3.3: Simulación en lazo abierto del modelo de Euler-Lagrange fraccionario con la derivada de
Atangana-Baleanu-Caputo con diferentes órdenes para el robot SCARA; posición de a) q1, b) q2, c) q3
y d) q4
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3.3. Modelado fraccionario del robot Stanford

El robot Stanford mostrado en la Figura 3.4 fue diseñado en 1969 por Víctor Scheinman, un estudiante
de Ingeniería Mecánica que trabajaba en el laboratorio de inteligencia artificial de la Universidad de
Stanford. Este manipulador electro-mecánico de 6 grados de libertad fue uno de los primeros robots
diseñado exclusivamente para ser controlado por computadora. El robot Stanford era capaz de alcanzar
cualquier posición en el espacio bajo el control de una computadora, ampliando el uso de los robots a
aplicaciones más complejas como el ensamblaje y la soldadura de arco.

Después de la experiencia con modelos previos como, con el brazo Stanford-Rancho (una prótesis
de brazo modificada) y el brazo hidráulico Stanford (un manipulador de alta velocidad pero difícil y
peligroso de manejar), este brazo electro-mecánico fue diseñado para ser fácil de controlar y para ser
compatible con los sistemas computacionales existentes en su tiempo. Este robot fue diseñado y cons-
truido en su totalidad en el campus de la Universidad de Stanford utilizando material disponible en la
misma [Granja Oromas, 2014].

Figura 3.4: Robot Stanford

Siguiendo el formulismo de Euler-Lagrange [Kelly y Santibáñez, 2003,Spong y Vidyasagar, 2008,Lewis
et al., 2003] se obtiene el modelo del robot Stanford. Para este manipulador se hacen las operaciones
C(q, q̇)q̇ + g(q) para obtener un nuevo vector nombrado N(q, q̇) ∈ Rnx1, esto se debe a que en la
matriz de Coriolis y el vector de fuerzas gravitacionales tienen pocos términos, en otras palabras, se
realiza por simplicidad del modelo [Paul, 1981], quedando representado con el enfoque fraccionario de
la siguiente forma

M(q)0D2α
t q + N(q,0Dαt q) = τ, (3.33)
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M =



m11 m12 m13 m14 m15 m16

m12 m22 m23 m24 m25 m26

m13 m23 m33 m34 m35 m36

m14 m24 m34 m44 m45 m46

m15 m25 m35 m45 m55 m56

m16 m26 m36 m46 m56 m66

 , (3.34)

donde,

m11 = 1.316− 1.056108d2 + 11.48d22 + 2.51sin2(q2)− 5.47995sin2(q2)q3

+ 6.47sin2(q2)q
2
3 + 0.23sin2(q2)q3cos(q5),

m12 = −6.47cos(q2)d2q3,

m13 = −6Ω47sin(q2)d2,

m22 = 4.721− 5.47995q3 + 6.47q23 + 0.23q3cos(q5),

m33 = 7.252,

m44 = 0.107 + 0.203sin2(q5),

m55 = 0.113,

m66 = 0.0203,

m14 = m15 = m16 = m23 = m24 = m25 = m26 = m34 = m35 = m36 = m45 = m46 = m56 = 0,

(3.35)

N =



n1
n2
n3
n4
n5
n6

 , (3.36)

donde,

n1 = 0,

n2 = −[2.734sin(q2) + 6.47sin(q2)q3 + 0.115(sin(q2)cos(q5) + cos(q2)cos(q4)sin(q5))]g,

n3 = 6.47cos(q2)g,

n4 = 0.115sin(q2)sin(q4)sin(q5)g,

n5 = 0.115[sin(q2)cos(q4)cos(q5)− cos(q2)sin(q5)]g,

n6 = 0.

(3.37)

3.3.1. Simulación en lazo abierto

En esta subsección se presentan las simulaciones del modelo fraccionario del robot Stanford utilizando
las derivadas de orden no entero de CF y ABC. Se eligieron los pares aplicados de forma arbitraria,
τ1 = 0 N·m, τ2 = 0 N·m, τ3 = 8 N·m, τ4 = 29. 43 N·m, τ5 = 35 N·m y τ6 = 40 N·m. Las Figuras 3.5 y
3.6 muestran las posiciones de las articulaciones del robot con diferentes derivadas y ordenes.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figura 3.5: Simulación en lazo abierto del modelo de E-L fraccionario con la derivada de CF con
diferentes órdenes para el robot Stanford; posición de a) q1, b) q2, c) q3, d) q4, e) q5 y f) q6
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figura 3.6: Simulación en lazo abierto del modelo de E-L fraccionario con la derivada de ABC con
diferentes órdenes para el robot Stanford; posición de a) q1, b) q2, c) q3, d) q4, e) q5 y f) q6
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3.4. Modelado fraccionario del robot PUMA 560

El robot tipo PUMA 560 mostrado en la Figura 3.7 fue diseñado en 1978, por Unimation, como prin-
cipal creador fue General Motors. Este manipulador ha sido muy utilizado en la industria por años
y su modelo ha sido utilizado como principio para muchos diseños subsecuentes. También ha sido de
provecho para diferentes estudios teóricos.

El robot tipo PUMA 560 tiene un total de 6 grados de libertad, los cuales se ven representados en
3 grados de libertad en cuerpo y brazo, más otros 3 en la muñeca, lo cual esto le permite tener una ma-
yor movilidad y exactitud en carga y descarga de materiales de las máquinas CNC (Control Numérico
por Computadora) y bandas transportadoras.

Figura 3.7: Robot PUMA 560

La dinámica del robot PUMA 560 con el enfoque fraccionario se puede escribir en forma matricial como

M(q)0D
2α
t q + B(q)[0Dαt q ·0 Dαt q] + A(q)[0Dαt q2] + g(q) = τ, (3.38)

donde la matriz C(q, q̇) de la ecuación (3.26) se separa en dos matrices, una que contiene los tér-
minos de Coriolis B(q) ∈ Rnxn(n−1)/2 y la otra contiene los términos de las fuerzas centrífugas
A(q) ∈ Rnxn [Armstrong et al., 1986]. Las matrices y vectores del modelo quedan de la siguiente
manera,
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M =



m11 m12 m13 m14 m15 m16

m12 m22 m23 m24 m25 m26

m13 m23 m33 m34 m35 m36

m14 m24 m34 m44 m45 m46

m15 m25 m35 m45 m55 m56

m16 m26 m36 m46 m56 m66

 , (3.39)

donde,

m11 = 2.57 + 1.38cos2(q2) + 0.3sin2(q2 + q3) + 0.744cos(q2)sin(q2 + q3),

m12 = 0.69sin(q2)− 0.134cos(q2 + q3) + 0.0238cos(q2),

m13 = −0.134cos(q2 + q3)− 0.00397sin(q2 + q3),

m22 = 6.79 + 0.744sin(q3),

m23 = 0.333 + 0.372sin(q3)− 0.011cos(q3),

m33 = 1.16,

m34 = −0.00125sin(q4)sin(q5),

m35 = 0.00125cos(q4)cos(q5),

m44 = 0.2,

m55 = 0.18,

m66 = 0.19,

m14 = m15 = m16 = m24 = m25 = m26 = m36 = m45 = m46 = m56 = 0,

(3.40)

B =


b112 b113 · · · b116 b123 b124 · · · b146 b156
b212 b213 · · · b216 b223 b224 · · · b246 b256
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
...

b612 b613 · · · b616 b623 b624 · · · b646 b656

 , (3.41)

donde,

b112 = −2.76sin(q2)cos(q2) + 0.744cos(2q2 + q3) + 0.6sin(q2 + q3)cos(q2 + q3)

− 0.0213[1− 2sin2(q2 + q3)],

b113 = 0.744cos(q2)cos(q2 + q3) + 0.6sin(q2 + q3)cos(q2 + q3) + 0.022cos(q2)sin(q2 + q3)

− 0.0213[1− 2sin2(q2 + q3)],

b114 = −0.0025sin(q2 + q3)cos(q2 + q3)sin(q4)sin(q5) + 0.00086cos(q4)sin(q5)

− 0.00248cos(q2)cos(q2 + q3)sin(q4)sin(q5),

b115 = −0.0025[sin2(q2 + q3)sin(q5)− sin(q2 + q3)cos(q2 + q3)cos(q4)cos(q5)]

− 0.00248cos(q2)[sin(q2 + q3)sin(q5)− cos(q2 + q3)cos(q4)cos(q5)] + 0.00086sin(q4)cos(q5),

b123 = 0.267sin(q2 + q3)− 0.00758cos(q2 + q3),

b116 = b124 = b125 = b126 = b134 = b135 = b136 = b145 = b146 = b156 = 0,
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b214 = 0.00164sin(q2 + q3)− 0.0025cos(q2 + q3)cos(q4)sin(q5) + 0.00248sin(q2)cos(q4)sin(q5)

+ 0.0003sin(q2 + q3)[1− 2sin2(q4)],

b215 = −0.0025cos(q2 + q3)sin(q4)cos(q5) + 0.00248sin(q2)sin(q4)cos(q5)− 0.000642cos(q2 + q3)sin(q4),

b223 = 0.022sin(q3) + 0.744cos(q3),

b224 = −0.00248cos(q3)sin(q4)sin(q5),

b225 = −0.0025sin(q5) + 0.00248[cos(q3)cos(q4)cos(q5)− sin(q3)sin(q5)],

b234 = −0.00248cos(q3)sin(q4)sin(q5),

b235 = 0.0025sin(q5) + 0.00248[cos(q3)cos(q4)cos(q5)− sin(q3)sin(q5)],

b212 = b213 = b216 = b226 = b236 = b245 = b246 = b256 = 0,

b314 = −0.0025cos(q2 + q3)cos(q4)sin(q5) + 0.00164sin(q2 + q3) + 0.0003sin(q2 + q3)[1− 2sin2(q4)],

b315 = −0.0025cos(q2 + q3)sin(q4)cos(q5)− 0.000642cos(q2 + q3)sin(q4),

b325 = −0.0025sin(q5),

b335 = −0.0025sin(q5),

b345 = −0.0025sin(q4)cos(q5),

b312 = b313 = b316 = b323 = b324 = b326 = b334 = b336 = b346 = b356 = 0,

b412 = −0.00164sin(q2 + q3) + 0.0025cos(q2 + q3)cos(q4)sin(q5)− 0.00248sin(q2)cos(q4)sin(q5)

− 0.0003sin(q2 + q3)[1− 2sin2(q4)],

b413 = 0.0025cos(q2 + q3)cos(q4)sin(q5)− 0.00164sin(q2 + q3)− 0.0003sin(q2 + q3)[1− 2sin2(q4)],

b415 = −0.000642sin(q2 + q3)cos(q4),

b425 = 0.000642sin(q4),

b435 = 0.000642sin(q4),

b414 = b416 = b423 = b424 = b426 = b434 = b436 = b445 = b446 = b456 = 0,

b512 = 0.0025cos(q2 + q3)sin(q4)cos(q5)− 0.00248sin(q2)sin(q4)cos(q5) + 0.000642cos(q2 + q3)sin(q4),

b513 = 0.0025cos(q2 + q3)sin(q4)cos(q5) + 0.000642cos(q2 + q3)sin(q4),

b514 = 0.000642sin(q2 + q3)cos(q4),

b523 = 0.0025sin(q5),

b524 = −0.000642sin(q4),

b534 = −0.000642sin(q4),

b515 = b516 = b525 = b526 = b535 = b536 = b545 = b546 = b556 = 0,

b612 = b613 = b614 = b615 = b616 = b623 = b624 = b625 = b626 = b634 = b635 = b636 = b645 = b646 = b656 = 0,

(3.42)
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A =



a11 a12 a13 a14 a15 a16
a21 a22 a23 a24 a25 a26
a31 a32 a33 a34 a35 a36
a41 a42 a43 a44 a45 a46
a51 a52 a53 a54 a55 a56
a61 a62 a63 a64 a65 a66

 , (3.43)

donde,

a12 = 0.69cos(q2) + 0.134sin(q2 + q3)− 0.0238sin(q2),

a13 = 0.5[0.267sin(q2 + q3)− 0.00758cos(q2 + q3)],

a11 = a14 = a15 = a16 = 0,

a21 = −0.5[−2.76sin(q2)cos(q2) + 0.744cos(2q2 + q3) + 0.6sin(q2 + q3)cos(q2 + q3)

− 0.0213(1− 2sin2(q2 + q3))],

a23 = 0.5[0.022sin(q3) + 0.744cos(q3)],

a22 = a24 = a25 = a26 = 0,

a31 = −0.5[0.744cos(q2)cos(q2 + q3) + 0.6sin(q2 + q3)cos(q2 + q3) + 0.022cos(q2)sin(q2 + q3)

− 0.0213(1− 2sin2(q2 + q3))],

a32 = −0.5[0.022sin(q3) + 0.744cos(q3)],

a34 = −0.00125cos(q4)sin(q5),

a35 = −0.00125cos(q4)sin(q5),

a33 = a36 = 0,

a41 = −0.5[−0.0025sin(q2 + q3)cos(q2 + q3)sin(q4)sin(q5) + 0.00086cos(q4)sin(q5)

− 0.00248cos(q2)cos(q2 + q3)sin(q4)sin(q5)],

a42 = 0.5[0.00248cos(q3)sin(q4)sin(q5)],

a43 = a44 = a45 = a46 = 0,

a51 = −0.5[−0.0025(sin2(q2 + q3)sin(q5)− sin(q2 + q3)cos(q2 + q3)cos(q4)cos(q5))

− 0.00248cos(q2)(sin(q2 + q3)sin(q5)− cos(q2 + q3)cos(q4)cos(q5)) + 0.00086sin(q4)cos(q5)],

a52 = −0.5[−0.0025sin(q5) + 0.00248(cos(q3)cos(q4)cos(q5)− sin(q3)sin(q5))],

a53 = 0.5[0.0025sin(q5)],

a54 = a55 = a56 = 0,

a61 = a62 = a63 = a64 = a65 = a66 = 0,

(3.44)
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g =



g1
g2
g3
g4
g5
g6

 , (3.45)

donde,

g1 = 0,

g2 = −37.2cos(q2)− 8.4sin(q2 + q3) + 1.02sin(q2),

g3 = −8.4sin(q2 + q3) + 0.25cos(q2 + q3),

g4 = 0.028sin(q2 + q3)sin(q4)sin(q5),

g5 = −0.028[cos(q2 + q3)sin(q5) + sin(q2 + q3)cos(q4)cos(q5)],

g6 = 0.

(3.46)

3.4.1. Simulación en lazo abierto

Para el último caso de estudio, se presentan las simulaciones del modelo fraccionario del robot PUMA
560 utilizando las derivadas de orden no entero de CF y ABC. Los pares aplicados de forma arbitraria
son τ1 = 0 N·m, τ2 = 0 N·m, τ3 = 8 N·m, τ4 = 29. 43 N·m, τ5 = 35 N·m y τ6 = 40 N·m. Las Figuras
3.8 y 3.9 muestran las posiciones de las articulaciones del robot con diferentes derivadas y ordenes.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figura 3.8: Simulación en lazo abierto del modelo de E-L fraccionario con la derivada de CF con
diferentes órdenes para el robot PUMA 560; posición de a) q1, b) q2, c) q3, d) q4, e) q5 y f) q6
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figura 3.9: Simulación en lazo abierto del modelo de E-L fraccionario con la derivada de ABC con
diferentes órdenes para el robot PUMA 560; posición de a) q1, b) q2, c) q3, d) q4, e) q5 y f) q6
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3.5. Motor de inducción

El modelo dinámico del motor de inducción se tomó de [Marino et al., 1993], en este modelo se considera
que los vectores de corriente y flujo (Ia, Ib), (λa, λb) del modelo (a, b) fijo al estator, se transforma a
un modelo (d, q). Dicho modelo incluye la dinámica eléctrica y mecánica del motor de inducción y
se desprecian los efectos de la fricción viscosa. Entonces, utilizando el operador derivada de orden no
entero, el modelo fraccionario del motor de inducción resulta de la siguiente forma

0Dαt ω = µλdiq −
τL
J
,

0Dαt id = −γid + αβλd + npωiq + αM
i2q
λd

+
1

σLs
ud,

0Dαt iq = −γiq − βnpωλd − npωid − αM
iqid
λd

+
1

σLs
uq,

0Dαt λd = −αλd + αMid,

0Dαt ρ = npω + αM
iq
λd
,

(3.47)

donde ρ = arctan λbλa , α = Rr
Lr

, β = M
σLsLr

, γ = M2Rr
σLsL2

r
+ Rs

σLs
, µ =

npM
JLr

, σ = 1− M2

LsLr
; ω es la velocidad

angular del rotor, id e iq son las corrientes en el eje d y en el eje q, respectivamente; λd los enlaces de
flujo del rotor en el eje d; np, TL y J son número de pares de polos, el par de carga y momento de
inercia del motor, respectivamente. M , Ls y Lr representan inductancia mutua y autoinductancia del
estator y rotor; finalmente, Rs y Rr son las resistencias del estator y del rotor, respectivamente. De
la ecuación (3.47), las variables ud y uq son las entradas de control no lineal de retroalimentación del
estado, las cuales se describen como

ud = σLs(−npωiq − αM
i2q
λ d
− αβλd + vd),

uq = σLs(npβωλd + npωid + αM
idiq
λd

+ vq).

(3.48)

Al sustituir la ecuación (3.48) en (3.47) se obtiene el sistema en lazo cerrado como

0Dαt ω = µλdiq −
τL
J
,

0Dαt id = −γid + vd,

0Dαt iq = −γiq + vq,

0Dαt λd = −αλd + αMid,

0Dαt ρ = npω + αM
iq
λd
,

(3.49)

donde vd y vq son las entradas de voltaje al estator.

3.6. Acoplamiento motor-manipulador

Se considera que la k-ésima articulación del robot manipulador es actuada por un motor de induc-
ción, donde k = 1, 2, ..., n. El modelo dinámico fraccionario para todos los n motores de inducción
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correspondientes a las n articulaciones del robot manipulador se puede expresar en forma de matriz
como

J0Dαt Ω = E∆− τL,
0Dαt Id = −γId + vd,

0Dαt Iq = −γIq + vq,

0Dαt Λd = −αΛd + αMId,

(3.50)

donde,
J = diag[J1, J2, ..., Jn]T , Ω = [ω1, ω2, ..., ωn]T , E = diag[µ1J1, µ2J2, ..., µnJn]T ,
∆ = [λd1iq1 , λd2iq2 , ..., λdniqn ]T , τL = [τL1 , τL2 , ..., τLn ]T , Λd = [λd1 , λd2 , ..., λdn ]T ,
Id = [id1 , id2 , ..., idn ]T , vd = [vd1 , vd2 , ..., vdn ]T , Iq = [iq1 , iq2 , ..., iqn ]T , vq = [vq1 , vq2 , ..., vqn ]T .

Considerando que existe una conexión mecánica directa entre el k-ésimo motor de inducción y la
k-ésima articulación del manipulador. Se cumplen las siguientes ecuaciones

q = θ,

0Dαt q = Ω,

0D2α
t q =0 Dαt Ω,

(3.51)

donde θ = [θ1, θ2, ..., θn]T es el vector de la posición angular de los n motores de inducción.

3.6.1. Sistema acoplado MI-SCARA

Si el par de entrada o el par requerido para cada articulación del robot manipulador se considera como
el par de carga aplicado a cada uno de los motores de inducción

τL = τ = M(q)0D2α
t q + C(q,0Dαt q)0Dαt q + g(q). (3.52)

Sustituyendo la ecuación(3.52) en el primer renglón de la ecuación (3.50) resulta como

J0Dαt Ω = E∆−
{
M(q)0D2α

t q + C(q,0Dαt q)0Dαt q + g(q)
}
,

E∆ = J0D2α
t q +

{
M(q)0D2α

t q + C(q,0Dαt q)0Dαt q + g(q)
}
,

E∆ = {J + M(q)}0D
2α
t q + C(q,0Dαt q)0Dαt q + g(q).

(3.53)

Finalmente, se obtiene el sistema acoplado entre el robot SCARA y los motores de inducción, en el
sentido de CF

D(q)CF0 D2α
t q + C(q,CF0 Dαt q)CF0 Dαt q + g(q) = E∆, (3.54)

donde D(q) = J + M(q).

3.6.2. Sistema acoplado MI-Stanford

Siguiendo el procedimiento anterior, el acoplamiento del robot Stanford y los motores, en el sentido CF
queda de la siguiente manera

D(q)CF0 D2α
t q + N(q,CF0 Dαt q) = E∆. (3.55)
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3.6.3. Sistema acoplado MI-PUMA 560

Para el último caso de estudio, el sistema acoplado está dado por:

D(q)CF0 D
2α
t q + B(q)[CF0 Dαt q ·CF0 Dαt q] + A(q)[CF0 Dαt q2] + g(q) = E∆. (3.56)

3.7. Perturbaciones

Los robots manipuladores son sistemas que están sujetos a diferentes tipos de perturbaciones, como
cargas útiles desconocidas, fricciones en las articulaciones, dinámicas no modeladas y fuerzas externas
[Wei et al., 2005,Guo et al., 2010,Si et al., 2018,Rahmani y Belkheiri, 2016,Mosquera y Vivas, 2006].
Además, la interacción del robot con el entorno produce fuerzas y momentos en el efector final o
herramienta, que a su vez producen pares en las articulaciones del robot [Kufieta, 2014]. Todas estas
perturbaciones, cuando no se tienen en cuenta, afectan negativamente el rendimiento del manipulador,
por lo tanto, para verificar la robustez de los controladores fraccionarios que se presentan en el capítulo
4, es agregado al modelo dinámico, fricción viscosa y de Coulomb y una fuerza externa. Por ejemplo,
para el caso del robot SCARA se tiene:

D(q)0D2α
t q + C(q,0Dαt q)0Dαt q + g(q) + F(0Dαt q) = τ + τ ext, (3.57)

donde τ ext es el par de perturbación debido a que actúan sobre el manipulador, mientras F(0Dαt q)
representa la disipación causada por las fricciones viscosa y de Coulomb agregadas a cada articulación.
El par de perturbación viene dado por la siguiente ecuación

τ ext = JT
p (q)τ dis, (3.58)

donde Jp(q) es la matriz jacobiana, que establece una relación cuantitativa entre los pares/fuerzas
del efector final y articulares, en el punto p que se localiza en cualquier lugar de la estructura del
manipulador. τ dis = [Ff ,Fm]T es el vector que representa las fuerzas y los momentos externos Ff =
[Ffx , Ffy , Ffz ]T y Fm = [nx, ny, nz]

T que actúan en el punto p.
Por otro lado, la fricción viscosa está presente en los contactos lubricados por fluido entre sólidos, y
debido a los efectos hidrodinámicos, su modelo tiene en cuenta tanto la magnitud de la velocidad como
la dirección [Bona y Indri, 2005]. La fricción de Coulomb es proporcional a la carga, independiente del
área de contacto y opuesta al movimiento [Egeland y Gravdahl, 2002]. De este modo, los modelos de
fricción viscosa y Coulomb se utilizan para modelar la disipación en las articulaciones [Vuong et al.,
2009], tal que

F(0Dαt q) = Fv0Dαt q + Fcsign(0Dαt q), (3.59)

donde Fv = diag[fv1 , fv2 , ..., fvn ] y Fc = diag[fc1 , fc2 , ..., fcn ] son los coeficientes de fricción viscosa de
Coulomb, respectivamente. A continuación se presenta los valores de los parámetros utilizados en las
ecuaciones (3.58) y (3.59), para τ ext, si la fuerza externa se aplica al efector final la matriz jacobiana de
cada manipulador se presenta en el anexo C y τ dis = [Acos(π4 ), Asin(π4 ), 0, 0, 0, 0]T donde A = 100N ,
similar a los límites promedio de la fuerza de empuje/tracción humana 20N ≤ A ≤ 100N [Woodson et
al., 1992], y Fv = diag[0. 8, 0. 8, ..., 0. 8] y Fc = diag[0. 5, 0. 5, ..., 0. 5].
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3.8. Conclusiones

En este capítulo se desarrolló el modelo de los casos de estudio y se realizó un análisis en lazo abierto
con las derivadas de orden no entero CF y ABC para determinar cual de ellas aplicar al modelo en
lazo cerrado. Como se observa en las simulaciones antes presentadas, conforme el orden se aleja de 1
de la derivada de ABC, principalmente la dinámica de las posiciones q1, q2 y q3 no corresponden en
lo absoluto al sistema “real”, esto se debe a que el efecto de memoria es “fuerte” de dicha derivada, y
para este sistema no se logra tener una relación física. Por otro lado, cuando el orden de la derivada
de CF se aleja de 1 se observa que las dinámicas de las articulaciones mantienen la forma pero tiene
un desfase, esta característica la podemos relacionar con el efecto disipativo que existe en el sistema.
Teniendo en cuenta lo anterior, se decide hacer uso de la derivada CF para los sistemas acoplados, ya
que representa de mejor manera la dinámica de los sistemas mencionados.

También se obtuvieron las ecuaciones diferenciales del motor de inducción con el enfoque fraccionario,
así como, el acoplamiento de los motores de inducción con cada manipulador. Y por último, para de-
mostrar la robustez de los controladores fraccionarios se presentan las perturbaciones agregadas a cada
modelo motor-manipulador.
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Capítulo 4

Controladores

4.1. Introducción

Una vez acoplado el sistema, se propone un controlador tipo PI de orden fraccionario para el caso de los
motores de inducción y diferentes controladores de orden no entero para el seguimiento de trayectoria
de cada articulación de los robots manipuladores. En la Figura 4.1 se presenta el diagrama general de
control

Figura 4.1: Diagrama general de control para seguimiento de trayectoria de los sistemas robóticos
actuados por motores de inducción.
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4.2. Controlador PI

Se propone un controlador tipo PIζ para el motor de inducción, de su modelo expresado en la ecuación
(3.49), las entradas de voltaje al estator están representadas por vd y vq de la siguiente forma

vd = Kpvd
(λdref − λd) + Kivd

AB
0 I

ζ
t (λdref − λd),

vq = Kpvq(τd − τem) + Kivq
AB
0 I

ζ
t (τd − τem),

τd = Kpτ (ωref − ω) + Kiτ
AB
0 I

ζ
t (ωref − ω),

(4.1)

donde AB0 I
ζ
t es el operador integral fraccionaria y está definida en el sentido Atangana-Baleanu-Caputo,

ζ es el orden de la integral, λdref , τd y ωref son los enlaces de flujo del rotor, par y velocidad deseada o
de referencia, Kpvd

, Kivd , Kpvq , Kivq , Kpτ y Kiτ son ganancias constantes positivas. Los parámetros
son los siguientes [Marino et al., 1993]

Datos del motor de inducción
J Inercia del rotor 0.0586 kgm2

M Inductancia mutua 0.068 H
Lr Inductancia del rotor 0.0699 H
Ls Inductancia del estator 0.0699 H
Rr Resistencia del rotor 0.15 Ω
Rs Resistencia del estator 0.18 Ω
np Número de pares de polos 1
λd Flujo magnético 1.3 Wb
ω Velocidad angular 220 rad/seg
τL Par de carga 70 Nm
τ Par del motor eléctrico 15 Kw

Tabla 4.1: Parámetros del motor de inducción.

4.3. Controlador PD

Uno de los controladores elegidos para el seguimiento de trayectoria será un control tipo PDµ fraccio-
nario para cada articulación de los manipuladores propuestos. Primero se define la señal de seguimiento
como

q̃ = qd − q, (4.2)

donde q̃ = [q̃1, q̃2, ..., q̃n]T es el vector de errores, qd = [qd1 , qd2 , ..., qdn ]T es el vector de posiciones
deseadas y q = [q1, q2, ..., qn]T son las posiciones reales de las articulaciones del manipulador, τ =
[τ1, τ2, ..., τn]T es el vector de pares de accionamiento, ahora se define el controlador tipo PDµ de la
siguiente forma

τ = Kpq̃ + Kd
CF
0 D

µ
t q̃, (4.3)

donde Kp y Kd son matrices diagonales definidas positivas de ganancias proporcional y derivativa,
respectivamente. La derivada del error q̃ es fraccionaria, es decir, el orden de la acción de control
derivativa puede ser no entero. Es importante mencionar que, debido a que q̃ es el vector de errores,
el operador de la derivada fraccionaria se aplica directamente a cada elemento del vector de error y es
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posible seleccionar un orden de derivada distinto para cada elemento del vector de error q̃. Lo anterior
permite ajustar el orden de cada derivada con base en las respuestas obtenidas y ajustar mejor el
controlador. Ahora bien, se toma el controlador propuesto en la ecuación (4.3) y el sistema completo
para cada uno de los robots resulta de la siguiente manera

MI-SCARA

D(q)CF0 D2α
t q + C(q,CF0 Dαt q)CF0 Dαt q + g(q) = Kpq̃ + Kd

CF
0 D

µ
t q̃, (4.4)

MI-Stanford

D(q)CF0 D2α
t q + N(q,CF0 Dαt q) = Kpq̃ + Kd

CF
0 D

µ
t q̃, (4.5)

MI-PUMA 560

D(q)CF0 D
2α
t q + B(q)[CF0 Dαt q ·CF0 Dαt q] + A(q)[CF0 Dαt q2] + g(q) = Kpq̃ + Kd

CF
0 D

µ
t q̃. (4.6)

4.4. Controlador adaptable basado en pasividad

En [Slotine y Li, 1987,Spong, 1992,Spong y Vidyasagar, 2008], se deriva un algoritmo de control adap-
table en el que se aprovecha la pasividad y linealidad en los parámetros de la dinámica del manipulador,
este algoritmo se puede escribir como

M(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ + g(q) = τ, (4.7)

las ecuaciones de movimiento del manipulador se definen en términos de los momentos de inercia,
masas, etc., que deben determinarse para cada robot en particular. La complejidad de las ecuaciones
dinámicas hace que la determinación de estos parámetros sea una tarea difícil. Afortunadamente, las
ecuaciones de movimiento son lineales en dichos parámetros, de tal manera que existe una función de
dimensión n × l llamada Regresor, Y (q, q̇, q̈), que contiene los términos que involucran las variables
articulares y sus derivadas, y un vector de dimensión l llamado vector de parámetros Θ, el cual contiene
los términos de inercias, masas y longitudes, tal que se pueden escribir las ecuaciones de Euler-Lagrange
de la siguiente forma:

M(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ + g(q) =: Y (q, q̇, q̈)Θ = τ. (4.8)

A partir de lo anterior se define la ley de control y la ley de estimación como

τ = Y(q, q̇, v, a)Θ̂−Kr, (4.9)

˙̂
Θ = −ΓY(q, q̇, v, a)r, (4.10)

donde v, a y r están definidos como

v = q̇d −Λq̃,

a = v̇ = q̈d −Λ ˙̃q,

r = q̇ − v = ˙̃q + Λq̃,

(4.11)
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los cuales nos ayudan a eliminar el error de posición en estado estable; q̃ = q− qd; K, Γ y Λ son matri-
ces diagonales de ganancias positivas. Para calcular la estimación de los parámetros se pueden utilizar
métodos estándar como el gradiente o mínimos cuadrados. En [Slotine y Li, 1987, Spong, 1992, Spong
y Vidyasagar, 2008] hacen uso del gradiente (4.10).

Aplicando la ecuación (4.8) para la ecuación matricial diferencial del robot SCARA (4.7), el Regresor
y el vector de parámetros quedan de la siguiente forma

Y(q, q̇, q̈) =


y11 y12 y13 y14 y15
y21 y22 y23 y24 y25
y31 y32 y33 y34 y35
y41 y42 y43 y44 y45
y51 y52 y53 y54 y55

 , (4.12)

donde,

y11 = q̈1,

y12 = y22 = q̈1 + q̈2,

y13 = cos(q2)[2q̈1 + q̈2]− sin(q2)[q̇2q̇1 + (q̇1 + q̇2)q̇2],

y14 = y24 = y34 = q̈1 + q̈2 + q̈3,

y15 = y21 = y25 = y31 = y32 = y33 = y35 = y41 = y42 = y43 = y44 = 0,

y23 = cos(q2)q̈1 + sin(q2)q̇1q̇1,

y45 = q̈4 + g,

(4.13)

Θ = [θ1, θ2, θ3, θ4, θ5]
T , (4.14)

donde,

θ1 = I1 +m1l
2
c1 + (m2 +m3 +m4)l

2
1,

θ2 = I2 +m2l
2
c2 + (m3 +m4)l

2
2,

θ3 = m2l1lc2 + (m3 +m4)l1l2,

θ4 = I3 + I4,

θ5 = m4.

(4.15)

Haciendo uso de la ecuación (4.11) en (4.13), el Regresor queda en términos de v, a y r, es decir

y11 = a1,

y12 = y22 = a1 + a2,

y13 = cos(q2)[2a1 + a2]− sin(q2)[q̇2v1 + (q̇1 + q̇2)v2],

y14 = y24 = y34 = a1 + a2 + a3,

y15 = y21 = y25 = y31 = y32 = y33 = y35 = y41 = y42 = y43 = y44 = 0,

y23 = cos(q2)a1 + sin(q2)q̇1v1,

y45 = a4 + g.

(4.16)
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Para este controlador, el enfoque fraccionario se aplica a la ecuación (4.10) debido a que es la que
estima los parámetros y una derivada de orden no entero realiza una mejor estimación, por lo tanto,
queda expresada de la siguiente forma

CF
0 Dσt Θ̂ = −ΓY(q, q̇, v, a)r. (4.17)

4.5. Controlador modo deslizante integral

En [Tiwari et al., 2015,Nadda y Swarup, 2018], utilizan un enfoque de control modo deslizante integral
no lineal para obtener el control de posición de un manipulador robótico. Este control propuesto es
simple, robusto y mejora efectivamente el rendimiento del sistema. Este control será aplicado al robot
Stanford, su modelo está representado como

M(q)q̈ + N(q, q̇) = τ . (4.18)

Los autores de [Nadda y Swarup, 2018] desarrollan un algoritmo de control para el control de posición
de un manipulador robótico. Teniendo en cuenta la señal de control con dos componentes

τ = Ueq + Usw, (4.19)

donde Ueq es el control equivalente sin perturbaciones, dado por

Ueq = M(q)[q̈d −Kd
˙̃q −Kpq̃] +N(q, q̇), (4.20)

donde Kp y Kd ∈ Rnxn son matrices diagonales de ganancias positivas; q̃ = q − qd. Usw es el control
de conmutación, asegura la discontinuidad de la ley de control a través de la superficie deslizante
proporcionando un control adicional para manejar las perturbaciones o incertidumbres.

Usw = Ksat(s), (4.21)

donde s es la superficie deslizante, se define como

s = s0 + z + z(0), (4.22)

donde,

s0 =
[
Kd I

] [q̃
˙̃q

]
= Kdq̃ + ˙̃q, (4.23)

ż = −
[
Kd I

] [ ˙̃q
−M(q)−1N(q, q̇) +M(q)−1Ueq − q̈d

]
, (4.24)

si sustituimos la ecuación (4.20) en (4.24) y después la integramos para obtener z tenemos:

z = Kp

∫
q̃, (4.25)

para z(0) tenemos
z(0) = −Kdq̃(0)− ˙̃q(0). (4.26)
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Sustituyendo las ecuaciones (4.23), (4.25) y (4.26), la superficie deslizante queda de las siguiente manera

s = ˙̃q + Kdq̃ + Kp

∫
q̃ − ˙̃q(0)−Kdq̃(0). (4.27)

La función sat(•) evita el efecto chattering, el cual afecta el rendimiento general, esta función de
saturación está dada por

sat(s) =

{
s, si |s| ≤ 1

sign(s), si |s| > 1
(4.28)

Para este controlador el enfoque fraccionario se aplica tanto a la derivada como a la integral del error
de seguimiento de trayectoria q̃, expresadas de la siguiente manera

CF
0 Dλt q̃,
ABC
0 Iγt q̃.

(4.29)

4.6. Controlador basado en una red neuronal

Las redes neuronales multicapa son herramientas poderosas, que se usan generalmente en el diseño de
controladores basados en la propiedad de aproximación, estas redes están compuestas de la capa de
entrada, la capa de salida y al menos una capa oculta (SHL por sus siglas en inglés) que contiene las
funciones de activación.
Numerosos trabajos han utilizado las redes neuronales para el control de manipuladores, [Le et al.,
2019, Sun et al., 2011, Jung, 2016, Rahmani y Belkheiri, 2016], conjugados con otros enfoques, por
ejemplo, modos deslizante, adaptable, robustos, etc. El control neuronal será aplicado al manipulador
PUMA 560,cuya ecuación es:

M(q)q̈ + B(q)[q̇ · q̇] + A(q)[q̇2] + g(q) = τ. (4.30)

En [Rahmani y Belkheiri, 2016], definen la entrada de control como

τ = f̂(x) + Kdef , (4.31)

donde Kd es una matriz diagonal de ganancias positivas, se define el error de seguimiento q̃ y error de
seguimiento filtrado ef como

q̃ = qd − q, (4.32)

ef = ˙̃q + Λq̃, (4.33)

donde Λ es una matriz diagonal de ganancias positivas, f̂ es la salida de la red neuronal y es dada por

f̂ = Ŵ Tφ(x), (4.34)

donde φ(•) es la función de activación (tangente hiperbólica), x ≡ [q̃T , ˙̃qT , qTd , q̇
T
d , q̈

T
d ]T y Ŵ es la

estimación de los pesos sinápticos, la cual se obtiene de la siguiente forma:
˙̂
W = ηφ(x)eTf , (4.35)

donde η es un parámetro escalar constante. El enfoque fraccionario aplicado a este control es en la
derivada del error y en la estimación de Ŵ , ambas ecuaciones queden representadas como

CF
0 Dϑt q̃, (4.36)

CF
0 D

ψ
t Ŵ = ηφ(x)eTf . (4.37)
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4.7. Conclusión

En este capítulo se presentó el diagrama general de control para el seguimiento de trayectoria de los
robots manipuladores actuados por motores de inducción. Se diseñó un controlador PIζ para el caso
de los motores de inducción. Como primera parte se diseñó un control PDµ para los tres robots, cuyo
enfoque fraccionario es aplicado en la derivada del error de seguimiento. Para la segunda parte, en el
caso del robot SCARA se diseña un controlador adaptable basado en pasividad, en el cual, el enfoque
fraccionario es aplicado a la estimación del vector de parámetros; para el robot Stanford se diseña
un controlador modo deslizante integral, el cálculo fraccionario se aplica en la derivada e integral del
error de seguimiento; por último, para el robot PUMA 560 se diseña un controlador basado en una red
neuronal, el enfoque fraccionario se aplica en la derivada del error de seguimiento y en la estimación
de los pesos sinápticos.
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Capítulo 5

Resultados numéricos (simulaciones)

Este capítulo se presentan los resultados del desempeño de los controladores fraccionarios comparán-
dolos con su contraparte. Los controladores presentados en el capítulo 4 quedan aplicados al motor y a
los robots manipuladores propuestos, de la siguiente manera

Controladores



- Motor
{
- PIζ

- SCARA

{
- PDµ

- Adaptable basado en pasividad

- Stanford

{
- PDµ

- Modo deslizante integral

- PUMA 560

{
- PDµ

- Red neuronal

Para los sistemas acoplados el modelo clásico se puede recuperar al considerar α = 1, se tomará este
valor por el motivo de que se agregarán fricciones a los sistemas para medir la robustez de los contro-
ladores, tales fricciones causan disipación. La sintonización de todos los controladores (fraccionario y
clásico) se realizaron sin perturbaciones y para una sola trayectoria, para así, demostrar que los contro-
ladores fraccionarios son más robustos ante cambios de trayectoria, fuerzas externas e incertidumbres
de modelado, que los controladores de orden entero.
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Resultados numéricos (simulaciones)

5.1. SCARA

5.1.1. PDµ

Para el robot SCARA, el primer control aplicado es el PDµ con las siguientes trayectorias; Trayectoria
1 (C.1), Trayectoria 2 (C.3) y Trayectoria 3 (C.5), cuyos parámetros se muestran en la Tabla 5.1. Los
resultados de la sintonización para los controladores clásico y de orden no entero se muestran en las
Tablas 5.2 y 5.3, respectivamente. En las Tablas 5.4, 5.5 y 5.6 se muestra la comparación del desempeño
de los controladores para cada una de las articulaciones del manipulador respecto a cada trayectoria.
Los resultados se muestran de la Figura 5.1 a 5.48.

qi

Parámetros
Trayectoria 1 Trayectoria 2 Trayectoria 3
a0 a1 b0 b1 b2 b3 b4 c0 c1 c2 c3 c4

1 − π
10 0.15 π

45
π
7

π
80 2 7 −0.234 −0.25 −0.15 0.011 −0.01

2 π
6 0.10 π

35
π
3

π
40 2 10 0.276 0.25 0.13 −0.04 0.02

3 −π
2 0.30 π

30
π
3

π
20 3 10 0.345 0.23 0.15 −0.06 0.03

4 π
12 0.20 π

25
π
2

π
40 1.5 10 −0.265 0.20 0.10 0.01 0.05

Tabla 5.1: Parámetros de las trayectorias deseadas para los controladores PD y PDµ aplicado al robot
SCARA.

qi
PI PD

Kpvd
Kivd Kpvq Kivq Kp Kd

q1 691.3855 87.4000 598.4302 27.6726 334.7301 75.6967
q2 740.3201 88.8939 809.8071 946.3714 555.5698 44.8216
q3 508.4860 360.8038 561.2138 553.6556 535.3406 75.9279
q4 365.8497 916.2939 362.3943 327.1402 636.5719 41.4674

Tabla 5.2: Ganancias de los controladores PI y PD del robot SCARA.

qi
PIζ PDµ

Kpvd
Kivd ζ Kpvq Kivq ζ Kp Kd µ

q1 787.0431 954.5334 0.7042 900.4950 745.7678 0.8478 637.5443 85.3945 0.8501
q2 396.5262 339.6023 0.7022 100.3929 506.8702 0.9839 657.1389 69.4300 0.8632
q3 859.6182 359.0826 0.8274 460.5346 338.4609 0.9774 604.7270 98.3072 0.9693
q4 611.2646 739.1681 0.8824 707.5183 420.8802 0.7847 588.5921 89.7734 0.8918

Tabla 5.3: Ganancias y ordenes de los controladores PIζ y PDµ del robot SCARA.
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qi

RMSE
Trayectoria 1

Sin perturbaciones Con perturbaciones
Clásico Fraccionario Clásico Fraccionario

q1 0.0240 0.0179 0.1217 0.0722
q2 0.0221 0.0185 0.0342 0.0322
q3 0.0197 0.0182 0.0218 0.0199
q4 0.0391 0.0298 0.0393 0.0299

Tabla 5.4: Comparación del desempeño de los controladores PD vs PDµ para la trayectoria 1.

qi

RMSE
Trayectoria 2

Sin perturbaciones Con perturbaciones
Clásico Fraccionario Clásico Fraccionario

q1 0.0163 0.0160 0.0668 0.0486
q2 0.0149 0.0095 0.0454 0.0389
q3 0.0028 0.0026 0.0035 0.0031
q4 0.0171 0.0111 0.0169 0.0108

Tabla 5.5: Comparación del desempeño de los controladores PD vs PDµ para la trayectoria 2.

qi

RMSE
Trayectoria 3

Sin perturbaciones Con perturbaciones
Clásico Fraccionario Clásico Fraccionario

q1 0.0410 0.0354 0.1715 0.1041
q2 0.0214 0.0207 0.0433 0.0407
q3 0.0094 0.0086 0.0097 0.0088
q4 0.0352 0.0255 0.0357 0.0257

Tabla 5.6: Comparación del desempeño de los controladores PD vs PDµ para la trayectoria 3.
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Resultados para la trayectoria 1

(a) (b)

Figura 5.1: Seguimiento de trayectoria de la articulación q1 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.2: Seguimiento de trayectoria de la articulación q2 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.3: Seguimiento de trayectoria de la articulación q3 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.4: Seguimiento de trayectoria de la articulación q4 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.5: Par de carga del motor 1 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.6: Par de carga del motor 2 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.7: Par de carga del motor 3 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.8: Par de carga del motor 4 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.9: Velocidad angular del motor 1 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.10: Velocidad angular del motor 2 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.11: Velocidad angular del motor 3 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.12: Velocidad angular del motor 4 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.13: Flujo magnético en el rotor del motor 1 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.14: Flujo magnético en el rotor del motor 2 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.15: Flujo magnético en el rotor del motor 3 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.16: Flujo magnético en el rotor del motor 4 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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Resultados para la trayectoria 2

(a) (b)

Figura 5.17: Seguimiento de trayectoria de la articulación q1 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.18: Seguimiento de trayectoria de la articulación q2 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.19: Seguimiento de trayectoria de la articulación q3 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.20: Seguimiento de trayectoria de la articulación q4 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.21: Par de carga del motor 1 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.22: Par de carga del motor 2 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.23: Par de carga del motor 3 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.24: Par de carga del motor 4 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.25: Velocidad angular del motor 1 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.26: Velocidad angular del motor 2 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.27: Velocidad angular del motor 3 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.28: Velocidad angular del motor 4 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

58



Resultados numéricos (simulaciones)

(a) (b)

Figura 5.29: Flujo magnético en el rotor del motor 1 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.30: Flujo magnético en el rotor del motor 2 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.31: Flujo magnético en el rotor del motor 3 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.32: Flujo magnético en el rotor del motor 4 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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Resultados para la trayectoria 3

(a) (b)

Figura 5.33: Seguimiento de trayectoria de la articulación q1 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.34: Seguimiento de trayectoria de la articulación q2 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.35: Seguimiento de trayectoria de la articulación q3 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.36: Seguimiento de trayectoria de la articulación q4 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.37: Par de carga del motor 1 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.38: Par de carga del motor 2 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.39: Par de carga del motor 3 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.40: Par de carga del motor 4 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.41: Velocidad angular del motor 1 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.42: Velocidad angular del motor 2 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.43: Velocidad angular del motor 3 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.44: Velocidad angular del motor 4 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.45: Flujo magnético en el rotor del motor 1 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.46: Flujo magnético en el rotor del motor 2 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.47: Flujo magnético en el rotor del motor 3 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.48: Flujo magnético en el rotor del motor 4 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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Resultados numéricos (simulaciones)

5.1.2. Adaptable basado en pasividad

El siguiente control aplicado al robot SCARA es llamado adaptable basado en pasividad; para este
control las trayectorias deseadas se obtienen a partir de la cinemática inversa de dicho manipulador
cuyos parámetros de la matriz de orientación y posición se muestran en la Tabla 5.7. Los resultados
de la sintonización para los controladores clásicos se muestran en las Tablas 5.8 y 5.9; las ganancias y
los ordenes para los controladores fraccionarios se muestran en las Tablas 5.10 y 5.11. En las Tablas
5.12, 5.13 y 5.14 se muestra la comparación del desempeño de los controladores para cada una de las
articulaciones del manipulador con respecto a cada trayectoria. Los resultados se muestran de la Figura
5.49 a 5.102.


nx ox ax Px
ny oy ay Py
nz oz az Pz
0 0 0 1

 ,
donde ox = ax = ny = ay = nz = oz = 0 y nx = oy = az = 1 para las tres trayectorias propuestas.

Trayectoria 1 Trayectoria 2 Trayectoria 3
Px 0.10cos(t) + 0.2 0.10cos(t) + 0.2 0.20e0.2t

Py 0.12sin(t) + 0.1 0.12sin(t) + 0.1 0.22e0.2t

Pz 0.05t− 0.07 −0.15 1.2t

Tabla 5.7: Parámetros de las trayectorias deseadas para los controladores adaptables basados en pasi-
vidad clásico y fraccionario aplicado al robot SCARA.

qi
PI

Kpvd
Kivd Kpvq Kivq

q1 657.7331 555.1524 551.5535 751.1068
q2 34.2323 290.5724 800.8803 608.5093
q3 749.6514 402.5716 85.6181 835.6627
q4 598.3602 449.7682 181.0538 358.6816

Tabla 5.8: Ganancias de los controladores PI clásicos.
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Resultados numéricos (simulaciones)

Adaptable basado en pasividad
qi K Λ Θ̂i Γ

q1 100.6490 15.4231 Θ̂1 3.3851
q2 14.9047 17.6958 Θ̂2 1.8259
q3 13.2047 14.7095 Θ̂3 2.3038
q4 20.1303 19.6735 Θ̂4 0.3040

Θ̂5 1.1760

Tabla 5.9: Ganancias de los controladores adaptables basados en pasividad de orden entero.

qi
PIζ

Kpvd
Kivd ζ Kpvq Kivq ζ

q1 12.0555 933.3318 0.8772 926.0192 392.3757 0.8025
q2 975.7136 501.3443 0.8718 48.6034 169.8161 0.9071
q3 975.9650 483.7930 0.8768 127.1075 112.2203 0.8750
q4 887.7456 991.7665 0.9663 614.1536 34.9269 0.8785

Tabla 5.10: Ganancias y ordenes de los controladores PIζ de orden ζ.

Adaptable basado en pasividad
qi K Λ Θ̂i Γ σ

q1 187.3045 14.9520 Θ̂1 0.4374

0.7255
q2 147.5377 19.4682 Θ̂2 0.1044
q3 196.0395 20.1233 Θ̂3 1.2467
q4 198.1506 14.4537 Θ̂4 3.4590

Θ̂5 1.1760

Tabla 5.11: Ganancias y ordenes de los controladores adaptables basados en pasividad de orden σ.
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Resultados numéricos (simulaciones)

qi

RMSE
Trayectoria 1

Sin perturbaciones Con perturbaciones
Clásico Fraccionario Clásico Fraccionario

q1 0.0790 0.0404 0.0782 0.0408
q2 0.2483 0.1553 0.2603 0.1554
q3 0.1435 0.1103 0.1960 0.1105
q4 0.0086 0.0068 0.0104 0.0068

Efector final 0.1070 0.0581 0.1152 0.0583

Tabla 5.12: Comparación del desempeño de los controladores adaptables basados en pasividad de orden
entero vs fraccionario para la trayectoria 1.

qi

RMSE
Trayectoria 2

Sin perturbaciones Con perturbaciones
Clásico Fraccionario Clásico Fraccionario

q1 0.1190 0.0616 0.1170 0.0620
q2 0.3784 0.2372 0.3912 0.2372
q3 0.2191 0.1685 0.2555 0.1686
q4 0.0302 0.0195 0.0308 0.0194

Efector final 0.1723 0.0986 0.1814 0.0988

Tabla 5.13: Comparación del desempeño de los controladores adaptables basados en pasividad de orden
entero vs fraccionario para la trayectoria 2.

qi

RMSE
Trayectoria 3

Sin perturbaciones Con perturbaciones
Clásico Fraccionario Clásico Fraccionario

q1 0.0305 0.0113 0.0325 0.0148
q2 0.5110 0.2433 0.5188 0.2434
q3 0.4171 0.2329 0.4206 0.2331
q4 0.0162 0.0059 0.0169 0.0062

Efector final 0.1894 0.0844 0.1975 0.0849

Tabla 5.14: Comparación del desempeño de los controladores adaptables basados en pasividad de orden
entero vs fraccionario para la trayectoria 3.
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Resultados numéricos (simulaciones)

Resultados para la trayectoria 1

(a) (b)

Figura 5.49: Seguimiento de trayectoria de la articulación q1 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.50: Seguimiento de trayectoria de la articulación q2 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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Resultados numéricos (simulaciones)

(a) (b)

Figura 5.51: Seguimiento de trayectoria de la articulación q3 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.52: Seguimiento de trayectoria de la articulación q4 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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Resultados numéricos (simulaciones)

Figura 5.53: Seguimiento de trayectoria del efector final sin perturbación

Figura 5.54: Seguimiento de trayectoria del efector final con perturbación
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Resultados numéricos (simulaciones)

(a) (b)

Figura 5.55: Par de carga del motor 1 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.56: Par de carga del motor 2 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

75



Resultados numéricos (simulaciones)

(a) (b)

Figura 5.57: Par de carga del motor 3 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.58: Par de carga del motor 4 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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Resultados numéricos (simulaciones)

(a) (b)

Figura 5.59: Velocidad angular del motor 1 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.60: Velocidad angular del motor 2 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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Resultados numéricos (simulaciones)

(a) (b)

Figura 5.61: Velocidad angular del motor 3 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.62: Velocidad angular del motor 4 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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Resultados numéricos (simulaciones)

(a) (b)

Figura 5.63: Flujo magnético en el rotor del motor 1 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.64: Flujo magnético en el rotor del motor 2 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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Resultados numéricos (simulaciones)

(a) (b)

Figura 5.65: Flujo magnético en el rotor del motor 3 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.66: Flujo magnético en el rotor del motor 4 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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Resultados numéricos (simulaciones)

Resultados para la trayectoria 2

(a) (b)

Figura 5.67: Seguimiento de trayectoria de la articulación q1 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.68: Seguimiento de trayectoria de la articulación q2 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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Resultados numéricos (simulaciones)

(a) (b)

Figura 5.69: Seguimiento de trayectoria de la articulación q3 (a) sin perturbación y (b)con perturbación

(a) (b)

Figura 5.70: Seguimiento de trayectoria de la articulación q4 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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Resultados numéricos (simulaciones)

Figura 5.71: Seguimiento de trayectoria del efector final sin perturbación

Figura 5.72: Seguimiento de trayectoria del efector final con perturbación
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Resultados numéricos (simulaciones)

(a) (b)

Figura 5.73: Par de carga del motor 1 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.74: Par de carga del motor 2 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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Resultados numéricos (simulaciones)

(a) (b)

Figura 5.75: Par de carga del motor 3 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.76: Par de carga del motor 4 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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Resultados numéricos (simulaciones)

(a) (b)

Figura 5.77: Velocidad angular del motor 1 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.78: Velocidad angular del motor 2 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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Resultados numéricos (simulaciones)

(a) (b)

Figura 5.79: Velocidad angular del motor 3 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.80: Velocidad angular del motor 4 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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Resultados numéricos (simulaciones)

(a) (b)

Figura 5.81: Flujo magnético en el rotor del motor 1 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.82: Flujo magnético en el rotor del motor 2 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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Resultados numéricos (simulaciones)

(a) (b)

Figura 5.83: Flujo magnético en el rotor del motor 3 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.84: Flujo magnético en el rotor del motor 4 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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Resultados numéricos (simulaciones)

Resultados para la trayectoria 3

(a) (b)

Figura 5.85: Seguimiento de trayectoria de la articulación q1 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.86: Seguimiento de trayectoria de la articulación q2 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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Resultados numéricos (simulaciones)

(a) (b)

Figura 5.87: Seguimiento de trayectoria de la articulación q3 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.88: Seguimiento de trayectoria de la articulación q4 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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Resultados numéricos (simulaciones)

Figura 5.89: Seguimiento de trayectoria del efector final sin perturbación

Figura 5.90: Seguimiento de trayectoria del efector final con perturbación
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Resultados numéricos (simulaciones)

(a) (b)

Figura 5.91: Par de carga del motor 1 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.92: Par de carga del motor 2 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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Resultados numéricos (simulaciones)

(a) (b)

Figura 5.93: Par de carga del motor 3 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.94: Par de carga del motor 4 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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Resultados numéricos (simulaciones)

(a) (b)

Figura 5.95: Velocidad angular del motor 1 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.96: Velocidad angular del motor 2 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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Resultados numéricos (simulaciones)

(a) (b)

Figura 5.97: Velocidad angular del motor 3 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.98: Velocidad angular del motor 4 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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Resultados numéricos (simulaciones)

(a) (b)

Figura 5.99: Flujo magnético en el rotor del motor 1 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.100: Flujo magnético en el rotor del motor 2 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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Resultados numéricos (simulaciones)

(a) (b)

Figura 5.101: Flujo magnético en el rotor del motor 3 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.102: Flujo magnético en el rotor del motor 4 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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Resultados numéricos (simulaciones)

5.2. Stanford

5.2.1. PDµ

El primer control aplicado al robot Stanford es un tipo PDµ fraccionario con las siguientes trayectorias;
Trayectoria 1 (C.2), Trayectoria 2 (C.4) y Trayectoria 3 (C.6), cuyos parámetros se muestran en la Tabla
5.15. Los resultados de la sintonización para los controladores clásico y de orden no entero se muestran
en las Tablas 5.16 y 5.17, respectivamente. En las Tablas 5.18, 5.19 y 5.20 muestran la comparación del
desempeño de los controladores para cada una de las articulaciones del manipulador respecto a cada
trayectoria. Los resultados se muestran de la Figura 5.103 a 5.174.

qi

Parámetros
Trayectoria 1 Trayectoria 2 Trayectoria 3
qin qf tf k0 k1 k2 k3 j0 j1 j2 j3

1 0.4 π
2 3 0.1 3 0.5 0.5 1 0.1 1 1

2 -0.03 − π
70 3 0.1 0.1 0.1 0.6 0.1 0.1 0.1 0.1

3 0.3 −π
4 3 0.2 0.9 0.5 1 0.8 0.1 1 1.2

4 0.7 −π
2 3 4 4 0.7 1 1 1 1 3

5 0.5 −π
3 3 2 2 0.5 3 1 1 2 2

6 0.9 π
3 3 3 3 0.3 2 1 1 3 1

Tabla 5.15: Parámetros de las trayectorias deseadas para los controladores PD y PDµ aplicado al robot
Stanford.

qi
PI PD

Kpvd
Kivd Kpvq Kivq Kp Kd

q1 231.1 295.5 600.4 278.3 257.2 721.1
q2 834.9 689.0 300.6 800.7 578.8 5945.6
q3 821.2 205.1 899.5 700.4 408.3 668.3
q4 130.8 312.9 335.0 378.6 376.7 41.6
q5 200.3 198.2 399.1 378.5 497.4 65.4
q6 701.7 325.8 410.9 754.0 721.6 47.6

Tabla 5.16: Ganancias de los controladores PI y PD del robot Stanford.

qi
PIζ PDµ

Kpvd
Kivd ζ Kpvq Kivq ζ Kp Kd µ

q1 247.4 246.9 0.8497 700.2 118.9 0.9963 406.1 949.1 0.8955
q2 844.0 637.4 0.9575 339.4 843.3 0.9821 702.8 9945.6 0.8822
q3 846.2 162.0 0.9158 959.1 745.3 0.8136 534.1 978.3 0.8943
q4 135.3 287.9 0.8752 341.0 338.7 0.8923 594.6 91.6 0.9062
q5 205.3 111.9 0.8912 456.9 328.2 0.9578 612.4 95.4 0.8824
q6 730.6 444.4 0.8763 441.2 815.6 0.8754 938.9 67.6 0.8625

Tabla 5.17: Ganancias y ordenes de los controladores PIζ y PDµ del robot Stanford.
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Resultados numéricos (simulaciones)

qi

RMSE
Trayectoria 1

Sin perturbaciones Con perturbaciones
Clásico Fraccionario Clásico Fraccionario

q1 0.0086 0.0083 0.0303 0.0233
q2 0.0013 0.0012 0.0038 0.0027
q3 0.0131 0.0116 0.0155 0.0132
q4 0.0255 0.0203 0.0272 0.0213
q5 0.0113 0.0104 0.0116 0.0106
q6 0.0167 0.0161 0.0169 0.0162

Tabla 5.18: Comparación del desempeño de los controladores PD vs PDµ para la trayectoria 1.

qi

RMSE
Trayectoria 2

Sin perturbaciones Con perturbaciones
Clásico Fraccionario Clásico Fraccionario

q1 0.0119 0.0109 0.0351 0.0273
q2 0.0067 0.0058 0.0035 0.0027
q3 0.0337 0.0322 0.0289 0.0280
q4 0.0357 0.0246 0.0457 0.0305
q5 0.0116 0.0106 0.0125 0.0112
q6 0.0058 0.0055 0.0096 0.0080

Tabla 5.19: Comparación del desempeño de los controladores PD vs PDµ para la trayectoria 2.

qi

RMSE
Trayectoria 3

Sin perturbaciones Con perturbaciones
Clásico Fraccionario Clásico Fraccionario

q1 0.0224 0.0209 0.0535 0.0414
q2 0.0127 0.0117 0.0109 0.0068
q3 0.0600 0.0580 0.0548 0.0538
q4 0.0826 0.0750 0.0901 0.0794
q5 0.0226 0.0208 0.0258 0.0230
q6 0.0185 0.0179 0.0205 0.0191

Tabla 5.20: Comparación del desempeño de los controladores PD vs PDµ para la trayectoria 3.
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Resultados numéricos (simulaciones)

Resultados para la trayectoria 1

(a) (b)

Figura 5.103: Seguimiento de trayectoria de la articulación q1 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.104: Seguimiento de trayectoria de la articulación q2 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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Resultados numéricos (simulaciones)

(a) (b)

Figura 5.105: Seguimiento de trayectoria de la articulación q3 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.106: Seguimiento de trayectoria de la articulación q4 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

102



Resultados numéricos (simulaciones)

(a) (b)

Figura 5.107: Seguimiento de trayectoria de la articulación q5 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.108: Seguimiento de trayectoria de la articulación q6 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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Resultados numéricos (simulaciones)

(a) (b)

Figura 5.109: Par de carga del motor 1 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.110: Par de carga del motor 2 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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Resultados numéricos (simulaciones)

(a) (b)

Figura 5.111: Par de carga del motor 3 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.112: Par de carga del motor 4 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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Resultados numéricos (simulaciones)

(a) (b)

Figura 5.113: Par de carga del motor 5 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.114: Par de carga del motor 6 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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Resultados numéricos (simulaciones)

(a) (b)

Figura 5.115: Velocidad angular del motor 1 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.116: Velocidad angular del motor 2 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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Resultados numéricos (simulaciones)

(a) (b)

Figura 5.117: Velocidad angular del motor 3 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.118: Velocidad angular del motor 4 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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Resultados numéricos (simulaciones)

(a) (b)

Figura 5.119: Velocidad angular del motor 5 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.120: Velocidad angular del motor 6 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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Resultados numéricos (simulaciones)

(a) (b)

Figura 5.121: Flujo magnético en el rotor del motor 1 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.122: Flujo magnético en el rotor del motor 2 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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Resultados numéricos (simulaciones)

(a) (b)

Figura 5.123: Flujo magnético en el rotor del motor 3 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.124: Flujo magnético en el rotor del motor 4 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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Resultados numéricos (simulaciones)

(a) (b)

Figura 5.125: Flujo magnético en el rotor del motor 5 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.126: Flujo magnético en el rotor del motor 6 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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Resultados numéricos (simulaciones)

Resultados para la trayectoria 2

(a) (b)

Figura 5.127: Seguimiento de trayectoria de la articulación q1 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.128: Seguimiento de trayectoria de la articulación q2 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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Resultados numéricos (simulaciones)

(a) (b)

Figura 5.129: Seguimiento de trayectoria de la articulación q3 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.130: Seguimiento de trayectoria de la articulación q4 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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Resultados numéricos (simulaciones)

(a) (b)

Figura 5.131: Seguimiento de trayectoria de la articulación q5 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.132: Seguimiento de trayectoria de la articulación q6 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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Resultados numéricos (simulaciones)

(a) (b)

Figura 5.133: Par de carga del motor 1 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.134: Par de carga del motor 2 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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Resultados numéricos (simulaciones)

(a) (b)

Figura 5.135: Par de carga del motor 3 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.136: Par de carga del motor 4 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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Resultados numéricos (simulaciones)

(a) (b)

Figura 5.137: Par de carga del motor 5 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.138: Par de carga del motor 6 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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Resultados numéricos (simulaciones)

(a) (b)

Figura 5.139: Velocidad angular del motor 1 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.140: Velocidad angular del motor 2 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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Resultados numéricos (simulaciones)

(a) (b)

Figura 5.141: Velocidad angular del motor 3 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.142: Velocidad angular del motor 4 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

120



Resultados numéricos (simulaciones)

(a) (b)

Figura 5.143: Velocidad angular del motor 5 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.144: Velocidad angular del motor 6 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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Resultados numéricos (simulaciones)

(a) (b)

Figura 5.145: Flujo magnético en el rotor del motor 1 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.146: Flujo magnético en el rotor del motor 2 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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Resultados numéricos (simulaciones)

(a) (b)

Figura 5.147: Flujo magnético en el rotor del motor 3 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.148: Flujo magnético en el rotor del motor 4 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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Resultados numéricos (simulaciones)

(a) (b)

Figura 5.149: Flujo magnético en el rotor del motor 5 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.150: Flujo magnético en el rotor del motor 6 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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Resultados numéricos (simulaciones)

Resultados para la trayectoria 3

(a) (b)

Figura 5.151: Seguimiento de trayectoria de la articulación q1 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.152: Seguimiento de trayectoria de la articulación q2 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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Resultados numéricos (simulaciones)

(a) (b)

Figura 5.153: Seguimiento de trayectoria de la articulación q3 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.154: Seguimiento de trayectoria de la articulación q4 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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Resultados numéricos (simulaciones)

(a) (b)

Figura 5.155: Seguimiento de trayectoria de la articulación q5 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.156: Seguimiento de trayectoria de la articulación q6 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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Resultados numéricos (simulaciones)

(a) (b)

Figura 5.157: Par de carga del motor 1 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.158: Par de carga del motor 2 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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Resultados numéricos (simulaciones)

(a) (b)

Figura 5.159: Par de carga del motor 3 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.160: Par de carga del motor 4 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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Resultados numéricos (simulaciones)

(a) (b)

Figura 5.161: Par de carga del motor 5 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.162: Par de carga del motor 6 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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Resultados numéricos (simulaciones)

(a) (b)

Figura 5.163: Velocidad angular del motor 1 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.164: Velocidad angular del motor 2 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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Resultados numéricos (simulaciones)

(a) (b)

Figura 5.165: Velocidad angular del motor 3 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.166: Velocidad angular del motor 4 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.167: Velocidad angular del motor 5 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.168: Velocidad angular del motor 6 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.169: Flujo magnético en el rotor del motor 1 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.170: Flujo magnético en el rotor del motor 2 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.171: Flujo magnético en el rotor del motor 3 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.172: Flujo magnético en el rotor del motor 4 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.173: Flujo magnético en el rotor del motor 5 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.174: Flujo magnético en el rotor del motor 6 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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5.2.2. Modo deslizantes integral

Un controlador tipo modo deslizante integral es aplicado al robot Stanford para el control de sus
articulaciones; para dicho controlador las trayectorias deseadas se obtienen a partir de la cinemática
inversa del manipulador, cuyos parámetros de la matriz de orientación y posición se muestran en la
Tabla 5.21. Los resultados de la sintonización para los controladores clásicos se muestran en las Tablas
5.22 y 5.23; las ganancias y los ordenes para los controladores fraccionarios se muestran en las Tablas
5.24 y 5.25. Las Tablas 5.26, 5.27 y 5.28 muestran la comparación del desempeño de los controladores
para cada una de las articulaciones del manipulador con respecto a cada trayectoria. Los resultados se
muestran de la Figura 5.175 a 5.252.


nx ox ax Px
ny oy ay Py
nz oz az Pz
0 0 0 1

 ,
donde ox = ax = ny = ay = nz = oz = 0 y nx = oy = az = 1 para las tres trayectorias propuestas.

Trayectoria 1 Trayectoria 2 Trayectoria 3
Px 7.50cos(t) 7.50cos(t) 0.20e0.2t

Py 7.52sin(t) 7.52sin(t) 0.22e0.2t

Pz 0.1t −0.15 0.01t

Tabla 5.21: Parámetros de las trayectorias deseadas para los controladores modo deslizante integral
clásico y fraccionario aplicado al robot Stanford.

qi
PI

Kpvd
Kivd Kpvq Kivq

q1 966.2299 157.2703 416.8538 923.3089
q2 412.0334 610.1649 55.5708 757.7075
q3 713.5951 519.9420 981.2427 289.5361
q4 355.0996 450.4817 895.2474 612.1964
q5 412.8055 993.6586 19.8131 946.8145
q6 756.8120 277.3352 313.3580 202.9199

Tabla 5.22: Ganancias de los controladores PI clásicos.
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qi
Modo deslizante integral

Kp Kd K

q1 897.9105 339.2808

0.1843

q2 495.4958 537.0337
q3 55.9789 585.8173
q4 101.3476 250.4725
q5 668.5467 80.0279
q6 247.6448 479.3901

Tabla 5.23: Ganancias de los controladores modo deslizante integral de orden entero.

qi
PIζ

Kpvd
Kivd ζ Kpvq Kivq ζ

q1 662.1879 725.2837 0.8475 524.0772 295.3995 0.7951
q2 859.9560 806.5905 0.7851 125.5727 422.7866 0.9173
q3 574.5307 89.5136 0.8017 180.9850 304.8358 0.7169
q4 564.9090 351.1141 0.7165 838.7095 533.7098 0.7866
q5 417.6797 636.3910 0.8127 533.8394 406.1029 0.8107
q6 924.0758 292.4280 0.7378 277.0544 164.4589 0.7294

Tabla 5.24: Ganancias y ordenes de los controladores PIζ de orden ζ.

qi
Modo deslizante integral

Kp Kd K λ γ

q1 917.3419 369.0974

0.6302

0.9999 0.9999
q2 475.5492 752.4207 0.9998 0.9998
q3 444.4064 880.3755 0.9997 0.9997
q4 142.8416 404.4501 0.9996 0.9996
q5 545.1201 107.3805 0.9995 0.9995
q6 267.6068 905.6380 0.9994 0.9994

Tabla 5.25: Ganancias y ordenes de los controladores modo deslizante integral fraccionarios.
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qi

RMSE
Trayectoria 1

Sin perturbaciones Con perturbaciones
Clásico Fraccionario Clásico Fraccionario

q1 0.0968 0.0951 0.0968 0.0951
q2 0.0204 0.0191 0.0204 0.0191
q3 0.1031 0.0841 0.1072 0.0847
q4 0.2037 0.1682 0.1968 0.1625
q5 0.0586 0.0521 0.0630 0.0545
q6 0.2448 0.2310 0.4422 0.3433

Efector final 0.2897 0.2695 0.2926 0.2718

Tabla 5.26: Comparación del desempeño de los controladores modo deslizante integral de orden entero
vs fraccionario para la trayectoria 1.

qi

RMSE
Trayectoria 2

Sin perturbaciones Con perturbaciones
Clásico Fraccionario Clásico Fraccionario

q1 0.0016 0.0010 0.0023 0.0018
q2 0.0315 0.0296 0.0315 0.0295
q3 0.1424 0.1272 0.1491 0.1286
q4 0.2475 0.2057 0.2356 0.1962
q5 0.0906 0.0796 0.0974 0.0849
q6 0.2606 0.2063 0.3037 0.2237

Efector final 0.1359 0.1310 0.1438 0.1414

Tabla 5.27: Comparación del desempeño de los controladores modo deslizante integral de orden entero
vs fraccionario para la trayectoria 2.

qi

RMSE
Trayectoria 3

Sin perturbaciones Con perturbaciones
Clásico Fraccionario Clásico Fraccionario

q1 0.0046 0.0041 0.0101 0.0091
q2 0.0309 0.0283 0.0310 0.0283
q3 0.0230 0.0093 0.0575 0.0245
q4 0.1693 0.1421 0.1367 0.1188
q5 0.0894 0.0788 0.0961 0.0833
q6 0.1186 0.1024 0.2346 0.1604

Efector final 0.0289 0.0103 0.0752 0.0307

Tabla 5.28: Comparación del desempeño de los controladores modo deslizante integral de orden entero
vs fraccionario para la trayectoria 3.
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Resultados para la trayectoria 1

(a) (b)

Figura 5.175: Seguimiento de trayectoria de la articulación q1 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.176: Seguimiento de trayectoria de la articulación q2 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.177: Seguimiento de trayectoria de la articulación q3 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.178: Seguimiento de trayectoria de la articulación q4 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.179: Seguimiento de trayectoria de la articulación q5 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.180: Seguimiento de trayectoria de la articulación q6 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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Figura 5.181: Seguimiento de trayectoria del efector final sin perturbación

Figura 5.182: Seguimiento de trayectoria del efector final con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.183: Par de carga del motor 1 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.184: Par de carga del motor 2 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.185: Par de carga del motor 3 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.186: Par de carga del motor 4 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.187: Par de carga del motor 5 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.188: Par de carga del motor 6 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.189: Velocidad angular del motor 1 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.190: Velocidad angular del motor 2 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.191: Velocidad angular del motor 3 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.192: Velocidad angular del motor 4 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.193: Velocidad angular del motor 5 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.194: Velocidad angular del motor 6 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.195: Flujo magnético en el rotor del motor 1 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.196: Flujo magnético en el rotor del motor 2 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.197: Flujo magnético en el rotor del motor 3 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.198: Flujo magnético en el rotor del motor 4 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.199: Flujo magnético en el rotor del motor 5 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.200: Flujo magnético en el rotor del motor 6 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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Resultados para la trayectoria 2

(a) (b)

Figura 5.201: Seguimiento de trayectoria de la articulación q1 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.202: Seguimiento de trayectoria de la articulación q2 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.203: Seguimiento de trayectoria de la articulación q3 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.204: Seguimiento de trayectoria de la articulación q4 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.205: Seguimiento de trayectoria de la articulación q5 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.206: Seguimiento de trayectoria de la articulación q6 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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Figura 5.207: Seguimiento de trayectoria del efector final sin perturbación

Figura 5.208: Seguimiento de trayectoria del efector final con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.209: Par de carga del motor 1 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.210: Par de carga del motor 2 (a)sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.211: Par de carga del motor 3 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.212: Par de carga del motor 4 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.213: Par de carga del motor 5 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.214: Par de carga del motor 6 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.215: Velocidad angular del motor 1 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.216: Velocidad angular del motor 2 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.217: Velocidad angular del motor 3 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.218: Velocidad angular del motor 4 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.219: Velocidad angular del motor 5 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.220: Velocidad angular del motor 6 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.221: Flujo magnético en el rotor del motor 1 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.222: Flujo magnético en el rotor del motor 2 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.223: Flujo magnético en el rotor del motor 3 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.224: Flujo magnético en el rotor del motor 4 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.225: Flujo magnético en el rotor del motor 5 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.226: Flujo magnético en el rotor del motor 6 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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Resultados para la trayectoria 3

(a) (b)

Figura 5.227: Seguimiento de trayectoria de la articulación q1 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.228: Seguimiento de trayectoria de la articulación q2 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.229: Seguimiento de trayectoria de la articulación q3 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.230: Seguimiento de trayectoria de la articulación q4 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.231: Seguimiento de trayectoria de la articulación q5 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.232: Seguimiento de trayectoria de la articulación q6 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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Figura 5.233: Seguimiento de trayectoria del efector final sin perturbación

Figura 5.234: Seguimiento de trayectoria del efector final con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.235: Par de carga del motor 1 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.236: Par de carga del motor 2 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.237: Par de carga del motor 3 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.238: Par de carga del motor 4 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.239: Par de carga del motor 5 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.240: Par de carga del motor 6 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

172



Resultados numéricos (simulaciones)

(a) (b)

Figura 5.241: Velocidad angular del motor 1 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.242: Velocidad angular del motor 2 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.243: Velocidad angular del motor 3 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.244: Velocidad angular del motor 4 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.245: Velocidad angular del motor 5 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.246: Velocidad angular del motor 6 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.247: Flujo magnético en el rotor del motor 1 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.248: Flujo magnético en el rotor del motor 2 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.249: Flujo magnético en el rotor del motor 3 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.250: Flujo magnético en el rotor del motor 4 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.251: Flujo magnético en el rotor del motor 5 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.252: Flujo magnético en el rotor del motor 6 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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5.3. PUMA 560

5.3.1. PDµ

El primer control aplicado al robot PUMA 560 es un tipo PDµ fraccionario con las siguientes trayec-
torias; Trayectoria 1 (C.1), Trayectoria 2 (C.3) y Trayectoria 3 (C.5), cuyos parámetros se muestran en
la Tabla 5.29. Los resultados de la sintonización para los controladores clásico y de orden no entero se
muestran en las Tablas 5.30 y 5.31, respectivamente. Las Tablas 5.32, 5.33 y 5.34 muestran la compara-
ción del desempeño de los controladores para cada una de las articulaciones del manipulador respecto
a cada trayectoria. Los resultados se muestran de la Figura 5.253 a 5.324.

qi

Parámetros
Trayectoria 1 Trayectoria 2 Trayectoria 3
a0 a1 b0 b1 b2 b3 b4 c0 c1 c2 c3 c4

1 −π
8 0.15 π

45
π
4

π
50 2 15 -0.234 0.25 -0.15 -0.05 -0.01

2 π
17 0.10 π

35
π
3

π
45 2 7 0.0234 0.025 0.015 0.005 0.001

3 −π
4 0.30 π

30
π
3

π
14 3 10 0.345 0.23 0.15 -0.06 0.03

4 −π
2 0.20 π

25
π
2

π
20 1.5 10 -0.265 0.2 0.1 -0.05 0.05

5 −π
2 0.20 π

25
π
2

π
20 1.5 10 -0.265 0.2 0.1 -0.05 0.05

6 −π
2 0.20 π

25
π
2

π
20 1.5 10 -0.265 0.2 0.1 -0.05 0.05

Tabla 5.29: Parámetros de las trayectorias deseadas para los controladores PD y PDµ aplicado al robot
PUMA 560.

qi
PI PD

Kpvd
Kivd Kpvq Kivq Kp Kd

q1 111.3920 978.0448 164.1360 531.4728 298.1709 50.0712
q2 528.8709 21.4543 88.6013 745.2242 523.4828 70.3266
q3 656.9635 656.0115 700.3944 457.6316 502.9275 49.7858
q4 703.6027 69.2431 665.6986 659.4182 97.2165 59.6659
q5 491.2371 32.7812 765.6638 495.8032 410.0260 30.3269
q6 489.9265 593.5331 780.7892 171.3675 233.4201 29.8476

Tabla 5.30: Ganancias de los controladores PI y PD del robot PUMA 560.

qi
PIζ PDµ

Kpvd
Kivd ζ Kpvq Kivq ζ Kp Kd µ

q1 130.6255 606.9423 0.8972 949.3063 403.9872 0.8125 719.7057 82.2853 0.9774
q2 71.1597 40.5999 0.7918 101.1248 16.1197 0.9271 922.7339 96.2609 0.9801
q3 956.0651 366.6652 0.8868 994.0517 468.0422 0.8550 877.7063 88.7259 0.9217
q4 868.6300 963.1468 0.9463 236.5425 896.8015 0.8385 768.3137 98.3415 0.7902
q5 196.4715 755.7517 0.9020 746.2821 285.8047 0.8885 763.0980 97.2378 0.8828
q6 593.5219 327.9362 0.8186 806.3063 695.0808 0.9350 849.7638 98.8857 0.9607

Tabla 5.31: Ganancias y ordenes de los controladores PIζ y PDµ del robot PUMA 560.
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qi

RMSE
Trayectoria 1

Sin perturbaciones Con perturbaciones
Clásico Fraccionario Clásico Fraccionario

q1 0.0459 0.0172 0.0608 0.0231
q2 0.0896 0.0457 0.1154 0.0623
q3 0.0242 0.0160 0.0544 0.0324
q4 0.0266 0.0234 0.0363 0.0246
q5 0.0342 0.0216 0.0373 0.0228
q6 0.0350 0.0211 0.0416 0.0221

Tabla 5.32: Comparación del desempeño de los controladores PD vs PDµ para la trayectoria 1.

qi

RMSE
Trayectoria 2

Sin perturbaciones Con perturbaciones
Clásico Fraccionario Clásico Fraccionario

q1 0.0191 0.0090 0.0508 0.0240
q2 0.0653 0.0371 0.0590 0.0434
q3 0.0134 0.0086 0.0425 0.0253
q4 0.0036 0.0032 0.0092 0.0036
q5 0.0048 0.0029 0.0059 0.0034
q6 0.0049 0.0029 0.0072 0.0033

Tabla 5.33: Comparación del desempeño de los controladores PD vs PDµ para la trayectoria 2.

qi

RMSE
Trayectoria 3

Sin perturbaciones Con perturbaciones
Clásico Fraccionario Clásico Fraccionario

q1 0.0558 0.0287 0.1293 0.0573
q2 0.0914 0.0461 0.1224 0.0664
q3 0.0258 0.0189 0.0573 0.0335
q4 0.0076 0.0067 0.0083 0.0068
q5 0.0099 0.0062 0.0103 0.0063
q6 0.0101 0.0061 0.0108 0.0062

Tabla 5.34: Comparación del desempeño de los controladores PD vs PDµ para la trayectoria 3.
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Resultados para la trayectoria 1

(a) (b)

Figura 5.253: Seguimiento de trayectoria de la articulación q1 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.254: Seguimiento de trayectoria de la articulación q2 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.255: Seguimiento de trayectoria de la articulación q3 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.256: Seguimiento de trayectoria de la articulación q4 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.257: Seguimiento de trayectoria de la articulación q5 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.258: Seguimiento de trayectoria de la articulación q6 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.259: Par de carga del motor 1 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.260: Par de carga del motor 2 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.261: Par de carga del motor 3 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.262: Par de carga del motor 4 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.263: Par de carga del motor 5 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.264: Par de carga del motor 6 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.265: Velocidad angular del motor 1 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.266: Velocidad angular del motor 2 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.267: Velocidad angular del motor 3 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.268: Velocidad angular del motor 4 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.269: Velocidad angular del motor 5 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.270: Velocidad angular del motor 6 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.271: Flujo magnético en el rotor del motor 1 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.272: Flujo magnético en el rotor del motor 2 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.273: Flujo magnético en el rotor del motor 3 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.274: Flujo magnético en el rotor del motor 4 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.275: Flujo magnético en el rotor del motor 5 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.276: Flujo magnético en el rotor del motor 6 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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Resultados para la trayectoria 2

(a) (b)

Figura 5.277: Seguimiento de trayectoria de la articulación q1 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.278: Seguimiento de trayectoria de la articulación q2 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.279: Seguimiento de trayectoria de la articulación q3 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.280: Seguimiento de trayectoria de la articulación q4 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.281: Seguimiento de trayectoria de la articulación q5 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.282: Seguimiento de trayectoria de la articulación q6 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.283: Par de carga del motor 1 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.284: Par de carga del motor 2 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.285: Par de carga del motor 3 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.286: Par de carga del motor 4 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.287: Par de carga del motor 5 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.288: Par de carga del motor 6 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.289: Velocidad angular del motor 1 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.290: Velocidad angular del motor 2 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.291: Velocidad angular del motor 3 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.292: Velocidad angular del motor 4 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.293: Velocidad angular del motor 5 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.294: Velocidad angular del motor 6 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.295: Flujo magnético en el rotor del motor 1 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.296: Flujo magnético en el rotor del motor 2 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.297: Flujo magnético en el rotor del motor 3 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.298: Flujo magnético en el rotor del motor 4 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.299: Flujo magnético en el rotor del motor 5 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.300: Flujo magnético en el rotor del motor 6 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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Resultados para la trayectoria 3

(a) (b)

Figura 5.301: Seguimiento de trayectoria de la articulación q1 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.302: Seguimiento de trayectoria de la articulación q2 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.303: Seguimiento de trayectoria de la articulación q3 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.304: Seguimiento de trayectoria de la articulación q4 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.305: Seguimiento de trayectoria de la articulación q5 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.306: Seguimiento de trayectoria de la articulación q6 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.307: Par de carga del motor 1 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.308: Par de carga del motor 2 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.309: Par de carga del motor 3 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.310: Par de carga del motor 4 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.311: Par de carga del motor 5 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.312: Par de carga del motor 6 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.313: Velocidad angular del motor 1 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.314: Velocidad angular del motor 2 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.315: Velocidad angular del motor 3 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.316: Velocidad angular del motor 4 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.317: Velocidad angular del motor 5 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.318: Velocidad angular del motor 6 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.319: Flujo magnético en el rotor del motor 1 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.320: Flujo magnético en el rotor del motor 2 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.321: Flujo magnético en el rotor del motor 3 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.322: Flujo magnético en el rotor del motor 4 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.323: Flujo magnético en el rotor del motor 5 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.324: Flujo magnético en el rotor del motor 6 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

216



Resultados numéricos (simulaciones)

5.3.2. Red Neuronal

Un controlador red neuronal es aplicado al robot PUMA 560 para el control de sus articulaciones; para
dicho controlador las trayectorias deseadas se obtienen a partir de la cinemática inversa del manipulador,
cuyos parámetros de la matriz de orientación y posición se muestran en la Tabla 5.35. Los resultados
de la sintonización para los controladores clásicos se muestran en las Tablas 5.36 y 5.37; las ganancias
y los ordenes para los controladores fraccionarios se muestran en las Tablas 5.38 y 5.39. En las Tablas
5.40, 5.41 y 5.42 muestran la comparación del desempeño de los controladores para cada una de las
articulaciones del manipulador con respecto a cada trayectoria. Los resultados se muestran de la Figura
5.325 a 5.402.


nx ox ax Px
ny oy ay Py
nz oz az Pz
0 0 0 1

 ,
donde ox = ax = ny = ay = nz = oz = 0 y nx = oy = az = 1 para las tres trayectorias propuestas.

Trayectoria 1 Trayectoria 2 Trayectoria 3
Px 0.50cos(t) + 0.2 0.40cos(t) 0.20e0.2t

Py 0.52sin(t) + 0.1 0.42sin(t) 0.22e0.2t

Pz 0.05t− 0.07 0.15 0.09t

Tabla 5.35: Parámetros de las trayectorias deseadas para el controlador red neuronal clásico y fraccio-
nario aplicado al robot PUMA 560.

qi
PI

Kpvd
Kivd Kpvq Kivq

q1 997.5389 265.5785 109.4499 28.3508
q2 803.8663 92.4307 938.9916 933.3514
q3 858.1842 804.4154 137.9026 741.6875
q4 335.5045 147.3411 960.5476 541.7471
q5 551.9030 649.1551 101.2272 572.1464
q6 905.7292 874.5649 824.4113 237.9147

Tabla 5.36: Ganancias de los controladores PI clásicos.
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qi
Red neuronal

Kd Λ η

q1 145.0071 30.2727

0.3969

q2 130.5295 44.4760
q3 141.3043 67.8469
q4 67.7159 39.0138
q5 42.5934 34.2521
q6 32.4477 34.0169

Tabla 5.37: Ganancias del controlador red neuronal de orden entero.

qi
PIζ

Kpvd
Kivd ζ Kpvq Kivq ζ

q1 62.0203 320.9359 0.9487 635.0445 689.1190 0.8965
q2 660.8565 140.3375 0.9632 882.2822 411.6171 0.8901
q3 883.7585 717.8659 0.9135 380.1528 892.7095 0.9168
q4 616.7167 122.5647 0.9036 621.6331 771.4292 0.9587
q5 424.7218 462.5355 0.9752 335.7216 871.0443 0.9165
q6 158.8805 710.6484 0.9852 673.5035 611.4579 0.9201

Tabla 5.38: Ganancias y ordenes de los controladores PIζ de orden ζ.

qi
Red neuronal

Kd Λ η ϑ ψ

q1 192.9226 18.7206

0.1192

0.9587

0.9492

q2 198.8418 78.3024 0.9784
q3 188.0789 95.1818 0.9163
q4 99.1330 1.2361 0.9038
q5 80.7701 79.0668 0.8967
q6 71.1434 50.6072 0.9846

Tabla 5.39: Ganancias y ordenes del controlador red neuronal fraccionario.
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qi

RMSE
Trayectoria 1

Sin perturbaciones Con perturbaciones
Clásico Fraccionario Clásico Fraccionario

q1 0.0065 0.0056 0.0096 0.0091
q2 0.0321 0.0268 0.0323 0.0268
q3 0.1132 0.1052 0.1135 0.1054
q4 0.1924 0.1726 0.1937 0.1743
q5 0.0762 0.0624 0.0770 0.0628
q6 0.2620 0.1891 0.2656 0.1904

Efector final 0.0438 0.0385 0.0442 0.0389

Tabla 5.40: Comparación del desempeño del controlador red neuronal de orden entero vs fraccionario
para la trayectoria 1.

qi

RMSE
Trayectoria 2

Sin perturbaciones Con perturbaciones
Clásico Fraccionario Clásico Fraccionario

q1 0.0279 0.0229 0.0285 0.0240
q2 0.1123 0.0944 0.1126 0.0946
q3 0.1487 0.1384 0.1491 0.1388
q4 0.1924 0.1726 0.1937 0.1745
q5 0.0749 0.0614 0.0756 0.0618
q6 0.2564 0.1855 0.2600 0.1868

Efector final 0.0468 0.0402 0.0470 0.0405

Tabla 5.41: Comparación del desempeño del controlador red neuronal de orden entero vs fraccionario
para la trayectoria 2.

qi

RMSE
Trayectoria 3

Sin perturbaciones Con perturbaciones
Clásico Fraccionario Clásico Fraccionario

q1 0.0238 0.0234 0.0237 0.0234
q2 0.0974 0.0809 0.0977 0.0811
q3 0.1637 0.1523 0.1642 0.1527
q4 0.0859 0.0772 0.0865 0.0777
q5 0.0931 0.0764 0.0941 0.0768
q6 0.1060 0.0767 0.1074 0.0772

Efector final 0.0486 0.0429 0.0487 0.0429

Tabla 5.42: Comparación del desempeño del controlador red neuronal de orden entero vs fraccionario
para la trayectoria 3.
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Resultados para la trayectoria 1

(a) (b)

Figura 5.325: Seguimiento de trayectoria de la articulación q1 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.326: Seguimiento de trayectoria de la articulación q2 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.327: Seguimiento de trayectoria de la articulación q3 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.328: Seguimiento de trayectoria de la articulación q4 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.329: Seguimiento de trayectoria de la articulación q5 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.330: Seguimiento de trayectoria de la articulación q6 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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Figura 5.331: Seguimiento de trayectoria del efector final sin perturbación

Figura 5.332: Seguimiento de trayectoria del efector final con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.333: Par de carga del motor 1 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.334: Par de carga del motor 2 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

224



Resultados numéricos (simulaciones)

(a) (b)

Figura 5.335: Par de carga del motor 3 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.336: Par de carga del motor 4 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.337: Par de carga del motor 5 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.338: Par de carga del motor 6 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.339: Velocidad angular del motor 1 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.340: Velocidad angular del motor 2 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.341: Velocidad angular del motor 3 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.342: Velocidad angular del motor 4 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.343: Velocidad angular del motor 5 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.344: Velocidad angular del motor 6 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.345: Flujo magnético en el rotor del motor 1 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.346: Flujo magnético en el rotor del motor 2 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.347: Flujo magnético en el rotor del motor 3 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.348: Flujo magnético en el rotor del motor 4 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.349: Flujo magnético en el rotor del motor 5 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.350: Flujo magnético en el rotor del motor 6 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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Resultados para la trayectoria 2

(a) (b)

Figura 5.351: Seguimiento de trayectoria de la articulación q1 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.352: Seguimiento de trayectoria de la articulación q2 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.353: Seguimiento de trayectoria de la articulación q3 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.354: Seguimiento de trayectoria de la articulación q4 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.355: Seguimiento de trayectoria de la articulación q5 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.356: Seguimiento de trayectoria de la articulación q6 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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Figura 5.357: Seguimiento de trayectoria del efector final sin perturbación

Figura 5.358: Seguimiento de trayectoria del efector final con perturbación

236



Resultados numéricos (simulaciones)

(a) (b)

Figura 5.359: Par de carga del motor 1 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.360: Par de carga del motor 2 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.361: Par de carga del motor 3 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.362: Par de carga del motor 4 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.363: Par de carga del motor 5 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.364: Par de carga del motor 6 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.365: Velocidad angular del motor 1 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.366: Velocidad angular del motor 2 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.367: Velocidad angular del motor 3 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.368: Velocidad angular del motor 4 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.369: Velocidad angular del motor 5 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.370: Velocidad angular del motor 6 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.371: Flujo magnético en el rotor del motor 1 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.372: Flujo magnético en el rotor del motor 2 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

243



Resultados numéricos (simulaciones)

(a) (b)

Figura 5.373: Flujo magnético en el rotor del motor 3 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.374: Flujo magnético en el rotor del motor 4 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.375: Flujo magnético en el rotor del motor 5 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.376: Flujo magnético en el rotor del motor 6 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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Resultados para la trayectoria 3

(a) (b)

Figura 5.377: Seguimiento de trayectoria de la articulación q1 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.378: Seguimiento de trayectoria de la articulación q2 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.379: Seguimiento de trayectoria de la articulación q3 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.380: Seguimiento de trayectoria de la articulación q4 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.381: Seguimiento de trayectoria de la articulación q5 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.382: Seguimiento de trayectoria de la articulación q6 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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Figura 5.383: Seguimiento de trayectoria del efector final sin perturbación

Figura 5.384: Seguimiento de trayectoria del efector final con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.385: Par de carga del motor 1 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.386: Par de carga del motor 2 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.387: Par de carga del motor 3 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.388: Par de carga del motor 4 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.389: Par de carga del motor 5 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.390: Par de carga del motor 6 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.391: Velocidad angular del motor 1 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.392: Velocidad angular del motor 2 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.393: Velocidad angular del motor 3 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.394: Velocidad angular del motor 4 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.395: Velocidad angular del motor 5 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.396: Velocidad angular del motor 6 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.397: Flujo magnético en el rotor del motor 1 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.398: Flujo magnético en el rotor del motor 2 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.399: Flujo magnético en el rotor del motor 3 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.400: Flujo magnético en el rotor del motor 4 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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(a) (b)

Figura 5.401: Flujo magnético en el rotor del motor 5 (a) sin perturbación y (b) con perturbación

(a) (b)

Figura 5.402: Flujo magnético en el rotor del motor 6 (a) sin perturbación y (b) con perturbación
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5.4. Conclusiones y trabajos futuros

5.4.1. Conclusiones

El modelo dinámico de los robots SCARA, Stanford y PUMA 560 se obtuvieron mediante el formulis-
mo de Euler-Lagrange de orden no-entero, las derivadas fraccionarias aplicadas fueron en el sentido de
Caputo-Fabrizio y Atangana-Baleanu-Caputo con el propósito de visualizar el comportamiento de los
casos de estudio en lazo abierto y, así poder determinar cuál derivada fraccionaria utilizar al aplicar
control a los manipuladores. Los modelos dinámicos fraccionarios generalizan a los modelos de orden
entero y, cuando el orden de la derivada es igual a uno, se recupera el caso clásico.

Para los sistemas en lazo cerrado, se efectúa una comparación del desempeño de los controladores
de orden fraccionario con su contraparte de orden entero mediante la raíz del error cuadrático medio
(RMSE por sus siglas en inglés) para visualizar la diferencia que hay entre ambos controladores. Pode-
mos notar que al aplicar las perturbaciones a los sistemas, el control PD clásico aumenta más el error,
mientras el control PDµ fraccionario amortigua más las perturbaciones. En el caso de los controladores
adaptable basado en pasividad, modo deslizante integral y red neuronal fraccionario las perturbaciones
que se agregan a los robots manipuladores casi en su totalidad amortigua dichas perturbaciones.

En general, los controladores fraccionarios para el seguimiento de trayectoria son más robustos an-
te fuerzas externas, fricciones y cambios de trayectorias que los controladores clásicos, esto debido a
que el cálculo fraccionario da ventajas, por ejemplo; el orden de la derivada e integral son fraccionarios,
este parámetro ayuda a tener una mejor sintonización; ademas, se pueden utilizar diferentes definiciones
de derivada e integral dependiendo la aplicación y/o uso; las derivadas fraccionarias son no-locales, lo
que quiere decir que tiene efectos de memoria que permiten predecir y amortiguar comportamientos no
deseados; y debido que son de orden fraccionario generalizan a los controladores clásicos y, cuando el
orden es igual a uno se recuperan los casos clásicos. Para los controladores PI fraccionarios aplicados a
los motores de inducción permite en algunos casos disminuir el valor de los parámetros, lo cual genera
bajo consumo de energía.

5.4.2. Trabajos futuros

Entre los trabajos futuros se encuentran:

La implementación de controladores fraccionarios.

Utilizar diferentes tipos de actuadores en los manipuladores.

Incluir una carga en el modelo.

Aplicar el cálculo de orden no entero a otros robots.

Utilizar otras derivadas fraccionarias a los manipuladores.

Diseñar diferentes leyes de control fraccionario y compararlo con el caso clásico.
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Anexo A

Cinemática Directa

La cinemática directa de robots manipuladores proporciona elementos para analizar y diseñar el despla-
zamiento de trayectorias del robot, así como la orientación de la herramienta de trabajo. Dependiendo
del tipo de articulaciones que se encuentren incluidas en la estructura mecánica del robot, estas pueden
ser rotacionales o lineales [Reyes, 2011].

A.1. SCARA

Para obtener las matrices de paso Ai, solo hay que sustituir los parámetros de la Tabla A.1 en (A.1)

Ai =


Cθi −SθiCαi SθiSαi aiCθi
Sθi CθiCαi −CθiSαi aiSθi
0 Sαi Cαi di
0 0 0 1

 , (A.1)

ii θi di ai αi
1 q1 0 l1 0◦

2 q2 0 l2 0◦

3 q3 0 0 0◦

4 0 d4 0 0◦

Tabla A.1: Parámetros Denavit-Hartenberg estándar del robot SCARA.

I Para A1

A1 =


Cq1 −Sq1 0 l1Cq1
Sq1 Cq1 0 l1Sq1
0 0 1 0
0 0 0 1

 . (A.2)

I Para A2

A2 =


Cq2 −Sq2 0 l2Cq2
Sq2 Cq2 0 l2Sq2
0 0 1 0
0 0 0 1

 . (A.3)
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I Para A3

A3 =


Cq3 −Sq3 0 0
Sq3 Cq3 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 . (A.4)

I Para A3

A4 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 d4
0 0 0 1

 . (A.5)

La matriz de transformación homogénea que relaciona los referenciales base y del efector final se calcula
como

Tn
0 =

n∏
i=1

Ai = A1A2 · · ·An =


nx ox ax px
ny oy ay py
nz oz az pz
0 0 0 1

 , (A.6)

donde n es el número de articulaciones del manipulador.
I T1

0 = A1 =

T1
0 =


Cq1 −Sq1 0 l1Cq1
Sq1 Cq1 0 l1Sq1
0 0 1 0
0 0 0 1

 . (A.7)

I T2
0 = A1A2 =

T2
0 =


Cq1+q2 −Sq1+q2 0 l1Cq1 + l2Cq1+q2
Sq1+q2 Cq1+q2 0 l1Sq1 + l2Sq1+q2

0 0 1 0
0 0 0 1

 . (A.8)

I T3
0 = T2

0A3 =

T3
0 =


Cq1+q2+q3 −Sq1+q2+q3 0 l1Cq1 + l2Cq1+q2
Sq1+q2+q3 Cq1+q2+q3 0 l1Sq1 + l2Sq1+q2

0 0 1 0
0 0 0 1

 . (A.9)

I T4
0 = T3

0A4 =

T4
0 =


Cq1+q2+q3 −Sq1+q2+q3 0 l1Cq1 + l2Cq1+q2
Sq1+q2+q3 Cq1+q2+q3 0 l1Sq1 + l2Sq1+q2

0 0 1 d4
0 0 0 1

 . (A.10)

De acuerdo a la ecuación (A.6), la ecuación (A.10) corresponde a la cinemática directa del robot
SCARA, necesaria para obtener la posición y orientación del efector final.

nx ox ax px
ny oy ay py
nz oz az pz
0 0 0 1

 =


Cq1+q2+q3 −Sq1+q2+q3 0 l1Cq1 + l2Cq1+q2
Sq1+q2+q3 Cq1+q2+q3 0 l1Sq1 + l2Sq1+q2

0 0 1 d4
0 0 0 1

 . (A.11)
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A.2. Stanford

Para obtener las matrices de paso Ai sustituimos los parámetros de la Tabla A.2 en (A.1)

ii θi di ai αi
1 q1 0 0 −90◦

2 q2 l2 0 90◦

3 0 d3 0 0◦

4 q4 0 0 −90◦

5 q5 0 0 90◦

6 q6 0 0 0◦

Tabla A.2: Parámetros Denavit-Hartenberg estándar del robot Stanford.

I Para A1

A1 =


Cq1 0 −Sq1 0
Sq1 0 Cq1 0
0 −1 0 0
0 0 0 1

 . (A.12)

I Para A2

A2 =


Cq2 0 Sq2 0
Sq2 0 −Cq2 0
0 1 0 l2
0 0 0 1

 . (A.13)

I Para A3

A3 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 d3
0 0 0 1

 . (A.14)

I Para A4

A4 =


Cq4 0 −Sq4 0
Sq4 0 Cq4 0
0 −1 0 0
0 0 0 1

 . (A.15)

I Para A5

A5 =


Cq5 0 Sq5 0
Sq5 0 −Cq5 0
0 1 0 0
0 0 0 1

 . (A.16)

I Para A6

A6 =


Cq6 −Sq6 0 0
Sq6 Cq6 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 . (A.17)
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Las matrices de transformación homogénea son
I T1

0 = A1 =

T1
0 =


Cq1 0 −Sq1 0
Sq1 0 Cq1 0
0 −1 0 0
0 0 0 1

 . (A.18)

I T2
0 = A1A2 =

T2
0 =


Cq1Cq2 −Sq1 Cq1Sq2 −l2Sq1
Sq1Cq2 Cq1 Sq1Sq2 l2Cq1
−Sq2 0 Cq2 0

0 0 0 1

 . (A.19)

I T3
0 = T2

0A3 =

T3
0 =


Cq1Cq2 −Sq1 Cq1Sq2 d3Cq1Sq2 − l2Sq1
Sq1Cq2 Cq1 Sq1Sq2 d3Sq1Sq2 + l2Cq1
−Sq2 0 Cq2 d3Cq2

0 0 0 1

 . (A.20)

I T4
0 = T3

0A4 =

T4
0 =


Cq1Cq2Cq4 − Sq1Sq4 −Cq1Sq2 −Cq1Cq2Sq4 − Sq1Cq4 d3Cq1Sq2 − l2Sq1
Sq1Cq2Cq4 + Cq1Sq4 −Sq1Sq2 −Sq1Cq2Sq4 + Cq1Cq4 d3Sq1Sq2 + l2Cq1

−Sq2Cq4 −Cq2 Sq2Sq4 d3Cq2
0 0 0 1

 . (A.21)

I T5
0 = T4

0A5 =

T5
0 =


(Cq1Cq2Cq4 − Sq1Sq4)Cq5 − Cq1Sq2Sq5 −Cq1Cq2Sq4 − Sq1Cq4 · · ·
(Sq1Cq2Cq4 + Cq1Sq4)Cq5 − Sq1Sq2Sq5 −Sq1Cq2Sq4 + Cq1Cq4 · · ·

−Sq2Cq4Cq5 − Cq2Sq5 Sq2Sq4 · · ·
0 0 · · ·

· · · (Cq1Cq2Cq4 − Sq1Sq4)Sq5 + Cq1Sq2Cq5 d3Cq1Sq2 − l2Sq1
· · · (Sq1Cq2Cq4 + Cq1Sq4)Sq5 + Sq1Sq2Cq5 d3Sq1Sq2 + l2Cq1
· · · −Sq2Cq4Sq5 + Cq2Cq5 d3Cq2
· · · 0 1

 . (A.22)

I T6
0 = T5

0A6 =

T6
0 =


[(Cq1Cq2Cq4 − Sq1Sq4)Cq5 − Cq1Sq2Sq5 ]Cq6 − (Cq1Cq2Sq4 + Sq1Cq4)Sq6 · · ·
[(Sq1Cq2Cq4 + Cq1Sq4)Cq5 − Sq1Sq2Sq5 ]Cq6 − (Sq1Cq2Sq4 − Cq1Cq4)Sq6 · · ·

(−Sq2Cq4Cq5 − Cq2Sq5)Cq6 + Sq2Sq4Sq6 · · ·
0 · · ·

· · · − [(Cq1Cq2Cq4 − Sq1Sq4)Cq5 − Cq1Sq2Sq5 ]Sq6 − (Cq1Cq2Sq4 + Sq1Cq4)Cq6 · · ·
· · · − [(Sq1Cq2Cq4 + Cq1Sq4)Cq5 − Sq1Sq2Sq5 ]Sq6 − (Sq1Cq2Sq4 − Cq1Cq4)Cq6 · · ·
· · · (Sq2Cq4Cq5 + Cq2Sq5)Sq6 + Sq2Sq4Cq6 · · ·
· · · 0 · · ·
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· · · (Cq1Cq2Cq4 − Sq1Sq4)Sq5 + Cq1Sq2Cq5 d3Cq1Sq2 − l2Sq1
· · · (Sq1Cq2Cq4 + Cq1Sq4)Sq5 + Sq1Sq2Cq5 d3Sq1Sq2 + l2Cq1
· · · −Sq2Cq4Sq5 + Cq2Cq5 d3Cq2
· · · 0 1

 . (A.23)

A.3. PUMA 560

Para obtener las matrices de paso Ai, solo hay que sustituir los parámetros de la Tabla A.3 en (A.24)

Ai =


Cθi −Sθi 0 ai−1

SθiCαi−1 CθiCαi−1 −Sαi−1 −diSαi−1

SθiSαi−1 CθiSαi−1 Cαi−1 diCαi−1

0 0 0 1

 , (A.24)

ii θi di ai−1 αi−1
1 q1 0 0 0◦

2 q2 d2 0 −90◦

3 q3 d3 a2 0◦

4 q4 d4 a3 90◦

5 q5 0 0 −90◦

6 q6 0 0 90◦

Tabla A.3: Parámetros Denavit-Hartenberg modificado del robot PUMA 560.

I Para A1

A1 =


Cq1 −Sq1 0 0
Sq1 Cq1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 . (A.25)

I Para A2

A2 =


Cq2 −Sq2 0 0
0 0 1 d2
−Sq2 −Cq2 0 0

0 0 0 1

 . (A.26)

I Para A3

A3 =


Cq3 −Sq3 0 a2
Sq3 Cq3 0 0
0 0 1 d3
0 0 0 1

 . (A.27)

I Para A4

A4 =


Cq4 −Sq4 0 a3
0 0 −1 −d4
Sq4 Cq4 0 0
0 0 0 1

 . (A.28)
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I Para A5

A5 =


Cq5 −Sq5 0 0
0 0 1 0
−Sq5 −Cq5 0 0

0 0 0 1

 . (A.29)

I Para A6

A6 =


Cq6 −Sq6 0 0
0 0 −1 0
Sq6 Cq6 0 0
0 0 0 1

 . (A.30)

Las matrices de transformación homogénea son
I T1

0 = A1 =

T1
0 =


Cq1 −Sq1 0 0
Sq1 Cq1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 . (A.31)

I T2
0 = A1A2 =

T2
0 =


Cq1Cq2 −Cq1Sq2 −Sq1 −d2Sq1
Sq1Cq2 −Sq1Sq2 Cq1 d2Cq1
−Sq2 −Cq2 0 0

0 0 0 1

 . (A.32)

I T3
0 = T2

0A3 =

T3
0 =


Cq1Cq2+q3 −Cq1Sq2+q3 −Sq1 a2Cq1Cq2 − Sq1(d2 + d3)
Sq1Cq2+q3 −Sq1Sq2+q3 Cq1 a2Sq1Cq2 + Cq1(d2 + d3)
−Sq2+q3 −Cq2+q3 0 −a2Sq2

0 0 0 1

 . (A.33)

I T4
0 = T3

0A4 =

T4
0 =


Cq1Cq2+q3Cq4 − Sq1Sq4 −Cq1Cq2+q3Sq4 − Sq1Cq4 Cq1Sq2+q3 a
Sq1Cq2+q3Cq4 + Cq1Sq4 −Sq1Cq2+q3Sq4 + Cq1Cq4 Sq1Sq2+q3 b

−Sq2+q3Cq4 Sq2+q3Sq4 Cq2+q3 c
0 0 0 1

 . (A.34)

I T5
0 = T4

0A5 =

T5
0 =


d g j a
e h k b
f i l c
0 0 0 1

 . (A.35)

I T6
0 = T5

0A6 =

T6
0 =


dCq6 + jSq6 −dSq6 + jCq6 −g a
eCq6 + kSq6 −eSq6 + kCq6 −h b
fCq6 + lSq6 −fSq6 + lCq6 −i c

0 0 0 1

 , (A.36)
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donde,
a = Cq1(a2Cq2 + a3Cq2+q3 + d4Sq2+q3)− Sq1(d2 + d3),
b = Sq1(a2Cq2 + a3Cq2+q3 + d4Sq2+q3) + Cq1(d2 + d3),
c = −a2Sq2 − a3Sq2+q3 + d4Cq2+q3 ,
d = (Cq1Cq2+q3Cq4 − Sq1Sq4)Cq5 − Cq1Sq2+q3Sq5 ,
e = (Sq1Cq2+q3Cq4 + Cq1Sq4)Cq5 − Sq1Sq2+q3Sq5 ,
f = −Sq2+q3Cq4Cq5 − Cq2+q3Sq5 ,
g = −(Cq1Cq2+q3Cq4 − Sq1Sq4)Sq5 − Cq1Sq2+q3Cq5 ,
h = −(Sq1Cq2+q3Cq4 + Cq1Sq4)Sq5 − Sq1Sq2+q3Cq5 ,
i = Sq2+q3Cq4Sq5 − Cq2+q3Cq5 ,
j = −Cq1Cq2+q3Sq4 − Sq1Cq4 ,
k = −Sq1Cq2+q3Sq4 + Cq1Cq4 ,
l = Sq2+q3Sq4 .

De acuerdo a la ecuación (A.6), la ecuación (A.36) corresponde a la cinemática directa del robot
PUMA 560, necesaria para obtener la posición y orientación del efector final.

nx ox ax px
ny oy ay py
nz oz az pz
0 0 0 1

 =


dCq6 + jSq6 −dSq6 + jCq6 −g a
eCq6 + kSq6 −eSq6 + kCq6 −h b
fCq6 + lSq6 −fSq6 + lCq6 −i c

0 0 0 1

 . (A.37)
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Jacobiano

Considerando un manipulador n−enlaces con variables articulares q1, ..., qn, la matriz de transformación
del marco del efector final al marco base está denotado como

Tn0 (q) =

[
Rn0 (q) on0 (q)

0 1

]
, (B.1)

donde q = [q1, ..., qn]T es el vector de variables articulares. A medida que el robot se mueve, las variables
articulares qi y la posición on0 y orientación Rn0 del efector final son funciones de tiempo. El objetivo es
relacionar la velocidad lineal y angular del efector final al vector de velocidad articulares.

vn0 = ȯn0 , (B.2)

donde vn0 es el vector de velocidad lineal del efector final.

ωn0 = Ṙn0 (Rn0 )T , (B.3)

donde ωn0 es el vector de velocidad angular del efector final. Se pueden expresar de la siguiente forma

vn0 = Jvq̇, (B.4)

ωn0 = Jωq̇, (B.5)

donde Jv y Jω son matrices 3× n. Las ecuaciones B.4 y B.5 se pueden escribir juntas como[
vn0
ωn0

]
= Jn0 (q)q̇, (B.6)

donde Jn0 (q) es llamado Jacobiano.

Ahora la matriz jacobiana del robot para un punto p se representa como

Jp(q) =

[
Jv
Jω

]
, (B.7)

donde,

Jvi =

{
zi−1 Prismática

zi−1 × (on − oi−1) Rotacional
(B.8)
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Jωi =

{ −→
0 Prismática

zi−1 Rotacional
(B.9)

donde n es la cantidad de articulaciones y
−→
0 es un vector fila de 3 × 1 de ceros. El origen oi y el

eje zi corresponden a los tres primeros elementos de la tercera y cuarta columna de la matriz Ti
0

respectivamente.

B.1. SCARA

Aplicando las ecuaciones (B.8) y (B.9), la matriz jacobiana del robot SCARA para el punto p queda
expresada de la siguiente forma

Jp(q) =

[
z0 × (o4 − o0) z1 × (o4 − o1) z2 × (o4 − o2) z3

z0 z1 z2
−→
0

]
, (B.10)

donde,

o0 =

0
0
0

 ,o1 =

l1Cq1l1Sq1
0

 ,o2 =

l1Cq1 + l2Cq1+q2
l1Sq1 + l2Sq1+q2

0

 ,o3 =

l1Cq1 + l2Cq1+q2
l1Sq1 + l2Sq1+q2

0

 ,o4 =

l1Cq1 + l2Cq1+q2
l1Sq1 + l2Sq1+q2

d4

 ,

z0 =

0
0
1

 , z1 =

0
0
1

 , z2 =

0
0
1

 , z3 =

0
0
1

 , z4 =

0
0
1

 .
Si se sustituyen los orígenes oi y los ejes zi en la matriz jacobiana y se realizan las operaciones corres-
pondientes, finalmente se obtiene la matriz jacobiana que relaciona la velocidad lineal y angular del
efector final.

Jp(q) =



−l1Sq1 − l2Sq1+q2 −l2Sq1+q2 0 0
l1Cq1 + l2Cq1+q2 l2Cq1+q2 0 0

0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
1 1 1 0

 . (B.11)

B.2. Stanford

Aplicando las ecuaciones (B.8) y (B.9), la matriz jacobiana del robot Stanford para el punto p queda
expresada de la siguiente forma

Jp(q) =

[
z0 × (o6 − o0) z1 × (o6 − o1) z2 z3 × (o6 − o3) z4 × (o6 − o4) z5 × (o6 − o5)

z0 z1
−→
0 z3 z4 z5

]
,

(B.12)
donde,

o0 = o1 =

0
0
0

 ,o2 =

−l2Sq1l2Cq1
0

 ,o3 = o4 = o5 = o6 =

d3Cq1Sq2 − l2Sq1d3Sq1Sq2 + l2Cq1
d3Cq2

 ,
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z0 =

0
0
1

 , z1 =

−Sq1Cq1
0

 , z2 = z3 =

Cq1Sq2Sq1Sq2
Cq2

 , z4 =

−Cq1Cq2Sq4 − Sq1Cq4−Sq1Cq2Sq4 + Cq1Cq4
Sq2Sq4

 ,
z5 = z6 =

(Cq1Cq2Cq4 − Sq1Sq4)Sq5 + Cq1Sq2Cq5
(Sq1Cq2Cq4 + Cq1Sq4)Sq5 + Sq1Sq2Cq5

−Sq2Cq4Sq5 + Cq2Cq5

 .
Si se sustituyen los orígenes oi y los ejes zi en la matriz jacobiana y se realizan las operaciones corres-
pondientes, finalmente se obtiene la matriz jacobiana que relaciona la velocidad lineal y angular del
efector final.

Jp(q) =



−d3Sq1Sq2 − l2Cq1 d3Cq1Cq2 Cq1Sq2 0 · · ·
d3Cq1Sq2 − l2Sq1 d3Sq1Cq2 Sq1Sq2 0 · · ·

0 −d3Sq2 Cq2 0 · · ·
0 −Sq1 0 Cq1Sq2 · · ·
0 Cq1 0 Sq1Sq2 · · ·
1 0 0 Cq2 · · ·

· · · 0 0
· · · 0 0
· · · 0 0
· · · −Cq1Cq2Sq4 − Sq1Cq4 (Cq1Cq2Cq4 − Sq1Sq4)Sq5 + Cq1Sq2Cq5
· · · −Sq1Cq2Sq4 + Cq1Cq4 (Sq1Cq2Cq4 + Cq1Sq4)Sq5 + Sq1Sq2Cq5
· · · Sq2Sq4 −Sq2Cq4Sq5 + Cq2Cq5

 . (B.13)

B.3. PUMA 560

Aplicando las ecuaciones (B.8) y (B.9), la matriz jacobiana del robot PUMA 560 para el punto p queda
expresada de la siguiente forma

Jp(q) =

[
z1 × (o6 − o1) z2 × (o6 − o2) z3 × (o6 − o3) z4 × (o6 − o4) z5 × (o6 − o5) z6 × (o6 − o6)

z1 z2 z3 z4 z5 z6

]
,

(B.14)
donde,

o1 =

0
0
0

 ,o2 =

−d2Sq1d2Cq1
0

 ,o3 =

a2Cq1Cq2 − Sq1(d2 + d3)
a2Sq1Cq2 + Cq1(d2 + d3)

−a2Sq2

 ,o4 = o5 = o6 =

a
b
c

 ,

z1 =

0
0
1

 , z2 = z3 =

−Sq1Cq1
0

 , z4 =

Cq1Sq2+q3Sq1Sq2+q3
Cq2+q3

 , z5 =

 j
k
l

 , z6 =

−g
−h
−i

 ,
donde a, b, c, g, h, i, j, k, l, se encuentran descritas en el Anexo A. Si se sustituyen los orígenes oi y
los ejes zi en la matriz jacobiana y se realizan las operaciones correspondientes, finalmente se obtiene
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la matriz jacobiana que relaciona la velocidad lineal y angular del efector final.

J(q) =



−b Cq1c Cq1(−a3Sq2+q3 + d4Cq2+q3) 0 0 0
a Sq1c Sq1(−a3Sq2+q3 + d4Cq2+q3) 0 0 0
0 −a2Cq2 − a3Cq2+q3 − d4Sq2+q3 −a3Cq2+q3 − d4Sq2+q3 0 0 0
0 −Sq1 −Sq1 Cq1Sq2+q3 j −g
0 Cq1 Cq1 Sq1Sq2+q3 k −h
1 0 0 Cq2+q3 l −i

 .
(B.15)
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Anexo C

Trayectorias

En este anexo se presentan la forma de las trayectorias que se utilizaron para las articulaciones de cada
manipulador, dichas trayectorias están expresadas en las siguientes ecuaciones

C.1. Tipo senos, cosenos y exponenciales

qd(t) = a0cos(t)[e
cos(t) − 2cos(4t)] + a1, (C.1)

qd(t) = qin +

(
qf − qin

2

)[
1− cos

(
πt

tf

)]
, (C.2)

qd(t) = b0 + b1(1− e−b3t
3
) + b2(1− e−b3t

3
)sin(b4t), (C.3)

qd(t) = k0sin(k1t) + k2cos(k3t), (C.4)

qd(t) = c0 + c1sin(πt) + c2sin(2πt) + c3sin(3πt) + c4sin(4πt), (C.5)

qd(t) = j0e
j1t + j2sin(j3t). (C.6)

Estas trayectorias presentan las siguientes características:

Incorpora términos que crecen suavemente para mantener al robot en un estado de operación sin
saturar los actuadores.

Presenta términos tipo escalón de pequeña magnitud para que sea posible mostrar la respuesta
transitoria de los controladores.

Incluye términos de tipo senoidal para evaluar la respuesta ante señales periódicas relativamente
rápidas, donde las no linealidades de la dinámica del robot son realmente importantes.

La magnitud y frecuencia de la señal periódica debe escogerse con el debido cuidado para evitar,
tanto saturaciones de par en los actuadores como saturaciones de velocidad angular en los mismos.
La evolución de la dinámica del robot a lo largo de las trayectorias deseadas debe demandar pares y
velocidades admisibles en los actuadores de las articulaciones para que sea factible realizar el movimiento
deseado.
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C.2. Cinemática Inversa

La solución de la cinemática inversa implica conocer los valores de cada articulación para que el robot
alcance una posición y orientación deseada. Se deben de encontrar las ecuaciones que definen la cine-
mática inversa para la posición final, la cual es donde se colocará el efector final del manipulador. De
la cinemática directa dada en el anexo A se observan acoplamientos angulares, esto hace complicado
encontrar expresiones explícitas para encontrar los valores articulares a partir de posición y orientación
deseadas. Para encontrar expresiones adicionales que permitan resolver acoplamientos entre ángulos,
se premultiplica la matriz de transformación homogénea Tn

0 por matrices inversas para encontrar las
ecuaciones de la cinemática inversa. Esto hace que la parte derecha de la ecuación esté libre de ángulos
individuales, permitiendo encontrar elementos en términos de funciones trigonométricas, y de ahí la
posibilidad de encontrar ángulos.

C.2.1. SCARA

De la cinemática directa del robot SCARA
nx ox ax px
ny oy ay py
nz oz az pz
0 0 0 1

 =


Cq1+q2+q3 −Sq1+q2+q3 0 l1Cq1 + l2Cq1+q2
Sq1+q2+q3 Cq1+q2+q3 0 l1Sq1 + l2Sq1+q2

0 0 1 d4
0 0 0 1

 , (C.7)

se obtiene de manera directa la ecuación para d4

d4 = Pz, (C.8)

de la ecuación (C.7), considerando los elementos (1, 4) y (2, 4), obtenemos

Px = l1Cq1 + l2Cq1+q2 ,

Py = l1Sq1 + l2Sq1+q2 ,
(C.9)

se elevan al cuadrado, se suman de acuerdo con el Teorema de Pitágoras, se aplican algunas propiedades
trigonométricas y despejando para Cq2 , obtenemos

Cq2 =
P 2
x + P 2

y − l21 − l22
2l1l2

, (C.10)

de la siguiente propiedad despejamos para Sq2

C2
q2 + S2

q2 = 1 → Sq2 = ±
√

1− C2
q2 , (C.11)

Si tanθ =
Sinθ

Cosθ
∴ tanq2 =

±
√

1− C2
q2

P 2
x+P

2
y−l21−l22

2l1l2

. (C.12)

Finalmente la solución para q2 es

q2 = tan−1
±
√

1− C2
q22l1l2

P 2
x + P 2

y − l21 − l22
. (C.13)
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Para obtener q1 se premultiplica [T1
0]
−1 a la ecuación (C.7),

nxCq1 + nySq1 oxCq1 + oySq1 axCq1 + aySq1 PxCq1 + PySq1 − l1
−nxSq1 + nyCq1 −oxSq1 + oyCq1 −axSq1 + ayCq1 −PxSq1 + PyCq1

nz oz az Pz
0 0 0 1

 =


Cq2+q3 −Sq2+q3 0 l2Cq2
Sq2+q3 Cq2+q3 0 l2Sq2

0 0 1 d4
0 0 0 1

 ,
(C.14)

de (C.14) tomamos los elementos (1, 4) y (2, 4) tenemos

Cq1Px + Sq1Py − l1 = l2Cq2 , (C.15)

− Sq1Px + Cq1Py = l2Sq2 , (C.16)

dividimos (C.16) entre (C.15), obteniendo:

−Sq1Px + Cq1Py
Cq1Px + Sq1Py

=
l2Sq2

l1 + l2Cq2
. (C.17)

Multiplicamos al numerador y denominador de la parte izquierda de la ecuación (C.17) por 1
Cq1Px

obteniendo
Py

Px
− Sq1

Cq1

1− Sq1Py

Cq1Px

=
l2Sq2

l1 + l2Cq2
. (C.18)

Si
Py
Px

= tan

(
tan−1

(
Py
Px

))
y

Sinθ

Cosθ
= tanθ,

entonces la ecuación (C.17) queda de la siguiente forma

tan
(
tan−1

(
Py

Px

))
− tanq1

1 + tan
(
tan−1

(
Py

Px

))
tanq1

=
l2Sq2

l1 + l2Cq2
, (C.19)

aplicando la siguiente identidad trigonométrica

tan(a− b) =
tan(a)− tan(b)

1 + tan(a)tan(b)
,

después de algunas manipulaciones algebraicas, la solución para q1 es

q1 = tan−1
(
Py
Px

)
− tan−1

(
l2Sq2

l1 + l2Cq2

)
, (C.20)

de (C.7) igualamos y dividimos los elementos (2, 1) y (1, 1) para obtener q3

q3 = tan−1
ny
nx
− q1 − q2. (C.21)
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C.2.2. Stanford

De la cinemática directa del robot Stanford tenemos
nx ox ax px
ny oy ay py
nz oz az pz
0 0 0 1

 = T6
0, (C.22)

se premultiplica por [T1
0]
−1, obteniendo el siguiente resultado:

nxCq1 + nySq1 oxCq1 + oySq1 axCq1 + aySq1 PxCq1 + PySq1
−nz −oz −az −Pz

−nxSq1 + nyCq1 −oxSq1 + oyCq1 −axSq1 + ayCq1 −PxSq1 + PyCq1
0 0 0 1

 =


(Cq2Cq4Cq5 − Sq2Sq5)Cq6 − Cq2Sq4Sq6 −(Cq2Cq4Cq5 − Sq2Sq5)Sq6 − Cq2Sq4Cq6 · · ·
(Sq2Cq4Cq5 + Cq2Sq5)Cq6 − Sq2Sq4Sq6 −(Sq2Cq4Cq5 + Cq2Sq5)Sq6 − Sq2Sq4Cq6 · · ·

Sq4Cq5Cq6 + Cq4Sq6 −Sq4Cq5Sq6 + Cq4Cq6 · · ·
0 0 · · ·

· · · Cq2Cq4Sq5 + Sq2Cq5 d3Sq2
· · · Sq2Cq4Sq5 − Cq2Cq5 −d3Cq2
· · · Sq4Sq5 l2
· · · 0 1

 . (C.23)

Igualamos los términos (3, 4) tenemos

− PxSq1 + PyCq1 = l2, (C.24)

Px = r cosφ, (C.25)

Py = r sinφ, (C.26)

dividimos Py entre Px,

φ = tan−1
Py
Px
, (C.27)

sustituimos (C.25) y (C.26) en (C.24), para obtener:

sin(φ− q1) = l2/r, (C.28)

si cos2θ + sin2θ = 1 ∴ cosθ =
√

1− sin2θ, aplicando esta propiedad

cos(φ− q1) =
√

1− (l2/r)2 (C.29)

dividimos las ecuaciones (C.28) entre (C.29) para despejar q1, la solución para la primera articulación
es

q1 = tan−1
(
Py
Px

)
− tan−1

(
l2

±
√
r2 − l22

)
. (C.30)
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Ahora, de la ecuación (C.23) igualando los términos (1, 4) y 2, 4 de ambos lados, tenemos:

PxCq1 + PySq1 = d3Sq2 , (C.31)

− Pz = −d3Cq2 , (C.32)

se multiplica la ecuación (C.32) por −1, y se dividen las ecuaciones anteriores para obtener la solución
para q2

q2 = tan−1
(
PxCq1 + PySq1

Pz

)
. (C.33)

De la ecuación (C.22) se premultiplica ambos lados por A−12 A−11 , el resultado da
nxCq1Cq2 + nySq1Cq2 − nzSq2 oxCq1Cq2 + oySq1Cq2 − ozSq2 · · ·

−nxSq1 + nyCq1 −oxSq1 + oyCq1 · · ·
nxCq1Sq2 + nySq1Sq2 + nzCq2 oxCq1Sq2 + oySq1Sq2 + ozCq2 · · ·

0 0 · · ·

· · · axCq1Cq2 + aySq1Cq2 − azSq2 PxCq1Cq2 + PySq1Cq2 − PzSq2
· · · −axSq1 + ayCq1 −PxSq1 + PyCq1 + l2
· · · axCq1Sq2 + aySq1Sq2 + azCq2 PxCq1Sq2 + PySq1Sq2 + PzCq2
· · · 0 1

 =


Cq4Cq5Cq6 − Sq4Sq6 −Cq4Cq5Sq6 − Sq4Cq6 Cq4Sq5 0
Sq4Cq5Cq6 + Cq4Sq6 −Sq4Cq5Sq6 + Cq4Cq6 Sq4Sq5 0

−Sq5Cq6 Sq5Sq6 Cq5 d3
0 0 0 1

 , (C.34)

ahora bien, igualamos los elementos (3, 4) y tenemos directamente la solución para d3

d3 = PxCq1Sq2 + PySq1Sq2 + PzCq2 . (C.35)

Para obtener q4 igualamos los términos (1, 3) y 2, 3 de (C.34), obteniendo

axCq1Cq2 + aySq1Cq2 − azSq2 = Cq4Sq5 , (C.36)

− axSq1 + ayCq1 = Sq4Sq5 . (C.37)

Se divide la ecuación (C.37) entre (C.36) para poder despejar a q4 de la siguiente manera

q4 = tan−1
(

ayCq1 − axSq1
Cq2(axCq1 + aySq1)− azSq2

)
. (C.38)

Para obtener la solución de q5 se premultiplica A−14 A−13 A−12 A−11 en la ecuación (C.22) y del resultado
igualamos los términos (1, 3) y (2, 3) se obtiene:

q5 = tan−1
(
Cq4 [Cq2 (axCq1 + aySq1)− azSq2]− Sq4 (axSq1 − ayCq1)

Sq2(axCq1 + aySq1) + azCq2

)
. (C.39)

Para obtener la solución de q6 se premultiplica A−15 A−14 A−13 A−12 A−11 en la ecuación (C.22) y del
resultado igualamos los términos (1, 2) y (2, 2) obteniendo:

q6 = tan−1
(
Sq5 [Sq2 (oySq1 + oxCq1) + ozCq2 ]

Cq4 (oyCq1 − oxSq1)
· · ·

· · · −Cq5 {Cq4 [Cq2 (oySq1 + oxCq1)− ozSq2 ] + Sq4 (oyCq1 − oxSq1)}
−Sq4 [Cq2 (oySq1 + oxCq1)− ozSq2 ]

)
. (C.40)
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C.2.3. PUMA 560

Usando la técnica de solución de Pieper, la cual consiste en desacoplar el robot y resolver dos problemas
por separado, se muestra en [Anand, 1993], las expresiones para cada una de las posiciones articulares
son las siguientes:

q1 = tan−1
(
Py
Px

)
− tan−1

(
g2
g1

)
, (C.41)

q2 = tan−1
(
−k1
k2

)
± tan−1

(√
k21 + k22 − P 2

z

Pz

)
, (C.42)

q3 = tan−1
(
d4
a3

)
± tan−1

(√
a23 + d24 −KC2

KC

)
, (C.43)

q4 = tan−1
(
r33Sq5
r13Sq5

)
, (C.44)

q5 = tan−1

(√
r221 + r222
−r23

)
, (C.45)

q6 = tan−1
(
−r22Sq5
r21Sq5

)
. (C.46)
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Anexo D

Algoritmo de Sintonización de Cuckoo
(CSA)

Los autores de [Yang y Deb, 2009] desarrollaron un algoritmo metaheurístico inspirado en la naturaleza
llamado Búsqueda de Cuckoo. Se basa en el parasitismo de algunas especies de Cuckoo e involucra
vuelos de Lévy en lugar de paseos aleatorios para ofrecer un algoritmo más eficiente en contraste con
la Optimización de Enjambre de Partículas (PSO) y Algoritmos genéticos (GA) [Ma et al., 2013]. Las
principales reglas que rigen este algoritmo son

Un Cuckoo dejó un huevo en otros nidos de especies de aves.

Los mejores éxitos con pase de alta calidad para la próxima generación.

Si un ave huésped descubre huevos extraños en el nido, el ave huésped puede construir otro nido
cercano, abandonarlo e incluso descartar los huevos del nido.

Los parámetros y el pseudocódigo del Algoritmo de Búsqueda de Cuckoo se muestran en la Tabla D.1
y el Algoritmo 1, respectivamente.

Parámetro Valor
Generaciones (ng) 150
Nidos (n) 100
Tasa de descubrimiento (pa) 0. 25
Tamaño de paso (α) 0. 01

Tabla D.1: Parámetros para la simulación del Algoritmo de Búsqueda de Cuckoo
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Algorithm 1 Búsqueda de Cuckoo a través de los vuelos de Lévy
1: Inicialización n = 100 nidos
2: while t < ng do
3: Elija un huevo de Cuckoo usando los vuelos de Lévy

xik+1 = xik + α⊕ Lévy(s, λ), α > 0, (D.1)

donde

Lévy(s, λ) =
λΓ(λ) sin (πλ/2)

π

1

s1+λ
, s� s0 > 0 (D.2)

y se evalúa su desempeño, Fi =

{√∑m
n=1(qdn−qn(xi

k+1))
2

m

}

4: Elige un huevo al azar y calcula su desempeño, Fj =

{√∑m
n=1(qdn−qn(xi

rnd))
2

m

}
5: if Fi > Fj then
6: Reemplazar el j-ésimo huevo por el i-ésimo huevo
7: Una fracción (pa = 0. 25) de los peores nidos son demolidos y reemplazados por nuevos nidos
8: Se conservan los nidos buenos (mejores soluciones)
9: t← t+ 1

279



Anexo E

Productos obtenidos
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