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Resumen

Lios nmumeros duales constituyen una extension i los nimeros roealss, tal como o aon
los nidmerns compiaios. Las interesanles propicdades de estos nimeros han demostrado sor
itiles para el modelado de sistemas mecanices. En esta tesis se explica edmo nsar vectores
tle mimeraos duales pars modelar la postura (posicion v orientacion) de un cuerpo rigide,
yose realiza una comparaadn entre los modeles obtenidos con otras perameirizaciones e
li pastura. aungue son los simeros duales los quedan Tis expresiones mas compactas, va
que permiten combinar enoun olo términe las expresiones de la posicion v la arientacian.
Partiewdo e esio se obtienen expresiones que permiten encontray el modelo cinendlice
de-un robol manipulador empleando niweros duales. También se definen ¢l coror de pos-
tara y ol shjetive de control de postura de tobols usando nfmeros duates. Se propone
nn contralador einemitico tipo velocidad resuelta, st como un controlador dindiioo Lipe
aceleracion resueita emplesndo enarerniones duales unitarios: se realizan las proebas de
estabilidac correspondientes y. inalmente, so prosentan los resultados ce sirmilaciones rog-

lizadas en el robiot Mitsabishi PALO de 6 g.ol, utilizando dichos controladores,



Abstract

DJual numbers conglivute an extension to real sumbers, so as eomplex oumboers do,
The interesting properties of dual numbers have proven to be useful for the modeling of
mechanical systems. This thesis explains how Lo use veotors of dueal aumbers Lo model
the pose (that is, the posision and the orientation) of a rigid body. Such a mindel s
comparad with the models obtained using other parameterizations of the pose, although
dual numbers give the most compact expressicns because they allow to combine into
a stogle term the expressions for position and orientation. Froen this, the expressions lor
compnting the kinematic model of a robot nsing dual nnmbers are obtained. The definition
of Lhe pose error and the pose control olijective using unit dual qualernions are given, A
resalved-rate-type kinematic controfler and a resolved-acceleration-tvpe dynamie controller
ueing unil dual quaternions are proposed, including taeir corresponding stability proofs,
at the end, some simulations of these controllers in the § DGE version of the Mitsubishi

A 10 robot arm are preseoted.,
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Tipos de niimeros

1.1.1. De lo natural a lo complejo

Hisraricamente los niameros surgieron de forma navural para conlar {pimeros cardi-
nales: unc, das, tres, ete) v a la ves, para ordenar (nameros ordinales: primero, segunco,
tercern, ere ). I'or este motive, of primer y més shmple conjunin de nimeros ¢5 ol de los
nirmeros naturales (8 = {U0,1,2,3...1). E4 razonahle comenzar cualquier estudio de los
sineros con el @hnjunto de los maturales, va gqus Batos son la base de wdos los conjue-
tos de nimeros existentes. Sin embargo, con el tiempe apaiecieron nuevos wsos para les
nlireercs v, con log usos, nuevos nimercs | 1),

Los nimeros naturales se pueden sumar ¥ multipliear; sin embargo, no se puede restar
A nn miamero natural otro mayor, porgue el resnltade ya nooes o pdmero nalural, Asics
coamn surgieron ¢l cero v los nimeros negatives, A la himanidad le tomo siglos aceptar
eslos nueves nimercs. pese a que sienen un sentido muy concreto eunnda se usan, o
sjernple, para expresar dewdas. Hov en dia los ndmeros negativos son de uso cotidians,

Asi [ue como los nimeros naturales dieron Ingar i los enleros (cuyo conjunto os &),
Con los enteros sepuede muliplicar, sumar v restar sin embareo; los mameros enterns no

permiten divisiomes (4 no ser que la divisidn sea exacta, es decir, que tenga un residuo



1. Introduccidn

igual o cerol, Para poder incluir la divisidn en el caso general es necesario extender o
conjunto de los enteres al de los aimeros raciomales ().

La geometria hizo evidente cue tampoco aleawsa cou los nimeros ravionules para definir
nuestro munda, pues el teorems de Pitdgoras mostre que la diagonal de un cuadrado cave
bado mide un metro es v2, ademas. se desenbrio e o perimetra de an eirenlo de didmerro
L metra =8 & moetTos ¥ ni V2 ni 7 son racionales, Hucen falia entonees los niameros realea
cuyo conjunto se denota 25 pero, 8 veces tampoco aleanza con los reales,

L resolucion de ecuaciones como o — 1 = Dntrodujo los aimercs complajos {per-
tenecientes al zonjunto £, los cuales fiueron viglos con mucha desconfanza durante tres
sighos. Hizo falta que matemiticos de la talla de Leonhard Buler v Carl F. Ganss los
emolearan, para gue la comunmidad clentifica dejara e lado sus prejuicios. oy se usan
para resolver este tipo de ecuaciones, Otra importante aplicacion son las ceuaciones de
James C, Maxwell cue explican el slaelrmmagnetisma, las cuales procisan de g nfimeros
complejos |1].

51 s cuenta con los reales, los nimeros compiejos se pueden representar algebraica-
niente como sumas ¢+ bi, donde &'y feon mameros reales e i &5 una solucidn de la ecpacion

%1 =10 En otras palabras, el conjnntn © se pusde definir como:

C={a+ihrede R =1}

Esta es la forma en que los presentd William B, Mamilton en la primers mitad dal siglo
XIX, vrecientos anios después de que Gerolamo Cardane y Lodovica Ferrari los emplearan
por primera vez, Y ésta es la [orma en que los conocemos hoy.

NOtese gue un nomers camplels a =+, baciendo b= 0 se reduce @onn mimero real, de

mode que B es un subeanjuneo de ©, De csta manera es posible esembir:
KCcZcQc R L.

Sin embargo; los conjuntos de mimeros que se nsan hov on diz nose radueen o los nazurales,
enteros, racicniles, rowles v compleiod; dependicndo del problema que se intente resolver,

ac utilizan muachos obres,
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1.1.2. Nuevas dimensiones

Tn fisica v en matemditicas. la dinension de un espacio u objota se define informalmente
come el minimo nimero de coordenadas requeridas para especificar cualquicr punto oo &l
Asf, upa linea thene una dimensian ignal a uno debido a que se necesita sole una coordenada
para especilicar un pumto en cla (por ejemplo: el punto 5 en e Tt numérica). Una
superficie tal como un plaso o la superficie de una esfera, tiene una dimension igual a dos,
debida a que se necesitan dos eoordenadas para localizar nn punto eu clla.

De aensrdo con lo anterior, debe resultar claro que los niimeros reales (que pueden ser
representados geométricamenie en una recka nirnérica ), asl como todos sus subcomn juntos,
cefinen un espacio de dimension uno. Asi misme, 08 oluneros complejos de la forma a3k
dufinen un espacio de dimension dus (@] plans complejo). siendo o ¥ i Jas coordenadas del
nimero correspondiente, de medo que un nimero complejo también paede ser exprosado
curin i veetor en el plano

Ut vertor es un ohieto geométrien que tidne maguitud y direecidn. Muchas cantidades
fisteas se COMEOTTAD como vectores. Bu general, un veetor de n dimensicnes recuizre de o
cotrdenadas para quedar complotamente deserito. lamandose #* al espacio formado por
vectores de dimension 1. Si s tay oo i © Boson Tas 1 coordenadas del sector v € B,
entoncees ge puede eseribir v= | v ow ... W, 1k = B

Alrededor de 1B30, los ni rnm'-l'm eomplejos eran frecuentemente usados para representar
cantidades vortoriales en el plano y muchos matemaricos estaban emprendiends la busque-

da para encontrar al andlogo tridimensional de los nimeros complejos. Caspar Wessel, Carl

. (ianss, Joseph Servols v Augast T, Mibias fueron algunos de 195 matematicos gue in-
tentiron resolver este problema, pero ningune tuve éxito, Bl crédita del desarrnllo de tal
snalogo debe ser ouirgado al materdtics irlandés Willam R Tlamilton.

Como ya se menciond, en 1833 Hamillon prosentd ante la Heal Academia Irhindesa un
tratamienlo Farmal de los nimeras compleios, definiendo un nimero complejo como

par otdenado de nimeros reales sujeto o cicrtas reglas.

De maners natural Hamilton trato de extender esta idea a tres dimensiones, Kl pensaba
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gue el andloge tridimensisnal de un nivmers eomplejo serfa una tripla o % + 7. con ¢
v j siendo ambas raices cuadradas de 1, pero distintas entie < La adicidn de tales
triples demostrd Lo tener problema, poro por dicz afios Hamilton fue incapaz de definir
b mulriplicacion de triplas. Para finales de 1845, el estudio de las triplas habia ocupado

tanto de su vida. que en una sarta a uno de sus hijod, Hamilton eseribio [2]:

“Lvery moming in the early part of October 1843, on my coming down Lo
Lreakfast, your brother William Edward and yourself used to ask me: “Well,
Papa, van vou multiply triples?™ Whereto | was alwavs obligad (o reply, with

a sad shake of the head, “No, 1 can only aded and sublract them ™

L soluctan Negd de uniy manera sorprendeate. Eu i Luen documenzado destello de ins-
piracitn, TTamilton se dio cuentd que necesitaba abandonar la ley conmutariva de la mul
liplicacion y usar cuddruplas en lugar de (riplas. o0 1863 le sseribis a su hijo 1o siguicnte

2:

"On the 16th day of Oetober, which Lappened to be Monday, and a Conun-
cil day of the Rayal lrish Academy, 1 was walking in to atrend and proeside,
ard vour mwother was walking with me along the [toval Canal, to which she
had perhaps driven; and although she talked wish me now and then VEL an
andercureent of thought was goin g onin my mind which gave a1 last a resuls,
whereof it is net too muech to 28y Lhat 1 felt at ones (he imporiance. An clee-
trie: eircuil seemed Lo close; and o spark Qashed forth the herald (as 1 foresaw
immediately) of many long vears to come of definitely diseriad thought and
work by myself, if spared, and, at wll events on the part of others if [ should
event ke allowes to live long enouph distinedly to communicats the digeovery,
Nor could T resist vthe mpulae - unphilosophical as it may have been - to cul
with a knile on a stone of Brovgham Dridee, as wo passed it the fundamenta.

formula with the svubols ¢ §, & namely,

i =_I,I'. : Fuc'l2=.i“,r5.-'n.: ===
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which contains the salution of the problem. but, of course, the inscription
has long sines monldered aweay, A more durable notice remaing, however, oo
Lhe Council Books of the Aecadewmy lor thal day (Uelober 16, 28433, which
records che fact chat T then asked for and obtained leave to read a Paper oo
juaternions, at the first general meeting of tae session; which reading took

place accordingly. oo Mondav, the 13th of November following.”

Hamilton definid un cnaternién coma noonamers: de: la forma o —»00— oy +db, donds o
by, som mimeros reales v §, §, k son tres raices independientes de 1. 4 es conocida como
la parte escalar dol cnaternion y los elsmentos restantes son lamados la parie vectorial del
cuaternidn. Tn 1844, TTamilwn probo que e multiplicacién de un cuaternion es asociativa.

Hamiltan también imirodujo un anportante operador difvrencial denotedo por ¢l sim-
bolo W, al cwal llamé nabla (debido a su similitud con un antizue instrumento hebrea con

este nombre), Cuando s aplica a une incidn esecalar wie g, 2] 80 obliens

dulz, 4 5]

dulz,y, 2 n Sulz u. &)

Vulm, 4.-2) =
Ty B2 i iy

I+ k.

iz

En o actualidad a esto veetor sz le conoce coma el gradiente de nir, gy, =)
PPor ateo lado, &

V= 1F e vk

clenola una [uneidn vectonal, entonees:

gy s Theg g By Ay dugh ot 5
T == f a2 o TN : =3 = H g (T, g
5 (5;?: ki Ay T iz ) 1 ( iy iz ) ; T 3 ( tdr oy :I '

donde ln parte escalar de esta sxpresion (con signo sontraring, actualmente se comoce camn

o divergeneia dew, mientras que la pacte veotaral es ol rotacional de oo,

Hamilton pasd los dllimos anos de su vida tratando de 'vender” la idea de sus cuater-
niones, El orefa que eran impostantes no solo para los Matemdticas, sino también para
a Fisica. Kn este aspecta fue anoyado poar Peter G Tait, quien en una serie de articulos
publicados defendin el uso de los cuaterniones ante los fisicos; no obstanle, a muchos

cignlilicos de la época los cuaterniones les parecian demasiados complicades, v cuando poco

o
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deapués se generalizo of uso de vectorss v matrices, los caaterniones fupron desplazados
casi completamente

Uno de los aspectos interesantes en la bistoria deé as Mateméticas es que al misma
ticmpe que Hamilton estaba resplviendo la parve complicada de sus cuarerniones, olra
Atgebra no conmutativa estaba siendo desarroliada,

Fn 1844 IHerman G, Grassmann introdujo el concepto de lipernimers. El hipernn
mero de Grassmann estaba egencialmente relacionado con la geometria de n dimensiones
¥ contenia el principio de lag ideas que fmeron desarrolladas mas tarde eome veclores v
LOHSOTES,

En un articulo de 18535, Geassmarn determing no menos de 16 diferontes clases de
productos para un hipermumero de dimensidn 1 En ese avliculo Grassmann lambién su-
girid muchas aplicaciones a mecdnica, magnedismo v cristalografia. 3in embargo, por algin
twempo 1o matematicos rechazaron ¢l teabajo de Crassmany fgnal que les cuaserniones,
pues desaaban algo que esteviera may ligado al espacio cartesiono tndimensional. Un pasi
enoesta direccion fue tomade por James O Maxwell, qu:lt'n separa las parres escalar v
veelorial de Jos cuaterniones v formulds asi aus ecudciones de o tearfa electromaznétics,

Menos conocido es ¢l deseubrimiento de los octoniones por Jobhn T, Graves, un viejo
amigzo de Hamilton con quien comprytia su interés por el dlgebra. Despies de Ta inspiradora
cariinata de Hamilton, &ste envid uoa carta a Graves donde deseribia los cuaterniones,
il cual Lraves le respondid complementando fa andacia de sn idea: “[lav atn una cosa
en el sEtemya que me inguietn, vo no tengo idea en gqué miedida estamos facultado: par,
crear arbileariomente nimeros imaginarios v dotarlos ce propiedades schrenaturales” ¥
Graves agregd: 30 con tu alguimia puedes hacer tres libras de oro, [ por gue parar alli?™.
Fue entonces caando Graves s¢ puso 8 trabajar en ore por su propia cuenta.

Bl 26 de digiembire del misimo 1843, Graves deseribio a Hanulton una nueva glgebra de
dimension &, a la cual ¢ Hamd “ociavas' [3]. Tn enero de 1344, Graves envio a Thamillon
tres cartas expandiendo s deseubrimiento, Bl cousicderd Lo idea de una teorfa de * 2%-ions’,
v ratso de conatruir una dlgebra de dimension 16, pero ae enconlrd con un inesperado

obstacula y dudd cue esto fuern posible: Hamilton se pereald que ¢l products de optanionss
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e e85 AsOCIaLIvo,

Por otra parte, Arthur Cayley, recién cgresado de Cambridge, Liaiia estade estudian-
de Tos cuaterniones desde que Hamilton anune:d su existencia. Fil parccia estar buscando
relaciones entre los cuaterniones v las funciones hiperbolicas. En marzo de 1845, Clayley
sublica un articula en el que describia brevemente los ootoniones ¥ su trabajo sobre fun-
ciones, aero debido a la cantidad de errores que sontenia el artfenlo referente a las N I0NeE
slipticas que trataba, fnalmente so articnlo fue olvidado, exespto la parte da petoniones.
Posteriormente, Craves publied su trabajo en la nusma revista, pero fue demasiado tarde,
los oetoniones va eran conocidos como lus nimeros de Cayley,

- Por gqué los octoniones langoidecieron en la obscuridad? La principal razén fue su falta
de aplicarién eu geometria v [sica. Su relevanon fue notwda hasta en 1934 por Jordan, von
Newmann ¥ Winger en los fundamentos de mecinica endntica, L trabajo con ootomonss
L contimudo y recientements se estan aplicando paca explicar la teoria de cuerdas, teoria
maderna que pretende unificar la teeria de la selarividad especial v la teoria cuantica.

Havia 1876 William Clifford habia estudiade las diferontes lgehras mullidimensionales
exislentes, v habia creads las suvas propias, ideando un sistema de clasificacion de las
mismas. s previsamente a Clifford a gquicn se le atribuye Za invencion de los nfmeros
duales [1]. los cuales serdn definidos proplamente en la siguiente subseccidn, Actualmente
las lamadas dlgebras de Clifford son ampleadas en las formulaciones matematicas de la
meranica newlonizna, relalivista y cudntica |5],

Cama se st pucde observar, el éxito de las dlgebres de nimeros hipercomplejos (ce
dimensién mayer o ignal a dos) s¢ encuentra estrechamente ligado i su aplicarion en el
campo de la fisiea,

Par ot=a parte, el formal desarrollo de los veetores como una entidad fue hecho por
dos matematicos a principios de 1880, Josiah W. Gibbs v Oliver Heaviside comenzaron a
cesarrollar de [orma mdependiente una teoria de veciores. Cibhbs era fisico y matematico

v enoun panfleto pars suy estudiantes schre Analisis Veotorial eseribio lo siguienta:

“The fundamental orineiples of the following analysis are such as are fa-
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eullar under & slightly diforent, form to 5 ndients af fuaternions, The manner
in which the subject is daveloped s somewhat dilerent from that followed in
treatiies on quaternions, being simply o give a suizable nolation for Lhise
relations Letween vecters, or bhetween veclors and scalars, which seem most
impurtant, and waich lend themselves most readily to analytical transforma-
Lions, and teexplain some of these transformationg. Ag a precedent for such a
departure from quaternionic usage, Clifforc’s Kinemalics may be cited. Tn Lhis
conuection, the name of Grassmann may alsy Be mentioned, to whose systen
the tollowing method attaches aelf in some respects maore closelv than to tha

of Hamiltan ®

Por otro lada, Heaviside ers un ingeniero que trabajaba en una oficing de corres v
babia estudizdo cuarerniones, pero log consideraba demasiado difieiles para los ocupados
Ingenicros. Kn una serie de urticulos durante los aios 1880, Heaviside desarrallé sy prapis

pdleulo vertorial,

1.1.3,  Nnumeros complejos generalizados

Uonsidérese el conjurto de nimerss de dirmensidn dos ¢ue, en peneral, puede ser repre-
sentados como 2z = 2 4 my, donde @, y € B son las coordenadas del gt L LIS P

nimero de una “clase especial” [6], al gue

>

M= L m, |'[1J

demde vy 7 € R Sise le Nama F a ose conjunlo de nlimeros, entonces:

F'= (2 =wtmyem® = b mx yoa fe RY {1.2)
Dudos dos nimeros =z — 5 + iy, v 2. = e+ oy = 7 la adicidn v sustraccion es

sitnplemante

1 tze = Um g+ (e +engn) = (0 Fra) by o],
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mientras que la moltiplicacidn gquedoria
zy % Zp = (g + ooy ) x (o) = sy Loy — Ea1) -+ "'”'g.'.'nll.":'"lr
v dada la definicion (1,1}
Zy % Zp = Lyds — Gl - (r o+ T — S ), {1.3)

Shora bien, para que se puedn cefinir I divisidn de elementos da B es necesario gquoe

exista una inversa mulriplicativa, 85i 75 T — i & F os la inversa multiplicativa de

== 4y € IF, entoness se debe cumplic:
» wp =gy f=mg=1. [1.4)

Usande (L.3) se puzde desarrollar (1.4)

zxz ' = gk+oyj—may4 Ey 8y =1,

lo que Leva al sigwiente sistema de eeuaciones para enconlrar Ty i

. < 5
[ oA [ | 3 (15)
y e+ | l 0| '

=i

Al mistoma (1.5) liene solucidn slsmpre que el determinants

Pley) = z) =2 + 32y oy’ (1.6)
gea diferenee de cero, B tal caso Lo ioversa dde = oresulla sere
. k= U L
2= mij="—"""——r (L.7])
" o

iue satisface (1.4).

Alufimero 2° =2 | 3y my ¢ F ge le conoge como ¢l conjugido de =+ my € F, de

modao gque se puede eseribir

zi-

A
ey

Aderas, el module de 2z — o +my se define eomao |6}

mod(z) = den( D)) 1 2)], (1.8)
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conde |0z ]| indica ol valor absoluto de D{z) ¥ sign(-) es la conaeida funcion signo. Nitese
o o=y B iy ;o
cue si Lifz} = 0 entonces mod(z) — +/D{z) v, en euslguier caso, mod®(z) = |L{z}|. De
i . e - . - - P st i 5 o< _ i -
particular importancia son los nimeros para log cuales se cample nod () =1 {0 bictn
mcd 2] = =1), los cuales son conecidos como nimeros com peejos generalizados unitarios.
D aemerdo con lo anterior, dados los mimerss 2, — 2 + my, Yx2—z:-mypeF, g
division Z- exisle sélo gl Diazg, pe) # 0 v o5 igual &
= Zyxzny  Arp b min] % lee b Fye — )

_-—zlx._z..‘z — = r -
Zn X [N zzi LN 2y, )

(1.9

Lovqne se ha hecho hasta ahora ss mostar que el conjunto F definido en (1 2) 1epresent a
i familia de mimeros de dimensisn dos con speraciones de: adicion, sustraceion. mmlii-
phichein v division bien defividas, Valoves especificos de & v 4 dofinen un Lipn sarticular
de nimeros dentre de esta familia. Los siguientos tres easos son de particular mporlan;ia;

= Numeros complejos ordinarios (= 1.7 - 0,

Enestecaso T =Cym=48izy =2 -~y y 29 = rs—+ iy € T, entonces (1.3)
queda

R lli" — i T2 i) — @ty — wiye— Haiye | awm

la condicion para queda inversa de 2 — 2 — iy exisia pe
" : a .
g =2+ 4% #0,

de modo que el Gnico nimero enmplejo gque wo Lene inverss es z — (0,

Ademas, se observa que el madalo de un nimero complejo ez

wod{z) = signfz® + ) v’aﬁz’. g =ty | 2|,

donda | z|| es la norma euclidians de =z asi que, para cualquier punto difersnte de

z = (1. Ia inversa estd dada por:

; z T -y

11
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Figura 1.1: Lugar geométrico de los nimeros complejes unitarios: a) intersecciédn de Di{n, y) =

e

ws - gty Dixr.y) = 1: b) preyeccién en el plano,

Finalmente. de (1.9) 1z division de wimeros complejos es

Los niuneros compleios unitarios son aquellos para los cuales se cumple que Diz) =

a

| z|* = + y* = L. Clarsmente éstos corvesponden a los puntos destro del civenlo

unitaric en el plano complejo, En la figura 1.1 €516 se muestra como la mterseceion

del paraboloide Oz, y) = o 4+ y* ¥ ol plano B p) = 1.

Las nameros complejos unitarios se emplean en meranica para describic rotaciones

er el plano,

» Niuneros dobles [o — 1 2 =D).

Considéress ahora otro caso particular de Fen (1.2), cuando o — 1y 3 — (). Debido
@ sy imporlanciy, & este conjuniose e da un nombre particular, B, v a sus elementos

g0 les conoee como numeros dobles: Entonees &l con'nnto de los mimeros dobles es:

E=dod gy e,y ckp’—1}

i1
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El simbola o representa un anmers de una clase especial (no real ), que al ser ele-
vado al cuadrado (o multiplicarse por st mismo] da como resultads LY aungue en
principia cs diffeil asimilar la existencia de Lal namero g, debe rengrse en cuents que
hace dos siplos era mas complicado de acentar que existiera un mamers 1o real @ tal
gue it =—1

Sea © =F el conjunte de los mimeros dobles v g = i, entonees dos nimerog doubles

E= 0 ¥ 2o = xa by € T se multiplican signiendn la regla

2y ¥ &y — Al — gige e g 4wy e 2

Lia eondicidn para la existencia de lo inversa de o2 = o | g & e
#

Dl y)=e* — g £,

de mado que los nimeros dobles no tienen inversa cuando (2| = |yl en cualquier

otto caso la inversa os

1. -y 2
z = —=

- LT
¥ la division de nimeros dables guedy
g 1 20X 35

=== K E = —3 = -
Zq i —y

Por atro lado, conociendo que D0, y) = o7 — o7, de (1.%) s tiene que el modulo de

un nimers dolle es

\\,.farz =% y"’ B ;."| = |y

R P

muod ! =) = sign(z®
En la figura 1.2 5e muestra: a) La supetficie Dz, y) = [i% — | v su interseceion con
la superbicie |[Dirp)l = 1 ¥ b) el lugar geamétriea de los rimerss dobles unitarioe

on 2l plano.

Lo b artnalidad, los ndmeros dobles son pplicados en la geatnel ria psendo-euclideans

(espacio-liempo) [7].
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Figura 1.2; Lugar geométrico de los nimeros dables unitarios: a) interseccion de Ozl =

|+ — y*| v | Pz, ui| = 1i b) proyeccion on el plano:

Nimeros duales (¢ =10,0- 0}

Finalmento, s se considera sste caso parlicular de ¥, se llega al conjunte de los
lHamadns nimeras duales, los cuales son el tema medular de esra tests, 51 se denomina

' a4 este conjunto. enlonces:
D= {2=+oy: YR ot =0}

dende 7 es ntro "nimero espeeial”, no real, que al ser multiplicado por 81 mismo da

conio resultado éera.

Dados des mameros duales =, = = + a9 v 24 = o3 — o) £ [ estos se multiphean
slguiendo la regla

zy x gy =wrg+o(Tye — ) € I

La condicion para Lo existencia de la inversy de z = ¢ + oy € T es
Diz.yi=2"# 0
de modo que los nimeros duales no tienen mversa cuando & = Ui en cualguier otro

13
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Figura 1.3: Lugar geamétrico de los nameras dualss unitarios: a) interseccién de [z, y) = r*

y Dir .yl = 1. b} proyeccién en el plana

Cusd la inversd oy

= € — oY
Sl v~ S
r i
v la division queda
2-1 —1 g .Z;
— = & X 2-2 e 3
Za .'L'E

Por otra lado, dado que Diz.y) = 52 de (1.8) se tiene que el madulo de i N

dnal es
5 i §ooany T
wod{z) = sign(s7) il [ECT
En la figura L3, se muestra a) la interseecion de las superficies Ly = 3% %

Diz) =1y b} el lugar geométrico de los nimerns duales unitasios.

Comn se verd en ssie documento, los niimeros duales se cimplsan en wecanica para
tleseribiv en forma combinada traslavion ¥ rotacion, ademés de volocidades linegles v
angilares o fuerzas v mementos, gue son inclispensables para modelar 1 einenistion

vodindmica de ae onerpo rigide

Los unmieros complejos, doblas v duales son cesos particulares de (1.2}, pero ;Qué hay

de todos los demas miemnbros de la familia? Estos MUMLETOS 200 conncidos Coma nameros

14
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camplejos gencralizados y se pueden clasificar empleando la expresion (1.6},

Lis faeil reconocer en (1.6) la forma genoral de una szecidm conica
Art 4 Biy + O+ D By + F=1

couA=1E6=430C=-a b=E=0y F=-D{zy,. El discriminante de la secvidn
cinica, s desir,

&= B 440 = 3%+ 4a

determinag el tipo de conica

Se presantan tres casos:
= 51 A <0, Dix y) representa una elipse.

e 51 A=, Dix y) representa una parahala.

= S A =0, Dz y) representa una hiperbola

El conjunte 7 define entonees un sisterna de niimeros elipticos, parabolicos o hiperboli-
cos, dependicudo del valor de A, Los sistemas de niuneros complejos, duales v dobles san,
respectivamente. [ns sistemas candnicos de los sistemas cliptivos. parasdlicos e hiperbali-
eos. En [7] se menciona que cualquier sistema de nitmeros complejos genevalizados puede
ohtenesse & paclic de su sistema candnics, & tavés de uoa transformacidn lineal del sistzima
cananico correspondiente; es decir, cada sistema es isomorfico a su sistema canonico. La
Aauwra -0 muestra el plano =7 ¥ la ublcacion de los dilerentes casos de nimercs complejos

aeneralizados, asi come los s1stomeas candmeos {1_',,, oy T,

1.2, Madelado de robots

En general un rebor es un mecanisoo antomdtico. conteelada; reprogrameble v eapaz
de posicionar v orientar piezas, fitiles o disposilivos especiales, siguiends lrayeclorias va-
viables reprogramables. pars la ejecocion de diversas vareas: Su unidad de contral incluye

v digpasiciva de miemoria v ocasionalmente de percepeidn gel entorno,. Normalmenls su

15



1. Introduceién

oo
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Figura L.4: Ubizacian de los nOmeros complejos genaralizades en el plana a—.

Uso s el de realiziér una tarea de maners cicliva, pudifedase adaptarse a atra sin cambios
pl_"TTI'I-'clrtl‘:l'lT.{':H 3T 81 asETmetTa ||’_qi

Los robots se elasifican en dos grandes categorias:

= Hobots manipuladores, De acuerdo con la Federacidn Internacional de Tiobotica
[FITR ), un robor mampnlador se define eomo una maguina mampmdadora con varios
grados de libertac, contralada antomaticamente, reprogramanble v de maloples usos,
pudivndo estar en un logar fjo o mévil para su empleo enaplicaciones indosteinies

il

» Nobors maviles. Un robot mawvil s un veliculo de propulsion auténeim v movimiento
programado por medic de control automédtico, para realizar una tarea especifica.
Dependicendo del medio en ol cual se desplagan, pueden elasificarse ens rabors miviles

terrestres, adreos, actitlcos ¥ expaciales |10).

Los robets manipuladores son, por muacho, los mas usados en la industria, al grado
de que el términe robot industrial se La vuelto nn scénimo de robor manipuladaor, De

aenerdn con |14 un rahaor induserial esté canstituidn por:
= Una estructura mesdnica o manipulador que consiste de una suersidn de cuerpos

16
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sigidos |eslobones) conectados por medio de artreulierones; un manipulador se ci-

racteriza por un Sraze que le asegura movilidad, una muieco que le confiere destreza

v un drgano terminal que realiza la tarea requerida por el robol,

s Aetuadores que ponen on movimients al manipulador por medio de lag articolaciones;
los motores empleados son tipicamente eléctricos & hidraulicos, ¥ ccasionalmente

nenmAt i,

» Sensores gque miden el estado del manipulador {(sensores propiocentivos) v, de ser

necesario, o estado del medio nmbienle (sensores exterceepiivis)

s Un sistere de conbot (computadora) que permite centrolar ¥ supervisar ol movi-

micnto doel manipulador,

os robots mdviles se consideran formados por los missos elementos basicos [estructura
mecanica. aoruadores, sensores vosistemas de control), pero en este ceso, los actuadores
solo s¢ usar para dar movilidad a la estruetura mecinica, que cn general se considera como
un euerpo vigido gue e desplaza eooun medio partienlar,

Fero won con sus diferencias sstructurales v luociovales, los robots manipuladores y
moviles tienen caracteristicas comunes, Tanto Unos coma otrns estan compueslos por partes
vigidas que se mueven impulsados por los eetnadores.

Al trabajar con robots generalmente se busea controlar la pestura, #3 deeir, la posicidn
v orientaciin vi sed del Grgano lenminal, en ol caso de un robot mampulador, o del robot
midvil an &

Fon fisiea, an enerpo rigido e3 una idealizaciom de i cuerpo silido en el cual se desprecia
la deformaeion, En otras palabras, o distones entre dos puntos dados deun enerpo rigido
permaneee constante, sin importar las ferzas exlernag que se apliguen,

*ara determinar la posicion y oricmsacion {las que en conjunto se denominan agqui
postura) de un euerpo rigido en el espacio tridimensiong] so neeesitan seis coordenacdas
mclependivntes, siendo tred para la posicién {gencralmente coordenadas cartesianag} y olras

tres para la orientacion (por ejemplo. angulos de Euler). Por ello se dice que el espacio de

17
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postura de un cuerso rigido es de dimension scis, o, equivalentemente, la postura de an
cuerpo rigida tiene seis grados de libertad; no obatante, si ol cuerpo rigido esta restringido
a moverse salo en un plavo (dos dimensioncs), entonves el nimero de grados de liberac
ser reduce de seis a tres (dos para la posicidn ¥ uno para la orientacion). Bu general, si o
es o dimension del espacio en el guese mneve ol cnerpo. entonees e nimero de gl oy

{4 L i T L, . ;-
A giordo o para la posicion v S para la orientacion.

Lios eueepos rigidos pueden unirse a triavés de una articulacion que permite el movinien-
v relativo entre ellos; pero. también es posible ver una articulacion como un elementa de
un sisterta de cuerpos rigidos gue reduee la movilidad del sistema. En el espacio tridimen-
sional, una articulacién con ! grados de libertad que une das everpos rigeos lmpone 6 —
restriceiones holondmicas, De este mado, se Hewd & lu signiente frimula general que Prii-
porciona el mimero de grados de libertad de movimicnto {rambién conocidas come grados
de movilidad) W de un sistema de nenerpos rimdos méviles con § articulaciones entre
allis [11]:

. L £ Fatiae =3 I of 4 2
W = _r!lufz =L Z [—“l 5 A L] = %”[u - J) —ZE. {1.10)
e =1

En la férmula anterier, {; es ¢l namero de grades de libertad da la articolaeion | { para
= 1.2....7) §i algin euerpo rigido s¢ mantiene inmdvil (Hjo), os obvio que. dste no
aporta movilidad al sistema. Por ejemple, el meranismoe planar de 1a figura L3 e mueve
e el phann, por lo que d - 2. tiene tres eslabones méviles n = 3y 5 — 2, wa que existen dos
artrouluciones cntre Lales eslabones; debido a que todas las arliculaciones son rotacioneles,
fi = 2 = L Surituvende los valores anteriorss en (1, 10), se obtiene que ¢l nirmero de
grados de movilidad del mecanisma es 1.

En la tabls 1.1 se muestran los tipos basicos de actienlaciones, asl comp o] nilmero de
arados de libertad que posesn.

Un robol manipulador, como va se nwenciord, estd formado por eslabones {nerpos
rigidos ] unidos generalmente mediante artienlaciones simples tipo P o tipo R, {que tionen
solo un graddo de libertad eada una), Si el robot es tipo serie (o serial) existe s6lo un camino

(uma cadena cingmética abierta) desde la base (eslabon fije) hasta ol organo terminal

8
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Flgura 1.5 Mecanismo planar de un grado de movilidad

Tabla 1.1; Tipos basicos de articulaciones y grados de libertad que poseen.

T Nembre | Simbols | G.LLL. | Mowimmentos relativos

| Rotaciomal | R l 1 ratecion, O Lraslacion
Prismitican P L U ratecion, 1 traslacion
Helicoidal H L 1 rotacidn v 1 traslacion dependientos cncre si
{ilindrica ¢ 2 | rotacidn v 1 Lraslacion indeperdientes
Ueivarsal % 3 2 rotactones, O fraslacion
Esftrica e 4 3 rotaciones, [ traslacion

. [Mlanar E 3 1 rotacidn, 2 traslaciones |

(gue es ol cnerpo vigido euya postura <o desea controlar), es (el comprobar usando la
formula (1.10) que en este caso el ntmern de pracos de movilidad del robot ez wgual al
nimero de articobaciones, S1el vabot es de ting paraelo, eolences babra mas articulaciones
gue eglabones maviles, ¢l npamero de grados de movilidad serd menor que el mimero de
articulaciones v, por lo tanto, podrd haber articulaciones pasivas (no actuadas ).

En estz sentido, hay gue recordar gue en un robot ol nimero de actusdores requerido
para tener wn control completo de la postura del cuerpo de interés es igual al ndmero de
grados do movilidad gque el robot poses. 51 ol mobot tiene menos actuadores gue grados de
movilidad, se dice que el robot es subactuads; & por ol contrario, tiene més acluadores
que grados de libersad, s dive entoncss que el rabot es sobreactuado.

Trebe notarse fambién cue un robo: movil, aungue pusde poseer artioulacionss v partes

con movimisnte relativo al rebol en sl sicpre babra mis eslabones (maoviles todos] que

19
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L - -z . I i
ertienlaciones, ¥ de acnerdo a la froula (110}, siempre tendra al menos 25— prados de

movilidad, Aungue esto pareciers indicar que el control de la postura de un robot mévil
e5 mias sencillo gue el de nn manipulador, en la praciica oo 25 asi, sing o contrario, esto se
debe a gue la distribucion de los actuadorss en este tipo de robots nosmalmente prodoee
U1 EOViEento. que estd sujeto a restricciones no holondmiens

En lus subsecciones signieates se explica como obtener el modelo cinemético v dindmico

de robals o general,

Modelado cinematico

Congidérese en general wa rolied (wanipulador o movil) de nogradas de libertad {(movil-
idad), por definicion se roqueren n varables independientes para especificar la condan-
racién del robot. LlEmese g al vectar en el que se aprupan esas novariables de configuracian,

eIt onees:

s
sunomiendose que el rebot tiene n actuadores (une por eada gradoe libertad), al veetor
¢ s e puede lamar como vector de variables articulares activas, v ¢ seria ln varialile
correspondiente & le -83ima articulasion activa,

En segnida se planten ¢l easo de un rebet manipulader paralelo, el cual ademas de
contar con articnlsciones activag tambicn posee articulaciones pasivas. Snpongase que p
es el nimern de articulaciones pasivas ¥ 9y, %, o, oy son lus variables asociadas a csas
articinlaciones pasivas, entouces of veetor de varviables articulares pasivas es:

e
i

= : e T,
y

Finalmente, sea x el vector de variables de postura del elamento de interés (plataforma,

efector final o vehileuls). Como v se mencions, la pastara de cualguier euerpo rigido en un

20
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eepacio tridimensional tiene en genoral M grados de libertad (donde o es la dimension
del gspucio en el gue se mueve ¢l guerpo); si p y @ deseriben respectivamente la posicion
v e nrientacton del elemento de mterés, donde p es un veetor de o componentes, es degir,
p e B v dun vector que puede estar compuesio por m parametros, pero solo o "r"—__” de
cllos son independientes (esto os delado o gque el sspacio de configuracian de fa orientacion
e una veriedad de dimensién &, que serd denominada aqui en gereral como V)5 entonces,

es posibls eseribir g C VI C B™ (m2 8] ¥

p — o=
om== e R S RO
&
El modelo cinematico de un robol es una [ugeicn que relaciona ol vector de variables
de confignracion g con el veeter de vaziables de postura del elemento de inlerés o, 5i esa
funcidn permite obtzner @ a partiv de g, entonces se habla del modelo cinemdlico direeto.

k)

Sea b tal funcion, entonees b 1B* — BY x V4 y
x = hig).

Por arra lade, ] modelo cinemalico inverso permite determinar el veetor g a parcir del

virtor i es decir, s busea envonlear e looncian aveesa de ke

g—h mx).

Sl existen p articulaciones pasivas, entonces deben existir también p restricciones
holomimicas entre las varisbles g, 3 v, Dado un conjunto de variables vy, te. ..., U, una
rastriceion holondmicn entre ssas variables o8 una ecuacion de la formva 5o m, om =10
gue astablece una relacin entre las k variables, de modo que 21 se especifican b~ 1 de
psas variables, deberia ser posible sueontear la fallante, despejandola de la ecuecion de la
restriccion. e acuerdo con o anterior, dadas las p restricelones holonGoucas de la forma
=g, 3, @) =0 £ B deboen permitir expresar cade una de las variables articulares pasivas

en términoside g v o es dedir, se puede Tegar a tener

Blq, )= E,
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por lo que se pueden eliminas las variables artionlares pasivas del sistemna de ecusciones v
rmeontrar asi el modelo cinematico.
En el caso de robots paralelos es comuin tambien definir un vecuor
q
P s R TN T MR :
p: .IH L—_:‘Rﬂ. j)ux\u-.cr__gnllliru |:_].L.l:|
s
siose defne v =+ ptd +moentonees p € By 8 oel obot tene s6lo nogd L, entonces

exisne o vector de o restricciones holonGmicas
i) v = =i L
T =0 £ & i {I_.J._J]

Clinematica diferencial

En general, el movimiento del elemento de interés del robot con respecto a un marcs fijo
{imercial), estavd compuesto de an movimienio traglacional v oun wovimiento rotacional,
La tasa de eambio temporal de cada uno de estos movimientos relarivos queda deserita.
respectivamente, nar medio de nn veetor velocsded Insal v un vector velocidad angular.
La einerdtica diferenciol, os le que establece la relacion entre las velocidades articulares
activas v las correspondientes velocidades lineal v anpular del elemento de interés [14],

Stg e R denota ol vecter de velocidades artzoularss activas, v € 3% 28 el veclor
valocidad lineal del elemento de inlerés v w © B ez el vector velocidad angular de.

elemento de nterés, estos allimos referidos & un warco o, entonees es posible eserilin:

e Y i N
= Jiglq {1.13)

| 5
gue representa la esuaciin cinemdtics diferencind del sobot, La martriz J{g) £ B e
conactda como el jeenbiano georadtrico del robot, ¥ como se observa, es ura matriz g
penmite la obtencidn del vector de veloridad lineal v angular, a oartir de la decovada de las
enordenadas articilares. Enseguide s explican-algunos concepros indigpensables para la

obtencidn de esta wiatriz, que en general, o luncion de las coordenndas de confisuracion,
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Tas conliguraciones g para las que J{g) pierde rango, son denominadas singufaridodes
cinerigticas del robot [14]. Evitar las singularidudes ¢n un robot es de interés por muchas
FAZONCS.

La ecuacién {1,13) puede eseribirse como

v]_ [t ],
w | | g

donde J(g). J{g) € B son las matrices correspondientes a la contribucion de las
velocidados artivulares ¢ a la velocidad lineal ¥ angular, respectivamente

Por atea parte, consideratido ¢l veetor dé coordenadas de postura

I = I‘I E Rr' W I'Ir'rl! _: E:‘fl-:r.u.
¢ -
se tiere que T derivada del vector de posicion p € BY o4 justamente [a veloeidad lineal:
dp  ap ;
-:—:—_'I_._Jrl :Eﬂ{ir.
Sl e L e (g € k",
con Jy(q) € BRYY mientras que en ¢l case del veetor de orientacién @ © W R™ sa tiens
- el o B T
th = ¢ __d)(-j =lylg)q € BT
el g

com Jate! € B D esta manera es posible eseribir

=

N .
= { S PRI S (1.14)
Jn-,l.lqu

donde Julq) & BET"2Y ey conoeide eomo ol jecobione enalitice del robol, que es justa-

mente el jacobiano de la funcidn cinemfticn o = hig):

ithig)
g

el enal os il para obtener, apartir de ¢, la derivada rispecit al tempa del veetor & —

Iilg) =

X3

Por dalinicion, la velocidad lineal indiga la variacion de Ta posicién en la direecion de las
coordenadas carlesianas; de mods que 51 p € &Y estd expresado tambitn en coordeniudas
CATLOSTAnAS, enlanees:

v= I b {1.13)

(o]
Caz
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donde, en general Iy, © B™ o5 una matriz tal que el elemento on el renelim @ v la
colimna jes laid=jFyvesOsii# g, puni=1,2...my 4= L1200 Por ejeimpla,
sl el movimiento del robot es en 3D, entonees d = 3, Tl = | £ R VY =g sel

mevimiento estd restringido al plano (que, por convencion, se considera es al plang XY,

1 0
entonces d=2v Hy, = | @} | | e B**2
o

Dada una parametrizacion de la orienvacion @, es posibile eneontrar tambicn una
relacion lineal entre la velocidad avgular w ¢ B* v la velocidad rotacional o ¢ 7
Esdente

w — Tulq)o (1.16)
donde Ty £ BY™ 65 una matriz de transformacion jue depende de la parnmetrizacion de la
orientacion empleada, v es proporcionada pars algunas parametrizaciones de Iy oTientacin

en ol eapitule 4, Tie (115  (1.16), ex posgible cserbir

' [
L | - Tala ;J (L1T)

clanede

JI_'III'.I‘| - |— '{Llr.iyui I-J-‘I:.un r RIDP'I_L'"'I'II_:'
I L”.ﬁxu Tc:u'lﬂ]

por tanto, oo importa gue parametrisacion se emplee. el jacoblane ZeOImsTie Slempre os
el s,

Comparando (1,13} ecn {1.14) v (LLT) se aprecia la relacién sntre el Jacobiano ge-
mnétrics ¥ el jacobiano analitico:

Igl=Tylq)1).lg).

Dl conjunta de sivgulavidades cinematicns de an rolyot, aquedlas que sou debidas a la
péerdida de rango de la marriz de transformacion Ty (g) son conocides como swigiliredades
de represertacion. |14],

R el enso de robols con restriceiones holondmicas de 1a Torma (L.12) es posible tamar
la derivaca con respecto al tiempo para obtener

il A —
% = [igp=0, (1,183
&y © \pip =0, 118
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=
donde D({p) 2 B 2P ag 1q matriz que mepea ef vestor p = [ ad 8 & al voerror
e las derivadas de lus restriceiones, que por definicion es nula, (ver 1,12}

Par otea parte, es posible definir treg matrices B,(p) € 2777 Ralp) C B v Ryip) =
R.‘l"x i

lales o

p= R, 014,

fr= Hgip]Od

p= H,lpx,

det mads que de (L 18} s¢ tene
DiplMaip)a = Dip)Ra(pl@ = Dip)Relpld =0 377",

Modelado dinamico

Il madels divdmien de un rabot proporveiors la relacian entre las fuerzas v momentos
pares) aplicados o cada articuliacion activin v o movimienlo del rabor deserito por medio
de las variables de conliguracion v sus derivadas temporales, Al ignal que en cinematica
oxisten dos casos: o modelo dindmico divecto ¢ wverse, El modelo dindgmico divecto se
enfoca en encontrar ¢l movimiento resultante del robot como una foneidn del tiempo ante
la aplicacidn de fuerzas v pares exrernos. Por otro lade. ol modelo dinamico inverse permite
envontrar lus fuerzas ¥y momentes regqueridos para logrear nn movimiento deseado del robol,

Considérese nuevamente un robot de v gracos de libertad, con n articulaciones activas
gue s agrupan en ol veetor g € B T movimicnto del robol queda entonees deserito
wor g, g v g, stendo los dos dluimes los vecltores de velocidades v aceleraciones articulares,
respectivamente.

Sior £ B pepresenta el vertor de fuersas genervalizadas aplicadas al roliol, s decir:

L=

T=| . |[EE*

It
(v |
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donde 7, es |z luerza (o momento, aplicado a la articulacion activa «, entonees el modelo
dindmien directo es ung funeidn g 2" — B ral que

tf
q | = pi7]
7|
tientras oue ¢l weodelo dindmico inverso seria
r=u g9 4).

Existen varios métodos pava obtener el wodelo dindmicn de rohots mazipuladores [15],
siendo los dos mas conocidos el que se basa en la roulacion de Newton-Fuler v el que
parte de ba formulacion de Lagrange. Lo <l wélodo de Newron-Eualer se resuelven las
cenarionss de movimiento de Newlon (para traslacion) v de Euler (para rotacion) en cads
eslabion, por lo que es necezario womar en cuenta todas lus fuerzas v momentos (éxlernos
vodde reaceién) que actian en ol robot,

En el método de Lagrange se parte del principio de conservazion de la anergia, el
cual derivan las ecuaciones de movimiento, Aungue dste ez un mélodo analiticamente mis
simple v generalmente Leva a mna form explicita del modelo dindmieo, tene la desventaja
de que stlo considera lns fuerzas v momentos apleados, v no las fuorzas v momentos de
reavcicn enlre los eslabones.

A vontnuacion s describe brevemence ol método de Lagrange para la obteneion del
modelo dindmico de rohots en general.

EI primer paso e delinic ¢l veeror de variebles generalizadas que serd empleado para
describir la conliguracion del robot. Cabe mencionar que aond se usa el térming “variables
seneralizadas” para deseribir cuilanicr comjunto de variables {independientes entes & o
no) guae deseriba de Tirma anica el estado dindmico del tobot.

Aungue puece haber muchas posibles elecciones de coordenadas generalizadas, para uu
sstema fisico gencralmenre se seleccionan nlzunas gue sean convenientes pasa la especifi-
cacion de de la configuracion de’ sistema v que hagan mas Feil la solueidn de las sevaeiones
e movimiento, 51 estas vanabley con independientes entre s, entonses ol namero de co-

ordenadas generalizaday es ignal al nlunere de grados de ldhertad del robor,
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Par ajemplo, en el caso de roliots manipuladores seriales, dado que el ndmero de grades
de libertad es izual al mimero de articulaciones, ¥ #stas por Ty general son actuadas, os
comiin usar el veetor de variables articulares activas como el vector de variables gener-
wligadas v no hay restriceiones holoudinicas. Sige seleceiona ol vector g & R delinido
st (1.11) como el vector de variables generalizadas, entonces debe existie un vector e
restricciones holondmicas como el definida en (L12). En el analisis siguients s& wsArd on
general p, coma ol vector de variables generalizadas.

Una ver definido esto cs necesario determinar la energia eindética K, ¥ la energfa po-
tencial 24 en tévminos de esas variables p v sus derivadas p.

|.a encruia cinética del estabon o esta dada por
L . i .
Kip, pl= E:rnluf vy + Eu.ﬂ] L, (1.19]

donide m, es Tn masa del cslabén, f € BP9 ey la matriz de momentos de lnercia con
resmecto al centro do masa del edlabén, v; € 3% a5 el vector velovidad lineal dlel centoo de
mitsy, y w, © B es el veetar velocidad angular del eslabon,

La energia posencial de un solido e define como el trabajo que realiza o peso de
euerpo ol desplazar su centro de masa hasta un plano de roferercia normal a la aceleraciin
de la wravedad, por tanto 1o enerafa potencial del edlaboe i se sbtiene wsando la siguiente
e prEsion:

Ulp) = —mip.g.. (L.20)

donde p, € B es ¢l vector de pesicion del centro de masa del sslabén v g, es el vector de
soploraeion dehida a la gravedad. la cual obviamente sieinpre es dirigida hacin el censro
de Lo tierra v por tanto, al susticnirse en (120) proporoionard gl trabajo realizado por el
peso para desplazac ¢l eslabon i, ¢l cual, como s¢ aprecia en (1.20), es pogitivo st p > 0
v pegative s op,, < 0.

Es importants mencionar que en [1.18] los veetores w,, W, ¥ la marriz I; deben estar
peferidus al mismo mareo coordenado, auncue so puede deminstrar que la energia cinética

X, e5 1a mistia en cualquicy marco de referencia.
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En el caso de Ia ecugeién (1.20), los vecrores Y. ¥ g, también deben estar referidos o ui
WIS evaren; soese mareo cambia, la energle potencial cambia Lambitn: na obstanie, la
diferencia cntre las energias poseaciales roforidas a dos mreos A10s (immoviles) es siompre
COLs Ante,

Una vez obtenidas las encrgias eindtica v potencial de sada eslabén f, 56 puede calenlar
la energin vinélica total Kip, p) v la energia potencial tatal (@) del robet:

I
Kip.p) =)  Kilp. b

i
Ulp)= ) ip)
=]

donda ! v5 ¢l nimero toral de eslabunes en gl robiar,

L Tunciom lagrangiana (o simpleminte ol lagrangiann) dis ua robot se define como:
Lip,p) = Kilp, p) — Uip)

¥ A parlir de este funcion se pueden establecer las cenaciones de meovitmients de Lagrangs
ue detinen la dinémica de cualquier robot.

Bise usan » variables genevalizadas s declr, p =g € B entonces las eeugcinnes L
mewvintisnts ge Buler-Lagrange se eseriben:

u J’dﬁqu.q] aflg.q)
TR 1 - = = fie
dt | g

oy

donde 7 es el veelor de Tuerzus generalizadas aplicadas al robot 0. en forma compacta.
Wiala+Clg.gla | glg)— T, (1.21)

donde Mgl £ E™™ es la malriz de inercias del rhot, Clg. g} € B o8 la matriz de
luerzas centrifugas v de Ceariolis ¥ glgl © B es el vertor de pares Bravitacionaies.,
En #l caso de robots con restrice ones helondmicas las eonaciones o maovitients son;

1—.5 d—"";‘[f"‘ﬂ—J — fIm';’ﬂ"‘r'l'-I = o (f—'ﬂ:""—]) A (1.29)
et ap dp g
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=Tl

dovde vip) © 277" es el veetor de restricciones bolonémicas y & £ B es el vector de
multiplicadores de Lagrange que permite reducir o] niimers ce ecaaciones independientes

a 1. La forma compacta de (122} es:
Miplp  Cilppip b gdp) =7, = Dip)"x

donde M, (p) & B™, C.(p,p) e B, g.(p) € BT v 7, £ " se definen de manera similar
i los roreespondientos clomentios en (1.21), pero <on ilee danension mayor.

Finalmente, si lag v @ rostricciones son no holondmieas, las ecuaciones de mevimiznto
ce Lagrange guedan [13]:

U jfﬂﬂl;.ﬁ.h A r'-;'-"—-'-f?:f—iz f) _ ol f'i"F{?ﬂ- ald f”"f{f{'-f?} : A
it dp Hp ap di

1.3. Esquemas de control de robots

Desde el punto de vista de conteol antomaties, la estroetiura mesdnica de un robor
es vista como un sistema qgue tiene como entrades las fuerzas o pares aplicades o lay
articulaciones Activas, mientras que como salidas es posible elegin un conjunto de variables
peneralizadas v sus respertivas velocidades,

Por atrs prrie, I mavoria de los robots emplea como astuadores servomotores eléctri-
cos, va st de CD o de CA (coino los comcnmente lamados matores de CD sin escobillas).
Para =u corcecto funcionamiento, los servomotores requicren tmanejadores (drivers) elee-
tednicos que incluyen no s5lo la ctapa de polencia, sivo tambien una ctapa de control a
bajo pivel en cada uno de los astnadores del robol, Lsta etapa de control puede neluir
basla tees seeciones: un controlador de posicion, un controladar do velocidad v un contro-
lador de par, tal romo se muestta en Lo Hpora 1.6, Los tres controladores constituyen un
pinema jerdrquico con lazos de contiol amdados, En e mayoria de los casos o5 posible
configurar € manejador de mancra gue au senal de entrada corresponda a L posicion, & la
velocidad o al par deseado en ol maolor (respectivamente g, wy o 7y en la lgura LG Asi

e se habla de tres modos de operacion indizados por lineas punteadas on la kgura 1.6,

29
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Figura 1.6: Diagrama de blogues de un ssrvomotor y su manejador.

Al emplear servomotores, ol vontrol de la configuracion (o postura) del robas ge pmede
lugrar de varias mancras. La mas simple o confisurar el manejador dirstamente en modo
posicion; la desvenlaja de este esquema es que, en general| 1o es posible cambiar el contro-
lacor de posician interno o sus ganacias. Otra manera es confignrar ¢l manejacor en modo
veloeidad o implementar un contralador de posicion externs fue genere lag referencias de
velovidad para el manejadar. Finalmente, el mancjador se puede confizurar en modo par
requiriends el diseno de un pontrolador de posicién externo que genere 2l par deseaco.
Para mas informacion sobre este tema ver |16].

Fin la literatura, se ha aeutado o térmiae “eontrol sinemitios” para reforirse a auellos
escuemas de contzol de robots gue entregan referencias de veloridsad articular, en vez de
referenclas de par. Debe resultar claru que estos alenritmos son validos s6lo si los artuadores
del robot estéan coaligurados en modo veluddad, Por excension, se les llama “santroladores
dindmices™ 4 aquellos que entregan referencias de par al robot, 1o que implies gue ésie
debe estar aperanda en mado par.

En el ecaso de csta teals, se considera finicamente ol Hanado abyetivg de contral de
mevaibe; que consiste en lograr un segnimiento asintotieo de la configuracion de salida
del robol a una travectovia temporal de confipuracién descada, en el sspacio libre. La
configuracion del rabor puede ser expresadi en coordenacas articulares o de postura.

Asi, dado una trayectoria deseada sepresada en cocrdenadas articnlarss, g,(t) € E",

A0
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Figura 1.7: Esquemas de control de robots: a) en cocrdenadas articulares y &) en coordenadas

de postura.

el objetive de contiol de movimiento en coordenedaes arfienlires os

dmogll) = gyt

[—l

mientras que i la leayectoria deseada es expresada en coordenadas de poestura, Byll) E
A AT L B entonees el abjetive de control de movwniento en coordenadas de postura
serin

Wen ae(n) = walid)
] g

Es importenie setalar que en los tobols las acciones de control son aplicadas dirvee-
tamente a cada artienlacion aetiva, sin embarge. la especifeacion de las tareas a realizar
wereraments s bace en a través de la postura del elemento de interés, Este becho condues
on forma natnral a considerar dos clases generales de esqueras de contrel, denominados
aqui esgpema de control en espuen arbteular v esquema de econtrol en espacio de postura
|L4]; disgramas de eslos esquemas de control se muestrar en lx ligura 1.7,

El problema de control en espacio articular se puede dividir en dos partes. Frimer,
sporestelve Tn cinemética inversp pera transformar el movimiento requerido del espacio

des postura al espacio articular. Luego, se disena un controlador en espario articalar que
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1, Introduccion

permite el seguimiento de las nuevas referencias articulares, La principal desventaja de
eRte esgquema, sin embargo, @5 que las eoordenadas de postura gqueday Tuera del lazn de
retronlimentacion y son controladas en mulls abierta a traves de la eslruetura mecanics
del manipulador, expresada mediante la cinematica diveceta v diferencial s elaro que
enalguicr ‘neertidumbre en la estructura cansa una perdida de expctitud en la posturs
real del extrama linal del robot.

El problema ce control en espacio de postura stene un enfoque global que requicre
algoritmos de mavor ecomplejicdac, debido a que la cinemdtica inversa estd ahora inchiida
dentra del Tazo (o reroalimentacion, Esra ventaja conceprual da la posibilidad de geruar
diregtamente subre lag variables de pestura; no obstants, ésta es <6lo wii ventaja poteneial,
pres por Lo general la postura del extroms linal oo es medida diroctamente, sing calenlada

usanido la cinematica divecta a partic de mediciones de las coordenadas articulnres,

1.4. Objetivos de la tesis

Ll ebjetivio general do la preseute Lesis consiste en estudiar los lundarmentos matemali-
cos de los mimeros duales, asi como su aplicacion al medelades voal control de robots. Para

lngrar este objelivo general se proporen los siguientes objetivos especilicos:

L Estudiar los lundamentos tedricos (operaciones bisicas v propledades | de Jos niimeros

dnales,

= luvestigar en la lilerasura |a aplicacion de los nimerss duales en ol modelado de

cnerpos rigidas v mibots en general,

4. Estudiar y, en su caso, propouer algeritmes de contral de robot s gue atilicen nmergs

duales,

4. Realizar simulaciones v /o experimentos é:1 nn robat real para mostrar la aplicacion

de los algoritmos de centrol estudiados,
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1.5. Organizacion del documento

Fste docunento de tesiy se enenentra organizedo do la siguiente manera;

B el capizulo 2 se explican log fundamentos matematicos requeridos para el desarrollo de
la tesis: las estructuras algebraivds Lisicas, algunos conceptos ¥ aperaciones del Alpebra
lneal. asi como de variedades v grupos de Lie, v 1a estabilidad en ol senticdo de Lyapunov,

En ol capitulo 3 se explican las propiedades ¥ operacionss de los nomeros somplejos,
nimeros duales, cuaterniones v cuateriones duales.

Fn ¢l capitulo 4 se explican diversas maneras de pazametrizar la postura de un cuerpa
rigido en el espacio, las cuales criplean: dugulos de Fuler, malricrs de rovacion, pardme
tros de Baler v nimeros doales (matrices de transformacion daal ¥ cuaterniones duales
nniterics). Ademas so presentan las expresiones de einematicn diferencial para cada nna
de las parametrizaciones anlerforments meueion welas.

En el capitalo 5 e estudia el modelado cinematico direcso de ruliots rmanipuladores
seriales, g0 explican los pardmetros Denavic-Hartenberg (D-H} ¥ su aphcacién al mod=la-
do rinermitico directo de robots valitndonos de: matrices de Lransformacion homogtnes,
miramettos de Bnler, marrices orogonales daales y vualerniones duales unitarios,

Fn el capitulo 6 se describen los esquomas de pontre], se expone ol error da podtura ¥
#l abjetivo de control empleando cnaterniones duales aritarics v ademis se propouen dos
controladores que ulilizan cuslerniones duales voilarios: uun controlador cinemético y un
controlador dindmico.

Cam ol i dé cvalsar los controladores propuestos en el capfinlo § en o risbol, 1 el
capitalo T ae realizaron simulaciones numiricas empleanda ¢l paguete Marlab/Simulink,
st como el modelo v parametros del rabos Mitsubishi PALD,

Por siltimo, &n el eapitulo 8 se exponen los comenlarios y conclusiones surgidos del

trabajo zealizado.
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Capitulo 2

Fundamentos matematicos

Fate capitulo esta destinado s presentar conceptos v herramicntas Lisicas Qut serin
atiles en los capitulos subsecuentes. La wiayar parte del materis ha sido exvraids do [17].
En este texto se cpleardn los slguientes simbolos watemiticos de abreviar i
¥ 'pare lodo”
I existe’
E "perlennciento a”
= “fmiplica”
¥ los siguientes sirebolos de operaciones:
= multiplicacion de cualquier niamers complejo generalizadn,
= munltiplicacion de suacerniones,

D multiplicacion de cualerniones duales.

2.1.  Estructuras algebraicas

S dice que un conjunto de nimeres S og rerrady bajo wna gperacidn Mnacia « si par:
todo a, b Sose thene que a4 0 & 9, Por elemplo, ¢l conjunto de los wimerns natrados
e cerrado bajo lus operaciones de adicicn {+) ¥ multiplicacisn (=}, pero no lo os para la

slEfracion v [o divisicon,

3



2, Fundamentos matematicos

Grupo

Ut grupo (G, =) se define comeo un conjunto & que es cerrado bajo la operacidn binaria

«, v gue satisface los siguientes axicmas, Ya. b o & G

v Asocipbiidag (a0=h) re=ax (b= ).

22

o Elemento iendidod: de @ € a%e==0=4a,

e fvpersa: Jd€ (Fraed =dxa=e (¢l elemento identidad).

Si ademds de los axiomas anleriores se satisface tambifn el signienfe:

v Clomrnutalivedmt: g+ h = b+ o
se dice gue el grupo es abeliane Por ejemplo, los nameros reales forman un grupo bajo la
adicion, pero no bajo la multiplicacion, va que el cero no tiene imverss mulliplicativa.

Anillo

Un oanillo (12,4, = o5 un conjunto & que es cereado bejo las operciones de adicidn { )

T

m

v (), v osalisface los simmentes axiomas Vo, boo

= Assciatividad adeliva: (o + 5 —e =10+ {b - ¢

s Copprutatinided aditiva: 0 =5 — b+ .

w fdentidad aditiva: 0 B 0+o=n+l=a

w [rverse aditn: 1—ne Hon+{—al = (-al | ¢=10,

s Asoeiobvidad multiplicativa: (a x by <e=ax (b« ).

Distributividad: @ (b | ¢) = {axb) + (axel ylu+bl we=laxe)+(bxe)

Se puede decis que un anillo o5 an grupo abeliang gon wna segunda speracion que es
asucialiva v distributiva scbre la operacidon del grupo aheliano, Bl cjemplo més comnin
de anillo son los nimmeras enteros: otres cjemplos que son de interés en esta tesis, son los

miameras diales v lea suaterniones,
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2. Pundamentos matematicos

Campo

Ui eampo (F,—+. x| es un conjunts F que es corrade bajo s operaciones de adicién
(1] v multiplieacion (=], tiene nn clements identidad aditivo (3 diferente del elemento

dentidad multiplicativa (1) » satisface los siwuientes axiomas, Ya, boo o
» lsociafiondad adviveel (n— 8 o =a | (h+ ¢l
w Conmutatividod aditie; o +b —h+a
w fagentidad aditiva: ADE F 10 1 a=a + 0=n.
n Inverse aditive: 3 -e € Fliat {—a) = (=a)+ 0 =0,
n Asoeratvindod multiplicative: (o < B) % e = o x (b < o).
w Congnabetivedad smulbpleotiva: a « h—F < o,
o Jdentedad mudtiplicatein: 17 e w1 - 1 2 a=.

o Innerse sultiplicative (excepto para Wi va £ F={0}, Ja L e Franat =a lxg =

1,

Distrgbubividad: vz (h+e) ={e s W +(a=xe)y {o+8 % 0= {axe) + (b x e,

Se puede deeir que un sampo &5 un conjunto de nhmerss qie os cerrado para las opera-
ciones de adicion, multiplicacion, sustraceion v divisién (diferente de cers!. La eondicion
U1 0.1 € I asegura que un carcps debe toner al mienes dos elementos, El CHNPO Mas
pequend es entonees ¢l de los nimeros binarios, donde las cperaciones basicas del CALILE
cle 1o bivarios son XOR” v "AND™. Otros efemplos ge campos son: s nimeros racionales
(@), los mimieros reales (4] v 108 ntimeras conpleios (), ron las operaciones de adicion ¥
mulliplicacion convencionales, Los enaterniones (H) v los migineres duales (I o forman
un campoe. pues los primeros no satisfacon ol axiomia de conmuotatividad mulliplicativa

los sewundes no cumplen con la inverss multiphcative ¥z & 10— [0},
]

.
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2. Fuundamentos matematicos

Fspacio vectorial

Un eepaeio vesforial (V, —, ) sobre un campo | F, 4. %) o= un conjunto V', eevrado bajo
las operaciones adieion vectoral (2 VxV = V) oy multiplicacion esealor (- FxV 2 V),

v ogue ademas satisface los siguientes propiedades, Yeob ¢ F Vu, vow e 1V
L. Adsoeigtividad aditive: w+ (v +w) — (u+1v) + w,
2. Corirnndeivadad adifion: o4 w=w+ o,
&, ddentidad odifie A0 EV VR 2V v - D=w,

L, Jrversa aditive: Ve e V. Jd—¢¢e V 1w+ (=) =0.

L]

Asociatividad multiplicativa: o (h-w) — laxh) v,

G. Jdentidad mulfplvate: A1 e Foso eV, Loy =1,

M

- Destributiidod sobre ln adicidn veetorial o (v L wj=n.n | 2w

8. Dioviributiidad sobre o odicion del comper [a4b) v = a2 w4 b-w

Loy elementos de2 un espacio vectorial se conoven en general como vectores Una
hase de un cspacio vectorisl Vosobre £ se deline como un conjunto de woctores fdsi-
COS €5, €a,., .. 6, TV que son Unsalmente independientes v que getieran (apan) el espacio
V. Consoeuentemente, st (€1, 83, .., €n ) 68 un coenjunto de veclores en Vo entonces esos

veetores forman nra hase s v saloosi codo v e V' opoedecser sserita an Tarmma foies corm

= agEr e+ — €y (2:1]
donde aq e € F U eaprcio vectorial tendrd muchas hases diferentes, pero has

glempre el mismo namero de veetores basicos en cada ara de ellas, Bl pimers de vectores
basicos &5 llamado la dirmension de 17,
51 F s ¢l camno de los mimeros reales B, entonces se habla de un espacio vectariad

sebre los reales Bl ejemplo més comim de an espacio vectorial sobre log realos os o] vepacin
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2. Fundamentos matemiticos

cuchdiano de dimensidn n, denotade por BY, Otros ejemplos do espacing vectoriales sobre
low reales son los admeros complojos, los nmimeros dusles v los cuaterniones,

Sean U1y V' dos eapacios vectoriales sobre el mismo campo F, v sen f100 5V una
funeion inverrible tal que

flaz+ ) = afix) + bf(y!

para todo 2.y € U v todo 6,0 € F, enlonees se dice que f e3 uu isomorfisme v 7 v 1
son sseroyfices, o5 deeie, son eseneialmente idénticas.
(hsorvese que, dado un espacio veerorial de dimensisn n, cada voctor o € 1, expresdado

en la forma (2.1) pusde ser expresado tambidn com:

Ty 1

l'[..-_| -
g=| . | eR”

L,

de modo que el mapeo Vo — E" es an dsomorfisine. En general, dos espacios veetoriales
son lsomorfiens §1 v so0lo si tienen la misma dimension, Por ejempls, los nimerns complejos
definer nn espacio vectorial solire los reales de dinension des, que es isomérfica al EsPACLo
vectarial real B=, esto soeseribe:

=R )

Liss eapavios vectoriales (0 espacios lneales) v las transformaciones erntre ellos son ol

objeto de estudio principal de Lo Hamada dlgebrg fineal,

Algebra sobre un campo

Sea (V.. ) un espacio vectorial sobre un campo (F 4. % 1. 81 se define una aperaciang
mudtplicaerdn vectoral (= 0 V=3 = V) tal que V osesn cerrado bajo csa operaciin. v

sutisfuga las siguientes propiedades, Yo © F, Y, 0, w e Ve
o [hatptbubivedod: (2 ) vl sw —wrw v =W v wE (o Fw) = wew ous w,

v Bilmearidad: (aou)=v=w+ (o v) =a-[wurr),

4



2. Fumndamentos matemadticos

enlonees sotiene un dlgebra (V4 #) sobre el campo (F. 1, X

Natese que un aloebra no regquiere ni asociatividad ni conmutalividad ed la multipli-
eacion de vertares, es por eso-gque pucden definirse dlgebras no cormulatives v ilgeslmas oo
asoriativas. Por cjemplo, el dlgebra de malreeg 85 aspeiativa, pero no conmulaiiva.

Un tipo interesante de dlgebras no psociatives v no sonmmtativas son las dlgebras de

1

Lie, que satisfacen las signicates propiedades, Yo, vow [V — -+ )

o Antisimetria; s w = —0 * W, 2.3

» Jdentidod de Jocobe wa(vrw) —w+{u=v)  v={mweu) =10 [&.4)

Un elemplo corin de un algebra do Tie es o sspacio enclidiano 3%, con la multipli-

cacitn veclorial dada por gl producle eruz de vectores.

2.2. Algebra lineal

Fl ispacio eiclidiang B es ol conjunta de vectores @ e dimensian n, formados por

n-adas de nmerns reales cn forma de columna;

donde oy, g, o, © B oson las coordenadas del yeeror @ Similarmence, se denota por

e ol contunto de matrices A formadas por arreglos de mimeros realss ovdenados por

norenplones ¥ moealnmnas:

LT L s

-'J.2| | g b e o

;"1 o {“".]' . e "'-S."Y"I.

Pl Ty v iy J

i

X

En weneral, el espacio de matnees B es isomintico al espacio de vectores B
{iene por tauto dimsnsion min, Notese también que un veesor e8 simplemente una malri

sotumna, osdecir, con = L

a0
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2.2.1. DMatrices particulares

ol cenjunto de matrices diagonales de ros n forma un cspaeis vectorial, da dimension
. gobre los reales, Dos mintvicis diagonales de particular utilidad son la matils fdentidad,
definidn como fy — diagil} & B v 1y matriz nede 0., = diag{0} © ", Cuanda
no hava lugar a confusion, las muamiees identidad v nala se denotaran simplemente cone
Iy U, respoctivament.

La matriz transpuesta de A € R™™, denotada por AY 2 B eq la que se obiiene al
wtereambiar los renglones ¥ colummas de 4, Una malriz cuadrada 4 € B s simdtrica
a1 :-'l—-l- g TRV 5 ] 4 wodisriy. w .4_:.-'?. I g o taa; 5l Py gl A
81 es lgual a su fransouesta. es desir, siog A%, IMIEntras quees antisimsirien s

AT, Notese que, dada una matriz conlquiera A € 3% |ag matrices ATA & Brem o
AN & B gon slmdtricas, s fieil comprabar que los conjuntos de malrices simtrricas
) Lsirnatric: i 1 s hes N Tales de B e sem (iens ; Wozs f T |
¥oARLSIMetricas Llorman subespacios vectorales de « (HIVER LIIICNSIONES SO0 Fnln |
v anin — 1), respectivamente. Tor ajernplo, 14 mittriz simétrica

R
g
e Ty T4 R
i3 X5 g
es claramente isomorhes a B". por 1o que su dimension es 6. Bl conjunto de mat roos

antisIneEtricas de n < noes de inportancia v se dezoming soin ), e decr:
s{n)=1td e B A= -aATL

El rango de una mateiz A € B, denotade por cank( A4} se define como el misimo
nimero de renglones (o columnas) lineslmente mcependientes de A, En general, rank(.1) <
it n}. Si sak( A} = mingon, o} se dice que A s de rangs conmpleto (full rank),

Una matriz cuadrada 4 € B™ es songular st su decerminante es nule, Lo, sidetlA) =
Ui por esta razén, una matniz singular no tene inverse, Sidet{A) 7 U ennonces A es no
Ainglar v s matriz fnversa, AN & B enmple A4 = A A = 1 ademas (401 =
|l‘l'r ] :‘

Fl canjunto de matrices enadradas no singnlares forns un grupo bajo la multiplicacion

matricial convencional, Este grupo es denominado grupe (ineal general GL{n):
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2, Fundamentos matematicos

GL{n) = {A € 3" det{A) # 0}, (2.5)

La aperacitn inversa de matrices puede extenderse al easn de matrices oo cuadradas,
sierpre v cuando sean de rango completo. 8104 € B 0 > ey rank{Ad) — m, entonces

exisle una matriz pseudoinversa zquierda de A, 1? ¢ B alada por
_1': — |{ .1]"‘.-1] 1 _.!l]"
Byl P T

ral cue ;'1,?."! = [ & ™" S por el contraro, n < m y rank{ A} — n, citonces s¢ tiene la

matriz pséudoineersa derecha de 4, Al e B

i i LA, |
Ab < ¥ (AT (2.6)
tal que AA, = 1 € B, Es facil demestrar que s1 v = v rank{1) = n (¢ lo que es lo
mismo, det(A) £ 0), entances .-—1! = Al =4
Una matriz coadreada A © B™" que satisface que A4 4 = AAT = T se diee que es
ortagenal, Ohstrvese gque si A es ortogenal, entonees A~ = A", El conjunte de matrices

ortogonales de no« nosa denota por Oin), os decis
Ofn) =fA T 44T =t a=1),

Oin) no forma un espacio vectorial, pero 3t un grupo, bajo la cperacion multiplicacon
matricial, v es lamado el grupe artagennl. Fl determinante de nna matriz ortogonal puede
ser 1 0 —1. Bl conjunie de matrices ortagonales de n x n con determinante izual & 1 es

también un grupo multiplicative. conocido como grupe especied orfogonal, SO(n);
SO(n) = {A e Oln) s den{A] = 1}

Una matriz cuadrada 4 = B no necesariamente siuélica, os definida pesitivg, y 5o
paeribe A = (), si
e i R =
Caaloer matriv simétrica v definida positiva A = A" = 0 s no singular; por tanto so

imversy existe. Mas agn, 4 = A% > 08 v solest A7 = 477 = 0. Una forma sencilla

1



2. Fundamentos matematicos

de determinar la positividad de nna matriz simérrica A = {a,;) ee empleando ol Uamado

tearema de Sylvester, que establece que A > Ui v solo si se cumple que

det|a | =0, det )
Qo Hos

% (] g |l|;-L[_4_' = (. {:

[ £¥]
=]

Una matriz enadrada A € B o5 senudefinida positivg, v se eseribe A = 0 s
o’ Are =0, Vo o R
Una matriz coadrada 2 € E"*" es definida negative st —A os definida positiva, miontras

e o8 sevigefivnge negative 3t —A es semidefinida positiva,

2.2.2. Productos de vectores

Do dos vectores ¢ = 3%, ol producte interior ( producto esealar o producto punte),

i BY o B = 1, se define corm:

S|
h-\ ) 1 e e B
Sy = LJ.T.';, = [ T SR : ey o
N e

=

EL productn inerior perreite delinir la normae swelidiona de un vocror @ £ 2%, denotada

por |||, romo:

| — V& @ = vaTe = 3

N

i=]

Propiedades aciles de 1a norma enclidians son, Ve y o B

ol =lull < le—y|| £ =l 1 ||yl (desianaldad del triingulo). (2.8)
o 'y < )yl (desizualdad do Schwartzl, (2.0]

Eu el easo de veetores en BY, el producio nterior tawbien e puede obtener usando A
RIZNTETITE eXprosiin:

T --'y’ = !ﬂ'_!” y” {[]irﬁ_.'._l_,l]l



2. Fundamentos matemadticos

donde f., o le nguly entre los vectores @ & B> y y £ BY,
In el easo partienlar del espacio Y se tiene tambitn el products sxterior {producto

cectorial o products eruz) de dos vectores @,y & B ow o B w EY R que se define com;

iy i Hally — Lxlia
pxy= |z | % |t |=| ssn—nys | R
Iy Ws Lipe — Tl |
Alternativamente, se puede eseribic w x y = S{Ely, donde, para un veotor @ =
. N
I Xy Eu A ¢ B la matniz Sz se deline comao:
i By iEa
iy i e R e |2 10]
Fa M £

que e3 una matrie antisimetrice. Ast gue 9(-) 8o puede ver como un operados matricial
I LB T 4

Fl eperador 5(-) satisface las siguientes propiedades, Vo, y. 2 £ B4

Szt =8=%)= -5(#%), (2.11)
Sty | 2)— S{z)y — Siz)e, (2.12)
Stely — =Sy, (2:13)
Slaim =D, (2.14)

y' Sy =0, (2.15)
=" S{y)= = 2" S(z)y, (2.16]
NixSy =ux" — eyl {2.17]
Sisimiy) = ya' — ey’ [2.18

El producto exterior s¢ puede oblener también ermpleancs:

@ x gy — ||®|| @] senl#, g (2,19

o

doride 1. 08 o] veerar nritatio perpendisnlar tento w @ € 3 comna gy £ B
Ty b
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2.2.3. Valores y vectores propios

Considérese a teansfarmaciom ineal de un veetor w e AN establecica por una malriz
enadrada L € B™", 5 el veelor resultanie de la transformacién Liene 14 misma direeeion
de w (zon w7 0F, culonees

Aw = du. f2.20)

conde, en general, A £ €, La ceuacidn (2,20) puede ser reeserita como
(A — A= 0. (2:21)

Para que el sistema homogeneo de eeuaciones [2.21) venga una solueian diforonte de b
trivial, se debe tener

det (A —A) =10

aue es la cenacidn caracterfstien de AL Las noraices de esta ecnavion, denotadas A, {41,
AstA), oo, AafA) son los walores propuos (ualores earaeterislicss o cigenvalores) de A.

Bijo la suposician de valores propios distintos, los o vectores w, gue satislacen s ecuacian
LA AN - Alwp =0 i =1 m

sl lamados loa teclores Dransoy L ueetores earaoterisiins 9 rjzge:;ar,'f'f_'f,{.lr'{f.ﬁj asneiadas a Tias
valores propioss A [ A}

La traza de una matriz cuadrads A — {ug} € B, denotada por 1r(4), es 14 suma
de los elementos en la diagonal prineipal de A, a3 Jeeir:

L

(A =Y g,
el

Drdos log n valores propios de unn matris A HEN Y traza v ¢l determinanie de A
ik !

aalizfacen:

det(A) = II AL (2.238)
EEN |



3. Fundamentos matematicaos

T el caso de una matriz simétrica A = AT £ B todos sus valures propios son
dtireios reales, En lo suecasivo, w denotarh por A i) ow Aarl A} & low valoves propios
minitno ¥ maximo de una matriz stmméleica A, respeeclivamenle. El fecresna e Bopicigh

Hatz eatalleee que en nna matriz simétrica 4 € R0 g tlene, v € R™:

ModAYl2|* < 2" Aw < Aipy A ke? (2

L
(o
o=
o

lua matriz coadrada, no necesariaments simetrica, A € e e definida positiva 81y
6l g los valores propics de A — A" son positivos, e, A4+ ATY s parg =1
Mis atin, una matriz simétrica 4 — AT € B*" as delinida positive 51 ¥ golo 51 A} =4
para i =1, ..o
MNorma especlral

Ta norme sspeetral de wna matriz A e B se doefing como:

All = Vi [ATAT,

Si A es simétrica entouces | A — mmax| A {A}]. 8 A 25 ademas definida positiva,
A = AT = 0. ontonces simplemente [[4] = A {A}. Por oura parte, en el caso particular
de A & W%3 antisimétricn, e, A € go(d), entonces existe un vector @ © 2% tal que

A = Sla), y se puede demostrar que

Al = |8} = |lal (2.

]
[
o
e

¥ogue

A3 = ALl = |18[aisia))! — lalf*, (2261

dende ||A| es la norma expeceral de la matriz A, mientras cus la) deneta la norma

guclidiana del vector a,
TETLNTR

Un resultado importante es el signiente. Cousidérese la matriz A € v el yecor

+ = B, La norma eueclidisna del vector Am satisface:

Al || A e
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Mas ann, siendo o £ B, ol valar absahine de yidx satisfuce:

|y | = (A |y ()] (2.27)

2.3.  Variedades y grupos de Lie

2.3.1. El concepto de variedad

Aunque la definicidn formal de una varicdad (en nglés manafold ) es alpo compleja,
para fines de eara Less, el concepto se puede explivar de una maners sumple. Supongase (que
s¢ tiene un espacio vectorial de dimension w el eual se considers equivalente (igomorfico)
al espacio puclideano B, Una variedad de dimension (eon e = u) es simplemente
un subconjunto de " gue en forma local se puede ver como un espacio euclideano de
dimensidn i,

El ejemplo clasies de una variodad os ol de 13 superficie e una csfery (tzl ‘a superficie de
la Tierra idealmente lo vs), Aunque woa esfera es un tuerpo geomitrieo de tres dimensiones,
en forma loval {es decir, sobre la superficle ce la esfera), se puede ronsiderar que 2ol Liene
dos dimensiones, por lo que s lopalmente evmivalente al plano B2, Se puede devir cotonces
que nng esfera es una variedad de dimensién 2, la cual os un suheowjunto del espacin
iridimensional Y. En gencral, se usars 2yl la potecion V™ C B para veforirse n una
varludad de dinension mioen el espacio B, Nétese que | < m<n

Asl que st V™ C ", entonees

RI_IIII - {m CEH 1 T[,}:r :l-] E RII In}

Par ejemplo, obsérvese que una esfara de tadio & voeenteo en el origen, puede definiree

en ttnninoes de las tres coorenadis cartesianas como:
| + oy . . . , .
S B J EXM Lyt 2t —rt =)

Una variedad de dimension uno es wna curva vista on un espacio de dimension mavor o

igual a uno, Una variedad de dimeusion 2 es uoa sy perficie, la enal puede existir sblo en

A6
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un espacio de dimengion 2 o mayor. Una variedad de dimensién 3 representa colonees un
volumen pero que éxisle sn un espacic de dimension mayor o igual a tres,

La definicion formal de una vavieded diférencioble requiere también conpeptos avanzes
dos de grometria diferencial; peeo, en GErminos generales se puece decir que una variedadl
s dilerencishle sien cada punto de la variedad so puede defimir una funcioe confinus v
diferenciable.

La importancia dol concepto de variedad en Robduca se debe a que el cspacio de
confpuracien de la orientaciin no es un espacio vectorial sino una variedad diferenciable

de dimensian 5.

2.3.2. Grupos de Lie

La importancia de los amados grupos de Lie se deba & que son herranpenlas Iateriti-
cas que tienen aplicacion en diversos problemas de mecanica de s6lides v [isica cuanlica.
Fueran introducidos por Sophins Lie en 1870 con el dn de gatudiar las simetrias de las
semaciones diferenciales, Enoesta seceion ge compilan algunos conveptos elementales que
vestultan ililes en cinemdtica ¥ control de robots,

L grupo do Lie es un canjunto €5 que satisface Jas siguientas condiviones:
= {0 FR UL ETURO,
= (7 es una variedad (ie. G = V" TR

= Li aperacion de grupo - 0 (7 % (7 < €7 ¥ &l mapeo inverso 47 o G son funciones

cunlinuas v diferenciables (auaves),

La dimension de nu grupo de Lie es la dimension de la variccad correspondiente, es
dociv, si (= V" © 2", entonces dim( G} = m, Los ejemplos mas comunes de prupes de
Lie son los grupos de matriees imvertibles de noson (bajo la operasidn multiphicacion), s
decir, ¢l grupe lingal general, GL{n), definido en (2.5) y todos sus subgrupes, que son, on

- 5
general, variedades en B

47
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En fa tabla 2.1 se enlistan alouncs gropos de Lie que son de interés en el modeludo
de cuerpos rigidos. Uin) o5 el grupe uniturie ce ordsn n. es cecit, el conjunto de matrices
camplejas no singulares A € T raleg que (A°)74 = £, dande (A7 s la motrez adiunta
(transpuesta conjngada) de A, 8U(n} es el grupe especial unitarin de MAtrices unitarisy
con determinante igual a |, Obsérvese que SUT) no esla definido v que U(1) es el Zripo
formaco por los mivmeros complejos do la forma oF — cosie) +isin{r). En la tabla se in-
eluyen tambitn § v 89 comao ejemplos de grupos de Tie bajo la maltiplicacion convensiopal

de nimeros complejos v caaterniones, eppectivamento.

Tabla 2.1: Algunas grupas de Lie multiplicativos.

| Crrupo (€5 CHimension

GL(n, B} = {A € B etiA) £ D) e
Ofn) = {A € GL{n, &) : ATA = [} el
SO(n) = {1 ¢ Oln} : detiA) = 1) e

GL{m Q) — {A & Cron det(4} # 0} e
Uln) = {4 € GL{n 0 : A*A =1} 2
BUIn) = 4A & Uin) « det{A) = 1} nt— 1

S=leel: x| =1} L
S'1={.‘!T-F}'::|:r:||=l} 4

2.4.  Estabilidad en el sentido de Lyapunov

El convepto de estabilided juega un papel muy imporlants en ¢l andlisis da sistomas
dindmicos, es decir, que son descritos por medio de seuacionss dilerenciales. En ¢l caso
de sistemas oo lineales, lag deliriciones de estabilidad son numerosas En esta SECCIOTL S
presentan algunos conceptos v tearemas basicos de lo que e conace como #siabilidad en
el senbido de Lyapunov, que se refiere al ratudio de las solucio s del sistema dindmizo,
cuando el extads wdeial se cuenentra cereano a un punto de equilibirio.

sie embargn, a diferencia de la mayoria de los rextos sobre ¢ teind, que consideran

ecuariones diferenciales sobre espacios vecloriales, atul se considera ol case mas general

45
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de penaciones dileranciales sobre vasiedades, es decir, de la forma

20

@ft) = Fir, 20t ¥t 20, (2.28)

]

con F Ry % V™ — 3%, v eon condicion inigial e} € V" C R™,

2.4.1. Variedad invariante
Una variedad V™ C B® se dies gue o8 invariante respeeto a (2.28] 50

Ty WM =3 () € VT Ve =10 2.29)

Es smportante verificar 1o condicidn {2.29) dados wma variedad V™ C EB" v con un
sictera dindmies de lo forma (2.28), Para estoose utiliza el siguiente lema:

Lema 1. Considérese un sistema de la lorms
()= Fli,mit))

donde © € B v f  Bo x B — B™ Sea gim) — 0, con g ¢ B - R una restrivcidn
hulsudmica.
Diefinase el cornjunto
D=1{ee 3" gle) = U}
Supdmgase oue
Ogla)
da

para tado @ £ 13 v para tode ¢ = 0, Entonees

Fil,x) =0

(0] C b=l e D.¥E=0.

Prueba.
dgim) . fglx) . dgiax)
SR V= = Ssgp=h s =1L
ik Pl i " al

Asi qua glx) debe pormanecer constante (= () para rodo @ < Dy para todo | > 10,
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Ejemplo
Considérese el oscilador armdnico, un sistema autdnomo descrito pors
R Ry O .
Flalt)l= ,';3 : : ‘1 - ®E (2.30)
Tall) xa i)

Por otra parte, en el caso del cireulo unitario S la restriceidn holsndmica o ogla)
a5 bows — |, de manera g

Hgta’ T it ) .
24 21"1 EJ"; 1 7 = -_‘.,.T|:.";:| = ::}.ZL'].I': = [}

s —

Asi que, por el lema 1, el ofreulo niilariy 68 invicianre respecto al sistema (2300, es

decir, partiends de cualquier punte 2{0) € S, la solucon i) € §. W =0

2.4.2. Eqguilibrio
Un punto & € V™ C B™ es un cenilibrio o estado de equilibrio del sistema (2281 s
Flt oty =0 Vi =0
Una consecusneia directa de la delinicion de equilibrio es que s1 la condicion inicial
e} =x* € V° © 2™ es un equilibrio entances
woamh) = W =0,
B il =1 Vi =L

En general, una eruacién dilerencial prede tener mas dooun equilibrio, izehisive g
nitmero infinita de ellos. Sin embargo; tambien puede oourrir gue ana scuacidn no poses

eguilinrie alguno,

Positividad de funciones
Definicion . Ura luncidn contiong W BY 5 2 al que W{0) — U se dive que es [49):

ol
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« definidu positiva locebmente 51 31 = 0 Wiz) > 0.5 7 0 tal que || <r
o definide posthva 51 W] =0, %2 # 0

Una funcisn Wim) se dice que os definida negativa i —Wia) es definida positiva ¥
e senidefinida negativa i —Wiz) e sermdefinida positiva. Ademas, si en la delinicion
de positivicad la condicion W(z) = 0 se relaja por Wia) = 0, se dice que la funcidn es

aemudefinida positiva (loealmente).

Dicfinicitn. Una funeion continua W2 2% 5 B, tal que Wie*) = 0, se dice que es:

o definudn postiva locolmenle alrededor de 2™ 6 Ty =0 Wie) = 0,92 # 27 1al que

|l — ™

&
o dafiida positive alvededor de x® s8I Wi} == 0. NE == &
Obsérvese que si W) es definida positiva, entonces es definida positiva alrededor del
urigen.
2.4.3. Teoremas de estabilidad
E'n la formulacién de los teoremas se consideran en peneral sistemas de la forma
x = f{t=] {2.91)

donde F: R x 1) = K" es ara funcidn continua cue satistace la condieion de Lipschita
(uricidad de sohcionss) y [ C B Ademds o° < D s congiders un equilibrio de (2.31).
Nétese que {7 pusde ser por igual nna region de B o una variedad invarianie, El siguien-
le teorenia da condiciones sufivicrtes para estabilidad de nn equilibrio en el sentide de
Lasngaangy.

Teorema 1. Il equilibrio «* es un equilibrio estable de (4.31) si axiste una funcidn con-

timnnmente diferenciable Vil ), con Vo, By o= 12 x &, tal gue

o Vit @) es dofinida posiciva localmente, alrededor de =
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n Vil ®) << W), con Wiz) definida positiva, alrededor de o

s S 00 Vi e) < 0 par tade ¢ >0 ¥ para todo @ tal que || 2| < r.

El siguiente es un bien conocico teorema sohre estanilidad asintétics de sistemas no
Antonomos, finicamente se ha extendide para considerar ] caso de eqgnilibrios fuers del

LrIDERTE.

Teorema 2. Consulérese ol sistema (2,31) v osea &' un equilibeio del mismo, Sea V'

By > ¥ — B una funeion conlinusmente iiferenciable tal s
i [

Wala) = Vita) = W (o)
| (foa) < Wil
para toded > 0 v para lodo @ & 0, donde Whtay, Wala) v Wila) son funciones continuas
definidas positivas alrededor de @° en L) Entonces, @ os equilibrio asiniGticamente

esbibili



Capitulo 3

Numeros complejos, duales y

cuaterniones

En la subseccion 113 se presentaron los nimeros complajos ordinarios ¥ los nameros
duaes cnmo casos particnlares de los nimeros complejos generalizados, En este capitulo se
abordan nuevamente, aungue con mias detalle, este tipode nimeros, Ademis, se deseriben
tarnbaén los cualernisnes ordinarios v los coaternionss dualea, gue son de importancia en

Bt Lesis,

3.1. DNuameros complejos (ordinarios)
=l eomjunto-de nimercs complejos se define com
C=lz—r+iyrrueki#F==1}

Dado un mimero complejo = = &+ dy < ©C, ge dice que o < X es la parte real v ¢ € B ooy
la parte unaginaria del nimero complejo. © es un espacio veetorial de dimension 2, por lo

fue o2 iwomorfo a B2 es decir

=

[l

=
e
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Lle aeuerds con lo anterior, un niimera complejo = = 2 - iy © O sp pocde eseribir también
PO

Dadus dos nimeros eomplaing 27, 2z & C, con 2

Tyl Y2 = o 4y, cotimeps se
puede comprobar gae:

o I Iy
#| ] ¥ Tl
. -| 1
£ T Lde — e
T M Ea— E ’r & = SR =L 13.1)
| L o J Ty Ll J .

La operacion multiplicacise dada en (3.1) define el &lgebra de nareros complejos: se
abiserva que la operacion es conmubaiiva.

i
Drado un namero complEp = = [ £y J € L, 20 complejo conjugado es

& ]
2 =n—1y=
= '.'_Ir

Ubservese que oo producto de un nidmers complajn por su conjugado, dado por
B8
B 4
T !

L

g5 un numers real que corresponde & la norma (o magoitud) al coadeado del wiimero
cotnpligo, s deciry
;
& —zeat =

. S S

demadogue 2z =2 1w z—1
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3.1.1. Otras representaciones de los niimeros complejos

En general, na namero complejo 2 se pueds expresar come una pombinacicn lineal de
la Lo

z—w-14+p59

donde v y son las coordenadas del ndmera completor 1y 4 son los vestores basicos, gue

deban de satisfacer los siguisntes productos biisicns:

T #1l =1 Tavss til=4 T¥i==i, (3.3)
lss cunles definen completamente el alpebra de los nameros complejos
Es claro que cuands se uga la representacion rectangular {como parte real ¢ imaginaria,
z = = 413 los vectores hasizos son 1 — 1 v 4 =1, En lu representaciom comg veclurss
a : 5 ' - AL i 3 ey
e B2 g nsa coma aperacitn multiplicacion la definida en (3.1} v los vectores basicos

gen; 1= | L D | =] (0 1 |. Pero, ademis de las representacionss va mencionadas,

pxisten orras pusibles representaciones e los nimeros complejos, siendo las mas ntilizadas

las signientes:

4) Como magnitud v dngulo (forma poelar).
Otra representacion comin de los pimeros compleins @5 la Hamada forma polar, gue
parte de deserbir cualquise z € T como un veptor de posicion en ol plano compiejo.
‘Lal vector es caracterizado a través de su magnivud [lz] ¥ su dngulo de inclinaciin
con respecto al semicje real positive, denotads por sz) por tanto, dade un namero
complejo 2 = o + iy =¢ Lizne:
¥ P 1Y
z” — ad— B fzo=tan (—)
z
El nimero complejo 2 € C se puede eseribie entonees como || z| g2, donde el simbolo
2 s usa generalmente en ingerieria comao equivalente a la funcién compleja €7 de
1 Vo) = it VR - ] --":H:' — ||= . '|I.'r-i'.L 4 g a3 i [ f— gL Y
modo que 51 0 = sz entonces = z||e |l z| [cos{#) +ismig)] = |z| cos(d) +

il|=||sin{f) = w4y, Eo la lgura 3.1 se muestran graficamente 5168 pardmetros.
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b)

YA

Figura 3.1, Reprasentacian polar d= an nimera complejo.

Lna ventaja de expresar los nimeres eomplejes en forma polar o5 ln simplicidad
con que se realiza la operacion multiplicacion. Sean 2, v 2z, dos atmeros complejos

expresados en forma polar v 2 % 2, € T su products, entonees so cunple que:

-.-

z % 2l = |2 ||| =2 (3.1}

fE21 % Ba = fm iy
Fis claro que on este caso oy veetnres bisicos san [ = L0 v § = LA,

Como matrices en B,

FEs puosible tembién cxpresar los nimeros complejos como matrices. La ventaja e
esta s que |a multiplicacion de nimeras complejos se convierte on una multiplicacion
comvencional de matrices. Por ejemplo, considérese o signiente par de veclores hagj-

a5

i
01 10

S¢ puede comprabar que, usando la multiplicacién de matrices, ol producto (3.1)

s satisface. Empleando log sntericres veiores hisicos, la ENTCSPONGIEnte repre-
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sentacidn matricial de los nitmeros eomplejos seria
3 = Dl A
== eC TR (53]

Dhstrvese que en esle epao © es una variedad [subespocio vectonal) de dimension
2, en un espacio vectorial de dimension 4. Notess Lambién gque el delerminance de
esla matriz e igual a |2 %, de modo que 277 se puede obrener usando la definicion

comvencional para il rices

3.1.2. Numeros complejos unitarios

e particuler interés es el subeonjunro de los ndmeras complejos con norme (magnitud)

[

aribaria, que serd denominade sgui conu 2

Tenendo ¢n cuenta (3.4) es [Gell comprobar que ZF forma un grapo bajo la multiplicacion
de pimeros cornplejos, es decin, ¢] producio de dos numeros complejos poilarios e Lambicn
un nimers complejo unitaric, Ademis, de (320, se tiene que | z)]F = | implica que 22 44% =
1. Esta eg una restriceion holondmica que reduce la dimensian del espacio T lo gue signifiea
que £ es una variedad de dismensidn uno cn &%,
ElLeme I dimension de T° sea uno impliea gue se necesita salo une variabee (coondena-
)

da) veal para determninar cualguier namers = € CF, sla variable es generalmenie # = sz,

La representacidn conmin de un ndmero complejo unitario, 2{8) € C° es:
H i - b
28 =™ = conlf) -+ menlf) £ T,

aungue también se pueden usar las parametrizaciones (3.1) v (3.5) para obtener otras

|J'ﬂl'i'Ja.IllI'_‘Ll'JI.Ef'.'Li:lUIlUb Hi T8
; o T G E 1
tss(h ) ey vosl i) —sinld)

MO o | esimcre
. sin(#] vogid)

(T

donde § v SOC2), asi como UL son Los grupes dio Liv de divtension 1 definidos en la tabla

2,

o
e |
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3 % 5 Pkt iical
_.
B
- | e
- ~
3.'__1—E/ ' L
P b
o - = &L
punto fal” J fes e o 1 4
[ K. N it
I
i LSS "f' \‘| §
i -Ir'I
B U | NS o [ | | o Ta—
| ! '
] I
3 = !
L F
W, &
. -
a -
- -
- -

Figura 3.2: Ejemplo del producta de nimeres complejos,

De toda ssto se concluve gue

= TI[1

Aplicacion de los nimeros complejos unitarios

Sea un niimers complejo 2z, = Lz || /8w sea2 = 140 un niimero compleio unitario; al

Uevar & eab ¢l producto de ambos se ohderva le sigulente:

Zp=2p %z = |z ) % (14) = |z 0 40

lo cual muestra que el nimero complejo resultante conserva lo magnitud del niimers com-
plejo inicial. s6la que akora se entuentra gitads wn dugulo @ respecta 2l niimeso compleja
infeigl 29y por tante, se coneluve que ¢ productn por un nimero complejo unitario es
auil para representar la rotacion de un veetor en el plana. T figura 3.2 muesira en forma

grafica el caso en el que 27 =3 /% v sc Lo aplica ung rotacién de # — T radianes

o
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3.2, Numeros duales

Clome v se explicd en la seecidn 1.1.3, ¢l conjunto de los ndmeos duales {denotado

agui por ), se define comeo:

D={z=rx+oprrpecRa* =0}

conde @ ez la parte primmaria (o real) ¥y la parte secondaria (o dual) del ndmero duoal. T
simbolo & representa un nimero no real tal que ¢ = 0,

Un nimero dual 2 = 3 — 7y € [ s¢ puede representar también como un vector

= ¥

: , . e o
== | ] F T Dados dos niimerns:dieales: oy oy ol e W ] & D, se cumple

Lo sizuisnte:

Ha H] 'y =+ g I o

} P . - Eh
7] I R e Bl 1

| Iy 5 [- e o Ty la : -
I | b 214+ ks

¥ |I T

Ademis, iz = |z y J £ [ cntonees au conjugado 5 2" = [ no— -‘ EDy
» $ i o

o wt = (3.6)

La inversa del niimero 2 = v +oy € [ ey

do modo gque 22 27 — 27w 2= |

3.2.1. Otras representaciones de los niimeros duales

b general, un nmimere dual se puede expresar como wna combinacian lineal de la
lormmay;

z=r+144 &

donde 1 v 7 son los veetores Lasices del eqpacio de los nimeros duales, Los siguicntes

provuctos son satisfechos por asios veclores biasicos:
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(%]
4
iy
¥+ ¥ “/..,
#
st S
W mi=shpe) 2l
£y
AT-8
™ >

Figura 3.3 Repressntacién polar de un nimeare dual.

Ilxl=1 lxd=a axl=a ox<e=0.

e
G
=]

eatos prodiuctes definen completamente gl algebira de los niunceros duales,
Tal como acurre con s nimetos complejos, adzmas de as representaciones conven-
R}

. r ‘N =4
cionales como la nna reetangnlar (con veolores base 1= | 1 0 J o= [ no1 }

lus niirmercs duales cambifn tienen otras formas posibles de ropresentacion.

a) Como abscisa v pendiente (forma polar).
Otra representucion de los mimeros duales o8 la Lamada forma polar, que parte de
deseribir caalquier 2 = ¢ — oy = I como un vector de posician en el plano dual. Tal
vector es caracterizads a través de sy méduls mad(z), que en este caso es igual a la
abseisa del exrreme del veetor, es deecir modiz) = 2, v Lo pendiente d=l vecror, que
se supone es obtenida a través de la funcion slope(z) = ¥, En la figura 3.3 se pueden
aprecier estos paramerros. kmpleando los paramelros o med{z] v o = slope{z)

un wiwero dual 2 — 0+ myose puede recseribir como

2 =uxl1 +am)
Ui vemeaja de expresar los nimeros duales e foema polar, 8 la simpheidad con gue
se realive la operacion multiphcacian. Sean 2y = o {l=omy ) v 20 = wsll—ans) dos

nimeres complejos expresados ey forma polar ¥ 2 % 25 € I su productn, ensonces

i i'll[ll[.‘l]+" 8 HisH

fil)
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mod{z) % 23) = #22s = mod(2 Jmod{zy) [3.4)

slopiol 21 % 2y} = myy + g = elope(zy ) + alope) zg)

. e

b} Como matrices en %%
iz posible también expresar los n0MeTo: duales come matrices, La ventaja de esto
e e la multiplicacion de aneieres dnales se convierte en una wultiplicacion con-

venviona. de matrices. Por sjemmplo. considérese el sigulente par de veetores basicos:

. [1ﬂ] u1}
== = .
no1 J Mo
So puede comprobar que usanda la mulliplicacion de matrices, los productos (3.7)
se satisfacen. Empleanda los anterioves veclores baswos. la eourrespondiente repre-

sentacian madricial de los wimeros duales gering

o
z = ¥ | epocpe™ (3.0)
U @

(Thaervise que en este caso [ os una variedad de dinension 2 en un papacin veeto-

dal de dimensian 4. Notese también que el determmimante de esta malriz es ual o
Wop . L

moi{z! = 7% de medo que 2 ! za puede obtener usando la definicion convencional

para manrices,

3.2.92. Nuameros duales unitarios

De particular inlerés es ¢l subeanjunto de2 los ntmeros duales nmitarios oque serd de-
nominado agui como Z°

Df ={=z £ upd®tz) = 11,

Tentende en cuenta (3,8) es facil comprobar que T {orma un grupo bajo la multiplicacian
de nlimeros cuales. es decir, el producto da dos nimerps duales unitarios da un nfimero
dual unitario. Ademsas, de (3.6), se tiene que 2| = 1 implica que &* = L Esia ¢ una

restrierion holondmica que eduse en uno la dimensicn da I o que si gnifica que I° €8 una
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punig vl

. W
' |
| ’ 1
: | y |/ ]
: A | i
o I — i i to— | —
[ i [
I 1 I
| i i
I ]
i |
. |
| | B~

Bl s

Figura 3.4; Elemplo del producto de afimeras duales.

variedad de dimension e, ko cual impliea que se necesita <alo una v wble (eoordenada)
real para determinur eualquicr nimers 2 © T% ¢sa variable B8 peneralmente la pondiento
me - slope(z), En la figura 1.3 se mnesira of ligar geoméirien de los nimeros duales

uniturios: las lineas @ — 1 v oz — —1

Aplicacidn de los nimeros duaales unitarios

Sed 2o = L1 awg) on ndmero dual v 3 = L4 emr un rimers dual uniturio en su

representacion polaz, al realizar o] produeto de ambos nirmeros ge abiicne:
=y oz vz = a4 alny - ml]

Iy cinal muestrc que ol efecto de multiphicar un mamero dual por un mimero dnal anitario
da vomo resultade un mimero dual con el mismo madals [abseisz ) que el nimero original
pero trastacado en el eje dual (ordénada) nna distaneis igual a rary. Se coneluve gue o
producta de un nimers dual es atil para desecibir la trastacian de un punto en el plang, La
ligura 3.4 muestra graficamente el producto de dos nimerss dusles, pata r; = 3, niy = —1

yome=2
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3.2.3. Funcioncs duales

Considérese una funciom [ gue mapes un nimety real a otro nomero real (es deeir
£ R — R). Supsngase ahora que el argumenta de [ reemplaza por un niamero clual
z = &+ oy, entenees el resultado de la funcion seria también un pimero dual [a mnctn

"

esnltante, denotada por fseria una extension de la [ orignal. wal que f: 3 — I

Tal como se explica on [12], toda Duaeidn de este tipo puede desarrollarse coma:
. I

Flo 4 ayd= )+ oyl (5). (5.10)

df el
ir

demcde [ {x)
Fon lo sueesivo, por simplicidad, se usard Ia notacion [(z). con z dual, para retorirse
o lo funeton fiz) De aenerdn eon esto, las sigutentes son idenlidades nriles de funeiones

cluiles:

coal e+ o) = cosle) —opsen|r) [l
seri(e + oyl =sen{x) — oycos(e) (412}
pd T = (] gy )a® [$.18)

3.3. Cuaterniones (ordinarios)

Como va se explicd, 108 enarernicnes son una exsension de los nimeros complejos y su
algebra fue propuesta par Sic W. Hamilton en el sigly XIX, EL conjunio de los caalerniones

se denota por el simbolo 3 {20 hoaer a Hamilton) v se define zomo
H={w—rt+b-nf | dkiabodeRf="===1}

los nimeros i, v & son o reales v diferentes entre s, poro los tres al wmultiplicarse

por si mismos, dan eome resultads —1. Les cuaterniones también se pueden representar
como vectores en BY esdecirw = o b e e R de modo que T = B Una

representacion mis empleada os la que agrapa los dltimos tres elementos del cuaternion

53
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w & H oenoun vector v £ i

B s decir 9= [ b o

W — ! s =R

¢ dice entonces que un cuaternidn tiene una parte csealar (o real) v una parte vectorial
{0 imaginaria).

= T J||
Drudoy dos coaterniones w, = | oy o7 | yun = [ v
les pperaciones:

se curnplen |as siguien-

w Adicion;

W — iy = =
o | ey J
o Multiplicacién:
[ i T
) iy iy Gyilg — 1 Wy .
Wy = = s o c H (3.14)
ol | U2 Wty + ety 4+ A jwa !

"
o Conjugacion: Dado an snaternidn w = { iowd ] L8 conjugado e representd como:;

s Nurma:
o . = i
|20 = w&w™—a-

[nversa multiplicativa:

T = = T2
| 1

La inversa g2 usa para definir la operacion division, Vi gl

ury

e

=y 'i.”;;_]

fad
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3.3.1. Otras representaciones de los cuaterniones

Los cuatermiones [ormean un espacio veetorial de dimeasién 4, Kn general, un cuaternion

w ¢ 2 ose puede expresar como una combinacion Lneal de la Zorma
w=ua l=—hit+te F+d-k

donde 1, %, 5 v k son Ins voetores basieos del espacio vectorial de los cnaterniones, gue

deben de satisfacer los productos hisivos indicados en la siguiente tabla:

Tabla 3.1: Productos basicos de los cuaterniones ordinarios

JIESESERED
Ta]|s| g &
pli]a|k|3
A CIEAEYR:
"E_:rk|j.‘i -1

D¢ particular interés son los productos entre los vestores 3, 7 ¥ R, que son lamados

los wectores ddsicos imaginaries de los cualerniones, debido a gue satisfacen
imi=ini=kek=-i

L L misma manera gne los mimeros complejos son una extension de los ndmeros reles.
log enaternionns son una extensicn de los nitmerod complejos, De heche, 81 e descartan los
VOCLOTes _',l v k(o cualesquicra dos vertores basicos Imaginarios) el dlgebra de cuaterniones
se reduee al Algebra de vomplejos, Por eso los enaterniones son lamados también numeros
fupercompleses (o nimeros complejos de rango <),

Adordis de la lrma rectangilar y la represenlacion como vectores en BY, cuyos veetoros

Léisico o

1 (] () g

: 0 - 1 : 0 : 0

§ = = b ko= ,
0 *=0g 7 ; 0
i | o 0 1

(Mras posibles representaciones do los cualernicnes son:
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"

a) Como matrices en %7,

Fixisten vatios posibles conjuntos de vectores basicos, o de ellos es:

. [10] o (& @1 . [8 1) 5 Joa
1 : o = N e :
B = -1 d 0
damde © = +/—1. Se observa que estos veetores basices satisfacen los producios in-

dieados en la tabla 3.1, usando fa operacion multiplicacion matricial convencional.
A partir de los vectores hasicos anteriores »s posible ohtener una represent acion

malricial de un caatermdn:

a+i1b  g4id | ar o rrdd
s

—t4id a—abh | T

w =

{(3.15)

Ntaae e vl determinante de eatia mariis ey il a .""-r'”! ol o B o e
b) Como malrices en B4,

La reprosentacion de los vectores base de los cuaterniones, a través de matrices ey

il
B es

1 4 T D 1 0
e 1 O Bl P 10 |.} [
00 10 o o 0 1
LR O o n -1 a !
0o n =l 0 0 =1
3 - g 8 =1 i 0 0 0 1
;1 9 B [T S I B ¢
L0 00 10 =1 o @

las tnales también satisfacen los produetas de 1 tabla 3.5, Chn estas matrices, se

llewa a la siguiente representacion de un coaternion

iy |r'| —ﬁil i ‘
! . = il _ =
w=| 7" T % eme g, (3.16)
i i o 'IJ
| i =h rrJ

fifi
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3.3.2. Cuaterniones unitarios

Los euaternioncs wniterics se dednen como el subconjunto de las cuaterniones que

tiener norma unitaria, v se denotardn por 3, es decir
H* ={wecll: |w|=1}

Sepoede demostrar que HE forma un grupo bajo la mulriplicacian de cuaterniones
i T -—— -
Ademas, dodo un enaternion z = [ w B o ] ¢ H.ose debe satisfacer la restriceion

holondmiiea o -

bt e =1, de modo que las variables o, §, ¢ v 4 va no son independi-
entes, be tiene que HT es ona veredad de dimensitn 3 v, de heeho, J forma un gmipo de
Lie cle dimensitn 3, que es isomirfico a 1o hipevesfers unitaria 8% ¢ B, s decir H7 = 54

En la literalurs se les suele denominar parametros de Buler a los cuatro pardmetros

que describer un cualernidn unitario. En esta tesis se denotacin estos parmetros como:

M5y, S S, v se usarh el simbiolo £ para relerirse a cllos en forma compacta, esto es:
) VL g
Ei= o .

| Fy
donde g = | =5 25 =y | . La restriceitm hoonndmica queils emonces

i ee=1 (317}

Olrw forma de representacion de un cuaternion unitaric es empleando un dngulo 8 ¥ un

vitor unitario w = 5% C B En tal caso el cuglernion unzturio guedaria definido eoma

ELE
eesisl | _
el | EEE (3.18)
sind g u

Es facil comprobar que si 5= (2

Ly :1'&*.11(,'5:]11. la restriceidn (3.17) se satisalae,

Aplicacion de los cuaterniones unitarios

Hamilton demostrd que los cuaterniones uniturios puedea ser usados para describir
rotaciones en el espacio, de manera similar a como los mameros complajos permitan des-

eribir rotaciones cn ¢l el plano 2 —y,
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Supingase que se guiere rotar @l veetor w9 € B un dnguls 0 € B alvadedor del vector
unitario ¢ 8% ¢ 29 El resultado seria an vector vy £ B¥ de 1o misma magnitud que v,
Para poder realizar esta operacion primere se deben obtener los pardmetros de Buler
£ € 5 correspondientes al Angulo y eje de rotacién nsanda la expresion (3.18), Luego se

usa la sipniente formula:

1} ) {
=& R o {4.14)
Ty "y
|:J
Sivp= | 2|, m=cos(2) ye = ‘ b 0 sin(Z) ] para § = T entonces, aplicando

I
[3. L9, se tlene:

Cis f:L :I i s (:_—': )
1 ] - i i [ —3
o 0 | (0 3

sir I:; | B Einl {'Ejl ]

que corresponde al vector oniginal, después de rotarlo an dngulo @ alrededor de o =

0 0 L £8 [ver fAgury 3.3).

3.4. Cuaterniones duales

Un cualernion dual es an vector de enatro numeras duales, aungue también puede ser
viglo como la compaosicidn de dos cuaterniones, uno representando la parte primaria y el

otra ba parte seeandaris del enaternion dual. es decir g v es on enaternion dual,

L — 7Tk v ]

b+ b i .
X = i € b= H?

4 oy i )

o e ) i

Fn esta tesis se usardn la letta § € H oy § © Z pura referirse a la parte primaria v
secundaria del ensternion dual y £ D

50 5o nen o notacidn esealar-vector de oz cualerniones, enlonees

1 r
i £x .

e +7 e HE,
v [
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v

Figura 3.5: Ejemplo del producta de un cuaternion unitario y un vectar en E#,

i kT ews T wal = [ o e
donde » = h o d vy =0 4§ ,demodo quef = |a v e ¥y

o - - -

C=Lr| " .1 = H

e

Diados dos cvaterniones duales %y = & + o€, X2 = & + o € H se cumple 1o

siguiierle:
X+ X: =& +&+7G 0 )
X1O0X; =688 +ol5 26— RE) L)

donde el stmbole o dennta la multiplicacion de dos cuatermiones duales, mienlras que 2
pe la pltiphiceeitn de enaterniones ordinavios definida en (3.14),

Il conjugado del enaternion dual £ - p e H* es &' - 7" € [H* es doeir:
i o i ‘ a | pei ] W 0
' L 12 iy T —1
Kl L
Tl maduls de nn enatermtn dual es;

mod(x) = sigel(xy DX Ivx Goxt

64
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pero para que el mbdulo sea real, ¢4 necesario qua x © %' 1o sea tambien, la eual se cumple

=1
ER L+ CmE =0, (4.21)

La wversa de un cualernion dual y € H? ez

| }._ -
X medf(x)

lo que permice delinir la divisidn de cuatemiones duales:

X e
o= = G
X

3.4.1.  Otras representaciones de los cuaterniones duales

Los cuaterniones duales forman un espacio vectoral de dimensicn & En general, un
cuaternién dnal se puode expresar como una combinacicn lineal de la [rma
X —al b —cf +ik+olal+ 51 -7 — itk

donde 1, 4, § v & son los vectores bidsicos del espacin vectorial de los coaterniones. En
la table 3.2 se muestran los 64 producros hasicos gue delinen ol Algebra de cuaterniones

tluales,

Tabla 3.2: Productos basicos de los cuaterniones duales

: L 1 2 | j | Iz Tl C-"'ni.. i rT"‘f‘ Fad ||
1 NEN 3 klal| o o f ek |
{ (R k| -3 o |-0l]| ok -

j jl-&|4d i | of |-k | -l | wi
- j i | -1 | ak Tj | <ot | 2ol
gl ol | o8 w7 k| Ol D] 0| 0

ot | wi | -7l gk -o o 30 1 0 0]
T _',- oF |-ok | -el =i | O ( ) i
ok | ok .-rrj' | i Lzl | 0 il [ u

Lo cuaterniones duales son una oxtensitn tanto de los cuatermiones como de los

nimeros duales. De hecha, si se descartun los vectores basicos 1, J ¥y Rk, ool dlgebira de

Filk}
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muiterdiones se reduce al Algebra de duales: ¥ 81 se deseartan los vectorss bisicos que
Liener . se abtiene el dleebra de cuaterniotes,

Aderias de la forma rectangular; an cuaternion dual se puede represental también:

a) Como un vector de nimeras duales.

Dado que un cuaternion dual se puede ascribin como

o+ o [ £ ck .
Ir.] I :l'.'? !J ,'j. .
- i — ~+ e E'."-
x i w1 i ¥
| ded | | d g

s ocho veelores basicos se delinen de forma anica eomo |18

1 ! il U
0 i 1 ¢ ()
1= e b=
0 ; 4 1 n
{] ] :_ ] 1 I
[ ( 6] 0
B < ; fl 0
g = = . Tf = wrh =
2 [ I I
[ 0 0 | | o

b} Como una matriz compleja dual {Z ) R

Esta reprasentacion se obliene “dualizande™ le repregentacion matricial de un suater-
nién ordinario, dada por [4].

{o— wae) +ith | &) e | o) Lild 4 7a) ; ;

X } 4 el 5 | |:| [ ! . }:_ & |'|_|":‘ “ ||'I:'=E:-.3 |:322:|

x= ;

| [ i) - ','lf:r.l'T.':f.l;._:l Lo+ el — Wh— T

Notese que el determinante de esla matriz es guel & X 0 X7 = gt | =+

Ser

A — b3 =+ oy 1 dd].

=
[—
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d) Como una matriz de nimeros duales: L%

En este ¢ase se "dualien” la ropresentaciam matticial del cuazernidin ordinaro dado
por (323

TE—— b+od —of — gd o= T -I
—b-aF aten —w—wv d o5 ,
X = ! RS o (5.23)
d+ed  e+oy gl oo bhegd
elay —d-af —h—gd a-on J

c) Como matrices en E59,

Fs posible oblener ln cepresentacion matricial en B2 do un cuarernion dual suse
|
tituyendo en (3.9) Ia representzcion matricial en 2% de un cuaternion ordinario,

dada por (3.23]. El resultido ss:

[a o]
Lu A

donde A v I3 son la represontacion matricial en %4 e log CHATEILONCE pritnacin v
A I

TTHE - N
1 e | L

ikl

stenndario del cuaternion dual, respectivamente.

[o b -4 — 0 0 o ]
L R Y | NN § M ¢ R |
d L I il i ( (1 il
e T n o b0
€ g —a LT fi id —c

-3 — A boa —o a
& 4 ey 1 m o it b
; =8 w v =4 = a

3.4.2.  Cuaterniones duales unitarios

Los cunterniones duales wniterios se definen vomo subeonjunto de log custerniones

duales que tenen norma unitaria v az-denotan agoi por £¥ es deeir

HE=dx e %oy = L}
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Se pnede demostear gue 37 farma un grope bajo la multiplicacion de cvaterniones

i i PV ol 5
duales. Ademds, dado on cuaternion x = i © B se deben satistacer las
0 v
restriceiones holondmicas:
a* +ple=] (3.24)
a4 v w=10 (325}

e medo que los ocho elementos del cualernion lual ¥a no son independientes; se requieren
solamente seis variables (eoordenadas) independientes para deseribiv er forma dnica cada
puelo e B, Asioqus 717 forma un prupo de Tie

Aplicacién de los cuaterniones duales unitarios

Los custerniones duales ncitarios permiten rotar v rasladar vectores en B, Supdngase

[ 5 ;
que el vector vy, = | 2 | s¢ guiere rotar alvededor de w |- 0o ] an dnguln d = 3
() )
> _ 1 N .
v hiego trasladario al pumto p= 0 0 1 | {fignra 3.6). Para efectuar tal movimiento

seoemplen Taosigiiente frmula 1

ts = X B UM X . (4.26)
cos | H V2
5 | 0] . . 0 i
Empleandn ¥ = £ — 57 % £ | se obticne x = - & , Qe
" ol ) ] ¥
Al 1] | V2

sustituyendo en (1.26] da

73
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eos () | -2 {l cos (T -2 |
Py = v | o 0 o i {n ; T ’
B ] ] = [ @ P LK 1]
sin (%] | 2 (i | sin (2] V2
7 0
—2 —20
s | T -«
0 0

Tl



Capitulo 4

Cinematica de cuerpos rigidos

Fn este capitulo se revisaran primern las paramedaizaciones mis comunes de la orien-
treion, Luega, tras presentar las coordenadas de Plilcker v el prinzipio de | ransferencia. 3¢
vord eims este principio resulta il pare generar nuevas paArametrizaciones dix [n postura

gue incluyen no séle la porte de orentacién sino también la parta de by posicion.

4.1. Parametrizaciones tradicionales de la postura

Cons'dérese nn cuerpo rigide que sc mueve libremonte en el espacio {fignra 4.1}, el
euerpo tiene o marco coovdenado Dp(XN, Yi, Zy) que e meve junto con &1 v oademis
st un rmarco de seferencia fjo (inersial) Syl Xp. ¥, Zo), Pare especilicar la posicion eled
riterpo Ceido con respecto al mares inereial, S0 usa un yveetor p e 2% que va cel origen de
3, al onigen de B, Pata la oriensacion ¢ € VEC E™ dande m > 3 indica el ntmero de
prrametios nsados pera deseribir Ja variedad de ementaczon.

Si & representa la postnra del cuerpo 1fgido, entonves se puede eseribir:

rp=—= p e B x vh iy i

o |

A continuacion se presentan las parametrizacioncs mas comunes osadas para deseribir la

arierd acion.
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Z.h
9 ks =
.qu" (IIJE: V - klu

: ™ -
/ W
3 - .-'r _— 2

e a 1 cR? IR
frvereeiced F ol enierpe

AR TR X
-Ka ” ) . : L
a T, 1""Il'l

Figura 4.1: Pesicidn y orientacion de un cuerpo rigido

4.1.1.  Angulos de Euler

Los Angulos de Euler son tres dngulos 0,4, % © X que indican rotaciones sucesivas
wlrededor de los ejes coordenades del marco 3. necesarios para haver que Ty colncida
eon Xy, Existen doce posibles suvesiones de rotaciones (lambién Hamadas convenciones)
de dngulos de Buler (e.0. XY7Z, XYX, YX2) Si se especitica la convencién, enronees la

arientacion queda delinida por;

por Lo gue se irata de una parametrizacion minima (que tiene el winimg wirmero de
parimetros osin embargo, coalquier pardmecrizacion minima de una variedad preserta
canfigiaciones singulares; en tste case significa que una nisma erenlacion pieile sor

obtewidi nsando diferentes valores de los dngulos Jdr Fuler.

4.1.2. Matrices de rotacién

Las matrices de otacion son el wélodo ce representacion de s orientacion mis sx.
tendido en la actuabidad debido a la simplicidad del Algebies e matrices, Las marrices dea
rotacion pertenecen el grupo especial ortcgonal de matrces da 3 3. SO(3). Este prupo
tambitn conoeido como grupo de rotacidn en B, deacribe la oviealacicn relativa entee des

mereos coortenados coa arigen comin en el espacia tridimensional,
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Las riwlrices de yozavion son conocsdas también como matricss de cosenos cirectares
porgue sus neeve elementos son los cosenos de 1os angulos directores (0 cosenos directorms)
de eaila uno de los pjes del marco Y, con respecto a0 marcoe By Gabe recordar que 1os
angalos direcrores de un vertor p que pasa por el origen de un mareo Vix vz son los Angulos
que forma el vecror ¢on vada uno de los ejes coordenalos, Sy ge ley Hamia ¥, , oy ¥ Pog
a los Anpolos divectores eotre el yector v y 1os ejes X, ¥ y £, respectivamicrite, enfoncss
los trs eosenos dirpetorss de @ son cos{th., ), 008(1.,.) ¥ coslt, ) ¥ s¢ puede comprobar
fue sutistacon

cos (1, ) + Gos (U, ) + eus{ty,] =1

Sipuiende $la notacién. una matviz de rotacion "R, que da la orientacion del marco

¥ reapneto a g oserda

eos{lle ) eoslidn.®  COS{Uhay)
St T S LU UL - [ g e
YRy — | eoa(t) coaliba dos(i..) | € SO(E)
OOE( W5 ) COS[Uy 2, COSIU )
v we observa que ln trarspuesia de R, corresponde a la marrnze de ratacidn del marea B
respecto al marco g, es decir

"Ha = ("RT

Diehida A ¢ue silo s¢ necesitan 3 variaoles independicates para definir la enientacion, en-
remees deben existiv seis vestriceiones holonomicas enlre los nueve clementos de una muiris
e 30(3) 8 ey, re. vy = B son las tres eolumpas de i, es decir X — [ T Pe T | E

SO(3) entonces los seis restricciones (conoeidas como restriceiones de artegronalidad ) sow:

=1 riva=1 (4.1}

rars =1 'I'T'I‘-.: =1

! . e
vy =1y warg=1U
Si se hace uso de la notacién propuesta en |21], lag tres columnas de la mafriz de
rotacion se pueden apilar en un veetor columma:

i
@iy =\ #y | 2 VW R (1.2)
{ IFIJ
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el cual es més adecuade para aplicaciones de cantenl

Las matrices de rataciin alrededor de los eies X0 Y % & de un marey coordenado, se

conoven eumno matrices de rolacion elementales v son

[ fl 0
Ho (0= 0 cosif) —aenif)
0 =en{d) cos{d) J

D oeosld) 0 sen(d |
f,(0) = g 1
—seu(ftt) O cos(d)

[ cealfl) —semif) L |
A0 = | sen{®)  wes(@®) @

L i ] L

donde Ia variable @ corrésponde al dngulo de la rotacian v el cubfndice indies el eje del
maren sobre ol cual se realiza la rolacion corres pondienta.
Al deseribar la postara uzando matrices de rotacian. 5= dice que se trabaja con o) grupo

pspecial suclidiano SE{S) = RY < 30(3)

4.1.3. Parametros de Euler

f
Tos pardmetros de Kuler son cuaterniones | 5 g -| C I que salislacen la siguiente

T ETTLOion:

ol e | (4.3

por 1o que son caateraiones unitarios y pertenecer a la hiperesfora de dimensién 3 99 Lo
paramerros de kuler satisfacen las siguientes relaciones:

i ol
= (T) Y £ = e Ik' ;)'u.. (4.4)

i

donde 1 € 5% o3 un vestor unitario oo 1A direceidn en la cual debe girar el mareo ¥, un

angulo & para qiue comeida con Xy, realizando una sols rotacion. Dades los parametros de
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e

Euler | 4 =¥ € 5% la matriz de rotacion eorrespondiente se chiiens nsandy la siguiente

EXPIeEIon:

Bine = nf — €'l + 2ySie) + 2e<’
¥ T I'l:
v, observese que la matriz de rotaciin ulilinida con los pardmeteos [ 7y = £ &
: . ; | P
s pxaclamente Ta misma gue la obtenida eom |y £ |
cualerniones diferentes dan coma resulindo In misma ovigntacian,

M

$3, Rsto significa que dos

=

J e 5 e Rin.e) e 8O

s

£

| o hecho importante es gue Ly maltiplicacién de pardmetros dee Euler g5 equivalente a
la multiplivacian de matrices de rotacion, 51 £&,, =& © S son los pardmetros de Eule
correspondientes a las matrices de rotavion 1ty v He € SO, respectivamente, entontes

las siguienres relacionss se satisfecen:

RiHys— L&, 2 &, v (4.3)
o= & g 2 £} 4.5)
L

Cuando so hace uso de estr representaciie de la orientacién para desoribir e postura
= . k| T

e u cuerpo rigido, es decir = p* o0 € e B § o B, se dice que se trabiaja

|

an espario de barea |27]

4.2. Coordenadas de Pliicker y el principio de transfe-
rencia

Para localzar una tecty en el espacio se neeesitan cualzo encrdenadas independientes.
Faislen diferentes parametrizaciones de la postura de una reeta, una de ellas lue propucsta
por Pliicker [22] ¥ consisie en especificar dos veetores: wn vector unitario woen la direccion
de la recta y un vector de pasicion p del origen del marce de referencia noun punto de la

recta, En la ligura 4.2 e muestra (na recta v 108 dos veclores gue tw caracterizan.
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Figura 4.2; Pardmetros de una recta en el espacio.

Lias coordenadas de Pliieker ostan dadas por:

u = Jl_El.-l

Sipln
Tose eLOUEnITAN SUIPTAS @ las gignientes Festriceiones:

wu=1 ul S{piu = ).

Ahora bien, dado que @ s un vector unitario sius compouenies son los cosemosg do
1

RE]
angules directores o, iy ¥ o tnosbradaos an la Heura 4.2, es decie
. L] Y
cos| . -‘
uw=| cos(i,) LY

(08(¢.) |

¥ por ko tento

pRenR(ie: | — paeosiog ]
Siplue— | pamsiag) FipCos{it, | Y
Pcosiong ) — poeas{ee, ) J

&l
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(=]

donde .y ¥ e 5o las componentes dep o B,

En la tignra 4.2 se mucstran tambicn 108 Segmentos ¢, ¢y ¥ 0, gue indican la distanci
minima entre la recta v los oes XY ¥ Z, respectivamente. Be L misma figura. v de ln
definicion del producto cruz de veetores dada en (2,19, es Tacil comprobar que los vectores

nnitarios en direccion de los scpmentos agp, @y ¥ i fon, respect ivament:

) T RO : i . ks wu
[ —— 1 (BT Hy = T
semlo ) " senfi,) T

ks importante scialar gque estos vectores indican e direceitn de la normeal comin a ia
recta dada por v eada uno de los ejes del marco. Y como la distancia colre aos reclas
e 1gual a lo proveceion de cualquier vector que vaya do nnarerta ala otra en la direccidn

de la pormal coman a ambas rectas, cotonces s lene gac

ey lf T sfews) cosl e )
R p Sau 4 Sipju  pyessles) — peosiog)
g — 1- o L = h ) - o i £
' ST ek ) sendor, | Al iy, )
R T T N o b
G Pl 7 Siplu Fgvoslog ) — patesios )
iy =B e — e e = =
i ¥ som(ay) sency,) seni o)
— pl Sk k™ S(phu ps 08 v ) — iyt ()
= g T = = - = — :
sl SeL{ Y ) gemlry, )

Ast e
fgsen] ]
Sipuw =— | pgeenit) | . g4

issenlon, | |

En |22

ae pxplica vomo las eoordenadas de Plijcker se pueden expresar con un vector

de tres nameros duales w - oS{plw ¢ 87, C 0¥, donde, en grneral,

L T | T |

3% = {u - owe D" rww= I, e =0}

se denoming aqui wna hiperesfora unitaria dual, gue es una variedad de dimensiin 2n.

Lre (477 v (4.9 s tiene gque

Coslth, ) caser g casi ey + Ty
w - TS(piw = | cosioy) — masen{ng) | = | coslog+ g0y,
| cosin,] it s ) cos(o, + O]

xl
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donde se ha usado La definicién de una foneidn dual (ver seccion 3.9.3)

Por atra lado, s1 se define o = lex., iy n-zll" -8 e = |z 11, r;clr c R vl funcian
cosenn de un veetor v — v, 1, u:_' son cos{u) = cosiv,) cosiy,) ~<:+r,|:'~|f1-,';:_"‘l L EOLOnCes o8
posible escribir

w o aSplu =T -cSipjlu = s+ aa). {410

FXtérming e fera se eonoce eoms veetor de dngulos directires duales. Néotese e la parte
primaria de cos{er - qa) es ol vector de cosenos directores te v oar Lo tanto dalinen
la direecitin de la reeta; In parte secundasia determing ol desplazamiento de i recta von
respecto al origen {si a0 eotonces la recta pasa por el origen),

Lo que se acaba de hacer es comprobar que o parametrisicién de la postura e una
reata que no pasa por ol origen, dada por las coordenadas e Plitcker, puede verse como una
ealension de la parametrizacitn de una tecta que pasa por ol origen dada por los cosenos

diveviores, Esto se logra simplamente “dualizands” los angnlos dirsetores, de modo (e
G — thy Rl

by —¥ Lk, |re

Tty
0 — 0 —

Fiolras palabras, si un veetor unitario w en la direccion de una reera (ue pasa por ¢l

origen, ¢s paramefrizado usando

| tos [ ]

{;Uhl:r};.,.::- e5 =@

T

entoaces un veclor unitario en la direccitn de una recta que no pasa por ol GUIEEN ¢4

pacametrizadn por

0S| = i) 1 GOS0 ) A Finfer, !
R i =S 1 S ST ———1
Cosliy T ay) | — | cos{og) o | oaysafen ]| | & &5 O L,
aoEl o, + oo, x| | My B v
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con los sigumientes restricciones holondmicas:
ay o ! "
r:'nsJer.,_:.- — st oy | paEtie ] = I

[ {*nf-cli.f}x_:l .'-ur'-\rn,]ll F g, DR T, smf_n

v, s bosiog ) sinie:) = (.

Todn 1o antericr o¢ nna aplicacion simple del Namado principio de rransferencia que Tue
essablecido iniciabmente por Kotelnikov en 1895, En esta tesis se considera la formnlacion
quesse emenentoa sn [22], ¥ se explice o confinuaeién

En prirmer lngar, se meociona que: “geomérricarnente, la selacion entre uni cantidad
rewl v osu correspondiente cantidad duaal es escercialmente la relaciom cotre la peomelria
de lineas que se otersectan (geomatria asfrica’ ¥ la geomerria de las lineas alabeadas
tpearmetria espacial )

Clalie recordar gue s Uneas (reeras) alabeadas (skew lines” en inglés) son las rectas que
no son paralelas mose intersectanen on ol espacio; esto enquivale a decir gue no pertenecen
al emasrne plasne,

La geometria esfarien tiene que ver con el conjunta de Iineas reclas que ge intersectan
enoel espacio. La peometria espacial Liene que ver oou la situacion mas general de lneas
alabeadas o no intersectantes eo el espacic. Ahors bien, para rotaciones alrededor de mn
punto fijo, O todes los ejes de rorazion se infersectan en O v la geometria vs esférica;
mientras gue para desplazamientos en lorillo, ¢z deciy, rotaciones v Lraslaciones sobre
lincas alabeades, la geometria €5 espacial.

La relacion entre la geometria esférica v la grometria cspacial esta dada por 21 Principio

de Transferencia, ¢ cual establece lo siguiente [22).

“lodas las leves v fdrmulas relacionadas a una confiparacién eslérice {que -
volucra Hneas intersectantes v fAngalos reales) son también validas coandn se
aplica a una configuracion espacial equivalente de lineas alabeadas, si cada an-
gnla a, #n la formulacion esferica se reemplaza por el correspondiente angulo

dlual o= iz’

El principio de transferencia v el dlgebra de nameros duales son ast empleados para

obtener parametrizaciones de la postura [posicion ¥ orientacion) de an cuerpo rigido a

23
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partic de parametrizaciones de solo la erentacion, Ko la signiente seccion se muestran dos

pamplos de s,

4.3, Parametrizaciones con numeros duales

4.3.1. Matrices especiales ortogonales duales

Considérese pucvaments T figurg L1 y supdngase que s0 usa ung matriz de rolacion
para deseribiv I orertacion, Como se ka dicho. vada colwnna de Lo mateiz de votacion
corresponds al veelor formadao por log cosenog divectores de vada uno de los ojes del mareo
Yy, con respecte & marco Hp. Bz deeir, 5t A ey v o€ B2 son los vectores de dngrilos
directores de los ejes Xu Ys v 2. eotonees la matriz de ratacion i1, que da la orientacian
el mares Yp con respecto al maren Y es:

R = eos{N] ces{p) cos{e) | € 50(3).

Meacnerdo al prneipio de trapsferencia, & macriz resultante al “dualizar” ssta matriz

de rovamin e

B=|vosiA+al) cos(p—aom coslv —on) = 50(3,D0,

dande Lovn v mosae vestores que van del origen del mares X, & los cjes Xy ¥, % 2,
respectivantente. Aquise denomina 50(3, D) al conjunts de matrices especiales ortogonales
von elemennos doales (o simolinente matrices sspeciales orfogonales dbales) que se define
T

SO3,D) = {R=H+oR e RER= 1 det(R) = 1}

Y debe verificerse que SO(3, D) es una variedad de dimension 6 en B 8 [ =
l||| _'lll
ooy T J v RO=| w7 o | tnlonees se deben eumpliv 143 seis restricciones

de ortogonalidad (1.1}, mas las siguicates seis resl neciones:

rirg=0 wlry—0 (4.11)
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(i)

rirg=10W0 T;f'g = |}

'J"E:T'r; —[1: 'i";::"l"ﬁ 0.

Abora bien, cmpleando la expresicn (4100, g3 posible reacomocdar la ecunetdn anterier
gquedando;
A=+ c8(p)] ews(A) cosip) cos{e) € 350(3.I),

donde p ez el vector de posicion que va del arigen del mares ¥, al origen del maren £y,

ppier b tanle

=l -ayip)| R 5003 D). {4.12)

1.3.2. Cuaterniones duales unitarios

En la seccidn se definen log guaterniones duales unitarios, gue tienen la lorma

17 I
x=|'|1e| |cShcD
£ &

de wods gque se deben salislacer las restriceionss

T

P rere = | y  mutete =1 (4.13)

la parametrizacian de los craterniones dizales nnitarios a8 poede abtener también “dnali-
sand o’ Tas exprediones {4.4) es deay

) =il i+ ey .

o g | —— 1 oEen | —— T, 14,74}

donde @ es un veclor unitario desplazado del ongen {es decir, un veetor doal apivario)

y ' = @+ ed, siendo ¢ el dngulo girado aleededor de @ v d e distancia recornida en la
direceion del mismo eje,

Cira forma de representar un cuaternidn dual ¢85 15 siguiente:

I I T e
X ﬁ—u:; =L 4.15)
i P |

donde € & 8 gon los paramecros de Euler que dan la orientacion v p & = es el vactor gue

da la posicion.
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Bebida a que un coeroo el movineento general recuiere de seis coordenadas seneral-
wadas para ser definido, un cuarernidén dual acitaro no es una represeotaciin minima,

pero sf es la méys compacta y clicleate wpesenlacion existente hagra ol momeato [23],

4.4, Cinematica diferencial

Como se explied en la seceidn 1.2, la cinemdética difevencin] proporcioza la relacian
entre el vector de vaciables articulares g € 2 ¥ la velocidad lineal v aogular de nn cuerpe
vigido (el elemento de interés del robot); esta relacion para el espacio sridimensional queda

definida por el jarobiano geométrico:

. [n
. ) .
Jiqg) o | B 3

En les subsecciomes siguisnies se prosentan las expresiones del jacobiann de repro-
semtacisn S, gque coressporilen A las parametrizaciones de b posturs mencionadas en las

SECCIONGS AILLGTIOrES,

4.4.1. Con angnlos de Euler

Cuanda se usan Angulos de Enler para deseribir Ia orientacian, el jacobiano do renre-
aentacion depende de la secuencia de rotaciones (conveneion de Angulos de Buler) emplea-
div, Suponga que la orientacion de un eusrpo rigido esta variando con el Ligmpo v gueda
daszrila por medio de los angulas de Euler o0, 2000w 78], Los sies de rotaciom correspon-
clientes a cads ano do cstos angulos de Buler se denotan por w,,, @, v us; tospectivaments,
Fmtonees o velocidad angular del suerpo en movimiente puede ser descompuesta de la

SIBUTEILE THATET

o

e |

W= O, — I+ = |, ma w J

e maneea ([1is

) .I-:':_"*--."Jl. = iy Wl oW, J i RHI.:-

sl
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las exprosiones de w,, wy ¥ Wy oen lirminos de o, 4 v v depeacen de la convencitn ce
angulos de Enler uiilizada. Por cjemplo, siose use la convencion £Y Z, ertonces:
[0 —senjn) sen(d)cos(s)
Tyl 41 = | 0 wemslo)  zen(d)senfa)
1 ) vt 7
Y s abserva que eata matriz ea singular cusndo 3 = Lo [39] e enenentran las ma-
Lrices T, para las 12 conveaviones de fugulos de Euler, todas ellas presentan singularidaces
pari alguna eonfipuracion.
El jacobiang de repressntecion oy eubonees

{ ! 1l

[ 0 Tater B00)

Ty=

1.4.2. Con matrices de rotacion

il srientacion de un enerpo rigido es deserita por una matriz de rotacion £ € S0(3],

entonees le relavion eutie w v 1t esté dada por:
R= Slwi i (4.16)

ot H = { T I ] v R = I #, bw dy |, entonces Lo expresion anlerior prede

pseribirse cono:

[ T y L Siry)
ro | =Sw) | va | —— | Alred | @ (4 27)
" Ty S0

dande se ha usado la propiedad [2.13),
(I bsrvese o ue
S |
Sim) | = -24 e B™
i)

[51\*'1] Siryg Sir) |

asi que es posible despejar w o de la eonscibn (4.17) obleniendo;
NE
w— | S Sley) Sy J l #g | .

];'il

b a]
|
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Div moeo que si se cansidera ¢l vaetar de orientacian ¢ delinido en 4 2, esti claro que
ol jacobiann de representacion s
! [l
| 0 Tolh)

g L

=

T,

donde

Lfoe o , -
?'.;alih',\:;[h';r,:- Stry) Siry) & R

Note que Ty{ R} no posee singularidades de reprosentiadion, ssto es poraue 14 parariel ri-

seeton dada por SO0 deseribe ea forma global 1 variedad de oricotacian

4.4.3. Con pariametros de Euler

La derivada de los parémetros de Euler vsta dada por la lamads rogla de PrOERgAcion

del cuaternion '17]

0 I \ _
= 5!'.-['r,l.-£_,l'.4.-' [4.15)
donide w es la velocidad angular v
JI—"T"} ) — _E] ¢ 'P-’lxﬁ (1 1U]
AR nl—Sie) |7 e

Usaneo s propiedad (2.17) v la cesiviceion de 1 norma unitaria {4.3), es facil demostrar
s

Fin ) Eln.e) =1 (4.20)

di: manera gqud se peede despejar w de (4.18), obieniéndose:
i

W= 2 et |
=

donde el jacobiang de reprosentacion en este casn o8 entonces

doncde

b
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¥ . T )

¢l cual es de rango completo para tode |y oel ‘ £ 5%, La afirmacifin anterior sig-
o L

ailien que esta paramelrizacion también ey giobal; sin embargo, desatortunadamente esta

parwinetrizacion ao tiene la propiedad de unicidad, ya que como se expliza en la subseccitn

r
4138 n & | €5 se reemplaza por { n —eT e 8% se obtiene cxactamente la

MG Srientasidn,

4.4.4. Con matrices ortogonales duales
Tomando fa dervada de (412, se puede comprebar gue
Jt = Siw ole— Siplw) )i {4.22)

Reeseribiendo la ccuacidn anterior haciendo uso nmevarcenle de la reprosentacion oro-

puesta por Dach y Paiclli para las matrices de rotacion:

T W = Slw +a(v + J(pjwl) | ™

F‘q J T'y

Utilizando la propiedad (2.14), Ia ecuacion antericr queda:

1 L",:l:f'hl
o | = 37 | fw +aip - Siplwl]. (4,28}
¥ 8(7s)
IMinalmente, shstrvanda cue
. Siry) |
.t:.::'i"|:| Slz']“g.:' ";;qul | Hl:?"-__-:l - =2 E J:I.-Jif:-;\'”'c:\j I: 1.2 1}!
: Sl,"f"-l:l

Voue
wooelo v Splw) = [+ 285(p|w — ov!

cg pogible despejar w + s

f-u

: T = ' 4 - § 5 § 1 i
[ —aS(p)lw+avi—_ | Siry) S(ra) Siry) | | 7
_ T"H
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va que [T —al3(pl| { = eSip)| = 7. entonces

1

I P ot : -

w o ee— o ,’—ub;_pl|| S{F ) S(F) B(Fy) ra 14,25)
T

Liv expresiom [4.25)] permite obtener on un sdlo paso I veloeidad lineal » — P v la velocidad
angular w del cuerpo rigido a partir de las clementos de la malriz especial orkopgonal dual

v osus dernvadas, entonees;

BEI] =
T

rs el jacobiano de represertacion dusl coe emplea matricos ortogonales duales,

1.4.5. Con cuaterniones duales unilarios

En [24] se puede cucontrar la siguiente relacicn

r . -|
oxex =] . .7 . =D (4.26)
w+alp - Splw) J

en la conl, sustituyendo la ecuacion (115) € [F&']", v despejandn w + ap, queda:

woop =2l —aSip)|kiy. e : ‘ (1.27)

IYe manera similar & (4.25), la exprasion (1.27) nermite obtener v v w a partiv del cuator-
niim dual univaoo dado por: ¥ = [ i 0

L expresion anlerior permite obiener emoun solo paso la velovidad lineal v = p v
L velovidad angular w del cuerpo rigido a pacur do les slementos del =gatornidn dual
WTILLARIC, @Il ees:

21 — oS () Eln,€)

e5 &l jacobiano de represensacion cual que emplea cuatermiones duales unitarios.

Bl
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4.5. Comparacion entre parametrizaciones

Al representar la postura de unenerpo rigido, P8 HRCesaTo tomar en cuenta la globa-
lidad ¥ la unicidad de la parametrizacion empleada, entendigneose comn glabralidad & la
propiedad de una parametrizasion ce representar enalquicr punto del espacia de posours,
mientras que la unicidad se rofiere la posibilidad de representia e manera anica la postura
die un enerpo empleandn tales pardmetros.

La tabla 4.1 musstra para cada una de lag paramettizeciones de la postara sonsideradas
e esta Lesis, los pardameuros, la variedad a la que pertenicen y 51 cuentan O 1o ean Tk

propiedades de globalided v unieidad,
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labla 4.1: Comparacion de las parametrizacianes de posturs estudiadas,

Postura Cilabalidad  Unicidae |
| P
. o )
Angulos de Eulay ER x B =1 No No
i
n
s T w o . 1 5
Martriz de rotacién €[ ¥ B0 ¢ BB ai af
P
Ty
»
Marfmetros de Euloer # | C B« & c W7 =1 M
£
| i
M. ortogonal dual vy | 8| oy | E8003, 1) - R 8i i
Ty 5
Ltel !
- 22 N Fn' & i = | 1= ~ -
Cnatarmidn dual nnilario = Ean i =3 =i M
£ "




Capitulo 5
Cinematica de robots manipuladores

En ol capitulo anterior se estudiaron diferentes farmas de represensar la postura de
cuerpos rigicos individuales: Alpuuos robots moviles simples (como carros, bhareos, AVIOnes,
ete) pueden ser modeladag eomo un cuerpo rigido que melave elementos moviles (ruedas,
hitlicss, alerones, ote.), los enales le proporcionan propulsian /o direecion al vehiculo;
gin embareo, los robots mds comunes no son los moviles sino los manipuladores v éstos
estan formados por varios crerpos rigidos Lamados eslabones, unidos entre £ por ielit
de artienlaciones o integranco una cadena cinemitica, que va desde la base fija hasta el
elomento de interes y pucde ser completamente abierta (en €l cage de los robots seriales).
tener solo lazos cerrados (como eu lus robors paraleles) o bien tenes una combinacién d=
arnbos (robors hibridos].

Por otra parte, an la seccion 4.2 se explied gue las eoordenadas de Plilcker son ung pa-
camettizaciom de la postura de nna lnea reeta en ol espacio. Esta ox una parametrzacion
no minima puesto que las cootdenadas de Pliicker son seis parimetros y cog restriceiones,

En 1935 Jaques Denavit v Bichard S Hartenberg [29] presentaron la primera parame-
trizacion minima de la posturs de ona linea, Kl punto elave para lograr esio fie el concepto
de normal comun entre dos linecas recias.

La idea llpve a Denavit y Hartenberg a proponer un método gencral para deserib

sin ambigtiedades 1o postura de los eslabones que integran ana cadena cinematica con
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articilaeiones sirples (de un g 4.1}

L tniva desventaga del método de Denavio Hartenberg es quo tenia que ser aplicado
a caderas cinemiticas abicreas (o5 decie, o robols manipuladures seriales; pero, en LUSG,
W, Khalil y JJLF. Rleinfinger [14] prepusiernn aus modifieacion al metodo de Densvit v
Hartenberg que permitia sioaplicacisn también a sobuts paralelos o hibridos, AL método
propuesto por Khalil v Klenfinger ae ¢ conoce eomtnmente como el método Denavil-
Hartenberg maodificadn,

Los cwatro pardmetros Denavit-Tlartenberg (o simnleriente parametros D11}, va sea
105 ovig.nales o los modificadns, son haste la focha el métods mas coman para oltene: o]
molelo cinematico direcso (MUDT de robors rrianipuladores.

Ln fa seccién 5.1 s2 definen lus cuatro sarametros D-H tamo los originales como los
madificados; liego, en las secclones 5.2 a 3.5 se explica ol métode para obiener gl mo-
delo cinematico nversn e un vobol manipulador serial a partir de los pardmeiros D-H
originales, srmploands: malrices de rotacidn, cuaterniones unitarios, matrices especialis

ortogonales duales y cualerniones duales unitarios, respeetivamiente,

5.1.  Pardmetros Denavit-Hartenberg

2.1.1. Convencién original

supdngase que se guicky deseribric la postura de una linea recta en el DERRCIG Cou
respecto a un marco cocrdenado Sy (ver figurs 5.1), Para poder delinir los parAineLros
D-H se debe definir un marco coovlenady 5, fue tenga ol eje 7 orientado eo la direecion
der la reets. Luego hay gque encontrar la recta normal comtn entre los sjes Zy v 7., Ll
e Xy tendrd L direccidn de esz normal comir y ol sentido que va de 2, a 2, en otras
paabmas, 51 @y, 2, ¥ &) son vectores unilarios en las direcciones de los ajes Xy, Zp v Zy,
respectivatneule; enlonees se debe cumpliv &y = 2, x 2. Lo esta [orma ciaeda definido o
rrarce 2. eon orgen en la interseccién de X, 2 v eon V5 1al fue e e se cvnpla la

artogonalidad de mano devecha, Entonees, los cuatro parfmetros Dot son o, §, « ¥y se

B4
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X

Figura 5.1, Paramstros Denavit-Hartenberg ariginalzs de una recta,

definen comaon

o o odistancia del eje Xo al gje Xioa lo largs del sje 2y,

By angaln del oje Xy al gjo X, alvedador del cje Zy.
n iy distancia del eje 2 al gje 23, a lo largo del gje Xy,
oy fngulo del eje Zp ol e £, alvededar del gje X,

Para poder aplicar ¢l método de Denavit-Hartenberyg original v oblener el modelo einema-
tivo directo de un robot manipulador serial, es peeesario colocar un marco cocrdenado en

cada exlabon, Los marces debea calpearse de acacrdo a las siguienies reglas

L. Enre loe eslabones i — L 8§ se oneventra ja astienlacion £ Colocar el ojo ;. enla
direceion cel e de a acuiculacion
2, Tdentificar 12 vecta comiin enuwe los ejes Z— ¥ £ y colocar ¢l aje X én la direccion

de eca normial covdn, con ol sentido dado por X, = £, » Z.



5. Cinemética de robots manipuladores

3. Coloear el gja X [del maren de la base) de manera arbitaria. Colocar el marco :

en el drgang lermingd, orientado igval gue el maree .

Law pardmerros D-1 originales que dan Ja orientacion entre los mareos T v 3, e

delinen entonees coma:
» i distancia del eje X, 4 al gje X, o lo larso del Bje &4,
o (o dngulo del gje X | al eje X, alrededor del ajs 2,

» o distancia del oje Z, 5 al eje 2, & 1o lavoo del eje X,

as angilo del oje 22y al eje 2 aleededor del oje X

Ly tramsformacidn entre ol mareo X0 v el marco S empleando los aratetros D-H
1

originales se puede descomponer en la siouicnte secuencia,
» Lng leaslucidn de o a lo lavgo &0 Pldc 20 ).

o Una rotacidn de 9 alvededor e 2, 0 R4, 2 L

Una traslacion de a, 3 lo lacee X Plag, X

[na rtacion de o, alrededor de X - Rla. X
SiUT representa la postura del maren ¥, con respecto al marco X, 4, entonees

M =Pl B YU Z P, X Rlae, X9 {R.7)
Y, por extensitn, la Lranslormacion enrrs al marco 2 v el marco 3, seria:

l;-.-“:‘ = T; IT_: L _11—3?':' | i j}--n
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Xa

Figura 5.2: Parametros Denavit-Hartenberg mod ficados de una recta,

5.1.2. Convenciim modificada

Cloma se rxpliea en [19], 1a idea de la modificacitn heeha al método orgmal propuesio
por Denavit v Hartenberg os emplear un nuevn conjunto de pardmetros que se pueda
aplicar no solo a manupuladores seriales sing & ol Lipo de roliols.

Annguese es suele Hamar igual, la2 cuarro pardmetros D-H maodificados son en general
diferenies a log pardametros D-H originales. Por eso agui se nrilizara la notacién oF, #°, o
v o para los pardmetros modifieados,

Supdagase nuevamente que seoquiere deseribic ln postura de una tects so ol espacio,
Gon respecto 4 un mareo Y.

En Ja fisurs 5.1 se mostrd cono definir esa postura en términos de los cuatro pard-
wietens D11 originales, para lo cual se utilizaron solo dos marcos coordenados. Kn el casn
de los parametros T-H maditicados, a misma postura ss especifica usando los pardmetros
A 0, a® v oat, pero para definir cstos se necesitan al mencs tros marcos eoordenados, lal
comi s muestra en la figura 5.2,

El marea X es arbizrario {y por Lo tanto, puede scr igul al mareo g ile ka Hgara 5.1).

El oje Z3 se coloea en direceion a la recta de Interés (v correspucde al eje 71 de la figura

Y7



6. Cineméatica de robuls manipuladores

510 KD mereo 7 se colova de manera que Z7 eoineida con 2 ¥ qua X" eoincida con la
normal comiin a 7 y Z5 (o, en theminos de vectores unitarios. ¥ =z w )
En general, los parametros D-TT moditicados eotre os mareos i v 2, se definen de

la siguisnle manera;

= 7t distancia del eje N7 al gje X7, a4 lo largo del ejs g

o A7 dngulo del gje X7 oal eje XY, alrededor del eje 27,

&l

oo distaneia del eje 27 al eje 27 a4 lo largo del cje X7,

» o7 anpulo del eje Z7 5 al eje 27, alvededor del eje i

Y b transformucitn que da la postura del mareo ¥, con respecto al marco ey er-dada
J_Jl.’ilr':

N = Plan, XEO RS XD PUE, 2R 2 (3.2)

Ahova, volviendo al ejemplo de la Ggura 5.2, se observa gue. dado e £y = 2 ¥
Aq = NG, edtonces los pardmetros af, o}, ¢ v 45 son nnlas, Loy parametros dj, ), al,
i son los que se muestran en Ja figura 5.2.Y la sranstrmacion vaire los marcos 5, ¥ Xy

SR

M= Wy = (0. R0, XV P(d;, ZE B 27) Plas, AT IR (og, XTI, 230100, 73

L

— P}, Z0 ) R{67, 27 ) Plas. X7 R{as. X1,

Y comparando las fipas 5.1 v 5.2 e obserea gquo A = oy X7 = X1, v ademas

dy =y, 8] = 0y, a5 — dy ¥ 0 =y, de modo que

e : - F[rﬁ,zn:lfﬂ'h'].Z.;.}Pfr?l, !q']] H':_rlj_, -1{.];|

En el caso de un rebol manipulador, a cade eslabn 7 se 1o asoeia un mares conrdonacdo
E: v para simplificar la scloecian de los perémetros D-H modiicados se s guen Lo siguicntes

criteriog

Ehi



5. Cinematica de robots manipuladores

1. Entre lus eslabones ¥ — 1 ¢ @ s encuenora la acticulaeion o, Colovar ] eje Z7 oo la

direceidn del eje de la articulacion ¢,

2. Menulizar Ia rectic novmal comin entre los ejes Z7 v 27 . Colocar el eje X en la

direecidn de ssa normal comin v con el sentido dado por @] = &7 » 21,

. Fl marcn £8 se onlocs de maners arbitraria s6lo asezurando gue £5 v 47 sean
1l (=) i SR 1

colineales, Bl eje 27, se colota en el Srgano Leeminal, orientads igual que pl eje 27,

Ubsérvese que en al métods de Khalil-Klemlingsr g: necesaric especificar no =dlo loe
no- L marcos coordenados (25 a 5] sino tambign el eje 27

siguiendo estoe criterios, usaudo [5.2) ¥ su composiclon:

Lmme 1 Lerie 13
_-TT __J-Tlt Lj"_e---” E ]11 ]Iqu.

1l i

sepaede verificar cue la postura del mareo X, 0on respecto al marco X piede ser ahtenida
nsando va sen loa nardmel s 11T grginales o los miodificsdos, g gue 97 =807

De hecho, eamo ge menciona en [19] Tos parmetros (ff, 97, 67, ol e laconvenciin
modificada corresponden a los pardmelros (dy, 0, @ o) de la conveneidn original para
v= 12 . .n Ln las gectiones siguicnles s propercionan las formulas necesdrine para

obterer el modelo cinenedtico direeto de an robot (MOD), empleando log pardmetros D-H.

5.2, MCD con matrices de transformacién homogénca

Lla matriz de transiormacidn komogfnea combina vna matriz de rotacién v un vestor
da posicion en una mateiz de 4 24, 5 “lp, e By 'R, € 50(3) dan repectivamente
la poseion § orientacion del marce ¥; con respecto al mareo 2, enlonees la matriz de
transformacian homosénea 7' da la postura eelativa entre 8508 MISMOS MAarco3 v esta

dada por

Pl T, i :
=4 { B e B x §D0R) R, (5.3)
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5. Cinemética de robots manipuladores

Lag matrices de transformacidn homogénea forman un gropo de Lie multiplicativi,
-anocida o sentio sspaeial enuclidi e transformaciones rigidas en [2* v denotad
conocido come grupo espectal enclideano de transtormaciones rigidas en B v denotado
camo SE(3) = R 8(3).

La momposicion de matrices de transformacion aemogénes se realiza de la siguien.e
manera:
I:'.'l'ul]_:_l H:_; 0 |E|J.'| qu '|' I'Ipl

R "Ry Up,
- 0ol 07 1

La regla de composicién de marrices de transformavion homogénea se pueds gsar para

IH! IP3
0t

e SE(3).
abilzner la oostura cotre los margos X, 5 v X5 usando paramerros -1,

Si s asan paramerros D-H orlginales, entonces se emplea 5.1

S I 8", =S8 0 U L 0 a [ i ()
g 010 0 sg, O8O0 0D 01 0 0 T S, ()
G I I O A (0 0 10 A 0 Soy Cay B
L0001 i (O o060 18 o fl |
[ Ot —S0.Ce: S8Sa; w00 |
S (S0 S, T
— = -n. k. - I"'_\ J|I_I_5 r-f-._'||
0 Soy e, iy S ok e
0 [ [ ]

domde €, 5, son cos{n) ¥ sen(r], respectiivamente. De la conacion anterior so exteas:

Ot S8, S0:50 i, (08
TRy = | St CRn: —08.80; | €50(3), " 850 | e® 55
b Sexg ey e,
Sise usar pardmetros Do modilicados, entonces se debe aplicar (5.2), lo que reaulla
e
[ 1 00 a o D Bl[Loa o -l | I
. g1 0D ¢ O =861 0 ||" 1 0 1 St cd 00
M ) R I I 0 Sat CGal D G 01T o (1 3 1 0
00D g o ) 1 |_1‘. Q1] [l A
[ o — S () al
oSt CGalCH] —8a! —d;Sal =¥
= AU . ; . | E5EE), 57
SarS8: SalCH  Oa;  dCal Y 6]
| i i fl I

LD
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i |_1|_|rH_1I'! I EE LA

Lo — 5@ f) f;
VIR = | Cuss8 ColCl —Sa) | €30(3) iy d8a; | e B* (5.7)
Sar5dr Sa'C8! ol —di(Text

Bl mibtodo orginal propuesto por Denavit y lartenbirg emplea la composicién de
matrices de (ransfarmacion homosénea para obtener el modewo cinematieo dirsets de un

manipuladar serial, que seria;

I.-H'rl “p-n K]

Tiepd Fri L n—I L) S =
= = T T E BRI, 5.8
Ll B € SE(3) (5.8)
de conde se pusde extraer
R = VR Ry T (5.9)
g, —Vp i geoanstp modp PR ig R 7 0n  sies YRy =Sy (5.10)

En &) caso de ntilizar D-H madificados, s signe un procedimienta similar,

5.3, MCD usando parametros de Kuler

A diferencia con lo que oeurre con las matrices de transformacion homogenea, en esti
coso o es posible mansjar en forma conjunta la pesicion ¥ la orientacion, De acuerdn
con (5.1), la posicidn del marco 2 respecto al marco X, empleando cuaterniones ¥ liws

paramerros D-H originales, estarfa dada por:

0 (§aeS I:'?—l_\ffl [ i {F_:I
[ U |.:| { i = U
F| o P I i =

4| [sm(®)] Lo —sin (%)

dondde se ha usado (4.6) ¥ Ia definizién de pardmetros de Euler de la seceiton 4.1.3. Reali-

zando las operaciones de log cuaterniones se loga a que:

{ [
i I'I_._f J|'_|I

_p. — it ‘ i ]'E_;.l.
: |1JCs,rl
i,

L0
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For otra purte, la sreasteidn dsl marco B; vespecio ol marea ¥, |

s e ) ] LS I.:,_I_J e [%:I cos {5
- 1 sin () oo {tn }sin [ ) o
‘Ei — |'] i) ” e - & fl']-".ll I..c;._ L
in 2 sin 2-}
HiLl l;} | ] 1 | sin I—i,*} “!-I: ]

1] e {%)l 1 05 [%} 1 |— 1
[ 4] R H S0 [%] & ] o | —EET (”2} N i,
|7 || U 0 “lal= Ml —eleB
a | 0 dil |0 d,C,
i - E
cos(a) T Tee(%) ][ eos(Zyems i)
. T o ¢
e sin/(54) 3 C o] DS ( é,.] Ein [: e
] 0 —sin (%) sin (%)
) 3in {Eij s [%} eos (%)
La aplicacion repetitiva de las cxpresiones (4.6) y (4.3) permite obiener of MOD [ pros-

Lura del marco X, respecto al 2g) emplesnde cuaterniones unitarios:

{ ;|” ‘ =601 { n ? Jgu‘f;—l =['E,._-;i¢|- " HU ]IE\"U'E;—E"' o "'f?"{ .”
P | P p:. |

| u | 5 s Th—if i
I‘E:-r E $= ‘EE 5 e En 1% '

4
o

5.4, MCD usando maltrices ortogonales duales

lin este easo. es posible apliear ol principio de transferencia a la malriz de rotacise que
da la orientacion del marco £ con repecto a X, . v se llega a:

Ly —55Ca

r'll.'j‘ -9.11
PUR= | B UuCh =058 | & 8o, Dy,
(0 S (%

(511)

1ind



5. Cinemdativa de robots manipuladores

donde 8. v @, son dngulas duales y tepresentan el giro y traslacion a lo largo del cje £
v el eje X, respectivamente, = feénminos de los parametzos Je Denavit-Tlartenbery 0,

¥ &, quodan:

B, =t+ar. ¥ (0.12]

ey = oy, ooy,

En lérmines de los parimelros de D-11 modificados, fa matriz artogonal dual queda;

[ =8, O
e Caly, —8a; | €903, D). (9.13)

n &l Bl o 4
S0y Oty U,

=

Fu cunlquiern delos dos casos (5.11) ¥ (5.13) se demuestra gue
=15 . lE peiteg it i

donide 'p, | estd dado segin Ta conveneion D-H que se use.
También se puede demostrar cue la composicion de matrices especiales orlogonales

anlica, dando corn resubtado:
Il:l'ﬁr- = URJ.-I"L-EE e lH” = |I' 1L J H{'Upu)]ll 'r—{rl

donde "R, v Up, se obtienen nsando la convenvion de pardmetros D-T] seleccionadz.
Notese que on el casn de que s lenga "I, € SO, T ¥ DR.YRY son sus pares

primariy, y &ecundaris, 25 decie
ﬂ.l"f,, =", + rJ'EJ"'f':.,L
entonees es nosible delerminar cl vector de posician "p,, usando

i0p,) =DHSHE,

Vid

5.5. MOCD usando cuaterniones duales unitarios

Fn et caso, es posilide aplicar el principio de translerencia a los paramerros de Eu-

Jor qua dan la oriendacién del mares B, ¢on repecto a Y1 v empleando pavdmetros de
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Deravit-Hartenberg originales s lega

(5.14)

|
=
"
b=
e B i
4 A j2ns L)
A -
E It
=2
B S

donde ) v o son dngulos duales v representan ol giro ¥ traslacron a lo largo del sje Z,_,
voel eje X,_,. respectivamente.

En términes de los pardtnetros de D-IT medificados, el cuarernion dual unitario ueda:

s (% ~:I s [TT}
Cos (iJL] sin [5)
—sill (5) sim |2
L sl ( J cog |2

Aligual que las matrices ortogonales duales. los euaterniones duales Uribnrios permile

EI.:

Ore
e

3]
I

e una sola expresion representar la postura de un cuerpo rigido |24]:

g s {
: ‘EE:E_IE;*EH q .IP '-:-.":1_I£I.

Pe manera que es posible comprobar que para caleular I postura del efector final de

un tobot, basta eon obtener el producto de los custerviones duplas que parametrizan la

postura del robot, desde el mareo Gjo, hasta el mareo final
D __UE =15 i so =0 e vl 1 i
£, = &g . . LU G — K i -:'p- J o £.-|
A 5

donde el cuaternion primaria proporeiona lo orientac:on del mareo By rospetta-al wigien

Yoo ¥ &l vector de posietdn “p, pueds ser caleuladn multilicando la purte secundaria por

el eonjugado de o pare primaria,

L4






6. Control de postura con cuaterniones duales unitarios

que la postura 3¢ deseribe como m veetor de seis coordenadas generalizadas; esto equivale
fsar un conjunto minimo de pardmetros para deseribie la orientacion tal como les dvgulos
de Fuler. Pero, aungue los angulos de Eoler signen siondo populares, toda parametrizaeion
minitma de la vricntacion tienen la desventaja de presenlar singularidades de represeniacidn
(prcs describen séle localmente la vaviedad de configuracion de la orientacion) v de sar
incensistentes con la geometria de la tarea [27],

Por otra lado, el uso de matrices de rotacion para describic a orieniacion sigue sicndo
comin en aplicaviones de modelado en robética, pero rosulta mmpractiza su utilizacion
ein tareas de conteol, principalmente por la dificulrad de definie un oreor de orientacion
apropiado; otra desventaja ss que el mavejar los nueve elementos do una matriz de rota-
cion resulta computacionalimente inefiviente, No abstante, una lormulacion interesante,
gue resuelve el prohiema de conteol de orientacion empleando matrices de rotacion, e
encontrada en [21],

L usede pardel=oqs de Fuler en cantrol de robols se remonta a Yuan {23, quien los
aplich en una version particwar del controlador deaceleracién vesuelta [29]. Mis recien-
temente, varios trabajos han sido publicados sobre este tema (ver [27], [300. [31], |32] v
|33}

Fnoel 2008, Han ot al.

36 propusieron 2] primer conteolados que emplea cuaternionmes
dualis unitarios: se rrata de un controlader cinemaricn para cucrpos rigidos, el cual de-
mmestra ser asnoticamente estable de forma global, v es computacionalmenre eficient o
La ley de contral propnesta emplea la definieidn de un logaritmo dual v 2l pradocte de
cuaterniones duales s nsa para definir el error de postura,

Fncel 2010, Wang v Yu disenaron el primer cantrolador dindreico para enerpos ripi-
dos que emplea nimercs dusles [31), Por otro lade, en el mismo afio Pham el al. |37
propusieron dos esquernas de cendrol cinematico con custerniones duales para robots ma-
nipuladores: uno basado ea la jacobiana psendoirversa v otro o la jacobidna transpucsta,
sin cwhargo, en oste controlader se definid ¢l erron de posmira simplenzente como la dife-
rencia entre el cuavernion dual univario dessado ¥ el cualernion dual unitaria del extromao

del rabot.
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6. Control de postura con cuaterniones duales unitarios

Finalmente, en [35) se presenta una Iuncidn de Lyapunov para ¢l andlisig de control de

pustura con v osin restriceiones, empleanto coalerniones duales unitarios.

6.1. Error de postura y objetivo de control

6.1.1. Error de postura con cuaterniones duales unitarios

Conatdérese cur la postura del clemenso de interés del robot 88 dada por el vector
!
- =1 - 4 & . T w L -
de posicion p £ BY v los pardmetros de Euler € = { N oE' J e S Asimismo, |a

postura deseada es definida s través dol vector py.e B v log parametros de Buler §; =
- T

| " | £ 8% Bl veetor dal ereor de posicion pose define siplemente comn:

B—pg—p e,

mientras que ol error de orientacion puede definirse empleandn el Algebra de cualerniones
IO AT PO

£ Mol y
5 ¥ W e i
E=|7 =" & = i # € 5 (6.1)
E Ex g HEs — e - Bleley

S1la postura se expresa por medio ce coaterniones duales unitarios. envonces ol enaternion

tual unitario del clemento terminal serfa

g1 ol [
x=£&+ta(= o | W A € 8b.

mientras que ¢l cuaternion dual nnivario deseado go define como

: [
T b 5
Xa= el £ Sn
= "‘\rl'

Fl error de postura expresado en luncion de los cualerniones duales unitarios se establece

COInn: : " - -
- - o Ly " ¥ L ) .

= o F= T . + 4 €3 H}!'—}J

= g R e, Ao ) l 1

v al realizar ol produeta se llega a
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6. Control de postura con cuaterniones duales unitarios

3= &P 5
| € 2| Ial o S(ENp— 25z,

(54

o

-y

tonde E—{5, 87 = s
'.-'I a '-TF_II-—H':EJ
Sise define 1o parts secundaria del cualernion dual unitario de error como
| I .
(5.49)

S e Ji T B ;
§= B EP= | gy | Pa

CNONees
donde ¥ € 555, E e 59 }-'l':' e RS
Tor atro lado, premultiplicando (6.3) por (0. &) v considerando la propiedac:

E(q,&)"BY (7,8 =1,

se llepn a
b QJ'_'"{FI.-:é_';T.E: | 2T —5(8)| Sig)p, (6.4

6.1.2. Objetivo de control
=l objetiva de control de posicien eonsiste en lograr gue |z posicion del elemento

terminal pit) siga la vrayectoria de posicion deseads py (), esto se lopra si
; Fok v o gl
.-h-{.ﬂ.p"r] = psith popys R
Similarmente. ef objetivo de control de artentacion consiste en logkar que 1a orientacidn

lel xtreme inal del manipulador siga la trayectoria de oricotacitn dessada,

| (18
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L) i

o] twrner = AT AL o -{_w_{u e
o CivEa T | PR AL IH bl
R |.

L] .._-
‘ ‘ |'| Rl
f- TP e ran
-

Figura 6.1: Esquemra de control cinemético en espacio de postura.

Fn el caso de los parametros de Suler, el objelive de control de orientacion se defing

COEni; s w
=
" ]
B4 e85,
.!]rﬂ £ ]
1

psto vs debiido a que los narfmetros de Exler son an recubrimineto doble de SO18), por Lan-

1 T " . s
to ‘ I 00 -I_l-l ¥ [—L (1 0 4 rewreaponden [isicamente o la misma orientacidn.

En el case de los euatorniones dunles unitarios, ol objetivo de comtril de postura e5

[ 1" U

T + T v € 85
fm ¥ i
[ ()

6.2. Control cinematico

Como s explicd en el capitulo 1, nn cenlrolador cinemitico e85 basicamente i CORET-
lador de pustura para rohots que entrega como salida las velovidmdes ar ticulares descadas
en eada artienlacion: estas velocidades luego se convierten en referencias para 4n contro-
tador de velocidod con salids de par,

La figura 6.1 muestra el diggrama general de un sisterna de control de doble lazo para

robots. e dindmica del robot esld dada por

Miglg+Clgalg + glgl =T, (6.5)
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6. Cantrol de postura con euaterniones duales unitarios

mienLras e

[ L AT _—
J1g)q (G.6)
| L

da su cinematics diferencial,

El controlader de velocidad de laso interno es [33):
T — Mg ;:'i',-; | Kol + Clg. q)q + gig). (0.7)

donde K, & B™™" e uny matriz de panancias de contral definida positiva y 0 oos o veeLar

de error de veloetdad arrienlar definido cormge
=117 —f, [13.5]

Lo refermmela para el contral de lazo internn g, v su derivada temporal ¥, cstim dadas
por ol conteolador cinematico dol lazo extorno.
Tomando coma inspiracion el conlrolador cinemalico en |.j,_51 tel enal emplea runtor-

niones unitarios), se propone aqui el sipuiente:

J—" 1K _.l'L'u' G EE al — Sl 8F& ]
) = .|f|lqu P+ 2k, |_ T E)C+ l-i'“ll i .[E.I.'-'kE.ﬁ‘r.r_ (6.9]
W + =

demde K, = k0o K, = K0y cuva derivada Lermnpestal resulta ser:

PR By — 2R, |E(R8)7C+ qjl - Ne)lSiep, w
Wi+ W&

[ - NP, T )T i o ¥ o et T A |
+ (g P+ K, {'Il'quv — 2K, I'r-":r."-'r"-_':'r‘f + al — 5€])|5(&1p, }

wo+ K, [L )+ SiE) @ - SiEw,]

Alwra bien, susrituyendo (5.9) en (6.8), premultiplizando por Jigl, v usandn ((.6) e
llegn ¢
’- P4 2K, [E:-'I_-f'j'.é']?(f bl — .S'ié'li.‘_w‘i'éfl;!’!.aj -J

4T = ) y
w+ R,.g

(i 100

Recardando que es posible particionar el jacoblanno geomd vico. de modo qus

r J]'rl:.q_.:
L.lq)

LE



6. Control de postura con cuaterniones duales unitarios

450 e (6.10] se Lega a las siguientes expresiones:

b d e — 2K, | Bl &7 ~ 0T - SE)|SE)p) (6.L1)

o= J () - K.E (6.12)

Satitnvenon la ley de contrel (6.7) en la dinamica del robol (A.03) v usande la derivada
de (8] se llega &

B KA =10 (613)

Por v lado, paca ol analisis de estabilidad se consicera queo ¢l extremo final se mueve
an nmh regién libre de singularidades. es deciz, J{g) es de rango completo durante fuca la
Laren: aciemas, se sapone que el jacobiann se encuenira acotado, esto significa que existen

constuntes positivas k. v kg tales que, para todo g € R, se tione:

[ .EFLQJJ E l!"_;'_;n ¥ |-'rrl|-E|I:'.| <= 'l;':.i'u' “'114]
: o
T4 eenacion demalia cerrada en funeion de las wariables de estado: £ - [ & & | i, &
v, a pertiv de las sonaciones (4.18) ¥ (6.12) queda:
B8 [R(3,6)7E - [0l ~ SEIS(EIp,| - 4003.8)| Lo~
£ 2RLIRER EVE + [ — 5.E)|S(E)p ]1 ”
g | = 2 i BN G (D — DiE ) |BIE Py s
r.' Ij' - v . SiElp;— BlEIR, (615
N LK E - Jlg)v
| i _%|-,.'I-,f ,_‘_i_:,r;-)][ffr;é - Jﬂ[q]’ﬂ] — S{E )ty
L 'J[I|-||T._’ pl
[l verror depstaios o5 6 'E,IJ i 2 g -| o e, donde
Fa 3
3
D — 8% % B = 7| e BSt R E= 1 AR LE B =D
v |

L11



6. Control de postura con cuaterniones duales unitarios

[l sistema es no autbhoms g siene dos puntes de eeuilibrio;

s r : - "

|- ¥ ] iy [
3 0 a ()
N l=Ex=|71 D # 7 | =din=| =1 | & L.
E ] £ i)
I i | O | & | 0]

Se mupone gque el equilibrio Fe. es estable, mientras que el equilibrio fo., es inestable,

6.2.1, Analisis de estabilidad

Mira el avdlisis de estabilidad dal equilibrio E. . considérese la slgniente funeinm de

Lyapunov mapieada on la funcin delinida en [17)-
P = R P . 5 ) = | = 2 =2 I B : LEES ]'-I RS
VLG, B, B) — 38 &4 48 (B Sipay) € +HAG—=LT =8 AL — 23(p,) lE—ow v (6.16)

con 4 fal que

f ¥ 1 ¥
} _ ,lv,.'" |;5'rE_',,J,'Jz + Bk ke | Ky — 2hakih )t — 4 skl 8dptle, ||t - 424, .f.':l:?;||p.l.||3;|
o 1 C )
[ e rn.n{ 5 i,

lll.l

Foldbaf, — F3)  dko | p. a
b 2" L p-"ﬂlg”pﬂ.l } (617}
Ak Ky K

da

Cmplemado el teorema de Ravieigh-Ritz, v L desipualdad de Schwarts. so puede de-

ostrar que

¥y W e - Le 1" J- = i =, =
V(CHE0) 2 207 — L= A&7 1 e = 2)E) 4 —af

181/ 0 s@a ],

VO H 0 5ip |.| - |py| . entonses:
T
_ [ /& 2 2lipg 0] [ i€l
Vig,hem) = |3 —2llpa|| A ( Ell | +AML1—n)"
[[e! ] 0 0 :', [J4=]]

Derivando la luncion zandidata de Lyapunov 16.16) 8o ohticne:

ViE 7.8,8) —AC C+4&T 4 Stpa) | ¢4t 0 Sip) Ii:'—4s:"' 0 Sip, ];’
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6. Control de postura con cuaterniones duales unitarios

1&'Gp 1" —487SIp, 8P 0E  2An @O
v osustiiuvends Q fle 16.15), o oblene;

Tll.f: A, & ‘i'_:l _1(; El".f.-”"t' _Irt-_T-l'.a-.|_[”|r—- -.';':I]C: :'P.,l]_"i'ﬂ [S.’E) =11,

o

+£-T'_,f_-,'[-f],¢]| AK, | 12(7 81 f.' | [l — S(E)|S(EIpal "‘fr'ﬁJ

.

--Lé'f'| 0 Bip,) 'E:—=1é.-7‘| 0 Sip,) |(:+ 1E8p,) ! —H{E)]{E[ﬁ.é'jfﬁ-l—ﬁf -

o
Kl

5-:'é515{§']p,..} 2&" S(py)li +5-:E}1{~fyi_rn'e 2y E(7, T8 + il — S{ENS E;m'}

el
i

178 (p )88 D, —1E S p, 158 p, — 1878 p,e—4ET H:'.pd_IS':_deE—'2;"-?';!+'f! .
-._L',_._-_..—-' - -

Empleanda la propiedad
Eii &Y E(F,E) =1 (fi.18)

v sustituyenda (A.3) en &l términe 1, s¢ liene que éste 5 igual a
pyS(E) - SE)ElL.E)C (6.13)

Por orro lado, empleando las restriceiones de un cuatercitn duel unitario definidas cn

(4,13, se demueslra que el términe 2 es simplemente:

&' C. (6.20)

deonde se ha asado ol hecho de que I, = k4
Reacomodando, la ecuacion anterior quoda:

VIE. 7.8, &) = ApESEVAT — SEME, BT Er4E Eh, )il — SI2)|5(8)my — 4k:E &

—']" rr - e . ; = =, :‘I_'.'.
+&' B(7.8)| ~ kLl — 8(E) SiE)pg+ 24, (u)D| 1 18 S(pg) [T — I{LLM :-:Fc+[:;f

o

st%a]%-fé';.pd} 2ESip,) 7I+5(2 )]{Ir,fqrfu 2k,

Ll-|1"1| C_ r."*r -5IE J] .E rI} 4¢’ I-'Jr]""rl]’:;"E\”’Jrl

—4e78(p, %8 — 24 ' B,
—— L m—
|
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6. Control de postura con cuaterniones duales unitarios

5ien el térmico 2 seoaustituye (6.2) v se eniples o propledad (6.18), se tiene que el
térming 2 es:

lpiSie) il — S(E)|[aT — S(&)|S12)p, (6.21)

Desarrcllando el produclio del tirmine 3, v empleando las propiedadoes (214 » [2.17)

v la reetriecion (1.3) de los zuaternions unitarios, se tiene nue el thrmine 3 e

. par-lo tanto V(€. &, i) paeda:

VIC.7.8,3) = 4pESIENHT — S(&) i — SE)ISE)p, — kG € +AkyCr 4y } z
¥ v

.

i o = A I, = o T A L - iy =T | il R, Ll
+2¢ B0, &)l O+ S{p T T — SLE)|[0f — S(&)|S(Ep,—4k.E" S(p, )0l < S(&) EIA, =l

" ol

1 al
— 4, & S{py AT — S(E) Al - SiE)S(glm, - PETS T~ S{E) Jlg)D — 2N+ 0B

s

1

Desarrallando el products del témmine 2 v 3, ¥ empleando las propiedades (2.14) i

217 v la restriceidn (4.3) de los cuaternions unicarios. se tiepe gque el términd 2 v 3 son:
— 4k &7 | 0 S(p,) ] ¢ v AkETS(p,) e (6.23)

respeclivamente. Finalmente, si de {6.13) sc sustituye 0 v o, ViC & 1) oy
ViC e, 0, = Akt ¢ — st g [ 0 Sip,i | ¢ 28 B 8)0, ()0 + 1h,27TS(p, )
2EXSip (7 — SE LD — AETIGE - 640, (q)5) — 91K,
Ahcora bien, repconodando la cenacion anterior cueda:
VAIC, i B, 1] = —&" (ALK, e S(py | €+ ET [Adg—+25(p,) BT +Sip,) Jolg)| -
&K, - cmﬂf’i—g-"‘ 0 8k8ip) |1 & (2000 Eia)] ®

¥ eomo il — 8] = L. entonces

o [ €1 ] iy il 2| —h,
I'". [C' ﬁ-\- é i?. 1“- ”E ""“"1'-| pr.f! éil'-)"m {KO} - J ,r'q'“”-pﬂ._ ;:] _l.'-,";' JI':"I" Ip"'|||lli:"|"
Bl i, —2 Ak, — gl ks, Ami Ko
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ti. Contral de postura von tuaterniones duales unitarios

La(r g2
donde = se seleceiona un valor que saftisfaga (6.17) de A, la matriz o8 definida positiva
Voenfonces Vic.n &) es definida negativi, localmente alrededar del equilibrio Eey en
ey Be tisnen entonces las condiciones suficiontes para concluir que el aquilibria Fey
s asinbolcamente estable, Esto implica que partiendo de una condicidn inicial corca de

Ly & Dy se cumple el objetivo de cantrol de postura.

6.3. Control dinamico

La ley de control dindmice que se propone:

5 ) s 2K | B E)TE —TaF = S(8)|8(8) J i
7 .-U[q].}'[q]f[ Py | Kupi 2K, [,: ErR=3 R el (2)|%(&8)p, -‘ _ gl
IIAI.‘l-; -+ Jr‘.r||rDL-|;P+ h.-flﬂé J

ki

+ O g, qla - algq). (6.24)

Sustituyends la ley de eontral (6.24) en la dindmica del cobou, se llega a

(6.25)

P Ko — 2K, | B E)7C + [ — S{.-:}JSz,é]p,fJ' ,
W K, e+ K, 8

Ahora, smpleando (4.08), (6.25) y (6.4), la ecuacion de malla cerrada completa en

termines de las variables de estade: €, 2, 7.

.8, v, e
: LEm&P+ LENEP— | - i (& ]
g : # SIElpy + S(&)py h
1 f! 8 = 9 R E- == T '-‘r .‘.,l."E_':I SE P
ﬁ ; = - - Lo FinE) § — Il — Sié ] [_-:aPr.':I o £ fp, [6.26)
: L2T4 :
£ Il "
2 gl Sie) | — S8 lwy i
S Kol — KB .
dlonde
4 9
» - }_-] *
n=5 « B¥ = g | eRYM i+ ETE - 1=0 | 4 & |{=0
£




6. Control de postura con cuaterniones duales unitarios

Ll sislema o8 no autdnomao, ¥ tiens dos puntos de cquilbrin:

¢ o] ' [0 ]
B 0 7 0
7 =ty = ] e Bp w it | = Ery= —=]1 | & L1y
£ 0 £ 0
| 0 | | @ L]

Sesupone que ¢ equailibrio fp, ea estable v gue el equilibrio K, es inestable,

G.3.1. Analisis de estabilidad

Para el analisis de estabilidad del equilibro By, considéress g signiente fancisn de
Lyvapunov, inspirada on 12 funeidn delinida en [17]:

NE T R | i 0 G i J i iy W T
Vig. D Fagm)— jpr b2k ) [tj ¢ 128 0 Sipy) [ —E8(potE| +E @

=1 e A 15 or L= = 2 =l l =] . i
I'2p" | E(f. 8¢ _*rf—St_EHbt.P..r;f| L ‘t‘f — 1 +E%E + -7 “",--f"i’J

con Np = diagik,} v v tal gque

)lrrl{hrr_.n::}‘l.rli'i-pl k. — .2:|

m-m{z‘“' Uy, + 82 = 2Dty iy = 2 = SRl = )20, by — 202

L=

}I.}IJ' I IEI"' 2 : EJIILT" { 'R-"-J } -"':I'}"-'i'ﬁ 4 '!1:! " }' :I A { 'FI"r[I.: } E"iltj"-“ prfl: E_IJI

e

g FM ﬁfm_‘— "I‘-'i_-!,.;l“‘"-pp +8i; + 2) Aot "I-".tl..;} Aard 7o, FAmd .F'l.’f:.l 1+ o] ded .F\-rjj ! }
283

(628
Fmpleanda ol teorema de Rayleigh Rilz, v 1o designaldad de Schwartz, se puede de-
rodatrar oue

VIC, o, &) 2 =l = 1)

"
I

el 2{ky, + k) =L <2k, — by ) Dyl i 1€l
] : : ~ [l 0 2]
G ik, 1 k)P =Bl = ]
& ¥ 4] -3 R B el Y w| |

por Lo que, siose cumple (6.28) colonces 1{(:';",.1 20w ) ew detinida posiciva.

16



i. Control de postura con cuaterniones duales unitarios

Derivando o funcién candidaty de Lyapunov (6.27) se obtiene;

VAIE,T
A

i - pLEm  ag . T ;
LE D) = PP~ "':‘-=,..-1{4‘: ¢+4E7 | 0 Sip,) ] C+de | 0 S(py) €|

& ‘ 5P, ]E—-lé?ﬁfmJza—%s"'ﬁia'w.fﬁ{mé]}-—Ti:'"' b‘llf&.E]T'E—iﬁf—S'ié}'iSILm}ﬂ |
zﬁ?ﬂf{rj,é‘ "¢ = [fil = .';é']':.':u'l'pn-}é] — = K e+ e e BT

y sustituyendo Goicamente g v € de (6:15], 50 obtiene:

VIE, 7, &, 0) = =k, BTp—2ky, b7 [Eln, 8)C + [ — SIE)|S(Epa] + (ko +ks,)

f

e - ) 2 [ et ST 8

{-IL‘: Bl &) | B(n&y e+ n! — 8 EﬂE-{éJp,_.J -'!{:I [ i (&)p :|+2CIEW,E]I;H
o ’ o

I:'I-:_E']plg ..q 2 Pe— p——
|

g

HET [0 S(p) | C 47| 0 Stpg | S aE"Sp i -SEN{ K7€) T 1 -SielS(ems o+

™

?é"'S[-pﬁ,"u|ﬂlF—Su{Ej]p—4éTS|'_p 11 F:'pr, 1 8{p, )8 EID, —l¢ Sip, e — 4.5: SipaSiE, JE} |

1
- ; - _ _ ~ . r T2
" b"ﬁ VTl —&( ‘l'?wru*ﬁ] PTHE-L??-EZITC — A~ SIE)Spy)E 2yt e
§
o —w

The Jas eenaciones (B.19) » (6211 se Hene gque el térming 2; es igual a:
1piSialil  SENE. &) 1+ «pTS{Eit — SI8)] i — S(E)S(E)py

Por vtro Tado, de (6.4) se tiene que el Ermma 5 es ,;p Ahora 3¢ procede a sustitur P

tompando o cuenta las reducciones obtenidas en (G207 v [B5.23 )

VG i &.11) =~k PT P — 2k, 17 [T — S(E)]S{EIpy+ 2R, DT L7, E)7C + ko, + ki)

T
{;pf,'mjm Al — S(Z)|ER.E1TC +4pTS(E)AL - S(8) 1AL — S{E)S

b

VA S P, [RT - SEVEL. 8)7¢ 4 1&"'5.:_pr,]i'j}f ~ S(EN|[n] — S(E)|SiE)p, + 287 S(p, ) 7l +

o

3

5-:_é}|:':-}—ﬂsa....:":-T'L-'ar;@;"&—-ﬂcﬁ.c H—JA p3(E 7] — S(&) T (i, &)7 ¢~ 2k, U] - S(2) B1&)p—
T



6. Control de postura con cuaterniones duales unitarios

Ak, &' ‘ 0 Sip.o ].{!'+4F.'J:D'ET5£;'JH.]'JE' Fplp — 24 — v fip'r',u-l Ele e

De (8.25) se tlene que ¢] térming 3 os
ke’ [ 0 sip L:. (6.29)

de e gue sustituvendo (6.28) en VIC. 0, & @1 v simplificando. se obitione:

VIC &%, 0) = —ke, BT~ 2k, B i1 — SIE)|SE)p, + 20k, — by, JETSIp)f — SiE]p

o

1

O Sipy) | ik, E7Sp, e+ BB 2 +

4y, § Sk, b7 (R — S()1S(E1p, — 8k, 8"

|
g h w+£ w+Ew

4

Finalmence, sustituvendo e las lravectorias del sistema (6.26) 1., Lu ¥ ri! g Liene
VG il &.@) = —(h, ~ 1)p"p— 3k;, [c: C 1287 0 S(p,) | —&51 fpﬂ-?e &' K, E

Ky — SRl @ (6.30)

¥

—&" K, + 8w — @’

LEmoleando ol teoreme de Rayleigh Risz v la desigualdad de Scawarta se pusde de-
LS AN R R

< T

& Ifs
I : :
VIC.PREd) £ —sA{K, )1 ) - ||£-‘|_ A “P”
; 2
||G"| w 4
:Im
[ 14, (I — 1k, 1Byl
1= f by, — 1 (0
B e T A Y '-'k;q.l'ﬁrclix A.w{s: }—znm.u
! 0 —fhalu) - Hlwall  Fau (B ALK, }_;J

siose cumple [6.28) enlonees A ed definida positiva v V(¢ PG, @, 0] es definida nezaliva

locaimente alrededor del eguilibrio Eq: en By
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6. Control de postura con cuaterniones duales unitarios

Se fienen entonces las condiciones suficiEntes para concluir gue ol equilibrio By e
nsintolicamente establa. Esto tmplica que partiendo <e una condicion inicial cerca de

Eyyy & By ose cumple el aljerivo de ¢ontrol de postura,
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Capitulo 7

Evaluacion de controladores

En este capitulo se evalua la aplicacion de los controladeres propuestos en el eapitula
b, mediante simnlacionss numéricas con el robinl Mitsubushi PALO-TOE. Este robot tiene T
gl por lo gque es redundante para tareas de control de Postura. Sin embario, para evitar
definit una larea secundaria v asegurar una solueion fnica ol problema de sepuimiento de
lu postura deseada, se decidia considorar que la articnacion No.d esté blogueada v par 1o
tanra sla se tienen solo § ol

Lias caracteristivas priveipales del rabot PAT-TCE, asi cormo el wodelo cinemétion
empeandsy cuatermiones duales ¥ su jacobiano geométrico, se presentan en el apéndice,
Para las simulaciones se vmplad el ol paquete Simulink de Matlab, En la figura 7.1 se

restra el dingrama que ilustra come la sunalacion fue efectuadn,

| GENERAIM YL DE CONTHROM, DE > SIMULADOR I
Ll N — " Y i - 'I
ELFERESR([AS BOSTTRA DEL ROREC g 5
| B G
- " I
& | ot

_|I'| I'.'\l.h
i 1]I ; '1.—|

Figura 7.1 Diagrama de blogues del pracesa de simulacion,
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7. Evaluacion de controladores

labla 7.1 Parametres de las travectorias empleados en |as simulaciones.

| Pardmotro | valor | Unidad
e 001 | rad

f 280 rard

e (3, 1] -

i 040 | rad

£ 0.7y | racys

A .00 | rad/s

o LK) 1

i B 150 |

7.1. Movimiento deseado

La travectorin de orientaeion deseada es similar o la que se usa en [17]; esta travecto-
ria emplea 1o cuaternion pata cepresentar I orientacion; ol Angulo v eje caracteristicos

deseados Byt © B v ugt) € 5 estan dados por;

iitl=d | = 1 +asinlat) (71

croslh sin( A1)

() = | esmlbsin{Fi]] | . (7.2

V1=
mieniras que lo travectoria de posicion estd dada por;
pasn et
palt) 0.2
0.7
donde loa valores de log pardmelras empleades en la simulacion son los que se presentan
en la rabla 7.1,

El cunternién dual unitario deseads x; esta dudo por:

1 [
er:E.I'FF-'C.j :'En' | UE { pi J “?CEd'
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7. Evaluacitn de conlroladores

aplieandn expresiones similares a las de (4.1), €, estd dado por:

P ( Ggie) )
it |- PL}ﬁ(JdIT]) e ensbosing g m:-;inn:' 8 _—
|: it :I L Hmr(i“'“' il e wmnih sing g4 H11|{ "r'ﬁ I s
VT = Fsin | W ) |
miontras oue s obtiens como;
= s "
C oo con (447
i L[ gseniyi) | < eos(h sin{d ()] sin [ '“' ;—rl
Coldli |_ Iy J =8 2 Ul 2 ¢ sl sin{34) ) sin (“-'-':L
T A= r_m“(ﬂu‘}

L3IV — ¢ — Wieg eos( Fsin( Ft)) sin{~d) — 0, Lesin; Fainl3t)) s Jnf‘;_

D.5p cos( % bsin(y0) 4 (00371 — 2 — 0.850sin 2 sin(; At sind O
U.J.m‘.:hf'-‘iﬂ + 83cnos{ Fsin{3)) — .51 — Fasinive1) :-.]n[—._ﬁ‘-,l
()35 :1::5-(%“. ey =0 Leos{ S sinSt)) 4 0.5gein{~(} sin(Fsinlat)} sinf )

Lia cerivada e (7:3) es;

. 1 (it

alh) = E-ﬂn( 5 Fi',ul'n']

i l"':"I” Ir J. r‘}‘ll

Eatl] = sl (\Tf}) wylt) | i:m(% )l’»‘qr.u,ﬂr

donde s debe susturir #5001, welt), que s¢ obfienen al derivar (7.1) ¥ (7.2): las expro-
stomas correspondientes s2 omiten por su camplejidad v se recomienda obtenerlas en foram
FECLISIV,

Dados los parimetros de Euler deseados v sus dorivaclas, e posibile obibener I velodidad

angular descads we(t), una expregion similar a {4.21):
wall) = 2ingllleaddl] — mltiealt) | Sleqlt)ies(t)],

en lanta cue la veloeidard lineal es:

I el
L ons v

- s |
Pt = i J



7. Fvaluacion de controladores

7.9. Resultados de simulacion

T esta secricn g8 presentan Loy resultados de la simulacion del controlador cinematico
v el conl ralador dindonien prosentados en el zapituly anterior, aplicados al robot PALOD-TCE
can B g d.l, Bn las sinmlaciones se considerd 2l siguiente veetar e variables arniculazes -

=5 i - ]P_-r:

q= [ dor G4 fs Qe gy | R
Para ambos controladeres so ulilizaron las mismas trayectorias de movimiento desearlas
v las rmusmas condiciones iniciales ilel robot, Tara la articuiacidn que se mantiene fijar, 3e
atiliza un valor constanle g, = (1.3 rad. Para las otras sels articulecioues se consideraron

bos sizuientes valores iniciales,

I oLbeio r-a]
~ 1585 0
: 9 3158 .= N 2
gl =1\ i, v i) = g | T4
2 5RE1 ()
| 16718 | Ln_

A partir de Tas eondiziones ineialis do las variables articulares. vy usandn el modelo
cinematicn directo que se encuentra en el apéndice, se lega al siguienta ruaternion dual

para la confignracion inicial,

0.62%0 | .00 0.6284
, (.399 | 085 (). 3647 .
0 = —— < = EHS) e B e,
SU=1 goes | 72771 2018 | *| 0t R0 1ioel0) & S5
| —0:4455 | | L5806 | {4455

(OYhsérvese que & partir un cuaternion dua unitario de ia forrme

1 i)
X E-oC=C+oo|  |wE
2 | g

| [ & T Line P -
ve postlle extracr el veetor | () o' ] . E vmpleando la siguiente expresiom

[[ " cocwe (7.3)
T



7. Evaluacién de controladores

Astaue, usando 18 formula (7.5) s8 puede extraer la posicion inicial del robol PA 1D

OAREh
pl0) = | 02018
(L5506 J
De (TA4) a¢ liene que la velocidad lineal v angular inieial del dreano terminal as:
9 ¢ |
wil =110 ¥ pi il
) { |

Para eada eontrolador se realizaron prachas de segmmiento. las ganancias fueron sin-
taniendas manualmente o maners de reducie el viompo de sonvergencia del srror a eero ¢

respetands los Hmites del par y de lag velocidades arliculares del robor real

7.2.1. Control cinematico
La ley de control del lazo externo (6.9) es;

i 2 '.-|r' 15' =T “ ai.': l: 3
N Pat 24, L ¢+ [HF &(E))SElp, . (7.6)
Wy —+ N.E

misntras que la ley de contrel del lazo interno (6.7) es:

=M@ - Kol —Clg.dld - alq), (7.7)

By glgr € B del modelo dindmico,

la miatriz M{g) € Y v los vestores (g, ' ¢ &
asi como el jacobiano geoméivico J,{g) < 259 son conovidos (ver apéndies A), '1vas una
luse dde sinvanizacion se llegd a Lo sigmente seleceitn de ganancins para el lazo de control
externo Ky = diag]{ 75,75, 31} € B v K, =diag{22} ¢ R%*; v para-el luzo de control
mterne se empled: K, = diag{1.7. 1.5, 0.4, 14.12 11) € RF¥9,

La fignra 7.2 muestra la svolucin ten porul del érrer de postura del drgano terminal del
rokot manipalador PALD-TCE, dado por | $| paza la posician, ¥ 7 v & pare la aripntacidn,
Se abserva nna respuesta suave, sin sobreimpulsos, En la figura 7.3 g0 observa la evolucion
del error de velocidad lineal v angular, log enales, como se puwle apreciar, convergen a

tero en aproximadamente 4 sepundos.
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7. Evaluacion de controladores
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7. Evaluacidn de coutruladores
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Figura 7.4: Contrcl cinematico: nares articulares aplicados,

En la fguea 74 se muestran las grificas de los pares proporeinndus o los moteres do
cada eslabon, los cucles, eome se puede observat, no exceden las CONSEnAS maximes da

par permitidas en ¢ PATD-TCLE, las cuales sepin [41], e Dmson:
r=|22 232 W U5 145 145 | erd 78]

P le Heura 7.5 se muestran las graficas de lag volocidades aleanzadas on as artie-

tactones de cada eslabén, qne tampoco exceden los Kmites de veloeidad de eada motor,

7.2.2, Control dindmico

La ley de contral escd dada por:

fy+— Ky | 3K [ ST — 7 SiENsiEE,] 1 .
== Mg} Jig) * Pa Nyp | 2Rp B0 E)°C— il ; ]*'—".E:Pd:!J — Fava

wyp+ Ky w — KNp g |

o

~Chaqla | ogig).



= Tyaluaciou de controladores
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Figura 7 5; Control tinematico: velocidades articulares.

la matriz Migh € B v ol veclor Clg.g)g € 2" vy gylgq) € ®% dol modelo dindimnen, asi
como 2l jacoblano genmétrico Jgh™ % son gonoeidos y se proporeionan €n ol apétdiee
Tras una fase de sintonizacion, se legd a la siguiente seleecion de ganancias: Ky, =
||"|, = L'_'l.'_:.gli-l[]}. J'I*L..ul_ l'ﬁ.'i,L«_‘{lUU} vt = :'liﬁg{.’%lﬁ]ﬂ}.
La fgura 7.6 muestra la evolucidn remporal de log crrores ce postura del drgano ter-
inal dados por [Pl para la posicion y pot [|€1 para la orientacion del robot manipulador

PATO-TOE. Sx observa una respuesia suave, sin sobreimpulaos,

=}
o8
i |



7. Evaluacion de controladores
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Figura 7.6: Control dindmica: errores de postura,

En la fignra 7.7 se observa o evolueion de los errores de velocidad lineal v angular, los
cuales, como se puede apreciar, CONvergen a cern e aproximadamente 2 saaundos.

En lg lignra 7.8 so mmestran las graficas de foy pares proporcionedos a los motores e
cana eslabon, los cuales, como se puede observar, no exceden lus pares maximos el rabot

eapevificados en (7.8),

Conclusiones

S¢ han presentado si este capitulo los resultados de ung serie de sunulaciones numérioss

que permilen evalnar o desempeno de los controladores introdueidos en el capfiulo . Las

simulaciones so han hecho empleando ol Simulink Matlak. En lis simuleciones de ambos
controlacores se copled 8l modelo del rosar PAT() [42].

En cada controlador se considers ol cass ideal de un robat ain friceitn, en que s observa
L comvergenciz g cero dol error di postura (¥ por tanto el cumplimiento del ohjetive de

control] para ambos controladoros.
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7. Tvaluacién de controladores
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Figura 7.7: Control dindmico. errores de velocidad lineal y angular.
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Figura .8 Control dinamico: pares articulares aplicados.
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Capitulo 8

Comentarios y conclusiones

Laos nimeros duales son unw extensidn de los nimeras reales similar & 1ade los nimeros
vemplejos. Los ervalerniones sona i ver una extension de loa nfimeros complejos Histori-
vamente, los eampleloy unitarios v los cuaderiones auisarios [que tienen norma igaal a
uno), se han urilizado para cescibir rotaciones er ol plan 20 v en el espacio (31,
respeetivimanla,

Las matrices de rotarion son otra forma de representacian de la orientacion. Fo cets
tesls e i explicadn et los namercs duales, gue por si solos se usan para decribir
Traslaciones, se poedan combinar va ses con los cuaterniones unitarics a las matrices de
rolacion para obtener una peramesrizacion mas general de la posturn (es decir, Ta Pisiciin
woorientacién) de un salido,

Fsia propicdad de los nimerss duales de excender 1as parametrizaciones de T orientacian
pura & paramelrizaciones de la postura completa, s¢ basa en el pricipio de transterencin
mencionado en el capituly 4. Fn el saso del modelado v conteal de robota, como se explicd
en los capitulos 5 v 6, los nimercs duales permiten legar 5 exoresiones s COMIPAC AT
(¥ por 1o cante mds eficientes couputacionalmente) lo que es conveniente, sobre todo o

aphicaciones de control en Liempo real

LA



8. Comentarios v conclusiones

8.1. Contribuciones y trabajo futuro

De las objetives plantoados al imicio de la tesss {(ver seccien 1.4) se puede decir que
rados se cumplieron parcialmente, Guizas sélo faltd lismpo para profandizar en el tema
Aol modelado dinamico de cnerpos rigidos v robots on general.

Las aporiaciones més relevantes de este trabajo son,

» Estudio de las propiedades v operaciones de los namerns dnales para su aplicacidn

en el modelado cinemmitico v control de robots.

s Deseripeion dé un procedimiento sistermalico para la obrencion del modelo cinematico

fe un robot serial eon mirmeros diales,
s Obtencion del modelo cinemdlics del PAT0 TOE con ¢ualernicnes dusles initarios:

« Propuesta v anilisis de estabilidad de dos controladures on espacio tle postara gue
errplean enaterniones duales nnitarios: an controlador einematico y un controlador

clindirnten,

» Implementacion. via simulaciones, de los controladores propuestos en el robot PATD

TCE aperado con sdlo 6 gL,

» Resultados parciales de este trabajo de tesis furron reportados en @l artiruln “haobre
ol uso de wimeros duales en cinemisica de enerpos tigidos” [12] por | Bernal v
M. Campa, que fe presentade en ¢l Cungrese Nacional 2012 de la Azcelaeion de
México de Control Autamatico; levade & cabo en Ciudad del Carmen, Campeche,

o oetnbirs de 2013,

B cuanto o los puntos de esta wess que quedaron pendientes, ¥ que se cejan como

ceabinio future. se consideran los sipuientes:

e Un estudio mas detallado y formal del problema de modelado dindmico de cuerpos

rigides v robots en general,
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8. Comentarios ¥ conclusiones

w La evaluacion oxperimental de los algoriimos PLOPISstos en un rooot manipulador

Tisgl

» Ll estudio y pruebia de estubilidad de controladiores on eRpacio de postura ineluyendo

madetos dingmives de friesion,

o La reformulazion de conrraladores en sspacio de tarea on tsrminos de otres variables

de ostado, (eg. usar 9 v & para la derivada de la oientacion, en ves do W)

= Bl oestudio del problemas de planificacion de travectorias cmpleando cuarerniones

duales unitanos.

= Aplicaciom del modelada con niuneros duales & otro tipo de sistermas (pur tjemplo

sléetrieos, magnéticos. 1érmicos, of bl

8.2. Comentarios personales

El estudio de sste tema de tesis ma lia shicrto i pucrta al conovimiente del mundo
de Ins mimeros hipercotuplojos y sus dplicac:ones. Dentro de Lo familia de Jod admesod
comalejos generalizacos, tanto los nimeros dualess como ns nfimerss complejos ordinarios,
sonl ernpleacos pard el modelado de anliddes, come e explica en s=ta tesis. [especto a los
ninieros dobiles, se sabe que se emplean oo la tearfa e la celatividad pars el modelada del
LSPACIO-TIRMPO; 8in embargn, serfd inceresaite esrndian g ey posthle cmplearlos al modelado
de solidos, al ignal que los nimeros complajos v duales se usan on la actualidad.

oin duda alguna, ol modelado de la oriertacion es may intercaante. Al profndizar
en el estudio de aste tema me han surgido algleas preguntas que me motivan a Sepulr
aprendiendo mas, Dor ejemplo, me intriga saer st existird una parametrizacion tan simple
como el euatermion (en cantidad de elemetos que la forman), pero qua ademés de ser global
posea unicidad, o sl existird un mares coordenado respeete al cuul ol erden sg qne s

electuan las rotaciones de un cuerpo rigido no importe



H. Comentarios v conclusiones

[espec o al modelado dinamice, pungue va existen alezunoes tradajos reportados en la
lteratura sobre su aplicacion en los méodos de Newton-Eules v Euler-Lagrange, falta no
st forrmalizar muchas cesas: sing estudiare g aplicacidn empleando otros métodes para
meslelado dicdmicn,

Fl conpeimliento de 1os cualerniones v nameros duales;, v mi perfil cono ingeriera en
Mecavrdnica, me Leva pensar eu la oosible aplivacidn de los cualernionss en el andlisis
e virenitos trifasicos, va gque s log ndmeros comolejos se emplean com total eficacia on
virenitos monofisicos, entonees quizds s puedan emplear los enaterniones toombién en esta
rama de la mgenierfa. Por otra parte, tambidn resulia fascinante la posible aplicacids de
los miimerns duales en el electrcmagnetisin, lo cual, hasta donde teppo conocimiento, no
3o b pealizaido hasta ol momoento,

Realmente esta tesis ha cambiado mi modo de pescibir el mundo, me ha dejads més
Nena de dudas que enando comened ln maestria, Parva finglizar, mencionars la fascinacion
tjue siento al pensar en la aplicacion del modelado dindmice (tal ¥ como se usa en Mecanica)
enootras areas de la inpenieria como: bodriolica, eléetrica, tormodindmiea v quimidea. Debido
a la analogia que exisle entre los diversos sistermas encontrados en la naturaleza, deberia

set posibie en todos estos sisteras aplicar tal analogis,
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Apéndice A

El robot PA10-7CE de 6 g.d.l.

El Brazo Inteligente Portatil de Proposito General “Porvtable General-Purpose Ineel-
Hizent Arm ™ PALGY, mejor cemocido corno “PALDY s un zobol manipulador indnstrial de
arquilectura abiecta desarrollado por Mitsubishi Heavy Industrivs.

Ciacisten dos versiones del robol Mitsubishi PALD: el PALO-GC v el PAT0-TC, domne ol
digito del sufijo indica ol nimero de grados de laertad del brazo v 70" indica que estos
modelos son pars euarro Hmpzo Melean room™), o gue significa qoe sy estrneiura estd
sellada. Los modeles ¢on el sufije "CE" son la version mejorads de los #C7

El Labaratorio de Mecatronica v Control del UL cuenta con el obol PATRTCE cuye
madelo ha sida sbtentda en trabajos previos [11), [12].

Finoesla tesis, con Lal de evitar el lemna de disefin de tares secundarias que ascgurto
nig sclueion Anica cnool eontral de mevimiento de robots redundantes, se decidia trabajar
sole eon seis articulaciones del robol PATTCE. Parg esto simplemenle 52 considerd que

liv articu-adcion pimero o so mantiene blogueada
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A. El robot PALG-TCE de 6 gud.l.
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Figura A.1; Robot PALO-7CE (estructura mecanica)

A.1. Modelo cinematico usando cuaterniones duales uni-
LaTios

Se obtuve el modelo cinemilico directo del robot PAIO-TORE ecompless. empleando
sngderniones duales acilarios v los pavimenros de TRH originales, Esto procadimients 5
decrito en la seccion 5.5, Fn la fioura A1 se muestra la estoaetura mecanica dal TATO
TCE v sus sieve articulacones [o¢6s). [n Ia Agura A2 se pueden dpreviar los ocho maccos
coordenados asociados a los eslabones del robot (incloyvendo la base). La tabla A1 indica

los pardmetrus D-H originales obtenicos a part:r ee esos roveeos
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A, El robot PA10-TCE de 6 g.d.l.

Figura A.2; Marcos de coordenadas para los paramstros Denavit-Hartenberg originales.

Tabla A1: Parametros Denavit-Hartenberg del PA10-TCE de 6 g.d.l.

A il f
1110 w2 Ly =317 mm | ¢
2180 ) w/2 Il i
3 0 | =wf2 | Le=-1%]mm | gy
40 | w2 il 64
5 0 | =w/2 | Ly=4180m=m |;
B0 | w8 il s
7|6 { fg = Thmm | i

Simnendo el procedimiento deseritn en la geccidn 5.0 se puede abtener al ruaternian

dual unitario gue da la postura relativa del maveo 37 regpecto al 37 0 lusen, usando la
= I L= #' 1
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A. El robot PA10-7CE de 6 g.d.l.

mutltiplicacion e custerniones duales, se ohtiene o modelo clozmético directo que da la

postura del draano terminal con reapecto al mureo de la base.

A vontinuacion se dan los cuaterniones Juales onitarios selarivos =

8
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A. Fl robot PA10-TCE de 6 g.d.l.
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A. Fl rohot PA10-7CE de 6 g.d.l.

s e ) = 20y — 0+ 8y - By By =t} 200 +0q+ 04 + B+ 1 6)) -+ 1650y
(T B 38100 000 58 — C LB C {80 C 19 8 (8 + 8y ) — C{A4) 5195) S (82 — 85 5 {01

_ S0) 58 800451005105 — %)+ C 88050, 1 8,) — Cltl OO ) C(8s 4 #o
15180 + SO 050505185 — B7) + Clllg )5 (6,5 (05 — 671 1))

=
%-;jut.é‘-:rfl:-[f"'[f;,,:(ﬁ-xm}°"m]f“'.-'.9-|f?r'az—et]- CUOAC 6) S(Be) 8105 — B7) — S(82)5(#5) (8,
F80) (8] + O [8:)C (B S(90) (85— 97) )= ST ) LG9 0C (D) St — 5 — ) | 5(8:)8(06). 504
By — 1)) = LAACB) (VRS (B — B — g — O — T — ) — V25 (0y+ 05— By — B — 95— 07)
B B — 05 by — By — B — O ) = 25 (B | By By —ll— B — ) - /28 (o=~ — s~ By
B — B[Ry By — By s — O — O} — ES(By — gy 8, Oy 811 IS (B —ls—1,+9;
B — 021 T8 By — B — Gy — Os + 5 — B7) — V2S{Vg 04 — 8y — By — B — ) /25 6y — #5  By
B B )+ T By By — s O — ) — BE(Hs—Gy— s n B Bn) — ESBa+-0y
Tl B | By 1) R By— Ba Uy — s B — 85 ) b VRS (Bt 8+ - By — ) —25(0
— Oy — by B — g i07) +-28 B+ — Oy~ s — D5 | 0} — 28 (Ba—ts—ta— 05 O+ By) 25(F+bs
0= B — B | B ) =280y — B — by g — s+ )+ 25 B3+ By— Oy i — g+ 62 ) 1 288 — 0500y
By — Ha—bin 14 2818+ Oy Oy B B + o)+ 280~ 0, 8y~ By g +07) — 2818 +-85 85—y
Ol =28 Oy — BBy — Oy b B | 28 (B =yl — O34 B | B2) —28{f— s — -85+ By
) 128 (Dt — s B ) + 25 Ba— by + 0y — s+ Oy | 85] 4 2STBs-0y=+04—651 0y 1 U2)))

d—

L) (516201 C 0 VEC s~ 85 — U5 — U7) — V205 — U5 — b — 67) 2B, — Bz — 05
) = VOO + O3+ b — ) = 2C (s — B — G+ 0=) + 2000 - U5 — B —F7) + 2000 0y
= ) R s e Be)) — RS S H S (00810 — ) 1 ClIC(0) S5 +87)1)
L0 (8 (SO T8 V20 s — B2) — 2C (B + 07)) — 4C{ 81 S 181 8(67)) + Cl 1 —2
b2 OB A () + Ol A0ty ) S )+ (2 VOIS (8 50 ) AT 8 — #y)
S0 S8 - =20 (8510 (05— B5) | V2L 00010+ ) 1 V/25(05) 5{0e— ) + 25(85) 510,
)= S0 B0 CHa) (—€T10:) () S 1~} — S (5] S (94— 05) S (02 ) )+ S ) (€ )
S(e) ST — H?_:.—{Z‘{u.-,}:;{a.l 186 + 00130 + CLE I (=20 8y ~ 8 — O — 05) = 20(By

L4



A. El robat PAL10-TCE de 6 g.d.1
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A. El robot PALO-TCE de 6 g.d.l.
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A. El robot PA10-TCE de 6 g.d.l
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A. El robot PA1G-TCE de 6 z.d.l
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En &l ¢aso del robot PATRTCE de 6 g.d 1., basts con haver gy constanle en las expre-
siomes anteriores, para obtener el modalo corresnondienre,

Comn se menciond en a seecion 12, independientemente de la parametrizacién gue
seouse papa describie 1a postura, la relacién entre 1is velocidaces lineal 2 € BY v angulur
w £ 7 von el vectar de variables articulares g € 3 {dada por el jacebiang geométrico),

= fa misma.
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A. El robot PA1G-TCE de 6 g.d.l.

For el easo del eohot PALRTCE de 6 g ) a0 obtiene el signisnte jacobiano EEOmIALrCG
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P il A ]
E Ik
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A. El robot PA10-TCE de 6 g.d.l.

Jap = (La+ LaC{ON E(0y) — Lat(8a) Slty) Lo (G188 (0 —ls)+ C (82 | IRTRURTSEAN

Tar — — L8318 18s) — L5005 (83) — Ly(C105)818: 1 Ba) + Clfh 1 84)C(04) S(05)).

Jag = LS+ 8 501818

Jio = Lyl G0 C 0S8 +C100)818:)) + S (00) (10, ) O (0 ) — S{A 8

Jag =0,

Jig =10,

Jin = =510,

TR B ).

Ju = CUB)S(85 | 8q),

din = — OO S0, — €8 E B+ 615 (04).

e = S0 800, S 10+ CUBL ) (C B (010, 3 (02) — €18 CLH S ) 15 (B ) C(02) (05
B8 80000,

Jsy =0,

S = GE0

Hoy= B

dsy = ST (04 1 #5)

Js — CloC) — Clfa + 83)8(61)516y]
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(C(#515(8) — Cl04)C10.)8(6:)).

Jp =1,

Jay = 100,

Jon =10,

Jug = Oy — 85,

Jis— Bt + 04)5(05).

s = —SUBICLH:)S10s) + CHoICIRIS ) - COC)CNE) — (84 5(05).5(s))
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A. El robot PA10-7CE de 6 g.d.l.

A.2. Modelo dinamico

Para las sirmaiaciones del capftulo (7] o= necesario contar con el modelo dinamico del
tobot PATG-TCE de £ g.d.]. Este modelo fue tomade de [42], donde se emipled para realizar
experimentos de conteal de Tuerza.

Por razomes de espacio no se incluye ese madels dinfmicoaqui, pero prede encontrarss
an |42|.
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