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Resumen

En el siguiente trabajo se hace un análisis de sistemas dinámicos en R
2

y R
3, se establecen las caracterı́sticas necesarias para que un sistema

sea considerado caótico y las propiedades de los sistemas inestables

disipativos.

Se propone un método de sincronización de sistemas dinámicos de tipo

caótico, el cual es un corrector de posición el cual hace que el sistema

esclavo adopte la forma de un sistema maestro dado. Posteriormente

se utiliza dicho método de sincronización para la encriptación y des-

encriptación de una señal de audio, la cual debe ser alterada para que

ningún receptor no deseado sea capaz de obtener la información que

existe en ella.
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Abstract

In the next paper an analysis of dinamical sistems in R
2 and R

3 is per-

formed, the necesary characteristics for a system being considered chao-

tic are presented as well. The properties of unstable disipative systems

are presented too.

A method to sincronize different dinamical systems with chaotic beha-

vior is designed, this method it´s a position corrector and forces the

slave system to take the form of the master system. Later this sincroni-

zation method is used in order to encrypt and decrypt an audio signal,

signal that needs to be altered and in case of being intercepted the not

wanted receptor cant obtain any information from it.

Keywords: Chaos, sincronization, encryptation, decryptation.
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4.1.3. Maestro Lü - esclavo Lü . . . . . . . . . . . . . . . 94

4.2. Encriptacion mediante maestro UDS – esclavo UDS . . . . 99

4.3. Encriptación mediante maestro Lorenz – esclavo UDS . . 103

5. conclusiones 111

Bibliografı́a 113

x



Lista de Figuras

2.1. Retrato fase para un punto de equilibrio silla. . . . . . . . . . 12

2.2. Retrato fase para un punto de equilibrio tipo sumidero. . . . 13

2.3. Retrato fase para un punto de equilibrio tipo fuente. . . . . . 14

2.4. Retrato fase para un punto de equilibrio de tipo centro. . . . 17

2.5. Retrato fase para un punto de equilibrio tipo espiral (sumi-

dero y fuente). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.6. Retrato fase para un punto de equilibrio con valores propios

repetidos negativos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.7. Subespacios estable e inestable de una silla en el origen. . . . 22

2.8. Sumidero en R
3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2.9. Retrato fase de una espiral-centro. . . . . . . . . . . . . . . . 23

2.10. Retrato fase de una espiral-silla. . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2.11. Soluciones tı́picas en una espiral silla tendiendo al subepa-

cio inestable. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

2.12. Atractor de Lorenz, dos soluciones con condiciones iniciales

P1(0,2,0) y P2(0,−2,0). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

2.13. Trayectorias cualitativas alrededor de un punto silla de un

UDS Tipo II. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

2.14. Atractor generado usando un UDS Tipo II. . . . . . . . . . . . 39

3.1. Diagrama de Simulink para la simulación del acoplamiento

Maestro-Esclavo. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

3.2. Diagrama de Simulink para el subsistema “Controller”. . . . 44
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3.60. Comportamiento caótico del sistema esclavo UDS tipo II. . . 82

3.61. Sistema Lorenz - UDS tipo II sincronizado. . . . . . . . . . . 83

3.62. Sincronización del sistema Lorenz - UDS tipo II en x1 y φ1. . 83

3.63. Sincronización del sistema Lorenz - UDS tipo II en x1 y φ1. . 84

3.64. Sincronización del sistema Lorenz - UDS tipo II en x2 y φ2. . 84

3.65. Sincronización del sistema Lorenz - UDS tipo II en x2 y φ2. . 85

3.66. Sincronización del sistema Lorenz - UDS tipo II en x3 y φ3. . 85

3.67. Sincronización del sistema Lorenz - UDS tipo II en x3 y φ3. . 86

3.68. Error de sincronización Lorenz-UDS. . . . . . . . . . . . . . . 86

4.1. Programa en Simulink para el sistema de encriptación Lo-

renz - Lorenz. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

4.2. Bloque de encriptación para el sistema Lorenz - Lorenz. . . . 88

4.3. Bloque de desencriptación para el sistema Lorenz - Lorenz. . 89

4.4. Fragmento de audio orginal. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

xiii



4.5. Audio encriptado por la sincronización de sistemas master

Lorenz - slave Lorenz. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

4.6. Audio desencriptado por la sincronización de sistemas mas-

ter Lorenz - slave Lorenz. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

4.7. Audio original, encriptado y desencriptado por la sincroni-

zación de sistemas master Lorenz - slave Lorenz. . . . . . . . 91

4.8. Error entre el audio original y el audio desencriptado por la

sincronización de sistemas master Lorenz - slave Lorenz. . . 92

4.9. Programa en Simulink para el sistema de encriptación Chen

- Chen. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

4.10. Bloque de encriptación para el sistema Chen - Chen. . . . . . 93

4.11. Bloque de desencriptación para el sistema Chen - Chen. . . . 93

4.12. Fragmento de audio orginal. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

4.13. Audio encriptado por la sincronización de sistemas master

Chen - slave Chen. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95

4.14. Audio desencriptado por la sincronización de sistemas mas-

ter Chen - slave Chen. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95

4.15. Audio original, encriptado y desencriptado por la sincroni-

zación de sistemas master Chen - slave Chen. . . . . . . . . . 96

4.16. Error entre el audio original y el audio desencriptado por la

sincronización de sistemas master Chen - slave Chen. . . . . 96

4.17. Programa en Simulink para el sistema de encriptación Lü -
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1
INTRODUCCIÓN

La criptografı́a se ha definido, tradicionalmente, como el ámbito de la

criptologı́a que se ocupa de las técnicas de cifrado o codificado destina-

das a alterar las representaciones lingüı́sticas de ciertos mensajes con

el fin de hacerlos ininteligibles a receptores no autorizados. Estas técni-

cas se utilizan tanto en el arte como en la ciencia y en la tecnologı́a. La

criptografı́a clásica técnica como objetivo único conseguir la confiden-

cialidad de los mensajes, para lo cual se diseñaban sistemas de cifrado

y códigos.

Desde sus inicios la criptografı́a llegó a ser una herramienta muy usada

en el ambiente militar, por ejemplo en la segunda guerra mundial tuvo

un papel determinante, gracias a una de las máquinas de cifrado que

tuvo gran popularidad, denominada ENIGMA. Al terminar la guerra

las agencias de seguridad de las grandes potencias invirtieron muchos

recursos para su investigación. La criptografı́a como la conocemos hoy,

surgió con la invención de la computadora [1]

La criptografı́a actual se inicia en la segunda mitad de la década de los

años 70. No es hasta la invención del sistema conocido como DES (Da-

ta Encryption Standard) en 1976 que se da a conocer mas ampliamente,

principalmente en el mundo industrial y comercial. Posteriormente con

el sistema RSA (Rivest, Shamir, Adleman) en 1978, se abre el comienzo

de la criptografı́a en un gran rango de aplicaciones: en transmisiones

militares, en transacciones financieras, en comunicación de satélite, en

redes de computadoras, en lı́neas telefónicas, en transmisiones de tele-

visión etcétera.
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introducción

Un método que ha demostrado ser adecuado para encriptar mensajes

es usar una señal caótica como señal portadora de un mensaje que se

desea ocultar, este método ha sido expuesto en REF5, pero el proble-

ma que representa es el uso del mismo sistema tanto en el emisor y el

receptor del mensaje, para abatir esta problemática, es posible diseñar

una ley de control para la sincronización de sistemas dinámicos con

comportamiento caótico, lo cual permite que dos sistemas caoticos di-

ferentes tengan un comportamiento similar.

Es importante aclarar que un sistema dinámico es un sistema cuyo es-

tado evoluciona con el tiempo, los sistemas fı́sicos en situación no es-

tacionaria son ejemplos de sistemas dinámicos, pero también existen

modelos económicos y matemáticos entre otros. Dentro de los sistemas

dinámicos se encuentran los sistemas caóticos, los cuales deben satisfa-

cer las siguientes tres caracterı́sticas:

(i) Sensibilidad a condiciones iniciales: Esta caracterı́stica implica

que cada vector que mapea un sistema es arbitrariamente apro-

ximado por otros vectores con trayectorias futuras significativa-

mente diferentes.

(ii) Topológicamente mezclado: Esto significa que el sistema evolu-

cionará con el tiempo, ası́ que una región o conjunto abierto de su

espacio eventualmente se sobrepondrá con otra región dada.

(iii) Densidad de orbitas periódicas: La densidad de órbitas periódi-

cas significa que cada punto del espacio es aproximado arbitraria-

mente de manera cercana por órbitas periódicas.

A su vez en los sistemas dinámicos existen sistemas inestables y disipa-

tivos (entre ellos los conocidos sistemas generadoras de multi enrolla-

mientos, nombrados en la literatura como “multi-scrolls”), los cuales

son confundidos comúnmente con sistemas caóticos porque, aunque

manifiestan con comportamiento cualitativamente equivalente a un sis-

tema caótico, no cumplen con las tres condiciones necesarias para ser

considerados como caóticos. Es demostrado que los sistemas caóticos

2



1.1 objetivo general

son muy eficientes para su uso en la criptografı́a, la cual es un conjunto

de técnicas de cifrado o codificación con las que se pretende alterar el

mensaje lingüı́stico o de datos original con el fin de hacerlo ininteligi-

ble para receptores no deseados. Sin embargo, si no se puede garantizar

que el sistema dinámico con el que se cifra es efectivamente un sistema

caótico, el sistema de cifrado puede estar altamente comprometido.

El estudio de la sincronización entre sistemas acoplados es conocido

desde el trabajo de Huygens en 1673. Posteriormente estos concep-

tos fueron aplicados a diversos sistemas, y fue a principios del siglo

XX cuando se descubrió que también pueden observarse en sistemas

eléctricos y electromecánicos REF6. La sincronización entre dos siste-

mas se consigue cuando uno de ellos cambia su trayectoria, bien hacia

la seguida por el otro sistema o bien hacia una nueva trayectoria común

a ambos [2].

De manera genérica la sincronización caótica puede ser definida como

una conformidad en el tiempo de dos o m·s procesos caóticos, carac-

terizada por una métrica entre algunas variables de estos procesos. El

fenómeno de sincronización también puede ser visto como una mani-

festación de la tendencia a la auto-organización en sistemas complejos

[3].

1.1 Objetivo general

Encriptar y desencriptar una señal de audio mediante sincronización

de sistemas caóticos para volver dicha señal ininteligible para cualquier

receptor no deseado.

1.2 Objetivos especı́ficos

(i) Seleccionar sistemas caóticos e inestables disipativos para su es-

tudio y análisis de propiedades.

3
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(ii) Diseñar un control para la sincronización de sistemas dinámicos

de tipo caótico y ejemplificarlo mediante simulación.

(iii) Diseñar un método de encriptación y desencriptación e imple-

mentarlo de manera computacional.

4



2
SISTEMAS DINÁMICOS EN R

2 Y R
3

En este capitulo se estudiarán los sistemas de ecuaciones diferenciales,

los cuales son muy utilizados para modelar sistemas dinámicos de la vi-

da real. Un sistema dinámico es un sistema cuyo estado evoluciona con

el tiempo, los sistemas fı́sicos en situación no estacionaria son ejem-

plos de sistemas dinámicos, pero también existen modelos económicos

y matemáticos entre otros.

Un sistema de ecuaciones diferenciales es una colección de n ecuaciones

diferenciales relacionadas entre si de la forma:

ẋ1 = f1(t,x1,x2, · · · ,xn)
ẋ2 = f2(t,x1,x2, · · · ,xn)

...

ẋn = fn(t,x1,x2, · · · ,xn)

Aquı́ las funciones fj son funciones de valor real de las n+ 1 variables

x1,x2, · · · ,xn. reales. A menos de que se especifique de otra manera, se

asume que las funciones fj son funciones de clase C∞. Es decir, que las
derivadas parciales de cualquier orden de fj existen y son continuas [4].

Para simplificar, se utilizará la notación x = (x1, · · · ,xn)T ∈ R
n. Por lo

que el sistema de ecuaciones se escribirá como:

ẋ = F(t,x),

Donde

F(t,x) =




f1(t,x1, · · · ,xn)
...

fn(t,x1, · · · ,xn)
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sistemas dinámicos en 2 y 3

La solución a este sistema se escribe como x(t) = (x1(t), · · · ,xn(t))T , por
lo cual

ẋ(t) = F(t,x(t)),

para el cual ẋ(t) = (ẋ1(t), · · · , ẋn(t))T . Un sistema se denomina autóno-

mo si ninguna de las funciones fj dependen únicamente de t, solo de

los estados x, en este caso, a un sistema autónomo se denota como

ẋ = F(x) (2.1)

El resto de este capı́tulo solo se desarrollara alrededor de esta clase de

sistemas dinámicos, pero para entender su comportamiento en necesa-

rio empezar del momento base, los sistemas lineales en el plano. Esto

es, el estudio del comportamiento de los sistemas en altas dimensiones

está basado en la dinámica de los sistemas en R
2.

Definición 2.1. Un punto constante x0 ∈ R
n se dice ser punto de equili-

brio para el sistema (2.1) si F(x0) = 0.

A continuación, se dará una caracterización de los puntos de equilibrio

de un sistema en el plano según su dinámica.

2.1 Sistemas lineales en el plano

Muchas de las ecuaciones diferenciales mas importantes que se pue-

den encontrar en ciencias e ingenierı́a son ecuaciones diferenciales de

segundo orden. Estas ecuaciones tienen la forma

ẍ = f (t,x, ẋ),

donde x ∈R es la variable de estados y f es una función suave. Ejemplos

importantes de este tipo de ecuaciones incluyen la ecuación de Newton

mẍ = f (x),

y la ecuación para un circuito eléctrico de tipo RLC

LCẍ+RCẋ+ x = v(t).
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2.1 sistemas lineales en el plano

El enfoque del análisis de la dinámica para los modelos en el presente

trabajo será dirigido a sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias,

también llamado Teorı́a Cualitativa de Sistemas Dinámicos. Para el ca-

so lineal en el plano, se considera la ecuación diferencial de segundo

orden con coeficientes constantes de la forma

ẍ+ aẋ+ bx = 0 (2.2)

Se definen los cambios de variable x = x1 y ẋ = x2 para reescribir la

ecuación (2.2) como un sistema de ecuaciones lineales de la forma

ẋ1 = x2

ẋ2 = −bx1 − ax2,

o en forma vectorial como

ẋ = Ax,

donde

A =



0 1

−b −a


 y x = (x1,x2)

T . (2.3)

Observación 2.1.1. El órden de un sistema, mediante los cambios de va-

riables mencionados anteriormente, es equivalente al orden de la ecua-

ción diferencial asociada. Es decir, la dimensión del vector de variables

de estado es el orden de la ecuación diferencial asociada mediante el

cambio de variables definido

Como lo hemos mencionado anteriormente, el análisis de la dinámica

de sistemas empieza en el estudio de comportamiento de las soluciones

para sistemas segundo orden, pues será nuestro punto de partida para

entender dinámicas de orden superior en los siguientes capı́tulos. Se

considera el sistema

ẋ = Ax,

con

A =



a b

c d


 , (2.4)
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donde a,b,c y d son constantes reales. Es fácil notar que el origen es

siempre un punto de equilibrio. Para encontrar otros puntos de equili-

brio se debe resolver el sistema de ecuaciones algebraicas lineales

ax1+ bx2 = 0

cx2+ dx2 = 0

De algebra lineal se sabe que el sistema tiene una solución diferente

de cero si y solo si el detA = 0. Por lo cual, el sistema de ecuaciones

diferenciales lineales ẋ = Ax tiene

1. Un único punto de equilibrio x0 = (0,0)T si detA , 0.

2. Un lı́nea recta de puntos de equilibrio si detA = 0 (y no es la

matriz cero).

2.1.1 Soluciones vı́a valores y vectores propios

Si se desea encontrar las soluciones del sistema lineal diferente a los

puntos de equilibrio. Tendremos que asumir que V0 es un vector dife-

rente de cero para el cual se tiene que AV0 = λV0 donde λ ∈ R. Enton-

ces la función

x(t) = eλtV0

es una solución del sistema. Para demostrar esto se tiene

ẋ(t) = λeλtV0

= eλt (λV0)

= eλt (AV0)

= A
(
eλtV0

)

= Ax(t)

por lo que x(t) es en realidad una solución del sistema de ecuaciones.
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Definición 2.2. Un vector diferente de cero V0 es llamado vector propio

de A si existe un λ tal que AV0 = λV0. La constante λ es a su vez llama-

da valor propio de A.

Como es fácil notar, existe una relación importante entre los valores,

vectores propios y las soluciones de un sistema de ecuaciones diferen-

ciales.

Teorema (2.2.1). Asuma que V0 es un vector propio de la matriz A con su

asociado valor propio λ. Entonces la función x(t) = eλtV0 es una solución

del sistema ẋ = Ax.

Este teorema nos proporciona demasiada información acerca de las so-

luciones particulares y es la base para encontrar la solución general.

Más aún, más adelante veremos que debido a la forma de las soluciones

nos será posible graficar las curvas solución del sistema con facilidad.

2.1.2 Resolviendo un sistema de ecuaciones lineales

Si del polinomio caracterı́stico de A se encuentran dos raı́ces reales λ1 y

λ2 (con λ1 , λ2), es posible generar un par de soluciones para el sistema

de ecuaciones diferenciales de la forma xi(t) = eλi tVi donde Vi es el

vector propio asociado a λi .

Dados este par de soluciones, es posible encontrar todas las soluciones

del sistema, se asume que se tiene dos valores propios reales distintos

λ1 y λ2 con vectores propios asociados V1 y V2, respectivamente. En-

tonces V1 y V2 son linealmente independientes. Ası́ V1 y V2 forman una

base para R
2, dado un punto z0 ∈R

2.

Ahora cosidere la función z(t) = αx1(t) + βx2(t), donde xi(t) son las

soluciones en linea recta previamente definidas. Se pretende que z(t)

es una solución de ẋ = Ax. Para comprobar esto se tiene que

ż(t) = αẋ1(t) + βẋ2(t)

= αAx1(t) + βAx2(t)

= A
(
αx1(t) + βx2(t)

)

= Az(t)
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Como consecuencia, encontramos la solución única al sistema que

satisface x(0) = z0 ∈ R
2. La colección de este tipo de soluciones es

denominada como solución general de ẋ = Ax.

Teorema (2.1.2). Suponga que A tiene un par de valores propios λ1 , λ2

con sus vectores propios asociados V1 y V2. Entonces la solución general del

sistema lineal ẋ = Ax esta dada por

x(t) = αeλ1tV1+ βeλ2tV2,

donde α,β ∈R.

El teorema anterior es un caso especial del teorema fundamental pa-

ra sistemas lineales de n dimensiones. A saber, si ẋ = Ax es un siste-

ma lineal para el cual y1(t) y y2(t) son soluciones, entonces la función

αy1(t) + βy2(t) es a su vez una solución del sistema.

Teorema (2.1.3). Suponga que ẋ = Ax es un sistema lineal con y1(t) y

y2(t) como sus soluciones. Suponga también que los vectores y1(0) y y2(0)

son linealmente independientes. Entonces

x(t) = αy1(t) + βy2(t)

es una solución única del sistema que satisface x(0) = αy1(0) + βy2(0).

Note que no es necesario tener dos valores propios reales distintos para

probar esto. Este hecho se conoce como principio de liealidad.

2.2 Dinámica de los sistemas en el plano

Dado el principio de linealidad de la sección anterior es posible demos-

trar una solución general para cualquier sistema de ecuaciones en R
2.

Todas estas soluciones se representarán de la manera más simple po-

sible y la mayorı́a todas estas soluciones son encontradas en casos con

dimensiones superiores.
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2.2.1 Valores propios reales diferentes

Considere el sistema

ẋ = Ax, (2.5)

y suponga que A tiene dos valores propios λ1 < λ2. Suponga de momen-

to que λi , 0,. Entonces existen tres casos a considerar:

1. λ1 < 0 < λ2

2. λ1 < λ2 < 0

3. 0 < λ1 < λ2

2.2.1.1 Silla

Considere el sistema (2.5) con

A =



λ1 0

0 λ2,




donde λ1 < 0 < λ2. La solución general se escribe como

x(t) = αeλ1t



1

0


+ βeλ2t



0

1


 .

Dado que λ1 < 0, la linea recta de soluciones de la forma αeλ1t(1,0)T

esta sobre el eje x1 que tiende a x0 = (0,0)T conforme t→∞. Esta recta

es llamada la variedad estable. Dado que λ2 > 0, las soluciones de la

forma βeλ2t(0,1)T esta sobre el eje x2 y tiende a alejarse de x0 cuando

t → ∞; a esta recta se le denomina variedad inestable. Cualquier otra

solución (con α,β , 0) tiende a ∞ en la dirección de la recta inestable

conforme t→∞.

En la figura 2.1 se puede ver gráficamente el comportamiento del sis-

tema. El retrato fase es la colección de curvas representativas de las

curvas solución en R
2. El punto de equilibrio para un sistema de este

tipo es denominado punto silla.
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Figura 2.1: Retrato fase para un punto de equilibrio silla.

2.2.1.2 Sumidero

Ahora considere el sistema (2.5) con el caso donde

A =



λ1 0

0 λ2




pero con λ1 < λ2 < 0. Al igual que en el caso anterior es posible encon-

trar la siguiente solución general:

x(t) = αeλ1t



1

0


+ βeλ2t



0

1




A diferencia del caso silla, todas las soluciones tienden a (0,0) cuando

t→∞, las curvas solución tienden tangencialmente al eje y.

Debido a que λ1 < λ2 < 0, se denomina a λ1 el valor propio “fuerte” y a

λ2 el valor propio “débil”. La razón para denominarlos de esta manera

es que las coordenadas x1 de esta caso tienden de manera mas rápida a

0 que las coordenadas del eje x2. El retrato fase para este caso esta en la

figura 2.2 y es denominado sumidero.

12



2.2 dinámica de los sistemas en el plano

Figura 2.2: Retrato fase para un punto de equilibrio tipo sumidero.

2.2.1.3 Fuente

El sistema (2.5) con matriz

A =



λ1 0

0 λ2




con 0 < λ2 < λ1, tiene un campo vectorial considerado el “negativo”

del caso anterior. La solución general de este caso y el retrato fase se

mantienen iguales, la única diferencia es que las soluciones se alejan

del origen cuando t→∞. El retrato fase para este caso puede apreciarse

en la figura 2.3.

2.2.2 Valores propios complejos

Es posible que las raı́ces del polinomio caracterı́stico sean complejas.

De manera análoga con el caso real, estas raı́ces se denominan valores

propios complejos. Cuando la matriz A tiene eigenvalores complejos las
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Figura 2.3: Retrato fase para un punto de equilibrio tipo fuente.

soluciones no son lineas rectas. Sin embargo, aun es posible formar una

solución general.

2.2.2.1 Centros

Considere el sistema (2.5) con

A =



0 β

−β 0


 ,

con β , 0. El polinomio caracterı́stico es λ2 + β2 = 0, por lo que los

valores propios son números complejos ±iβ. Sin tener que preocuparse

por resultados siendo vectores complejos, para encontrar los vectores

propios correspondientes a λ = iβ, resolvemos:



−iβ β

−β −iβ






x1
x2


=



0

0


 .

14



2.2 dinámica de los sistemas en el plano

Ası́, encontramos el vector propio complejo (1, i)T , por lo que la fun-

ción

x(t) = eiβt


1

i




es una solución compleja de (2.5).

Generalmente tener una solución compleja para un sistema de ecuacio-

nes diferenciales reales no es muy practico, pero esto se puede cambiar

utilizando la formula de Euler eiβt = cosβt+ i sinβt. Al usar esto pode-

mos reescribir la solución como

x(t) =




cosβt+ isenβt

i
(
cosβt+ isenβt

)

=



cosβt+ isenβt

−senβt+ icosβt




Si además separamos x(t) en sus partes reales e imaginarias se tiene

x(t) = xRe(t) + ixIm(t),

donde

xRe(t) =



cosβt

−senβt


 ,xIm(t) =



senβt

cosβt


 .

Pero ahora tanto xRe(t) y xIm(t) son soluciones reales del sistema origi-

nal. Para demostrar esto se tiene

ẋRe(t) + iẋIm(t) = ẋ(t)

= Ax(t)

= A
(
xRe(t) + ixIm(t)

)

= AxRe + iAxIm(t).

Igualando la parte real e imaginaria de esta ecuación se tiene que

ẋRe = AxRe y ẋ1Im = AxIm, lo cual demuestra que ambas son en reali-

dad soluciones. Además, debido a que

xRe(0) =



1

0


 ,xIm(0) =



0

1


 ,

la combinación lineal de estas soluciones

x(t) = c1xRe(t) + c2xIm(t),
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donde c1 y c2 son constantes arbitrarias dadas por la solución a cual-

quier problema de valor inicial. Decimos que esta es la solución general

para esta ecuación. Para probar esto, es necesario demostrar que estas

son las únicas soluciones a esta ecuación. Asuma que este no es el caso.

Suponga que

y(t) =



u(t)

v(t)




es otra solución. Considere la función compleja f (t) =(
u(t) + iv(t)

)
eiβt . Derivando esta expresión y usando el hecho de

que y(t) es una solución de la ecuación, se tiene que f ′(t) = 0. Por lo

tanto u(t) + iv(t) es una constante compleja que multiplica a e−iβt . De

aqı́ concluimos que y(t) es una combinación lineal de xRe(t) y xIm(t).

Note que cada una de estas soluciones es una función periódica con

periodo 2π/β. En realidad, el retrato fase muestra que todas las solu-

ciones están sobre cı́rculos centrados en el origen. Estos cı́rculos van en

la dirección de las manecillas del reloj si β > 0, y en contra de las mane-

cillas del reloj si β < 0. En la figura 2.4 se puede observar el retrato fase

denominado como centros.

2.2.2.2 Espirales

De manera general, considere el sistema (2.5) con

A =



α β

−β α




y α,β , 0. La ecuación caracterı́stica es λ2 − 2aλ+ α2 + β2, por lo que

los valores propios son λ = α ± iβ. Un vector propio asociado a α + iβ

esta determinado por la ecuación

(
α −

(
α+ iβ

))
x+ βy = 0
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Figura 2.4: Retrato fase para un punto de equilibrio tipo centro.

En consecuencia (1, i)T es a su vez un vector propio. Por lo tanto, se

tiene que soluciones complejas de la forma

x(t) = e(α+iβ)t


1

i




= eαt


cosβt

−senβt


+ ieαt



senβt

cosβt




= xRe(t) + ixIm(t).

Al igual que en el caso anterior, tanto xRe(t) como xIm(t) son soluciones

reales del sistema con condiciones iniciales que son linealmente inde-

pendientes. Por lo tanto la solución general del sistema es

x(t) = c1e
αt



cosβt

−senβt


+ c2e

αt



senβt

cosβt


 .

Sin el término eαt , estas soluciones seguirı́an cı́rculos centrados en el

origen al igual que en el caso anterior. El término eαt convierte estas
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soluciones en espirales que pueden ir hacia el origen (cuando α < 0) o

alejarse de este (cuando α > 0).

En estos casos el punto de equilibrio se denomina sumidero espiral y

fuente espiral respectivamente (ver figura 2.5).

Figura 2.5: Retrato fase para un punto de equilibrio tipo espiral (sumi-

dero y fuente).

2.2.3 Valores propios repetidos

El unico caso faltante ocurre cuando A tiene eigenvalores reales repeti-

dos. Un ejemplo simple de este caso es cuando la matrizA es unamatriz

diagonal de la forma

A =



λ 0

0 λ


 .

En esta caso los valores propios de la matriz A son ambos λ. Por tanto,

cualquier vector diferente de cero es un eigenvector debido a AV = λV

para cada V ∈R
2.
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Ası́ que, las soluciones son de la forma x(t) = αeλtV . Cada solución

yace sobre una linea recta que contiene a x = 0 y tiende hacia el origen

(si λ < 0) o se aleja del origen si (si λ > 0).

Figura 2.6: Retrato fase para un punto de equilibrio con valores propios

repetidos negativos.

2.2.4 Estabilidad de Lyapunov

Antes de continuar con la din’amica en sistemas en el espacio, hablare-

mos un poco acerca de la la estabilidad de puntos de equilibrio carac-

terizadas en el sentido de Lyapunov, matemático e ingeniero ruso que

sentó las bases de la teorı́a que hoy lleva su nombre.

De forma intuitiva, un punto de equilibrio se dice estable si todas

las soluciones que se inicien en las cercanı́as del punto de equilibrio

permanecen en las cercanı́as del punto de equilibrio; de otro modo

el punto de equilibrio es inestable. Un punto de equilibrio se dice

asintóticamente estable si todas las soluciones que se inicien en las

cercanı́as del punto de equilibrio no sólo permanecen en las cercanı́as
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del punto de equilibrio, sino que además tienden hacia el equilibrio a

medida que el tiempo se aproxima a infinito, justo como las soluciones

generales que se definieron en secciones anteriores. A continuación se

formaliza lo anterior.

Consideremos el sistema

ẋ = f (x) (2.6)

y supongamos que xe es un punto de equilibrio, es decir f (xe) = 0.

Definición 2.3. El punto de equilibrio x = 0 del sistema es

(i) Estable, si para cada ǫ > 0 existe δ = δ(ǫ) tal que
∥∥∥x(0)

∥∥∥ < δ =⇒∥∥∥x(t)
∥∥∥ < ǫ,∀t ≥ 0.

(ii) Inestable, si no es estable.

(iii) Asintóticamente estable, si es estable y δ puede elegirse tal que∥∥∥x(0)
∥∥∥ < δ =⇒ lı́m

t→∞
x(t) = 0.

La Definición anterior tiene como condición implı́cita la existencia de

la solución para todo t ≥ 0. Esta propiedad de existencia global (en el

tiempo) de la solución no está garantizada.

Teorema (2.3.1). Sea el origen x = 0 un punto de equilibrio del sistema

(2.6) y f una función de clase C∞ tal que f (0) = 0, f (x) > 0 y f ′(x) ≤ 0,

entonces x = 0 es estable. Más aún, si f ′(x) < 0 entonces x = 0 es asintóti-

camente estable.

2.3 Sistemas en R
3

Como se hizo en la sección anterior, es posible caracterizar a los siste-

mas en el espacio según sus valores propios e las soluciones a un siste-

ma estarán dadas en términos de los vectores propios asociados a los

valores propios. Al espacio generado por los valores propios con par-

te real negativa se le llama Subespacio Estable y se le denota como Es,

20



2.3 sistemas en R
3

mientras que al espacio generado por los valores propios con parte real

positiva se le conoce como Subespacio Inestable, denotado como Eu . Si

el sistema posee valores propios con parte real igual a cero, al espacio

generado por sus vectores propios asociados se le llama Subespacio Cen-

tral y se denota como Ec. A continuación se dará un breve análisis no

exahustivo de sistemas lineales en R
3.

Consideremos el sistema

ẋ = Ax, (2.7)

donde

A =




λ1 0 0

0 λ2 0

0 0 λ3



,

con λ1 , λ2 , λ3 reales. Si por ejemplo, λ1,λ2 > 0 y λ3 < 0, el espacio

estable Es tiene dimensión 1, mientras que el espacio inestable Eu es de

dimensión 2 (ver figura 2.7), por lo que el origen es un punto tipo silla

en los planos x1x3 y x2x3.

Si λ1 < λ2 < λ3 < 0, el Subespacio estable es R3 y el origen será un

sumidero (ver figura 2.8).

Suponga ahora que el sistema (2.7) tiene como matriz asociada

A =




α β 0

−β α 0

0 0 λ



,

con β , 0. Suponga que α = 0, β > 0 y λ < 0. Se tiene entonces un

subespacio central de dimensión 2 y un subespacio estable de dimen-

sión 1, cuyo retrato fase representa al origen como una espiral-centro

(ver figura 2.9).

Si además, consideramos α < 0, λ,β > 0, se obtiene una espiral-silla (ver

figura 2.10), en la cual se tiene un subespacio estable de dimensión 2

correspondiente a valores propios complejos y un subespacio inestable

de dimensión 1 correspondiente a un valor propio real. Note en la figu-

ra 2.11 las trayectorias solución en la espiral-silla, las cuales tienden en

forma oscilatoria hacia el subespacio inestable, representado por el eje

x3.
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Figura 2.7: Subespacios estable e inestable de una silla en el origen.

Figura 2.8: Sumidero en R
3.
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Figura 2.9: Retrato fase de una espiral-centro.

Figura 2.10: Retrato fase de una espiral-silla.
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Figura 2.11: Soluciones tı́picas en una espiral silla tendiendo al subepa-

cio inestable.
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2.4 comportamiento caótico

2.4 Comportamiento caótico

Dentro de los sistemas dinámicos analizados en el capı́tulo anterior se

encuentran también los sistemas caóticos. Según S. Smale y R. Devaney

en [5] un sistema dinámico se puede considerar caótico si cumple con

las siguientes condiciones:

(i) Sensibilidad a condiciones iniciales.

(ii) Transitividad.

(iii) Densidad de órbitas periódicas.

Pero antes de continuar profundizando en el tema, es necesario definir

las condiciones necesarias que debe cumplir un sistema para ser consi-

derado caótico.

Definición 2.5. Un sistema dinámico esta definido como un espacio de

estados X, un grupo de tiempos T y una regla φ la cual especifica como

evolucionan los estados respecto al tiempo, expresado como φ : T ×X→
X, tal que φ = φ(t,x). La regla φ es una función cuyo dominio es X ×T
y su imagen es X. La función φ toma dos entradas, φ = φ(x, t), donde

x ∈ X es el estado inicial (en t = 0, por ejemplo) y t ∈ T es el tiempo

futuro. En otras palabras φ(x, t) entrega el estado en el tiempo t dada

una condición inicial x.

Definición 2.5. La sensibilidad a condiciones iniciales es una carac-

terı́stica básica del caos, una propiedad opuesta a la estabilidad. Un

sistema dinamico φ : T × X → X muestra sensibilidad a condiciones

iniciales (es decir, φ es sensible) si existe un numero δ > 0 tal que para

cada x ∈ X y cada vecindad V de x se puede encontrar un punto y ∈ V
y un numero t ∈ T , t > 0 para el cual

d(φtx,φty) > δ.

La sensibilidad a condiciones iniciales esta asociada a la transitividad

(concepto que se definirá a continuación) topológica y a la abundancia
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de órbitas periódicas. Si se tiene caso de que el espacio de estados X sea

un punto aislado, entonces cualquier dinámica del sistema se compor-

tara de manera no sensitiva a condiciones iniciales [6].

Definición 2.5. Un sistema dinámico φ : T ×X→ X continuo es llamado

transitivo si satisface las siguientes condiciones: para cada par de con-

juntos abiertos no vacı́os U y V en X, existe un entero no negativo n tal

que

φn(U)∩V , 0
Definición 2.5. La densidad de órbitas periódicas indica que hay un

punto x ∈ X para el cual la órbita x es densa en X.

2.4.1 Atractores caóticos

Definición 2.5. Considere un sistema φ : T ×X → X. Un conjunto Λ es

denominado atractor si:

(i) Λ es compacto e invariante.

(ii) Existe un un conjunto abierto U que contiene a Λ tal que para

cada x ∈U , φ(x, t) ∈U para cada t ≥ 0 y ∩t≥0φ(U , t) = Λ.

(iii) Dados dos puntos y1,y2 ∈ Λ y cualquier vecindario abierto Uj

alrededor de yj en U , existe una curva solución que inicia en U1

y después pasa mediante U2.

La condición (iii) mencionada en la definición anterior, puede parecer

algo extraña, se incluye para garantizar que se esta considerando un

atractor en lugar de una colección de atractores distintos. Cabe des-

tacar que no hay una definición de atractor aceptada universalmente,

algunos matemáticos mencionan que en el conjunto Λ solo se deben

cumplir las condiciones (i) y (ii) y si se cumple con la condición (iii)

se debe llamar atractor transitivo (ver [6]).

En la definición 2.5 se presentan las condiciones para que un conjunto

Λ sea denominado atractor, pero un atractor no necesariamente es con-

siderado caótico, para esto se deben cumplir condiciones especiales.
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2.4 comportamiento caótico

Definición 2.5. Se denomina atractor caótico a un conjunto Λ que cum-

ple con las siguientes condiciones:

(i) φ es sensible a condiciones iniciales.

(ii) Los puntos periódicos de φ son densos en Λ.

(iii) φ es transitiva en Λ.

Al igual que la definición de atractor, no hay una definición universal

para los atractores caóticos, algunas definiciones involucran separación

exponencial de órbitas, otras exponentes positivos de Lyapunov e inclu-

so algunas no requieren la densidad de puntos periódicos.

2.4.2 Sistema de Lorenz

Hasta el momento solo se han definido las condiciones que se requie-

ren para tener un sistema que se considere caótico. A continuación se

establecerá uno de los sistemas caóticos mas famosos: el sistema de

Lorenz, y se verificara que dicho sistema en realidad cumpla con los

requisitos para ser considerado caótico.

En 1963 E. N. Lorenz intento generar un sistema de ecuaciones dife-

renciales que explicaran el impredecible comportamiento del clima. La

mayorı́a de modelos viables para explicar el clima involucraban ecua-

ciones diferenciales parciales, Lorenz busco un sistema mas simple y

sencillo de analizar.

El modelo de Lorenz se puede pensar de manera algo inexacta de la si-

guiente forma: Imagine un planeta cuya ”atmósferaçosiste en un fluido

constituido de una partı́cula. Al igual que en la Tierra, dicho fluido se

calienta desde abajo (por lo cual tiende a subir) y se enfrı́a desde arriba

(lo cual hace que baje nuevamente). Lamentablemente incluso en este

planeta tan simplificado, el clima es imposible de predecir, lo cual trae

consigo varias dudas acerca de la previsión del clima en la Tierra, la

cual cuenta con una mayor cantidad de partı́culas [5].

27



sistemas dinámicos en 2 y 3

Para ser más precisos, Lorenz busco un fluı́do de dos dimensiones que

era calentado por debajo y enfriado por arriba. El movimiento de este

fluido se puede describir mediante un sistema de ecuaciones diferen-

ciales que involucran una cantidad casi infinita de variables. Lorenz

hizo la tremenda simplificación y asumió que a excepción de tres de di-

chas variables el resto se mantenı́an como constantes, en consecuencia

se obtiene un sistema de tres ecuaciones diferenciales que involucran

tres parámetros: El número de Prandtl σ , el número de Rayleigh r y el

parámetro b que esa relacionado al tamaño fı́sico del sistema. El siste-

ma de ecuaciones diferenciales esta dado por

ẋ = σ(x2 − x1)
ẏ = rx1 − x2 − x1x3 (2.8)

ż = x1x2 − bx3
En este sistema se asume que los tres parametros son positivos, ademas,

σ > b+ 1. El sistema se denota como X ′ = L(X).

2.4.2.1 Propiedades elementales del sistema de Lorenz

Para iniciar el análisis del sistema de Lorenz, deben buscarse los pun-

tos de equilibrio del sistema. Mediante álgebra es posible encontrar 3

puntos de equilibrio de manera muy sencilla:

Q0 = (0,0,0)

Q1 = (
√
b(r − 1),

√
b(r − 1),r − 1)

Q2 = (−
√
b(r − 1),−

√
b(r − 1),r − 1)

Los dos ultimos puntos de equilibrio solo existen cuando r > 1, por lo

cual se tiene una bifurcación en r = 1.

En su forma matricial el sistema de Lorenz se representa como

ẋ =




−σ σ 0

r − x3 −1 −x1
x1 x1 −b



x (2.9)
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En el origen, los valores propios de la matriz son

λ0 = −b

λ1 =
1

2

(
−(σ + 1) +

√
(σ + 1)2 − 4σ(1− r)

)

λ2 =
1

2

(
−(σ + 1)−

√
(σ + 1)2 − 4σ(1− r)

)

Cabe destacar que λ1 y λ2 son negativos cuando 0 ≤ r < 1. Por lo que

el origen es un sumidero en este caso particular. El campo vectorial de

Lorenz L(X) es simétrico. Si establecemos S(x1,x2,x3) = (−x1,−x2,x3),
entonces se tiene que S(L(X)) = L(S(X)). Lo cual significa que una

reflexión en el eje x3 preserva el campo vectorial. En particular si

(x1(t),x2(t),x3(t)) es una solución de la ecuación de Lorenz, por lo que

(−x1(t),−x2(t),x3(t)) también lo es.

Cuando x1 = x2 = 0, se tiene que ẋ1 = ẋ2 = 0, por lo que el eje x3
es invariante. En este eje se tiene que ẋ3 = −bx3, por lo que todas las

soluciones tienden al origen en este eje.

2.4.2.2 El atractor de Lorenz

Hasta el momento se ha hablado de la dinámica del sistema de Lorenz,

un comportamiento bastante interesante por parte de este se presenta

con un grupo especifico de parámetros, donde el sistema de Lorenz

tiene un atractor.

En la sección 2.4.1 se establecieron las definiciones necesarias para con-

siderar a un conjunto un atractor y posteriormente un atractor caótico,

por lo que el análisis que se llevará a cabo a continuación se basa en

dichas definiciones.

De acuerdo a las suposiciones hechas, dos puntos con la misma coorde-

nada x2 enΣ sonmapeadas hacia dos nuevos puntos cuyas coordenadas

son dadas por g(x2) ∈ I y por lo tanto vuelven a ser las mismas. Resulta

que bajo la interacción de φ (dinámicas del mapeo de Poincaré), no es
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Figura 2.12: Atractor de Lorenz, dos soluciones con condiciones inicia-

les P1(0,2,0) y P2(0,−2,0).

necesario preocuparse por todos los puntos en la linea y = constante,

en cambio es necesario analizar como las coordenadas x2 cambia con

respecto a las iteraciones de g . Por lo que resulta obvio que el mapeo

de Poincaré φ esta complemente determinado por las dinámicas de la

función g definida en el intervalo [−x2∗,x2∗]. Por lo cual se las condicio-

nes necesarias para que el atractor de Lorenz sea considerado caótico

se probaran a continuación:

1. Sensibilidad a condiciones iniciales

Teorema (2.4.1). Considere 0 < v < x2∗ y x0 ∈ I = [−x2∗,x2∗]. Dado cual-

quier ǫ > 0, se puede encontrar u0,v0 ∈ I con ‖v0 − x0‖ < ǫ y n > 0 tal que∥∥∥gn(u0)− gn(v0)
∥∥∥ ≥ 2v.

Si consideramos J un intervalo de 2ǫ de longitud centrado en x0. Cada

iteracion de g expande la longitud de J por un factor de al menos
√
2,

por lo que hay una iteración para la cual gn(J) contiene al 0 en su in-

terior. Por lo que gn+1(J) contiene puntos arbitrariamente cercanos a
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2.4 comportamiento caótico

±x2∗, y entonces hay puntos en gn+1(J) cuya distancia entre sı́ es de al

menos 2v.

Si interpretamos el significado de la proposición anterior con respecto

al atractor A (de Lorenz), podemos encontrar puntos arbitrariamente

cercanos cuyas trayectorias se separan entre si tanto como pueden. a

este comportamiento se le conoce como sensibilidad a condiciones

iniciales.

2. Puntos periódicos densos

Teorema (2.4.2). Consideremos P ∈ A y U una vecindad abierta de P. Asu-

miremos queU nunca cruza la linea x2 = 0. Para un ǫ > 0 lo suficientemen-

te pequeño, construiremos un rectánguloW ⊂U centrado en P de ancho 2ǫ

y altura ǫ.

Si se tiene queW1 ⊂W es un cuadrado mas pequeño centrado en P con

lados de ǫ/2, podemos encontrar un punto Q1 ∈W1 tal que φn(Q1) =

Q2 ∈W1, al escoger un subconjuntoW1 si es necesario, podemos asumir

que n > 4 y ademas que n es tan grande que cn = ǫ/8. Se deduce que

la imagen de φn(W ) cruza a través del interior de W de manera casi

vertical y se extiende hasta los limites superiores e inferiores.

Si consideramos las lineas x2 = c en W . Dichas lineas son mapeadas

hacia otras linea en R por φn. Debido a que la dirección vertical se

expande, algunas de las lineas por encima de W y otras por debajo de

W . Se deduce entonces que la linea x2 = c0 debe ser mapeada dentro

de sı́ misma por φn, y por lo tanto debe existir un punto fijo para σn

en esta linea. Debido a que esta linea está contenida en W , se tiene un

punto periódico para φ en W . Esto comprueba la existencia de puntos

periódicos densos.

3. Transitividad

Teorema (2.4.3). La función g es transitiva en I si, por cada par de puntos

x1 y x2 en I y vecindades Uj de xj , podemos encontrar x̃ ∈ U1 y n tal que

gn(x̃) ∈U2.
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Por lo que se puede destacar que el sistema dinámico de Lorenz cumple

con las condiciones necesarias para ser considerado un sistema caótico.

2.4.2.3 Sistema de Lorenz generalizado

A través de este capitulo se ha utilizado el sistema clásico de Lorenz

para ejemplificar las condiciones necesarias para que un sistema se con-

sidere caótico, pero el sistema clásico de Lorenz es un caso especial del

sistema generalizado de Lorenz. Al manejar el sistema generalizado de Lo-

renz es posible estudiar a su vez el sistema clásico de Lorenz, el sistema

de Chen, el sistema de Lü y el sistema caótico unificado[7].

Considere el sistema generalizado de Lorenz

ẋ = Ax+ F(x) =




a11 a12 0

a21 a22 0

0 0 a33



x+ x1




0 0 0

0 0 −1
0 1 0



x (2.10)

Donde x = (x1,x2,x3,x4)
T y A es una matriz de parámetros constantes.

Cuatro de los sistemas caóticos mas comunes pueden ser obtenidos de

2.10, modificando los parámetros de la matriz A como se muestra a

continuación:

(i) Sistema clásico de Lorenz

a12 = −a11 = a, a21 = c, a22 = −1 y a33 = −b

(ii) Sistema de Chen

a12 = −a11 = a, a21 = c − a, a22 = c y a33 = −b

(iii) Sistema de Lü

a12 = −a11 = a, a21 = 0, a22 = c y a33 = −b

(iv) Sistema caótico unificado

a12 = −a11 = 25+α, a21 = 28− 35α, a22 = 29α − 1 y a33 =

−8+α

3
Donde a > 0, b > 0, c > 0 y α ∈ [0,1].
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2.4.3 Teoremas de Shilnikov para sistemas UD

Existe un enfoque que caracteriza a los sistemas con comportamiento

caótico, derivado de su espectro y los eigenespacios generados, que

establece la relación entre los valores propios que generan cierto tipo

de curvas cerradas llamadas curvas homoclı́nicas y heteroclı́nicas, que

dependen del acomodo de los espacios estable e inestable asociados.

Tal enfoque es debido a Shilnikov (ver por ejemplo [8, 9]) y a continua-

ción presentamos algunos resultados principales.

Considere el sistema dinámico autónomo de tercer orden

ẋ = f (x), t ∈R, x ∈R
3 (2.11)

donde f : R
3→R

3, es p veces diferenciable (es decir clase Cp) y con xe
como punto de equilibrio.

Teorema (2.4.4) (Método homoclı́nico de Shilnikov). Dado un sistema

autónomo de tercer orden de la forma 2.11. Suponga lo siguiente:

(i) El punto de equilibrio xe es de tipo silla-foco cuyos valores propios

satisfacen la desigualdad de Shilnikov:

|λ1| >
∣∣∣λ2,3

∣∣∣ > 0

(ii) Existe una orbita homoclinica H basada en xe

Entonces, tanto el sistema original como para cualquier perturbación lo sufi-

cientemente pequeña de f 2 muestran comportamiento caotico homoclı́nico.

Y su respectiva parte para el caso homoclı́nico.

Teorema (2.4.5) (Método heteroclı́nico de Shilnikov). Dado un siste-

ma de tercer orden de la forma 2.11. Asumamos que xe1 y xe2 son dos puntos

distintos de equilibrio. Supoga que:

(i) Ambos puntos de equilibrio xe1 y xe2 son de tipo silla-foco cuyos valo-

res propios satisfacen la desigualdad de Shilnikov:

|λi | >
∣∣∣λ1i,2i

∣∣∣ > 0, (i = 1,2)
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con la siguiente restricción:

λ1λ2 > 0 o λ11λ12 > 0

(ii) Existe un lazo heteroclinico Hl que va de xe1 a xe2 que esta formado

por dos obitas heteroclinicas Hi , (i = 1,2).

Entonces, tanto el sistema original como para cualquier perturbación lo sufi-

cientemente pequeña de f 2 muestran comportamiento caotico heteroclı́nico.

2.4.4 Sistemas inestables-disipativos

Sistemas biológicos, climatológicos, tecnológico, entre otros, generan

oscilaciones y muchos de estos han sido modelados matemáticamente

por un par de ecuaciones diferenciales de primer orden con parámetros

adecuados para asegurar comportamiento oscilatorio. Muchos de los

fenómenos naturales no lineales han sido descritos por sistemas con

comportamiento caótico.

Una clase de sistemas con comportamiento caótico del tipo de Shil-

nikov son los llamados sistemas lineales por piezas (sistemas PWLS,

por sus siglas en inglés), los cuales están basados en sistemas con di-

ferente dinámica que conmutan de una región a otra en R
3 (ver por

ejemplo[10]). Los sistemas PWLS se caracterizan por poseer más de

dos atractores que se enrollan, por lo que también se les conoce como

atractores con multi-enrollamiento, omultiscroll attractor en inglés. En los

últimos años se ha dirigido una parte de la investigación en el diseño

en este tipo de sistemas, debido a la riqueza de sus comportamientos

dinámicos: ciclos limites, órbitas homoclinicas y heteroclinicas, atracto-

res extraños, entre otros.

Una estrategia para diseñarlos ha sido el modificar sistemas que ori-

ginalmente producen enrollamiento dobles hasta generar multiscrolls,

como en los sistemas de Chua y de Lorenz.
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2.4 comportamiento caótico

Considere el sistema de ecuaciones autónomo no lineal, capaz de mos-

trar comportamiento caótico:

ẋ = f (x) (2.12)

donde x ∈ R
n y f : E → A de los cuales E y A son subconjuntos abier-

tos de R
n. Bajo condiciones bien establecidas en f , el sistema tiene una

solución única iniciando en cada punto x0 ∈ R
n con un intervalo de

existencia definido (a,b) ⊂ R. Generalmente no es posible resolver de

manera analı́tica este tipo de sistemas, sin embargo una gran cantidad

de información cualitativa acerca del comportamiento local en las so-

luciones puede ser determinado cerca del punto de equilibrio xe que

satisface f (xe) = 0.

Definición 2.5. Un punto de equilibrio xe del sistema 2.12 es llamado

sumidero si todos los valores propios de la matriz Df (x) (el Jacobiano

del sistema) tienen parte real negativa, es llamado fuente si todos los

valores propios de Df (x) tienen parte real positiva y es denominado

una silla siDf (x) tiene al menos un valor propio con parte real positiva

y al menos uno con parte real negativa, pero ningun valor propio tiene

parte real cero.

Puntos de equilibrio tipo silla que se conectan a un subespacio estable

W s y un subespacio inestable W u , son responsables de extender y do-

blar, por lo tanto juegan un papel importante en la generación de caos.

El extender causa que las trayectorias del sistema sean sensibles a condi-

ciones iniciales mientras que el doblar crea complicadas microestructu-

ras. El punto silla de un sistema caotico en R
3 puede ser caracterizado

en dos tipos de acuerdo a sus valores propios [10].

El teorema de Hartman-Grobman establecen que el comportamiento

local de un sistema no lineal, cerca de un punto de equilibrio xe esta to-

pológicamente determinado por el comportamiento del sistema lineal

ẋ = Ax (2.13)
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si el sistema lineal tiene un punto de equilibrio silla y la suma de sus

valores propios es negativa, entonces se denomina sistema inestable di-

sipativo (UDS por sus siglas en ingles). Donde A = Df (xe) ∈ R
n×n y

x ∈ U = Nǫ(xe) ⊂ R
n. De acuerdo a lo anterior es posible definir dos

tipos de UDS.

Definición 2.6. Considere el sistema lineal (2.13) en R
3 con valores pro-

pios λi , i = 1,2,3, tal que
∑3

i=1λi < 0. El sistema se dice ser UDS tipo

I si uno de los valores propios es real negativo mientras que los otros

son complejos conjugados con parte real positiva; el sistema se dice ser

UDS Tipo II si uno de los valores propios es real positivo mientras que

los otros dos son complejos conjugados con parte real negativa.

Para el resto del análisis siempre que se haga referencia a un UDS, se

esta referenciando especı́ficamente un UDS de tipo II.

2.6.0.1 UDS Tipo II

En general, para generar atractores UDS tipo II en puntos de equilibrio

diferentes al origen, se puede considerar un sistema lineal afı́n [11].

Consideremos un sistema lineal afı́n dado por

χ̇ = Aχ+B (2.14)

donde χ = [χ1,χ2,χ3]
T ∈ R

3 es el vector de estados, B = [b1,b2,b3]
T ∈

R
3 es un vector real, y A ∈R

3×3 denota un operador lineal dado por

A =




α11 α12 α13

α21 α22 α23

α31 α32 α33




(2.15)

Recordando que si la suma de los valores propios de la matriz A es

negativa entonces es disipativa. El equilibrio del sistema 2.14 es χe =

−A−1B ⊂ R
3 es un punto silla hiperbolico con un subespacio inestable

W u
χ de una dimensión, y un subespacio estableW s de dos dimensiones.

Las trayectorias cualitativas de el punto silla hiperbolico pueden ser

vistas en la figura 2.13.
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Figura 2.13: Trayectorias cualitativas alrededor de un punto silla de un

UDS Tipo II.
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Se tiene el interés en un sistema de conmutación (“SW” por sus si-

glas en ingles), el cual esta constituido por dos sistemas de la forma

2.14, Si , i = 1,2 gobernada por una ley de conmutación. Cada siste-

ma Si tiene un dominio Di ⊂ R
3, conteniendo el punto de equilibrio

χi = −A−1i Bi . Entonces la ley de conmutación gobierna la dinámica del

SW la cual cambia el equilibrio de χ1 a χ2 o viceversa.

Definición 2.7. Considere dos sistemas dados por 2.14 en R
3 con domi-

nio Di ⊂ R
3 y equilibrio χi ∈ Di , para i = 1,2. Defina un SW como dos

UDS de tipo II como:

ẋ =


A1x+B1, si x ∈D1

A2x+B2, si x ∈D2

(2.16)

Un enfoque conveniente para construir matrices A y B es basado en la

forma de la ecuacion diferencial ordinaria
...
x+α33ẍ+α32ẋ+α31x+β = 0.

Por lo que la matriz A se convierte en:

A =




0 1 0

0 0 1

−α31 −α32 −α33




(2.17)

y B = [b1,b2,b3]
T = (0,0,β)T , el atractor generado con esta clase de

matriz se encuentra en la figura 2.14.
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Figura 2.14: Atractor generado usando un UDS Tipo II.
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3
SINCRONIZACIÓN DE SISTEMAS CAÓTICOS

Como un tópico de teorı́a de sistemas dinámicos, la sincronización de

sistemas caóticos de tipo generalizado debido a su potencial tanto en

la teorı́a como en la practica. Diseñar un acomplamiento para lograr

sincronización de sistemas no lineales puede ser una tarea desafiante.

Esto puede lograrse de maneras diferentes:

(i) Usar una variable del sistema maestro en el sistema esclavo.

(ii) Usar un acoplamiento con retroalimenación entre el sistema

maestro y el sistema esclavo.

(iii) Utilizar una estrategia de lazo abierto mas lazo cerrado (“OPCL”

por sus siglas en ingles)

Esta ultima estrategia ha sido utilizada para la sincronización de dos

circuitos tipo Chua entre otros.

3.1 Ley de control para la sincronización de sistemas Lorenz

generalizados

Consideremos el sistema maestro

ẋ = F(x)

y el sistema esclavo:

ẏ = F(y)
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El acoplamiento mas sencillo es el termino aditivo Kj(yi − xi) en cada

ecuación j del sistema esclavo. Otra estrategia es Kj(xi)(yi − xi) donde
un termino de ganancia variable se encuentra en la ecuación i. A con-

tinuación se buscara acoplar dos sistemas de tipo Lorenz generalizado

usando su función de Lyapunov y asegurando un valor negativo en su

derivada[12].

Considerando el sistema generalizado de Lorenz:

ẋ = Ax+ f (x) =




a11 a12 0

a21 a22 0

0 0 a33



x+ x1




0 0 0

0 0 −1
0 1 0



x (3.18)

Del cual se obtiene el siguiente sistema maestro:

ẋ1 = a11x1+ a12x2

ẋ2 = a21x1+ a22x2 − x1x3 (3.19)

ẋ3 = a33x3+ x1x2

Y el sistema esclavo:

ẏ1 = a11y1+ a12y2+ u1

ẏ2 = a21y1+ a22y2 − y1x3+ u2 (3.20)

ẏ3 = a33y3+ y1y2+ u3

El vector de error se define como e = y − x, por lo cual se tiene que:

ė1 = a11e1+ a12e2+ u1

ė2 = a21e1+ a22e2 − e1e3+ u2 (3.21)

ė3 = a33e3+ e1e2+ u3

Por lo que la función de Lyapunov se establece como:

L =
(
e21 + e22 + e23

)
/2 (3.22)

Y su derivada:

L̇ = e1 [a11e1+ a12e2+ u1] + e2 [a21e1+ a22e2 − e1e3+ u2]

+e3 [a33e3+ e1e2+ u3] (3.23)
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generalizados

Una elección trivial de u es:

u1 = −p21e1 − [a11e1+ a12e2]

u2 = −p22e2 − [a21e1+ a22e2 − e1e3] (3.24)

u3 = −p23e3 − [a33e3+ e1e2]

Si sustituimos (3.24) en (3.23) la derivada de la función de Lyapunov

se convierte en

L̇ = −P2
1 e

2
1 −P2

2 e
2
2 −P2

3 e
2
3 (3.25)

Donde P = (P1,P2,P3) es un punto que se selecciona para que la deri-

vada de la función de Lyapunov (3.25) sea negativa en todo momento.

L̇ = −P2
1 e

2
1 −P2

2 e
2
2 −P2

3 e
2
3 < 0 (3.26)

Mediante (3.24) es posible sincronizar dos sistemas de tipo generali-

zado Lorenz de manera rápida y con un error mı́nimo siempre que el

punto P sea adecuado para que (3.25) sea negativa entre mayor magni-

tud de Pi , (i = 1,2,3) mas rápido se sincroniza el sistema.

Para la comprobación numérica del controlador propuesto se utilizo el

ambiente de Matlab y Simulink, los parámetros del sistema se ingresa-

ron mediante un archivo en Matlab y la simulación se llevo a cabo en

Simulink, en la Figura 3.1 se muestra el diagrama de simulación del

sistema de acoplamiento maestro-esclavo.

Para el subsistema “Controller” el cual contiene los tres controladores

u1, u2 y u3, el diagrama en Simulink es el mostrado en la Figura 3.2.

A continuación se presentaran los resultados numéricos de dichos con-

troladores.
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Figura 3.1: Diagrama de Simulink para la simulación del acoplamiento

Maestro-Esclavo.

Figura 3.2: Diagrama de Simulink para el subsistema “Controller”.
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3.1 ley de control para la sincronización de sistemas lorenz

generalizados

3.1.1 Sincronización maestro Lorenz – esclavo Lorenz

Usando el sistema generalizado de tipo Lorenz con a = 16, b = 4 y

c = 45,6 como base para los sistemas maestro y esclavo:

ẋ1 = 16(x1+ x2)

ẋ2 = 45,6x1 − x2 − x1x3 (3.27)

ẋ3 = −4x3+ x1x2,

mientras que el controlador toma la forma

u1 = −p21e1 − 16[e1+ e2]

u2 = −p22e2 − [45,6e1 − e2 − e1e3]
u3 = −p22e2 − [−4e3+ e1e2]

Si tomamos las condiciones iniciales x(0) = (2,3,5,18,4) y

y(0) = (−1,10,2,8,3) se obtiene la sincronización del sistema caótico

de Lorenz en t = 0,05, esto al utilizar el punto P = (10,10,10). El

comportamiento caótico del sistema de Lorenz se puede apreciar en la

Figura 3.3 y en la figura 3.4 se muestra el sistema de Lorenz corregido

(controlado) como esclavo. En la Figura 3.5 se muestra ambos sistemas,

donde es posible ver que el error es prácticamente cero. La sincroni-

zación del sistema en x1 y y1 se puede ver en las Figuras 3.6 y 3.7. La

sincronización del sistema en x2 y y2 se puede ver en las Figuras 3.6 y

3.7. La sincronización del sistema en x3 y y3 se puede ver en las Figuras

3.6 y 3.7. La Figura 3.12 muestra el error e1, e2 y e3, en ella se puede

apreciar que el error se vuelve prácticamente 0 en t = 0,05.

S. Oancea, F. Grosu, A. Lazar e I. Grosu proponen un controlador seme-

jante al presentado en este reporte en [12] sin embargo, los resultados

obtenidos por parte de esta investigación muestran una sincronización

mas rápida y con un error menor al de [12], esto puede verse en la figu-

ra 3.13 donde se muestra la comparación de ambos resultados utilizan-

do las condiciones iniciales x(0) = (10,10,10) y y(0) = (−10,−10,−10)
con a = 10, b = 8/3, c = 30 y P1= −40.
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Figura 3.3: Sistema caótico de Lorenz (3.27).

Figura 3.4: Sistema caótico Lorenz (3.27) corregido.

Figura 3.5: Sistema Lorenz - Lorenz sincronizado.

46



3.1 ley de control para la sincronización de sistemas lorenz

generalizados

Figura 3.6: Sincronización del sistema de Lorenz en x1 y y1.

Figura 3.7: Sincronización del sistema de Lorenz en x1 y y1 hasta t = 50.
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Figura 3.8: Sincronización del sistema de Lorenz en x2 y y2.

Figura 3.9: Sincronización del sistema de Lorenz en x2 y y2 hasta t = 50.
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generalizados

Figura 3.10: Sincronización del sistema de Lorenz en x3 y y3.

Figura 3.11: Sincronización del sistema de Lorenz en x3 y y3.

Figura 3.12: Error de sincronización Lorenz-Lorenz.
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Figura 3.13: Resultados obtenidos mediante el controlador propuesto

en [12] ( a) vs resultados obtenidos por el controlador propuesto en

esta investigación (b).
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generalizados

3.1.2 Sincronización maestro Chen – esclavo Chen

Usando los valores a = 35, b = 3 y c = 28 el sistema generalizado de

tipo Lorenz se expresará como:

ẋ1 = 35(x2 − x1)
ẋ2 = −7x1 − 28x2 − x1x3
ẋ3 = −3x3+ x1x2,

el cual fungirá como base para los sistemas maestro y esclavo, mientras

que el controlador tomará la forma:

u1 = −p21e1 − [−35e1+ 35e2]

u2 = −p22e2 − [−7e1+ 28e2 − e1e3]
u3 = −p22e2 − [−3e3+ e1e2]

Con las condiciones iniciales x(0) = (3,−5,4,35,6) y y(0) =

(−1,3,1,26,5) se obtiene la sincronización del sistema caótico de

Chen en t = 0,05, esto al utilizar el punto P = (10,10,10).

El comportamiento caótico del sistema de Chen se puede apreciar en

la Figura 3.14 y en la figura 3.15 se observa al sistema de Chen como

esclavo corregido (controlado). Además, en la Figura 3.16 se muestra

a ambos sistemas, donde es posible ver que el error es prácticamente

cero. La sincronización del sistema para x1 y y1 puede apreciarse en

las Figuras 3.17, 3.18. La sincronización del sistema para x2 y y2 puede

apreciarse en las Figuras 3.19, 3.20. La sincronización del sistema para

x3 y y3 puede apreciarse en las Figuras 3.21, 3.22. La Figura 3.23 mues-

tra el error e1, e2 y e3, en ella se puede apreciar que el error se vuelve

prácticamente 0 en t = 0,05.
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Figura 3.14: Comportamiento caótico del sistema maestro de Chen.

Figura 3.15: Comportamiento caótico del sistema esclavo (sistema co-

rregido) de Chen.

Figura 3.16: Sistema Chen - Chen sincronizado.
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generalizados

Figura 3.17: Sincronización del sistema de Chen en x1 y y1.

Figura 3.18: Sincronización del sistema de Chen en x1 y y1 con t = 50.
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Figura 3.19: Sincronización del sistema de Chen en x2.

Figura 3.20: Sincronización del sistema de Chen en x2 y y2 con t = 50.
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generalizados

Figura 3.21: Sincronización del sistema de Chen en x3 y y3.

Figura 3.22: Sincronización del sistema de Chen en x3 y y3 con t = 50.
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Figura 3.23: Error de sincronización Chen-Chen.

3.1.3 Sincronización Maestro Lü – Esclavo Lü

La base para los sistemas maestro y esclavo será el sistema generalizado

de tipo Lorenz con a = 36, b = 3 y c = 20:

ẋ1 = 36(x2 − x1)
ẋ2 = 20x2 − x1x3
ẋ3 = −3x3+ x1x2,

y el controlador se expresa como:

u1 = −p21e1 − 36 [e2 − e1]
u2 = −[p22 + 20]e2 (3.28)

u3 = −[p23 + 3]e3

y condiciones iniciales x(0) = (−4,2,−3,4,20,3) y y(0) = (3,−5,2,15,4)
se obtiene la sincronización del sistema caótico de Lü en t = 0,05,

esto al utilizar el punto P = (10,10,10). El sistema caótico de Lü se
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generalizados

observa la figura 3.24, mientras que el sistema caótico corregido de

Lü se puede apreciar en la figura 3.25. Además, en la figura 3.26 se

muestra la sincronización de ambos sistemas, donde es posible ver que

el error es prácticamente cero.

La sincronización del sistema para x1 y y1 puede apreciarse en las Figu-

ra 3.27 y 3.28. La sincronización del sistema para x2 y y2 puede apre-

ciarse en las Figura 3.29 y 3.30. La sincronización del sistema para x3
y y3 puede apreciarse en las Figura 3.31 y 3.32. La Figura 3.33 mues-

tra el error e1, e2 y e3, en ella se puede apreciar que el error se vuelve

prácticamente 0 en t = 0,05.

Figura 3.24: Comportamiento caótico del sistema Maestro de Lü.
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Figura 3.25: Comportamiento caótico del sistema esclavo (sistema co-

rregido) de Lü.

Figura 3.26: Sistema Lü - Lü sincronizado.
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generalizados

Figura 3.27: Sincronización del sistema de Lü en x1 y y1.

Figura 3.28: Sincronización del sistema de Lü en x1 y y1 con t = 50.
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Figura 3.29: Sincronización del sistema de Lü en x2 y y2.

Figura 3.30: Sincronización del sistema de Lü en x2 y y2 con t = 50.
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generalizados

Figura 3.31: Sincronización del sistema de Lü en x3 y y3.

Figura 3.32: Sincronización del sistema de Lü en x3 y y3 con t = 50.
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Figura 3.33: Error de sincronización Lü-Lü.

3.2 Ley de control para sistemas UDS

Consideremos el sistema maestro

χ̇ = F(χ)

y el sistema esclavo:

φ̇ = F(φ)

El acoplamiento mas sencillo es el termino aditivo Kj(φi −χi) en cada

ecuación j del sistema esclavo. Otra estrategia es Kj(χi)(φi −χi) donde

un termino de ganancia variable se encuentra en la ecuación i. A conti-

nuación se buscara acoplar dos sistemas UDS tipo II usando su función

de Lyapunov y asegurando un valor negativo en su derivada. Considere

el sistema general de la forma:
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χ̇ =




α11 α12 α13

α21 α22 α23

α31 α32 α33



χ+




b1
b2
b3




(3.29)

Del cual se obtiene el siguiente sistema maestro:

χ̇1 = α11χ1+α12χ2+α13χ3+ b1

χ̇2 = α21χ1+α22χ2+α23χ3+ b2 (3.30)

χ̇3 = α31χ1+α32χ2+α33χ3+ b3

Y el sistema esclavo:

φ̇1 = α11φ1+α12φ2+α13φ3+ b1+ u1

φ̇2 = α21φ1+α22φ2+α23φ3+ b2+ u2 (3.31)

φ̇3 = α31φ1+α32φ2+α33φ3+ b3+ u3

El vector de error se define como e = φ −χ, por lo que se obtiene:

ė1 = α11e1+α12e2+α13e3+ u1

ė2 = α21e1+α22e2+α23e3+ u2 (3.32)

ė3 = α31e1+α32e2+α33e3+ u3

Se establece la función de Lyapunov como:

L =
(
e21 + e22 + e23

)
/2 (3.33)

Y su derivada:

L̇ = e1 [α11e1+α12e2+α13e3+ u1] + e2 [α21e1+α22e2+α23e3+ u2]

+e3 [α31e1+α32e2+α33e3+ u3] (3.34)

Una elección trivial de u es:

u1 = −p21e1 − [α11e1+α12e2+α13e3]

u2 = −p22e2 − [α21e1+α22e2+α23e3] (3.35)

u3 = −p23e3 − [α31e1+α32e2+α33e3]
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Si sustituimos (3.35) en (3.34) la derivada de la función de Lyapunov

se convierte en

L̇ = −P2
1 e

2
1 −P2

2 e
2
2 −P2

3 e
2
3 (3.36)

Donde P = (P1,P2,P3) es un punto que se selecciona para que la deri-

vada de la función de Lyapunov (3.36) sea negativa en todo momento.

L̇ = −P2
1 e

2
1 −P2

2 e
2
2 −P2

3 e
2
3 < 0 (3.37)

El sistema (3.30) se encuentra en su forma general, para la simulación

se usaran los parámetros de [11] como punto de partida. Por lo que el

sistema se transforma a

Sistema maestro:

χ̇1 = χ2+ b1

χ̇2 = χ3+ b2 (3.38)

χ̇3 = −α31χ1+−α32χ2+−α33χ3+ b3

Sistema esclavo:

φ̇1 = φ2+ b1+ u1

φ̇2 = φ3+ b2+ u2 (3.39)

φ̇3 = −α31φ1 −α32φ2 −α33φ3+ b3+ u3

Usando (3.38) y (3.39) se comprobó numéricamente la sincronización

utilizando la plataforma Simulink. En la Figura 3.34, se puede observar

el diagrama de simulación del sistema y en la Figura 3.35 se puede ver

a detalle el controlador utilizado.

En cuanto al sistema UDS tipo II, se utilizaron como condiciones inicia-

les χ0 = (2,0,0)T y φ0 = (10,−1,−1)T para el sistema base

χ̇1 = χ2

χ̇2 = χ1 (3.40)

χ̇3 = −α31χ1 −α32χ2 −α33χ3+ β,
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Figura 3.34: Diagrama para la simulación de acoplamiento maestro-

esclavo usando simulink.
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Figura 3.35: Diagrama de control para la simulación de acoplamiento

maestro-esclavo usando simulink.

66
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donde α31 = −0,15, α32 = 10, α33 = 1,0 y β = −10; además, con el para

metro P = (10,10,10). El controlador corrector se expresa como:

u1 = −p21e1
u2 = −p22e2 (3.41)

u3 = −p23e3 − [−0,15e1+ 10e2+ e3]

El comportamiento caótico del sistema UDS Tipo II se puede apreciar

en la figura 3.36 y el sistema caótico (3.40) corregido o controlado en

la figura 3.37. En la figura 3.38 se muestra a ambos sistemas donde

es posible ver que el error es prácticamente cero. Los resultados de la

sincronización en χ1 y φ1 se pueden observar en las figuras 3.39, 3.40.

Figura 3.36: Comportamiento caótico del sistema UDS-II (3.40).
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Figura 3.37: Comportamiento caótico del sistema esclavo controlado.

Figura 3.38: Sistema UDS-II – UDS-II sincronizado.
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Figura 3.39: Sincronización del sistema UDS tipo II en χ1 y φ1.

Figura 3.40: Sincronización del sistema UDS tipo II en χ1 y φ1 con t =

100.
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Los resultados de la sincronización en χ2 y φ2 se pueden observar en

las Figuras 3.41, 3.42.

Figura 3.41: Sincronización del sistema UDS tipo II en χ2 y φ2.

Figura 3.42: Sincronización del sistema UDS tipo II en χ3 y φ3 con t =

100.
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Los resultados de la sincronización en χ3 y φ3 se pueden observar en

las Figuras 3.43, 3.44.

Figura 3.43: Sincronización del sistema UDS tipo II en χ3 y φ3.

Figura 3.44: Sincronización del sistema UDS tipo II en χ3 y φ3 con t =

100.
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La Figura 3.45 muestra el error e1, e2 y e3, en ella se puede apreciar que

el error se vuelve prácticamente 0 en t = 0,05.

Figura 3.45: Error de sincronización UDS-UDS.

3.3 Ley de control para la sincronización Maestro Lorenz –

Esclavo UDS

Para el ultimo caso de estudio se establecerá el sistema para sincronizar

un sistema caótico tipo Lorenz con un sistema UDS de tipo II, considere

el sistema de Lorenz como sistema maestro:

ẋ1 = a11x1+ a12x2

ẋ2 = a21x1+ a22x2 − x1x3 (3.42)

ẋ3 = a33x3+ x1x2

Y como esclavo un sistema UDS tipo II.

φ̇1 = α11φ1+α12φ2+α13φ3+ b1+ u1

φ̇2 = α21φ1+α22φ2+α23φ3+ b2+ u2 (3.43)

φ̇3 = α31φ1+α32φ2+α33φ3+ b3+ u3
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esclavo uds

Por lo que el vector de error e = φ − x es:

ė1 = α11φ1+α12φ2+α13φ3+ b1 − a11x1 − a12x2+ u1

ė2 = α21φ1+α22φ2+α23φ3+ b2 − a21x2 − a22x2+ x1x2+ u2(3.44)

ė3 = α31φ1+α32φ2+α33φ3+ b3 − a33x3 − x1x2+ u3

Dado que la función de Lyapunov:

L =
(
e21 + e22 + e23

)
/2 (3.45)

Y su derivada:

L̇ = e1
[
α11φ1+α12φ2+α13φ3+ b1 − a11x1 − a12x2+ u1

]

+e2
[
α21φ1+α22φ2+α23φ3+ b2 − a21x1 − a22x2+ x1x2+ u2

]

+e3
[
α31φ1+α32φ2+α33φ3+ b3 − a33 − x1x2+ u3

]
(3.46)

Por lo que la elección del control:

u1 = −P2
1 e1 −

[
α11φ1+α12φ2+α13φ3+ b1 − a11x1 − a12x2

]

u2 = −P2
2 e2 −

[
α21φ1+α22φ2+α23φ3+ b2 − a21x1 − a22x2+ x1x2

]

u3 = −P2
3 e3 −

[
α31φ1+α32φ2+α33φ3+ b3 − a33 − x1x2

]
(3.47)

Al sustituir (3.47) en (3.46) la derivada de la función de Lyapunov se

convierte en

L̇ = −P2
1 e

2
1 −P2

2 e
2
2 −P2

3 e
2
3 (3.48)

Una vez mas el sistema UDS se encuentra en su forma canónica, por

lo que se usaran los parámetros definidos por E. Campos, R. Femat y

G. Chen en [11] como punto de partida. Para hacer la comprobación

numérica de este controlador, se utilizo la plataforma de Simulink, en

la Figura 3.46, se puede encontrar el diagrama de la simulación del

sistema y en la Figura 3.47 se encuentra el controlador a detalle.
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Figura 3.46: Diagrama para la simulación de acoplamiento maestro-

esclavo usando simulink.

Para mostrar la sincronización se utilizará al sistema tipo Lorenz

ẋ1 = 16(x1+ x2)

ẋ2 = 45,6x1 − x2 − x1x3 (3.49)

ẋ3 = −4x3+ x1x2,

y como escalvo, al sistema UDS tipo II con corrección u = (u1,u2,u3)
T .

φ̇1 = φ2+ u1

φ̇2 = φ1+ u2 (3.50)

φ̇3 = 0,15φ1 − 10φ2 −φ3+ 10+ u3,

Se utilizaron los parámetros del sistema maestro de la subsección 3.1.1

y del sistema esclavo de la sección 3.2. La ley de control de corrección

queda expresada como

u1 = −P2
1 e1 −

[
φ2 − 16(x1+ x2)

]

u2 = −P2
2 e2 −

[
φ1 − 45,6x1+ x2+ x1x3

]
(3.51)

u3 = −P2
3 e3 −

[
0,15φ1 − 10φ2 −φ3+ 10+ 4x3 − x1x2

]
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esclavo uds

Figura 3.47: Diagrama de control para la simulación de acoplamiento

maestro-esclavo usando simulink.
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sincronización de sistemas caóticos

Tomaremos el parámetro P = (10,10,10). El comportamiento caótico

del sistema de Lorenz y el del UDS tipo II corregido (controlado) se

pueden apreciar en las figuras 3.48 y 3.49, respectivamente, mientras

que la figura 3.50, muestra ambos sistemas, donde es posible ver que

el error con la P dada es bastante grande, debido a que el controlador

no puede corregirlo. Los resultados de la sincronización para x1 y φ1

pueden observarse en las Figuras 3.51 y 3.52.

Figura 3.48: Comportamiento caótico del sistema Maestro de Lorenz.

Figura 3.49: Comportamiento caótico del sistema esclavo o corregido

UDS tipo II.
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3.3 ley de control para la sincronización maestro lorenz –

esclavo uds

Figura 3.50: Sistema Lorenz - UDS tipo II sincronizado.

Figura 3.51: Sincronización del sistema Lorenz - UDS tipo II en x1 y φ1.
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sincronización de sistemas caóticos

Figura 3.52: Sincronización del sistema Lorenz - UDS tipo II en x1 y φ1.

Los resultados de la sincronización para x2 y φ2 pueden observarse en

las figuras 3.53 y 3.54.

Figura 3.53: Sincronización del sistema Lorenz - UDS tipo II en x2 y φ2.
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3.3 ley de control para la sincronización maestro lorenz –

esclavo uds

Figura 3.54: Sincronización del sistema Lorenz - UDS tipo II en x2 y φ2.

Los resultados de la sincronización para x3 y φ3 pueden observarse en

las figuras 3.55 y 3.56.

Figura 3.55: Sincronización del sistema Lorenz - UDS tipo II en x3 y φ3.
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sincronización de sistemas caóticos

Figura 3.56: Sincronización del sistema Lorenz - UDS tipo II en x3 y φ3.

La figura 3.57 y 3.58 muestra el error e1, e2 y e3, en ella se puede apre-

ciar que aunque se sincronizan de manera correcta, el controlador no

es capaz de corregir el error.

Figura 3.57: Error de sincronización Lorenz-UDS.
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3.3 ley de control para la sincronización maestro lorenz –

esclavo uds

Figura 3.58: Error de sincronización Lorenz-UDS con t = 100.

Los resultados de la sincronización para x1 y φ1 pueden observarse en

las figuras 3.62 y 3.63 esta vez con P = (100,100,100) para asegurar

mejor estabilidad. El comportamiento caótico del sistema de Lorenz se

puede apreciar en la figura 3.59.

El comportamiento caótico del sistema UDS tipo II se corrige mejor

respecto delsistema esclavo (sistema de Lorenz) cuando los parámetros

P = (p1,p2,p3) son muy grandes (ver figura 3.60).

En la figura 3.61, se muestran ambos sistemas, donde es posible ver que

el error con la P adecuada es prácticamente cero.
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sincronización de sistemas caóticos

Figura 3.59: Comportamiento caótico del sistema Maestro de Lorenz.

Figura 3.60: Comportamiento caótico del sistema esclavo UDS tipo II.
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3.3 ley de control para la sincronización maestro lorenz –

esclavo uds

Figura 3.61: Sistema Lorenz - UDS tipo II sincronizado.

Figura 3.62: Sincronización del sistema Lorenz - UDS tipo II en x1 y φ1.
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sincronización de sistemas caóticos

Figura 3.63: Sincronización del sistema Lorenz - UDS tipo II en x1 y φ1.

Los resultados de la sincronización para x2 y φ2 pueden observarse en

las Figuras 3.64 y 3.65.

Figura 3.64: Sincronización del sistema Lorenz - UDS tipo II en x2 y φ2.
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3.3 ley de control para la sincronización maestro lorenz –

esclavo uds

Figura 3.65: Sincronización del sistema Lorenz - UDS tipo II en x2 y φ2.

Los resultados de la sincronización para x3 y φ3 pueden observarse en

las Figuras 3.66 y 3.67.

Figura 3.66: Sincronización del sistema Lorenz - UDS tipo II en x3 y φ3.

85



sincronización de sistemas caóticos

Figura 3.67: Sincronización del sistema Lorenz - UDS tipo II en x3 y φ3.

La Figura 3.68 muestra el error e1, e2 y e3, en ella se puede apreciar

que con un valor superior de P la sincronización es exitosa con un error

minimo.

Figura 3.68: Error de sincronización Lorenz-UDS.
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4
ENCRIPTACIÓN MEDIANTE SINCRONIZACIÓN DE SISTEMAS

CAÓTICOS

Teniendo el diseño para la sincronización de sistemas caóticos presen-

tado en el capitulo 3, es posible utilizar dicha sincronización para darle

un aplicación en la vida real, como lo es la encriptación de mensajes.

Para este trabajo, se encriptará un mensaje de audio y se comparará

tanto el mensaje original como el mensaje desencriptado.

A continuación se muestran los resultados de la simulaciones de encrip-

tación, en las cuales se uso un fragmento de audio de la novena sinfonı́a

de Beethoven “Ode to Joy”.

4.1 Encriptación mediante maestro Lorenz generalizado – es-

clavo Lorenz generalizado

Para la encriptación de sistemas tipo Lorenz generalizado, se simulará

el encriptado para los sistemas:

(i) Master Lorenz - slave Lorenz

(ii) Master Chen - slave Chen

(iii) Master Lü - Slave Lü

4.1.1 Mestro Lorenz - Esclavo Lorenz

Como se menciono anteriormente para la simulación de la encriptación

de una señal de audio se utilizara el software de Mathworks: Simulink,

87



encriptación mediante sincronización de sistemas caóticos

en el se llevara a cabo la suma de la señal de audio a codificar con una

de las componentes en el espacio del sistema de Lorenz, en este caso

con x1. En la figura 4.1, se encuentra el programa a bloques utilizado.

Figura 4.1: Programa en Simulink para el sistema de encriptación Lo-

renz - Lorenz.

A su vez, dentro del bloque “Encrypt”, se encuentra la suma de la señal

de audio con la señal x1 del sistema de Lorenz como puede verse en

la figura 4.2. El bloque “Master” contiene las ecuaciones del sistema de

Lorenz expuestas en la sección 3.1.

Figura 4.2: Bloque de encriptación para el sistema Lorenz - Lorenz.

Por su parte, el bloque “Decrypt” que puede ser observado en la figura

4.3 contiene el desencriptado de la señal de audio mediante una resta
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4.1 encriptación mediante maestro lorenz generalizado –

esclavo lorenz generalizado

con la señal y1 del sistema esclavo de Lorenz. El bloque “Slave” contie-

ne las ecuaciones del sistema de Lorenz esclavo de la sección 3.1 y el

bloque “Controller” tiene el controlador diseñado en la sección previa-

mente mencionada.

Figura 4.3: Bloque de desencriptación para el sistema Lorenz - Lorenz.

En la figura 4.4 se puede apreciar el fragmento de audio original, esto

es antes de cualquier manipulación que altere sus propiedades.

Una vez que el mensaje se procesa y se encripta, el audio se altera, es

posible ver este cambio en la figura 4.5

En este punto el mensaje es ininteligible para cualquier receptor no

deseado, sin embargo es necesario desencriptarlo para que el receptor

deseado sea capaz de procesar la información, el audio desencriptado

puede verse en la figura 4.6, mientras que la señal original, la encripta-

da y la desencriptada pueden verse en una sola gráfica en la figura 4.7.

En la figura 4.8 es posible apreciar que el error entre el audio original

y el audio desencriptado tiende asintoticamente a cero, y se vuelve tan

pequeño que es posible despreciar dicho error rápidamente.
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encriptación mediante sincronización de sistemas caóticos

Figura 4.4: Fragmento de audio orginal.

Figura 4.5: Audio encriptado por la sincronización de sistemas master

Lorenz - slave Lorenz.
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4.1 encriptación mediante maestro lorenz generalizado –

esclavo lorenz generalizado

Figura 4.6: Audio desencriptado por la sincronización de sistemas mas-

ter Lorenz - slave Lorenz.

Figura 4.7: Audio original, encriptado y desencriptado por la sincroni-

zación de sistemas master Lorenz - slave Lorenz.
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encriptación mediante sincronización de sistemas caóticos

Figura 4.8: Error entre el audio original y el audio desencriptado por la

sincronización de sistemas master Lorenz - slave Lorenz.

4.1.2 Maestro Chen - Esclavo Chen

Para el sistema de Chen, se utiliza el mismo sistema a bloques que para

el sistema de Lorenz, por lo cual los bloques y su funcionamiento son

similares. En la figura 4.9, se encuentra el programa a bloques utiliza-

do.

Figura 4.9: Programa en Simulink para el sistema de encriptación Chen

- Chen.

A su vez, dentro del bloque “Encrypt”, se encuentra la suma de la señal

de audio con la señal x1 del sistema de Chen como puede verse en la
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4.1 encriptación mediante maestro lorenz generalizado –

esclavo lorenz generalizado

figura 4.10. El bloque “Master” contiene las ecuaciones del sistema de

Chen expuestas en la sección 3.1.

Figura 4.10: Bloque de encriptación para el sistema Chen - Chen.

Por su parte, el bloque “Decrypt” que puede ser observado en la figura

4.11 contiene el desencriptado de la señal de audio mediante una resta

con la señal y1 del sistema esclavo de Chen. El bloque “Slave” contiene

las ecuaciones del sistema de Chen esclavo de la sección 3.1 y el bloque

“Controller” tiene el controlador diseñado.

Figura 4.11: Bloque de desencriptación para el sistema Chen - Chen.
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encriptación mediante sincronización de sistemas caóticos

En la figura 4.12 se puede apreciar el fragmento de audio original, esto

es antes de cualquier manipulación que altere sus propiedades.

Figura 4.12: Fragmento de audio orginal.

Una vez que el mensaje se procesa y se encripta, el audio se altera, es

posible ver este cambio en la figura 4.13

En este punto el mensaje es ininteligible para cualquier receptor no

deseado, sin embargo es necesario desencriptarlo para que el receptor

deseado sea capaz de procesar la información, el audio desencriptado

puede verse en la figura 4.14, mientras que la señal original, la encrip-

tada y la desencriptada pueden verse en una sola gráfica en la figura

4.15.

En la figura 4.16 es posible apreciar que el error entre el audio original

y el audio desencriptado tiende asintoticamente a cero, y se vuelve tan

pequeño que es posible despreciar dicho error rápidamente.

4.1.3 Maestro Lü - esclavo Lü

Para el sistema de Lü, se utiliza el mismo sistema a bloques que para

el sistema de Lorenz y el de Chen, por lo cual los bloques y su funcio-
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4.1 encriptación mediante maestro lorenz generalizado –

esclavo lorenz generalizado

Figura 4.13: Audio encriptado por la sincronización de sistemas master

Chen - slave Chen.

Figura 4.14: Audio desencriptado por la sincronización de sistemas

master Chen - slave Chen.
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encriptación mediante sincronización de sistemas caóticos

Figura 4.15: Audio original, encriptado y desencriptado por la sincro-

nización de sistemas master Chen - slave Chen.

Figura 4.16: Error entre el audio original y el audio desencriptado por

la sincronización de sistemas master Chen - slave Chen.
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4.1 encriptación mediante maestro lorenz generalizado –

esclavo lorenz generalizado

namiento son similares. En la figura 4.17, se encuentra el programa a

bloques utilizado.

Figura 4.17: Programa en Simulink para el sistema de encriptación Lü -

Lü.

A su vez, dentro del bloque “Encrypt”, se encuentra la suma de la señal

de audio con la señal x1 del sistema de Lü como puede verse en la fi-

gura 4.18. El bloque “Master” contiene las ecuaciones del sistema de

Lü expuestas en la sección 3.1.

Figura 4.18: Bloque de encriptación para el sistema Lü - Lü.

Por su parte, el bloque “Decrypt” que puede ser observado en la figura

4.19 contiene el desencriptado de la señal de audio mediante una resta

con la señal y1 del sistema esclavo de Lü. El bloque “Slave” contiene

las ecuaciones del sistema de Lü esclavo de la sección 3.1 y el bloque

“Controller” tiene el controlador diseñado.
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encriptación mediante sincronización de sistemas caóticos

Figura 4.19: Bloque de desencriptación para el sistema Lü - Lü.

En la figura 4.20 se puede apreciar el fragmento de audio original, esto

es antes de cualquier manipulación que altere sus propiedades.

Figura 4.20: Fragmento de audio orginal.

Una vez que el mensaje se procesa y se encripta, el audio se altera, es

posible ver este cambio en la figura 4.21
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4.2 encriptacion mediante maestro uds – esclavo uds

Figura 4.21: Audio encriptado por la sincronización de sistemas master

Lü - slave Lü.

En este punto el mensaje es ininteligible para cualquier receptor no

deseado, sin embargo es necesario desencriptarlo para que el receptor

deseado sea capaz de procesar la información, el audio desencriptado

puede verse en la figura 4.22, mientras que la señal original, la encrip-

tada y la desencriptada pueden verse en una sola gráfica en la figura

4.23.

En la figura 4.24 es posible apreciar que el error entre el audio original

y el audio desencriptado tiende asintoticamente a cero, y se vuelve tan

pequeño que es posible despreciar dicho error rápidamente.

4.2 Encriptacion mediante maestro UDS – esclavo UDS

Para el sistema UDS, se utiliza un sistema a bloques similar al de los

casos anteriores, por lo cual los bloques y su funcionamiento son simi-

lares. En la figura 4.25, se encuentra el programa a bloques utilizado.

A su vez, dentro del bloque “Encrypt”, se encuentra la suma de la señal

de audio con la señal χ1 del sistema de UDS como puede verse en la
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encriptación mediante sincronización de sistemas caóticos

Figura 4.22: Audio desencriptado por la sincronización de sistemas

master Lü - slave Lü.

Figura 4.23: Audio original, encriptado y desencriptado por la sincro-

nización de sistemas master Lü - slave Lü.
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4.2 encriptacion mediante maestro uds – esclavo uds

Figura 4.24: Error entre el audio original y el audio desencriptado por

la sincronización de sistemas master Lü - slave Lü.

Figura 4.25: Programa en Simulink para el sistema de encriptación

UDS - UDS.
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encriptación mediante sincronización de sistemas caóticos

figura 4.26. El bloque “Master” contiene las ecuaciones del sistema de

UDS expuestas en la sección 3.2.

Figura 4.26: Bloque de encriptación para el sistema UDS - UDS.

Por su parte, el bloque “Decrypt” que puede ser observado en la figura

4.27 contiene el desencriptado de la señal de audio mediante una resta

con la señal φ1 del sistema esclavo UDS. El bloque “Slave” contiene

las ecuaciones del sistema UDS esclavo de la sección 3.2 y el bloque

“Controller” tiene el controlador diseñado.

Figura 4.27: Bloque de desencriptación para el sistema UDS - UDS.
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4.3 encriptación mediante maestro lorenz – esclavo uds

En la figura 4.28 se puede apreciar el fragmento de audio original, esto

es antes de cualquier manipulación que altere sus propiedades.

Figura 4.28: Fragmento de audio orginal.

Una vez que el mensaje se procesa y se encripta, el audio se altera, es

posible ver este cambio en la figura 4.29

En este punto el mensaje es ininteligible para cualquier receptor no

deseado, sin embargo es necesario desencriptarlo para que el receptor

deseado sea capaz de procesar la información, el audio desencriptado

puede verse en la figura 4.30, mientras que la señal original, la encrip-

tada y la desencriptada pueden verse en una sola gráfica en la figura

4.31.

En la figura 4.32 es posible apreciar que el error entre el audio original

y el audio desencriptado tiende asintoticamente a cero, y se vuelve tan

pequeño que es posible despreciar dicho error rápidamente.

4.3 Encriptación mediante maestro Lorenz – esclavo UDS

Para el sistema Lorenz - UDS, se utiliza un sistema combinado entre Lo-

renz - Lorenz y UDS - UDS, por lo cual los bloques y su funcionamiento
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encriptación mediante sincronización de sistemas caóticos

Figura 4.29: Audio encriptado por la sincronización de sistemas master

UDS - slave UDS.

Figura 4.30: Audio desencriptado por la sincronización de sistemas

master UDS - slave UDS.
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4.3 encriptación mediante maestro lorenz – esclavo uds

Figura 4.31: Audio original, encriptado y desencriptado por la sincro-

nización de sistemas master UDS - slave UDS.

Figura 4.32: Error entre el audio original y el audio desencriptado por

la sincronización de sistemas master UDS - slave UDS.
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encriptación mediante sincronización de sistemas caóticos

son similares. En la figura 4.33, se encuentra el programa a bloques uti-

lizado.

Figura 4.33: Programa en Simulink para el sistema de encriptación Lo-

renz - UDS.

A su vez, dentro del bloque “Encrypt”, se encuentra la suma de la señal

de audio con la señal x1 del sistema de Lorenz como puede verse en la

figura 4.34. El bloque “Master” contiene las ecuaciones del sistema de

Lorenz expuestas en la sección 3.3.

Figura 4.34: Bloque de encriptación para el sistema Lorenz - UDS.

Por su parte, el bloque “Decrypt” que puede ser observado en la figura

4.35 contiene el desencriptado de la señal de audio mediante una resta

con la señal φ1 del sistema esclavo UDS. El bloque “Slave” contiene
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4.3 encriptación mediante maestro lorenz – esclavo uds

las ecuaciones del sistema UDS esclavo de la sección 3.3 y el bloque

“Controller” tiene el controlador diseñado.

Figura 4.35: Bloque de desencriptación para el sistema Lorenz - UDS.

En el capı́tulo 3, se diseñaron los controles para tres tipos de sincroni-

zación, los cuales serán usados para encriptar audio posteriormente

(i) Sistema tipo Lorenz - Sistema tipo Lorenz.

(ii) Sistema UDS tipo II - Sistema UDS tipo II.

(iii) Sistema tipo Lorenz - Sistema UDS tipo II.

En la figura 4.36 se puede apreciar el fragmento de audio original, esto

es antes de cualquier manipulación que altere sus propiedades.

Una vez que el mensaje se procesa y se encripta, el audio se altera, es

posible ver este cambio en la figura 4.37

En este punto el mensaje es ininteligible para cualquier receptor no

deseado, sin embargo es necesario desencriptarlo para que el receptor

deseado sea capaz de procesar la información, el audio desencriptado
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encriptación mediante sincronización de sistemas caóticos

Figura 4.36: Fragmento de audio orginal.

Figura 4.37: Audio encriptado por la sincronización de sistemas master

Lorenz - slave UDS.
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4.3 encriptación mediante maestro lorenz – esclavo uds

Figura 4.38: Audio desencriptado por la sincronización de sistemas

master Lorenz - slave UDS.

puede verse en la figura 4.38, mientras que la señal original, la encrip-

tada y la desencriptada pueden verse en una sola gráfica en la figura

4.39.

En la figura 4.40 es posible apreciar que el error entre el audio original

y el audio desencriptado tiende asintoticamente a cero, y se vuelve tan

pequeño que es posible despreciar dicho error rápidamente.
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encriptación mediante sincronización de sistemas caóticos

Figura 4.39: Audio original, encriptado y desencriptado por la sincro-

nización de sistemas master Lorenz - slave UDS.

Figura 4.40: Error entre el audio original y el audio desencriptado por

la sincronización de sistemas master Lorenz- slave UDS.
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5
CONCLUSIONES

Se diseño un método de encriptación y desencriptación mediante la

sincronización de sistemas dinámicos con comportamiento caótico.

Para esto fue necesario crear una ley de control la cual funciona como

un corrector de posición, la cual provee una sincronización rápida y

con error mı́nimo.

Tal controlador es un corrector de posición de soluciones en el retrato

fase del sistema esclavo con respecto al sistema maestro mediante el

sistema de errores, cuya estabilidad se verifica vı́a una función de

Lyapunov para diseñar el controlador. Es decir, el controlador provee

una dinámica al sistema esclavo parecida al sistema maestro con el

objetivo de sincronizarlos. Lo cual llevo al análisis de las caracterı́sticas

mas importantes de los sistemas dinámicos con comportamiento

caótico ademas de un estudio de sus propiedades elementales.

Gracias a la sincronización diseñada, es posible encriptar una señal (en

este caso de audio) para ser transmitida, y en caso de ser interceptada,

asegurar la ininteligibilidad del mensaje, ademas de esto la integridad

de la señal transmitida no se ve comprometida debido a la rápida sin-

cronización de los sistemas caóticos, lo cual permite un error mı́nimo,

prácticamente despreciable..
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