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sonal del Centro Nacional de Investigación y Desarrollo Tecnológico (CE-
NIDET) por su disponibilidad en la enseñanza y su ayuda en los trámites
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Abstract
Nowadays, the applications of unmanned aerial vehicles (UAVs), better

known as Drones, have been expanding rapidly in a variety of industries,
thanks to robust investments and more flexible regulations that allow their
use, the two main designs of UAVs are fixed-wing aircraft and rotary-engine
helicopters. Each has its own advantages and disadvantages.

This research work aims to design and develop a control law to stabili-
ze a hybrid Vtol in the transition stages of cruise-stationary flight. The
control objective is to allow the realization of the two flight regimes of a
hybrid Vtol along a trajectory.

The system under consideration is underactuated, because it has six
degrees of freedom and only five degrees are actuated. A mathematical
model is proposed under the Euler-Lagrange formulation for the system,
in which the integrated dynamics of the 2 elements are considered: The
airplane and the tricopter.

Finally, a control assignment algorithm is proposed, which allows map-
ping the generated control inputs to the real inputs of the system, which,
are the speeds of each motor and their angular positions.

Keywords: Passivity based control, interconnection and damping as-
signment, nonlinear control, hybrid Vtol, thrust vector.
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3.14. Gráfica de la posición angular de tricóptero . . . . . . . . . 37
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6.11. Gráfica de la posición de los motores del Vtol h́ıbrido . . . 89
6.12. Trayectoria 3 generada para el Vtol . . . . . . . . . . . . . 90
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NOMENCLATURA

ϕ Ángulo de rotación de balanceo (roll).

θ Ángulo de rotación de cabeceo (pitch).
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θm1 Ángulo de inclinación del motor 1 entre el eje Bx y Bz.
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Capı́tulo 1
Introducción

En la actualidad, las aplicaciones de veh́ıculos aéreos no tripulados
(VANTs por sus siglas en español) mejor conocidos como Drones, se han ido
expandiendo de manera muy rápida en una gran variedad de industrias,
gracias a inversiones robustas y a regulaciones más flexibles que permi-
ten su uso. Los VANTs brindan ventajas sofisticadas en comparación con
cualquier otro sistema de navegación, como lo es el monitoreo preciso de
aquellas áreas que son de dif́ıcil acceso para el hombre, rastreo de activi-
dades ilegales, observación de incendios forestales y vigilancia de cultivos
de grandes granjas agŕıcolas, entre otros. (Brito y cols., 2019)

Los dos diseños principales de los VANTs son los aviones de ala fija y
los helicópteros de motor rotativo. Cada uno de ellos tienen sus propias
ventajas y desventajas. Los VANTs de ala fija pueden volar a una veloci-
dad más alta, de 40 a 60 kilómetros por hora, incluso sin dejar de tomar
fotograf́ıas en el proceso, llegando a cubrir 2.5 kilómetros cuadrados por
hora (Anderson y Gaston, 2013). Mientras que los de motores rotativos
pueden flotar y enfocarse en puntos problemáticos, suspendidos solamente
en un punto de operación, sacrificando la velocidad máxima, tienen menor
duración de la bateŕıa, debido a que a menudo hacen funcionar cuatro o
más motores, pero tienen la capacidad de hacer despegues y aterrizajes sin
la necesidad de terrenos de gran tamaño para poder realizar dichas activi-
dades.

Teniendo en cuenta estas caracteŕısticas, tanto de VANTs de motores
rotativos como de ala fija presentan inconvenientes en tareas que involucren
ambos comportamientos, por ejemplo, ya que en el monitoreo de parcelas,
se recorren largas distancias y al mismo tiempo es necesario supervisar
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puntos espećıficos del plant́ıo (Ahirwar y cols., 2019), un avión de ala fija
no es capaz de permanecer en un punto fijo, por otro lado, a un VANT de
motores rotativos le ocurre todo lo contrario ya que si puede mantenerse
levitando pero su desgaste energético es mucho mayor comparándolo con
un avión de ala fija ya que estos son más eficientes, es aqúı donde las ae-
ronaves de despegue y aterrizaje vertical (VTOL, por sus siglas en inglés)
tienen su aparición, las cuales combinan un helicóptero con su capacidad
de despegar y aterrizar en casi cualquier lugar, con la velocidad, alcance,
resistencia y capacidad de carga de un avión de ala fija.

Debido a esto, los VANTs del tipo rotores y alas basculantes se han
venido desarrollando debido a su excelente rendimiento, debido a que tie-
nen la capacidad de realizar vuelos verticales y la capacidad de vuelos de
mayor rango, ya que sus configuraciones permiten el potencial de alterar el
aire a través de sus alas facilitando la combinación de despegues verticales
y vuelo en crucero a alta velocidad.

Por lo tanto, actualmente, los veh́ıculos aéreos no tripulados h́ıbridos
han sido de gran interés para la investigación debido a sus capacidades para
combinar el despegue vertical y caracteŕısticas de aterrizaje de veh́ıculos
multirotor, y el vuelo convencional o despegue y aterrizaje convencional de
veh́ıculos de ala fija

1.1. Antecedentes

La idea de un veh́ıculo con la capacidad de despegar y aterrizar de for-
ma vertical y volar con ala fija existe desde principios del siglo XX, cuando
comenzó la segunda guerra mundial, pero no fue hasta la guerra fŕıa, cuan-
do se dedicaron numerosos recursos económicos para desarrollar aparatos
con capacidad de despegue vertical.

Existieron numerosos aparatos experimentales VTOL, sin embargo, po-
cos llegaron a alcanzar la fabricación en serie. Entre los desarrollos más no-
tables se encuentra el Ryan X-13 fabricado en 1955 mostrado en la Figura
1.1, cuya principal caracteŕıstica le permit́ıa despegar y aterrizar sobre su
cola.

El principal problema de estos dispositivos radica en su dificultad de es-
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tabilización, ya que requieren una gran pericia por parte del piloto, además
de que la combinación de estos modelos no comparten dinámicas de vuelo.

Figura 1.1: Veh́ıculo aéreo Ryan X-13

Lo que hace que se requieran estrategias que permitan realizar una
transición viable entre los dos tipos de vuelo (Sanchez-Rivera y cols., 2020),
sin contar que para elevar el veh́ıculo se requiere de pares mecánicos muy
elevados, por tanto, los ejes de transmisión y engranajes deb́ıan ser muy
robustos y por ende pesados, caracteŕısticas muy poco adecuadas en aero-
naves, es por ello que muchas de estas ideas no llegaron a triunfar.

Aunque el primer vuelo vertical fue realizado en 1907 por el inventor
francés Paul Crane, los primeros VTOL realmente viables que sentaron
las bases de los helicópteros fueron el Flocke-Wulf Fw 61 alemán Figu-
ra 1.2 y el Vought-Sikorsky VS-300 estadounidense. El primero voló en
1936, mientras que, el Vought-Sikorsky lo hizo por primera vez en 1937,
cuando la teoŕıa del vuelo estaba suficientemente entendida. Luego, para
satisfacer la necesidad de aviones planeadores durante la Segunda Guerra
Mundial, varios helicópteros entraron rápidamente en producción gracias
a sus prometedoras prestaciones.
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Figura 1.2: Helicóptero Flocke-Wulf FW61

Sin embargo, cuanto más mejoraban los helicópteros, más evidente era
su principal limitación en comparación con los aviones (Hassanalian y Ab-
delkefi, 2017). Algunas de las limitaciones de los helicópteros son:

Una velocidad máxima teórica de 200 km/h.

Una altitud de servicio relativamente baja en comparación con los avio-
nes.

Un alcance y resistencia limitado. En el caso de un avión, al estar el
alcance limitado por la extensión de las telecomunicaciones, la cantidad
decisiva es la resistencia. Por ejemplo, para la misma masa de carga
útil (90 kg), el AAI RQ-7 Shadow, basado en una configuración de
avión, puede volar 9 horas, mientras que el Schiebel Camcopter S-100
Figura 1.3, su homólogo, sólo puede volar 5 horas.
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Figura 1.3: Helicóptero Schiebel Camcopter S-100

Por otro lado, los alemanes fueron los primeros en desarrollar veh́ıculos
con la capacidad de inclinar sus motores para generar despegues verticales,
de hecho ellos a través de diferentes proyectos fueron los que establecieron
la mayoŕıa de métodos para lograr estos objetivos:

Motores batientes o vectores de empuje.

Configuraciones con sistemas de sustentación separados.

Configuraciones “Tail-sitter”

Mientras que, los veh́ıculos diseñados con sistemas de sustentación se-
parados teńıan el inconveniente de generar mucho arrastre aerodinámi-
co, y además llevaban consigo una carga de peso extra, lo que resultaba
impráctico, debido a que durante vuelos a gran velocidad la sustentación
aerodinámica es prácticamente generada por los perfiles alares, un ejemplo
de esto fue el Focke-Wulf Triebflugel mostrado en la Figura 1.4.
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Figura 1.4: Focke-Wulf Triebflugel

Ya en épocas más recientes el primer veh́ıculo operacional con capaci-
dad de inclinar sus motores fue el avión militar Boeing-Bell V-22 Osprey
mostrado en la Figura 1.5. Sin embargo, su complejidad y sus restricciones
de diseño le imped́ıan ser asequible o totalmente fiable, estos inconvenien-
tes, lo haćıan poco adecuado para las aplicaciones de los veh́ıculos aéreos
no tripulados.

Figura 1.5: Boeing-Bell V-22 Osprey
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1.2. Justificación

Los VANTs h́ıbridos se han limitado durante mucho tiempo a aplica-
ciones muy espećıficas, por lo que no hab́ıa gran variedad de estos en el
mercado. Sin embargo, desde principios del siglo XXI, su número ha au-
mentado con gran rapidez y parece que seguirá aumentando en función del
desarrollo de nuevas y atractivas aplicaciones.

Debido al coste de desarrollo y al tiempo necesario, ya no parece con-
veniente seguir diseñando una aeronave por aplicación ya que los veh́ıculos
aéreos no tripulados requieren, en función de las capacidades de adapta-
ción, campos de aterrizaje más o menos largos y preparados, mantenerse
en puntos espećıficos de observación o realizar tareas que combinen las
dinámicas tanto de aviones de ala fija como helicópteros.

No obstante, estos veh́ıculos además de heredar las ventajas de ambas
dinámicas, suelen también heredar sus desventajas y sobre todo los proble-
mas ocasionados en torno a su estabilidad de vuelo, debido a las diferentes
fuerzas de sustentación, arrastre y deslizamiento provocadas por los perfi-
les alares y las dinámicas no lineales de estos.

Entre los distintos tipos de veh́ıculos aéreos no tripulados, los VANTs
h́ıbridos tendrán probablemente un futuro brillante, ya que representarán
una parte significativa del mercado debido a sus prestaciones aerodinámi-
cas y a su cómoda capacidad. Los modelos actuales presentan, sin embargo,
algunos defectos que parecen rectificables, por lo que es un área de opor-
tunidad para la investigación y el desarrollo de estrategias de control que
permitan realizar las transiciones de vuelo necesarias para funcionamiento
de estos veh́ıculos.

Por lo que en este trabajo, se desarrolla el modelado matemático de un
veh́ıculo h́ıbrido con una configuración de motores diferente a la encontrada
en la literatura, además, se diseña una estrategia de control basada en
pasividad para el modelado matemático de dicho veh́ıculo.
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1.3. Objetivos

1.3.1. Objetivo General

Desarrollar una estrategia de control basada en pasividad que garantice
la estabilidad durante la transición entre el vuelo estacionario al vuelo
crucero y viceversa para un veh́ıculo aéreo no tripulado h́ıbrido tipo rotor
batiente.

1.3.2. Objetivos Espećıficos

1. Desarrollar un modelo matemático para el VTOL h́ıbrido de ala fija
con 3 rotores.

2. Desarrollar una estrategia para el control de vuelo en la etapa de
transición estacionaria y vuelo crucero.

3. Implementar la estrategia de control en el modelo obtenido.

1.4. Estado del Arte

1.4.1. Estrategias de control de veh́ıculos aéreos de

ala fija

En (Knoebel y cols., 2006) se presenta un modelo aerodinámico y un
esquema de control de posición y actitud basado en cuaterniones para con-
trolar un VTOL a través del vuelo estacionario. Las trayectorias deseadas
se desarrollan a través de la linealización de retroalimentación de las ecua-
ciones dinámicas, destinadas al control angular basado en cuaterniones.
Finalmente, se utiliza un control por retroalimentación Proporcional Inte-
gral Derivativo (PID).

En (Bapst y cols., 2015) se muestra el diseño e implementación de un
pequeño veh́ıculo aéreo VTOL. Además, del desarrollo de un modelo de
estimación del flujo de aire a través de las superficies de control para la es-
tabilización de rotación del vuelo estacionario en un VTOL, de igual forma
en este trabajo se hace uso de un control PID como estrategia de control
para corregir la trayectoria del sistema.
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En (Mathisen y cols., 2016) se introduce el uso del control predictivo
de modelos no lineales restringidos (NMPC, por sus siglas en inglés), para
aterrizajes de alta precisión en situaciones de entrada en pérdida de un
VANT de ala fija, mediante simulaciones en seis grados de libertad. El al-
goritmo de control lleva el VANT horizontalmente en la dirección correcta
del objetivo de aterrizaje hasta que el ángulo de la ĺınea de visión longitu-
dinal desde el VANT hasta el objetivo de aterrizaje ha alcanzado un ĺımite
determinado.

En (Gryte y cols., 2018) se revisan dos medios comunes para establecer
tales modelos; herramientas de diseño numérico y pruebas en túnel de vien-
to, presentando fortalezas y problemas potenciales. Como caso de estudio a
lo largo del documento, se presenta un modelo aerodinámico de seis grados
de libertad del veh́ıculo aéreo no tripulado de ala fija Skywalker X8.

1.4.2. Estrategias de control de veh́ıculos aéreos VTOL

En (Zhao y cols., 2013) se analiza el control de seguimiento de trayecto-
rias para un VTOL utilizando la técnica de retroceso filtrado de comandos.
Los cuaterniones se utilizan para representar la posición angular del veh́ıcu-
lo para garantizar el seguimiento global sin singularidades. Dado que los
cuaterniones tienen su propia álgebra, no se pueden filtrar mediante un
filtro de comando basado en vectores; por lo tanto, se desarrolla un filtro
de cuaterniones de segundo orden para filtrar el cuaternión y calcular au-
tomáticamente su derivada. Este trabajo hace uso de un controlador por
retrocesos (backstepping por sus siglas en inglés) para el seguimiento de
trayectorias del veh́ıculo, el cual consta de cuatro rotores, como ejemplo
para mostrar el rendimiento del controlador propuesto.

En (Guerrero y cols., 2015) se aplica una técnica de control no lineal,
que aprovecha la propiedad de pasividad de un sistema cuadrotor, para
resolver el problema de seguimiento de trayectoria. La técnica de control
basado en pasividad (PBC) es por asignación de interconexión y de amor-
tiguamiento (IDA).

En (Prach y Kayacan, 2018) se presenta la fusión de un controlador
convencional y un controlador predictivo aplicado al modelo lineal de un
tricóptero de rotor basculante. Mientras que el controlador convencional
es responsable del control de posición en el lazo externo, la estrategia ba-
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sada en el control predictivo del modelo estabiliza la dinámica angular y
la velocidad vertical del cuerpo en el lazo interno. Además, este estudio
también cubre el modelado matemático y el análisis de compensación de
la dinámica del tricóptero de rotor basculante, los resultados numéricos
muestran que el controlador predictivo del modelo propuesto es capaz de
proporcionar un rendimiento de seguimiento de trayectorias satisfactorio
bajo los ĺımites realistas del actuador.

En (Song y cols., 2016) se muestra el análisis de la estructura mecánica
y se presentan tres posibles configuraciones para los rotores del trirotor.
Se comparan las tres posibles configuraciones de rotores y se elige la que
el rendimiento del control es mejor. Se realizan las simulaciones numéricas
para el sistema no lineal del VANT trirotor. A fin de seguir la tendencia de
vuelo de alta precisión y maniobra del multi-rotor, se utilizó una estrategia
de control por retroceso para diseñar el controlador angular de vuelo del
VANT y se obtuvo un buen desempeño de vuelo.

En (Mehndiratta y Kayacan, 2018) se presenta un control predictivo
no lineal, como un método de control activo tolerante a fallas, para un
tricóptero coaxial en presencia de una falla del actuador, respetando las
limitaciones del actuador. Se propone una metodoloǵıa de control en lazo
cerrado en cascada, que erradica la necesidad de diseñar múltiples con-
troladores para operaciones normales y defectuosas. La eficacia de la me-
todoloǵıa presentada se ilustra para el seguimiento de una trayectoria en
forma de 8 con una pérdida completa de un rotor. Desde los casos de falla
secuencial de dos rotores diferentes, se muestra que incluso con un retardo
de detección de fallas de 0.5 s, la divergencia de altitud es de 0.41 m, que
disminuye suavemente en el lapso de unos segundos. Se logra un tiempo de
ejecución de 2.1 milisegundos, lo que es prometedor por su aplicabilidad
en tiempo real para aplicaciones aeroespaciales rápidas.

1.4.3. Estrategias de control de veh́ıculos aéreos h́ıbri-

dos

En (Kendoul y cols., 2006) se presenta el diseño de un veh́ıculo aéreo
h́ıbrido que consta de dos hélices montadas lateralmente, en el cual la di-
rección de empuje se puede redirigir inclinando las hélices lateral y longitu-
dinalmente. Se muestra un análisis teórico de este mecanismo y resultados
experimentales muestran que esta configuración aerodinámica es prome-
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tedora. En este art́ıculo, también se presenta un modelo de la dinámica
del birotor completa y se sintetiza un controlador por retroalimentación de
estados, realizando también un vuelo autónomo.

En (Papachristos y cols., 2013) se desarrolla una plataforma que combi-
na las ventajas operativas de dos tipos de aeronaves comúnmente distintas,
desarrollado con base en la teoŕıa de sistemas h́ıbridos. En particular, se
deriva una aproximación de modelado af́ın por partes de la dinámica no
lineal completa y sirve como modelo de control sobre el cual se calcula
un modelo h́ıbrido de controlador predictivo (H- MPC, por sus siglas en
inglés) que proporciona estabilización global, optimización y satisfacción
de restricciones.

En (Theys y cols., 2016) se describe un enfoque de control para la
transición entre el despegue vertical y vuelo horizontal controlados por
empuje diferencial, lo que permite volar en todas las fases de vuelo abar-
cando una transición continua entre vuelo estacionario y vuelo de crucero,
este art́ıculo hace uso de un controlador de actitud basado en cuaterniones
para la posición del veh́ıculo y un controlador PID para mantener la altura
de vuelo deseada del veh́ıculo.

En (Summers, 2017) se presenta una estrategia de control de vuelo pa-
ra un veh́ıculo h́ıbrido que simplifica la transición del vuelo estacionario
al vuelo crucero y mantiene la estabilidad del veh́ıculo con variación en el
centro de gravedad debido a la adición de carga útil. El trabajo utiliza un
control PID para la estabilización del sistema.

En (Sanchez-Rivera y cols., 2020) se presenta la dinámica de vuelo du-
rante la etapa de transición de un VTOL h́ıbrido de tipo ala basculante. Se
desarrolla un modelo matemático no lineal que incluye la dinámica com-
pleta del VANT, que presenta cambios significativos en las caracteŕısticas
aerodinámicas, especialmente durante el vuelo de transición. Estos cam-
bios se analizan y caracterizan mediante pruebas de vuelo y simulaciones
de la dinámica de fluido computacional (CFD, por sus siglas en inglés). Se
verifica la adaptación a la variación de caracteŕısticas aerodinámicas pro-
vocadas por cambios del ángulo de inclinación del sistema de transición, la
altitud se controla por PD.

En (Wang y cols., 2019) se muestra un modelo de dinámica multicuerpo
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y un método de control novedoso para el modo transición de un VANT
de ala basculante de propulsión distribuida. Se desarrolla un modelo de
dinámica de actitudes multicuerpo formulado en forma de tensor invariante
para la transición, de modo tal que, la dinámica inducida por el movimiento
relativo de las partes (alas y rotores) con respecto al fuselaje se formulan
expĺıcitamente en el modelo. El sistema de control está desacoplado en dos
partes, el subsistema de posición y el subsistema de actitud. Además, se
desarrolla un controlador de seguimiento de actitud basado en la integral
robusta del signo del error (RISE, por sus siglas en inglés) para controlar
el subsistema angular, lo que garantiza la robustez a las perturbaciones
externas.

1.4.4. Estrategias de control PBC e IDA-PBC

En (Ortega y der Schaft, 2000) se muestra el diseño y aplicación de un
control basado en pasividad para un sistema no lineal eléctrico tipo resis-
tivo, capacitivo, inductivo (RCL), en que se desarrollan los conceptos de
balance y moldeo de enerǵıa, de igual manera se exponen las condiciones
que garantizan la estabilidad del sistema.

En (Ortega y Mareels, 2000) se desarrolló un control PBC con balance
de enerǵıa, en esta ocasión, el control se aplica a un sistema Hamiltoniano
controlado por puertos, haciendo uso del moldeo de enerǵıa y la disipación
del mismo.

En (Ortega, der Schaft, y cols., 2002) el principal objetivo es desarrollar
una nueva teoŕıa PBC que extienda a una clase más amplia de sistemas el
mecanismo de estabilización de equilibrio energético antes mencionado y la
invariancia de estructura. Para ello, se deja de hacer uso de Euler-Lagrange
y consideran en su lugar modelos hamiltonianos controlados por puertos,
que resultan de la modelización en red de sistemas f́ısicos de parámetros
fijos que conservan la enerǵıa con elementos de almacenamiento indepen-
dientes, y que contienen estrictamente la clase de modelos Euler-Lagrange.

En (Rodŕıguez y Ortega, 2002) propone una estructura de controlador
general para la regulación asintótica de la posición de sistemas electro-
mecánicos, derivada mediante la metodoloǵıa de control basado pasividad
por Asignación de Interconexión y Amortiguamiento (IDA-PBC). El con-
trolador es aplicable a sistemas electromecánicos arbitrarios totalmente
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actuados con materiales magnéticos lineales que consisten en inductancias,
imanes permanentes y una coordenada mecánica. La inclusión de acopla-
mientos virtuales entre el subsistema eléctrico y el mecánico, que se sugiere
de forma natural en esta metodoloǵıa de control, es fundamental para su
desarrollo.

Conclusión
Los trabajos relacionados con el modelado matemático de VTOLs h́ıbri-

dos mencionados en esta sección tienen ciertas ventajas. Sin embargo, algu-
nos presentan una serie de restricciones e inconvenientes importantes con
respecto al modelo matemático, las cuales se enuncian a continuación:

1. La configuración mecánica de VTOls con modelos del tricóptero y de
ala fija no son utilizados en conjunto. Esto brinda un área de oportu-
nidad para realizar modelos que tomen en cuenta estas dinámicas.

2. Estos modelos proponen veh́ıculos h́ıbridos con motores estáticos apun-
tando a direcciones convenientes para el modelo.

3. Algunos de los modelos desarrollados se simplifican para el caso de dos
dimensiones (Sanchez-Rivera y cols., 2020)

4. No cuentan con un vector de empuje en sus diseños f́ısicos ni matemáti-
cos.

con respecto a las estrategias de control presentadas en esta sección:

1. En los trabajos mencionados anteriormente, no se ha abordado el es-
tudio y/o el diseño de algoritmos de control aplicados al sistema del
VTOL h́ıbrido con estas caracteŕısticas mecánicas.

2. Los enfoques de control no son robustos a dinámicas no modeladas e
incertidumbres paramétricas (Kendoul y cols., 2006)

3. Algunos trabajos presentan estrategias de control para el VTOL h́ıbri-
do considerando movimientos en las tres dimensiones. No obstante, la
mayoŕıa de los trabajos mencionados anteriormente solamente consi-
deran el caso de maniobras planas.
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1.5. Aportaciones

Las aportaciones de este trabajo de tesis son:

1. Se diseñó un modelo matemático para un VTOL h́ıbrido con un vec-
tor de empuje y dos motores batientes frontales. El modelo dinámico
no lineal se obtuvo a través de la formulación Euler-Lagrange, cabe
mencionar que en la literatura no se ha encontrado una combinación
similar en cuanto a la configuración de los motores, ya que los motores
frontales tienen la libertad de moverse en ángulos independientes y no
compartiendo la misma inclinación, además de contar con el vector de
empuje para la propulsión trasera del veh́ıculo.

2. Se presentó un control basado en pasividad para el VTOL Hı́brido. En
esta metodoloǵıa no se requiere resolver ecuaciones diferenciales parcia-
les complejas, lo que simplifica la ley de control, pero si fue necesario
desarrollar un algoritmo de asignación de control, ya que el sistema
es subactuado, por tanto, se encontró la relación entre las señales de
control y los actuadores del sistema.

3. Se propuso un esquema de control IDA-PBC para el modelo del tricópte-
ro. Durante la búsqueda bibliográfica, no se encontró una aplicación de
esta estrategia para un modelo similar, por lo que fue necesario aplicar
la formulación Euler-Lagrange al tricóptero, y poder desarrollar la es-
trategia IDA-PBC, obteniendo un control robusto ante perturbaciones.

1.6. Publicaciones

Se realizaron las siguientes publicaciones:

J.D. Delf́ın, C.D. Garćıa, M.E. Guerrero.. “Pasivity-Based Control
Strategy for a Tricopter”. ComRob. Aceptado en agosto 2021. “Se pre-
sentó el modelo matemático de un tricóptero en el formalismo Euler-
Lagrange, y se aplicó la estrategia de control IDA-PBC para el mismo”.

J.D. Delf́ın, C.D. Garćıa, M.E. Guerrero.. “Control de Seguimiento
de Trayectorias en Drones Hı́bridos”. TecNM/Cenidet. Aceptado en
noviembre 2021. “Se presentó un póster en la jornada académica del
TecNM/Cenidet del modelo matemático de un drone h́ıbrido del tipo
ala fija con rotores móviles”.
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1.7. Organización del trabajo

En esta sección, se describe como está estructurado este trabajo de
investigación. El cual está dividido en 7 caṕıtulos, los cuales se detallan a
continuación.

Caṕıtulo 1: Introducción. En este caṕıtulo se presentan los ante-
cedentes más sobresalientes relacionados a este trabajo de tesis, aśı
como la justificación del mismo. De igual manera se proporciona al
lector una revisión bibliográfica de los diferentes tópicos mencionados
en esta tesis, al igual que las aportaciones de la misma.

Caṕıtulo 2: Modelo matemático del tricóptero En este caṕıtulo
se analizan las ecuaciones que conforman la dinámica del VTOL y se
describen matemáticamente las fuerzas que actúan en el veh́ıculo.

Caṕıtulo 3: Control IDA-PBC. Este caṕıtulo presenta el desarrollo
y aplicación del control IDA-PBC para el modelo del tricóptero, al igual
que se muestra el modelo matemático Euler-Lagrange del mismo.

Caṕıtulo 4: Modelo matemático del avión de ala fija En es-
te caṕıtulo se analizan las ecuaciones que conforman la dinámica del
VTOL y en conjunto con los coeficientes aerodinámicos del mismo.

Caṕıtulo 5: Modelado matemático del VTOL h́ıbrido. En este
caṕıtulo se desarrollan las ecuaciones que conforman la dinámica del
VTOL h́ıbrido. De igual manera, se describen matemáticamente las
fuerzas que actúan en el veh́ıculo, en conjunto con los coeficientes ae-
rodinámicos del mismo. También se describen los marcos de referencia
usados para la cinemática del VTOL.

Caṕıtulo 6: Control PBC. En este caṕıtulo se desarrolla y analiza el
diseño de la estrategia PBC y su aplicación para el modelo del VTOL
h́ıbrido.

Caṕıtulo 7: Conclusiones. Aqúı se presenta de manera general las
conclusiones globales de este trabajo de investigación y un breve resu-
men del mismo, en conjunto de los trabajos publicados y las aporta-
ciones realizadas.
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Capı́tulo 2
Modelo matemático del
tricóptero

2.1. Introducción

En este caṕıtulo se presenta el modelo matemático descrito en (Prach
y Kayacan, 2018), el cual se utilizó para comprender el funcionamiento
de este tipo de veh́ıculos, y poder acoplar las dinámicas entre los VANTs
multirotor y los de ala fija, de igual manera este modelo se usó para aplicar
la estrategia de control IDA-PBC mostrada en el capitulo 3.

La principal ventaja de un tricóptero comparado con otras plataformas
multirotor es que se requiere menos potencia para hacer funcionar 3 héli-
ces. Los tricópteros son potencialmente más confiables, ya que tienen un
controlador de velocidad electrónico y un motor menos, además, tienen un
mejor control de guiñada en comparación con otros VANTs multirotor, ya
que inclina alguna de sus hélices en lugar de variar el par del motor, lo que
esencialmente hace que un tricóptero sea más ágil.

Cuando se trata de aplicaciones de vigilancia, una ventaja del tricópte-
ro es que 3 rotores proporcionarán una gama más amplia de vista para
una cámara montada en el cuerpo en comparación con otras plataformas
multirotor.
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2.2. Sistema de referencia

La notación es usada de acuerdo a la Figura 2.1, una referencia inercial
de coordenadas γ = [X, Y, Z], se considera con posiciones fijas en la tierra,
mientras que B = [Xb, Yb, Zb] son las coordenadas fijas al cuerpo, las cuales
coinciden con el centro de masa del tricóptero.

Figura 2.1: Representación esquemática del tricóptero

Bajo el supuesto de cuerpo ŕıgido y con base en la figura anterior, la
dinámica del tricóptero se describe mediante las ecuaciones de movimiento
no lineales de 6 grados de libertad.

La configuración de variables son R = [ξ, η]T ∈ ℜ6, donde ξ = [X, Y, Z]T

∈ ℜ3 indican la posición del centro de masa del tricóptero relativo a la
referencia inercial γ, η = [ϕ, θ, ψ] ∈ ℜ3 representa los ángulos de Euler: ba-
lanceo, cabeceo y guiñada, respectivamente. Las ecuaciones de movimiento
traslacional se dan como sigue:

u̇ = rv − qw − g sin θ +
Fx
m

(2.1)

v̇ = −ru+ pw + g cos θ sinϕ+
Fy
m

(2.2)
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ẇ = qu− pv + g cos θ cosϕ+
Fz
m

(2.3)

donde u̇, v̇, ẇ representan la aceleración tangencial en los ejes fijos al cuer-
po del tricóptero.

Mientras que las ecuaciones de rotación están dadas como:

ṗ =
Iyy − Izz
Ixx

qr +
Mx

Ixx
(2.4)

q̇ =
Izz − Ixx
Iyy

pr +
My

Iyy
(2.5)

ṙ =
Iyy − Ixx
Izz

pq +
Mz

Iyy
(2.6)

siendo ṗ, q̇, ṙ representan la aceleración angular sobre los ejes fijos al cuer-
po del tricóptero y Ixx, Iyy, Izz las constantes de inercia en cada eje.

De las ecuaciones 2.1 a la 2.6 es posible encontrar términos de fuerzas
y momentos los cuales son agrupados en el vector F, estas representan las
fuerzas aerodinámicas y momentos generados por los rotores en los ejes Xb,
Yb, Zb del cuerpo, respectivamente.

F =


Fx
Fy
Fz
Mx

My

Mz

 (2.7)

Siguiendo las suposiciones del modelo en (Prach y Kayacan, 2018) que
el cambio de altitud es limitado y, por lo tanto, la densidad del aire es cons-
tante, la fuerza aerodinámica y el momento producidos por el i-ésimo rotor
representado, usando las constantes de fuerza aerodinámica y momento,
están representadas por:

Fi = KFΩ
2
i (2.8)

Mi = KMΩ2
i (2.9)
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donde KF y KM son la fuerza aerodinámica y las constantes de momento,
respectivamente. Mientras que Ω2

i representa la velocidad angular de cada
motor. Los componentes de la fuerza aerodinámica se representan por:

Fx = 0 (2.10)

Fy = F1 sinµ (2.11)

Fz = −(F1 cosµ) + F2 + F3 = −KF (Ω
2
1 cosµ+ Ω2

2 + Ω2
3) (2.12)

siendo F1, F2 y F3 las fuerzas de empuje proporcionadas por cada uno de
los motores, calculadas a partir de la ecuación 2.8 y µ el ángulo de incli-
nación del motor 1 que se muestra en la Figura 2.1.

Por otro lado considerando que los rotores 1 y 3 giran en el sentido de
las agujas del reloj y que el rotor 2 gira en el sentido contrario a las agujas
del reloj como se puede observar en la Figura 2.1. Las componentes del
momento aerodinámico están dadas por:

Mx = −L3(F2 + F3) = −L3KF (Ω
2
2 − Ω2

3) (2.13)

My = −L2(F2+F3)+L1F1 cosµ = −L2KF (Ω
2
2−Ω2

3)+L1KFΩ
2
1 cosµ (2.14)

Mz = L1F1 sinµ−M1 cosµ+M2−M3 = L1KFΩ
2
1 sinµ+KM(−Ω2

1 cosµ+Ω2
2−Ω2

3)
(2.15)

las cuales contienen los términos L1, L2, L3 que representan las distancias
entre los motores con respecto al centro de masa.

Los parámetros considerados en estas ecuaciones se muestran en la si-
guiente tabla:
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Parámetros Descripción Unidades

m Masa del tricóptero 1.1 kg
Ixx Momento de inercia eje X 0.0239 kg/m2

Iyy Momento de inercia eje Y 0.01271 kg/m2

Izz Momento de inercia eje Z 0.01273 kg/m2

L1 Distancia 1 0.2483 m
L2 Distancia 2 0.1241 m
L3 Distancia 3 0.2150 m
KF Constante de fuerza aerodinámi-

ca
1,970x10−6N

KM Constante del momento aero-
dinámico

2,880x10−7N ·m

Cuadro 2.1: Tabla de Parámetros

2.3. Conclusiones

El principal objetivo de este caṕıtulo es familiarizarse con los conceptos
que describen el comportamiento dinámico de una aeronave, observar y
analizar de donde provienen las fuerzas y momentos involucrados en el
veh́ıculo, los marcos de referencia y la notación utilizada en los modelos
siguientes, de igual manera se hace hincapié en que este modelo matemático
se toma de (Prach y Kayacan, 2018), el cual sirve de base para modelar el
VTOL h́ıbrido que sera desarrollado en este trabajo de tesis.
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Capı́tulo 3
ESTRATEGIA IDA-PBC

3.1. Introducción

La asignación de interconexión y amortiguamiento es una metodoloǵıa
de control basada en pasividad aplicada a una clase especial de sistemas
mecánicos sub-actuados, que se basa en sistemas descritos por el Modelo
Hamiltoniano controlado por puerto (PCH).

Esta metodoloǵıa consiste en asignar un nuevo modelo PCH en lazo
cerrado con la interconexión y asignación de amortiguación(Rodriguez y
Ortega, 2002). Varios trabajos de investigación sobre veh́ıculos aéreos han
usado esta técnica con éxito para realizar el control de sus dinámicas, ejem-
plo reciente es: (Guerrero-Sánchez y cols., 2017) donde se presenta el pro-
blema del transporte seguro y rápido de paquetes mediante un VANT. Se
propone un modelo matemático y una estrategia de control para una clase
especial de sistemas mecánicos sub-actuados, compuestos por un cuadro-
tor que transporta una carga útil suspendida por un cable. La formulación
de Euler-Lagrange se utiliza para obtener el modelo dinámico del sistema,
donde se considera la dinámica integrada del cuadrotor, cable y carga. Se
elige un control IDA-PBC debido a su robustez inherente contra la incer-
tidumbre paramétrica y la dinámica no modelada.

3.2. Hamiltoniano controlado por puertos

Se desarrolla la representación Hamilton de la mecánica anaĺıtica a par-
tir del principio de mı́nima acción, se inicia y se procede, a través de las
ecuaciones de movimiento Euler-lagrange y la transformada de Legendre,
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para obtener las ecuaciones de movimiento Hamiltonianas. Es conocido en
la literatura que el análisis de los sistemas f́ısicos se realiza dentro de la
función de Lagrange y el enfoque de Hamilton, el punto de vista de la red
se impone en el modelado y la simulación de sistemas de ingenieŕıa f́ısica.
Sin embargo, el enfoque de sistemas Hamiltonianos controlados por puerto
combina ambos enfoques, mediante la asociación con la estructura de in-
terconexión del modelo de red a una estructura geométrica dada por una
estructura de Dirac. Por tanto, con esta breve descripción, es posible decir
que la dinámica Hamiltoniana se define con respecto a esta estructura de
Dirac y el Hamiltoniano representa la enerǵıa almacenada total.

La realización de la formulación del sistema Hamiltoniano por puerto se
lleva a cabo a través de las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange:

d

dt
▽q̇L(q, q̇)− ▽qL(q, q̇) = u (3.1)

donde ▽q̇ y ▽q representan derivadas parciales con respecto a q̇ y q respec-
tivamente, mientras que L es el Lagrangiano del sistema, definido como:

L = K − V (3.2)

siendo K la enerǵıa cinética y V la enerǵıa potencial. Además si cumple
con la condición de ser regular, es decir que su Hessiano sea diferente de
cero, se puede definir la nueva variable:

p = ▽q̇L (3.3)

la cual es el momento generalizado, donde se puede aplicar un cambio en
las coordenadas (q, q̇) para transformarlas en (q, p). Por tanto, es posible
definir una nueva función escalar, conocida como Hamiltoniano.

H(q, p) = pT q̇ − L(q, q̇) (3.4)

La cual representa la enerǵıa total del sistema. Esta transformación se
conoce como la transformación de Legendre. Entonces, las ecuaciones de
movimiento de Euler-Lagrange se convierten en ecuaciones de Hamilton.

q̇ = ▽pH

ṗ = −▽qH +B(q)u (3.5)
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De esta manera, aplicando la transformación de Legendre se reemplaza
el sistema de n ecuaciones de segundo grado por un conjunto de ecuaciones
de 2n ecuaciones diferenciales de primer orden con una estructura simple
y simétrica. En sistemas mecánicos simples, la enerǵıa potencial general-
mente es una función de las posiciones generalizadas Po(q), mientras que
la enerǵıa cinética es una función cuadrática de las velocidades, descrita
como 1

2p
TM(q)p, de tal forma que H = K + Po.

Siendo B(q) la matriz de fuerzas de entradas y B(q)u representa a las
fuerzas generalizadas como resultado de la entrada de control u ∈ ℜnxm.
En el caso de que m = n se dice que el sistema es totalmente actuado,
mientras que, cuando m < n de los sistemas mecánicos sub-actuados, en
este caso n y m representan filas y columnas.

La representación matemática en espacio de estado mostrada en la ecua-
ción (3.5) con los estados (q, p), se le conoce como un espacio de fase. Una
forma general adicional de (q, p) de los sistemas Hamiltonianos con entra-
das y salidas, tiene la forma:

ẋ = [J(x)−R(x)]▽xH(x) +B(x)u

y = BT▽xH(x) (3.6)

Siendo y ∈ ℜm la salida del sistema, J = −JT y R = RT ≥ 0. El
sistema mostrado en (3.6) se llama sistema Hamiltoniano controlado por
puertos con la matriz de estructura J , la matriz de disipación R y el Ha-
miltoniano H.

La finalidad de la estrategia de control IDA-PBC es conservar la estruc-
tura PHDS, asignándole al lazo cerrado una función de enerǵıa deseada a
través de la modificación de las matrices de interconexión y de disipación.
Por tanto, la dinámica deseada es un PHDS de la forma:

ẋ = (Jd(x)−Rd(x))∂xHd (3.7)

Siendo Hd(x) la enerǵıa total en lazo cerrado y J = −JT , R = RT ≥ 0
las matrices de interconexión y amortiguamiento en lazo cerrado.
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3.3. Transformación de Legendre

Para transformar las ecuaciones Euler-Lagrange en un Hamiltoniano,
tanto para sistemas conservativos y no conservativos, es necesario realizar
los siguientes pasos:

1. Con el lagrangiano del sistema se obtienen los momentos generalizados
pi. A través de:

pi =
∂L(qi, q̇i, t)

∂q̇i
(3.8)

es necesario encontrar los momentos conjugados a cada coordenada
generalizada como funciones de qi,q̇i y t. En el caso de que existan o se
consideren restricciones holonómicas en forma expĺıcita, el Lagrangiano
empleado no debe tener coordenadas dependientes.

2. Teniendo los momentos generalizados del paso uno, es necesario des-
pejar las q̇i como funciones de qi,q̇i y t.

3. Este cambio de variables es nombrado como transformación de Legen-
dre. Por tanto, la nueva función H = H(qi, q̇iyt) obtiene el nombre de
Hamiltoniano del sistema y es el resultado de la siguiente transforma-
ción de Legendre:

4. Se toma el Lagrangiano del sistema sin tomar en consideración las
restricciones, y en caso de ser necesario se construye el Hamiltoniano
tomando en cuenta las restricciones de este último. En este paso se
obtiene una función H la cual depende de qi,q̇i,pi y t, pero es necesario
que H sea una función únicamente de qi,pi y t.

5. Con los resultados del paso 2 es posible sustituir las q̇i del Hamilto-
niano, una vez realizada la sustitución se obtiene el Hamiltoniano final
del sistema.

3.4. Desarrollo de la estrategia de control
IDA-PBC

La estrategia de control IDA-PBC se implementa al modelo con enerǵıa
total
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Ham(q, p) =
1

2
pTM−1(q)p+ Po(q) (3.9)

donde q ∈ ℜ3, p ∈ ℜ3, son las posiciones y los momentos generalizados,
respectivamente y Ham(q, p) es el Hamiltoniano. Las ecuaciones de movi-
miento se pueden denotar como en (R. Ortega, 2002)[

q̇
ṗ

]
=

[
0 In

−In 0

] [
▽qHam

▽pHam

]
+

[
0
b(q)

]
u (3.10)

donde In ∈ ℜ3x3 es una matriz identidad, ▽qHam = ∂Ham

∂q y ▽pHam = ∂Ham

∂p .

La función de enerǵıa deseada se propone al sistema como:

Hamd(q, p) =
1

2
pTM−1

d (q)p+ Pod(q) (3.11)

dondeMd =MT
d > 0 representan la matriz inercial deseada en lazo cerrado

y Pod la función de enerǵıa potencial deseada

Pod = mgz (3.12)

Es necesario que la función Pod tenga un mı́nimo en q∗, esto es

q∗ = argminPod(q) (3.13)

La entrada de control en el enfoque IDA-PBC, es descompuesta en dos
términos

u = ues(q, p) + udi(q, p) (3.14)

Siendo ues el moldeo de enerǵıa y udi la inyección de amortiguamiento.
La dinámica Hamiltoniana controlada por puerto deseada tiene la siguiente
forma(Ortega, Spong, y cols., 2002)[

q̇
ṗ

]
=

[
Jd(q, p) −Rd(q, p)

] [▽qHam

▽pHam

]
(3.15)

donde

Jd = −JTd =

[
0 M−1Md

−M−1Md J2(q, p)

]
(3.16)

Rd = −RT
d =

[
0 0
0 bKvb

T

]
≥ 0 (3.17)
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J2 es una matriz antisimétrica y Kv = KT
v > 0 debe cumplirse.

La inyección de amortiguamiento se expresa como

udi(q, p) = −Kvb
T▽pHamd (3.18)

Para obtener el moldeo de enerǵıa ues del controlador, se sustituye
(3.14) en (3.10) y se iguala con (3.15) resultando:

[
0 In

−In 0

] [
▽qHam

▽pHam

]
+

[
0
b(q)

]
ues =

[
Jd(q, p) −Rd(q, p)

] [▽qHam

▽pHam

]
(3.19)

Igualando la ecuación y realizando el despeje de (3.14) el primer renglón
de la ecuación se puede igualar directamente. Mientras que en el segundo,
el conjunto de ecuaciones diferenciales parciales da el término del moldeo
de la enerǵıa dado por

ues = b⊥(▽qHam −MdM
−1▽qHamd + J2M

−1
d p) (3.20)

La ecuación (3.20) puede separarse en las siguientes expresiones:

b⊥▽q(p
TM−1p)−MdM

−1▽q(p
TM−1

d p) + 2J2M
−1p = 0 (3.21)

b⊥▽qPo −MdM
−1▽qPod = 0 (3.22)

siendo b⊥ el anulador por la izquierda de rango completo de b(q).

En el moldeo de enerǵıa, se observa que la matriz M es independiente
de q, por lo que se puede tomar J2 = 0 y Md como una matriz constante,
siendo

Md =


m 0 0 0 a5 0
0 m 0 a4 0 0
0 0 m 0 0 0
0 a4 0 Ixx 0 0
a5 0 0 0 Iyy 0
0 0 0 0 0 Izz


Entonces el controlador se reduce a
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ues = (bT b)−1bT (▽qHam −MdM
−1▽qHamd) (3.23)

siendo:
b⊥ =

[
sϕcψ−sψsθcϕ
cϕcψsθ+sψsϕ − cθcϕ cθcϕ cϕcψsθ + sψsϕ

]
(3.24)

Resolviendo la ecuación (3.22) se obtiene una función diferencial de la
enerǵıa potencial como:

(
sϕcψ − sψsθcϕ

cϕcψsθ + sψsϕ
− cθcϕ)(−∂Pod

∂x
− a5∂Pod

Iyy∂θ
)+

(cθcϕ)(−∂Pod
∂y

− a4∂Pod
Ixx∂θ

)+

(cϕcψsθ + sψsϕ)(−mg − ∂Pod
∂z

) = 0

La cual se resuelve obteniendo la enerǵıa potencial deseada como:

Pod = −mgz + Φ

donde Φ es una función diferenciable la cual resulta:

Φ =

(
(θ − θd)−

a5
Iyy

(x− xd)

)
+

(
ϕ− ϕd)−

a4
Ixx

(y − yd)

)
+

(
(z − zd)−

Ixx
a4

(SθCψ)(ϕ− ϕd)− SψLn(Cϕ)

Cθ

)
cuyos términos x, y, z representan las posiciones del veh́ıculo en el marco
referencial inercial, mientras xd, yd, zd son las posiciones de equilibrio de-
seadas.

La obtención de Φ depende de la condición dada en (3.13). Donde
▽qPod(q∗) = 0 y la condición suficiente ▽2

qPod(q∗) > 0 se mantendrá si
el Hessiano de Φ(x, y, z, ϕ, θ, ψ) en q∗ es positivo. En este caso, se elige
Φ(x, y, z, ϕ, θ, ψ) como una función cuadrática tal que:

Pod = −mgz + 1

2
Kpx

(
(θ − θd)−

a5
Iyy

(x− xd)

)2
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+
1

2
Kpy

(
ϕ− ϕd)−

a4
Ixx

(y − yd)

)2

+
1

2
Kpz

(
(z − zd)−

Ixx
a4

(SθCψ)(ϕ− ϕd)− CψLn(Cϕ)

Cθ

)2

En la cual (xd, yd, zd, ϕd, θd) representan la configuración en equilibrio
y Kpx, Kpy, Kpz son las ganancias del controlador, las cuales se usan
como términos de sintonización. La ley de control, se determina al obtener
el moldeo de enerǵıa ues, tomando la forma de:

ues =


Kpzγ(a5IxxIyya4

ωρ + ξ − 1)

Kpy a24
mIxx

β −Kpyβ +Kpz Ixxa4 ςγ

Kpx a25
mIyy

α−Kpxα +Kpz Ixxa4 ργ

−Kpz Ixxa4 σγ

 (3.25)

donde:

α =

(
(θ − θd)−

a5

Iyy
(x− xd)

)
β =

(
(ϕ− ϕd)−

a4

Ixx
(y − yd)

)
γ =

(
(z − zd)−

Ixx
a4

(SθCψ)(ϕ− ϕd)− SψLn(Cϕ)

Cθ

)
ξ =

(
(SψSθCϕ− CψSϕ)(CψSθCϕ+ SψSϕ)

CθCϕ

)
ρ =

(
Sθ((SθCψ)(ϕ− ϕd)− SψLn(Cϕ))

C2θ
− Cψ(ϕ− ϕd)

)
σ =

(
(SθSψ)(ϕ− ϕd) + CψLn(Cϕ)

Cθ

)
κ = (CψSθCϕ+ SψSϕ)

ς =

(
(CψSθCϕ+ SψSϕ)

CθCϕ

)
La inyección de amortiguamiento udi se determina de (3.18).
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udi = Kv


rIyyẊ − fa5θ̇ + na4ϕ̇− vIxxẎ + Ż

va4Ẏ − nm ˙phi

fmθ̇ − ra5Ẋ
ψ̇
Iyy

 (3.26)

donde:

r =
m

mIyy − a25
, f =

Iyy
mIyy − a25

,

v =
m

a24 −mIxx
, n =

Ixx
a24 −mIxx

,

siendo r, f , v, n términos utilizados para simplificar las ecuaciones obteni-
das de (3.18).

Teniendo los términos del moldeo de enerǵıa e inyección de amortigua-
miento de las ecuaciones (3.25) y (3.26) es posible obtener la entrada de
control completa de la ecuación (3.14) siendo:

u = ues(q, p) + udi(q, p) (3.27)

Por lo que ya es posible realizar la simulación del modelo matemático
en conjunto con la estrategia de control IDA-PBC.
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3.5. Resultados y simulaciones

Trayectoria en espiral ascendente para el modelo del tricóptero

A continuación se muestra la simulación del modelo matemático del
tricóptero en conjunto con la estrategia de control IDA-PBC, con el obje-
tivo de comparar su desempeño ante la misma trayectoria. 3.1

Figura 3.1: Gráfica de la trayectoria en espiral del tricóptero

De igual forma las condiciones iniciales del sistema son x = 5 m, y = 0
m, z = 0 m, ϕ = 0o, θ = 0o, ψ = 0o.

El objetivo de la simulación fue desplazar el tricóptero en la misma
trayectoria en espiral ascendente. Se observa la ĺınea punteada en color rojo,
siendo esta la trayectoria recorrida, mientras que la ĺınea azul punteada
representa la trayectoria deseada para el tricóptero.
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Figura 3.2: Gráfica de las posiciones longitudinales del tricóptero

En la Figura 3.2 se pueden apreciar las trayectorias deseadas para cada
eje en conjunto con las trayectorias recorridas por el tricóptero, siendo las
ĺıneas rojas las trayectorias deseadas.

Figura 3.3: Gráfica de las posiciones angulares del tricóptero

Por otro lado, en la Figura 3.3 se pueden observar las posiciones angu-
lares con respecto a las posiciones angulares de equilibrio del tricóptero, ya
que este es un sistema subactuado y el control IDA-PBC entrega 4 salidas
virtuales, al final se obtienen momentos deseados generados por la deman-
da de los ángulos de equilibrio y las trayectorias deseadas, es por eso que
esta gráfica compara los ángulos generados por la acción de control y los
ángulos de equilibrio del tricóptero.
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Figura 3.4: Gráfica de las fuerzas generadas por el controlador para el
tricóptero

Por último se muestra en la Figura 3.4 la gráfica de la fuerza en el eje
Z generada por el controlador y los momentos angulares ϕ, θ y ψ de cada
eje, para llegar a las trayectorias propuestas.

Trayectoria en forma de lemniscata para el modelo del tricóptero

Repitiendo el proceso ahora con el modelo matemático del tricóptero,
se realizó la simulación en conjunto con la estrategia IDA-PBC, en la que
de igual forma se buscó realizar la trayectoria en forma de lemniscata, mis-
ma que se puede observar en la Figura 3.5.

Las condiciones iniciales para esta simulación fueron todas iguales a 0
para x, y, z, ϕ, θ y ψ respectivamente, se puede observar en la Figura 3.5,
la ĺınea punteada azul como la trayectoria recorrida, mientras que la roja
representa la trayectoria deseada.

Siendo mostradas las trayectorias recorridas en el espacio tridimensio-
nal, podemos dar paso a observar las gráficas de la Figura 3.6, en las que se
comparan de manera más detallada las trayectorias expresadas en metros
de las posiciones generadas por la acción de control, con respecto a las
deseadas por la trayectoria propuesta.
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Figura 3.5: Gráfica de la trayectoria en forma de lemniscata del tricóptero

Figura 3.6: Gráfica de la posición longitudinal del tricóptero

Mientras que en la Figura 3.7 se aprecian las trayectorias angulares ge-
neradas por la acción de control para alcanzar las trayectorias deseadas, al
igual que en la simulación anterior del tricóptero se grafican con respecto
a los ángulos de equilibrio, ya que al realizar la acción de asignación de
control se generan momentos deseados que van directamente al modelo,
sobreescribiendo el ángulo de equilibrio por el ángulo necesario para llegar
a la posición deseada, esto se puede apreciar en los pequeños picos que
se generan cuando una nueva trayectoria en alguno de los ejes es reque-
rida, comparándolos con la Figura 3.6 en la que coinciden en tiempo con
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Figura 3.7: Gráfica de la posición angular del tricóptero

las trayectorias requeridas, una vez alcanzadas el controlador genera los
momentos necesarios para regresar a las condiciones de equilibrio.

Figura 3.8: Gráfica de las fuerzas generadas por el controlador

Por último es posible observar las gráficas en la Figura 3.8 de las fuer-
zas generadas por el controlador para realizar la trayectoria propuesta en
forma de lemniscata, dichas fuerzas son la fuerza de empuje en el eje z y
los momentos aerodinámicos para las posiciones angulares ϕ, θ y ψ respec-
tivamente.

Trayectoria Despegue-Traslación-Aterrizaje para el modelo del
tricóptero

Por otra parte, se realizó la prueba, en la que se marcó una trayecto-
ria de ascenso, dicha trayectoria solo es posible que sea realizada por un
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Vtol convencional y no por una aeronave de ala fija, ya que es un ascen-
so completamente vertical, seguido por un desplazamiento en el x = 250 m.

Las condiciones iniciales del sistema son x = 0 m, y = 0 m, z = 0 m,
ϕ = 0o, θ = 0o, ψ = 0o

Figura 3.9: Gráfica de la trayectoria para el tricóptero

Podemos observar en la figura 3.10 el desempeño longitudinal del tricópte-
ro a lo largo de la trayectoria.

Figura 3.10: Gráfica de la posición longitudinal del tricóptero
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Mientras que en la figura 3.11 podemos observar el desempeño de la
posición angular del tricóptero con respecto a las posiciones angulares de
equilibrio.

Figura 3.11: Gráfica de la posición angular de tricóptero

Trayectoria senoidal para el modelo del tricóptero

Se repitió la prueba anterior, pero ahora con el modelo del tricóptero,
se utilizó la misma trayectoria con la misma amplitud y misma frecuencia
que en el modelo del Vtol h́ıbrido para poder comparar su desempeño.

Figura 3.12: Gráfica de la trayectoria senoidal para el tricóptero
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De igual manera, las condiciones iniciales fueron 0 para todas las po-
siciones longitudinales y angulares. Buscando comparar el desempeño de
cada uno de los modelos y sus respectivas trayectorias.

Figura 3.13: Gráfica de la posición longitudinal de tricóptero

Figura 3.14: Gráfica de la posición angular de tricóptero

Tanto en la figura 3.13 y 3.14 se puede observar el comportamiento del
veh́ıculo a lo largo de la trayectoria preestablecida.
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3.6. Conclusiones

En este caṕıtulo, se ha desarrollado un controlador no lineal basado en
pasividad para un veh́ıculo aéreo no tripulado tipo tricóptero, cuyas ecua-
ciones de movimiento fueron expuestas en el capitulo 2 de este trabajo de
tesis. El algoritmo IDA-PBC requiere sin embargo transformar el modelo
matemático formulado bajo las ecuaciones de Euler-Lagrange al formulismo
Hamiltoniano obteniendo aśı la ecuación (3.9), este controlador es usado
con el objetivo de utilizar las propiedades pasivas de un VTOL, aprove-
chando de igual manera que es un controlador ampliamente documentado
en la literatura, la cual nos dice que es robusto ante incertidumbres pa-
ramétricas y dinámicas no modeladas, por otro lado se realizaron una serie
de pruebas en simulación de distintas trayectorias de vuelo, en las que se
combinaron comportamientos tanto de veh́ıculos de ala fija como veh́ıculos
multirrotor, siendo un ejemplo de estas la trayectoria en espiral ascendente
y la trayectoria en forma de lemniscata mostradas en las Figuras 3.1 y
3.6, en estas imágenes podemos observar el comportamiento del veh́ıculo
a lo largo de la simulación de vuelo comparándolas con los puntos desea-
dos a recorrer mismos que a diferencia de las trayectorias de despegue,
sufren al inicio del vuelo teniendo comportamientos fuera de las trayecto-
rias deseadas, esto debido al desbalance generado por la falta de un motor,
permitiendo que el veh́ıculo se salga de la trayectoria hasta que el contro-
lador estabilice el motor batiente del tricóptero, por lo que en la mayoŕıa
de los casos simulados el controlador estabiliza el VTOL en los primeros 5
segundos de vuelo.
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Capı́tulo 4
Modelo matemático del VANT
de ala fija

4.1. Introducción

En este caṕıtulo se presenta el modelo matemático de un avión de ala
fija desarrollado en (Gryte y cols., 2018), el cual sirve como base para el
desarrollo del modelado del VTOL h́ıbrido presentado en este trabajo de
tesis, ya que es necesario acoplar y comprender el funcionamiento de estas
dinámicas de movimiento para el correcto funcionamiento de nuestro sis-
tema h́ıbrido.

Es bien conocido que un VANT de ala fija presenta distintas dinámicas
comparadas con un VANT multirotor, ya que posee una eficiencia mayor de
enerǵıa, lo que le permite vuelos de mayor duración y velocidades mayores,
aunque con la debilidad de requerir espacios amplios para el despegue y el
aterrizaje.

La configuración de la aeronave se muestra en la Figura 4.1 y se hace
uso del sistema de referencia explicado en el caṕıtulo 5, en conjunto con las
direcciones y los ángulos correspondientes para cada una de las rotaciones.

4.2. Ecuaciones de movimiento

Las ecuaciones matemáticas que describen la dinámica de la posición en
los ejes de navegación del Skywalker x8 a partir de los componentes aero-
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dinámicos, utilizando ángulos de Euler. Son expresadas en este caṕıtulo las
cuales incluyen las ecuaciones para calcular las derivadas de las posiciones
longitudinales y angulares, en función de las componentes de la velocidad
angular y la actitud.

La notación es usada de acuerdo a una referencia inercial de coorde-
nadas γ = [x, y, z], la cual se considera con posiciones fijas en la tierra,
mientras que η = [u, v, w] son las coordenadas fijas al cuerpo, las cuales
coinciden con el centro de masa del avión de ala fija.

Figura 4.1: Avión de ala fija Skywalker x8

La velocidad de cambio de las posiciones en los ejes de navegación se
expresan como:

ẋẏ
ż

 =

CψCθ CψSθSϕ− SψCϕ CψSθCϕ+ SψSϕ
SψCθ SψSθSϕ+ CψCϕ SψSθCϕ− CψSϕ
−Sθ CθSϕ CθCϕ

uv
w

 (4.1)

donde Sθ = sin θ y Cθ = cos θ usando la notación corta de senos y cosenos
y u, v, w, representan las velocidades tangenciales con respecto al cuerpo
del veh́ıculo.

Mientras que la velocidad angular expresada en ángulos de Euler está
dada por la siguiente relación matricial:
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ϕ̇θ̇
ψ̇

 =

1 sinϕ tan θ cosϕ tan θ
0 cosϕ − sinϕ
0 sinϕ sec θ cosϕ sec θ

pq
r

 (4.2)

siendo p, q, r las velocidades angulares en los ejes del cuerpo del veh́ıculo.

Las ecuaciones dinámicas que permiten obtener la posición en función
de las componentes de la la masa de la aeronave, velocidad angular y li-
neal, además de las componentes de las fuerzas aerodinámicas, expresadas
en ejes cuerpo; por el otro, el cálculo de la posición angular a partir de las
mismas, los momentos de las fuerzas aerodinámicas del Skywalker x8 en
ejes cuerpo y una serie de parámetros mecánicos (Γ) que dependen de los
momentos y constantes de inercia del veh́ıculo.

La posición en ejes cuerpo esta dada por: u̇v̇
ẇ

 =

rv − qw
pw − ru
qu− pv

+
1

m

FxFy
Fz

 (4.3)

donde Fx, Fy, Fz representan las fuerzas aerodinámicas en ejes cuerpo del
avión de ala fija generadas por los perfiles alares, también denominadas co-
mo reacciones de arrastre, deslizamiento lateral y levante respectivamente..

Dichos perfiles alares son descritos con los siguientes coeficientes aero-
dinámicos.

Fx =
1

2
ρSV 2CD (4.4)

Fy =
1

2
ρSV 2CY (4.5)

Fz =
1

2
ρSV 2CL (4.6)

donde ρ es la densidad del aire, S es la superficie alar, V denota la velocidad
de vuelo en ĺınea recta y CD, CY y CL son los coeficientes aerodinámicos.
(Gryte y cols., 2018)
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Estos coeficientes aerodinámicos son desarrollados en el capitulo 5 a
partir de la ecuación 5.15 a la 5.17.

Velocidad de cambio de la velocidad angular:ṗq̇
ṙ

 =

 Γ1pq − Γ2qr
Γ5pr − Γ6(p

2 − r2)
Γ7pq − Γ1q

+

Γ3L+ Γ4N
1
Iyy
M

Γ4L+ Γ8N

 (4.7)

donde L, M y N , representan elementos de los momentos aerodinámicos y
fuerzas de control. Estos momentos se descomponen en lo siguiente:LM

N

 =
1

2
ρSV 2

ClCm
Cn


en el cual los coeficientes Cl, Cm, y Cn representan las reacciones ae-

rodinámicas que producen fuerzas de rotación en cada eje del veh́ıculo
mostrados en las ecuaciones (5.19-5.21) del capitulo 5. (Gryte y cols., 2018)

De igual manera los parámetros mecánicos Γ son el resultado de las
siguientes ecuaciones, en donde Ixx, Iyy, Izz, Ixz son las contantes de inercia
del avión de ala fija, expresados en las ecuaciones (4.8-4.16).

Γ = IxxIzz − I2xz (4.8)

Γ1 = Ixz(Ixx − Iyy + Izz) (4.9)

Γ2 = Izz(Izz − Iyy) + I2xz (4.10)

Γ3 =
Izz
Γ

(4.11)

Γ4 =
Ixz
Γ

(4.12)

Γ5 =
Izz − Ixx
Iyy

(4.13)

Γ6 =
Ixz
Iyy

(4.14)
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Γ7 = Ixx(Ixx − Iyy) + I2xz (4.15)

Γ8 =
Ixx
Γ

(4.16)

Mientras que el vector general de Fuerzas aerodinámicas se puede cal-
cular con la siguiente expresión:

∑−→
F =

−−−−−−−→
Fgravitatoria +

−−−−−−−−→
Faerodinamica +

−−−−−−→
Fpropulsiva = m−→a (4.17)

Los parámetros considerados en estas ecuaciones se obtuvieron a través
de pruebas de túnel de viento y se consideran adimensionales, mismos que
se muestran en la siguiente tabla:

Parámetros Valor Parámetros Valor

B 2.1000 CY 0 3,2049x10−18

c 0.3571 CY B -0.1949
Salar 0.75000 CY p -0.1172
R 5.8800 CY r 0.0959
Ixz 0.9343 CY sa -0.0696
e 0.9935 Cl0 1,1518x10−18

a0 0.2670 ClB -0.0765
CL0 0.0254 Clp -0.4018
CLa 4.0191 Clr 0.0250
CLq 3.8954 Clsa 0.2987
CLse 0.5872 Cm0 0.0180
CD0 0.0101 Cma -0.2524
CDB1 −2,0864x10−7 Cmfp -0.2168
CDB2 0.0671 Cmq -1.3047
CDq 0 Cmse -0.4857
CDse 0.8461 Cn0 −2,2667x10−7

CnB 0.0403 Cnp -0.0247
Cnr -0.1252 Cnsa 0.0076

Cuadro 4.1: Tabla de parámetros aerodinámicos
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4.3. Resultados y simulaciones del avión sky-
walker x8

Trayectoria en espiral ascendente para el modelo del avión sky-
walker x8

Se procedió a simular el modelo matemático del avión de ala fija mostra-
do en este capitulo, de igual manera se utilizó la estrategia de control PID
para realizar las trayectorias de vuelo propuestas, en la que se buscaron los
parámetros de calibración correspondientes, para la correcta realización de
la trayectoria mostrada en la Figura 4.2

Figura 4.2: Gráfica de la trayectoria en espiral recorrida por del avión
skywalker x8

Las condiciones iniciales del sistema son x = 0 m, y = 0 m, z = 0
m, ϕ = 0o, θ = 0o, ψ = 0o. El objetivo de la simulación fue desplazar
el avión en una espiral ascendente. Se observa la ĺınea punteada en color
rojo, siendo esta la trayectoria deseada propuesta, mientras que la ĺınea
azul punteada representa la trayectoria recorrida por el avión.
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Figura 4.3: Gráfica de la trayectoria longitudinal recorrida por del avión
skywalker x8.

Podemos observar que debido a las caracteŕısticas del modelo, de no
poder mantenerse en una sola posición en el aire, es necesario mantener
una velocidad constante, lo que dificulta la rotación del avión en curvas muy
cerradas, observando como en el eje x no es posible seguir por completo la
trayectoria deseada ya que presenta un retraso con respecto a esta.

Figura 4.4: Gráfica de la trayectoria angular recorrida por el avión skywal-
ker x8

Mientras que en la figura 4.4 podemos apreciar la rotación en roll nece-
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saria enviada por el controlador PID, dicha rotación nos permite generar
un deslizamiento en el eje y buscando llegar a las referencias deseadas, y
las inclinaciones en el pitch para mantener la altitud en ascenso del avión.

Trayectoria en forma de lemniscata para el modelo del avión sky-
walker x8

De igual manera se realizó otra prueba al simular el modelo matemáti-
co del avión en conjunto con la misma estrategia de control PID de la
trayectoria pasada en el cual las ganancias de calibración se mantuvieron
iguales, en esta prueba se propuso una trayectoria en forma de lemniscata,
para poder observar su respuesta, dicha trayectoria puede ser observada en
la figura 4.5.

Figura 4.5: Comparación de la trayectoria recorrida por del avión skywalker
x8

Las condiciones iniciales del sistema son x = 0 m, y = 0 m, z = 0 m,
ϕ = 0o, θ = 0o, ψ = 0o.
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El objetivo de la simulación fue desplazar el avión en una trayectoria en
forma de lemniscata. Se observa la ĺınea punteada en color rojo, siendo esta
la trayectoria propuesta, mientras que la ĺınea azul punteada representa la
trayectoria recorrida por el avión.

Se puede observar en la Figura 4.6 las posiciones recorridas por el avión
para seguir la trayectoria planeada previamente, podemos comparar la po-
sición deseada en x y y con respecto a las posiciones reales recorridas por
el avión, al igual que con la primera prueba al avión le cuesta seguir la
trayectoria en el eje y, esto debido a la dinámica del avión, ya que para
rotar necesita generar una inclinación en roll (ϕ) y esto a su vez propicia
una perdida en la fuerza de sustentación ya que al veh́ıculo no le llega el
aire de manera directa, lo que posteriormente necesitara ser corregido por
el pitch (θ) haciendo una dinámica mas lenta en la rotación del avión.

Figura 4.6: Comparación de la posición longitudinal recorrida por el avión
skywalker

Mientras que en la Figura 4.7 podemos observar la trayectoria angular
recorrida por el avión para seguir cada una de las referencias marcadas,
como se mencionó para generar esa rotación en yaw (ψ) y mover al avión
a través de los ejes x y y es necesario balancear al ala fija en roll (ϕ) esta
inclinación se puede observar en la gráfica 4.7 misma en la que podemos
ver como el yaw se modifica gracias a estas inclinaciones, cabe resaltar que
los ángulos de euler al ser funciones discontinuas se generan esos picos al
rotar el veh́ıculo 360º grados.
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Figura 4.7: Comparación de la posición angular recorrida por del avión
skywalker

Trayectoria Despegue-Traslación-Aterrizaje para el modelo del
avión skywalker x8 con controlador PID

En contra parte de la simulación realizada en la subsección anterior, se
realizó de nueva cuenta la trayectoria de despegue, traslación y aterrizaje
ahora para el modelo del avión x8, misma que puede ser observada en la
Figura 4.8

Figura 4.8: Comparación de la trayectoria recorrida por del avión skywalker
x8
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Las condiciones iniciales para esta simulación, fueron x = 0 m, y = 0
m, z = 0 m, ϕ = 0o, θ = 0o y ψ = 0o respectivamente para cada uno de los
ejes y posiciones angulares.

En la Figura 4.9 se pueden apreciar las gráficas correspondientes a
las posiciones longitudinales requeridas para la trayectoria. La principal
diferencia en la dinámica con respecto a los dos modelos anteriores, radica
en que los aviones no pueden mantener una posición fija en el aire debido
a que su fuerza de sustentación está directamente ligada a la velocidad a la
que viaja y a sus coeficientes aerodinámicos es por esto que en la gráfica de
la Figura 4.9 se hace hincapié y se compara con la distancia deseada, puesto
que no es posible seguir la trayectoria marcada, ya que para mantenerse en
el aire en necesario seguir moviéndose, de igual manera se puede observar
que para llegar a la altura especificada la aeronave necesita recorrer una
distancia de 30 metros en lo que alcanza la velocidad crucero.

Figura 4.9: Comparación de la posición longitudinal del avión skywalker
x8

De igual forma se grafican las respuestas angulares del sistema, mismas
que se pueden observar en la Figura 4.10, es posible observar como el ángulo
pitch (θ) es modificado por el controlador para alcanzar la altura deseada,
generando mayor fuerza de sustentación, permitiendo al avión ascender.
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Figura 4.10: Comparación de la posición angular del avión skywalker x8

Figura 4.11: Comparación de las fuerzas generadas del avión skywalker x8

En la Figura 4.11 podemos observar 3 fuerzas de las cuales 2 son gene-
radas por la superficie alar del avión, siendo estas la fuerza en el eje “Y ” y
la fuerza de sustentación, mientras que el empuje es generado por la acción
de control, el cual permite al veh́ıculo llegar a la velocidad crucero que
genera la fuerza de sustentación para mantener el veh́ıculo en el aire, de
igual manera es posible observar como la fuerza de sustentación llega a 40
newtons que equivalen al peso de la aeronave.
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Figura 4.12: Comparación de los momentos generados del avión skywalker
x8

Y para finalizar tenemos las gráficas de los torques generados por la
superficie alar de la aeronave, ya que el controlador genera los movimien-
tos angulares respectivos de los alerones y elevadores, que permiten a la
aeronave rotar y generar a través de los coeficientes aerodinámicos los mo-
mentos necesarios para la rotación del avión.

Trayectoria senoidal para el modelo del avión skywalker x8 con
controlador PID

Se repitió la prueba anterior, pero ahora con el modelo del avión sky-
walker x8, se utilizó la misma trayectoria con la misma amplitud y misma
frecuencia que en el modelo del tricóptero para poder comparar su des-
empeño 4.13, el objetivo de esta trayectoria es observar las limitantes de
los aviones para realizar rotaciones sobre su propio eje, ya que a diferencia
de los VTOL este tipo de rotaciones involucra el movimiento combinado
de más de una rotación, en el caso de los aviones es necesario balancearlo
en (ϕ) y después con ayuda del controlador aumentar el ángulo de ataque
a través del pitch θ para mantener la fuerza de sustentación del avión y
evitar que entre en perdida.

Las condiciones iniciales para esta simulación, fueron x = 0 m, y = 0
m, z = 0 m, ϕ = 0o, θ = 0o y ψ = 0o respectivamente para cada uno de los
ejes y posiciones angulares.
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Figura 4.13: Gráfica de la trayectoria recorrida por el Avión skywalker x8

Claramente, es posible observar en la Figura 4.14 que el modelo del
avión no puede seguir una trayectoria con esa velocidad, esto debido a
las dinámicas acopladas de rotación que el modelo presenta, ya que para
poder mover el avión a una posición deseada es necesario rotar la aeronave
tanto en el eje “z” como en el eje “x”, siendo estos el ROLL y el YAW
respectivamente, esto se traduce en una respuesta lenta, ya que a su vez
no se debe perder la velocidad crucero para mantener la sustentación de la
aeronave.

Figura 4.14: Gráfica de las posiciones longitudinales recorridas por el avión
skywalker x8
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Figura 4.15: Gráfica de las posiciones angulares del Avión skywalker x8

En la Figura 4.15 podemos observar las posiciones angulares en cada
eje que genera el controlador para llegar a las posiciones demandadas por
la trayectoria propuesta, se nota claramente que la respuesta en yaw no se
acerca al yaw deseado es por eso que el avión no puede seguir el serpenteo
generado por la trayectoria senoidal propuesta ya que esta dinámica es
lenta en comparación con el tricóptero.

Figura 4.16: Gráfica de las Fuerzas generadas por Avión skywalker x8

Por otro lado, en las Figuras 4.16 y 4.17 podemos apreciar las fuerzas
y momentos generados por los coeficientes aerodinámicos, que permiten
llevar a la aeronave a las posiciones solicitadas, cabe recalcar que la única
fuerza no generada por los coeficientes alares es el thrust y las demás
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fuerzas son el resultado de mover los alerones y elevadores de la aeronave,
los cuales incrementan o disminuyen la magnitud de los coeficientes.

Figura 4.17: Gráfica de los momentos del avión skywalker x8

4.4. Conclusiones

Este capitulo tiene la finalidad de obtener resultados en simulación de
una aeronave de ala fija para comparar las dinámicas de este con el tricópte-
ro y con el VTOL h́ıbrido en los caṕıtulos siguientes.

Además las simulaciones presentadas en este caṕıtulo permiten observar
el comportamiento dinámico de un veh́ıculo del tipo ala fija ante ciertas
trayectorias, en las cuales es posible analizar ciertos patrones de funcio-
namiento, pudiendo ser comparados con las trayectorias realizadas por el
veh́ıculo del tipo tricóptero presentado en el capitulo 3.

De igual manera, el comportamiento del avión de ala fija muestra des-
ventajas claras con respecto a los veh́ıculos multirotor, estas desventajas
ya han sido señaladas en la literatura, las cuales podemos observar en las
simulaciones “senoidales” y “despegue-traslación-aterrizaje”, ya que para
poder despegar necesita una gran distancia para generar las fuerzas de sus-
tentación a diferencia de un VTOL que su fuerza de sustentación proviene
principalmente de sus motores, por otra parte es notoria su dificultad para
realizar giros bruscos ya que no puede seguir adecuadamente la trayectoria
senoidal.

54



Capı́tulo 5
Modelado matemático del
VTOL h́ıbrido

5.1. Introducción

En este caṕıtulo se presentan las bases del modelado matemático del
VTOL h́ıbrido. Es importante mencionar, que las fuerzas y momentos ae-
rodinámicos que intervienen en la sustentación y desplazamiento de los
VANTs multirotor y ala fija son muy distintas. En el caso de los VANTs
multirotor, la sustentación se da por medio del equilibrio entre la gravedad
y las fuerzas de empujes generados por las hélices y el avance se origina
por la descomposición de fuerzas de empuje hacia el eje Z y los ejes X y
Y . Por otro lado, la sustentación en los VANTs de ala fija provienen de la
aerodinámica de las alas, creando caminos de alta presión y baja presión.

5.2. Sistemas de Referencia

Como primer paso para desarrollar el modelo dinámico del VTOL h́ıbri-
do, se explican a continuación los sistemas de referencia para estimar la po-
sición y orientación del veh́ıculo con respecto a un sistema de coordenadas
de referencia inercial.

5.2.1. Marco de Referencia Inercial

El VTOL h́ıbrido se considera como un cuerpo sólido ŕıgido, el cual está
caracterizado por un sistema de coordenadas ligado a él y con origen en su
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Figura 5.1: Convenciones usadas para el VTOL

centro de masa. Este sistema se define considerando η = {Bx, By, Bz, OB}
como el sistema de coordenadas fijo al VTOL h́ıbrido, mientras que el
sistema de coordenadas inercial I = {X, Y, Z,OI} se considerará fijo con
respecto a la tierra.

El origen OI se puede colocar arbitrariamente para satisfacer las nece-
sidades, al igual que los ejes pueden apuntar a cualquier dirección de forma
perpendicular siguiendo la regla de la mano derecha, la configuración usada
en este trabajo se muestra en la Figura 5.1

5.2.2. Marco del Cuerpo

El marco del cuerpo no es un sistema inercial, y esta fijo al veh́ıculo en
movimiento, la orientación del marco del cuerpo es la siguiente:

El origen OB se encuentra ubicado en el centro de masas del sistema.

El eje Bx apunta hacia la nariz del veh́ıculo h́ıbrido.
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El eje By se encuentra apuntando en dirección izquierda del eje Bx del
veh́ıculo tal y como se ve en la Figura 5.1.

Mientras que el eje Bz se encuentra apuntando hacia abajo siguiendo
con la convención de la mano derecha.

5.2.3. Ángulos de Euler

La rotación de un cuerpo ŕıgido puede ser obtenida utilizando diver-
sos métodos como: los ángulos de Euler o los cuaterniones. A partir de 12
definiciones independientes de los ángulos de Euler se puede representar
la orientación relativa de dos sistemas de coordenadas. Los más popula-
res son la convención “x”, la convención “y” y la convención “xyz”. Esta
convención se utiliza mucho para veh́ıculos aéreos y son comúnmente de-
nominados como ángulos de Tait-Bryan.

Los ángulos de Tait-Bryan son tres ángulos usados para describir una
rotación general en el espacio Eucĺıdeo tridimensional a través de tres rota-
ciones sucesivas en torno de ejes del sistema móvil en el cual están definidos.
Aśı, en este trabajo se usarán los ángulos de Tait-Bryan para describir la
orientación del VTOL h́ıbrido, como se puede ver en la Figura 5.2.

Figura 5.2: Rotación del veh́ıculo h́ıbrido

57



La convención utilizada en este trabajo se presenta a continuación:

Ángulo Yaw (guiñada): definido con el śımbolo ψ, el cual es el ángulo
resultante entre el eje X del marco inercial y el eje X proyectado del
cuerpo del veh́ıculo, usando la rotación de la mano derecha en dirección
del eje inercial Z.

Ángulo Pitch (cabeceo): definido con el śımbolo θ, usando la rotación
apuntando la mano derecha hacia el eje inercial Y.

Ángulo Roll (balanceo): definido con el śımbolo ϕ, de igual manera es
el ángulo resultante entre el eje Y inercial y el eje Y del cuerpo, usando
la convención de la mano derecha.

La configuración de rotación de un cuerpo ŕıgido en el espacio se realiza
a través de tres rotaciones continuas:

R(x, ϕ) =

1 0 0
0 cosϕ − sinϕ
0 sinϕ cosϕ

 (5.1)

R(y, θ) =

 cos θ 0 sin θ
0 1 0

− sin θ 0 cos θ

 (5.2)

R(z, ψ) =

cosψ − sin θ 0
sinψ cos θ 0
0 0 1

 (5.3)

La matriz completa de rotación η. con respecto a I, comúnmente lla-
mada Matriz Coseno Directa, viene dada por:

RI= R(z, ψ) R(y, θ) R(x, ϕ)

RI =

1 0 0
0 cosϕ − sinϕ
0 sinϕ cosϕ

 ·

 cos θ 0 sin θ
0 1 0

− sin θ 0 cos θ

 ·

cosψ − sin θ 0
sinψ cos θ 0
0 0 1

 (5.4)

ẋẏ
ż

 =

CψCθ CψSθSϕ− SψCϕ CψSθCϕ+ SψSϕ
SψCθ SψSθSϕ+ CψCϕ SψSθCϕ− CψSϕ
−Sθ CθSϕ CθCϕ

uv
w

 (5.5)
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donde Sθ = sin θ y Cθ = cos θ usando la notación corta de senos y cosenos.

A partir de la ecuación (5.5) generada por las tres rotaciones sucesivas
y su propiedad de ortogonalidad, relacionando la derivada de la matriz or-
togonal con una matriz antisimétrica S(ω), se puede obtener las ecuaciones
cinemáticas de rotación del veh́ıculo que establecen las relaciones entre las
velocidades angulares.

donde la matriz antisimétrica S(ω) se expresa como:

S(ω) =

 0 −r q
r 0 −p
−q p 0

 (5.6)

por tanto, la velocidad angular usando la notación de Euler está dada por:ϕ̇θ̇
ψ̇

 =

1 sinϕ tan θ cosϕ tan θ
0 cosϕ − sinϕ
0 sinϕ sec θ cosϕ sec θ

pq
r

 (5.7)

5.2.4. Ejes del Ala y de Estabilidad

En caso de que el eje Bx del marco del cuerpo cabecee con un ángulo
de ataque α, el marco del eje del cuerpo se denomina eje de estabilidad. El
marco de estabilidad genera las fuerzas aerodinámicas y reduce al modelo
a su forma más simple.

Mientras que cuando el marco del cuerpo enfrente al viento, este gene-
rará un ángulo de deslizamiento entre la dirección proveniente del viento y
el eje Bx del cuerpo, el cual se denota como β, mostrado en la Figura 5.3

La definición de las velocidades de los ejes del cuerpo son:

u = V cosα cos β

v = V sin β (5.8)

w = V sinα cos β
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Figura 5.3: VTOL h́ıbrido diseñado

La velocidad V , el ángulo de ataque α y el ángulo de deslizamiento β
pueden ser expresados en términos de las velocidades de los ejes del cuerpo.

V = (u2 + v2 + w2)1/2

α = arctan
w

u
(5.9)

α = sin
v

V

5.3. Modelado Euler-Lagrange del VTOL

El sistema se modela considerando seis grados de libertad, el cual in-
cluye tres componentes de posición inercial del centro de masa total del
sistema, aśı como los tres ángulos de Euler para la rotación del mismo.

Aplicando la formulación de Euler-Lagrange, se obtienen las ecuaciones
que modelan el movimiento total del sistema, en forma matricial:
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M(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ +G(q) = BFm + Ci(q̇) (5.10)

donde: M(q) ∈ ℜ6x6 es la matriz de inercia, C(q, q̇) ∈ ℜ6x6 es la matriz de
coriolis y centŕıfuga, G(q) ∈ ℜ6 es el vector de fuerzas gravitacionales, la
matriz B ∈ ℜ6x6 se determina por Fm ∈ ℜ6, que es la entrada del sistema
y Ci(q̇) es el vector de fuerzas disipativas.

Por tanto, la parte dinámica del modelo se divide en dos conjuntos de
ecuaciones, el primer conjunto de ecuaciones define la dinámica de trasla-
ción del sistema:

m 0 0
0 m 0
0 0 m

 u̇v̇
ẇ

+
 0 −mr mq
mr 0 −mp
−mq mp 0

uv
w

+
 −mg sin θ
mg cos θ sinϕ
mg cos θ cosϕ

 = Ci+Fm

(5.11)
donde Fm es un vector el cual contiene las fuerzas de empuje generadas por
los motores representadas como:

Fm =

FxFy
Fz


las cuales provienen de cada eje de desplazamiento con respecto a las di-
recciones del cuerpo, mientras que el vector Ci representa las reacciones
aerodinámicas que son las que se oponen al movimiento, es decir las fuer-
zas disipativas generadas por el viento.

Ci =

−Du

Y
−Lw


las cuales son las reacciones de arrastre, deslizamiento lateral y levante,
respectivamente, los cuales se calculan utilizando (5.12-5.14).

Du =
1

2
ρSV 2CD (5.12)

Y =
1

2
ρSV 2CY (5.13)

Cw =
1

2
ρSV 2CL (5.14)
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donde ρ es la densidad del aire, S es la superficie alar, V denota la velocidad
de vuelo en ĺınea recta y CD, CY y CL son los coeficientes aerodinámicos, es-
tos coeficientes se obtuvieron del análisis realizado en (Gryte y cols., 2018),
los cuales son en general no lineales debido a las superficies multidimensio-
nales. Aun aśı, para simplificar el análisis, a menudo son parametrizados
en términos más lineales. Estos coeficientes se denotan en las ecuaciones
(5.15-5.17) como:

CD(α, qδe) ≈ CDp
+
CL0

+ CLα
α

πeAR
+ CDq

c

2V
q + CDδe

δe (5.15)

CY (α, qδe) ≈ CY0 + CYββ + CYp
b

2V
p+ CYr

b

2V
r + CYδαδα + CYδrδr (5.16)

CL(α, qδe) ≈ CL0
+ CLα

α + CLq

c

2V
q + CLδe

δe (5.17)

El segundo conjunto de ecuaciones muestra la dinámica rotacional del
sistema. Ixx 0 −Ixz

0 Iyy 0
−Ixz 0 Izz

ṗq̇
ṙ

+

 −Ixzq −Iyyr Izzq
Iyyr + Ixzp 0 −Iyyr − Ixzp

−Ixxp Iyp Ixzq

pq
r

 =

LA

MA

NA

+

Mx

My

Mz


(5.18)

El vector columna que contiene a LA, MA y NA, representa elemen-
tos de los momentos aerodinámicos y fuerzas de control. Este vector se
descompone en lo siguiente:LAMA

NA

 =
1

2
ρSV 2

ClCm
Cn


En el cual los coeficientes Cl, Cm, y Cn representan las reacciones ae-

rodinámicas que producen fuerzas de rotación en cada eje del veh́ıculo
mostrados en las ecuaciones (5.19-5.21). Estos coeficientes de igual ma-
nera se obtuvieron a través de pruebas de túnel de viento y pueden ser
encontrados en (Gryte y cols., 2018)

Cl(β, p, δe, δα, δr) ≈ Cl0 +Clββ+Clp
b

2V
p+Clr

b

2V
r+Clδαδα+Clδrδr (5.19)
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Cm(β, p, δe, δα, δr) ≈ Cm0
+ Cmα

α + Cmq

b

2V
q + Cmδe

δe (5.20)

Cn(β, p, δe, δα, δr) ≈ Cn0+Cnββ+Cnp
b

2V
p+Cnr

b

2V
r+Cnδαδα+Cnδrδr (5.21)

Mientras que el vector Mi representa los torques generados por los mo-
tores con respecto a las direcciones del cuerpo, representado como:

Mi =

Mx

My

Mz


Teniendo dichos parámetros descritos, es posible reescribir las ecuacio-

nes (5.11) y (5.18) agrupándolas en una sola ecuación matricial de la forma
(5.10), obteniendo aśı:

m 0 0 0 0 0
0 m 0 0 0 0
0 0 m 0 0 0
0 0 0 Ix 0 −Ixz
0 0 0 0 Iy 0
0 0 0 −Ixz 0 Iz




u̇
v̇
ẇ
ṗ
q̇
ṙ

+


0 −mr mq 0 0 0
mr 0 −mp 0 0 0
−mq mp 0 0 0 0
0 0 0 −Ixzq −Iyr Izq
0 0 0 Iyr + Ixzp 0 −Izq − Izp
0 0 0 −Ixq Iyp Ixzq




u
v
w
p
q
r

+


−mg sin θ

mg cos θ sinϕ
mg cos θ cosϕ

0
0
0

 =


Fx
Fy
Fz
Mx

My

Mz

+


−Du

Y
−Lw
LA
MA

NA

 (5.22)

Las matrices se expresan a continuación:
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M(q) =


m 0 0 0 0 0
0 m 0 0 0 0
0 0 m 0 0 0
0 0 0 Ix 0 −Ixz
0 0 0 0 Iy 0
0 0 0 −Ixz 0 Iz



C(q, q̇) =


0 −mr mq 0 0 0
mr 0 −mp 0 0 0
−mq mp 0 0 0 0
0 0 0 −Ixzq −Iyr Izq
0 0 0 Iyr + Ixzp 0 −Izq − Izp
0 0 0 −Ixq Iyp Ixzq



G(q) =


−mg sin θ

mg cos θ sinϕ
mg cos θ cosϕ

0
0
0



Ci(q̇) =


−Du

Y
−Lw
LA
MA

NA



Fm =


Fx
Fy
Fz
Mx

My

Mz


5.3.1. Cálculo de las fuerzas y momentos producidos

por los motores.

El modelo matemático definido por la ecuación (5.22) está sujeto a las
siguientes suposiciones que simplifican el modelo.
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1. La tierra se encuentra rotando sobre un eje fijo en el espacio inercial.

2. La aceleración centŕıpeta asociada con la rotación de la tierra no se
toma en cuenta.

3. Las condiciones atmosféricas son ideales y no se consideran en el mo-
delo.

4. El viento se considera como una perturbación.

5. El veh́ıculo se modela como una aeronave ŕıgida.

Estas suposiciones se hacen para simplificar el modelado y poder repre-
sentar el comportamiento dinámico del mismo. Se puede omitir cualquiera
de estas suposiciones según se requiera.

Los componentes de la fuerza aerodinámica y el momento generado por
los rotores en X, Y y direcciones del cuerpo Z, se modelaron tomando
como referencia la Figura 5.4.

Figura 5.4: Diagrama de cuerpo libre

Como se mencionó previamente, este veh́ıculo tiene 3 rotores con la
capacidad de inclinarse y descomponer su fuerza de empuje en mas de un
eje coordenado, observando la Figura 5.5 y la Figura 5.6 los rotores 2 y 3
tienen un grado de libertad respectivamente, mientras que el rotor 1 como
se muestra en la Figura 5.7 cuenta con 2 grados de libertad.
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Figura 5.5: Descomposición de fuerzas del motor 2

Figura 5.6: Descomposición de fuerzas del motor 3

Observando la Figura 5.7 se puede apreciar la dirección de la fuerza
generada por el motor trasero, el cual a diferencia de los frontales, cambia
su orientación debido a la posición en la que se encuentra, esto se puede
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apreciar a través del los vectores mostrados en la imagen, ya que la dirección
real del veh́ıculo producirá una fuerza en la dirección contraria con ángulos
opuestos por el vértice.

Figura 5.7: Descomposición de fuerzas del vector del motor 1

De igual forma, suponiendo que el cambio de altitud es limitado y, por
lo tanto, la densidad del aire es constante, la fuerza aerodinámica y el mo-
mento producidos por el i-ésimo rotor representado, usando las constantes
de fuerza aerodinámica y momento tomadas de (Prach y Kayacan, 2018),
están representadas por:

Fmi = KFΩ
2
i

Mmi = KMΩ2
i

donde KF y KM son la constante de fuerza aerodinámica y momento, res-
pectivamente, y Ω2

i representa la velocidad angular de cada motor.

Por tanto, realizando el análisis trigonométrico, las fuerzas resultantes
para cada eje toman la forma que se muestran a continuación:
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Fx = KFΩ
2
1 cos θm1 sinϕm1 +KFΩ

2
2 cos θm2 +KFΩ

2
3 cos θm3

Fy = KFΩ
2
1 cos θm1 cosϕm1 (5.23)

Fz = −(KFΩ
2
1 sin θm1 +KFΩ

2
2 sin θm2 +KFΩ

2
3 sin θm3)

Por lo que, considerando que los rotores 1 y 3 giran en el sentido de las
manecillas del reloj y que el rotor 2 gira en el sentido contrario a las mane-
cillas del reloj, aśı como los sentidos de rotación de cada eje, mostrados en
la Figura 5.8 los momentos aerodinámicos están dados por las siguientes
ecuaciones:

Figura 5.8: Dirección de los momentos del VTOL producidos por el vector
de empuje

Mx = L3(KFΩ
2
2 sin θm2 −KFΩ

2
3 sin θm3)−KMΩ2

1 cos θm1 sinϕm1
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My = L2(KFΩ
2
2 sin θm2+KFΩ

2
3 sin θm3)−L1(KFΩ

2
1 sin θm1+KMΩ2

1 cos θm1 cosϕm1)
(5.24)

Mz = L3(KFΩ
2
2 cos θm2 −KFΩ

2
3 cos θm3) +KMΩ2

1 sin θm1

−KMΩ2
3 sin θm3 +KMΩ2

2 sin θm2 + L1(KFΩ
2
1 cos θm1 cosϕm1)

5.4. Conclusión

Esta sección introdujo el diseño de un modelo dinámico basado en el
formalismo de Euler-Lagrange, usando como referencia para los coeficientes
alares e inerciales el modelo matemático presentado en (Gryte y cols., 2018)
y tomando como referencia la distribución de los motores del modelo de
un tricóptero, el cual es desarrollado en (Prach y Kayacan, 2018)

Figura 5.9: Vector de empuje diseñado para el VTOL

El modelo matemático propuesto introdujo el diseño de un modelo
dinámico basado en el formalismo de Euler-Lagrange, se diseñó agregando
un grado de libertad a los dos motores frontales, dotándolos de la capaci-
dad de ser batientes, permitiendo generar fuerzas de empuje tanto en el eje
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z como en el eje x, de igual manera se le dotó de un vector de empuje para
el motor trasero del VTOL, siendo estas modificaciones las representadas
en la Figura 5.9, por tanto, el modelo toma en cuenta la interacción entre
la dinámica del veh́ıculo, el vector de empuje y los dos motores batien-
tes, generando un nuevo modelo matemático completamente distinto a los
mencionados anteriormente.
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Capı́tulo 6
Pasividad y Moldeo de enerǵıa

6.1. Introducción

La pasividad es una propiedad que presentan la mayoŕıa de los sistemas
dinámicos. En términos de enerǵıa, un sistema pasivo es aquel cuya enerǵıa
total almacenada no es mayor que la enerǵıa que se le suministra. La di-
ferencia entre estas enerǵıas es la enerǵıa disipada. Además, si la enerǵıa
total almacenada se puede representar como una función de almacenamien-
to que sea candidata a una función de Lyapunov, entonces, con base en esta
función, se puede analizar la estabilidad de los sistemas pasivos.

Se introdujo el término control basado en pasividad en (Ortega y Spong,
1989) para definir una metodoloǵıa de diseño de un controlador que logre la
estabilidad por pasivación. Más precisamente, el objetivo del control es pa-
sivizar el sistema con una función de almacenamiento que tiene un mı́nimo
en el punto de equilibrio deseado. (Un segundo requisito que asegura la es-
tabilidad asintótica es la detectabilidad de la salida pasiva).(Blankenstein,
2000)

La idea ha tenido mucho éxito para los sistemas mecánicos simples que
pueden estabilizarse dando forma solo a la enerǵıa potencial.(Ortega, van
der Schaft, y cols., 2002)

Se propone un sistema con entrada u ∈ ℜn y salida y ∈ ℜn que satisface
la Ecuación de Balance de Enerǵıa (6.1).

H[x(t)]−H[x(0)] =

∫ t

0

uT (s)y(s)ds− d(t) (6.1)
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donde x ∈ ℜn es el vector de estados, H(x) es la función de enerǵıa total
y d(t) es una función no negativa que captura los efectos disipativos.

El punto donde la enerǵıa de lazo abierto es mı́nima, no es usualmen-
te de interés práctico, y el control se introduce para operar al sistema
alrededor de un punto de equilibrio diferente de cero, llamado x∗. En la
formulación del PBC, el problema de la estabilización toma el siguiente
camino.

Se selecciona una acción de control u = ρ(x) + v, tal que la dinámica
en lazo cerrado satisfaga la nueva ecuación de balance de enerǵıa.

Hd[x(t)]−Hd[x(0)] =

∫ t

0

vT (s)z(s)ds− dd(t) (6.2)

donde Hd(x) es la función de enerǵıa total deseada, la cual tiene un mı́nimo
en x∗, z es la nueva salida pasiva y dd(t) es el término de amortiguamiento
deseado. El moldeo de la enerǵıa se refiere a asignar una función de enerǵıa
con un mı́nimo en los valores deseados, mientras que la inyección de amor-
tiguamiento es la modificación de dd(t).

Para los sistemas mecánicos el problema se reduce a encontrar una
función ρ(x), tal que la enerǵıa suministrada por el controlador pueda
expresarse como una función del estado. De la ecuación (6.1) se puede
obtener una función ρ(x) tal que:

−
∫ T

0

ρT [x(s)]y(s)ds = Ha[x(t)] + k (6.3)

para alguna función Ha(x) y alguna constante k, entonces la ley de control
u = ρ(x) + v asegurará que la salida y sea pasiva con una nueva función
de enerǵıa.

Hd(x, ẋ) = H(x, ẋ) +Ha(x) (6.4)

Si además Hd(x) tiene un mı́nimo en el punto de equilibrio deseado x∗
entonces será estable. Note que la enerǵıa del lazo cerrado es igual a la
diferencia entre las enerǵıas almacenada y suministrada.
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6.2. Estabilidad

En la literatura existen numerosos estudios sobre la estabilidad, sien-
do la más conocida, la teoŕıa de estabilidad planteada por el matemático
Aleksandr Mijáilovich Lyapunov, esta teoŕıa tiene como principal objetivo
estudiar la evolución del comportamiento a través del tiempo de sistemas
dinámicos descritos por ecuaciones diferenciales tal que:

ẋ(t) = f(x(t)), x(0) ∈ ℜn ∀t ≥ 0 (6.5)

en el cual el vector x(t) ∈ ℜn representa a los estados del sistema
dinámico presentado y x(0) ∈ ℜn es llamada la condición inicial, mientras
que la función f(x(t) es una función continua en t y x(t), debe ser tal que:

La ecuación (6.5) tiene una solución única en el intervalo inicial [0,∞],
correspondiente a cada condición inicial de x(0).

Si x(t) es la solución del sistema diferencial correspondiente a la con-
dición inicial x(0), entonces x(t) depende de una manera continua del
estado inicial x(0).

Si la función f(x(t) no depende expĺıcitamente del tiempo, matemáti-
camente expresado como:

f(t, x(t)) = f(x(t)) (6.6)

la ecuación se denomina autónoma.

Por otro lado si:

f(t, x(t)) = A(t)x(t) + u(t) (6.7)

con A(t) una matriz cuadrada de dimensión n y siendo A(t) y u(t) funcio-
nes únicamente de t o constantes, entonces (6.5) es lineal, en caso de no
ser aśı, se considera no lineal.

Los conceptos básicos de la teoŕıa de Lyapunov son: equilibrio, estabi-
lidad, estabilidad asintótica y estabilidad exponencial. Mismos que serán
desarrollados a continuación.

Equilibrio: Un vector constante de xe ∈ ℜn es un equilibrio o estado
de equilibrio del sistema si (6.5):
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f(t, xe) = 0 ∀t ≥ 0 (6.8)

como consecuencias inmediatas de la definición inicial x(0) ∈ ℜn es
justamente un equilibrio x(0) = xe ∈ ℜn entonces se satisface:

x(t) = xe ∀t ≥ 0

ẋ(t) = 0 ∀t ≥ 0

Estabilidad: El origen x(t) = 0 ∈ ℜn es un equilibrio estable (en el
sentido de Lyapunov) de (6.5) si para cada número ϵ > 0 se puede
encontrar un número δ > 0, tal que:

∥ x(0) ∥< δ ⇒∥ x(t) ∥< ϵ ∀t ≥ 0 (6.9)

En esta definición la constante δ(≤ ϵ) no es única. Si existe una cons-
tante δ que satisfaga la condición de la definición, entonces cualquier
aδ con a ≤ 1 también la satisface.

Estabilidad asintótica: El origen x = 0 ∈ ℜn es un equilibrio asintóti-
camente estable de (6.5) si:

El origen es estable.

El origen es atractivo, es decir, existe un número δ > 0 tal que:

∥ x(0) ∥ δ ⇒∥ x(t) ∥→ 0 cuando t→ ∞ (6.10)

Estabilidad asintótica global:

El origen de x = 0 ∈ ℜn es un equilibrio asintóticamente estable en
forma global de (6.5) si:

El origen es estable.

El origen es atractivo globalmente, es decir:

∥ x(t) ∥→ cuando t→ ∞, ∀x(0) ∈ ℜn (6.11)
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De esta definición es posible deducir que un equilibrio asintóticamente
estable globalmente implica que dicho equilibrio es asintóticamente
estable, de lo contrario es falso.

Estabilidad exponencial global:

El origen x = 0 ∈ ℜn es un equilibrio exponencialmente estable en
forma global de (6.5) si existen constantes positivas α y β tales que:

∥ x(0) ∥< α ∥ x(t) ∥ eβt, ∀t ≥ 0,∀x(0) ∈ ℜn (6.12)

De acuerdo con las definiciones anteriores, un equilibrio exponencial-
mente estable en forma global es un equilibrio asintóticamente estable
en forma global.

Inestabilidad:

El origen x = 0 ∈ ℜn es un equilibrio inestable de (6.5) si este no
es estable. El concepto de equilibrio (origen) inestable es equivalente
a anunciar que existe al menos un ϵ > 0 para el cual no es posible
encontrar un δ > 0, tal que:

∥ x(0) ∥< δ ⇒∥ x(t) ∥< ϵ, ∀t ≥ 0 (6.13)

Si existe al menos un ϵ > 0, el cual se desea que acote la norma de
solución ∥ x(t) ∥ y no existe ninguna condición inicial x(0) ̸= 0 ∈ ℜn

cuya solución x(t) lo satisfaga (∥ x(0) ∥< ϵ, ∀t ≥ 0), entonces el origen
es inestable.

Definición 7: Sea H : D → ℜ un campo escalar continuamente dife-
renciable definido en un dominio D ⊂ ℜn que contiene a x∗ entonces:

• H(x) es una función definida positiva si H(x∗) = 0 y H(x) > 0 en
D − x∗.

• H(x) es una función semidefinida positiva si H(x∗) = 0 y H(x) ≥ 0
en D.

• H(x) es una función definida negativa si −H(x∗) es definida posi-
tiva.

• H(x) es una función semidefinida negativa si −H(x∗) es semidefi-
nida positiva.
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Definición 8: Una función H(x) definida positiva con Ḣ(x) semidefi-
nida negativa se llama función de Lyapunov para x∗, si además cumple
que Ḣ(x) es definida negativa, se llama función de Lyapunov estricta
con relación a x∗.

Para estudiar la estabilidad de los sistemas no lineales de una determi-
nada región a partir de las funciones de Lyapunov, se tiene el teorema
siguiente, comúnmente llamado como el método directo de Lyapunov.

Teorema 1: Si existe una función H(x) para un punto de equilibrio
x∗ estable. Además si esta función es Lyapunov estricta, entonces el
punto de equilibrio es asintóticamente estable.(Cousin y cols., 2022)

Si el sistema (6.5) define un operador pasivo de la forma
∑

: u → y
con una función de almacenamiento H(x), la cual es acotada por abajo
entonces el controlador:

u = −θ(y) (6.14)

con θ(0) = 0 y y = θ(y) > 0 para todo y ̸= 0, estabiliza asintóticamen-
te el origen x = 0, más allá si la función de enerǵıa H(x) es propia,
entonces el origen es asintoticamente estable de forma global.

La propiedad de pasividad es definida como aquel sistema en el que
el rango de incremento de almacenaje no es mayor a la tasa de su-
ministro de enerǵıa. Esto quiere decir que cualquier incremento en el
almacenaje en un sistema pasivo es debido solo a fuentes externas. La
relación entre pasividad y estabilidad de Lyapunov puede establecerse
empleando la función de almacenamiento V (x) como una función de
Lyapunov. La estabilidad en los sistemas pasivos esta ligada a las en-
tradas o salidas acotadas. (Cousin y cols., 2022)

Teorema 2:

1. Si el sistema es pasivo con una función de almacenamiento V (x)
definida positiva, entonces el origen de ẋ = f(x, 0) es estable.

2. Si el sistema es estrictamente pasivo en la salida, entonces L2 esta-
ble con ganancia finita.
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3. Si el sistema es estrictamente pasivo en la salida con una función
de almacenamiento V (x) definida positiva, y observable al estado
cero, entonces el origen de ẋ = f(x, 0) es asintóticamente estable.

4. Si el sistema es pasivo estricto de estado con una función de almace-
namiento V (x) definida positiva, entonces el origen de ẋ = f(x, 0)
es asintóticamente estable.

6.3. Control PBC

Se toma el modelo matemático del capitulo 5 desarrollado en la ecuación
(5.22) como un sistema totalmente actuado, para facilitar el diseño del
controlador basado en pasividad, por lo tanto, se procede con el diseño
del controlador, tomando la metodoloǵıa mostrada en (Guerrero-Sanchez
y cols., 2017). La enerǵıa total del sistema se define como:

H(ζ, ζ̇) =
1

2
qTM(q)q + V (q) (6.15)

siendoM(q) la matriz de inercias del sistema, mientras que V (q) representa
la enerǵıa potencial.

V (q) = mgz (6.16)

En la estrategia de control basado en pasividad, la entrada de control
δ se descompone en dos términos, siendo el primero el moldeo de enerǵıa
comúnmente llamado δes, el segundo término representa la inyección de
amortiguamiento, δdi.

δ = δes + δdi (6.17)

es necesaria una δes tal que:

−
∫ T

0

δTes[x(t)]y(t)dt = Ha[x(t)] + k (6.18)

Para toda Ha(x) y una constante k, de esta forma el término de moldeo
energético δes asegurará que para toda entrada δes habrá una salida y única
que sea pasiva, expresada matemáticamente como δes → y con la siguiente
forma para la función de enerǵıa deseada.

Hd(x, ẋ) = H(x, ẋ) +Ha(x) (6.19)
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donde Ha(x) representa la enerǵıa suministrada por el controlador. Por lo
que se requiere que la función Hd tenga un mı́nimo aislado llamado x∗, es
decir:

x∗ = argminHd(x, ẋ) (6.20)

Siendo las salidas pasivas del sistema las velocidades generalizadas y =
ẋ. Por tanto, el moldeo de enerǵıa queda expresado de la siguiente manera:

δes = ▽xH(x, ẋ)−Kp(x− x∗) (6.21)

Por lo que δes estabiliza x∗ con la función de Lyapunov de la diferencia
entre la enerǵıa potencial almacenada y la suministrada. ▽xH(x, ẋ) es uti-

lizada para representar la diferencia parcial ∂H(x,ẋ)
∂x , siendo x el vector de

estados del sistema.

Sustituyendo (6.21) y las salidas pasivas y = ẋ en (6.18), resulta:

Ha = −
∫ t

0

[▽xH(x, ẋ)−Kp(x− x∗)]ẋdt (6.22)

Operando las ecuaciones se obtiene:

Ha(x) = −V (x) +
1

2
(x− x∗)Kp(x− x∗) (6.23)

Siendo Kp = Kp > 0 los parámetros de diseño del controlador, o sea las
ganancias de este. Sustituyendo (6.15) y (6.22) en (6.19) se obtiene:

Hd(x, ẋ) =
1

2
ẋTM(x)ẋ+

1

2
(x− x∗)Kp(x− x∗) (6.24)

Por lo que el controlador se puede reescribir de la siguiente manera:

δes = ▽xH(x, ẋ)− ▽xHd(x, ẋ) (6.25)

Resolviendo obtenemos:

δes = ▽xV (x)−Kp(x− x∗) (6.26)

Mientras que el término de inyección de amortiguamiento está dado
por:

δdi = −Kvẋ (6.27)
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donde Kv = KT
v > 0 contiene los parámetros de diseño del controlador,

es decir, las ganancias. Por tanto, aplicando la metodoloǵıa al sistema, el

vector de estados representado por ζ =
[
x y z ϕ θ ψ

]T
, la matriz de

inerciasM(ζ) y la función de enerǵıa potencial V (q) = mgz son utilizadas.
Con el método previamente descrito se desarrolla el control.

Para el término δes, se define la enerǵıa total del sistema:

H(ζ, ζ̇) =
1

2
ζ̇TM(ζ)ζ̇ + V (ζ) (6.28)

Reemplazando los valores de la enerǵıa potencial en (6.26) resulta:

δes =


0
0
mg
0
0
0

−Kp


x− x∗
y − y∗
z − z∗
ϕ− ϕ∗
θ − θ∗
ψ − ψ∗

 (6.29)

Para la inyección de amortiguamiento se tiene:

δdi = −Kv



ẋ
ẏ
ż

ϕ̇

θ̇

ψ̇

 (6.30)

La entrada completa del controlador se obtiene al sustituir (6.29) y
(6.30) en (6.17)

δ =


0
0
mg
0
0
0

−Kp


x− x∗
y − y∗
z − z∗
ϕ− ϕ∗
θ − θ∗
ψ − ψ∗

−Kv



ẋ
ẏ
ż

ϕ̇

θ̇

ψ̇

 (6.31)

Las ganancias del controlador Kp y Kv se pueden obtener a través de
diferentes procesos de optimización.
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El controlador obtenido en la ecuación (6.31) entrega 6 entradas vir-
tuales definidas como:

δ =


Fx
Fy
Fz
Mx

My

Mz

 (6.32)

Pero el sistema real cuenta con 7 entradas reales, para poder transfor-
mar estas entradas virtuales se requiere realizar un algoritmo de asignación
de control, el cual se detalla en la siguiente sección.

6.3.1. Algoritmo de asignación de control

El esquema de control propuesto para un Vtol h́ıbrido tiene una es-
tructura basada en el controlador PBC, el cual supone que el sistema es
completamente actuado.

Figura 6.1: Diagrama de bloques del controlador

Debido a que el control PBC en realidad lo proporcionan las entradas
manipuladas al Vtol, las cuales son las RPM de los 3 rotores Ωm1, Ωm2,
Ωm3 y los ángulos de inclinación θm1, θm2, θm3, ϕm1, es necesario implemen-
tar un algoritmo de asignación de control que representa la relación entre
la entrada convencional δ y la entrada manipulada δm. El diagrama de la
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arquitectura del controlador propuesta se muestra en la Figura 6.1.

Considerando la estructura de las fuerzas y momentos aerodinámicos
en la dinámica de traslación y rotación, el vector de las entradas de control
convencionales δ se define de la siguiente manera:

δ =


Fx
Fy
Fz
Mx

My

Mz

 (6.33)

La entrada colectiva Fz está directamente relacionada con el control de
altitud, las entradas de los torques My y Mx se utilizan para el control de
cabeceo y balanceo, que proporcionan los puntos de ajuste para el control
de la posición angular, mientras que la entrada Mz está directamente re-
lacionada con el control del movimiento de guiñada, finalmente, Fx y Fy
sirven para controlar las posiciones longitudinales deseadas.

Por tanto, para un Vtol h́ıbrido, sea δm el vector de entradas manipu-
ladas definido por:

δm =



Ω2
1

Ω2
2

Ω2
3

θm1

ϕm1

θm2

θm2


(6.34)

En el cual Ω2
m representa las velocidades angulares de cada motor, mien-

tras que θmi representa las posiciones angulares alrededor del eje y con
respecto al cuerpo del Vtol de cada uno de los motores y a su vez ϕm1 la
rotación con respecto al eje del cuerpo z del vector de empuje.

Es posible encontrar una entrada intermedia que nos permita calcular
nuestra entrada manipulada, para esto haremos uso de entidades trigo-
nométricas a partir de la representación de cuerpo libre mostrada en la
Figura 6.2.
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Figura 6.2: Diagrama de cuerpo libre para la entrada intermedia

de igual manera, se analiza la descomposición de fuerzas para los mo-
tores frontales como se muestra en la Figura 6.3, cabe recalcar que ambos
motores pueden moverse de manera independiente sin tener que compartir
el mismo ángulo de inclinación, por lo que únicamente comparten la refe-
rencia con la que se mide el ángulo.

Figura 6.3: Diagrama de cuerpo libre de motores frontales para la entrada
intermedia
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Por tanto, sea u una entrada de control intermedia dada por:

u =



U1

U2

U3

U4

U5

U6

U7


=



Ω2
1 sin θm1

Ω2
1 cos θm1 cosϕm1

Ω2
1 cos θm1 sinϕm1

Ω2
2 sin θm2

Ω2
2 cos θm1

Ω2
3 sin θm3

Ω2
3 cos θm3


(6.35)

La relación entre (6.33) y (6.35) es proporcionada por la matriz de
mezcla M de la siguiente manera:


Fx

Fy

Fz

Mx

My

Mz

 =


0 0 KF 0 KF 0 KF

0 KF 0 0 0 0 0
−KF 0 0 −KF 0 −KF 0
0 0 KM L3KF 0 −L3KF 0

−L1KF −L1KM 0 L2KF 0 L2KF 0
KM +L1KF 0 KM L3KF −KM −L3KF





Ω2
1 sin θm1

Ω2
1 cos θm1 cosϕm1

Ω2
1 cos θm1 sinϕm1

Ω2
2 sin θm2

Ω2
2 cos θm1

Ω2
3 sin θm3

Ω2
3 cos θm3


(6.36)

Una condición importante para implementar un algoritmo de asigna-
ción de control es la invertibilidad de la matriz de mezcla (6.36).

Finalmente, los componentes de la entrada de control manipulada (6.34)
se pueden encontrar de la siguiente manera:

θm1 = arctan
Ω2

1 sin θm1

Ω2
1 cos θm1

(6.37)

ϕm1 = arctan
Ω2

1 cos θm1 sinϕm1

Ω2
1 cos θm1 cosϕm1

(6.38)

θm2 = arctan
Ω2

2 sin θm2

Ω2
2 cos θm2

(6.39)

θm3 = arctan
Ω2

3 sin θm3

Ω2
3 cos θm3

(6.40)

Ω2
1 cos θm1 =

√
(Ω2

1 cos θm1 cosϕm1)2 + (Ω2
1 cos θm1 sinϕm1)2 (6.41)
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Ω2
1 =

√
(Ω2

1 cos θm1)2 + (Ω2
1 sin θm1)2 (6.42)

Ω2
2 =

√
(Ω2

2 cos θm2)2 + (Ω2
2 sin θm2)2 (6.43)

Ω2
3 =

√
(Ω2

3 cos θm3)2 + (Ω2
3 sin θm3)2 (6.44)

Por lo que las ecuaciones (6.37-6.44) resultan de realizar los despejes
trigonométricos de las descomposiciones de fuerzas en los que fueron mo-
delados cada uno de los motores y el vector de empuje, por lo que en la
Figura 6.4 es posible observar las direcciones reales de cada motor.

Figura 6.4: Posiciones angulares de cada motor
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6.3.2. Resultados de simulación del Control PBC

Trayectoria en espiral ascendente para el modelo del Vtol h́ıbrido

Se procedió a simular el modelo matemático en conjunto con la estra-
tegia de control PBC y el algoritmo de asignación de control, en la que
se sintonizaron los parámetros de calibración de manera manual, para la
correcta ejecución de la trayectoria mostrada en la Figura 6.5

Las condiciones iniciales del sistema son x = 0 m, y = 0 m, z = 0 m,
ϕ = 0o, θ = 0o, ψ = 0o. El objetivo de la simulación fue desplazar el Vtol
h́ıbrido en una espiral ascendente. Se observa la ĺınea punteada en color
rojo, siendo esta la trayectoria deseada propuesta, mientras que la ĺınea
azul punteada representa la trayectoria recorrida por el Vtol h́ıbrido.

Figura 6.5: Trayectoria generada para el Vtol y la recorrida

En la Figura 6.6 se pueden apreciar las gráficas correspondientes a las
posiciones traslacionales que fueron alcanzadas por el Vtol h́ıbrido, para
poder llegar a las coordenadas requeridas por la trayectoria propuesta,
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siendo comparadas con la trayectoria deseada mostrada por la ĺınea roja
punteada.

Figura 6.6: Gráfica de las posiciones longitudinales recorridas

Figura 6.7: Gráfica de las posiciones angulares

Mientras que en la Figura 6.7 se puede observar como el Vtol h́ıbrido se
mantiene en las posiciones angulares deseadas, siendo estas ϕ = 0 y θ = 0
ya que representan el alabeo y el cabeceo respectivamente, puesto que una
aeronave si quiere mantener el rumbo y que sus parámetros aerodinámicos
se mantengan estables, la aeronave debe estar alineada con las direcciones
de viento.
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Trayectoria en forma de lemniscata el modelo del Vtol h́ıbrido

De igual manera se realizó otra prueba al simular el modelo matemático
del Vtol en conjunto con la estrategia de control PBC, en la se propuso
una trayectoria en forma de lemniscata, para poder observar su respuesta.

Para la simulación que se muestra en la Figura 6.8, las condiciones
iniciales fueron x = 0 m, y = 0 m, z = 0 m, ϕ = 0o, θ = 0o y ψ = 0o. El
objetivo de la simulación fue desplazar el Vtol h́ıbrido en dicha trayectoria.
Se observa la ĺınea punteada en color rojo, siendo esta la trayectoria deseada
propuesta, mientras que la ĺınea azul punteada representa la trayectoria
recorrida por el Vtol h́ıbrido.

Figura 6.8: Gráfica de la trayectoria lemniscata recorrida por el Vtol h́ıbrido

En la Figura 6.9 podemos apreciar las gráficas comparando las trayec-
torias deseadas y las recorridas por el Vtol h́ıbrido, en las que podemos
observar su desempeño a través del tiempo.
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Figura 6.9: Gráfica de la posición longitudinal del Vtol h́ıbrido

Mientras que en la Figura 6.10 podemos observar las posiciones angula-
res generadas por la acción de control en la que podemos apreciar como se
mantienen en 0o tanto pitch como en el roll, a diferencia del tricóptero que
necesita rotar para alcanzar las posiciones deseadas, esto es posible gracias
a los motores batientes del Vtol h́ıbrido, ya que los que se mueven al final
son estos para generar las distintas fuerzas de traslación y no la aeronave.

Figura 6.10: Gráfica de la posición angular del Vtol h́ıbrido.
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Y por último, en la Figura 6.11 se pueden observar los ángulos que se
generan en los motores por la acción de control PBC, mismos que están ex-
presados en radianes, representando su inclinación con respecto al veh́ıculo.

Figura 6.11: Gráfica de la posición de los motores del Vtol h́ıbrido

Trayectoria Despegue-Traslación-Aterrizaje para el modelo del
Vtol h́ıbrido

Por otra parte, se realizó una tercera prueba, en la que se marcó una
trayectoria de ascenso, dicha trayectoria solo es posible que sea realizada
por un vtol convencional y no por una aeronave de ala fija, ya que es un as-
censo completamente vertical, seguido por un desplazamiento en el x = 45
m. en el que se espera que el Vtol se desplace como una aeronave de ala
fija, y por último que esta realice un descenso vertical de nueva cuenta
como un Vtol convencional, buscando aśı realizar la transición entre dos
distintos modos de vuelo.

Teniendo en cuenta los requerimientos de la simulación, se puede ob-
servar la trayectoria recorrida por el Vtol h́ıbrido en la figura 6.12, las
condiciones iniciales del sistema son x = 0m, y = 0m, z = 0m, ϕ = 0o,
θ = 0o, ψ = 0o.
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Figura 6.12: Trayectoria 3 generada para el Vtol

Figura 6.13: Gráfica 2 de las posiciones longitudinales

Es posible observar en la siguiente Figura 6.13 como la aeronave as-
ciende los 5m marcados por la trayectoria sin desplazarse por ninguno de
los ejes x y y, para posteriormente recorrer los 30m deseados, por último
realiza el descenso, se puede observar como al moverse a través del eje x se
genera un pequeño ascenso en el eje z debido a los coeficientes de levante
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producidos por las alas al acelerar y alcanzar la posición deseada de los
45m, que es rápidamente compensado por el controlador.

Habiendo observado el comportamiento longitudinal, se puede dar paso
a observar la respuesta angular en la Figura 6.14, en la cual podemos
observar como el Vtol h́ıbrido sigue las posiciones deseadas para aprovechar
al máximo sus parámetros aerodinámicos, siendo estos ϕ = 0o, θ = 0o y
ψ = 0o, al igual que en la gráfica anterior se puede apreciar un pequeño
pico en el ángulo de cabeceo generado por la aceleración de la aeronave al
moverse a través del eje x, que a su vez es compensado por el controlador.

Figura 6.14: Gráfica 2 de las posiciones angulares

Teniendo ya las gráficas de las respuestas traslacionales y angulares, es
momento de observar en Figura 6.15 el resultado del algoritmo de asig-
nación de control en la cual podemos apreciar los ángulos generados para
nuestros motores y como estos actúan dependiendo de las necesidades a la
que el veh́ıculo se encuentre, es posible ver como en el ascenso los motores
se mantienen en una posición vertical de 90o en la que ejercen la fuerza de
sustentación del Vtol, mientras que se inclinan para realizar el movimiento
a través del eje x, para posteriormente regresar a 90o en el cual se realiza
el aterrizaje del Vtol.
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Figura 6.15: Gráfica de las posiciones angulares de cada motor

Figura 6.16: Comparación de las fuerzas generadas por el controlador y las
alas

Por último, se pueden apreciar en la Figura 6.16 las fuerzas producidas
por las alas (color rojo) y el controlador (color amarillo) en las etapas de
transición de vuelo, en la que a mayor velocidad de desplazamiento en los
ejes “X” y “Y ” mayor es la fuerza de sustentación de las alas y menor será
la fuerza generada por el controlador para la sustentación del mismo, las
fuerzas alares como las del controlador son negativas debido al marco de
referencia que se tomó para el modelado del Vtol en el cual las posiciones
de ascenso son negativas.
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Trayectoria senoidal para el modelo del Vtol h́ıbrido

Para finalizar se muestra la última simulación propuesta, la cual es una
trayectoria longitudinal con un movimiento en el eje “Y ” con una función
senoidal.

Figura 6.17: Gráfica de la trayectoria senoidal recorrida por el Vtol h́ıbrido

Las condiciones iniciales del sistema son x = 0m, y = 0m, z = 0m,
ϕ = 0o, θ = 0o, ψ = 0o.

En la Figura 6.18 podemos observar la amplitud y periodo deseado
para la trayectoria, al igual que podemos observar la respuesta del sistema
con respecto a la trayectoria deseada en el marco longitudinal, en la cual
es posible observar el margen de error entre ambas trayectorias tanto la
deseada como la recorrida por el veh́ıculo en la simulación. De igual manera
es posible observar la trayectoria de ascenso y decenso que se llevó a cabo
en esta prueba de vuelo.
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Figura 6.18: Gráfica de las posiciones longitudinales del Vtol h́ıbrido

Mientras que en la Figura 6.19 podemos observar la respuesta angu-
lar que tiene el sistema con respecto a los ángulos deseados, en los que
prácticamente se mantienen en 0 grados.

Figura 6.19: Gráfica de las posiciones angulares del Vtol h́ıbrido

Por ultimo en la Figura 6.20 podemos apreciar las posiciones angulares
en la que se encuentran los motores del Vtol h́ıbrido, los cuales permiten
que la aeronave se mantenga sin inclinación alguna, al ser estos últimos los
que se mueven para generar las fuerzas requeridas por el controlador.
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Figura 6.20: Gráfica de las posiciones angulares de los motores del Vtol
h́ıbrido

6.4. Índices de desempeño

A continuación se presenta una tabla la cual mediante el ı́ndice de
desempeño ITAE, nos proporciona información sobre el desempeño de cada
una de las trayectorias realizadas por los 3 modelos presentados en este
documento, en el que se puede apreciar y comparar el comportamiento de
los resultados de los diferentes modelos, dependiendo de de las trayectorias
a realizar, el cual se calcula de la siguiente manera:∫ t

0

t|e(t)|dt (6.45)

donde t es el tiempo y |e| el error absoluto.

Las trayectorias comparadas son:

Trayectoria en espiral ascendente.

Trayectoria en forma de lemniscata.

Trayectoria despegue-aterrizaje.

Trayectoria en forma senoidal.
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La tabla 6.1 muestra los resultados de desempeño.

EJE
X

EJE Y EJE
Z

Roll Pitch Yaw TRAYECTORIA

1635 471.7 202.7 14.69 31.17 18.3 ESPIRAL VTOL HIBRIDO

5719 1015 10.1 70 3 81 LEMNISCATA VTOL HÍBRIDO
830 0.001 20.5 0.002 0.03 0.0005 VTOL H. DESPEGUE
1230 20 8.75 12.3 0.56 0.0005 VTOL SENOIDAL

3735 4071.7 602 47.2 130.17 81.3 ESPIRAL AVIÓN

9830 4720 15.7 190 44 89 LEMNISCATA AVIÓN

503 0.002 12 0.004 0.06 0.0005 AVIÓN DESPEGUE

1830 180 7.1 21.2 2.78 8 AVIÓN SENOIDAL

6944 6841 1223 143.1 151 177 TRICÓPTERO ESPIRAL

30370 20960 228.5 265.5 303.7 99.87 TRICÓPTERO LEMNISCATA

1503 0.0031 63.88 0.0365 6.022 0.0008 TRICÓPTERO DESPEGUE

2254 64 79.81 42.44 3.155 0.0166 TRICÓPTERO SENOIDAL

Cuadro 6.1: Tabla del ı́ndice de desempeño medido con el ITAE

Y por último se muestra una tabla con las integrales de cada señal
de control obtenidas en cada simulación, lo cual nos permite observar de
manera numérica las fuerzas necesarias que necesita el controlador, para
alcanzar las trayectorias definidas.

Fuerzas Pares TRAYECTORIA

39059.9 N 142 N/M ESPIRAL VTOL HÍBRIDO

5794.7 N 266.7 N/M LEMNISCATA VTOL HÍBRIDO
3725 N 0.001 N/M VTOL H. DESPEGUE
3472 N 20.5 N/M VTOL SENOIDAL

2735 N 407.7 N/M ESPIRAL AVIÓN

4830 N 206.2 N/M LEMNISCATA AVIÓN

1203 N 0.04 N/M AVIÓN DESPEGUE

1830 N 40.5 N/M AVIÓN SENOIDAL

3672 N 37.78 N/M TRICÓPTERO ESPIRAL

3696 N 12.87 N/M TRICÓPTERO LEMNISCATA

226.7 N 0.2548 N/M TRICÓPTERO DESPEGUE

232.2 N 1.709 N/M TRICÓPTERO SENOIDAL

Cuadro 6.2: Tabla con las señales de control totales generadas por el con-
trolador

Estas tablas nos permiten analizar el desempeño de cada modelo ante
cada trayectoria planteada en este trabajo de tesis, siendo notorio como el
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desempeño de cada aeronave se ve afectado en trayectorias en las que por
restricciones f́ısicas no pueden seguir de manera óptima, ejemplo de esto se
puede notar en la trayectoria senoidal realizada por el avión, el cual al tener
una dinámica lenta no le es posible seguir el serpenteo de la trayectoria en
comparación con el VTOL h́ıbrido e incluso el tricóptero, en cambio en la
tabla 6.2 podemos observar como el avión es el que menor fuerza necesita
del controlador.

6.5. Conclusiones

Las simulaciones presentadas en este caṕıtulo, permiten identificar cier-
tos patrones y comparar el funcionamiento del Vtol h́ıbrido con respecto
a los modelos base que ayudaron a modelar este sistema, es posible obser-
var como este último puede comportarse de ambas maneras permitiendo
seguir trayectorias que solamente los VANTs de motores rotativos pueden
realizar, mientras que también es capaz de generar a través de las alas los
coeficientes de sustentación, demandando menos fuerza por parte del con-
trolador PBC.

Por otra parte, gracias a los grados de libertad con los que fueron di-
señados sus motores, permiten al Vtol h́ıbrido mantenerse en posiciones
angulares cercanas al 0, en contraparte con los modelos del tricóptero y
del ala fija que necesitan rotar para llegar a las posiciones deseadas esto se
puede observar en las simulaciones de las trayectorias en espiral ascendente.

De igual manera, el vector de empuje permite a la aeronave ir a ve-
locidades de traslación más bajas sin comprometer su altura, algo que el
modelo del avión no puede realizar debido a que depende rigurosamente
de los coeficientes de sustentación, como es posible observar en las pruebas
“senoidales” y “despegue-traslación-aterrizaje”.
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Capı́tulo 7
Conclusiones

En este trabajo se ha desarrollado un modelo matemático y un con-
trolador no lineal basado en pasividad para un VANT h́ıbrido tipo Vtol
skywalker x8, modificado con un vector de empuje y motores basculantes.
El modelo matemático se presentó en la formulación de Euler-Lagrange,
teniendo en cuenta los parámetros aerodinámicos y la descomposición de
fuerzas generadas por el vector de empuje diseñado y los motores bascu-
lantes.

Se diseñó e implementó el algoritmo de control PBC, el cual tuvo un
resultado satisfactorio en el control de todos los estados del sistema, tenien-
do un buen comportamiento en las regulaciones de posición traslacional y
rotacional, además de permitir con resultados favorables la transición de
vuelo crucero a estacionario y viceversa en la trayectoria de vuelo propues-
ta.

Después se realizó un algoritmo de asignación de control que permitiera
relacionar las señales virtuales de control generadas por el PBC con las en-
tradas reales del sistema, las cuales son las velocidades angulares de cada
motor y los ángulos de inclinación de los mismos.

Se diseñó también una estrategia de control basada en IDA-PBC para
el modelo del tricóptero, mostrando resultados satisfactorios para controlar
la diferencia de momentos producidos por el número de motores con los
que cuenta este veh́ıculo, el cual es impar, y mantiene rotando al veh́ıculo
en el eje z.

Se publicó un art́ıculo en el Congreso Nacional de Robótica realizado
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por el Instituto Tecnológico de Tijuana y un póster académico en el Centro
Nacional de Investigación y Desarrollo Tecnológico de la Ciudad de Cuer-
navaca.

La principal aportación en este trabajo de investigación, está en pro-
poner un nuevo modelo matemático para un tipo especial de aeronaves
capaces de realizar despegues y aterrizajes verticales, gracias a los motores
basculantes con los que cuenta, los cuales fueron modelados de tal forma
que todos sus ángulos sean distintos y no de la forma tradicional en la que
ambos comparten la misma inclinación, haciendo que el modelo propuesto
sea distinto a los encontrados en la literatura, además en proponer una
metodoloǵıa para obtener un esquema PBC, una ventaja importante de
este algoritmo, es que se puede aplicar a los sistemas sub-actuados con
matriz de inercia dependiente de las coordenadas no actuadas del sistema,
y generar un algoritmo capaz de relacionar las fuerzas generadas por el
controlador con los actuadores reales del sistema.

Y aunque en el análisis de fuerzas necesarias para controlar la aeronave
sea mayor como se puede observar en la Tabla 6.2, tiene un mejor des-
empeño en trayectorias que involucren desempeños mixtos ver Tabla 6.1
donde los VTOL convencionales ni los aviones de ala fija pueden realizar
de manera óptima.

7.1. Trabajos futuros

Diferentes temáticas pueden seguirse investigando a partir de este tra-
bajo, principalmente las siguientes:

Mejorar el algoritmo de control mediante un control no lineal robusto
frente a perturbaciones del viento, ya que la estrategia de control PBC
no es robusta ante parámetros desconocidos.

Mejorar el modelo no lineal del Vtol, tomando en cuenta los efectos
aerodinámicos cuando la aeronave entra en perdida y profundizar en
los coeficientes de deslizamiento de esta aeronave.

Instrumentar un prototipo de ala fija, para poder comprobar f́ısica-
mente los resultados obtenidos en simulación en este trabajo de tesis.

Escribir art́ıculos cient́ıficos (congreso o revista).
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Beltrán, C. D. (2017). Swing-attenuation for a quadrotor trans-
porting a cable-suspended payload. ISA Transactions , 68 , 433-
449. Descargado de https://www.sciencedirect.com/science/

article/pii/S0019057817301635 doi: https://doi.org/10.1016/
j.isatra.2017.01.027

Hassanalian, M., y Abdelkefi, A. (2017). Classifications, applications, and
design challenges of drones: A review. Progress in Aerospace Sciences ,
91 , 99-131. doi: 10.1016/j.paerosci.2017.04.003

Kendoul, F., Fantoni, I., y Lozano, R. (2006). Modeling and control of a
small autonomous aircraft having two tilting rotors. IEEE Transac-
tions on Robotics , 22 (6), 1297-1302. doi: 10.1109/TRO.2006.882956

Knoebel, N., Osborne, S., Snyder, D., Mclain, T., Beard, R., y Eldredge,
A. (2006). Preliminary modeling, control, and trajectory design for
miniature autonomous tailsitters. En Aiaa guidance, navigation, and
control conference and exhibit. Descargado de https://arc.aiaa

.org/doi/abs/10.2514/6.2006-6713 doi: 10.2514/6.2006-6713
Mathisen, S. H., Gryte, K., Johansen, T., y Fossen, T. I. (2016). Non-

linear model predictive control for longitudinal and lateral guidance
of a small fixed-wing uav in precision deep stall landing. En Aiaa
infotech @ aerospace. Descargado de https://arc.aiaa.org/doi/

abs/10.2514/6.2016-0512 doi: 10.2514/6.2016-0512
Mehndiratta, M., y Kayacan, E. (2018). Reconfigurable fault-tolerant

nmpc for y6 coaxial tricopter with complete loss of one rotor. En
2018 ieee conference on control technology and applications (ccta)
(p. 774-780). doi: 10.1109/CCTA.2018.8511444

Ortega, R., y der Schaft, A. V. (2000). Energy shaping revisited. Procee-
dings - IEEE International Conference on Control Applications .

Ortega, R., der Schaft, A. V., Maschke, B., y Escobar, G. (2002). In-
terconnection and damping assignment passivity-based control of
port-controlled hamiltonian systems. Automatica, 38 , 585-596. doi:
10.1016/S0005-1098(01)00278-3

101



Ortega, R., y Mareels, I. (2000). Energy-balancing passivity-based con-
trol. Proceedings - IEEE International Conference on Robotics and
Automation.

Ortega, R., Spong, M., Gomez-Estern, F., y Blankenstein, G. (2002). Stabi-
lization of a class of underactuated mechanical systems via intercon-
nection and damping assignment. IEEE Transactions on Automatic
Control , 47 (8), 1218-1233. doi: 10.1109/TAC.2002.800770

Ortega, R., y Spong, M. W. (1989). Adaptive motion control of
rigid robots: A tutorial. Automatica, 25 (6), 877-888. Descar-
gado de https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/
000510988990054X doi: https://doi.org/10.1016/0005-1098(89)
90054-X

Ortega, R., van der Schaft, A., Maschke, B., y Escobar, G. (2002). Inter-
connection and damping assignment passivity-based control of port-
controlled hamiltonian systems. Automatica, 38 (4), 585-596. Descar-
gado de https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/
S0005109801002783 doi: https://doi.org/10.1016/S0005-1098(01)
00278-3

Papachristos, C., Alexis, K., y Tzes, A. (2013). Hybrid model predictive
flight mode conversion control of unmanned quad-tiltrotors. En 2013
european control conference (ecc) (p. 1793-1798). doi: 10.23919/ECC
.2013.6669816

Prach, A., y Kayacan, E. (2018). An mpc-based position controller for
a tilt-rotor tricopter vtol uav. Optimal Control Applications and
Methods , 39 (1), 343-356. Descargado de https://onlinelibrary

.wiley.com/doi/abs/10.1002/oca.2350 doi: https://doi.org/10

.1002/oca.2350
Rodriguez, H., y Ortega, R. (2002). Stabilization of electro-

mechanical systems via interconnection and damping assign-
ment. IFAC Proceedings Volumes , 35 (1), 157-162. Descarga-
do de https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/

S1474667015386973 (15th IFAC World Congress) doi: https://
doi.org/10.3182/20020721-6-ES-1901.00276
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