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Resumen

Existen sistemas mecánicos que pueden ser descritos por una serie de

coordenadas independientes entre sí, como es el caso de los manipula-

dores seriales. Sin embargo, existen también mecanismos en los cuales

sus coordenadas no son independientes (aún en el caso de contar con

la cantidad mínima necesaria de ellas) y por lo tanto existen relaciones

entre las mismas (restricciones). Si 𝝆 es el vector de coordenadas usado

para describir la configuración de un sistema; es decir, para especificar

de manera completa la ubicación de cada punto en el sistema mecánico,

entonces una restricción holonómica del mismo es una expresión de

la forma 𝜶(𝝆) = 0. Una restricción no holonómica de primer orden es

una expresión de la forma 𝜷(𝝆, ¤𝝆) = 0 que no es integrable (i.e., no es

posible escribir 𝜷 como la derivada temporal de una función 𝜶(𝝆)), y

una restricción no holonómica de segundo orden es una expresión de

la forma 𝜸(𝝆, ¤𝝆, ¥𝝆) = 0 que tampoco es integrable. De estos tipos de

restricciones sólo las holonómicas reducen la dimensión del espacio de

configuración; las restricciones no holonómicas de primer orden son res-

tricciones en la velocidad instantánea, y se presentan principalmente en

robots móviles con ruedas; las restricciones no holonómicas de segundo

orden restringen la aceleración instantánea (o la variación de la cantidad

de movimiento) y se presentan en robots móviles acuáticos, vehículos

espaciales y manipuladores subactuados. El objetivo principal de este

trabajo de tesis es estudiar sistemas no holonómicos en general, desde el

punto de vista de su modelado, planificación de movimiento y control

automático.

Abstract

There are mechanical systems that can be described by a series of

coordinates which are independent between them, as it is the case of

serial manipulators. However, there are also mechanisms in which their

coordinates are not independent (even in the case of having the minimum

necessary amount of them) and therefore there are relationships between

them (restrictions). If 𝝆 is the vector of coordinates used to describe the

configuration of a system; i.e., to fully specify the location of each point

in the system, then a holonomic constraint is an expression of the form

𝜶(𝝆) = 0. A first order non-holonomic constraint is an expression of

the form 𝜷(𝝆, ¤𝝆) = 0 that can not be integrated (i.e., it is not possible to

write 𝜷 as the time derivative of a function 𝜶(𝝆)), and a second order

non-holonomic constraint is an expression of the form 𝜸(𝝆, ¤𝝆, ¥𝝆) = 0
that is also not integrable. Among these types of constraints, only the

holonomic ones reduce the dimension of the configuration space; non-

holonomic first order constraints are constraints on instantaneous velocity,

and they occur mainly in wheeled mobile robots; second-order non-

holonomic constraints restrict instantaneous acceleration (or variation

in momentum) and occur in underwater mobile robots, space vehicles,

and under-actuated manipulators. The main objective of this thesis work

study non-holonomic systems in general, from the point of view of its

modeling, movement planification and automatic control.
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Introducción 1
1.1. Conceptos básicos

Espacio de configuración y coordenadas generalizadas

Se le llama configuración de un sistema mecánico a la ubicación en el

espacio físico de todos los elementos del sistema en un instante de tiempo

dado. Y se le llama espacio de configuración al conjunto formado por todas

las configuraciones posibles que puede tomar el sistema en cualquier

tiempo.

Para describir la configuración de un sistema generalmente se emplea un

conjunto de parámetros que determinan de manera única la ubicación

de todos los puntos del mismo. Para referirse a estos parámetros, en

la literatura relacionada se emplea el término coordenadas generalizadas;
el adjetivo “generalizadas” se usa para resaltar el hecho de que estas

coordenadas representan parámetros que describen la configuración del

sistema y no coordenadas en el sentido tradicional, que dan la ubicación

de un punto en el espacio físico.

Debe notarse entonces que el espacio de configuración proporciona una

manera de visualizar un sistema mecánico como si fuera un punto en un

espacio de dimensión mayor. Además, una trayectoria (es decir, una curva

parametrizada en función de tiempo) en el espacio de configuración de

un sistema mecánico describe el movimiento de tal sistema en el espacio

físico.

Considérese ahora el caso de un sistema que es descrito por 𝑚 coordena-

das generalizadas, las cuales se denotan como 𝜌1 , 𝜌2 , . . . , 𝜌𝑚 ; entonces

es posible definir un vector de coordenadas generalizadas 𝝆, tal que

𝝆 =
[
𝜌1 𝜌2 · · · 𝜌𝑚

]𝑇 ∈ ℝ𝑚

donde ℝ𝑚
describe el espacio de configuración del sistema y, por lo tanto,

cada elemento del mismo corresponde a una configuración específica.

Para un mismo sistema es posible emplear diferentes conjuntos de coorde-

nadas generalizadas (incluso con un número diferente de coordenadas).

Y, en general, dados dos conjuntos de coordenadas generalizadas que

describen el mismo sistema, debe ser posible expresar un conjunto en

términos del otro (o, lo que es lo mismo, definir una transformación de

coordenadas generalizadas).

Además, para describir la configuración de un sistema, es común emplear

conjuntos de coordenadas generalizadas en las que cada coordenada es

independiente de las otras. De hecho, algunos autores afirman que las

coordenadas generalizadas deben ser independientes por definición. Sin

embargo, en este trabajo se tomará el enfoque de [1], quien habla de coor-
denadas generalizadas independientes (o mínimas) y coordenadas generalizadas
dependientes (redundantes, o no mínimas).



2 1 Introducción

1: En matemáticas, un isomorfismo es un

mapeo que conserva la estructura entre

dos estructuras del mismo tipo que se

puede revertir mediante un mapeo inverso.

Por lo tanto dos estructuras matemáticas

son isomórficas si existe un isomorfismo

entre ellas.

Y debe notarse que, siempre que se emplee un conjunto de coordenadas ge-

neralizadas dependientes, existirán relaciones matemáticas (comúnmente

llamadas restricciones de configuración) que establecen esa dependencia

entre tales coordenadas.

Así, un sistema formado por 𝑁 partículas independientes (libres) en el

espacio físico requiere𝑚 = 3𝑁 coordenadas generalizadas para describir

una configuración específica, y el espacio de configuración de tal sistema

será ℝ3𝑁
. No obstante, si las partículas no se mueven libremente en todo

el espacio, o bien, existen relaciones entre ellas (que puedan ser descritas

como expresiones matemáticas entre sus coordenadas generalizadas),

entonces el espacio de configuración se reduce también.

Por ejemplo, una partícula que está restringida a moverse en el plano

definido por la ecuación 𝑥 = 𝑦 tendría como espacio de configuración el

siguiente conjunto {[
𝑥 𝑦 𝑧

]𝑇 ∈ ℝ3

: 𝑥 − 𝑦 = 0

}
;

pero debe notarse que al ser un plano, este conjunto representa un

subespacio de ℝ3
que es de dimensión 2.

Un subconjunto de un espacio euclidiano ℝ𝑚
que se puede considerar,

al menos localmente, como isomórfico
1

a un espacio euclidiano ℝ𝑛
, con

𝑛 < 𝑚, se dice que es una variedad (en inglés “manifold”) de dimensión

𝑛 en ℝ𝑚
(y se emplea la notación 𝑀𝑛 ⊂ ℝ𝑚

). Y cuando el espacio de

configuración de un sistema es una variedad, se habla de una variedad
de configuración. Así, en el ejemplo anterior se tiene una variedad de

configuración de dimensión 2 en ℝ3
.

Ahora bien, si se toma la derivada con respecto al tiempo de la coordenada

generalizada 𝜌𝑖 (con 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑚) se obtiene la correspondiente

velocidad generalizada, denotada por ¤𝜌𝑖 ; asimismo, la segunda derivada

de 𝜌𝑖 da la aceleración generalizada ¥𝜌𝑖 . De este modo se puede definir el

vector de velocidades generalizadas

¤𝝆 =
[
¤𝜌1

¤𝜌2 · · · ¤𝜌𝑚
]𝑇 ∈ 𝑇𝜌𝑀𝑛 ⊂ ℝ𝑚

donde 𝑇𝜌𝑀
𝑛

es el espacio tangente del punto 𝝆 en 𝑀𝑛
, que es también

una variedad de dimensión 𝑛. Asimismo, el vector de aceleraciones

generalizadas es

¥𝝆 =
[
¥𝜌1

¥𝜌2 · · · ¥𝜌𝑚
]𝑇 ∈ 𝑇¤𝜌(𝑇𝜌𝑀𝑛) ⊂ ℝ𝑚 .

Cuasi-velocidades

Las velocidades de los puntos de un sistema para cierta configuración y

cierto instante de tiempo pueden ser especificados ya sea por las velocida-

des generalizadas o, de forma más general, por las llamadas características
cinemáticas o cuasi-velocidades (que son una cierta combinación lineal

de las velocidades generalizadas) [2]. Un ejemplo de cuasi-velocidades

usadas comúnmente sería la proyección de la velocidad angular de un

cuerpo rígido a sus principales ejes de inercia utilizando ángulos de
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Euler y sus derivadas, es decir:

𝑝 =sen(�)sen(𝜑) ¤𝜓 + cos(𝜑) ¤�, (1.1)

𝑞 =sen(�)cos(𝜑) ¤𝜓 − sen(𝜑) ¤�,
𝑟 =cos(�) ¤𝜓 + ¤𝜑.

En este caso, las cuasi-velocidades 𝑝, 𝑞 y 𝑟 se distinguen de las velocidades

generalizadas ¤𝜑, ¤𝜓 y
¤� por el hecho de que no son la derivada con respecto

al tiempo de ninguna de las coordenadas generalizadas (𝜑, 𝜓 y �). En

forma general las cuasi-velocidades pueden ser escritas como

�𝑖 = 𝑓𝑖(𝝆, ¤𝝆); (1.2)

para el caso en el que las cuasi-velocidades de la forma (1.2) son integra-

bles, las coordenadas generalizadas que determinan la configuración del

sistema pueden ser encontradas simplemente integrando �𝑖 con respecto

al tiempo. Por otro lado, si las cuasi-velocidades no son integrables, se

utilizan las cantidades

𝜋𝑖 =

∫ 𝑡

0

�𝑖𝑑𝑡, (1.3)

que tienen un cierto parecido a las coordenadas generalizadas, pero ya

no son función de la configuración del sistema. Las cantidades 𝜋𝑖 son

conocidas como cuasi-coordenadas [2].

Grados de libertad y restricciones cinemáticas

La definición más común sobre el número de grados de libertad (o, por

simplicidad, g.d.l.) de un sistema mecánico es el número de parámetros

independientes que determinan su configuración. Y como las coordenadas

generalizadas son justamente las que describen tal configuración, el nú-

mero de grados de libertad es también el número mínimo de coordenadas

generalizadas que se requieren en el sistema.

En el párrafo anterior, es importante resaltar el hecho de que se trata

del mínimo número de coordenadas generalizadas, ya que, como se

explicó anteriormente, es posible emplear un conjunto de coordenadas

generalizadas que sea no mínimo; en tal caso, el sistema tendría más

coordenadas generalizadas que grados de libertad.

Sea 𝑛 el número de grados de libertad de un sistema y 𝑚 el número de

coordenadas generalizadas empleadas para describir su configuración.

Si 𝑚 > 𝑛 entonces deben existir 𝑟 = 𝑚 − 𝑛 restricciones de configura-

ción. Dicho de otra manera, el número de grados de libertad se puede

obtener simplemente restando el número de coordenadas generalizadas

(dependientes) que se empleen menos el número de restricciones de

configuración entre ellas.

Es importante recalcar que lo anterior es válido únicamente para el caso

de sistemas holonómicos, donde un movimiento arbitrario del sistema

puede ser representado en el espacio de configuración por cierta curva, y

viceversa. Sin embargo, esto no es una regla general para el caso de siste-

mas no holonómicos; en estos sistemas, sólo ciertas curvas en el espacio

de configuración corresponden a movimientos del sistema compatibles

con las restricciones. Esto es debido a que ahora los diferenciales de las
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coordenadas generalizadas que definen los desplazamientos deberán

satisfacer ciertas restricciones no holonómicas. En relación con el pro-

blema de eliminar las reacciones de restricciones ideales (el principal

problema en la obtención de ecuaciones de movimiento de sistemas

mecánicos) es común aplicar el concepto de desplazamientos virtuales. Las

variaciones virtuales de las coordenadas generalizadas son variaciones

de las coordenadas que deben satisfacer las restricciones no holonómicas.

Desplazamientos del sistema que corresponden a las variaciones vir-

tuales de las coordenadas generalizadas son llamados desplazamientos

virtuales. De acuerdo a esto, los desplazamientos virtuales de un sistema

pueden considerarse como el posible desplazamiento de un sistema que

tiene las mismas restricciones homogéneas independientes del tiempo

que el sistema original en un instante de tiempo dado.

De esta manera, en general, el número de desplazamientos virtuales

linealmente independientes de un sistema corresponde con su número

de grados de libertad [2]. En el caso de los sistemas holonómicos es

el número de coordenadas generalizadas mínimas. Pero éste no es el

caso para sistemas no holonómicos, en el cual el número de grados de

libertad es el número de coordenadas generalizadas menos el número

de restricciones no holonómicas.

El número de grados de libertad es una característica de un sistema

mecánico y es independiente de las coordenadas utilizadas para describir

su configuración. En otras palabras, a pesar de que se puede seleccionar

el número y tipo de coordenadas generalizadas en más de una manera,

el valor 𝑛 = 𝑚 − 𝑟 es invariante.

Debe notarse que si el sistema mecánico bajo estudio queda caracterizado

por 𝑝 partículas moviéndose en un espacio de dimensión 𝑑, entonces el

número de coordenadas generalizadas sería𝑚 = 𝑑𝑝 y, en caso de existir 𝑟

restricciones de configuración, el número de grados de libertad quedaría:

𝑛 = 𝑑𝑝 − 𝑟. (1.4)

Las restricciones de configuración se conocen también como restricciones
holonómicas y un sistema que posee este tipo de restricciones se denomina

sistema holonómico. En general, una restricción holonómica entre las 𝑚

coordenadas generalizadas del vector 𝝆 es una ecuación de la forma

𝛼(𝝆) = 0, y si 𝝆 ∈ ℝ𝑚
es el vector de coordenadas de configuración de

un sistema holonómico de 𝑛 grados de libertad, entonces las 𝑟 = 𝑚 − 𝑛
restricciones holonómicas se pueden agrupar en un vector de restricciones
holonómicas de la forma

𝜶(𝝆) =
[
𝛼1(𝝆) 𝛼2(𝝆) · · · 𝛼𝑟(𝝆)

]𝑇
= 0 ∈ ℝ𝑟 . (1.5)

Y debe notarse que si se deriva (1.5) con respecto al tiempo pueden

obtenerse también restricciones que involucran a las velocidades y acele-

raciones generalizadas:

¤𝜶(𝝆, ¤𝝆) = 0,
¥𝜶(𝝆, ¤𝝆, ¥𝝆) = 0.

Pero es importante mencionar que también hay sistemas que no tienen

restricciones en el espacio de configuración (𝑀𝑛
), pero sí en el espacio
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de las velocidades (𝑇𝜌𝑀
𝑛
) o incluso en el espacio de las aceleraciones

(𝑇¤𝜌(𝑇𝜌𝑀𝑛)). Tales restricciones se conocen como restricciones no holonómi-
cas y los sistemas que las poseen son sistemas no holonómicos.

Existen en general dos tipos de restricciones no holonómicas. Una restric-
ción no holonómica de primer orden es aquella que se puede expresar en la

forma

𝜷(𝝆, ¤𝝆) = 0, (1.6)

pero no es posible integrar (1.6) para obtener una restricción que dependa

sólo de 𝝆 (o, en otras palabras, no es posible escribir 𝜷(𝝆, ¤𝝆) como la

derivada temporal de una función 𝜶(𝝆)). Asimismo, una restricción no
holonómica de segundo orden es una expresión de la forma

𝜸(𝝆, ¤𝝆, ¥𝝆) = 0 (1.7)

que no es integrable (no es posible escribir 𝜸(𝝆, ¤𝝆, ¥𝝆) como la derivada

temporal de una función 𝜷(𝝆, ¤𝝆)).

Definición 1.1.1 Un sistema mecánico es no holonómico si éste tiene restric-
ciones no holonómicas [2].

Cuerpos rígidos y postura

Un cuerpo rígido es, por definición, un objeto físico con la característica

de que si se toman dos puntos dentro del mismo, la distancia entre ellos

se mantiene constante en todo momento. En otras palabras, un cuerpo

rígido es un objeto sólido no deformable. Y aunque se trata de una

idealización, este concepto resulta ser muy útil en el estudio de mecánica

de sólidos.

Sean 𝑃𝑖 y 𝑃𝑗 dos puntos cualesquiera pertenecientes a un cuerpo rígido,

con coordenadas (𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 , 𝑧𝑖) y (𝑥 𝑗 , 𝑦𝑗 , 𝑧 𝑗), respectivamente, respecto a un

mismo marco de referencia, y sea 𝑑𝑖 𝑗 la distancia entre esos dos puntos;

es decir,

𝑑𝑖 𝑗 =

√
(𝑥 𝑗 − 𝑥𝑖)2 + (𝑦 𝑗 − 𝑦𝑖)2 + (𝑧 𝑗 − 𝑧𝑖)2 , (1.8)

entonces, aunque el cuerpo se encuentre en movimiento, al ser rígido se

debe cumplir siempre que 𝑑𝑖 𝑗 es constante.

En este documento se denomina postura (en inglés “pose”) a la combinación

de la posición y orientación de un cuerpo rígido en el espacio. Se tiene

entonces que, en general, para un cuerpo rígido que se mueve en un

espacio de dimensión 𝑑, el espacio de configuración de la postura es de

dimensión
𝑑(𝑑+1)

2
, o, lo que es lo mismo, se requieren

𝑑(𝑑+1)
2

g.d.l. para

determinar la postura de un cuerpo rígido. De éstos, 𝑑 g.d.l. determinan

la posición y los restantes
𝑑(𝑑−1)

2
g.d.l. dan la orientación del cuerpo.

1.2. Fundamentos de robótica

En general, un robot es un mecanismo automático, controlado, repro-

gramable y capaz de posicionar y orientar piezas, útiles o dispositivos
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especiales, siguiendo trayectorias definidas por el usuario, para la ejecu-

ción de diversas tareas. Su unidad de control incluye un dispositivo de

memoria y, ocasionalmente, de percepción del entorno. Normalmente su

uso consiste en realizar una tarea de manera cíclica, adaptándose a otra

sin cambios permanentes en su estructura [3].

La Figura 1.1 presenta el diagrama esquemático de un sistema de control

de robots.

Figura 1.1: Diagrama de bloques de un

sistema de control de robots.

Generalmente existe un planificador de tareas quien se encarga de definir

la tarea deseada y encomendada al robot. La salida del planificador (𝝆𝑑
en la Figura) se usa como referencia deseada en el controlador, cuya

función es generar una señal de control 𝒖 que garantice que el robot se

mueva manteniendo la salida real del robot 𝝆 lo más cercana posible a la

referencia 𝝆𝑑.

Pero es interesante notar que los bloques de la Figura 1.1 representan

también los cuatro aspectos que son de interés cuando se trabaja con

robots en general:

Modelado: El conocimiento de todos los parámetros físicos del

robot y de las relaciones entre ellos. Los modelos matemáticos

(cinemático y dinámico) se extraen de las leyes físicas que rigen

el movimiento del robot. La cinemática es importante puesto

que relaciona las coordenadas articulares con las coordenadas de

postura del elemento de interés, así como sus derivadas respecto

al tiempo. La dinámica, por otro lado, toma en cuenta las masas y

fuerzas que producen un movimiento dado.

Planificación de tareas: Es el proceso de especificar las diferentes

tareas para el robot, ya sea en coordenadas articulares o en coordena-

das de postura. Esto puede involucrar desde el diseño y aplicación

de trayectorias simples a lo largo de rutas precalculadas (lo que se

denomina planificación de trayectorias) hasta el empleo de complejos

algoritmos computacionales que toman decisiones en tiempo real

durante la ejecución de una tarea.

Control: Contiene los elementos que permiten asegurar el cum-

plimiento de las tareas especificadas, a pesar de la existencia de

perturbaciones o dinámicas no modeladas. De acuerdo al tipo de

variables usadas en el lazo de control se pueden tener controladores

en espacio articular o en espacio de postura. Los algoritmos de

control de robots pueden ser ejecutados ya sea a bajo nivel (por

ejemplo, en controladores electrónicos en los manejadores de los

actuadores) o a través de sofisticados programas de alto nivel en

una computadora personal.

Implementación: Consiste en aplicación y validación de los aspectos

anteriores (que generalmente suponen condiciones ideales) en

un robot real, considerando situaciones de carácter práctico que

se presentan principalmente en los sensores y actuadores. Aquí
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Figura 1.2: Robot móvil con ruedas SEE-

KUR de la Empresa MobileRobots.

se pueden incluir los efectos de la discretización debida al uso

de sistemas digitales, la estimación de estados a partir de las

mediciones de los sensores, las no linealidades intrínsecas como

la fricción en las articulaciones, y el modo de operación de los

actuadores, que determina el tipo de señales que se deben emplear

como señales de control.

1.3. Sistemas no holonómicos

Generalidades

De acuerdo con [4], se pueden considerar tres causas que originan la

característica de no holonomía entre los sistemas mecánicos:

1. El contacto rodante entre dos cuerpos sin deslizamiento.

2. La conservación del momento angular de ciertos mecanismos.

3. Mecanismos robóticos bajo una operación de control especial.

Algunas ejemplos que se presentan debido a la primera causa son:

Robots móviles con ruedas y vehículos donde el contacto rodante

toma lugar entre las ruedas y una superficie. Además, éste es el

ejemplo más común de sistemas no holonómicos (Figura 1.2).

Manipulación diestra con manos robóticas multidedos, donde la

restricción se presenta en el contacto rodante de la punta de los

dedos con los objetos.

La segunda situación, en la que las restricciones no holonómicas entran

en juego, es cuando en el movimiento de un sistema mecánico que

presenta ciertas propiedades de simetría existen cantidades conservadas.

Si estas cantidades conservadas, por ejemplo el momento angular, no son

integrables, puede ser interpretada como una restriccion no holonómica.

La conservación del momento angular produce una restricción diferencial

que es no integrable.

Sistemas que caen en esta segunda clase son los sistemas multicuerpo

que están flotando libremente, i.e., sin tener una base fija, por ejemplo:

Robots manipuladores montados en estructuras espaciales.

Robots brincadores, o un mecanismo que pueda imitar las manio-

bras de un gimnasta o un clavadista (en fase de vuelo).

Satélites con ruedas de reacción para la estabilización de su postura

(orientación).

Finalmente, la tercer causa de comportamiento no holonómico es la ope-

ración de un controlador, en particular adoptada en algunas estructuras

robóticas. Como ejemplos se pueden mencionar:

Robots redundantes bajo un control de cinemática inversa particu-

lar.

Sistemas robóticos subacuáticos y embarcaciones donde la propul-

sión hacia adelante se permite sólo en la dirección de orientación.

Robots manipuladores subactuados.
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Figura 1.3: Ejemplo simple de un sistema

no holonómico: Rueda girando sin derrape

en una superficie plana.

Figura 1.4: Heinrich Hertz, físico alemán

del siglo XIX, fue el primero en utilizar

el término no holonómico, para referirse a

estos fenómenos.

El criterio para la verificación de no holonomía (o no integrabilidad)

de restricciones puede ser obtenido utilizando el teorema de Frobenius

[5]. Además, es importante notar que en el caso de la primera causa

(rodamiento de dos cuerpos) las restricciones no holonómicas deben

ser consideradas a priori cuando se desea calcular las ecuaciones de

movimiento, a diferencia de las razones 2 y 3 donde las restricciones

surgen como resultado de las ecuaciones de movimiento o del controlador

a implementar.

Breve historia del estudio de sistemas no holonómicos

Es importante resaltar la importancia del estudio de sistemas no holonó-

micos; con este fin, en los siguientes párrafos se hace un resumen sobre

sistemas no holonómicos publicado en [6] y [7], sobre la obtención de

ecuaciones de movimiento (Modelado), y sobre los trabajos publicados

en [8] y [9] respecto al control de este tipo de sistemas.

Ecuaciones de movimiento

Los primeros estudios sobre el tema empezaron con varias versiones del

problema de un cuerpo rígido rodando sin derrape sobre una superficie

plana (Figura 1.3). La publicación más antigua que aborda el tema es de

Euler [10]. Entre los primeros trabajos donde se obtuvieron las ecuaciones

de movimiento de un cuerpo rígido sobre un plano fue el realizado

por G. Slesser [11]; quien utilizó los principios generales de dinámica y

una eliminación explícita de las restricciones en las fuerzas de reacción.

Posteriormente, en 1872, Ferres [12] mostró explícitamente que las ecua-

ciones de movimiento de un sistema con restricciones diferenciales no se

podían representar utilizando las ecuaciones de Lagrange, al menos no

en forma general, siendo éste uno de los primeros trabajos en notar que

las herramientas conocidas de la mecánica clásica tenían problemas al

ser usadas en sistemas no holonómicos.

Sin embargo, fue hasta 1894 cuando se comprendió de forma general

la imposibilidad de aplicar las ecuaciones de Lagrange y los principios

variacionales a sistemas no holonómicos debido al trabajo de H. Hertz [13]

(Figura 1.4). En dicho trabajo, Hertz menciona que el principio de Hamil-

ton no puede ser utilizado en sistemas no holonómicos; o, propiamente

dicho, la aplicación del principio de Hamilton, que matemáticamente

es posible, da resultados que son físicamente falsos. Las observaciones

de Hertz fueron estudiadas y desarrolladas por H. Poincare [14], quien

obtuvo como resultados una prueba elemental de no holonomicidad de

restricciones en el problema de una esfera rodando en un plano y notó

que el principio de Hamilton (principio de mínima acción) no puede ser

aplicado a sistemas no holonómicos.

Otros trabajos de gran importancia en el siglo XIX fueron los publicados

por Lindelöf, P. Appel y C. Neumann [15-17]. Lindelof utilizó las ecua-

ciones de Lagrange para obtener las ecuaciones de movimiento de un

sistema no holonómico, sustituyendo las restricciones no holonómicas

en la energía cinética, dicho procedimiento fue erróneo. Debido a este

resultado, el trabajo de P. Appel, quien se basó en los resultados obtenidos

por Lindelof, fue erróneo también. Por otra parte, C. Neumann cometió
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2: En geometría sub-riemanniana, el Teo-

rema de Rashevsky-Chow afirma que dos

puntos cualesquiera de una variedad sub-

riemanniana conexa, junto con una dis-

tribución generada a partir de corchetes,

están conectados por un camino horizon-

tal dentro de la variedad.

un error al aplicar el principio de Hamilton a sistemas no holonómicos,

el cual corrigió él mismo en un trabajo posterior [18]. Otros trabajos que

contienen errores similares fueron publicados por E. Crescini [19], G.

Schouten [20], P. Molenbrock [21] y L. Boltzmann [22].

Los errores cometidos crearon en esa época un ímpetu por corregirlos,

lo que provocó un mayor desarrollo en el estudio de sistemas no ho-

lonómicos. Uno de las consecuencias más relevantes de dichos errores

fueron los estudios de S. A. Chaplygin (1897) [23]; quien después de

revisar el error de Lindelof a detalle logró obtener una forma correcta

de las ecuaciones de movimiento y examinó en detalle el movimiento

de un cuerpo giratorio (en particular el movimiento de un disco) en un

plano. Además, Chaplygin fue el primero en obtener la forma general

de las ecuaciones de movimiento de sistemas no holonómicos en la

cual multiplicadores indeterminados se eliminan y los términos de no

holonomicidad son señalados explícitamente.

Adicional al trabajo de Chaplygin, aportes importantes a la obtención de

las ecuaciones de movimiento utilizando multiplicadores indeterminados,

o cuasi-velocidades en la forma general, fueron obtenidos por Hamel

[24]. Un hecho importante a notar en el trabajo de Hamel fue la aplicación

de la teoría de Lie que utilizó para la obtención de las ecuaciones de

movimiento. Algunas formas de ecuaciones, que difieren en el método

de eliminación de multiplicadores, fueron obtenidos por V. Volterra [25]

y P. V. Voronets [26], quienes a diferencia de Hamel no utilizaron el

formalismo de la teoría de Lie; por G. Maggi [27] y I. Tzénoff [28], cuyos

métodos son utilizados ocasionalmente dependiendo del problema en

consideración.

Posteriormente, en su libro [29], Hamel comparó varias formas de las

ecuaciones de movimiento de Voronets, Tzénoff y Volterra, probando

que todas podían ser obtenidas utilizando su aproximación general. Por

otro lado, Voronets debe ser reconocido por aplicar las consideraciones

de mecánica de sistemas no holonómicos a sistemas hamiltonianos. Esto

hizo posible un avance considerable en cuestiones de reducción de un

sistema de 𝑛 cuerpos en un plano y en encontrar soluciones parciales al

mismo problema [30].

Alrededor de 1913 un nuevo periodo en el estudio de la mecánica de

sistemas no holonómicos empezó con los principios geométricos. Algunos

de los trabajos más importantes en esta nueva era son los publicados por

J. A. Schouten [31], G. Vránceanu [32], E. Cartan [33] y V. Vagner [34].

Sin embargo, hay que hacer notar que hasta la fecha no se ha encontrado

aplicación para los métodos de geometría no holonómica en la mecánica

de sistemas no holonómicos [6]. A pesar de esto, es importante notar que

el estudio del uso de herramientas geométricas para el análisis de sistemas

no holonómicos ayudó a desarrollar herramientas importantes que son

utilizadas en otras áreas, entre éstas el Teorema de Chow–Rashevskii
2

(el cual es de gran importancia en el área de control).

Como consecuencia del gran número de estudios que se hicieron durante

este periodo, se destaca el inicio del estudio del problema de la dinámica

de vehículos con ruedas; por ejemplo, están los trabajos de B. Stücker,

[35, 36], quien consideró dos modelos de un vehículo motorizado con el

eje trasero fijo. Una característica especial de estos trabajos es el análisis

de reacciones y la utilización de las ecuaciones de Hamel. Un análisis
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3: En algunos casos, incluso es posible

encontrar afirmaciones sin sustento res-

pecto a las propiedades de los sistemas no

holonómicos.

de estabilidad de un vehículo simple de dos ruedas fue realizado por I.

Rocard en su libro [37], en donde encontró que el movimiento rectilíneo

presenta inestabilidad asintótica (lo cual es una característica de los

sistemas no holonómicos). Estudios recientes sobre el estudio de la

dinámica de vehículos con ruedas fueron iniciados principalmente por

el desarrollo de la robótica [38, 39].

La siguiente etapa en el desarrollo de teorías de sistemas no holonómicos

está fuertemente relacionada al libro publicado por Yu. I. Neimark y N. A.

Fufaev en 1967 [2], dicho desarrollo fue iniciado con diversas aplicaciones

a mecánica de sistemas no holonómicos. Dicho libro, además del análisis

de problemas elementales, da una idea general sobre nuevas áreas

de investigación y aumenta el cuestionamiento acerca de equilibrios

específicos de sistemas no holonómicos.

Algunas aportaciones importantes que deben ser mencionadas son

también las ecuaciones de Kane [40], el cual presenta una metodología

propia para encontrar las ecuaciones de movimiento para sistemas no

holonómicos; dicho trabajo se aplicó al área de robótica en su trabajo

posterior [41], y una interpretación geométrica del mismo fue publicada

en M. Lesser [42]. Además, múltiples estudios mostraron la relación entre

las ecuaciones de Kane, las ecuaciones de Maggi y las ecuaciones de Gibbs-

Appel [43-46]. En cuanto a los métodos de Euler-Lagrange y Hamilton

para sistemas mecánicos con restricciones no holonómicas pfaffianas,

el estudio se ha centrado en la eliminación de los multiplicadores de

Lagrange; los trabajos de Van der Schaft [47], Duindam [48] y Ghorbel [49]

proponen la eliminación de los multiplicadores utilizando una matriz

que sea el espacio nulo de la matriz de restricciones.

1.4. Objetivos

Una de las principales motivaciones para realizar el presente trabajo, es

que no es muy poco común encontrar documentos en los cuales no queda

definido de manera clara o correcta lo que es un sistema no holonómico

o las implicaciones que pueden llegar a existir al trabajar con este tipo

de sistemas
3

. Esto se debe principalmente a que al menos en el área de

robótica y control, los primeros mecanismos con los cuales se empieza

a aprender esta teoría son sistemas holonómicos (los cuales pueden

ser vistos particular de los sistemas no holonómicos), específicamente

los robots manipuladores seriales. Debido a esto, cuando se empieza a

trabajar con sistemas no holonómicos se llegan cometen errores, como

los que llegaron a cometer los investigadores a finales del siglo XIX, al

momento de tratar de aplicar las herramientas de sistemas holonómicos

en sistemas no holonómicos. Por lo tanto, el fin del presente trabajo de tesis

es resolver algunas de las incógnitas y desarrollar un documento, donde

puedan ser consultadas generalidades sobre sistemas no holonómicos.

Mediante este proyecto de tesis doctoral se pretende, en primer lu-

gar, adquirir conocimiento en temas relacionados con el modelado, la

planificación de movimiento y el control automático de sistemas no

holonómicos (SNH), entre los cuales se encuentran no sólo los robots

móviles con ruedas (SNH de primer orden) sino también algunos tipos de
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robots manipuladores redundantes y subactuados, así como sistemas que

presentan ciertas propiedades de simetría (SNH de segundo orden).

Además, se busca la validación experimental de los modelos obtenidos,

así como la implementación de los diferentes algoritmos de planificación

y control desarrollados para algunos sistemas no holonómicos reales. Para

esto se consideran algunos prototipos que ya se encuentran a nuestra

disposición en el Laboratorio de Mecatrónica y Control del Instituto

Tecnológico de la Laguna.

Por lo tanto, los objetivos específicos de la tesis son los siguientes:

1. Estudiar los fundamentos teóricos del modelado (cinemático y

dinámico) de sistemas no holonómicos en general.

2. Revisar, y en su caso proponer, algoritmos que se puedan imple-

mentar en sistemas no holonómicos para resolver los problemas

de planificación y control.

3. Obtener y validar el modelo, incluyendo aspectos como el modo

de operación de los actuadores y la fricción, de algunos sistemas

no holonómicos reales.

4. Evaluar experimentalmente algoritmos de control en sistemas no

holonómicos.
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2.1. Formas diferenciales

En geometría diferencial y cálculo tensorial, una forma diferencial es una

aproximación al cálculo multivariable, el cual es independiente de las

coordenadas [50]. Las formas diferenciales proveen una aproximación

unificada para definir integrales sobre curvas, superficies, volúmenes

y variedades de dimensión más alta. Por ejemplo, la expresión 𝑓 (𝑥)𝑑𝑥
del cálculo de una variable es una 1-forma, y puede ser integrada en un

intervalo [𝑎, 𝑏] en el dominio de 𝑓∫ 𝑏

𝑎

𝑓 (𝑥)𝑑𝑥.

De manera similar, la expresión 𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥 ∧ 𝑑𝑦 + 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥 ∧ 𝑑𝑧 +
𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑦 ∧ 𝑑𝑧 es una 2-forma que tiene una integral de superficie

sobre una superficie orientada.∫
𝑠

( 𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥 ∧ 𝑑𝑦 + 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥 ∧ 𝑑𝑧 + 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑦 ∧ 𝑑𝑧) .

El símbolo ∧ denota el producto exterior, o producto cuña, de dos formas

diferenciales. Igualmente, una 3-forma 𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥 ∧ 𝑑𝑦 ∧ 𝑑𝑧 representa

un elemento de volumen que puede ser integrado sobre una región de

espacio. En general una 𝑝-forma es un objeto matemático que puede ser

integrado sobre conjuntos p-dimensionales.

El álgebra de formas diferenciales se organiza de una manera que refleja

naturalmente la orientación del dominio de integración. Además, existe

la operación 𝒅 en formas diferenciales conocida como la derivada exterior.

Esta operación extiende la derivada de una función, y está directamente

relacionada con la divergencia y la curvatura de un campo vectorial de

una manera que hace que el teorema fundamental del cálculo, el teorema

de la divergencia, el teorema de Green y el teorema de Stoke sean casos

especiales del mismo resultado general.

Algunas de las formas diferenciales vistas desde el punto de cálculo son

las siguientes [51]:

- 0-Forma: Una función escalar 𝑓 en el cálculo convencional es una

0-forma del cálculo exterior.

- 1-Forma: En cálculo vectorial, el gradiente de una función escalar 𝑓

es un vector, pero la definición más precisa y general del gradiente

es la diferencial 1-forma del cálculo exterior, es decir

𝜔1

𝑔𝑟𝑎𝑑𝑓
= 𝒅 𝑓 .

- 2-Forma: El rotacional de un vector 𝒗 puede ser remplazado por
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una 2-forma del cálculo exterior:

𝜔2

𝑟𝑜𝑡𝑣 = 𝒅𝜔1

𝑣 ,

el cual está dado por la derivada exterior 𝒅 de la 1-forma 𝜔1

𝑣

correspondiente al vector 𝒗.

Operaciones y propiedades de las formas diferenciales

Algunas de las operaciones y propiedades de las formas diferenciales

[50] son:

Sean 𝜔 y 𝜋 dos 1-formas definidas como

𝜔 = 𝑓 (𝑥)𝑑𝑥 𝜋 = 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

la suma de estas dos 1-formas está dada por.

𝜔 + 𝜋 = ( 𝑓 (𝑥) + 𝑔(𝑥))𝑑𝑥

y el resultado es una 1-forma también. La multiplicación de una 1-forma

𝜔 por cualquier función 𝑔(𝑥) está definida como:

𝑔𝜔 = 𝑔 𝑓 (𝑥)𝑑𝑥.

Sin embargo, cuando el producto de dos 1-formas 𝜔, 𝜋 es considerado,

se utiliza el producto exterior (o producto cuña) de 𝜔 y 𝜋, que se denota

como

𝜔 ∧ 𝜋,

el cual cumple con las siguientes propiedades:

- Asociatividad: (𝐴 ∧ 𝐵) ∧ 𝐶 = 𝐴 ∧ (𝐵 ∧ 𝐶).
- Anticonmutatividad: Si 𝐴 es una 𝑝-forma y 𝐵 es una q-forma

entonces:

𝐴 ∧ 𝐵 = (−1)𝑝𝑞𝐵 ∧ 𝐴.

- Distributividad: (𝐴 + 𝐵) ∧ 𝐶 = 𝐴 ∧ 𝐶 + 𝐵 ∧ 𝐶.
- Además, el producto de una 𝑝-forma consigo misma es 0, i.e.

𝐴 ∧ 𝐴 = 0

Por último, sea �̄� una 𝑝-forma dada como

�̄� = 𝑐(𝑥)𝑑𝑥1 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑥𝑝

donde el termino 𝑐(𝑥) es un mapeo de clase 𝐶1
, entonces es posible

obtener la derivada exterior de �̄�, denotada 𝒅�̄� con la siguiente fórmula

𝒅�̄� = 𝑑𝑐 ∧ 𝑑𝑥1 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑥𝑝 . (2.1)

Además, la derivada exterior tiene las siguientes propiedades:

- Teorema (2.5.1) [50]: la operación 𝒅 aplicada dos veces es igual a 0

𝒅(𝒅𝜔) = 0

- La derivada exterior de una 𝑝-forma da como resultado una (𝑝+1)-
forma.
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Para más detalle sobre formas diferenciales y otras herramientas intere-

santes de la geometría diferencial consulte [52-54] .

2.2. Integrabilidad

Es importante recordar que la palabra holonomía se refiere a la integra-

bilidad, por lo tanto, verificar la integrabilidad de ciertas ecuaciones o

grupo de ecuaciones es de suma importancia cuando se busca clasificar

o identificar sistemas holonómicos o no holonómicos. Con este fin, es

posible utilizar las diferentes formas del teorema de Frobenius, el cual se

explica a detalle a continuación.

Teorema de Frobenius

Al mencionar el teorema de Frobenius, uno piensa en su forma más

general, la cual establece que dado un conjunto de campos vectoriales

suaves 𝒙1 , . . . , 𝒙𝑑 en una variedad M es posible definir una distribución

𝚫, esto es, un espacio generado por el conjunto de campos vectoriales, la

cual está dada por:

𝚫 = 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝒙1 , . . . , 𝒙𝑑}, (2.2)

además la distribución (2.2) será involutiva si para cualquier par de

campos vectoriales 𝒙 𝑗 , 𝒙𝑘 con valores en 𝚫, el producto de Lie [𝒙 𝑗 , 𝒙𝑘] es

también un campo vectorial con valores en 𝚫.

Teorema 2.2.1 La distribución (2.2) es integrable si y sólo si ésta es involutiva
[55].

Desafortunadamente, este resultado está en términos de campos vecto-

riales en 𝚫, no en términos de restricciones de la forma (1.6) y (1.7) por lo

que esta herramienta no es la adecuada para verificar la integrabilidad

de las restricciones de primero y segundo orden.

Una alternativa cuando se busca verificar la integrabilidad de ecuaciones

escalares, es decir

𝜷(𝝆, ¤𝝆) = 𝜔(𝝆) ¤𝝆 = 0 ∈ ℝ, (2.3)

es utilizar herramientas de geometría diferencial, como las formas di-

ferenciales, para aplicar las pruebas de integrabilidad a este tipo de

ecuaciones.

Teorema de Frobenius para restricciones de primer orden

Existe una caracterización del teorema de Frobenius cuando se cuenta

con restricciones escalares de la forma (2.3) con tres o más variables [56].

Por lo tanto, suponiendo que se tiene una restricción lineal cinemática

definida como:

𝜷(𝝆, ¤𝝆) = 𝜔(𝝆) ¤𝝆 =

𝑛∑
𝑖=1

𝜔𝑖(𝝆) ¤𝜌𝑖 = 0 (2.4)
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1: Donde 𝑀𝑢(𝝆), 𝐶𝑢(𝝆, ¤𝝆) y 𝒈𝑢(𝝆) son un

arreglo de matrices y vectores que con-

tienen ecuaciones del modelo de la parte

subactuada del sistema.

El teorema de Frobenius para este tipo de ecuaciones está dado por:

Teorema 2.2.2 La restricción de primer orden (2.4) es holonómica si y sólo
si, para cualesquiera 𝑖 , 𝑗 , 𝑘 ∈ [1, 𝑛] donde 1 ≤ 𝑖 < 𝑗 < 𝑘 ≤ 𝑛, se tiene que
𝐴𝑖 𝑗𝑘 = 0, con:

𝐴𝑖 𝑗𝑘 = 𝜔𝑖

(
𝜕𝜔𝑘

𝜕𝜌 𝑗
−

𝜕𝜔 𝑗

𝜕𝜌𝑘

)
+ 𝜔 𝑗

(
𝜕𝜔𝑖

𝜕𝜌𝑘
− 𝜕𝜔𝑘

𝜕𝜌𝑖

)
+ 𝜔𝑘

(
𝜕𝜔 𝑗

𝜕𝜌𝑖
− 𝜕𝜔𝑖

𝜕𝜌 𝑗

)
(2.5)

Dicho método resulta de gran utilidad, debido a que los sistemas con

los que se trabaja en este documento tienen tres o más variables y por lo

tanto se puede utilizar esta forma del Teorema de Frobenius en dichos

sistemas.

Teorema de Frobenius para restricciones de segundo orden

Primero, para aplicar el teorema es necesario convertir el conjunto de

restricciones de segundo orden (2.6) a las 1-formas (2.7) correspondien-

tes.

En la literatura han sido propuestos diversos métodos para verificar la

integrabilidad de restricciones en los sistema diferenciales, uno de los más

importantes es el propuesto por [56], pero dicho método no es práctico

cuando se cuenta con restricciones de segundo orden (restricciones que

aparecen en la dinámica de sistemas subactuados). Debido a esto, se

han propuesto diversos métodos para verificar la integrabilidad de este

tipo de restricciones, dos de los trabajos más conocidos son [57, 58]. Una

limitante con la que cuentan estos trabajos es la falta de consideraciones

prácticas (si se consideran elementos como la fricción no es posible

aplicar el método) y que las condiciones propuestas en ambos trabajos

son dependientes del modelo. Por lo tanto, a pesar de que las condiciones

de estos trabajos son consideradas como necesarias y suficientes, son

únicamente suficientes [59].

En [60] se propone una estrategia menos utilizada del teorema de

Frobenius, en la cual se utilizan las formas diferenciales para estudiar la

integrabilidad. Para poder aplicar el teorema, resulta de gran importancia

poder escribir las ecuaciones del modelo dinámico en forma diferencial.

Considere un sistema mecánico subactuado con 𝑚 coordenadas generali-

zadas y 𝑛 entradas de control. Además, en un sistema subactuado, las

ecuaciones donde no se tiene entrada de control pueden verse como una

serie de restricciones de segundo orden que tienen la forma:

𝑀𝑢(𝝆) ¥𝝆 + 𝐶𝑢(𝝆, ¤𝝆) + 𝒈𝑢(𝝆) = 0 ∈ ℝ𝑘
(2.6)

donde 𝝆 ∈ ℝ𝑚
, 𝑀𝑢(𝝆) ∈ ℝ(𝑚−𝑛)×𝑚

, 𝐶𝑢(𝝆, ¤𝝆) ∈ ℝ(𝑚−𝑛)×𝑚
y 𝒈𝑢(𝝆) ∈

ℝ(𝑚−𝑛) 1
. El primer paso para convertir dichas ecuaciones de restricción

en forma diferencial es transformarlas en la forma normal de control, es
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2: O [50] para su aplicación general.

decir en ecuaciones diferenciales de primer orden. Sea 𝒙 = [𝒙1 𝒙2]𝑇 y

𝒙1 =


𝑥1

𝑥2

...

𝑥𝑚


=


𝜌1

𝜌2

...

𝜌𝑚


= 𝝆, 𝒙2 =


𝑥𝑚+1

𝑥𝑚+2

...

𝑥2𝑚


=


¤𝜌1

¤𝜌2

...

¤𝜌𝑚


= ¤𝝆.

Entonces 𝑑𝒙1 = 𝒙2𝑑𝑡,𝑀𝑢(𝒙1)𝑑𝒙2+𝐶𝑢(𝒙)𝑑𝑡+𝒈𝑢(𝒙1)𝑑𝑡 = 0 ∈ ℝ𝑚
, donde

𝑀𝑢(𝒙1) =


𝑚𝑛+1,1 𝑚𝑛+1,2 . . . 𝑚𝑛+1,𝑚

𝑚𝑛+2,1 𝑚𝑛+2,2 . . . 𝑚𝑛+2,𝑚

...
...

...
...

𝑚𝑚,1 𝑚𝑚,2 . . . 𝑚𝑚,𝑚


,

𝐶𝑢(𝒙) =


𝑐𝑛+1,1 𝑐𝑛+1,2 . . . 𝑐𝑛+1,𝑚

𝑐𝑛+2,1 𝑐𝑛+2,2 . . . 𝑐𝑛+2,𝑚

...
...

...
...

𝑐𝑚,1 𝑐𝑚,2 . . . 𝑐𝑚,𝑚


, 𝒈𝑢(𝒙1) =


𝑔𝑛+1

𝑔𝑛+2

...

𝑔𝑚


.

Ahora defínase

𝜔1 = 𝑑𝑥1 ,

...

𝜔𝑛 = 𝑑𝑥𝑚 ,

𝜔𝑚+1 = 𝑑𝑥1 − 𝑥𝑚+1𝑑𝑡

...

𝜔2𝑚 = 𝑑𝑥𝑚 − 𝑥2𝑚𝑑𝑡

𝜔2𝑚+1 =𝑚𝑛+1,1𝑑𝑥𝑚+1 + · · · + 𝑚𝑛+1,𝑚𝑑𝑥2𝑚 + 𝑐𝑛+1,1𝑑𝑡 + . . .
+ 𝑐𝑛+1,𝑚𝑑𝑡 + 𝑔𝑛+1𝑑𝑡

...

𝜔3𝑚−𝑛 =𝑚𝑚,1𝑑𝑥𝑚+1 + · · · + 𝑚𝑚,𝑚𝑑𝑥2𝑚 + 𝑐𝑚,1𝑑𝑡 + . . .
+ 𝑐𝑚,𝑚𝑑𝑡 + 𝑔𝑚𝑑𝑡 (2.7)

Con esto, una secuencia de 3𝑚 − 𝑛 formas diferenciales han sido de-

sarrolladas, donde 𝜔1 , 𝜔2 , . . . , 𝜔𝑚 forman la base para las 1-formas

diferenciales y además se tiene un sistema de 𝑚− formas diferenciales

dadas por 𝜔2𝑚+1 , 𝜔2𝑚+2 , . . . , 𝜔3𝑚−𝑛 .

El teorema de Frobenius para formas diferenciales [60]
2

es

Teorema 2.2.3 El sistema (2.6) es integrable si y sólo si la forma diferencial
se desvanece idénticamente de la siguiente manera:

𝒅𝜔𝑖 ∧ 𝜔2𝑛+1 ∧ 𝜔2𝑛+2 ∧ · · · ∧ 𝜔3𝑛−𝑚 = 0 (2𝑛 + 1 ≤ 𝑖 ≤ 3𝑛 − 𝑚),
(2.8)
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3.1. Tipos de Sistemas No Holonómicos

Los sistemas no holonómicos pueden ser clasificados dependiendo del

tipo de restricciones con las que cuentan, es decir hasta que punto es

posible integrar dichas restricciones. Para identificar el nivel de integra-

bilidad de una restricción, se utiliza el teorema de Frobenius presentado

en el capítulo anterior, una vez identificada el tipo de restricción con la

que cuenta el sistema es posible clasificar dicho sistema.

Sistemas no holonómicos de primer orden

Los sistemas no holonómicos de primer orden son aquellos que cuen-

tan con restricciones del tipo (1.6), i.e., restricciones que no pueden

ser integradas para quedar definidas únicamente por las coordenadas

generalizadas.

Los ejemplos más comunes de sistemas de este tipo son los mecanismos

donde existen superficies en contacto que deben girar sin deslizamiento,

por ejemplo mecanismos con ruedas. En este tipo de sistemas las res-

tricciones deben de ser consideradas antes de iniciar con el proceso de

modelado. Es importante notar que deben utilizarse herramientas más

generales para el modelado de este tipo de sistemas, debido a que las

herramientas para sistemas holonómicos no pueden ser utilizadas en

este tipo de sistemas.

Otro tipo de sistemas no holonómicos de primer orden son aquellos

cuyas restricciones aparecen en función de las aceleraciones y como

consecuencia del cálculo del modelo dinámico de dicho sistema. En este

tipo de sistemas, las restricciones únicamente pueden ser integradas una

vez, por lo que no se puede encontrar la restricción en función de las

coordenadas generalizadas y se tiene una restricción del tipo (1.6). Un

ejemplo de este tipo de sistemas son los sistemas con propiedades de

conservación del momento angular, como el sistema giroscópico.

Por último, otro tipo de sistemas no holonómicos de primer orden que

existe en el área de control, se presenta cuando al sistema a controlar se le

aplica cierto esquema de control cinemático que hace que las ecuaciones

del sistema tengan la forma

¤𝒒 = 𝐺(𝒒)𝒖.

En el caso que dichas ecuaciones no puedan ser integradas, i.e., no

cumplan con el teorema de Frobenius, se tiene un sistema no holonómico

de primer orden. Además, en general este tipo de sistemas no cumplen

con el teorema de Brockett por lo que no pueden utilizarse técnicas de

control clásico.
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Figura 3.1: Segway RMP-100 del labora-

torio de Mecatrónica y Control del TecN-

M/ITL.

Figura 3.2: Diagrama del robot Segway

RMP-100

Sistemas no holonómicos de segundo orden

En este tipo de sistemas las restricciones aparecen en función de las ace-

leraciones generalizadas y estas no pueden ser integradas. Los ejemplos

más comunes de este tipo de sistemas son algunos casos de sistemas

subactuados, principalmente los que no cuentan con vector de gravedad.

En la mayoría de los casos, se pueden utilizar herramientas de control de

sistemas subactuados; aunque algunos casos de este tipo de sistemas ha

llamado la atención de algunos investigadores pues es posible aplicar

herramientas de geometría diferencial para el control de sistemas no

holonómicos [61]

3.2. Clasificación de sistemas del laboratorio
de Mecatrónica y Control del Instituto
Tecnológico de la Laguna

Con el fin de clasificar algunos mecanismos del laboratorio de Mecatróni-

ca y Control del Departamento de Estudios de Posgrado e Investigación

del Tecnológico Nacional de México / I.T. La laguna, dependiendo

del tipo de restricciones que tienen, se aplicarán las herramientas de

integrabilidad explicadas en la Sección 2.2.

Sistemas No holonómicos de Primer Orden

Restricción en la plataforma Segway RMP-100

El Segway RMP-100 (Figura 3.1) es un robot interesante ya que no sólo es

un robot móvil con ruedas, sino que también es un sistema subactuado;

este tipo de sistemas son conocidos en la literatura como péndulo invertido

sobre dos ruedas. En el caso de este robot, las restricciones interesantes

surgen debido a las dos ruedas con las que cuenta el sistema. En la

tesis [62] se detalla la metodología utilizada para obtener el modelo

dinámico de ésta plataforma, así como las restricciones que deben de ser

consideradas debido a las ruedas. Con el fin de clasificar este sistema,

se considera la restricción con las que cuenta el móvil diferencial de no

deslizamiento lateral de las ruedas. Dicha restricción está dada por la

siguiente ecuación:

−sen(�) ¤𝑥 + cos(�) ¤𝑦 + 0
¤� = 0. (3.1)

Además, si para este análisis se considera que 𝝆 = [𝑥 𝑦 �]𝑇 (Figura

3.2), donde 𝑥 y 𝑦 son las coordenadas del robot y � es la orientación del

marco del robot respecto a un marco fijo , de (3.1) es posible definir

𝜔1 = −sen(�)
𝜔2 = −cos(�)
𝜔3 = −0
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Figura 3.3: Plataforma Giroscópica de

Quanser.

y ahora, utilizando (2.5), es posible probar si la restricción es integrable

o no, i.e.

𝐴123 = −sen(�)
(
𝜕(0)
𝜕𝑦

− 𝜕(cos(�))
𝜕�

)
+ cos(�)

(
𝜕(−sen(�))

𝜕�
− 𝜕(0)

𝜕𝑥

)
𝐴123 = −sen(�) (sen(�)) + cos(�) (−cos(�))
𝐴123 = −sen(�)2 − cos(�)2

𝐴123 = −1 ≠ 0 (3.2)

Por lo tanto, de acuerdo a la teoría previamente vista, la restricción es

no integrable y por lo tanto no holonómica. Además, como se tiene una

restricción no holonómica en función de las velocidades generalizadas ¤𝝆,

la restricción es de primer orden, por lo que el Segway RMP-100 es un

sistema no holonómico de primer orden.

Giroscopio de Quanser

De acuerdo al modelo dinámico del giroscopio, obtenido en la tesis

de maestría [63], debido a la conservación del momento angular, el

giroscopio de Quanser (Figura 3.3) está sujeto a dos restricciones dadas

por:

𝐼𝑥 ¤𝑞1 − 𝐼𝑥sen(𝑞2) ¤𝑞3 = 0 (3.3)

−𝐼𝑥sen(𝑞2) ¤𝑞1 +
(
𝐽2 + 𝐽1sen(𝑞2)2

)
¤𝑞3 = 0 (3.4)

donde el vector de coordenadas generalizadas puede ser definido como

𝝆 = [𝑞1 𝑞2 𝑞3]𝑇 , con 𝑞𝑖 como el ángulo de orientación del 𝑖−ésimo

cuerpo del giroscopio. Por lo tanto, con el fin de clasificar este sistema, es

necesario comprobar si estas restricciones son no holonómicas o no, es

decir si son integrables; para esto se comprueba la condición dada en (2.5)

para cada una de las restricciones. En lo que concierne a la restricción

(3.3), se tiene que

𝐼𝑥︸︷︷︸
𝜔1

¤𝑞1 + 0︸︷︷︸
𝜔2

¤𝑞2 −𝐼𝑥sen(𝑞2)︸       ︷︷       ︸
𝜔3

¤𝑞3 = 0

entonces

𝐴123 = 𝐼𝑥

(
𝜕(−𝐼𝑥sen(𝑞2))

𝜕𝑞2

− 𝜕(0)
𝜕𝑞3

)
− 𝐼𝑥sen(𝑞2)

(
𝜕(0)
𝜕𝑞1

− 𝜕(𝐼𝑥)
𝜕𝑞2

)
𝐴123 = 𝐼𝑥(−𝐼𝑥cos(𝑞2)) = −𝐼2𝑥cos(𝑞2) ≠ 0 (3.5)

Por lo tanto, la restricción (3.3) no se puede integrar, i.e., es no holonómi-

ca.

Ahora, para la restricción (3.4), se tiene que

−𝐼𝑥sen(𝑞2)︸       ︷︷       ︸
𝜔1

¤𝑞1 + 0︸︷︷︸
𝜔2

¤𝑞2 +
(
𝐽2 + 𝐽1sen(𝑞2)2

)︸              ︷︷              ︸
𝜔3

¤𝑞3 = 0
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Figura 3.4: Diagrama de un robot subac-

tuado serial de 2 g.d.l. en un plano hori-

zontal.

así que 𝐴𝑖 𝑗𝑘 queda definida como:

𝐴123 =
(
𝐽2 + 𝐽1sen(𝑞2)2

) (
𝜕(𝐼𝑥sen(𝑞2))

𝜕𝑞2

)
− 𝐼𝑥sen(𝑞2)

(
𝜕
(
𝐽2 + 𝐽1sen(𝑞2)2

)
𝜕𝑞2

)
𝐴123 = −𝐼𝑥sen(𝑞2)(2𝐽1sen(𝑞2)) +

(
𝐽2 + 𝐽1sen(𝑞2)2

)
(𝐼𝑥cos(𝑞2))

𝐴123 = −2𝐽1𝐼𝑥sen(𝑞2)2 + 𝐽2𝐼𝑥cos(𝑞2) + 𝐽1𝐼𝑥sen(𝑞2)2cos(𝑞2)
𝐴123 = 𝐽1𝐼𝑥sen(𝑞2)2(cos(𝑞2) − 2) + 𝐽2𝐼𝑥cos(𝑞2)
𝐴123 ≠ 0 (3.6)

Por lo tanto, la restricción (3.4) tampoco se puede integrar, i.e., es no

holonómica. Debido a que las dos restricciones con las que cuenta el

giroscopio son no holonómicas, es posible clasificar al sistema como

un mecanismo no holonómico. Es importante notar que, aunque las

restricciones aparecen hasta que se calcula el modelo dinámico del

sistema, las restricciones con las que cuenta el giroscopio únicamente

dependen de las coordenadas generalizadas y sus velocidades, por lo

tanto se tienen restricciones no holonómicas de primer orden por lo

que el giroscopio de Quanser es un sistema no holonómico de primer

orden.

Sistemas No holonómicos de Segundo Orden

Robot subactuado serial de 2 g.d.l en un plano horizontal

De acuerdo con [57], un mecanismo subactuado en un plano horizontal

está sujeto a una restricción no holonómica cuando su segundo eslabón

es subactuado. La ecuación de restricción está dada por:

𝑚21
¥𝑞1 + 𝑚22

¥𝑞2 + (𝑎2𝑆2
¤𝑞2

1
)︸   ︷︷   ︸

𝑐1

= 0 (3.7)

donde 𝑞1 y 𝑞2 son las coordenadas generalizadas, (ver Figura 3.4)

𝑚21 = 𝑎3 + 𝑎2𝐶2, 𝑚22 = 𝑎3, 𝐶2 = cos(𝑞2), 𝑆2 = sen(𝑞2) y 𝑎1 , 𝑎2 , 𝑎3

son constantes relacionadas con los parámetros del robot. Ahora, para

revisar la integrabilidad de nuestra restricción, es necesario primero con-

vertir nuestra ecuación de segundo grado en una 1-forma. Con este fin,

se tiene que 𝒙1 = [𝑥1 𝑥2]𝑇 = [𝑞1 𝑞2]𝑇 y 𝒙2 = [𝑥3 𝑥4]𝑇 = [ ¤𝑞1
¤𝑞2]𝑇 y

la 1-forma diferencial queda dada por:

𝜔1 = 𝑑𝑥1

𝜔2 = 𝑑𝑥2

𝜔3 = 𝑑𝑥1 − 𝑥3𝑑𝑡

𝜔4 = 𝑑𝑥2 − 𝑥4𝑑𝑡

𝜔5 = 𝑚21𝑑𝑥3 + 𝑚22𝑑𝑥4 + 𝑐1𝑑𝑡 (3.8)

Ahora, es necesario obtener la derivada exterior de (3.8), la cual está dada

por

𝒅𝜔5 = 𝒅(𝑚21) ∧ 𝑑𝑥3 + 𝒅(𝑚22) ∧ 𝑑𝑥4 + 𝒅(𝑐1) ∧ 𝑑𝑡 (3.9)
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Figura 3.5: Pendubot del laboratorio de

Mecatrónica y Control del I.T. de la Lagu-

na.

Por lo tanto, para determinar si la restricción (3.7) es no holonómica, se

utiliza la condición dada en (2.8), i.e., se calcula si el producto exterior

entre las ecuaciones (3.8) y (3.9) es cero. Para esto primero se obtienen

las derivadas necesarias:

𝒅(𝑚21) =
𝜕(𝑎3 + 𝑎2𝐶2)

𝜕𝑥1

𝑑𝑥1 +
𝜕(𝑎3 + 𝑎2𝐶2)

𝜕𝑥2

𝑑𝑥2

𝒅(𝑚21) = −𝑎2𝑆2︸︷︷︸
𝑎

𝑑𝑥2

𝒅(𝑚22) =
𝜕(𝑎3)
𝜕𝑥1

𝑑𝑥1 +
𝜕(𝑎3)
𝜕𝑥2

𝑑𝑥2

𝒅(𝑚22) = 0

𝒅(𝑐1) =
𝜕(𝑎2𝑆2𝑥

2

3
)

𝜕𝑥1

𝑑𝑥1 +
𝜕(𝑎2𝑆2𝑥

2

3
)

𝜕𝑥2

𝑑𝑥2

𝒅(𝑐1) = 𝑎2𝐶2𝑥
2

3︸ ︷︷ ︸
𝑐

𝑑𝑥2 (3.10)

Una vez obtenidas las derivadas necesarias es posible calcular el producto

exterior de (3.8) y (3.9) de la siguiente manera:

𝒅𝜔5 ∧ 𝜔5 = (𝑎𝑑𝑥2 ∧ 𝑑𝑥3 + 𝑐𝑑𝑥2 ∧ 𝑑𝑡) ∧ (𝑚21𝑑𝑥3 + 𝑚22𝑑𝑥4 + 𝑐1𝑑𝑡)

=
����������:0

𝑎𝑑𝑥2 ∧ 𝑑𝑥3 ∧ 𝑚21𝑑𝑥3 + 𝑎𝑑𝑥2 ∧ 𝑑𝑥3 ∧ 𝑚22𝑑𝑥4

+ 𝑎𝑑𝑥2 ∧ 𝑑𝑥3 ∧ 𝑐1𝑑𝑡 + 𝑐𝑑𝑥2 ∧ 𝑑𝑡 ∧ 𝑚21𝑑𝑥3

+ 𝑐𝑑𝑥2 ∧ 𝑑𝑡 ∧ 𝑚22𝑑𝑥4 +��������:0

𝑐𝑑𝑥2 ∧ 𝑑𝑡 ∧ 𝑐1𝑑𝑡

=𝑎𝑚22𝑑𝑥2 ∧ 𝑑𝑥3 ∧ 𝑑𝑥4 + (𝑎𝑐1 − 𝑐𝑚21)𝑑𝑥2 ∧ 𝑑𝑥3 ∧ 𝑑𝑡
− 𝑐𝑚22𝑑𝑥2 ∧ 𝑑𝑥4 ∧ 𝑑𝑡

𝒅𝜔5 ∧ 𝜔5 ≠0 (3.11)

De acuerdo al resultado de (3.11), la restricción es no integrable, por

lo que la restricción es no holonómica. Además, dicho resultado es

consistente con los resultados obtenidos por [57]. Por lo tanto, un robot

subactuado de 2 g.d.l. en un plano horizontal, cuyo segundo eslabón es

el subactuado, es un sistema no holonómico de segundo orden, debido

a que su restricción (3.7) involucra, las coordenadas generalizadas así

como las velocidades y las aceleraciones generalizadas.

Pendubot

El pendubot (Figura 3.5) es un robot de 2 grados de libertad rotacionales,

de las cuales la segunda articulación es subactuada. De acuerdo con el

modelo dinámico del motor [64], un pendubot está sujeto a una restricción

de segundo orden dada por:

(�2 + �3𝐶2)¥𝑞1 + �2
¥𝑞2 + �3𝑆2

¤𝑞2

1
+ �5𝑔𝐶1+2 = 0 (3.12)

Para obtener la 1-forma de dicha restricción, primero se define que

𝒙1 = [𝑥1 𝑥2]𝑇 = [𝑞1 𝑞2]𝑇 y 𝒙2 = [𝑥3 𝑥4]𝑇 = [ ¤𝑞1
¤𝑞2]𝑇 . Por lo tanto,
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la forma diferencial queda dada por:

𝜔1 = 𝑑𝑥1

𝜔2 = 𝑑𝑥2

𝜔3 = 𝑑𝑥1 − 𝑥3𝑑𝑡

𝜔4 = 𝑑𝑥2 − 𝑥4𝑑𝑡

𝜔5 = (�2 + �3𝐶2)︸        ︷︷        ︸
𝑎1

𝑑𝑥3 + �2︸︷︷︸
𝑎2

𝑑𝑥4 +
(
�3𝑆2𝑥

2

3
+ �5𝑔𝐶1+2

)︸                   ︷︷                   ︸
𝑎3

𝑑𝑡 (3.13)

donde �𝑖 , con 𝑖 = 1, 2, . . . , 5, son parámetros relacionados con el robot.

Además, para continuar con el procedimiento, es necesario obtener la

derivada exterior de (3.13), la cual está dada por

𝒅𝜔5 = 𝒅(�2 + �3𝐶2) ∧ 𝑑𝑥3 + 𝒅(�2) ∧ 𝑑𝑥4 + 𝒅(�3𝑆2𝑥
2

3
+ �5𝑔𝐶1+2) ∧ 𝑑𝑡

(3.14)

Entonces, para determinar si la restricción (3.7) es no holonómica, se

utiliza la condición (2.8), i.e., se calcula el producto exterior entre las

ecuaciones (3.13) y (3.14). Con este fin, primero se deben de obtener las

derivadas necesarias, las cuales están dadas por

𝒅(�2 + �3𝐶2) =
𝜕(�2 + �3𝐶2)

𝜕𝑥1

𝑑𝑥1 +
𝜕(�2 + �3𝐶2)

𝜕𝑥2

𝑑𝑥2

=−�3𝑆2︸︷︷︸
𝑎

𝑑𝑥2

𝒅(�2) =
𝜕(�2)
𝜕𝑥1

𝑑𝑥1 +
𝜕(�2)
𝜕𝑥2

𝑑𝑥2

=0

𝒅(�3𝑆2𝑥
2

3
+ �5𝑔𝐶1+2) =

𝜕(�3𝑆2𝑥
2

3
+ �5𝑔𝐶1+2)
𝜕𝑥1

𝑑𝑥1

+
𝜕(�3𝑆2𝑥

2

3
+ �5𝑔𝐶1+2)
𝜕𝑥2

𝑑𝑥2

=−�5𝑔𝑆1+2︸     ︷︷     ︸
𝑐1

𝑑𝑥1 + �3𝐶2𝑥
2

3︸  ︷︷  ︸
𝑐2

𝑑𝑥2 − �5𝑔𝑆1+2︸   ︷︷   ︸
𝑐3

𝑑𝑥2

(3.15)

entonces la derivada exterior de (3.13) queda dada por:

𝒅𝜔5 = 𝑎𝑑𝑥2 ∧ 𝑑𝑥3 + 𝑐1𝑑𝑥1 ∧ 𝑑𝑡 + (𝑐2 − 𝑐3)𝑑𝑥2 ∧ 𝑑𝑡.

Con esto ahora es posible calcular el producto exterior entre (3.13) y

(3.14), el cual queda dado por

𝒅𝜔5 ∧ 𝜔5 = (𝑎𝑑𝑥2 ∧ 𝑑𝑥3 + 𝑐1𝑑𝑥1 ∧ 𝑑𝑡 + (𝑐2 − 𝑐3)𝑑𝑥2 ∧ 𝑑𝑡)
∧ (𝑎1𝑑𝑥3 + 𝑎2𝑑𝑥4 + 𝑎3𝑑𝑡)

=𝑎𝑑𝑥2 ∧ 𝑑𝑥3 ∧ 𝑎2𝑑𝑥4 + 𝑎𝑑𝑥2 ∧ 𝑑𝑥3 ∧ 𝑎3𝑑𝑡

+ 𝑐1𝑑𝑥1 ∧ 𝑑𝑡 ∧ 𝑎1𝑑𝑥3

+𝑐1𝑑𝑥1 ∧ 𝑑𝑡 ∧ 𝑎2𝑑𝑥4 + (𝑐2 − 𝑐3)𝑑𝑥2 ∧ 𝑑𝑡 ∧ 𝑎1𝑑𝑥3

+ (𝑐2 − 𝑐3)𝑑𝑥2 ∧ 𝑑𝑡 ∧ 𝑎2𝑑𝑥4

𝒅𝜔5 ∧ 𝜔5 ≠0 (3.16)
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De (3.16) es posible concluir que la restricción (3.12) es no integrable y por

lo tanto el pendubot se puede clasificar como un sistema no holonómico

de segundo orden, debido a que la restricción está en función de las

coordenadas generalizadas, sus velocidades y sus aceleraciones. Además,

el resultado obtenido es consistente con el que se presenta en [65].





Modelado Dinámico de Sistemas
Mecánicos con Restricciones No

Holonómicas 4
4.1. Introducción

En este capítulo se explicarán algunas metodologías para el modelado

de sistemas con restricciones no holonómicas. Es importante notar que,

al menos desde el punto de vista de modelado, los sistemas con restric-

ciones holonómicas pueden ser vistos como un caso particular de los

sistemas con restricciones no holonómicas; por lo que las metodologías

de modelado para sistemas no holonómicos son una herramienta más

general para el modelado de sistemas restringidos y por lo tanto, también

pueden ser aplicadas en sistemas holonómicos e incluso en sistemas

cuyas coordenadas generalizadas son independientes.

Por otro lado, es importante recordar que se estará trabajando con

sistemas mecánicos cuya configuración es descrita por una serie de

𝑚 coordenadas generalizadas (o coordenadas no mínimas) las cuales

pueden ser agrupadas en un vector de coordenadas generalizadas

𝝆 =
[
𝜌1 𝜌2 · · · 𝜌𝑚

]𝑇 ∈ ℝ𝑚 , (4.1)

pudiendo estar sujetos a una serie de 𝑟 restricciones cinemáticas (holonó-

micas o no holonómicas). Cuando se utilizan coordenadas independientes

(coordenadas generalizadas mínimas), es común agruparlas en un vector

de coordenadas mínimas dado por:

𝒒 =
[
𝑞1 𝑞2 · · · 𝑞𝑛

]𝑇 ∈ ℝ𝑛 . (4.2)

Por lo tanto, el número de grados de libertad 𝑛 del sistema, estará

dado por el número de coordenadas generalizadas menos el número de

restricciones 𝑛 = 𝑚 − 𝑟. Además, utilizando nuevamente el enfoque de

[1], es posible definir dos tipos de modelos dinámicos:

Modelos Dinámicos Mínimos: En los cuales el número de ecua-

ciones es igual al número de grados de libertad.

Modelos Dinámicos No Mínimos: En los cuales el número de

ecuaciones es igual al número de coordenadas generalizadas.

Lagrangiano de un sistema

La función lagrangiana, o simplemente lagrangiano, es una de las herra-

mientas de apoyo para la obtención del modelo dinámico de sistemas

mecánicos más utilizada en formulaciones de modelo dinámico. Para

encontrar el lagrangiano de un sistema mecánico con 𝑁 cuerpos y des-

crito por una serie de 𝑚 coordenadas generalizadas 𝝆 ∈ ℝ𝑚
, primero

es necesario encontrar la energía cinética K𝑖(𝝆, ¤𝝆) y la energía potencial

U𝑖(𝝆) de cada 𝑖−ésimo cuerpo (con 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁). Dichas relaciones
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están dadas por [66]:

K𝑖(𝝆, ¤𝝆) =
1

2

[
𝑚𝑖𝒗𝑇𝑖 𝒗𝑖 + 𝝎𝑇

𝑖 𝐼𝑖𝝎𝑖

]
,

U𝑖(𝝆) = −𝑚𝑖𝒑𝑇𝑖 𝒈0 ,

donde 𝑚𝑖 e 𝐼𝑖 son, respectivamente, la masa y el tensor de momentos

de inercia respecto al marco Σ𝑖 calculado en el centro de masa de cada

cuerpo; 𝒗𝑖 y 𝝎𝑖 son los vectores de velocidad lineal y angular del 𝑖−ésimo

cuerpo, respectivamente, 𝒑𝑖 es el vector de posición del 𝑖−ésimo cuerpo

y 𝒈0 es el vector de gravedad; todos los vectores deben estar expresados

con respecto a un marco de referencia fijo Σ0. Además, es importante

notar que el vector de velocidad 𝒗𝑖 debe de ser la derivada temporal del

vector de posición 𝒑𝑖 , i.e.,

𝒗𝑖 =
𝑑𝒑𝑖
𝑑𝑡
.

Por otro lado, para el caso de la velocidad angular, ésta puede ser

calculada con diferentes técnicas, dependiendo de qué herramientas se

utilicen para representar la orientación. Algunas de las herramientas más

comunes para representar la orientación de un cuerpo rígido son [67]:

Ángulos de Euler.

Matrices de Rotación.

Cuaterniones.

Una vez obtenidas las energías cinética y potencial de cada cuerpo, es

posible calcular la función lagrangiana L(𝝆, ¤𝝆), la cual está dada por

la suma de la energía cinética total menos la energía potencial total, es

decir,

L(𝝆, 𝝆) = K(𝝆, ¤𝝆) − U(𝝆) (4.3)

donde

K(𝝆, ¤𝝆) =
𝑁∑

1=1

K𝑖(𝝆, ¤𝝆), U(𝝆) =
𝑁∑

1=1

U𝑖(𝝆).

4.2. Metodologías para modelado de sistemas
mecánicos con restricciones no
holonómicas

Los primeros métodos a discutir son los llamados clásicos, que también

son los más utilizados en la literatura y están basados en los trabajos

de Newton, Euler y Lagrange. En un principio estos métodos fueron

utilizados para el modelado de sistemas sin restricciones pero con

la ayuda de los multiplicadores de Lagrange fue posible obtener el

modelo de sistemas con diversos tipos de restricciones (holonómicas y

no holonómicas).
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1: Es importante notar que, en el caso de

contar con restricciones no lineales en las

velocidades, no es posible aplicar está me-

todología.

2: Donde 𝑀(𝝆) es conocida como la ma-

triz de inercias, 𝐶(𝝆, ¤𝝆) es la matriz de

fuerzas centrifugas y de Coriolis, 𝒈(𝝆) es

el vector de fuerzas debidas a la gravedad

y 𝝉𝜌 es el vector de fuerzas generalizadas,

del modelo no mínimo.

3: Es importante notar que, en general, la

existencia de dicha relación no es trivial y

el cálculo analítico de la misma puede ser

una tarea complicada.

Ecuaciones de Euler-Lagrange + matriz de proyección

El primer paso para obtener el modelo dinámico de un sistema mecánico

con restricciones, es obtener el lagrangiano (4.3) de dicho sistema. Una

vez calculado el lagrangiano, es necesario obtener las llamadas ecuaciones

de Euler-Lagrange del primer tipo, las cuales están dadas por

𝑑

𝑑𝑡

{
𝜕L(𝝆, ¤𝝆)

𝜕 ¤𝝆

}
− 𝜕L(𝝆, ¤𝝆)

𝜕𝝆
= 𝝉𝜌 + 𝐷(𝝆)𝑇𝝀 ∈ ℝ𝑚

(4.4)

donde 𝐷(𝝆) ∈ ℝ𝑟×𝑚
es la matriz de restricciones pfaffianas y 𝝀 ∈

ℝ𝑟
el vector de multiplicadores de Lagrange, los cuales en conjunto

aseguran el cumplimento de las restricciones del sistema [68]. La matriz

de restricciones pfaffianas cumple con

𝐷(𝝆) ¤𝝆 = 0 ∈ ℝ𝑟
(4.5)

Es importante notar que, las restricciones en (4.5) pueden ser la derivadas

de restricciones holonómicas (1.5), restricciones no holonómicas (1.6), o

la combinación de ambas
1

. Por otro lado, la ecuación (4.4) puede ser

reescrita como

𝑀(𝝆) ¥𝝆 + 𝐶(𝝆, ¤𝝆) ¤𝝆 + 𝒈(𝝆) = 𝝉𝜌 + 𝐷(𝝆)𝑇𝝀 ∈ ℝ𝑚
(4.6)

donde las dimensiones de las matrices y vectores son
2

: 𝑀(𝝆) ∈ ℝ𝑚×𝑚
,

𝐶(𝝆, ¤𝝆) ∈ ℝ𝑚×𝑚
, 𝒈(𝝆) ∈ ℝ𝑚

, y 𝝉𝜌 ∈ ℝ𝑚
.

Nótese que, al aplicar (4.6), se obtiene un conjunto de 𝑚 ecuaciones

dependientes acopladas entre sí por las restricciones y los multiplicadores

de Lagrange, donde el vector de fuerzas generalizadas 𝜏𝜌 están asociadas

al vector de coordenadas generalizadas 𝝆, i.e., las ecuaciones (4.6) nos

dan como resultado un modelo no mínimo y para poder ser utilizadas

necesitamos de las ecuaciones (4.5). Para obtener un modelo de mayor

utilidad en el área de control, en donde es conveniente trabajar con un

modelo en el cual el vector de fuerzas generalizadas esté asociado al vector

de coordenadas mínimas (4.2), que en general serán las coordenadas

directamente actuadas, se busca obtener un modelo mínimo.

Con este fin, en [49] se propone utilizar una matriz especial,𝐴(𝝆) ∈ ℝ𝑚×𝑛
,

para eliminar los multiplicadores de Lagrange y reducir el número de

ecuaciones, dicha matriz cumple con la siguiente propiedad

𝐷(𝝆)𝐴(𝝆) = 𝑶 ∈ ℝ𝑟×𝑛 . (4.7)

Además, dicha matriz nos da la relación entre el vector de velocidades

generalizadas no mínimas y el vector de velocidades generalizadas

mínimas, i.e.

¤𝝆 = 𝐴(𝝆) ¤𝒒 (4.8)

En el caso de sistemas holonómicos, es posible calcular la matriz 𝐴(𝝆)
en (4.8) si se conoce la relación

3 𝝆 = 𝒇 (𝒒), únicamente derivando dicha

relación. Ahora, utilizando tal matriz 𝐴(𝝆) y su derivada temporal, es

posible reducir el sistema (4.6) a un nuevo sistema dado por

𝑀𝑟(𝝆) ¥𝒒 + 𝐶𝑟(𝝆, ¤𝝆) ¤𝒒 + 𝒈𝑟(𝝆) = 𝝉𝑞 ∈ ℝ𝑛
(4.9)
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4: Donde ahora 𝑀𝑟 (𝝆), 𝐶𝑟 (𝝆, ¤𝝆), 𝒈𝑟 (𝝆) y

𝝉𝑟 son las matrices y vectores del modelo

mínimo.

donde

𝑀𝑟(𝝆) = 𝐴(𝝆)𝑇𝑀(𝝆)𝐴(𝝆)
𝐶𝑟(𝝆, ¤𝝆) = 𝐴(𝝆)𝑇𝐶(𝝆, ¤𝝆)𝐴(𝝆) + 𝐴(𝝆)𝑇𝑀(𝝆) ¤𝐴(𝝆, ¤𝝆)

𝒈𝑟(𝝆) = 𝐴(𝝆)𝑇 𝒈(𝝆)
𝝉𝑟 = 𝐴(𝝆)𝑇𝝉𝜌

y las dimensiones de las matrices y vectores son
4

: 𝑀𝑟(𝝆) ∈ ℝ𝑛×𝑛
,

𝐶𝑟(𝝆, ¤𝝆) ∈ ℝ𝑛×𝑛
, 𝒈𝑟(𝝆) ∈ ℝ𝑛

, y 𝝉𝑟 ∈ ℝ𝑛
.

Las ecuaciones de Udwadia-Kalaba

Las ecuaciones de Udwadia-Kalaba (U-K) son unas de las metodologías

más recientes para la obtención del el modelo dinámico de sistemas con

restricciones [69-71]. Está metodología calcula las fuerzas producidas en

el sistema debido a las restricciones, para de esta forma poderlas incluir en

el modelo dinámico, pero sin el uso de multiplicadores de Lagrange como

en las ecuaciones de Euler-Lagrange + matriz de proyección. Con el fin

de utilizar las ecuaciones de Udwadia-Kalaba, considere un sistema cuyo

comportamiento puede ser descrito por un conjunto de 𝑚 coordenadas

generalizadas 𝝆 ∈ ℝ𝑚
y un conjunto de 𝑛 coordenadas independientes

𝒒 ∈ ℝ𝑛
. Ahora, primero es necesario obtener el modelo dinámico del

sistema libre, i.e., ignorando las restricciones, las ecuaciones de dicho

sistema pueden ser escritas como:

𝑀(𝝆) ¥𝝆 = 𝒇 ∈ ℝ𝑚 . (4.10)

Estas ecuaciones pueden obtenerse de (4.6), o cualquier otra metodología

para sistemas sin restricciones como por ejemplo las ecuaciones de

Newton-Euler, considerando 𝐷(𝝆)𝑇𝝀 = 0 y 𝒇 = 𝝉𝜌 − 𝐶(𝝆, ¤𝝆) ¤𝝆 − 𝒈(𝝆).
Ahora, considere que el sistema está sujeto a una serie de 𝑟 restricciones

cinemáticas, las cuales pueden ser una combinación de restricciones

holonómicas (1.5) y/o restricciones no holonómicas (1.6), como en el caso

de (4.5); una vez identificadas las restricciones, es necesario calcular la

derivada temporal de dichas restricciones para llevarlas a la forma

𝐷(𝝆, ¤𝝆) ¥𝝆 = 𝒃(𝝆, ¤𝝆) (4.11)

donde 𝐷(𝝆, ¤𝝆) ∈ ℝ𝑟×𝑚
y 𝒃(𝝆, ¤𝝆) ∈ ℝ𝑟

son la matriz y el vector de

restricciones, respectivamente. Es importante notar que, debido a la

forma que tienen las restricciones utilizadas (4.11), es posible incluir

restricciones de velocidad incluso aunque no sean lineales (restricciones

no pfaffianas). Estas restricciones implican ciertas fuerzas de reacción 𝒇𝑐
las cuales ahora deberán ser consideradas en las ecuaciones dinámicas

del sistema. El modelo dinámico del sistema utilizando las ecuaciones

de Udwadia-Kalaba están dadas por

𝑀(𝝆) ¥𝝆 = 𝒇 + 𝒇𝑐 ∈ ℝ𝑚
; (4.12)

de donde ya se conoce 𝑀(𝝆) y 𝒇 , por lo tanto, el problema se reduce a en-

contrar las fuerzas de reacción 𝒇𝑐 , las cuales aseguran que las restricciones
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5: Aunque las ecuaciones de P-C-R tam-

bién pueden incluir restricciones no linea-

les, dichas restricciones no se consideran

en el presente trabajo.

6: Generalmente se eligen las velocidades

independientes ¤𝒒, pero estas velocidades

arbitrarias puede ser cualquier combina-

ción de las velocidades generalizadas.

(4.11) se cumplan. Dichas fuerzas de reacción están dadas por

𝒇𝑐 =𝑀(𝝆)1/2

(
𝐷𝑀(𝝆)−1/2

)+
(𝒃 − 𝐷𝒂) ∈ ℝ𝑚

(4.13)

donde 𝒂 = 𝑀(𝝆)−1 𝒇 . Nótese que 𝑋1/2
denota la raíz cuadrada de la

matriz 𝑋 ∈ ℝ𝑚×𝑛
y 𝑋+

la inversa generalizada de Moore-Penrose de la

matriz 𝑋 ; es decir 𝑋+ = (𝑋𝑇𝑋)−1𝑋𝑇
cuando 𝑚 > 𝑛 o 𝑋+ = 𝑋𝑇(𝑋𝑋𝑇)−1

cuando 𝑚 < 𝑛.

Finalmente, las ecuaciones (4.12) pueden ser reescritas como

𝑀(𝝆) ¥𝝆 + 𝐶(𝝆, ¤𝝆) ¤𝝆 + 𝒈(𝝆) = 𝝉𝜌+

𝑀(𝝆)1/2

(
𝐷𝑀(𝝆)−1/2

)+
(𝒃 − 𝐷𝒂) ∈ ℝ𝑚 . (4.14)

Es importante notar que el modelo obtenido con (4.14) es un modelo no

mínimo.

Ecuaciones de Poincaré-Chetaev-Rumyantsev modificadas

La siguiente formulación es una combinación de dos formulaciones,

donde la mayor parte del trabajo está basado en las ecuaciones generalizadas
de Poincaré-Chetaev [72] o las ecuaciones de Poincaré-Chetaev-Rumyantsev
(P-C-R) [9], pero utilizando además las ecuaciones de Hammel-Novoselov
[9] para calcular cierta parte de las ecuaciones. Estas ecuaciones toman

ventaja del uso de las llamadas cuasi-velocidades. Con esta formulación,

es posible calcular el modelo dinámico de sistemas mecánicos sujetos a un

conjunto de 𝑟 = 𝑟ℎ + 𝑟𝑛ℎ restricciones, las cuales pueden ser un conjunto

de 𝑟ℎ restricciones holonómicas y/o 𝑟𝑛ℎ restricciones no holonómicas,

las cuales pueden ser llevadas a la forma pfaffiana (4.5) (restricciones

lineales en la velocidad)
5

. Por lo tanto, primero es necesario agrupar las

restricciones del sistema en un arreglo de restricciones, i.e.,

𝝂𝛽 = 𝒇𝛽(𝝆, ¤𝝆) = 0 ∈ ℝ𝑟 . (4.15)

Después, se elĳe un conjunto de 𝑛 velocidades arbitrarias
6

, las cuales

también pueden ser agrupadas de la siguiente forma

𝝂𝑞 = 𝒇𝑞(𝝆, ¤𝝆) ∈ ℝ𝑛 . (4.16)

Es importante notar que las fuerzas calculadas utilizando esta formu-

lación, serán referidas al conjunto de 𝑛 velocidades arbitrarias elegidas

y por lo tanto esto deberá ser considerado también cuando se elĳan

dichas velocidades arbitrarias. Ahora, es posible agrupar el conjunto

de velocidades arbitrarias (4.16) y las restricciones del sistema (4.15),

obteniendo un arreglo de cuasi- velocidades del sistema 𝝂, es decir

𝝂 = 𝒇 (𝝆, ¤𝝆) =
[
𝝂𝑞
𝝂𝛽

]
∈ ℝ𝑚 . (4.17)

Ahora, si se consideran únicamente relaciones lineales entre las velocida-

des arbitrarias elegidas y restricciones no holonómicas lineales, la relación

entre las cuasi-velocidades y las velocidades generalizadas puede ser
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7: Es importante notar que el uso de las

ecuaciones de P-C-R (4.22), nos da direc-

tamente un modelo dinámico mínimo.

8: La ecuación (4.24) es únicamente válida

para cuasi-velocidades lineales, debido a

que las restricciones no holonómicas no

lineales no son consideradas dentro de

este trabajo.

reescrita como

𝝂 = 𝑆(𝝆) ¤𝝆, (4.18)

donde 𝑆(𝝆) ∈ ℝ𝑚×𝑚
. Es importante notar que, eligiendo cuidadosamente

el conjunto de velocidades arbitrarias (4.16) y el vector de velocidades

generalizadas, es posible asegurar que 𝑆(𝝆) sea no singular; por lo

tanto es posible definir las velocidades generalizadas en función de las

cuasi-velocidades, i.e.,

¤𝝆 = 𝑇(𝝆)𝝂, (4.19)

donde 𝑇(𝝆) = 𝑆(𝝆)−1
.

En seguida, considerando que previamente se ha obtenido la función

lagrangiana del sistema (4.3), es necesario hacer un cambio de variable

utilizando (4.19) con el fin de obtener una nueva función lagrangiana

expresada en función de las coordenadas generalizadas y de las cuasi-

velocidades, i.e.,

L(𝝆, 𝝂) = K(𝝆, 𝝂) − U(𝝆). (4.20)

Finalmente, con esta función lagrangiana es posible calcular las ecua-

ciones de Poincaré-Chetaev-Rumyantsev [72], de la siguiente manera

𝑑

𝑑𝑡

(
𝜕L(𝝆, 𝝂)

𝜕𝝂𝑞

)
− �̄�(𝝆)𝑇 𝜕L(𝝆, 𝝂)

𝜕𝝆
= 𝝂𝑛ℎ + �̄�(𝝆)𝑇𝝉𝝆 ∈ ℝ𝑛

; (4.21)

o en forma compacta

𝑀�(𝝆) ¤𝝂𝒒 + 𝐶�(𝝆, 𝝂)𝝂𝒒 + 𝒈�(𝝆) = 𝝂𝑛ℎ + 𝝉�𝒒 ∈ ℝ𝑛 . (4.22)

donde 𝑀�(𝝆) ∈ ℝ𝑛×𝑛
, 𝐶�(𝝆, 𝝂) ∈ ℝ𝑛×𝑛

, 𝒈�(𝝆) ∈ ℝ𝑛
y 𝝉�𝑞 ∈ ℝ𝑛

son la

matriz de inercias, la matriz de fuerzas centrifugas y de Coriolis, el vector

de fuerzas debidas a la gravedad y el vector de fuerzas generalizadas,

respectivamente, de nuestro sistema en cuasi-velocidades y 𝝂𝑛ℎ es el

vector de las restricciones
7

. En (4.22) la matriz �̄�(𝝆) está definida como

�̄�(𝝆) =
[
𝜕 ¤𝝆
𝜕𝝂𝑞

]
∈ ℝ𝑚×𝑛

; (4.23)

es importante notar que dicha matriz es igual a (4.8), de las ecuaciones

de Euler-Lagrange, si las velocidades independientes del sistema se

eligen como velocidades arbitrarias, i.e., si 𝝂𝑞 = ¤𝒒 entonces �̄�(𝝆) = 𝐴(𝝆).
Por otro lado, para calcular el vector de restricciones 𝝂𝑛ℎ es necesario

utilizar los coeficientes de estructura de las relaciones entre nuestras

velocidades generalizadas y las velocidades arbitrarias, i.e., (4.18) y (4.19),

dichos coeficientes de estructura son calculados utilizando la siguiente

relación

𝐸(𝑗 ,𝑘)𝑖 =
𝑚∑
𝑡=1

𝑚∑
𝑠=1

(
𝜕𝑆(𝑗 ,𝑡)

𝜕𝜌𝑠
−

𝜕𝑆(𝑗 ,𝑠)

𝜕𝜌𝑡

)
𝑇(𝑡 ,𝑘)𝑇(𝑠,𝑖) , (4.24)

𝑘, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑚,

donde 𝑆(𝑎,𝑏) y 𝑇(𝑎,𝑏) son los elementos renglón 𝑎 y columna 𝑏 de las

matrices (4.18) y (4.19), respectivamente
8

. Además, los coeficientes de

estructura satisfacen la siguiente relación 𝐸(𝑗 ,𝑘)𝑖 = −𝐸(𝑗 ,𝑖)𝑘 . A su vez, los

coeficientes de estructura calculados en (4.24) son los elementos renglón,
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9: En general, el modelo mínimo (4.28) es

equivalente al modelo mínimo (4.9) y es

posible llegar de uno a otro utilizando las

relaciones (4.18) y (4.19).

columna de la 𝑖−ésima matriz 𝐸(·,·)𝑖 de un conjunto de 𝑛 matrices,

donde 𝐸𝑖(𝝆) ∈ ℝ𝑚×𝑛
. Con estas matrices, es posible calcular el vector de

restricciones, el cual queda dado por

𝝂𝑛ℎ =


𝝂𝑇𝑞 𝐸

𝑇
1

𝜕L(𝝆,𝝂)
𝜕𝝂

𝝂𝑇𝑞 𝐸
𝑇
2

𝜕L(𝝆,𝝂)
𝜕𝝂

...

𝝂𝑇𝑞 𝐸
𝑇
𝑛
𝜕L(𝝆,𝝂)

𝜕𝝂


∈ ℝ𝑛 . (4.25)

Adicionalmente, con el fin de simplificar el cálculo del modelo dinámico,

y de acuerdo con [9] (quienes se basan en las ecuaciones de Hamel-

Novoselov (H-N)), es posible calcular el vector de restricciones 𝝂𝑛ℎ de las

ecuaciones de Poincaré-Chetaev-Rumyantsev (4.21) usando una matriz

𝑊(𝝆, 𝝂) en lugar de los coeficientes de estructura (4.24) originalmente

propuestos por Rumyantsev. Dicha matriz está dada por

𝑊(𝝆, 𝝂) =
(
𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝝂

𝜕 ¤𝝆 − 𝜕𝝂

𝜕𝝆

)
�̄�(𝝆) ∈ ℝ𝑚×𝑛 . (4.26)

Y por lo tanto, el vector de restricciones 𝝂𝑛ℎ puede ser calculado utilizando

la siguiente relación

𝝂𝑛ℎ =𝑊(𝝆, 𝝂)𝑇 𝜕L(𝝆, 𝝂)
𝜕𝝂

. (4.27)

Con lo que es posible obtener una versión modificada de las ecuaciones

de Poincaré-Chetaev-Rumyantsev, la cual queda como

𝑀�(𝝆) ¤𝝂𝒒 +𝐶�(𝝆, 𝝂)𝝂𝒒 + 𝒈�(𝝆) =𝑊(𝝆, 𝝂)𝑇 𝜕L(𝝆, 𝝂)
𝜕𝝂

+ 𝝉�𝒒 ∈ ℝ𝑛 . (4.28)

Estas últimas ecuaciones, serán las utilizadas más adelante, en la sección

correspondiente a la aplicación de metodologías de modelado. Finalmen-

te, una vez utilizadas las ecuaciones (4.22) o (4.28), las cuasi-velocidades

debido a las restricciones (4.15) deben considerarse nulas con el fin de

simplificar el modelo
9

.





Aspectos Sobre la Planificación y
Control de Movimientos de
Sistemas No Holonómicos 5

5.1. Estudio sobre planificación de sistemas no
holonómicos

Introducción

El contenido de esta sección está basado principalmente en el trabajo de

F. Jean [73].

Debido a que se aborda el diseño de algoritmos, en general no se trabajará

en una variedad si no en un subconjunto abierto de ℝ𝑚
. Por lo tanto,

se considera un sistema no holonómico descrito por un conjunto de

coordenadas generalizadas 𝒙 = [𝑥1 , 𝑥2 , . . . , 𝑥𝑚] ∈ ℝ𝑚
. Además, las

ecuaciones cinemáticas del sistema no holonómico tienen la forma

¤𝒙 = 𝑋(𝒙)𝒖 ∈ Ω (5.1)

donde 𝒖 ∈ ℝ𝑛
es el vector de señales de control, y 𝑋(𝒙) ∈ ℝ𝑚×𝑛

el

mapeo entre las entradas de control y las velocidades generalizadas y

Ω ⊂ ℝ𝑚
.

En sistemas no holonómicos, el problema de planificación de movimientos
trata sobre el diseño de una ley de control que lleve un sistema de un

estado inicial 𝒙0 a cierto estado final 𝒙𝑑 [73]. En sistemas no holonómicos,

este problema puede ser resuelto de manera exacta para cierta clase de

sistemas, y en específico para sistemas nilpotentes; en otro caso, se busca

una solución aproximada, esto es, para dado algoritmo cuyas entradas

son los puntos inicial y final (𝒙0 , 𝒙𝑑) y una tolerancia 𝑒 > 0, se calcula una

ley de control 𝒖, la cual dirĳa el sistema de 𝒙0 a un punto suficientemente

cercano, menor a la tolerancia 𝑒, a 𝒙𝑑.

Definición 1. El problema de planificación de movimientos para (5.1) está

definido así: para cada par de puntos inicial y final, (𝒙0 , 𝒙𝑑) ∈ Ω ×Ω, se

encuentra una ley de control 𝒖(�) ∈ 𝐿1([0, 𝑇],ℝ𝑛) (es decir una función

en un espacio 𝐿1
con valores en el tiempo entre 0 y T en ℝ𝑚

) con 𝑇 > 0 de

tal forma de que la trayectoria de (5.1) empezando en 𝒙0 en 𝑡 = 0 alcance

𝒙𝑑 en 𝑡 = 𝑇, es decir,

𝛾(𝑇; 𝒙0 , 𝒖) = 𝒙𝑑

donde 𝛾 es la trayectoria del sistema. Además, se supone que Ω es conexo

y que (5.1) satisface la condición de Chow.

Definición 2. Se dice que el sistema (5.1) (o los campos vectoriales

𝑋1 , 𝑋2 , . . . , 𝑋𝑛) satisfacen la condición de Chow si

𝐿𝑖𝑒(𝑋1 , 𝑋2 , . . . , 𝑋𝑛)(𝒙) = 𝑇𝑞𝑀, ∀𝒙 ∈ Ω,

Esta propiedad también es conocida como la condición de rango del

álgebra de Lie (LARC por sus siglas en inglés) en teoría de control.
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Entonces la existencia de una solución al problema de planificación de

movimientos es garantizada por el Teorema de Chow-Rashevsky.

Teorema Chow-Rashevsky: Si Ω es conexa y (5.1) satisface la condición

de Chow, entonces dos puntos cualesquiera en Ω pueden ser unidos por

una trayectoria de (5.1).

Además, es importante mencionar que la presencia de restricciones de

estado adicionales no afectan la existencia de soluciones, siempre y

cuando el espacio admisible siga siendo conexo. Esto es importante para

aplicaciones en el área de robótica, ya que permite saber si nuestro sistema

con condiciones iniciales 𝒙0 puede ser llevado a un estado deseado 𝒙𝑑
utilizando una ley de control 𝒖 . Defínase el modelo de un sistema

como (5.1) y cuyo espacio de configuración es Ω. Cuando el robot se

mueve entre obstáculos, se representa el espacio de configuración en

el cual existen colisiones como un subconjunto cerrado dado 𝑂 de Ω.

Si el conjunto libre de colisiones Ω\𝑂 permanece conexo, el problema

de planificación de movimientos en ese conjunto tiene solución, lo que

significa que es posible dirigir el robot de una configuración a otra

evadiendo los obstáculos. En este caso, el problema de planificación de

movimientos es dividido en dos pasos [74]:

Se encuentra una curva en el espacio libre Ω\𝑂 que conecte 𝒙0 con

𝒙𝑑 (en general esta curva no es una trayectoria del sistema (5.1));

Posteriormente, se aproxima la curva por una trayectoria lo sufi-

cientemente cercana y admisible de (5.1) que además esté contenida

en el espacio libre.

El primer paso es independiente del sistema de control, solo depende de

la topología de Ω y de los obstáculos. Es un problema de algoritmos de

geometría bien entendido y modelado [75, 76]. El segundo paso puede

ser considerado como un problema de planificación de movimientos sin

restricciones de estado, siempre que se use un método de planificación

de movimientos con un buen comportamiento local.

Definición 3. Se dice que un sistema (5.1) es nilpotente si los campos

vectoriales𝑋1 , 𝑋2 , . . . , 𝑋𝑚 generan un álgebra de Lie nilpotente. Definase

𝔤 como un álgebra de Lie, entonces 𝔤 es nilpotente si la serie central

descendente termina haciéndose cero para algún 𝑚 ∈ ℕ

[𝑋1 , [𝑋2 , [. . . [𝑋𝑚−1 , 𝑋𝑚] . . . ]]] = 0

∀𝑋1 , 𝑋2 , . . . , 𝑋𝑛 ∈ 𝔤.

El sistema (5.1) es nilpotentizable si es equivalente por retroalimentación

a un sistema nilpotente. Los sistemas nilpotentizables son la clase más

amplia de sistemas no holonómicos para los cuales la solución exacta

al problema de planificación de movimientos es conocida. Sin embargo

la mayoría de los sistemas no holonómicos son no nilpotentes y no

nilpotentizables.

Dado un campo vectorial con elementos (𝑋1 , . . . , 𝑋𝑚), se define la longi-

tud de un producto de Lie de manera recursiva como

𝑙(𝑋𝑖) = 1 𝑖 = 1, . . . , 𝑚
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𝑙([𝐴, 𝐵]) = 𝑙(𝐴) + 𝑙(𝐵),

donde 𝐴 y 𝐵 son a su vez productos de Lie. Esta función de longitud

induce una ordenación parcial en un conjunto de productos de Lie.

Un álgebra de Lie es nilpotente si existe un entero 𝑟 tal que todos los

productos de Lie de longitud superior a 𝑟 son cero. 𝑟 se llama grado de
nilpotencia.

Algoritmos para sistemas nilpotentes

Sistemas encadenados.
Para entender el uso de señales senoidales de control, primero se consi-

derará el caso particular de un sistema encadenado, el cual es un sistema

no holonómico en ℝ𝑛
y tiene la siguiente forma,

¤𝑥1 = 𝑢1

¤𝑥2 = 𝑢2

¤𝑥3 = 𝑥2𝑢1 (5.2)

¤𝑥4 = 𝑥3𝑢1

...

¤𝑥𝑚 = 𝑥𝑚−1𝑢1.

De forma equivalente, ¤𝒙 = 𝑢1𝑋1(𝒙) + 𝑢2𝑋2(𝒙), dicho sistema es nilpoten-

te.

La estructura de (5.2) sugiere controlar el sistema un componente después

del otro. El punto crucial de esta estrategia de control es asegurar que si

un componente 𝑥𝑘 se encuentra en movimiento durante un periodo [0, 𝑇],
entonces ninguno de los componentes 𝑥𝑖 con 𝑖 < 𝑘 deberá moverse, esto

es 𝑥𝑖(0) = 𝑥𝑖(𝑇). El uso de controles senoidales con frecuencias enteras

es adecuado para este tipo de estrategias debido a sus propiedades:∫
2𝜋

0

sen(𝜔𝑡)𝑑𝑡 = 0 ∀𝜔 ∈ ℤ (5.3)∫
2𝜋

0

cos(𝜔𝑡)𝑑𝑡 =
{

0 si 𝜔 ∈ ℤ y 𝜔 ≠ 0,

1 si 𝜔 = 0.
(5.4)

Considere entonces un control dado por 𝒖(𝑡) = [𝑢1(𝑡), 𝑢2(𝑡)]𝑇 , 𝑡 ∈ [0, 2𝜋],
de la forma

𝑢1(𝑡) = 𝑎sen(𝜔1𝑡), 𝑢2(𝑡) = 𝑏cos(𝜔2𝑡). (5.5)

Debido a la estructura de (5.2), para cada 𝑖 ≥ 3 la dinámica de ¤𝑥𝑖 es una

combinación lineal de las señales de control donde las frecuencias son

𝜔2 + 𝑁𝜔1 , donde 𝑁 ∈ ℤ, |𝑁 | ≤ 𝑖 − 2 (5.6)

Supóngase que se quiere mover el elemento 𝑥𝑘 a un valor deseado sin

mover los elementos 𝑥𝑖 , para cada 𝑖 < 𝑘. Las relaciones (5.3) y (5.4)

implican que se deberá elegir 𝜔1 y 𝜔2 de forma de que el término de

coseno deberá tener frecuencia nula (i.e. término constante) aparezca

en la dinámica del elemento ¤𝑥𝑘 . Además, ningún componente 𝑥𝑖 con
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1: Aparentemente cuando 𝑛 ≤ 5 o 𝑟 = 2,

de acuerdo a [73].

𝑖 < 𝑘 deberá tener esta condición, para asegurar que 𝑥𝑖(0) = 𝑥𝑖(2𝜋). Por

ejemplo, una elección simple que garantiza las dos propiedades es elegir

𝜔1 = 1 y 𝜔2 = 𝑘 − 2.

El argumento anterior se traduce en un algoritmo completo (Algoritmo 1)

que da una solución exacta al problema de planificación de movimientos

para el sistema (5.2).

Algoritmo 1 Método de dirección para sistemas encadenados.

1: mover 𝑥1 y 𝑥2 a su posición final (en línea recta por ejemplo);

2: para cada 𝑘 ≥ 1 mover 𝑥𝑘+2
de su valor presente 𝑥0 a su valor

final 𝑥𝑑 utilizando

𝒖(𝑡) = (𝑎sen(𝑡), 𝑏cos(𝑘𝑡)), 𝑡 ∈ [0, 2𝜋]
donde se debe verificar que los parámetros 𝑎 y 𝑏 cumplan con

𝑥𝑑 − 𝑥0 =
(𝑎/2)𝑘𝑏
𝑘!

2𝜋

Entradas polinomiales.
Supóngase que un sistema nilpotente ¤𝒙 =

∑𝑚
𝑖=1
𝑋𝑖(𝒙) es polinomial y se

encuentra en forma triangular, es decir,

¤𝒙 𝑗 =
∑
𝑖

𝑢𝑖 𝑓𝑖 𝑗(𝑥1 , . . . , 𝑥 𝑗−1), 𝑗 = 1, . . . , 𝑚,

donde cada función 𝑓𝑖 𝑗 es polinomial. Los sistemas encadenados y

sistemas en forma canónica satisfacen esta suposición.

Esta estructura permite calcular fácilmente las trayectorias: dada una

función de control 𝒖(𝑡), las coordenadas 𝑥 𝑗(𝑡) pueden ser calculadas

integrando una tras otra. Se eligen las señales de control como funciones

polinomiales parametrizadas, por ejemplo,

𝑢𝑖(𝑡) =
𝑁∑
𝑘=0

𝑎𝑖𝑘 𝑡
𝑘 , 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, (5.7)

con los parámetros 𝑎 = (𝑎10 , . . . , 𝑎𝑛0 , . . . , 𝑎1𝑁 , . . . , 𝑎𝑛𝑁 ) ∈ ℝ(𝑁+1)𝑛 , don-

de 𝑁 es un entero suficientemente grande. Con este controlador cada

coordenada 𝑥 𝑗(𝑡) es una función polinomial de 𝑡, del parámetro 𝑎, y de

los valores iniciales 𝑥𝑖(0), . . . , 𝑥 𝑗(0).

Por lo tanto, con el fin de obtener un control de la forma (5.7) que dirĳa

al sistema de una configuración inicial 𝒙0 a una configuración final 𝒙𝑑 , es

necesario resolver el sistema algebraico

𝑃𝑗(𝑎, 𝒙0) − 𝑥 𝑗(𝑇) = 0 𝑗 = 1, . . . , 𝑚,

donde la incógnita son los parámetros 𝑎 ∈ ℝ𝑁+1𝑚. Desafortunadamente,

el tamaño y el grado del sistema algebraico se incrementa exponencial-

mente con respecto a la dimensión 𝑛 y al grado de nilpotencia 𝑟, y no

existe un método general y eficiente para resolverlo. Sin embargo este

método puede ser útil cuando 𝑚 o 𝑟 son pequeños
1

.

Control constante a tramos.

Considérese un sistema nilpotente de paso 𝑟 sobre ℝ𝑛
definido por el

campo vectorial analítico (𝑋1 , . . . , 𝑋𝑚). Se fija un punto inicial 𝒙0 ∈ ℝ𝑛
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y una vecindad abierta 𝑈 de este punto. Sea 𝒙𝑑 el punto objetivo y

�̄� = �̄�(𝒙𝑑), con 𝒒 = [𝑥, 𝑦, 𝑧]𝑇 , dada una función de control 𝒖, se denota

como 𝑆𝑢(𝑡) al flujo de los campos vectoriales dependientes del tiempo∑
𝑖 𝑢𝑖𝑋𝑖 . El principio de este método es producir de manera separada y

secuencial, para 𝑖 = 1, . . . , �̃� funciones de control 𝑢 𝑖 definidas de [0, 𝑇]
tal que 𝑆𝑢

𝑖
(𝑇) sea igual a exp(�̄�𝑖𝑋𝐼𝑖 ) con 𝑗 > 𝑖. Es posible lograr esto

utilizando la fórmula de Campbell-Hausdorff [77].

También es posible producir un control a tramos tal que 𝑆𝑢
𝑖
(𝑇) sea

exactamente igual a exp(𝑞𝑖𝑋𝐼𝑖 ) utilizando el método propuesto en [78].

Algoritmos para sistemas no nilpotentes

Cuando el sistema no holonómico no es nilpotentizable, se buscan

soluciones aproximadas al problema de planificación de movimientos

en lugar de soluciones exactas. En este documento se presentan dos

aproximaciones para este tipo de sistemas.

Dirección por aproximación.
Dado un punto inicial 𝒙0 y un punto 𝒙𝑑 , se resuelve primero el problema

de planificación de movimientos para una aproximación nilpotente de

(5.1) en 𝒙𝑑 , mediante el uso de uno de los métodos descritos anteriormente;

enseguida se aplica la señal de control 𝒖 a (5.1) e itera el procedimiento

desde el punto actual. Utilizando 𝛾(𝑡; 𝑝, 𝒖), con 𝑡 ∈ [0, 𝑇], para denotar

la trayectoria de la aproximación nilpotente asociada con el control 𝒖 y

empezando en el punto 𝒑, una versión local de este algoritmo se presenta

a continuación, donde 𝑑 es una distancia subriemanniana asociada al

sistema (5.1) y 𝑒 es un número constante real positivo.

Algoritmo 2 Algoritmo de dirección local.

Se requiere: 𝑥0, 𝑥𝑑, 𝑒.

k:=0;

𝑥𝑘 := 𝑥0

Mientras 𝑑(𝑥𝑘 , 𝑥𝑑) > 𝑒 Hacer
Calcular 𝑢𝑘 tal que 𝑥𝑑 = 𝛾(𝑇; 𝑘𝑘 , 𝑢𝑘);
Set 𝑥𝑘+1 = 𝛾(𝑇; 𝑘𝑘 , 𝑢𝑘);
k:=k+1;

El bucle "Mientras”, en el Algoritmo 2 define un mapeo 𝐴𝑝𝑝𝑆𝑡𝑒𝑒𝑟 :

(𝑥𝑘 , 𝒙𝑑) ↣ 𝛾(𝑇; 𝑥𝑘 , 𝑢𝑘), el cual converge de forma local debido a que

AppSteer es localmente contractivo con respecto a la distancia 𝑑, i.e, for

𝒙𝑑 ∈ Ω existe 𝜖(𝒙𝑑) > 0 y 𝑐(𝒙𝑑) ∈ (0, 1) tal que

𝑑(𝒙𝑑 ,AppSteer(𝒙 , 𝒙𝑑)) ≤ 𝑐(𝒙𝑑)𝑑(𝒙𝑑 , 𝒙) (5.8)

para 𝒙 ∈ Ω y 𝑑(𝒙𝑑 , 𝒙) < 𝜖(𝒙𝑑).

Suponga ahora que se tiene un mapeo contractivo localmente uniforme
AppSteer en un conjunto compacto conexo 𝐾 ⊂ Ω, i.e. que existe 𝜖𝑘 > 0

y 𝑐𝑘 ∈ (0, 1) tal que

𝑑(𝒙𝑑 ,AppSteer(𝒙 , 𝒙𝑑)) ≤ 𝑐𝑘𝑑(𝒙𝑑 , 𝒙) (5.9)

para 𝒙 , 𝒙𝑑 ∈ 𝐾 y 𝑑(𝒙𝑑 , 𝒙) < 𝜖𝑘 . En este caso el Algoritmo 2 puede ser

transformado en uno global (en 𝐾), por ejemplo, utilizando la siguiente
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idea. Se elĳe un camino Γ ⊂ 𝐾 que conecte 𝒙0 a 𝒙𝑑 y se elige una secuencia

finita de objetivos intermedios

{
𝒙𝑑

0
= 𝑥0 , 𝑥

𝑑
1
, . . . , 𝑥𝑑

𝑗
= 𝒙𝑑

}
en Γ, tal que

𝑑(𝑥𝑑
𝑖−1
, 𝑥𝑑

𝑖
) < 𝜖𝑘/2, 𝑖 = 0, . . . , 𝑗. Entonces, queda claro que la aplicación

iterativa del mapeo contractivo localmente uniforme AppSteer desde el

estado presente hasta el siguiente subobjetivo produce una secuencia 𝑥 𝑖

que converge a 𝑥𝑑.

Para convertir la idea anterior a un algoritmo prácticamente eficiente,

dos inconvenientes deben de ser resueltos satisfactoriamente:

- construir un mapeo AppSteer que sea contractivo localmente uni-

forme.

- diseñar un algoritmo globalmente convergente que no use explíci-

tamente la distancia crítica 𝜖𝑘 ; el conocimiento de este último no

está disponible en la práctica.

Metodo de dirección local.
Ahora el objetivo es diseñar un mapeo AppSteer que sea contractivo

localmente uniforme, de tal forma que el Algoritmo 2 sea localmente

convergente. El primer paso es la construcción de una aproximación

continua nilpotente, lo que a su vez requiere de la construcción de un

sistema variable continuo de coordenadas privilegiadas.

Construcción de la aproximación nilpotente A

Sean 𝒙 = (𝑥1 , . . . , 𝑥𝑛) las coordenadas canónicas en ℝ𝑛
, para cada punto

𝒑 ∈ Ω, se construye una aproximación nilpotente A(𝒑) de (𝑋1 , . . . , 𝑋𝑚)
de la siguiente manera.

(i) Se toma

{
𝑋𝐼𝑗 : 𝐼 𝑗 ∈ H𝑟

}
.

(ii) Se calcula un cambio de coordenadas afín 𝒙 ↣ 𝒚 = (𝑦1 , . . . , 𝑦𝑛) tal

que las nuevas coordenadas cumplan con 𝜕𝑦𝑗 = 𝑋𝐼𝑗 (𝒑), 𝑗 = 1, . . . , 𝑛.

(iii) Construir un sistema de coordenadas privilegiadas �̃� = (�̃�𝑖 , . . . , �̃�𝑛)
utilizando la siguiente formula iterativa, para 𝑗 = 1, . . . , 𝑛

�̃� 𝑗 = 𝑦 𝑗 −
𝑤 𝑗−1∑
𝑘=2

ℎ𝑘(𝑦1 , . . . , 𝑦 𝑗−1) (5.10)

donde, para 𝑘 = 2, . . . , 𝑤 𝑗−1,

ℎ𝑘(𝑦1 , . . . , 𝑦 𝑗−1) =
∑

|𝛼 |=𝑘,𝑤(𝛼)<𝑤 𝑗

𝑋𝛼1

𝐼1
. . . 𝑋

𝛼 𝑗−1

𝐼𝑗−1

·(𝑦 𝑗−
𝑘−1∑
𝑞=2

ℎ𝑞)|𝑦=0

𝑦𝛼1

1

𝛼1!

−
𝑦
𝛼 𝑗−1

𝑗−1

𝛼 𝑗−1!

,

(5.11)

con |𝛼 | = 𝛼1 + · · · + 𝛼𝑛 .

(iv) Para 𝑖 = 1, . . . , 𝑚, se calcula la expansión de Taylor de 𝑋𝑖(�̃�) en

0, y se expresa cada campo vectorial como una suma de campos

vectoriales que son homogéneos con respecto al grado de peso,

definido por la secuencia (𝑤 𝑗)𝑗=1,...,𝑛 :

𝑋𝑖(�̃�) = 𝑋
(−1)
𝑖

(�̃�) + 𝑋(0)
𝑖
(�̃�) + . . . ,

y se utiliza 𝑋
(𝑘)
𝑖

(�̃�) para denotar la suma de todos los términos del

grado de peso igual a 𝑘
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(v) Se definen los campos vectoriales �̂�
𝑝

1
, . . . , �̂�

𝑝
𝑚 ∈ Ω como �̂�

𝑝

𝑖
=

�̃� ∗ 𝑋(−1)
𝑖

para 𝑖 = 1, . . . , 𝑚. Y el conjunto A(𝒑) = (�̂�𝑝

1
, . . . , �̂�

𝑝
𝑚).

(vi) Para 𝑗 = 1, . . . , 𝑛 se identifican los polinomios homogéneos Ψ𝑗 de

grado de peso igual a 𝑤 𝑗 tal que, en el sistema de coordenadas

privilegiadas 𝒛 = (𝑧1 , . . . , 𝑧𝑛), definido por

𝑧 𝑗 = �̃� 𝑗 +Ψ𝑗(�̃�1 , . . . , �̃� 𝑗−1), 𝑗 = 1, . . . , 𝑛

la familia (𝒑) = (�̂�𝑝

1
, . . . , �̂�

𝑝
𝑚) está en la forma canónica.

(vii) Se define Φ(𝒑, ·) como el mapeo 𝒙 ↣ 𝒛.

Las salidas de este algoritmo son los mapeos Φ y A, que son respectiva-

mente un sistema variante continuo de coordenadas privilegiadas y una

aproximación continua nilpotente de (𝑋1 , . . . , 𝑋𝑚) sobre Ω.

Una vez que se ha elegido la aproximación nilpotente, se debe elegir una

forma de controlarla.

Definición 3. Una ley de dirección para Aes un mapeo, el cual, para cada

par (𝒙 , 𝒑) ∈ Γ asocia un control 𝒖 ∈ 𝐿1([0, 𝑇],ℝ𝑚); de aquí en adelante

llamada control de dirección, tal que la trayectoria 𝛾(·; 𝒙 , 𝒖) del sistema

aproximado,

¤𝒙 =

𝑚∑
𝑖=1

𝑢𝑖�̂�
𝑝

𝑖
(𝒙), (5.12)

definido de [0, 𝑇], y satisface 𝛾(𝑇; 𝒙 , 𝒖) = 𝒑. En otras palabras, 𝒖(·) dirige

al sistema (5.12) de 𝒙 a 𝒑.

Una forma de diseñar un mapeo Appsteer contractivo uniformemente

local es extendiendo el método de control constante a tramos para el caso

en el cual el sistema es no nilpotente. La dificultad en este caso es que

el algebra de Lie(𝑋1 , . . . , 𝑋𝑚) no es de dimensión finita, lo que implica

que:

(i) El procedimiento para construir controladores constantes a tramos

no es finito.

(ii) La expresión en el método está compuesta por un número infinito

de términos.

El proceso de aproximación consiste en mantener únicamente los factores

generados por los corchetes de un orden no mayor a 𝑟 en estas fórmulas.

5.2. Revisión de la Literatura Sobre Control de
Sistemas No Holonómicos

El contenido de esta sección está basado en los trabajos [8] y [9].

Introducción.

A pesar de que los sistemas no holonómicos han sido estudiados en

mecánica clásica por más de 150 años, no fue sino hasta alrededor de 1980

cuando el estudio de problemas de control de este tipo de sistemas atrajo la

atención de los investigadores. Los SNH utilizan herramientas del control

de sistemas no lineales; dichos sistemas no pueden ser transformados en
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2: Un ejemplo común son los robots mó-

viles con ruedas omnidireccionales, los

cuales si bien son no holonómicos, en ge-

neral las ecuaciones de la forma (5.13) son

integrables y cumplen con el Teorema de

Brockett.

una forma lineal, por lo tanto no es posible utilizar la teoría clásica de

control lineal en ellos. Ejemplos de sistemas de control no holonómicos

han sido estudiados principalmente en el área de la manipulación de

robots, robos móviles, vehículos con ruedas y robótica espacial. Ejemplos

específicos de este tipo de sistemas incluyen el filo de un cuchillo que

se desliza sobre un plano [79, 80] , el estudio de ruedas girando en un

plano [81] y esferas rodando en un plano sin derrape ([82-84]). Respecto

al estudio de control de robots móviles y vehículos con ruedas, se ha

hecho una mayor investigación, y resultados de estos trabajo se pueden

encontrar en [85-91], mientras que trabajos de control de sistemas no

holonómicos en la manipulación robótica son descritos en [84, 92, 93].

Otros ejemplos de sistemas de control no holonómicos se dan cuando el

mecanismo presenta algunas propiedades de simetría, uno de los casos

más estudiados es cuando hay un momento angular, es decir, que alguna

función del momento angular se conserva. Algunos ejemplos de este tipo

de sistemas son los vehículos espaciales de múltiples cuerpos actuados

[94-96] y los vehículos espaciales simétricos subactuados [97-99].

Sistemas de control no holonómicos pueden también surgir también

como un resultado de la imposición de restricciones en el diseño del

controlador; es decir, cuando se desea elegir un controlador en el cual

ciertas restricciones en el movimiento son impuestas. Si dichas restric-

ciones impuestas son no integrables entonces se obtiene un sistema no

holonómico [100].

Propiedades de equilibrios en el control de Sistemas No
Holonómicos.

Desde el punto de vista de control, los sistemas no holonómicos de

interés no son solamente aquellos que cumplen con la Definición 1.1.1,

sino que además tienen ciertas propiedades adicionales que se mencionan

a continuación. Con este fin, supóngase nuevamente que se tiene un

sistema no holonómico cuyas ecuaciones están dadas por:

¤𝒙 = 𝑋(𝒙)𝒖 (5.13)

donde, el sistema (5.13) además cumple con las siguientes propiedades:

Es no integrable de acuerdo al Teorema 2.2.1.

No cumple con el Teorema de Brockett [101].

Además, es importante notar que no todos los sistemas no holonómicos

presentan estas propiedades y que éstas dependen del sistema en sí y del

modelo que se esté utilizando para representar a dicho sistema
2

.

Para el sistema (5.13), suponiendo que no existe una ley de control

(𝑢 = 0), existe una variedad (manifold) de equilibrios que contiene al

origen, y cada equilibrio es no-hiperbólico, es decir, la linealización de

la dinámica en un equilibrio siempre tiene eigenvalores igual a cero. En

otras palabras, ningún controlador de sistemas no holonómicos tiene un

equilibrio aislado y por lo tanto ningún equilibrio puede ser estabilizado

asintóticamente de forma local. Por lo tanto, las herramientas de control

lineal no pueden ser utilizadas ni siquiera de forma local. La condiciones

necesarias para la existencia de una ley de control suave, independiente

del tiempo y que dependa de los estados están dadas por el Teorema
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de Brockett [101]. Debido a esto existen algunas alternativas para el

control de este tipo de sistemas, las más importantes se mencionan a

continuación.

Control discontinuo invariante en el tiempo.

Este tipo de controladores pueden ser clasificados en controladores

continuos por partes y controladores por modos deslizantes. En [102],

Sussman demostró la existencia de leyes de control continuo por partes

para un tipo de sistema no lineal controlable, en [103] se presentó una

fórmula para la obtención de una ley de control basada en funciones

de Lyapunov y en [104] se muestran ejemplos de controladores para

sistemas específicos. En cuanto al diseño de controladores por modos

deslizantes, dos de los primeros trabajos se encuentran [105] y [106] en

sistemas no holonómicos específicos, por lo que una metodología general

para la aplicación general a sistemas no holonómicos aún no se encuentra

disponible. Es conocido que el “chattering” en los controladores por

modos deslizantes es un fenómeno no deseable, por lo que en [107] se

propone una función suavizante para el diseño de un controlador por

modos deslizantes aplicado a un robot móvil. Es importante mencionar

que el control de la cinemática de sistemas no holonómicos, utilizando

controladores discontinuos, puede ser difícil de implementar, por lo que

el uso de controladores discontinuos es mayor cuando se controla la

dinámica del sistema.

Control variante en el tiempo.

El uso de controladores variantes en el tiempo se originó del trabajo de

Samson en robots móviles [91] y [108]. En [109-111] se usaron métodos

del promedio de funciones tipo saturación para la construcción de

leyes de control para sistemas en forma encadenada [112]. Un método

general es el conocido como método de Pomet, [113, 114], que genera

una ley de control periódica y suave. La mayor desventaja que presenta

este tipo de controladores es que las velocidades de convergencia son

necesariamente no exponenciales [109]. La mayoría de los controladores

de este tipo han sido orientados al área de robótica móvil [91, 108, 111,

115] aunque también existen trabajos en donde se diseñan controladores

para vehículos espaciales [99, 116, 117].

Control híbrido.

Estas metodologías combinan características de control continuo en el

tiempo con características de eventos discretos o de tiempo discreto. Con-

troladores que combinan tiempo con eventos discretos fueron propuestos

por Bloch [79] y Kolmanovsky [118, 119] para la clase de sistemas no

holonómicos de Chaplygin, dicha aproximación fue utilizada por Krish-

nan [97] , [120] para la estabilización en altitud de vehículos espaciales.

Por otro lado, controladores híbridos, que combinan características de

tiempo continuo y de tiempo discreto, han sido desarrollados por un ma-

yor número de investigadores, Sordalen [121] desarrolló un controlador

para la estabilización de sistemas no holonómicos cinemáticos en forma

encadenada y Canudas de Wit [122] extendió el trabajo a la dinámica.
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Sontag [123, 124] propuso controladores aplicables a una mayor clase de

sistemas cinemáticos. En [89] se da una introducción al control híbrido de

robots móviles. Finalmente, es importante recalcar que la planificación y

el control en móviles puede verse como una misma tarea.

Control de sistemas No Holonómicos específicos.

Control de sistemas giroscópicos.

El sistema giroscópico es un mecanismo con restricciones no holonómicas

debido a sus propiedades de simetría y conservación del momento

angular. En [125, 126] se explica desde el modelo dinámico hasta algunos

controladores aplicados a este sistema. La gran mayoría de los estudios

más recientes, sobre este tipo de sistemas, se centra en controladores

que sirven para el control de orientación en mecanismos espaciales, en

donde se utilizan diferentes configuraciones para giroscopios con uno o

dos cardanes [127-131]. Otro tipo de configuración utilizada y estudiada,

se da cuando se juntan más de un mecanismo y se hacen arreglos de

giroscopios agrupados [132-136]. Por último, y tal vez más interesante,

existen algunos trabajos recientes con mecanismos giroscópicos con

estructura similar a la del giroscopio de Quanser (mejor conocido como

control moment gyroscope (CMG) por sus siglas en inglés). En [137], los

autores proponen un controlador no lineal para un CMG para lidiar con

la pérdida de controlabilidad debido a la restricción no holonómica con

la que cuenta el mecanismo, además de compensar la fricción del sistema

y hacer el análisis de estabilidad del controlador propuesto. En [138], se

propone un controlador de seguimiento de velocidad angular novedoso

para el sistema con doble cardán, basado en un observador de estado en

cascada extendido, el cual es robusto a perturbaciones, como dinámicas

no modeladas e incertidumbres en el modelo. Por otro lado, [139] evalúa

diversos algoritmos de control aplicados al CMG con un solo cardán y,

[140] propone un algoritmo simple para evitar singularidades.

Control de sistemas no holonómicos subactuados.

Por otro, lado el número de artículos sobre manipuladores subactuados

no holonómicos es muy reducido. Los primeros trabajos fueron iniciados

por el investigador italiano G. Oriolo [57, 141, 142], pero no logró el

impacto esperado, ya que fuera de su grupo de colaboradores es difícil

encontrar publicaciones relacionadas, salvo la publicada por H. Arai et al

[143], y no fue hasta años recientes que P. Xiong et al volvieron a realizar

estudios sobre manipuladores subactuados, dándole un enfoque hacia el

área de sistemas no holonómicos de segundo orden [144].

Finalmente, es importante notar que, aunque existen ciertos sistemas

subactuados que pueden ser clasificados como no holonómicos, para

sistemas mecánicos no holonómicos subactauados la no holonomía de

ciertas ecuaciones no da propiedades interesantes al sistema y por lo tanto

dichos sistemas pueden ser controlados con la amplia teoría conocida

diseñada para sistemas subactuados.



1: Las restricciones holonómicas entre las

coordenadas de un robot manipulador se-

rial, surgen cuando se utilizan coordena-

das operacionales, i.e., cuando se utilizan

las coordenadas espaciales 𝑥, 𝑦, 𝑧 para

describir la configuración de los elemen-

tos el robot.

Figura 6.1: Robot CICESE del laboratorio

de Mecatrónica y Control del ITL.

Aplicación de Metodologías de
Modelado 6

6.1. Introducción

Con el fin de mostrar una comparación de los métodos de modelado estu-

diados en el Capítulo 4, en este capítulo se utilizan dichas metodologías

para calcular las ecuaciones del modelo dinámico de diversos sistemas

mecánicos, los métodos a utilizar son:

Ecuaciones de Euler-Lagrange + matriz de proyección [49].

𝑑

𝑑𝑡

{
𝜕L(𝝆, ¤𝝆)

𝜕 ¤𝝆

}
− 𝜕L(𝝆, ¤𝝆)

𝜕𝝆
= 𝝉𝜌 + 𝐷(𝝆)𝑇𝝀 ∈ ℝ𝑚

(6.1)

Ecuaciones de Poincaré-Chetaev-Rumyantsev modificadas [145] y

[9]

𝑑

𝑑𝑡

(
𝜕L(𝝆, 𝝂)

𝜕𝝂𝑞

)
− �̄�(𝝆)𝑇 𝜕L(𝝆, 𝝂)

𝜕𝝆
= 𝝂𝑛ℎ + �̄�(𝝆)𝑇𝝉𝝆 ∈ ℝ𝑛

; (6.2)

Ecuaciones de Udwadia-Kalaba [71]

𝑀(𝝆) ¥𝝆 = 𝒇 + 𝒇𝑐 ∈ ℝ𝑚 . (6.3)

Mientras que los mecanismos a modelar son:

Robot serial de 2 g.d.l (mecanismo con coordenadas independien-

tes).

Mecanismo de 5 barras (mecanismo con restricciones holonómicas).

Robot móvil diferencial (mecanismo con restricciones no holonó-

micas)

Además, debido a que los modelos obtenidos son difíciles de comparar

de forma analítica, se realizaron simulaciones en Simulink/MatLab de

cada modelo obtenido para comparar el comportamiento de los mismos

y mostrar su equivalencia.

6.2. Modelado de un sistema con coordenadas
generalizadas mínimas: Robot CICESE

Como primer ejemplo de aplicación, se modelará un sistema en el cual es

posible describir su configuración utilizando únicamente coordenadas

mínimas, y por lo tanto, podrían ser considerados como sistemas sin

restricciones. El ejemplo más común de este tipo de sistemas son los

robots manipuladores seriales en los cuales, eligiendo las coordenadas

articulares como las coordenadas generalizadas, las coordenadas que

describen la configuración del sistema son independientes
1

.
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Figura 6.2: Diagrama del robot CICESE

(Esquema cedido por el M.C. Sergio López

Hernández)

.

Descripción del sistema

El sistema a modelar es un robot manipulador serial planar de dos grados

de libertad, con articulaciones rotacionales, conocido como robot CICESE

(Figura 6.1), el cual se encuentra en el laboratorio de Mecatrónica y Control

de la División de Estudios de Posgrado e Investigación (DEPI) del Instituto

Tecnológico de la Laguna (ITL). Como se explicó previamente, en el caso

de robots manipuladores seriales se pueden elegir diversos conjuntos de

coordenadas generalizadas, pero para que éstas sean independientes una

de la otra, se deben elegir los ángulos de cada uno de los eslabones como

coordenadas mínimas (coordenadas articulares), i.e., 𝑞1 y 𝑞2 (ver Figura

6.2). Por lo tanto, el vector de coordenadas generalizadas, las cuales son

mínimas, está dado por

𝒒 = 𝝆 = [𝑞1 𝑞2]𝑇 ∈ ℝ2

Además, el lagrangiano del sistema está dado por [146]:

L(𝒒 , ¤𝒒) =
¤𝑞2

1

2

(
𝐼1 + 𝐼2 + 𝑙2

1
𝑚2 + 𝑙2𝑐1

𝑚1 + 𝑙2𝑐2

𝑚2

)
+

¤𝑞2

2

2

(
𝐼2 + 𝑙2𝑐2

𝑚2

)
+ 𝐼2 ¤𝑞1

¤𝑞2 + 𝑔𝑚2 [𝑙𝑐2
cos (𝑞1 + 𝑞2) + 𝑙1 cos (𝑞1)]

+ 𝑙2𝑐2

𝑚2
¤𝑞1
¤𝑞2 + 𝑙1𝑙𝑐2

𝑚2
¤𝑞2

1
cos (𝑞2) + 𝑙1𝑙𝑐2

𝑚2
¤𝑞1
¤𝑞2 cos (𝑞2)

+ 𝑔𝑙𝑐1
𝑚1 cos (𝑞1) . (6.4)

Finalmente, los parámetros del robot pueden ser identificados en la

Figura 6.2 y los valores numéricos en la Tabla 6.1

Tabla 6.1: Parámetros del robot CICESE. Parámetro Descripción Valor

𝑙1 longitud del eslabón 1 0.26[m]

𝑙2 longitud del eslabón 2 0.26[m]

𝑙𝑐1
distancia al centro de masa del eslabón 1 0.0983[m]

𝑙𝑐2
distancia al centro de masa del eslabón 2 0.0229[m]

𝑚1 masa del eslabón 1 6.5225[Kg]

𝑚2 masa del eslabón 2 2.0458[Kg]

𝐼1 momento de inercia del eslabón 1 0.1213 [Kg m
2
]

𝐼2 momento de inercia del eslabón 2 0.0116[Kg m
2
]

𝑔 aceleración de la gravedad 9.81[m/s
2
]

Aplicación de las metodologías

Ecuaciones de E-L y matriz de proyección

En el caso de las ecuaciones de Euler-Lagrange + proyección, debido a que

se han elegido coordenadas independientes, la matriz de restricciones es

nula, i.e., 𝐷(𝝆) = 𝑂 y por lo tanto no es necesario calcular la matriz de
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proyección 𝐴(𝝆). Por lo tanto, las ecuaciones (6.1) pueden ser reescritas

como:

𝑑

𝑑𝑡

{
𝜕L(𝒒 , ¤𝒒)

𝜕 ¤𝒒

}
− 𝜕L(𝒒 , ¤𝒒)

𝜕𝒒
= 𝝉𝑞 ∈ ℝ𝑛

(6.5)

Finalmente, utilizando (6.5) y el lagrangiano (6.4), las ecuaciones diná-

micas del sistema están dadas por:

𝑀(𝒒) ¥𝒒 + 𝐶(𝒒 , ¤𝒒) ¤𝒒 + 𝒈(𝒒) = 𝝉𝑞 ∈ ℝ2

(6.6)

donde

𝑀(𝒒) =
[
𝑚11 𝑚12

𝑚21 𝑚22

]
, 𝐶(𝒒 , ¤𝒒) =

[
𝑐11 𝑐12

𝑐21 𝑐22

]
, 𝒈(𝒒) =

[
𝑔1

𝑔2

]
y los elementos son:

𝑚11 = 𝑚2𝑙1
2 + 2𝑚2 cos (𝑞2) 𝑙1𝑙𝑐2

+ 𝑚1𝑙𝑐1

2 + 𝑚2𝑙𝑐2

2 + 𝐼1 + 𝐼2
𝑚12 = 𝑚21 = 𝑚2𝑙𝑐2

2 + 𝑙1𝑚2 cos (𝑞2) 𝑙𝑐2
+ 𝐼2

𝑚22 = 𝑚2𝑙𝑐2

2 + 𝐼2
𝑐11 = −𝑙1𝑙𝑐2

𝑚2
¤𝑞2𝑠𝑒𝑛(𝑞2)

𝑐12 = −𝑙1𝑙𝑐2𝑚2𝑠𝑒𝑛(𝑞2)( ¤𝑞1 + ¤𝑞2)
𝑐21 = 𝑙1𝑙𝑐2

𝑚2𝑠𝑒𝑛(𝑞2) ¤𝑞2

𝑐22 = 0

𝑔1 = 𝑔𝑚2 (𝑙𝑐2
𝑠𝑒𝑛(𝑞1 + 𝑞2) + 𝑙1𝑠𝑒𝑛(𝑞1)) + 𝑔𝑙𝑐1

𝑚1𝑠𝑒𝑛(𝑞1)
𝑔2 = 𝑔𝑙𝑐2

𝑚2𝑠𝑒𝑛(𝑞1 + 𝑞2)

Es importante notar que, debido a que se eligieron coordenadas indepen-

dientes para modelar el sistema, el modelo dinámico obtenido (6.6) es

un modelo mínimo.

Ecuaciones de Poincaré-Chetaev-Rumyantsev modificadas

Para el modelado con cuasi-velocidades, las velocidades arbitrarias

elegidas son las velocidades generalizadas, i.e.,

𝝂𝑞 = [ ¤𝑞1
¤𝑞2]𝑇

y no existen cuasi-velocidades debido a las restricciones, i.e.,

𝝂𝛽 = 0,

por lo tanto, se tiene que las matrices auxiliares (4.18) y (4.19) son la

identidad, i,e., 𝑆(𝝆) = 𝐼 y 𝑇(𝝆) = 𝐼. Además, debido a esto, el vector

de restricciones también es cero, �𝑛ℎ = 0. Finalmente, la relación entre

las coordenadas mínimas y las generalizadas está dada por una matriz

identidad �̄�(𝝆) = 𝐼. Por lo tanto, las ecuaciones para un sistema mecánico

con cuasi-velocidades, modelado con coordenadas mínimas, están dadas

por:

𝑑

𝑑𝑡

(
𝜕L(𝝆, 𝝂)

𝜕𝝂𝑞

)
− 𝜕L(𝝆, 𝝂)

𝜕𝝆
= 𝝉𝝆 ∈ ℝ𝑛 . (6.7)
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2: Además, con esto se ejemplifica que

las ecuaciones de E-L para sistemas sin

restricciones son un caso particular de las

ecuaciones de P-C-R.

3: Sistemas modelados con coordenadas

mínimas.

Finalmente, utilizando (6.7), se obtiene el modelo dinámico mínimo del

robot CICESE, el cual está dado por:

𝑀�(𝝆) ¤𝝂 + 𝐶�(𝝆, 𝝂)𝝂 + 𝒈�(𝝆) = 𝝉� ∈ ℝ2

(6.8)

donde

𝑀�(𝒒) =
[
𝑚11 𝑚12

𝑚21 𝑚22

]
, 𝐶�(𝝆, 𝝂) =

[
𝑐11 𝑐12

𝑐21 𝑐22

]
, 𝒈�(𝒒) =

[
𝑔1

𝑔2

]
y los elementos son:

𝑚11 = 𝑚2𝑙1
2 + 2𝑚2 cos (𝑞2) 𝑙1𝑙𝑐2

+ 𝑚1𝑙𝑐1

2 + 𝑚2𝑙𝑐2

2 + 𝐼1 + 𝐼2
𝑚12 = 𝑚21 = 𝑚2𝑙𝑐2

2 + 𝑙1𝑚2 cos (𝑞2) 𝑙𝑐2
+ 𝐼2

𝑚22 = 𝑚2𝑙𝑐2

2 + 𝐼2
𝑐11 = −𝑙1𝑙𝑐2

𝑚2𝑠𝑒𝑛(𝑞2)�2

𝑐12 = −𝑙1𝑙𝑐2𝑚2𝑠𝑒𝑛(𝑞2)(�1 + �2)
𝑐21 = 𝑙1𝑙𝑐2

𝑚2𝑠𝑒𝑛(𝑞2)�2

𝑐22 = 0

𝑔1 = 𝑔𝑚2 (𝑙𝑐2
𝑠𝑒𝑛(𝑞1 + 𝑞2) + 𝑙1𝑠𝑒𝑛(𝑞1)) + 𝑔𝑙𝑐1

𝑚1𝑠𝑒𝑛(𝑞1)
𝑔2 = 𝑔𝑙𝑐2

𝑚2𝑠𝑒𝑛(𝑞1 + 𝑞2)

Es importante notar que, cuando se eligen las velocidades mínimas como

las cuasi-velocidades independientes, i.e. 𝝂𝑞 = ¤𝒒, es posible transformar

el modelo mínimo (6.8) en (6.6) y viceversa
2

.

Ecuaciones de Udwadia-Kalaba

En el caso de las ecuaciones de Udwadia-Kalaba, es importante recordar

que dichas ecuaciones son una metodología para encontrar las fuerzas

de reacción debido a las restricciones en un sistema. Así, debido a que se

modeló el sistema con coordenadas mínimas, no hay restricciones, por lo

que las ecuaciones de Udwadia-Kalaba no son necesarias. Si se quisieran

utilizar estas ecuaciones, es posible notar que las matrices de restricción

son igual a cero, i.e., 𝐷(𝝆) = 𝑂 y por lo tanto, las fuerzas de reacción

debido a las restricciones también son iguales a cero 𝒇𝑐(𝝆, ¤𝝆) = 0. Por lo

tanto, de (6.3) el modelo estaría dado por

𝑀(𝝆) ¥𝝆 = 𝒇 ∈ ℝ2.

Pero para llegar a estas ecuaciones se utiliza (6.6), con lo que se ejemplifica

que las ecuaciones de Udwadia-Kalaba no son requeridas en sistemas

sin restricciones
3

.

Comparación de resultados

En este caso, debido a que las ecuaciones de Udwadia-Kalaba no se

utilizan, se compararán únicamente los modelos dinámicos obtenidos

con las ecuaciones de Euler-Lagrange + proyección (E-L) (6.6) y con

las ecuaciones de Poincaré-Chetaev-Rumyantsev modificadas (Qv) (6.8).

Además, en esta simulación no se aplicaron fuerzas externas, i.e., 𝝉 =
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[0, 0]𝑇 , y únicamente se dejó que el vector de gravedad moviera los

eslabones del robot. En la Figura 6.3 es posible observar cómo la respuesta

en simulación, para una misma entrada y mismas condiciones iniciales,

es la misma para los dos modelos obtenidos. Por lo tanto, es posible

concluir que ambos modelos obtenidos son equivalentes.

0 5 10 15 20 25 30

-1

-0.5

0

0.5

1

E-L

Qv

0 5 10 15 20 25 30

-60

-50

-40

-30

-20

-10

0

10

E-L

Qv

Figura 6.3: Evolución temporal de las coor-

denadas articulares del robot CICESE.

6.3. Modelado de un sistema con restricciones
holonómicas: Mecanismo de 5 barras

Descripción del sistema

Como ejemplo de aplicación para un sistema con restricciones holonó-

micas, se tomará un sistema paralelo, en particular, un mecanismo de 5

barras (ver Figura 6.4), el cual se encuentra en el laboratorio de Mecatró-

nica y Control de la DEPI del ITL. Este sistema cuenta con 2 coordenadas

actuadas y dos subactuadas, las cuales pueden ser agrupadas en un

vector de coordenadas generalizadas y dicho vector está dado por

𝝆 = [𝑞1 𝑞2 𝛽1 𝛽2]𝑇 ∈ ℝ𝑚=4.

Por otro lado, el vector de coordenadas mínimas (las cuales son las

coordenadas actuadas), está dado por

𝒒 = [𝑞1 𝑞2]𝑇 ∈ ℝ𝑛=2

.
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Figura 6.4: Diagrama del mecanismo de 5

barras.

Además, en este caso el lagrangiano del sistema [147], está dado por:

L(𝝆, ¤𝝆) =
¤𝑞2

1

2

(
𝐼1 + 𝐼2 + 𝑙2

1
𝑚2 + 𝑙2𝑐1

𝑚1 + 𝑙2𝑐2

𝑚2

)
+ 𝐼2 ¤𝛽1

¤𝑞1

+
¤𝑞2

2

2

(
𝐼3 + 𝐼4 + 𝑙2

3
𝑚4 + 𝑙2𝑐3

𝑚3 + 𝑙2𝑐4

𝑚4

)
+ 𝐼4 ¤𝛽2

¤𝑞2

+
¤𝛽2

1

2

(
𝐼2 + 𝑙2𝑐2

𝑚2

)
+

¤𝛽2

2

2

(
𝐼4 + 𝑙2𝑐4

𝑚4

)
+ ¤𝛽1𝑙𝑐2

2𝑚2
¤𝑞1

+ ¤𝛽2𝑙𝑐4

2𝑚4
¤𝑞2 + ¤𝛽2𝑙3𝑙𝑐4𝑚4

¤𝑞2𝐶(𝛽2) + 𝑙1𝑙𝑐2𝑚2
¤𝑞2

1
𝐶(𝛽1)

+ 𝑙3𝑙𝑐4𝑚4
¤𝑞2

2
𝐶(𝛽2) + ¤𝛽1𝑙1𝑙𝑐2𝑚2

¤𝑞1𝐶(𝛽1). (6.9)

Los parámetros del robot pueden ser identificados en la Figura 6.4 y los

valores numéricos en la Tabla 6.2. Por último, debido a que se tienen

𝑚 = 4 coordenadas no mínimas y sólo 𝑛 = 2 coordenadas mínimas,

esto implica que se deberán considerar 𝑟 = 𝑚 − 𝑛 = 2 restricciones de

configuración (holonómicas). Dichas restricciones están dadas por:

𝜶(𝝆) =
[
𝑙1𝐶(𝑞1) + 𝑙2𝐶𝑞1+𝛽1) − 𝑙3𝐶(𝑞2) − 𝑙4𝐶(𝑞2+𝛽2) − 2𝑙0
𝑙1𝑆(𝑞1) + 𝑙2𝑆(𝑞1+𝛽1) − 𝑙3𝑆(𝑞2) − 𝑙4𝑆(𝑞2+𝛽2)

]
(6.10)

Tabla 6.2: Parámetros del mecanismo de

5 barras.
Parámetro Descripción Valor

𝑚1 masa del eslabón 1 0.126[Kg]

𝑚2 masa del eslabón 2 0.085[Kg]

𝑚3 masa del eslabón 3 0.121[Kg]

𝑚4 masa del eslabón 4 0.063[Kg]

𝑙1 longitud del eslabón 1 0.127[m]

𝑙2 longitud del eslabón 2 0.127[m]

𝑙3 longitud del eslabón 3 0.127[m]

𝑙4 longitud del eslabón 4 0.127[m]

𝑙𝑐1
distancia al centro de masa del eslabón 1 0.047[m]

𝑙𝑐2
distancia al centro de masa del eslabón 2 0.069[m]

𝑙𝑐3
distancia al centro de masa del eslabón 3 0.045[m]

𝑙𝑐4
distancia al centro de masa del eslabón 4 0.062[m]

𝐼1 momento de inercia del eslabón 1 0.0.0170[Kgm
2
]

𝐼2 momento de inercia del eslabón 2 0.0.0001[Kgm
2
]

𝐼3 momento de inercia del eslabón 3 0.0.0140[Kgm
2
]

𝐼4 momento de inercia del eslabón 4 0.0.0001[Kgm
2
]

Aplicación de las metodologías

Ecuaciones de Euler-Lagrange + matriz de proyección

En el caso de las ecuaciones de Euler-Lagrange + proyección, de (6.10)

es posible calcular la matriz pfaffiana de restricciones, la cual queda

definida como

𝐷(𝝆) = 𝜕𝜶(𝝆)
𝜕𝝆

=

[
𝑑11 𝑑12 𝑑13 𝑑14

𝑑21 𝑑22 𝑑23 𝑑24

]
, (6.11)
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4: Los elementos de las matrices (6.13)

pueden ser consultados en el el Apéndice

B.

donde

𝑑11 = −(𝑙1𝑆(𝑞1) + 𝑙2𝑆(𝑞1+𝛽1)), 𝑑13 = −𝑙2𝑆(𝑞1+𝛽1) ,

𝑑12 = 𝑙3𝑆(𝑞2) + 𝑙4𝑆(𝑞2+𝛽2) , 𝑑14 = 𝑙4𝑆(𝑞2+𝛽2) ,

𝑑21 = 𝑙1𝐶(𝑞1) + 𝑙2𝐶(𝑞1+𝛽1) , 𝑑23 = −𝑙2𝐶(𝑞1+𝛽1) ,

𝑑22 = −(𝑙3𝐶(𝑞2) + 𝑙4𝐶(𝑞2+𝛽2)), 𝑑24 = −𝑙4𝐶(𝑞2+𝛽2).

Además, para este sistema y los vectores de coordenadas elegidos, la

matriz de proyección 𝐴(𝝆), con la que se eliminará a la matriz (6.11), está

dada por:

𝐴(𝝆) =



1 0

0 1

𝑙1𝑆(𝛽𝑞
2
)−𝑙2𝑆(𝑞𝛽 )

𝑙2𝑆(𝑞𝛽 )
− 𝑙3𝑆(𝛽

2
)

𝑙2𝑆(𝑞𝛽 )
𝑙1𝑆(𝛽

1
)

𝑙4𝑆(𝑞𝛽 )
−
𝑙3𝑆(𝛽𝑞

1
)−𝑙4𝑆(𝑞𝛽 )

𝑙4𝑆(𝑞𝛽 )


, (6.12)

con 𝛽𝑞2
= 𝑞2 + 𝛽2 − 𝑞1, 𝛽𝑞1

= 𝑞1 + 𝛽1 − 𝑞2 y 𝑞𝛽 = 𝑞1 − 𝑞2 + 𝛽1 − 𝛽2; observe

que 𝑆(𝑞𝛽) ≠ 0.

Entonces utilizando (6.1), es posible calcular el modelo no mínimo del

sistema, el cual está dado por

𝑀(𝝆) ¥𝝆 + 𝐶(𝝆, ¤𝝆) ¤𝝆 = 𝝉𝝆 + 𝐷(𝝆)𝑇𝝀 ∈ ℝ4. (6.13)

Finalmente, es posible obtener el modelo mínimo del sistema, el cual

queda dado por

𝑀𝑟(𝝆) ¥𝒒 + 𝐶𝑟(𝝆, ¤𝝆) ¤𝒒 + 𝒈𝑟(𝝆) = 𝝉𝑞 ∈ ℝ2

(6.14)

donde los elementos de (6.14) son calculados utilizando (4.9), la matriz

de proyección (6.12) y el modelo no mínimo (6.13)
4

.

Ecuaciones de Poincaré-Chetaev-Rumyantsev modificadas

Para el modelado con cuasi-velocidades del mecanismo de 5 barras, se

eligen las velocidades de las coordenadas actuadas como las velocidades

arbitrarias, i.e.,

𝝂𝑞 = [ ¤𝑞1
¤𝑞2]𝑇 (6.15)

y de (6.11), es posible calcular las cuasi-velocidades debidas a las restric-

ciones, las cuales están dadas por

𝝂𝛽 = 𝐷(𝝆) ¤𝝆. (6.16)

De las ecuaciones (6.15) y (6.16), la relación entre las velocidades genera-

lizadas no mínimas y las cuasi-velocidades está dada por

𝝂 = 𝑆(𝝆) ¤𝝆. (6.17)
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5: Además, substituyendo los valores de

las cuasi-velocidades nulas, i.e.,

𝝂𝛽 = 0 = [�3 �4]𝑇 = [0 0]𝑇 ,

es posible simplificar las ecuaciones del

modelo (6.19).

6: Los elementos de dicha matriz están

dados en el apéndice (ecuación (B.1)).

7: Con el fin de calcular dicha matriz, se

utiliza la función sqrtm(X) de MatLab.

Además, en este caso 𝑆(𝝆) es no singular, por lo que,

¤𝝆 = 𝑇(𝝆)𝝂 (6.18)

donde𝑇(𝝆) = 𝑆(𝝆)−1
, y cuyos elementos están definidos en (B.4). Además,

de (4.23) es posible calcular la matriz auxiliar, la cual queda definida en

(B.5). En el caso del mecanismo de 5 barras, la matriz (4.26) es una matriz

nula, i.e.𝑊(𝝆, 𝝂) = 𝑂, por lo que el vector de restricciones (4.27) es nulo,

i.e.,

𝝂𝑛ℎ = 0

Finalmente, con esta información es posible aplicar las ecuaciones de

Poincare-Chetaev-Rumyantsev modificadas (6.2), con lo que se obtiene

un modelo mínimo, el cual está dado por
5

:

𝑀�(𝝆) ¤𝝂𝑞 + 𝐶�(𝝆, 𝝂)𝝂𝒒 = 𝝉𝝂𝒒 ∈ ℝ2. (6.19)

Ecuaciones de Udwadia-Kalaba

Para el caso de las ecuaciones de Udwadia-Kalaba se utiliza el modelo

sin restricciones de (6.13), con 𝐷(𝝆)𝑇𝝀 = 0, esto con el fin de obtener

las información del sistema independiente antes de calcular las fuerzas

de reacción. Posteriormente, es necesario encontrar las restricciones del

sistema a partir de (6.10), dichas restricciones están dadas por

𝐷(𝝆) ¥𝝆 = 𝒃 (6.20)

donde 𝐷(𝝆) está definida por (6.11) y 𝒃 en (B.9). Ahora, con el fin de

obtener las fuerzas de reacción, se utiliza la matriz de inercias del sistema

sin restricciones, la cual está definida en (B.1). Por lo tanto, las fuerzas de

reacción debidas a las restricciones están dadas por

𝒇𝑐 = 𝑀(𝝆)1/2

(
𝐷(𝝆)𝑀(𝝆)−1/2

)+
(𝒃 − 𝐷(𝝆)𝒂) ∈ ℝ4

(6.21)

donde 𝒂 = 𝑀(𝝆)−1(𝝉𝜌 − 𝐶(𝝆, ¤𝝆) ¤𝝆). Ahora, de (6.13) se obtiene la matriz

de inercias del sistema sin considerar las restricciones, la cual está dada

por
6

𝑀(𝒒) =


𝑚11 0 𝑚13 0

0 𝑚22 0 𝑚24

𝑚31 0 𝑚33 0

0 𝑚42 0 𝑚44

 . (6.22)

Nótese que (6.22) es una matriz no diagonal, y por lo tanto, el cálculo de

la raíz cuadrada de dicha matriz no es una tarea trivial
7

. Además, la

complejidad de la matriz resultante 𝑀(𝒒)1/2
se eleva.

Finalmente, una vez que se han calculado las fuerzas de reacción, es

posible considerarlas en el sistema sin restricciones con el fin de obtener

el modelo completo. En este caso, el modelo completo del sistema queda

dado por:

𝑀(𝝆) ¥𝝆 = 𝒇 + 𝒇𝑐 ∈ ℝ4. (6.23)
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Tabla 6.3: Tabla de comparación.

Modelo T.S. [s]

Mínimo 0.2771

No mínimo 0.3780

T.S.= Tiempo requerido para

realizar la simulación.

8: La computadora usada tiene un proce-

sador Ryzen 5 3600, 3.59 GHz y 32 GB de

memoria RAM.

donde (6.23) es un modelo no mínimo. Es importante notar que en este

caso el vector de fuerzas de reacción 𝒇𝑐 se calcula de forma numérica a

partir de las otras matrices, esto debido a que el modelo analítico resulta

ser demasiado complejo.

Comparación de resultados

Ahora, con el fin de poder comparar los modelos obtenidos, se simula

la respuesta de estos modelos obtenidos en Simulink/Matlab. Para este

experimento las condiciones iniciales de los tres modelos fueron las

mismas. Además, la entrada al sistema corresponde a valores aleatorios

obtenidos usando la función Uniform Random Number (Los parámetros

de 𝜏1 son: mínimo = -0.00003, máximo = 0.00003, semilla =0 y tiempo de

muestreo 0.1. Mientras que los parámetros de 𝜏2 son: mínimo = -0.00008,

máximo =0.00008, semilla =3 y tiempo de muestreo 0.1). En la Figura 6.5

es posible observar cómo cada conjunto de ecuaciones tiene el mismo

comportamiento para la entrada propuesta, sin importar que se tengan

diferentes números de ecuaciones en los modelos. Por último, la Tabla

6.3 muestra una comparación de los tiempos requeridos por los modelos

mínimos y los no mínimos para completar cada simulación en particular
8

. Note que los modelos mínimos tienen un tiempo de simulación menor.
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Figura 6.5: Comportamiento de las articu-

laciones.
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Figura 6.6: Diagrama de la plataforma

Segway RMP-100 sin péndulo.

Figura 6.7: Diagrama del robot Segway

RMP-100.

6.4. Modelado de un sistema con restricciones
no holonómicas: Segway RMP-100

Descripción del sistema

Por último, como ejemplo de aplicación para el modelado de un sistema

con restricciones no holonómicas, se considera un robot móvil con

ruedas diferencial, en particular se elige el robot Segway RMP-100, pero

ignorando la base pendular con la que cuenta (ver Figura 6.6, i.e., del

modelo completo de la plataforma se considera 𝛼 = 0). Dicho robot se

encuentra en el laboratorio de Mecatrónica y Control de la DEPI del ITL.

Para este sistema, el vector de coordenadas generalizadas no mínimas

está dado por

𝝆 = [𝑥 𝑦 � 𝜙𝑙 𝜙𝑟]𝑇 ∈ ℝ𝑚=5 , (6.24)

donde 𝑥, 𝑦, � dan la postura del marco Σ𝑟 , unido al robot en un plano

horizontal, relativo a un marco inercial Σ0. Además, 𝜙𝑙 y 𝜙𝑟 son los

ángulos de rotación, alrededor del eje 𝑌𝑟 , de la rueda izquierda y la

rueda derecha respectivamente. Por otro lado, el vector de coordenadas

generalizadas mínimas es elegido como

𝒒 = [𝜙𝑙 𝜙𝑟]𝑇 ∈ ℝ𝑛=2. (6.25)

Para este sistema, la función lagrangiana está dado por [148]:

L(𝝆, ¤𝝆) =
𝐼𝑤𝑦

2

(
¤𝜙𝑙

2 + ¤𝜙𝑟
2

)
+ 𝐼𝑤𝑥 ¤�2 + 𝑚𝑤

(
¤𝑥2 + ¤𝑦2

)
+ 𝑚𝑏

2

(
¤𝑥2 + ¤𝑦2

)
+ 𝑙𝑏2𝑚𝑤

¤�2 + 𝐼𝑏𝑧
¤�2

2

. (6.26)

Los parámetros del robot pueden ser identificados en la Figura 6.7 y los

valores numéricos de dichos parámetros así como su descripción en la

Tabla 6.4.

Tabla 6.4: Parámetros del robot Segway

RMP-100.
Parámetro Descripción Valor

𝑙𝑏 distancia media entre ruedas 1 0.234[m]

𝑟 radio de las ruedas 0.2[m]

𝑚𝑏 masa de la base del robot 3 26.4818[Kg]

𝑚𝑤 masa de las ruedas 4 2.35[Kg]

𝐼𝑏𝑧 m.i. de la base respecto al eje 𝑧 0.615[Kgm
2
]

𝐼𝑤𝑥 m.i. de la rueda respecto al eje 𝑥 0.127[Kgm
2]

𝐼𝑤𝑦 m.i. de la rueda respecto al eje 𝑦 0.127[Kgm
2
]

m.i.= momento de inercia.

Por último, es importante notar que debido a que se tienen 𝑚 = 5 coorde-

nadas generalizadas no mínimas y sólo 𝑛 = 2 coordenadas generalizadas

mínimas, se deben de considerar 𝑟 = 𝑚 − 𝑛 = 3 restricciones restriccio-

nes entre ellas. En este caso, las restricciones son no holonómicas y, de

acuerdo con [149], las tres restricciones bajo las que está el sistema tienen
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9: Además, la matriz 𝑀(𝝆) de (6.28) es

diagonal por lo que el cálculo de la raíz

cuadrada, necesaria para las ecuaciones

de U-K, se facilita.

10: Además, dicha matriz puede ser en-

contrada en el Apéndice B.2

la forma 𝐷(𝝆)𝝆 = 0, donde la matriz de restricciones está dada por

𝐷(𝝆) =

−𝑆� 𝐶� 0 0 0

𝐶� 𝑆� 𝑙𝑏 0 −𝑟
𝐶� 𝑆� −𝑙𝑏 −𝑟 0

 , (6.27)

donde 𝐶� = cos(�) y 𝑆� = sen(�).

Aplicación de las metodologías

Ecuaciones de Euler-Lagrange + matriz de proyección

Para el caso de las ecuaciones de Euler-Lagrange + proyección, la matriz

de restricciones (6.27) ya está en forma pfaffiana por lo que no es necesario

hacer ninguna modificación. Utilizando (6.1) se puede obtener el modelo

no mínimo, el cual tiene la siguiente forma:

𝑀(𝝆) ¥𝜌 = 𝜏𝜌 + 𝐷(𝝆)𝝀 ∈ ℝ5 , (6.28)

con

𝑀(𝝆) =


2𝑚𝑤 + 𝑚𝑏 0 0 0 0

0 2𝑚𝑤 + 𝑚𝑏 0 0 0

0 0 2𝑚𝑤 𝑙𝑏
2 + 𝐼𝑏𝑧 + 2 𝐼𝑤𝑥 0 0

0 0 0 𝐼𝑤𝑦 0

0 0 0 0 𝐼𝑤𝑦


,

(6.29)

donde, la matriz de inercias 𝑀(𝝆) es constante y por lo tanto no existe la

matriz de fuerzas centrífugas y de Coriolis
9

.

Ahora, con el fin de eliminar los multiplicadores de Lagrange y reducir

el sistema no mínimo (6.28) a uno mínimo, es necesario obtener la

matriz de proyección 𝐴(𝝆). En este caso, dicha matriz puede ser obtenida

calculando el modelo cinemático de configuración del robot móvil con

ruedas [149]. Por lo tanto, la matriz de proyección para el sistema es

𝐴(𝝆) =



𝑟 cos(�)
2

𝑟 cos(�)
2

𝑟sen(�)
2

𝑟sen(�)
2

− 𝑟
2𝑙𝑏

𝑟
2𝑙𝑏

1 0

0 1


(6.30)

Finalmente, con la matriz de proyección (6.30) es posible eliminar las

restricciones en el modelo no mínimo (6.28) para obtener el modelo

mínimo, el cual está dado por:

𝑀𝑟(𝝆)¥𝑞 = 𝜏𝑞 ∈ ℝ2 , (6.31)

donde los elementos de (6.31) son calculados utilizando (4.9)
10

.
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11: Esto con el fín de simplificar el cálculo

de la inversa de la matriz en (6.35)

Ecuaciones de Poincaré-Chetaev-Rumyantsev modificadas

Para aplicar estas ecuaciones en el Segway RMP-100, como velocidades

arbitrarias, se eligen las velocidades de las coordenadas actuadas ( la

derivada temporal de las coordenadas mínimas (6.25)), i.e.,

𝝂𝑞 = [ ¤𝑞1
¤𝑞2]𝑇 (6.32)

y utilizando directamente (6.27), es posible calcular las cuasi-velocidades

debidas a las restricciones, las cuales están dadas por

𝝂𝛽 = 𝐷(𝝆) ¤𝝆. (6.33)

Ahora, con el fin de facilitar los cálculos subsecuentes, se reacomoda

el vector de coordenadas generalizadas
11

, el cual ahora queda definido

como

𝝆 = [𝜙𝑙 𝜙𝑟 𝑥 𝑦 �]𝑇 ∈ ℝ𝑚=5 , (6.34)

Entonces, de (6.32), (6.33) y el nuevo vector de coordenadas generalizadas

(6.34), la relación entre cuasi-velocidades y las velocidades generalizadas

está dada por,

𝝂 = 𝑆(𝝆) ¤𝝆 (6.35)

y, debido a que (B.11) es no singular, es posible obtener la relación inversa,

i.e.,

¤𝝆 = 𝑇(𝝆)𝝂, (6.36)

donde los componentes de las matrices en (6.35) y (6.36) pueden ser

encontrados en el apéndice en las ecuaciones (B.11) y (B.12). Por otro lado,

la matriz auxiliar (4.23) está dada por

�̄�(𝝆) =



1 0

0 1

𝑟 cos(�)
2

𝑟 cos(�)
2

𝑟 sin(�)
2

𝑟 sin(�)
2

− 𝑟
2𝑙𝑏

𝑟
2𝑙𝑏


(6.37)

y la matriz de restricciones 𝑊(𝝆, 𝝂) está definida en (B.13), la cual es

utilizada para calcular el vector 𝝂𝑛ℎ , el cual está dado por:

𝝂𝑛ℎ =

[
𝑟2(�1+𝑛𝑢2)(2𝑚𝑤+𝑚𝑏 )(�3)

4𝑙𝑏
−𝑟2(�1+𝑛𝑢2)(2𝑚𝑤+𝑚𝑏 )(�3)

4𝑙𝑏

]
(6.38)

Ahora, utilizando (6.36) para hacer un cambio de variable en el lagran-

giano del sistema (6.27), es posible aplicar las ecuaciones de Poincaré-

Chetaev-Rumyantsev modificadas (6.2), con lo que se obtiene el modelo

dinámico del sistema:

𝑀�(𝝆) ¤𝝂𝑞 + �𝑛ℎ = 𝝉𝝂𝒒 ∈ ℝ2

(6.39)
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12: Para el cálculo de la raíz cuadrada

de una matriz diagonal, sólo es necesario

sacar la raíz cuadrada de cada uno de sus

elementos.

Finalmente, substituyendo los valores de las cuasi-velocidades nulas,

i.e.,

𝝂𝛽 = 0 = [�3 �4 �5]𝑇 = [0 0 0]𝑇

en (6.39), se llega al modelo simplificado

𝑀�(𝝆) ¤𝝂𝑞 + �𝑛ℎ = 𝝉𝝂𝒒 ∈ ℝ2.

donde los elementos de la matriz 𝑀�(𝝆) se pueden consultar en el

Apéndice B.2.

Ecuaciones de Udwadia-Kalaba

Por último, para utilizar las ecuaciones de movimiento Udwadia-Kalaba,

primero es necesario obtener las ecuaciones de restricción, las cuales

están dadas por𝐷(𝝆) ¥𝝆 = 𝒃, donde𝐷(𝝆) está definida en (6.27) y el vector

𝒃 está definido por.

𝒃 =


− ¤� ( ¤𝑥 cos (�) + ¤𝑦 sin (�))
− ¤� ( ¤𝑦 cos (�) − ¤𝑥 sin (�))
− ¤� ( ¤𝑦 cos (�) − ¤𝑥 sin (�))

 . (6.40)

Es importante notar que el vector de coordenadas generalizadas está dado

por (6.24). A continuación, del modelo no mínimo obtenido previamente

(6.28), se obtienen las ecuaciones del sistema sin restricción, i.e.𝐷(𝝆) = 𝑂

(donde la matriz nula 𝑂 ∈ ℝ𝑟×𝑚
). Ahora, de la matriz (6.29), la cual en

este caso es diagonal
12

, se obtiene su raíz cuadrada la cual está dada

por:

𝑀(𝝆)1/2 =



√
2𝑚𝑤 + 𝑚𝑏 0 0 0 0

0

√
2𝑚𝑤 + 𝑚𝑏 0 0 0

0 0

√
2𝑚𝑤 𝑙𝑏

2 + 𝐼𝑏𝑧 + 2𝐼𝑤𝑥 0 0

0 0 0

√
𝐼𝑤𝑦 0

0 0 0 0

√
𝐼𝑤𝑦


(6.41)

Una vez calculada está matriz, es posible obtener las fuerzas de reacción

debidas a las restricciones 𝒇𝑐 , las cuales están dadas por

𝒇𝑐 = 𝑀(𝝆)1/2

(
𝐷(𝝆)𝑀(𝝆)−1/2

)+
(𝒃 − 𝐷(𝝆)𝒂) ∈ ℝ5. (6.42)

donde nuevamente (𝑋)+ es la inversa generalizada de Moore-Penrose de

una matriz 𝑋 . Finalmente, utilizando (6.42) es posible obtener el modelo

no mínimo del sistema, el cual está dado por

𝑀(𝝆) ¥𝝆 = 𝒇 + 𝒇𝑐 ∈ ℝ5 , (6.43)

donde 𝒇 = 𝑀(𝝆)−1𝝉𝜌.
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Tabla 6.5: Tabla de comparación.

Modelo T.S. [s]

Mínimo 0.2198

No mínimo 0.7907

T.S.= Tiempo requerido para

realizar la simulación.

Comparación de resultados

Nuevamente, con el fin de poder comparar los modelos obtenidos con

las tres metodologías, se simula la respuesta de estos modelos utilizando

Simulink/Matlab. Para este experimento las condiciones iniciales de los

tres modelos fueron las mismas, y las entradas de control son señales

sinodales con diferentes amplitudes. En la Figura 6.8 es posible observar

cómo cada conjunto de ecuaciones tiene el mismo comportamiento para

la entrada propuesta, sin importar que se tengan diferentes números

de ecuaciones en los modelos. Por último, la Tabla 6.3 muestra una

comparación de los tiempos requeridos por los modelos mínimos y los

no mínimos para completar cada simulación en particular. Note que los

modelos mínimos tienen un tiempo de simulación menor.

Figura 6.8: Comportamiento de las veloci-

dades independientes.
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Conclusión 7
7.1. Notas sobre el modelado de sistemas

mecánicos con restricciones no
holonómicas.

El presente trabajo ha tratado ampliamente el estudio sobre el modelado

de sistemas con restricciones no holonómicas. Por lo tanto, en esta

sección se detallan algunas conclusiones importantes al respecto; dando

énfasis en las ventajas y desventajas de cada una de las metodologías

abordadas.

Uso de las ecuaciones de Euler-Lagrange + matriz de
proyección

Para el uso de está metodología, algunas de las consideraciones más

importantes son:

Debido a que es una de las metodologías más conocidas y aplicadas

para el modelado de sistemas sin restricciones, resulta más sencillo

aprender unos pasos extras para modelar sistemas con restricciones

que aprender nuevas metodologías.

Como es posible apreciar en esta sección, con esta metodología es

posible obtener los dos tipos de modelos considerados en esta tesis,

lo cual puede ser ventajoso en ciertas situaciones.

Una desventaja importante es que, al menos en los trabajos estudia-

dos, no existe una metodología general para encontrar la relación

(4.8). Aunque dicha relación puede ser encontrada en los siguientes

dos casos:

• Cuando se tienen sistemas holonómicos, es posible encontrar

dicha relación si se conoce 𝝆 = 𝒇 (𝒒) (aunque esta última

puede resultar muy difícil de calcular de forma analítica).

• Cuando el sistemas bajo estudio es un robot móvil con ruedas,

si se eligen las coordenadas generalizadas mínimas y no

mínimas apropiadamente, dicha relación está dada por el

modelo cinemático de configuración [150].

Otra desventaja que presenta esta metodología es, que sólo es

posible considerar restricciones pfaffianas, y aunque no se consi-

deraron restricciones no lineales en el presente trabajo de tesis, es

deseable conocer herramientas que funcionen en un mayor número

de sistemas.

Por último, una ventaja importante de esta metodología es, que es

posible obtener dos modelos: el modelo mínimo y no mínimo. Lo

cual en situaciones particulares podría ser de utilidad.

Si bien esta metodología es la más limitada (debido al tipo de restricciones

que puede considerar), existe una gran variedad de sistemas mecánicos,
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utilizados en el área de robótica y control, los cuales cumplen con las

características necesarias para poder utilizarla, por lo cual sigue siendo

una herramienta importante.

Uso de las ecuaciones de Udwadia-Kalaba

Para el uso de esta metodología, algunas de las consideraciones más

importantes son:

No es propiamente una metodología de modelado, si no una

metodología para encontrar las fuerzas producidas debido a las

restricciones con las que cuenta el sistema. Debido a esto, es

importante remarcar que es necesario conocer previamente alguna

otra metodología de modelado para sistemas sin restricciones.

Debido a lo anterior, no es posible aplicar esta herramienta a

sistemas no restringidos (lo que limita el número de sistemas en la

cual se puede aplicar).

Una de las ventajas más importantes es que, debido a la forma en

la que se consideran las restricciones (4.11), se pueden considerar

restricciones no lineales en las velocidades.

Para su aplicación no es necesario elegir coordenadas mínimas, por

lo que tampoco es necesario calcular las relaciones entre éstas y las

coordenadas no mínimas.

Por otro lado, una de las desventajas importantes, es que el modelo

dinámico obtenido es no mínimo, lo cual podría ser no deseado

en algunos casos, y la relación entre este modelo no mínimo y

un posible modelo mínimo no es conocida. Y aunque existen

metodologías de control que utilizan estas ecuaciones como [151]

y [152], por citar algunas, es más común diseñar controladores

considerando únicamente las fuerzas aplicadas a las variables de

interés, i.e., usando el modelo dinámico mínimo del sistema.

Para aplicar esta metodología es necesario primero conocer otra

metodología de modelado de sistemas sin restricciones.

En general, los modelos no mínimos requieren de un costo compu-

tacional mayor para su simulación.

Por último, es importante notar que la desventaja más notoria del

uso de estas ecuaciones surge de la necesidad de calcular la raíz

cuadrada de la matriz de inercia (una tarea que puede llegar a ser

muy complicada cuando la matriz es no diagonal [153]). En el caso

de sistemas con matrices de inercia no diagonales, las expresiones

de los elementos en 𝑀(𝝆)1/2
aumentan considerablemente en

tamaño, complicando así los cálculos analíticos restantes y su uso

para el diseño de controladores.

En los diversos trabajos publicados sobre esta metodología, sugieren que

la misma es la metodología con más ventajas para obtener el modelo

dinámico de sistemas con restricciones, y aunque esto es cierto, debido

la forma en la que se incluyen las restricciones existen sistemas en los

que resulta poco atractivo aplicar está metodología (una vez más, debido

al cálculo de la raíz cuadrada de la matriz de inercias) y por lo tanto se

reduce la ventaja de usar estas ecuaciones.
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1: Esto debido a que la matriz 𝑆(𝝆) y su

inversa dependen del orden en el que se

acomodan dichas velocidades.

2: En relación a las ventajas y desventajas

que presenta.

Ecuaciones de Poincaré-Chetaev-Rumyantsev modificadas

Algunas de las ventajas más importantes al utilizar este método son:

El cálculo del modelo mínimo es directo y sin la necesidad de

calcular otro modelo previamente

El uso de cuasi-velocidades nos permite obtener modelos en los

cuales el vector de fuerzas puede ser referido a una combinación

de velocidades generalizadas, en lugar de sólo a las velocidades

mínimas.

El uso de la matriz 𝑊(𝝆, 𝝂), permite ignorar el cálculo de los

coeficientes de estructura. Cálculo que puede tener un alto costo

computacional.

Esta metodología nos da directamente una forma de conocer la

relación entre las velocidades generalizadas no mínimas y las cuasi-

velocidades (en donde las velocidades generalizadas mínimas

pueden ser un caso particular de cuasi-velocidades).

Por otro lado, las desventajas son las siguientes:

Dependiendo de las cuasi-velocidades elegidas, los modelos mí-

nimos calculados con está metodología pueden llegar a ser más

complejos que los obtenidos con las ecuaciones de Euler-Lagrange

+ proyección.

La elección de velocidades generalizadas y cuasi-velocidades puede

ser una tarea no trivial, la cual requiere de cierta experiencia para

utilizar la mejor combinación de estas velocidades.

Debido a lo anterior, la elección de diferentes arreglos de las mismas

velocidades generalizadas mínimas y cuasi-velocidades pueden

complicar los cálculos requeridos para aplicar está metodología
1

.

Una de las desventajas notorias es que, debido al uso de cuasi-

velocidades (principalmente a las cuasi-velocidades debido a las

restricciones), la ecuación del lagrangiano del sistema es más

grande que el que se utiliza en las ecuaciones de E-L, y por lo

tanto, se complican los cálculos analíticos necesarios, aunque no

tan considerablemente como en las ecuaciones de U-K cuando se

tienen matrices no diagonales.

Es importante notar que en estas ecuaciones, debido a como se calcula

el vector 𝝂𝑛ℎ , se elimina la desventaja de calcular los coeficientes de

estructura y por lo tanto, las ecuaciones de Poincaré-Chetaev-Rumyantsev

modificadas resultan en una metodología general y más balanceada
2

para la obtención de modelos dinámicos de sistemas con restricciones.

7.2. Aportaciones del trabajo
Se propuso el uso de herramientas matemáticas para verificar la

integrabilidad de restricciones, con lo cual es posible saber si las

mismas son holonómicas o no holonómicas, y esto a su vez nos

permite clasificar diversos sistemas.

Las herramientas previamente mencionadas se aplicaron con el

fin de clasificar las restricciones de ciertos sistemas con los que

se cuenta en el laboratorio de Mecatrónica y Control del Instituto

Tecnológico de la Laguna.
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Se realizó un estudio de nuevas metodologías para el modelado

de sistemas con restricciones holonómicas y no holonómicas (las

ecuaciones de Poincaré-Chetaev-Rumyantsev modificadas y las

ecuaciones de Udwadia-Kalaba), las cuales además fueron apli-

cadas a diversos sistemas mecánicos con los que se cuenta en el

laboratorio de Mecatrónica y Control.

Además, en el presente trabajo se incluye una revisión crítica de

diversos trabajos sobre planificación y control de una clase de

sistemas no holonómicos.

Se continuó el estudio general en la plataforma Segway RMP-100,

logrando con esto la corrección de diversos errores que existían

en el modelo matemático. Además, se realizó la propuesta de un

controlador de regulación para las tres coordenadas independientes

con las que cuenta esta plataforma y los resultados obtenidos

permitieron publicar el primer artículo en revista de este trabajo

de tesis sobre la misma plataforma.

Por último, a continuación se presentan los trabajos publicados como

resultado del trabajo de la presente tesis:

A. Delgado, R. Campa y E. Bugarin.”Avance en el Modelado de un
Robot Móvil Diferencial con Base Pendular". Congreso Méxicano de

Robótica (ComRob 2018), Septiembre 2018, Ensenada B.C.

A. Delgado-Spíndola, R. Campa y E. Bugarin. ”Aplicación de las
Ecuaciones de Poincaré-Chetaev-Rumyantsev al Modelado Dinámico de
Mecanismo Robóticos". VII Congreso Internacional de Robótica y

Computación, Mayo 2020, La Paz, B.C.S.

A. Delgado-Spíndola, R. Campa, E. Bugarin y I. Soto. ”Design and
Real-Time Implementation of a nonlinear regulation controller for the
RMP-100 Segway TWIP". Mechatronics 79 (2021): 102668.

A. Delgado-Spíndola, V. Santibañez, E. Bugarin y J.A. Rojas-Quintero

”Comparison of three methodologies for the modelling of mechanical systems
with constrains from the control systems point of view". 9th International

Conference on Systems and Control (ICSC’2021), Noviembre 2021,

Caen, Francia.

7.3. Trabajo Futuro
Estudio de estructuras simplécticas en sistemas no holonómicos.

Estudio de la aplicación de los símbolos de los Christoffel para

el cálculo de la matriz de fuerzas centrifugas y de Coriolis, para

sistemas con restricciones no holonómicas.

Mejora del modelo de la plataforma Segway RMP-100 (identifica-

ción de los parámetros del controlador interno de velocidad).

Publicación de los resultados obtenidos sobre modelado, en una

revista indexada.

Comparación de las metodologías estudiadas para el diseño de

controladores en robótica.

Publicación de un artículo sobre modelado y diseño de controlado-

res utilizando diversas metodologías.



Modelado de la Plataforma
RMP-100 A

A.1. Mejoras al modelo de la plataforma
RMP-100

Dentro de los objetivos de la tesis, se planteó la obtención del modelo

dinámico de los sistemas robóticos con los que se desea trabajar. Uno

de estos sistemas es el Segway RMP-100, el cual también puede ser

considerado como un robot móvil tipo diferencial si se desmontan la

placa superior y los paneles laterales (ver Figura A.4 ). No obstante, el

centro de masa de un robot móvil diferencial debe de encontrarse a lo

largo del eje que conecta ambas ruedas, pero en el caso del prototipo

mencionado, el centro de masa no se encuentra sobre ese eje. Esto hace

que el robot móvil cuente con una pequeña masa pendular, la cual

produce que la dinámica del robot móvil sea diferente a la usual. Con tal

de contar con un modelo dinámico más exacto, tanto de la plataforma

completa como del robot móvil diferencial con masa pendular, se realizó

lo siguiente:

Se determinó con mayor exactitud la ubicación del centro de masa

de la base del robot.

Se creó un modelo de Simulink para poder realizar la comparación

de resultados experimentales con las simulaciones; en este modelo

se separó el controlador de la planta y se tomó en cuenta la

discretización de las señales de control.

Se corrigió un error en el modelo (ver Figura A.3) donde los pares

estaban referidos contra la vertical (𝜏𝜙), en lugar de estar respecto

a la base (𝜏𝜓).

Además, se decidió modificar el vector de variables mínimas. Una de

las ventajas de utilizar este nuevo modelo es que se logra reducir el

número de operaciones a realizar en la simulación de los controladores;

en la Figura A.1 se muestra el esquema de simulación que se tiene que

construir para utilizar el vector de variables mínimas anterior, el cual

está dado por

𝒒 = [𝑥𝑟 � 𝛼]𝑇 .

Uno de los principales inconvenientes de este esquema es que se requiere

del uso de matrices que transformen las velocidades o pares del robot

a los de las ruedas y viceversa, esto con el fin de poder implementar

el control interno de velocidad y para incorporar las fricciones de cada

rueda al modelo

Para reducir el uso de estas matrices se elige un nuevo vector de variables

mínimas, el cual será definido como

𝒒 = [𝜙𝑟 𝜙𝑙 𝛼]𝑇
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Figura A.1: Esquema de simulación ante-

rior.

Figura A.2: Esquema de simulación nue-

vo.

Figura A.3: Medición de las velocidades.

donde las nuevas variables mínimas están dadas por:[ ¤𝜙𝑟
¤𝜙𝑟

]
︸︷︷︸

¤𝝓

=

[
1

𝑟
𝐿
𝑟

1

𝑟 − 𝐿
𝑟

]
︸    ︷︷    ︸

𝐽

[
¤𝑥𝑟
¤�

]
︸︷︷︸

𝒖𝑐

. (A.1)

En la Figura A.2 se muestra el nuevo esquema utilizado para las simu-

laciones utilizando el nuevo vector de variables mínimas. Una de las

principales ventajas de utilizar estas nuevas variables es que se elimina

el uso excesivo de las matrices de transformación, esto debido a que la

mayor parte de las ecuaciones están en función de las mismas variables.

Además, con el uso de estás variables el vector de variables no mínimas

se conforma por el vector de variables de postura y el vector de variables

mínimas, es decir:

¤𝝆 =

[ ¤𝝃
¤𝒒

]
=

[
¤𝑥 ¤𝑦 ¤� ¤𝜙𝑟 ¤𝜙𝑙 ¤𝛼

]𝑇
.

Durante el análisis de los datos entregados por la plataforma, se encontró

un error que tiene que ver con la forma con la que se miden las velocidades

de cada rueda. Esto, debido a que en el modelo las velocidades de giro

de cada rueda (
¤𝜙𝑟 y

¤𝜙𝑙) se mide, con respecto al eje 𝑍0 del marco inercial

Σ0, pero los sensores de la plataforma miden otras velocidades ( ¤𝜓𝑟 y ¤𝜓𝑙),

las cuales son medidas con respecto al eje 𝑍𝑝 del marco del péndulo Σ𝑝 .

En la Figura A.3 se puede apreciar respecto a que eje son medidas cada

una de las velocidades importantes del robot. Por lo tanto, la velocidad

de cada rueda respecto a la vertical (
¤𝜙𝑖) está dada por

¤𝜙𝑖 = ¤𝛼 + ¤𝜑𝑖

donde ¤𝛼 es la medición de la velocidad de giro del péndulo y la ¤𝜑𝑖 es la

medición de la velocidad de las ruedas a partir de los encoders.
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Figura A.4: Diagrama del Segway RMP-

100.

Figura A.5: Diagrama del Segway RMP-

100 vista superior.

Tomando en cuenta la Figura A.4, es posible considerar al péndulo

invertido sobre dos ruedas (PIR) como un sistema mecánico con tres

cuerpos rígidos: el péndulo 𝑝 y las ruedas izquierda y derecha, 𝑤𝑙 y

𝑤𝑟 , respectivamente. Note que el marco Σ0(𝑋0 , 𝑌0 , 𝑍0) es un marco fijo

en el mundo (el marco inercial); el marco Σ𝑟(𝑋𝑟 , 𝑌𝑟 , 𝑍𝑟) está fijo en la

distancia media a lo largo del eje de las ruedas, con el eje 𝑋𝑟 apuntando

en la dirección de avance y el plano 𝑋𝑟 − 𝑌𝑟 siempre paralelo al plano

𝑋0 −𝑌0; y el marco Σ𝑝(𝑋𝑝 , 𝑌𝑝 , 𝑍𝑝) está fijo al centro de masa del péndulo

donde el ángulo 𝛼 da la rotación relativa entre los marcos Σ𝑝 y Σ𝑟

alrededor del eje 𝑌𝑟 , i.e., la inclinación del péndulo; además nótese que

𝜙𝑙 y 𝜙𝑟 son el desplazamiento angular de las ruedas izquierda y derecha,

respectivamente, alrededor del eje 𝑌𝑟 .

Por otro lado, considerando la Figura A.5, las coordenadas 𝑥, 𝑦 y �
indican la posición y orientación relativa del marco Σ𝑟 respecto a el

marcoΣ0.

Entonces, para calcular el modelo dinámico se utiliza la metodología

propuesta en [154]; de tal manera que el vector de coordenadas generali-

zadas está dado por 𝝆 =
[
𝑥 𝑦 � 𝛼 𝜙𝑙 𝜙𝑟

]𝑇 ∈ ℝ𝑚=6
y el vector

de coordenadas mínimas por 𝒒 =
[
𝑥𝑟 � 𝛼

]𝑇 ∈ ℝ𝑛=3
, donde 𝑥𝑟 es

la distancia recorrida por el robot a lo largo de 𝑋𝑟 . Esta metodología

conduce al siguiente modelo del sistema, que está sujeto a a 𝑟 = 𝑚 − 𝑛
restricciones

𝑀(𝝆) ¥𝝆 + 𝐶(𝝆, ¤𝝆) ¤𝝆 + 𝒈(𝝆) = 𝝉𝝆 + 𝐴(𝝆)𝑇� ∈ ℝ𝑚
(A.2)

donde 𝑀(𝝆) ∈ ℝ𝑚×𝑚
es una matriz definida positiva conocida como la

matriz de inercias,𝐶(𝝆, ¤𝝆) ∈ ℝ𝑚×𝑚
es la matriz de fuerzas centrífugas y de

Coriolis, 𝒈(𝝆) ∈ ℝ𝑚
es el vector de fuerzas debidas a la gravedad, 𝝉𝝆 ∈ ℝ𝑚

es el vector de fuerzas aplicadas,𝐴(𝝆) ∈ ℝ𝑟×𝑚
es conocida como la matriz

de restricciones pfaffianas y � ∈ ℝ𝑟×𝑟
es la matriz de multiplicadores de

Lagrange. 𝐴(𝝆) y � pueden ser eliminados, reduciendo el sistema, con el

uso de la siguiente propiedad 𝐴(𝝆)𝑅(𝝆) = 0, donde ¤𝝆 = 𝑅(𝝆) ¤𝒒. Para el

PIR bajo estudio, está dada por

¤𝝆 =


𝐶� 𝑆� 0 0

1

𝑟
1

𝑟

0 0 1 0 − 𝐿
𝑟

𝐿
𝑟

0 0 0 1 0 0


𝑇 

¤𝑥𝑟
¤�
¤𝛼

 .

Finalmente, multiplicando (A.2) por 𝑅(𝝆)𝑇 , se obtienen las ecuaciones

reducidas, las cuales están dadas por

𝑀𝑟(𝝆) ¥𝒒 + 𝐶𝑟(𝝆, ¤𝝆) ¤𝒒 + 𝒈𝑟(𝝆) = 𝝉𝑟 , (A.3)

donde la matriz de inercias es

𝑀𝑟(𝝆) =

𝑚𝑟11

0 𝑚𝑟13

0 𝑚𝑟22
0

𝑚𝑟13
0 𝑚𝑟33





66 A Modelado de la Plataforma RMP-100

con

𝑚𝑟11
=

1

𝑟2

(𝐼𝑙𝑦 + 𝐼𝑟𝑦) + 𝑚𝑙 + 𝑚𝑝 + 𝑚𝑟

𝑚𝑟13
= 𝑚𝑝 𝑙𝑝𝐶𝛼

𝑚𝑟22
= 𝐼𝑙𝑧 + 𝐼𝑝𝑧 + 𝐼𝑟𝑧 + 𝐿2 (𝑚𝑙 + 𝑚𝑟) +

(
𝑚𝑝 𝑙

2

𝑝 − 𝐼𝑝𝑧
)
𝑆2

𝛼 + 𝐿2

𝑟2

(
𝐼𝑙𝑦 + 𝐼𝑟𝑦

)
𝑚𝑟33

= 𝑚𝑝 𝑙
2

𝑝 + 𝐼𝑝𝑦 .

La matriz de Coriolis reducida está dada por

𝐶𝑟(𝝆, ¤𝝆) =


0 0 −𝑐2
¤𝛼

0 𝑐1
¤𝛼 𝑐1

¤�
0 −𝑐1

¤� 0


con 𝑐1 = (𝑚𝑝 𝑙

2

𝑝 − 𝐼𝑝𝑧)𝐶𝛼𝑆𝛼 y 𝑐2 = 𝑚𝑝 𝑙𝑝𝑆𝛼.

El vector de gravedad reducido está dado por

𝑔𝑟(𝝆) =
[

0 0 −𝑔𝑚𝑝 𝑙𝑝𝑆𝛼
]𝑇
.

Además,

𝜏𝑟(𝝆) =
[
𝐹𝑥𝑟 𝜏� 0

]
.𝑇

Un mayor detalle de cómo se calcula (A.3) puede ser encontrado en

[155].

Ahora, suponiendo que ambas ruedas son idénticas, es posible definir

𝐼𝑤𝑦 = 𝐼𝑙𝑦 = 𝐼𝑟𝑦 , 𝐼𝑤𝑧 = 𝐼𝑙𝑧 = 𝐼𝑟𝑧 y 𝑚𝑤 = 𝑚𝑙 = 𝑚𝑟 . Y por lo tanto, utilizando

las siguientes constantes

𝛽 =2

(
𝐼𝑤𝑦 + 𝑚𝑤𝑟

2

𝑚𝑝𝑟2

)
, 𝜖 =

2𝐼𝑤𝑧 + 𝐼𝑝𝑧 + 2𝑚𝑤𝐿
2 + 2

𝐿2

𝑟2
𝐼𝑤𝑦

𝑚𝑝 𝑙
2

𝑝

,

𝛾 =1 +
𝐼𝑝𝑦

𝑚𝑝 𝑙
2

𝑝

, 𝛿 =1 −
𝐼𝑝𝑧

𝑚𝑝 𝑙
2

𝑝

, (A.4)

se puede rescribir el modelo no lineal (A.3) como

𝐹𝑥𝑟 =𝑚𝑝 𝑙𝑝

[
1

𝑙𝑝
(𝛽 + 1) ¥𝑥𝑟 + 𝐶𝛼 ¥𝛼 − 𝑆𝛼 ¤𝛼2

]
𝜏� =𝑚𝑝 𝑙

2

𝑝

[ (
𝛿𝑆2

𝛼 + 𝜖
) ¥� + 2𝛿𝐶𝛼𝑆𝛼 ¤𝛼 ¤�

]
(A.5)

0 =
1

𝑙𝑝
𝐶𝛼 ¥𝑥𝑟 + 𝛾 ¥𝛼 − 𝛿𝐶𝛼𝑆𝛼 ¤�2 − 𝑔

𝑙𝑝
𝑆𝛼 . (A.6)

Este modelo es el utilizado en [156].



Componentes de los Modelos
Obtenidos B

En la presente sección se incluyen los componentes de los modelos

obtenidos en la Sección 6.

B.1. Mecanismo de 5 Barras

Euler-Lagrange + proyección

Las matrices del modelo no mínimo (6.13) están dadas por

𝑀(𝝆) =


𝑚11 0 𝑚13 0

0 𝑚22 0

𝑚13 0 𝑚33 0

0 0 𝑚44

 (B.1)

con

𝑚11 =𝑚2𝑙1
2 + 2𝑚2 cos (𝛽1) 𝑙1𝑙𝑐2

+ 𝑚1𝑙𝑐1

2 + 𝑚2𝑙𝑐2

2 + 𝐼1 + 𝐼2 ,
𝑚13 =𝑚2𝑙𝑐2

2 + 𝑙1𝑚2 cos (𝛽1) 𝑙𝑐2
+ 𝐼2 ,

𝑚22 =𝑚4𝑙3
2 + 2𝑚4 cos (𝛽2) 𝑙3𝑙𝑐4

+ 𝑚3𝑙𝑐3

2 + 𝑚4𝑙𝑐4

2 + 𝐼3 + 𝐼4 ,
𝑚24 =𝑚4𝑙𝑐4

2 + 𝑙3𝑚4 cos (𝛽2) 𝑙𝑐4
+ 𝐼4 ,

𝑚33 =𝑚2𝑙𝑐2

2 + 𝐼2 ,
𝑚44 =𝑚4𝑙𝑐4

2 + 𝐼4.

𝐶(𝝆, ¤𝝆) =


𝑐11 0 𝑐13 0

0 𝑐22 0 𝑐24

𝑐31 0 0 0

0 𝑐42 0 0

 (B.2)

con

𝑐11 = − ¤𝛽1𝑙1𝑙𝑐2
𝑚2 sin (𝛽1) ,

𝑐13 = −𝑙1𝑙𝑐2
𝑚2 sin (𝛽1)

( ¤𝛽1 + ¤𝑞1

)
,

𝑐22 = − ¤𝛽2𝑙3𝑙𝑐4
𝑚4 sin (𝛽2) ,

𝑐24 = −𝑙3𝑙𝑐4
𝑚4 sin (𝛽2)

( ¤𝛽2 + ¤𝑞2

)
,

𝑐31 = 𝑙1𝑙𝑐2
𝑚2

¤𝑞1 sin (𝛽1) ,
𝑐42 = 𝑙3𝑙𝑐4

𝑚4
¤𝑞2 sin (𝛽2) .
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Poincaré-Chetaev-Rumyantsev modificado

Para el caso de el modelado con cuasi-velocidades, las matrices auxiliares

están dadas por:

𝑆 =


1 0 0 0

0 1 0 0

−𝑙2𝑆 (�1) − 𝑙1𝑆 (𝑞1) 𝑙4𝑆 (�2) + 𝑙3𝑆 (𝑞2) −𝑙2𝑆 (�1) 𝑙4𝑆 (�2)
𝑙2𝐶 (�1) + 𝑙1𝐶 (𝑞1) −𝑙4𝐶 (�2) − 𝑙3𝐶 (𝑞2) 𝑙2𝐶 (�1) −𝑙4𝐶 (�2)


(B.3)

La matriz inversa es de (B.3) está dada por:

𝑇 =


1 0 0 0

0 1 0 0

− 𝑡𝑎−𝑙1𝑆(𝛽2−𝑞1−2)
𝑡𝑎 − 𝑙3𝑆(𝛽2)

𝑡𝑎 −𝐶(𝛽2+𝑞2)
𝑡𝑎 − 𝑆(𝛽2+𝑞2)

𝑡𝑎
𝑙1𝑆(𝛽1)
𝑡𝑏

− 𝑡𝑏+𝑙3𝑆(𝛽1+𝑞1−2)
𝑡𝑏

−𝐶(𝛽1+𝑞1)
𝑡𝑏

− 𝑆(𝛽1+𝑞1)
𝑡𝑏

 (B.4)

y la matriz auxiliar por

�̄� =


1 0

0 1

− 𝑡𝑎−𝑙1𝑆(𝛽2−𝑞1−2)
𝑡𝑎 − 𝑙3𝑆(𝛽2)

𝑡𝑎
𝑙1𝑆(𝛽1)
𝑡𝑏

− 𝑡𝑏+𝑙3𝑆(𝛽1+𝑞1−2)
𝑡𝑏

 (B.5)

donde �2 = 𝛽2 + 𝑞2, �1 = 𝛽1 + 𝑞1, 𝑡𝑎 = 𝑙2𝑆 (𝛽1 − 𝛽2 + 𝑞1−2) y 𝑡𝑏 =

𝑙4𝑆 (𝛽1 − 𝛽2 + 𝑞1−2) son variables auxiliares. Además, en este caso la

matriz auxiliar para las restricciones es igual a 0.

𝑊(𝝆, ¤𝝆) = 𝑂, (B.6)

donde 𝑂 es una matriz nula.

Por último, las matrices mínimas del modelo obtenido, utilizando las

ecuaciones de Poincaré-Chetaev-Rumyantsev modificadas, están dadas

por:

𝑀�(𝝆) =
[
𝑚11 𝑚12

𝑚12 𝑚22

]
(B.7)

con

𝑡𝑎𝑚11 =𝐼1𝑙2
2𝑙4

2 + 𝐼2𝑙12𝑙4
2 + 𝐼4𝑙12𝑙2

2 − 𝐼1𝑙22𝑙4
2𝐶

(
�̄1

)
+ 𝑙12𝑙2

2𝑙4
2𝑚2 + 𝑙22𝑙4

2𝑙𝑐1

2𝑚1 + 𝑙12𝑙4
2𝑙𝑐2

2𝑚2 + 𝑙12𝑙2
2𝑙𝑐4

2𝑚4

− 𝐼4𝑙12𝑙2
2𝐶 (2𝛽1) − 𝐼2𝑙12𝑙4

2𝐶 (2𝛽2 − 2𝑞1 + 2𝑞2)
− 𝑙12𝑙2

2𝑙4
2𝑚2𝐶

(
�̄1

)
− 𝑙22𝑙4

2𝑙𝑐1

2𝑚1𝐶
(
�̄1

)
− 𝑙12𝑙2𝑙4

2𝑙𝑐2
𝑚2

− 𝑙12𝑙2
2𝑙𝑐4

2𝑚4𝐶 (2𝛽1) − 𝑙12𝑙4
2𝑙𝑐2

2𝑚2𝐶 (2𝛽2 − 2𝑞1 + 2𝑞2)
+ 𝑙12𝑙2𝑙4

2𝑙𝑐2
𝑚2𝐶

(
�̄1

)
− 𝑙12𝑙2𝑙4

2𝑙𝑐2
𝑚2𝐶 (2𝛽1)

+ 𝑙12𝑙2𝑙4
2𝑙𝑐2

𝑚2𝐶 (2𝛽2 − 2𝑞1 + 2𝑞2) ,
𝑡𝑏
𝑙1𝑙3

𝑚12 =2𝐼4𝑙2
2𝐶�̄11

+ 2𝐼2𝑙4
2𝐶�̄12
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− 2𝐼4𝑙2
2𝐶 (𝑞1−2) + 2𝑙4

2𝑙𝑐2

2𝑚2𝐶�̄12

+ 2𝑙2
2𝑙𝑐4

2𝑚4𝐶�̄11

− 2𝑙4
2𝑙𝑐2

2𝑚2𝐶 (𝑞1−2)
− 2𝑙2

2𝑙𝑐4

2𝑚4𝐶 (𝑞1−2) + 𝑙2𝑙42𝑙𝑐2
𝑚2𝐶�̄11

− 𝑙2𝑙42𝑙𝑐2
𝑚2𝐶�̄12

− 𝑙22𝑙4𝑙𝑐4
𝑚4𝐶�̄11

+ 𝑙22𝑙4𝑙𝑐4
𝑚4𝐶�̄12

+ 𝑙2𝑙42𝑙𝑐2
𝑚2𝐶 (𝑞1−2)

+ 𝑙22𝑙4𝑙𝑐4
𝑚4𝐶 (𝑞1−2) − 𝑙2𝑙42𝑙𝑐2

𝑚2𝐶 (2𝛽1−2 + 𝑞1−2)
− 𝑙22𝑙4𝑙𝑐4

𝑚4𝐶 (2𝛽1−2 + 𝑞1−2) − 2𝐼2𝑙4
2𝐶 (𝑞1−2) ,

𝑡𝑐𝑚22 =𝐼2𝑙3
2𝑙4

2 + 𝐼3𝑙22𝑙4
2 + 𝐼4𝑙22𝑙3

2 − 𝐼3𝑙22𝑙4
2𝐶

(
�̄1

)
+ 𝑙22𝑙3

2𝑙4
2𝑚4 + 𝑙32𝑙4

2𝑙𝑐2

2𝑚2 + 𝑙22𝑙4
2𝑙𝑐3

2𝑚3 + 𝑙22𝑙3
2𝑙𝑐4

2𝑚4

− 𝐼2𝑙32𝑙4
2𝐶 (2𝛽2) − 𝐼4𝑙22𝑙3

2𝐶 (2𝛽1 + 2𝑞1−2)
− 𝑙22𝑙3

2𝑙4
2𝑚4𝐶

(
�̄1

)
− 𝑙22𝑙4

2𝑙𝑐3

2𝑚3𝐶
(
�̄1

)
− 𝑙32𝑙4

2𝑙𝑐2

2𝑚2𝐶 (2𝛽2) − 𝑙22𝑙3
2𝑙𝑐4

2𝑚4𝐶 (2𝛽1 + 2𝑞1−2)
+ 𝑙22𝑙3

2𝑙4𝑙𝑐4
𝑚4𝐶

(
�̄1

)
− 𝑙22𝑙3

2𝑙4𝑙𝑐4
𝑚4𝐶 (2𝛽2)

+ 𝑙22𝑙3
2𝑙4𝑙𝑐4

𝑚4𝐶 (2𝛽1 + 2𝑞1−2) − 𝑙22𝑙3
2𝑙4𝑙𝑐4

𝑚4 ,

𝐶�(𝝆, 𝝂) =
[
𝑐11 𝑐12

𝑐21 𝑐22

]
, (B.8)

donde los elementos de dicha matriz pueden ser calculados utilizando

las siguientes ecuaciones:

𝑐1𝑐11 =2𝐼4 𝑙1
3 𝑙2

3�1𝑆�̄3

− 6𝐼4 𝑙1
3 𝑙2

3�1𝑆�̄2

− 6𝐼2 𝑙1
3 𝑙4

3�1𝑆�̄7

− 2𝐼2 𝑙1
3 𝑙4

3�1𝑆�̄5

− 6𝐼4 𝑙1
3 𝑙2

3�1𝑆 (𝛽2 − 𝑞1−2) + 2𝐼2 𝑙1
3 𝑙4

3�1𝑆 (𝛽1 − 4𝛽2 + 4𝑞1−2)
+ 6𝐼2 𝑙1

3 𝑙4
3�1𝑆 (𝛽1) + 2𝐼4 𝑙1

3 𝑙2
3�1𝑆�̄6

− 2𝐼4 𝑙1
2 𝑙2

3 𝑙3�2𝑆 (2𝛽1 + 𝛽2) + 4𝐼4 𝑙1
2 𝑙2

3 𝑙3�2𝑆 (2𝛽1 − 𝛽2 + 2𝑞1−2)
− 2𝐼4 𝑙1

2 𝑙2
3 𝑙3�2𝑆�̄9

− 2𝐼4 𝑙1
2 𝑙2

3 𝑙4�1𝑆 (4𝛽1 − 2𝛽2 + 2𝑞1−2)
+ 2𝐼2 𝑙1

2 𝑙2 𝑙4
3�1𝑆�̄4

− 6𝑙1
3 𝑙2

3 𝑙𝑐4

2𝑚4�1𝑆 (𝛽2 − 𝑞1−2)
− 6𝑙1

3 𝑙2
3 𝑙𝑐4

2𝑚4�1𝑆�̄2

− 6𝑙1
3 𝑙4

3 𝑙𝑐2

2𝑚2�1𝑆�̄7

− 2𝑙1
3 𝑙4

3 𝑙𝑐2

2𝑚2�1𝑆�̄5

+ 2𝑙1
3 𝑙2

3 𝑙𝑐4

2𝑚4�1𝑆�̄3

+ 2𝑙1
3 𝑙4

3 𝑙𝑐2

2𝑚2�1𝑆 (𝛽1 − 4𝛽2 + 4𝑞1−2) − 2𝐼2 𝑙1
2 𝑙2 𝑙4

3�1𝑆 (2𝛽1)
+ 4𝐼4 𝑙1

2 𝑙2
3 𝑙4�1𝑆 (2𝛽1) + 4𝐼2 𝑙1

2 𝑙2 𝑙4
3�1𝑆 (2𝛽2 − 2𝑞1 + 2𝑞2)

− 2𝐼4 𝑙1
2 𝑙2

3 𝑙4�1𝑆 (2𝛽2 − 2𝑞1 + 2𝑞2) + 4𝐼2 𝑙1
3 𝑙2 𝑙4

2�1𝑆�̄6

+ 4𝐼2 𝑙1
2 𝑙3 𝑙4

3�2𝑆�̄10

+ 2𝐼2 𝑙1
2 𝑙3 𝑙4

3�2𝑆�̄8

+ 2𝐼4 𝑙1
2 𝑙2

3 𝑙3�2𝑆 (2𝛽1 − 𝛽2) + 6𝑙1
3 𝑙4

3 𝑙𝑐2

2𝑚2�1𝑆 (𝛽1)
− 8𝐼2 𝑙1

3 𝑙2 𝑙4
2�1𝑆 (𝛽2 − 𝑞1−2) − 4𝐼2 𝑙1

2 𝑙3 𝑙4
3�2𝑆 (𝛽1 + 𝑞1−2)

− 2𝐼2 𝑙1
2 𝑙3 𝑙4

3�2𝑆�̄13

− 4𝐼2 𝑙1
3 𝑙2 𝑙4

2�1𝑆�̄2

− 4𝐼4 𝑙1
3 𝑙2

2 𝑙4�1𝑆�̄7

− 4𝐼4 𝑙1
3 𝑙2

2 𝑙4�1𝑆�̄5

+ 2𝐼2 𝑙1
2 𝑙3 𝑙4

3�2𝑆
(
𝛽1�̄𝛽𝑞

)
− 2𝐼2 𝑙1

2 𝑙3 𝑙4
3�2𝑆 (𝛽1 − 4𝛽2 + 3𝑞1−2)

+ 2𝑙1
3 𝑙2

3 𝑙𝑐4

2𝑚4�1𝑆�̄6

+ 8𝐼4 𝑙1
3 𝑙2

2 𝑙4�1𝑆 (𝛽1)
+ 4𝐼4 𝑙1

2 𝑙2
3 𝑙3�2𝑆 (𝛽2) + 2𝐼4 𝑙1

2 𝑙2
3 𝑙3�2𝑆 (𝛽2 − 2𝑞1 + 2𝑞2)
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− 2𝑙1
2 𝑙2

2 𝑙4
3 𝑙𝑐2

𝑚2�1𝑆 (4𝛽1 − 2𝛽2 + 2𝑞1−2)
+ 4𝑙1

2 𝑙2
3 𝑙3 𝑙𝑐4

2𝑚4�2𝑆 (2𝛽1 − 𝛽2 + 2𝑞1−2)
− 2𝑙1

2 𝑙2
3 𝑙3 𝑙𝑐4

2𝑚4�2𝑆�̄9

+ 2𝑙1
2 𝑙2 𝑙4

3 𝑙𝑐2

2𝑚2�1𝑆�̄4

− 2𝑙1
2 𝑙2

2 𝑙4
3 𝑙𝑐2

𝑚2�1𝑆�̄4

− 2𝑙1
2 𝑙2

3 𝑙4 𝑙𝑐4

2𝑚4�1𝑆 (4𝛽1 − 2𝛽2 + 2𝑞1−2)
− 2𝑙1

2 𝑙2 𝑙4
3 𝑙𝑐2

2𝑚2�1𝑆 (2𝛽1) + 6𝑙1
2 𝑙2

2 𝑙4
3 𝑙𝑐2

𝑚2�1𝑆 (2𝛽1)
+ 4𝑙1

2 𝑙2
3 𝑙4 𝑙𝑐4

2𝑚4�1𝑆 (2𝛽1) + 4𝑙1
2 𝑙2 𝑙4

3 𝑙𝑐2

2𝑚2�1𝑆 (2𝛽2 − 2𝑞1 + 2𝑞2)
− 6𝑙1

2 𝑙2
2 𝑙4

3 𝑙𝑐2
𝑚2�1𝑆 (2𝛽2 − 2𝑞1 + 2𝑞2) − 2𝑙1

3 𝑙2 𝑙4
3 𝑙𝑐2

𝑚2�1𝑆�̄5

+ 2𝑙1
3 𝑙2 𝑙4

3 𝑙𝑐2
𝑚2�1𝑆�̄7

− 2𝑙1
2 𝑙2

3 𝑙4 𝑙𝑐4

2𝑚4�1𝑆 (2𝛽2 − 2𝑞1 + 2𝑞2)
− 2𝑙1

3 𝑙2 𝑙4
3 𝑙𝑐2

𝑚2�1𝑆 (𝛽1 − 4𝛽2 + 4𝑞1−2) + 4𝑙1
3 𝑙2 𝑙4

2 𝑙𝑐2

2𝑚2�1𝑆�̄6

− 2𝑙1
3 𝑙2

2 𝑙4
2 𝑙𝑐2

𝑚2�1𝑆�̄6

+ 4𝑙1
2 𝑙3 𝑙4

3 𝑙𝑐2

2𝑚2�2𝑆�̄10

+ 2𝑙1
2 𝑙3 𝑙4

3 𝑙𝑐2

2𝑚2�2𝑆�̄8

+ 4𝐼2 𝑙1
2 𝑙2 𝑙3 𝑙4

2�2𝑆 (𝛽2)
+ 4𝐼2 𝑙1

2 𝑙2 𝑙3 𝑙4
2�2𝑆 (𝛽2 − 2𝑞1 + 2𝑞2) + 2𝑙1

2 𝑙2
3 𝑙3 𝑙𝑐4

2𝑚4�2𝑆 (2𝛽1 − 𝛽2)
− 4𝐼2 𝑙1

2 𝑙2 𝑙3 𝑙4
2�2𝑆 (2𝛽1 + 𝛽2) + 4𝐼2 𝑙1

2 𝑙2 𝑙3 𝑙4
2�2𝑆 (2𝛽1 − 𝛽2 + 2𝑞1−2)

+ 2𝑙1
3 𝑙2 𝑙4

3 𝑙𝑐2
𝑚2�1𝑆 (𝛽1) − 8𝑙1

3 𝑙2 𝑙4
2 𝑙𝑐2

2𝑚2�1𝑆 (𝛽2 − 𝑞1−2)
+ 2𝑙1

3 𝑙2
2 𝑙4

2 𝑙𝑐2
𝑚2�1𝑆 (𝛽2 − 𝑞1−2) − 4𝑙1

2 𝑙3 𝑙4
3 𝑙𝑐2

2𝑚2�2𝑆 (𝛽1 + 𝑞1−2)
− 2𝑙1

2 𝑙3 𝑙4
3 𝑙𝑐2

2𝑚2�2𝑆�̄13

− 4𝑙1
3 𝑙2 𝑙4

2 𝑙𝑐2

2𝑚2�1𝑆�̄2

− 2𝑙1
3 𝑙2

2 𝑙4
2 𝑙𝑐2

𝑚2�1𝑆�̄2

+ 2𝑙1
3 𝑙2

2 𝑙4
2 𝑙𝑐2

𝑚2�1𝑆�̄3

+ 2𝑙1
2 𝑙3 𝑙4

3 𝑙𝑐2

2𝑚2�2𝑆
(
𝛽1�̄𝛽𝑞

)
− 4𝑙1

3 𝑙2
2 𝑙4 𝑙𝑐4

2𝑚4�1𝑆�̄7

− 4𝑙1
3 𝑙2

2 𝑙4 𝑙𝑐4

2𝑚4�1𝑆�̄5

− 2𝑙1
2 𝑙3 𝑙4

3 𝑙𝑐2

2𝑚2�2𝑆 (𝛽1 − 4𝛽2 + 3𝑞1−2)
+ 4𝐼4 𝑙1

2 𝑙2
2 𝑙3 𝑙4�2𝑆�̄10

+ 4𝐼4 𝑙1
2 𝑙2

2 𝑙3 𝑙4�2𝑆�̄8

+ 8𝑙1
3 𝑙2

2 𝑙4 𝑙𝑐4

2𝑚4�1𝑆 (𝛽1) + 4𝑙1
2 𝑙2

3 𝑙3 𝑙𝑐4

2𝑚4�2𝑆 (𝛽2)
+ 2𝑙1

2 𝑙2
3 𝑙3 𝑙𝑐4

2𝑚4�2𝑆 (𝛽2 − 2𝑞1 + 2𝑞2) − 4𝐼4 𝑙1
2 𝑙2

2 𝑙3 𝑙4�2𝑆 (𝛽1 + 𝑞1−2)
− 4𝐼4 𝑙1

2 𝑙2
2 𝑙3 𝑙4�2𝑆�̄13

− 2𝑙1
2 𝑙2

3 𝑙3 𝑙𝑐4

2𝑚4�2𝑆 (2𝛽1 + 𝛽2)
+ 4𝑙1

2 𝑙2 𝑙3 𝑙4
2 𝑙𝑐2

2𝑚2�2𝑆 (𝛽2) + 4𝑙1
2 𝑙2 𝑙3 𝑙4

2 𝑙𝑐2

2𝑚2�2𝑆 (𝛽2 − 2𝑞1 + 2𝑞2)
− 2𝑙1

2 𝑙2
2 𝑙3 𝑙4

2 𝑙𝑐2
𝑚2�2𝑆 (𝛽2 − 2𝑞1 + 2𝑞2) + 2𝑙1

2 𝑙2 𝑙3 𝑙4
3 𝑙𝑐2

𝑚2�2𝑆�̄8

− 4𝑙1
2 𝑙2 𝑙3 𝑙4

2 𝑙𝑐2

2𝑚2�2𝑆 (2𝛽1 + 𝛽2) + 2𝑙1
2 𝑙2

2 𝑙3 𝑙4
2 𝑙𝑐2

𝑚2�2𝑆 (2𝛽1 + 𝛽2)
+ 4𝑙1

2 𝑙2 𝑙3 𝑙4
2 𝑙𝑐2

2𝑚2�2𝑆 (2𝛽1 − 𝛽2 + 2𝑞1−2) − 2𝑙1
2 𝑙2

2 𝑙3 𝑙4
2 𝑙𝑐2

𝑚2�2𝑆�̄9

− 2𝑙1
2 𝑙2 𝑙3 𝑙4

3 𝑙𝑐2
𝑚2�2𝑆�̄13

− 2𝑙1
2 𝑙2 𝑙3 𝑙4

3 𝑙𝑐2
𝑚2�2𝑆

(
𝛽1�̄𝛽𝑞

)
+ 2𝑙1

2 𝑙2 𝑙3 𝑙4
3 𝑙𝑐2

𝑚2�2𝑆 (𝛽1 − 4𝛽2 + 3𝑞1−2) + 4𝑙1
2 𝑙2

2 𝑙3 𝑙4 𝑙𝑐4

2𝑚4�2𝑆�̄10

+ 4𝑙1
2 𝑙2

2 𝑙3 𝑙4 𝑙𝑐4

2𝑚4�2𝑆�̄8

+ 2𝑙1
2 𝑙2

2 𝑙3 𝑙4
2 𝑙𝑐2

𝑚2�2𝑆 (2𝛽1 − 𝛽2)
− 4𝑙1

2 𝑙2
2 𝑙3 𝑙4 𝑙𝑐4

2𝑚4�2𝑆 (𝛽1 + 𝑞1−2) − 4𝑙1
2 𝑙2

2 𝑙3 𝑙4 𝑙𝑐4

2𝑚4�2𝑆�̄13

,

𝑐2𝑐12

𝑙1 𝑙3�2

=2𝐼4 𝑙2
3 𝑙3𝑆 (𝛽2 + 𝑞1−2) − 2𝐼4 𝑙2

3 𝑙3𝑆 (2𝛽1 + 𝛽2 + 𝑞1−2)

+ 4𝐼4 𝑙2
3 𝑙3𝑆 (𝛽2 − 𝑞1−2) − 2𝐼2 𝑙2 𝑙4

3𝑆 (2𝛽1−2 + 𝑞1−2) + 4𝐼4 𝑙2
3 𝑙3𝑆�̄2

+ 4𝐼2 𝑙3 𝑙4
3𝑆�̄7

− 2𝐼4 𝑙2
3 𝑙4𝑆 (2𝛽1−2 + 𝑞1−2)

− 2𝐼2 𝑙3 𝑙4
3𝑆 (𝛽1 − 4𝛽2 + 2𝑞1−2) − 4𝐼2 𝑙3 𝑙4

3𝑆 (𝛽1) − 2𝐼2 𝑙2 𝑙4
3𝑆�̄11

+ 4𝐼2 𝑙2 𝑙4
3𝑆�̄12

− 2𝐼2 𝑙3 𝑙4
3𝑆 (𝛽1 + 2𝑞1−2) + 4𝐼4 𝑙2

3 𝑙4𝑆�̄11

− 2𝐼4 𝑙2
3 𝑙4𝑆�̄12

+ 2𝐼2 𝑙3 𝑙4
3𝑆 (𝛽1 − 2𝛽2) + 2𝐼2 𝑙3 𝑙4

3𝑆 (𝛽1 + 2𝛽2)
+ 2𝐼2 𝑙2 𝑙4

3𝑆 (2𝛽1−2 + 3𝑞1−2) + 2𝐼4 𝑙2
3 𝑙3𝑆 (2𝛽1 − 𝛽2 + 3𝑞1−2)

+ 2𝐼2 𝑙2 𝑙4
3𝑆�̄15

− 2𝐼4 𝑙2
3 𝑙3𝑆 (4𝛽1 − 𝛽2 + 3𝑞1−2)

+ 2𝐼4 𝑙2
3 𝑙4𝑆 (2𝛽1−2 + 3𝑞1−2) − 2𝐼4 𝑙2

3 𝑙4𝑆
(
4𝛽1�̄𝛽𝑞

)
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− 4𝐼2 𝑙2 𝑙4
3𝑆 (𝑞1−2) − 4𝐼4 𝑙2

3 𝑙4𝑆 (𝑞1−2) − 2𝑙2
3 𝑙3 𝑙𝑐4

2𝑚4𝑆 (2𝛽1 + 𝛽2 + 𝑞1−2)
− 8𝐼4 𝑙2

2 𝑙3 𝑙4𝑆 (𝛽1) + 4𝐼4 𝑙2
2 𝑙3 𝑙4𝑆 (𝛽1 − 2𝛽2) + 4𝐼4 𝑙2

2 𝑙3 𝑙4𝑆 (𝛽1 + 2𝛽2)
+ 4𝐼2 𝑙2 𝑙3 𝑙4

2𝑆 (2𝛽1 − 𝛽2 + 3𝑞1−2) + 2𝑙2
3 𝑙3 𝑙𝑐4

2𝑚4𝑆 (𝛽2 + 𝑞1−2)
+ 4𝑙2

3 𝑙3 𝑙𝑐4

2𝑚4𝑆 (𝛽2 − 𝑞1−2) − 2𝑙2 𝑙4
3 𝑙𝑐2

2𝑚2𝑆 (2𝛽1−2 + 𝑞1−2)
+ 3𝑙2

2 𝑙4
3 𝑙𝑐2

𝑚2𝑆 (2𝛽1−2 + 𝑞1−2) + 4𝑙3 𝑙4
3 𝑙𝑐2

2𝑚2𝑆�̄7

+ 4𝑙2
3 𝑙3 𝑙𝑐4

2𝑚4𝑆�̄2

− 2𝑙3 𝑙4
3 𝑙𝑐2

2𝑚2𝑆 (𝛽1 − 4𝛽2 + 2𝑞1−2)
− 2𝑙2

3 𝑙4 𝑙𝑐4

2𝑚4𝑆 (2𝛽1−2 + 𝑞1−2) + 3𝑙2
3 𝑙4

2 𝑙𝑐4
𝑚4𝑆 (2𝛽1−2 + 𝑞1−2)

− 4𝐼2 𝑙2 𝑙3 𝑙4
2𝑆 (2𝛽1 + 𝛽2 + 𝑞1−2) − 4𝑙3 𝑙4

3 𝑙𝑐2

2𝑚2𝑆 (𝛽1)
− 2𝑙2 𝑙4

3 𝑙𝑐2

2𝑚2𝑆�̄11

+ 3𝑙2
2 𝑙4

3 𝑙𝑐2
𝑚2𝑆�̄11

+ 4𝑙2 𝑙4
3 𝑙𝑐2

2𝑚2𝑆�̄12

− 3𝑙2
2 𝑙4

3 𝑙𝑐2
𝑚2𝑆�̄12

− 2𝑙3 𝑙4
3 𝑙𝑐2

2𝑚2𝑆 (𝛽1 + 2𝑞1−2) + 4𝑙2
3 𝑙4 𝑙𝑐4

2𝑚4𝑆�̄11

− 3𝑙2
3 𝑙4

2 𝑙𝑐4
𝑚4𝑆�̄11

− 2𝑙2
3 𝑙4 𝑙𝑐4

2𝑚4𝑆�̄12

+ 3𝑙2
3 𝑙4

2 𝑙𝑐4
𝑚4𝑆�̄12

+ 8𝐼2 𝑙2 𝑙3 𝑙4
2𝑆 (𝛽2 − 𝑞1−2)

+ 2𝑙3 𝑙4
3 𝑙𝑐2

2𝑚2𝑆 (𝛽1 − 2𝛽2) + 2𝑙3 𝑙4
3 𝑙𝑐2

2𝑚2𝑆 (𝛽1 + 2𝛽2)
+ 2𝑙2 𝑙4

3 𝑙𝑐2

2𝑚2𝑆 (2𝛽1−2 + 3𝑞1−2) − 𝑙22 𝑙4
3 𝑙𝑐2

𝑚2𝑆 (2𝛽1−2 + 3𝑞1−2)
+ 2𝑙2 𝑙4

3 𝑙𝑐2

2𝑚2𝑆�̄15

− 𝑙22 𝑙4
3 𝑙𝑐2

𝑚2𝑆�̄15

− 𝑙22 𝑙4
3 𝑙𝑐2

𝑚2𝑆
(
4𝛽1�̄𝛽𝑞

)
+ 2𝑙2

3 𝑙3 𝑙𝑐4

2𝑚4𝑆 (2𝛽1 − 𝛽2 + 3𝑞1−2)

− 𝑙22 𝑙4
3 𝑙𝑐2

𝑚2𝑆 (4𝛽1−2 + 3𝑞1−2) − 2𝑙2
3 𝑙3 𝑙𝑐4

2𝑚4𝑆 (4𝛽1 − 𝛽2 + 3𝑞1−2)
+ 2𝑙2

3 𝑙4 𝑙𝑐4

2𝑚4𝑆 (2𝛽1−2 + 3𝑞1−2) − 𝑙23 𝑙4
2 𝑙𝑐4

𝑚4𝑆 (2𝛽1−2 + 3𝑞1−2)

− 2𝑙2
3 𝑙4 𝑙𝑐4

2𝑚4𝑆
(
4𝛽1�̄𝛽𝑞

)
+ 𝑙23 𝑙4

2 𝑙𝑐4
𝑚4𝑆�̄15

+ 𝑙23 𝑙4
2 𝑙𝑐4

𝑚4𝑆
(
4𝛽1�̄𝛽𝑞

)
− 𝑙23 𝑙4

2 𝑙𝑐4
𝑚4𝑆 (4𝛽1−2 + 3𝑞1−2)

− 4𝑙2 𝑙4
3 𝑙𝑐2

2𝑚2𝑆 (𝑞1−2) + 3𝑙2
2 𝑙4

3 𝑙𝑐2
𝑚2𝑆 (𝑞1−2) − 4𝑙2

3 𝑙4 𝑙𝑐4

2𝑚4𝑆 (𝑞1−2)
+ 3𝑙2

3 𝑙4
2 𝑙𝑐4

𝑚4𝑆 (𝑞1−2) − 8𝑙2
2 𝑙3 𝑙4 𝑙𝑐4

2𝑚4𝑆 (𝛽1) + 4𝑙2
2 𝑙3 𝑙4 𝑙𝑐4

2𝑚4𝑆 (𝛽1 − 2𝛽2)
+ 4𝑙2

2 𝑙3 𝑙4 𝑙𝑐4

2𝑚4𝑆 (𝛽1 + 2𝛽2) + 4𝑙2 𝑙3 𝑙4
2 𝑙𝑐2

2𝑚2𝑆 (2𝛽1 − 𝛽2 + 3𝑞1−2)
− 2𝑙2

2 𝑙3 𝑙4
2 𝑙𝑐2

𝑚2𝑆 (2𝛽1 − 𝛽2 + 3𝑞1−2) − 2𝑙2
2 𝑙3 𝑙4

2 𝑙𝑐2
𝑚2𝑆 (4𝛽1 − 𝛽2 + 3𝑞1−2)

− 4𝑙2 𝑙3 𝑙4
3 𝑙𝑐2

𝑚2𝑆�̄7

+ 2𝑙2 𝑙3 𝑙4
3 𝑙𝑐2

𝑚2𝑆 (𝛽1 − 4𝛽2 + 2𝑞1−2)
− 4𝑙2 𝑙3 𝑙4

2 𝑙𝑐2

2𝑚2𝑆 (2𝛽1 + 𝛽2 + 𝑞1−2) + 2𝑙2
2 𝑙3 𝑙4

2 𝑙𝑐2
𝑚2𝑆 (2𝛽1 + 𝛽2 + 𝑞1−2)

− 4𝑙2 𝑙3 𝑙4
3 𝑙𝑐2

𝑚2𝑆 (𝛽1) + 2𝑙2 𝑙3 𝑙4
3 𝑙𝑐2

𝑚2𝑆 (𝛽1 + 2𝑞1−2)
+ 8𝑙2 𝑙3 𝑙4

2 𝑙𝑐2

2𝑚2𝑆 (𝛽2 − 𝑞1−2) + 2𝑙2
2 𝑙3 𝑙4

2 𝑙𝑐2
𝑚2𝑆 (𝛽2 + 𝑞1−2)

− 4𝑙2
2 𝑙3 𝑙4

2 𝑙𝑐2
𝑚2𝑆 (𝛽2 − 𝑞1−2) + 2𝑙2 𝑙3 𝑙4

3 𝑙𝑐2
𝑚2𝑆 (𝛽1 − 2𝛽2)

+ 2𝑙2 𝑙3 𝑙4
3 𝑙𝑐2

𝑚2𝑆 (𝛽1 + 2𝛽2) + 4𝑙2
2 𝑙3 𝑙4

2 𝑙𝑐2
𝑚2𝑆�̄2

,

𝑐3𝑐21 =2𝐼4 𝑙1
2 𝑙2

3 𝑙3�1𝑆 (2𝛽1 + 𝛽2) + 2𝐼2 𝑙1 𝑙3
2 𝑙4

3�2𝑆 (𝛽1 − 2𝛽2)
+ 2𝐼2 𝑙1 𝑙3

2 𝑙4
3�2𝑆 (𝛽1 + 2𝛽2) − 4𝐼4 𝑙1

2 𝑙2
3 𝑙3�1𝑆 (2𝛽1 − 𝛽2 + 2𝑞1−2)

+ 2𝐼4 𝑙1
2 𝑙2

3 𝑙3�1𝑆 (4𝛽1 − 𝛽2 + 2𝑞1−2) + 2𝐼4 𝑙1 𝑙2
3 𝑙3

2�2𝑆 (2𝛽1 − 𝛽2 + 3𝑞1−2)
− 2𝐼4 𝑙1 𝑙2

3 𝑙3
2�2𝑆 (4𝛽1 − 𝛽2 + 3𝑞1−2) − 4𝐼2 𝑙1

2 𝑙3 𝑙4
3�1𝑆�̄10

− 2𝐼2 𝑙1
2 𝑙3 𝑙4

3�1𝑆�̄8

− 2𝐼4 𝑙1 𝑙2
3 𝑙3

2�2𝑆 (2𝛽1 + 𝛽2 + 𝑞1−2)
− 2𝐼4 𝑙1

2 𝑙2
3 𝑙3�1𝑆 (2𝛽1 − 𝛽2) + 4𝐼2 𝑙1

2 𝑙3 𝑙4
3�1𝑆 (𝛽1 + 𝑞1−2)

+ 2𝐼2 𝑙1
2 𝑙3 𝑙4

3�1𝑆
(
�̄13

)
+ 2𝐼4 𝑙1 𝑙2

3 𝑙3
2�2𝑆 (𝛽2 + 𝑞1−2)

+ 4𝐼4 𝑙1 𝑙2
3 𝑙3

2�2𝑆 (𝛽2 − 𝑞1−2) + 4𝐼4 𝑙1 𝑙2
3 𝑙3

2�2𝑆 (2𝛽1 − 𝛽2 + 𝑞1−2)
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+ 4𝐼2 𝑙1 𝑙3
2 𝑙4

3�2𝑆�̄7

− 2𝐼2 𝑙1
2 𝑙3 𝑙4

3�1𝑆
(
𝛽1�̄𝛽𝑞

)
− 2𝐼2 𝑙1 𝑙3

2 𝑙4
3�2𝑆 (𝛽1 − 4𝛽2 + 2𝑞1−2) + 2𝐼2 𝑙1

2 𝑙3 𝑙4
3�1𝑆 (𝛽1 − 4𝛽2 + 3𝑞1−2)

− 4𝐼2 𝑙1 𝑙3
2 𝑙4

3�2𝑆 (𝛽1) − 4𝐼4 𝑙1
2 𝑙2

3 𝑙3�1𝑆 (𝛽2) − 2𝐼2 𝑙1 𝑙3
2 𝑙4

3�2𝑆 (𝛽1 + 2𝑞1−2)
− 2𝐼4 𝑙1

2 𝑙2
3 𝑙3�1𝑆 (𝛽2 − 2𝑞1 + 2𝑞2) − 4𝑙1

2 𝑙2
3 𝑙3 𝑙𝑐4

2𝑚4�1𝑆 (2𝛽1 − 𝛽2 + 2𝑞1−2)
+ 2𝑙1

2 𝑙2
3 𝑙3 𝑙𝑐4

2𝑚4�1𝑆 (4𝛽1 − 𝛽2 + 2𝑞1−2) − 2𝐼4 𝑙1 𝑙2
3 𝑙3 𝑙4�1𝑆 (2𝛽1−2 + 3𝑞1−2)

− 2𝑙1 𝑙2
3 𝑙3

2 𝑙𝑐4

2𝑚4�2𝑆 (4𝛽1 − 𝛽2 + 3𝑞1−2) − 2𝐼2 𝑙1 𝑙2 𝑙3 𝑙4
3�1𝑆 (2𝛽1−2 + 3𝑞1−2)

+ 2𝐼2 𝑙1 𝑙2 𝑙3 𝑙4
3�1𝑆�̄15

+ 2𝑙1 𝑙2
3 𝑙3

2 𝑙𝑐4

2𝑚4�2𝑆 (2𝛽1 − 𝛽2 + 3𝑞1−2)

− 2𝐼4 𝑙1 𝑙2
3 𝑙3 𝑙4�1𝑆

(
4𝛽1�̄𝛽𝑞

)
+ 4𝐼2 𝑙1 𝑙2 𝑙3

2 𝑙4
2�2𝑆 (2𝛽1 − 𝛽2 + 𝑞1−2)

+ 4𝐼4 𝑙1 𝑙2
2 𝑙3

2 𝑙4�2𝑆�̄7

− 4𝐼4 𝑙1
2 𝑙2

2 𝑙3 𝑙4�1𝑆
(
𝛽1�̄𝛽𝑞

)
+ 4𝐼2 𝑙1 𝑙2 𝑙3 𝑙4

3�1𝑆 (𝑞1−2) + 4𝐼4 𝑙1 𝑙2
3 𝑙3 𝑙4�1𝑆 (𝑞1−2) − 4𝑙1

2 𝑙3 𝑙4
3 𝑙𝑐2

2𝑚2�1𝑆�̄10

− 2𝑙1
2 𝑙3 𝑙4

3 𝑙𝑐2

2𝑚2�1𝑆�̄8

− 2𝑙1 𝑙2
3 𝑙3

2 𝑙𝑐4

2𝑚4�2𝑆 (2𝛽1 + 𝛽2 + 𝑞1−2)
− 8𝐼2 𝑙1

2 𝑙2 𝑙3 𝑙4
2�1𝑆 (𝛽2) − 4𝐼4 𝑙1 𝑙2

2 𝑙3
2 𝑙4�2𝑆 (𝛽1)

− 4𝐼4 𝑙1 𝑙2
2 𝑙3

2 𝑙4�2𝑆 (𝛽1 + 2𝑞1−2) − 2𝑙1
2 𝑙2

3 𝑙3 𝑙𝑐4

2𝑚4�1𝑆 (2𝛽1 − 𝛽2)
+ 4𝐼2 𝑙1

2 𝑙2 𝑙3 𝑙4
2�1𝑆 (2𝛽1 + 𝛽2) + 4𝐼4 𝑙1 𝑙2

2 𝑙3
2 𝑙4�2𝑆 (𝛽1 + 2𝛽2)

+ 4𝑙1
2 𝑙3 𝑙4

3 𝑙𝑐2

2𝑚2�1𝑆 (𝛽1 + 𝑞1−2) + 2𝑙1
2 𝑙3 𝑙4

3 𝑙𝑐2

2𝑚2�1𝑆
(
�̄13

)
+ 2𝑙1 𝑙2

3 𝑙3
2 𝑙𝑐4

2𝑚4�2𝑆 (𝛽2 + 𝑞1−2) + 4𝑙1 𝑙2
3 𝑙3

2 𝑙𝑐4

2𝑚4�2𝑆 (𝛽2 − 𝑞1−2)
+ 4𝑙1 𝑙2

3 𝑙3
2 𝑙𝑐4

2𝑚4�2𝑆 (2𝛽1 − 𝛽2 + 𝑞1−2) + 4𝑙1 𝑙3
2 𝑙4

3 𝑙𝑐2

2𝑚2�2𝑆�̄7

− 2𝑙1
2 𝑙3 𝑙4

3 𝑙𝑐2

2𝑚2�1𝑆
(
𝛽1�̄𝛽𝑞

)
− 2𝑙1 𝑙3

2 𝑙4
3 𝑙𝑐2

2𝑚2�2𝑆 (𝛽1 − 4𝛽2 + 2𝑞1−2)

+ 2𝑙1
2 𝑙3 𝑙4

3 𝑙𝑐2

2𝑚2�1𝑆 (𝛽1 − 4𝛽2 + 3𝑞1−2) + 2𝐼2 𝑙1 𝑙2 𝑙3 𝑙4
3�1𝑆 (2𝛽1−2 + 𝑞1−2)

+ 2𝐼4 𝑙1 𝑙2
3 𝑙3 𝑙4�1𝑆 (2𝛽1−2 + 𝑞1−2) − 4𝐼2 𝑙1 𝑙2 𝑙3

2 𝑙4
2�2𝑆 (2𝛽1 + 𝛽2 + 𝑞1−2)

− 4𝐼4 𝑙1
2 𝑙2

2 𝑙3 𝑙4�1𝑆�̄8

− 4𝐼2 𝑙1
2 𝑙2 𝑙3 𝑙4

2�1𝑆 (2𝛽1 − 𝛽2)
− 4𝑙1 𝑙3

2 𝑙4
3 𝑙𝑐2

2𝑚2�2𝑆 (𝛽1) − 4𝑙1
2 𝑙2

3 𝑙3 𝑙𝑐4

2𝑚4�1𝑆 (𝛽2)
− 2𝑙1 𝑙3

2 𝑙4
3 𝑙𝑐2

2𝑚2�2𝑆 (𝛽1 + 2𝑞1−2) − 2𝑙1
2 𝑙2

3 𝑙3 𝑙𝑐4

2𝑚4�1𝑆 (𝛽2 − 2𝑞1 + 2𝑞2)
− 2𝐼2 𝑙1 𝑙2 𝑙3 𝑙4

3�1𝑆�̄11

+ 4𝐼2 𝑙1 𝑙2 𝑙3 𝑙4
3�1𝑆�̄12

+ 4𝐼4 𝑙1 𝑙2
3 𝑙3 𝑙4�1𝑆�̄11

− 2𝐼4 𝑙1 𝑙2
3 𝑙3 𝑙4�1𝑆�̄12

+ 4𝐼2 𝑙1 𝑙2 𝑙3
2 𝑙4

2�2𝑆 (𝛽2 + 𝑞1−2) + 4𝐼2 𝑙1 𝑙2 𝑙3
2 𝑙4

2�2𝑆 (𝛽2 − 𝑞1−2)
+ 8𝐼4 𝑙1

2 𝑙2
2 𝑙3 𝑙4�1𝑆 (𝛽1 + 𝑞1−2) + 2𝑙1 𝑙3

2 𝑙4
3 𝑙𝑐2

2𝑚2�2𝑆 (𝛽1 − 2𝛽2)
+ 2𝑙1 𝑙3

2 𝑙4
3 𝑙𝑐2

2𝑚2�2𝑆 (𝛽1 + 2𝛽2) + 2𝑙1
2 𝑙2

3 𝑙3 𝑙𝑐4

2𝑚4�1𝑆 (2𝛽1 + 𝛽2)
+ 2𝑙1

2 𝑙2
3 𝑙3 𝑙4 𝑙𝑐4

𝑚4�1𝑆 (2𝛽1 + 𝛽2) − 2𝑙1 𝑙2 𝑙3 𝑙4
3 𝑙𝑐2

2𝑚2�1𝑆 (2𝛽1−2 + 3𝑞1−2)
+ 𝑙1 𝑙22 𝑙3 𝑙4

3 𝑙𝑐2
𝑚2�1𝑆 (2𝛽1−2 + 3𝑞1−2) − 𝑙1 𝑙22 𝑙3 𝑙4

3 𝑙𝑐2
𝑚2�1𝑆�̄15

+ 2𝑙1 𝑙2 𝑙3 𝑙4
3 𝑙𝑐2

2𝑚2�1𝑆�̄15

+ 4𝑙1
2 𝑙2

3 𝑙3 𝑙4 𝑙𝑐4
𝑚4�1𝑆 (2𝛽1 − 𝛽2 + 2𝑞1−2)

− 𝑙1 𝑙22 𝑙3 𝑙4
3 𝑙𝑐2

𝑚2�1𝑆
(
4𝛽1�̄𝛽𝑞

)
− 2𝑙1

2 𝑙2
3 𝑙3 𝑙4 𝑙𝑐4

𝑚4�1𝑆 (4𝛽1 − 𝛽2 + 2𝑞1−2)

+ 𝑙1 𝑙22 𝑙3 𝑙4
3 𝑙𝑐2

𝑚2�1𝑆 (4𝛽1−2 + 3𝑞1−2) − 2𝑙1 𝑙2
3 𝑙3 𝑙4 𝑙𝑐4

2𝑚4�1𝑆 (2𝛽1−2 + 3𝑞1−2)
+ 𝑙1 𝑙23 𝑙3 𝑙4

2 𝑙𝑐4
𝑚4�1𝑆 (2𝛽1−2 + 3𝑞1−2) − 2𝑙1 𝑙2

3 𝑙3
2 𝑙4 𝑙𝑐4

𝑚4�2𝑆 (2𝛽1 − 𝛽2 + 3𝑞1−2)

− 2𝑙1 𝑙2
3 𝑙3 𝑙4 𝑙𝑐4

2𝑚4�1𝑆
(
4𝛽1�̄𝛽𝑞

)
+ 𝑙1 𝑙23 𝑙3 𝑙4

2 𝑙𝑐4
𝑚4�1𝑆�̄15

+ 𝑙1 𝑙23 𝑙3 𝑙4
2 𝑙𝑐4

𝑚4�1𝑆
(
4𝛽1�̄𝛽𝑞

)
+ 2𝑙1 𝑙2

3 𝑙3
2 𝑙4 𝑙𝑐4

𝑚4�2𝑆 (4𝛽1 − 𝛽2 + 3𝑞1−2)

+ 𝑙1 𝑙23 𝑙3 𝑙4
2 𝑙𝑐4

𝑚4�1𝑆 (4𝛽1−2 + 3𝑞1−2) − 2𝑙1 𝑙2
2 𝑙3

2 𝑙4
2 𝑙𝑐4

𝑚4�2𝑆 (𝛽1 − 4𝛽2 + 2𝑞1−2)
+ 4𝑙1 𝑙2

2 𝑙3
2 𝑙4 𝑙𝑐4

2𝑚4�2𝑆�̄7

+ 4𝑙1 𝑙2 𝑙3
2 𝑙4

2 𝑙𝑐2

2𝑚2�2𝑆 (2𝛽1 − 𝛽2 + 𝑞1−2)

+ 2𝑙1
2 𝑙2

2 𝑙3 𝑙4
2 𝑙𝑐4

𝑚4�1𝑆
(
𝛽1�̄𝛽𝑞

)
− 4𝑙1

2 𝑙2
2 𝑙3 𝑙4 𝑙𝑐4

2𝑚4�1𝑆
(
𝛽1�̄𝛽𝑞

)
+ 2𝑙1

2 𝑙2
2 𝑙3 𝑙4

2 𝑙𝑐4
𝑚4�1𝑆 (𝛽1 − 4𝛽2 + 3𝑞1−2) + 4𝑙1 𝑙2 𝑙3 𝑙4

3 𝑙𝑐2

2𝑚2�1𝑆 (𝑞1−2)
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− 3𝑙1 𝑙2
2 𝑙3 𝑙4

3 𝑙𝑐2
𝑚2�1𝑆 (𝑞1−2) + 4𝑙1 𝑙2

3 𝑙3 𝑙4 𝑙𝑐4

2𝑚4�1𝑆 (𝑞1−2)
− 3𝑙1 𝑙2

3 𝑙3 𝑙4
2 𝑙𝑐4

𝑚4�1𝑆 (𝑞1−2) − 8𝑙1
2 𝑙2 𝑙3 𝑙4

2 𝑙𝑐2

2𝑚2�1𝑆 (𝛽2)
− 4𝑙1 𝑙2

2 𝑙3
2 𝑙4 𝑙𝑐4

2𝑚4�2𝑆 (𝛽1) − 4𝑙1 𝑙2
2 𝑙3

2 𝑙4 𝑙𝑐4

2𝑚4�2𝑆 (𝛽1 + 2𝑞1−2)
+ 2𝑙1 𝑙2

2 𝑙3
2 𝑙4

2 𝑙𝑐4
𝑚4�2𝑆 (𝛽1 + 2𝑞1−2) − 2𝑙1 𝑙2

3 𝑙3
2 𝑙4 𝑙𝑐4

𝑚4�2𝑆 (2𝛽1 + 𝛽2 + 𝑞1−2)
− 2𝑙1

2 𝑙2
3 𝑙3 𝑙4 𝑙𝑐4

𝑚4�1𝑆 (2𝛽1 − 𝛽2) + 4𝑙1
2 𝑙2 𝑙3 𝑙4

2 𝑙𝑐2

2𝑚2�1𝑆 (2𝛽1 + 𝛽2)
+ 4𝑙1 𝑙2

2 𝑙3
2 𝑙4 𝑙𝑐4

2𝑚4�2𝑆 (𝛽1 + 2𝛽2) + 2𝑙1 𝑙2
2 𝑙3

2 𝑙4
2 𝑙𝑐4

𝑚4�2𝑆 (𝛽1 − 2𝛽2)
− 2𝑙1 𝑙2

2 𝑙3
2 𝑙4

2 𝑙𝑐4
𝑚4�2𝑆 (𝛽1 + 2𝛽2) + 2𝑙1 𝑙2

3 𝑙3
2 𝑙4 𝑙𝑐4

𝑚4�2𝑆 (𝛽2 + 𝑞1−2)
+ 2𝑙1 𝑙2 𝑙3 𝑙4

3 𝑙𝑐2

2𝑚2�1𝑆 (2𝛽1−2 + 𝑞1−2) − 3𝑙1 𝑙2
2 𝑙3 𝑙4

3 𝑙𝑐2
𝑚2�1𝑆 (2𝛽1−2 + 𝑞1−2)

+ 2𝑙1 𝑙2
3 𝑙3 𝑙4 𝑙𝑐4

2𝑚4�1𝑆 (2𝛽1−2 + 𝑞1−2) − 3𝑙1 𝑙2
3 𝑙3 𝑙4

2 𝑙𝑐4
𝑚4�1𝑆 (2𝛽1−2 + 𝑞1−2)

− 4𝑙1 𝑙2 𝑙3
2 𝑙4

2 𝑙𝑐2

2𝑚2�2𝑆 (2𝛽1 + 𝛽2 + 𝑞1−2) − 4𝑙1
2 𝑙2

2 𝑙3 𝑙4 𝑙𝑐4

2𝑚4�1𝑆�̄8

− 4𝑙1
2 𝑙2

2 𝑙3 𝑙4
2 𝑙𝑐4

𝑚4�1𝑆�̄10

+ 2𝑙1
2 𝑙2

2 𝑙3 𝑙4
2 𝑙𝑐4

𝑚4�1𝑆�̄8

− 4𝑙1
2 𝑙2 𝑙3 𝑙4

2 𝑙𝑐2

2𝑚2�1𝑆 (2𝛽1 − 𝛽2) − 4𝑙1
2 𝑙2

3 𝑙3 𝑙4 𝑙𝑐4
𝑚4�1𝑆 (𝛽2)

− 2𝑙1 𝑙2 𝑙3 𝑙4
3 𝑙𝑐2

2𝑚2�1𝑆�̄11

+ 3𝑙1 𝑙2
2 𝑙3 𝑙4

3 𝑙𝑐2
𝑚2�1𝑆�̄11

+ 4𝑙1 𝑙2 𝑙3 𝑙4
3 𝑙𝑐2

2𝑚2�1𝑆�̄12

− 3𝑙1 𝑙2
2 𝑙3 𝑙4

3 𝑙𝑐2
𝑚2�1𝑆�̄12

+ 4𝑙1 𝑙2
3 𝑙3 𝑙4 𝑙𝑐4

2𝑚4�1𝑆�̄11

− 3𝑙1 𝑙2
3 𝑙3 𝑙4

2 𝑙𝑐4
𝑚4�1𝑆�̄11

− 2𝑙1 𝑙2
3 𝑙3 𝑙4 𝑙𝑐4

2𝑚4�1𝑆�̄12

+ 3𝑙1 𝑙2
3 𝑙3 𝑙4

2 𝑙𝑐4
𝑚4�1𝑆�̄12

+ 2𝑙1
2 𝑙2

3 𝑙3 𝑙4 𝑙𝑐4
𝑚4�1𝑆 (𝛽2 − 2𝑞1 + 2𝑞2) + 4𝑙1 𝑙2 𝑙3

2 𝑙4
2 𝑙𝑐2

2𝑚2�2𝑆 (𝛽2 + 𝑞1−2)
+ 4𝑙1 𝑙2 𝑙3

2 𝑙4
2 𝑙𝑐2

2𝑚2�2𝑆 (𝛽2 − 𝑞1−2) + 8𝑙1
2 𝑙2

2 𝑙3 𝑙4 𝑙𝑐4

2𝑚4�1𝑆 (𝛽1 + 𝑞1−2)
− 4𝑙1

2 𝑙2
2 𝑙3 𝑙4

2 𝑙𝑐4
𝑚4�1𝑆 (𝛽1 + 𝑞1−2) + 2𝑙1

2 𝑙2
2 𝑙3 𝑙4

2 𝑙𝑐4
𝑚4�1𝑆

(
�̄13

)
,

−𝑐3𝑐22 =6𝐼4 𝑙2
3 𝑙3

3�2𝑆 (𝛽2) − 2𝐼4 𝑙2
3 𝑙3

3�2𝑆 (2𝛽1 + 𝛽2 + 2𝑞1−2)
− 6𝐼2 𝑙3

3 𝑙4
3�2𝑆 (𝛽1 + 𝑞1−2) + 6𝐼4 𝑙2

3 𝑙3
3�2𝑆 (2𝛽1 − 𝛽2 + 2𝑞1−2)

− 2𝐼4 𝑙2
3 𝑙3

3�2𝑆 (4𝛽1 − 𝛽2 + 4𝑞1−2) + 6𝐼2 𝑙3
3 𝑙4

3�2𝑆�̄10

+ 2𝐼2 𝑙3
3 𝑙4

3�2𝑆 (𝛽1 + 2𝛽2 + 𝑞1−2) − 2𝐼2 𝑙3
3 𝑙4

3�2𝑆 (𝛽1 − 4𝛽2 + 𝑞1−2)
+ 4𝐼2 𝑙2 𝑙3

3 𝑙4
2�2𝑆 (2𝛽1 − 𝛽2 + 2𝑞1−2) + 2𝐼2 𝑙2 𝑙3

2 𝑙4
3�2𝑆�̄14

− 2𝐼4 𝑙2
3 𝑙3

2 𝑙4�2𝑆 (4𝛽1 − 2𝛽2 + 4𝑞1−2) − 6𝑙3
3 𝑙4

3 𝑙𝑐2

2𝑚2�2𝑆 (𝛽1 + 𝑞1−2)
− 2𝑙2

3 𝑙3
3 𝑙𝑐4

2𝑚4�2𝑆 (2𝛽1 + 𝛽2 + 2𝑞1−2) + 4𝐼2 𝑙2 𝑙3
2 𝑙4

3�2𝑆 (2𝛽2)
− 2𝐼4 𝑙2

3 𝑙3
2 𝑙4�2𝑆 (2𝛽2) − 2𝐼2 𝑙2 𝑙3

2 𝑙4
3�2𝑆 (2𝛽1 + 2𝑞1−2)

+ 4𝐼4 𝑙2
3 𝑙3

2 𝑙4�2𝑆 (2𝛽1 + 2𝑞1−2) + 4𝐼4 𝑙2
2 𝑙3

3 𝑙4�2𝑆�̄10

+ 4𝐼4 𝑙2
2 𝑙3

3 𝑙4�2𝑆 (𝛽1 + 2𝛽2 + 𝑞1−2) + 6𝑙2
3 𝑙3

3 𝑙𝑐4

2𝑚4�2𝑆 (𝛽2)
− 8𝐼4 𝑙2

2 𝑙3
3 𝑙4�2𝑆 (𝛽1 + 𝑞1−2) + 6𝑙2

3 𝑙3
3 𝑙𝑐4

2𝑚4�2𝑆 (2𝛽1 − 𝛽2 + 2𝑞1−2)
− 2𝑙2

3 𝑙3
3 𝑙𝑐4

2𝑚4�2𝑆 (4𝛽1 − 𝛽2 + 4𝑞1−2) − 4𝐼2 𝑙2 𝑙3
3 𝑙4

2�2𝑆 (2𝛽1 + 𝛽2 + 2𝑞1−2)
+ 6𝑙3

3 𝑙4
3 𝑙𝑐2

2𝑚2�2𝑆�̄10

+ 2𝑙3
3 𝑙4

3 𝑙𝑐2

2𝑚2�2𝑆 (𝛽1 + 2𝛽2 + 𝑞1−2)
− 2𝑙3

3 𝑙4
3 𝑙𝑐2

2𝑚2�2𝑆 (𝛽1 − 4𝛽2 + 𝑞1−2) + 8𝐼2 𝑙2 𝑙3
3 𝑙4

2�2𝑆 (𝛽2)
+ 4𝑙2 𝑙3

3 𝑙4
2 𝑙𝑐2

2𝑚2�2𝑆 (2𝛽1 − 𝛽2 + 2𝑞1−2) + 2𝑙2 𝑙3
2 𝑙4

3 𝑙𝑐2

2𝑚2�2𝑆�̄14

+ 2𝑙2
3 𝑙3

2 𝑙4
2 𝑙𝑐4

𝑚4�2𝑆�̄14

− 2𝑙2
3 𝑙3

2 𝑙4 𝑙𝑐4

2𝑚4�2𝑆 (4𝛽1 − 2𝛽2 + 4𝑞1−2)
+ 2𝑙2

3 𝑙3
2 𝑙4

2 𝑙𝑐4
𝑚4�2𝑆 (4𝛽1 − 2𝛽2 + 4𝑞1−2) + 4𝑙2 𝑙3

2 𝑙4
3 𝑙𝑐2

2𝑚2�2𝑆 (2𝛽2)
− 2𝑙2

3 𝑙3
2 𝑙4 𝑙𝑐4

2𝑚4�2𝑆 (2𝛽2) + 6𝑙2
3 𝑙3

2 𝑙4
2 𝑙𝑐4

𝑚4�2𝑆 (2𝛽2)
− 2𝑙2 𝑙3

2 𝑙4
3 𝑙𝑐2

2𝑚2�2𝑆 (2𝛽1 + 2𝑞1−2) + 4𝑙2
3 𝑙3

2 𝑙4 𝑙𝑐4

2𝑚4�2𝑆 (2𝛽1 + 2𝑞1−2)
− 6𝑙2

3 𝑙3
2 𝑙4

2 𝑙𝑐4
𝑚4�2𝑆 (2𝛽1 + 2𝑞1−2) − 2𝑙2

3 𝑙3
3 𝑙4 𝑙𝑐4

𝑚4�2𝑆 (2𝛽1 + 𝛽2 + 2𝑞1−2)
+ 4𝑙2

2 𝑙3
3 𝑙4 𝑙𝑐4

2𝑚4�2𝑆�̄10

+ 4𝑙2
2 𝑙3

3 𝑙4 𝑙𝑐4

2𝑚4�2𝑆 (𝛽1 + 2𝛽2 + 𝑞1−2)
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+ 2𝑙2
2 𝑙3

3 𝑙4
2 𝑙𝑐4

𝑚4�2𝑆�̄10

− 2𝑙2
2 𝑙3

3 𝑙4
2 𝑙𝑐4

𝑚4�2𝑆 (𝛽1 + 2𝛽2 + 𝑞1−2)
− 2𝑙2

2 𝑙3
3 𝑙4

2 𝑙𝑐4
𝑚4�2𝑆 (𝛽1 − 4𝛽2 + 𝑞1−2) + 2𝑙2

3 𝑙3
3 𝑙4 𝑙𝑐4

𝑚4�2𝑆 (𝛽2)
− 8𝑙2

2 𝑙3
3 𝑙4 𝑙𝑐4

2𝑚4�2𝑆 (𝛽1 + 𝑞1−2) + 2𝑙2
2 𝑙3

3 𝑙4
2 𝑙𝑐4

𝑚4�2𝑆 (𝛽1 + 𝑞1−2)
− 2𝑙2

3 𝑙3
3 𝑙4 𝑙𝑐4

𝑚4�2𝑆 (2𝛽1 − 𝛽2 + 2𝑞1−2) + 2𝑙2
3 𝑙3

3 𝑙4 𝑙𝑐4
𝑚4�2𝑆 (4𝛽1 − 𝛽2 + 4𝑞1−2)

− 4𝑙2 𝑙3
3 𝑙4

2 𝑙𝑐2

2𝑚2�2𝑆 (2𝛽1 + 𝛽2 + 2𝑞1−2) + 8𝑙2 𝑙3
3 𝑙4

2 𝑙𝑐2

2𝑚2�2𝑆 (𝛽2) .

Además, se utilizan las siguientes variables auxiliares para simplificar las

ecuaciones:

𝑞1−2 = 𝑞1 − 𝑞2 ,

𝛽1−2 = 𝛽1 − 𝛽2 ,

�̄𝛽𝑞 = −2𝛽2 + 3𝑞1−2 ,

𝑐1 = −
(
𝑙2

3 𝑙4
3
(
𝐶 (4𝛽1−2 + 4𝑞1−2) − 4𝐶

(
�̄1

)
+ 3

) )
,

𝑐2 =

(
𝑙2

3 𝑙4
3
(
𝐶 (4𝛽1−2 + 4𝑞1−2) − 4𝐶

(
�̄1

)
+ 3

) )
,

𝑐3 =

(
𝑙2

3 𝑙4
3 (𝐶 (4𝛽1 − 4𝛽2 + 4𝑞1−2) − 4𝐶 (2𝛽1 − 2𝛽2 + 2𝑞1−2) + 3)

)
,

𝑡𝑎 = −
(
𝑙2

2 𝑙4
2
(
cos

(
�̄1

)
− 1

) )
,

𝑡𝑏 = −
(
2𝑙2

2 𝑙4
2
(
cos

(
�̄1

)
− 1

) )
,

𝑡𝑐 = −
(
𝑙2

2 𝑙4
2
(
𝐶

(
�̄1

)
− 1

) )
,

�̄1 = 2𝛽1−2 + 2𝑞1−2 ,

�̄2 = 2𝑏1 − 𝑏2 + 𝑞1−2 ,

�̄3 = 4𝛽1 − 𝛽2 + 𝑞1−2 ,

�̄4 = 2𝛽1 − 4𝛽2 + 4𝑞1 − 4𝑞2 ,

�̄5 = 𝛽1 + 2𝛽2 − 2𝑞1 + 2𝑞2 ,

�̄6 = 2𝛽1 + 𝛽2 − 𝑞1−2 ,

�̄7 = 𝛽1 − 2𝛽2 + 2𝑞1−2 ,

�̄8 = 𝛽1 + 2𝛽2 − 𝑞1−2 ,

�̄9 = 4𝛽1 − 𝛽2 + 2𝑞1−2 ,

�̄10 = 𝛽1 − 2𝛽2 + 𝑞1−2 ,

�̄11 = 2𝛽1 + 𝑞1−2 ,

�̄12 = 2𝛽2 − 𝑞1−2 ,

�̄13 = 𝛽1 − 𝑞1−2 ,

�̄14 = 2𝛽1 − 4𝛽2 + 2𝑞1−2 ,

�̄15 = 2𝛽1 − 4𝛽2 + 3𝑞1−2

Udwadia-Kalaba

Finalmente, para el caso de las ecuaciones de Udwadia-Kalaba, falta definir el

vector de las ecuaciones de restricción , i.e, de 𝐷(𝝆) ¥𝝆 = 𝒃, dicho vector está dado

por está dado

𝒃 = [𝑏1 𝑏2]𝑇 (B.9)

y los elementos de 𝒃 son

𝑏(1) = ¤𝑞1

(
¤𝑞1 (𝑙2 cos (𝛽1 + 𝑞1) + 𝑙1 cos (𝑞1)) + ¤𝛽1 𝑙2 cos (𝛽1 + 𝑞1)

)
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− ¤𝑞2

(
¤𝑞2 (𝑙4 cos (𝛽2 + 𝑞2) + 𝑙3 cos (𝑞2)) + ¤𝛽2 𝑙4 cos (𝛽2 + 𝑞2)

)
+ ¤𝛽1

( ¤𝛽1 𝑙2 cos (𝛽1 + 𝑞1) + 𝑙2 ¤𝑞1 cos (𝛽1 + 𝑞1)
)

− ¤𝛽2

( ¤𝛽2 𝑙4 cos (𝛽2 + 𝑞2) + 𝑙4 ¤𝑞2 cos (𝛽2 + 𝑞2)
)

𝑏(2) = ¤𝑞1

(
¤𝑞1 (𝑙2 sin (𝛽1 + 𝑞1) + 𝑙1 sin (𝑞1)) + ¤𝛽1 𝑙2 sin (𝛽1 + 𝑞1)

)
− ¤𝑞2

(
¤𝑞2 (𝑙4 sin (𝛽2 + 𝑞2) + 𝑙3 sin (𝑞2)) + ¤𝛽2 𝑙4 sin (𝛽2 + 𝑞2)

)
+ ¤𝛽1

( ¤𝛽1 𝑙2 sin (𝛽1 + 𝑞1) + 𝑙2 ¤𝑞1 sin (𝛽1 + 𝑞1)
)

− ¤𝛽2

( ¤𝛽2 𝑙4 sin (𝛽2 + 𝑞2) + 𝑙4 ¤𝑞2 sin (𝛽2 + 𝑞2)
)
.

B.2. Robot móvil diferencial

Euler-Lagrange + proyección

La matriz de inercias mínima del sistema está dada por:

𝑀𝑟 (𝝆) =
[
𝑚𝑟11

𝑚𝑟12

𝑚𝑟12
𝑚𝑟22

]
(B.10)

y sus elementos están dados por

𝑚𝑟11
=

4𝐼𝑤𝑦 𝑙𝑏
2 + 𝐼𝑏𝑧 𝑟2 + 2𝐼𝑤𝑥 𝑟

2 + 4𝑙𝑏
2𝑚𝑤𝑟

2 + 𝑙𝑏2𝑚𝑏𝑟
2

4𝑙𝑏
2

,

𝑚𝑟12
= −

𝑟2

(
−𝑚𝑏 𝑙𝑏2 + 𝐼𝑏𝑧 + 2𝐼𝑤𝑥

)
4𝑙𝑏

2

,

𝑚𝑟22
=

4𝐼𝑤𝑦 𝑙𝑏
2 + 𝐼𝑏𝑧 𝑟2 + 2𝐼𝑤𝑥 𝑟

2 + 4𝑙𝑏
2𝑚𝑤𝑟

2 + 𝑙𝑏2𝑚𝑏𝑟
2

4𝑙𝑏
2

.

Poincaré-Chetaev-Rumyantsev modificado

Las matrices faltantes de la aplicación de estas ecuaciones en el robot móvil

diferencial son:

𝑆 =


1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 − sin (�) cos (�) 0

𝑟 0 − cos (�) − sin (�) 𝑙𝑏
0 𝑟 − cos (�) − sin (�) −𝑙𝑏


(B.11)

y su inversa es

𝑇 =



1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

𝑟 cos(�)
2

𝑟 cos(�)
2

− sin (�) − cos(�)
2

− cos(�)
2

𝑟 sin(�)
2

𝑟 sin(�)
2

cos (�) − sin(�)
2

− sin(�)
2

− 𝑟
2𝑙𝑏

𝑟
2𝑙𝑏

0
1

2𝑙𝑏
− 1

2𝑙𝑏


. (B.12)
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𝑊 =



0 0

0 0

𝑟 sin(�)( ¤𝜙𝑙 cos(�)− ¤� sin(�))
2

𝑟 sin(�)( ¤𝜙𝑙 cos(�)− ¤� sin(�))
2

𝑟 cos(�)( ¤𝜙𝑙 cos(�)− ¤� sin(�))
2

𝑟 cos(�)( ¤𝜙𝑙 cos(�)− ¤� sin(�))
2

𝑟 cos(�)( ¤𝜙𝑙 cos(�)− ¤� sin(�))
2

𝑟 cos(�)( ¤𝜙𝑙 cos(�)− ¤� sin(�))
2


. (B.13)

La matriz de inercias mínima del sistema está dada por:

𝑀�(𝝆) =
[
𝑚�11

𝑚�12

𝑚�12
𝑚�22

]
(B.14)

y sus elementos están dados por

𝑚�11
=

4𝐼𝑤𝑦 𝑙𝑏
2 + 𝐼𝑏𝑧 𝑟2 + 2𝐼𝑤𝑥 𝑟

2 + 4𝑙𝑏
2𝑚𝑤𝑟

2 + 𝑙𝑏2𝑚𝑏𝑟
2

4𝑙𝑏
2

,

𝑚�12
= −

𝑟2

(
−𝑚𝑏 𝑙𝑏2 + 𝐼𝑏𝑧 + 2𝐼𝑤𝑥

)
4𝑙𝑏

2

,

𝑚�22
=

4𝐼𝑤𝑦 𝑙𝑏
2 + 𝐼𝑏𝑧 𝑟2 + 2𝐼𝑤𝑥 𝑟

2 + 4𝑙𝑏
2𝑚𝑤𝑟

2 + 𝑙𝑏2𝑚𝑏𝑟
2

4𝑙𝑏
2

.

Ecuaciones de Udwadia-Kalaba

Para el caso de las ecuaciones de Udwadia-Kalaba falta definir el vector de las

ecuaciones de restricción , i.e, de 𝐷(𝝆) ¥𝝆 = 𝒃 de las restricciones (6.27), dicho

vector está dado por está dado

𝒃 =


− ¤� ( ¤𝑥cos(�) + ¤𝑦sen(�))
¤� ( ¤𝑦cos(�) − ¤𝑥sen(�))
¤� ( ¤𝑦cos(�) − ¤𝑥sen(�))

 (B.15)
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