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Diseño de Esquemas de Control Robusto para Ciertas Clases de
Sistemas Subactuados

Luis Ricardo Ovalle Gamboa

Resumen

En este trabajo de tesis se presenta el diseño de controladores por modos
deslizantes continuos para la estabilización de algunas clases de sistemas subactuados.
La metodología propuesta aprovecha las propiedades mecánicas de tres diferentes clases
de sistemas subactuados, en lugar del uso de transformaciones no lineales. Para el
diseño de los controladores se presenta una serie de variables de deslizamiento con
grado relativo uno y dos. Las diferencias teóricas entre los esquemas resultantes se
discuten y algunos resultados en simulación muestran algunas diferencias en cuestiones
de aplicación. La aplicación de los resultados en el contexto de realimentación de salida
se discute mediante la aplicación experimental a una de las clases presentadas.

Abstract

This thesis work deals with the design of continuous sliding-mode controllers
for the stabilization of some classes of underactuated systems. The proposed method
takes advantage of the mechanical properties of three different classes of underactuated
systems instead of using nonlinear transformations. In order to design the controllers,
some sliding variables with relative degree one and two are introduced. The theoretical
differences between these approaches are discussed and some simulation results show
their practical differences. Experimental results are presented to validate the proposed
control strategy in the context of output-feedback control.



Contenido

1 Introducción 1
1.1 Planteamiento del Problema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.2 Contribución Principal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.3 Producción Científica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.4 Organización del Documento . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

PRELIMINARES 8

2 Clasificación de Sistemas Subactuados 9
2.1 Clasificación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

3 Diseño de Controladores Robustos 12
3.1 Conceptos Preliminares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
3.2 Diseño de SMCs Continuos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

Diseño de SMCs Continuos para Sistemas con Grado Relativo Uno . . . 13
Diseño de SMCs Continuos para Sistemas con Grado Relativo Dos . . . 14
Discusión . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

3.3 Diseño de Controladores Robustos para Sistemas Mecánicos . . . . . . . 17

RESULTADOS PRINCIPALES 19

4 Control de Sistemas Clase I 20
4.1 Diseño de los Controladores . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

Caso a), Grado Relativo Uno. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
Caso b), Grado Relativo Uno. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
Caso a), Grado Relativo Dos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
Caso b), Grado Relativo Dos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

4.2 Discusión . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
4.3 Resultados de Simulación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

5 Control de Sistemas Clase II 27
5.1 Diseño del Controlador . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
5.2 Resultados de Simulación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

6 Control de Sistemas Clase III 33
6.1 Diseño del Controlador . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
6.2 Discusión . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
6.3 Resultados de Simulación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

Sistema Carro-Péndulo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
Sistema de Grúa de 4 GDL . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40



7 Diseño de Controladores por Realimentación de Salida 44
7.1 Controlador por Realimentación de Salida basado en HOSMO . . . . . . 44

Diseño del Controlador . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
7.2 Controlador por Realimentación de Salida basado en HO . . . . . . . . . 46

Diseño del Controlador . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
7.3 Discusión . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
7.4 Resultados Experimentales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

Sistema Carro-Péndulo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
Sistema de Grúa de 4 GDL . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

CONCLUSIONES 56

8 Conclusiones 57
8.1 Trabajo Futuro . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

APÉNDICE 58

A Prueba de los Resultados del Capítulo 4 59
A.1 Prueba del Teorema 4.1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
A.2 Prueba del Teorema 4.2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
A.3 Prueba del Teorema 4.3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
A.4 Prueba del Teorema 4.4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

B Prueba de los Resultados del Capítulo 5 61
B.1 Prueba del Lema 5.1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
B.2 Prueba del Teorema 5.1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

C Prueba de los Resultados del Capítulo 6 63
C.1 Prueba del Lema 6.1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
C.2 Prueba del Teorema 6.1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

Bibliografía 68



Introducción 1
Un sistema subactuado se define comúnmente como un meca-
nismo que tiene menos actuadores que grados de libertad. Sin
embargo, dicha definición no es aplicable en todos los contextos.
Considere un robot móvil diferencial dotado de dos actuadores,
se sabe que el mecanismo es capaz de alcanzar cualquier configu-
ración en el plano (posición y orientación), por lo que el sistema
tiene tres grados de libertad. Sin embargo, en la tarea de segui-
miento de trayectorias, debido a las restricciones no holónomas
del sistema, no se puede tener una velocidad instantánea arbi-
traria en las variables de posición, sino que las tareas se definen
mediante una velocidad lineal y una velocidad angular; i.e. tiene
dos grados de libertad, por lo que el concepto de subactuación
puede no depender solamente de la forma del sistema, sino de
la tarea. Así, la definición debe ser modificada para considerar
la tarea resultando en que “un sistema subactuado tiene menos
variables de actuación que grados de libertad a controlar” [1].

Desde un punto de vista matemático, la definición brindada por
[1] resulta un tanto inconveniente, al no brindar una descripción
precisa de la estructura del sistema; por lo que se introducirá el
concepto de subactuación de la siguiente manera [2]:

Considere un sistema de la forma

Üx = F(x, Ûx) +G(x)u,

donde x ∈ Rn representa las variables de configuración del
sistema y u ∈ Rm son las entradas al sistema. El sistema se

considera subactuado si y sólo si rank
(
G(x)

)
< dim(x) para toda

x ∈ Rn.1 1: En [2] se menciona que las defi-
niciones adoptadas [2] y [1] están
directamente relacionadas.La propiedad de subactuación tiene un gran número de orígenes,

por ejemplo: fenómenos inherentes a la dinámica del sistema (e.g.
en un vehículo acuático), fallas en los actuadores, optimización
de masas y costos de producción (e.g. en robots móviles de dos
ruedas) o para obtener sistemas que permitan estudiar tareas
de control más complejas, por nombrar algunas causas. Por lo
tanto, la importancia del diseño de esquemas de control para
este tipo de sistemas yace en la cantidad de sistemas que poseen
la propiedad de subactuación y las aplicaciones prácticas de los
mismos.
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Figura 1.1: Ejemplos de sistemas
subactuados.

La Figura 1.1 muestra algunos ejemplos de sistemas subactuados
con distintas naturaleza de la propiedad de subactuación.

La definición adoptada de un sistema subactuado saca a relucir
un hecho muy importante al momento de hablar de este tipo
de sistemas: estos no pueden ejercer aceleraciones en un sen-
tido arbitrario del espacio de configuración; este hecho, a su
vez, implica la existencia de una restricción no holónoma en el
comportamiento del sistema.

Debido a la existencia de restricciones en el sistema, la tarea del
diseño de controladores robustos para un sistema subactuado
es muy desafiante. La mayoría de las técnicas de diseño para
controladores no lineales no son directamente aplicables debido
a las restricciones que dichas técnicas imponen sobre la forma
que debe de tener la representación en el espacio de estados del
sistema. Para el diseño de leyes de control no lineales, general-
mente se requiere que el sistema sea de una sola entrada y una
sola salida (SISO), o que el sistema tenga una forma cuadrada, i.e.
que el sistema tenga el mismo número de entradas y salidas.

Note que, debido a las cuantiosas diferencias que presentan los
sistemas subactuados, es común que el diseño de controladores
se realice caso por caso [3].

Debido a estas complicaciones, el concepto de formas norma-
les juega un papel de gran importancia en el diseño de leyes
de control para sistemas subactuados. La idea principal de las
formas normales es que, después de aplicar una transformación
no lineal del vector de estados, la dinámica del sistema tome
una forma más manejable [4]. Entonces, una manera natural de
clasificar a los sistemas subactuados es basándose en la estructu-
ra de su forma normal [3]. Por ejemplo, en la literatura existen
reportes de estabilización de sistemas en una forma de realimen-
tación estricta (véase, e.g. [5] y [6]) o sistemas en cascada (e.g.
[7] y [8]). Desde el punto de vista de la teoría de control, tiene
sentido utilizar el concepto de formas normales para el diseño
de leyes de control, ya que este método clasifica a los sistemas
subactuados en grupos donde la estructura de las dinámicas de
los sistemas tienen características similares, permitiendo diseñar
controladores para clases completas de sistemas subactuados
[3].

Sin embargo, la clasificación de sistemas subactuados de esta
manera puede no tomar en cuanta sus propiedades mecánicas,
e.g. los mecanismos conocidos como pendubot y acrobot. Ambos
representan la misma estructura básica, es decir, un robot mani-
pulador de 2 GDL con una de sus articulaciones libre de girar sin
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un actuador. Aún así, el sistema acrobot tiene una forma normal
llamada forma de realimentación estricta en cascada, mientras
que la del pendubot tiene una forma no triangular en cascada y
cuadrática [3]. La diferencia en las formas normales implica que
un controlador diseñado para el pendubot no es aplicable para
el acrobot y viceversa. Por lo tanto, se puede concluir que hay
una pérdida de información significativa sobre la dinámica del
sistema si ésta no se toma en cuenta al momento de diseñar la ley
de control. Aunado a lo anterior, el uso de difeomorfismos para
encontrar la forma normal de un sistema subactuado implica la
propuesta de una señal de salida para cada sistema, por lo que
es posible argumentar que el diseño sigue haciéndose, en algún
sentido, para un sistema subactuado en particular. Además, el
uso de la metodología de linealización por retroalimentación de
estados se propuso en [4] para eliminar el efecto de la señal de
control sobre algunas de las ecuaciones de la dinámica del sis-
tema [9], lo que implica que algunas señales de posición deben
tener un grado relativo2 2: Se define como grado relativo de

una señal, a, con respecto de otra,
b, como el número de veces que se
debe derivar a para que aparezca ex-
plícitamente b. De no especificarse
lo contrario, se hablará del grado re-
lativo de la salida del sistema con
respecto a la entrada.

alto con respecto a la perturbación.

Es bien sabido que el concepto de grado relativo juega un papel
de vital importancia en el diseño de controladores por modos
deslizantes (SMC) [10]. Generalmente, el grado relativo del sis-
tema dicta el orden del modo deslizante, e.g. para un sistema
con grado relativo tres, se requiere alcanzar un modo deslizante
de tercer orden [11]. Además, si el orden del modo deslizante se
incrementa, es posible cumplir con la tarea de control por medio
de una ley de control continua3 3: Un sistema de grado relativo n se

puede controlar por medio de una
señal de control continua al alcanzar
un modo deslizante de orden n + 1.

, e.g. el algoritmo Super-Twisting
[12], un SMC continuo, es capaz de controlar sistemas con gra-
do relativo uno al alcanzar un modo deslizante de segundo
orden.

La mayor desventaja del aumento de orden del modo deslizan-
te es que los términos continuos podrían excitar dinámicas no
modeladas, generando otra fuente de chattering.4 4: En la literatura de modos desli-

zantes, se conoce como chattering a
oscilaciones de alta frecuencia de-
bidas a imperfecciones en la imple-
mentación de los controladores. Pa-
ra una mayor discusión sobre el te-
ma véase, por ejemplo, [13].

En teoría, la
aplicación de SMCs continuos debería aliviar el problema de
chattering ya que la señal de control es una función del tiempo
Lipschitz continua [11]. Sin embargo, las ventajas de los contro-
ladores continuos se ven comprometidas cuando la dinámica
del actuador es lenta [14]. Además, el precio a pagar por la
continuidad del controlador es la modificación de las clases de
perturbaciones que dichos controladores pueden manejar5 5: Mientras que un algoritmo por

modos deslizantes de primer or-
den es insensible ante perturbacio-
nes acotadas, el controlador Super-
Twisting es capaz de manejar pertur-
baciones Lipschitz continuas [15].

.

Para sistemas mecánicos completamente actuados, cuya dinámi-
ca se modela como conjuntos de ecuaciones diferenciales ordi-
narias de segundo orden, la definición de una función de salida
con grado relativo dos es común. Sin embargo, debido a que la
propiedad de subactuación puede tener naturalezas distintas
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[16], es de esperarse que las dinámicas de distintos sistemas
subactuados posean estructuras diferentes. Lo anterior significa
que para diseñar controladores que sean válidos para una clase
de sistemas subactuados, es necesario el uso de una variable de
deslizamiento. Esto, a su vez, significa que la convergencia en
tiempo finito podría no ser alcanzable, dependiendo del diseño
de dicha variable.

El diseño de controladores robustos para sistemas subactuados
es un un área de investigación bastante activa. En [17], una
extensión robusta de un controlador basado en pasividad por
interconexión y asignación de amortiguamiento es propuesta
para manejar perturbaciones acotadas. En [18], un controlador
backstteping a bloques se emplea para la estabilización del siste-
ma carro-péndulo. Además, en [19] se propone un controlador
robusto para un vehículo acuático basándose en un método de
función de Lyapunov constructiva. El diseño de SMCs es muy co-
mún para la estabilización robusta de sistemas subactuados. Por
ejemplo, un SMC adaptable para el problema de control robusto
de formaciones de nano satélites se presenta en [20]. En [21] se
muestra el diseño de un controlador basado en teoría de modos
deslizantes y un observador de perturbaciones lineal para un
sistema de suspensión activa. En [22] se lleva a cabo un estudio
comparativo de técnicas por modos deslizantes para el control
de un sistema bola-barra. En [8], un SMC de primer orden se
diseña para sistemas cuya forma normal tiene una estructura en
cascada. En [23], se presentan SMCs acoplados para el sistema
carro-péndulo; en dicho trabajo, no se realiza la transformación
del sistema a la forma normal. En [24], se presenta un controla-
dor por realimentación de salida robusto para sistemas con una
forma normal con estructura de realimentación estricta basado
en un observador de alta ganancia junto con un SMC de primer
orden. En [25], se diseña un controlador por realimentación de
salida para un vehículo acuático basándose en una función de
rendimiento predefinido concluyendo un acotamiento semiglo-
bal de las trayectorias del sistema en lazo cerrado. En [26], se
presenta un controlador adaptable L1 por realimentación de sa-
lida para la estabilización de un sistema subactuado linealizado,
consiguiendo un acotamiento semiglobal de las trayectorias del
sistema. En [27] se muestra la aplicación de un SMC integral jun-
to con un descriptor Takagi-Sugeno estocástico para el sistema
carro-péndulo. En [28] se presentan un controlador Twisting y un
controlador Super-Twisting para el sistema de grúa de 5 GDL. En
[29], se diseña un controlador de dos relevadores para resolver
el problema de seguimiento en un péndulo de rueda inercial.

Basado en la revisión literatura mostrada, es posible concluir que
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una gran atención se vuelca al control de sistemas en específico.
Por otro lado, cuando los diseños son válidos para clases comple-
tas de sistemas, estos están basados en las formas normales de
los prototipos, lo que implica un proceso de diseño complejo.

1.1. Planteamiento del Problema

Considere un sistema subactuado de n + m GDL, tal que los
primeros n grados de libertad sean subactuados y los últimos m
están dotados de un actuador, i.e.

M(q) Üq +C(q, Ûq) Ûq + gr (q) = B(τ + dx), (1.1)

con q ∈ Rn+m, M(q), C(q, Ûq) ∈ R(n+m)×(n+m), gr (q) ∈ Rn+m, B =
[0n×m, Im]T ∈ R(n+m)×m, 0n×m ∈ Rn×m es una matriz de ceros,
Im ∈ Rm es la matriz identidad de dimensión m×m6 6: La matriz M(q) representa los

efectos de masas e inercias en el sis-
tema, el vector C(q, Ûq) Ûq representa
las fuerzas de Coriolis y centrifugas,
gr (q) representa las fuerzas debido
a la energía potencial del sistema y
la matriz B indica la distribución de
las fuerzas de control a través del
sistema.

y τ, dx ∈ Rm

Representan la señal de control y una perturbación externa,
respectivamente. El sistema (1.1) puede particionarse como[

Muu Mua

MT
ua Maa

] [
Ûqv
Ûqb

]
+

[
Cuu Cua

Cau Caa

] [
qv
qb

]
+

[
gru

gra

]
=

[
0

τ + dx

]
, (1.2)

donde qu = [q1, . . . , qn]T ∈ Rn representa las variables de posi-
ción de la sección subactuada del sistema, qa = [qn+1, . . . , qn+m]T

∈ Rm indica las variables de posición de la parte actuada, qv = Ûqu
es la velocidad de la parte subactuada y qb = Ûqa es la velocidad
de la sección actuada.

El problema es entonces la caracterización de algunas clases
de sistemas cuya estructura permita el diseño de variables de
salida pertinentes y el diseño de controladores que logren la
estabilización del origen de (1.2), incluso en la presencia de la
señal perturbadora dx .

1.2. Contribución Principal

Motivado por los problemas descritos en el proceso de diseño
clásico para sistemas subactuados, este documento detalla el
diseño de controladores robustos para la estabilización del ori-
gen de tres distintas clases de sistemas subactuados sin utilizar
transformaciones no lineales. Debido a esto, los esquemas de
control son sistemáticos y directamente aplicables a las clases a
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proponer. Además, se proponen variables de deslizamiento con
grados relativo uno y dos; las diferencias teóricas son analiza-
das y algunos aspectos referentes a su aplicación son discutidos
por medio de simulaciones. Se presentan diseños de realimen-
tación de salida y su aplicación es estudiada mediante pruebas
experimentales.
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1.4. Organización del Documento

Parte I: El capítulo 2 tiene como objetivo la presentación de la
clasificación propuesta. El capítulo 3 detalla algunos aspectos
básicos del diseño de SMCs y su aplicación a sistemas mecáni-
cos.

Parte II: El capítulo 4 detalla la aplicación de la técnica a los
sistemas Clase I, el capítulo 5 detalla la aplicación a sistemas
Clase II, el capítulo 6 detalla la aplicación a sistemas Clase III y
el capítulo 7 detalla, en base a sistemas Clase III, la aplicación de
la metodología propuesta en un esquema de realimentación de
salida.

Parte III: El capítulo 8 muestra las conclusiones finales del docu-
mento.
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Clasificación de Sistemas
Subactuados 2
Este capítulo tiene como finalidad la presentación de algunas
clases de sistemas subactuados. La propuesta de las clases tiene
como base la estructura del modelo (1.2), i.e. no se consideran
transformaciones no lineales. Este hecho tiene como consecuen-
cia que el diseño de controladores basados en las clases propues-
tas será sistemático para los sistemas que caigan dentro de las
mismas.

Como se mencionó anteriormente, la clasificación de sistemas
subactuados se realiza comúnmente observando la estructura
de la forma normal de su dinámica. Así pues, mediante dicho
procedimiento, es posible generar clases que abarquen toda la
familia de sistemas con la propiedad de subactuación; este hecho
demuestra la gran utilidad de las transformaciones no lineales
como técnicas auxiliares al proceso de diseño de controladores
para sistemas subactuados.

No obstante, para poder realizar la transformación del sistema
a una forma normal, se requiere de la propuesta de una señal
de salida adecuada. Ésto no es un proceso sencillo. Además, la
necesidad de la propuesta de dicha función de salida para cada
sistema a considerar implica que el diseño de los controladores
debe hacerse ad hoc a cada sistema, resultando en un diseño poco
sistemático9 9: Un controlador diseñado especí-

ficamente para algún sistema subac-
tuado en particular utiliza la estruc-
tura particular del sistema en cues-
tión, lo que imposibilita la generali-
zación del diseño.

.

Debido a los problemas asociados con las técnicas basadas en
formas normales mencionados en el Capítulo 1, se opta por
proponer una clasificación distinta, en la cual se consideren
las propiedades estructurales de los sistemas subactuados, con
el fin de aliviar los problemas mencionados en el diseño de
controladores para clases de sistemas subactuados.

Antes de proceder con la caracterización de las clases propues-
tas, se recuerda la descripción de la dinámica de los sistemas a
considerar10 10: Se muestra de nuevo la estructu-

ra de los sistemas a considerar debi-
do a que las clases a proponer harán
uso de condiciones sobre la estruc-
tura del sistema (1.2).

, i.e.[
Muu Mua

MT
ua Maa

] [
Ûqv
Ûqb

]
+

[
Cuu Cua

Cau Caa

] [
qv
qb

]
+

[
gru

gra

]
=

[
0

τ + dx

]
, (1.2)

Además, tome en cuenta la siguiente suposición.
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Figura 2.1: Un ejemplo de sistema
Clase I es el sistema bola-barra.

Figura 2.2: Un ejemplo de sistema
Clase II es un robot de 2 GDL con
una articulación flexible.

Suposición 2.1 1111: Esta suposición es necesaria pa-
ra poder asegurar que no existen
problemas de controlabilidad en el
sistema.

Para el sistema (1.2), la matriz de inercias,
M(q), es no singular y tiene una norma acotada para todo
q ∈ D ⊆ Rn+m, con D := {q ∈ Rn+m | ‖q‖ ≤ γ}, para algún
γ > 0.

2.1. Clasificación

A partir de la estructura de (1.2), se proponen las siguientes
definiciones:

Definición 2.1 El sistema (1.2) pertenece a la Clase I si satisface
las siguientes condiciones:

i) La matriz de inercias del sistema es diagonal, i.e.
Mua(qu, qa) = 0.

ii) El origen del sistema (1.2) es un punto de equilibrio.
iii) Al menos uno de los términos Cuu(qu , qa, Ûqu , Ûqa), Cua(qu , qa,
Ûqu, Ûqa) o gru(qu, qa) son diferentes de cero y dependen de qa
o Ûqa.

iv) qu = Ûqu = 0 implica que las variables actuadas convergen a
cero asintóticamente.

v) dim(qu) =dim(qa)

Definición 2.2 El sistema (1.2) pertenece a la Clase II si satisface
las siguientes condiciones:

i) El grado relativo de qu y qa con respecto a alguna de las
señales de control está bien definido y es igual a dos.

ii) La matriz Cua(qu, Ûqu) no es una matriz cero.
iii) El origen del sistema (1.2) es un punto de equilibrio único, al

menos localmente.
iv) La matriz M(qu, qa) es no singular para todo [qu qa]T ∈

D ⊆ Rn+1 con {0} ∈ D.
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Figura 2.3: Un ejemplo de sistema
Clase III es el péndulo de rueda iner-
cial.

Definición 2.3 El sistema (1.2) pertenece a la Clase III si satisface
las siguientes condiciones:

i) Las matrices Maa(qu) ∈ R, Mua(qu) ∈ Rn, Cuu(qu, Ûqu) y
gu(qu) ∈ Rn son funciones de las variables subactuadas qu y
sus derivadas Ûqu, solamente.

ii) El grado relativo de qu y qa con respecto a alguna de las
señales de control está bien definido y es igual a dos.

iii) La matriz Cua(qu, Ûqu) es una matriz cero.
iv) El origen del sistema (1.2) es un punto de equilibrio único, al

menos localmente.
v) La matriz M(qu, qa) es no singular para todo [qu qa]T ∈

D ⊆ Rn+1 con {0} ∈ D.

Note que la clasificación de sistemas está basada en propiedades
estructurales de los mecanismos, lo que permite un mayor rango
de acción para diseñar los controladores. La mayor desventaja de
la clasificación propuesta es que no se abarca la familia completa
de sistemas subactuados. Sin embargo, las clases propuestas son
incompatibles entre sí, lo que agranda el rango de aplicación
de los resultados. Además, de acuerdo con [9], para sistemas
con una señal de control escalar, si algún sistema no pertenece a
alguna de las clases propuestas, es posible encontrar un cambio
de variables que transforme al sistema (1.2) en un sistema Clase
I.

Las diferencias entre restricciones estructurales impuestas para
los sistemas Clase I y los sistemas Clase II y III es clara. Los
sistemas Clase I tienen partes subactuadas que no se ven di-
rectamente afectadas por la señal de control, i.e. qu tiene grado
relativo tres o cuatro, mientras que los sistemas Clase II y III
tienen un grado relativo de qu con respecto a τ igual a dos. Ade-
más, la condición iv) de la Definición 2.1 implica que basta con
controlar las variables subactuadas para que el sistema por sí
solo sea capaz de asegurar la estabilidad asintótica del origen del
sistema (1.2); mientras que la estabilidad de los sistemas Clase II
y III no es directamente verificable.

La diferencia entre los sistemas Clase II y III radica en la manera
en que las variables subactuadas y actuadas interactuan entre
sí. Mientras que los sistemas Clase II requieren de la influen-
cia de las variables actuadas sobre la dinámica de las variables
subactuadas, los sistemas Clase III requieren que la dinámica
de la parte subactuada sea independiente de las variables actua-
das.
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Robustos 3
Para poder asegurar la estabilización robusta1414: A lo largo del documento se con-

siderará como estabilización robus-
ta a la tarea de estabilizar el origen
de un sistema incluso en presencia
de una señal perturbadora.

del origen de
(1.2), se considerarán algunos algoritmos por modos deslizantes
continuos. Este capítulo tiene como objetivo introducir algunos
SMCs continuos y la metodología utilizada para el diseño de los
controladores robustos a considerar.

3.1. Conceptos Preliminares

Debido a la importancia que toma el tipo de convergencia en
el estudio de SMCs, se presentan una serie de conceptos de
estabilidad. Para esto, considere una ecuación diferencial no
autónoma de la forma:

d
dt

z(t) = f (t, z(t)) , t ≥ t0, t0 ∈ R≤0, (3.1)

donde z(t) ∈ Rn es el vector de estados; f : R ×Rn → Rn es
una función continua con respecto a z y continua a tramos con
respecto a t; se supone que el origen de (3.1) es un punto de
equilibrio, i.e. f (t, 0) = 0, para todo t ∈ R. Las soluciones del
sistema (3.1), para una condición inicial z0 ∈ Rn, en un instante
t0 ∈ Rn, se describe como z(t, t0, z0) y se supone que ésta está
definida en un intervalo [t0, t0 +T), con 0 < T < ∞.

Considere un conjunto Ω como una vecindad del origen en
Rn, 0 ∈ Ω.

Definición 3.1 [30], [31]. Se dice que el origen del sistema (3.1),
z = 0, es:

1. Uniformemente Estable: Si para cualquier ε > 0 existe una
δ(ε) tal que, para cualquier z0 ∈ Ω, si | |z0 | | ≤ δ(ε) entonces
| |z(t, t0, z0)| | ≤ ε para todo t ≥ t0 y cualquier t0 ∈ R;

2. Uniforme y Asintóticamente Estable: si es Estable de ma-
nera uniforme y atractivo en Ω, i.e. para cualquier z0 ∈ Ω,
existe una δ > 0 tal que lı́mt→∞ z(t) = 0, para toda ‖z0‖ ≤ δ

y cualquier t0 ∈ R;
3. Uniforme y Exponencialmente Estable: si es Estable de

manera uniforme y exponencialmente convergente en Ω, i.e.
para cualquier z0 ∈ Ω existen constantes k,σ > 0 tales que
‖z(t, t0, z0)‖ ≤ k ‖z0‖e−σ(t−t0) para todo t ≥ t0 y cualquier
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t0 ∈ R;
4. Uniformemente Estable en Tiempo Finito: Si es Estable

de manera uniforme y convergente en tiempo finito en Ω,
i.e. para cualquier z0 ∈ Ω existe un 0 ≤ Tx0 < +∞ tal que
z(t, t0, z0) = 0 para todo t ≥ t0 + Tx0 y cualquier t0 ∈ R. La
función T0(z0) = ı́nf{Tz0 ≥ 0 : z(t, t0, z0) = 0∀ t0 ≥ t0 +Tz0}

se denomina el tiempo de establecimiento del sistema (3.1).

Si Ω = Rn, entonces se dice que la estabilidad es global.

La diferencia entre los distintos tipos de estabilidad es clara: la
estabilidad uniforme implica un acotamiento de las soluciones
del sistema (3.1); la estabilidad asintótica uniforme implica, ade-
más de la estabilidad del origen del sistema, que las trayectorias
del sistema tienden al origen en el límite conforme t → ∞; la
estabilidad exponencial implica que la velocidad con que las
trayectorias se acercan al origen es al menos tan rápida como
una señal exponencial decreciente; mientras que la estabilidad
en tiempo finito implica que las trayectorias del sistema alcan-
zan el origen en un tiempo estrictamente menor que infinito.
Por lo tanto, se dice que la estabilidad en tiempo finito es una
conclusión teórica más dura que la estabilidad exponencial.

3.2. Diseño de SMCs Continuos

A continuación se aborda el proceso de diseño de SMCs conti-
nuos tomando en cuenta el grado relativo del sistema. En parti-
cular, se discute el proceso para sistemas con grado relativo uno
y dos.

Diseño de SMCs Continuos para Sistemas con Grado
Relativo Uno

Considere un sistema dinámico de la forma

Ûs = v + δ(t), (3.2)

donde s ∈ R es la variable a controlar, v ∈ R es la señal de
control y δ(t) ∈ R representa un término de perturbación.

Antes de abordar el proceso de diseño del SMC se considera la
siguiente suposición sobre la perturbación δ(t) a considerar en
el diseño de los controladores:
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Suposición 3.1 1515: Esta suposición implica que los
términos de perturbación son Lips-
chitz continuos. Dicha restricción es
necesaria para poder asegurar que
los controladores sean capaces de
anular el efecto de la perturbación.

Existe una constante η > 0 tal que��� d
dt
δ(t)

��� ≤ η.

Para estabilizar la dinámica (3.2) por medio de una ley de con-
trol continua, se considera el algoritmo Super-Twisting [12]. Este
algoritmo tiene la forma

v = −k1dsc1/2 + v̄,
Û̄v = −k2dsc0,

(3.3)

donde se considera la notación dacγ := |a|γsign(a) para cualquier
a ∈ R y γ ∈ R≥0, y constantes positivas k1 y k2 apropiadas.

Para probar la estabilidad del sistema (3.2), se considera el si-
guiente teorema.

Teorema 3.1 1616: La demostración de este teore-
ma puede encontrarse en [32].

Aplique el controlador (3.3) al sistema (3.2), y
considere que la Suposición 3.1 se satisface. Si las ganancias del
controlador se diseñan de forma que

k1 = 1.5η
1
2 , k2 = 1.1η,

entonces, s = 0 es Estable en Tiempo Finito.

Diseño de SMCs Continuos para Sistemas con Grado
Relativo Dos

Considere el siguiente sistema dinámico

d
dt

[
s
Ûs

]
=

[
Ûs

v + δ(t)

]
, (3.4)

donde s ∈ R es la señal de salida a controlar, v ∈ R representa la
señal de control y δ(t) ∈ R es una perturbación. Para garantizar
la estabilidad en tiempo finito del sistema (3.4), se introducen
los siguientes algoritmos de SMC:

a) SMC Singular Terminal Continuo (CST) [10] 1717: El controlador CST puede ser
visto como la unión de un contro-
lador Super-Twisting, con respecto
de σ, y una variable de deslizamien-
to, σ, que asegura que el origen del
sistema (3.4) sea estable en tiempo
finito, una vez que se alcanza el con-
junto σ = 0.

σ = kσ dsc2/3 + Ûs,

v = −k1dσc
1/2 + v̄,

Û̄v = −k2dσc
0.

(3.5)
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Una posible selección de ganancias está dada de la siguiente
manera:

kσ > 0, k1 = 1.5η
1
2 , k2 = 1.1η.

b) SMC Nosingular Terminal Continuo (CNST) [33] 18 18: El controlador CNST contiene
un término tipo Super-Twisting, note
la diferencia en la potencia en v, y
una superficie de deslizamiento no
lineal que asegura la estabilidad en
tiempo finito del origen del sistema
(3.4).

σ = s + kσ dÛsc3/2,

v = −k1dσc
1/3 + v̄,

Û̄v = −k2dσc
0.

(3.6)

De acuerdo a [33], una posible selección de ganancias está dada
de la siguiente manera:

kσ = 7.7η−1/2, k1 = 7.5η2/3, k2 = 2η.

c) Algoritmo Twisting Continuo (CTA) [34] 19 19: En el controlador CTA la estruc-
tura de Û̄v es la de un controlador
Twisting, el cual será integrado, lo-
grando una señal de control conti-
nua.

v = −k1dsc1/3 − k2dÛsc1/2 + v̄,
Û̄v = −k3dsc0 − k4dÛsc0.

(3.7)

En [34], se da la posible elección de ganancias:

k1 = 7η2/3, k2 = 5η1/2, k3 = 2.3η, k4 = 1.1η.

d) Controlador Discontinuo Integrado (DIC) [35] 20 20: La estructura de este controla-
dor es similar a la del CNST. Sin em-
bargo, el parámetro k4 permite más
flexibilidad al momento del diseño
del controlador.

σ1 = s + k2dÛsc3/2,

σ2 = s + k4 dÛsc3/2,

v = −k1dσ1c
1/3 + v̄,

Û̄v = −k3dσ2c
0.

(3.8)

En [35] se propone el siguiente procedimiento de sintonización

k1 = 2η
2
3 , k2 = 5η

−1
2 , k3 = 0.5η, k4 = 0.

El siguiente teorema habla de las propiedades de convergen-
cia de los controladores para sistemas con grado relativo dos.

Teorema 3.2 21 21: La demostración de este teore-
ma, para cada uno de los controla-
dores, puede encontrarse en la refe-
rencia correspondiente

Suponga que el sistema (3.4) es controlado por
alguno de los controladores (3.5)–(3.8) y que la suposición 3.1 se
satisface; entonces, s = 0 es Estable en Tiempo Finito.
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Discusión

Todos los controladores presentados pueden ser vistos como
controladores homogéneos junto con el término v̄, el cual puede
interpretarse como un aproximador de la perturbación. Por lo
tanto, todos los controladores presentados en este apartado son
robustos ante perturbaciones Lipschitz continuas (LC), proveen
un esfuerzo de control continuo y aseguran que las trayecto-
rias del sistema alcancen el hiperplano (s, Ûs) = 0 en un tiempo
finito (TF). La principal diferencia entre los controladores recae
en la información requerida para el cálculo de la señal de con-
trol, la complejidad de diseño y el orden del modo deslizante
obtenido.

El controlador Super-Twisting consta solamente de dos paráme-
tros a sintonizar y la ley de control depende solamente de la
variable de deslizamiento s, alcanzando un modo deslizante de
segundo orden. Por otro lado, los controladores para sistemas
con grado relativo dos requieren la variable de deslizamiento y
su primer derivada temporal, tienen al menos tres ganancias a
elegir y aseguran la existencia de un modo deslizante de tercer
orden; un mayor orden del modo deslizante implica una mayor
precisión a la salida del sistema.

La diferencia en la información requerida parece implicar que el
controlador Super-Twisting tiene una ventaja significativa con res-
pecto a los controladores de orden superior. Sin embargo, como
se hará evidente en el siguiente apartado, todos los esquemas
requieren de la misma información para el cálculo del controla-
dor robusto. Por lo tanto, las diferencias entre los esquemas de
control robusto no resultan significativas.

La Tabla 3.1 muestra las propiedades teóricas principales de los
esquemas de control.
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Propiedad ST CST CNST CTA DIC
Ley de control

continua sí sí sí sí sí

Tipo de
perturbaciones LC LC LC LC LC

Tipo de
convergencia TF TF TF TF TF

Información
necesaria s s, Ûs s, Ûs s, Ûs s, Ûs

Número de
Parámetros 2 3 3 4 4

Orden del
modo deslizante 2 3 3 3 3

Tabla 3.1: Tabla resumen de las pro-
piedades teóricas de los esquemas
de control robusto

3.3. Diseño de Controladores Robustos para
Sistemas Mecánicos

El proceso de diseño de SMCs continuos requiere que el sistema
a controlar sea descrito por ecuaciones dinámicas de la forma
(3.2) o (3.4). Por lo tanto, para la aplicación a sistemas mecánicos,
es necesario un manejo matemático para describir el problema
de control por medio de las ecuaciones mencionadas. Para esto,
es posible considerar el siguiente proceso de diseño:

1. Proponer una variable de deslizamiento con un grado rela-
tivo adecuado y cuyo desvanecimiento implique la estabi-
lidad del origen de (1.2).

2. Diseñar un controlador nominal que lleve la dinámica de
la variable de deslizamiento s a la forma (3.2), si el grado
relativo de la variable de deslizamiento es uno, o (3.4), si
el grado relativo de la variable de deslizamiento es dos.

3. Implementar alguno de los controladores robustos men-
cionados para asegurar el desvanecimiento de la variable
de deslizamiento en tiempo finito.

La Figura 3.1 muestra los distintos pasos de diseño. En el dia-
grama presentado se muestra la relación que existe entre los
estados de la planta y la variable de deslizamiento. Las ecuacio-
nes para el controlador Super-Twisting, (3.3), y los controladores
para grado relativo dos, (3.5)–(3.8), muestran que la variable Ûs
es necesaria sólo para el cálculo de controladores para grado
relativo dos. No obstante, la información completa del estado
es necesaria para el cálculo de los controladores nominales en
todos los casos.
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Figura 3.1: Diagrama esquemático
del proceso de diseño general

Además, en el caso de la aplicación experimental de los controla-
dores, resulta conveniente considerar el problema de realimenta-
ción de salida. Note que, salvo casos excepcionales, los sistemas
mecánicos están dotados de sensores de posición, por lo que
un esquema capaz de controlar el sistema mecánico a partir de
la información disponible resulta beneficioso. En estos casos es
conveniente agregar el siguiente paso al proceso de diseño

4. Proponer un esquema de observación para estimar la in-
formación no disponible.

No obstante, al tratarse con sistemas no lineales, debe tomarse en
cuenta que no existe un principio de separación en el proceso de
diseño del controlador y del observador y la estabilidad en lazo
cerrado del esquema de control completo debe ser estudiada.

La Figura 3.2 detalla el proceso de diseño en el caso de reali-
mentación de salida. La diferencia principal entre los controla-
dores con información completa del estado y los controladores
de realimentación de salida recae en el uso de un esquema de
observación para aproximar la información no disponible.

Figura 3.2: Diagrama esquemático
del proceso de diseño para el caso
de realimentación de salida
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Control de Sistemas Clase I 4
Este capítulo detalla el proceso de diseño de controladores para
sistemas Clase I, caracterizada por la Definición 2.1. Se presentan
distintos casos basados en la estructura de un sistema Clase I
y se proponen variables de deslizamiento con grado relativo
uno y dos para cada caso. La aplicabilidad de los resultados se
ejemplifica con un estudio de simulación.

Considere el sistema mecánico subactuado[
Muu Mua

MT
ua Maa

] [
Ûqv
Ûqb

]
+

[
Cuu Cua

Cau Caa

] [
qv
qb

]
+

[
gru

gra

]
=

[
0

τ + dx

]
, (1.2)

y suponga que éste cumple las condiciones de la Definición 2.1,
i.e. el sistema pertenece a la Clase I. Debido a las condiciones i)
y iii) se sabe que el sistema tiene una descripción en el espacio
de estados de la forma2424: Debido a la estructura de

(4.1), la restricción iv) de la Defin-
ción 2.1, puede ser reescrita como:
fu(0, xa , 0, xb) = 0 implica que xa →
0 conforme t →∞. d

dt


xu
xv
xa
xb


=


xv

fu(xu, xv, xa, xb)
xb

fa(xu, xv, xa, xb) + ga(xu, xa)(τ + dx)


, (4.1)

donde xu = qu ∈ Rn, xa = qa ∈ R, xv = Ûxu , y xb = Ûxa. Dependien-
do de la estructura de fu , dos casos distintos son considerados:

a) ∂ fu
∂xb
= 0 y ∂ fu

∂xa
, 0.

b) ∂ fu
∂xb
, 0.

Comentario 4.1 El cumplimiento de uno de estos casos son
una conclusión de la restricción iii) de la Definición 2.1.

4.1. Diseño de los Controladores

Ahora se procede a diseñar superficies de deslizamiento con
grado relativo uno y dos con respecto a la entrada, para los casos
a) y b), respectivamente.
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Caso a), Grado Relativo Uno.

Considere el caso a), cuando fu no depende explícitamente de
xb, i.e. ∂ fu

∂xb
= 0 y ∂ fu

∂xa
, 0. Entonces, se considera la siguiente

variable de deslizamiento

s = c1z1 + c2z2 + c3z3 + z4. (4.2)

El siguiente teorema habla de la estabilidad del origen de (4.1)
en la superficie de deslizamiento s = 0.

Teorema 4.1 Suponga que fu en (4.1) no depende explícitamente de
xb, i.e. ∂ fu

∂xb
= 0 y ∂ fu

∂xa
, 0. Si los parámetros c1, c2 y c3 se diseñan

tal que la matriz

An =


0 1 0
0 0 1
−c1 −c2 −c3

 , (4.3)

sea Hurwitz. Entonces, [xu, xa]T = 0 es Asintóticamente Estable.

Por lo tanto, el control nominal

τ = −

(
∂ fu
∂xa

ga

)−1
[
c1z2 + c2z3 + c3z4 +ω(x, t) − v

]
, (4.4)

con

ω(x, t) =
d
dt

(
∂ fu
∂xu

xv +
∂ fu
∂xv

fu

)
+

d
dt

(
∂ fu
∂xa

)
xb +

∂ fu
∂xa

fa, (4.5)

reduce el sistema en lazo cerrado a

Ûs = v +

(
∂ fu
∂xa

ga

)
dx = v + δx , (4.6)

con δx como el término de perturbación. Entonces, la salida
s tiene grado relativo igual a uno con respecto a la entrada v.
Por lo tanto, v puede ser diseñada como un controlador Super-
Twisting.

Caso b), Grado Relativo Uno.

Para el caso b), donde fu depende explícitamente de xb, i.e. ∂ fu∂xb
,

0, se propone la siguiente variable de deslizamiento

s = c1z1 + c2z2 + z3. (4.7)
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El siguiente teorema habla de las propiedades de estabilidad del
origen de (4.1) en la superficie de deslizamiento.

Teorema 4.2 Suponga que fu en (4.1) depende explícitamente de
xb, i.e. ∂ fu

∂xb
, 0. Si los parámetros c1 y c2 se diseñan tal que la

matriz

An =

[
0 1
−c1 −c2

]
, (4.8)

sea Hurwitz. Entonces, [xu, xa]T = 0 es Asintóticamente Estable.

Por lo tanto el controlador nominal

τ = −

(
∂ fu
∂xb

ga

)−1
[
c1z2 + c2z3 + ω̄(x) − v

]
,

con
ω̄(x) =

∂ fu
∂xu

xv +
∂ fu
∂xv

fu +
∂ fu
∂xa

xb +
∂ fu
∂xb

fa, (4.9)

reduce el sistema en lazo cerrado a

Ûs = v +

(
∂ fu
∂xb

ga

)
dx = v + δx , (4.10)

con δx como el término de perturbación. Entonces, la salida s
tiene grado relativo igual a uno con respecto a la entrada v. Por lo
que v puede ser diseñada como un controlador Super-Twisting.

Caso a), Grado Relativo Dos.

Para el caso a) ∂ fu
∂xb
= 0 and ∂ fu

∂xa
, 0, se propone la siguiente

variable de deslizamiento:

s = c1z1 + c2z2 + z3. (4.11)

El siguiente teorema habla de la estabilidad del origen de (4.1)
en la superficie de deslizamiento.

Teorema 4.3 Suponga que fu en (4.1) no depende explícitamente
de xb, i.e. ∂ fu

∂xb
= 0 y ∂ fu

∂xa
, 0. Si los parámetros c1 y c2 se diseñan

tal que la matriz

An =

[
0 1
−c1 −c2

]
, (4.12)

sea Hurwitz. Entonces, [xu, xa]T = 0 es Asintóticamente estable.
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Considere el siguiente controlado nominal

τ = −

(
∂ fu
∂xa

ga

)−1
[
c1z3 + c2z4 +ω(x, t) +

∂ fu
∂xa

fa − v

]
. (4.13)

Entonces, el sistema en lazo cerrado está descrito por

d
dt

[
s
Ûs

]
=

[
Ûs

v +
(
∂ fu
∂xa

ga

)
dx

]
=

[
Ûs

v + δx

]
,

con δx como el término de perturbación. Entonces, la salida s
tiene grado relativo igual a dos con respecto a la entrada v, por
lo que la señal v puede ser diseñada de acuerdo a alguno de los
controladores continuos para sistemas con grado relativo dos.

Caso b), Grado Relativo Dos.

Por otra parte, para el caso b), ∂ fu
∂xb
, 0, considere la variable de

deslizamiento
s = c1z1 + z2. (4.14)

Se considera el siguiente teorema

Teorema 4.4 Suponga que fu en (4.1) depende explícitamente de
xb, i.e. ∂ fu

∂xb
, 0. Si c1 en (4.14) es positivo; entonces, [xu, xa]T = 0

es Asintóticamente Estable.

Considere la siguiente ley de control nominal

τ = −

(
∂ fu
∂xb

ga

)−1
[
c1z3 + ω̄(x) − v

]
.

Por lo tanto, el sistema en lazo cerrado está dado por

d
dt

[
s
Ûs

]
=

[
Ûs

v +
(
∂ fu
∂xb

ga

)
dx

]
=

[
Ûs

v + δx

]
,

con δx como el término de perturbación. Entonces, la salida s
tiene grado relativo igual a uno con respecto a la entrada v, por
lo que dicha señal puede ser diseñada de acuerdo a alguno de
los controladores continuos para sistemas con grado relativo
dos.
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Figura 4.1: Representación esque-
mática del Helicóptero de 3 GDL.

4.2. Discusión

La estructura de las variables de deslizamiento implica que la
dinámica en modo deslizante para todos los casos es lineal. Por
lo tanto, los parámetros ci pueden elegirse por medio de técnicas
clásicas, e.g. asignación de polos, para obtener una respuesta
deseada. Sin embargo, para obtener una respuesta similar entre
algún esquema de grado relativo uno y su contraparte de grado
relativo dos, los parámetros del primero deben implicar que
existe un polo mucho más alejado del origen. Esto, a su vez,
sugiere que se tendrá una respuesta transitoria más activa y que
la señal de control tendrá impulsos más considerables al inicio.
Además, el cálculo de variables con grado relativo uno requieren
una derivada más de xu.

4.3. Resultados de Simulación

Considere un sistema tipo helicóptero de tres grados de libertad
[36] (véase la Figura 4.1). Este sistema consiste en una articula-
ción esférica anclada al suelo, permitiendo el desplazamiento
angular a través de tres ejes y restringiendo el desplazamiento
translacional.

La dinámica del sistema está dada por:

Üε = φ1 + φ2us,

Üρ = φ3(τ + dx),
Üθ = φ4 sin(ρ),

donde ε representa el ángulo de elevación a través del eje x, ρ
es el ángulo de alabeo medido sobre el eje z, θ es el ángulo de
desplazamiento medido sobre el eje y, us representa la fuerza
vertical aplicada por los rotores, τ es el par aplicado sobre el eje
z y φ1, φ2, φ3 y φ4 son constantes positivas que representan a los
parámetros del sistema.

Este sistema está compuesto de dos subsistemas: el subsistema
de elevación el cual está desacoplado y es completamente actua-
do, y la dinámica de ρ y θ que puede ser expresada en la forma
(1.2) con:

M(q) = diag

[
1
φ4

,
1
φ3

]
, C(q, Ûq) = 0, g(q) = [sin(qa) 0]T ,

donde qa = ρ y qu = θ. Este sistema cumple las condiciones del
la Suposición 2.1 para todo qa ∈ (−π, π) y la Definición 2.1. Por
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lo tanto, éste pertenece a la Clase I; además, como la dinámica
de la parte subactuada sólo depende explícitamente de qa mas
no de Ûqa, se considera el caso b). Para las simulaciones se con-
sideran los siguientes valores de los parámetros y condiciones
iniciales:

φ3 = 0.2431, φ4 = −0.4975, qa(0) = 1[rad], qu(0) = 0.5[rad],

Ûqa(0) = Ûqu(0) = 0[rad/s].

Para el diseño de grado relativo uno se considera el controlador
Super-Twisting (3.3), junto con el controlador nominal (4.4) y la
variable de deslizamiento (4.2). Para el diseño de grado relativo
2 se considera el controlador CTA (3.7), junto con el controlador
nominal (4.13) y la variable de deslizamiento (4.11).

Para probar la robustez del controlador se considera una pertur-
bación externa dada por dx = sin(t) + 1. Las variables de desliza-
miento son diseñadas para que An tenga todos sus autovalores
iguales a −1. Los parámetros del controlador Super-Twisting es-
tán dados como: k1 = 1.06 y k2 = 0.55. Para el controlador CTA,
se consideran las ganancias: k1 = 2.78, k2 = 2.5, k3 = 0.575 y
k4 = 0.275.

La Figura 4.2 muestra la evolución de las variables de posición qu
y qa, de arriba hacia abajo. La Respuesta del controlador Super-
Twisting es ligeramente más rápida para la posición de la variable
subactuada. Sin embargo, la respuesta de la variable actuada
es más rápida para el CTA. Debido a que la simulación se hace
con muestreos en instantes discretos de tiempo, es de esperarse
que la convergencia exacta no sea alcanzable. Sin embargo, las
respuestas del sistema controlado con ambas técnicas de control
robusto muestran un resultado aceptable. Además, la ventaja
principal del controlador de segundo orden es el incremento en
la precisión en la evolución de las variables de control.
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Figura 4.2: Variables de posición pa-
ra el sistema Clase I
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La figura 4.3 muestra la respuesta de la variable de deslizamiento
s y el esfuerzo de control. En esta figura se muestra claramente
la mayor precisión a la salida del CTA. Sin embargo, por el
proceso de selección de las ganancias utilizado, el controlador
Super-Twisting tiene un tiempo de convergencia menor. Además,
debido a que el controlador CTA consta con un término de
compensación más complejo al tener una cantidad mayor de
posibles valores, las oscilaciones en la señal de control resulta
más oscilatoria.

Figura 4.3: Variable de deslizamien-
to y señal de control para el sistema
Clase I
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La Figura 4.4 muestra los valores RMS para las variables de
posición y la señal de control. Todos los valores alcanzan un
nivel similar en el estado estable.

Note que las diferencias entre ambos resultados resultan ser
despreciables, por lo que se puede concluir que la tarea de con-
trol se realiza satisfactoriamente para ambos casos, obteniendo
una mayor precisión con respecto a la salida, y por lo tanto, a
las variables de posición para el controlador de grado relativo
dos. El precio a pagar por dicho incremento en la precisión es
una señal de control más oscilatoria; sin embargo, el nivel de
oscilación no resulta ser crítico.

Figura 4.4: Valores RMS para el sis-
tema Clase I considerado
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Este capítulo detalla el proceso de diseño de controladores para
sistemas Clase II, caracterizada por la Definición 2.2. Se propone
una variable de deslizamiento con grado relativo dos para lo-
grar la estabilización del sistema27 27: Para el caso de sistemas Clase II

no se tiene conocimiento de un mé-
todo para diseñar variables de des-
lizamiento con grado relativo uno,
por lo que el diseño se enfocará so-
lamente en una variable con grado
relativo dos.

. Se estudia la estructura del
sistema en modo deslizante y su estabilidad es asegurada bajo
ciertas condiciones. La aplicabilidad del resultado se ejemplifica
por medio de una simulación.

Considere el sistema mecánico subactuado[
Muu Mua

MT
ua Maa

] [
Ûqv
Ûqb

]
+

[
Cuu Cua

Cau Caa

] [
qv
qb

]
+

[
gru

gra

]
=

[
0

τ + dx

]
, (1.2)

y suponga que éste cumple las condiciones de la Definición 2.2,
i.e. el sistema pertenece a la clase II. Debido a las condiciones i)
y iii) se sabe que el sistema tiene una descripción en el espacio
de estados de la forma


Ûxu
Ûxv
Ûxa
Ûxb


=


xv

fu(x) + gu(xu, xa)(τ + dx)

xb
fa(x) + ga(xu, xa)(τ + dx)


, (5.1)

donde xu = qu ∈ Rn, xa = qa ∈ R, xv = Ûxu, xb = Ûxa, x =
[xu, xa, xv, xb]T y x ∈ χ con χ = D×Rn+1.

A continuación se describe el proceso de diseño de una variable
de deslizamiento y un controlador nominal para esta clase de
sistemas.

5.1. Diseño del Controlador

Considere la siguiente variable de deslizamiento

s = λaxa + λTu xu, (5.2)

con λa ∈ R y λu ∈ Rn.

Debido a que la variable de deslizamiento depende solamente
de las variables de posición, se puede demostrar que ésta tiene
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grado relativo dos con respecto a la señal de control. Para esto,
considere las primeras dos derivadas temporales de (5.2), i.e.

Ûs = λaxb + λTu xv,

Üs = λa [ fa(x) + ga(xu, xa)(τ + dx)] + λ
T
u [ fu + gu(xu, xa)(τ + dx)] .

Sin embargo, la estabilidad del sistema una vez que se alcance
el modo deslizante no es sencilla de asegurar. Para asegurar
la estabilidad del sistema se introducen los siguientes resulta-
dos.

Lema 5.1 Suponga que los parámetros de la variable de deslizamien-
to (5.2) se eligen tal que

λu
T Mua(xu, λ?xu)M−1

uu (xu, λ?xu) , λa, ∀xu ∈ Du,

con λ? = −λ−1
a λT y Du ∈ Rn = {xu ∈ Rn |x ∈ χ}. Entonces, en

s = 0, la dinámica (5.1) se reduce a:

Ûxv = −C2(xu, xv)xv − H(xu), (5.3)

con

C2(xu, xv) = M2(xu)−1 [
Cua(xu, λ?xu, xv, λ?xv)λ?

+Cuu(xu, λ?xu, xv, λ?xv)
]

,

H(xu) = M2(xu)−1gru(xu, λ?xu),

M2(xu) = Mua(xu, λ?xu)λ? +Muu(xu, λ?xu).

La ecuación (5.1) tiene una estructura similar a un sistema me-
cánico. Además, a partir del resultado del Lema 5.1, se puede
ver una conexión entre el resultado propuesto y la metodología
de moldeo de energía. El sistema (1.2), en el modo deslizante,
se verá reducido al sistema (5.1). Por lo tanto, si el origen es un
equilibrio inestable de (1.2), la posible definidad negativa de M2

permite volver al equilibrio de (5.1) un equilibrio estable.

Para probar la estabilidad del origen de (5.3), se presenta el
siguiente teorema.
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Teorema 5.1 Suponga que se cumplen las siguientes condiciones

i) λu y λa cumplen con las condiciones del Lema 6.1,
ii) λu y λa se eligen de tal forma que C2(xu, xv) > 0,

iii) sign([g2(xu)]i) = sign([xu]i),
iv) Hi(xu) es monótonamente creciente con respecto a xui.

Entonces, [xu, xv]T = 0 es Estable. Además, si

lı́m
xu→∂Du

∫ 1

0
HT (axu)xuda = ∞,

donde la notación ∂Du representa la frontera del conjunto Du,
entonces [xTu , xTv ]

T = 0 es Asintóticamente Estable.

Comentario 5.1 Las condiciones i) y ii) del Teorema 5.1 se
cumplen por diseño, mientras que las condiciones iii) y iv)
representan condiciones estructurales en el sistema. Estas con-
diciones son necesarias para asegurar que el origen de (6.3)
sea un punto de equilibrio estable, lo cuál puede ser verificado
por medio del Teorema de Lagrange-Dirichlet [37] conside-
rando una energía potencial dada por

∫ 1
0 HT (τxu)xudτ.

Comentario 5.2 Note que H(xu) = M−1
2 (xu)gru(xu). Entonces,

una condición suficiente para la estabilidad asintótica del
origen de (6.3)-(6.4) es que λmáx(M2(xu)) → 0, para M2 > 0,
o bien λmı́n(M2(xu)) → 0, para M2 < 0, conforme xu → ∂Du.
Además, se puede considerar el hecho contrario: El conjunto
Du puede ser definido de tal manera que λmáx(M2(xu)) = 0
para toda xu ∈ ∂Du , para M2 > 0, o λmı́n(M2(xu)) = 0 para toda
xu ∈ ∂Du, para M2 < 0.

El proceso de diseño para los parámetros de la variable de des-
lizamiento está basado en relaciones algebraicas; por lo tanto,
en presencia de incertidumbre paramétrica, la variable de des-
lizamiento puede ser construida considerando el peor de los
casos.

Una vez que la estabilidad de la dinámica en el modo deslizante
ha sido probada, se propone el siguiente controlador nominal

τ = −[λaga(xu, xa) + λTgu(xu, xa)]−1 [
λa fa(x) + λT fu(x) − v

]
.

Entonces, el sistema en lazo cerrado queda descrito por:

d
dt

[
s
Ûs

]
=

[
Ûs

v +
[
λaga(xu, xa) + λTgu(xu, xa)

]
dx

]
=

[
Ûs

v + δx

]
.
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Figura 5.1: Representación esque-
mática del robot de 2 GDL con ar-
ticulaciones flexibles.

La salida de este sistema, s, tiene un grado relativo igual a dos,
por lo que v puede ser diseñada de acuerdo a alguno de los
controladores continuos para sistemas con grado relativos dos.

5.2. Resultados de Simulación

Considere un robot de 2 GDL con una articulación flexible [2]
(véase la Figura 5.1).

Este sistema consiste en un eslabón actuado a través de un motor
y un segundo eslabón sin actuación y conectado al primero por
medio de un resorte. Este sistema puede ser visto como una
aproximación a un robot de 1 GDL con un eslabón flexible [2].

La dinámica del sistema está dada por:[
a2 a2 + a3 cos(qu)

a2 + a3 cos(qu) a1 + a2 + 2a3 cos(qu)

] [
Üqu
Üqa

]
+[

fvu a3 sin(qu) Ûqa
−a3 sin(qu) Ûqu − a3 sin(qu) Ûqa −a3 sin(qu) Ûqu + fva

]
×[

Ûqu
Ûqa

]
+

[
kqu
0

]
=

[
0

τ + dx

]
,

donde qa representa la posición angular del eslabón actuado, qu
es la posición del segundo eslabón, τ representa el par aplicado
al eslabón actuado y a1, a2, a3, fvu, fva y k son parámetros
que dependen de las longitudes e inercias de los eslabones, los
parámetros de fricción y la rigidez del resorte.

Este sistema cumple las condiciones de la Suposición 2.1 y la
Definición 2.2 para toda qu. Por lo tanto este sistema pertenece
a Clase II. Para las simulaciones se consideran los siguientes
parámetros y condiciones iniciales:

a1 = 0.0799, a2 = 0.0244, a3 = 0.0205, k = 1, fva = 0.001,

fvu = 0.005, qu(0) = 0.3491[rad], qa(0) = 0.2618[rad],

Ûqu(0) = Ûqa(0) = 0[rad/s].

Para este sistema se considera el controlador CID (3.8), junto con
el control nominal (5.1) y la variable de deslizamiento (5.2). Para
comprobar la robustez del controlador se considera la señal de
perturbación dx = sin(t) + 1.
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Las ganancias del controlador CID se eligen como k1 = 9.75 y
k2 = 14.3, las cuales cumplen con las condiciones de estabilidad
del controlador con un valor de η = 9

Los parámetros para la variable de deslizamiento están dados
por:

λa = 7.3607, λ = 3.8139,

los cuales cumplen las condiciones del Lema 6.1 y el Teorema
6.1.

La Figura 5.2 muestra la evolución de las posiciones qu y qa, de
arriba hacia abajo. La respuesta de las posiciones tienen un com-
portamiento oscilatorio, esto puede ser atribuido a la manera en
que las trayectorias del sistema en lazo cerrado son influenciadas
por el CTA. Sin embargo el objetivo de control es alcanzado.
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Figura 5.2: Evolución de qu y qa del
sistema Clase II

La Figura 5.3 muestra la respuesta de s y la entrada de control.
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Figura 5.3: Variable de deslizamien-
to y ley de control para el sistema
Clase II

Note que s alcanza el cero en tiempo finito. La principal desven-
taja del método es la oscilación presente en la señal de control.
No obstante las respuestas mostradas son continuas y la ampli-
tud de las oscilaciones no resultan significativas, en el estado
estacionario, con respecto a la amplitud de la señal de control.
Además, esta desventaja puede ser atenuada al seleccionar un
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algoritmo menos agresivo, como es el caso del controlador sin-
gular terminal continuo.

La naturaleza de las oscilaciones presentes en el método está
relacionada con la manera en que se maneja el amortiguamiento
para el mismo. El valor de C2 dependerá del amortiguamien-
to propio del sistema, y que el método propuesto no permite
la inyección de amortiguamiento al sistema. Esta es la mayor
desventaja del método propuesto. Sin embargo, en casos don-
de el amortiguamiento que posea el sistema sea suficiente, la
aplicación de la metodología debería ser suficiente.
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En este capítulo se abordará el proceso de diseño de controlado-
res para sistemas Clase III. Para esta clase de sistemas se presenta
un diseño para sistemas con múltiples entradas y múltiples sali-
das (MIMO). Para mostrar la efectividad del esquema de control
se presentan simulaciones en un sistema SISO, i.e. un sistema
carro-péndulo; y a un sistema MIMO, i.e. una grúa de 4 GDL.

Considere el sistema mecánico subactuado[
Muu Mua

MT
ua Maa

] [
Ûqv
Ûqb

]
+

[
Cuu Cua

Cau Caa

] [
qv
qb

]
+

[
gru

gra

]
=

[
0

τ + dx

]
, (1.2)

y suponga que éste cumple las condiciones de la Definición 2.3,
i.e. el sistema pertenece a la clase III. Debido a las condiciones
i)–iii), se sabe que el sistema tiene una descripción en el espacio
de estados de la forma


Ûxu
Ûxv
Ûxa
Ûxb


=


xv

fu(x) + gu(xu, xa)(τ + dx)

xb
fa(x) + ga(xu, xa)(τ + dx)


, (6.1)

donde xu = qu ∈ Rn, xa = qa ∈ Rm, xv = Ûxu, xb = Ûxa, x =
[xu, xa, xv, xb]T y x ∈ χ con χ = {D×Rn+m}.

6.1. Diseño del Controlador

A continuación se muestra el proceso de diseño de variables de
deslizamiento con grado relativo uno y dos y un controlador
nominal para sistemas Clase III.

Diseño para Grado Relativo Uno

Considere la siguiente variable de deslizamiento:

s = Λu(Ξuxu + xv) +Λa(Ξaxa + xb), (6.2)
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donde s ∈ Rm,Λu = [λu1, . . . , λum]T ∈ Rm×n, λui = [λui1, . . . , λuin] ∈
R1×n ,Λa = diag(λa1, . . . , λam) ∈ Rm×m,Ξa = diag(σa1, . . . ,σam) ∈

Rm×m y Ξu = diag(σu1, . . . ,σun) ∈ Rn×n. Para toda i = 1, m y
j = 1, n, los parámetros σuj , λuij , σai y λui son parámetros positi-
vos a diseñar. Además, para toda i = 1, m, es posible reescribir
(6.2) como

si = λui(Ξuxu + xv) + λai(σaixai + xbi).

Debido a que la variable de deslizamiento depende explícita-
mente de las velocidades, xv y xb, se sabe que s tiene grado
relativo vectorial bien definido y al menos uno de sus elementos
es uno con respecto a alguna entrada de control.

La estabilidad del sistema, una vez que se alcanza un modo
deslizante, no es tan sencilla de comprobar. Para poder hacer el
análisis se considera el siguiente Lema

Lema 6.1 Suponga que los parámetros de la variable de deslizamien-
to s, dada en (6.2), se eligen tal que la matriz

M2(xu) = Muu(xu) +Mua(xu)Ψ1, ∀x ∈ Du,

con Ψ1 = −Λ
−1
a Λu y Du ∈ Rn = {xu ∈ Rn |x ∈ χ}, es definida

positiva o negativa. Entonces, en s = 0, la dinámica de del sistema
(6.1) se reduce a:

Ûxv = −C3(xu, xv)xv − H(xu) − R(xu)ỹ − h2(xu, t), (6.3)
Û̃y = −Ξa ỹ + B̄xv, (6.4)

con:

C3(xu, xv) = M−1
2 (xu)(Cuu(xu, xv) +Mua(xu)Ψ2),

R(xu) = M−1
2 (xu)Mua(xu)Ψ3,

h2(xu, t) = M−1
2 (xu)Mua(xu)Ψ4(t),

H(xu) = M−1
2 (xu)gru(xu), B̄ = −ΛaΨ2,

Ψ2 = [ψ21, . . . , ψ2m]
T ,ψ2i = −λ

−1
ai λuiBi,

Bi = Ξu − σai In,Ψ3 = Λ
−1
a Ξa,

Ψ4(t) = [ψ41(t), . . . ,ψ4m(t)]T ,

ψ4i(t) = σ2
ai(xai(tr ) + λ

−1
ai λuixu(tr ))e

−σai (t−tr ), ∀i = 1, m.

Existe una relación entre los resultados para sistemas Clase II
y III. Note que la estructura de las ecuaciones (5.1) y (6.3) son
similares, con la diferencia de los términos R(xu)ỹ y h2(xu, t) en
(6.3). En esencia, la ecuación (6.3) puede ser vista como una
versión forzada de (5.1). Esto es debido a que (6.2) tiene una
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estructura similar a (5.2), considerando filtros pasa bajas de las
posiciones en lugar de las variables de posición.

El problema se ha convertido en el estudio de la estabilidad
del origen de (6.3). Para analizar la estabilidad, se propone el
siguiente teorema:

Teorema 6.1 Suponga que, para toda [xTu , xTa ]
T ∈ D, las siguientes

condiciones sobre los parámetros de la variable de deslizamiento
(6.2) se satisfacen:

i) Los parámetros Λ y Λa son elegidos de acuerdo al Lema 6.1.
ii) Los parámetros Ξ y Ξa se eligen de tal forma que

C3(xu, xv) > 0,

λmı́n(C3(xu, xv)) >
R̃‖B̄‖
σ̄a

,

R̃ = máx
∀xu ∈D

‖R(xu)‖, σ̄a = mı́n
i
(σai).

iii) El término H(xu) es tal que Hi(xu) es monótonamente cre-
ciente con respecto de xui con Hi(0) = 0.

Entonces, todas las trayectorias del sistema (6.3)–(6.4) están acota-
das. Además, si

lı́m
xu→∂Du

∫ 1

0
HT (axu)xuda = ∞,

donde la notación ∂Du representa la frontera del conjunto Du,
entonces [xTu , xTv ]

T = 0 es Asintóticamente Estable.

Comentario 6.1 Las condiciones i) y ii) del Teorema 6.1 de-
ben ser cumplidas por diseño, mientras que la restricción iii)
representa una condición estructural en el sistema. Esta con-
dición es necesaria para asegurar que el origen de (6.3) sea un
punto de equilibrio estable, lo cuál puede ser verificado por
medio del Teorema de Lagrange-Dirichlet [37] considerando
una energía potencial dada por

∫ 1
0 HT (τxu)xudτ.

Comentario 6.2 Note que H(xu) = M−1
2 (xu)gru(xu). Entonces,

una condición suficiente para la estabilidad asintótica del
origen de (6.3)-(6.4) es que λmáx(M2(xu)) → 0, para M2 > 0,
o bien λmı́n(M2(xu)) → 0, para M2 < 0, conforme xu → ∂Du.
Además, se puede considerar el hecho contrario: El conjunto
Du puede ser definido de tal manera que λmáx(M2(xu)) = 0
para toda xu ∈ ∂Du , para M2 > 0, o λmı́n(M2(xu)) = 0 para toda
xu ∈ ∂Du, para M2 < 0.
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El proceso de diseño para los parámetros de la variable de des-
lizamiento está basado en relaciones algebraicas; por lo tanto,
en presencia de incertidumbre paramétrica, la variable de des-
lizamiento puede ser construida considerando el peor de los
casos.

Una vez que la estabilidad de la dinámica de modo deslizante
se ha probado, se propone el siguiente control nominal

τ =
[
Λgu +Λaga

]−1 [
−Λa(Ξaxb + fa) −Λ(Ξxv + fu) + v

]
, (6.5)

con el que se obtiene el siguiente sistema en lazo cerrado.

Ûs = v +
(
Λaga +Λ

Tgu

)
dx = v + δx . (6.6)

Tome en cuenta que (6.6) puede ser reescrita como3030: Utilizando argumentos simila-
res a los propuestos en este capítulo
es posible generalizar el resultado
del Capítulo 5 al caso MIMO. Sin
embargo, no se tiene conocimiento
hasta el momento de un sistema MI-
MO que cumpla con las condiciones
necesarias.

Ûsi = vi + δxi, (6.7)

lo que implica un desacoplamiento de la dinámica para cada
variable de deslizamiento. Por lo tanto, es posible realizar el
diseño de los controladores robustos sin necesidad de utilizar
algoritmos multivariables, como aquellos propuestos en [38] y
[39]. Por lo tanto, vi puede ser diseñada como un controlador
Super-Twisting.

Grado Relativo Dos

Considere la siguiente variable de deslizamiento

s = Λa

[
Ξa

∫ t

0
xa(τ)dτ + xa(t)

]
+Λu

[
Ξu

∫ t

0
xu(τ)dτ + xu(t)

]
, (6.8)

y observe que al tomar la primer derivada temporal de (6.8), se
obtiene

Ûs = Λu(Ξuxu + xv) +Λa(Ξaxa + xb),

i.e. la variable de deslizamiento (6.2); por lo que cada elemento
de (6.8) tiene grado relativo dos con respecto a algún elemento
de τ. Además, si el control robusto asegura un modo deslizante
de orden 2, i.e. el controlador asegura que tanto (6.8) como su
derivada sean llevadas a cero en tiempo finito, la restricción

Λu(Ξuxu + xv) +Λa(Ξaxa + xb) = 0,
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se cumple después de un tiempo finito.

Note que las conclusiones del Lema 6.1 y el Teorema 6.1 hablan
sobre la convergencia del sistema bajo esta condición. Por lo tan-
to, la dinámica del sistema se reducirá a (6.3)–(6.4) y la selección
de parámetros descrita por el Lema 6.1 y el Teorema 6.1 asegura
la estabilidad del origen de (6.1) en el modo deslizante.

Entonces, si el control nominal (6.5) se aplica al sistema (6.1), se
obtiene el siguiente sistema en lazo cerrado

d
dt

[
s
Ûs

]
=

[
Ûs

v +
[
Λaga +Λ

Tgu
]

dx

]
=

[
Ûs

v + δx

]
. (6.9)

Note que, en (6.9), el grado relativo de s es igual a dos; por lo que
v puede ser diseñada de acuerdo a alguno de los controladores
continuos para sistemas con grado relativos dos.

6.2. Discusión

Para los sistemas Clase III, a diferencia de los sistemas Clase
I, se utiliza el mismo control nominal y se tiene la misma di-
námica en el modo deslizante, tanto para grado relativo uno,
como para grado relativo dos. Este hecho permite comparar los
controladores de una manera más sistemática.

Además, si se consigue la estabilidad asintótica de xu y xv, de
(6.8), es posible ver que el esquema para grado relativo dos
impone la siguiente restricción integral sobre el sitema:

ΛaΞa

∫ t

0
xa(τ)dτ = −Λu

T
Ξu

∫ t

0
xu(τ)dτ.

Note que el método propuesto para grado relativo dos requiere
la extensión de la dinámica del sistema. Sin embargo, a diferencia
de los esquemas Lipschitz continuos, donde la extensión se hace
considerando la derivada de la señal de control (véase, e.g. [40]),
en el método propuesto, el orden se aumenta considerando la
integral de las posiciones del sistema, lo que elimina la necesidad
del conocimiento de las perturbaciones.

6.3. Resultados de Simulación

En este apartado se muestran resultados en simulación para
probar la aplicabilidad de la metodología en sistemas Clase
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Figura 6.1: Representación esque-
mática del sistema carro-péndulo

III.

Con el fin de mostrar la efectividad del esquema propuesto, se
mostrarán simulaciones en el sistema carro-péndulo para los
esquemas de grado relativo uno y dos.

Para mostrar la aplicabilidad de la técnica en sistemas MIMO,
se muestran simulaciones en el sistema de grúa de 4 GDL.

Sistema Carro-Péndulo

Considere la dinámica de un sistema carro-péndulo (véase la
Figura 6.1). Este sistema consiste de un péndulo libre de rotar
montado en un carro cuyo movimiento se restringe a un eje. La
dinámica de este sistema está descrita por:[

α β cos (qu)
β cos (qu) γ

] [
Üqu
Üqa

]
+

[
fvθ Ûqu − η sin (qu)

fvx Ûqa − β sin (qu) Ûq2
u

]
=

[
0

τ + dx

]
,

donde qa representa el desplazamiento del carro, qu es la po-
sición angular del péndulos, τ representa la fuerza aplicada al
carro y α, β, γ, η, fvθ y fvx son los parámetros del sistema.

Este sistema cumple la Suposición 2.1 para todo qu ∈ (−π, π), por
lo que el sistema pertenece a Clase III. Los parámetros conside-
rados en los experimentos son:

α = 0.052, β = 0.111, γ = 2.608, η = 1.094, fvθ = 0.03, fvx = 6.33.

Para el diseño de grado relativo uno se considera el controlador
Super-Twisting (3.3), junto con el controlador nominal (6.5) y la
variable de deslizamiento (6.2). Para el diseño de grado relativo
dos se considera el controlador CST (3.5), junto con el control
nominal (6.5) y la variable de deslizamiento (6.8).

Los parámetros de la variable de deslizamiento están dados
por:

λ = 1, λa = 0.7363, σa = 2.6877, Ξ = 5.3753.

La señal de perturbación considerada está dada por: dx(t) =
5.25 sin(3πt) + 1. El parámetro kσ del controlador CST se consi-
dera unitario, mientras que los parámetros k1 y k2 para ambos
controladores se consideran iguales y están dados por:
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La Figura 6.2 muestra las variables de posición para cada expe-
rimento. El controlador CST muestra un mayor sobreimpulso
comparado con el controlador Super-Twisting. No obstante, el au-
mento de la precisión en el control a la salida resulta aparente.
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Figura 6.2: Variables de posición pa-
ra el sistema Clase III SISO

La Figura 6.3 muestra la respuesta de la variable de deslizamien-
to s y la señal de control. En esta figura se puede observar una
mayor precisión del controlador CST con respecto al controlador
Super-Twisting; sin embargo, note que el tiempo de convergencia
del controlador Super-Twisting es menor con respecto al controla-
dor CST. La diferencia en tiempos de convergencia es la razón de
la diferencia en el comportamiento de las variables de posición.
Con respecto a la señal de control, las respuestas parecen ser
casi idénticas debido a la similaridad de las estructuras de los
controladores.
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Figura 6.3: Variable de deslizamien-
to y señal de control para el sistema
Clase III SISO.

La Figura 6.4 muestra los valores RMS para las variables de posi-
ción y la señal de control. En esta figura, como es de esperarse, se
aprecia una ventaja del controlador Super-Twisting con respecto
al controlador CST en la respuesta transitoria. Sin embargo, en el
estado estable, es posible apreciar que las respuestas para ambos
controladores es casi idéntica.
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Figura 6.4: Variables de posición pa-
ra el sistema Clase III SISO
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Figura 6.5: Representación esque-
mática del sistema de grúa conside-
rado

Sistema de Grúa de 4 GDL

Considere un sistema de grúa de 4 GDL (véase la Figura 6.5).
Este sistema consiste en una carga suspendida por un cable
movida a través de un carro montado, sobre dos rieles, capaz de
moverse a través de los ejes x y y.

El objetivo de control consiste en llevar el carro a una posición
deseada minimizando las oscilaciones presentes en la carga. La
dinámica del sistema puede ser descrita como (1.2) considerando
las siguientes definiciones [28]:

qa := [x y]T , qu := [θ β]T ,

Maa := diag(mx , my), Muu := diag(γc2(β), γ),

Mua :=

[
α(c(θ)c(β) −s(θ)s(β))

0 αc(β)

]
,

Cuu :=

[
0 −2 γc(β)s(β) Ûθ,

γc(β)s(β) Ûθ 0

]
,

Cau :=

[
cau1 cau2

0 −α s(β) Ûβ

]
, Caa := diag(0, 0),

gra(qu) := [0, 0]Tgru(qu) := [αgs(θ)c(β),αgs(β)c(θ)]T ,

τ = [ fx , fy]T ,

donde se utiliza la notación s(·) = sin(·) y c(·) = cos(·), con cau1 =

−α(s(θ)c(β) Ûθ + c(θ)s(β) Ûβ) y cau2 = −α(s(θ)c(β) Ûβ + c(θ)s(β) Ûθ); x re-
presenta el movimiento sobre el eje x, y es la posición en el eje
y, θ es el ángulo de la carga medido con respecto al eje x, β es
el ángulo de la carga sobre el eje y, α = mpl y γ = mpl2 son
parámetros de la carga, mx representa la masa de la carga, el
riel sobre el eje x y el riel sobre el eje y, my representa a la masa
de la carga y el riel sobre el eje y, mp es la masa de la carga y l
representa la longitud del cable. Los parámetros considerados
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Tabla 6.1: parámetros del sistema de
grúa.

mx my mp l
2.6 1.6 1 0.35
kg kg kg m

Tabla 6.2: Parámetros del controla-
dor Super-Twisting.

k11 k12 k21 k22

1.88 1.73 1.1 0.59

Tabla 6.3: Parámetros de la variable
de deslizamiento.

λ11 λ12 λ21 λ22 λa1

0.122 0 0 0.26 0.85

λa2 σ11 σ22 σa1 σa2

0.85 0.6 0.6 4.86 1.35

para las simulaciones se muestran en la Tabla 6.1.

La matriz de inercias es singular cuando |β| = π
2 o |θ | = π

2 y el
único punto de equilibrio, para |β| < π

2 y |θ | < π
2 es el origen. El

grado relativo de las variables subactuadas está bien definido,
siempre y cuando la matriz de inercias sea no singular debido a
que la matriz

∆

[
M∗1 α3(c(β))2c(θ)s(θ)s(β)

γ(c(β))2αs(θ)s(β) M∗2

]
,

con ∆ como el determinante de la matriz de inercias comple-
ta, M∗1 = α(α2(c(β))2 − myγ)c(θ)c(β) y M∗2 = α(c(β))3(−mxγ +

α2(c(θ))2, no contiene una columna de ceros con |β| < π
2 y |θ | < π

2
y las matrices Mua, Cua y gru dependen solamente de las varia-
bles subactuadas. Por lo que las condiciones de la Definición 2.3
son cumplidas para toda |β | < π

2 y |θ | < π
2 .

Los valores de las ganancias del controlador Super-Twisting se
dan en la Tabla 6.2. Los parámetros para la variable de desliza-
miento, los cuales cumplen con el Teorema 6.1, se dan en la Tabla
6.3.

Debido a que los puntos de equilibrio del sistema son inde-
pendientes de qa, es posible llevar el el problema de diseño al
contexto de regulación en las variables actuadas al considerar la
señal de error e = x − xd, con xd = [0, 0, x3d, x4d]

T y considerando
las derivadas de la señal de referencia, Ûxd, iguales a cero. Por lo
tanto, la dinámica del sistema no se ve afectada, sólo se trasladan
los puntos de equilibrio.

Para comprobar la robustez de la estrategia de control, la señal
perturbadora dx(t) = dy(t) = 0.1 sin(0.2πt) + 1 es considerada.

La Figura 6.6 muestra la posición del carro para los ejes x y y. Es
posible ver que dichas señales tienden asintóticamente al valor
deseado. La posición en el eje x presenta un ligero sobreimpulso,
sin embargo, ambas señales alcanzan la posición deseada.

La Figura 6.7 muestra la respuesta de los ángulos de la carga so-
bre el eje x y y, de arriba hacia abajo. La respuesta de θ presenta
oscilaciones que tienden a decrecer, mientras que la respuesta de
β muestra una respuesta mucho más rápida. Además, la ampli-
tud de dichas oscilaciones puede ser modificada por medio de
la selección de los parámetros σai y σi, aunque las oscilaciones
no desaparecerán del todo.

La evolución temporal de las variables de deslizamiento se mues-
tra en la Figura 6.8. Resulta evidente que el controlador propues-
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Figura 6.6: Desplazamiento del ca-
rro
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Figura 6.7: Desplazamiento angular
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to es capaz de llevar las trayectorias del sistema a la superficie de
deslizamiento incluso en la presencia de la señal perturbadora.

Los esfuerzos de control se muestran en la Figura 6.9. Es impor-
tante notar que los esfuerzos son continuos y que las oscilaciones
presentes no son significativas.
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Diseño de Controladores por
Realimentación de Salida 7
En este capítulo se detalla la aplicación de los controladores en
un esquema de realimentación de salida tomando como base el
diseño de los controladores para sistemas Clase III3333: Note que el esquema puede ser

usado también para el diseño de
controladores para sistemas Clase I
y II utilizando argumentos similares
a los presentados en este capítulo.

.

La aplicación de controladores por realimentación de salida es
muy atractiva en el contexto de control de sistemas mecánicos.
Esto se debe a que, por lo general, dichos sistemas están dotados
de sensores para medir posición, 3434: e.g. encoders incrementales,

GPSs y sistemas de visión.
. Por lo tanto, la estimación

de las velocidades es una de las tareas a cumplir. El enfoque más
común para la estimación de las velocidades es la aplicación
de filtros lineales, suponiendo que la salida del filtro representa
una estimación de la velocidad. La mayor desventaja de esta
metodología es que los filtros, al ser sistemas dinámicos, introdu-
cen dinámicas adicionales a la dinámica del sistema, las cuales
deben ser consideradas en el análisis de estabilidad. Esta es una
tarea complicada.

Por esta razón, se detalla el proceso de aplicación de dos esque-
mas de observación basados en conceptos de modos deslizantes.
El primer esquema es denominado observador por modos desli-
zantes de alto orden (HOSMO) mientras que el segundo esque-
ma es denominado observador homogéneo (HO)3535: El esquema HOSMO se basa en

el derivador de Levant [11], mien-
tras que el HO está basado en un
esquema de derivación homogéneo
porpuesto en [41].

. Las diferen-
cias teóricas entre los esquemas de observación son cuantiosas.
Como se discutirá a continuación, la clase de perturbaciones y
los resultados de estabilidad de los controladores basados en
esquemas de observación difieren drásticamente. Esto implica
que los contextos en los que cada esquema resulta beneficioso
son distintos.

7.1. Controlador por Realimentación de
Salida basado en HOSMO

Considere el siguiente sistema[
Ûx1

Ûx2

]
=

[
x2

f (y, x) + g(y)(τ + dx)

]
,

y = x1,

(7.1)

donde y ∈ R representa la salida del sistema, x := [x1, x2]
T ∈ R2

representa el estado del sistema, τ ∈ R representa una entrada
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al sistema, la que se considera conocida y dx es una entrada des-
conocida. Para estimar la información no disponible del sistema
(7.1), se considera el siguiente observador [11]:

Û̂x1
Û̂x2
Ûζ

 =


x̂2 + k1de1c
2
3

ζ + k2de1c
1
3 + f (y, x̂) + g(y)τ

kζ de2i−1c
0

 , (7.2)

con ei := xi − x̂i para toda i = 1, 2. La variable x̂1 representa
un estimado de la posición, mientras que x̂2 representa un es-
timado de la velocidad. El término ζ es una variable auxiliar
y las constantes k1, k2 y kζ son las ganancias del observador a
diseñar.

Se introduce la siguiente suposición:

Suposición 7.1 Existe una constante ξ > 0 tal que la siguiente
desigualdad se cumple: ���� d

dt
δ̄

���� ≤ ξ,

donde δ̄ := f̃ + d̃, con d̃ := g(y)dx , y f̃ := f (y, x) − f (y, x̂).

Comentario 7.1 La suposición 7.1 implica que, tanto las ace-
leraciones del sistema, como las velocidades, están acotadas.
Esta restricción siempre se satisface en sistemas físicos, ya
que los actuadores no pueden proveer aceleraciones ni veloci-
dades desacotadas. Para sistemas mecánicos, esta restricción
puede ser violada cuando la velocidad cambia de signo, debi-
do al efecto de la fricción de Coulomb. Sin embargo, esto es
cierto sólo en instantes de tiempo aislados.

Considere e := [e1, e2, eζ ]T con eζ := δ̄ − ζ . Entonces, el siguiente
teorema describe las propiedades de convergencia del observa-
dor.

Teorema 7.1 36 36: La demostración de este teore-
ma puede encontrase en [11].

Suponga que el observador (7.2) se aplica al siste-
ma (7.1) y que la Suposición 7.1 se satisface. Si las ganancias del
observador se eligen de acuerdo a:

k1 = 2ξ
1
3 , k2 = 1.5ξ

1
2 , kζ = 1.1ξ, (7.3)

entonces, el error de estimación, e = 0, es Estable en Tiempo Finito.

Comentario 7.2 El Teorema 7.1 implica que las señales x̂1, x̂2

y ζ convergen en tiempo finito, y de manera exacta, a x1, x2 y
δ̄, respectivamente.
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Diseño del Controlador

Para considerar solamente información de salida en el diseño del
controlador, se propone la siguiente variable de deslizamiento:

ŝ = Λu (Ξuxu + x̂v) +Λa (Ξaxa + x̂b) , (7.4)

con x̂v = [x̂2, . . . , x̂2n]
T y x̂b = [x̂2n+2, . . . , x̂2(n+m)]

T . De acuerdo al
Teorema 7.1 se tiene que ŝ(t) = s(t), para todo t ≥ T . También, de
la misma manera que se comentó en el capítulo 6, la variable de
deslizamiento puede reescribirse como

ŝi = λui (Ξuxu + x̂v) + λai(σaixai + x̂bi), ∀i = 1, m.

Se considera la siguiente ley de control

τ =
(
Λugu(y) +Λaga(y)

)−1 (
τ̂nom + v

)
, (7.5)

con τ̂nom dada por:

τ̂nom = −Λa(Ξa x̂b + K2a deac
1
3 + fa(y, x̂))

−Λu(Ξu x̂v + K2u deuc
1
3 + fu(y, x̂)), (7.6)

donde K2a = diag(k2(n+1), . . . , k2(n+m)) y K2u = diag(k2, . . . , k2n).

La dinámica de ŝ está dada por:

Û̂s = Λa(ζa + Ξaeb) +Λu(ζu + Ξev) + v = v + δ̄, (7.7)

con ζu = [ζ1, . . . ζn]T , ζa = [ζn+1, . . . , ζn+m]T y δ̄ = [δ̄1, . . . , δ̄m]T .
Por lo tanto, v puede ser diseñada como un controlador Super-
Twisting.

7.2. Controlador por Realimentación de
Salida basado en HO

Para el sistema (7.1), se considera el siguiente observador homo-
géneo [41]:[

Û̂x1
Û̂x2

]
=

[
x̂2 + k1de1c

1
1+µ

k2de1c
1−µ
1+µ + f (y, x̂) + g(y)τ

]
, (7.8)

donde e1 := x1 − x̂1, x̂1 y x̂2 como estimaciones de posición y
velocidad, respectivamente; las constantes ki son las ganancias
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del observador a diseñar, i = 1, 2 y µ ∈ (0, 1). Para cualquier µ ∈
(0, 1) la dinámica de observación (7.8) es nolineal y continua.

Se introduce la siguiente suposición.

Suposición 7.2 Existe una constante ξ > 0 tal que la siguiente
desigualdad se satisface: ��δ̄�� ≤ ξ, (7.9)

con δ̄ := f̃ + d̃, d̃ := g(y)dx y f̃ := f (y, x) − fx(y, x̂).

Comentario 7.3 La suposición 7.2 implica el acotamiento de
las velocidades del sistema. Además, la Suposición 7.2 difiere
de la Suposición 7.1 al requerir el acotamiento de los términos
de perturbación del observador, a diferencia de la Suposi-
ción 7.1, donde se supone que dichos términos son Lipschitz
continuos.

Se define e := [e1, e2]
T . Entonces, el siguiente teorema habla de

las propiedades de convergencia del observador.

Teorema 7.2 37 37: La demostración de este teore-
ma puede encontrase en [11] y [41]

Suponga que el observador (7.2) se aplica al sistema
(7.1) y que la suposición 7.2 es satisfecha. Si las ganancias se eligen
de acuerdo a:

k1 = 1.5ξ
1
2 , k2 = 1.1ξ, (7.10)

y µ ∈ (0, 1) ; entonces, el error de estimación, e, es Entrada-Estado
Estable con respecto a δ̄.

Comentario 7.4 A diferencia del HOSMO, que provee con-
vergencia exacta y en tiempo finito del error de observación,
el HO provee estabilidad entrada estado. Esto significa que
la magnitud del error de observación estará en función de la
cota máxima de la señal de perturbación. Si se eligiera el valor
de µ = 1, el HO tomaría la forma de un observador basado en
un derivador Super-Twisting, pudiendo concluir estabilidad
en tiempo finito del error de observación. Sin embargo, como
se verá a continuación, esta elección volvería la ley de control
resultante en una señal discontinua.

Diseño del Controlador

Se considera la siguiente variable de deslizamiento

ŝ = Λu (Ξuxu + x̂v) +Λa (Ξxa + x̂v) , (7.11)
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con x̂v = [x̂2, . . . , x̂2n]
T y x̂b = [x̂2n+2, . . . , x̂2(n+m)]

T . Note que la
variable de deslizamiento puede reescribirse como

ŝi = λui (Ξuxu + x̂v) + λai(σaixai + x̂bi), ∀i = 1, m.

Por lo tanto, la ley de control

τ =
(
Λugu(y) +Λaga(y)

)−1 (
τ̂nom + v

)
, (7.12)

con τ̂nom dada por

τ̂nom = −Λa(Ξa x̂b + K2a deac
1−µ
1+µ + fa(y, x̂))

−Λu(Ξu x̂v + K2u deuc
1−µ
1+µ + fu(y, x̂)), (7.13)

y K2a = diag(k2(n+1), . . . , k2(n+m)) y K2u = diag(k2, . . . , k2n)
3838: Note que en el caso en que µ = 1,

los términos deac
1−µ
1+µ y deuc

1−µ
1+µ se-

rían discontinuos. Esto implicaría la
discontinuad de la señal de control.

.

La dinámica de ŝ está dada por:

Û̂s = Λa(Ξaeb + δa) +Λu(Ξuev + δu) + v = v + δ̄, (7.14)

con δu = [δ1, . . . , δn]T , δa = [δn+1, . . . , δn+m]T y δ̄ = [δ̄1, . . . , δ̄m]T .
Por lo tanto, v puede ser diseñada como un controlador Super-
Twisting.

Comentario 7.5 La aplicación del controlador diseñado ase-
gura que se alcanza el conjunto ŝ = 0 en tiempo finito. Es
posible comprobar, mediante la definición del error de obser-
vación, que s = ŝ +Λaeb +Λeu ; por lo tanto, el alcanzar un mo-
do deslizante en la superficie ŝ = 0, significa que s = λe2 + e4;
debido a que la estabilidad en s = 0 ha sido probada anterior-
mente, y al hecho de que el HO es Entrada-Estado Estable
con respecto a las perturbaciones, se comprueba, mediante
argumentos clásicos, que las trayectorias del sistema están
acotadas.

Comentario 7.6 Para la aplicación de controladores para gra-
do relativo dos, es posible considerar la variable de desliza-
miento como la integral con respecto del tiempo de (7.11),
como fue comentado en el capítulo 6.

Note que para ambos casos, los términos de perturbación para
el controlador no sólo están directamente relacionados con la
variable dx , sino que dependen del error de observación, i.e.
las ganancias del controlador dependen de la selección de las
ganancias del observador. Esto implica que no se utiliza un
principio de separación en el proceso de diseño.
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7.3. Discusión

Note que la clase de perturbaciones considerada para cada ob-
servador es distinta. Mientras que el HOSMO requiere que la
señal δ sea Lipschitz continua, el HO requiere que dicha señal
esté acotada.

Para la aplicación de los observadores en sistemas mecánicos,
esta diferencia es considerable. Si el sistema a considerar tiene
efectos discontinuos considerables, e.g. fricción de Coulomb, las
ganancias que estabilizan al error de observación del HOSMO
deben ser muy grandes para poder aproximar de una manera
adecuada el comportamiento del fenómeno, lo que podría resul-
tar en aproximados muy ruidosos, o incluso, en aproximaciones
que no permitan la aplicación de la técnica. Por otro lado, al
requerir solamente el acotamiento de la señal δ, el HO permite
la reducción de las ganancias del observador con respecto al
HOSMO en este contexto.

Sin embargo, debe notarse que, de manera teórica, el HOSMO es
capaz de aproximar la perturbación de manera exacta, mientras
que el HO es entrada-estado-estable con respecto a la perturba-
ción.

7.4. Resultados Experimentales

Con el fin de mostrar la aplicación de la técnica detallada en este
capítulo, se muestran experimentos para sistemas Clase III en
realimentación de salida.

Sistema Carro-Péndulo

Considere un sistema carro-péndulo (véase la Figura 7.1).

Figura 7.1: Sistema carro-péndulo
experimental
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Los parámetros de este sistema considerados en los experimen-
tos son:

α = 0.052, β = 0.11, γ = 2.6, η = 1.1, fvθ = 0.03, fvx = 6.33.

Para el diseño de grado relativo uno se considera el controlador
Super-Twisting (3.3), junto con el controlador nominal (7.12) y la
variable de deslizamiento (7.11). Para el diseño de grado relativo
dos se considera el controlador CST (3.5), junto con el control
nominal (7.12) mediante el proceso descrito en el Comentario
7.6.

Los parámetros de la variable de deslizamiento están dados
por:

λ = 1, λa = 0.7363, σa = 2.6877, Ξ = 5.3753.

Note que, para sistemas con coeficientes de fricción de Coulomb
altos la aplicación de observador por modos deslizantes es com-
plicada, por lo que se utilizará el HO para la estimación de las
velocidades. La señal de perturbación considerada está dada
por: dx(t) = 5.25 sin(3πt) + 1 y se considera una variación de kσ
como kσ = {0, 0.1, 1, 4}.

La Figura 7.2 muestra las variables de posición para cada expe-
rimento. El controlador CST muestra un mayor sobreimpulso
comparado con el controlador Super-Twisting. No obstante, las
oscilaciones son amortiguadas considerablemente. Esto significa
que una estrategia de control más agresiva es utilizada y que se
obtiene un comportamiento más rápido.

Figura 7.2: Variables de posición pa-
ra el sistema Clase III SISO
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La Figura 7.3 muestra la respuesta de la variable de deslizamien-
to s y la señal de control. En esta figura se puede observar una
mayor precisión del controlador Super-Twisting con respecto al
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controlador CST; este resultado parece contraintuitivo, sin em-
bargo, debido a que el CST es más agresivo que el Super-Twisting
se espera un mayor nivel de oscilaciones una vez que se alcance
el modo deslizante real. Además, la señal de control del CST se
vuelve más oscilatoria conforme se incrementa el valor de kσ .
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0
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Figura 7.3: Variable de deslizamien-
to y señal de control para el sistema
Clase III SISO.

La Figura 7.4 muestra los valores RMS para las variables de
posición y la señal de control. Aunque pareciera que el algorit-
mo Super-Twisting tiene una respuesta similar al CST en estado
estable, el CST tiene una respuesta mucho mejor en el transitorio
para valores suficientemente grandes de kσ . Las diferencias en
los valores RMS para la señal de control muestran que el control
de segundo orden cancela de manera más rápida la perturbación.
Para el caso con kσ = 1, la respuesta del CST parece empeorar.
Esto se debe, principalmente a que el carro no es capaz de alcan-
zar el cero debido al alto coeficiente de fricción seca; no obstante,
como se aprecia en la Figura 6.2, este error es menor a 3[cm], lo
que no es muy significante.

La Tabla 7.1 muestra los resultados del análisis cuantitativo
de los valores RMS. Estos resultados muestran que un valor
mayor de kσ produce un mejor comportamiento en general. Sin
embargo, como se aprecia en la Figura 6.3, esta mejora implica
un mayor nivel de oscilaciones en la señal de control y, por
ende, la elección de kσ es crítica en el contexto de aplicaciones
experimentales para un buen desempeño. Si este parámetro es
pequeño, el CST no proveerá un buen desempeño para igualar
al Super-Twisting; y conforme dicho parámetro se aumenta, las
dinámicas parásitas pueden causar un nivel considerable de
oscilaciones.

Sistema de Grúa de 4 GDL

El esquema de control ha sido implementado en tiempo real por
medio de la plataforma experimental detallada en [28] (Véase la
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Figura 7.4: Valores RMS para el sis-
tema Clase III SISO
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Tabla 7.1: Análisis cuantitativo de
los resultados experimentales para
el sistema Clase III SISO

máx(xRMS) mı́n(xRMS) xRMS Promedio
GR-2, kσ = 4 0.156 0.023 0.039
GR-2, kσ = 1 0.186 0.046 0.063

GR-2, kσ = 0.1 0.178 0.023 0.056
GR-1, ST 0.195 0.019 0.051

máx(τRMS) mı́n(τRMS) τRMS Promedio
GR-2, kσ = 4 26.025 15.759 17.353
GR-2, kσ = 1 24.435 16.624 18.156

GR-2, kσ = 0.1 25.372 15.0125 19.039
GR-1, ST 26.204 14.355 17.82

Figura 7.5).

Los parámetros considerados en los resultados experimentales
están dados en la Tabla 7.2. Los valores para las ganancias del
controlador Super-Twisting se dan en la Tabla 7.3. Las ganancias
de los observadores se calculan de acuerdo a (7.10), con los valo-
res de ξi dados en la Tabla 7.4. Los parámetros para la superficie
de deslizamiento están dados en la Tabla 7.5, los cuales cumplen
con el Teorema 6.1.
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Figura 7.5: Sistema de grúa conside-
rado

Tabla 7.2: Parámetros del sistema de
grúa.

mx my mp l
2.6 1.6 1 0.35
kg kg kg m

Tabla 7.3: Parámetros del controla-
dor.

k̄11 k̄12 k̄21 k̄22

0.19 0.017 0.335 0.055

Tabla 7.4: Parámetros del observa-
dor

ξ1 ξ2 ξ3 ξ4

30 50 7 4

Tabla 7.5: Parámetros de las varia-
bles de deslizamiento

λ11 λ12 λ21 λ22 λa1

0.735 0 0 0.118 0.9

λa2 σ11 σ22 σa1 σa2

0.9 0.1 0.1 189 29

Se lleva el esquema de control al contexto de regulación al de-
finir una señal de error e = x − xd, con xd = [0, 0, x3d, x4d]

T y
considerando que las derivadas de la señal de referencia, Ûxd,son
cero. Por lo tanto, la dinámica del sistema no se ve afectada y
sólo se modifica el origen de la parte actuada.

Para probar la robustez del controlador, las funciones fi(x) =
[M−1(q)(−C(q, Ûq) Ûq − g(q))]i, con M(q), C(q, Ûq) and g(q) como las
matrices del sistema completo, se supondrán desconocidas y se
considera un segundo caso en el que se considera la señal de
perturbación dx(t) = dy(t) = 0.1 sin(0.2πt) + 0.05.

Las Figuras 7.6 y 7.7 muestran la evolución temporal para las
variables de posición linear y angular para el sistema, respecti-
vamente. El comportamiento del carro muestra muy poco sobre-
impulso y el efecto de la señal de perturbación parece afectar
solamente la respuesta transitoria del sistema. La respuesta pa-
ra las posiciones angulares presentan algunas oscilaciones que
tienden a decrecer. Esto es de esperarse debido a la forma de la
dinámica residual, la cual tiene la estructura de una ecuación
de Liénard, la cual es una generalización del oscilador de Van
Der Pol. Como es de esperarse, el término de perturbación incre-
menta la amplitud de las oscilaciones. Sin embargo, para ningún
caso estas oscilaciones son mayores a 0.05 [rad].

Los esfuerzos de control y las variables de deslizamiento se
muestran en las Figuras 7.8 y 7.9. El efecto de chattering es peque-
ño y las señales de control son continuas. El controlador presenta
oscilaciones de mayor amplitud ante la perturbación externa,
esto es una consecuencia de la compensación que debe realizar
el controlador. Para las variables de deslizamiento se observa
que estas no alcanzan el cero exactamente, sino que se llega a
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Figura 7.6: Variables de posición del
carro para el sistema Clase III MI-
MO
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Figura 7.7: Variables de posición an-
gular para el sistema Clase III MI-
MO
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un conjunto cercano. Esto se debe a efectos de discretización y
ruidos en las mediciones. Aún así, incluso en presencia de una
perturbación no desvaneciente, las variables de deslizamiento
son llevadas a una región relativamente cercana al cero.

Los valores RMS de las variables de posición en los ejes x,es decir
(x, θ), y y, (y, β), así como de las señales de control se muestran
en las Figuras 7.10 y 7.11. Para el caso perturbado los valores
RMS de las señales de control es, en general, más grande. Esto es
una consecuencia de la compensación activa de la perturbación.
Para los estados existe una diferencia en la respuesta transitoria
pero las trayectorias tienen un valor RMS muy similar en estado
estable. Esto demuestra la robustez del controlador.



7.4 Resultados Experimentales 55

-1

0

1

0 10 20 30 40 50
-1

0

1

Figura 7.8: Variables de desliza-
miento para el sistema Clase III MI-
MO
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Figura 7.9: Señales de control para
el sistema Clase III MIMO
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Figura 7.10: Valores RMS de las va-
riables de posición para el sistema
Clase III MIMO
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Figura 7.11: Valores RMS de las se-
ñales de control para el sistema Cla-
se III MIMO
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Conclusiones 8
En este documento se aborda el diseño, análisis y evaluación
de técnicas de control robusto para la estabilización de sistemas
subactuados. Las técnicas propuestas aseguran la estabilidad del
sistema en lazo cerrado en presencia de perturbaciones Lipschitz
continuas.

Durante el proyecto de tesis se han alcanzado los siguientes
resultados:

I La caracterización de tres clases de sistemas subactuados
que permite el diseño de leyes de control sin utilizar trans-
formaciones no lineales.

I El diseño de leyes de control continuas basadas en concep-
tos de modos deslizantes.

I El análisis de estabilidad de los métodos propuestos.
I La aplicación de las técnicas en simulación.
I La implementación experimental de los resultados en el

contexto de realimentación de salida a partir de observa-
dores homogéneos y por modos deslizantes de alto orden.

Como resultados académicos se han obtenido los siguientes
productos a lo largo del proyecto de tesis:

I La participación en tres congresos nacionales y uno inter-
nacional.

I La publicación de tres artículos en revistas JCR y la sumi-
sión de uno más, también en revista JCR.

8.1. Trabajo Futuro

Como trabajo futuro es posible considerar la aplicación experi-
mental de los controladores para sistemas Clase I y II, así como la
propuestas de clases distintas a las mostradas en el documento
para agrandar el rango de aplicación de los resultados mostra-
dos. Además, sería beneficioso estudiar la generalización del
problema al caso de seguimiento de trayectorias.
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Prueba de los Resultados del
Capítulo 4 A
A.1. Prueba del Teorema 4.1

Si se alcanza un modo deslizante, (4.2) implica que la dinámica
(4.1) se restringe a

z4 = −c1z1 − c2z2 − c3z3.

Esta ecuación representa una dinámica lineal, la que puede ser
reescrita como Ûz = Anz with z = [z1, z2, z3]

T con la definición
de An dada en (4.3). Por lo tanto, si An es Hurwitz, de la defi-
nición de z1, z2 y z3, se tiene que xu = 0 es exponencialmente
estable. Debido a la restricción iv) de la Definición 2.1, se con-
cluye la estabilidad asintótica de xa = 0. Con esto se concluye la
prueba.

A.2. Prueba del Teorema 4.2

Si un modo deslizante es alcanzado, (4.7) impone una resctric-
ción sobre la dinámica (4.1), la cual implica que las trayectorias
del sistema se desarrollen de acuerdo a la dinámica

z3 = −c1z1 − c2z2.

Esta ecuación representa una dinámica lineal, la cual puede ser
reescrita como Ûz = Anz, con z = [z1, z2, z3]

T y con la definición
de An dada por (4.8). Por lo tanto, si An es Hurwitz, de la defini-
ción de z1 y z2 se tiene que xu = 0 es exponencialmente estable.
Además, debido a la restricción iv) de la Definición 2.1 se con-
cluye la estabilidad asintótica de xa = 0. Con esto se concluye la
prueba.

A.3. Prueba del Teorema 4.3

Suponiendo que las trayectorias del sistema alcanzan un modo
deslizante se tiene que, debido a (4.11), la dinámica de (4.1) se
colapsa a

z3 = −c1z1 − c2z2.
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Esta ecuación representa una dinámica lineal, la cual puede ser
reescrita como Ûz = Anz, con z = [z1, z2, z3]

T y con la definición
de An dada en (4.12). Por lo tanto, si An es Hurwitz, de la defini-
ción de z1 y z2 se sabe que xu = 0 es exponencialmente estable.
Además, debido a la restricción iv) de la Definición 2.1 se con-
cluye la estabilidad asintótica de xa = 0. Con esto se concluye la
prueba.

A.4. Prueba del Teorema 4.4

Suponiendo que las trayectorias del sistema alcanzan un modo
deslizante se tiene que, debido a (4.14), la dinámica de (4.1) se
colapsa a

z2 = −c1z1.

Esta es una ecuación lineal de primer orden. Por lo tanto, si
c1 > 0, se tiene que xu → 0 exponencialmente. Además, debido
a la restricción iv) de la Definición 2.1 Se concluye la estabilidad
asintótica de xa = 0. Con esto se concluye la prueba.



Prueba de los Resultados del
Capítulo 5 B
B.1. Prueba del Lema 5.1

Se asume que un modo deslizante de tercer orden se alcanza en
la superficie s = 0, i.e. s(t) = Ûs(t) = Üs(t) = 0, para todo t ≥ tr > 0.
Esto implica que la siguiente relación es cumplida en tiempo
finito

xa = λ?xu, xb = λ?xv, Ûxb = λ? Ûxv.

Entonces, la primera ecuación de (1.2) puede ser reescrita co-
mo

Muu(xu, λ?xu) Ûxv +Mua(xu, λ?xu)λ? Ûxv +Cuu(xu, λ?xu, xv, λ?xv)xv
+Cua(xu, λ?xu, xv, λ?xv)λ?xv + gru(xu, λ?xu) = 0.

Por la definición de M2(xu), se tiene que

M2(xu) Ûxv +Cuu(xu, λ?xu, xv, λ?xv)xv + gru(xu, λ?xu)

+Cua(xu, λ?xu, xv, λ?xv)λ?xv = 0,

La cual puede ser expresada como (5.3). Debido a que M2 =

Muu(xu , λ?xu) +Mua(xu , λ?xu)λ?, si su inversa existe, ésta puede
ser expresada por medio de la formula de Sherman–Morrison
[42], i.e.

M−1
2 (xu) = −

M−1
uu (xu, λ?xu)Mua(xu, λ?xu)λ?M−1

uu (xu, λ?xu)

1 + λ?M−1
uu (xu, λ?xu)Mua(xu, λ?xu)

+M−1
uu (xu, λ?xu),

la cual es no singular si la relación

λu
T Mua(xu, λ?xu)M−1

uu (xu, λ?xu) , λa

es cumplida. Con esto se concluye la prueba.
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B.2. Prueba del Teorema 5.1

La ecuación (5.3) es una ecuación de Lié vectorial. Entonces, se
considera la siguiente Función de Lyapunov

V(xu, xv) =
1
2

xTv xv +
∫ 1

0
H(τxu)T xudτ. (B.1)

Debido a que sign(Hi(τxu)) = sign(Hi(xu)) = sign(xui) para toda
τ > 0, y Hi(0) < Hi(xu), para toda xu ∈ Du = {xu |[xTu , xTa ]

T ∈ D},
se tiene que el integrando del segundo término es positivo con
respecto a xu ∈ Du. La integral se desvanece solamente para
xu = 0 y ésta se incrementa con respecto a xu y τ. Por lo tanto,
(B.1) es positiva definida para todo [xTu , xTv ]

T ∈ Du ×Rn.

La derivada de V está dada por:

ÛV = [M−1
2 gu(xu)]T xv − xTv (C2(xu, xv)xv +M−1

2 gu(xu),

= −xTv C3(xu, xv)xv.

Debido a que la matriz C3 es definida positiva, la derivada de
la función de Lyapunov es semidefinida negativa. El conjunto
para el cuál la derivada de la función de Lyapunov se desvanece
está dado por xv = 0. Esto implica, por medio del principio de
invarianza [30], que xv → 0 conforme t → ∞, por lo que las
trayectorias del sistema convergen a un punto de equilibrio del
sistema en lazo abierto.

Además, debido a que la derivada de la función de Lyapunov
es negativa semidafinida, se sabe que (B.1) está acotada. Si se
cumple la condición

∫ 1
0 HT (θxu)xudθ →∞, conforme xu → ∂Du ,

esto implica que toda trayectoria que empiece dentro de Du debe
permanecer en dicho conjunto; debido a que el origen es el único
punto de equilibrio de (5.1) dentro de Du, esto implica que las
trayectorias del sistema serán asintóticamente estables.



Prueba de los Resultados del
Capítulo 6 C
C.1. Prueba del Lema 6.1

Suponiendo que se alcanza un modo deslizante en la i−ésima
superficie de deslizamiento, si = 0, i.e. si(t) = Ûs(t) = 0, para todo
t ≥ tr > 0 e i = 1, m. Esto implica que

xbi = −σaixai − λ−1
ai λui (Ξuxu + xv) , (C.1)

y por lo tanto

Ûxbi = −σaixbi − λ−1
ai λui (Ξuxv + Ûxv) . (C.2)

Sustituyendo (C.1) en (C.2), se obtiene

Ûxbi = σ2
aixai +

σai

λai
λuiΞuxu −

λui
λai

Bixv −
λui
λai
Ûxv. (C.3)

La ecuación (C.1) representa un sistema lineal de primer orden
con xa como salida y xu como una entrada filtrada. Entonces,
tomando la transformada de Laplace de (C.1), se tiene que

xai(p) = −
λui
λai

xu −
λuiBixu + c(tr )
λai(σai + p)

, (C.4)

con p como el operador diferencial en el dominio de la frecuancia,
c(tr ) = xai(tr )+ λuixu(tr ) y tr como el tiempo de convergencia del
algoritmo de modos deslizantes. Entonces, se define yi como la
solución a la ecuación diferencial

Ûyi = −σaiyi + λuiBixu. (C.5)

Tomando la transformada de Laplace de (C.5), sustituyendo en
(C.4) y calculando la transformada inversa, se tiene que

xai(t) = c(tr )e−σai (t−tr ) −
λui
λai

xu(t) +
1
λai

yi.
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Por lo tanto, al sustituir xai en (C.3), se obtiene

Ûxbi = σ2
aie
−σai (t−tr )c(tr ) +

σ2
ai

λai
yi

+ σai
λui
λai

Bixu −
λui
λai

Bixv −
λui
λai
Ûxv. (C.6)

Se define ỹi = σaiyi +
λui

λai
Bixu, por lo que (C.6) puede ser rees-

crita como Ûxbi = ψ4i(t) + ψ3i ỹi + ψ3ixv + ψ1i Ûxv, con Û̃yi = −σai ỹi +

λiBixv = −σai ỹi − λaiψ2ixv.

Se considera la función

η(x) := Ûxb = Ψ1 Ûxv +Ψ2xv +Ψ3 ỹ +Ψ4(t), (C.7)

y sustituyendo (C.7) en (1.2), la ecuación para Üqu arroja

M2(xu) Ûxv +C2(xu, xv)xv + R1(xu)ỹ

+ gru(xu, t) + h1(xu, t) = 0, (C.8)

con M2(xu) = Muu(xu) + Mua(xu)Ψ1, C2(xu, xv) = Cuu(xu, xv) +
Mua(xu)Ψ2, R1(xu) = Mua(xu)Ψ3 y h1(xu, t) = MuaΨ4(t).

Una condición suficiente para que M2 sea definida de signo es
que λmı́n(Muu) > σmáx(MuaΨ1) o que λmáx(Muu) < σmı́n(MuaΨ1)

[43]. Debido a la suposición 2.1, Se sabe que los autovalores de
Muu son positivos y acotados. Para el caso en que dim(xu) <
dim(xa), el producto MT

uaMua ∈ Rm×m es semidefinido positi-
vo y su rengo es n; además, debido a que Ψ1 es de rango n,
σmı́n(MuaΨ1) = 0, lo que significa queΛu yΛa deben cumplir con
la primer condición. Por otra parte, cuando dim(xu) > dim(xa) el
producto MT

uaMua ∈ Rm×m es definido positivo, ya que el rango
de éste es m; además, debido a que el rango de Ψ1 es m, se tiene
que σmı́n(MuaΨ1) > 0, entonces es posible elegir Λu y Λa de tal
forma que cualquiera de las dos condiciones sea cumplida. Por
lo tanto, es posible escribir la dinámica de xu de acuerdo a (6.3)
y (6.4). Con esto se concluye la prueba.

C.2. Prueba del Teorema 6.1

La dinámica (6.3)–(6.4) puede ser vista como un par de siste-
mas interconectados. Por lo tanto, se debe comenzar analizando
comportamiento de cada sistema sin interconexiones. Es decir,
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el comportamiento de

Ûxv = −C3(xu, xv)xv − H(xu) − h2(xu, t),
Û̃y = − Ξa ỹ.

La estabilidad de la segunda ecuación es estudiada por medio de
la función de Lyapunov V1(y) = ỹT P̄ ỹ, con P̄T = P̄ > 0 como la
solución a la ecuación de Lyapunov AT P̄+ P̄A = −Q, para alguna
QT = Q > 0 y A = −Ξa. Entonces, la derivada de la función de
Lyapunov está dada por ÛV1 = −ỹ

TQ ỹ ≤ −λmı́n(Q)‖ ỹ‖2.

Para estudiar la estabilidad de la primera ecuación, se debe notar
que ésta tiene la forma de una ecuación de Liénard vectorial,
noautónoma y forzada por el término h2(xu , t) [44]. Por lo tanto,
basándose en [23] y [44], la siguiente función de tipo Lyapunov
será considerada

V(t, xu, xv) = e−
∫ t

tr
χ(τ)dτṼ(xu, xv),

Ṽ(xu, xv) =
1
2

xTv xv +
∫ 1

0
HT (θxu)xudθ + 1,

χ(t) = µνe−σ̄a t ,

con χ(t) ≥ ‖h2(xu, t)‖, para toda xu ∈ Du y t ≥ tr . Entonces, una
posible selección de µ y ν está dada por

µ = máx
∀xu ∈Du

‖M−1
2 (xu)Mua(xu)‖,

y
ν = mσ∗2a (x

∗
a(tr ) + λ̄

−1
a λ∗xu(tr )),

donde σ∗a = máx
i

σai, x∗a(tr ) = máx
i

xai(tr ), λ̄a = mı́n
i
λai, λ∗xu(tr )

≥ λuixu(0), para toda i = 1, m, y la equivalencia entre las normas
‖a‖ ≤ m‖a‖∞, para toda a ∈ Rm, ha sido utilizada.

La existencia de µ sigue de la Suposición 2.1 y ν depende sola-
mente de parámetros de diseño y condiciones iniciales.

La función V es estrictamente positiva e inferiormente acotada
para todo xu, xv y t. Esto es una consecuencia del hecho que
Hi es monótonamente creciente con respecto de xui y Hi(0) = 0.
Además, sign(Hi(τxu)) = sign([Hi(xu)]) = sign(xui), para toda
τ > 0, y HT (τxu)xu < HT (xu)xu, para toda xu ∈ Du = {xu ∈
Rn |[xTu , xTa ]

T ∈ D} y τ ∈ (0, 1]. Por lo tanto, el integrando del
segundo término es definido positivo con respecto a xu ∈ Du . La
integral se desvanece para xu = 0 y ésta incrementa para xu y
τ.
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Se define χ̄(t) = e−
∫ t

tr
χ(τ)dτ

= e
µν
σ̄a
(e−σ̄a tr −e−σ̄a t ). Entonces, la deri-

vada de V está dada por

ÛV = χ̄(t)( Û̃V − χ(t)Ṽ).

ÛV = χ̄(t)

[
− xTv C3(xu, xv)xv − xTv h2(xu, t)

− χ(t)
(1
2

xTv xv +
∫ 1

0
HT (θxu)xudθ + 1

)]
,

≤ − χ̄(t)

[
χ(t)

(1
2
‖xv ‖2 − ‖xv ‖ + 1

)
+ λmı́n(C3)‖xv ‖2

]
,

≤ − χ̄(t)
[
λmı́n(C3)‖xv ‖2 + χ(t)

(
‖xv ‖

2
− 1

)2]
,

≤ − χ̄(t)
[
λmı́n(C3)‖xv ‖

]
,

≤ − e
µν
σ̄a
(e−σ̄a tr −e−σ̄a t )λmı́n(C3)‖xv ‖,

≤ − λmı́n(C3)‖xv ‖.

Por lo tanto, debido a que V es positiva y acotada por debajo y
ÛV es no positiva para todo t ≥ tr , V es no creciente. Entocnes, V
y, como consecuencia, Ṽ están acotadas. Por lo tanto, las trayec-
torias del sistema están acotadas y, ya que xv es absolutamente
continua, se puede aplicar el lema de Barbalat para mostrar que
xv → 0 conforme t →∞. Debido a que xv → 0, conforme t →∞,
xu debe alcanzar un punto de equilibrio del sistema en lazo
abierto.

Además, debido al acotamiento de Ṽ , si se cumple la condición∫ 1
0 HT (θxu)xudθ → ∞, conforme xu → ∂Du, esto implica que

toda trayectoria que empiece dentro de Du debe permanecer
en dicho conjunto; debido a que el origen es el único punto de
equilibrio de (5.1) dentro de Du , esto implica que las trayectorias
del sistema serán asintóticamente estables.

Una vez que se ha establecido la estabilidad del sistema sin
interconexiones, se considera la función de tipo Lypaunov:

V2 = χ̄(t)
[
Ṽ(t, xu, xv) + ỹT P̄ ỹ

]
,

cuya derivada está dada por

ÛV2 = χ̄(t)
[
− χ(t)(Ṽ + ỹT P ỹ) + ( Û̃V + Û̃yT P̄ ỹ + ỹT P̄ Û̃y)

]
.

Evaluando a través de las trayectorias de (6.3)–(6.4), se tiene
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que

ÛV2 = χ̄(t)
[
− xTv C3(xu, xv)xv − xTv h2(xu, t) − xTv R(xu)ỹ

− ỹTQ ỹ − xTv B̄T P̄ ỹ − ỹT P̄B̄xv − χ(t)(Ṽ + ỹT P̄ ỹ)
]
.

Si Q se elige como Q = cIm, para alguna c > 0, entonces P̄ = c
2Ξ
−1
a .

Por lo tanto

ÛV2 ≤ − χ̄(t)
[
λmı́n(C3)‖xv ‖2 + c‖ ỹ‖2

− (‖R‖ + c‖B̄‖‖Ξ−1
a ‖)‖xv ‖‖ ỹ‖

]
.

Eligiendo c = σ̄a R̃
‖B̄ ‖

, se sabe que

ÛV2 ≤ − χ̄(t)
[
λmı́n(C3)‖xv ‖2 − 2R̃‖xv ‖‖ ỹ‖ +

σ̄a R̃
‖B̄‖
‖ ỹ‖2

]
.

Entonces, si λmı́n(C3) >
R̃ ‖B̄ ‖
σ̄a

, existe una ε > 0 tal que λmı́n(C3) =

R̃ ‖B̄ ‖
σ̄a
+ ε . Así, se tiene que ÛV2 puede ser acotada inferiormente

como
ÛV2 ≤ χ̄(t)

(
− R̃

(
a‖xv ‖ −

1
a
‖ ỹ‖

)2
− ε ‖xv ‖2

)
,

con a =
√
‖B̄ ‖
σ̄a

. Por lo tanto ÛV2 ≤ −ε χ̄(t)‖xv ‖2. Finalmente, usando
argumentos similares al caso sin interconexiones, se asegura el
acotamiento de las trayectorias del sistema interconectado. Ade-
más, si

∫ 1
0 HT (θxu)xu →∞, entonces el origen es asintóticamente

estable.
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