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Resumen

En este trabajo, como primer paso en la metodología de investigación pa-
ra llegar al controlador difuso sectorial (SFC, acrónimo del inglés Sectorial
Fuzzy Controller) con precompensación neuronal adaptable, se propone un
SFC con una precompensación de la dinámica deseada del robot en el es-
pacio de las articulaciones, esto es, evaluada en las posiciones, velocidades
y aceleraciones angulares deseadas, aplicada al seguimiento de la trayectoria
de un brazo robótico con todas sus articulaciones del tipo de revolución. La
prueba de estabilidad asintótica uniforme global, aplicando el teorema direc-
to de Lyapunov, se introduce para este nuevo esquema de control mediante
el planteamiento y uso de una función de Lyapunov estricta. Esta función
de Lyapunov estricta es la primera dentro del campo del control difuso que
se aplica al control de seguimiento de trayectorias en los manipuladores ro-
bóticos. Después de esto, se desarrolla la prueba de estabilidad del SFC con
precompensación neuronal adaptable, en el que la dinámica deseada es esti-
mada por medio de una red neuronal artificial recurrente de una capa oculta,
la cual permite estimar toda la dinámica deseada sin conocerla previamente,
a la vez que le da al controlador la capacidad de sobreponerse a cambios
en los valores de los componentes de ésta. Para este controlador, el análisis
de estabilidad se desarrolla aplicando corolarios de LaSalle-Yoshikawa para
sistemas discontinuos, ya que su ley de control posee discontinuidades. Adi-
cionalmente, se dan resultados experimentales físicos y de simulación para
ambos esquemas; para el SFC precompensado se dan en comparación con el
esquema de control original en el que se inspira este nuevo controlador: el
controlador proporcional y derivativo (PD) con precompensación (en inglés
feedforward); mientras que para el SFC con precompensación neuronal adap-
table se dan en comparación a toda una batería de controladores con leyes
de control similares en su estructura (un controlador PD lineal, no lineal
o difuso, más una forma de precompensación, adaptable o no, de la diná-
mica deseada del robot). Los resultados experimentales arrojaron un mejor
rendimiento en general para los nuevos esquemas de control difuso en com-
paración con la estructura clásica, y las propuestas nuevas similares, tanto en
los errores de posición de las articulaciones para valores similares o menores
de pares aplicados; además de que en el caso de los controladores propuestos



no se requirió de una sintonización in situ para tener resultados semejan-
tes a los obtenidos en simulación, lo que muestra la tolerancia esperada a
las desviaciones paramétricas e incertidumbres (dinámicas no modeladas y
perturbaciones) que le otorga la parte del controlador difuso.



Abstract

In this work, a Sectorial Fuzzy Controller (SFC) with a feedforward compen-
sation of the robot dynamics in joint space, evaluated at the desired angular
positions, velocities, and accelerations, applied to the trajectory tracking con-
trol of an all revolving joints robotic arm, is proposed as a first step within
the research methodology in order to reach the final goal of this doctoral
thesis: the SFC plus adaptive neural compensation. Global uniform asymp-
totic stability proof applying the direct Lyapunov theorem is introduced for
this new control scheme by using a strict Lyapunov function. This strict Lya-
punov function is the first one within the field of fuzzy control that is applied
to the trajectory control of robotic manipulators. As the final step, the SFC
plus adaptive neural precompensation is proposed. This latter is a SFC with
feedforward compensation, but in which the desired dynamics is estimated
by means of an adaptive artificial neural network of one hidden layer, which
allows estimating all the desired dynamics without previously knowing it,
while giving the controller the ability to overcome changes in the values of
the robot components. For this second controller, the stability analysis is
developed by applying some LaSalle-Yoshikawa corollaries for discontinuous
systems due to the fact that its control law has discontinuities. Addition-
ally, simulation and physical experimental results are given for both control
schemes; for the SFC plus feedforward, its results are given in comparison
with the original control scheme from which this new controller is inspired:
the Proportional-Derivative (PD) controller plus feedforward; whilst for the
SFC with adaptive neural precompensation, they are given in comparison to
a whole array of controllers with similar control laws (similar in the sense
that all of them have a nonlinear, linear or fuzzy approximation of a PD con-
troller plus some form of adaptive or not, feedforward block of the desired
robot dynamics). The experimental results yielded a better performance in
general for the new fuzzy control schemes compared to the classical struc-
ture, and the similar new proposals, both in the position errors on the joints
for similar or lower values of applied pairs. In addition, in the case of the
proposed controllers, an in-site tuning was not required to obtain results sim-
ilar to those obtained from simulation, which shows the expected tolerance
to parametric deviations and uncertainties (mainly, non modelled dynamics
and unknown disturbances) that the part of the SFC bestows.
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Capítulo 1

Introducción

Cuando este trabajo de investigación comenzó en junio de 2017, el portal de
estadísticas Statista (Statista, 2017) y el Executive Summary World Robotics
2016-Industrial Robots (IFR.org, 2017) reportaban que se calculaba que entre
1.600 y 1.824 millones de robots industriales estaban operando a nivel mun-
dial en 2015, con una estimación de un incremento a 2.589 millones de robots
ya instalados, trabajando en industrias de todo el mundo, para 2019; y una
inversión en la compra e instalación de robots de casi 2 mil millones de dólares
reportada sólo en 2016, con una tasa de crecimiento promedio anual de 16%
de unidades vendidas por año, proyectada de 2016 a 2025, (www.recode.net,
2017; RIA, 2017). Cuatro años después, y de acuerdo a los mismos portales
de estadísticas el crecimiento pronosticado en la implementación de robots
industriales se excedió en 2017 (+23 %) y 2018 a más del (+15 %), cayendo
en 2019 (−12 %), producto de la disputa comercial entre China y EUA, y
aún más en 2020 (aún por contabilizar) debido a la completa desaceleración
de la economía mundial por la pandemia del virus SARS-CoV-2, causante
de la enfermedad COVID-19 (IFR.org, 2021a). Esto último, sin embargo, se
puede ver ya no como una oportunidad de crecimiento para los robots in-
dustriales o los robots manipuladores en general, si no como una necesidad
de preveer que las actividades esenciales que sostienen a nuestra sociedad, se
puedan mantener en el caso de un evento de este tipo, porque de todas las
industrias en general, las de cuarta generación o Industry 4.0 (Paiva Santos
et al., 2018) son las únicas que pudieran mantenerse operando todo el tiempo
sin restricciones de ningún tipo. Y en este tipo de industria, aún cuando se
encuentran ya operando miles de unidades de robots colaborativos, esto es,
que operan en conjunto con los operarios, el robot manipulador sigue siendo
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la pieza fundamental, y de éste, sus sistemas de control e instrumentación
que son los que garantizan o no la calidad y confiabilidad de las tareas que
lleve a cabo.

1.1 Antecedentes
Desde que G. Devol desarrolló el primer robot programable en 1954 (patente
US #2988237), el cual fue implementado en 1961 por la compañía UNIMA-
TION como el robot industrial UNIMATE (Koren, 1985) (ver figura 1.1), el
problema del control de un robot manipulador se puede dividir en dos partes:
primero, para una tarea dada, y considerando que en el caso de un robot ma-
nipulador industrial, éste tipicamente tiene una configuración serie con todas
sus articulaciones del tipo revolución, encontrar el modelo cinemático inverso
con el cual calcular los valores de posición, velocidad y aceleración angular
que deben de poseer cada una de ellas, tal que el órgano efector cumpla con
las especificaciones para efectuar dicha tarea; y segundo, dados estos valores
de posición, velocidad y aceleración angular para cada articulación, obtener
el valor de par de fuerzas en cada una de ellas, tal que se controlen estas
variables de forma que se garantice la ejecución y el desempeño dentro de
especificaciones de calidad de la tarea planteada en un principio.

Figura 1.1: Robot UNIMATE aplicado en el mantenimiento de máquinas de
acero.
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Las primeras propuestas de control, y que de hecho se mantuvieron vigen-
tes durante mucho tiempo en el ámbito industrial, fue el controlar al robot por
medio de controladores del tipo proporcional, integrador y derivativo (PID)
o simplificaciones de éste, diseñados aplicando alguna de las metodologías de
control clásico lineal. Takegaki y Arimoto demostraron, utilizando el método
de Lyapunov, que controladores tan simples como el proporcional, derivativo
(PD) y el PID son efectivos como controladores de regulación para robots, a
pesar de la no linealidad y las incertidumbres en la dinámica del robot (Take-
gaki and Arimoto, 1981; Arimoto, 1996). Un robot es un sistema altamente
no lineal, con variaciones en sus parámetros casi en cada punto de ejecución
de una tarea, sobre todo cuando el robot cambian las características físicas
de su órgano efector, por ejemplo, cuando transporta diferentes piezas de un
punto a otro, o cuando varía la cantidad de pintura en el aspersor con que
está pintando, o la cantidad de soldadura cuando está soldando. Si operan
en una pequeña vecindad de puntos respecto del punto de operación (que
deseablemente se convierte en un punto de equilibrio del sistema de lazo ce-
rrado) y los requisitos de calidad del control no son demasiado altos, entonces
la filosofía de diseño lineal suele ser suficiente. Tenía que ser el caso cuan-
do los controladores eran de construcción mecánica o basados en electrónica
analógica (Tatjewski, 2007), por lo que los robots estaban limitados a tareas
donde la exactitud y precisión no fueran extremadamente demandantes. Con
la llegada de los procesadores digitales de señales (DSPs, del inglés Digital
Signal Processors) en la década de los ochenta, fue posible implementar pro-
puestas de control mucho más avanzadas, las cuales ya habían empezado a
ser desarrolladas desde la década de los sesenta y lograr una mayor calidad
en las tareas desarrolladas por robots. Esto solamente es posible cuando los
controladores pueden trabajar de forma fiable no unicamente en la proximi-
dad de un único valor de referencia, sino también para una serie de puntos de
ajuste que corresponden a diversos cambios en los valores de entrada–salida
del proceso, es decir, controladores que son capaces de controlar un sistema
no lineal (Tatjewski, 2007). Generalmente, el desarrollo de algoritmos de con-
trol capaces de hacer frente a los cambios de los puntos de operación y a los
cambios en el medio ha ido en dos direcciones: control adaptable y control
no lineal (Tatjewski, 2007). La base del control adaptable es una adaptación
en línea de los parámetros del controlador conforme cambian las caracterís-
ticas de la planta, usualmente usando un controlador lineal estándar (por
ejemplo un PID). La adaptación se realiza de forma directa o indirecta me-
diante la identificación en línea de un modelo lineal y la selección apropiada
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de los parámetros del controlador, usualmente utilizando uno de los métodos
clásicos (Lugar geométrico de las raíces, respuesta en frecuencia, etcétera).
Las diversas técnicas de diseño de control adaptable de robots se categorizan
en tres grupos: (I) control adaptable por modelo de referencia, (II) control
adaptable autosintonizable, y (III) control adaptable por perturbación lineal
(Hsia, 1986). Aún cuando existe una extensa cantidad de trabajos de control
adaptable orientado a robots, la identificación en línea conlleva el riesgo de
fallo, particularmente cuando los parámetros a estimar presentan una alta
variabilidad en períodos de tiempo pequeños, o bien, como en el caso del
control de robots, el número de parámetros a estimar o sintonizar al mismo
tiempo es excesivamente grande (hasta 10 parámetros por articulación) (Yoo
and Ham, 2000). Por lo tanto, para el control de robots, el control adapta-
ble ha encontrado hasta ahora una aplicación práctica limitada (Tatjewski,
2007).

La esencia del control no lineal (no adaptable) es el diseño de un contro-
lador no lineal que utiliza de manera directa un modelo no lineal de la planta
a controlar, válido para una amplia gama de variabilidad de los valores de
entrada–salida. El problema de la aplicación del control no lineal al control
de robots manipuladores es que todas las metodologías de diseño aplicables
(linealización por realimentación, control por par calculado, etcétera) requie-
ren de un conocimiento exacto de los parámetros del sistema a controlar y
su función en el tiempo si éstos son además variantes con el tiempo. Este es-
quema de control no lineal no es aplicable prácticamente a un robot, ya que
implica que deben conocerse las longitudes exactas de los eslabones, los des-
plazamientos de las articulaciones y el objeto que el robot sostiene; cuando el
robot levanta objetos o herramientas de diferentes longitudes, orientaciones
desconocidas y puntos de agarre, la totalidad de la cinemática está cam-
biando y, por lo tanto resulta difícil de obtenerla exactamente (Cheah et al.,
2006).

La mayoría de los brazos robóticos industriales se controlan en tareas de
seguimiento de trayectoria mediante la aplicación de un controlador PID,
aunque no se ha demostrado que este tipo de controlador realmente pueda
llegar a tener un error en estado estable cero para ese tipo específico de ta-
reas. A partir de los esquemas de control originales que se aplicaron a los
brazos robóticos solamente se ha demostrado que el par calculado y el PD
con precompensación tienden asintóticamente a un error de estado estable
cero para el seguimiento de trayectoria en brazos robóticos, cuya prueba
se extiende a una estabilidad asintótica global. Esto último implica que el
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error de posición inicial puede ser de cualquier valor y los dos esquemas de
control antes mencionados lograrán que el brazo robótico siga la trayectoria
deseada después de un tiempo de estabilización. Ambos esquemas de con-
trol utilizan un controlador PD más toda la dinámica del robot conectada
de alguna manera; para el caso del controlador de par calculado (CTC, del
inglés computed-torque controller) se logra eliminar todas las no linealidades
del modelo del robot y convertir el equivalente de lazo cerrado del sistema
total en un sistema lineal. En el caso del PD con precompensación, el bloque
de precompensación (feedforward) está compuesto por el modelo del robot
evaluado en las posiciones, velocidades y aceleraciones angulares deseadas, lo
que arroja un excelente rendimiento de seguimiento, comparable al del CTC
(Kelly et al., 2005). No obstante, un robot es altamente no lineal con variacio-
nes en sus parámetros en casi cada punto de ejecución. Dentro de los diversos
enfoques de control existentes para el control de movimiento de robots, los
controladores difusos pueden ser una alternativa robusta y eficiente en los
casos en los que es difícil tener un modelo exacto de la planta a controlar,
o hay muchas perturbaciones y cambios en algunos de los sus parámetros
clave. Además, el control difuso permite combinar elementos heurísticos con
los modelos analíticos. Una vez dadas algunas pautas para diseñar controla-
dores difusos con propiedades sectoriales, denominados controladores difusos
sectoriales (SFCs), que permiten su análisis de estabilidad, en Calcev (1998),
surgieron algunos trabajos sobre el control de movimiento de robots manipu-
ladores: En Santibanez et al. (2004), un control de par calculado con un SFC
en lugar de un controlador PD, mostró excelentes resultados en experimentos
físicos en el control de movimiento de seguimiento de un brazo robótico de 2
grados de libertad (2-DOF, del inglés 2 degrees of freedom). Se aplicó un SFC
con compensación de gravedad a un manipulador robótico de 2-DOF para
regular sus posiciones articulares en Santibanez et al. (2005), nuevamente
mostrando excelentes resultados en sus experimentos físicos, y agregando la
propiedad de tener pares acotados. En Zheng et al. (2017), se presentó un
control difuso saturado para la regulación de robots manipuladores con res-
tricciones en los actuadores. Este controlador se forma uniendo una acción
integral saturada con el SFC, formando así una especie de controlador PID
difuso sectorial. Una prueba de estabilidad asintótica global utilizando el mé-
todo directo de Lyapunov fue esbozada sin probar alguna de las suposiciones
planteadas por los autores. En dicho artículo, solamente presentaron los re-
sultados de la simulación en Matlab sin considerar la fricción en el modelo
de robot. En el trabajo de Mijares (2014) se presentan propuestas relaciona-
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das con la aplicación de la lógica difusa para sintonizar controladores PD y
PID en el control de movimiento robots manipuladores, presentando buenos
resultados y la demostración de su estabilidad asintótica global. En el artícu-
lo de Llama et al. (2015b) se propone un algoritmo de control que utiliza
sistemas difusos adaptables para aproximar porciones locales de la dinámica
de un robot manipulador industrial con el fin de resolver el problema del
seguimiento de la trayectoria, sin requerir ningún conocimiento de su modelo
dinámico. El robot se modela mediante una aproximación descentralizada, y
se presentan buenos resultados experimentales con bajas tasas de error en el
seguimiento de trayectorias.

Todos los enfoques de control mencionados anteriormente utilizan un SFC
tipo Mamdani como elemento central; sin embargo, existe la contraparte de
controladores difusos del tipo Takagi - Sugeno (T-S) aplicados al control de
sistemas mecánicos o mecatrónicos: en Nguyen et al. (2018) se empleó un
descriptor T-S para controlar un manipulador robótico de 2-DOF con arti-
culaciones elásticas y fricción seca. El diseño del control de seguimiento y
la garantía de estabilidad se reformula como un problema de optimización
basado en la solución de una Desigualdades Matriciales Lineales (LMIs, de
las siglas del inglés Linear Matrix Inequalities). Los procedimientos de di-
seño y el rendimiento del controlador fueron validados mediante simulación
numérica en Matlab. Se compararon dos metodologías difusas para realizar
el seguimiento de la trayectoria de un péndulo de Furuta en Coronado et al.
(2017) mientras se usa una representación convexa exacta y una regulación
dinámica de la salida, que no resuelve las ecuaciones diferenciales parciales
no lineales conocidas como ecuaciones de Francis-Isidori-Byrnes (FIB). Al
final, el enfoque difuso T-S arrojó mejores resultados en contraste con el en-
foque de regulación dinámico de la salida. Este trabajo reporta resultados
experimentales. En el trabajo desarrollado en Llama et al. (2015a) se presen-
ta el control de un carro péndulo invertido donde también se aplica control
T-S, usando tres esquemas diferentes, en uno aplicando un observador T-S
de modelo extendido con incertidumbres para poder obtener la velocidad y
posición del carro. Se hicieron experimentos en tiempo real validando el fun-
cionamiento de mantener el péndulo en posición vertical mientras el carro
sigue una señal de referencia. En Kang and Lim (2019), un robot de 3-DOF
se controla en simulaciones mediante el enfoque de H∞; los resultados pre-
sentados son excelentes al emplear 16 matrices en el proceso de fusificación
T-S. Sin embargo, al igual que con todos los enfoques de este tipo de control
difuso, el modelo mecánico tiene que pasar por una manipulación algebraica
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extensa para obtener las ecuaciones que se usarán en la formulación de las
LMIs y, al hacerlo, los resultados obtenidos solamente se pueden aplicar a la
planta específica para la cual se diseñó el control difuso T-S.

Las redes neuronales (NN de las siglas del inglés, Neural Networks) adap-
tables y recurrentes también se han aplicado a la tarea de seguimiento de
movimiento en robots, de los trabajo previos el de Lewis et al. (1996) es uno
de los más relevantes ya que aquí presenta la base para todo lo que es el al-
goritmo de aprendizaje de filtrado del error para redes neuronales y más aún
mostrando diferentes combinaciones de la aplicación de las redes neuronales
para el control en tiempo real del seguimiento de trayectorias en manipu-
ladores. En Huang et al. (2008) se utiliza una red neuronal adaptable para
controlar un robot de enlace rígido accionado eléctricamente. Las dimensio-
nes de la red neuronal de base radial se ven enormemente decrementadas
respecto de las propuestas previas al aplicar el análisis de estabilidad basado
en Lyapunov y back-stepping, donde a traves de este método se obtienen las
ecuaciones de la dinámica de los pesos de la red neuronal. En Quynh et al.
(2020), donde se presenta una red neuronal recurrente de enlace funcional
wavelet difusa que se basa en un compensador de zona muerta para contro-
ladores de robots manipuladores industriales. El artículo muestra un análisis
de estabilidad extenso, utilizando Lyapunov, el teorema de invariancia de
LaSalle y el Lema de Barbălat. Sin embargo, ninguno de esos teoremas se
puede aplicar para el análisis de estabilidad bajo ese enfoque, ya que su ley
de control posee una discontinuidad en el origen. Se reportan resultados de
simulación y experimentos sobre un brazo robótico de 3-DOF, mostrando
excelentes resultados. Sin embargo, el inconveniente radica en que existen
más de diez matrices que deben calcularse en cada período de muestreo para
poder mantener resultados excelentes. En Puga-Guzmán et al. (2014) se uti-
liza una red neuronal adaptable como precompensación para un controlador
PD saturado no lineal. Nuevamente, la cantidad de elementos que se calcu-
larán en cada tiempo de muestreo es muy grande, considerando el número
de grados del robot utilizado. Este trabajo presenta tanto simulación como
experimentos con resultados aceptables, ya que al tener una actualización
de los pesos de la red neuronal se provoca que el sistema completo presente
un tiempo de estabilización muy lento (hasta de 7 segundos). En Vázquez
et al. (2018) proponen el uso de una estructura de red neuronal recurrente
de alto orden (RHONN, por sus siglas en inglés de Recurrent High Order
Neural Network) descentralizada para lograr un menor tiempo de adapta-
ción, se demuestra que este tipo de controlador posee estabilidad asintótica
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global considerando el algoritmo de filtrado del error para la actualización de
pesos, sin embargo se tienen errores de más de 5◦ en las posiciones angulares
debido a que se emplean servomotores industriales para el posicionamiento
de las articulaciones del robot. El trabajo de Montoya-Cháirez et al. (2022)
propone un controlador adaptable para robots de articulación flexible. La
parte adaptable se desarrolla utilizando dos técnicas, un controlador de red
neuronal adaptable, que aproxima la función con las incertidumbres mientras
que la posición deseada del rotor necesaria para la linealización de realimen-
tación entrada-salida se implementa con un regresor adaptable de dinámica
de enlace. Se llevaron a cabo comparaciones de experimentos en tiempo real
entre el controlador propuesto y otros anteriores logrando una mejora en la
respuesta. En Zhou et al. (2019) desarrollan un enfoque de control de segui-
miento de NN adaptables para los manipuladores robóticos sujetos a la zona
muerta. Las NN se utilizan para identificar las señales de control intermedias
con funciones no lineales desconocidas en el procedimiento de control del
backlash, y luego se obtienen los controladores virtuales y reales. El análisis
de estabilidad asegura solamente que todas las señales en lazo cerrado estén
limitadas en semiglobal y uniformemente, y las señales de salida del sistema
puedan seguir a las señales de referencia con un error aceptable. Solamente
se reportaron resultados de simulación en un robot Puma 560. Un esquema
de control NN adaptable basado en observadores de perturbaciones para un
robot de n-DOF con incertidumbres en su modelo, y sujeto a restricciones
variables en el tiempo y perturbaciones desconocidas se ha desarrollado en
He et al. (2017), utilizando las NN para estimar el modelo dinámico desco-
nocido del manipulador y usando los observadores de perturbaciones para
aproximar la perturbación variable en el tiempo. Se utiliza una función de
Lyapunov barrera asimétrica para evitar el no cumplir con las restricciones
de salida. Solamente se entregan resultados en simulación demostrando que
la salida sigue bien a la trayectoria objetivo, al mismo tiempo que se garan-
tiza que se cumpla con las restricciones dadas.
Aunque el control de modos deslizantes no es aconsejable en cualquier apli-
cación que involucre un sistema mecánico, debido a la naturaleza destructiva
de los fenómenos de castañeo (chattering, en inglés), que es una caracterís-
tica de este tipo de enfoque de control, se han hecho grandes avances para
hacer frente a este problema usando lógica difusa: un controlador de modo
deslizante basado en difuso que se aplicó a sistemas no lineales de entrada
única y salida única se desarrolló en Prieto-Entenza et al. (2020) y aplicado
al control de regulación de un péndulo de un solo eslabón. En este trabajo se
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presenta un análisis extenso de Lyapunov. Se aplica un sistema difuso Mam-
dani para reducir el chattering y se presentan excelentes resultados para el
control del péndulo, éste hace su trabajo de regulación con un error mínimo.

1.2 Planteamiento del problema
Dada la gran cantidad de robots en uso en la actualidad, sobre todo en apli-
caciones industriales (Statista, 2017; IFR.org, 2017; www.recode.net, 2017;
RIA, 2017), y a que cada vez se les utiliza en aplicaciones que demandan más
exactitud y precisión, es necesario encontrar un sistema de control que sea
capaz de controlar la posición, velocidad y aceleración de las articulaciones de
un robot serial, tal que cumpla con las especificaciones de calidad en la tarea
en la que se le de uso. De los antecedentes, aún existe un problema abierto
en encontrar un controlador que logre esos objetivos de control en un robot
manipulador serial, ya que un robot representa un reto enorme respecto a lo
que se refiere a su control debido a todos los factores que intervienen para
que éste funcione de acuerdo a lo planeado.

En las referencias revisadas, o bien el trabajo presentado sólo es aplicable
a la planta específica para la que se está realizando el diseño del controlador,
como en Coronado et al. (2017); Nguyen et al. (2018); Kang and Lim (2019)
(en el caso de controladores difusos T–S ), o el controlador requiere un cálculo
tan extenso como en Quynh et al. (2020) que hace prohibitiva su aplicación en
los típicos robots manipuladores industriales, o podría aplicarse a los robots
si su trabajo puede extenderse a más de un eslabón (Prieto-Entenza et al.,
2020). Además, solamente en la mitad de los artículos se presentó un análisis
de estabilidad completo y ninguno de los trabajos anteriores encontró una
función de Lyapunov estricta para dicho análisis de su enfoque de control.

1.3 Objetivos

1.3.1 Objetivo general
Desarrollar una nueva metodología de control difuso sectorial para mejorar la
respuesta transitoria y el error en estado estable de seguimiento de trayecto-
rias en un robot manipulador, considerando las limitantes de par de fuerzas
máximo aplicable en cada articulación, con perturbaciones típicas compen-
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sadas por medio de una red neuronal adaptable, y garantizando estabilidad
asintótica uniforme global, en el rango de operación aplicable.

1.3.2 Objetivos específicos
• Desarrollar una nueva metodología de control difuso sectorial con base

en el esquema de Mamdani para controlar el seguimiento de trayectorias
en un robot manipulador, compensado con la dinámica deseada del
robot.

• Desarrollar una nueva metodología de control difuso sectorial con base
en el esquema de Mamdani para controlar el seguimiento de trayectorias
en un robot manipulador, compensando inercias, el efecto Coriolis y
posibles cambios en los parámetros del robot, o dinámicas no modeladas
por medio de una red neuronal adaptable.

• Analizar la estabilidad de las nuevas propuestas de metodología de
control difuso sectorial precompensaado con la dinámica deseada, y con
compensación por redes neuronales adaptables, delimitando al rango de
operación a controlar el robot manipulador.

• Implementar y validar físicamente las nuevas propuestas de metodolo-
gía de control difuso sectorial con precompensación, y con compensa-
ción por medio de red neuronal adaptable en un robot manipulador de
2 grados de libertad.

1.4 Metodología propuesta
La propuesta es obtener provecho de las ventajas observadas en control di-
fuso sectorial (Santibanez et al., 2004, 2005), aplicándolas al controlador
PD precompensado (para información más detallada de este controlador, re-
visar la sección 2.4 o consultar Santibanez and Kelly (2001); Yarza et al.
(2011)), cambiando el controlador PD por un controlador difuso sectorial,
y potenciarlo con las técnicas de control adaptable con redes neuronales de
Puga-Guzmán et al. (2014) tal que el controlador difuso sectorial se encargue
principalmente de lograr que las posiciones q de cada articulación del robot
lleguen a sus valores deseados qd considerando el modelo del robot definido
en (2.1), tomando en cuenta la saturación en actuadores usados respecto de
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los pares de fuerzas τ máximo que pueden proveer, y dejando que el compen-
sador de red neuronal adaptable sea el que reduzca al máximo los errores q̃
causados por todas las incertidumbres, debidas a dinámicas no modeladas y
perturbaciones por cambios en parámetros, como se muestra en la figura 1.2.

Robot+
+

t
W 

Ts(V 
Txd) + e

Controlador 
Difuso Sectorial

tNN

ts

+ -

+ -

Precompensación 
neuronal 
adaptable

Posiciones 
deseadas

Velocidades 
deseadas

Figura 1.2: Sistema de control propuesto.

La idea es complementar los resultados en el desempeño presentado en los
trabajos previos de Santibanez et al. (2004, 2005); Vázquez et al. (2018), y
Llama et al. (2015b) respecto de la eliminación de perturbaciones y mejorar
el tiempo de respuesta, manteniendo la capacidad de eliminación de pertur-
baciones mostrada en Puga-Guzmán et al. (2014) y al mismo tiempo analizar
la estabilidad global de todo el sistema e implementarlo experimentalmente.
Se trabajará en implementar el control difuso sectorial de acuerdo a Mam-
dani para seguimiento, tal que el robot a controlar pueda ser cambiado sin
que el desempeño disminuya de calidad. Se llevarán a cabo pruebas experi-
mentales, con la meta final de que el sistema de control propuesto pueda ser
implementado en un robot manipulador industrial en un futuro próximo.
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1.5 Justificación
En trabajos anteriores donde se aplicó el SFC para asegurar globalmente
el control de regulación de posición (Santibanez et al., 2005) y seguimiento
global de trayectorias (Santibanez et al., 2004) para los manipuladores robo-
ticos, presentan como característica común que los respectivos sistemas de
lazo cerrado son autónomos. Sin embargo, el problema del seguimiento de
la trayectoria del movimiento para los robots manipuladores con realimen-
tación o precompensación generalmente conduce a sistemas de lazo cerrado
no lineales no autónomos. El principal obstáculo para asegurar la estabilidad
asintótica uniforme global (GUAS, de las siglas del inglés Global Uniform
Asymptotic Stability) en esta clase de sistemas es la falta de una función de
Lyapunov estricta (una función definida globalmente positiva, decreciente y
radialmente desacotada, cuya derivada en el tiempo es una función definida
globalmente negativa). Con el objetivo de superar tal desafío, este trabajo
presentará nuevas propiedades de los SFCs que nos permiten construir una
función de Lyapunov estricta que lleve a probar la GUAS en lazo cerrado en
el SFC con precompensación aplicado al control de seguimiento de trayecto-
rias en robots manipuladores. Por lo que en el presente trabajo, presentamos,
por primera vez, la aplicación de un SFC en sistemas de lazo cerrado no autó-
nomos en manipuladores robóticos. Además, la ley de control propuesta para
el SFC precompensado tiene la característica útil de proporcionar pares aco-
tados, que pueden ser diseñados de acuerdo con los límites de los actuadores.
Para el caso de aplicaciones donde pudiera haber cambios o incertidumbres
en los parámetros del robot, la precompensación se implementará por medio
de una red neuronal adaptable.
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Capítulo 2

Fundamentos teóricos

2.1 Introducción
La palabra Robot (trabajo bajo servitud, en idioma Checo) fue usada por
primera vez en la obra R.U.R (Rossumovi Univerzální Roboti) por el
escritor Karel Čapek en 1920 para referirse a personas artificiales construidas
con el único fin de servir a los seres humanos y realizar todos sus trabajos.
Este término desplazó a otros usados previamente, tales como autómata, y
fue más tarde ampliamente difundido por Isaac Asimov en sus muchas obras;
así como en películas tales como Metropolis (1927) con su Maschinenmensch
María (ver figura 2.1), que influenciaría a todas las demás producciones rela-
cionadas como Star Wars (1977), y series de TV como Perdidos en el Espacio
(años sesenta del siglo pasado) y otras más; en las cuales se muestran má-
quinas humanoides con cierto nivel de consciencia e inteligencia.
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Figura 2.1: La Maschinenmensch (Hombre-máquina) María, escena de la
película muda Metrópolis (1927). (imagen libre de derechos de autor)

2.2 Robots industriales

2.2.1 Definición de robot industrial
De acuerdo a la organización Internacional para la Estandarización (ISO, de
las siglas del inglés International Organization for Standardization), un robot
industrial se define como:

“Un manipulador multipropósito, reprogramable, controlado automática-
mente, programable en tres o más ejes, que puede ser fijo en su lugar o móvil
para su uso en aplicaciones de automatización industrial” (IFR.org, 2021b).

2.2.2 Clasificaciones de los robots industriales
En general, los robots industriales de acuerdo a su arquitectura más básica
pueden clasificarse en robots móviles y robots manipuladores, tal como se
aprecia en la figura 2.2:

De éstos, los más utilizados y por lo mismo más estudiados son los robots
manipuladores, ya que en aplicaciones industriales los robots móviles pueden
ser reemplazados por bandas transportadoras. Los robots manipuladores a su
vez también pueden clasificarse de acuerdo a la configuración de sus eslabones
en robots seriales o paralelos (Craig, 2005), ver figura 2.3:
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(a) Robot móvil. (b) Robot manipulador.

Figura 2.2: Tipos de robots industriales, a)MiR250 del catálogo de MiR
robots: https://www.mobile-industrial-robots.com/, b)IRB 1200 del
catálogo de ABB Robots: https://new.abb.com/products/robotics/
industrial-robots

Figura 2.3: Tipos de robots manipuladores.
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Con base a la arquitectura y tipo de articulación usada, De Revolución
(R), Prismática (P), Helicoidal (H), Cilíndrica (C), Universal (U) o Esférica
(S), mostradas en la figura 2.4, los robots manipuladores se clasifican a su
vez como (ver figura 2.5 (OSHA, 2020)):

– Robot de coordenadas rectangulares

– Robot de coordenadas cilíndricas

– Robot de coordenadas Esféricas

– Robot de brazo articulado

– Robot de grúa

– Robot SCARA (del acrónimo en inglés de Selective Compliance Arti-
culated Robot Arm)

Figura 2.4: Tipos de articulaciones usadas en robots manipuladores.
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Figura 2.5: Clasificación de robots manipuladores por tipo de articulación.

2.3 Modelo dinámico de un robot manipula-
dor con articulaciones rígidas

El modelo dinámico de un robot serial de n-eslabones puede resumirse por
las ecuaciones de Euler-Lagrange (Lewis et al., 2004; Merabet and Gu, 2010)
como:

M (q) q̈ +C (q, q̇) q̇ + g (q) + f (q̇) = τ + η, (2.1)

donde q es el n × 1 vector de las posiciones angulares de las articulaciones
en coordenadas generalizadas y disponible para su medición, q̇ es el n × 1
vector de velocidades angulares, q̈ es el n × 1 vector de aceleraciones angu-
lares en cada articulación, τ es el n× 1 vector de pares de fuerzas aplicados
a cada articulación, M(q) es la n× n matriz definida positiva de inercia de
los eslabones que componen al robot, C(q, q̇)q̇ es el n× 1 vector de Coriolis
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y de los pares de fuerzas centrípetas, g(q) es el vector de pares de fuerzas
gravitacionales, η es el n-vector de incertidumbre, que incluye a las pertur-
baciones externas y todas las dinámicas no modeladas del robot; y, f(q̇) es
el n× 1 vector de fuerzas de fricción en cada articulación tal que f(q̇) ∈ Rn

solamente depende de las velocidades angulares en cada articulación q̇ (Kelly
et al., 2005). Un modelo de fricción estática combina fenómenos de fricción
tanto viscosa como de Coulomb. Este modelo establece que el vector f(q̇) se
compone de

f(q̇) = Fvq̇ + FC sign(q̇). (2.2)

Los elementos diagonales de Fv son los parámetros de fricción viscosa y los
elementos de FC son los parámetros de fricción de Coulomb; ambas son ma-
trices definidas positivas diagonales de n×n, donde sign(q̇) denota la función
vectorial signo:

sign(q̇) =


sign(q̇1)
sign(q̇2)

...
sign(q̇n)

 (2.3)

2.3.1 Propiedades del modelo dinámico de un robot
manipulador

La dinámica del robot manipulador serial de n-eslabones modelado por (2.1)
tiene las siguientes propiedades válidas para manipuladores de eslabones rí-
gidos que tienen todas sus articulaciones del tipo revolución (Kelly et al.,
2005; Slotine and Li, 1987),

• Propiedad A. La matriz de inercia M (q) es simétrica y definida
positiva; esto es,

λmin{M}‖x‖2 ≤ xTM (q)x ≤ λmax{M}‖x‖2, (2.4)

donde λmin{M} = ı́nf
q
λmin{M(q)}, λmax{M} denota el sup

q
λmax{M (q)},

y x ∈ Rn es cualquier vector de n valores reales.
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• Propiedad B. El vector C(q,x)y satisface la cota

‖C(q,x)y‖ ≤ kC1‖x‖‖y‖, ∀ q,x,y ∈ Rn; kC1 > 0. (2.5)

• Propiedad C. Suponiendo que la matriz de pares de fuerzas centrífu-
gas y de Coriolis C(q, q̇)q̇ se calcula mediante los símbolos de Chris-
toffel del primer tipo, ésta se relaciona con la derivada de la matriz de
inercia M como

xT
[
Ṁ − 2C(q, q̇)

]
x = 0 ∀ x, q, q̇, (2.6)

lo que significa que C(q, q̇) tiene una relación de antisimetría con Ṁ :

Ṁ = C(q, q̇) +C(q, q̇)T . (2.7)

• Propiedad D. La dinámica residual h(q̃, ˙̃q) (Arimoto, 1995a,b) se
define como

h(q̃, ˙̃q) = [M(qd)−M (q)] q̈d + g(qd)− g(q)
+ [C(qd, q̇d)−C(q, q̇)] q̇d, (2.8)

donde qd es la posición angular deseada en la articulación, que se supone
que es tres veces diferenciable (con esto se permite que la aceleración
angular también pueda ser diferenciable) con derivadas acotadas para
todo tiempo t ≥ 0. El error de posición angular en la articulación queda
denotado por

q̃ = qd − q. (2.9)

La dinámica residual (2.8) tiene la propiedad que se define en (2.10) y
satisface la desigualdad en (2.11) (Kelly et al., 2005):

h(0,0) = 0, (2.10)

‖h(q̃, ˙̃q)‖ ≤ kh1‖ ˙̃q‖+ kh2‖tanh (q̃)‖, (2.11)

donde kh1 y kh2 son constantes estrictamente positivas suficientemente
grandes que dependen de los parámetros del modelo del robot, con
tanh (q̃) = [tanh(q̃1) tanh(q̃2) . . . tanh(q̃n)]T , y ‖q‖ denota la norma
euclidiana del vector q. La desigualdad que se expresa en (2.11) implica
que h(q̃, ˙̃q) tiene definido un acotamiento superior.
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2.4 Control proporcional y derivativo con pre-
compensación para el seguimiento de tra-
yectorias

La figura 2.6 muestra el diagrama de bloques del control PD con precompen-
sación (feedforward) que se utiliza para el control de seguimiento de trayec-
torias en un robot manipulador.
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C(qd, qd) g(qd) Fv

Kp
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qd

qd
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q
.
q

q~
.

q~

.

Figura 2.6: Diagrama del control PD con precompensación.

La ley de control para este esquema viene dada por (Kelly et al., 2005;
Santibanez and Kelly, 2001)

τ = Kpq̃ +Kv
˙̃q +M (qd)q̈d +C(qd, q̇d)q̇d + g(qd) + fvq̇d, (2.12)

donde Kp,Kv ∈ Rn×n son matrices definidas positivas simétricas, que se
denominan ganancias de posición y velocidad respectivamente; y

˙̃q = q̇d − q̇ (2.13)

es el error de velocidad angular.
Se ha demostrado que este controlador tiene una estabilidad asintótica

uniforme global si el robot se modela como en (2.1), o considerando los ac-
tuadores del robot y sus saturaciones (Santibanez and Kelly, 2001; Yarza
et al., 2011).
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La parte precompensada (feedforward) de este esquema de control, de
la que recibe su nombre, son los elementos del modelo de robot, como se
describe en (2.1). Si estos elementos se consideran en un solo bloque equiva-
lente usando álgebra de bloques, se tiene la representación equivalente de la
figura 2.7,

S

S
S
t

-

- ROBOT
Kp

Kv

M(qd)qd + C(qd, qd)qd + g(qd) +Fvqd

qd

qd

qd
.

..

q~
.

q~ q
.
q

.. . . .

Figura 2.7: Diagrama del controlador PD precompensado simplificado para
mostrar mejor el bloque de precompenación (feedforward, en inglés) que se
formó con la dinámica del robot evaluada en las trayectorias deseadas.

El término precompensado o “feedforward” en inglés, se acuñó en los
primeros años del desarrollo del campo de los sistemas de control como un
nombre intuitivo para referirse a la contraparte de la realimentación utilizada
en los sistemas de lazo cerrado. Adicionalmente, es básicamente un bloque que
conecta la entrada del sistema de control a la entrada de la planta controlada,
como se muestra en la figura 2.7. Normalmente, el bloque de precompensación
(feedforward) se utiliza como herramienta para eliminar perturbaciones en la
planta junto con el control de realimentación (Marlin, 2015, pág. 483–497),
pero, en el caso específico de este controlador, ayuda al controlador PD a
compensar todo lo que le haga falta de la dinámica del robot y conseguir
GUAS.

2.5 Sistemas de control de lógica difusa
La idea y las definiciones de un conjunto difuso y una lógica difusa fueron
propuestas por L. A. Zadeh en 1964 (Zadeh, 1965) e implementadas en 1976
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en una planta de cemento danesa. El auge real en el desarrollo de la teo-
ría y aplicaciones de la lógica difusa para el control se produjo a finales de
la década de 1980 y se mantiene hasta hoy. Resulta que los controladores
difusos pueden ser una herramienta robusta y eficiente, especialmente en ca-
sos donde es difícil tener una descripción puramente analítica adecuada del
proceso controlado, pero donde se tiene disponible el conocimiento empíri-
co, la experiencia de los operadores que controlan tales procesos o patrones
del comportamiento requerido de los procesos controlados. Por otro lado, el
control difuso de los procesos no lineales resultó ser una herramienta muy
eficiente que permitió combinar efectivamente elementos de conocimiento de
desempeño sobre el proceso con el enfoque analítico. El modelado difuso de
los procesos no lineales para fines de control resultó ser, junto al modela-
do de redes neuronales, el enfoque más intensamente desarrollado que se ha
aplicado de manera práctica a partir de los años noventa. Esta es una de
las construcciones más exitosas de controladores no lineales, especialmente
desde un punto de vista práctico y de aplicación (Tatjewski, 2007).

Un conjunto difuso puede definirse matemáticamente asignando a cada
individuo posible en el universo del discurso un valor que representa su grado
de pertenencia al conjunto difuso. Este grado corresponde a una medida del
nivel en que ese individuo es similar o compatible con el concepto representa-
do por el conjunto difuso. Así, los individuos pueden pertenecer al conjunto
difuso en un grado mayor o menor como lo indica un grado de membresía
mayor o menor. Estos grados de pertenencia son muy a menudo representa-
dos por valores reales en el intervalo cerrado entre 0 y 1. Debido a que la
pertenencia completa y la no pertenencia completa al conjunto difuso toda-
vía pueden ser indicadas por los valores de 1 y 0, respectivamente, se puede
considerar el concepto de un conjunto nítido (crisp, en inglés) como un caso
restringido del concepto más general de un conjunto difuso para el cual sólo
se permiten estos dos grados de membresía.

La importancia de las variables difusas es que facilitan transiciones gra-
duales entre diferentes estados y, en consecuencia, poseen una capacidad
natural para expresar y hacer frente a las incertidumbres de medición y ob-
servación. Aunque la definición de estados por conjuntos nítidos es matemá-
ticamente correcta, no es realista frente a errores de medición inevitables.
Una medición que cae en un vecindario cercano de cada frontera definida
precisamente entre estados de una variable nítida se toma como soporte pro-
batorio para sólo uno de los estados, a pesar de la incertidumbre inevitable
implicada en esta decisión.
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Las reglas de control difuso pueden considerarse como el conocimiento de
un experto en cualquier campo de aplicación relacionado. Una regla difusa
está representada por una secuencia de la forma IF–THEN (que en español
significa SI–ENTONCES), dando lugar a algoritmos que describen qué acción
o salida debe tomarse en términos de la información actualmente observada,
que incluye tanto la entrada como la realimentación si se aplica un sistema de
control de lazo cerrado. La ley para diseñar o construir un conjunto de reglas
difusas se basa en el conocimiento o la experiencia de un ser humano, que
depende de cada aplicación real diferente. Una regla difusa IF-THEN asocia
una condición descrita usando variables lingüísticas y conjuntos difusos a
una salida o a una conclusión. La parte IF se utiliza principalmente para
capturar el conocimiento mediante el uso de las condiciones elásticas, y la
parte THEN puede utilizarse para dar la conclusión o salida en forma de
variable lingüística. Esta regla IF–THEN es ampliamente utilizada por el
sistema de inferencia difusa para calcular el grado al cual los datos de entrada
coinciden con la condición de una regla (Bai et al., 2006).

2.5.1 Controladores de lógica difusa
La figura 2.8 muestra el diagrama de bloques típico de un controlador lógico
difuso (FLC, por sus siglas en inglés de Fuzzy Logic Controller) utilizado en
forma directa para controlar una planta.

S
-

PLANTA
Controlador 

de Lógica 
Difusa

Medición

r(t ) c(t )
x y

Figura 2.8: Diagrama de bloques para un FLC utilizado en forma directa.
Las señales de entrada x al FLC son los errores obtenidos del punto de suma,
y sus salidas y son las señales de control a la planta.

Un FLC puede representarse internamente en forma general como en la
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figura 2.9 (Lily, 2010, pág. 29–31, 47–49).
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Figura 2.9: Diagrama interno de un FLC mostrando todos los elementos que
calculan su salida.

La inferencia difusa deduce la salida difusa de la base de reglas y las seña-
les de entrada. Esto divide a los FLCs en dos tipos que se pueden distinguir
principalmente:

Tipo Mamdani, cuando las reglas y sus consecuentes se definen lingüís-
ticamente, y tipo TSK (Takagi, Sugeno y Kang) cuando las reglas y/o sus
consecuentes están en forma de función matemática, y el motor de inferencia
funciona de manera diferente al ser tipo Sugeno.

En la presente investigación se tiene el interés de trabajar principalmente
con el tipo de FLC Mamdani. Al considerar que el FLC tiene n entradas
x1, x2, . . . , xn y m salidas y1, y2, . . . .ym; estas n×m variables definen la base
de conocimiento para el FLC con sus reglas IF–THEN de la forma

IF x1 is Al11 AND x2 is Al22 . . . AND xN is Alnn
THEN yi is Bl1l2...ln

i ; i = 1, 2, . . . ,m, (2.14)
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con xk ∈ Uk ⊂ R; k = 1, 2, . . . , n donde Uk; k = 1, 2, . . . , n son los universos
del discurso para cada xk; yi ∈ UOi ⊂ R; i = 1, 2, . . . ,m, donde UOi son los
universos del discurso para cada salida yi. Alkj ⊂ Uk; k = 1, 2, . . . , n; j =
1, 2, . . . Nk, son los conjuntos difusos para cada xk; Bl1l2...ln

i ⊂ UOi; i =
1, 2, . . . ,m son los conjuntos difusos para cada salida yi. Cuando se activa la
lj regla difusa , la función µlkAj(xk), que se llama función de pertenencia (MF,
de las siglas del inglés Membership Function) de xk en Aj, asigna un valor al
grado de membresía de xk en el conjunto difuso Aj; y finalmente, la variable
de salida y tiene un MO número de MFs µBli(ȳ) que están relacionadas con
cada consecuente de la base de reglas, µ

B
l1l2...ln
i

(ȳ), donde ȳ es la salida difusa.
El número total de reglas difusas se calcula como N = N1N2 · · ·Nn, esto es,
la multiplicación del número de MFs para cada entrada.

2.5.2 Tipos de funciones de membresía
Un conjunto difuso se caracteriza principalmente por sus MFs. Las MFs son
escenciales, ya que la interpretación que se hace de la base de reglas difusas se
basa principalmente en la forma como están definidas. Las MFs afectan direc-
tamente la precisión del modelado y el rendimiento del sistema al convertir
la entrada nítida proporcionada a la máquina de inferencia difusa, y esto
mismo ocurre en el momento de la defusificación. Por lo tanto, su definición
dentro del universo de discurso es una tarea decisiva en la implementación
de un sistema difuso. La función de membresía difusa es una forma gráfica
de visualizar el grado de membresía de cualquier valor en un conjunto difuso
dado. Las MFs pueden tener cualquier forma regular o irregular, sin embargo
lo más recomendable es que se puedan expresar matemáticamente en tér-
minos de parámetros. Las MFs con una forma muy irregular no se pueden
parametrizar fácilmente, y el cálculo para su aplicación las hacen inviables.
Por lo general se utilizan MFs regulares conocidas ya parametrizadas. Al-
gunas MFs comunes y ampliamente utilizadas se muestran a continuación
(Siddique, 2014; Wang, 1997).

a) MF tipo singleton (o impulsiva). Asigna el valor de membresía 1 a un
único valor del universo de discurso de x y 0 al resto. Está representado
por la función pulso, como se muestra en la figura 2.10. Casi siempre
su aplicación es como MFs del conjunto de las salidas para expeditar el
cálculo de la defusificación.
Definido matemáticamente como
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m( x )

c

1

x0

Figura 2.10: MF tipo singleton

µ(x) =
{

1, x = c
0, x 6= c

(2.15)

b) MF tipo triangular. Ésta es una de las MF más ampliamente utilizadas
en controladores difusos. El triángulo con el que se fusifica la entrada se
puede definir mediante los parámetros a, b y c, donde a y c definen la
base y b la altura del triángulo. Su gráfica se puede apreciar en la figura
2.11.
Su definición matemática es

µ(x) =


0, x < a
x−a
b−a , a ≤ x ≤ b
c−x
c−b , b ≤ x ≤ c

0, x > c

(2.16)

c) MF tipo trapezoidal. Esta también es una de las MF más utilizadas para
control difusos. Esta MF se define mediante los parámetros a, b, c y d,
como se visualiza en la figura 2.12.
Matemáticamente se define como
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Figura 2.11: MF tipo triangular

x 

m ( x )

1

0
a dcb

Figura 2.12: MF tipo trapezoidal.
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µ(x) =



0, x < a
x−a
b−a , a ≤ x ≤ b

1, b ≤ x ≤ c
d−x
d−c , c ≤ x ≤ d

0, x > d

(2.17)

d) MF tipo gaussiana. En esta función, m representa el centro de la curva
y σ su dispersión, como se puede ver en la figura 2.13. Esta MF provee
una manera más natural de representar la distribución de datos a la hora
de hacer la fusificación o defusificación, pero debido a la complejidad
matemática para implementarla, sobretodo en sistemas embedded, no se
usa tanto.

x 

m ( x )
1

0

s

m

Figura 2.13: MF tipo gaussiana.

Matemáticamente se define como

µ(x) = e−
1
2(x−m

σ )2

(2.18)

e) MF tipo campana generalizada. También se le llama MF de Cauchy. Una
MF de este tipo se especifica mediante tres parámetros a, b, c y se puede
definir de acuerdo a la gráfica mostrada en la figura 2.14. Se llama gene-
ralizada porque al cambiar los parámetros a, b y c, se pueden producir
diferentes familias de MFs.
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Figura 2.14: MF tipo campana generalizada.

Su ecuación matemática es

µ(x) = 1
1 +

∣∣∣x−c
a

∣∣∣2b (2.19)

2.5.3 Defusificación
Para el bloque de defusificación que convierte la salida difusa y en un valor
nítido existen varios métodos reportados en la literatura (Talon and Curt,
2017, pág. 160–174), de éstos los más utilizados en la implementación de
FLCs Mamdani son el Centro de gravedad (COG, de las siglas del inglés
Center Of Gravity) y el centro promedio (CA, de las siglas del inglés Center
Average), y de esos dos, el CA es de particular interés, ya que la mayoría
de las implementaciones de FLCs usan singletons como conjuntos difusos de
salida. Con un defusificador CA y una inferencia de mínimos, cada salida del
FLC Mamdani se calcula como

y =

N1∑
l1=1
· · ·

Nn∑
ln=1

ȳl1···ln
n⋂
i=1

µliAi(xi)
N1∑
l1=1
· · ·

Nn∑
ln=1

n⋂
i=1

µliAi(xi)
, (2.20)
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y si se usa el método de inferencia del producto, cada salida es igual a

y =

N1∑
l1=1
· · ·

Nn∑
ln=1

ȳl1···ln
n∏
i=1

µliAi(xi)
N1∑
l1=1
· · ·

Nn∑
ln=1

n∏
i=1

µliAi(xi)
. (2.21)

Además, si los conjuntos difusos de salida se definen como singletons , ȳ
es directamente el valor del singleton correspondiente, sin la necesidad de
calcular los centros de la salida inferenciada.

2.6 Redes neuronales artificiales adaptables
Varios tipos de redes neuronales se pueden usar en sistemas de control: la red
neuronal multicapa entrenada con el algoritmo de propagación hacia atrás
comúnmente atribuido a Rumelhart et al., las redes neuronales recurrentes
tales como la de Hopfield, el controlador del modelo de articulación cerebral
(CMAC) modelo de Albus, la memoria de contenido direccionable de Koho-
nen, y la red nodal gaussiana de Moody y Darken, (Rovithakis and Christo-
doulou, 2000). La elección de la red neuronal a utilizar y el procedimiento de
entrenamiento a invocar varían en función de la aplicación.

El tipo de red neuronal más comúnmente utilizado en los sistemas de
control es la red neuronal del tipo multicapa hacia adelante o feedforward,
en la que no se realimenta información durante su operación. Sin embar-
go, hay información de realimentación durante el entrenamiento de la red.
Esto es generalmente un proceso lento y que emplea muchos recursos de
procesamiento, porque el algoritmo por lo general tarda mucho tiempo en
converger. Normalmente se utilizan más a menudo los métodos de aprendi-
zaje supervisado, donde la red neuronal se entrena para aprender los patrones
de entrada-salida que se le presentan. Muy a menudo algunas versiones del
algoritmo de retropropagación (BP, por sus siglas en inglés de Back Propa-
gation) se utilizan para ajustar los pesos de las redes neuronales durante su
entrenamiento. Esto es lo que lo vuelve un proceso lento y muy consumidor
de tiempo, ya que este algoritmo suele tardar mucho tiempo en converger.
También se utilizan funciones gaussianas de base radial, o bien en el caso de
redes neuronales recurrentes de alto orden, RHONN, se usan otros algoritmos
como el de filtro de Kalman para incrementar su rapidez de respuesta como
en Garcia-Hernandez et al. (2013), o el así llamdo filtrado del error, que no
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es otra cosa más que un algoritmo de aprendizaje usando modos deslizantes
(Vázquez et al., 2018).

2.6.1 Redes neuronales adaptables de una sola capa
oculta y el teorema de aproximación universal
de funciones

De acuerdo a los trabajos consultados (Lewis et al., 1996; Huang et al., 2008;
Puga-Guzmán et al., 2014; Zhou et al., 2019; He et al., 2017), el término de
red neuronal artificial adaptable surge cuando se propone una red neuronal,
ya sea para control directo de un sistema, o bien para estimar la dinámica o
partes de ésta que se usan en la ley de control. En todos esos casos la ecuación
de aprendizaje que actualiza las sinápsis o pesos de la red se obtiene por
medio del análisis de estabilidad del sistema de lazo cerrado, ya sea aplicando
el segundo método de Lyapunov, LaSalle o el lema de Barbălat, o metodos
derivados como el de back-stepping, de esta manera no hay un algoritmo
genérico que se pueda aplicar per se para las leyes de aprendizaje que definen
a la red neuronal.

Para este trabajo el interés radica en usar una red neuronal adaptable
que sea primero, capaz de aproximar con un error pequeño a la dinámica
deseada del robot a controlar, y segundo, que aparte pueda considerar den-
tro de esa aproximación cambios en los parámetros de dicha dinámica, tales
como variaciones en la fricción viscosa (que depende de muchos factores des-
de el climático hasta del tiempo de uso del robot), así como dinámicas no
modeladas, que en el caso de este trabajo se considera dentro de este rubro
a la fricción de Coulomb. De aquí que los estudios teóricos de varios gru-
pos de investigación (Cybenko, 1989; Funahashi, 1989) que han demostrado
que las redes neuronales multicapa con una sola capa oculta pueden aproxi-
mar cualquier función continua f(x) ∈ Rn uniformemente sobre un dominio
compacto D ⊂ Rn, simplemente ajustando los pesos sinápticos, tal que se
minimice la función del error entre la salida de la red neuronal y la salida del
mapeo desconocido, sea de la más vital importancia. El diagrama de bloques
de este tipo de red neuronal que posee una sola capa oculta se muestra en la
figura 2.15. La ecuación que modela esta red neuronal se da en (2.22):

f(x) = W Tσ
(
V Txext

)
+ ε, ∀ xext ∈ RN+1 (2.22)

donde xext ∈ RN+1 es el vector de señales de entrada a la red neuronal, N+1
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Figura 2.15: Diagrama general de una red neuronal multicapa con una sola
capa oculta.

es el número de señales de entrada a la red, incrementada en 1 respecto de
la variable de entrada x, porque se considera la señal de polarización (mejor
conocida como bias que es su equivalente en inglés) como una entrada extra
(tal como se indica en la figura 2.15), V ∈ R(N+1)×L es la matriz de pesos
óptimos de entrada a la red, W ∈ RL×n es la matriz de pesos óptimos de
salida de la red, L es el número de neuronas en la capa oculta, σ(·) ∈ RL es la
función de activación en la capa oculta, y ε ∈ Rn es el error de aproximación
donde

|εi| ≤ ϕ (2.23)
es válido ∀ i = 1, 2, . . . , n, con ϕ > 0.

Finalmente, Cotter (1990) extendió aún más la demostración de la pro-
piedad universal de las redes neuronales hasta para funciones LP (Im).

2.6.2 Funciones de activación
Algunas de las funciones de activación más utilizadas en los distintos modelos
de redes neuronales son las mostradas en la figura 2.16. Cabe resaltar que
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las principales funciones de activación utilizadas en aplicaciones de control,
la tanh(·) y la sigmoidal representan funciones analíticas que pueden ser
expandidas correctamente por medio de series de Taylor.

Figura 2.16: Algunas funciones de activación usadas en redes neuronales.
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2.7 Corolarios del teorema de LaSalle-
Yoshizawa para sistemas discontinuos

Dado que el sistema de control propuesto posee discontinuidades en el origen
debido a que en su ley de control se tiene una función signo, no se pueden
aplicar directamente los teoremas de Lyapunov, LaSalle o el lema de Barbă-
lat para el análisis de su estabilidad. En la referencia Fischer et al. (2013)
se demuestra un corolario para este caso, adaptando el terorema de LaSalle-
Yoshizawa para sistemas discontinuos. Este corolario también extiende el le-
ma de Barbălat para poderse aplicar a este caso de discontinuidades a través
de inclusiones diferenciales con soluciones de Filippov, tal que no exista co-
mo tal el requerimiento de que el sistema sea Lipschitz en la región de interés.

Corolario 2 Para el sistema

ẋ = f(x(t), t) (2.24)

donde x(t) ∈ D ⊂ Rn es el vector de estados, y si se supone que f :
D × [0,∞) → Rn es Lebesgue medible y esencialmente acotada localmen-
te, uniformemente en t, y si se considera que D es un conjunto abierto y
conectado que contiene a x = 0, y U : D × [0,∞) → R también se supone
que es regular y localmente Lipschitz tal que

W1(x) ≤ U(x, t) ≤ W2(x), (2.25)
˙̃U(x, t) ≤ −W3(x) (2.26)

∀t ≥ 0, ∀x ∈ D donde W1(x) y W2(x) son funciones continuas definidas
positivas, y W3(x) es una función continua semidefinida positiva D. Si se
escoge r > 0 y c > 0 tal que Br ⊂ D y c < mı́n

‖x‖=r
W1(x). Entonces todas las

soluciones de Filippov de (2.24) tal que x(t0) ∈ {x ∈ Br|W2(x) ≤ c} están
acotadas y satisfacen

W3 (x(t))→ 0 conforme t→∞ (2.27)

En este caso, si se supone que x(t) es una solución Filippov de (2.24),
˙̃U(x, t) es la derivada en tiempo de la función regular U(x, t) usando el
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gradiente de Clarke generalizado calculado como

˙̃U(x, t) =
⋂

ξ∈∂U(x,t)
ξT
(
K[f ](x(t), t)

1

)
(2.28)

donde K[f ](x(t), t) es un mapeo superior semicontinuo, no vacío, compacto
y convexo en D definido por

K[f ](x(t), t) =
⋂
δ>0

⋂
µN=0

cof (B (x(t), δ) \N, t) (2.29)

con ⋂
δ>0

definida como la intersección de N conjuntos de medida Lebesgue
cero, co la cerradura convexa, y

B (x(t), δ) = {υ ∈ Rn

∣∣∣∣‖x(t)− υ‖ < δ} (2.30)

Por lo tanto, la función de Lyapunov U(x, t) que se utilizará para aplicar
este corolario del Teorema de Lasalle-Yoshizawa, que establece que el origen
es el atractor dentro del conjunto invariante que lo incluye, debe ser tanto
decreciente como radialmente desacotada, tal como se indica en (2.25) y su
derivada en el tiempo debe poder ser acotada por una función semidefinida
negativa como en (2.26).

2.8 Descripción del robot manipulador de dos
grados de libertad

Para evaluar mediante simulación y de forma experimental el desempeño del
algoritmo de control propuesto se utilizó un robot manipulador de dos gra-
dos de libertad, construído en el CICESE (Reyes and Kelly, 1997) – (Reyes
and Kelly, 2001) y ubicado en el Instituto Tecnológico de La Laguna, que
se mueve en el plano vertical, como se muestra en la Fig. 2.17. Este robot
consta de dos eslabones rígidos; se utilizan servos de alto par de fuerzas de
accionamiento directo sin escobillas para operar las articulaciones sin trans-
misión reductora. Este tipo de articulaciones presenta una reducción en el
retroceso y una fricción significativamente menor respecto de los actuadores
que usan engranajes. El par máximo que pueden aplicar estos actuadores, de
acuerdo al fabricante, es 150 [N-m] para la articulación 1 y 15 [N-m] para la
articulación 2.
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Tabla 2.1: Valores de los parámetros para el robot de 2-DOF

Parámetro Valor Unidades
l1 0.450 m
l2 0.450 m
lc1 0.091 m
lc2 0.048 m
m1 23.902 Kg
m2 3.880 Kg
I1 1.266 Kg m2

I2 0.093 Kg m2

fv1 2.288 N-m s
fv2 0.175 N-m s
g 9.81 m/s2

g

1
Y

2
Y

1
q

2
q

2c
l

2
l

1
l

1c
l
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I

1
m

2 2
,m I

Figura 2.17: Diagrama del robot manipulador de 2-DOF
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Los valores de los parámetros para este robot se muestran en la Tabla 2.1
El modelo dinámico del robot mostrado en la Fig. 2.17 se puede expresar,

de acuerdo a (2.1), como:[
M11(q) M12(q)
M21(q) M22(q)

]
︸ ︷︷ ︸

M(q)

q̈ +
[
C11(q, q̇) C12(q, q̇)
C21(q, q̇) C22(q, q̇)

]
︸ ︷︷ ︸

C(q,q̇)

q̇ +
[
g1(q)
g2(q)

]
︸ ︷︷ ︸
g(q)

+
[
fv1
fv2

]
︸ ︷︷ ︸
Fv

q̇ = τ

donde

M11(q) = m1l
2
c1 +m2[l21 + l2c2 + 2l1lc2 cos(q2)] + I1 + I2,

M12(q) = m2[l2c2 + l1lc2 cos(q2)] + I2,

M21(q) = m2[l2c2 + l1lc2 cos(q2)] + I2,

M22(q) = m2l
2
c2 + I2,

C11(q, q̇) = −m2l1lc2 sen(q2)q̇2,

C12(q, q̇) = −m2l1lc2 sen(q2)[q̇1 + q̇2],
C21(q, q̇) = m2l1lc2 sen(q2)q̇1,

C22(q, q̇) = 0,
g1(q) = [m1lc1 +m2l1]g sen(q1) +m2lc2 g sen(q1 + q2),
g2(q) = m2lc2g sen(q1 + q2),

En este caso, los términos de fricción de Coulomb no fueron incluidos dentro
del modelado y se considerarán como perturbaciones.

Cualquier algoritmo de control que se vaya a implementar se programa
en ANSI C en la plataforma WinMech Lab corriendo en Windows XP de
tiempo real (presentada en Campa et al. (2004)), que con el robot y sus dri-
vers conforma toda una plataforma de pruebas experimentales. El WinMech
Lab corre en una PC desktop con microprocesador Pentium IV de 1.8 GHz,
utilizando una tarjeta adquisitora MultiQ-PCI de Quanser Consulting Inc,
con un periodo de muestreo de 2.5 ms.
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Capítulo 3

Control difuso sectorial con
precompensación

3.1 Controlador difuso sectorial y sus propie-
dades

Un controlador difuso sectorial (SFC) es una clase especial de controlador
difuso que forma mapeo estático no lineal de entrada–salida que relaciona
dos entradas con una salida, con propiedades sectoriales útiles que permiten
el análisis de su estabilidad. Ya que hay dos entradas x1, x2 y una salida
y, estas tres variables definen la base de conocimiento para el SFC con sus
reglas IF-THEN (SI-ENTONCES en español) siendo de la forma,

IF x1 is Al11 AND x2 is Al22 THEN y is Bl1l2 , (3.1)

con x1 ∈ U1 ⊂ R y x2 ∈ U2 ⊂ R, donde U1,U2 son los universos de dis-
curso de x1, x2, respectivamente; y, tomados en tándem, forman un uni-
verso bidimensional de discurso para el vector de entrada x = [x1 x2]:
x ∈ U = U1×U2 ⊂ R2; y ∈ UO ⊂ R, donde UO es el universo de discurso de
la salida y. Al11 ⊂ U1, Al22 ⊂ U2, son los conjuntos difusos para x1, x2, respec-
tivamente; mientras que, Bl1l2 ⊂ UO son los conjuntos difusos para y. Cuando
una regla difusa l1, l2 se dispara, la función función de membresía µl1A1(x1) de
x1 en A1, asigna un valor al grado de membresía de x1 en el conjunto difuso
A1; de la misma manera, la MF µl2A2(x2) asigna un valor al grado de membresía
de x2 en el conjunto difuso A2; y finalmente, la variable de salida, y tiene un
número imparMO de MFs µBl(ȳ) relacionado con cada consecuente de la base
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de reglas, µBl1l2 (ȳ) ∈ {µ−
MO−1

2
B (ȳ), µ−

MO−1
2 −1

B (ȳ) . . . , µ
MO−1

2
B (ȳ)}. En este caso,

para que un controlador difuso sea un SFC debe tener un número impar de
conjuntos difusos de entrada y salida, es decirM1,M2, yMO deben ser impa-
res (Calcev, 1998), por lo tanto li = {−Mi−1

2 ,−Mi−1
2 +1, . . . , Mi−1

2 }, i = 1, 2, O
(donde O es el subíndice usado para referirse a la salida). El número total de
reglas difusas se calcula como M = M1M2, la multiplicación del número de
MFs para cada entrada. Un ejemplo de la base de reglas difusas resumida se
muestra en su tabla de búsqueda en la Tabla 3.1.

Un controlador difuso debe definirse como sigue para ser un SFC (Calcev,
1998; Santibanez et al., 2004, 2005): Una salida como mapeo difuso de dos
entradas. Todos las MFs tienen que ser simétricas con respecto a cero, con
un número impar de conjuntos difusos de entrada y salida. Se debe definir
la MF de los conjuntos difusos de entrada adyacentes tal que tengan grados
de pertenencia complementarios para cada valor de entrada. La definición de
conjuntos difusos para la MF de entrada debe de ser convexa en el sentido
dado por Calcev (1998), y alrededor de cero no se pueden utilizar MFs trape-
zoidales o similares, solamente funciones que tengan un máximo aislado, ya
que para entradas nulas debe haber un consecuente nulo. Los consecuentes
de la tabla de reglas difusas aumentan de izquierda a derecha y de arriba a
abajo, con una salida nula para entradas nulas lo que crea una antisimetría
diagonal alrededor del centro de la tabla de reglas difusas, como se puede
ejemplificar y ver fácilmente en la Tabla 3.1. La salida es calculada por el
defusificador centro promedio, aplicando el método de inferencia de produc-
to o mínimo. Debido a la condición de

∣∣∣φi(q̃i, ˙̃qi)− φi(0, ˙̃qi)
∣∣∣ 6= 0 establecida

en (3.58) que se encuentra dentro del desarrollo del Lema 3 en la siguiente
sección, ninguna columna o fila adyacente a una fila o columna de entrada
cero puede tener los mismos consecuentes. Con todas estas especificaciones
y lineamientos, la salida del SFC se calcula como el mapeo estático no lineal
de entrada–salida que relaciona dos entradas con una salida, φ (x1, x2), como
sigue

φ (x1, x2) =

M1−1
2∑

l1=−M1−1
2

M2−1
2∑

l2=−M2−1
2

µl1A1(x1)µl2A2(x2) ȳl1,l2

M1−1
2∑

l1=−M1−1
2

M2−1
2∑

l2=−M2−1
2

µl1A1(x1)µl2A2(x2)
, (3.2)

si se selecciona el método de inferencia de producto, y
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φ (x1, x2) =

∑M1−1
2

l1=−M1−1
2

∑M2−1
2

l2=−M2−1
2

(
µl1A1(x1)⋂µl2A2(x2)

)
ȳl1,l2

∑M1−1
2

l1=−M1−1
2

∑M2−1
2

l2=−M2−1
2

µl1A1(x1)⋂µl2A2(x2)
, (3.3)

si se utiliza el método de inferencia del mínimo.

Cuando un SFC se define como se describe en los párrafos anteriores,
tendrá las siguientes propiedades sectoriales que se enumeran a continuación.
Todas estas propiedades ya han sido completamente demostradas en Calcev
(1998); Santibanez et al. (2004).

• Propiedad 1, φ(0, 0) = 0, (salida nula para entradas nulas);

• Propiedad 2, φi
(
q̃i, ˙̃qi

)
= −φi

(
−q̃i,− ˙̃qi

)
, (Simétrico alrededor del ori-

gen);

• Propiedad 3, existen ζi, ρi > 0, tal que

0 < q̃i
[
φi
(
q̃i, ˙̃qi

)
− φi

(
0, ˙̃qi

)]
≤ ρiq̃

2
i , (3.4)

0 < ˙̃qi
[
φi
(
q̃i, ˙̃qi

)
− φi (q̃i, 0)

]
≤ ζi ˙̃q2

i , (3.5)

lo que significa que tanto en (3.4) como (3.5), ambos términos dentro
de las desigualdades son positivos y están acotados por la cuadrática
de q̃, y ˙̃q, respectivamente.

• Propiedad 4, φi (q̃i, 0) = 0⇒ q̃i = 0, (corolario de la Propiedad 1);

• Propiedad 5,
∣∣∣φi (q̃i, ˙̃qi

)∣∣∣ ≤ δ := maxl1 l2 y
l1 l2, (el SFC está acotado

por el valor de salida máximo);

• Propiedad 6, yk 0 ≤ |φi (q̃i, 0)| ≤ yk+1 0; (comportamiento sectorial de
(q̃i, 0)) para i = 1, 2, 3, . . . , n, donde yl1 l2, yk 0, yk+1 0 representan los
centros de las MFs correspondientes de salida que se definen durante la
etapa de diseño.

Para el resto de este trabajo se han seleccionado, sin pérdida de genera-
lidad, las siguientes especificaciones para definir el SFC en estudio:
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• Consecuentes singleton, de modo que los centros de las MFs de salida
correspondientes no necesitan ser calculados, tal que se disminuye el
tiempo de cálculo y la complejidad de computación de este controlador.
Esto nos permitirá implementarlo en cualquier plataforma de tiempo
real de gama baja,

• inferencia producto, lo que convertirá a (3.2) en la combinación convexa
de 3.6) tal como fue explotada previamente en Santibanez et al. (2004,
2005), y

• un defusificador centro promedio, que es un requisito previo para que
el controlador sea un SFC.

Aplicando estas especificaciones a (3.2), y considerando también los n×1
elementos de Φ

(
q̃, ˙̃q

)
en (3.8), haciendo que x1 = q̃n, x2 = ˙̃qn en (3.2), se

tiene que los elementos de este vector se pueden calcular como

φn
(
q̃n, ˙̃qn

)
=

N1−1
2∑

l1=−N1−1
2

N2−1
2∑

l2=−N2−1
2

µl1A1n(q̃n)µl2A2n( ˙̃qn) ȳl1,l2 , (3.6)

donde µl1A1n(q̃n) representa la MF que asigna un valor al grado de membresía
de q̃n en el conjunto difuso A1n; µl2A2n( ˙̃qn) representa la MF, que asigna un
valor al grado de membresía de ˙̃qn en el conjunto difuso A2n; y, ȳl1,l2 es el
consecuente de la regla difusa que se ha disparado de acuerdo con los valores
de q̃n, ˙̃qn.

3.2 Controlador difuso sectorial con precom-
pensación

El objetivo es encontrar un controlador difuso sectorial para el seguimiento de
trayectorias y asegurar la estabilidad asintótica uniforme global del sistema
de lazo cerrado no autónomo, garantizando que los errores de posición an-
gular tiendan asintóticamente a cero. Con este fin, se propone el controlador
difuso sectorial con precompensación (feedforward), que tiene una configura-
ción muy similar al control PD con precompensación (feedforward), como se
describe en Kelly et al. (2005), excepto que, en esta propuesta, el control PD
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se reemplaza por un SFC, como se muestra en la figura 3.1. La ley de control
para este nuevo esquema está dada por

τ =Φ(q̃, ˙̃q) +M (qd)q̈d +C(qd, q̇d)q̇d + g(qd) + Fvq̇d (3.7)

donde Φ
(
q̃, ˙̃q

)
es un vector de dimensión n× 1, cuyos elementos φi

(
q̃i, ˙̃qi

)
,

con i = 1, 2, 3, . . . , n, son las mapeos reales de entrada-salida de los n SFC,

Φ
(
q̃, ˙̃q

)
=


φ1
(
q̃1, ˙̃q1

)
φ2
(
q̃2, ˙̃q2

)
...

φn
(
q̃n, ˙̃qn

)

 . (3.8)

En Villalobos-Chin et al. (2020) se demuestra que un SFC es en realidad
un controlador PD, pero, en este caso, sus ganancias se convierten en un
equivalente difuso no lineal de las gananciasKP yKV de un controlador PD
normal vía el cálculo de la función Φ

(
q̃, ˙̃q

)
. Esto proporciona al control PD

original una precompensación con las propiedades de un controlador difuso,
principalmente la tolerancia a ligeras desviaciones paramétricas.
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Figura 3.1: Propuesta de control difuso sectorial con precompensación.

48



3.3 Prueba de estabilidad del SFC con pre-
compensación

Ecuación de lazo cerrado del SFC con precompensación

El lazo cerrado del sistema de control difuso con precompensación se obtiene
de la siguiente manera:

La ley de control definida en (3.7) puede escribirse como

τ = Φ
(
q̃, ˙̃q

)
+ τd (3.9)

con
τd = M (qd)q̈d +C(qd, q̇d)q̇d + g(qd) + fvq̇d (3.10)

Dada la ecuación de la dinámica de un robot,

τ = M(q)q̈ +C(q, q̇)q̇ + g(q) + fvq̇ (3.11)

restando (3.11) de (3.10), se tiene

τd−τ = M(qd)q̈d+C(qd, q̇d)q̇d+g(qd)+fvq̇d−M(q)q̈−C(q, q̇)q̇−g(q)−fvq̇

τd − τ = M(q)¨̃q +C(q, q̇) ˙̃q + fv ˙̃q + h(q̃, ˙̃q) (3.12)

donde h(q̃, ˙̃q) fué definida en (2.8).
Cerrando el lazo, sustituyendo la ley de control (3.9) en la ecuación de la
dinámica del robot (3.11), se tiene que

Φ
(
q̃, ˙̃q

)
+ τd = M (q)q̈ +C(q, q̇)q̇ + g(q) + fvq̇ (3.13)

o, equivalentemente,

0 = Φ
(
q̃, ˙̃q

)
+τd−M (q)q̈−C(q, q̇)q̇−g(q)−fvq̇ = Φ

(
q̃, ˙̃q

)
+τd−τ (3.14)

Sustituyendo (3.12) en (3.14) se llega a:

0 = Φ
(
q̃, ˙̃q

)
+M(q)¨̃q +C(q, q̇) ˙̃q + fv ˙̃q + h(q̃, ˙̃q) (3.15)

que resulta en,
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d

dt

[
q̃
˙̃q

]
=
[ ˙̃q
M (q)−1

[
−Φ

(
q̃, ˙̃q

)
−C(q, q̇) ˙̃q − fv ˙̃q − h(q̃, ˙̃q)

]] (3.16)

3.3.1 Puntos de equilibrio del SFC con precompensa-
ción

Si ˙̃q = 0 y ¨̃q = 0

d

dt

[
0
0

]
=
[

0
M (q)−1 [−Φ (q̃,0)−C(0, q̃)0− fv0− h(q̃,0)]

]

entonces

0 = Φ(q̃,0) + h(q̃,0)

Esta ecuación tiene un equilibrio en el origen ya que si q̃ = 0 y ˙̃q = 0, por
propiedades de la dinámica residual (Kelly and Santibáñez, 2003),

h(0,0) = 0

y por la propiedad 1 de Φ(q̃, ˙̃q),

Φ(0,0) = 0

por lo tanto,

0 = Φ (0,0) + h(0,0) = 0 + 0 (3.17)

El origen es un equilibrio del sistema en lazo cerrado, que de hecho se convier-
te en el único equilibrio al cumplir las condiciones de estabilidad de Lyapunov
que se originan para Φ(q̃, ˙̃q) respecto de h(q̃, ˙̃q), como se verá más adelante.

3.3.2 Función candidata de Lyapunov
Para analizar la estabilidad del control difuso sectorial con precompensación,
se propone la siguiente función candidata de Lyapunov:
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V (q̃, ˙̃q, t) = 1
2

˙̃qTM(q) ˙̃q +
n∑
i=1

∫ q̃i

0
φ(ξi, 0)dξi + γ tanh (q̃)TM(q) ˙̃q

la cual puede ser acotada por debajo para comprobar que es una función de-
finida positiva y radialmente desacotada y menguante. Acotando por debajo
cada término de V (q̃, ˙̃q, t) se tiene

1
2

˙̃qTM(q) ˙̃q ≥ 1
2λmin{M(q)}‖ ˙̃q‖2 (3.18)

γ tanh (q̃)TM(q) ˙̃q ≥ −γλmax{M(q)}‖tanh (q̃)‖‖ ˙̃q‖ (3.19)

Para el término ∑n
i=1

∫ q̃i
0 φ(ξi, 0)dξi se desarrollaron los siguientes dos lemas:

Lema 1. Considérese una vecindad α = {x ∈ R | |x| < ε} para algún ε > 0.
Sea f(x) una función C ′, diferenciable al menos una vez, de x estrictamente
creciente (sobre α) que satisface f(0) = 0. Entonces, existe β > 0 ∈ R tal que∫ x

0
f (τ) dτ ≥ β tanh2(x)

se mantiene ∀x ∈ α, con β < 1
6 ı́nf{f ′(x)}

Prueba del Lema 1. Definiendo la función

g(x) :=
∫ x

0
f (τ) dτ − β tanh2(x) (3.20)

diferenciando a (3.20), se obtiene

dg

dx
= f(x)− 2βsech2(x) tanh(x) (3.21)

d2g

dx2 = f ′(x) + sech2(x)
[
4β tanh2(x)− 2βsech2(x)

]
(3.22)

Es posible verificar que

f(0)− 2βsech2(0) tanh(0) = 0
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por lo que g(x) tiene un máximo en x = 0.

Enseguida, para que (3.22) sea positiva ∀x ∈ α se debe tener que

inf {f ′(x)}
β

> −sech2(x)
[
4 tanh2(x)− 2sech2(x)

]
(3.23)

dado que

sup
x∈α

{
−sech2(x)

[
4 tanh2(x)− 2sech2(x)

]}
≤ 4

se puede establecer que (3.23) se verificará si

ı́nf {f ′(x)} > 4β
Consecuentemente, g(x) es convexo y tiene un mínimo local estricto en x = 0.
Ya que g(0) = 0 ∀x ∈ α, esto a su vez implica que∫ x

0
f (τ) dτ − β tanh2(x) ≥ 0,

o en otras palabras, ∫ x

0
f (τ) dτ ≥ β tanh2(x)

Lema 2. Defínase φ(x1, x2) como en Calcev (1998); Santibanez et al. (2004).
Sea µ0

A(x) diferenciable en una vecindad del origen, pero posiblemente no en
el origen, y µ0

A1
′(x) > 0 para x < 0, µ0

A1
′(x) < 0 para x > 0. Entonces existe

una β > 0 tal que ∫ x

0
φ (τ, 0) dτ ≥ β tanh2(x)

se mantiene ∀x ∈ R, con β < 1
6 ı́nf{f ′(x)}

Prueba del Lema 2. Considérese una vecindad α del origen, tal como en el
Lema 1 cercana al origen, la función φ(x, 0) puede expresarse como

φ(x, 0) = ȳ1,0
(
1− µ0

A1(x)
)

(3.24)
para x > 0, y
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φ(x, 0) = −ȳ1,0
(
1− µ0

A1(x)
)

(3.25)

para x < 0.

La derivada de (3.24), en x > 0 es

φ′(x, 0) = −ȳ1,0µ0
A1
′(x), (3.26)

De manera similar, la derivada de (3.25) en x < 0 se puede expresar como,

φ′(x, 0) = ȳ1,0µ0
A1
′(x), (3.27)

debido a la simetría se tiene

µ0
A1
′(x−) = −µ0

A1
′(x+),

Donde µ0
A1
′(x−) denota a µ0

A1
′(x) en x < 0 y µ0

A1
′(x+) a µ0

A1
′(x) en x > 0.

Por lo tanto, de las ecuaciones (3.26) y (3.27) se puede establecer que φ′(x, 0)
es diferenciable en el origen.
Ya que µ0

A1
′(x) < 0 para x > 0 y µ0

A1
′(x) > 0 para x < 0, se puede concluir

de las ecuaciones (3.26) y (3.27) que

φ′(x, 0) > 0. (3.28)

Mediante la aplicación del Lema 1 se puede establecer que∫ x

0
φ (τ, 0) dτ ≥ β tanh2(x) (3.29)

en una vecindad del origen. Haciendo que la vecindad sea definida por ε = P1j ,
el valor máximo de φ en α se alcanza cuando x = P1j , este valor está dado
por

γ =
∫ P1j

0
ȳ1,0

(
1− µ0

A1(τ)
)
dτ (3.30)

ya que ȳk+1,0 > ȳk,0, entonces∫ x

0
φ (τ, 0) dτ > γ; x > P1j (3.31)
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Lo anterior implica que si γ ≥ β entonces (3.29) se mantiene para x > P1j .
La simetría permite concluir lo mismo para x < 0. Por lo tanto, aplicando
los lemas 1 y 2 a la función ∑n

i=1
∫ q̃i

0 φ(ξi, 0)dξi se tiene que

n∑
i=1

∫ q̃i

0
φ(ξi, 0)dξi ≥

n∑
i=1

βi tanh2(q̃i)

n∑
i=1

∫ q̃i

0
φ(ξi, 0)dξi ≥ λmin{B}‖tanh (q̃)‖2

donde B = diag{βi}, para i = 1, 2, . . . n. Por lo que entonces, para V (q̃, ˙̃q, t)
queda que

V (q̃, ˙̃q, t) = 1
2

˙̃qTM(q) ˙̃q +
n∑
i=1

∫ q̃i

0
φ(ξi, 0)dξi + γ tanh (q̃)TM(q) ˙̃q

V (q̃, ˙̃q, t) ≥ 1
2λmin{M(q)}‖ ˙̃q‖2 − γλmax{M(q)}‖tanh (q̃)‖‖ ˙̃q‖

+ λmin{B}‖tanh (q̃)‖2

Expresando la desigualdad anterior en la forma cuadrática

V (q̃, ˙̃q, t) ≥
[
‖tanh (q̃)‖
‖ ˙̃q‖

]T [
λmin{B} −γλmax{M(q)}

2
−γλmax{M(q)}

2
1
2λmin{M(q)}

]
︸ ︷︷ ︸

P

[
‖tanh (q̃)‖
‖ ˙̃q‖

]

por lo tanto si P > 0, V (q̃, ˙̃q, t) es una función definida positiva y radialmente
desacotada. Para que P > 0, λmin{B} > 0 , λmin{M(q)} > 0, y det (P ) > 0:

det (P ) = 1
2λmin{M(q)}λmin{B} −

1
4γ

2λmax{M(q)}2 > 0 (3.32)

despejando γ de (3.32)

0 < γ <

√
2λmin{M(q)}λmin{B}

λmax{M(q)}
(3.33)
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entonces, para que V (q̃, ˙̃q, t) sea definida positiva y radialmente desacotada
y menguante, γ debe de ser escogida positiva y lo suficientemente pequeña
para que cumpla con (3.33).

Para demostrar que la función candidata es decreciente o menguante, se
aplica la propiedad 3, establecida en (3.4), que poseen los SFCs a la parte de
la integral sobre φ(·), con lo que se obtiene

∫ q̃i

0
φ(ξi, 0)dξi ≤ ρi

∫ q̃i

0
ξidξi

≤ ρi
2 q̃

2
i (3.34)

Aplicando este resultado a la función candidata de Lyapunov se tiene que

V (q̃, ˙̃q, t) ≤ 1
2λmax{M}‖ ˙̃q‖2 + 1

2λmax{Ro}‖q̃‖2 + γλmax{M}‖ ˙̃q‖ (3.35)

conRo = diag{ρi}, i = 1 . . . n, con lo que se prueba que la función candidata
de Lyapunov también es decreciente o menguante, además de ser radialmente
desacotada.

3.3.3 Derivada de la función candidata de Lyapunov
Para poder aplicar el teorema de estabilidad de Lyapunov es necesario ob-
tener la derivada de la función candidata en las trayectorias de la dinámica
del sistema, y aplicando la regla de Leibniz para ∑n

i=1
∫ q̃i

0 φ(ξi, 0)dξi queda:

V̇ (q̃, ˙̃q, t) = ˙̃qTM(q)¨̃q + 1
2

˙̃qTṀ(q) ˙̃q + Φ(q̃,0)T ˙̃q + γ
[
sech2(q̃) ˙̃q

]T
M(q) ˙̃q

+ γ tanh (q̃)TṀ(q) ˙̃q + γ tanh (q̃)TM(q)¨̃q

sustituyendo ¨̃q de la ecuación de lazo cerrado (3.16) y simplificando, se tiene

V̇ (q̃, ˙̃q, t) = − ˙̃qT
[
Φ(q̃, ˙̃q)−Φ(q̃,0)

]
− ˙̃qTF ˙̃q − γ tanh (q̃)TF ˙̃q

− ˙̃qTh(q̃, ˙̃q)− γ tanh (q̃)Th(q̃, ˙̃q) + γ tanh (q̃)TCT (q̃, ˙̃q) ˙̃q

+ γ ˙̃qT sech2(q̃)M(q) ˙̃q − γ tanh (q̃)TΦ(q̃, ˙̃q)
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Acotando término a término V̇ , aplicando propiedades de la dinámica re-
sidual, h(q̃, ˙̃q) y de C(q̃, ˙̃q), de acuerdo a Kelly and Santibáñez (2003), se
tiene que,

− ˙̃qTF ˙̃q ≤ −λmin{F }‖ ˙̃q‖2 (3.36)
−γ tanh (q̃)TF ˙̃q ≤ γλmax{F }‖tanh (q̃)‖‖ ˙̃q‖ (3.37)

− ˙̃qTh(q̃, ˙̃q) ≤ Kh1‖ ˙̃q‖2 +Kh2‖tanh (q̃)‖‖ ˙̃q‖ (3.38)
−γ tanh (q̃)Th(q̃, ˙̃q) ≤ γKh1‖tanh (q̃)‖‖ ˙̃q‖+ γKh2‖tanh (q̃)‖2 (3.39)

γ tanh (q̃)TCT (q̃, ˙̃q) ˙̃q ≤ γKC1
(
‖q̇dmax‖‖tanh (q̃)‖‖ ˙̃q‖+

√
n‖ ˙̃q‖2

)
(3.40)

γ ˙̃qT sech2(q̃)M(q) ˙̃q ≤ γλmax{M(q)}‖ ˙̃q‖2 (3.41)

Para − ˙̃qT
[
Φ(q̃, ˙̃q)−Φ(q̃,0)

]
, por la propiedad 3, da como resultado,

˙̃qT
[
Φ(q̃, ˙̃q)−Φ(q̃,0)

]
> 0 (3.42)

˙. . − ˙̃qT
[
Φ(q̃, ˙̃q)−Φ(q̃,0)

]
< 0 (3.43)

En el caso de −γ tanh (q̃)TΦ(q̃, ˙̃q) se tiene,

−γ tanh (q̃)TΦ(q̃, ˙̃q) =− γ tanh (q̃)T
[
Φ(q̃, ˙̃q)−Φ(0, ˙̃q) + Φ(0, ˙̃q)

]
(3.44)

=− γ tanh (q̃)T
[
Φ(q̃, ˙̃q)−Φ(0, ˙̃q)

]
− γ tanh (q̃)TΦ(0, ˙̃q) (3.45)

Analizando el término Φ(0, ˙̃q), se tiene que de la propiedad 3, obteniendo el
valor absoluto de la ecuación, se tiene que

0 <
∣∣∣ ˙̃qi∣∣∣ ∣∣∣φi (q̃i, ˙̃qi

)
− φi (q̃i, 0)

∣∣∣ ≤ γ
∣∣∣ ˙̃qi∣∣∣2

Despejando
∣∣∣φi (q̃i, ˙̃qi

)
− φi (q̃i, 0)

∣∣∣
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∣∣∣φi (q̃i, ˙̃qi
)
− φi (q̃i, 0)

∣∣∣ ≤ γ
∣∣∣ ˙̃qi∣∣∣

y evaluando en q̃i = 0, se tiene que∣∣∣φi (0, ˙̃qi
)
− φi (0, 0)

∣∣∣ ≤ γ
∣∣∣ ˙̃qi∣∣∣ (3.46)∣∣∣φi (0, ˙̃qi

)∣∣∣ ≤ γ
∣∣∣ ˙̃qi∣∣∣ (3.47)

con lo cual, extrapolando para el caso matricial, (3.47) queda

‖φi
(
0, ˙̃q

)
‖ ≤ Γ‖ ˙̃q‖ (3.48)

donde Γ = γi(max) > 0; i = 1, 2, . . . , n.
Por lo que (3.45) se puede comenzar a acotar como,

−γ tanh (q̃)TΦ(q̃, ˙̃q) =− γ tanh (q̃)T
[
Φ(q̃, ˙̃q)−Φ(0, ˙̃q)

]
− γ tanh (q̃)TΦ(0, ˙̃q) (3.49)
≤− γ tanh (q̃)T

[
Φ(q̃, ˙̃q)−Φ(0, ˙̃q)

]
+ γΓ‖tanh (q̃)‖‖ ˙̃q‖. (3.50)

Analizando ahora más a detalle el término[
Φ(q̃, ˙̃q)−Φ(0, ˙̃q)

]
, (3.51)

haciendo x1 = q̃i y x2 = ˙̃qi tal que φ(q̃i, ˙̃qi) = φ(x1, x2), considerando que
siguiendo los lineamientos planteados por Calcev (Calcev, 1998) y Santibáñez
et al (Santibanez et al., 2004, 2005) para las reglas difusas, solamente se
pueden activar cuatro reglas difusas y de conjuntos aledaños, k y k + 1 para
la entrada x1 = q̃i, y m y m+ 1 para la entrada x2 = ˙̃qi, tal como se muestra
en las figuras 3.2 y 3.3,
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Z PB

P1,1

1

P1,3

NB NS PS

P1,2P1,0P1,-1P1,-2P1,-3

k = -2 k = -1 k = 0 k = 1 k = 2

x 1 = qi [grados]

m (q )

~

~

Figura 3.2: Definición de los conjuntos difusos para x1 = q̃i.

Z PB

P2,1

1

P2,3

NB NS PS

P2,2P2,0P2,-1P2,-2P2,-3

m = -2 m = -1 m = 0 m = 1 m = 2

x 2 = qi [grados/s]

m (q )

~

~

.

.

Figura 3.3: Definición de los conjuntos difusos para x2 = ˙̃qi.

se tiene

φ(x1, x2) = µkA1(x1)µmA2(x2)ȳk,m + µk+1
A1 (x1)µmA2(x2)ȳk+1,m

+µkA1(x1)µm+1
A2 (x2)ȳk,m+1 + µk+1

A1 (x1)µm+1
A2 (x2)ȳk+1,m+1 (3.52)

con lo que
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φ(0, x2) = µ0
A1(0)µmA2(x2)ȳ0,m + µ1

A1(0)µmA2(x2)ȳ1,m

+µ0
A1(0)µm+1

A2 (x2)ȳ0,m+1 + µ1
A1(0)µm+1

A2 (x2)ȳ1,m+1

= µmA2(x2)ȳ0,m + µm+1
A2 (x2)ȳ0,m+1

= µmA2(x2)ȳ0,m +
(
1− µmA2(x2)

)
ȳ0,m+1

= ȳ0,m+1 + µmA2(x2)
[
ȳ0,m − ȳ0,m+1

]
(3.53)

Restando (3.53) de (3.52), y simplificando se llega a

φ(x1, x2)− φ(0, x2) = µmA2(x2)
[
µkA1(x1)ȳk,m + µk+1

A1 (x1)ȳk+1,m − ȳ0,m
]

+ µm+1
A2 (x2)

[
µkA1(x1)ȳk,m+1

+ µk+1
A1 (x1)ȳk+1,m+1 − ȳ0,m+1

]
Analizando esta ecuación, se puede ver que φ(x1, x2) − φ(0, x2) = 0; x1 =
0 ∀x2, por lo que cuando x1 = 0 la función siempre comienza en el origen
sin importar el valor de x2. Si se considera que para x2 se definieron los
conjuntos difusos de la figura 3.3 usando funciones de membresía triangulares
y trapezoidales, evaluando φ(x1, x2) − φ(0, x2) en x2 = P2,0, P2,1, ..., P2,j, se
tiene que para x2 = P2,0, considerando la membresía al conjunto difuso ZE
como la membresía m, y al conjunto aledaño, PS, como m+ 1,

φ(x1, 0)− φ(0, 0) = µmA2(0)
[
µkA1(x1)ȳk,0 + µk+1

A1 (x1)ȳk+1,0 − ȳ0,0
]

+ µ1
A2(0)

[
µkA1(x1)ȳk,1 + µk+1

A1 (x1)ȳk+1,1 − ȳ0,1
]

φ(x1, 0) = µkA1(x1)ȳk,0 + µk+1
A1 (x1)ȳk+1,0 − ȳ0,0

= ȳk,0 + µk+1
A1 (x1)

[
ȳk+1,0 − ȳk,0

]
Para x2 = P2,1, considerando la membresía al conjunto difuso PS como la
membresía m, y al conjunto aledaño, PB, como m+ 1, después de simplificar
queda,

φ(x1, P2,1)− φ(0, P2,1) =
[
ȳk,1 − ȳ0,1

]
+ µk+1

A1 (x1)
[
ȳk+1,1 − ȳk,1

]
generalizando para el j-ésimo punto P2,j se tiene que,
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φ(x1, P2,j)− φ(0, P2,j) =
[
ȳk,j − ȳ0,j

]
+ µk+1

A1 (x1)
[
ȳk+1,j − ȳk,j

]
(3.54)

La ecuación (3.54) representa segmentos de recta que se van generando y
construyendo una función compuesta de rectas con pendiente variante, la cual
comienza a cambiar en cada punto P1,i para x1, y de acuerdo a la definición
de reglas, y lo expuesto por el mismo Calcev (Calcev, 1998), esta señal que se
forma es monotónicamente creciente hasta x = P1,imáx , x2 solamente afecta
el valor de la pendiente en cada tramo, así como el valor final en el que se
satura la función, con lo que se puede ver que φ(x1, x2) − φ(0, x2) depende
principalmente de x1, tal como se muestra en la figura 3.4, y se representa
en (3.55)

φ(x1, P2,j)−φ(0, P2,j) =
[
ȳk,j − ȳ0,j

]
+ µk+1

A1
′(x1)

[
ȳk+1,j − ȳk,j

]
︸ ︷︷ ︸

pendiente monotónicamente creciente

(x1 − P1,i)

(3.55)

Figura 3.4: φ(x1, x2)− φ(0, x2) para x2 evaluada en diferentes P2,j.

considerando también las variaciones en x2 en conjunto se muestra en las
figuras 3.5 y 3.6. (NOTA: tanto la figura anterior, como las figuras siguientes
se muestran sin unidades ya que el sistema difuso considerado es sintético, y
por lo tanto no representa o se aplica a ningún sistema físico).

60



Figura 3.5: φ(x1, x2)− φ(0, x2) en función de x1 y x2.

Figura 3.6: φ(x1, x2)− φ(0, x2) en función de x1 y x2.

Cómo se puede ver en las figuras 3.4–3.6, la función φ(x1, x2) − φ(0, x2)
puede ser acotada por debajo, al menos para valores positivos de x1 por una
función Cksat(x1), tal y como se hizo en Mijares (2014), o por medio de una
función α tanh(x2) como se propone en el presente trabajo,
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φ(x1, x2)− φ(0, x2) ≥ α tanh(x2)
donde

α ≤ mı́n
j 6=0

∣∣∣ȳk,j − ȳ0,j
∣∣∣ (3.56)

lo que se comprueba con el Lema 3.

3.3.4 Condición necesaria para φ(x1, x2)− φ(0, x2) 6= 0
Considérese la diferencia

d(x1, x2) = φ(x1, x2)− φ(0, x2)
La función d(x1, x2) puede ser escrita en términos de las funciones de

membresía y los valores de la tabla de reglas difusas, como

d(x1, x2) = µkA1(x1)µmA2(x2)ȳk,m + µk+1
A1 (x1)µmA2(x2)ȳk+1,m + µkA1(x1)µm+1

A2 (x2)ȳk,m+1

+ µk+1
A1 (x1)µm+1

A2 (x2)ȳk+1,m+1 − ȳ0,m+1 − µmA2(x2)
(
ȳ0,m − ȳ0,m+1

)
ahora, si se considera que x1 = x∗1, donde x∗1 => 0 es positivo y cercano al
origen tal que, k = 0.
Evaluando d(x1, x2) en x1 = x∗1 se obtiene

d(x∗1, x2) = µ0
A1(x∗1)µmA2(x2)ȳ0,m + µ1

A1(x∗1)µmA2(x2)ȳ1,m + µ0
A1(x∗1)µm+1

A2 (x2)ȳ0,m+1

+ µ1
A1(x∗1)µm+1

A2 (x2)ȳ1,m+1 − ȳ0,m+1 − µmA2(x2)
(
ȳ0,m − ȳ0,m+1

)
Si ȳ0 = ȳ0,m = ȳ1,m, ȳ1 = ȳ0,m+1 = ȳ1,m+1. Entonces, usando el hecho de que

µnAi(xi) + µn+1
Ai

(xi) = 1
se puede convertir d(x1, x2) como está indicado en la expresión

d(x∗1, x2) = µmA2(x2)ȳ0
[
µ0
A1(x∗1) + µ1

A1(x∗1)
]

+ µm+1
A2 (x2)ȳ1

[
µ0
A1(x∗1) + µ1

A1(x∗1)
]

− ȳ1 − µmA2(x2) [ȳ0 − ȳ1]

(3.57)
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d(x∗1, x2) = µmA2(x2)ȳ0 + µm+1
A2 (x2)ȳ1 − ȳ1 − µmA2(x2) [ȳ0 − ȳ1]

= µmA2(x2)ȳ0 +
(
1− µmA2(x2)

)
ȳ1 − ȳ1 − µmA2(x2) [ȳ0 − ȳ1]

= 0

lo que implica que si ȳ0,m = ȳ1,m y ȳ0,m+1 = ȳ1,m+1 entonces d(x∗1, x2) es igual
a cero para todos los valores de x1 para los cuales k = 0 y todos los valores de
x2. Lo mismo puede ser demostrado que es cierto si ȳ−1,m = ȳ0,m y ȳ−1,m+1 =
ȳ0,m+1. Para valores grandes de x2, cuando m + 1 = M , µM−1

A2 (x2) = 0 y
µMA2 = 1. De (3.57) es posible ver que la única restricción necesaria para que
d(x∗1, x2) sea cero es que cualquiera de ȳ−1,M = ȳ0,M o ȳ0,M = ȳ1,M se cumpla.

Lema 3. Considerando la función φ(x1, x2), y si todas las condiciones de la
sección previa se cumplen, se tiene que

ȳ0,m 6= ȳ1,m, ȳ0,m+1 6= ȳ1,m+1, ȳ−1,m 6= ȳ0,m, ȳ−1,m+1 6= ȳ0,m+1 (3.58)

si se supone que la MF µ0
1(x1) es derivable en los intérvalos 0 < x1 < P1

y −P1 < x1 < 0, entonces el valor absoluto de su derivada |µ0 ′
1 (x1)| está

acotada por debajo por una constante β, que se define como

α = β
∣∣∣∣ mı́n
−M<m<M

{ȳ1,m − ȳ0,m, ȳ1,m+1 − ȳ0,m+1, ȳ0,m − ȳ−1,m, ȳ0,m+1 − ȳ−1,m+1}
∣∣∣∣

Entonces, se tiene que

|φ(x1, x2)− φ(0, x2)| ≥ α |tanh(x1)|

Prueba del Lema 3. Primero, si se considera el intervalo I1 = [0,P1] , x1 ∈
I1, k = 0, esto es , el primer intervalo donde |µ0 ′

1 (x1)| existe para valores
positivos de x1. Si

∆(x1, x2) = φ(x1, x2)− φ(0, x2)

y tomando un valor fijo de x2, llamado x2 = x∗2. La función ∆(x1, x2) se
convierte en una función diferenciable de x1 en I1. aplicando el teorema del
valor medio, debe de existir una C ∈ I1 tal que,
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∆(x1, x
∗
2)−∆(0, x∗2) = d

dx1
(∆(x1, x

∗
2))
∣∣∣∣∣
x1=C

(x− 0) (3.59)

ya que ∆(0, x∗2) = φ(0, x∗2)− φ(0, x∗2) = 0, (3.59) se convierte en

∆(x1, x
∗
2) = d

dx1
(∆(x1, x

∗
2))
∣∣∣∣∣
x1=C

x (3.60)

la derivada de ∆(x1, x
∗
2) se puede calcular como sigue

d

dx1
(∆(x1, x

∗
2)) =µm2 (x∗2)

[
µ0 ′

1 (x1)ȳ1,m − µ0 ′
1 (x1)ȳ0,m

]
+ µm+1

2 (x∗2)
[
µ0 ′

1 (x1)ȳ1,m+1 − µ0 ′
1 (x1)ȳ0,m+1

]
=µ0 ′

1 (x1)
(
µm2 (x∗2)

[
ȳ1,m − ȳ0,m

]
+ µm+1

2 (x∗2)
[
ȳ1,m+1 − ȳ0,m+1

])
lo que satisface la cota inferior

∣∣∣∣∣ ddx1
(∆(x1, x

∗
2))
∣∣∣∣∣ ≥ β

∣∣∣∣ mı́n
−M<m<M

{ȳ1,m − ȳ0,m, ȳ1,m+1 − ȳ0,m+1}
∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸

α1

de (3.60), se puede verificar que

|∆(x1, x
∗
2)| ≥ α1|x1| ≥ α1 |tanh(x1)|

un argumento similar permite establecer que para el intervalo I2 = [−P1, 0]
se mantiene que

∣∣∣∣∣ ddx1
(∆(x1, x

∗
2))
∣∣∣∣∣ ≥ β

∣∣∣∣ mı́n
−M<m<M

{ȳ0,m − ȳ−1,m, ȳ0,m+1 − ȳ−1,m+1}
∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸

α2

entonces se puede tomar

α = mı́n{α1, α2}

lo que lleva al resultado en el intervalo I = I1 ∪ I2 de que la cota inferior
se mantiene para todos los valores de x1. Si se denota como εmax al máximo
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valor de ∆(x1, x
∗
2) en I. Entonces por diseño se tiene que ȳ1,m > ȳ0,m, donde

el valor máximo se alcanza en P1, esto es ȳ1,m+1 > ȳ0,m+1

εmáx = µm2 (x∗2)
[
ȳ1,m − ȳ0,m

]
+ µm+1

2 (x∗2)
[
ȳ1,m+1 − ȳ0,m+1

]
en los siguientes intervalos, para k ≥ 1, el valor mínimo de ∆(x1, x

∗
2), deno-

tado como εmı́n, se encuentra que es

εmı́n = µm2 (x∗2)
[
ȳk,m − ȳ0,m

]
+ µm+1

2 (x∗2)
[
ȳk,m+1 − ȳ0,m+1

]
ya que ȳk,m ≥ ȳ1,m y ȳk,m+1 ≥ ȳ1,m+1 para k ≥ 1 entonces, ∆(x1, x

∗
2) ≥ εmáx

para x1 ∈ [P1,∞). Como |tanh(x1)| ≤ 1, entonces la cota

|∆(x1, x
∗
2)| ≥ α |tanh(x1)|

se mantiene para todo x1 ≥ 0. La discusión de que esta cota se mantiene para
x1 ≤ 0 es idéntica. Finalmente, ya que el resultado se obtuvo para cualquier
valor arbitrario de x2, se tiene que

|φ(x1, x2)− φ(0, x2)| ≥ α |tanh(x1)| (3.61)

y ya que la propiedad 3 establece que
[
Φ(q̃i, ˙̃qi)− Φ(0, ˙̃qi)

]
tiene el mismo

signo que q̃i , por lo que, esta propiedad en el caso vectorial se puede expresar
como:

q̃T
[
Φ(q̃, ˙̃q)−Φ(0, ˙̃q)

]
≥ 0 (3.62)

y como también,

q̃i tanh(q̃i) ≥ 0

entonces la ecuación (3.62) que expresa la propiedad 3 en el caso matricial
puede ser reescrita como,

tanh (q̃)T
[
Φ(q̃, ˙̃q)−Φ(0, ˙̃q)

]
≥ 0 (3.63)

extrapolando (3.61) al caso vectorial, para la ecuación (3.51) que se estaba
analizando, y utilizando la propiedad 3 reescrita como (3.63), se tiene que:
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tanh (q̃)T
[
Φ(q̃, ˙̃q)−Φ(0, ˙̃q)

]
≥ tanh (q̃)TA tanh (q̃) ≥ 0
≥ λmin{A}‖tanh (q̃)‖2 ≥ 0

donde A = diag(αi), con lo que (3.50) puede ser completamente acotada
como

−γ tanh (q̃)TΦ(q̃, ˙̃q) =− γ tanh (q̃)T
[
Φ(q̃, ˙̃q)−Φ(0, ˙̃q) + Φ(0, ˙̃q)

]
=− γ tanh (q̃)T

[
Φ(q̃, ˙̃q)−Φ(0, ˙̃q)

]
− γ tanh (q̃)TΦ(0, ˙̃q)

−γ tanh (q̃)TΦ(q̃, ˙̃q) ≤− γ tanh (q̃)T
[
Φ(q̃, ˙̃q)−Φ(0, ˙̃q)

]
+ γΓ‖tanh (q̃)‖‖ ˙̃q‖ (3.64)
≤− γλmin{A}‖tanh (q̃)‖2

+ γΓ‖tanh (q̃)‖‖ ˙̃q‖ (3.65)

Usando todas las ecuaciones de (3.37) a (3.41), con las ecuaciones (3.43) y
(3.65), la derivada de la función candidata de Lyapunov puede ser acotada
por arriba como:

V̇ (q̃, ˙̃q, t) ≤ − ˙̃qT
[
Φ(q̃, ˙̃q)−Φ(q̃,0)

]
− γλmin{A}‖tanh (q̃)‖2 + γΓ‖tanh (q̃)‖‖ ˙̃q‖

− λmin{F }‖ ˙̃q‖2 + γλmax{F }‖tanh (q̃)‖‖ ˙̃q‖+Kh1‖ ˙̃q‖2

+Kh2‖tanh (q̃)‖‖ ˙̃q‖+ γKh1‖tanh (q̃)‖‖ ˙̃q‖+ γKh2‖tanh (q̃)‖2

+ γKC1
(
‖q̇dmax‖‖tanh (q̃)‖‖ ˙̃q‖+

√
n‖ ˙̃q‖2

)
+ γλmax{M(q)}‖ ˙̃q‖2

V̇ (q̃, ˙̃q, t) ≤ − ˙̃qT
[
Φ(q̃, ˙̃q)−Φ(q̃,0)

]
− γ (λmin{A} −Kh2)‖tanh (q̃)‖2

+ γ

(
Γ + λmax{F }+ Kh2

γ
+Kh1 +KC1‖q̇dmax‖

)
‖tanh (q̃)‖‖ ˙̃q‖

− γ
(
λmin{F } −Kh1

γ
−
√
nKC1 − λmax{M(q)}

)
‖ ˙̃q‖2
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si se hacen las siguientes sustituciones,

a = λmin{A} −Kh2

b = Kh2

c = Γ + λmax{F }+Kh1 +KC1‖q̇dmax‖
d = λmin{F } −Kh1

e =
√
nKC1 + λmax{M(q)}

V̇ (q̃, ˙̃q, t) ≤ − ˙̃qT
[
Φ(q̃, ˙̃q)−Φ(q̃,0)

]
− γ

[
‖tanh (q̃)‖
‖ ˙̃q‖

]T  a −
b
γ

+c
2

−
b
γ

+c
2

d
γ
− e


︸ ︷︷ ︸

P2

[
‖tanh (q̃)‖
‖ ˙̃q‖

]

Si P2 > 0, entonces como − ˙̃qT
[
Φ(q̃, ˙̃q)−Φ(q̃,0)

]
< 0 ∀q̃, ˙̃q, V̇ (q̃, ˙̃q, t) < 0.

Para lograr esto se debe cumplir,

a > 0 =⇒ λmin{A} > Kh2
d

γ
− e > 0 =⇒ λmin{F } > γ

(√
nKC1 + λmax{M(q)}

)
+Kh1

det (P2) > 0

calculando det (P2),

det (P2) = a

(
d

γ
− e

)
−

(
b
γ

+ c
)2

4 > 0

despejando a del determinante, y de ahí a λmin{A}, sustituyendo el valor de
d queda que,

λmin{A} >
(b+ γc)2

4γ (λmin{F } − γ [
√
nKC1 − λmax{M(q)}]−Kh1) +Kh2 (3.66)

Si λmin{A} cumple con (3.66), det (P2) > 0, también, despejando γ a partir
del determinante,
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2ad− bc−
√
a2d2 − ab2e− abcd
c2 + 4ae < γ <

2ad− bc+
√
a2d2 − ab2e− abcd
c2 + 4ae

La existencia de γ y el que λmin{A} cumpla con (4.39), garantiza que la
V̇ propuesta sea definida negativa, con lo que se prueba que el sistema en
lazo cerrado es asintóticamente globalmente estable, con un único punto de
equilibrio en el origen, ya que λmin{A} > Kh2 que es una desigualdad trivial,
dada (4.39), hace que (3.17) solamente se cumpla para el origen.

3.4 Diseño y simulación del SFC con precom-
pensación

Continuando con la metodología, se implementó un control difuso sectorial
con precompensación para controlar el robot de 2-DOF mostrado en la sec-
ción 2.8 modelado con fricción viscosa y de Coulomb. Las funciones de mem-
bresía para cada entrada de cada articulación se definieron tal como se mues-
tra en las figuras 3.7 y 3.8, para la articulación 1; la función de membresía
de salida para la articulación 1 se muestra en la figura 3.9. La función de
membresía de la salida se define mediante singletones para agilizar el cálculo
de la salida en tiempo real. Para la articulación 2 es la misma definición. Para
cada función de membresía difusa se tiene que, NB = Negative Big (Negati-
vo grande), NS = Negative Small (Negativo Pequeño), Z = Zero (Cero), PS
= Positive Small (Positivo Pequeño), PB = Positive Big (Positivo Grande).
Con lo que las reglas difusas quedan resumidas en la tabla 3.1, donde se ve
que se cumplen las propiedades listadas para poder ser un SFC.
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Z PB

P1,1

1

P1,3
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k = -2 k = -1 k = 0 k = 1 k = 2
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m (q )

~

~

Figura 3.7: Funciones de membresía difusas para la entrada q̃i(t).

Z PB

P2,1

1

P2,3

NB NS PS

P2,2P2,0P2,-1P2,-2P2,-3

m = -2 m = -1 m = 0 m = 1 m = 2

x 2 = qi [grados/s]

m (q )

~

~

.

.

Figura 3.8: Funciones de membresía difusas para la entrada ˙̃qi(t).

Figura 3.9: Funciones de membresía difusas para la salida τi.

Los valores de las particiones que definen a los conjuntos difusos fueron
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Tabla 3.1: Tabla de reglas difusas

˙̃q/q̃ NB NS Z PS PB
NB NB NB NS Z Z
NS NB NB NS Z Z
Z NS NS Z PS PS
PS Z Z PS PB PB
PB Z Z PS PB PB

encontrados mediante la aplicación de Algoritmos Genéticos (GA, de las
siglas del inglés Genetic Algorithms), tal como se muestra en Pizarro et al.
(2018), con una población inicial de 50 individuos (valores) generados de
manera aleatoria con distribución gaussiana con media cero y varianza 1,
alrededor de los valores aportados por el trabajo de Santibanez et al. (2004),
por 30 generaciones y con método de selección por "Torneo". Los valores de
soporte para los conjuntos difusos obtenidos vía GA son: P1,0 = 0, P1,1 =
6.518, P1,2 = 53.77, P1,3 = 125.5, P2,0 = 0, P2,1 = 122.2, P2,2 = 138.5
P2,3 = 871.8, Y0 = 0, Y1 = 82.29, Y2 = 204.5, para la articulación 1; y,
P1,0 = 0, P1,1 = 5.982, P1,2 = 36.67 P1,3 = 163.5, P2,0 = 0, P2,1 = 153.8,
P2,2 = 318.7 P2,3 = 1016, Y0 = 0, Y1 = 15, Y2 = 180, para la articulación 2.

Las trayectorias de posición, velocidad y aceleración articular deseadas:
qd(t), q̇d(t) y q̈d(t), están dadas por las ecuaciones (Kelly et al. (2005)):

qd1

qd2

 =

a1

a2

+


b1
[
1− e−2.0t3

]
+ c1

[
1− e−2.0t3

]
sen(ω1t)

b2
[
1− e−1.8t3

]
+ c2

[
1− e−1.8t3

]
sen(ω2t)

 [rad] (3.67)

donde a1 = π/2 [rad], b1 = π/4 [rad], c1 = π/18 [rad] y ω1 = 15 [rad/s], son
los parámetros de referencia de posición deseada para la primera articulación,
mientras que a2 = π/2 [rad], b2 = π/3 [rad], c2 = 25π/36 [rad] y ω2 = 3.5
[rad/s], son parámetros de la referencia de posición deseada para la segunda
articulación.

A partir de las posiciones deseadas, es posible obtener analíticamente las
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velocidades deseadas, que vienen dadas por las siguientes expresiones:
q̇d1 = 6b1t

2e−2.0 t3 + 6c1t
2e−2.0 t3 sen(ω1t)

+
[
c1 − c1e

−2.0 t3
]

cos(ω1t)ω1 [rad/s] , (3.68)

q̇d2 = 5.4b2t
2e−1.8 t3 + 5.4c2t

2e−1.8 t3 sen(ω2t)
+
[
c2 − c2e

−1.8 t3
]

cos(ω2t)ω2 [rad/s] . (3.69)
De la misma manera, se procede para obtener analíticamente las acelera-

ciones deseadas
q̈d1 = 12b1te

−2.0 t3 − 36b1t
4e−2.0 t3 + 12c1te

−2.0 t3 sen(ω1t)
−36c1t

4e−2.0 t3 sen(ω1t) + 12c1t
2e−2.0 t3 cos(ω1t)ω1

−
[
c1 − c1e

−2.0 t3
]

sen(ω1t)ω2
1

[
rad/s2

]
(3.70)

q̈d2 = 10.8b2te
−1.8 t3 − 29.2b2t

4e−1.8 t3 + 10.8c2te
−1.8 t3 sen(ω2t)

−29.2c2t
4e−1.8 t3 sen(ω2t) + 10.8c2t

2e−1.8 t3 cos(ω2t)ω2

−
[
c2 − c2e

−1.8 t3
]

sen(ω2t)ω2
2

[
rad/s2

]
(3.71)

Con lo que se obtuvieron las respuestas de posición angular en cada ar-
ticulación, error de posición angular en cada articulación, así como de pares
de fuerzas aplicados (NOTA: A partir de este punto en el documento, al par
o pares de fuerzas se les llamará solamente par o pares por simplicidad), tal
como se muestra en las figuras 3.10 – 3.14, respectivamente.
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Figura 3.10: Respuesta de posición deseada vs. actual en la articulación 1.
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Figura 3.11: Respuesta de posición deseada vs. actual en la articulación 2.
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Figura 3.12: Error de posición en articulaciones 1 y 2.
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Figura 3.13: Par aplicado en la articulación 1.
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Figura 3.14: Par aplicado en la articulación 2.

En la sección 4.5.1 se compara la respuesta en simulación de este contro-
lador, tanto gráfica como numéricamente, con otros controladores similares.
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3.5 Pruebas experimentales al SFC con pre-
compensación

La implementación experimental del controlador diseñado en la sección pre-
via se llevó a cabo en el robot de 2-DOF que se encuentra en el laboratorio
del edificio 27 del Instituto Tecnológico de La Laguna. En el WinMech Lab
se usó un periodo de muestreo de 2.5 ms. A continuación se muestran los re-
sultados para las señales de referencia dadas de la ecuación (3.67) a la (3.71);
las respuestas de error de posición angular en cada articulación, así como de
pares aplicados de manera experimental se muestran en las figuras 3.15, 3.16
y 3.17, respectivamente.
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Figura 3.15: Error de posición en articulaciones 1 y 2.
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Figura 3.16: Par aplicado en la articulación 1.
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Figura 3.17: Par aplicado en la articulación 2.

En la sección 4.5.2 se compara la respuesta experimental en tiempo real de
este controlador, tanto gráfica como numéricamente, con otros controladores
similares.

75



Capítulo 4

Controlador difuso sectorial
con precompensación neuronal
adaptable

4.1 Introducción
En este capítulo se propone un nuevo controlador difuso sectorial con pre-
compensación neuronal adaptable, se desarrolla su prueba de estabilidad y
las demostraciones de propiedades necesarias que respaldan dicha prueba, el
diseño para el control de seguimiento de trayectorias del robot de 2-DOF,
descrito en la sección 2.8, así como las pruebas comparativas con otros con-
troladores similares, tanto en simulación como experimentales.

4.2 Diagrama a bloques del SFC con precom-
pensación neuronal adaptable

El diagrama a bloques de este controlador se mostró en la figura 1.2, y se
muestra redefinido de vuelta en la figura 4.1. La ley de control para este
controlador está dada por,

τ = Ŵ Tσ
(
V̂ Txd

)
+ Φ

(
q̃, ˙̃q

)
+ ∆sign(r) (4.1)

donde,
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Figura 4.1: Control difuso sectorial con precompensación neuronal adaptable.

xd =
[
qTd q̇

T
d q̈

T
d 1

]
∈ RN+1 (4.2)

es el vector de señales de entrada a la red neuronal, y ∆ ∈ Rn×n es una
matriz definida positiva de diseño, γ es un escalar positivo, V̂ ∈ R(N+1)×L es
la matriz de pesos estimados de entrada, Ŵ ∈ RL×n es la matriz de pesos
estimados de salida, cuyas dinámicas de actualización vienen dadas por (4.3)
y (4.4),

˙̂
V = Rxdr

TŴ T σ̂′ (4.3)
˙̂
W = F

(
σ̂− σ̂′V̂ Txd

)
rT (4.4)

Estás dinámicas de actualización de los pesos estimados, tanto de las
entradas como de las salidas, se muestran al principio de la presentación de
este nuevo esquema, pero en realidad se definen arbitrariamente durante la
prueba de estabilidad para eliminar todos los términos que contienen tanto
a Ṽ como a W̃ en (4.28), tal que la derivada de la función de Lyapunov
sea semidefinida negativa. Como estas actualizaciones de pesos se definen de
manera arbitraria, y dependen también de la forma como se haya planteado
la función de Lyapunov, existen un gran número de maneras en que se pueden

77



definir tal como se muestra en los ejemplos dados en Lewis et al. (1998) de la
página 197 a la 208. R ∈ R(N+1)×(N+1), F ∈ RL×L son matrices diagonales
de diseño definidas positivas; σ̂ y σ̂′ se definirán en (4.16) y (4.17); y,

r = ˙̃q + γ tanh (q̃) (4.5)

La definición del vector r surge de una sustitución de términos que se realiza
con el objetivo de simplificar la notación algebráica y facilitar la manipulación
de las ecuaciones durante la prueba de estabilidad.
Φ
(
q̃, ˙̃q

)
es un vector n × 1 definido previamente en (3.8) con propiedades

sectoriales útiles de sus mapeos entrada-salida, las cuales han sido bien es-
tablecidas en Calcev (1998); Santibanez et al. (2004), y también en las que
se demostraron a través de los lemas desarrollados en el capítulo 3 de este
trabajo.

4.3 Prueba de estabilidad del SFC con pre-
compensación neuronal adaptable

Ecuación de lazo cerrado del SFC con precompensación neuronal
adaptable

El lazo cerrado del sistema de control difuso con precompensación se obtiene
de la siguiente manera:

Definiendo la función de par deseado, τd, como en (3.10):

τd = M (qd)q̈d +C(qd, q̇d)q̇d + g(qd) + fvq̇d (4.6)

dada la ecuación de la dinámica de un robot sin tomar en cuenta las incerti-
dumbres ya que son deconocidas, η, y considerando a la fricción de Coulomb
como parte de éstas, se tiene que

τ = M(q)q̈ +C(q, q̇)q̇ + g(q) + fvq̇ (4.7)

restando las ecuaciones (4.7) y (4.6), se tiene

τd−τ = M(qd)q̈d+C(qd, q̇d)q̇d+g(qd)+fvq̇d−M(q)q̈−C(q, q̇)q̇−g(q)−fvq̇
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τd − τ = M(q)¨̃q +C(q, q̇) ˙̃q + fv ˙̃q + h(q̃, ˙̃q) (4.8)
donde la Dinámica Residual, h(q̃, ˙̃q) se definió ya en la sección 2.8

Aproximando ahora el par deseado, τd en (4.6) por medio de una red
neuronal, se tiene que,

τd = W Tσ
(
V Txd

)
+ ε (4.9)

con xd definida como en (4.2)
Cerrando el lazo, sustituyendo la ley de control, (4.1), en la ecuación (4.8),
y usando (4.9) para aproximar a τd se tiene que,

M(q)¨̃q +C(q, q̇) ˙̃q + fv ˙̃q + h(q̃, ˙̃q) =−Φ
(
q̃, ˙̃q

)
−∆sign(r)

+W Tσ
(
V Txd

)
− Ŵ Tσ

(
V̂ Txd

)
+ ε (4.10)

En las redes neuronales multicapa, se puede aplicar una serie de Taylor
para aproximar la función de activación, σ(·) en función de V̂ , la cual es
la estimación de los pesos de entrada óptimos V , tal que aplicando esta
expansión se tiene para σ(V Txd) que,

σ
(
V Txd

)
=σ

(
V̂ Txd

)
+ σ′

(
V̂ Txd

) (
V Txd − V̂ Txd

)
+ 1

2σ
′′
(
V̂ Txd

) (
V Txd − V̂ Txd

)2
+ . . . (4.11)

donde σ′
(
V̂ Txd

)
es el Jacobiano de σ

(
V̂ Txd

)
,

σ′
(
V̂ Txd

)
= ∂σ(V̂ Txd)

∂V̂ Txd
; (4.12)

Definiendo los errores de estimación de los pesos Ṽ , W̃ para V y W
respectivamente como

Ṽ = V − V̂ (4.13)
W̃ = W − Ŵ (4.14)
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Además, usando O
(
Ṽ Txd

)
para concentrar los términos correspondientes a

las derivadas de orden superior:

O
(
Ṽ Txd

)
= 1

2σ
′′
(
V̂ Txd

) (
Ṽ Txd

)2
+ . . . (4.15)

También, si se define

σ̂ = σ
(
V̂ Txd

)
(4.16)

σ̂′ = σ′
(
V̂ Txd

)
(4.17)

Se puede reescribir (4.11) como sigue,

σ
(
V Txd

)
=σ̂ + σ̂′Ṽ Txd +O

(
Ṽ Txd

)
(4.18)

Aplicando esta expansión de series de Taylor a las redes neuronales en (4.10),
y simplificando, queda

M(q)¨̃q =−C(q, q̇) ˙̃q − fv ˙̃q − h(q̃, ˙̃q)−Φ
(
q̃, ˙̃q

)
−∆sign(r)

+ W̃ T σ̂ − W̃ T σ̂′V̂ Txd + Ŵ T σ̂′Ṽ Txd + ω(t) (4.19)

donde ω(t) se define como

ω(t) = W̃ T σ̂′V Txd +W TO
(
Ṽ Txd

)
+ ε (4.20)

con lo que, incluyendo las dinámicas de las actualizaciones de los pesos W
y V , dadas en (4.4) y (4.3), se puede escribir las dinámicas de los errores en
lazo cerrado

d

dt


q̃
˙̃q
Ṽ

W̃

 =



˙̃q
M (q)−1[ −C(q, q̇) ˙̃q − fv ˙̃q − h(q̃, ˙̃q)−Φ

(
q̃, ˙̃q

)
−∆sign(r)

+W̃ T σ̂ − W̃ T σ̂′V̂ Txd + W̃ T σ̂′Ṽ Txd + ω(t)]
−RxdrT

(
W T − W̃ T

)
σ̂′

−F
(
σ̂ − σ̂′V Txd + σ̂′Ṽ Txd

)
rT
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Función candidata de Lyapunov

Para analizar la estabilidad del control difuso sectorial con precompensación,
se propone la siguiente función candidata de Lyapunov:

U(q̃, ˙̃q, Ṽ , W̃ , t) =1
2

˙̃qTM(q) ˙̃q +
n∑
i=1

∫ q̃i

0
φ(ξi, 0)dξi

+ γ tanh (q̃)TM(q) ˙̃q (4.21)

+ 1
2tr

(
Ṽ TR−1Ṽ

)
+ 1

2tr
(
W̃ TF−1W̃

)
la cual puede ser acotada por arriba y por debajo para comprobar que es
una función radialmente desacotada y menguante, tal como lo requiere el
corolario revisado en la Sección 2.7.
Acotando por debajo cada término de U(q̃, ˙̃q, Ṽ , W̃ , t), se tiene que:

1
2

˙̃qTM(q) ˙̃q ≥ 1
2λmin{M(q)}‖ ˙̃q‖2 (4.22)

γ tanh (q̃)TM(q) ˙̃q ≥ −γλmax{M(q)}‖tanh (q̃)‖‖ ˙̃q‖ (4.23)

para el término ∑n
i=1

∫ q̃i
0 φ(ξi, 0)dξi se aplican los Lemas 1 y 2 definidos en las

subsecciones previas, respectivamente; por lo que entonces, aplicando además
el resultado del Lema 3 para U(q̃, ˙̃q, Ṽ , W̃ , t) queda que,

U(q̃, ˙̃q, Ṽ , W̃ , t) ≥1
2
(
λmin{M}‖ ˙̃q‖2 + λmin{B}‖tanh (q̃)‖2

)
+ 1

2

n∑
i=1

αi|ln (cosh(q̃i))| − γλmax{M}‖tanh (q̃)‖‖ ˙̃q‖.

+ 1
2tr

(
Ṽ TR−1Ṽ

)
+ 1

2tr
(
W̃ TF−1W̃

)
En la forma cuadrática,

U(q̃, ˙̃q, Ṽ , W̃ , t) ≥ 1
2

g(q̃i) +
[
‖tanh (q̃)‖
‖ ˙̃q‖

]T
Q

[
‖tanh (q̃)‖
‖ ˙̃q‖

]
+ 1

2tr
(
Ṽ TR−1Ṽ

)
+ 1

2tr
(
W̃ TF−1W̃

)
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con g(q̃i) = ∑n
i=1 αi|ln (cosh(q̃i))|, y

Q =
[

λmin{B} −γλmax{M}
−γλmax{M} λmin{M}

]
(4.24)

donde Q es positiva definida si λmin{B} > 0, lo que ya se cumple porque
B > 0 en su definición, y si

det (Q) = λmin{M}λmin{B} − γ2λmax{M}2 > 0 (4.25)

se cumple también. Obteniendo γ de (4.25),

0 < γ <

√
λmin{M}λmin{B}

λmax{M}
(4.26)

este valor de γ asegura que la función candidata de Lyapunov sea positiva
definida y radialmente desacotada.

Para demostrar que la función candidata es decreciente o menguante, se
aplica el resultado obtenido en (3.34) de la sección 3.3.2 a la parte de la
integral sobre φ(·), con lo que se obtiene,

U(q̃, ˙̃q, Ṽ , W̃ , t) ≤1
2λmax{M}‖ ˙̃q‖2 + 1

2λmax{Ro}‖q̃‖2 + γλmax{M}‖ ˙̃q‖

+ 1
2tr

(
Ṽ TR−1Ṽ

)
+ 1

2tr
(
W̃ TF−1W̃

)
(4.27)

conRo = diag{ρi}, i = 1 . . . n, con lo que se prueba que la función candidata
de Lyapunov es también decreciente o menguante.

Derivada de la función candidata de Lyapunov

Para poder aplicar el teorema de estabilidad de LaSalle-Yoshizawa es nece-
sario obtener la derivada de la función candidata en las trayectorias de la
dinámica del sistema, dado que es diferenciable, el gradiente generalizado de
Clarke se reduce al gradiente estándar. Aplicando la regla de Leibniz para∑n
i=1

∫ q̃i
0 φ(ξi, 0)dξi queda:
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˙̃U(q̃, ˙̃q, Ṽ , W̃ , t) ⊂ ˙̃qTM(q)K[f ]¨̃q + 1
2

˙̃qTṀ(q) ˙̃q + Φ(q̃,0)T ˙̃q+

γ
[
sech2(q̃) ˙̃q

]T
M(q) ˙̃q + γ tanh (q̃)TṀ(q) ˙̃q

+ γ tanh (q̃)TM(q)¨̃q + tr
(
Ṽ TR−1 ˙̃

V
)

+ tr
(
W̃ TF−1 ˙̃

W
)

En este caso la inclusión diferencial queda debido a que se está trabajando
con soluciones desde el punto de vista de Filippov, y éstas se definen de esa
manera, a la vez de que la derivada de la función de Lyapunov es una derivada
generalizada de Clarke. Esto además agrega la multiplicación del conjunto
K[sign(r)] a ¨̃q.
Entonces, sustituyendo ¨̃q de la ecuación de lazo cerrado, y simplificando,

˙̃U(q̃, ˙̃q, Ṽ , W̃ , t) ⊂ − ˙̃qT
[
Φ(q̃, ˙̃q)−Φ(q̃,0)

]
− ˙̃qTF ˙̃q − γ tanh (q̃)TF ˙̃q

− ˙̃qTh(q̃, ˙̃q)− γ tanh (q̃)Th(q̃, ˙̃q)

+ γ tanh (q̃)TCT (q̃, ˙̃q) ˙̃q + γ ˙̃qT sech2(q̃)M(q) ˙̃q

− γ tanh (q̃)TΦ(q̃, ˙̃q)− tr
(
Ṽ TR−1 ˙̂

V
)

(4.28)

− tr
(
W̃ TF−1 ˙̂

W
)

+ rT
(
ω(t)−∆K[sign(r)]

)
+ rT

(
W̃ T σ̂ − W̃ T σ̂′V̂ Txd + Ŵ T σ̂′Ṽ Txd

)
Donde K[sign(r)] se convierte en

K[sign(r)] = SIGN(r) =



SIGN(r1)
SIGN(r2)
SIGN(r3)

...
SIGN(rn)

 (4.29)

con
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SIGN(rj) =


1 ; rj > 0
[1 − 1] ; rj = 0
−1 ; rj < 0

(4.30)

Aplicando las propiedades de la traza de matrices, y la transposición a la
multiplicación de vectores, sustituyendo las funciones para ˙̂

V y ˙̂
W , definidas

en (4.3) y (4.4) respectivamente, queda

˙̃U(·) ⊂ − ˙̃qT
[
Φ(q̃, ˙̃q)−Φ(q̃,0)

]
− ˙̃qTF ˙̃q − γ tanh (q̃)TF ˙̃q

− ˙̃qTh(q̃, ˙̃q)− γ tanh (q̃)Th(q̃, ˙̃q) + γ tanh (q̃)TCT (q̃, ˙̃q) ˙̃q

+ γ ˙̃qT sech2(q̃)M(q) ˙̃q − γ tanh (q̃)TΦ(q̃, ˙̃q)
− rT [ω(t)−∆SIGN(r)]

acotando término a término a U̇(·), aplicando propiedades de la dinámica
residual, h(q̃, ˙̃q) y de C(q̃, ˙̃q), de acuerdo a Kelly and Santibáñez (2003),
definidas en (2.10) y (2.11), se tiene que,

− ˙̃qTF ˙̃q ≤ −λmin{F }‖ ˙̃q‖2 (4.31)
−γ tanh (q̃)TF ˙̃q ≤ γλmax{F }‖tanh (q̃)‖‖ ˙̃q‖ (4.32)

− ˙̃qTh(q̃, ˙̃q) ≤ Kh1‖ ˙̃q‖2 +Kh2‖tanh (q̃)‖‖ ˙̃q‖ (4.33)
−γ tanh (q̃)Th(q̃, ˙̃q) ≤ γKh1‖tanh (q̃)‖‖ ˙̃q‖+ γKh2‖tanh (q̃)‖2

(4.34)
γ tanh (q̃)TCT (q̃, ˙̃q) ˙̃q ≤ γKC1

(
‖q̇dmax‖‖tanh (q̃)‖‖ ˙̃q‖+

√
n‖ ˙̃q‖2

)
(4.35)

γ ˙̃qT sech2(q̃)M(q) ˙̃q ≤ γλmax{M(q)}‖ ˙̃q‖2 (4.36)

−rT [ω(t)−∆SIGN(r)] ≤ − [λmin{∆} − kω]
n∑
i=1
|ri| (4.37)

Para− ˙̃qT
[
Φ(q̃, ˙̃q)−Φ(q̃,0)

]
, usando todas las ecuaciones de (4.31) a (4.37),

con las ecuaciones (3.43) y (3.65) obtenidas en la sección 3, la derivada de la
función candidata de Lyapunov puede ser acotada por arriba como:
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˙̃U(·) ≤ − ˙̃qT
[
Φ(q̃, ˙̃q)−Φ(q̃,0)

]
− γλmin{A}‖tanh (q̃)‖2 + γΓ‖tanh (q̃)‖‖ ˙̃q‖

− λmin{F }‖ ˙̃q‖2 + γλmax{F }‖tanh (q̃)‖‖ ˙̃q‖+Kh1‖ ˙̃q‖2

+Kh2‖tanh (q̃)‖‖ ˙̃q‖+ γKh1‖tanh (q̃)‖‖ ˙̃q‖+ γKh2‖tanh (q̃)‖2

+ γKC1
(
‖q̇dmax‖‖tanh (q̃)‖‖ ˙̃q‖+

√
n‖ ˙̃q‖2

)
+ γλmax{M(q)}‖ ˙̃q‖2

− [λmin{∆} − kω]
n∑
i=1
|ri|.

Simplificando y ordenando queda

˙̃U(·) ≤ − ˙̃qT
[
Φ(q̃, ˙̃q)−Φ(q̃,0)

]
− γ (λmin{A} −Kh2)‖tanh (q̃)‖2

+ γ

(
Γ + λmax{F }+ Kh2

γ
+Kh1 +KC1‖q̇dmax‖

)
‖tanh (q̃)‖‖ ˙̃q‖

− γ
(
λmin{F } −Kh1

γ
−
√
nKC1 − λmax{M(q)}

)
‖ ˙̃q‖2

− [λmin{∆} − kω]
n∑
i=1
|ri|.

si se hacen las siguientes sustituciones,

a = λmin{A} −Kh2

b = Kh2

c = Γ + λmax{F }+Kh1 +KC1‖q̇dmax‖
d = λmin{F } −Kh1

e =
√
nKC1 + λmax{M(q)}

˙̃U(·) ≤ − ˙̃qT
[
Φ(q̃, ˙̃q)−Φ(q̃,0)

]
− γ

[
‖tanh (q̃)‖
‖ ˙̃q‖

]T  a −
b
γ

+c
2

−
b
γ

+c
2

d
γ
− e


︸ ︷︷ ︸

P2

[
‖tanh (q̃)‖
‖ ˙̃q‖

]

− [λmin{∆} − kω]
n∑
i=1
|ri|.

(4.38)
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Si P2 > 0, entonces como− ˙̃qT
[
Φ(q̃, ˙̃q)−Φ(q̃,0)

]
< 0 ∀ q̃, ˙̃q, y si λmin{∆} ≥

kω ≥ ||ω(t)|| ∀ t > 0, entonces ˙̃U(q̃, ˙̃q, Ṽ , W̃ , t) < 0. Para lograr esto se debe
cumplir,

a > 0 =⇒ λmin{A} > Kh2
d

γ
− e > 0 =⇒ λmin{F } > γ

(√
nKC1 + λmax{M(q)}

)
+Kh1

det (P2) > 0

calculando det (P2),

det (P2) = a

(
d

γ
− e

)
−

(
b
γ

+ c
)2

4 > 0

despejando a a a partir del determinante, y de ahí a λmin{A}, sustituyendo
el valor de d queda:

λmin{A} >
(b+ γc)2

4γ (λmin{F } − γ [
√
nKC1 − λmax{M(q)}]−Kh1) +Kh2(4.39)

Si λmin{A} cumple con (4.39), det (P2) > 0, también, despejando a γ a partir
del determinante, queda:

2ad− bc−
√
a2d2 − ab2e− abcd
c2 + 4ae < γ <

2ad− bc+
√
a2d2 − ab2e− abcd
c2 + 4ae

La existencia de γ y el que λmin{A} cumpla con (4.39), garantiza que
la derivada de la función candidata de Lyapunov propuesta sea definida ne-
gativa, con esto, y dado que es una función definida positiva y radialmen-
te desacotada, cada curva de nivel U(q̃, ˙̃q, Ṽ , W̃ , t) = c es compacta, con
c ∈ R, c > 0. Además como U(·) es decreciente, se puede concluir que cada
solución del sistema de lazo cerrado definido en (4.19) está acotada (Fischer
et al., 2013).

Dado que el sistema de control usado tiene discontinuidades en el origen
debido a que en su ley de control se tiene una función signo, aquí no se puede
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aplicar el lema de Barbălat. Aplicando el corolario desglosado en la sección
2.7, a partir de la función de U̇(·), dada en (4.38), se puede encontrar la
función W3(·) que pide este teorema:

W3(q̃, ˙̃q, Ṽ , W̃ ) = γ

[
‖tanh (q̃)‖
‖ ˙̃q‖

]T  a −
b
γ

+c
2

−
b
γ

+c
2

d
γ
− e


︸ ︷︷ ︸

P2

[
‖tanh (q̃)‖
‖ ˙̃q‖

]
(4.40)

que es una función semidefinida positiva, si se cumplen las condiciones de-
finidas anteriormente, por lo tanto, ya que se encontró a W3 y la función
candidata de Lyapunov, como se demostró anteriormente, es globalmente
desacotada y menguante, con esto se puede concluir también que

ĺım
t→∞
‖q̃‖ = 0

ĺım
t→∞
‖ ˙̃q‖ = 0.

4.4 Diseño y simulación del SFC con precom-
pensación neuronal adaptable

Para este controlador se eligió una función de activación σ(x) = tanh(x),
número de neuronas igual a 20, L = 20; de nueva cuenta se diseñó y simuló
usando como planta el robot de 2-DOF presentado en la Sección 2.8 modelado
con fricción viscosa y de Coulomb, por lo que n = 2. Valores de matrices y
escalares de diseño:

α =7.7 ∆ = 0.69

R =
[
2.6 0
0 2.6

]
F =

[
2.2 0
0 2.2

]

Para el caso del bloque difuso sectorial se tomaron los mismos valores
de diseño que para el control difuso sectorial precompensado diseñado en la
sección 3.4.

Este controlador una vez diseñado, se simuló aplicando al robot las tra-
yectorias de posición, velocidad y aceleración articular deseadas qd(t), q̇d(t)
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y q̈d(t), dadas de nuevo por las ecuaciones (3.67) a la (3.71). Se obtuvieron
las respuestas de posición angular en cada articulación, error de posición an-
gular en cada articulación, así como de pares aplicados, tal como se muestra
en las figuras 4.2 – 4.6, respectivamente.
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Figura 4.2: Respuesta de posición deseada vs. actual en la articulación 1.
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Figura 4.3: Respuesta de posición deseada vs. actual en la articulación 2.
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Figura 4.4: Error de posición en articulaciones 1 y 2.
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Figura 4.5: Par aplicado en la articulación 1.
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Figura 4.6: Par aplicado en la articulación 2.

Se cambió el número de neuronas a 40, y se obtuvieron los resultados en
simulación de las respuestas de posición angular en cada articulación, error
de posición angular en cada articulación, así como de pares aplicados, tal
como se muestra en las figuras 4.7, 4.8, 4.9, 4.10 y 4.11, respectivamente.
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Figura 4.7: Respuesta de posición deseada vs. actual en la articulación 1.
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Figura 4.8: Respuesta de posición deseada vs. actual en la articulación 2.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
−10

0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

tiempo [segundos]

q̃
1
(t
),

q̃
2
(t
)
[g
ra
d
os
]

 

 

q̃1(t)
q̃2(t)

Figura 4.9: Error de posición en articulaciones 1 y 2.
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Figura 4.10: Par aplicado en la articulación 1.
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Figura 4.11: Par aplicado en la articulación 2.

En la sección 4.5.1 se compara la respuesta en simulación de este contro-
lador para los dos valores considerados de número de neuronas, tanto gráfica
como numéricamente, con otros controladores similares.

4.5 Pruebas experimentales al SFC con pre-
compensación neuronal adaptable

La implementación experimental en tiempo real del controlador diseñado en
la sección previa se realizó de nueva cuenta en el robot de 2-DOF físico,
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usando en el WinMech Lab un periodo de muestreo de 2.5 ms. A continua-
ción se muestran los resultados para las señales de referencia dadas en las
ecuaciones (3.67) – (3.71), las respuestas experimentales de error de posición
angular en cada articulación, así como de pares aplicados, se muestran en las
figuras 4.12, 4.13 y 4.14, respectivamente.
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Figura 4.12: Error de posición en articulaciones 1 y 2.
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Figura 4.13: Par aplicado en la articulación 1.
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Figura 4.14: Par aplicado en la articulación 2.

En la sección 4.5.2 se compara la respuesta experimental en tiempo real de
este controlador, tanto gráfica como numéricamente con otros controladores
similares.

4.5.1 Comparación de resultados obtenidos en simula-
ción para cada controlador

Se diseñaron e implementaron en Matlab - Simulink los siguientes controla-
dores para compararlos con el SFC con precompensación adaptable: control
PD con precompensación (ver A.1), control PD no lineal con saturación de
tangente hiperbólica en Kp y Kv precompensado (ver A.2), y control PD no
lineal con precompensación neuronal adaptable (ver A.3), tal como se mues-
tra en el apéndice A, donde además se incluyen sus respuestas individuales
de errores de posición angular y pares aplicados. Las respuestas obtenidas de
estos controladores se graficaron en conjunto con las del SFC precompensado
y del SFC con precompensación neuronal adaptable, y en las figuras 4.15 y
4.16 se muestra dicha comparación en la respuesta del error de posición para
las articulaciones 1 y 2, q̃1(t) y q̃2(t), respectivamente.
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Figura 4.15: Comparación en simulación de la respuesta en el tiempo de q̃1
para cada controlador diseñado. Los dos controladores con parte neuronal
poseen 20 neuronas en su capa oculta.

Figura 4.16: Comparación en simulación de la respuesta en el tiempo de q̃2
para cada controlador diseñado. Los dos controladores con parte neuronal
poseen 20 neuronas en su capa oculta.

En la tabla 4.1 se muestra la comparación en el valor RMS del error de
posición angular q̃(RMS) para cada controlador en cada una de las articu-
laciones para todas las muestras de señal obtenidas en la simulación com-
pleta, así como las de en estado estable q̃(RMS,ss), donde el subíndice ss
viene de las siglas de steady-state (que en inglés significa precisamente es-
tado estable), considerado a partir de 5 s y hasta el final de la simulación.
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Aparte de los comtroladores comparados en la gráfica se comparó la simula-
ción que se obtuvo del SFC con precompensación neuronal adaptable usando
40 neuronas. El valor RMS se obtuvo por medio de la función rms( ) de
Matlab. Esta función calcula el valor RMS de un vector x = [x1 x2 . . . xN ] (el
vector puede ser columna o renglón indistintamente) de N elementos como
(https://la.mathworks.com/help/matlab/ref/rms.html)

rms(x) =

√√√√ 1
N

N∑
i=1
|xi|2 (4.41)

Tabla 4.1: Tabla comparativa en simulación de q̃(RMS) total y q̃(RMS,ss).

Controlador q̃1(RMS) q̃1(RMS,ss) q̃2(RMS) q̃2(RMS,ss)
PD precompensado 20.8706◦ 0.6086◦ 20.4219◦ 3.7940◦
PD prec. no lineal 12.1784◦ 0.5106◦ 15.6026◦ 2.8373◦
SFC precompensado 14.3812◦ 0.6217◦ 15.8117◦ 0.5126◦

PD prec. no lin. neuro. 21.3372◦ 0.6842◦ 16.4593◦ 0.4984◦
SFC prec. neuro.(20 N) 16.8950◦ 0.5724◦ 16.2417◦ 0.3278◦
SFC prec. neuro.(40 N) 17.1922◦ 0.6855◦ 16.1869◦ 0.5149◦

4.5.2 Comparación de resultados experimentales para
cada controlador

Se realizó una comparación de la implementación experimental de los contro-
ladores diseñados y simulados en el apéndice A, donde esas implementaciones
experimentales se muestran de manera individual en el Apéndice B, con los
propuestos en este trabajo de tesis, ya llevadas a cabo individualmente en las
sección 3.5 para el SFC precompensado, y al inicio de esta sección (sección
4.5) para el SFC con precompensación neuronal adaptable. Las respuestas
obtenidas de todos estos controladores se graficaron en conjunto y en las fi-
guras 4.17 y 4.18 se muestran las comparaciones en las respuestas del error
de posición para las articulaciones 1 y 2, respectivamente.
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Figura 4.17: Comparación en tiempo real de la respuesta de q̃1 para cada
controlador diseñado.
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Figura 4.18: Comparación en tiempo real de la respuesta de q̃2 para cada
controlador diseñado.

En la tabla 4.2 se muestra la comparación en el valor RMS del error de
posición angular q̃(RMS) para cada controlador en cada una de las articula-
ciones para todas las muestras de señal obtenidas por el WinMech Lab en
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la ventana de tiempo completa del experimento, así como las de en estado
estable q̃(RMS,ss) considerado a partir de 5 s y hasta el final de la prueba ex-
perimental. De nueva cuenta el valor RMS se obtuvo por medio de la función
rms( ) de Matlab descrita en (4.41).

Tabla 4.2: Tabla comparativa de q̃RMS total y q̃(RMS,ss) en tiempo real.

Controlador q̃1(RMS) q̃1(RMS,ss) q̃2(RMS) q̃2(RMS,ss)
PD precompensado 12.1854◦ 1.1312◦ 17.6392◦ 6.2840◦

PD prec. no lin. neuro. 17.8876◦ 1.2271◦ 11.0523◦ 3.4717◦
SFC precompensado 15.218◦ 1.1837◦ 15.9701◦ 0.6274◦
SFC prec. neuronal 17.8882◦ 1.8252◦ 16.3109◦ 0.5902◦
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Capítulo 5

Conclusiones y trabajos futuros

5.1 Conclusiones
Se han presentado de manera exitosa dos controladores que emplean lógica
difusa aplicados al control de seguimiento de trayectorias en robots manipu-
ladores, desarrollándose sus pruebas de estabilidad, así como sus implemen-
taciones físicas en un robot de dos grados de libertad con el que se han hecho
las pruebas experimentales que muestran el funcionamiento de los controla-
dores propuestos. La ventaja de usar controladores basados en lógica difusa
es el hecho de la gran flexibilidad que presentan, sobretodo cuando se tienen
variaciones en los parámetros del robot, lo que fue altamente evidenciado en
las pruebas experimentales comparativas, en las cuales los controladores que
no poseían un nucleo de lógica difusa en su ley de control requirieron de múl-
tiples sintonizaciones para llegar a tener una respuesta similar a la obtenida
en simulaciones. El esquema de control propuesto SFC con precompensación
posee las siguientes ventajas con respecto a los otros controladores revisados
y comparados:

• Una función de Lyapunov estricta que garantiza una estabilidad asintó-
tica uniforme global total, lo que, a su vez, garantiza que el robot mani-
pulador al que se le aplique este controlador podrá seguir la trayectoria
de posición deseada, independientemente de su posición angular inicial.

• La disponibilidad de una función de Lyapunov estricta permitirá llevar
a cabo el análisis de sensibilidad a parámetros de forma muy directa.

• Más aún, la ley de control propuesta tiene la característica útil de pro-
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porcionar pares acotados de acuerdo con los límites de los actuadores.
Esto se debe a las características de acotamiento de salida del SFC,
y a que su precompensación está formada por los parámetros del ro-
bot, que también están acotados, siempre que las trayectorias deseadas
estén acotadas.

• Además, es muy sencillo de diseñar, ya que casi todos los parámetros
de ajuste ya están definidos por las pautas de diseño del controlador
difuso sectorial a las que tiene que adherirse, y el hecho de que el bloque
de precompensación es fijo, sin parámetros que cambiar.

• Ya que debido a su ley de control, el diseño de cada SFC para cada
articulación, para este esquema de control, se puede hacer de manera
individual, lo que es contrario al controlador sectorial de par calculado,
como se define en Santibanez et al. (2004), donde los SFC de todas
las articulaciones de un robot tienen que afinarse juntos, lo que, para
un robot industrial de 3, 5, 6 o 7 grados de libertad, se convierte en
una tarea muy complicada. Lo anterior es muy sencillo de entender con
una simple inspección de su ley de control, ya que la parte del SFC
termina multiplicando a toda la dinámica del robot, y por lo mismo
todos sus elementos afectan a la señal de control que se calcula para
cada articulación individual, por lo que cualquier modificación de uno
los componentes del SFC afecta la respuesta de todas las articulaciones
al mismo tiempo. Esto se comprobó en el artículo (Pizarro et al., 2018),
donde al aplicar GA a la busqueda de los valores de las particiones que
definen a las MFs del SFC individual para cualquiera de las articulacio-
nes, la función a optimizar (fitness function en inglés) requería de que
se incluyeran valores del error de posición angular y de la pendiente del
par de ambas articulaciones del robot CICESE, que es de 2-DOF.

• Por otro lado, esta independencia entre las partes del controlador se
puede utilizar para modelar el robot como un sistema distribuido o
descentralizado que puede conducir a esquemas de control mejores y
más simples.

• Este controlador es muy sencillo de implementar. No es necesario que
una computadora de gama alta ejecute el código que implementa este
esquema de control, lo que permite que se pueda exportar a un sistema
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integrado, como un DSP de bajo costo o un circuito integrado ya sin-
tetizado a través de lenguaje de descripción de hardware, lo que a su
vez puede reducir los costos de producción masiva de robots que usen
este tipo de controlador.

• Esta estructura de control se puede aplicar a cualquier robot en serie
que esté compuesto por n−eslabones sin necesidad de cambiar nada
en su ley de control y procedimiento de diseño, manteniendo todas sus
propiedades.

• La aplicación de este controlador en aplicaciones industriales se limita
a aquellas, como soldadura o pintura, donde no hay muchos cambios en
los parámetros de masa del robot. Las aplicaciones disponibles pueden
extenderse a tareas de pick-and-place o similares, si este controlador
está acoplado con un bloque adaptable o estimador que puede modificar
su bloque de precompensación (feedforward).

Para el caso de la compensación neuronal adaptable, ésta aproxima perfecta-
mente bien la dinámica deseada, que fue la tarea que se le dió; sin embargo no
es capaz de eliminar por completo, también obviamente por las mismas ca-
racterísticas y propiedades de las redes neuronales, a la fricción de Coulomb,
que siempre fué considerada como una perturbación, debido a que esta fric-
ción es discontinua y las redes neuronales solamente aproximan funciones
suaves, sin discontinuidades. Lo anterior se comprobó en simulación cuando
se incrementó al doble el número de pesos de salida, y el remanente de error
de posición en las articulaciones disminuyó a la mitad en promedio. La com-
pensación neuronal le agrega al SFC con precompensación la capacidad de
poder hacer la tarea de control de seguimiento de trayectorias sin conocer de
manera exacta el modelo completo del robot. Por último, la actualización de
los pesos de la red neuronal adaptable son dependientes del tipo de algoritmo
de integración que se implemente, tal y como se observó en las simulaciones
en Simulink. Asímismo, existe una dependencia muy fuerte en los valores con
que se inicialicen los pesos estimados de entradas y salidas.

5.2 Trabajos a futuro
De los resultados obtenidos en este trabajo se pueden proponer los siguientes
trabajos a futuro:
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• Como en la mayoría de los casos reales del control de seguimiento de
trayectorias en manipuladores, la velocidad angular en cada articula-
ción se estima por medio de un filtro pasaltas (que aproxima a un
derivador a bajas frecuencias, y limita la ganancia a altas frecuencias
para evitar amplificar el ruido que generalmente contienen todas las
señales provenientes de sensores) en vez de medirse directamente, es
necesario analizar cómo este hecho modifica los resultados presentados
para las dos propuestas de controladores que se presentan en esta tesis,
sobretodo en el análisis de estabilidad desarrollado.

• Un esquema de control SFC precompensado donde en la precompen-
sación se tome en cuenta la fricción de Coulomb, dado que cuando
ésta se eliminaba del modelo del robot, o se añadía a la precompena-
ción, el error de posición angular de cada articulación en estado estable
era prácticamente cero. Esto involucraría, obviamente, cambiar la es-
trategia de análisis de estabilidad ya que la fricción de Coulomb es
discontinua y de esa naturaleza quedaría la ley de control.

• Utilizar otros esquemas adaptables para aproximar la dinámica deseada
aparte del que se usó en este trabajo, que fue una red neuronal adap-
table. En vez de esta estructura se pueden aplicar: series de Fourier,
como en Villalobos-Chin and Santibáñez (2021), wavelets, un sistema
difuso, etcétera.

• Para los dos esquemas, con y sin sistema adaptable de aproximación
de la dinámica deseada, cambiar el SFC que es en sí un sistema difuso
tipo 1, por un tipo 2 y analizar tanto su estabilidad como su implemen-
tación para el control de seguimiento de trayectorias en manipuladores
robóticos.

• Proponer otros esquemas de control que sean una combinación de todo
lo anterior: SFC tipo 2 con diferentes tipos de esquemas de aproxi-
mación de la dinámica deseada del manipulador, con estimación de la
velocidad angular en las articulaciones por medio de filtrado pasa al-
tas que aproxima la derivada de la señal de posición angular a bajas
frecuencias.
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Apéndice A

Diseño y simulación de los
controladores a usar para
comparación

En las siguientes secciones se muestran los diseños y simulación en Simulink
y Matlab de los diferentes controladores usados para comparación con los
controladores propuestos en este trabajo de tesis. En todos los casos el robot
usado como planta es el robot de 2-DOF descrito en la sección 2.8 consideran-
do en su modelado tanto fricción viscosa como de Coulomb. Las trayectorias
de posición, velocidad y aceleración articular deseadas: qd(t), q̇d(t) y q̈d(t),
están dadas por las ecuaciones (3.67) – (3.71).

A.1 Control PD con precompensación
Se desarrolló y simuló un controlador PD con precompensación, cuyo diagra-
ma de bloques se mostró en la figura 2.6.

La ley de control para este controlador viene dada por 2.12, de la Sección
2.4:

τ = Kpq̃ +Kv
˙̃q +M (qd)q̈d +C(qd, q̇d)q̇d + g(qd) + fvq̇d,

Se asignaron los valores a las matrices de ganancias Kp,Kv ∈ R2×2 de:

Kp =
[
225 0
0 10

]
Kv =

[
70 0
0 4

]
(A.1)
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Estos valores se calcularon a prueba y error para que los pares aplicados a
las articulaciones del robot no excedan los valores límites de 150 [N-m] para
la primera articulación, y de 15 [N-m] para la segunda articulación. Este
controlador una vez diseñado, se simuló en Simulink donde se obtuvieron las
respuestas de posición angular en cada articulación, error de posición angular
en cada articulación, así como de pares aplicados, tal como se muestra en las
figuras A.1 – A.5, respectivamente.
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Figura A.1: Respuesta de posición deseada vs. actual en la articulación 1.
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Figura A.2: Respuesta de posición deseada vs. actual en la articulación 2.
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Figura A.3: Error de posición en articulaciones 1 y 2.
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tiempo [segundos]
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

τ
2
(t
)
[N

-m
]

-10

-5

0

5

10

15

Figura A.5: Par aplicado en la articulación 2.
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A.2 Control PD no lineal con saturación de
tangente hiperbólica en Kp y Kv precom-
pensado

Se diseñó e implementó en simulación un controlador PD no lineal con sa-
turación de tangente hiperbólica en Kp y Kv precompensado, cuya ley de
control está dada por,

τ = Kp tanh (q̃) +Kv tanh ( ˙̃q) +M (qd)q̈d+C(qd, q̇d)q̇d+g(qd) +fv (q̇d)

donde Kp,Kv ∈ Rn×n son matrices simétricas definidas positivas de dise-
ño llamadas ganancias de posición y velocidad, respectivamente. Como de
costumbre q̃ = qd − q denota el error de posición. La función tangente hi-
perbólica permite la saturación de los valores que entregan la multiplicación
de las constantes por los errores de posición y velocidad.

El diagrama a bloques de este controlador es el mismo que el de la fi-
gura 2.6, pero cambiando la entrada al bloque Kp por tanh (q̃) en vez de
q̃.

Se asignaron los valores a las matrices de ganancias Kp,Kv ∈ R2×2 de:

Kp =
[
112.4 0

0 19

]
Kv =

[
80.5 0

0 7.5

]
(A.2)

Estos valores se calcularon a prueba y error para que los pares aplicados a
las articulaciones del robot no excedan los valores límites de 150 [N-m] para
la primera articulación, y de 15 [N-m] para la segunda; y se obtuvieron las
respuestas de posición angular en cada articulación, error de posición angular
en cada articulación, así como de pares aplicados, tal como se muestra en las
figuras A.6 – A.10, respectivamente.
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Figura A.6: Respuesta de posición deseada vs. actual en la articulación 1.
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Figura A.7: Respuesta de posición deseada vs. actual en la articulación 2.
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Figura A.8: Error de posición en articulaciones 1 y 2.
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Figura A.9: Par aplicado en la articulación 1.
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Figura A.10: Par aplicado en la articulación 2.
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A.3 Control PD no lineal con precompensa-
ción neuronal adaptable

Este controlador se tomó directamente del trabajo de Puga et al (Puga-
Guzmán et al., 2014). Su diagrama a bloques se muestra en la figura A.11.

Figura A.11: Diagrama del Control PD no lineal con precompensación neu-
ronal adaptable.

En este caso la ley de control está dada por,

τ = Ŵ Tσ
(
V̂ Txd

)
+Kptanh(γq̃) +Kv

˙̃q + ∆sign(r)

donde Kp,Kv,∆ ∈ Rn×n son matrices simétricas definidas positivas de di-
seño. q̃ = qd − q denota el error de posición, y,

xd =
[
qTd q̇

T
d q̈

T
d 1

]
∈ RN+1 (A.3)

es el vector de señales de entrada a la red neuronal, en este caso N = 3n,
donde n =número de eslabones.

γ es un escalar positivo, V̂ , es la matriz estimada de pesos de entrada,
Ŵ es la matriz estimada de pesos de salida, con dinámicas,
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˙̂
V = Rxdr

TŴ T σ̂′ (A.4)
˙̂
W = F

(
σ̂ − σ̂′Ṽ Txd

)
rT (A.5)

donde R ∈ R(N+1)×(N+1), F ∈ RL×L son matrices definidas positivas,
σ̂ = σ

( ̂V Txd
)
, y σ̂′ es el Jacobiano de σ̂:

σ̂′ = ∂σ(x)
∂x

; x = V̂ Txd (A.6)

También,

r = ˙̃q + αtanh (γq̃) (A.7)

Para este controlador se eligió una función de activación σ(x) = tanh (x),
número de neuronas igual a 20, por lo tanto L = 20. Los valores de las ma-
trices y escalares de diseño quedaron dados como:

α = 7.7 (A.8)
γ = 0.4 (A.9)

∆ = diag(0.69) (A.10)
R = diag(2.6) (A.11)
F = diag(2.2) (A.12)

Kv =
[

91 0
56.1 13.205

]
(A.13)

Kp =
[
56.1 0

0 17.05

]
(A.14)

Los pesos de las matrices V̂ yŴ fueron definidos de manera aleatoria de
inicio. Con todo esto, se obtuvieron las respuestas de posición angular en cada
articulación, error de posición angular en cada articulación, así como de pares
aplicados, tal como se muestra en las figuras A.12 – A.16, respectivamente.
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Figura A.12: Respuesta de posición deseada vs. actual en la articulación 1.
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Figura A.13: Respuesta de posición deseada vs. actual en la articulación 2.
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Figura A.14: Error de posición en articulaciones 1 y 2.
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Figura A.15: Par aplicado en la articulación 1.
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Figura A.16: Par aplicado en la articulación 2.
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Apéndice B

Implementación experimental
de los controladores a usar para
comparación

En las siguientes secciones se muestran las implementaciones experimentales
en tiempo real del Control PD con precompensación, y del Control PD no
lineal con precompensación neuronal adaptable, diseñados previamente en
las secciones A.1 y A.3 del apéndice A, respectivamente, usados para com-
paración con los controladores propuestos en este trabajo de tesis. De nueva
cuenta, en todos los casos el robot usado como planta es el robot de 2-DOF
descrito en la sección 2.8 y ubicado en el edificio 27 del Instituto Tecnológico
de La Laguna. En el WinMech Lab se usó un periodo de muestreo de 2.5
ms. Las trayectorias de posición, velocidad y aceleración articular deseadas:
qd(t), q̇d(t) y q̈d(t), están también dadas por las ecuaciones (3.67) a (3.71).

B.1 Control PD con precompensación
Se probó experimentalmente el Control PD con precompensación, y se obtu-
vieron los resultados mostrados para los errores de posición en cada articu-
lación, así como los pares, tal como se muestra en las figuras B.1, B.2, B.3,
respectivamente.
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Figura B.1: Error de posición en articulaciones 1 y 2.
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Figura B.3: Par aplicado en la articulación 2.

B.2 Control PD no lineal con precompensa-
ción neuronal adaptable

Se hicieron pruebas experimentales también al Control PD no lineal con pre-
compensación neuronal adaptable, y se obtuvieron los resultados mostrados
para los errores de posición en cada articulación, así como los pares, tal como
se muestra en las figuras B.4, B.5 y B.6, respectivamente.
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Figura B.4: Error de posición en articulaciones 1 y 2.

Figura B.5: Par aplicado en la articulación 1.
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Figura B.6: Par aplicado en la articulación 2.
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ANEXO P

Publicaciones

P.1 Ponencias en congresos arbitrados
1. Pizarro-Lerma, A. O., García-Hernández, R., Santibáñez, V. A. Fine-

Tuning of a Fuzzy Computed-Torque Control for a 2-DOF
Robot via Genetic Algorithms, Proceedings of the Second IFAC
Conference on Modelling, Identification and Control of Nonlinear Sys-
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