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“Fear not, for I am with you. Do not be dismayed.
I am your God. I will strengthen you; I will help you;
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personas, aśı que, ¿cómo no iniciar la escritura de mi tesis, expresando mi más sincera
gratitud a las personas que intervinieron en todo lo que comenzó con el sueño de una
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“Análisis y evaluación de diferentes formulaciones para
modelado dinámico de mecanismos robóticos”

por: Jaqueline I. Bernal Franco

Resumen

Para describir la configuración de un mecanismo robótico de n grados de libertad,
generalmente se emplean un conjunto de m coordenadas generalizadas que puede ser
mı́nimo (m = n) o no mı́nimo (m > n); en el último caso deben existir ciertas ecua-
ciones (mejor conocidas como restricciones) que relacionan las coordenadas generaliza-
das únicamente (restricciones holonómicas) o también con sus derivadas (restricciones
no holonómicas). Una vez definidas las coordenadas generalizadas para un mecanismo
robótico, es posible obtener: (a) su modelo cinemático, el cual establece la relación
entre tales coordenadas y la postura (posición y orientación) de algún elemento de in-
terés en el mecanismo, además de (b) su modelo dinámico, que establece la relación
entre las coordenadas generalizadas y las fuerzas y/o momentos externos aplicados al
mecanismo para llevar a cabo su movimiento. Desde el siglo XVII hasta la actualidad
han surgido diversas formulaciones para modelado dinámico de sistemas mecánicos. En
este trabajo de tesis, después de presentar los fundamentos del modelado cinemático y
dinámico, se realiza un análisis de las cuatro principales formulaciones encontradas en
la literatura: Newton-Euler, Euler-Lagrange, Hamilton y Kane. Estas cuatro formula-
ciones se utilizan en esta tesis para obtener el modelo dinámico de algunos mecanismos
simples que presentan diferentes tipos de restricciones, y se hace un estudio compara-
tivo. Adicionalmente, en el marco de este trabajo se llevó a cabo la obtención de los
modelos cinemático y dinámico de un robot paralelo del tipo denominado 6-3-PUS,
que es comercialmente conocido como Hexapod; se implementaron en tiempo real dos
controladores para este robot, uno de ellos empleando el modelo cinemático y el otro
el modelo dinámico; los resultados experimentales fueron satisfactorios, lográndose aśı
la validación de los modelos obtenidos.
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“Analysis and Evaluation of Different Formulations for the
Dynamics Modeling of Robotic Mechanisms”

by: Jaqueline I. Bernal Franco

Abstract

To describe the configuration of a robotic mechanism with n degrees of freedom, we
generally use a set of m generalized coordinates that can be minimal (m = n) or non-
minimal (m > n); in the latter case there must be certain equations (better known as
constraints) that relate the generalized coordinates only (holonomic constraints) or also
with their derivatives (non-holonomic constraints). Once the generalized coordinates
for a robotic mechanisms are defined, it is possible to obtain: (a) its kinematics model,
which establishes the relationship between such coordinates and the pose (position and
orientation) of some element of interest in the mechanism, in addition to (b) its dynam-
ics model, which establishes the relationship between the generalized coordinates and
the external forces and/or moments applied to the mechanism to produce its motion.
From the 17th century to the present, several formulations have arisen for obtaining
the dynamics model of mechanical systems. In this thesis work, after presenting the
theoretical foundations of kinematics and dynamics modeling, we perform an analysis
of the four main formulations for dynamics modeling found in the literature: those of
Newton-Euler, Euler-Lagrange, Hamilton and Kane. These formulations are employed
in this thesis for obtaining the dynamics model of some simple mechanisms that present
different types of constraints, and a comparative study is performed. Additionally, in
the framework of this thesis, we obtain the kinematics and dynamics models of a par-
allel robot of the type called 6-3-PUS, which is commercially known as Hexapod; two
controllers were implemented in real time for this robot, one of them using the kinemat-
ics model and the other the dynamics model; the experimental results were satisfactory,
thus achieving the validation of the obtained models.
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1.3.1 Modelo cinemático de postura . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
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3.5 Modelado cinemático de mecanismos simples . . . . . . . . . . . . . . . 110

3.5.1 Robot serial planar de 3 g.d.l. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111

3.5.2 Mecanismo de cinco barras . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113
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5.3.3 Cálculo de las velocidades lineal y angular de cada cuerpo ŕıgido 182
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A Coordenadas de Plücker y el principio de transferencia 256

B Análisis de las convenciones de parámetros D-H 261
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5.5 Tamaño del código necesario para calcular el modelo dinámico. . . . . . 191

5.6 Tiempo de ejecución del modelo dinámico. . . . . . . . . . . . . . . . . 193
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8.4 Parámetros cinemáticos y dinámicos de los mecanismos analizados. . . 245
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1 Conceptos básicos de mecánica

La mecánica es la rama de la f́ısica que estudia el movimiento y el equilibrio de los
cuerpos, aśı como de las fuerzas que los producen. Un sistema mecánico es aquél
formado por cualquier conjunto de elementos, que pueden tener movimiento o no, pero
que interactúan entre śı a través de fuerzas (de contacto, gravitacionales, inerciales,
etc.).

Existen diferentes tipos de sistemas mecánicos, desde el más simple, que seŕıa una
part́ıcula de masa puntual, hasta complejos sistemas de cuerpos sólidos (ŕıgidos o fle-
xibles) en contacto. Los conceptos dados a continuación aplican a sistemas mecánicos
en general. La mayor parte de los conceptos básicos presentados en ésta sección fueron
tomados de (Soto, 2014).

1.1.1 Espacios de configuración y coordenadas generalizadas

En este documento se define el espacio f́ısico como el espacio tridimensional que contiene
cualquier objeto material sobre el cual se aplican las leyes de la f́ısica clásica (y que se
denominará aqúı como un objeto f́ısico). En su sentido más amplio, este espacio f́ısico
abarcaŕıa entonces el universo entero. Sin embargo, en mecánica clásica es común aislar
los cuerpos bajo análisis, reduciendo aśı el espacio f́ısico de interés.

Para fines de análisis, el espacio f́ısico se modela mediante el espacio euclidiano de
dimensión tres, denotado por E3. Cabe recordar que un espacio euclidiano (un concepto
puramente matemático) es un espacio vectorial sobre los reales con una estructura
geométrica adicional, que le permite manejar tanto vectores como puntos.

Las coordenadas de un punto en un espacio euclidiano son independientes. Y en el
caso del espacio f́ısico esto se logra empleando el sistema de coordenadas cartesianas

1



(x, y, z) y su correspondiente marco de coordenadas ortogonal como marco de referencia.
Tal marco, denotado aqúı como Σ(X, Y, Z), tiene su origen en el punto O y sus ejes
X, Y y Z quedan determinados por los vectores unitarios x̂, ŷ, y ẑ ∈ R3, indicando la
dirección en la que crecen las coordenadas x, y y z, respectivamente. Las coordenadas
de un punto en el espacio f́ısico, medidas con respecto a este marco de referencia, se
denominan aqúı como coordenadas f́ısicas, y tienen unidades de longitud.

De acuerdo con lo anterior, un punto en el espacio f́ısico E3 que tiene asociadas
las coordenadas f́ısicas (x, y, z), con respecto al marco ΣO(X, Y, Z), se puede describir
también por medio de un vector de posición r ∈ R3 tal que

r = xx̂+ yŷ + zẑ

o, en forma compacta, como

p =





x
y
z



 =
[
x y z

]T
.

Por otra parte, se le llama configuración de un sistema mecánico a la ubicación en
el espacio f́ısico de todos los elementos del sistema en un instante de tiempo dado. Y
se le llama espacio de configuración al conjunto formado por todas las configuraciones
posibles que puede tomar el sistema en cualquier tiempo.

Ahora bien, generalmente para describir la configuración de un sistema se emplea
un conjunto de variables que determinan de manera única la posición de todos los
puntos del mismo. Si tales variables, digamos m en total, se agrupan en un vector
ρ ∈ Rm, entonces el espacio euclidiano Rm daŕıa una representación adecuada del
espacio de configuración del sistema y cada elemento del mismo correspondeŕıa a una
configuración espećıfica.

Considérense los siguientes dos ejemplos:

Ejemplo 1 (Una part́ıcula libre) La configuración de una sola part́ıcula puntual
queda determinada completamente por las tres coordenadas cartesianas (x, y, z) que
dan la posición de la part́ıcula en el espacio f́ısico. El espacio de configuración de

tal part́ıcula seŕıa entonces todo el espacio R3 y el vector
[
x y z

]T ∈ R3 seŕıa un
elemento de ese espacio.

Ejemplo 2 (Dos part́ıculas libres) El sistema mecánico está ahora compuesto no
por una sino por dos part́ıculas puntuales independientes, una con coordenadas (x1, y1, z1)
y la otra con coordenadas (x2, y2, z2) respecto al mismo marco de referencia. El espacio

de configuración en este caso seŕıa R3×R3 ≡ R6 y el vector
[
x1 y1 z1 x2 y2 z2

]T ∈
R6 pudiera corresponder a un elemento de ese espacio (aunque también podŕıa serlo el

vector
[
x1 x2 y1 y2 z1 z2

]T ∈ R6).



En general, un sistema formado por N part́ıculas independientes (libres) en el es-
pacio f́ısico requiere 3N variables, y el espacio de configuración de tal sistema será
R3N . No obstante, si las part́ıculas no se mueven libremente en todo el espacio, o bien,
existen relaciones entre ellas (que puedan ser descritas como expresiones matemáticas
entre sus parámetros) que reducen el número de parámetros independientes, entonces
el espacio de configuración se reduce también.

Ejemplo 3 (Una part́ıcula en el plano x = y) Considérese ahora el caso de una
part́ıcula que ya no se mueve libremente en tres dimensiones, sino que se ve forzada a
moverse en el plano definido por la ecuación x = y en coordenadas cartesianas o, lo
que es lo mismo, por

x− y = 0. (1.1)

En otras palabras, tal part́ıcula debe pertenecer siempre al conjunto dado por

P =
{[
x y z

]T ∈ R3 : x− y = 0
}

(1.2)

Nótese que la ecuación (1.1) establece una relación de dependencia entre las va-
riables x e y, de modo que para describir la configuración de esta part́ıcula ya no es
necesario especificar las tres coordenadas cartesianas sino sólo x y z (o bien y y z), ya
que usando (1.1) siempre será posible obtener la coordenada faltante. Aśı mismo, el
espacio de configuración ya no es R3 sino sólo el subconjunto de éste dado por (1.2),
que además resulta ser un subespacio vectorial isomórfico al plano euclidiano R2. Efec-
tivamente, si se define un marco coordenado ΣO(X ′, Y ′, Z ′) con el mismo origen O que
ΣO(X, Y, Z) pero orientado de tal manera que el vector unitario x̂′ pertenezca al plano
x = y, entonces un elemento de tal espacio de configuración podŕıa ser descrito usando
sólo las coordenadas x′ (en la dirección del vector x̂′) y z.

Un subconjunto de un espacio euclidiano Rm que se puede considerar, al menos
localmente, como isomórfico (con la misma estructura) a un espacio euclidiano Rn, con
n ≤ m, se dice que es una variedad de dimensión n en Rm (ver sección 2.6). Aśı, en
el último caso estudiado se hablaŕıa de una variedad de configuración (que se denota
como Mn ⊂ Rm).

El término coordenadas generalizadas se refiere a las variables que describen la con-
figuración de un sistema con respecto a alguna configuración de referencia. El adjetivo
“generalizadas” se usa para resaltar el hecho de que estas coordenadas representan
variables que describen la configuración del sistema y no coordenadas en el sentido
tradicional, que dan la ubicación de un punto en el espacio f́ısico.

Si se tienenm coordenadas generalizadas en un sistema, también es posible agrupar
tales coordenadas para formar un vector (espećıficamente, lo que se conoce como un
vector de coordenadas) pero perteneciente al espacio euclidiano Rm. Aśı, para fines de



este trabajo, def́ınase el conjunto dem coordenadas generalizadas como {ρ1, ρ2, . . . , ρm},
de manera que tales coordenadas se pueden agrupar en el vector

ρ =
[
ρ1 ρ2 · · · ρm

]T ∈ Rm.

En este sentido, las coordenadas generalizadas śı determinan la ubicación de un
punto pero no en el espacio f́ısico, sino en el espacio de configuración, definido por Rm.

Debe notarse entonces que el espacio de configuración proporciona una manera de
visualizar el estado de un sistema mecánico como si fuera un punto en un espacio
de dimensión mayor. Además, una trayectoria (es decir, una curva parametrizada en
función de tiempo) en el espacio de configuración de un sistema mecánico, describe el
movimiento de tal sistema en el espacio f́ısico.

Cuando se trata de un sistema de N part́ıculas libres (como en los ejemplos 1 y
2) es común emplear como coordenadas generalizadas las m = 3N coordenadas f́ısicas
asociadas (tres por cada una de las N part́ıculas). Sin embargo, en ciertos casos puede
resultar más ventajoso utilizar un conjunto de variables diferente al de las coordenadas
f́ısicas para describir el movimiento del sistema. Pero aunque aśı sea, debe ser posible
obtener las coordenadas f́ısicas de cada una de las part́ıculas a partir de las coordenadas
generalizadas empleadas. Por ejemplo si el sistema de N part́ıculas libres es descrito
por el vector ρ ∈ Rm, entonces debe ser posible expresar las 3N coordenadas f́ısicas en
función de ese vector, es decir:

x1 = x1(ρ), y1 = y1(ρ), z1 = z1(ρ), x2 = x2(ρ), . . . , zN = zN(ρ)

Y aunque no siempre es fácil encontrar las expresiones anaĺıticas, también es posible
expresar el vector ρ en función de las coordenadas f́ısicas:

ρ = ρ(x1, y1, z1, x2, . . . , zN)

Para un mismo sistema es posible emplear diferentes conjuntos de coordenadas
generalizadas. Y, en general, dados dos conjuntos de coordenadas generalizadas que
describien el mismo sistema, debe ser posible expresar un conjunto en términos del otro
(o, lo que es lo mismo, definir una transformación de coordenadas generalizadas).

Por otra parte, se dice que un conjunto de coordenadas generalizadas es com-
pleto si los valores de las coordenadas correspondientes a una configuración arbitraria
geométricamente posible son suficientes para definir la ubicación exacta de todas las
partes del sistema (Chung, 2004).

En el caso del ejemplo 2, el conjunto {x1, x2, y1, y2, z2} seŕıa un conjunto de coor-
denadas generalizadas incompleto, ya que con el mismo, no seŕıa posible determinar la
ubicación exacta de una de las dos part́ıculas.



Figura 1.1: Posibles coordenadas generalizadas para una varilla en el plano: (a)
(xA, yA, θ); (b) (xB, yB, φ); (c) (xA, yA, xB).(Soto, 2014).

Por otra parte, si un conjunto de coordenadas generalizadas no determina una única
configuración, sino un número finito de configuraciones (que comparten los mismos
valores de las coordenadas) entonces se tiene un conjunto de coordenadas generalizadas
ambiguas.

Ejemplo 4 (Varilla ŕıgida con movimiento en 2D) Considérese el caso de una va-
rilla ŕıgida que se puede mover únicamente en el plano XY. Suponga que los extremos
de la varilla, de longitud L, quedan determinados por los puntos A y B, con coordenadas
(xA, yA) y (xB, yB), respectivamente (ver figura 1.1).

Debe resultar claro que para conocer completamente la configuración de la varilla
basta con especificar las dos coordenadas de un extremo y el ángulo de inclinación de
la varilla; en otras palabras, se pueden seleccionar como variables generalizadas a xA,
yA y al ángulo θ, tal como se muestra en la figura 1.1(a).

En la figura 1.1(b) se muestra cómo es posible utilizar también un conjunto diferente
de coordenadas generalizadas para describir la configuración del mismo sistema. En este
caso se seleccionaron las coordenadas xB, yB y el ángulo φ mostrado. Y nótese que la
transformación del conjunto de coordenadas de la figura 1.1(a) a la figura 1.1(b) está
dada por:

xB = xA + L cos(θ), yB = yA + Lsen(θ), φ = θ +
π

2

Otra posible elección de coordenadas generalizadas para el mismo sistema seŕıa la que
se muestra en la figura 1.1(c), en donde se ha seleccionado a xA, yA y xB. Sin embargo,
como se aprecia en la misma figura, esta selección de coordenadas generalizadas es
ambigua, puesto que es posible encontrar dos posibles configuraciones diferentes con los
mismos valores de xA, yA y xB. De hecho, es posible comprobar que la coordenada yB
debe satisfacer:

yB = yA ±
√

L2 − (xB − xA)2

Para describir la configuración de un sistema, es común emplear conjuntos de co-



Figura 1.2: Mecanismo planar de dos eslabones.(Soto, 2014).

ordenadas generalizadas en las que cada coordenada es independiente de las otras. De
hecho, algunos autores afirman que las coordenadas generalizadas deben ser indepen-
dientes por definición. Sin embargo, en este trabajo se tomará el enfoque de (Baruh,
1999), quien habla de coordenadas generalizadas independientes (o mı́nimas) y coorde-
nadas generalizadas dependientes (redundantes, o no mı́nimas).

Como una manera de distinguir a las coordenadas generalizadas mı́nimas, en este
documento se les designará como qi (en vez de ρi), con i = 1, 2, . . . , n, donde n es el
número de coordenadas generalizadas independientes; aśı mismo, q ∈ Rn será el vector
de coordenadas generalizadas mı́nimas.

Y debe notarse que, siempre que se emplee un conjunto de coordenadas generaliza-
das dependientes (ρi), existirán relaciones matemáticas (comúnmente llamadas restric-
ciones de configuración) que establecen esa dependencia entre tales coordenadas.

Ejemplo 5 (Mecanismo planar de dos eslabones) Considérese ahora el caso del
mecanismo de dos eslabones que se muestra en la figura 1.2, cuyo movimiento se realiza
en el plano X-Y . El primer eslabón, de longitud L1, tiene un extremo fijo al punto O
(el origen del marco de coordenadas) y el otro extremo (punto B) rota con respecto a O;
el segundo eslabón, de longitud L2 tiene un extremo unido al punto B y el otro extremo
(punto P ) rota con respecto a B.

Debe resultar claro que la configuración de tal mecanismo puede ser descrita fácil-
mente empleando los ángulos θ1 y θ2 que se muestran en la figura. Esta seŕıa entonces
una conveniente selección de coordenadas generalizadas. Otra opción seŕıa emplear
como coordenadas generalizadas las coordenadas cartesianas del punto P , es decir xP y
yP , pero en este caso se tendŕıan coordenadas generalizadas ambiguas, ya que para una
misma posición de P se tienen dos posibles configuraciones del mecanismo, tal como se
muestra en la figura 1.3.



Figura 1.3: Dos configuraciones posibles para la misma posición del punto P .(Soto,
2014).

Una tercera opción seŕıa emplear como coordenadas generalizadas las coordenadas
cartesianas de los puntos B y P , es decir xB, yB, xP y yP . Nótese que en este caso
ya no se tiene ninguna ambigüedad, pero tal conjunto de coordenadas es redundante,
puesto que se tienen las siguientes relaciones entre las coordenadas seleccionadas:

x2
B + y2

B = L2
1, y (xP − xB)2 + (yP − yB)2 = L2

2.

Ahora bien, la razón de cambio de una coordenada generalizada ρi (con i = 1, 2, . . . ,
m) respecto al tiempo es llamada velocidad generalizada y es denotada por ρ̇i. Y el
espacio de dimensión 2m generado por las coordenadas generalizadas y las velocidades
generalizadas de un sistema mecánico es llamado el espacio de estados del sistema.

Un término también relevante en modelado de robots es el concepto de cuasi-
velocidad, que en general es una función que depende de ρ y ρ̇, pero cuya integral
no tiene necesariamente un significado f́ısico. Un ejemplo clásico de cuasi-velocidad es
la llamada velocidad angular.

Hasta ahora es posible concluir lo siguiente (Baruh, 1999):

1. Las coordenadas generalizadas, sean independientes o no, no constituyen un con-
junto único. Esto en realidad es una gran ventaja y da mucha flexibilidad.

2. Se debe tener cuidado al seleccionar las coordenadas generalizadas, especialmente
coordenadas generalizadas independientes, para evitar redundancias y ambigüe-
dades. Una mala elección de las coordenadas generalizadas puede hacer que la
formulación y la solución del problema sean innecesariamente dif́ıciles.



Figura 1.4: Diagrama de un péndulo esférico.(Soto, 2014).

1.1.2 Restricciones cinemáticas y grados de libertad

El número de grados de libertad (o, por simplicidad, gdl) de un sistema mecánico es
el número de variables independientes que determinan su configuración. Como las
coordenadas generalizadas son justamente las que describen tal configuración, el número
de grados de libertad es también el número mı́nimo de coordenadas generalizadas que
se requieren para describir el sistema.

Sea n el número de grados de libertad de un sistema y m el número de coordenadas
generalizadas empleadas para describir su configuración. Si m > n entonces deben exis-
tir r = m−n restricciones de configuración. Dicho de otra manera, el número de grados
de libertad se puede obtener simplemente restando el número de coordenadas generali-
zadas (dependientes) que se empleen menos el número de restricciones de configuración
entre ellas.

El número de grados de libertad es una caracteŕıstica propia de un sistema mecánico,
y es independiente de las coordenadas utilizadas para describir su configuración. En
otras palabras, a pesar de que se puede seleccionar el número y tipo de coordenadas
generalizadas en más de una manera, el valor n = m− r es invariante.

Ejemplo 6 (Péndulo esférico) Considérese el péndulo esférico mostrado en la figura
1.4, y supóngase en principio que la longitud L puede cambiar.

La configuración del péndulo puede entonces ser descrita empleando como coorde-
nadas generalizadas, ya sea las coordenadas cartesianas x, y y z, o bien L, θ y φ (lo que
seŕıa equivalente a utilizar coordenadas esféricas). Estos dos conjuntos de coordenadas



están matemáticamente relacionados por

x = L cos(θ)sen(φ)

y = Lsen(θ)sen(φ)

z = −L cos(φ)

y es claro que el número de grados de libertad es tres.

Ahora supóngase que la longitud del péndulo es constante. En tal caso ya no tendŕıa
sentido emplear L como coordenada generalizada; θ y φ seŕıan suficientes. Pero si se
emplean las coordenadas cartesianas, entonces, dado que el número de grados de libertad
se reduce a dos, existe una restricción de configuración, dada por

x2 + y2 + z2 = L2 = constante

que muestra que tales coordenadas (x, y y z) no son independientes.

Debe notarse que si el sistema mecánico bajo estudio queda caracterizado por p
part́ıculas moviéndose en un espacio de dimensión d, entonces el número de coordenadas
generalizadas seŕıa m = dp y, en caso de existir r restricciones de configuración, el
número de grados de libertad quedaŕıa:

n = dp− r. (1.3)

Para terminar esta sección, cabe mencionar que las restricciones de configuración
(que reducen el espacio de configuración de un sistema mecánico) son únicamente aque-
llas que se establecen entre los elementos del vector de coordenadas generalizadas no
mı́nimas y que pueden ser igualadas a cero (es decir, si γi(ρ) es una restricción de
configuración entonces debe ser posible escribir γi(ρ) = 0).

Aśı, las r restricciones de configuración (o restricciones holonómicas) de un sistema
mecánico pueden ser agrupadas en un vector:

γ(ρ) = 0 ∈ Rr. (1.4)

Por otro lado, en algunos sistemas mecánicos las restricciones que se presentan involu-
cran también las velocidades generalizadas, es decir, tienen la forma general:

γ ′(ρ, ρ̇) = 0 ∈ Rr (1.5)

la cual no puede ser integrada para obtener una restricción de la forma (1.4). En este
caso se dice que se tienen restricciones no holonómicas de primer orden, las cuales
no reducen el espacio de configuración (ni el número de gdl) pero śı el espacio de
las velocidades generalizadas instantáneas. En otras palabras, aunque un robot con
restricciones no holonómicas puede moverse a cualquier postura dentro de su espacio



de configuración, ese movimiento no lo puede realizar de manera instantánea, sin violar
las restricciones no holonómicas.

Un caso particular de restricciones no holonómicas de primer orden son las restric-
ciones pfaffianas, las cuales poseen la forma:

γ′(ρ, ρ̇) = A(ρ)ρ̇ + b(ρ) = 0.

Finalmente, algunos sistemas mecánicos presentan restricciones que involucran tam-
bién a las aceleraciones generalizadas, es decir, tienen la forma:

γ ′′(ρ, ρ̇, ρ̈) = 0 ∈ Rr

pero tales restricciones no pueden ser integradas para obtener la forma (1.5), se habla
entonces de restricciones no holonómicas de segundo orden.

1.1.3 Cuerpos ŕıgidos

Un cuerpo ŕıgido es, por definición, un objeto f́ısico con la caracteŕıstica de que si se
toman dos puntos dentro del mismo, la distancia entre ellos se mantiene constante en
todo momento. En otras palabras, un cuerpo ŕıgido es un objeto sólido no deformable.
Aunque se trata de una idealización, este concepto resulta ser muy útil en el estudio de
mecánica de sólidos.

Sean Pi y Pj dos puntos cualesquiera pertenecientes a un cuerpo ŕıgido, con coorde-
nadas (xi, yi, zi) y (xj, yj, zj), respectivamente, respecto a un mismo marco de referencia,
y sea dij la distancia entre esos dos puntos, es decir,

dij =
√

(xj − xi)2 + (yj − yi)2 + (zj − zi)2, (1.6)

entonces, aunque el cuerpo se encuentre en movimiento, al ser ŕıgido se debe cumplir
siempre que dij es constante.

Ahora bien, es claro que un punto que se mueve libremente en el espacio (3D)
tiene 3 gdl, y si el punto está restringido a moverse en un plano (2D) tiene sólo 2 gdl
(considerando, sin pérdida de generalidad, que el plano del movimiento es el z = 0,
entonces esa restricción es la que reduce la dimensión del espacio de configuración y
sólo se requieren las coordenadas x y y del punto para localizarlo). No obstante, un
cuerpo ŕıgido que se mueve ya sea en 3D ó 2D tiene un número mayor de grados de
libertad que un punto. El siguiente análisis permite establecer ese número.



Figura 1.5: Cuerpos ŕıgidos en 2D (Soto, 2014): (a) con 2 puntos; (b) con 3 puntos; (c)
con 11 puntos.

Análisis de los grados de libertad de un cuerpo ŕıgido en 2D

Considérese el caso de un cuerpo ŕıgido que idealmente se mueve en un plano (2D).
Suponga que ese cuerpo está constitúıdo únicamente por dos puntos, P1 y P2 (ver
figura 1.5(a)); la distancia entre estos puntos, denotada por d12, estaŕıa dada por la
expresión (1.6) y seŕıa una restricción en el sistema. Empleando la fórmula (1.3) con
d = 2, p = 2 y r = 1 se concluye que este cuerpo ŕıgido elemental tiene tres grados de
libertad. Este sistema es similar al descrito en el ejemplo 4, es decir, se pueden usar
dos coordenadas para localizar uno de los dos puntos y luego un ángulo medido con
respecto a alguna referencia previamente definida, para localizar el segundo punto con
respecto al primero.

Suponga ahora que se agrega un tercer punto (P3) al sistema (ver figura 1.5(b)).
Para que el cuerpo siga siendo ŕıgido es necesario agregar además dos restricciones de
rigidez (las que hacen que d13 y d23 sean constantes). Al aplicar de nuevo la fórmula
(1.3), ahora con p = 3 y r = 3, se observa que el número de grados de libertad se
sigue manteniendo igual a tres. Esto se puede hacer extensivo a cualquier número de
puntos, ya que por cada punto que se agregue, con tal de mantener la rigidez del cuerpo
será necesario agregar dos restricciones (por ejemplo, en la figura 1.5(c) se muestra un
cuerpo ŕıgido con 11 puntos, que también tiene 3 gdl).

De lo anterior se concluye que cualquier cuerpo ŕıgido (aśı sea uno formado por un
número infinito de puntos, es decir, un cuerpo ŕıgido continuo) requiere tres grados
de libertad para determinar su configuración, ya que definiendo la posición de uno de
sus puntos (por ejemplo el centro de masa), y la inclinación de la recta que une este
punto con cualquier otro punto del cuerpo previamente seleccionado, es posible localizar
cualquier punto del cuerpo ŕıgido.

El análisis anterior se puede extender a cuerpos que se mueven en 3D, como se
explica a continuación.



Figura 1.6: Cuerpos ŕıgidos en 3D: (a) con 2 puntos; (b) con 3 puntos; (c) con 6 puntos.
(Soto, 2014).

Análisis de los grados de libertad de un cuerpo ŕıgido en 3D

Supóngase el caso de un cuerpo ŕıgido formado por dos puntos, P1 y P2, pero donde
cada uno de estos tiene tres coordenadas (ver figura 1.6(a)) La aplicación de la fórmula
(1.3) se hace ahora con d = 3, p = 2 y r = 1, lo que lleva a que este sistema tiene 5 gdl
Y es fácil verificar que esto es correcto, ya que tres de esas coordenadas independientes
dan la posición de un punto, y una vez localizado éste, se requieren sólo dos ángulos
para localizar el segundo punto con respecto al primero (estos ángulos corresponden
a dos de las coordenadas esféricas, ya que la tercera, el radio, corresponde a d12 y es
constante).

Al agregar un tercer punto (P3), manteniendo la rigidez del cuerpo, se deben agregar
también dos restricciones (veáse la figura 1.6(b)). El resultado de aplicar la fórmula
(1.3) en este caso da 6 gdl, los cuales corresponden a las cinco coordenadas requeridas
para localizar los dos primero puntos (e.g. P1 y P2, como se explicó en el párrafo
anterior) más un tercer ángulo, el cual permite definir la posición del tercer punto, o
dicho de otra manera, la inclinación del triángulo P1-P3-P2 con respecto al eje que une
los dos primeros puntos, respecto a alguna referencia previamente establecida.

Nótese que al agregar nuevos puntos al cuerpo, con tal de mantener la rigidez de
éste, hay que asegurar que la distancia de cada nuevo punto a tres puntos cualesquiera
diferentes del cuerpo se mantenga constante; en otras palabras, por cada nuevo punto se
agregan tres restricciones de rigidez. En la figura 1.6(c) se muestra un cuerpo ŕıgido con
6 puntos y 12 restricciones, por lo que se siguen manteniendo los 6 grados de libertad.

Se concluye entonces que, en el caso del movimiento en 3D, un cuerpo ŕıgido requiere
de 6 gdl para determinar su configuración. Basta con seleccionar tres puntos cualquiera
dentro del cuerpo: la posición de uno de esos puntos (generalmente se selecciona el
centro de masa) da la posición del cuerpo, mientras que para definir la orientación se
requieren tres ángulos, dos para localizar el segundo punto con respecto al primero y
uno más para localizar el tercer punto con respecto a la ĺınea que une los dos primeros



puntos.

Postura de un cuerpo ŕıgido

A lo largo de este documento se denominará como postura (en inglés “pose”) a la
combinación de la posición y orientación de un cuerpo ŕıgido en el espacio.

Sea r ∈ Rd el vector de posición de un cuerpo ŕıgido que se mueve en un espacio
f́ısico de dimensión d (es decir, d = 2 si el movimiento es el plano y d = 3 si es el espacio
tridimensional). De acuerdo al análisis anterior, es posible demostrar que la orietación

de tal; cuerpo pertenece a una variedad de dimensión δ = d(d−1)
2

, la cual se denotará
aqúı simplemente como Mδ. Si ψ es en el elemento de esa variedad de orientación
entonces se escribe ψ ∈ Mδ ⊂ Rs donde s es el número de parámetros usados para
describir la orientación. Y si r y ψ se agrupan en un vector ξ de manera que:

ξ =

[
r

ψ

]

∈ Rd × Mδ ⊂ Rd+s (1.7)

donde ξ es un elemento de la variedad que da la postura del cuerpo ŕıgido, cuya di-
mensión es:

d + δ = d+
d(d − 1)

2
=
d(d+ 1)

2

Se dice entonces que, en general, la dimensión del espacio de configuración de la
postura de un cuerpo ŕıgido que se mueve en un espacio f́ısico de dimensión d, es d(d+1)

2
.

1.2 Fundamentos de robótica

Después de revisar algunos conceptos básicos de mecánica, en esta sección se muestra
su aplicación al modelado de sistemas robóticos. Para esto, considérese que, en general,
un robot es un mecanismo automático, controlado, reprogramable y capaz de posicionar
y orientar piezas, útiles o dispositivos especiales, siguiendo trayectorias definidas por el
usuario, para la ejecución de diversas tareas. Su unidad de control incluye un dispositivo
de memoria y, ocasionalmente, de percepción del entorno. Normalmente los robots
se emplean para realizar una tarea de manera ćıclica, pudiéndose adaptar a otra sin
cambios permanentes en su estructura (Barrientos et al.,1997).

1.2.1 Componentes de un robot

Los robots se clasifican en dos grandes categoŕıas:



• Robots manipuladores. Un robot manipulador se puede definir de manera sim-
ple como una estructura mecánica (o mecanismo) formado por un conjunto de
cuerpos ŕıgidos (comúnmente denominados eslabones) unidos por medio de arti-
culaciones que dan movimiento a la estructura. Además un manipulador gene-
ralmente cuenta con un eslabón fijo, conocido como la base, y un eslabón cuyo
movimiento es el que se desea controlar, el cual es denominado elemento final u
órgano terminal.

• Robots móviles. Un robot móvil es un veh́ıculo que generalmente cuenta con
un sistema de propulsión autónoma y su movimiento es programado por medio
de control automático ya sea en el mismo robot (control a bordo) o a distancia,
desde una computadora fija (control remoto). Dependiendo del medio en el cual se
desplazan, los robots móviles pueden clasificarse en: terrestres, aéreos, acuáticos
y espaciales.

Los robots manipuladores son, por mucho, los más usados en la industria, al grado
de que el término robot industrial se ha vuelto un sinónimo de robot manipulador.

Se le llama cadena cinemática a una sucesión de eslabones y articulaciones a través
de una estructura mecánica. Si un manipulador presenta sólo una cadena cinemática
desde la base hasta el órgano terminal (es decir, tiene una cadena cinemática abierta)
entonces se tiene un robot manipulador serie (o serial). Por otro lado, si un manipulador
presenta más de un camino desde la base hasta el órgano terminal (es decir, tiene una
cadena cinemática cerrada) entonces se tiene un robot manipulador paralelo.

Pero además de la estructura mecánica los robots manipuladores cuentan con:

• Actuadores que ponen en movimiento al manipulador por medio de las articula-
ciones; los motores empleados son t́ıpicamente eléctricos e hidráulicos, y ocasio-
nalmente neumáticos.

• Sensores que miden el estado del manipulador (sensores propioceptivos) y, de ser
necesario, el estado de su entorno (sensores exteroceptivos).

• Un sistema de control (computadora) que permite controlar y supervisar el mo-
vimiento del manipulador.

Los robots móviles se consideran formados por los mismos elementos básicos (es-
tructura mecánica, actuadores, sensores y sistemas de control) que los manipuladores.
Y, de hecho, aunque tienen diferencias estructurales y funcionales, los robots mani-
puladores y móviles tienen también caracteŕısticas en común. Por ejemplo, en ambos
casos se busca controlar la postura de algún elemento de interés del mecanismo, pero
mientras que en los manipuladores ese elemento es el órgano terminal, en los robots
móviles es el robot móvil en śı.

Al trabajar con robots también son importantes los siguientes conceptos:



• Se dice que un robot es completamente actuado si el número de actuadores inde-
pendientes que posee es igual al número de grados de libertad del robot. Además
un robot subactuado es aquel que tiene menos actuadores independientes que gra-
dos de libertad, y un robot sobreactuado es el que tiene más actuadores indepen-
dientes que grados de libertad.

• Un robot es redundante si tiene más grados de libertad que los que requiere para
realizar una tarea asignada. De este modo, si la tarea es controlar la postura
del elemento de interés, entonces el robot será redundante si posee más de 6 gdl,
en el caso de movimiento en 3D (ó 3 gdl, si el robot es planar). Un robot no
redundante es el que tiene exactamente el número de gdl requeridos para la tarea
a realizar.

1.2.2 Articulaciones y movilidad

Un mecanismo robótico está compuesto por un conjunto de cuerpos ŕıgidos que están
conectados entre śı. Si entre dos cuerpos ŕıgidos adyacentes existe movimiento relativo
entonces se presenta lo que se conoce como un par cinemático (en inglés “kinematic
pair”).

Para fines de análisis es posible considerar que uno de los cuerpos ŕıgidos que cons-
tituye un par cinemático es fijo, mientras que el otro es móvil. Se presentan entonces
dos casos:

• Un par cinemático inferior (“lower kinematic pair”) es aquel en el que el contacto
entre los dos cuerpos adyacentes se da sobre una superfice, de manera que todos los
puntos en la superficie de contacto tienen siempre el mismo movimiento relativo
entre ellos.

• Un par cinemático superior (“higher kinematic pair”) es aquel en el que el contacto
entre los dos cuerpos adyacentes se da sólo sobre un punto o una ĺınea de contacto.

La figura 1.7 muestra algunos ejemplos de articulaciones que constituyen pares
cinemáticos inferiores; éstas se encuentran principalmente en robots manipuladores.
Por otro lado, ejemplos de pares cinemáticos superiores son los engranes y las levas, aśı
como el contacto que tiene una rueda o una esfera rodando sobre una superficie.

En la figura 1.7 se indica el número de gdl de cada tipo de articulación. El número de
grados de libertad de una articulación indica el número de movimientos independientes
(libres) que se permiten entre los dos eslabones que une tal articulación.

Debe notarse además que las articulaciones rotacional (tipo R) y prismática (tipo
P) tienen sólo un gdl (un movimiento de rotación y traslación, respectivamente) y
se consideran art́ıculaciones básicas pues casi todos los demás tipos de articulaciones



Figura 1.7: Algunos tipos de articulaciones y sus grados de libertad.(Soto, 2014).

(excepto la helicoidal) se pueden obtener a partir de ellas; por ejemplo, una articulación
ciĺındrica puede verse como la combinación de una articulación tipo P y una tipo R, y
una articulación esférica combina tres articulaciones tipo R.

Cabe mencionar que para modelar un robot generalmente se seleccionan como co-
ordenadas generalizadas las variables que describen el movimiento en las articulaciones
del robot. En tal caso se dice que se emplean coordenadas articulares.

La movilidad de un robot indica la libertad de movimiento que éste posee. En el
caso de robots que poseen únicamente articulaciones con pares cinemáticos inferiores el
análisis de movilidad depende únicamente de las restricciones cinemáticas que imponen
todas las articulaciones.

Considérese un sistema formado por n cuerpos ŕıgidos que se mueven en un espacio
f́ısico de dimensión d. Si cada cuerpo se moviera de manera independiente, el número
de grados de libertad de movimiento (o grados de movilidad) seŕıa nd(d+1)

2
, de acuerdo al

último párrafo de la sección 1.1.3, pero por cada articulación que se agregue al sistema
(es decir, por cada acoplamiento que se haga entre dos cuerpos ŕıgidos) el número de

grados de movilidad se reduce en un valor igual a d(d+1)
2

− l, donde l es el número
de grados de libertad que posee la articulación que se agrega (aśı, por ejemplo, en un
mecanismo que se mueve en 3D, una articulación rotacional agrega cinco restricciones
holonómicas)

Lo anterior lleva a la siguiente expresión, conocida como fórmula de Grübler, para
obtener el número de grados de movilidad W de mecanismos articulados (McCarthy,



Figura 1.8: Mecanismo planar de un grado de movilidad.

2011):

W =
d(d + 1)

2
n−

j
∑

i=1

[
d(d + 1)

2
− li

]

=
d(d + 1)

2
(n− j) +

j
∑

i=1

li. (1.8)

En la fórmula anterior, n es el número de eslabones móviles, j es el número total
de articulaciones, li es el número de grados de libertad de la articulación i (para i =
1, 2, ..., j) y d es la dimensión del espacio en el que se mueve el mecanismo. Si algún
cuerpo ŕıgido se mantiene inmóvil (fijo), es obvio que éste no aporta movilidad.

Ejemplo 7 (Mecanismo planar de dos grados de libertad) El mecanismo planar
de la figura 1.8 se mueve en el plano, por lo que d = 2, tiene tres eslabones móviles
n = 3 y j = 4, ya que existen cuatro articulaciones; debido a que todas las articulacio-
nes son rotacionales, li = 1, para i = 1, 2, 3, 4. Sustituyendo los valores anteriores en
(1.8), se obtiene que el número de grados de movilidad del mecanismo es 1.

Debe notarse también que un robot móvil, aunque puede poseer articulaciones y
partes con movimiento relativo al robot en śı, siempre habrá más eslabones (móviles
todos) que articulaciones, y de acuerdo a la fórmula (1.8), siempre tendrá al menos
d(d+1)

2
grados de movilidad. Aunque esto pareciera indicar que el control de la postura

de un robot móvil es más sencillo que el de un manipulador, en la práctica no es aśı, sino
lo contrario, esto se debe a que la distribución de los actuadores en este tipo de robots
normalmente produce un movimiento que está sujeto a restricciones no holonómicas.

1.2.3 Clasificación de robots según sus restricciones

Tal como se explicó en la sección anterior, las articulaciones que unen los eslabones
en un mecanismo robótico imponen restricciones al movimiento de éstos. Aśı que, a
excepción del caso ideal de un único cuerpo ŕıgido que se mueve en el espacio, todos
los robots presentan restricciones. No obtante, si para describir el movimiento de un
mecanismo se emplea un conjunto mı́nimo de coordenadas (y velocidades) generalizadas
entonces se puede considerar que el modelo de tal mecanismo no incluye restricciones
de ningún tipo en sus coordenadas. Se presentan entonces tres posibles casos:



Figura 1.9: Ejemplos de mecanismos con restricciones holonómicas (Soto, 2014).

Robots sin restricciones

En estos robots el número de coordenadas generalizadas (empleadas para modelar el
mecanismo) es igual al número de gdl del mecanismo, n, y además, q ∈ Rn y q̇ ∈ Rn son
empleadas como vectores de coordenadas y velocidades generalizadas, respectivamente.

Esta selección de coordenadas y velocidades generalizadas se realiza normalmente
en robots manipuladores seriales, donde comúnmente se emplean las coordenadas ar-
ticulares para modelar el mecanismo del robot.

Robots con restricciones holonómicas

Como ya se ha explicado, en general si un mecanismo de n gdl es descrito por medio de
m > n coordenadas generalizadas, deben de existir r = m−n restricciones holonómicas
de la forma:

γ(ρ) = 0 ∈ Rm−n.

Como generalmente en los robots manipuladores se emplean las variables articulares
como coordenadas generalizadas, se considera que un robot con restricciones holonómicas
es aquel que tiene más articulaciones que grados de libertad, tal como ocurre en un ma-
nipulador que tenga cadenas cinemáticas cerradas. Ejemplos t́ıpicos son entonces los
manipuladores paralelos y los robots con patas cuando al menos dos de ellas están en
contacto con el piso (Mistry & Righetti, 2012). En la figura 1.9 se muestran algunos
ejemplos de estos tipos de robots.



Figura 1.10: Mecanismos que presentan no holonomı́a debido a la primera causa.(Soto,
2014).

Robots con restricciones no holonómicas

Se pueden considerar tres causas que motivan el empleo de velocidades generalizadas no
mı́nimas, sujetas a restricciones no holonómicas, en el modelado de sistemas mecánicos:

1. El contanto rodante entre dos cuerpos sin deslizamiento

2. La conservación del momento angular de ciertos mecanismos y

3. Mecanismos robóticos bajo una operación de control especial

Algunas ejemplos que se presentan debido a la primera causa son (ver figura 1.10):

• Robots móviles con ruedas y veh́ıculos donde el contacto rodante toma lugar entre
las ruedas y la tierra

• Manipulación diestra con manos robóticas multidedos, donde la restricción se
presenta en el contacto rodante de la punta de los dedos con los objetos.

La segunda causa de la presencia de restricciones holonómicas es cuando en el
movimiento de un sistema mecánico que presenta ciertas propiedades de simetŕıa exis-
ten cantidades conservadas. Si estas cantidades conservadas, por ejemplo el momento
angular, no son integrables, estas cantidades pueden ser interpretadas como una res-
triccion no holonómica. La conservación del momento angular produce una restricción
diferencial que es no integrable.

Sistemas que caen en esta segunda clase son los sistemas multicuerpo que están
flotando libremente, i.e., sin tener una base fija, por ejemplo (ver figura 1.11):



Robot espacial Robot saltarín

Figura 1.11: Mecanismos que presentan no holonomı́a debido a la segunda causa.(Soto,
2014).

• Robots manipuladores montados en estructuras espaciales.

• Robots brincadores, o un mecanismo que puedan imitar las maniobras de un
gimnasta o un clavadista (en fase de vuelo).

• Satélites con ruedas de reacción para la estabilizacion de su orientación.

Finalmente, la tercera causa de comportamiento no holonómico es la operación de
un controlador en particular adoptada en algunas estructuras robóticas. Como ejemplos
ilustrativos se pueden mencionar (ver figura 1.12)

• Robots redundantes bajo un control de cinemática inversa particular.

• Sistemas robóticos subacuáticos y embarcaciones donde la propulsión hacia ade-
lante se permite sólo en la dirección de señalamiento.

• Robots manipuladores subactuados.

Cabe mencionar que las dos primeras causas llevan a mecanismos con restricciones
no holonómicas de primer orden, mientras que la tercera causa produce restricciones
holonómicas de segundo orden.

1.3 Modelado de mecanismos robóticos

Un modelo es una representación matemática de un sistema f́ısico, biológico, etc. Los
modelos permiten razonar sobre un sistema y hacer predicciones acerca del compor-
tamiento de éste. El modelo que se elija depende de las preguntas que se desean
responder, aśı, puede haber varios modelos de un solo sistema, con diferentes niveles
de fidelidad en función de los fenómenos de interés (Astrom, 2008).

En el caso de sistemas mecánicos, dos tipos de modelos son de interés:



Robot acuático Robot autónomo

Robot redundante Robot subactuado

Figura 1.12: Mecanismos que presentan no holonomı́a debido a la tercera causa (Soto,
2014).

• El modelo cinemático que atiende a la descripción del movimiento del mecanismo
sin considerar las causas que lo producen. Existe el modelo cinemático de postura,
el modelo cinemático de velocidad y el modelo cinemático de aceleración.

• El modelo dinámico śı atiende a las causas que producen el movimiento de un
mecanismo.

A continuación se describen con mayor detalle el modelo cinemático de postura, el
modelo cinemático de velocidad y el modelo dinámico, los cuales son de relevancia para
este trabajo de tesis.

1.3.1 Modelo cinemático de postura

El modelo cinemático de postura es el modelo que da la relación entre las coordenadas
generalizadas ρ ∈ Rm empleadas para describir la configuración del mecanismo, y
las coordenadas empleadas para describir la postura del cuerpo ŕıgido que se desea
controlar, las cuales pueden ser descritas por ξ, tal como en (1.7).

Es útil mencionar que en un robot serial el cuerpo ŕıgido de interés es el último
eslabón, en el caso de un robot paralelo el cuerpo ŕıgido de importancia es la plataforma,
y en un robot móvil es la base del robot.

Al modelo cinemático que permite obtener, dadas las coordenadas generalizadas



(ρ ∈ Rm), las coordenadas de postura (ξ ∈ R3 × M3), se le llama modelo cinemático
directo de postura (MCDP) y se representa aśı:

ξ = h(ρ).

Por otro lado, cuando el modelo cinemático permite obtener, dadas las coordenadas de
postura, las coordenadas generalizadas, el modelo es conocido como modelo cinemático
inverso de postura (MCIP) y se representa aśı:

ρ = h−1(ξ).

1.3.2 Modelo cinemático de velocidad

El modelo que da la relación entre la primera derivada de las coordenadas generalizadas
ρ̇ ∈ Rm, y los vectores de velocidad lineal υ ∈ R3 y angular ω ∈ R3 del cuerpo ŕıgido
de interés del robot, es conocido como modelo cinemático de velocidad.

Para obtener v y ω a partir de ρ se emplea la siguiente expresión conocida como:
modelo cinemático directo de velocidad (MCDV):

[
υ

ω

]

= JG(ρ)ρ̇ (1.9)

donde JG(ρ) ∈ R6×m es conocido como el jacobiano geométrico del robot (Sciavicco

& Siciliano, 2000). La matriz columna
[
vT ωT

]T
define el estado de velocidad (o

“twist”, en inglés) del cuerpo.

Mientras que para obtener ρ̇ a partir de v y ω se emplea el modelo cinemático
inverso de velocidad (MCIV) dado por:

ρ̇ = J †
G(ρ)

[
υ

ω

]

.

donde J †
G(ρ) es la pseudoinversa derecha de JG(ρ). Por otro lado, es útil reescribir la

ecuación (1.9) como:
[
υ

ω

]

=

[
Jp(ρ)
Jo(ρ)

]

ρ̇

donde Jp(ρ), Jo(ρ) ∈ R3×n son las matrices correspondientes a la contribución de las
velocidades generalizadas ρ̇ a las velocidades lineal y angular, respectivamente.

Por otra parte, considerando el vector de coordenadas de postura
[
rT ψT

]T ∈
R3 × M3, se tiene que la derivada del vector de posición r ∈ R3 es justamente la



velocidad lineal:

υ = ṙ =
dr

dt
=
∂r

∂ρ
ρ̇ = Jp(ρ)ρ̇ ∈ R3.

Y en el caso de ψ ∈ M3 ⊆ Rs, se tiene

ψ̇ =
dψ

dt
=
∂ψ

∂ρ
ρ̇ = Jψ(ρ)ρ̇ ∈ Rs

con Jψ(ρ) ∈ Rs×m. De esta manera es posible escribir

ξ̇ =

[
ṗ

ψ̇

]

=

[
Jp(ρ)
Jψ(ρ)

]

ρ̇ = JA(ρ)ρ̇ (1.10)

donde JA(ρ) ∈ R(3+s)×m puede calcularse a partir de:

JA(ρ) =
∂h(ρ)

∂ρ
,

el cual para fines de esta tesis será llamado jacobiano anaĺıtico del manipulador (Sci-
avicco & Siciliano, 2000). Dada una parametrización de la orientación ψ, es posible
encontrar una relación lineal entre los vectores ω y ψ̇. Es decir

ω = Tψ(ρ)ψ̇ (1.11)

donde Tψ ∈ R3×s es una matriz de transformación que depende de la parametrización
de la orientación empleada. Combinando (1.10) y (1.11), es posible escribir

[
v

ω

]

= TA(ρ)

[
ṗ

ψ̇

]

= TA(ρ)JA(ρ)ρ̇ (1.12)

donde

TA(ρ) =

[
I[3] O[3,s]

O[3,3] Tψ(ρ)

]

∈ R6×(3+s),

e I[i] ∈ Ri es la matriz identidad y O[i,j] ∈ Ri,j una matriz nula. Esta notación será
empleada en el resto del documento.

En el caṕıtulo 3 (sección 3.2), se menciona a detalle cómo calcular Tψ(ρ) para
diversas parametrizaciones de la orientación.

1.3.3 Modelado dinámico

El modelo dinámico es el conjunto de expresiones matemáticas que establecen la relación
del vector de coordenadas generalizadas ρ ∈ Rm, su primera derivada ρ̇ ∈ Rm y su
segunda derivada ρ̈ ∈ Rm, con el vector de fuerzas generalizadas externas τ ρ ∈ Rm,



aplicadas al robot para llevar a cabo su movimiento.

Al igual que en cinemática, existen dos casos:

• El modelo dinámico directo (MDD) se enfoca en encontrar el movimiento resul-
tante del robot expresado en términos de ρ, ρ̇ y ρ̈ ante la aplicación de las fuerzas
generalizadas externas τ ρ.

• El modelo dinámico inverso (MDI) permite encontrar las fuerzas generalizadas τ ρ
requeridas para lograr un movimiento deseado del robot (que puede ser expresado
mediante ρ y sus derivadas).

Considérese un robot descrito por el vector de coordenadas generalizadas ρ ∈ Rm.
Si τρ ∈ Rm representa el vector de fuerzas generalizadas aplicadas al robot, es decir:

τρ =
[
τ1 τ2 . . . τm

]T ∈ Rm,

donde τi es la fuerza generalizada aplicada en la dirección de crecimiento de ρi, entonces
el modelo dinámico directo es una función µ : Rm → R3m tal que





ρ

ρ̇

ρ̈



 = µ(τ )

mientras que el modelo dinámico inverso seŕıa:

τ = µ−1(ρ, ρ̇, ρ̈).

Existen diferentes formulaciones para el modelado dinámico de mecanismos robóti-
cos, pero en todas ellas generalmente se requiere conocer las coordenadas de postura
y los vectores de velocidad lineal y angular de un marco coordenado, colocado en el
centro de masa (c.d.m) de cada eslabón que constituye el mecanismo.

Supóngase que un mecanismo está formado por b cuerpos ŕıgidos, si al centro de
masa (c.d.m.) del cuerpo l (con l = 1, 2, ..., b) se le asocia un marco coordenado Σl,
entonces la postura del cuerpo l, con respecto al marco fijo Σ0, está dada por:

ξl =

[
pl
ψl

]

∈ R3×3 (1.13)

donde el sub́ındice l indica que la postura (posición y orientación) es la del marco Σl

con respecto Σ0.

Además, los vectores de velocidad lineal y angular del marco Σl, con respecto al
marco Σ0, son vl ∈ R3 y ωl ∈ R3, y éstos pueden ser obtenidos a partir de las derivadas
del vector de posición pl y la parametrización de la orientación ψl que se esté utilizando,



como: [
vl
ωl

]

= JGl
(ρ)ρ̇ ∈ R6. (1.14)

Cabe mencionar que cuando se emplea un conjunto de coordenadas ρ y ρ̇ inde-
pendientes, entonces m = n y el modelo dinámico es conocido como modelo dinámico
mı́nimo del robot. Cabe resaltar que cualquier modelo dinámico no mı́nimo puede ser
reducido a un modelo dinámico mı́nimo, como se explicará a detalle en el caṕıtulo 4 de
esta tesis.

Por otro lado, una representación del modelo dinámico mı́nimo de un robot, común-
mente empleada en teoŕıa de control es la siguiente:

M(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ + g(q) = τ q

donde q, q̇, q̈ ∈ Rn representan los vectores de coordenadas articulares, su primera y
segunda derivada, respectivamente; τ q ∈ Rn es el vector de fuerzas externas aplicadas
a los actuadores en las articulaciones; M(q) ∈ Rn×n es llamada matriz de inercias,
C(q, q̇) ∈ Rn×n es la matriz de fuerzas centŕıfugas y de Coriolis, g(q) ∈ Rn es el vector
de fuerzas gravitacionales.

1.4 Formulaciones para modelado

En su acepción más general, una formulación es simplemente el proceso de poner juntos
varios componentes en una relación o estructura, de acuerdo con una fórmula.

Este trabajo de tesis se enfoca al estudio de diferentes formulaciones para obtener el
modelo dinámico de robots. Para obtener el modelo dinámico de un robot se requiere
conocer primero el modelo cinemático, aśı que en esta sección se define lo que es:

• Una formulación para la transformación de coordenadas q → ρ.

• Una formulación para modelado cinemático.

• Una formulación para modelado dinámico.

En los caṕıtulos 3 y 4, se darán más detalles sobre las diferentes formulaciones para
modelado cinemático y dinámico, respectivamente.

1.4.1 Formulaciones para la transformación de coordenadas

q → ρ

Tanto el modelo cinemático como el modelo dinámico de un robot se pueden obtener en
términos del vector ρ ∈ Rm de coordenadas generalizadas no mı́nimas. Sin embargo,



generalmente se prefiere emplear modelos mı́nimos, los cuales emplean un conjunto
mı́nimo de coordenadas generalizadas (es decir, q ∈ Rn en vez de ρ ∈ Rm). Aśı que es
necesario establecer claramente la relación entre los vectores q y ρ.

Lo más sencillo es definir las coordenadas generalizadas mı́nimas a partir de un
conjunto dado de coordenadas generalizadas no mı́nimas. Esto se hace mediante la
función α : Rm → Rn, tal que:

q = α(ρ) (1.15)

La transformación inversa estaŕıa dada por:

ρ = α−1(q) = σ(q) (1.16)

con σ : Rn → Rm; sin embargo, esta función puede no estar bien definida (por ejemplo,
puede ser que una misma q dé varias posibles ρ) o incluso puede que no sea posible
expresarla en forma anaĺıtica (esto ocurre, por ejemplo, en el caso de los robots parale-
los), aunque el teorema de la función impĺıcita asegura que śı debe existir, al menos en
forma local (para una vecindad de cualquier q ∈ Rn ).

Si σ(q) se conoce, entonces debe ser posible derivarla con respcto al tiempo para
obtener:

ρ̇ = A(q)q̇ (1.17)

donde

A(q) =
∂σ(q)

∂q
∈ Rm×n (1.18)

se denomina aqúı como matriz de proyección y es un elemento esencial para poder
aplicar el método de proyección, que permite reducir un modelo no mı́nimo en uno
mı́nimo.

En caso de que la función σ(q) no sea conocida de manera expĺıcita, debe emplearse
algún método indirecto para obtener la matriz A(q). Esto se explica en la sección 3.3.

En resumen, los pasos para obtener la transformación de coordenadas mı́nimas a no
mı́nimas (q → ρ) dada por (1.16) y (1.17) son:

1. Determinar si se conoce o es posible determinar la función ρ = σ(q), o su inversa
q = α(ρ).

2. Identificar el vector de r = m−n restricciones γ(ρ, ρ̇) = 0 ∈ Rr; si se tienen sólo
restricciones holonómicas, entonces γ(ρ) = 0.

3. Si se conoce la función σ(ρ), entonces la matriz A(q) está dada simplemente por
(1.18); si no, es necesario utilizar algún método indirecto (ver sección 3.3) para
obtener A(q), a partir de las funciones α(ρ) y γ(ρ) (ó γ(ρ, ρ̇)).

El bloque inferior del diagrama de la figura (1.13) describe precisamente los pasos
anteriores.
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Figura 1.13: Diagrama representativo de una formulación para modelado cinemático

1.4.2 Formulaciones para modelado cinemático

Para fines de esta tesis, una formulación para modelado cinemático es una serie de pasos
que deben seguirse para obtener el modelo cinemático directo de posición (MCDP), y
el modelo cinemático directo de velocidad (MCDV) de un robot.

Los pasos a seguir para obtener el modelo cinemático de un robot en general son
los siguientes:

1. Definir el vector de coordenadas generalizadas ρ a emplear, aśı como su primera
derivada ρ̇, el marco fijo de la base del robot, y los parámetros cinemáticos
(geométricos) del robot (longitudes y ángulos constantes necesarios para definir
la postura de los eslabones).

2. Seleccionar una parametrización (representación matemática) para la postura del
elemento de interés ξ, y expresar esa postura en términos de las coordenadas
generalizadas ξ(ρ) (es decir, determinar el MCDP).

3. A partir del MCDP, obtener la velocidad lineal y angular del elemento de interés
empleando las ecuaciones correspondientes a la parametrización de la postura
seleccionada; en otras palabras, obtener el MCDV (ver sección 3.1.2).

4. En caso de que las coordenadas generalizadas seleccionadas en el paso 1 sean
mı́nimas, el proceso termina. En caso de que se hayan seleccionado coordenadas
no mı́nimas, entonces, realizar la transformación de coordenadas correspondiente
para obtener el MCDP y el MCDV empleando coordenadas mı́nimas (método de
proyección); para ello se usan la función σ(q) y la matriz A(q) descritas en la
sección anterior.

La figura (1.13) ilustra todo el proceso para obtener el modelo cinemático directo de
postura y de velocidad. El método de proyección en este caso consiste simplemente en
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Figura 1.14: Diagrama de una formulación dinámica cuya cinemática de cada eslabón
es no mı́nima

sustituir ρ = σ(q) y ρ̇ = A(q)q̇ en las expresiones del MCDP y el MCDV que emplean
coordenadas no mı́nimas.

1.4.3 Formulaciones para modelado dinámico

En esta tesis, una formulación para modelado dinámico es una serie de pasos que
tienen que seguirse para obtener el modelo dinámico inverso de un sistema mecánico.
Básicamente podemos encontrar dos tipos de formulaciones:

• Formulaciones con cinemática no mı́nima : En este tipo de formulaciones se re-
quiere que para cada eslabón l del robot el vector de coordenadas de postura
ξl y los vectores de velocidad lineal vl y velocidad angular ωl estén expresa-
dos en términos de coordenadas generalizadas no mı́nimas. Una vez que se ob-
tiene el modelo dinámico empleando coordenadas no mı́nimas, entonces se aplica
el método de proyección para reducir el sistema y obtener el modelo dinámico
mı́nimo (véase figura (1.14)). Ejemplos de estas formulaciones son la formulación
de Newton, Euler-Lagrange y Hamilton (ver sección 4.4).

• Formulaciones con cinemática mı́nima : En este tipo de formulación es necesario
que el vector de coordenadas de postura, aśı como los vectores de velocidad lineal
y angular de cada eslabón (es decir, ξl, vl y ωl) estén expresados en términos
de coordenadas mı́nimas para aplicar las ecuaciones de movimiento correspon-
dientes a la formulación. Cuando es dif́ıcil de describir la cinématica empleando
coordenadas mı́nimas, se emplea el método de proyección (véase figura (1.15)).
Un ejemplo de este tipo de formulaciones es la formulación de Kane (ver sección
4.4).
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Figura 1.15: Diagrama de una formulación dinámica cuya cinemática de cada eslabón
es mı́nima.

Los pasos generales en las formulaciones para modelado dinámico de mecanismos
robóticos son los siguientes:

1. Obtener el vector de postura ξl(ρ), aśı como los vectores de velocidad lineal v(ρ) y
velocidad angular ω(ρ) usando las expresiones correspondientes ((1.13) y (1.14)).

2. Aplicar las ecuaciones de movimiento dadas por la formulación de modelo dinámico
elegida (ver caṕıtulo 4).

3. En caso de que la formulación empleada sea con cinemática no mı́nima, y se desee
obtener el modelo mı́nimo del robot, aplicar el método de proyección, empleando
σ(q) y A(q).

En el caṕıtulo 4 se explican a detalle cuatro formulaciones para modelado dinámico:
Newton-Euler, Euler-Lagrange, Hamilton y Kane; de estas formulaciones, las tres pri-
meras emplean la cinemática no mı́nima de cada eslabón, mientras que el método de
Kane emplea la cinemática mı́nima de cada eslabón.

1.5 Motivación para el tema

1.5.1 Ráıces históricas sobre modelado dinámico

El elemento más simple estudiado por la mecánica es una part́ıcula libre, siendo ésta un
cuerpo dotado de masa del que se hace abstracción del tamaño y de la forma, pudiéndose
considerar como un punto. Este concepto fue introducido por Isaac Newton en 1686,



en su obra: “Philosophiae Naturalis Principia Mathematica” (Newton, 2017); en este
trabajo Newton dio a conocer sus tres leyes de la mecánica, las cuales aplicó únicamente
a part́ıculas. Newton empleó coordenadas cartesianas para modelar las part́ıculas.

Transcurriendo un poco más de 50 años, el matemático suizo Leonhard Euler publicó
el primero de sus dos principios aplicados a mecánica de cuerpos ŕıgidos, ahora conocidos
como leyes de Euler. Estos principios fueron deducidos de las leyes de Newton, para
un sistema compuesto de un conjunto de n part́ıculas cuyas posiciones relativas no
cambian, es aqúı donde nació el concepto de cuerpo ŕıgido. Para ese tiempo, Euler se
aventuró a modelar cuerpos ŕıgidos restringidos, para lo cual ya empleaba el concepto
de fuerzas de reacción (Schiehlen, 2007). Las ecuaciones obtenidas son conocidas en
dinámica de sistemas multicuerpo como ecuaciones de Newton-Euler.

Un sistema de cuerpos restringidos fue considerado en 1743 por D’Alembert en
su “Traité de Dynamique”. D’Alembert logró deducir las ecuaciones de la dinámica
empleando métodos de estática, a partir del hecho de que si las fuerzas inerciales (dadas
por mdv

dt
) son sumadas a las fuerzas activas (incluyendo las fuerzas de reacción de las

restricciones), tal sistema está en equilibrio (McGill et al., 1991b).

Posteriormente, Lagrange combinó la idea de D’Alembert y el principio de trabajo
virtual empleado por Galileo en 1655 (McGill et al., 1991a), para obtener el principio de
D’Alembert-Lagrange, el cual establece que la suma del trabajo de las fuerzas activas
e inerciales en todo desplazamiento virtual es cero. Como resultado, Lagrange obtuvo
un conjunto de ecuaciones diferenciales de segundo orden.

En 1788, Lagrange estableció un análisis sistemático para sistemas con restricciones;
la aplicación del cálculo variacional a la enerǵıa cinética y potencial total del sistema,
considerando la restricciones cinemáticas, resultó en las ecuaciones de Lagrange de
primera y segunda clase. Las ecuaciones de Lagrange de primera clase representan un
conjunto de ecuaciones algebro-diferenciales (DAEs por sus siglas en inglés) en términos
de coordenadas generalizadas no mı́nimas, mientras que las de segunda clase conducen
a un conjunto mı́nimo de ecuaciones diferenciales ordinarias (ODEs, por sus siglas
en inglés) en términos de coordenadas generalizadas mı́nimas. Nótese que Lagrange ya
utilizaba el concepto de coordenadas generalizadas para modelar los sistemas mecánicos.

Fue en el año de 1833 cuando Hamilton formuló, a partir de las ecuaciones de
movimiento de Lagrange (1788), un conjunto de ecuaciones de movimiento de primer
orden, las cuales permiten derivar principios de conservación que son más dif́ıciles de
obtener a partir de otros enfoques (Ginsberg, 2008). También Hamilton empleó coor-
denadas generalizadas.

El primer uso de cuasi-velocidades para describir la dinámica, es atribúıdo a Heun,
Hamel y Appell. El resultado derivó en las ecuaciones de Gibbs-Appell, las cuales se
basan en el principio de Gauss, y datan del comienzo del siglo XX. El inconveniente
de las ecuaciones de Gibbs-Appell, es que es necesario el cálculo de una función escalar
que depende de las aceleraciones lineales y angulares, la cual debe ser diferenciada, lo



que hace que el enfoque sea dif́ıcil de aplicar (Papastavridis, 1998; Baruh, 1999).

Otro enfoque que emplea el uso de cuasi-velocidades, para derivar las ecuaciones de
movimiento, son las ecuaciones de Kane (Kane & Levinson, 1985), sin embargo, en este
enfoque Kane llama a las cuasi-velocidades, velocidades generalizadas, lo que resulta
confuso. Una formulación más reciente que hace uso de las cuasi velocidades, son las
ecuaciones de Boltzman-Hamel, también conocidas como ecuaciones de Lagrange con
cuasi-velocidades (Meirovitch, 1970).

En 1992, Udwadia y Kalaba propusieron una nueva formulación basada en la se-
gunda ley de Newton (Udwadia & Kalaba, 1992). Esta formulación, de igual modo
que la mecánica lagrangiana, hace distinción entre las fuerzas externas aplicadas y las
fuerzas internas de restricción, pero sin el uso de multiplicadores de Lagrange. La for-
mulación de Udwadia y Kalaba toma en cuenta incluso las fuerzas que no obedecen el
principio de D’Alembert. Esta formulación también emplea coordenadas generalizadas.

Como se aprecia en este recuento histórico, aún en los últimos 200 años (después de
las formulaciones clásicas de Euler, Lagrange y Hamilton), se ha llevado a cabo intenso
trabajo en la descripción de la dinámica del movimiento restringido. La escuela rusa de
mecánica anaĺıtica también ha estado muy activa en esta área. En 1968, un monógrafo
ruso en la materia listó más de 500 publicaciones (recientes en esos momentos) sobre el
tema (Neimark & Fufaev, 1972). En fin, los avances en materia de modelado dinámico
continuan, pero ahora el estudio ya no sólo es en cuerpos ŕıgidos, sino también en
cuerpos flexibles y elásticos.

1.5.2 Estado del arte sobre evaluación de formulaciones de la

dinámica

En la actualidad las formulaciones para modelado dinámico más empleadas son las for-
mulaciones de Newton-Euler (N-E), Euler Lagrange (E-L), Hamilton y Kane. A lo largo
de los años, diversos estudios que intentan evaluar las formulaciones más empleadas han
sido realizados.

En 1980, Kane y Levinson (Kane & Levinson, 2012) relizaron una comparación
cualitativa entre el método de Newton-Euler, Euler-Lagrange, Kane, Boltzmann-Hamel,
Gibbs-Appell y Hamilton, el estudio se fundamentó en el modelo dinámico de una nave
espacial.

Hollerbach (Hollerbach, 1980) desarrolló una forma recursiva de la formulación La-
grangiana y comparó este método con el formalismo de Newton-Euler (N-E), tomando
en cuenta las complejidades computacionales. Turney et al. (Turney et al., 1981) com-
pararon la complejidad computacional de las formulaciones de Lagrange, Lagrange
recursivo y N-E, considerando el número de eslabones en un brazo.

En (Baruh, 2000), Baruh clasificó las formulaciones en dos partes: las basadas en



principios variacionales vectoriales y las basadas en principios variacionales escalares.
El estudio comparativo realizado fue cualitativo y tomó en cuenta la formulacion de
Euler-Lagrange, Kane, Gibbs-Appell, Maggi y Boltzman-Hamel.

Featherstone ha llevado a cabo estudios detallados en la minimización computacional
de las ecuaciones dinámicas, mostrando cómo el costo de calcular la matriz de inercias
vaŕıa con la topoloǵıa del mecanismo (Featherstone & Orin, 2000; Featherstone, 1983;
Featherstone, 1999; Featherstone, 2005). Toz y Kucuk (Toz & Kucuk, 2011) reali-
zaron un estudio en el que analizaron 16 diferentes manipuladores de tres grados de
libertad empleando las formulaciones de N-E, E-L, y Hamilton, el costo computacional
de estas ecuaciones dinámicas fueron comparados en términos de las propiedades de las
art́ıculaciones, las formulaciones y la geometŕıa del espacio de trabajo del manipulador.

Sandino et al., en (Sandino et al., 2013) muestran un análisis comparativo cuantita-
tivo de las formualciones de N-E, E-L y Hamilton para el modelado de un helicóptero.
En este estudio se comparó el tiempo necesario para generar el modelo dinámico, pero
también el tiempo necesario para ejecutar el código.

En resumen, las evaluaciones reportadas en la literatura en las últimas décadas sobre
las diversas formulaciones para obtener el modelo dinámico de robots son básicamente
comparaciones cualitativas; en algunos estudios se muestran las relaciones entre las
formulaciones, y se selecciona una de las formulaciones como la ideal para modelar
un mecanismo tomando en cuenta lo “complicado” que parecen ser las ecuaciones de
movimiento obtenidas.

Por otro lado, los estudios comparativos cuantitativos encontrados en la literatura,
se basan en el número de operaciones realizadas para obtener el modelo dinámico de un
robot en especial (comúnmente con estructura serial), y suelen descartar a las formula-
ciones como la de Euler-Lagrange por poseer en su estructura derivadas parciales; sin
embargo, en nuestros d́ıas, con los avances tecnológicos, el obtener derivadas parciales
ya no es un problema, por lo que la formulación de Euler-Lagrange (entre otras que
emplean derivadas parciales) puede ser comparada con las ecuaciones de Newton-Euler
también desde el punto de vista de eficiencia computacional.

1.5.3 Trabajos previos sobre modelado dinámico

En lo que se refiere al modelado dinámico, los investigadores de la ĺınea de Mecatrónica y
Control de la División de Estudios de Posgrado e Investigación del Instituto Tecnológico
de la Laguna (ITLag), se han tenido que enfrentar a los retos de modelado de los
siguientes tipos de robots: seriales, redundantes, subactuados, paralelos, móviles con
ruedas, móviles aéreos, b́ıpedos y humanoides.

Los primeros trabajos sobre modelado de robots fueron acerca de robots seriales,
aśı que los primeros retos enfrentados fueron: el empleo de la formulación de Newton-
Euler y de Euler-Lagrange para la obtención del modelo dinámico (Kelly & Santibáñez,



2003; Ramı́rez, 2008; Soto, 2009), la utilización de software especializado para obtener
el modelo dinámico de robots con varios grados de libertad (Salinas, 2011; Sánchez-
Mazuca, 2014), y el estudio de parámetros base para la obtención de modelos más
sencillos, con la finalidad de llevar a cabo la identificación paramétrica y control de
estos robots (Sánchez-Mazuca, 2014). Los robots seriales estudiados han sido: las dos
versiones del robot Salviati, el robot CICESE de 2 gdl (réplica del que se encuentra en
ese centro de investigación), un robot planar de 3 gdl y el robot Mitsubishi PA10-7CE
de 7gdl

Por otro lado, los avances en teoŕıa de control motivaron el empleo de mecanismos
subactuados, y la necesidad de estudiar su modelo dinámico, como puede observarse en
los trabajos referentes a los sistemas: carro péndulo (Garćıa, 2006), levitador magnético
(Ollervides et al., 2007)), péndulo invertido esférico (Alvarez, 2006), giroscopio (Oronoz,
2013), y pendubot (Sánchez-Mazuca, 2014), entre otros, los cuales se encuentran en el
laboratorio de Mecatrónica y Control.

Motivados por la precisión, rigidez y velocidad de respuesta que presentan los robots
de cadena cerrada, respecto a los robots seriales, el estudio de robots paralelos surgió en
el ITLag. Los trabajos sobre modelado dinámico de robots con cadena cerrada hasta el
2014 fueron referentes al robot paralelo 3RRR (Reveles, 2011) y al llamado mecanismo
de cinco barras, tal como puede observarse en (Alvarado, 2010). En estos trabajo uno de
los problemas principales a resolver fue la identificación de las singularidades dadas por
el modelo cinemático. Respecto al modelo dinámico, diversos vectores de coordenadas
generalizadas mı́nimas y no mı́nimas fueron empleados, aśı como las formulaciones de
Euler-Lagrange y Newton-Euler.

Otros robots estudiados en los que se han aplicado diversas técnicas de control y
cuyo modelo dinámico ha sido útil para llevar a cabo la simulación e implementación
de los controladores, son los robots móviles con ruedas y aéreos, en donde uno de los
retos de modelado enfrentados ha sido el tratamiento de restricciones no holonómicas.
Todos los trabajos de modelado realizados hasta el 2013 en el ITLag, respecto a robots
móviles, han sido desarrollados empleando la formulación de Euler-Lagrange. Dentro
de los robots móviles con ruedas, cuya dinámica ha sido estudiada, están: el Segway
RMP100 (Soto, 2014) y el Nexus (Sáenz et al., 2015). Y en cuanto al estudio de robots
móviles aéreos están un avión y un cuadrotor.

Otra gama de robots también estudiada es la de los robots b́ıpedos y humanoides,
en los cuales debido a la necesidad del conocimiento de las fuerzas de reacción en el
piso, la formulación de Newton-Euler ha sido ampliamente utilizada. Cabe mencionar
que estos robots pueden ser modelados como robots paralelos o seriales, dependiendo
de si ambos pies se encuentran apoyados en el suelo o no, respectivamente.

Un importante avance en esta ĺınea de investigación es el empleo de software para
la obtención numérica del modelo dinámico de robots humanoides, una vez teniendo
el modelo CAD del robot, tal como el paquete Webots, ya que este tipo de software



permite validar las ecuaciones del modelo dinámico obtenido de forma anaĺıtica. Al-
gunos trabajos sobre modelado dinámico de este tipo de robots realizados en el ITLag,
pueden encontrarse en (Alvarez, 2006; Mart́ınez, 2011; Campos, 2011; Reyes, 2012;
Fierro, 2013), aplicados al robot b́ıpedo construido en el ITLag (conocido como BipIT-
Lag), al robot Bioloid y al robot Nao.

1.5.4 Problemas detectados al inicio de la tesis

Durante los primeros semestres de este proyecto de tesis (que inicio en agosto del 2013),
se identificaron los siguientes puntos referentes al modelado dinámico de robots:

1. Poco conocimiento de las relaciones entre las principales convenciones de pa-
rámetros de Denavit-Hartenberg, con tal de facilitar la obtención del modelo
cinemático y su aplicación al modelado dinámico.

2. La complejidad de los métodos clásicos para obtener el modelo dinámico de robots,
principalmente debido a la selección de las coordenadas generalizadas.

3. Poco conocimiento de algoritmos de programación o paquetes de software para el
cálculo del modelo dinámico de foma rápida.

4. Necesidad de la validación del modelo dinámico de cualquier tipo de robot a través
de software.

5. Falta de una metodoloǵıa para la obtención del modelo dinámico, que aplique por
igual a diferentes tipos de robots con restricciones holonómicas y no holonómicas.

6. Desconocimiento de otras formulaciones y algoritmos para la obtención del modelo
dinámico de robots, con el fin de conocer cuál técnica permite obtenerlo de forma
más fácil y con una representación sencilla y útil para llevar a cabo control.

Todos estos puntos sirvieron de base para definir los objetivos de la tesis que se
enuncian en la siguiente sección.

1.6 Objetivos de la tesis

El objetivo general de esta tesis es estudiar a fondo las principales formulaciones exis-
tentes para obtener el modelado dinámico de robots en general, con la intención de
evaluar sus ventajas y desventajas en aspectos tales como la complejidad anaĺıtica o
la eficiencia computacional. Se espera que una parte importante del análisis consista
en emplear diferentes conjuntos de variables generalizadas, ya sea parametrizaciones



de la postura conocidas (e.g., tornillos, cuaterniones duales, vectores en 6-D) o alguna
selección particular de variables de interés.

Los objetivos espećıficos de la tesis son los siguientes:

1. Estudiar los conceptos básicos y fundamentos teóricos sobre modelado dinámico.

2. Analizar las diferentes formulaciones para modelado dinámico de robots en gene-
ral.

3. Evaluar las diferentes formulaciones en forma cualitativa y cuantitativa.

4. Aplicar la teoŕıa estudiada al modelado y control de sistemas robóticos reales.

1.7 Organización del documento

El resto de este documento de tesis se encuentra organizado de la siguiente manera:

En el caṕıtulo 2 se explican los fundamentos matemáticos requeridos para el desa-
rrollo de la tesis: definiciones generales, conjuntos numéricos, estructuras algebraicas,
vectores y matrices, teoŕıa de funciones, transformaciones de coordenadas, sistemas de
ecuaciones y geometŕıa diferencial.

El caṕıtulo 3 es dedicado al estudio de la cinemática. Este caṕıtulo comienza con
la descripción de la cinemática de cuerpos ŕıgidos y de diversas parametrizaciones de
la postura. Luego se muestra un análisis de las diferentes convenciones de parámetros
Denavit-Hartenberg. Al final del caṕıtulo se explica cómo obtener el modelo cinemático
de robots con cadena cinemática abierta, de robots con cadena cinemática cerrada y
de robots móviles con ruedas.

En el caṕıtulo 4 se explica lo referente al modelado dinámico de cuerpos ŕıgidos
y mecanismos. Primero se definen los principios variacionales en los que se basan las
diferentes formulaciones de modelado dinámico, y enseguida se explica la dinámica
de cuerpos ŕıgidos y mecanismos. Aqúı se explican las cuatro formulaciones básicas
(Newton-Euler, Euler-Lagrange, Hamilton y Kane) a detalle, aśı como las relaciones
entre éstas. Finalmente, se incluye un breve estudio sobre otras formulaciones de mo-
delado dinámico empleadas en la literatura.

En el caṕıtulo 5 se presenta la aplicación de las cuatro formulaciones estudiadas a
un manipulador serial, un mecanismo de cinco barras y un robot móvil tipo diferencial,
los cuales son representativos de un robot sin restricciones, un robot con restricciones
holonómicas y un robot con restricciones no holonómicas, respectivamente. Al término
del caṕıtulo se incluye un análisis comparativo cuantitativo de las formulaciones estu-
diadas.



Por otro lado, en el caṕıtulo 6 se muestra la obtención del modelo cinemático y
dinámico de un robot paralelo recién adquirido en el ITLag, conocido como robot
Hexapod, aśı como la validación numérica de tales modelos. Enseguida se explica
la implementación en el robot Hexapod de dos controladores que emplean el modelo
cinemático y dinámico en su estructura, y al final se muestran los resultados experi-
mentales, los cuales permitieron la validación de los modelos obtenidos.

Por último, en el caṕıtulo 7 se exponen las aportaciones de la tesis y los problemas
aún por resolver.



Caṕıtulo 2

Preliminares matemáticos

Este caṕıtulo está destinado a presentar conceptos y herramientas básicas que serán
útiles en los caṕıtulos subsecuentes. Teniendo en cuenta el grado de abstracción de
algunos conceptos, se ha procurado presentarlos de manera clara aunque sin perder
el formalismo matemático. Se incluyen también algunos ejemplos sencillos cuando se
requiere. La mayor parte del material ha sido extráıdo de libros y enciclopedias de
matemáticas, aśı como de textos diversos sobre sistemas no lineales. Las principales
fuentes de consulta en este caṕıtulo son (Campa, 2005; Antsaklis & Michel, 2006;
Stratton, 1941; Fleisch, 2012; Lanczos, 2012; Larson, 2006).

2.1 Conjuntos numéricos

Los conjuntos numéricos empleados en esta tesis se describen a continuación:

• El conjunto de todos los números enteros positivos y el cero es conocido como
conjunto de los números naturales. Este conjunto se denota con el śımbolo N y
pueden escribirse como:

N ≡ {0, 1, 2, 3, ...}.

• Al conjunto formado por los enteros negativos, el número cero y los enteros po-
sitivos se le llama conjunto de los números enteros. Este conjunto se denota con
el śımbolo Z y se pueden escribir como:

Z ≡ {...,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, ...}.

• Los números racionales son los números que resultan de la razón (división) entre
dos números enteros, siempre y cuando el divisor sea diferente de cero. El conjunto
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de los números racionales se denota como Q, aśı que

Q ≡
{

r =
p

q
: p, q ∈ Z, q 6= 0

}

.

• Los números decimales que no pueden ser expresados como la razón de dos en-
teros son conocidos como números irracionales y son denotados por Q̄. Algunos
ejemplos de números irracionales son: 3

√
5, π y

√
2.

• El conjunto formado por los números racionales y los números irracionales se
denomina conjunto de los números reales y se denota como R, es decir R = Q∪Q̄.

• Se les llama números complejos a los números que son expresados en la forma
x + iy, donde x y y son números reales e i2 = −1. El conjunto de los números
complejos se denota por C, de modo que:

C ≡ {z = x+ iy : x, y ∈ R, i2 = −1}.

• Se le llama números duales a los números que son expresados en la forma x+σy,
donde x y y son números reales y σ es un número diferente de 0, tal que σ2 = 0.
El conjunto de los números duales se denota por D, de modo que:

D ≡ {z = x+ σy : x, y ∈ R, σ2 = 0}.

• Se le llama cuaterniones a los números que pueden ser expresados en la forma:
a+ ib+ jc+ kd, donde a, b, c, d ∈ R y los elementos i, j y k satisfacen: i2 = j2 =
k2 = −1, e ij = k, jk = i, ki = j. El conjunto de cuaterniones se denota por H,
de modo que:

H ≡ {a + bi+ cj + dk : a, b, c, d ∈ R, i2 = j2 = k2 = −1, ij = k, jk = i, ki = j}.

2.2 Estructuras algebraicas

Se dice que un conjunto de números S es cerrado bajo una operación binaria ∗, si para
todo a, b ∈ S se tiene que a ∗ b ∈ S. Por ejemplo, el conjunto de los números naturales
es cerrado bajo las operaciones de adición (+) y multiplicación (×), pero no lo es en
general para la sustración y la división.

Grupo

Un grupo (G, ∗) se define como un conjunto G que es cerrado bajo la operación binaria
∗, y que satisface los siguientes axiomas, ∀a, b, c ∈ G :



• Asociatividad: (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c).

• Elemento identidad: ∃ e ∈ G : a ∗ e = e ∗ a = a.

• Elemento inverso: ∃ d ∈ G : a ∗ d = d ∗ a = e (el elemento identidad).

Si además de los axiomas anteriores se satisface también el siguiente:

• Conmutatividad: a ∗ b = b ∗ a

se dice que el grupo es abeliano. Por ejemplo, los números reales forman un grupo
abeliano bajo la adición, pero ni siquiera forman un grupo bajo la multiplicación, ya
que el cero no tiene inversa multiplicativa.

Anillo

Un anillo (R,+,×) es un conjunto R que es cerrado bajo las operciones de adición (+)
y (×), y satisface los siguientes axiomas ∀a, b, c ∈ R:

• Asociatividad aditiva: (a + b) + c = a + (b+ c).

• Conmutatividad aditiva: a+ b = b+ a.

• Identidad aditiva: ∃ 0 ∈ R : 0 + a = a + 0 = a.

• Inversa aditiva: ∃−a ∈ R : a+ (−a) = (−a) + a = 0.

• Asociatividad multiplicativa: (a× b)× c = a× (b× c).

• Distributividad: a× (b+ c) = (a× b) + (a× c) y (a + b) × c = (a× c) + (b× c).

Se puede decir que un anillo es un grupo abeliano con una segunda operación que es
asociativa y distributiva sobre la operación del grupo abeliano. El ejemplo más común
de anillo son los números enteros; otros ejemplos que son de interés en esta tesis, son
los números duales y los cuaterniones.

Campo

Un campo (F,+,×) es un conjunto F que es cerrado bajo las operaciones de adición
(+) y multiplicación (×), tiene un elemento identidad aditivo (0) diferente del elemento
identidad multiplicativo (1) y satisface los siguientes axiomas, ∀a, b, c ∈ F :

• Asociatividad aditiva: (a + b) + c = a + (b+ c).



• Conmutatividad aditiva: a+ b = b+ a.

• Identidad aditiva: ∃ 0 ∈ F : 0 + a = a + 0 = a.

• Inversa aditiva: ∃−a ∈ F : a + (−a) = (−a) + a = 0.

• Asociatividad multiplicativa: (a× b)× c = a× (b× c).

• Conmutatividad multiplicativa: a× b = b× a.

• Identidad multiplicativa: ∃ 1 ∈ F : a× 1 = 1 × a = a.

• Inversa multiplicativa (excepto para 0): ∀a ∈ F − {0}, ∃ a−1 ∈ F : a × a−1 =
a−1 × a = 1.

• Distributividad: a× (b+ c) = (a× b) + (a× c) y (a + b) × c = (a× c) + (b× c).

Se puede decir que un campo es un conjunto de números que es cerrado para las
operaciones de adición, multiplicación, sustracción y división (diferente de cero). La
condición 0 6= 1, 0, 1 ∈ F asegura que un campo debe tener al menos dos elementos.
El campo más pequeño es entonces el de los números binarios, donde las operaciones
básicas del campo de los binarios son “XOR” y “AND”. Otros ejemplos de campos son:
los números racionales (Q), los números reales (R) y los números complejos (C), con
las operaciones de adición y multiplicación convencionales. Los cuaterniones (H) y los
números duales (D) no forman un campo, pues los primeros no satisfacen el axioma de
conmutatividad multiplicativa y los segundos no cumplen con la inversa multiplicativa
∀z ∈ D − {0}.

Espacio vectorial

Un espacio vectorial (V,+, ·) sobre un campo (F,+,×) es un conjunto V , cerrado bajo
las operaciones adición vectorial (+ : V ×V → V ) y multiplicación escalar (· : F×V →
V ), y que además satisface las siguientes propiedades, ∀a, b ∈ F, ∀u,v,w ∈ V :

1. Asociatividad aditiva: u+ (v +w) = (u+ v) +w.

2. Conmutatividad aditiva: v +w = w + v.

3. Identidad aditiva: ∃0 ∈ V : ∀v ∈ V, v + 0 = v.

4. Inversa aditiva: ∀v ∈ V, ∃−v ∈ V : v + (−v) = 0.

5. Asociatividad multiplicativa: a · (b · v) = (a×b) · v.

6. Identidad multiplicativa: ∃ 1 ∈ F : ∀v ∈ V, 1 · v = v.



7. Distributividad sobre la adición vectorial: a · (v +w) = a · v + a ·w.

8. Distributividad sobre la adición del campo: (a+b) · v = a · v + b · v.

Los elementos de un espacio vectorial se conocen en general como vectores. Una
base de un espacio vectorial V sobre F , se define como un conjunto de vectores básicos
ê1, ê2, . . . , ên ∈ V que son linealmente independientes y que generan (“span” en inglés)
el espacio V . Consecuentemente, si {ê1, ê2, . . . , ên} es un conjunto de vectores en V
entonces esos vectores forman una base si y sólo si todo v ∈ V puede ser escrito en
forma única como

v = a1ê1 + a2ê2 + ...+ anên

donde a1, a2, ..., an ∈ F . Un espacio vectorial tendrá muchas bases diferentes, pero
hay siempre el mismo número de vectores básicos en cada una de ellas. El número de
vectores básicos es llamado la dimensión de V .

Si F es el campo de los números reales R, entonces se habla de un espacio vecto-
rial sobre los reales. El ejemplo más común de un espacio vectorial sobre los reales
es el espacio euclidiano de dimensión n, denotado por Rn. Otros ejemplos de espa-
cios vectoriales sobre los reales son los números complejos, los números duales y los
cuaterniones.

Sean U y V dos espacios vectoriales sobre el mismo campo F , y sea f : U → V una
función invertible tal que

f (ax+ by) = af (x) + bf (y)

para todo x,y ∈ U y todo a, b ∈ F , entonces se dice que f es un isomorfismo y U y V
son isomórficos, es decir, son esencialmente idénticos.

En general, dos espacios vectoriales sobre los reales son isomórficos si y sólo si tienen
la misma dimensión. Por ejemplo, los números complejos definen un espacio vectorial
sobre los reales de dimensión dos, que es isomórfico al espacio vectorial real R2, esto se
escribe:

C ≡ R2 (2.1)

Los espacios vectoriales (o espacios lineales) y las transformaciones entre ellos son
el objeto de estudio principal de la llamada álgebra lineal.

Álgebra sobre un campo

Sea (V,+, ·) un espacio vectorial sobre un campo (F,+,×). Si se define una operación
multiplicación vectorial (∗ : V ∗ V → V ) tal que V sea cerrado bajo esa operación, y
satisfaga las siguientes propiedades, ∀a ∈ F, ∀u,v,w ∈ V :

• Distributividad: (u+ v) ∗w = u ∗w + v ∗w y u ∗ (v +w) = u ∗ v + u ∗w.



• Bilinearidad: (a · u) ∗ v = u ∗ (a · v) = a · (u ∗ v).

entonces se tiene un álgebra (V,+, ·, ∗) sobre el campo (F,+,×).

Nótese que un álgebra no requiere ni asociatividad ni conmutatividad en la multipli-
cación de vectores, es por eso que pueden definirse álgebras no conmutativas y álgebras
no asociativas. Por ejemplo, el álgebra de matrices es asociativa, pero no conmutativa.

Un tipo interesante de álgebras no asociativas y no conmutativas son las álgebras
de Lie, que satisfacen las siguientes propiedades, ∀u,v,w ∈ (V,+, ·, ∗):

• Antisimetŕıa: u ∗ v = −v ∗ u. (2.2)

• Identidad de Jacobi: u ∗ (v ∗w) +w ∗ (u ∗ v) + v ∗ (w ∗ u) = 0. (2.3)

Un ejemplo común de un álgebra de Lie es el espacio euclidiano R3, con la multi-
plicación vectorial dada por el producto cruz de vectores.

2.3 Álgebra lineal

2.3.1 Vectores y matrices

Definición de vector y matriz

El espacio euclidiano Rn es el conjunto de vectores x de dimensión n, formados por
n-adas de números reales en forma de columna:








x1

x2
...
xn







∈ Rn

donde x1, x2, · · · , xn ∈ R son las coordenadas del vector x. Similarmente, se denota por
Rn×m al conjunto de matrices A formadas por arreglos de números reales ordenados
por n renglones y m columnas:

A = {aij} =








a11 a12 · · · a1m

a21 a22 · · · a2m
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · anm







∈ Rn×m.

En general, el espacio de matrices Rn×m es isomórfico al espacio de vectores Rnm,
y tiene por tanto dimensión nm. Nótese también que un vector es simplemente una
matriz columna, es decir, con m = 1.



Tipos de matrices

Una matriz A ∈ Rm×n es cuadrada si n = m. Una matriz cuadrada A = {aij} ∈
Rn×n es diagonal si aij = 0 para todo i 6= j. Una matriz diagonal será denotada por
diag{a11, a22, . . . , ann} ∈ Rn×n. En el caso en que a11 = a22 = · · · = ann = a, la matriz
correspondiente se denotará por diag{a} ∈ Rn×n.

El conjunto de matrices diagonales de n×n forma un espacio vectorial, de dimensión
n, sobre los reales. Una matriz diagonal de particular utilidad es la matriz identidad,
definida como I[n] = diag{1} ∈ Rn×n y la matriz nula: O[n,n] = diag{0} ∈ Rn×n.

La matriz transpuesta de A ∈ Rn×m, denotada por AT ∈ Rm×n, es la que se obtiene
al intercambiar los renglones y columnas de A. Una matriz cuadrada A ∈ Rn×n es
simétrica si es igual a su transpuesta, es decir, si A = AT , mientras que es antisimétrica
si A = −AT . Nótese que, dada una matriz cualquiera A ∈ Rn×m, las matrices ATA ∈
Rm×m y AAT ∈ Rn×n son simétricas. Es fácil comprobar que los conjuntos de matrices
simétricas y antisimétricas forman subespacios vectoriales de Rn×n, cuyas dimensiones
son 1

2
n(n+ 1) y 1

2
n(n− 1), respectivamente. Por ejemplo, la matriz simétrica





x1 x2 x3

x2 x4 x5

x3 x5 x6



 ∈ R3×3

es claramente isomórfica a R6, por lo que su dimensión es 6. El conjunto de matrices
antisimétricas de n× n es de importancia y se denomina so(n), es decir:

so(n) = {A ∈ Rn×n : A = −AT}.

El rango de una matriz A ∈ Rn×m, denotado por rank(A), se define como el
máximo número de renglones (o columnas) linealmente independientes de A. En gene-
ral, rank(A) ≤ min{m,n}. Si rank(A) = min{m,n} se dice que A es de rango completo
(full rank).

Una matriz cuadrada A ∈ Rn×n es singular si su determinante es nulo, i.e., si
det(A) = 0; si det(A) 6= 0, entonces A es no singular y su matriz inversa, A−1 ∈ Rn×n,
cumple AA−1 = A−1A = I ; además (A−1)T = (AT )−1 = A−T .

El conjunto de matrices cuadradas no singulares forma un grupo bajo la multipli-
cación matricial convencional. Este grupo es denominado grupo lineal general, GL(n):

GL(n) = {A ∈ Rn×n : det(A) 6= 0}. (2.4)

La operación inversa de matrices puede extenderse al caso de matrices no cuadradas,
siempre y cuando sean de rango completo. Si A ∈ Rn×m, n > m y rank(A) = m,



entonces existe una matriz pseudoinversa izquierda de A, A†
l ∈ Rm×n, dada por

A†
l =

(
ATA

)−1
AT

tal que A†
lA = I ∈ Rm×m. Si por el contrario, n < m y rank(A) = n, entonces se tiene

la matriz pseudoinversa derecha de A, A†
r ∈ Rm×n:

A†
r = AT

(
AAT

)−1
(2.5)

tal que AA†
r = I ∈ Rn×n. Es fácil demostrar que si n = m y rank(A) = n (o lo que es

lo mismo, det(A) 6= 0), entonces A†
l = A†

r = A−1.

Una matriz cuadrada A ∈ Rn×n que satisface que ATA = AAT = I se dice que
es ortogonal. Obsérvese que si A es ortogonal, entonces A−1 = AT . El conjunto de
matrices ortogonales de n× n se denota por O(n), es decir:

O(n) = {A ∈ Rn×n : AAT = ATA = I}.

O(n) no forma un espacio vectorial, pero si un grupo, bajo la operación multiplicación
matricial, y es llamado el grupo ortogonal. El determinante de una matriz ortogonal
puede ser 1 ó −1. El conjunto de matrices ortogonales de n×n con determinante igual
a 1 es también un grupo multiplicativo, conocido como grupo especial ortogonal, SO(n):

SO(n) = {A ∈ O(n) : det(A) = 1}.

Una matriz cuadrada A ∈ Rn×n, no necesariamente simétrica, es definida positiva,
y se escribe A > 0, si:

xTAx > 0, ∀x 6= 0 ∈ Rn.

Cualquier matriz simétrica y definida positiva A = AT > 0 es no singular; por tanto
su inversa existe. Más aún, A = AT > 0 si y sólo si A−1 = (A−1)T > 0. Una forma
sencilla de determinar la positividad de una matriz simétrica A = {aij} es empleando
el llamado teorema de Sylvester, que establece que A > 0 si y sólo si se cumple que

det[a11] > 0, det

[
a11 a12

a21 a22

]

> 0, . . . , det[A] > 0. (2.6)

Una matriz cuadrada A ∈ Rn×n es semidefinida positiva, y se escribe A ≥ 0, si:

xTAx ≥ 0, ∀x ∈ Rn.

Una matriz cuadrada A ∈ Rn×n es definida negativa si −A es definida positiva, mientras
que es semidefinida negativa si −A es semidefinida positiva.



Productos de vectores

Dados dos vectores x,y ∈ Rn, el producto interior (producto escalar o producto punto),
· : Rn × Rn → R, se define como:

x · y =
n∑

i=1

xi yi =
[
x1 x2 · · · xn

]








y1

y2
...
yn








= xTy ∈ R.

El producto interior permite definir la norma euclidiana de un vector x ∈ Rn, denotada
por ‖x‖, como:

‖x‖ =
√
x · x =

√
xTx =

√
√
√
√

n∑

i=1

x2
i

Propiedades útiles de la norma euclidiana son, ∀x,y ∈ Rn:

• ‖x‖ − ‖y‖ ≤ ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖ (desigualdad del triángulo). (2.7)

• |xTy| ≤ ‖x‖‖y‖ (desigualdad de Schwartz). (2.8)

En el caso particular del espacio R3 se tiene también el producto exterior (producto
vectorial o producto cruz) de dos vectores x,y ∈ R3, × : R3 × R3 → R3 que se define
como:

x×y =





x1

x2

x3



×





y1

y2

y3



 =





x2y3 − x3y2

x3y1 − x1y3

x1y2 − x2y1



 ∈ R3.

Alternativamente, se puede escribir x × y = S(x)y, donde, para un vector x =
[
x1 x2 x3

]T ∈ R3, la matriz S(x) se define como:





0 −x3 x2

x3 0 −x1

−x2 x1 0



 ∈ so(3) (2.9)

que es una matriz antisimétrica. Aśı que S(·) se puede ver como un operador matricial
S(·) : R3 → so(3).



El operador S(·) satisface las siguientes propiedades, ∀x,y, z ∈ R3:

S(x)T = S(−x) = −S(x), (2.10)

S(x)(y + z) = S(x)y + S(x)z, (2.11)

S(x)y = −S(y)x, (2.12)

S(x)x = 0, (2.13)

yTS(x)y = 0, (2.14)

xTS(y)z = zTS(x)y, (2.15)

S(x)S(y) = yxT − xTyI, (2.16)

S(S(x)y) = yxT − xyT . (2.17)

Valores y vectores propios

Considérese la transformación lineal de un vector u ∈ Rn, establecida por una ma-
triz cuadrada A ∈ Rn×n. Si el vector resultante de la transformación tiene la misma
dirección de u (con u 6= 0), entonces

Au = λu. (2.18)

donde, en general, λ ∈ C. La ecuación (2.18) puede ser reescrita como

(λI − A)u = 0. (2.19)

Para que el sistema homogeneo de ecuaciones (2.19) tenga una solución diferente de
la trivial, se debe tener

det (λI − A) = 0

que es la ecuación caracteŕıstica de A. Las n ráıces de esta ecuación, denotadas λ1{A},
λ2{A}, . . . , λn{A} son los valores propios (valores caracteŕısticos o eigenvalores) de
A. Bajo la suposición de valores propios distintos, los n vectores ui que satisfacen la
ecuación

(λi{A}I −A)ui = 0, i = 1, . . . , n

son llamados los vectores propios (vectores caracteŕısticos o eigenvectores) asociados a
los valores propios λi{A}.

La traza de una matriz cuadrada A = {aij} ∈ Rn×n, denotada por tr(A), es la suma
de los elementos en la diagonal principal de A, es decir:

tr(A) =

n∑

i=1

aii.



Dados los n valores propios de una matriz A ∈ Rn×n, la traza y el determinante de
A satisfacen:

tr(A) =
n∑

i=1

λi{A}, (2.20)

det(A) =

n∏

i=1

λi{A}. (2.21)

En el caso de una matriz simétrica A = AT ∈ Rn×n todos sus valores propios
son números reales. En lo sucesivo, se denotará por λm{A} y λM{A} a los valores
propios mı́nimo y máximo de una matriz simétrica A, respectivamente. El teorema de
Rayleigh–Ritz establece que en una matriz simétrica A ∈ Rn×n, se tiene, ∀x ∈ Rn:

λm{A}‖x‖2 ≤ xTAx ≤ λM{A}‖x‖2. (2.22)

Una matriz cuadrada, no necesariamente simétrica, A ∈ Rn×n es definida positiva
si y sólo si los valores propios de A + AT son positivos, i.e., λi{A + AT} > 0 para
i = 1, . . . , n. Más aún, una matriz simétrica A = AT ∈ Rn×n es definida positiva si y
sólo si λi{A} > 0 para i = 1, . . . , n.

Norma espectral

La norma espectral de una matriz A ∈ Rn×m se define como:

‖A‖ =
√

λM{ATA}.

Si A es simétrica entonces ‖A‖ = maxi|λi{A}|. Si A es además definida positiva,
A = AT > 0, entonces simplemente ‖A‖ = λM{A}. Por otra parte, en el caso particular
de A ∈ R3×3 antisimétrica, i.e., A ∈ so(3), entonces existe un vector a ∈ R3 tal que
A = S(a), y se puede demostrar que

‖A‖ = ‖S(a)‖ = ‖a‖. (2.23)

y que
‖A2‖ = ‖AA‖ = ‖S(a)S(a)‖ = ‖a‖2. (2.24)

donde ‖A‖ es la norma espectral de la matriz A, mientras que ‖a‖ denota la norma
euclidiana del vector a.

Un resultado importante es el siguiente. Considérese la matriz A ∈ Rn×m y el vector
x ∈ Rm. La norma euclidiana del vector Ax satisface:

‖Ax‖ ≤ ‖A‖‖x‖ .



Más aún, siendo y ∈ Rn, el valor absoluto de yTAx satisface:

∣
∣yTAx

∣
∣ ≤ ‖A‖ ‖y‖ ‖x‖ . (2.25)

2.3.2 Transformaciones lineales

Un mapeo T de un espacio vectorial V en el espacio vectorial W , donde V y W son
espacios vectoriales sobre el mismo campo F , es llamado una transformación lineal o
un operador lineal siempre que (Antsaklis & Michel, 2006):

• T (x+ y) = T (x) + T (y) para todo x, y ∈ V

• T (αx) = αT (x) para toda x ∈ V y α ∈ F .

El conjunto de transformaciones lineales de V a W se denota aqúı como L(V,W ), de
modo que se puede escribir T ∈ L(V,W ).

Además se define el espacio nulo de T como el conjunto:

N (T ) = {v ∈ V : T v = 0}

y el espacio rango de T como el conjunto

R(T ) = {w ∈W : w = T v, v ∈ V }.

Una transformación lineal está completamente determinada por el conocimiento de
cómo ésta transforma los vectores base en su dominio, este hecho permite representar
las transformaciones lineales definidas en espacios de dimensión finita de una manera
ineqúıvoca a través de matrices (Antsaklis & Michel, 2006).

2.3.3 Proyecciones

Sea V la suma directa de los espacios vectoriales V1 y V2, es decir, V = V1 ⊕ V2, y sea
v = v1 + v2 la única representación de v ∈ V , donde v1 ∈ V1 y v2 ∈ V2. La proyección
en V1 a lo largo de V2 es la transformación definida por (Antsaklis & Michel, 2006):

P(v) = v1.

Es fácil verificar que :

• P ∈ L(V, V )

• R(P) = V1



• N (P) = V2

Más general, es posible demostrar que si P ∈ L(V, V ), entonces P es una proyección
sobre R(P) a lo largo de N (P) si y sólo si PP = P2 = P. Lo que da lugar al
siguiente concepto: P ∈ L(V, V ) es indempotente si P2 = P.

Es posible verificar que P es una proyección sobre un espacio vectorial si y sólo si
(I − P) es una proyección. Si en particular P es la proyección sobre V1 a lo largo de
V2, entonces (I − P) es la proyección sobre V2 a lo largo de V1.

Si P es una proyección, entonces:

V = R(P) ⊕ N (P).

Ejemplo 8 Sea

P





x
y
z



 =





x
y
0



 ,

entonces P proyecta R3 en R2, es decir v1 =
[
x y 0

]T ∈ V1 y v2 =
[

0 0 z
]T ∈

V2 con P =





1 0 0
0 1 0
0 0 0



. Si P





x
y
z



 =





0
0
0



, entonces x = y = 0, aśı que N (P) =

{(x, y, z) : x = y = 0, x ∈ R}, es decir, V2 y R(P) = {(x, y, z) : z = 0, x ∈ R}, es decir
V1.

2.4 Cálculo multivariable

2.4.1 Teoŕıa de funciones

Función

Dados dos conjuntos A y B, una función (también llamada aplicación o mapeo) entre
ellos es una asociación f que a cada elemento de A le asigna un único elemento de B.

Se dice entonces que A es el dominio (también conjunto de partida o conjunto
inicial) de f y que B es su codominio (también conjunto de llegada o conjunto final).

Un objeto o valor genérico a en el dominio A se denomina la variable independiente;
y un objeto genérico b del codominio B es la variable dependiente. También se les llama
valores de entrada y de salida, respectivamente.



Tipos de funciones

Sean X, Y ⊂ Rn dos espacios métricos y una función f : X → Y . Se dice que la
función f es continua en el punto p ∈ X si para cada número ε > 0 se puede encontrar
un número δ > 0 tal que, ∀x ∈ X:

‖p− x‖ < δ =⇒ ‖f(p) − f(x)‖ < ε.

Dada la función f : X → Y , se dice que f es (Weisstein,2002)

• continua si es continua en cada punto p ∈ X.

• suave si es infinitamente diferenciable (tiene derivadas de cualquier orden).

• inyectiva si ∀y ∈ Y existe a lo más un x ∈ X, tal que y = f(x).

• sobreyectiva si ∀y ∈ Y existe al menos un x ∈ X, tal que y = f(x).

• biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva (es decir, es uno a uno).

Función identidad

En cualquier conjunto puede definirse una función identidad, que teniendo como do-
minio y codominio al propio conjunto, asocia cada elemento consigo mismo.

Dado un conjunto A, la función identidad de A es la función idA : A → A que a
cada a ∈ A le asocia idA(a) = a.

La función identidad actúa como un elemento neutro al componer funciones, ya que
“no hace nada”. La función única sobre un conjunto X que asigna cada elemento a
śı mismo se denomina función de identidad para X y, t́ıpicamente, se indica con idX.
Cada conjunto tiene su propia función identidad.

Función inversa

Una función puede tener inversa, es decir, otra función que al componerla con ella
resulte en la identidad, del mismo modo que un número multiplicado por su inverso da
la unidad 1.

Dada una función f : A → B, se dice que g : B → A es la inversa o rećıproca de f
si se cumple:

f ◦ g = idB (2.26)

g ◦ f = idA (2.27)



La inversa de f se denota por g = f−1, y tanto f como f−1 se dicen invertibles.

No todas las funciones son invertibles, sino que sólo aquellas que sean biyectivas
poseen inversa: Toda función biyectiva f es invertible, y su inversa f−1 es biyectiva a
su vez. Rećıprocamente, toda función invertible f es biyectiva.

Función impĺıcita

Una función definida por una ecuación de la forma f(x, y) = 0 es conocida como función
impĺıcta. Si y es elegida como la variable dependiente, se dice que f(x, y) define a y
como una función impĺıcita de x.

Teorema de la función impĺıcita

Sea f : Rn+m → Rm una función continuamente diferenciable, y sean x ∈ Rn, y ∈ Rm

las coordenadas de Rn+m. Considerándose un punto (x0,y0) tal que f (x0,y0) = 0 ∈
Rm. Si la matriz jacobiana

Jf,y(x0,y0) =
∂f (x,y)

∂y

∣
∣
∣
∣
(x,y)=(x0,y0

)

∈ Rm×m

es invertible, entonces existe un conjunto abierto U de Rn conteniendo a x0, en el que
existe una función única g : U → Rm tal que

g(x0) = y0

y
f (x, g(x)) = 0 ∀x ∈ U.

Además, las derivadas parciales de g en U están dadas por:

∂g

∂x
(x) = −Jf,y(x, g(x))−1f (∂x, g(x))

∂x
.

2.4.2 Sistemas de coordenadas curviĺıneas

En geometŕıa, un sistema de coordenadas es un sistema que utiliza uno o más números
(coordenadas) para determinar uńıvocamente la posición de un punto en un espacio.

En una región dada del espacio tridimensional, sean

u1 = f1(x, y, z), u2 = f2(x, y, z), u3 = f3(x, y, z),

tres funciones escalares independientes, continuas, diferenciables y biyectivas (es decir,



a cada tripleta (x, y, z) se le asigna una única tripleta (u1, u2, u3)), al menos en la región
de interés. Estas ecuaciones pueden ser resueltas con respecto a x, y y z, y dar

x = ϕ1(u
1, u2, u3), y = ϕ2(u

1, u2, u3), z = ϕ3(u
1, u2, u3),

tres funciones que son también independientes, continuas, diferenciables y biyectivas
en cierta región.

En la región tratada, a cada punto P (x, y, z) se asocia una tripleta de valores u1, u2

y u3, funciones conocidas como coordenadas curviĺıneas o coordenadas generales (Strat-
ton, 1941). Por cada punto P , pasan tres superficies llamadas: superficies coordenadas

u1 = a, u2 = b, y u3 = c,

donde a, b y c son constantes reales (ver figura 2.1). En cada superficie coordenada,
una coordenada es constante y dos son variables, por tanto, toda superficie coordenada
es designada por la coordenada constante.

Dos superficies coordenadas se intersecan en una curva, la cual recibe el nombre de
curva coordenada. En esta curva, sólo una coordenada es variable y para nombrarla
generalmente se utiliza esa coordenada. Aśı por ejemplo, la curva coordenada u2 = b y
u3 = c, es la curva en la dirección de la coordenada u1 (figura 2.1).

Vectores base de las coordenadas curviĺıneas

Sea r ∈ R3 un vector desde el origen del marco de coordenadas Σ(X, Y, Z), al punto
variable P (x, y, z). El punto P (x, y, z) puede, alternativamente ser especificado por
las coordenadas u1, u2 y u3, mientras que su vector de posición r ∈ R3 puede ser
representado por una función vectorial de las coordenadas curviĺıneas u1, u2 y u3 (figura
2.1):

r =





x
y
z



 =





ϕ1(u
1, u2, u3)

ϕ2(u
1, u2, u3)

ϕ3(u
1, u2, u3)



 = ϕ(u1, u2, u3).

Por ejemplo, para el caso de las coordenadas esféricas, el punto P se especifica emple-
ando (r, φ, θ), mientras que su vector de posición r está dado por:

r = rêr, (2.28)

donde êr es un vector unitario en la dirección del incremento de r. En coordenadas
cartesianas êr = senθ cosφêx +senθsenφêy +cos θêz, y constituye un vector base de las
coordenadas esféricas, concepto que enseguida se define.

Un incremento diferencial en r, debido a un pequeño desplazamiento de P (u1, u2, u3)
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Figura 2.1: Coordenadas curviĺıneas (a, b, c) asociadas al punto P (x0, y0, z0).

a lo largo de las curvas coordenadas, es expresado por (Stratton, 1941):

dr =
∂r

∂u1
du1 +

∂r

∂u2
du2 +

∂r

∂u3
du3. (2.29)

Ahora, si el punto P (u1, u2, u3) se mueve una distancia unitaria a lo largo de la curva
u2 = b y u3 = c, el cambio en r está dirigido tangencialmente a esta curva, en la
dirección del vector ∂r

∂u1 . A los vectores

ê1 =
∂r

∂u1
, ê2 =

∂r

∂u2
, ê3 =

∂r

∂u3
, (2.30)

se les conoce como vectores base asociados al punto P (u1, u2, u3), (Stratton, 1941;
Fleisch, 2012) . Es importante tomar en cuenta que los vectores base no son ne-
cesariamente de longitud unitaria y/o dirección constante (caso de las coordenadas
cartesianas), estas propiedades dependen de la naturaleza de las coordenadas curviĺıneas



empleadas. Por ejemplo, si se emplean coordenadas esféricas, r está dado por:

r(r, φ, θ) =





rsen(φ) cos(θ)
rsen(φ)sen(θ)
r cos(φ)



 ∈ R3,

y de (2.30), se tiene que los vectores base êr, êφ y êθ son:

êr =
∂r

∂r
=





sen(φ) cos(θ)
sen(φ)sen(θ)

cos(φ)



 , êθ =
∂r

∂θ
=





−rsen(φ)sen(θ)
rsen(φ) cos(θ)

0



 y

êφ =
∂r

∂φ
=





r cos(φ) cos(θ)
r cos(φ)sen(θ)
−rsen(φ)



 ,

de manera que r puede reescribirse como:

r = rêr.

Nótese que los vectores base de las coordenadas esféricas no son unitarios.

Por otro lado, sustituyendo (2.30) en (2.29), el incremento diferencial en dr queda
expresado como:

dr = ê1du
1 + ê2du

2 + ê3du
3. (2.31)

Componentes covariantes y contravariantes de un vector

Una base está compuesta por el conjunto de los vectores base del sistema coordenado.
De acuerdo a la magnitud y orientación de los vectores base, se distinguen tres tipos
de bases:

• Base ortonormal. En esta base, los vectores son perpendiculares entre śı y además,
su magnitud es igual a 1.

• Base ortogonal. En esta base, al igual que la base ortonormal, los vectores son
perpendiculares entre śı; sin embargo, no son de magnitud unitaria.

• Base obĺıcua. En esta base, los vectores no son ni perpendiculares entre śı, ni de
magnitud igual a uno.

En un sistema de coordenadas cuyos vectores base son perpendiculares entre śı, no
existe ambigüedad cuando se desea proyectar un vector en los ejes coordenados; sin
embargo, esto no pasa en un sistema coordenado con base obĺıcua.
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Figura 2.2: Componentes covariantes del vector a, observadas al hacer incidir luz sobre
él de forma perpendicular al eje u1 y u2, respectivamente (Fleisch, 2012).

Considérese un sistema coordenado de dos dimensiones, con ejes coordenados u1

y u2 a un ángulo menor de 90◦. En tal caso, el proceso de proyección del vector
en cada eje coordenado se torna un poco complicado, ¿porqué? Bueno, existen dos
maneras de proyectar el vector. Si se desea obtener la componente en u1 y u2 de un
vector a, el vector a puede ser proyectado perpendicularmente al eje u1 y al eje u2,
respectivamente, obteniéndose aśı las componentes a1 y a2, las cuales son llamadas:
componentes covariantes del vector a, (Fleisch, 2012). Este proceso es fácil de observar
si imaginamos la sombra que se formaŕıa en cada eje coordenado, si los rayos de una
lámpara incidieran sobre el vector de forma perpendicular al eje u1 y u2 (ver figura
2.2). Otra manera de obtener las componentes del vector a, es proyectándolo paralelo
al eje u2 y u1, obteniéndose aśı las componentes a1 y a2, respectivamente, las cuales
son conocidas como componentes contravariantes del vector a (ver figura 2.3).

Ya que existen dos clases de componentes de un vector, es natural que surja la
pregunta: ¿existe alguna otra diferencia entre las componentes contravariantes y co-
variantes de un vector? Śı, sus propiedades algebraicas son diferentes. Si se desea
emplear la regla de adición de vectores acostumbrada, es decir, sumar cada compo-
nente con su componente correspondiente, para el caso en que las componentes del
vector son covariantes (a1, a2), la suma de éstas no es igual al vector a, como se puede
apreciar en la figura 2.4.

Para entender por qué los valores covariantes son llamados “componentes” y mucho
más importante, para entender porqué las componentes covariantes y contravariantes
son cantidades significativas y cómo éstas pueden ser usadas para escribir leyes f́ısicas
que no dependen del sistema de referencia del observador, es necesario entender el
concepto de vector base rećıproco o dual.



a

a1

aa2

u2

u1

u1

u2

Figura 2.3: Componentes contravariantes del vector a, observadas al hacer incidir luz
sobre él de forma paralela al eje u2 y u1, respectivamente (Fleisch, 2012).

a aa2

a1

a) b)

a2

a1

u2

u1u1

u2

Figura 2.4: a) Adición de componentes contravariantes del vector a. b) Adición de
componentes covariantes del vector a (Fleisch, 2012).

Vectores base rećıprocos

Como ya se mencionó, se tiene que la suma de las componentes covariantes no es igual
al vector a; sin embargo, si se establecen como vectores base, vectores perpendiculares
a cada uno de los ejes coordenados (u2 y u1), como se muestra en la figura 2.5, entonces
la suma de las componentes covariantes de un vector, śı es igual al vector a, tal y como
se observa en la figura 2.6. A estas nuevos vectores base se les conoce como vectores
base rećıprocos, y se les denota como ê1 y ê2.

Los vectores base rećıprocos tienen dos caracteŕısticas. La primera, es que cada
vector base rećıproco es perpendicular a los vectores base originales con diferente ı́ndice,
es decir, êi es perpenpendicular a êj, para i 6= j. La segunda caracteŕıstica es que
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Figura 2.5: Vectores base rećıprocos y componentes covariantes del vector a (Fleisch,
2012).
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Figura 2.6: Suma de las componentes covariantes a1 y a2 de un vector a, empleando
vectores base rećıprocos. (Fleisch, 2012)

el producto punto de los vectores base duales con los correspondientes vectores base
originales es igual a 1, es decir ei · ei = 1. Ambas caracteŕısticas se pueden combinar
escribiendo eiej = δij, donde δij es la delta de Kronecker definida como:

δij =

{
1, i = j
0, i 6= j

(2.32)

Con el concepto de vectores base rećıprocos, es ahora posible entender por qué



las proyecciones perpendiculares (covariantes) pueden ser consideradas componentes,
la clave es que las proyecciones deben ser hechas en la dirección de los vectores base
rećıprocos, en vez de hacerlo en la dirección de los vectores base covariantes originales.
Si se hace esto, entonces las componentes covariantes pueden ser multiplicadas por los
vectores base rećıprocos y ahora śı ser sumados para obtener el vector original a.

Nótese que las diferencias entre los vectores base covariantes originales y los vectores
base rećıprocos desaparecen para sistemas coordenados ortonormales (como el carte-
siano), aśı como también las diferencias entre componentes covariantes y contravariantes
(Fleisch, 2012).

En un espacio de tres dimensiones, los vectores base rećıprocos ê1, ê2 y ê3 pueden
ser obtenidos a partir de los vectores base covariantes originales ê1, ê2 y ê3, como se
muestra enseguida:

ê1 =
ê2 × ê3

V
, ê2 =

ê3 × ê1

V
y ê3 =

ê1 × ê2

V
,

donde V es el triple producto escalar de ê1, ê2 y ê3, es decir V = ê1 · (ê2 × ê3) =
ê2 · (ê3 × ê1) = ê3 · (ê1 × ê2).

Es muy sencillo verificar que con las definiciones anteriores, los vectores base re-
ćıprocos ê1, ê2 y ê3 cumplen que todo vector base rećıproco es perpendicular a los
vectores base covariantes originales con diferente ı́ndice, y además, que el producto
punto de cada vector base rećıproco êi con su correspondiente vector base original êi
es igual a 1.

Con tales definiciones, entonces ahora śı es posible escribir cualquier vector a como:

a = a1ê1 + a2ê2 = a1ê
1 + a2ê

2

con componentes contravariantes a1, a2 y covariantes a1, a2.

Si se emplean vectores base rećıprocos, el diferencial dr, además de ser escrito como
(2.31), puede escribirse como:

dr = ê1du1 + ê2du2 + ê3du3. (2.33)

Los diferenciales du1, du2 y du3 son evidentemente componentes de dr en la dirección
definida por los nuevos vectores base. Las cantidades u1, u2 y u3 son funciones de las
coordenadas u1, u2 y u3; sin embargo, los diferenciales du1, du2 y du3 están relacionados
a los diferenciales de las coordenadas por un conjunto de ecuaciones lineales que en
general no son integrables. No obstante, es posible aprovechar las igualdades (2.31) y



(2.33) que reescribiéndolas empleando sumatorias, quedan:

dr =
3∑

i=1

êidu
i =

3∑

j=1

êjduj. (2.34)

Tensor métrico

Si se desea obtener la distancia diferencial |dr| (magnitud del vector diferencial de
desplazamiento dr) del punto A al punto B, se realiza el producto punto de dr por śı
mismo. De la relación (2.34) se tiene que:

dr · dr =
3∑

i=1

3∑

j=1

êi · êjduiduj =
3∑

i=1

3∑

j=1

êi · êjduiduj (2.35)

Los productos escalares de los vectores base son representados por los śımbolos:

gij = êi · êj = gji (2.36)

gij = êi · êj = gji, (2.37)

de manera que (2.35) puede reescribirse como:

dr · dr =
3∑

i,j=1

gijdu
iduj =

3∑

i,j=1

gijduiduj (2.38)

donde gji y gji son conocidos como tensores métricos o coeficientes métricos.

Considérese una superficie acotada por las curvas u2 y u3 como se indica en la figura
2.7. El área de tal elemento es igual en magnitud a:

dA = |ê2 × ê3|du2du3 (2.39)

=
√

(ê2 × ê3) · (ê2 × ê3)du
2du3. (2.40)

Empleando la siguiente identidad de vectores:

(a× b) · (c× d) = (a · c)(b · d) − (a · d)(b · c)

donde a, b, c y d son vectores in R3, se tiene que

dA = g22g33 − g2
23.

Finalmente, el diferencial de volumen dV acotado por superficies coordenadas es
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Figura 2.7: Superficie acotada por las curvas u2 y u3.

escrito como (Stratton, 1941):

dV = ê1 · (ê2 × ê3)du
1du2du3,

ecuación que mediante manipulación algebraica puede reescribirse como:

dV =
√
Gdu1du2du3,

donde G = det





g11 g12 g13

g21 g22 g23

g31 g32 g33



 .

Derivada covariante y śımbolos de Cristoffel

En muchas áreas de la ingenieŕıa es importante conocer cómo un campo vectorial cambia
de una localización a otra. Para vectores expresados usando coordenadas cartesianas,
derivar un vector es sencillo, simplemente se toma la derivada de cada una de sus
componentes. Esto es posible porque los vectores base de las coordenadas cartesianas
son constantes en todo punto, tanto en magnitud como en dirección, de manera que no
es necesario preocuparse por la derivada de los vectores base. Sin embargo, esto no es
cierto para otros sistemas de coordenadas, como es el caso de las esféricas, en las que
sus vectores base tienen diferentes direcciones en cada punto del espacio tridimensional,
esto quiere decir que, si se toma la derivada de un vector expresado en tales coordenadas,
es necesario considerar la derivada de los vectores base.

Sea a un vector expresado en coordenadas curviĺıneas x1, x2 y x3, con vectores base
covariantes ê1, ê2 y ê3:

a = a1ê1 + a2ê2 + a3ê3



la derivada de a respecto a la coordenada x1 es

∂a

∂x1
=

∂(a1ê1 + a2ê2 + a3ê3)

∂x1

=
3∑

i=1

∂aiêi
∂xi

=
3∑

i=1

∂ai

∂xi
êi +

3∑

i=1

ai
∂êi
∂xi

.

Es el segundo término del lado derecho de la ecuación anterior el que complica el proceso
de derivación en sistemas coordenados en los cuales la magnitud y/o la dirección de los
vectores base cambia en el espacio. Esto mismo ocurre si se deriva repecto al las otras
coordenas x2 y x3.

Aśı que, si se desea evaluar los cambio en un campo vectorial expresado en co-
ordenadas no ortonormales, se tiene que tomar en cuenta los posibles cambios en los
vectores base, de esta manera, la derivada retiene las caracteŕısticas tensoriales del ob-
jeto original. El proceso de derivar un vector que emplea coordenadas curviĺıneas no
ortonormales, es llamado derivada covariante. Este proceso cobrará mayor sentido si
primero se explica el significado de los śımbolos de Cristoffel.

Cada śımbolo de Cristoffel es escrito a través de la letra Γ, y la relación que define
los śımbolos de Cristoffel de segunda clase es:

Γkij =
∂êi
∂xj

,

en donde el ı́ndice i especifica la base del vector para el cual la derivada está siendo
tomada; el ı́ndice j denota la coordenada que está variando para inducir un cambio en
el i-ésimo vector base, y el ı́ndice k, indica la dirección en la cual esta componente de
la derivada señala. Por ejemplo, si se emplean coordenadas esféricas, los dos śımbolos
de Cristoffel, tales como Γrrθ = 0 y Γθrθ = 1

r
, indican que:

∂êr
∂θ

= 0êr +
1

r
êθ.

Otra manera de expresar los śımbolos de Cristoffel, es empleando los coeficientes
métricos:

Γikl =
1

2
gim
(
∂gmk
∂xl

+
∂gml
∂xk

− ∂gkl
∂xm

)

.



Por tanto, empleando śımbolos de Cristoffel, la derivada covariante queda como:

∂a

∂xj
=

∂(a1ê1 + a2ê2 + a3ê3)

∂xj

=
3∑

i=1

∂aiêi
∂xj

=
3∑

i=1

[
∂ai

∂xj
êi + ai

∂êi
∂xj

]

.

2.4.3 Derivada direccional, gradiente y jacobiana

La derivada direccional es la tasa de cambio de una función multivariable en dirección de
un vector unitario û. Para una función de dos variables f(x, y), la derivada direccional
se denota como:

Dûf(x, y) = ∇f(x, y) · û

donde ∇f(x, y) =
[

∂f(x,y)
∂x

∂f(x,y)
∂y

]T

es conocido como el gradiente de f(x, y).

Por otro lado, como:

Dûf(x, y) = ∇f(x, y) · û = |∇f(x, y)||û| cos(θ),

la derivada direccional máxima se encuentra orientada en la dirección del gradiente de la
función, ∇f(x, y), ya que, como se puede observar en la ecuación anterior, |Dûf(x, y)|
alcanza su valor máximo cuando el ángulo entre û y ∇f(x, y) es cero. Por tanto, para
obtener el máximo incremento y/o decremento de una función, basta con calcular el
gradiente de la función en tal punto.

Matriz jacobiana

Sea f : Rn → Rm una función que toma como entrada el vector x ∈ Rn y produce
como salida el vector y = f (x) =

[
f1(x) f2(x) . . . fm(x)

]
∈ Rm. Entonces, la

matriz jacobiana Jf de f es una matriz definida como:

Jf =
[

∂f
∂x1

· · · ∂f
∂xn

]

=






∂f1
∂x1

· · · ∂f1
∂xn

...
. . .

...
∂fm

∂x1
· · · ∂fm

∂xn




 ∈ Rm×n



De la definición de coordenadas curviĺıneas, se tiene que las columnas de J son vectores
tangentes a las curvas coordenadas de x. Además, nótese que debido a que

ẏ = J ẋ,

entonces ẏ es un vector generado por las columnas de J , propiedad útil para la obtención
del modelo dinámico reducido de un robot con restricciones en sus coordenadas.

2.4.4 Curvas de nivel y multiplicadores de Lagrange

Curvas de nivel

Debido a la complejidad de representación de algunas funciones de dos variables, en
la actualidad se utilizan conjuntos bidimensionales para obtener información tridimen-
sional, como son: las trazas y las curvas de nivel, de los cuales el conjunto más utilizado
es el de las curvas de nivel. Para una función de dos variables, z = f(x, y), la curva
de nivel para z = k, es el conjunto de todos los pares de valores (x, y) tales que su
imagen es el valor k. En topograf́ıa, una curva de nivel es aquella ĺınea que une todos
los puntos que tienen igualdad de condiciones y de altura.

Como en una misma curva de nivel no existe tasa de cambio de la función, la
derivada direccional dirigida a un vector unitario tangente a la curva de nivel es cero,
por lo tanto:

Duf(x, y) = ∇f(x, y) · u = 0,

concluyendo que el gradiente de una función ∇f(x, y) es siempre perpendicular a la
curva de nivel de la función en el punto analizado.

Multiplicadores de Lagrange

Considerando las definiciones expuestas, es fácil reconocer que para obtener el máximo
y/o mı́nimo de una función sujeta a una restricción g(x, y), es necesario encontrar los
puntos cŕıticos de la función f(x, y), los cuales son aquellos puntos en los que las curvas
de nivel de f(x, y) y g(x, y) son perpendiculares.

Caso bidimensional. Supongamos que se tiene la función f(x, y) y se quiere maxi-
mizarla estando ésta sujeta a la condición:

g(x, y) = c

donde c es una constante.

Las curvas de nivel de f(x, y) están dadas por f(x, y) = dn y en general son distintas
a las curvas de nivel de g(x, y). La curva g(x, y) = c usualmente intersecta y cruza



Punto de tangencia entre
g(x,y) y  las curvas de
nivel de f(x,y)

g(x,y)=c

f(x,y)

Figura 2.8: Máximo de una función f(x, y), sujeta a una restricción g(x, y) = c.

muchos contornos de f(x, y), de hecho, moviéndose a través de la ĺınea g(x, y) = c es
posible incrementar o disminuir el valor de f(x, y); sin embargo, sólo cuando g(x, y) = c
toca tangencialmente un contorno de f(x, y), la función no se incrementa o disminuye,
por tanto ha ocurrido un máximo o mı́nimo de la función restringida.
Anaĺıticamente la condición de tangencia de las curvas de nivel f(x, y) y g(x, y) = c se
traduce a:

∇f(x, y) = λ∇g(x, y)
donde la constante λ es conocida como multiplicador de Lagrange. En mecánica los
multiplicadores de Lagrange son empleados para encontrar las trayectorias y veloci-
dades (“puntos cŕıticos”) que el sistema toma, dada la enerǵıa aplicada al sistema y la
restricción a la cual el sistema se encuentra sujeto.

2.4.5 Funcionales y cálculo de variaciones

El cálculo de variaciones es un campo del análisis matemático que trata con maximizar
o minimizar funcionales, que son mapeos de un conjunto de funciones a los números
reales. Las funcionales son comúnmente expresadas como integrales definidas, involu-
crando funciones y sus derivadas. El interés está en las funciones extremas (funciones
estacionarias) que hacen que el funcional alcance un valor máximo o mı́nimo, aquellas
donde la tasa de cambio del funcional es cero.

Un concepto importante en cálculo variacional es el concepto de desplazamiento vir-
tual, el cual se refiere a un cambio imaginario en la configuración del sistema analizado
(impuesto por la persona que desea analizar el sistema) el cual es consistente con las
fuerzas y restricciones impuestas en el instante dado t, con el fin de realizar una de
especie experimento matemático (Goldstein, 1965; Lanczos, 2012). El desplazamiento
es llamado virtual para distinguirlo de un desplazamiento real del sistema que ocurre
en un intervalo de tiempo dt, durante el cual las fuerzas y restricciones pueden cambiar.



2.4.6 Las ecuaciones de Euler-Lagrange

En esta sección se explica cómo obtener la llamada ecuación de Euler-Lagrange, que da
condiciones necesarias y suficientes para que un funcional tenga un valor estacionario
(máximo o mı́nimo).

Obtención empleando incrementos y diferencias

El problema es encontrar una función y = f(x) que hará la la integral:

I =

∫ b

a

F (y, y′, x)dx (2.41)

un máximo o al menos un valor estacionario.

Euler resolvió el problema haciendo uso del hecho de que una integeral definida
puede ser reempalzada por la suma de un número de términos incrementales. Además,
la derivada puede ser reemplazada por un coeficiente de diferencias. Acorde con el
procediemiento de cálculo se divide el intervalo entre x = a y x = b en pequeños
intervalos iguales, obteniendo un conjunto de valores de abscisa:

a, x1, x2, ..., xn, b

y las correspondientes ordenadas

α, y1, y2, ..., yn, β

donde
yk = f(xk).

Ahora, reemplazando la derivada f ′(xk) por el coeficiente de diferencias:

zk =

(
∆y

∆x

)

x=xk

=
yk+1 − yk
xk+1 − xk

(2.42)

y la integral (2.41) por la sumatoria:

S =
n∑

k=0

F (yk, zk, xk)(xk+1 − xk). (2.43)

Esto conlleva un error, el cual tiende a ser cero conforme ∆xk = xk+1 − xk tiende a
cero también. En seguida, se reemplaza la integral original (2.41) por la suma (2.43) y
se busca el valor estacionario de ésta.

Como yk y yk+1 son arbitrariamente cercanas, es permisible cambiar F (yk, zk, xk)



por F (yk+1, zk, xk). Aśı la función que se desea minimizar se define finalmente como:

S ′ =
n∑

j=0

F (yj+1, zj, xj)(xj+1 − xj). (2.44)

Ahora, tomando la derivada parcial de S ′ con respecto a yk+1, se tiene que tener en
mente que yk+1 aparece en la suma S ′ en dos términos vecinos, esos para los cuales
j = k y j = k+1, en vista de la definición (2.42) de zk+1. La diferenciación parcial con
respecto a yk+1 da por lo tanto:

∂S ′

∂yk+1

=

(
∂F

∂y

)

x=xk

(xk+1 − xk) +

(
∂F

∂y′

)

x=xk

−
(
∂F

∂y′

)

x=xk+1

Dividiendo por ∆xk = xk+1 − xk, esta ecuación puede ser escrita como sigue:

[
∂F

∂y
− ∆

∆x

(
∂F

∂y′

)]

x=xk

= 0 (2.45)

donde k = 0, 1, 2, ..., n− 1. Aqúı se tienen las condicones necesarias y suficientes para
que la suma S ′ sea estacionaria. Es importante notar que las dos ordenadas y0 y yn+1

son cantidades dadas y aśı permanecen invariadas. En el ĺımite, cuando ∆x tiende a
cero, la ecuación de diferencias (2.45) se convierte en una ecuación diferencial.

Además, ya que los puntos xk se encuentran arbitrariamente cerca de cualquier
punto del intervalo (a, b), esta ecuación diferencial tiene que mantenerse para el intervalo
entero:

∂F

∂y
− d

dx

∂F

∂y′
= 0 (2.46)

en a ≤ x ≤ b. Esta ecuación fundamental fue descubierta independientemente por
Euler y Lagrange y es usualmente llamada: ecuación diferencial de Euler-Lagrange.

Obtención a través de cálculo de variaciones

Dada la integral definida

I =

∫ b

a

F (y, y′, x)dx (2.47)

con las condiciones
f(a) = α y f(b) = β (2.48)

se desea encontrar el valor estacionario de esta integral.

Con la finalidad de resolver este problema, se investigará la tasa de cambio de la
integral dada, causada por la variación de la función y = f(x). Se comenzará con la
variación del integrando F (y, y′, x), causada por la variación de y. Tómese en cuenta



que F es una función de tres variables y, y′, x y esta dependencia funcional no es alterada
por el proceso de variación:

δF (y, y′, x) = F (y + εφ, y′ + εφ′, x) − F (y, y′, x) (2.49)

= ε

(
∂F

∂y
φ+

∂F

∂y′
φ′
)

. (2.50)

Los términos de alto orden del desarrollo de Taylor pueden ser despreciados ya que
ε se aproxima a cero.

Ahora es posible evaluar la variación de la integral definida (2.47), como:

δI = δ

∫ b

a

Fdx =

∫ b

a

δFdx = ε

∫ b

a

(
∂F

∂y
φ+

∂F

∂y′
φ′
)

dx.

Con la finalidad de obtener la tasa de cambio de la integral, todo se divide entre el
parámetro ε, aśı, la cantidad que tiene que desvanecerse para un valor estacionario de
la integral I es

δI

ε
=

∫ b

a

(
∂F

∂y
φ+

∂F

∂y′
φ′
)

dx. (2.51)

Aplicando el método de integración por partes, se tiene que:

∫ b

a

∂F

∂y′
φ′dx =

[
∂F

∂y′
φ

]b

a

−
∫ b

a

d

dx

(
∂F

∂y′

)

φdx.

El primer término del lado derecho es nulo, ya que se vaŕıa entre ĺımites defindos, aśı
que φ(x) desaparece en los puntos a y b. Haciendo uso de esta transformación, la
ecuación (2.51) se convierte en:

δI

ε
=

∫ b

a

(
∂F

∂y
− d

dx

∂F

∂y′

)

φdx (2.52)

Ahora, si se introduce:

E(x) =
∂F

∂y
− d

dx

∂F

∂y′
,

y escribiendo la condición para un valor estacionario de I en la forma:

∫ b

a

E(x)φ(x)dx = 0.

Ahora no es dif́ıcil ver que esta integral desaparece para una función arbitraria φ(x),
sólo si E(x) desaparece entre los ĺımites a y b. De hecho, se planeó que la función φ(x)
desaparezca en cualquier parte, con la excepción de un arbitrario intervalo pequeño



alrededor del punto x = ξ. Pero dentro de este intervalo E(x) es prácticamente con-
stante y puede sacarse de la integral:

δI

ε
= E(ξ)

∫ ξ+ρ

ξ−ρ
φ(x)dx.

El error tiende a cero, mientras ρ tiende a cero. Ya que la segunda integral está a
nuestra disposición y necesita no desaprecer. El desvanecimiento de δI/ε requiere la
desaparición del primer factor. El punto x = ξ puede ser seleccionado como cualquier
punto del intervalo entre a y b. Aśı, se obtiene para el intervalo entero entre a y b la
ecuación diferencial:

∂F

∂y
− d

dx

∂F

∂y′
= 0 (2.53)

Esta condición debe satisfacerse para la desaparición de δI . Por otro lado, es también
suficiente, por que si el integrando de (2.52) desaparece, la integral también desaparece.

La ecuación diferencial (2.53) es aśı la condición necesaria y suficiente para que la
integral definida I sea estacionaria bajo las condiciones de contorno (2.48).

2.4.7 La transformación de Legendre

Sea F = F (u1, ..., un) una función de n variables u1, ..., un, y sea v1, ..., vn un segundo
conjunto de variables, que satisface:

vi =
∂F

∂ui
. (2.54)

Suponiendo independencia de las n variables vi, es posible despejar de (2.54) las
coordenadas ui como funciones de las coordenadas vi.

Ahora, def́ınase una nueva función G como sigue:

G =
n∑

i=1

uivi − F. (2.55)

Expresando las coordenadas ui en términos de las coordenadas vi, éstas se sustituyen
en (2.55). De este modo, la función G puede ser expresada en términos de las nuevas
variables vi como:

G = G(v1, ..., vn). (2.56)

Ahora, considérese la variación infinitesimal de G producida por variaciones infinitesi-



males arbitrarias de las variables vi. La combinación de (2.56) y (2.55) da

δG =
n∑

i=1

∂G

∂vi
δvi

=
n∑

i=1

(uiδvi + viδui) − δF

=

n∑

i=1

[

uiδvi +

(

vi −
∂F

∂ui

)

δui

]

. (2.57)

Ya que G es una función de las coordenadas vi, únicamente, ahora se deben expresar las
coordenadas ui como funciones de las coordenadas vi. Esto expresa las variaciones de
las coordenadas ui en términos de las variaciones de las coordenadas vi. Sin embargo,
el análisis de la ecuación (2.57) muestra que la eliminación del coeficiente de δui es
debida a la forma en que se han definido las coordenadas vi según (2.54). Aśı (2.57) da
a la vez:

ui =
∂G

∂vi
.

Este resultado expresa una remarcable dualidad de la transformación de Legendre, de
quien recibió el nombre de “transformación dual”. El siguiente esquema muestra esta
dualidad:

Las propiedades básicas de la transformación son las siguientes:

Sistema inicial:

• Función: F = F (u1, ..., un);

• Variables: u1, ..., un.

Sistema nuevo:

• Función: G = G(v1, ..., vn);

• Variables: v1, ..., vn.

Transformación:

vi =
∂F

∂ui
, ui =

∂G

∂vi
, (2.58)

G =
∑

uivi − F F =
∑

uivi −G (2.59)

G = G(v1, ..., vn) F = F (u1, ..., un). (2.60)



Precisamente como las nuevas variables son las derivadas parciales de las funciones
iniciales con respecto a las variables iniciales, entonces las variables iniciales son las
derivadas parciales de las nuevas funciones con respecto a las nuevas variables.

La transformación dada por (2.57) es enteramente simétrica.“Sistema inicial” y
“sistema nuevo” se refiere al hecho que se comienza en la izquierda y se va a la derecha.
Sin embargo, es posible ir de la misma manera de la derecha a la izquierda. “Inicial” y
“nuevo” son enteramente equivalentes para esta transformación.

Extendiendo la transformación en un aspecto más, supóngase que F es una función
de dos conjuntos de variables: u1, .., un y w1, ..., wm:

F = F (w1, ..., wm; u1, ..., un) (2.61)

Las wi son independientes de las ui. Éstas ocurren en F como simples parámetros, pero
no participan en la transformación, la cual es realizada como antes. La nueva función
G las contendrá. Llamando las ui variables activas y las wi variables pasivas.

Ahora, regresando a la ecuación (2.57), y encontrando la variación completa de G,
dejando todas las variables vi y wi variar arbitrariamente, entonces es posible obtener
una relación adicional:

∂F

∂wi
= − ∂G

∂wi
. (2.62)

2.5 Sistemas de ecuaciones

2.5.1 Ecuaciones algebraicas

Una ecuación algebraica es un polinomio p(x), con coeficientes reales o complejos,
igualado a cero. Donde x denota un número desconocido que la satisface, esto es
que reemplazado en p(x) da cero como resultado. Cualquier número que satisface la
ecuación se llama ráız; el problema de resolver una ecuación significa hallar todas sus
ráıces. Cuando el grado del polinomio es n, se dice que la ecuación correspondiente es
de grado n.

Ejemplo 9 Considérense los siguientes polinomios: Ejemplo: El polinomio con coefi-
cientos enteros

p(x) = x3 − 7x− 6

determina la ecuación p(x) = 0, es decir, x3 − 7x − 6 = 0. Las soluciones de esta
ecuación determinana las ráıces del polinomio y están dadas por: x1 = −2, x2 = 3 y
x3 = 6.



Para resolver un sistema de ecuaciones algebraicas, se puede usar el método de
Bezout, el cual es explicado enseguida.

Método de eliminación de Bezout

Dados dos polinomios de grados m y n, con n ≥ m, es decir:

f(x) = fnx
n + fn−1x

n−1 + · · · + f1x+ f0 (2.63)

g(x) = gmx
m + gm−1x

m−1 + · · · + g1x+ g0 (2.64)

y fi, gi ∈ R, la condición necesaria y suficiente para que éstos tengan ráıces comunes,
es que el eliminante (expresión calculada por el determinante de la matriz de Bezout)
sea igual a cero (Kapur, 1995).

Para calcular la matriz de Bezout, primero es necesario el cálculo de n ecuaciones
a partir de (2.63) y (2.64). A continuación se listan los pasos para lograrlo (Kapur,
1995):

1. Las primeras m ecuaciones son formadas a partir de los polinomios (2.63) y (2.64)
y las expresiones:

gmf(x) − fng(x)x
n−m = 0

(gmx+ gm−1)f(x) − (fnx+ fn−1)g(x)x
n−m = 0

... =
...

(
i=m∑

i=0

gix
i

)

f(x) −
(
i=m∑

i=0

fix
i

)

g(x)xn−m = 0,

las cuales, desarrollando, equivalen a:

fn

i=m−1∑

i=0

gix
i − gm

i=n−1∑

i=0

fix
i = 0

(fnx+ fn−1)
i=m−2∑

i=0

gix
i − (gmx+ gm−1)

i=n−2∑

i=0

fix
i = 0

... =
...

(
i=m∑

i=0

fn−ix
m−i−1

)

g0x
n−m −

i=m∑

i=1

(gix
i−1)

i=m∑

i=0

fix
n−i = 0. (2.65)

2. Enseguida, n − m ecuaciones restantes se construyen al multiplicar g(x) por



xn−m−1, ...,x, 1, respectivamente, como se muestra enseguida:

g(x)xn−m−1 = 0
... =

...

g(x)x = 0

g(x) = 0 (2.66)

3. Aśı, de (2.65) y (2.66) se obtienen n ecuaciones que pueden reescribirse en forma
matricial como: 






a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
an1 an1 · · · ann















xn−1

xn−2

...
x0








= 0

4. Por lo tanto, de acuerdo al método de Bezout, el eliminante asociado a los poli-
nomios (2.63) y (2.64) está dado por:

det [A] = det








a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
an1 an1 · · · ann







,

donde A ∈ Rn×n es conocida como matriz de Bezout.

Ejemplo 10 Considérense los siguientes polinomios:

f(x) = f4x
4 + f3x

3 + f2x
2 + f1x+ f0 = 0 (2.67)

g(x) = g2x
2 + g1x+ g0 = 0. (2.68)

En este ejemplo n = 4 y m = 2. Por lo tanto, aplicando el paso 1, se pueden obtener
los siguientes polinomios

(f4g1 − g2f3)x
3 + (f4g0 − g2f2)x

2 − g2f1x− g2f0 = 0

(f4g0 − g2f2)x
3 + (f3g0 − g2f1 − g1f2)x

2 − (g2f0 + g1f1)x− g1f0 = 0. (2.69)

Por otro lado, aplicando las reglas del paso 2, se obtienen de (2.68) y (2.66) las ecua-
ciones:

g2x
3 − g1x

2 − g0x = 0

g2x
2 − g1x− g0 = 0 (2.70)



Aśı que de los pasos 3 y 4, y las expresiones (2.69) y (2.70), se tiene que el elimi-
nante asociado a los polinomios (2.67) y (2.68) está dado por:

det







f4g1 − g2f3 f4g0 − g2f2 −g2f1 −g2f0

f4g0 − g2f2 f3g0 − g2f1 − g1f2 −g2f0 − g1f1 −g1f0

g2 g1 g0 0
0 g2 g1 g0






.

2.5.2 Ecuaciones diferenciales

Una ecuación diferencial es una ecuación matemática que relaciona una función con sus
derivadas. Las ecuaciones diferenciales se clasifican de acuerdo a su tipo en ordinarias
y parciales.

Ecuación diferencial ordinaria

Una ecuación diferencial ordinaria (EDO) es una ecuación que contiene una función de
una variable independiente y sus derivadas. Por ejemplo:

dy

dx
+ 10y = ex y − d2y

dx2
− dy

dx
+ 6y = 0

Ecuación diferencial parcial

Una ecuación diferencial parcial (EDP) es una ecuación diferencial que contiene una
función multivariable u y sus derivadas parciales. Estas ecuaciones se utilizan para
formular problemas que involucran funciones de varias variables. Por ejemplo:

∂u(x, y)

∂y
= −∂u(x, y)

∂x
y

∂2u(x, y)

∂y∂x
− ∂2u(x, y)

∂y∂x
= 0

Ecuación diferencial algebraica

Se dice que una ecuación diferencial es impĺıcita cuando tiene la forma (Wijckmans,
1996):

f(t,x(t), ẋ(t)) = 0 (2.71)

donde x : [0, T ] → Rn, ẋ = dx
dt

y donde la función f : [0, T ] × R2n → Rn se supone

suficientemente diferenciable. La matriz jacobiana
∂f
∂ẋ puede ser singular; si

∂f
∂ẋ es no

singular, la ecuación (2.71) es localmente un sistema de ODEs; sin embargo, si la jaco-
biana es singular, la ecuación (2.71) es un sistema de ecuaciones diferenciales algebraicas



o EDA (en inglés “Differential Algebraic Equations” o DAE). En este último caso, el
sistema de ecuaciones diferenciales tiene restricciones algebraicas en las variables.

Existen varias clases de EDA con una estructura relativamente simple, las EDA con
la forma

ẋ = f (t,x(t),y(t)), (2.72)

0 = g(t,x(t),y(t)), (2.73)

donde x : [0, T ] → Rn y y : [0, T ] → Rm son llamadas EDA semi-expĺıcitas (Wijckmans,
1996). Todas las demás EDA de la forma (2.71) son llamadas EDA completamente
impĺıcitas. Las EDA semi-expĺıcitas ilustran que las EDA pueden ser consideradas
como sistemas de ecuaciones diferenciales combinadas con ecuaciones algebraicas. Es-
tas ecuaciones algebraicas definen una variedad a la cual la solución está restringida.
Por lo tanto, las EDAs pueden ser interpretadas como ecuaciones diferenciales sobre
variedades.

Algunos de los métodos empleados para resolver una EDA son:

• Eliminación directa de las variables excedentes (a través de sustitución).

• Cálculo de los multiplicadores de Lagrange.

• Proyección del sistema de ecuaciones al espacio tangente de la variedad de res-
tricción.

Este último método es lo que se denomina en esta tesis como el “método de proyección”

2.6 Geometŕıa diferencial

El concepto de variedad

Aunque la definición formal de una variedad (en inglés “manifold” ) es algo compleja,
para fines de esta tesis, el concepto se puede explicar de una manera simple. Supóngase
que se tiene un espacio vectorial de dimensión m, el cual se considera equivalente
(isomórfico) al espacio euclideano Rm. Una variedad de dimensión n (con n ≤ m) es
simplemente un subconjunto de Rm que en forma local se puede ver como un espacio
euclideano de dimensión n.

El ejemplo clásico de una variedad es el de la superficie de una esfera (la superficie
de la Tierra idealmente lo es). Aunque una esfera es un cuerpo geométrico de tres
dimensiones, en forma local (es decir, sobre la superficie de la esfera), se puede consid-
erar que sólo tiene dos dimensiones, por lo que es localmente equivalente al plano R2.



Se puede decir entonces que una esfera es una variedad de dimensión 2, la cual es un
subconjunto del espacio tridimensional R3.

En general, se usará aqúı la notación Mn ⊆ Rm para referirse a una variedad de
dimensión n en el espacio Rm. Nótese que 1 ≤ n ≤ m.

Aśı que si Mn ⊆ Rm, entonces

Mn = {ρ ∈ Rm : γ(ρ) = 0 ∈ Rm−n}
Por ejemplo, obsérvese que una esfera de radio r y centro en el origen del marco de
referencia, puede definirse en términos de las tres coorenadas cartesianas como:

{[
x y z

]T ∈ R3 : x2 + y2 + z2 − r2 = 0
}

Una variedad de dimensión uno es una curva vista en un espacio de dimensión mayor
o igual a uno. Una variedad de dimensión 2 es una superficie, la cual puede existir
sólo en un espacio de dimensión 2 o mayor. Una variedad de dimensión 3 representa
entonces un volumen pero que existe en un espacio de dimensión mayor o igual a tres.

La definición formal de una variedad diferenciable requiere también conceptos avan-
zados de geometŕıa diferencial; pero, en términos generales se puede decir que una
variedad es diferenciable si en cada punto de la variedad se puede definir una función
continua y diferenciable.

Curva

Una curva γ(t) es un mapeo continuo de un espacio de dimensión uno hacia un espacio
de dimensión n, es decir, γ : A → B, donde A ⊂ R, B ⊂ Rn. Nótese que B puede ser
una variedad, i.e., B = Mm ⊂ Rn. La variable t es conocida como el parámetro de la
curva. Dada una curva γ(t), el vector tangente a la curva en t, denotado por γ̇(t), es el
valor de la derivada de γ en t (un vector en Rn) calculada de la manera convencional:

γ̇(t) =
dγ(t)

dt
= lim

h→0

γ(t+ h) − γ(t)

h
.

Es importante resaltar que si γ(to) = p ∈ B, es decir, la curva γ(t) “pasa” por el
punto p en t = to, entonces γ̇(to) ∈ Rn es el vector tangente a la curva γ(t) en p.

Espacio tangente

Sea Mm ⊆ Rn una variedad diferenciable. Dado cualquier punto p ∈ Mm, def́ınase Γp
como el conjunto de todas las curvas suaves γ(t), γ : U → Mm (U ⊂ R, con 0 ∈ U),



que pasan por el punto p en t = 0, es decir

Γp = {γ(t) ∈ Mm, con t ∈ U : γ(0) = p},

de modo que para cada curva γ(t) ∈ Γp hay un vector vp = γ̇(0) ∈ Rn tangente a esa
curva en el punto p. El conjunto formado por todos esos vectores tangentes en p forma
un espacio vectorial de dimensión m. Tal espacio vectorial es conocido como el espacio
tangente de Mm en p y se denota por TpM

m.

Para cualquier p ∈ Mm, se tiene que TpM
m es también una variedad de dimensiónm

en Rn. Por ejemplo, el espacio tangente en cada punto p de la esfera unitaria S2 ⊂ R3 es
un plano Pp ⊂ R3 que es tangente a la esfera en p, es decir, TpS

2 = Pp ⊂ R3. Localmente
(en p) cada plano Pp es isomórfico a R2, por eso es común escribir TpS

2 = R2 ⊂ R3,
para todo p ∈ S2. Aśı mismo, se tiene que TxR

n = Rn para cualquier x ∈ Rn.

Se le llama fibrado tangente (tangent bundle) de una variedad Mm ⊂ Rn a la colección
de todos los vectores tangentes vp ∈ TpM

m, junto con la información del punto p ∈ Mm

al cual son tangentes. El fibrado tangente de Mm se denota por TMm y se define como:

TMm = {(p,vp) : p ∈ Mm,vp ∈ TpM
m}

Nótese que si Mm ⊆ Rn entonces TMm es una variedad de dimensión 2m en R2n.
Por ejemplo, en el caso del ćırculo unitario el fibrado tangente es TS = S×R ⊂ R4. La
importancia del fibrado tangente es que permite definir el espacio de fase de un sistema
dinámico, donde cada punto p ∈ Mm corresponde a una configuración del sistema y
TpM

m es el espacio de velocidades para cada p ∈ Mm.

Grupos de Lie

La importancia de los llamados grupos de Lie se debe a que son herramientas matemáti-
cas que tienen aplicación en diversos problemas de mecánica de sólidos y f́ısica cuántica.
Fueron introducidos por Sophius Lie en 1870 con el fin de estudiar las simetŕıas de las
ecuaciones diferenciales.

De manera formal un grupo de Lie es un conjunto G que satisface las siguientes
condiciones:

• G es un grupo.

• G es una variedad (i.e. G = Mm ⊂ Rn).

• La operación de grupo · : G×G → G y el mapeo inverso −1 : G→ G son funciones
continuas y diferenciables (suaves).

La dimensión de un grupo de Lie es la dimensión de la variedad correspondiente, es



decir, si G = Mm ⊂ Rn, entonces dim{G} = m. Los ejemplos más comunes de grupos
de Lie son los grupos de matrices invertibles de n×n (bajo la operación multiplicación),
es decir, el grupo lineal general, GL(n), definido en (2.4) y todos sus subgrupos, que
son, en general, variedades en Rn2

.

En la tabla 2.1 se enlistan algunos grupos de Lie que son de interés en el modelado de
cuerpos ŕıgidos. U(n) es el grupo unitario de orden n, es decir, el conjunto de matrices
complejas no singulares A ∈ Cn×n tales que (A∗)TA = I , donde (A∗)T es la matriz
adjunta (transpuesta conjugada) de A. SU(n) es el grupo especial unitario de matrices
unitarias con determinante igual a 1. Obsérvese que SU(1) no está definido y que U(1)
es el grupo formado por los números complejos de la forma eix = cos(x)+i sin(x). En la
tabla se incluyen también S y S3 como ejemplos de grupos de Lie, bajo la multiplicación
convencional de números complejos y cuaterniones, respectivamente.

Tabla 2.1: Algunos grupos de Lie multiplicativos.

Grupo (G) Dimensión
GL(n,R) ≡ {A ∈ Rn×n : det(A) 6= 0} n2

O(n) ≡ {A ∈ GL(n,R) : ATA = I} n(n−1)
2

SO(n) ≡ {A ∈ O(n) : det(A) = 1} n(n−1)
2

GL(n,C) ≡ {A ∈ Cn×n : det(A) 6= 0} n2

U(n) ≡ {A ∈ GL(n,C) : (A∗)TA = I} n2

SU(n) ≡ {A ∈ U(n) : det(A) = 1} n2 − 1
S ≡ {x ∈ C : ‖x‖ = 1} 1
S3 ≡ {x ∈ H : ‖x‖ = 1} 3

Cabe recordar aqúı que, en general, el conjunto Sn se define como

Sn ≡ {x ∈ Rn+1 : ‖x‖ = 1}

, pero como R2 ≡ C y R4 ≡ H, entonces S y S3 son los conjuntos de números complejos
unitarios y cuaterniones unitarios, respectivamente. Adicionalmente, aunque no forma
un grupo, S2 es el conjunto de vectores unitarios en R3.



Caṕıtulo 3

Cinemática

Este trabajo de tesis se enfoca principalmente al análisis de las diferentes formulaciones
para modelado dinámico, las cuales serán presentadas a detalle hasta el caṕıtulo 4. Sin
embargo, tal como se explicó en la introducción, todas las formulaciones para modelado
dinámico parten de conocer el arreglo de coordenadas de postura y los vectores de
velocidad lineal y velocidad angular de cada uno de los cuerpos ŕıgidos que componen
al mecanismo de interés.

Este caṕıtulo primero presenta las paramentrizaciones más comunes de la postura de
un cuerpo ŕıgido. Luego se describe el método propuesto por Denavit-Hartberg, que es
el más común para modelado cinemático de manipuladores robóticos, aśı como también
los métodos de Muir-Neuman (Muir & Neuman, 1987) y Campion que se usan para
modelado cinemático de robots móviles con ruedas. Además, se habla de las restric-
ciones cinématicas y los métodos para obtener la matriz de proyección, la cual permite
transformar el modelo cinemático no mı́nimo, en un modelo cinemático mı́nimo. Final-
mente, a manera de resumen se explica cómo obtener el modelo cinemático de diferentes
tipos de mecanismos robóticos. La mayor parte de los conceptos presentados en este
caṕıtulo fueron extráıdos principalmente de las referencias: (Bernal, 2013; Bernal &
Campa, 2015; Muir & Neuman, 1987; Khalil & Kleinfinger, 1986).

3.1 Cinemática de cuerpos ŕıgidos

En esta sección se describen las principales parametrizaciones de la postura de un
cuerpo ŕıgido:

• Vector de posición y ángulos de Euler.

• Vector de posición y matriz de rotación.

• Matriz de transformación homogénea.
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Figura 3.1: Posición y orientación de un cuerpo ŕıgido. (Campa, 2005)

• Matriz ortogonal especial dual.

• Vector de posición y cuaternión unitario.

• Cuaternión dual unitario.

En la subsección 3.1.1 se presentan las expresiones para la cinemática de postura, y
en la sección 3.1.2 para la cinemática de velocidad, empleando todas estas parametriza-
ciones. Más información sobre esto puede encontrarse en (Bernal, 2013).

3.1.1 Cinemática de postura

Considérese un cuerpo ŕıgido que se mueve libremente en el espacio (ver figura 3.1), el
cuerpo tiene un marco coordenado ΣB(XB, YB , ZB) que se mueve junto con él y además
existe un marco de referencia fijo (inercial) Σ0(X0, Y0, Z0). Para especificar la posición
del cuerpo ŕıgido con respecto al marco inercial, se usa un vector pB ∈ R3 que va del
origen de Σ0 al origen de ΣB . Para la orientación ψB ∈ M3 ⊆ Rm, donde m ≥ 3 indica
el número de parámetros usados para describir la variedad de orientación.

Vector de posición y ángulos de Euler

Los ángulos de Euler son tres ángulos λ, µ, ν ∈ R que indican rotaciones sucesivas
alrededor de los ejes coordenados del marco ΣB, necesarios para hacer que Σ0 coincida
con ΣB . Existen doce posibles sucesiones de rotaciones (también llamadas conven-
ciones) de ángulos de Euler, las cuales se denotan según la sucesión de ejes que se rotan
y son: XYX, XYZ, XZX, XZY, YXY, YXZ, YZX, YZY, ZXY, ZXZ, ZYX, ZYZ. Si se



especifica la convención a utilizar, entonces la orientación queda definida por:

ψB =





λ
µ
ν



 ∈ R3,

por lo que se trata de una parametrización mı́nima (que tiene el mı́nimo número de
parámetros); sin embargo, cualquier parametrización mı́nima de una variedad presenta
configuraciones singulares; es decir, orientaciones para las cuales los ángulos de Euler
no están definidos de manera única.

Cuando se utilizan ángulos de Euler para describir la orientación, entonces la postura
queda definida por medio de:

ξB =

[
pB
ψB

]

y se dice que se trabaja en espacio operacional (Khatib, 1987).

Vector de posición y matriz de rotación

Las matrices de rotación son el método de representación de la orientación más exten-
dido en la actualidad debido a la simplicidad del álgebra de matrices. Las matrices
de rotación pertenecen al grupo especial ortogonal de matrices de 3 × 3, SO(3). Este
grupo también conocido como grupo de rotación en R3, describe la orientación relativa
entre dos marcos coordenados con origen común en el espacio tridimensional.

Las matrices de rotación son conocidas también como matrices de cosenos direc-
tores, porque sus nueve elementos son los cosenos de los ángulos directores (o cosenos
directores) de cada uno de los ejes del marco ΣB con respecto al marco Σ0. Cabe
recordar que los ángulos directores de un vector v, con respecto a un marco Σ(X, Y, Z),
son los ángulos que forma el vector con cada uno de los ejes coordenados (X, Y y Z),
suponiendo que v pasa por el origen de Σ. Si se les llama ψvX, ψvY y ψvZ a los ángulos
directores entre el vector v y los ejes X, Y y Z, respectivamente, entonces los tres
cosenos directores de v son cos(ψvX), cos(ψvY ) y cos(ψvZ) y se puede comprobar que
satisfacen

cos2(ψvX) + cos2(ψvY ) + cos2(ψvZ) = 1. (3.1)

Ahora bien, si se define ψv como el vector de ángulos directores del vector v con

respecto a Σ(X, Y, Z), es decir, ψv =
[
ψvX ψvY ψvZ

]T
, y además, el vector de

cosenos directores cos(ψv) como el vector de cosenos directores de v con respecto a Σ,
entonces:

cos(ψv) =
[

cos(ψvX) cos(ψvY ) cos(ψvZ)
]T



, y la ecuación (3.1) se reescribe como

‖ cos(ψv)‖ = 1.

Siguiendo esta notación, una matriz de rotación 0RB que da la orientación del marco
ΣB(XB, YB , ZB) con respecto a Σ0(X0, Y0, Z0), seŕıa

0RB =





cos(ψXBX0
) cos(ψYBX0

) cos(ψZBX0
)

cos(ψXBY0
) cos(ψYBY0

) cos(ψZBY0
)

cos(ψXBZ0
) cos(ψYBZ0

) cos(ψZBz0)



 ∈ SO(3)

o, en términos de vectores de cosenos directores con respecto al marco Σ0(X0, Y0, Z0):

0RB =
[

cos(ψXB
) cos(ψYB

) cos(ψZB
)
]

(3.2)

y se observa que la transpuesta de 0RB corresponde a la matriz de rotación del
marco Σ0 con respecto al marco ΣB, es decir

BR0 = (0RB)T .

Debido a que sólo se necesitan 3 variables independientes para definir la orientación,
entonces deben existir seis restricciones holonómicas entre los nueve elementos de una
matriz 0RB ∈ SO(3). Si r1, r2, r3 ∈ R3 son las tres columnas de 0RB , es decir

BR0 =
[
r1 r2 r3

]
∈ SO(3) (3.3)

entonces las seis restricciones (conocidas como restricciones de ortogonalidad) son:

rT1 r1 = 1; rT1 r2 = 0

rT2 r2 = 1; rT1 r3 = 0

rT3 r3 = 1; rT2 r3 = 0. (3.4)

Si se hace uso de la notación propuesta en (Bach & Paielli, 1993), las tres columnas
de la matriz de rotación se pueden apilar en un vector columna:

ψB =





r1

r2

r3



 ∈ M3 ⊂ R9 (3.5)

el cual es más adecuado para aplicaciones de control.

Las matrices de rotación alrededor de los ejes X, Y y Z de un marco coordenado,



se conocen como matrices de rotación elementales y son

Rx(θ) =





1 0 0
0 cos(θ) −sen(θ)
0 sen(θ) cos(θ)



 (3.6)

Ry(θ) =





cos(θ) 0 sen(θ)
0 1 0

−sen(θ) 0 cos(θ)



 (3.7)

Rz(θ) =





cos(θ) −sen(θ) 0
sen(θ) cos(θ) 0

0 0 1



 (3.8)

donde la variable θ corresponde al ángulo de la rotación y el sub́ındice indica el eje del
marco sobre el cual se realiza la rotación correspondiente.

Todas las matrices de rotación poseen las siguientes propiedades:

ARC = ARB
BRC (3.9)

ApC = ARB
BpC + ApB (3.10)

Matriz de transformación homogénea

Las matrices de transformación homogenea (MTH) permiten trabajar de una forma
más compacta con la postura relativa entre dos marcos cuando la orientación es descrita
por medio de una matriz de rotación. Si 0pB ∈ R3 es el vector de posición y 0RB ∈
SO(3) es la matriz de rotación del marco ΣB(XB , YB , ZB) con respecto al Σ0(X0, Y0, Z0),
entonces la matriz de transformación homogénea correspondiente (entre esos mismos
dos marcos), 0TB, está dada por

0TB =

[
0RB

0pB
O 1

]

∈ SE(3) (3.11)

donde SE(3) es conocido como el grupo especial euclidiano de transformaciones ŕıgidas
en R3.

Las matrices de transformación homogenea cumplen las siguientes propiedades:

ATC = ATB
BTC

de donde se extraen las propiedades (3.9) y (3.10).



Además
AT−1

B =

[
ART

B −ART
B
ApB

O 1

]

∈ SE(3). (3.12)

Matriz ortogonal especial dual

Considérese nuevamente la figura 3.1 y supóngase que se usa una matriz de rotación
para describir la orientación. De acuerdo al principio de transferencia (ver apéndice
A), la matriz resultante al “dualizar” la ecuación (3.2) es:

¯0RB =
[

cos(ψxB
+ σψ̄xB

) cos(ψyB
+ σψ̄yB

) cos(ψzB
+ σψ̄zB

)
]
∈ SO(3,D),

donde ψ̄xB
, ψ̄yB

y ψ̄zB
son vectores que van del origen del marco Σ0 a un punto de los

ejes XB , YB y ZB (ver figura 3.1), respectivamente, en que los vectores ψ̄xB
, ψ̄yB

y ψ̄zB

son perpendiculares a cada respectivo eje, y σ cumple con la propiedad σ2 = 0 (ver
definición de números duales en sección 2.1). Aqúı se denomina SO(3,D) al conjunto de
matrices especiales ortogonales con elementos duales (o simplemente matrices especiales
ortogonales duales) que se define como:

SO(3,D) = { ¯0RB = 0RB + σ0R′
B ∈ D3×3 : ¯0RB

T ¯0RB = I, det( ¯0RB) = 1}

Y debe verificarse que SO(3,D) es una variedad de dimensión 6 en D3×3. Si
0RB =

[
r1 r2 r3

]T
y 0R′

B =
[
r4 r5 r6

]T
, entonces se deben cumplir las seis

restricciones de ortogonalidad (3.4), más las siguientes seis restricciones:

rT1 r4 = 0; rT1 r5 = 0 (3.13)

rT1 r6 = 0; rT2 r5 = 0

rT2 r6 = 0; rT3 r6 = 0.

Ahora bien, empleando la expresión (A.4), es posible reacomodar la ecuación ante-
rior quedando:

¯0RB = [I + σS(pB)]
[
ψxB

ψyB
ψzB

]
∈ SO(3,D),

donde pB es el vector de posición que va del origen del marco Σ0 al origen del marco
ΣB ; por lo tanto

¯0RB = [I + σS(pB)]0RB ∈ SO(3,D). (3.14)

Para mayor información sobre el tema ver (Bernal, 2013).



Con vector de posición y cuaternión unitario

Euler demostró que dados dos marcos coordenados Σ0 y ΣB con un origen común siem-
pre es posible transformar Σ0 en ΣB realizando una rotación de un ángulo θ alrededor
de un eje definido por el vector unitario u =

[
ux uy uz

]
∈ S2, con u2

x+u2
y +u2

z = 1.
Ahora bien, dados θ y u es posible definir los siguientes parámetros:

ηB = cos

(
θ

2

)

(3.15)

εB = sen

(
θ

2

)

u (3.16)

y es fácil comprobar que estos parámetros, conocidos como parámetros de Euler, satis-
facen una restricción de norma unitaria, es decir

η2
B + εTBεB = 1

de modo que ζB =
[
ηB εTB

]T
puede ser considerado como un cuaternión unitario, el

cual representa otra parametrización de la variedad de orientación.

Dados los parámetros de Euler ζB =
[
ηB εTB

]T ∈ S3, la matriz de rotación
correspondiente se obtiene usando la siguiente expresión:

R(ηB , εB) = (η2
B − εTBεB)I + 2ηBS(εB) + 2εBε

T
B ,

y, obsérvese que la matriz de rotación obtenida con los parámetros ζ =
[
η εT

]T ∈ S3

es exactamente la misma que la obtenida con −ζ =
[
−η −εT

]T ∈ S3. Esto significa
que dos cuaterniones diferentes dan como resultado la misma orientación:

±
[
η
ε

]

∈ S3 ⇔ R(η, ε) ∈ SO(3)

Un hecho importante es que la multiplicación de parámetros de Euler es equivalente
a la multiplicación de matrices de rotación. Si ±ζ1, ±ζ2 ∈ S3 son los parámetros de
Euler correspondientes a las matrices de rotación R1 y R2 ∈ SO(3), respectivamente,
entonces las siguientes relaciones se satisfacen:

R1R2 ⇐⇒ ±ζ1 ⊗ ζ2 y (3.17)

R1v ⇐⇒ ζ1 ⊗
[

0
v

]

⊗ ζ∗1 . (3.18)

donde el operador (∗) indica el conjugado de ζ =
[
η εT

]T
, es decir ζ∗ =

[
η −εT

]T
,



y el operador (⊗) expresa el producto de cuaterniones, es decir, dados ζ1 =
[
η1 εT1

]T

y ζ2 =
[
η2 εT2

]T
, el producto ζ1 ⊗ ζ2, se define como:

ζ1 ⊗ ζ2 =

[
η1η2 − εT1 ε2

η1ε2 + η2ε1 + S(ε1)ε2

]

Cuando se hace uso de esta representación de la orientación para describir la postura

de un cuerpo ŕıgido, es decir ξ =
[
pTB ηB εTB

]T ∈ R3 × S3 ⊂ R7, se dice que se
trabaja en espacio de tarea (Natale, 2003).

Para mayor información sobre el uso de parámetros de Euler en la cinemática de
robots, el lector puede servirse de (Bernal, 2013).

Cuaternión dual unitario

Cuando se emplean cuaterniones duales unitarios, el vector de postura del cuerpo ŕıgido
tienen la forma

χ =

[
ηB
εB

]

+ σ

[
νB
υB

]

∈ S3
D ⊂ D4

donde S3
D es el conjunto de los cuaterniones duales unitarios, un subconjunto de los

cuaterniones duales (D4 ≡ H2), en el que se deben satisfacer las restricciones

η2
B + εTBεB = 1 y ηBνB + εTBυB = 0. (3.19)

Otra forma de representar un cuaternión dual unitario es la siguiente:

χB = ζB + σ
1

2

[
0
pB

]

⊗ ζB , (3.20)

donde ξB ∈ S3 son los parámetros de Euler que dan la orientación del marco ΣB , y
pB ∈ R es el vector que da la posición de su origen respecto al marco Σ0 (ver figura
3.1).

Debido a que un cuerpo en movimiento general requiere de seis coordenadas genera-
lizadas para ser definido, un cuaternión dual unitario no es una representación mı́nima,
pero śı una representación compacta y eficiente (Ramı́rez-Gordillo et al., 2011 ).

Para mayor información sobre el uso de cuaterniones duales unitarios en la cinemática
de robots, el lector puede servirse de (Bernal, 2013).



3.1.2 Cinemática de velocidad

En general, el movimiento de un cuerpo ŕıgido con un marco ΣB respecto a un marco
inercial Σ0 estará compuesto de un movimiento traslacional y de un movimiento rota-
cional. De acuerdo al teorema de Chasles (Murray et al., 1994), ambos movimientos
son independientes y pueden tratarse por separado. La tasa de cambio temporal de
cada uno de estos movimientos queda descrita, respectivamente, por medio de un vector
velocidad lineal vB y un vector velocidad angular ωB.

En un movimiento de traslación pura (desplazamiento lineal, sin rotación), se pre-
senta un vector velocidad lineal que indica la rapidez (magnitud) y dirección instantá-
neas del desplazamiento. Sea pB ∈ R3 el vector posición que describe la posición de
un cuerpo ŕıgido con respecto al marco inercial. La velocidad lineal del cuerpo vB, es
simplemente la derivada temporal del vector de posición, es decir:

vB =
dpB
dt

.

En un movimiento de rotación pura (desplazamiento angular, sin traslación) se
presenta un vector velocidad angular cuya dirección indica el eje instantáneo de rotación
y la magnitud indica la tasa de cambio del desplazamiento angular (en rad/s).

Sea ψB ∈ M3 ⊂ Rs la parametrización de la orientación de un cuerpo ŕıgido con
respecto a un marco inercial, donde s es el número de parámetros usados para describir
la orientación, la relación entre la derivada temporal de ψB y la velocidad angular ωB
está dada por:

ωB = Tψ(ψB)ψ̇B,

donde Tψ(ψB) ∈ R3×s, es una matriz de transformación que depende de la parametrización
empleada para describir la orientación, y es llamada jacobiana de representación.

En las subsecciones siguientes se obtiene la matriz TA para cada una de las repre-
sentaciones de la postura mencionadas anteriormente.

Con vector de posición y ángulos de Euler

Cuando se usan ángulos de Euler para describir la orientación, la jacobiana de re-
presentación depende de la secuencia de rotaciones (convención de ángulos de Euler)
empleada. Suponga que la orientación de un cuerpo ŕıgido está variando con el tiempo
y queda descrita por medio de los ángulos de Euler λ(t), ν(t) y µ(t). Los ejes de rotación
correspondientes a cada uno de éstos ángulos de Euler se denotan por uλ,uν , y uµ,
respectivamente. Entonces la velocidad angular del cuerpo en movimiento puede ser



descompuesta de la siguiente manera:

ωB = λ̇uλ + ν̇uν + µ̇uµ =
[
uλ uν uµ

]





λ̇
ν̇
µ̇





de modo que
Tφ(λ, ν, µ) =

[
uλ uν uµ

]
∈ R3×3

y las expresiones de uλ,uν y uµ en términos de α, β y γ dependen de la convención de
ángulos de Euler utilizada. Por ejemplo, si se usa la convención ZY Z, entonces:

Tφ(λ, ν, µ) =





0 −sen(λ) sen(ν) cos(λ)
0 cos(λ) sen(ν)sen(λ)
1 0 cos(ν)





Y se observa que esta matriz es singular cuando ν = nπ. En (de la Torre, 2007) se
encuentran las matrices Tφ para las 12 convenciones de ángulos de Euler, todas ellas
presentan singularidades para alguna configuración.

Con vector de posición y matriz de rotación

Si la orientación de un cuerpo ŕıgido es descrita por una matriz de rotación R ∈ SO(3),
entonces la relación entre ω y Ṙ está dada por:

0ṘB = S(ωB)0RB. (3.21)

Si 0RB =
[
r1 r2 r3

]
y 0ṘB =

[
ṙ1 ṙ2 ṙ3

]
, entonces la expresión anterior

puede escribirse como:





ṙ1

ṙ2

ṙ3



 =





S(ωB)r1

S(ωB)r2

S(ωB)r3



 = −





S(r1)
S(r2)
S(r3)



ωB, (3.22)

donde se ha usado la propiedad (2.12).

Obsérvese que

[
S(r1) S(r2) S(r3)

]





S(r1)
S(r2)
S(r3)



 = −2I ∈ R3×3,



aśı que es posible despejar ω de la ecuación (3.22) obteniendo:

ωB =
1

2

[
S(r1) S(r2) S(r3)

]





ṙ1

ṙ2

ṙ3



 . (3.23)

De modo que si se considera el vector de orientación ψ definido en (3.5), está claro
que

Tψ(
0RB) =

1

2

[
S(r1) S(r2) S(r3)

]
∈ R3×9. (3.24)

Note que Tψ(
0RB) no posee singularidades de representación, esto es porque la para-

metrización dada por SO(3) describe en forma global la variedad de orientación.

Matriz de transformación homogénea

De (3.12) se tiene que la derivada de la matriz de transformación homogénea es:

0ṪB =

[
0ṘB

0ṗB
O 0

]

=

[
ṙ1 ṙ2 ṙ3 ṗB
0 0 0 1

]

∈ R4×4

de modo que se puede tomar ξB =
[
pB r1 r2 r3

]
∈ R3 × SO(3) ⊂ R12

De la propiedad de la matriz de rotación dada en (3.23), se tiene que la velocidad
lineal y angular de un cuerpo ŕıgido cuya postura es representada por matrices de
transformación homogénea está dada por:

[
vB
ωB

]

=
1

2

[
2I[3,3] O[3,3] O[3,3] O[3,3]

O[3,3] S(r1) S(r2) S(r3)

]







ṗB
ṙ1

ṙ2

ṙ3







(3.25)

Con matrices ortogonales duales

Tomando la derivada de (3.14), se puede comprobar que

0 ˙̄RB = [S(ωB) + σ [S(vB) + S(pB)S(ωB)]] 0RB (3.26)

= [I + σS(pB)] [S(ωB) + σS(vB)] 0RB (3.27)

= [I + σS(pB)] [S(ωB + σvB)] 0RB (3.28)

(3.29)



Premultiplicando por [I − σS(pB)] y observando que [I − σS(pB)][I − σS(pB)] = I :

[I − σS(pB)] ˙̄R = S(ωB + σvB)R

Reescribiendo la ecuación anterior, haciendo uso nuevamente de la representación
propuesta por Bach y Paielli (Bach & Paielli, 1993) para las matrices de rotación:





(I − σS(pB)) ˙̄r1

(I − σS(pB)) ˙̄r2

(I − σS(pB)) ˙̄r3



 =





S(ωB + σvB)r1

S(ωB + σvB)r2

S(ωB + σvB)r3



 .

Utilizando la propiedad (2.12), la ecuación anterior queda:





(I − σS(pB)) ˙̄r1

(I − σS(pB)) ˙̄r2

(I − σS(pB)) ˙̄r3



 = −





S(r1)
S(r2)
S(r3)



 [ωB + σ(vB)].

Finalmente, observando que

[
S(r1) S(r2) S(r3)

]





S(r1)
S(r2)
S(r3)



 = −2I ∈ R3×3 (3.30)

es posible despejar ωB + σvB:

ωB + σvB =
1

2

[
S(r1) S(r2) S(r3)

]





(I − σS(pB)) ˙̄r1

(I − σS(pB)) ˙̄r2

(I − σS(pB)) ˙̄r3



 (3.31)

La expresión (3.31) permite obtener en un sólo paso la velocidad lineal vB = ṗB y
la velocidad angular ωB del cuerpo ŕıgido a partir de los elementos de la matriz especial
ortogonal dual y sus derivadas.

Con vector de posición y cuaternión unitario

La derivada de los parámetros de Euler que describen la postura del marco ΣB respecto
a Σ0 está dada por la llamada regla de propagación del cuaternión (Campa, 2005):

[
η̇B
ε̇B

]

=
1

2
E(ηB, εB)ωB (3.32)

donde ωB es la velocidad angular y



E(ηB, εB) =

[
−εTB

ηBI − S(εB)

]

∈ R4×3. (3.33)

Usando la propiedad (2.16) y la restricción de la norma unitaria de un cuaternión
unitario, es fácil demostrar que

E(ηB, εB)TE(ηB, εB) = I, (3.34)

de manera que se puede despejar ωB de (3.32), obteniéndose:

ωB = 2E(ηB , εB)T
[
η̇B
ε̇B

]

; (3.35)

donde el jacobiano de representación en este caso es

TA =

[
I 0
0 Tφ(ηB, εB)

]

,

donde
Tφ(ηB, εB) = 2E(nB , εB)T = 2

[
−εB ηBI + S(εB)

]
,

el cual es de rango completo para todo
[
ηB εTB

]T ∈ S3. La afirmación anterior
significa que esta parametrización también es global; sin embargo, desafortunadamente
esta parametrización no tiene la propiedad de unicidad, ya que como se explicó en la

subsección 3.1.1, si
[
ηB εTB

]T ∈ S3 se reemplaza por
[
−ηB −εTB

]T ∈ S3 se obtiene
exactamente la misma orientación.

Cuaternión dual unitario

En (Han et al., 2008 ) se puede encontrar la siguiente relación:

2

[
η̄B
ε̄B

]

= E(η̄B, ε̄B)[I + σS(pB)][ωB + σvB ]

donde E(η̄B, ε̄B) =

[
−ε̄TB

ηBI − S(ε̄B)

]

∈ D4.

Ahora, considerando que E(η̄B, ε̄B)TE(η̄B, ε̄B) = I se puede despejar ωB + σvB
quedando:

ωB + σvB = 2[I − σS(pB)]E(ηB, εB)

[
˙̄ηB
˙̄εB

]

. (3.36)

La expresión (3.36) permite obtener vB y ωB a partir del cuaternión dual unitario

dado por
[
η̄B ε̄TB

]T
y su derivada temporal.



3.2 El método de Denavit–Hartenberg

La mayor parte de esta sección fue tomado de (Bernal & Campa, 2015).

Para determinar la ubicación en el espacio de una recta, se requieren sólo cuatro
parámetros independientes. Sin embargo, existen varias parametrizaciones posibles,
siendo una de las más conocidas la dada por las llamadas coordenadas de Plücker (ver
apéndice A), que son seis parámetros (representando dos vectores tridimensionales)
sujetos a dos restricciones holonómicas, de manera que se trata de una parametrización
no mı́nima.

En 1955 Jacques Denavit y Richard S. Hartenberg (Denavit & Hartenberg, 1955)
presentaron la primera parametrización mı́nima de la ubicación de una recta. El con-
cepto geométrico principal que permitió a Denavit y Hartenberg encontrar tal repre-
sentación mı́nima, fue el de normal común entre dos ĺıneas.

Considérese una ĺınea recta en el espacio tridimensional, tal como la que se muestra
en la figura 3.2. Para encontrar los cuatro parámetros de Denavit-Hartenberg (o sim-
plemente parámetros D-H) que describen la ubicación de la ĺınea con respecto al marco
Σo (con ejes Xo, Yo y Zo), primero se debe encontrar la normal común entre la ĺınea y
uno de los ejes (por convención el eje Z) del marco. Denavit y Hartenberg notaron que
el marco Σo podŕıa ser transformado en el marco Σ1(X, Y, Z), con Z1 en la dirección
de la ĺınea y X1 en la dirección de la normal común, después de realizar las siguientes
cuatro transformaciones básicas (ver figura 3.2):

• Una traslación de una distancia d a lo largo del eje Zo.

• Una rotación de un ángulo θ alrededor del eje Zo.

• Una traslación de una distancia a a lo largo del eje X1.

• Una rotación de un ángulo α alrededor del eje X1.

Los parámetros D-H para una ĺınea son entonces: d, θ, a y α. Pero, cabe resaltar
que estos parámetros no sólo describen una ĺınea, sino también la postura (es decir,
la posición y orientación) de un marco; y como, para el caso general, la postura de
un marco tiene seis grados de libertad, esto significa que los marcos que pueden ser
descritos por parámetros D-H, deben satisfacer dos restricciones: (a) el eje X del marco
Σ1 interseca el eje Z del marco de referencia Σ0, y (b) el eje X del marco Σ1 es paralelo
al plano XY del marco de referencia Σ0. Esto llevó a Denavit y Hartenberg a proponer
un método general para la obtención del modelo cinemático directo de mecanismos
(Denavit & Hartenberg, 1955).

Lo que Denavit y Hartenberg hicieron fue asociar a cada eslabón del robot un marco
coordenado, de tal modo que el movimiento relativo de la articulación i, encontrada
entre el eslabón i y el eslabón i + 1, está dado por la postura del marco Σi+1 con
respecto al marco Σi (Denavit & Hartenberg, 1955; Lipkin, 2005)(el cual, como se
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Figura 3.2: Parámetros Denavit-Hartenberg para una ĺınea recta.

mencionó antes, puede ser parametrizado por di, θi, ai y αi). Con el objetivo de hacer
esto, ellos siguieron la idea en la figura 3.2, colocando el eje Zi alineado con el eje de la
articulación i y el eje Xi+1 alineado con la normal común a los ejes de las articulaciones
i e i+1 (es decir Zi y Zi+1, respectivamente). Luego Denavit y Hartenberg propusieron
el uso de matrices de transformación homogénea para obtener el modelo cinemático
directo de mecanismos (Denavit & Hartenberg, 1955).

La postura del elemento terminal del robot es determinada por su posición y orien-
tación la cual está descrita por medio de la matriz de transformación homogénea oTe ∈
SE(3), definida como:

oTe =

[
oRe

ope
0[1,3] 1

]

∈ SE(3),

donde oRe ∈ SO(3) es la matriz de rotación que define la orientación del marco asociado
con el efector final del robot (Σe), con respecto al marco de referencia asociado a la
base (Σo) y ope ∈ R3 es el vector de posición del origen del marco Σe, con respecto a el
origen del marco Σo.

Para el análisis subsecuente se requiere calcular la postura del marco Σi con respecto
al marco Σi−1. La correspondiente MTH está dada por:

i−1Ti =

[
i−1Ri

i−1pi
0[1,3] 1

]

∈ SE(3)

donde ahora i−1Ri ∈ SO(3), y i−1pi ∈ R3 son, respectivamente, la matriz de rotación y
el vector de posición que dan la orientación y la posición del marco Σi con respecto al



marco Σi−1.

Es fácil mostrar que las MTHs elementales (MTH que describe la postura de un
marco que se obtiene por medio de una traslación r y una rotación φ sobre el mismo
eje) para el eje X y el eje Z son:

TX(r, φ) =







1 0 0 r
0 Cφ −Sφ 0
0 Sφ Cφ 0
0 0 0 1







y TZ(r, φ) =







Cφ −Sφ 0 0
Sφ Cφ 0 0
0 0 1 r
0 0 0 1






.

donde se usa la notación simplificada para el seno y el coseno, es decir, Cφ = cos(φ) y
Sφ = sen(φ). Es importante observar también que si r = φ = 0, entonces

TX(0, 0) = TZ(0, 0) = I ∈ R4×4 (3.37)

Variantes del método original

El algoritmo propuesto por Denavit y Hartenberg, no es único. Existen varias versiones
o convenciones, las cuales difieren principalmente en la manera en que se nombran los
marcos asociados a cada eslabón y en cómo se definen los cuatro parámetros D-H.

En 1981, R. Paul (Paul, 1981) describió en su libro una variante del método origi-
nal de Denavit y Hartenberg, la cual ya hab́ıa sido publicada en 1970 (Kahn, 1970).
Básicamente, esta convención propone modificar la definición de los cuatro parámetros
D-H, de manera que ahora se calculan entre los marcos Σi−1 y Σi (en lugar de entre Σi y
Σi+1, como en la convención original). Y aunque este cambio parece ser no importante,
conduce a una convención más clara y fácil de aplicar. Esta convención de Paul es
algunas veces conocida como la convención “original” de parámetros D-H. Pero, como
se explica más adelante, la convención de Paul y la convención original de Denavit
y Hartenberg pertenecen a una misma familia (o clase), denominada aqúı como la:
“familia original” de convenciones de parámetros D-H.

En 1986, Khalil y Kleinfinger (Khalil & Kleinfinger, 1986) propusieron una modifi-
cación al método original de Denavit-Hartenberg (aunque ellos en realidad se refeŕıan
a la convención de Paul). La convención de Khalil-Kleinfinger, que según los autores
corrige ambigüedades en el método original, principalmente propone una nueva forma
de colocar los marcos coordenados, y cambia el orden de las transformaciones requeri-
das para calcular la postura relativa entre marcos consecutivos. En el mismo año,
J. J. Craig publicó en su libro (Craig, 1986) otra variante del método de Denavit-
Hartenberg ya empleada en (Featherstone, 1984). La convención de Craig emplea una
distribución de marcos y orden de transformaciones similar a la de Khalil-Kleinfinger,
pero la definición de los parámetros es diferente. Como se muestra en este trabajo, es-
tas dos convenciones pertenecen a la misma familia, la cual aqúı es nombrada “familia



modificada” de parámetros D-H.

Después de un minucioso estudio de las diferencias entre las convenciones de pará-
metros D-H, es posible mostrar que todas las convenciones pueden ser clasificadas en
las dos familias ya mencionadas: la familia original (o familiaO) y la familia modificada
(o familia M).

La diferencia entre ambas familias consiste en el orden en el cual se realizan las
transformaciones requeridas para obtener la postura relativa entre los marcos Σi y Σi−1.
Para las convenciones pertenecientes a la familia O, la secuencia de transformaciones
se realiza como lo propusieron originalmente Denavit y Hartenberg, es decir:

• Una traslación y una rotación en el eje Z del marco Σi−1.

• Una traslación y una rotación en el eje X del marco Σi.

Para las convenciones de la familia M , el orden de las transformaciones se invierte,
es decir, el orden es:

• Una traslación y una rotación en el eje X del marco Σi−1.

• Una traslación y una rotación en el eje Z del marco Σi.

Existen tres convenciones de parámetros D-H básicas (o estándar) en cada familia.
Las tres convenciones de la familia O serán denotadas simplemente por O1, O2 y O3 ;
mientras que para la familia M se tienen las convenciones M1, M2 y M3

A continuación se explicará brevemente cada una de las seis convenciones estándar
de parámetros D-H. Además, en el apéndice B se hace un análisis de las posibles
variantes de parámetros D-H que puede haber en una misma convención aśı como
de las transformaciones entre diferentes convenciones.

3.2.1 Convenciones originales

Para todas las convenciones en esta familia, es necesario colocar los marcos coordenados
de acuerdo a las siguientes reglas:

(1) Para i = 1, 2, ..., n, colocar el eje Zi−1 en la dirección de eje de la articulación i.
Colocar Zn en el elemento terminal, paralelo a Zn−1.

(2) Para i = 1, 2, ..., n, identificar la recta normal común entre los ejes Zi−1 y Zi , y
colocar Xi en dirección de esa normal común. Colocar el eje X0 en la base, con
una dirección arbitraria.



Nótese que estas reglas determinan la localización de los marcos Σ0,Σ1, . . . ,Σn. Aśı,
cuando se emplean las convenciones de la familia O, n+1 marcos y 4n parámetros D-H
se requieren para el modelo cinemático. Además, es posible verificar que la postura 0Te
del elemento terminal del robot, empleando la familia O, se obtiene usando:

0Te = 0T1
1T2 · · · n−1Tn,

donde n es el número de articulaciones simples del robot.

La diferencia entre las tres convenciones originales es el modo en el cual los cuatro
parámetros D-H son definidos.

Convención O1

Los cuatro parámetros D-H para esta convención se definen como:

• di: Distancia de Xi−1 a Xi, a lo largo de Zi−1.

• θi: Ángulo de Xi−1 a Xi, con respecto a Zi−1.

• ai: Distancia de Zi−1 a Zi, a lo largo de Xi.

• αi: Ángulo de Zi−1 a Zi, con respecto a Xi.

Estos parámetros pueden apreciarse en la figura 3.3.
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Figura 3.3: Parámetros D-H para la convención O1.



La transformación entre el marco Σi−1 y el marco Σi usando esta convención está
dada por la siguiente expresión:

i−1Ti = TZi−1
(di, θi)TXi

(ai, αi) =







Cθi −Cαi
Sθi Sαi

Sθi aiCθi
Sθi Cαi

Cθi −Sαi
Cθi aiSθi

0 Sαi
Cαi

di
0 0 0 1







Esta convención corresponde a la usada por Paul en (Paul, 1981).

Convención O2

Para esta convención los cuatro parámetros D-H se definen como:

• di: Distancia de Xi a Xi+1, a lo largo de Zi.

• θi: Ángulo de Xi a Xi+1, con respecto a Zi.

• ai: Distancia de Zi−1 a Zi, a lo largo de Xi.

• αi: Ángulo de Zi−1 a Zi, con respecto a Xi.

Estos parámetros son los que se muestran en la figura 3.4.
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Figura 3.4: Parámetros D-H para la convención O2.

La transformación entre el marco Σi−1 y el marco Σi, usando esta convención, está
dada por:

i−1Ti = TZi−1
(di−1, θi−1)TXi

(ai, αi) =







Cθi−1
−Cαi

Sθi−1
Sαi

Sθi−1
aiCθi−1

Sθi−1
Cαi

Cθi−1
−Sαi

Cθi−1
aiSθi−1

0 Sαi
Cαi

di−1

0 0 0 1









Hasta donde se sabe, esta convención de parámetros D-H no hab́ıa sido reportada
en la literatura, aunque, de acuerdo al análisis realizado en (Bernal & Campa, 2015),
tiene relación con la convención M2 de la familia M .

Convención O3

Los cuatro parámetros D-H para esta convención son definidos como:

• di: Distancia de Xi a Xi+1, a lo largo de Zi.

• θi: Ángulo de Xi a Xi+1, con respecto a Zi.

• ai: Distancia de Zi a Zi+1, a lo largo de Xi+1.

• αi: Ángulo de Zi a Zi+1, con respecto a Xi+1.

En la figura 3.5 se muestran estos parámetros.
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Figura 3.5: Parámetros D-H para la convención O3.

La MTH entre el marco Σi−1 y el marco Σi usando esta convención resulta ser:

i−1Ti = TZi−1
(di−1, θi−1)TXi−1

(ai−1, αi−1) =







Cθi−1
−Cαi−1

Sθi−1
Sαi−1

Sθi−1
ai−1Cθi−1

Sθi−1
Cαi−1

Cθi−1
−Sαi−1

Cθi−1
ai−1Sθi−1

0 Sαi−1
Cαi−1

di−1

0 0 0 1







Se puede verificar que esta convención es la que propusieron originalmente Denavit
y Hartenberg en (Denavit & Hartenberg, 1955).



3.2.2 Convenciones modificadas

Para las convenciones en esta familia, los marcos coordenados se deben colocar de
acuerdo a las siguientes reglas:

(1) Para i = 1, 2, ..., n, colocar el eje Zi en la dirección del eje de la articulación i.
El eje Z0 debe ser colineal a Zi. El eje Zn+1 se coloca en el elemento terminal,
paralelo al eje Zn.

(2) Para i = 0, 1, 2, ..., n, identificar la recta normal común entre los ejes Zi y Zi+1 y
colocar Xi en dirección de esa normal común. Colocar el eje Xn+1 en el efector
final, paralelo a Xn.

Cabe mencionar que estas reglas determinan la ubicación de los marcos coordenados
Σ0,Σ1, . . . ,Σn+1. Aśı que, para las convenciones de la familia M se requieren n + 2
marcos coordenados, pero como los ejes Z0 y Z1 son colineales, aśı como los ejes Xn y
Xn+1, entonces se tiene que los parámetros a1, α1, dn+1 y θn+1 son siempre igual a cero,
y también se requieren 4n parámetros D-H para definir los marcos de esta familia.

Es posible verificar que la postura 0Te del efector final del robot, empleando la
familia M , puede obtenerse usando:

0Te = 0T1
1T2 · · · n−1Tn

nTn+1, (3.38)

donde n es el número de articulaciones del robot.

Al igual que las convenciones originales, las tres convenciones modificadas difieren
en cómo se definen los cuatro parámetros D-H tal como se muestra en seguida.

Convención M1

En esta convención los cuatro parámetros D-H se definen como:

• di: Distancia de Xi−1 a Xi, a lo largo de Zi.

• θi: Ángulo de Xi−1 a Xi, con respecto a Zi.

• ai: Distancia de Zi−1 a Zi, a lo largo de Xi−1.

• αi: Ángulo de Zi−1 a Zi, con respecto a Xi−1.

En la figura 3.6 se muestran los parámetros correspondientes a esta convención.
Debe notarse que para fines de comparación, en las figuras 3.3 a 3.8 se muestran los
mismos dos eslabones (i e i+1), pero siguiendo las reglas de ubicación de marcos de las
convenciones de la familia M y la definición de los parámetros de la convenciónM1, los
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Figura 3.6: Parámetros D-H para la convención M1.

parámetros ai y αi no se muestran en la figura 3.6 (tales parámetros pueden apreciarse
si se reduce en una unidad los ı́ndices mostrados en la figura).

La transformación entre Σi−1 y Σi usando esta convención está dada por la siguiente
expresión:

i−1Ti = TXi−1
(ai, αi)TZi

(di, θi) =







Cθi −Sθi 0 ai
Cαi

Sθi Cαi
Cθi −Sαi

−diSαi

Sαi
Sθi Sαi

Cθi Cαi
diCαi

0 0 0 1







(3.39)

La convención M1 corresponde a la convención propuesta en (Khalil & Kleinfinger,
1986) por Khalil y Kleinfinger.

Convención M2

Para esta convención los cuatro parámetros D-H se definen aśı:

• di: Distancia de Xi−1 a Xi, a lo largo de Zi.

• θi: Ángulo de Xi−1 a Xi, con respecto a Zi.

• ai: Distancia de Zi a Zi+1, a lo largo de Xi.

• αi: Ángulo de Zi a Zi+1, con respecto a Xi.

En la figura 3.7 se muestran estos parámetros.
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Figura 3.7: Parámetros D-H para la convención M2.

La MTH entre los marcos Σi−1 y Σi, usando esta convención, es:

i−1Ti = TXi−1
(ai−1, αi−1)TZi

(di, θi) =







Cθi −Sθi 0 ai−1

Cαi−1
Sθi Cαi−1

Cθi −Sαi−1
−diSαi−1

Sαi−1
Sθi Sαi−1

Cθi Cαi−1
diCαi−1

0 0 0 1







Se puede verificar que esta convención corresponde a la del libro de Craig (Craig,
1986). Una peculiaridad de esta convención (y también de la convenciónO2) es el hecho
de que para establecer la postura de dos marcos consecutivos, se necesitan parámetros
de D-H con ı́ndices diferentes.

Convención M3

Los cuatro parámetros D-H para esta convención se definen aśı:

• di: Distancia de Xi a Xi+1, a lo largo de Zi+1.

• θi: Ángulo de Xi a Xi+1, con respecto a Zi+1.

• ai: Distancia de Zi a Zi+1, a lo largo de Xi.

• αi: Ángulo de Zi a Zi+1, con respecto a Xi.

Estos parámetros se aprecian en la figura 3.8.

Por otra parte, la transformación entre el marco Σi−1 y el marco Σi usando esta
convención está dada por la siguiente expresión:
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Figura 3.8: Parámetros D-H para la convención M3.

i−1Ti = TXi−1
(ai−1, αi−1)TZi

(di−1, θi−1) =







Cθi−1
−Sθi−1

0 ai−1

Cαi−1
Sθi−1

Cαi−1
Cθi−1

−Sαi−1
−di−1Sαi−1

Sαi−1
Sθi−1

Sαi−1
Cθi−1

Cαi−1
di−1Cαi−1

0 0 0 1







Esta convención fue reportada en (Bernal & Campa, 2015). En el apéndice B se
muestra que esta convención tiene propiedades muy similares a las de la convención
M1.

Todas las convenciones mostradas son equivalentes, como se muestra en el apéndice
B, por lo que pueden utilizarse de manera indistinta en cualquier aplicación.

3.3 Obtención de la matriz A(q)

En la sección 1.4 se explicó que en el caso de robots con restricciones cinemáticas,
que son modelados empleando un conjunto no mı́nimo de coordenadas generalizadas,
siempre existe una matriz A(q) que relaciona el vector de velocidades generalizadas
no mı́nimas ρ̇ ∈ Rm con el vector de velocidades generalizadas mı́nimas q̇ ∈ Rn, con
n < m igual al número de g.d.l. del robot.

También se explicó que en algunos robots es posible encontrar una función σ : Rn →
Rm tal que:

ρ = σ(q)



, de modo que A(q) es simplemente el jacobiano de σ, es decir:

A(q) =
∂σ(q)

∂q

Sin embargo, si σ(q) no se conoce de forma expĺıcita (y anaĺıtica), entonces se debe
emplear algún método indirecto para obtener A(q). A continuación se explican algunos
de los procedimientos para esto, según el tipo de restricciones que se presentan.

• Restricciones holonómicas.

En la literatura se han reportado algunos métodos para encontrar la matriz A(q),
por ejemplo, en (Ghorbel et al., 2000) y (Soto & Campa, 2015). En esta trabajo
de tesis se propone un nuevo método para obtener la matriz A(q), que aplica para
aquellos robots en los que el vector ρ es seleccionado como:

ρ =
[
q φ(q)

]T ∈ Rm

donde q ∈ Rn es el vector de coordenadas generalizadas mı́nimas.

El vector de restricciones holonómicas γ(ρ) = 0 ∈ R(m−n) se puede escribir
también como γ(q,φ) = 0, y se tiene que al tomar la derivada con respecto al
tiempo de esta última expresión, queda

∂γ(q,φ)

∂q
q̇ +

∂γ(q,φ)

∂φ
φ̇ = 0, (3.40)

de la cual es posible despejar φ̇:

φ̇ =
∂φ(q)

∂q
q̇ = −

(
∂γ(q,φ)

∂φ

)−1
∂γ(q,φ)

∂q
q̇

o bien
∂φ(q)

∂q
= −

(
∂γ(q,φ)

∂φ

)−1
∂γ(q,φ)

∂q
. (3.41)

Además, como la función σ(q) está dada por

σ(q) =

[
q

φ(q)

]

,

entonces de (3.41), la matriz A(q) es

A(q) =
∂σ(q)

∂q
=

[
I

∂φ(q)

∂q

]

=

[
I

−
(
∂γ(q,φ)

∂φ

)−1
∂γ(q,φ)

∂q

]

∈ Rm×n. (3.42)



• Restricciones no holonómicas

Si ρ̇ ∈ Rm son las velocidades generalizadas no mı́nimas, obtener la relación
ρ̇ = σ̇(q, q̇). La matriz A(q) puede ser obtenida a través de:

A(q) =
∂σ̇(q, q̇)

∂q̇
.

3.4 Modelado cinemático de mecanismos robóticos

En esta sección se presentan los pasos para obtener el MCDP y el MCDV de diferentes
tipos de mecansimos robóticos. En particular, se consideran:

• Robots con cadena cinemática abierta.

• Robots con cadena cinemática arborescente.

• Robots con cadena cinemática cerrada.

• Robots móviles con ruedas.

3.4.1 Robot con cadena cinemática abierta (seriales)

El método propuesto originalmente por Denavit y Hartenberg aśı como su diferente
variantes se aplican directamente a robots con cadena cinemática abierta para obtener
su MCDP empleando matrices de transformación homogénea.

A continuación se resume el método:

1. Seleccionar la convención de parámetros de Denavit y Hartenberg a utilizar.

2. Asignar un marco de referencia Σi(Xi, Yi, Zi) a cada eslabón i conforme a las
reglas de la convención original o modificada seleccionada.

3. Determinar los cuatro parámetros D-H (di, θi, ai y αi) que especifican la posición
de cada marco respecto al precedente de acuerdo a la convención seleccionada.

4. Sustituir en las expresiones correspondientes a la convención seleccionada los
parámetros D-H con tal de obtener las matrices de transformación i−1Ti ∈ SE(3).

5. Obtener la matriz del marco asociado al órgano terminal Σe con respecto al marco
de la base Σ0 es decir, 0Te. Si la convención D-H utilizada es de la familia O,
entonces Σe coincide con Σn y

0Te = 0T1
1T2 · · · n−1Tn,
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Figura 3.9: Notación para un robot con estructura de árbol.

mientras que si la convención empleada es de la familia M , entonces Σe = Σn+1 y

0Te = 0T1
1T2 · · · n−1Tn

nTn+1,

donde n es el número de articulaciones del robot.

6. El MCDV se puede obtener usando (3.25) y considerando los elementos de 0Te.

3.4.2 Robots con cadena cinemática arborescente

Un robot con estructura arborescente está compuesto de n gdl, n + 1 eslabones y n
articulaciones. El eslabón 0 es la base y el eslabón n es un eslabón final. Los eslabones
son enumerados consecutivamente de la base a los eslabones terminales (ver figura 3.9).
La articulación j conecta el eslabón j al eslabón a(j), donde a(j) denota el eslabón
anterior al eslabón j. Un marco Σi es asignado a cada eslabón i tal que:

• Zi está a lo largo del eje de la articulación i;

• Xi está a lo largo de la normal común entre Zi y uno de los ejes de la articulación
siguiente.

Dos casos son considerados para el cálculo de la matriz de transformación iTj, la
cual define la postura del marco Σj respecto al marco Σi:
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Figura 3.10: Parámetros Denavit-Hartenberg para un eslabón con más de dos articu-
laciones.

• Si Xi está a lo largo de la normal común entre Zi y Zj , entonces iTj es igual
a la matriz de transformación entre dos marcos consecutivos de una estructura
serial. En este caso el marco es definido como una función de cuatro parámetros
(αj, dj , θj, aj) y iTj está dada por:

iTj =







Cθi −Sθi 0 aj
Cαj

Sθi Cαj
Cθi −Sαj

−diSαj

Sαj
Sθi Sαj

Cθi Cαj
diCαj

0 0 0 1







• Si Xi no se encuentra a lo largo de la normal común entre Zi y Zj , entonces
la matriz iTj debe ser definida usando seis parámetros geométricos. Este caso es
ilustrado en la figura 3.10, donde Xi no se encuentra a lo largo de la normal común
entre Zj y Zk. Para obtener los seis parámetros que definen el marco Σj respecto
a Σi, def́ınase uj como la normal común entre Zi y Zj . La transformación del
marco Σi al marco Σj puede ser obtenida como una función de los seis parámetros
geométricos (γj, bjαj, dj , θj, aj), donde:

– γi es el ángulo entre Xi y uj, con respecto a Zi;

– bi es la distancia entre Xi y uj, a lo largo de Zi;

Los parámetros γj y bj permiten definir uj con respecto a Xi, mientras que los
parámetros clásicos (αj, dj, θj, rj) permiten definir el marco Σj con respecto al
marco intermedio cuyo eje X está a lo largo de uj y el eje Z a lo largo de Zj.



La matriz de transformación iTj se obtiene como:

iTj = TZj
(bj, γj)TXj

(aj, αj)TZj
(dj, θj)

iTj =







Cγj
Cθj − Sγj

Cαj
Sθj −Cγj

Sθj − Sγj
Cαj

Cθj Sγj
Cαj

djCγj
+ rjSγj

Sαj

Sγj
Cθj + Cγj

Cαj
Sθj −Sγj

Sθj + Cγj
Cαj

Cθj −Cγj
Sαj

djSγj
+ rjCγj

Sαj

Sαj
Cθj Sαj

Cθj −Cαj
rjCαj

+ bj
0 0 0 0







Obsérvese que si Xi está a lo largo de la normal común entre Zi y Zj, γj y bj son
cero.

Nótese que una estructura serial es un caso especial de una estructura arborescente
donde a(j) = j − 1, γj = 0, bj = 0 para todo j = 1, ..., n.

3.4.3 Robots con cadena cinemática cerrada

El sistema está compuesto de L articulaciones y n+ 1 eslabones, donde el eslabón 0 es
la base fija y L > n. El número de lazos cerrados independientes es igual a B = L−n.

Las articulaciones pueden ser activas (actuadas) o pasivas y la postura de todos los
eslabones puede ser determinada como una función de las variables articulares activas.
Para obtener el MCDP de un robot con cadena cinemática cerrada se deben seguir los
siguientes pasos:

1. Construir una estructura equivalente de árbol con n articulaciones, cortando
virtualmente cada cadena cerrada en una de sus articulaciones pasivas. Los
parámetros geométricos son determinados por los correspondientes a la cadena
arborescente equivalente.

2. Numerar las articulaciones cortadas como k = n+ 1, ..., L.

3. Definir los marcos Σk y Σk+B para cada articulación cortada k, la cual une a los
eslabones i y j; estos marcos se definen como sigue (ver figura 3.11):

• Para el marco Σk, a(k) = i. El eje zk está a lo largo del eje de la articulación
k y xk está a lo largo de la normal común entre zk y zj. La matriz iTk está
determinada por los seis(o cuatro) parámetros (γk, bk, αk, dk, θk, rk).

• Para el marco Σk+B , a(k+B) = j. Este marco está siempre alineado con el
marco Σk, pero está fijo al eslabón j, aśı que la matriz jTk+B es constante y
puede obtenerse a partir de los parámetros (αk, dk, θk, rk).
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Figura 3.11: Marcos asociados a la articulación k.

4. Obténganse las ecuaciones de restricción. A partir de éstas obtener las articulacio-
nes pasivas en función de las activas. Ya que Σk y Σk+B coinciden, las ecuaciones
geométricas de restricción de cada lazo pueden ser escritas como:

k+BTj · · · iTk = I[4,4] (3.43)

5. Una vez obtenidas las variables articulares pasivas como funciones de las variables
articulares activas (ya sea en forma anaĺıtica o empleando métodos numéricos), el
modelo cinemático directo de postura del robot, representado aqúı por 0Te, está
dado por el producto de las matrices de transformación correspondientes a los
eslabones encontrados a lo largo de la cadena cinemática que conecta el eslabón
terminal con la base.

6. Finalmente, para obtener el MCDV se puede emplear (3.25) tomando la derivada
temporal de los eslabones de 0Te.

3.4.4 Robots móviles con ruedas tipo diferencial

Un robot móvil con ruedas (RMR) es un robot capaz de moverse sobre una superficie,
únicamente a través de la actuación de ensamblaje de ruedas montados en el robot y
en contacto con la superficie. Un ensamblaje de ruedas es un dispositivo que provee o
pemite movimiento relativo entre su base y una supeficie en la cual se pretende tener



un simple punto de contacto rodante. Cada rueda y todos los eslabones entre el cuerpo
del robot y la rueda constituyen un ensamblaje de ruedas (Muir & Neuman, 1987).

Para simplificar el problema de modelado, se supone respecto al diseño del RMR
que:

• El RMR no contiene partes flexibles.

• Hay cero ó un eslabón direccionable por rueda.

• Todas los ejes direccionales son perpendiculares a la superficie.

mientras que en cuanto a su operación, se supone que:

• El RMR se mueve en una superficie plana.

• La fricción traslacional en el punto de contacto entre la rueda y la superficie es
lo suficientemente grande que no puede ocurrir deslizamiento traslacional.

• La fricción rotacional en el punto de contacto entre la rueda y la superficie es lo
suficientemente pequeña que puede ocurrir deslizamiento rotacional.

A continuación se enumeran los pasos para obtener el MCDP y el MCDV de un
RMR:

1. Asignar a cada parte del robot, de acuerdo con la convención de Sheth-Uicker,
un marco solidario tal como se explica enseguida (ver figura 3.12):

F Marco inercial con el eje Z ortogonal a la superficie de movimiento.
R Marco solidario al RMR, con el eje Z ortogonal a la superficie de

movimiento.
Hi Marco solidario al RMR, con el eje Z coincidente con el eje de la

articulación direccionable i; si no existe, es coincidente con el marco
Ci.

Si Marco que se mueve con el eslabón direccionable i, con el eje Z
coincidente con el eje Z de Hi, y el origen coincidente con el origen
de Hi.

Ci Marco solidario al eslabón direccionable i, con origen en el punto
de contacto entre la rueda y la superficie; el eje Y es paralelo a la
rueda y el plano X − Y es tangente a la superficie.

R Marco coincidente con el marco R y estacionario con respecto al
marco F .

C i Marco coincidente con el marco Ci y estacionario con respecto al
marco F .
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Figura 3.12: Marcos asignados a los cuerpos ŕıgidos de un RMR, de acuerdo a la
convención de Sheth-Uicker.

2. Calcular las matrices de transformación homogenea asociadas a cada marco, las
cuales de acuerdo con la convención de Sheth-Uicker, para un RMR tienen la
forma:

ATB =

[
RZ(AθB) ApB
O[1×3] 1

]

, (3.44)

donde:

• AθB es el ángulo entre el eje X del marco A y el eje X del marco B, con
respecto al eje Z del marco A.

• ApB es el vector de posición entre el origen del marco A y el origen del marco
B.

3. Aplicar la propiedad de composición de matrices de transfromación homogenea
para obtener FTR. Nótese que debido a que un RMR contiene cadenas cinemáticas
cerradas, es posible obtener FTR a partir del producto de diferentes matrices. Si



se considera la rueda i, la matriz de transformación FTR queda:

FTR = FTC̄i
(FθC̄i

, FpFC̄i
)C̄iTCi

(C̄iθCi
, C̄ipC̄iCi

)CiTSi
(CiθSi

, CipCiSi
)SiTHi

(SiθHi
,

SipSiHi
)HiTR(HiθRi

,HipHiR
)

(3.45)

De acuerdo a la metodoloǵıa para asignar marcos, algunos de los marcos coinciden
en cuanto orientación y/o posición, de manera que C̄iθCi

= HiθR = 0, mientras
que C̄ipC̄iCi

= SipSiHi
= 0, aśı que (3.45) queda FTR:

FTC̄i
(F θC̄i

, FpFC̄i
)C̄iTCi

(0, 0)CiTSi
(CiθSi

, CipCiSi
)SiTHi

(SiθHi
, 0)HiTR(0,HipHiR)

(3.46)

Ya que entre marcos adyacentes sólo hay giros sobre el eje Z, entonces FTR es:

FTR =







cos(F θC̄i
+ CiθSi

+ SiθHi
) −sen(FθC̄i

+ CiθSi
+ SiθHi

) 0 F pFRx
sen(FθC̄i

+ CiθSi
+ SiθHi

) cos(FθC̄i
+ CiθSi

+ SiθHi
) 0 FpFRy

0 0 1 F pFRz
0 0 0 1







donde FpFR =
[
FpFRx

FpFRy
FpFRz

]T ∈ R3 y

FpFCix = FpFRx + cos(F θC)CipCiSix − sen(FθC)CpCiSiy + cos(F θR + CiθSi
+

SiθHi
)HipHiRx − sen(FθR + CiθSi

+ SiθHi
)HipHiRy

FpFCiy = FpFRy + sin(F θC)CipCiSix − cos(FθC)CipCiSiy + sin(FθR + CiθSi
+

SiθHi
)HipHiRx − cos(F θR + CiθSi

+ SiθHi
)HipHiRy

FpFCiz = FpFRz + RpRHiz + SipSiCiz

4. Finalmente, para obtener el MCDV se puede emplear (3.25) tomando la derivada
temporal de FTR. Nótese que en el caso de robots móviles, existen restricciones no
holonómicas, aśı que es necesario obtener ρ̇ = A(ρ)q̇ y posteriormente sustituir
en las expresiones de velocidad lineal y angular obtenidas, las cuales son funciones
de ρ y ρ̇.

3.5 Modelado cinemático de mecanismos simples

En esta sección se presenta el modelo cinemático de un robot serial y un mecanismo de
cinco barras, empleando la metodoloǵıa de la sección precedente.
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Figura 3.13: Robot serial de 3gdl: (a) fotograf́ıa del robot, (b) marcos asociados a los
eslabones del robot. (Soto, 2009)

3.5.1 Robot serial planar de 3 g.d.l.

Sea el robot serial de 3gdl mostrado en la figura 3.13a. Empleando la convención
de parámetros D-H M1, a continuación se obtienen el MCDP y el MCDV de este
mecanismo.

Modelo cinemático directo de postura

Siguiendo los pasos mencionados anteriormente, primero se procede a asignar los marcos
Σi asociados a cada eslabón de acuerdo a la conveción seleccionada, en este caso la
convención M1. Véase figura 3.13b.

Ahora, se procede a definir los parámetros D-H dados por la convención M1, corres-
pondientes a este robot, para i = 1, 2, 3, 4. Ver tabla 3.2.

De (3.39) y los parámetros mostrados en la tabla 3.2, se tiene que las matri-
ces de transformación que dan la postura del marco Σi(Xi, Yi, Zi) respecto al marco



Tabla 3.2: Parámetros Denavit-Hartenberg del robot R3.

i θi ai αi di

1 θ1 0 0 0

2 θ2 a2 0 0

3 θ3 a3 0 0

4 0 a4 0 0

Σi−1(Xi−1, Yi−1, Zi−1) para i = 1, 2, 3, 4 están dadas por:

0T1 =







c1 −s1 0 0
s1 c1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1







1T2 =







c2 −s2 0 a2

s2 c2 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1







2T3 =







c3 −s3 0 a3

s3 c3 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1







4T3 =







1 0 0 a4

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1







(3.47)

donde si = sin(qi) y ci = cos(qi).

Finalmente, a partir de la ecuación (3.38) y las matrices dadas en (3.47), se tiene
que la cinemática de postura 0Te de este robot está dada por la matriz:

0T3 =







c123 −s123 0 a1c1 + a2c12

s123 c123 0 a1s1 + a2s12

0 0 1 0
0 0 0 1







(3.48)

donde s12 = sin(q1+q2), c12 = cos(q1+q2), s123 = sin(q1+q2+q3) y c123 = cos(q1+q2+q3).

Modelo cinemático directo de velocidad

El modelo directo de velocidad del robot está dada por 0T3 y (3.25) como:
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Figura 3.14: Mecanismo de cinco barras: (a) fotograf́ıa del mecanismo, (b) marcos
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[
v

ω

]

= TA(q)q̇ =











−a2s1 − a3s12 − a4s123 −a3s12 − a4s123 −a4s123

a2c1 + a3c12 + a4c123 a3c12 − a4c123 a4c123

0 0 0
0 0 0
0 0 0
1 1 1











q̇. (3.49)

3.5.2 Mecanismo de cinco barras

Sea el mecanismo de cinco barras mostrado en la figura 3.14a. A continuación se
obtienen el MCDP y el MCDV de este mecanismo.

Modelo cinemático directo de postura

Para este mecanismo L = 5, n = 4 y B = L−n = 1 y las dos articulaciones actuadas son
la no. 1 y la no. 3 (ver figura 3.14b). Siguiendo los pasos mencionados anteriormente,
primero se obtiene la estructura de árbol correspondiente al mecanismo, haciendo un
corte de la cadena cinemática en la articulación 5. Enseguida se asignan los marcos Σi

asociados a cada eslabón (ver figura 3.14b).

Ahora se procede a definir los parámetros D-H dados por la convención M1, corres-



Tabla 3.3: Parámetros Denavit-Hartenberg del mecanismo de cinco barras

a(i) i θi ai αi di

0 1 θ1 0 0 0

1 2 θ2 a2 0 0

0 3 θ3 a3 0 0

3 4 θ4 a4 0 0

4 5 θ5 a5 0 0

2 6 0 a6 0 0

pondientes a este robot para i = 1, 2, 3, 4, 5, 6, véase tabla 3.3. Nótese que bi = 0 y
γi = 0 para todo i, dado que en este mecanismo xi siempre se encuentra a lo largo de
la normal común entre zi y zj.

De (3.39) y los parámetros mostrados en la tabla 3.3, se tiene que las matrices
de transformación que dan la postura del marco Σi(Xi, Yi, Zi) con respecto al marco
Σi−1(Xi−1, Yi−1, Zi−1) para i = 1, 2, 3, 4, 5, 6 son:

0T1 =







c1 −s1 0 0
s1 c1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1






, 1T2 =







c2 −s2 0 a2

s2 c2 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1






, 0T3 =







c3 −s3 0 a3

s3 c3 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1







3T4 =







c4 −s4 0 a4

s4 c4 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1






, 4T5 =







c5 −s5 0 a5

s5 c5 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1






, 2T6 =







1 0 0 a6

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1







(3.50)

donde si = sin(qi) y ci = cos(qi).

Por otro lado, a partir de la ecuación (3.38) y las matrices dadas en (5.1), se tiene
que la postura del marco Σ5 y Σ6, está dada por 0Te = 0T6 = 0T5:

0T6 =







c12 −s12 0 a1c1 + a6

s12 c12 0 a1s1

0 0 1 0
0 0 0 1







(3.51)

donde s1 = sin(θ1), c1 = cos(θ1), s12 = sin(θ1 + θ2) y c12 = cos(θ1 + θ2).

Finalmente, para obtener la variable articular pasiva θ2, en función de las variables



articulares activas θ1 y θ3, de (3.43) se tiene que

0T6
5T0 = I

de donde es posible despejar θ2 y θ4. Otra manera de calcular θ2 y θ4, es a partir de
las relaciones geométricas del vector de posición del punto P , dadas por:

γ(ρ) =

[
a2 cos(θ1) + a6 cos(θ1 + θ2) − a4 cos(θ3) − a5 cos(θ3 + θ4) − a3

a2sen(θ1) + a6sen(θ1 + θ2) − a4sen(θ3) − a5sen(θ3 + θ4)

]

= 0.

en donde a través de Matlab R2010a es posible despejar θ2 y θ4.

Modelo cinemático directo de velocidad

El modelo cinemático directo de velocidad del robot está dada por 0Te = 0T6 y (3.25)
como:

[
v

ω

]

= TAq̇ =











−a2sen(θ1) − a3sen(θ1 + θ2)(1 + r11) −a3sen(θ1 + θ2)r12

−a2 cos(θ1) − a3 cos(θ1 + θ2)(1 + r11) a3 cos(θ1 + θ2)r12

0 0
0 0
0 0

1 + r11 r12











q̇.

(3.52)

donde r11 = − sin(θ1−θ3−θ4)
sin(θ1−θ3+θ2−θ4)

− 1 y r12 = − sin(θ4)
sin(θ1−θ3+θ2−θ4)

.

3.5.3 Robot móvil con ruedas

Sea el robot móvil con ruedas mostrado en la figura 3.15. A continuación se obtienen
el MCDP y el MCDV de este mecanismo.

Modelo cinemático directo de postura

Para este mecanismo, debido a que las ruedas no son direccionables, los marcos ΣHi
,

ΣSi
, ΣCi

y ΣCi
coinciden, de manera que todos los parámetros AθB y ApB son 0, excepto

FθC̄i
, FpFC̄i

y HipHiR̄i
.

De (3.44) y los parámetros AθB y ApB para este robot, se tiene que las matrices de
transformación que dan la postura del marco ΣB(XB , YB , ZB) con respecto al marco
ΣA(XA, YA, ZA) son:



ZR

YR

X

XF

ZF

YF

XR

p

R ZCi

YCi

XCi

Fci

F

Ci

F

Figura 3.15: Robot móvil con ruedas: marcos asociados a los cuerpos del mecanismo.

C̄iTCi
= CiTSi

= SiTHi
=







1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1






, (3.53)

HiTR =







1 0 0 HpHiRx

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1






, (3.54)

FTC̄i
=







c(FθC̄i
) −s(FθC̄i

) 0 FpFiC̄ix

s(FθC̄i
) c(FθC̄i

) 0 F pFiC̄iy

0 0 1 0
0 0 0 1







(3.55)

donde s(FθC̄i
) = sin(FθC̄i

) y c(FθC̄i
) = (FθC̄i

).

Por otro lado, a partir de la ecuación (3.45) y las matrices dadas en (3.53)-(3.55),
se tiene que:

FTR =







c(FθC̄i
) −s(FθC̄i

) 0 FpFiC̄ix + HpHiRxc(
FθC̄i

)
s(FθC̄i

) c(FθC̄i
) 0 FpFiC̄iy + HpHiRxs(

FθC̄i
)

0 0 1 0
0 0 0 1






. (3.56)



Modelo cinemático directo de velocidad

El modelo cinemático directo de velocidad del robot está dada por FTR y (3.25) como:

[
v

ω

]

= TAq̇ =











0 s(FθC̄i
)

0 c(FθC̄i
)

0 0
1 0
0 0
0 0











q̇. (3.57)

donde q̇ =
[

θ̇ ẋm
]T

, con ẋm en dirección del eje YR.



Caṕıtulo 4

Dinámica

En esta sección, primeramente se presentan conceptos básicos para modelado dinámico
de cuerpos ŕıgidos. Enseguida se presentan las leyes de Newton y las leyes de Euler,
aśı como los pricipios variacionales sobre los cuales las formulaciones de modelado
dinámco se fundamentan. En seguida se explican las formulaciones de Newton-Euler,
Euler-Lagrange, Hamilton y Kane. Al término de la sección se mencionan de forma
breve otras formulaciones de la dinámica. La mayor parte del texto de este caṕıtulo
fue extráıdo de: (McGill et al., 1991a; Lanczos, 2012; Ghorbel et al., 2000; Duindam
et al. , 2009; Kane & Levinson, 2012)

4.1 Conceptos básicos

4.1.1 Centro de masa

El centro de masa (c.d.m) de un cuerpo es un punto en el que se puede considerar
concentrada toda la masa del cuerpo. Si se aplica una fuerza al c.d.m., entonces el
cuerpo únicamente se traslada (sin rotar).

Considérese un cuerpo formado por N part́ıculas (ver figura 4.1(a)), el vector de
posición pc del c.d.m. con respecto al origen O de un marco inercial Σo, es:

pc =
1

m

N∑

i=1

mipi,

donde m es la masa total del cuerpo, es decir:

m =

N∑

i=1

mi

118



C

XO YO

ZO

p

p

p

O

C

XO YO

ZO

p

pO

a) b)

p

Figura 4.1: Diagrama de vectores: (a) para un cuerpo compuesto de N part́ıculas, (b)
para un cuerpo con distribución de masa continua.

En el caso de un cuerpo cuya masa está distribuida de forma continua (ver figura
4.1(b)), la masa del cuerpo está dada por:

m =

∫

dm,

aśı que la ubicación del c.d.m. es:

pc =

∫
pidm

m

donde pi es el vector de posición del elemento diferencial de masa dm.

4.1.2 Cantidad de movimiento lineal

Considérese el caso de un cuerpo compuesto por N part́ıculas. La cantidad de movimiento
lineal o moméntum lineal mi de una part́ıcula i respecto a un punto O fijo en un marco
inercial Σ0, se define como:

mi =
d

dt
mipi = miṗi = mivi (4.1)

donde mi y vi son la masa y la velocidad lineal de la part́ıcula i, y pi es el vector de
posición de la part́ıcula i, respecto al marco Σ0 (ver figura 4.1 a)). Mientras que el
moméntum lineal total del cuerpo con respecto al punto O, es:

m =

N∑

i=1

mi =
d

dt

{
N∑

i=1

mipi

}

=
d

dt
{mpc} = mvc. (4.2)



En el caso de un cuerpo cuya masa está distribuida de forma continua (ver figura 4.1(b)
), el moméntum lineal del cuerpo está dado por:

m =
d

dt

∫

pidm =
d

dt
{mpc}. (4.3)

4.1.3 Cantidad de movimiento angular

Considérese un cuerpo ŕıgido formado por N part́ıculas (ver figura 4.1(a)). La cantidad
de movimiento angular o moméntum angular de la i-ésima part́ıcula con respecto al
origen O del marco de referencia Σo es:

li = S(pi)mi,

donde S(·) se definió en (2.9). O usando (4.1), el moméntum angular puede reescribirse
como:

li = S(pi)
d

dt
{mipi} = miS(pi)vi

y el moméntum angular total del cuerpo ŕıgido es

lo =

N∑

i=1

li =

N∑

i=1

miS(pi)vi (4.4)

Ahora bien si se considera el c.d.m. del cuerpo, localizado en el punto C (ver figura
4.1), entonces queda

pi = pc + pci (4.5)

donde pc es le vector de posición del c.d.m. respecto al marco de referencia y pci es el
vector que va del c.d.m. a la i-ésima part́ıcula.

Derivando (4.5) con respecto al tiempo se tiene que

vi = vc + vci = vc + S(ωc)pci (4.6)

donde ωc es la velocidad angular del cuerpo ŕıgido.

Sustituyendo (4.5) y (4.6) en (4.4)

lo =

N∑

i=1

miS(pc + pci)(vc + S(ωc)pci) (4.7)

Desarrollando (4.7)



lo =
N∑

i=1

mi [S(pc)vc + S(pc)S(ωc)pci + S(pci)vc + S(pci)S(ωc)pci]

=

(
N∑

i=1

mi

)

S(pc)vc + S(pc)
N∑

i=1

miS(ωc)pci − S(vc)
i=1∑

N

mipci +
N∑

i=1

miS(pci)S(ωc)pci

(4.8)

De la definición de c.d.m. :

N∑

i=1

mipci =
N∑

i=1

mi(pi − pc)

=

N∑

i=1

mipi −
(

N∑

i=1

mi

)

pc

=
N∑

i=1

mipi −mpc = 0

y, de manera similar
N∑

i=1

miS(ωc)pci = 0

de modo que (4.8) se reduce a

lo = mS(pc)vc +
N∑

i=1

miS(pci)S(ωc)pci

o de la definición de moméntum lineal mc:

lo = S(pc)mc
︸ ︷︷ ︸

loc

+
N∑

i=1

S(pci)mci

︸ ︷︷ ︸

lc

(4.9)

De las propiedades del operador S(·), se tiene que:

lc =

N∑

i=1

miS(pci)S(ωc)pci = −
N∑

i=1

mi

(
pTcipciI[3] − pcipTci

)
ωc = Icωc (4.10)



donde la matriz

Ic =
N∑

i=1

mi

(
pcip

T
ci − pTcipciI[3]

)
∈ R3×3 (4.11)

es el tensor de momentos de inercia del cuerpo ŕıgido, con respecto a un marco que
tiene su origen en el c.d.m. pero está orientado como Σ0.

Si
pci =

[
xci yci zci

]T

entonces

Ic =
N∑

i=1





mi(y
2
ci

+ z2
ci
) −mixciyci −mixcizci

−mixciyci mi(x
2
ci

+ z2
ci
) −miycizci

−mixcizci −miycizci mi(x
2
ci

+ y2
ci
)





Ahora bien, si en vez de analizar un sistema de part́ıculas separadas por una dis-
tancia constante, se analiza un cuerpo cuya masa está distribuida de forma continua,
(4.11) cambiaŕıa a:

Ic =

∫

m

(
pcip

T
ci − pTcipciI[3]

)
dm. (4.12)

y si pci =
[
xci yci zci

]T
, entonces

Ic =





∫
(y2
ci + z2

ci)dm −
∫
xciycidm −

∫
xcizcidm

−
∫
xciycidm

∫
(x2

ci + z2
ci)dm −

∫
ycizcidm

−
∫
xcizcidm −

∫
ycizcidm

∫
(x2

ci + y2
ci)dm



 ∈ R3×3.

Nótese que hasta ahora se ha considerado que todos los vectores están referidos al
marco Σ0. Es por eso que el tensor de inercias dado por (4.11) y (4.12) es calculado con
respecto a un marco orientado como Σ0 y con origen en el centro de masa del cuerpo.

Pero recordando que

0lc = 0Rc
clc y 0ωc = 0Rc

cωc

se puede obtener el tensor de momentos de inercia con respecto a un marco con origen
en el c.d.m, pero orientado como Σc (el marco asociado al cuerpo). Este tensor de
inercias será denotado por cIc y se puede demostrar que se satisface:

cIc = cRo
oIc

oRc, (4.13)

Es importar resaltar que (4.13) establece la relación entre dos tensores de inercia que
se calculan respecto a marcos cuyo origen se encuentra en el mismo punto (en este caso
el c.d.m.), pero cuya orientación es diferente. En forma general, la notación pIq se usa
para el tensor de inercias medido con respecto a un marco orientado como Σp, pero que
tiene su origen en el punto q.



Por otro lado, la expresión (4.9) da la relación entre los momentos angulares medidos
con respecto a dos puntos diferentes. Si el eje de giro del cuerpo coincide con el punto
O, es posible reescribir (4.9) como:

lo = (Ic −mS(pc)S(pc))ωc = Ioωc, (4.14)

donde I0 es el tensor de momentos de inercia del cuerpo calculado en Σo. Finalmente,
si todos los vectores se refieren al marco Σc, es posible llegar a la siguiente expresión:

clo = cIo
cωc

donde
cI0 = cIc −mS(cpc)S(cpc)

es el tensor de inercias del cuerpo con respecto a un marco orientado como Σc pero
cuyo origen coincide con el origen del marco Σ0.

4.2 Las leyes de la dinámica vectorial

4.2.1 Las leyes de Newton

El punto de partida usual para relacionar las fuerzas externas que actúan en un cuerpo
y su movimiento resultante son las leyes de Newton. Éstas fueron propuestas por el
cient́ıfico inglés Isaac Newton en su famoso trabajo Philosophiæ naturalis principia
mathematica, conocido en forma abreviada como Principia, y publicado en 1687 (ver
(Newton, 2017)). Estas leyes se enuncian como sigue:

Primera ley de Newton

“Corpus omne perseverare in statu suo quiescendi vel movendi uniformiter in directum,
nisi quatenus illud a viribus impressis cogitur statum suum mutare” (Todo cuerpo
preservará su estado de reposo o movimiento uniforme y rectiĺıneo a no ser que sea
obligado a cambiar su estado por fuerzas impresas sobre él).

Segunda ley de Newton

“Mutationem motus proportionalem esse vi motrici impressæ, & fieri secundum lineam
rectam qua vis illa imprimitur”(El cambio de movimiento es directamente proporcional
a la fuerza motriz impresa y ocurre según la ĺınea recta a lo largo de la cual aquella



fuerza se imprime). Enunciado que en forma matemática puede ser escrito como:

f =
dm

dt
=
d(mvc)

dt
= mac (4.15)

donde f es la resultante de las fuerzas aplicadas a la part́ıcula, m es el moméntum
lineal de la part́ıcula, m es la masa de ésta, vc es su velocidad y ac es su aceleración
con respecto a un marco inercial.

Tercera ley de Newton

“Actioni contrariam semper & æqualem esse reactionem: sive corporum duorum ac-
tiones in se mutuo semper esse æquales & in partes contrarias dirigi” (Con toda acción
ocurre siempre una reacción igual y contraria: quiere decir que las acciones mutuas de
dos cuerpos siempre son iguales y dirigidas en sentido opuesto).

Es claro que la primera ley puede considerarse como un caso especial de la segunda y
que debe hacerse una suposición respecto al marco de referencia, ya que un punto puede
tener velocidad constante en un marco, y variable en otro. Los marcos de referencia en
los que estas leyes son válidas se denominan galileanos, newtonianos o inerciales.

En Principia, Newton consideró únicamente part́ıculas, Newton no extendió su tra-
bajo a problemas en los que es necesario tomar en cuenta los tamaños reales de los
cuerpos y la forma en que está distribuida su masa. Transcurrieron más de 50 años
antes de que el matemático suizo Leonhard Euler presentara el primero de los dos
principios que han venido a conocerse como leyes de Euler.

4.2.2 Las leyes de Euler

Las dos leyes de Euler se pueden obtener a partir de la segunda ley de Newton, tal
como se explica a continuación.

Primera ley de Euler

La segunda ley de Newton (4.15) puede ser generalizada al caso de un cuerpo ŕıgido
compuesto por N part́ıculas, es decir:

N∑

i=1

f i =
N∑

i=1

d

dt
mi

o bien, empleando (4.2) y definiendo f como la resultante de las fuerzas aplicadas al
cuerpo como:



f =
d

dt
m = mv̇c (4.16)

expresión que es conocida como la primera ley de Euler.

Cabe mencionar que en el caso de un cuerpo cuya masa está distribuida de forma
continua (ver figura 4.1(b)), el moméntum lineal del cuerpo ŕıgido con respecto al punto
O es (4.3), de modo que la expresión (4.16) aplica también a este caso.

Segunda ley de Euler

La segunda ley de Euler relaciona el par aplicado a un cuerpo ŕıgido τ con la velocidad
angular que tal par genera.

En el caso general, la segunda ley de Euler se escribe como:

µc =
d

dt
lc =

d

dt
{Icωc} (4.17)

sustituyendo Ic = oRc
cIc

oRT
c y calculando la derivada

µc =

{
d

dt
oRc

}

cIc
cRoωc + oRc

{
d

dt
cIc

}

cRcωc + oRc
cIc

{
d

dt
cRo

}

ωc + Ic
d

dt
ωc

(4.18)

Luego, usando d
dt
oRc = S(ωc)

0Rc,
d
dt
cIc = 0 y d

dt
ωc = ω̇c, (4.18) queda:

µc = S(ωc)
0Rc

cIc
cRoωc + oRc

cIcS(cωc)
cRoωc + Icω̇c

= S(ωc)
0Icωc + Icω̇c (4.19)

donde d
dt
cIc = 0 y la propiedad S(v)v = 0 (donde v ∈ R3) y (4.13), fueron empleadas

para simplificar.

Ahora bien, si se desea calcular el momento en el c.d.m. visto en el marco Σc,
entonces (4.19) se premultiplica por 0Rc, lo que lleva a:

cµc = S(cωc)
cIc

cωc + cIc
cω̇c

donde se usa (4.13) y

d

dt
ωc =

d

dt
oRcωc = (S(ωc)

oRc)
cωc + oRc

d

dt
cωc

= oRc
d

dt
cωc



4.3 Los principios variacionales

Desde que Newton presentó los fundamentos de la dinámica formulando las leyes
del movimiento, la ciencia de la mecánica se desarrolló a lo largo de dos ramas: la
mecánica vectorial y la mecánica anaĺıtica. La mecánica vectorial se basa en las leyes
de movimiento de Newton. En esta rama se buscan todas las fuerzas que actuan sobre
una part́ıcula dada, de esta manera su movimiento queda determinado a través del
conocimiento de las fuerzas que actúan en ella en cada instante. El análisis y śıntesis
de fuerzas y momentos es aśı la principal ocupación de la mecánica vectorial (Lanczos,
2012).

Por otra parte, un contemporáneo de Newton, Leibniz, defendió el uso de la enerǵıa
cinética como el indicador de la acción dinámica de las fuerzas. Aśı Leibniz reemplazó
el moméntum lineal de Newton (mv), por la enerǵıa cinética (1

2
mvTv) y reemplazó la

fuerza por el trabajo de la fuerza. Leibniz es aśı el originador de la segunda rama de la
mecánica, usualmente llamada mecánica anaĺıtica, la cual basa el estudio del equilibrio
y movimiento en dos cantidades escalares fundamentales: la enerǵıa cinética y la enerǵıa
potencial (Lanczos, 2012).

Los principios variacionales de la mecánica clásica son los fundamentos de la me-
cánica anaĺıtica expresados en la forma de relaciones variacionales, de las cuales las
ecuaciones diferenciales de movimiento y todas las afirmaciones y leyes de la mecánica
pueden ser obtenidas (Lanczos, 2012).

4.3.1 Principios variacionales diferenciales

Principio de trabajo virtual

El primer principio variacional encontrado en mecánica es el principio del trabajo vir-
tual. Este principio rige el equilibrio de un sistema mecánico y es fundamental para
el desarrollo posterior de la mecánica anaĺıtica. Según (Goldstein, 1965) y (Lanczos,
2012), un desplazamiento virtual de un sistema se refiere a un cambio imaginario en
la configuración del sistema (impuesto por la persona que desea analizar el sistema)
el cual es consistente con las fuerzas y restricciones impuestas en el instante dado t,
con el fin de realizar una especie de experimento matemático. El desplazamiento es
llamado virtual para distinguirlo de un desplazamiento real del sistema que ocurre en
un intervalo de tiempo dt, durante el cual las fuerzas y restricciones pueden cambiar.

Considérese primero emplear el lenguaje de la mecánica vectorial. Supóngase que
fuerzas externas conocidas f 1, f 2, . . . ,fn ∈ R3 actúan en los puntos P1, P2, . . . , Pn de un
sistema (en este caṕıtulo se usará una barra sobre un vector de fuerzas o momentos para
indicar que sus componentes son fuerzas o momentos externos aplicados al sistema).
El desplazamiento virtual de estos puntos será denotado por δr1, δr2, . . . , δrn ∈ R3.



Estos desplazamientos virtuales deben ser consistentes con las restricciones cinemáti-
cas dadas. El principio de trabajo virtual afirma que tal sistema mecánico estará en
equilibrio si y sólo si el trabajo virtual total de todas las fuerzas externas es cero, es
decir (Lanczos, 2012):

δw = f
T

r1
δr1 + f

T

r2
δr2 + . . .+ f

T

rn
δrn = 0 (4.20)

Ahora se procederá a traducir esta ecuación al lenguaje de la mecánica anaĺıtica.
Para este propósito, los vectores ri se expresarán como funciones de las coordenadas
generalizadas q1, q2, . . . , qm, donde m es la dimensión del espacio de configuración. Si
se sabe que

δri =
m∑

j=1

∂ri
∂qj

δqj

entonces (4.20) se puede reescribir como:

δw = f
T

r1

m∑

j=1

∂r1

∂qj
δqj+f

T

r2

m∑

j=1

∂r2

∂qj
δqj+. . .+f

T

rn

m∑

j=1

∂rn
∂qj

δqj, con j = 1, . . . , m

donde, agrupando los coeficientes de δqj, se obtiene (Goldstein, 1965):

δw = fq1δq1 + fq2δq2 + . . .+ fqmδqm = f
T

q δq = 0 (4.21)

donde fqj =
∑n

i=1 f
T

ri
∂ri

∂qj
es la j-ésima componente del vector de fuerzas generaliza-

das f =
[
fq1 fq2 . . . fm

]T ∈ Rm y δq =
[
δq1 δq2 . . . δqm

]T ∈ Rm. La

desaparición del producto escalar f
T
δq, significa que la fuerza fqj es perpendicular a

cualquier desplazamiento virtual posible.

Según la mecánica newtoniana, el estado de equilibrio requiere que la fuerza resul-
tante en cualquier part́ıcula del sistema sea cero. Esta fuerza resultante es la suma de
las fuerzas externas fqi y las fuerzas que mantienen las restricciones dadas fRqi (estas
últimas son comúnmente llamadas fuerzas de reacción). Ya que el principio de equili-
brio requiere que la resultante de las fuerzas sea cero, es decir f i+fRi = 0, se concluye

que el trabajo virtual ejercido por las fuerzas externas f
T
δq puede ser reemplazado

por el negativo del trabajo virtual ejercido por las fuerzas de reacción −fTRqδq. Es aśı
como el principio de trabajo virtual puede ser formulado de la siguiente manera:

“El trabajo virtual de las fuerzas de reacción es siempre cero, para
cualquier desplazamiento virtual que sea consistente con las restricciones
cinemáticas dadas.”

Pero lo interesante es que este postulado no se restringe sólo a la estática, se aplica



igualmente a dinámica cuando el principio de trabajo virtual es adecuadamente gene-
ralizado por medio del principio de D’Alembert.

Principio de D’Alembert

Con un toque de genialidad, el filósofo y matemático D’Alembert logró extender la
aplicabilidad del principio del trabajo virtual de estática a dinámica. La idea simple
pero de largo alcance de D’Alembert es la siguiente. Def́ınase un vector f ∗ por la
ecuación (Lanczos, 2012):

f ∗ = −ma
Este vector f ∗ puede ser considerado como una fuerza creada por el movimiento, esta
fuerza es llamada “fuerza inercial”. Con este concepto la ecuación de la segunda ley de
Newton puede ser escrita como sigue:

f + f ∗ = 0 (4.22)

donde f son las fuerzas activas, es decir, las fuerzas externas f̄ más las fuerzas de
restricción fR.

La importancia de la ecuación (4.22) se encuentra en el hecho de que ésta no es una
reformulación de la ecuación de Newton, sino un principio. De la mecánica newtoniana
se sabe que el desvanecimiento de una fuerza significa equilibrio, aśı la ecuación (4.22)
dice que la adición de la fuerza inercial a las otras fuerzas activas produce equilibrio.
Esto significa que cualquier criterio aplicable al equilibrio de un sistema mecánico se
puede extender de inmediato a un sistema que está en movimiento. Todo lo que se
tiene que hacerse es añadir la nueva “fuerza inercial” a las fuerzas activas.

La oposición que puede encontrarse al principio anterior es: si la masa m está
realmente en movimiento: ¿por qué ésta es tratada como si estuviera en equilibrio? El
movimiento es un fenómeno relativo. Es posible introducir una sistema de referencia
que se mueve con el cuerpo y el cuerpo puede observarse en tal sistema, es aśı como el
cuerpo puede considerarse incluso en reposo y f ∗ como una fuerza ficticia agregada a
f para lograr el equilibrio de tal masa.

D’Alembert generalizó su consideración de equilibrio de una simple part́ıcula a un
sistema mecánico arbitrario de N part́ıculas. Su principio establece que cualquier sis-
tema de fuerzas está en equilibrio si se agrega a las fuerzas externas las fuerzas inerciales.
Esto significa que el trabajo virtual de las fuerzas externas, aumentado por las fuerzas
inerciales, desaparece para desplazamientos virtuales:

N∑

k=1

(f k −mkak)
Tδrk = 0 (4.23)



Principio de Gauss

Gauss dió una ingeniosa reinterpretación del principio de D’Alembert. Considere el
siguiente problema: en un cierto tiempo t la posición y la velocidad de todas las
part́ıculas de un sistema mecánico se conocen, sin embargo, se dispone de las acelera-
ciones a voluntad, aunque sujetas a las restricciones dadas. La posición de la part́ıcula
i en el tiempo t+ τ está dada por el teorema de Taylor:

ri(t+ τ ) = ri(t) + vi(t)τ +
1

2
ai(t)τ

2 + . . .

al suponer que τ es arbitrariamente pequeño se pueden despreciar los términos de orden
superior, y como ri(t) y vi(t) se suponen conocidas se considera que la única variación
posible en ri(t+ τ ) es debida a la variación de la aceleración, es decir:

δri(t+ τ ) =
1

2
δai(t)τ

2 (4.24)

Como el principio de D’Alembert establece que

N∑

i=1

[f i −miai]
T δri = 0,

para un tiempo t+ τ , de (4.24) se puede escribir:

N∑

i=1

[f i −miai]
T δai = 0, (4.25)

Como las fuerzas externas son conocidas y no pueden ser variadas, entonces δf i = 0 y
es correcto escribir:

δai = − 1

mi
δ (f i −miai)

de modo que (4.25) queda:

N∑

i=1

1

mi
(f i −miai)

T δ (f i −miai) = 0, (4.26)

y como en general, para cualquier vector v:

vTδv =
1

2
δ(vTv) =

1

2
δ‖v‖2

entonces se llega a



δ
N∑

i=1

1

2mi
‖f i −miai‖2 = 0. (4.27)

Gauss definió la cantidad:

Z =
N∑

i=1

1

2mi

‖f i −miai‖2 .

como la restricción del movimiento y denominó la ecuación (4.27) como el principio
de mı́nima restricción: el movimiento real que ocurre en la naturaleza es tal que bajo
las condicciones cinemáticas dadas Z se hace tan pequeña como sea posible (Lanczos,
2012).

Principio de Jourdain

Como ya se mencionó, el principio de D’Alembert establece que:

N∑

i=1

[f i −miai]
T δri = 0,

como

δri =
∂ri
∂qk

δqk =
∂vi
∂q̇k

δqk,

donde k denota el número de grados de libertad del sistema mecánico considerado.
Entonces, el principio de D’Alembert puede reescribirse como:

(
N∑

i=1

[f i −miai]
T δvi
δq̇k

)

δqk = 0 (4.28)

Como δqk es independiente, de la ecuación (4.28) se tiene que:

(
N∑

i=1

[f i −miai]
T δvi
δq̇k

)

= 0 k = 1, . . . , n. (4.29)

donde qk son las coordenadas generalizadas mı́nimas, y n el número de grados de
libertad. Aplicando propiedades del cálculo variacional se tiene que:

(
N∑

i=1

[f i −miai]
T δvi

)

= 0 (4.30)



De manera que el principio de Jourdain puede ser enunciado como: Un sistema
mecánico restringido realiza movimientos tales que la potencia total virtual δP =
∑N

i=1 [f i −miai]
T
δvi es cero.

4.3.2 Principios variacionales integrales

El principio de mı́nima acción

En f́ısica se le llama acción a un atributo de un sistema f́ısico del cual se pueden derivar
las ecuaciones de movimiento. La acción es un funcional (ver sección 2.4.5) que toma
la trayectoria del sistema en el espacio de configuración como su entrada, y da como
resultado un número real. Se ha demostrado que la evolución de un sistema f́ısico (es
decir, cómo el sistema progresa de un estado a otro) corresponde a un punto estacionario
(usualmente un mı́nimo) de la acción (Lanczos, 2012).

Varias definiciones diferentes de la acción se usan en f́ısica. La acción es usualmete
una integral sobre el tiempo, sin embargo, en ocasiones también puede tratarse de una
integral sobre las variables espaciales. En algunas casos la acción es integrada a lo largo
de la ruta seguida por el sistema f́ısico, sin importar su parametrización con respecto
al tiempo.

El crédito de la formulación del principio de mı́nima acción se da a P.L. Maupertuis
(aunque hay quienes afirman que G. Leibniz ya lo utilizaba desde 1707), quien en 1744
afirmaba que: “la naturaleza es ahorrativa en todas sus acciones”.

Maupertuis sugirió que la cantidad a ser minimizada era el producto de la duración
(tiempo) del movimiento en un sistema, por la “vis viva” (cantidad igual al doble de la
enerǵıa cinética):

δ

∫ t2

t1

2K(t)dt = 0. (4.31)

La expresión (4.31) es una de las primeras formulaciones del principio de mı́nima acción,
y de hecho, algunos lo denominan el principio de Maupertuis.

Euler dió una formulación alterna al principio de mı́nima acción, la cual es conocida
como el principio de Euler, y que generalmente se escribe matemáticamente como:

δ

∫ s2

s1

mvTds = 0 (4.32)

donde s es la longitud de arco entre s1 = s(t1) y s2 = s(t2). Como se puede ver, (4.32)
es equivalente a (4.31), ya que K = 1

2
mvTv = 1

2
mvT ds

dt
.

Otras formulaciones del principio de mı́nima acción son los principios de Jacobi, de
Lagrange y de Hamilton que se describen a continuación.



El principio de Jacobi

El uso de coordenadas generalizadas arbitrarias para describir el movimiento de un
sistema mecánico, es una de las principales caracteŕısticas de la mecánica anaĺıtica.
Las ecuaciones de la mecánica anaĺıtica poseen una estructura que les permite ser
establecidas independientemente de las coordenadas usadas.

El descubrimiento de Descartes de que la geometŕıa puede ser tratada en forma
anaĺıtica, marcó un hito en la historia de la materia, sin embargo, la geometŕıa de
Descartes supone una estructura euclidiana del espacio y la norma euclidiana se con-
vierte en la métrica de ese espacio. Un elemento diferencial de ĺınea en el espacio
euclideano está dado por:

ds =
[
dx dy dz

]T ∈ R3

y su norma al cuadrado es un funcional, definido como:

ds2 = dsTds = dx2 + dy2 + dz2

El escalar ds puede ser visto como un diferencial de la longitud de arco entre dos puntos
en el espacio cartesiano.

Pero al trabajar con coordenadas generalizadas, que en general son coordenadas
curviĺıneas, el elemento diferencial de ĺınea es:

dq =
[
dq1 dq2 ... dqn

]T ∈ Rn

y el diferencial de longitud de arco al cuadrado es:

ds2 = dqTM(q)dq =

n∑

i,j=1

mij(q)dqidqj (4.33)

donde M(q) es la matriz de inercias, la cual es considerada el tensor métrico del espacio
de configuración del sistema, con coordenadas q1, q2, ..., qn, visto como un espacio de
Riemann (Lanczos, 2012; Spong, 1992).

Ahora, recordando que la enerǵıa cinética se puede escribir como:

K =
1

2
q̇M(q)q̇ =

1

2

dq

dt

T

M(q)
dq

dt

y usando (4.33):

K =
1

2

(
ds

dt

)2

(4.34)

Este es un resultado interesante que indica que la enerǵıa cinética se puede expresar en



una forma que no depende de la masa. De (4.34) se tiene que:

ds

dt
=

√
2K

y además:

2Kdt =

(
ds

dt

)

ds =
√

2Kds

de modo que, sustituyendo en la expresión (4.31), se tiene

δ

∫ s2

s1

√
2Kds

Finalmente, sustituyendo K = E − U , se llega a:

δ

∫ s2

s1

√

2(E − U)ds

que de acuerdo con (Lanczos, 2012) es conocido como el principio de Jacobi.

El principio de Lagrange

El principio de Maupertuis y el de Euler suponen que la enerǵıa total a lo largo de la
trayectoria que se integra es constante. Si E es esa constante, entonces:

E = K + U (4.35)

donde K es la enerǵıa cinética y U es la enerǵıa potencial del sistema.

Lagrange partió del principio de Euler y lo generalizó al caso de N part́ıculas. El
resultado es lo que se conoce como el principio de Lagrange:

δ

(
N∑

i=1

mi

∫ B

A

vTi ds

)

= 0, (4.36)

donde A es la configuración inicial y B la configuración final. Este principio también
supone que E es constante. La demostración de (4.36), desarrollada por Lagrange, es
básicamente la siguiente.

Si (xi, yi, zi) son las coordenadas de la i-ésima part́ıcula, entonces es posible escribir:

δ

(
N∑

i=1

mi

∫ B

A

vTi ds

)

= δ

(
N∑

i=1

mi

∫ B

A

[ẋidxi + ẏidyi + żidzi]

)



ó, abusando de la notación:

δ

(
N∑

i=1

mi

∫ B

A

vTi ds

)

= δ

(
N∑

i=1

mi

∫ B

A

∑

x,y,z

ẋidxi

)

,

y aplicando las propiedades del cálculo de variaciones:

δ

(
N∑

i=1

mi

∫ B

A

vTi ds

)

=

N∑

i=1

∑

x,y,z

∫ B

A

δ(miẋidxi)

=
N∑

i=1

∑

x,y,z

∫ B

A

[miẋid(δxi) +miδẋidxi]

=
N∑

i=1

∑

x,y,z

∫ B

A

[mid(ẋiδxi) −midẋiδxi +miδẋidxi]

(4.37)

Por otro lado, siguiendo con la notación empleada, la enerǵıa cinética del sistema
es:

K =
N∑

i=1

∑

x,y,z

1

2
miẋ

2
i

de modo que (4.35) queda

E =

N∑

i=1

∑

x,y,z

1

2
miẋ

2
i + U

y

δE = δ

(
N∑

i=1

∑

x,y,z

1

2
miẋ

2
i + U

)

(4.38)

o bien
N∑

i=1

∑

x,y,z

(

miẋiδẋi +
∂U
∂xi

δxi

)

= 0 (4.39)

Aśı que, si en el último término de (4.37) se reemplaza dxi por ẋidt, y se usa (4.39),
queda

δ

(
N∑

i=1

mi

∫ B

A

vTi ds

)

=
N∑

i=1

∑

x,y,z

∫ B

A

[mid(ẋiδxi) −midẋiδxi −
∂U
∂xi

dtδxi]



=
N∑

i=1

∑

x,y,z

[miẋiBδxB −miẋiAδxA] −
∫ B

A

N∑

i=1

∑

x,y,z

[midẋi

+
∂U
∂xi

dt

]

δxi (4.40)

donde los sub́ındices B y A corresponden a la configuración final e inicial respectiva-
mente, y dado que esas configuraciones se suponen conocidas, el primer término de
(4.40) es cero, aśı que la condición necesaria y suficiente para que la variación de la
acción de Lagrange se desvanezca es que

midẋi +
∂U
∂xi

dt = 0

o bien

miẍi = − ∂U
∂xi

=
∂W

∂xi
= Fxi

que no es otra cosa más que la segunda ley de Newton para la componente xi, y una
ecuación similar aplica para las otras dos componentes.

Del análisis anterior se concluye que, partiendo de la ley de la conservación de la
enerǵıa y de las leyes de Newton, la formulación de Lagrange del principio de mı́nima
acción se satisface. Pero es claro que de esta manera (4.36) no puede ser considerado
un principio por śı mismo.

Una generalización se da si se considera que la enerǵıa no se conserva a lo largo de
toda la trayectoria; en tal caso (4.38) no es cero, y (4.39) queda:

N∑

i=1

∑

x,y,z

miẋiδẋi = −
N∑

i=1

∑

x,y,z

∂U

∂xi
δxi + δE.

Al final (4.40) es reemplazada por:

δ

(
N∑

i=1

mi

∫ B

A

vTi ds

)

=
N∑

i=1

∑

x,y,z

[miẋiBδxB −miẋiAδẋB]

+

∫
[

−
N∑

i=1

∑

x,y,z

(midxi
∂U

∂xi
dt)δxi + δEdt

]

(4.41)

Nuevamente, empleando la segunda ley de Newton y el hecho de que la configuración
inicial y final son conocidas, queda:

δ

(
N∑

i=1

mi

∫

vTi ds

)

= δ

∫

Edt



o bien

δ

∫

2Kdt− δ

∫

Edt = δ

∫

[2K− E]dt = δ

∫

Ldt.

que es conocido como el principio de Hamilton.

Principio de Hamilton

El principio de D’Alembert opera con un diferencial no integrable, una cierta canti-
dad infinitesimal (el trabajo virtual hecho por las fuerzas externas y las fuerzas iner-
ciales) que es igualada a cero. Aunque impĺıcitamente usado por Euler y Lagrange,
fue Hamilton quien primero transformó el principio de D’Alembert, mostrando que una
integración con respecto al tiempo da como resultado un nuevo principio que es más
fácil de manejar.

Para llegar al principio de Hamilton, considérese reescribir el principio de D’Alem-
bert de la siguiente forma:

N∑

i=1

[

f i −
d

dt
(mivi)

]T

δri = 0

Al multiplicar el lado izquierdo de esta expresión por dt e integrar entre los ĺımites
t = t1 y t = t2 queda

∫ t2

t1

N∑

i=1

[

f i −
d

dt
(mivi)

]T

δridt =

∫ t2

t1

N∑

i=1

fTi δridt−
∫ t2

t1

N∑

i=1

d

dt
(mivi)

Tδridt (4.42)

Ahora bien, el término
∑N

i=1 f
T
i δri representa el trabajo virtual total δWproducido

por todas las fuerzas externas, y si se considera que esas fuerzas son conservativas,
entonces debe existir una función enerǵıa potencial U tal que δW = −δU , de modo que
el primer término del miembro derecho en (4.42) se puede escribir como

∫ t2

t1

N∑

i=1

f iδridt = −
∫ t2

t1

δUdt = −δ
∫ t2

t1

Udt (4.43)

La segunda integral del miembro derecho de (4.42) se puede resolver usando integración
por partes ya que:

∫ t2

t1

d

dt
(mivi)

T δridt = −
∫ t2

t1

d

dt
(miv

T
i δri)dt+

∫ t2

t1

(mivi)
T d

dt
(δri)dt



El primer término del lado derecho es integrable y resulta en:

(miv
T
i δri)

∣
∣t2
t1, (4.44)

mientras que para el segundo término, haciendo uso de la naturaleza intercambiable de
la variación y la diferenciación, es posible escribir:

∫ t2

t1

(mivi)
T d

dt
(δri)dt =

∫ t2

t1

(mivi)
Tδvidt

=
1

2

∫ t2

t1

miδ(v
T
i vi)dt

=
1

2
δ

∫ t2

t1

mi||vi||2dt (4.45)

Aśı que de (4.43)-(4.45), se tiene que (4.42) puede reescribirse como:

∫ t2

t1

N∑

i=1

[

f i −
d

dt
(mivi)

]T

δridt = δ

∫ t2

t1

1

2

∫ t2

t1

N∑

i=1

mi||vi||2dt−
∫ t2

t1

N∑

i=1

miv
T
i δri

∣
∣t2
t1

−δ
∫ t2

t1

Udt (4.46)

y de la definición de la enerǵıa cinética de una part́ıcula, se tiene que:

∫ t2

t1

N∑

i=1

[

f i −
d

dt
(mivi)

]T

δridt = δ

∫ t2

t1

(K− U) dt−
∫ t2

t1

N∑

i=1

miv
T
i δri

∣
∣t2
t1 . (4.47)

Hasta aqúı, δri es un cambio virtual arbitrario del vector ri. Ahora, se requiere que
δri se devanezca en los dos ĺımites t1 y t2:

δri(t1) = 0 (4.48)

δri(t2) = 0, (4.49)

esto significa que la posición del sistema mecánico está dado por t = t1 y t = t2,
y ninguna variación es permitida en estos ĺımites. Se dice que se está variando entre
ĺımites definidos, ya que las posiciones limitantes del sistema están establecidas. En este
caso, el segundo término en el lado derecho de (4.47) desvanece y la integral respecto
al tiempo del trabajo virtual hecho por las fuerzas efectivas se convierte en la variación
de la integral definida:

∫ t2

t1

N∑

i=1

[

f i −
d

dt
(mivi)

]T

δridt = δ

∫ t2

t1

(K − U) dt. (4.50)



Ya que el principio de D’Alembert (4.23) requiere que el trabajo virtual desvanezca en
cualquier tiempo, (4.50) desvanece también. Aśı, el principio de D’Alembert puede ser
reformulado como: ∫ t2

t1

(K − U) dt = 0,

este es el principio de Hamilton, el cual establece que el movimiento de un sistema
mecánico arbitrario ocurre de tal manera que la integral definida (4.51) sea estacionaria
para arbitrarias variaciones posibles de la configuración del sistema, siempre que las
configuraciones inicial y final del sistema sean prescritas.

4.3.3 Las ecuaciones de Hamilton

Para la derivación de las ecuaciones de Hamilton, se comenzará explicando la aplicación
de la transformación de Legendre a la función lagrangiana.

Transformación de Legendre aplicada a la función lagrangiana

La función lagrangiana L de un problema de variación es generalmente alguna función
de las n coordenadas generalizadas qi, la n velocidades generalizadas q̇i, y el tiempo t:

L = L(q1, ..., qn; q̇1, ..., q̇n; t). (4.51)

Para el presente desarrollo, tómense las velocidades q̇i simplemente como n variables,
enteramente independientes de qi. Ahora, aplicando la transformación de Legendre,
considerando q̇1, ..., q̇n como variables activas y todas las otras como variables pasivas.
Aśı, las coordenadas qi corresponden a las coordenadas ui, y las q1, ..., qn y t a las wi
del esquema general presentado en la sección 2.4.7. Aśı que el número m de variables
pasivas es n + 1 en el problema presente.

Siguiendo el esquema general de la transformación de Legendre, se procederá en tres
pasos:

1. Se introducen las nuevas variables, las cuales aqúı son llamadas “momentos”, y
son denotadas por pi

pi =
∂L
∂q̇i

. (4.52)

2. Ahora se introduce una nueva función, la cual es denotada por H y es llamada
enerǵıa total:

H =
n∑

i=1

piq̇i − L. (4.53)



3. Ahora se expresa la nueva función H en términos de las nuevas variables pi,
resolviendo las ecuaciones (4.52) para las q̇i, y sustituyendo en (4.53). Aśı, se
obtiene:

H = H(q1, ..., qn; p1, ..., pn; t), (4.54)

siendo H ahora llamada: función hamiltoniana.

Las propiedades básicas de la transformación son las siguientes:

Sistema inicial:

• Función: función lagrangiana L.

• Variables: velocidades q̇i.

• Variables pasivas: coordenadas de posición qi, tiempo t.

Sistema nuevo:

• Función: función Hamiltoniana H.

• Variables: momento pi.

• Variables pasivas: coordenadas de posición qi, tiempo t.

La naturaleza dual de la transformación es expresada en el siguiente esquema:

pi =
∂L
∂q̇i

, q̇i =
∂H
∂pi

, (4.55)

H =
∑

piq̇i − L L =
∑

piq̇i −H (4.56)

H = H(q1, ..., qn; p1, ..., pn; t) L = L(q1, ..., qn; q̇1, ..., q̇n; t) (4.57)

Aśı que, si se comienza de la función lagrangiana L, es posible contruir la función
Hamiltoniana H a través de los tres pasos, y viceversa.

La ecuación (2.62) del esquema general ahora toma la forma:

∂L
∂qi

= −∂H
∂qi

, (4.58)

∂L
∂t

= −∂H
∂t

. (4.59)



Obtención de las ecuaciones de Hamilton

Las ecuaciones de Lagrange son ecuaciones diferenciales de segundo orden en las co-
ordenadas generalizadas qi. Sin embargo, éstas pueden ser escritas como un par de
ecuaciones diferenciales de primer orden si se introduce una cantidad intermedia lla-
mada momento generalizado pi definida por:

pi =
∂L(q, q̇)

∂q̇i
. (4.60)

Las ecuaciones de Lagrange pueden entonces ser escritas en la forma

ṗi =
∂L

∂qi
. (4.61)

donde solamente se ha agregado la variable pi para simplificar la escritura de las ecua-
ciones de Lagrange. Además, la introducción de pi tiene el efecto de reemplazar el
sistema original de n ecuaciones diferenciales de segundo orden, por un sistema de 2n
ecuaciones diferencales de primer orden, es decir, por las ecuaciones (4.60) y (4.63).

Ahora, aplicando la transformación de Legendre (ver sección 2.4.7), (4.60) puede
ser escrita como (Lanczos, 2012):

q̇i =
∂H

∂pi
. (4.62)

Las ecuaciones (4.60) y (4.64) son equivalentes.

Las ecuaciones de Lagrange están contenidas en (4.63). Aplicando la transformación
de Legendre, éstas pueden ser escritas como:

ṗi = −∂H
∂qi

. (4.63)

Aśı, finalmente las ecuaciones de Lagrange han sido reeplazadas por un nuevo conjunto
de ecuaciones diferenciales, llamado las ecuaciones canónicas de Hamilton:

q̇i =
∂H

∂pi
. ṗi = −∂H

∂qi
. (4.64)

Estas ecuaciones son enteramente equivalentes a las ecuaciones de Lagrange y son sim-
plemente una nueva representación. matemática de las mismas.

4.4 Las cuatro formulaciones básicas

Para la comprensión de esta sección, considérese la siguiente nomenclatura:



Σ0 Marco fijo a la base del robot.
Σl Marco solidario al cuerpo l del robot.
g0 Vector de aceleración gravitacional, con respecto al marco Σ0.
lIl Tensor de inercias del cuerpo l, respecto a un marco orientado como Σl,

pero cuyo origen se encuentra en su centro de masa.
ml Masa del cuerpo l.
ρ Vector de coordenadas generalizadas no mı́nimas.
q Vector de coordenadas generalizadas mı́nimas.
γh(ρ) Vector de restricciones holonómicas.
γnh(ρ, ρ̇) Vector de restricciones no holonómicas.
K,U Enerǵıa cinética y potencial total del sistema, respectivamente.
pl Vector de posición del c.d.m. del cuerpo l, referida en el marco Σ0.
lωl Vector velocidad angular del cuerpo ŕıgido l, con respecto al marco Σl.
vl Vector velocidad lineal del c.d.m. del cuerpo ŕıgido l, con respecto al

marco Σ0.
fRl Vector de fuerzas debidas a las restricciones en el cuerpo ŕıgido l.
µRl Vector de momentos debidos a las restricciones en el cuerpo ŕıgido l,

calculado en su c.d.m.

f l Vector de fuerzas ejercidas por los actuadores en el cuerpo ŕıgido l.
µl Vector de momentos ejercidas por los actuadores en el cuerpo ŕıgido l,

calculado en su c.d.m.
τ ∗
q Vector de fuerzas generalizadas inerciales mı́nimas.
τ q, τ ρ Vector de fuerzas generalizadas mı́nimas y no mı́nimas, respectivamente.

En esta sección se describen las cuatro formulaciones más comunes que se emplean
para la obtención del modelo dinámico de robots manipuladores, es decir:

a) La formulación de Newton-Euler.

b) La formulación de Euler-Lagrange

c) La formulación de Hamilton

d) La formulación de Kane

Cabe mencionar que, tal como se explicó en la sección 1.4, se supone que las entradas
a cada formulación son:

• Los parámetros cinemáticos y dinámicos

• El vector de coordenadas generalizadas no mı́nimas ρ y el vector de coordenadas
generalizadas mı́nimas q.



• El vector de restricciones holonómicas γh(ρ) y/o el vector de restricciones no
holonómicas γnh(ρ, ρ̇).

• Los vectores velocidad lineal vl y velocidad angular lωl los cuales están referidos
al marco Σ0 y al marco Σl, respectivamente.

Es importante señalar que si el vector de posición del c.d.m. con respecto al marco
de referencia es pl(ρ) ∈ R3, entonces

vl = ṗl(ρ) =
∂pl(ρ)

∂ρ
ρ̇ = JGl

(ρ)ρ̇ (4.65)

donde JGl
(ρ) ∈ R3×m es llamada en este documento matriz jacobiana de posición del

eslabón l.

De manera similar a lo anterior, si φl(ρ) ∈M3 ⊂ Rm es el elemento de la variedad
de orientación que describe la orientación del cuerpo ŕıgido, entonces:

φ̇l(ρ, ρ̇) =
∂φl(ρ)

∂ρ
ρ̇

y de (de la Torre, 2007) se tiene que:

ωl(ρ, ρ̇) = Tφ(ρ)φ̇l(ρ, ρ̇) = Tφ(ρ)
∂φl(ρ)

∂ρ
ρ̇ (4.66)

donde Tρ ∈ R3×m es la matriz de transformación que permite extraer la velocidad
angular de φ̇ ∈ Rm y para el caso de la matriz de rotación está dada por (3.24) (ver
sección 3.1.2). Finalmente,

lωl(ρ, ρ̇) = lR0(ρ)Tφ(ρ)
∂φl(ρ)

∂ρ
ρ̇ = KGl

(ρ)ρ̇, (4.67)

y en este documento KGl
es llamada matriz jacobiana de orientación del eslabón l.

4.4.1 Formulación de Newton-Euler

Se conocen como ecuaciones de Newton-Euler(N-E) a la primera y segunda ley de Euler.
Aśı que, las ecuaciones de N-E que gobiernan el movimiento del l-ésimo cuerpo ŕıgido
de un robot se escriben como:

lIl
lω̇l + S(lωl)

lIl
lωl = lµRl +

lµl, (4.68)

mlv̇l = fRl + f l +mlg0 (4.69)



Definiendo ρ̇l =
[
lωTl vTl

]T ∈ R6, τRl =
[
lµTRl fTRl

]T ∈ R6 , τ l =
[

lµl
T f l

T
]T

∈ R6 y gl =
[
O[1,3] mlg

T
0

]T ∈ R6, (4.68) y (4.69) pueden ser escritas en forma ma-
tricial como:

Mlρ̇l +Wl(ρ̇l)Mlρ̇l = τRl + τ l + gl (4.70)

donde

Wl(ρ̈l) =

[
S(lωl) O[3,3]

O[3,3] O[3,3]

]

∈ R6×6, (4.71)

Ml =

[
lIl O[3,3]

O[3,3] mlI[3]

]

∈ R6×6. (4.72)

Si el mecanismo está formado por b cuerpos ŕıgidos, entonces existen b sistemas de
ecuaciones de la forma (4.70) que pueden ser expresados como:

Mρρ̈ + Cρ(ρ̇)ρ̇ + gρ = τRρ + τ ρ (4.73)

donde

Mρ = diag(M1,M2, . . . ,Mb) ∈ R6b×6b, (4.74)

Cρ(ρ̇) = diag(W1,W2, . . . ,Wb) ∈ R6b×6b, (4.75)

ρ̇ =
[
ρ̇T1 ρ̇T2 . . . ρ̇Tb

]T
, τRρ =

[
τTR1 τ TR2 . . . τTRb

]T
, τ ρ =

[
τT1 τ T2 . . . τTb

]T

y gρ = −
[
gT1 gT2 . . . gTb

]T ∈ R6b.

Por otro lado, las restricciones holonómicas y no holonómicas en su forma diferencial
pueden ser expresadas como:

D(φ)ρ̇ = 0 ∈ R6rh+3rnh (4.76)

donde rh y rnh son el número de restricciones holonómicas y no holonómicas, respectiva-
mente y φ ∈ Rn+6rh es el vector de coordenadas generalizadas empleadas para modelar
el robot, aunque no necesariamente igual a la integral de ρ̇.

Ahora, sea n el número de grados de libertad del robot, entonces es posible definir un
vector de velocidades generalizadas mı́nimas q̇ ∈ Rn; y el vector φ̇ puede ser expresado
como:

ρ̇ = Ā(φ)q̇ ∈ R6b, (4.77)

donde
Ā(φ) =

[
Ā1(φ)T Ā2(φ)T · · · Āb(φ)T

]T ∈ R6b×n (4.78)



siendo Āl(φ) =
[

K
T

Gl
J
T

Gl

]T

∈ R6×n una matriz que satisface:

Āl(φ)q̇ =

[
KGl

JGl

]

q̇ =

[
ωl
vi

]

. (4.79)

Si se sustituye (4.77) en (4.76), se llega a que:

D(φ)Ā(φ) = O ∈ R(6rh+3rnh)×6p

lo cual muestra que Ā(φ) es un complemento ortogonal de D(φ). Debido a la forma
particular de elegir este complemento, a Ā(φ) se le llama complemento ortogonal natural
(NOC, por sus siglas en inglés) de D(φ). Como las columnas de D(φ) son vectores
en la misma dirección de las fuerzas de ligadura, entonces, al multiplicar (4.73) por la
transpuesta de Ā(q), τRl se elimina de esta ecuación, quedando

Ā(φ)TM ρ̈ + Ā(φ)TW (ρ̇)M ρ̇ = Ā(φ)T (τ ρ − gρ). (4.80)

Además, usando (4.77) y su derivada temporal, se llega a

Ā(φ)TMĀ(φ)q̈ + Ā(φ)T (M ˙̄A(φ, ρ̇) +W (ρ̇)MĀ(φ))q̇ = Ā(φ)T (τ ρ − gρ). (4.81)

o bien, reagrupando términos

M q(φ)q̈ + Cq(φ, ρ̇)q̇ + gq(φ) = τ q (4.82)

donde

M q(φ) = Ā(φ)TMĀ(φ) ∈ Rn×n (4.83)

Cq(φ, ρ̇) = Ā(φ)T (M ˙̄A(φ, ρ̇) +W (ρ̇)MĀ(φ)) ∈ Rn×n (4.84)

gq(φ) = Ā(φ)Tgρ ∈ Rn (4.85)

τ q(φ) = Ā(φ)Tτ ρ ∈ Rn. (4.86)

4.4.2 Formulación de Euler-Lagrange

La formulación lagrangiana comienza calculando la enerǵıa cinética total K(ρ, ρ̇) ∈ R

y la enerǵıa potencial total U(ρ) ∈ R del robot. Una expresión útil para el cálculo de
K(ρ, ρ̇) en un robot, con b cuerpos ŕıgidos, está dada por:

K =
1

2

b∑

l=1

(
mlv

T
l vl +

lωTl
lIl

lωl
)

(4.87)



=
1

2

b∑

l=1

ρ̇T
(
mlJ

T
Gl
JGl

+KT
Gl

lIlKGl

)
ρ̇ (4.88)

donde ρ ∈ Rm es el vector de coordenadas generalizadas seleccionado, JGl
∈ R3×m y

KGl
∈ R3×m son matrices que cumplen con:

[
0vl
lωl

]

=

[
JGl

KGl

]

ρ̇ ∈ R6×m. (4.89)

y pueden obtenerse a partir de (4.65) y (4.67) respectivamente.

Mientras que la enerǵıa potencial total puede ser calculada a partir de:

U(ρ) = −gT0
b∑

l=1

mlpl. (4.90)

Por otro lado, una vez calculadas K(ρ, ρ̇) y U(ρ), se procede a obtener la función
lagrangiana dada por:

L(ρ, ρ̇) = K(ρ, ρ̇) − U(ρ),

y enseguida obtener las ecuaciones de movimiento de Lagrange (caso general) del robot,
las cuales están dadas por (Arczewski & Blajer, 1996):

d

dt

(
∂L(ρ, ρ̇)

∂ρ̇

)

− ∂L(ρ, ρ̇)

∂ρ
= τ ρ +D(ρ)Tλ, (4.91)

donde τ ρ ∈ Rm es el vector de fuerzas generalizadas no mı́nimo, λ ∈ Rr (donde
r = m− n) es el vector de multiplicadores de Lagrange y

D(ρ) =
[

∂γ
h
(ρ)

∂ρ
T ∂γ

nh
(ρ,ρ̇)

∂ρ̇

T
]T

∈ R(rn+rnh)×m,

con
∂γ

h
(ρ)

∂ρ ∈ Rrh×m,
∂γ

nh
(ρ,ρ̇)

∂ρ̇

T

∈ Rrnh×m. En esta formulación se están únicamente

tomando en cuenta restricciones no holonómicas del tipo A(ρ)ρ̇ = 0 ∈ Rn. Nótese que
en el caso de emplear coordenadas generalizadas mı́nimas (sin restricciones, es decir
ρ = q ∈ Rn), el último término de la expresión (4.91) desaprece.

Por otra parte, expandiendo y simplificando (4.91), es posible obtener una forma
útil de esta expresión, la cual está dada por:

Mρ(ρ)ρ̈+ Cρ(ρ, ρ̇)ρ̇ + gρ(ρ) = τ ρ +DTλ, (4.92)

donde Mρ(ρ) ∈ Rm×m denota la matriz de inercias, Cρ(ρ, ρ̇) ∈ Rm×m es la matriz de
fuerzas centŕıfugas y de Coriolis, y gρ(ρ) ∈ Rm es el vector de gravedad.



Es posible comprobar empleando las expresiones (4.88)y (4.91), que Mρ(ρ), Cρ(ρ, ρ̇)
y gρ pueden ser calculadas a través de:

Mρ(ρ) =
b∑

l=1

(
mlJ

T
Gl
JGl

+KT
Gl

lIlKGl

)
, (4.93)

Cρ(ρ, ρ̇)ρ̇ = Ṁ(ρ)ρ̇− 1

2

∂

∂ρ
(ρ̇TM(ρ)ρ̇), (4.94)

gρ(ρ) = −gT0
b∑

l=1

mlJGl
. (4.95)

Por otro lado, de la relación entre q̇ ∈ Rn y ρ̇ ∈ Rm, dada por:

ρ̇ = A(q)q̇ (4.96)

y la expresión:
D(ρ)ρ̇ = 0 ∈ Rrh+rnh ,

se tiene que
A(q)TD(ρ)T = O ∈ Rm×(rh+rnh);

aśı que, multiplicando (4.92) por A(q)T , es posible obtener el modelo reducido del
sistema, el cual está dado por (Ghorbel et al., 2000):

M q(ρ)q̈ + Cq(ρ, ρ̇)q̇ + gq(ρ) = τ q, (4.97)

donde:

M q(ρ) = A(q)TMρ(ρ)A(q) (4.98)

Cq(ρ, ρ̇) = A(q)TCρ(ρ, ρ̇)A(q) + A(q)TMρ(ρ)Ȧ(q, q̇) (4.99)

gq = A(q)Tgρ(ρ) (4.100)

τ q = A(q)Tτ ρ (4.101)

4.4.3 Formulación de Hamilton

Una cantidad importante en la formulación de Hamilton es el momento generalizado
pρ ∈ Rm, el cual está dado por (Duindam et al. , 2009):

pρ = Mρ(ρ)ρ̇. (4.102)

Además, esta formulación emplea el hamiltoniano, el cual es una cantidad que se define
como:



H(ρ, ρ̇) = K(ρ, ρ̇) + U(ρ).

=
1

2
ρ̇TMρ(ρ)ρ̇ + U(ρ)

Pero usando (4.102) es posible reescribir el hamiltoniano en términos de ρ y pρ:

H(ρ,pρ) =
1

2
pTρMρ(ρ)−1pρ + U(ρ). (4.103)

Las ecuaciones de movimiento de Hamilton son:

ρ̇ =
∂H(ρ,pρ)

∂pρ
(4.104)

ṗρ +
∂H(ρ,pρ)

∂ρ
= τ ρ +D(ρ)Tλ (4.105)

donde τ ρ ∈ Rm es el vector de fuerzas generalizadas no mı́nimo, λ ∈ Rm−n es el vector
de multiplicadores de Lagrange y

D(ρ) =
[

∂γh(ρ)

∂ρ
T ∂γnh(ρ,ρ̇)

∂ρ̇

T
]T

∈ R(rh+rnh)×m,

con
∂γ

h
(ρ)

∂ρ
T

∈ Rm×rh,
∂γ

nh
(ρ,ρ̇)

∂ρ

T

∈ Rm×rnh , con r = rh + rnh. En esta formu-

lación se están únicamente tomando en cuenta restricciones no holonómicas del tipo
D(ρ)ρ̇ = 0 ∈ Rrh+rnh . En el caso de emplear coordenadas generalizadas mı́nimas (sin
restricciones, es decir ρ = q ∈ Rn), el último término de la expresión (4.105) desaparece.

Por otra parte, expandiendo y simplificando (4.105), se llega a

Mρ(ρ)ρ̈ + Ṁ(ρ)ρ̇+
1

2
pTρ
∂M−1(ρ)

∂ρ
pρ +

∂U(ρ)

∂ρ
= τ ρ +D(ρ)Tλ (4.106)

y comparando con (4.88), (4.91) y (4.102), se tiene que

Mρ(ρ) =
b∑

l=1

(
mlJ

T
Gl
JGl

+KT
Gl

lIlKGl

)
, (4.107)

Cρ(ρ,pρ) = Ṁρ(ρ,pρ) +
1

2
pTρ
∂Mρ(ρ)−1

∂ρ
Mρ(ρ), (4.108)

gρ(ρ) = −gT0
b∑

l=1

mlJGl
, (4.109)



con Ṁρ(ρ,pρ) =
∂Mρ(ρ)

∂ρ
∂H(ρ,p

ρ
)

∂p
ρ

.

Por otro lado, de la relación entre q̇ ∈ Rn y ρ̇ ∈ Rm, dada por:

ρ̇ = A(q)q̇ (4.110)

y de la expresión:
D(ρ)ρ̇ = 0 ∈ Rrh+rnh ,

se tiene que
A(q)TD(ρ)T = O ∈ Rn×(rh+rnh);

aśı que, multiplicando (4.106) por A(q)T , es posible eliminar los multiplicadores de
Lagrange, y aśı obtener el modelo reducido del sistema (Duindam et al. , 2009; Van der
Schaft & Maschke, 1994), el cual está dado por (4.97).

4.4.4 Formulación de Kane

Las ecuaciones de Kane establecen que (Kane & Levinson, 1983; Kane & Levinson,
1985; Parsa, 2007):

τ ∗
q + τ q = 0 ∈ Rn, (4.111)

donde n es el número de grados de libertad del sistema, τ q = τ q + τRq − gq son las
fuerzas generalizadas activas, τ ∗

q es el vector de fuerzas generalizadas inerciales, τRq
es el vector de fuerzas generalizadas de restricción (el cual es 0, ya que las fuerzas de
restricción no están realizando trabajo), τ q es el vector de fuerzas generalizadas y gq
es el vector de fuerzas y pares gravitacionales (Kane & Levinson, 1983).

Para obtener el modelo dinámico de un robot a través del método de Kane, primero
es necesario definir las coordenadas generalizadas mı́nimas del sistema dadas por q ∈
Rn. Una vez definidas las coordenadas generalizadas mı́nimas, se procede a definir las
velocidades generalizadas mı́nimas.

De acuerdo con (Parsa, 2007) la fuerza inercial generalizada en la articulación j
(j = 1, 2, ...n), denotada aqúı como τqj , está dada por:

τ ∗qj = −
b∑

l=1

[(
∂vl
∂q̇j

)T
d

dt
{mlvl} +

(
∂ωl
∂q̇j

)T
d

dt
{Ilωl}

]

∈ R, (4.112)

donde b es el número de cuerpos ŕıgidos del robot.

Si ahora se emplean (4.112) y las propiedades S(BωB/A) = BRAS(AωB/A)BRT
A y

BI = BRA
AIBRT

A, se llega a



τ ∗qj = −
b∑

l=1

[(
∂vl
∂q̇j

)T
d

dt
mlvl +

(
∂ lωl
∂q̇j

)T
0RT

l

d

dt

(
0Rl

lIl
lωl
)

]

∈ R. (4.113)

Ahora, empleando la regla de la cadena y la propiedad AṘB = S(AωB/A)ARB, es posible
derivar una forma alterna de (4.112) dada por (Parsa, 2007):

τ ∗qj = −
b∑

l=1

[(
∂vl
∂q̇j

)T

mlv̇l +

(
∂ lωl
∂q̇j

)T
(
S(lωl)

lIl
lωl +

lIl
lω̇l
)

]

∈ R. (4.114)

Por otra parte, la fuerza generalizada debida a la gravedad gqj , en la articulación j,
está dada por:

gqj = −
b∑

l=1

[
∂

∂q̇j
vTl g0

]

∈ R. (4.115)

Aśı que, las fuerzas inerciales en cada articulación están dadas por el vector de fuerzas
inerciales τ ∗

q :

τ ∗
q = −

b∑

l=1





















(
∂vl

∂q̇1

)T

(
∂vl

∂q̇2

)T

...
(
∂vl

∂q̇n

)T











mlv̇l +











(
∂lωl

∂q̇1

)T

(
∂lωl

∂q̇2

)T

...
(
∂lωl

∂q̇n

)T











(
S(lωl)

lIl
lωl +

lIl
lω̇l
)











∈ Rn.

(4.116)
Ahora, empleando las matrices:

JGl
(q) =

∂vl
∂q̇

∈ R3×n y KGl
(q) =

∂ lωl
∂q̇

∈ R3×n, (4.117)

se tiene que el vector de fuerzas generalizadas inerciales τ ∗
q ∈ Rn puede ser obtenido a

través de:

τ ∗
q = −

b∑

l=1

[
JGl

(q)T (mlv̇l) +KGl
(q)T

(
S(lωl)

lIl
lωl +

lIl
lω̇l
)]

∈ Rn; (4.118)

mientras que de (4.115) y (4.117) se tiene que el vector fuerzas debidas a la gravedad
gq está dado por:

gq = −
b∑

l=1

mlJ
T

Gl
g0. (4.119)



Aśı que, para el cálculo del vector de fuerzas generalizadas aplicadas por los motores
τ q, de (4.111), (4.118) y (4.119) se tiene que

τ q = −τ ∗
q + gq.

Además, si se desea obtener el modelo dinámico en función de M q(q), Cq(q, q) y gq(q),
nótese que sustituyendo (4.117) en lωl y vl de (4.118) se llega a:

τ q =
b∑

l=1

[

mlJGl
(q)T

(

J̇Gl
(q, q̇)q̇ + JGl

(q)q̈
)

+KGl
(q)T

(
S(lωl)

lIlKGl
(q)q̇+

lIlK̇Gl
(q)q̇ + lIlKGl

(q)q̈
)]

+ gq

de donde se desprende que:

M q(q) =

b∑

l=1

(mlJGl
(q)TJGl

(q) +KGl
(q)T lIlKGl

(q)) ∈ Rn×n, (4.120)

Cq(q, q̇) =
b∑

l=1

[

mlJGl
(q)T J̇Gl

(q) +KGl
(q)T

(

S(lωl)
lIlKGl

(q) + lIlK̇Gl
(q)
)]

∈ Rn×n,

(4.121)

gq(q) = −
b∑

l=1

mlJGl
(q)Tg0,∈ Rn. (4.122)

Cabe mencionar que el método explicado aplica de igual manera para robots sin
restricciones y con restricciones holonómicas y no holonómicas.

4.4.5 Relación entre formulaciones

Relación entre las formulaciones de Newton-Euler y Kane

En esta sección se mostrará la equivalencia entre las ecuaciones del modelo dinámico
obtenido a través de la formulación de Kane y la metodoloǵıa del complemento ortogonal
natural (que es denominada aqúı como formulación de Newton-Euler).

Se comienza mostrando la equivalencia de la matriz de inercias obtenida a través
de ambas metodoloǵıas (ecuaciones (4.83) y (4.120)).

De (5.44) y (4.74) , se tiene que (4.83) puede reescribirse como:



M q =








Ā1

Ā2
...
Āb








T 






M1 0 0 0
0 M2 0 0

0 0
. . . 0

0 0 0 Mb















Ā1

Ā2
...
Āb








(4.123)

=

b∑

l=1

(
ĀT
l MlĀl

)
(4.124)

Ahora, de (4.72) y (4.79) se tiene que (4.124) puede ser reescrita como:

M q =
[

K
T

Gl
J
T

Gl

] [ lIl O[3,3]

O[3,3] mlI[3]

] [
KGl

JGl

]

(4.125)

=
b∑

l=1

(

mlJ
T

Gl
JGl

+K
T

Gl

lIlKGl

)

(4.126)

lo cual muestra que (4.83) y (4.120) son equivalentes.

Ahora, continuando con la matriz de Coriolis, de (4.74), (4.75) y (5.44) se tiene que
Cq dada por (4.83) puede ser reescrita como:

Cq =








Ā1

Ā2
...
Āb








T















M1 0 0 0
0 M2 0 0

0 0
. . . 0

0 0 0 Mb
















˙̄A1

˙̄A2
...
˙̄Ab









+








W1 0 0 0
0 W2 0 0

0 0
. . . 0

0 0 0 Wb















M1 0 0 0
0 M2 0 0

0 0
. . . 0

0 0 0 Mb















Ā1

Ā2
...
Āb
















=
b∑

l=1

(

ĀT
l Ml

˙̄Al + ĀT
l WlMlĀl

)

(4.127)

Ahora, sustituyendo (4.71), (4.72) y (4.79) en (4.127), se tiene que

Cq =
[

K
T

Gl
J
T

Gl

][ lIl O
O mlI

][

K̇Gi

J̇Gi

]

+
[

K
T

Gl
J
T

Gl

][
S(ωl) O
O O

][
lIl O
O mlI

][
KGi

JGi

]

lo cual muestra que (4.84) y (4.121) son equivalentes.

Finalmente (4.85) y (4.122) que representan gq tienen la misma forma, por lo que
se demuestra que τ q de ambas formulaciones es equivalente.



Relación entre las formulaciones de Kane y Euler-Lagrange

En esta sección se mostrará la equivalencia entre las ecuaciones del modelo dinámico
obtenido a través de la formulación de Euler-Lagrange y la metodoloǵıa de Kane.

Se comenzará mostrando la equivalencia entre las matrices de inercia obtenidas a
través de ambas metodoloǵıas (ecuaciones (4.98) y (4.120)). De las expresiones (4.89),
(4.110) y (4.117), se tiene que:

[
KGl

JGl

]

=

[
KGl

JGl

]

A(q) ∈ R6×n, (4.128)

por lo tanto, de (4.128) se tiene que (4.98) puede reescribirse como:

M q =
b∑

l=1

(

mlJ
T

Gl
JGl

+K
T

Gl

lIlKGl

)

(4.129)

lo cual muestra que (4.98) y (4.120) son equivalentes.

Ahora, continuando con la matriz de Coriolis (matriz representada por (4.99) y
(4.121)), de (4.94) se tiene que el vector de Coriolis Cρ(ρ, ρ̇)ρ̇ de un sistema no re-
stringido está dado por:

C(ρ, ρ̇)ρ̇ = Ṁ(ρ)ρ̇− 1

2

∂

∂ρ
(ρ̇TM(ρ)ρ̇). (4.130)

De la expresión (4.98) se tiene que

Ṁ(ρ) =

b∑

l=1

(

mlJ̇
T
Gl
JGl

+mlJ
T
Gl
J̇Gl

+ K̇T
Gl

lIlKGl
+KT

Gl

lIlK̇Gl

)

(4.131)

Ahora, sustituyendo la expresión (4.98) en ∂
∂ρ(ρ̇TM(ρ)ρ̇) y aplicando la identidad:

∂uTv

∂x
= uT

∂v

∂x
+ vT

∂u

∂x
,

donde u,v ∈ Ra y x ∈ Rc son vectores, entonces:

∂

∂ρ
(ρ̇TM(ρ)ρ̇) = 2

b∑

l=1

(

ml (JGl
ρ̇)

T ∂

∂ρ
(JGl

ρ̇) + (KGl
ρ̇)

T lIl
∂

∂ρ
(KGl

ρ̇)

)

, (4.132)

y empleando las propiedades (Lenarčič & Thomas, 2013; Parsa, 2007):

∂

∂ρ
(JGl

ρ̇) = J̇Gl
y

∂

∂ρ
(KGl

ρ̇) = K̇Gl
+ S(ωl)KGl

,



la expresión (4.132) puede reescribirse como:

∂

∂ρ
ρ̇TM(ρ)ρ̇ = 2

b∑

l=1

[(

K̇Gl
+KGl

S(ωl)
)T

lIlKGl
q̇ +mlJ̇

T
Gl
JGl
q̇l

]

(4.133)

y C(ρ, ρ̇) puede expresarse como:

C(ρ, ρ̇) = mlJ
T
Gl
J̇Gl

+KT
Gl

lIlK̇Gl
+KT

Gl
S(ωl)

lIlKGl
. (4.134)

Ahora, sustituyendo (4.134) en (4.99) y empleando la relación (4.128), se llega a (4.121),
quedando demostrada la equivalencia entre las expresiones de la matriz de Coriolis
obtenidas a través de la formulación de Euler-Lagrange y la metodoloǵıa de Kane
(ecuaciones (4.99) y (4.121)).

Finalmente, la equivalencia entre las expresiones del vector gravitacional dadas
por ambas metodoloǵıas (ecuaciones (4.100) y (4.122)), puede mostrarse sustituyendo
(4.128) en (4.100).

Relación entre las formulaciones de Euler-Lagrange y Hamilton

En el siguiente desarrollo se mostrará como pasar de las ecuaciones (4.104) y (4.105) de
la formulación hamiltoniana, a la expresión (4.97) obtenida a través de la metodoloǵıa
de Euler-Lagrange. De la expresión (4.102) se tiene que

pρ = Mρ(ρ)ρ̇,

entonces la derivada temporal de pρ es:

ṗρ = Ṁρρ̇ +Mρρ̈. (4.135)

Por otra parte, de (4.103) se tiene que

H(ρ,pρ) =
1

2
pTρMρ(ρ)−1pρ + U(ρ), (4.136)

aśı que aplicando la identidad

∂B(v)

∂v
= −B(v)−1∂B(v)

∂v
B(v)−1

donde B(v) ∈ Ra×b y v ∈ Rb, se tiene que:

∂H(ρ,pρ)

∂ρ
=

1

2
pTρMρ(ρ)−1∂Mρ(ρ)

∂ρ
Mρ(ρ)−1pρ +

∂U(ρ)

∂ρ
(4.137)



aśı que de (4.102) y (4.137), se tiene que:

∂H(ρ,pρ)

∂ρ
=

1

2
ρ̇T
∂Mρ(ρ)

∂ρ
ρ̇ +

∂U(ρ)

∂ρ
(4.138)

por lo tanto de (4.135) y (4.138), se tiene que (4.105) puede reescribirse como:

Mρ(ρ)ρ̈ + Ṁρ(ρ)ρ̇− 1

2
ρ̇T
∂Mρ(ρ)

∂ρ
q̇ +

∂U(ρ)

∂ρ
= τ q +DTλ

y de (4.93)-(4.110) como (4.98), lo cual muestra la equivalencia entre ambas formula-
ciones.

4.5 Otras formulaciones de la dinámica

Actualmente existen otras formulaciones para la obtención del modelo dinámico de
robots, entre estas se encuentran:

• Las ecuaciones de Gibbs-Appell.

• Las ecuaciones de Boltzmann-Hamel.

• Las ecuaciones de Udwadia-Kalaba.

En seguida se explica brevemente en qué consiste cada una de estas formulaciones.

Ecuaciones de Gibbs-Appell

Las ecuaciones de Gibbs-Appell están dadas por (Ginsberg, 2008):

∂S

∂u̇j
= τ j −

m∑

l=1

∂U
∂ρl

∂ρ̇l
∂uj

+
m−n∑

l=1

Al,jλl

donde

S =

b∑

l=1

(
1

2
mla

T
Gl
aGl

+
1

2
ω̇Tl

∂ lIlωl
∂t

+ ω̇Tl S(ωl)
lIlωl

)

,

U es la enerǵıa potencial total del sistema, λl es el multiplicador de Lagrange l, ρl la
coordenada generalizada l, τ j la fuerza generalizada j y uj es el elemento j del vector
u(ρ, ρ̇) de cuasi-velocidades.



Ecuaciones de Boltzmann-Hamel

Las ecuaciones de Boltzmann-Hamel son una generalización de las ecuaciones de Euler-
Lagrange, sólo que en vez de emplear velocidades generalizadas, emplean cuasi-velocida-
des. Si en las ecuaciones de Euler-Lagrange se sustituyen las velocidades generalizadas
ρ̇ por la expresión de las cuasi-velocidades dada por: u = W (ρ, t)ρ̇+w(ρ, t) se llega a

d

dt

(
∂K
∂u

)

+W−1γ
∂K
∂u

−W−1∂K
∂q

= W−1τ ρ −W−1D(ρ)Tλ

donde K = K(ρ,u) es la enerǵıa cinética total del sistema, W−1 es la inversa de W (ρ, t),
λ son los multiplicadores de Lagrange y τ ρ es el vector de fuerzas generalizadas. Para
mayor información sobre el método véase (Likins, 1974).

Ecuación de Udwadia-Kalaba

Las ecuaciones de Udwadia y Kalaba son una reformulación de la segunda ley de New-
ton. Esta formulación, aśı como la mecánica lagrangiana, hace distinción entre las
fuerzas externas aplicadas y las fuerzas internas de restricción, pero sin el uso de mul-
tiplicadores de Lagrange.

La formulación de Udwadia y Kalaba toma en cuenta incluso las fuerzas de restric-
ción que no obedecen el principio de D’Alembert.

Suponiendo que un sistema está restringido a un conjunto de r = m−n restricciones
dadas por:

A(ρ, ρ̇, t)ρ̈− b(ρ, ρ̇, t) = 0, (4.139)

donde A(ρ, ρ̇, t) ∈ R(m−n)×m es una matriz de rango a y b ∈ Rm−n es un vector conocido.
Nótese que las restricción holonómicas y no holonómicas pueden ser derivadas para
tomar la forma de (4.139). Como se puede observar en (4.139), en la formulación de
Udwadia-Kalaba, las restricciones pueden ser especificadas como funciones no lineales
de ρ y ρ̇, y además, depender expĺıcitamente del tiempo.

Las ecuaciones de movimiento de Udwadia-Kalaba para un sistema restringido están
dadas en todo tiempo por:

M ρ̈ = τ ρ +M1/2
(
AM−1/2

)+ (
b−AM−1τ ρ

)
,

donde M ∈ Rm×m es la matriz de inercias, A = A(ρ, ρ̇, t) ∈ R(m−n)×m, τ ρ ∈ Rm es el
vector de fuerzas generalizadas, y el śımbolo + denota la pseudoinversa de la matriz
AM−1/2. Por otro lado, la fuerza de restricción está dada por:

Qc = M1/2
(
AM−1/2

)+ (
b− AM−1τ ρ

)



y la aceleración generalizada estaŕıa dada por:

ρ̈ = M−1τ ρ +M−1/2
(
AM−1/2

)+ (
b− AM−1τ ρ

)
.

Para mayor información sobre el método véase (Udwadia & Kalaba, 1992).



Caṕıtulo 5

Modelado dinámico de mecanismos
simples

En este caṕıtulo se presenta la aplicación de las formulaciones de modelado dinámico,
explicadas en el caṕıtulo anterior, a un robot serial, un robot paralelo y un robot
móvil con ruedas, los cuales fueron modelados empleando coodenadas independientes,
y coordenadas sujetas a restricciones holonómicas y no holonómicas, respectivamente.
Al término del caṕıtulo se muestra un análisis comparativo cuantitativo de las for-
mulaciones aplicadas, en el cual se midió el tiempo necesario para calcular el modelo
dinámico a través de cada una de las formulaciones, y también el tiempo para ejecu-
tarlo; además, también fue comparado el espacio ocupado en memoria de cada modelo
dinámico obtenido.

5.1 Aplicación a un manipulador serial planar

Descripción geométrica del robot

En esta sección se abordará la cinemática de un robot serial de 3gdl, el cual puede
apreciarse en la figura 5.1. A continuación se describen los puntos y marcos que fueron
asociados a los cuerpos ŕıgidos que conforman el robot, los cuales son útiles en la
obtención del modelo cinemático de éste.

A la base del robot se le asoció el marco Σ0(X0, Y0, Z0), como se muestra en la figura
5.1. Para obtener la postura de cada uno de los eslabones que componen el robot, a
cada eslabón l se asignó el punto Cl en su centro de masa, y el marco Σl(Xl, Yl, Zl) de
acuerdo con la convención M1 de parámetros Denavit-Hartenberg la cual fue explicada
en la sección 3.2 (ver figura 5.1).
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Figura 5.1: Análisis del robot serial de 3 gdl: (a) fotograf́ıa del robot, (b) diagrama
esquemático. (Soto, 2009)

Las coordenadas generalizadas para modelar el sistema están dadas por:

q =
[
q1 q2 q3

]
∈ R3

donde ql (con l = 1, 2, 3) es la variable articular mostrada en la figura 5.1.

La nomenclatura empleada en esta subsección es la siguiente:

al : Distancia del origen del marco Σl(Xl, Yl, Zl) al marco Σl+1(Xl+1, Yl+1, Zl+1).

el : Distancia del origen del marco Σl(Xl, Yl, Zl) al centro de masa Cl.

pl : Vector de posición del centro de masa Cl respecto al origen del marco Σl(Xl, Yl, Zl).

0Rl : Matriz de rotación que da la orientación del marco Σl(Xl, Yl, Zl) respecto al marco
Σ0(X0, Y0, Z0).

Los parámetros de D-H (convención M1) asociados al marco Σl(Xl, Yl, Zl), con
l = 1, 2, 3, 4, están dados en la tabla 5.1. De (3.39) y los parámetros mostrados en la
tabla 5.1, se tiene que las matrices de transformación homogénea que dan la postura
del marco Σl(Xl, Yl, Zl) respecto al marco Σl−1(Xl−1, Yl−1, Zl−1) para l = 1, 2, 3, 4 están
dadas por:



Tabla 5.1: Parámetros Denavit-Hartenberg del robot serial de 3 gdl.

i θl dl αl al

1 q1 − π
2 0 0 0

2 q2 a1 0 0

3 q3 a2 0 0

4 0 a3 0 0

0T1 =







s1 c1 0 0
−c1 s1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1






, (5.1)

1T2 =







c2 −s2 0 a1

s2 c2 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1






, (5.2)

y

2T3 =







c3 −s3 0 a2

s3 c3 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1







(5.3)

donde sl = sin(ql) y cl = cos(ql).

Además, empleando la composición de matrices, a partir de las expresiones (5.1)-
(5.3) se tiene que:

0T2 =







s12 c12 0 a1s1

−c12 s12 0 −a1c1

0 0 1 0
0 0 0 1






, (5.4)

y

0T3 =







s123 c123 0 a1s1 + a2s12

−c123 s123 0 −a1c1 − a2c12

0 0 1 0
0 0 0 1







(5.5)

donde s12 = sin(q1+q2), c12 = cos(q1+q2), s123 = sin(q1+q2+q3) y c123 = cos(q1+q2+q3).



5.1.1 Cálculo de la postura de cada cuerpo ŕıgido

La postura del eslabón l queda especificada por el vector de posición pl del punto
Cl (asociado a su centro de masa), respecto al marco de la base Σ0 y la matriz de
rotación 0Rl que da la orientación del marco Σl(Xl, Yl, Zl) respecto al marco inercial
Σ0(X0, Y0, Z0). A partir de las ecuaciones (3.12), (5.1) y (5.5), y la figura 5.1, se tiene
que la postura de cada eslabón del robot está dada por:

p1 =





e1s1

−e1c1

0



 y 0R1 =





s1 c1 0
−c1 s1 0
0 0 1



 . (5.6)

p2 =





a1s1 + e2s12

−a1c1 − e2c12

0



 y 0R2 =





s12 c12 0
−c12 s12 0

0 0 1



 (5.7)

p3 =





a1s1 + a2s12 + e3s123

−a1c1 − a2c12 − e3c123

0



 y 0R3 =





s123 c123 0
−c123 s123 0

0 0 1



 (5.8)

5.1.2 Cálculo de la velocidad lineal y angular de cada cuerpo
ŕıgido

De (4.67), (5.6)-(5.8) se tiene que la velocidad angular lωl del eslabón l (con l = 1, 2, 3)
está dada por:

1ω1 = KG1
(q)q̇ =





0 0 0
0 0 0
1 0 0



 q̇, (5.9)

2ω2 = KG2
(q)q̇ =





0 0 0
0 0 0
1 1 0



 q̇, (5.10)

3ω3 = KG3
(q)q̇ =





0 0 0
0 0 0
1 1 1



 q̇. (5.11)

De (4.65) y (5.6)-(5.8) se tiene que la velocidad lineal vl del eslabón l (con l = 1, 2, 3)
está dada por:



v1 = JG1
(q)q̇ =





e1c1 0 0
e1s1 0 0
0 0 0



 q̇ (5.12)

v2 = JG2
(q)q̇ =





a1c1 + e2c12 e2c12 0
a1s1 + e2s12 e2s12 0

0 0 0



 q̇ (5.13)

v3 = JG3
(q)q̇ =





a1c1 + a2c12 + e3c123 a2c12 + e3c123 e3c123

a1s1 + a2s12 + e3s123 a2s12 + e3s123 e3s123

0 0 0



 q̇ (5.14)

5.1.3 Modelado dinámico

En esta sección se explicará cómo obtener el modelo dinámico del robot serial de 3gdl,
a partir de la información expuesta en la subsección anterior, y la metodoloǵıa de la
sección 4.4. Las masa de cada eslabón l es nombrado aqúı ml. Los tensores de inercia
Il están calculados con respecto a un marco orientado igual que Σl(Xl, Yl, Zl) pero con
origen en el c.d.m. del eslabón l.

Formulación de Newton-Euler

A partir de la ecuación (4.83) y las expresiones (5.9)-(5.14) es posible obtener M̄q(q) a
parir de:

M̄q(q) = ĀTMĀ ∈ R3×3,

donde

Ā =
[
K̄T
G1 J̄TG1 K̄T

G2 J̄TG2 K̄T
G3 J̄TG3

]
∈ R18×3 (5.15)

M = diag(M1,M2,M3) ∈ R18×18 (5.16)

con Ml =

[
lIl O[3,3]

O[3,3] mlI[3,3]

]

∈ R6×6 y lIl ∈ R3×3 como la matriz de tensores de inercias

del eslabón l, quedando

M(q) =





m11 m12 m13

m21 m22 m23

m31 m32 m33





(5.17)



con

m11 = Iz1 + Iz2 + Iz3 +m3(a
2
1 + a2

2 + e2
3 + 2a1a2c2 + 2a1e3c23 + 2a2e3c3) +m2(a

2
1 + e2

2

+2a1e2c2) +m1e
2
1

m12 = m21 = Iz2 + Iz3 +m3(a
2
2 + e2

3 + a1a2c2 + 2a2e3c3 + a1e3c23) +m2(e
2
2 + a1e2c2)

m13 = m31 = Iz3 +m3(e
2
3 + a1e3c23 + a2e3c3)

m22 = Iz2 + Iz3 +m3(e
2
3 + a2

2 + 2a2e3c3) +m2e
2
2

m23 = m32 = Iz3 +m3(e
2
2 + a2e3c3)

m33 = Iz3 +m3e
2
3, (5.18)

Además, de la ecuación (4.84), y las expresiones (5.15) y (5.16), se tiene que la
matriz de Coriolis está dada por:

C̄q(q) = ĀT (M ˙̄A +WMĀ) ∈ R3×3,

donde W = diag(W1,W2,W3) ∈ R18×18, con Wl =

[
S(lωl) O[3,3]

O[3,3] O[3,3]

]

∈ R6×6 y lωl para

l = 1, 2, 3 está dada por las expresiones (5.9)-(5.11), lo cual desarrollando da:

C(q, q̇) =





c11 c12 c13

c21 c22 c23

c31 c32 c33





con

c11 = −m3(e3a2s3 + a1e3s23)q̇3 − (a1e3m3s23 + a1a2m3s2 + a1e2m2s2)q̇2

c12 = −(m3a1a2s2 +m3a1e3s23 +m2a1e2s2)q̇1 − (m3a1a2s2 +m3a1e3s23 +m2a1e2s2)q2

−m3(a1e3s23 + a2e3s3)q3

c13 = −m3(a1e3s23 + a2e3s3)q̇1 −m3(a1e3s23 + a2e3s3)q̇2 −m3(a1e3s23 + a2e3s3)q̇3

c21 = (m3a1a2s2 +m3a1e3s23 +m2a1e2s2)q̇1 −m3a2e3s3q̇3

c22 = m3a2e3s3q̇3

c23 = −m3a2e3s3(q̇1 + q̇2 + q̇3)

c31 = (m3a1e3s23 +m3a2e3s3)q̇1 +m3a2e3s3q̇3

c32 = −m3a2e3s3(q̇1 + q̇2)

c33 = 0 (5.19)

Finalmente, de (4.85) y (5.44) se tiene que el vector de gravedad está dado por:

ḡq(q) = ĀTgl(ρ) ∈ R3,



con gl(ρ) =
[
O[1,3] m1g

T
0 O[1,3] m2g

T
0 O[1,3] m3g

T
0

]
∈ R18. Lo cual desarrollando

da:

gq(q) =





g0m1e1s1 + g0m2(a1s1 + e2s12) + g0m3(a1s1 + a2s12 + e3s123)
g0m2e2s12 + g0m3(a2s12 + e3s123)

g0m3e3s123



 .

(5.20)

Formulación de Euler-Lagrange

Aplicando la metodoloǵıa de Euler-Lagrange explicada en la sección 4.4.2, de la ex-
presión (4.93) y las jacobianas geometricas JGl

(q) y KGl
(q) dadas en (5.9)-(5.14) para

l = 1, 2, 3, se tiene que la matriz de inercias para el robot serial es:

M̄q(q) =
3∑

l=1

(mlJGl
(q)TJGl

(q) +KGl
(q)T IlKGl

(q))

lo cual desarrollando da (5.17).

Mientras que de (4.94) y (5.17), se tiene que la matriz de fuerzas centŕıfugas y de
Coriolis está dada por:

C̄q(q, q̇) = Ṁq(q) −
1

2

∂

∂q

{
q̇TMq(q)

}

lo cual desarrollando da (5.19).

De (4.95) y las expresiones (5.12)-(5.14), el vector de fuerzas gravitacionales por:

ḡ(q) = −gT0
3∑

l=1

mlJGl
(q)

donde g0 =
[

0 0 −g0

]T
es la aceleración debida a la gravedad. Lo cual desarrollan-

do da (5.20).

Formulación de Hamilton

A través de esta formulación, la matriz de incercias M(q) puedes ser calculada a partir
de (4.107) y las jacobianas geometricas JGl

(q) y KGl
(q) dadas en (5.9)-(5.14) para

l = 1, 2, 3,:

M(q) =
3∑

l=1

(mlJGl
(q)TJGl

(q) +KGl
(q)TIlKGl

(q)), (5.21)



con elementos ml,j dados en (5.18) y cuya inversa M(q)−1 es:

1

|M(q)|





m22m33 −m23m32 −m12m33 +m13m32 m12m23 −m13m22

m31m23 −m21m33 −m31m13 +m11m33 m21m13 −m11m23

−m31m22 +m21m32 m31m12 −m11m32 −m21m12 +m11m22



 (5.22)

con

|M(q)| = m31m12m23−m31m13m22−m21m12m33+m21m13m32+m11m22m33−m11m23m32,

y mij es el elemento (i, j) de la matriz de inercias M(q).

Derivando (5.21) respecto al tiempo, se tiene que:

Ṁ (ρ,p) =





Ṁ(1, 1) Ṁ (1, 2) Ṁ(1, 3)

Ṁ(2, 1) Ṁ (2, 2) Ṁ(2, 3)

Ṁ(3, 1) Ṁ (3, 2) Ṁ(3, 3)





con

Ṁ(1, 1) = (Dp3(m11m23 −m13m21) −Dp2(m11m33 −m13m31) +Dp1(m21m33

−m236m31))(2a1e3m3 sin(q2 + q3) + 2a1a2m3 sin(q2) + 2a1e2m2 sin(q2))

−(2a1e3m3 sin(q2 + q3) + 2a2e3m3 sin(q3))(Dp3(m11m22 −m12m21)

−Dp2(m11m32 −m12m31) +Dp1(m21m32 −m22m31))

Ṁ(1, 2) = (Dp3(m11m23 −m13m21) −Dp2(m11m33 −m13m31) +Dp1(m21m33

−m23m31))(a1e3m3 sin(q2 + q3) + a1a2m3 sin(q2) + a1e2m2 sin(q2))

−(a1e3m3 sin(q2 + q3) + 2a2e3m3 sin(q3))(Dp3(m11m22 −m12m21)

−Dp2(m11m32 −m12m31) +Dp1(m21m32 −m22m31))

Ṁ(1, 3) = a1e3m3 sin(q2 + q3)(Dp3(m11m23 −m13m21) −Dp2(m11m33 −m13m31)

+Dp1(m21m33 −m23m31)) − (a1e3m3 sin(q2 + q3)

+a2e3m3 sin(q3))(Dp3(m11m22 −m12m21) −Dp2(m11m32 −m12m31)

+Dp1(m21m32 −m22m31))

Ṁ(2, 1) = (Dp3(m11m23 −m13m21) −Dp2(m11m33 −m13m31) +Dp1(m21m33

−m23m31))(a1e3m3 sin(q2 + q3) + a1a2m3 sin(q2) + a1e2m2 sin(q2))

−(a1e3m3 sin(q2 + q3) + 2a2e3m3 sin(q3))(Dp3(m11m22 −m12m21)

−Dp2(m11m32 −m12m31) +Dp1(m21m32 −m22m31))

Ṁ(2, 2) = −2a2e3m3 sin(q3)(Dp3(m11m22 −m12m21) −Dp2(m11m32 −m12m31)

+Dp1(m21m32 −m22m31))

Ṁ(2, 3) = −a2e3m3 sin(q3)(Dp3(m11m22 −m12m21) −Dp2(m11m32 −m12m31)



+Dp1(m21m32 −m22m31))

Ṁ (3, 1) = a1e3m3 sin(q2 + q3)(Dp3(m11m23 −m13m21) −Dp2(m11m33 −m13m31)

+Dp1(m21m33 −m23m31)) − (a1e3m3 sin(q2 + q3)

+a2e3m3 sin(q3))(Dp3m22 −m12m21) −Dp2(m11m32 −m12m31)

+Dp1(m21m32 −m22m31))

Ṁ (3, 2) = −a2e3m3 sin(q3)(Dp3(m11m22 −m12m21) −Dp2(m11m32 −m12m31)

+Dp1(m21m32 −m22m31))

Ṁ (3, 3) = 0

donde D = |M(q)|−1 y p1, p2 y p3 son los componentes del momento generalizado
p ∈ R3.

Por otro lado, tomando la parcial de M−1 respecto a q ∈ R3, se tiene que:

∂M(q)−1

∂q
=
[

∂M (q)−1

∂q1

∂M (q)−1

∂q2

∂M (q)−1

∂q3

]T

,

donde
∂M (q)−1

∂q1
= 0[3,3], los elementos de

∂M (q)−1

∂q2
= M−1

2 son:

M−1
2 (1, 1) =

m11

D2

M−1
2 (1, 2) = m3a1a2s2Iz3 +m2a1e2s2Iz3 + a1a2s2m

2
3e

2
3 +m2a1e2s2m3e

2
3 +

m12

D2

−a2c3m
2
3a1e

2
3s23

M−1
2 (1, 3) = −(m3a2s2Iz3 +m2e2s2Iz3 + a2s2m

2
3e

2
3 − a2

2m
2
3e3s23 − Iz2m3e3s23

+m2e2s2m3a2e3c3 +m2e2s2m3e
2
3 − a2c3m

2
3e

2
3s23 −m2e

2
2m3e3s23

+s2m
2
3a

2
2e3c3)a1 +

m13

D2

M−1
2 (2, 2) = −2m3a1a2s2Iz3 − 2m2a1e2s2Iz3 − 2a1a2s2m

2
3e

2
3 − 2m2a1e2s2m3e

2
3

+2a2c3m
2
3a1e

2
3s23 + 2m2

3a
2
1e

2
3c23s23 +

m22

D2

M−1
2 (3, 2) = m3a1a2s2Iz3 +m2a1e2s2Iz3 + a1a2s2m

2
3e

2
3 − a2

2m
2
3a1e3s23 − Iz2m3a1e3s23

+m2a1e2s2m3e
2
3 − a2c3m

2
3a1e

2
3s23 − a2s2m

2
3a

2
1e3c23 − a2c2m

2
3a

2
1e3s23

−m2e
2
2m3a1e3s23 + a1s2m

2
3a

2
2e3c3 − 2m2

3a
2
1e

2
3c23s23 −m2e2s2m3a

2
1e3c23

−m2e2c2m3a
2
1e3s23 +m2a1e2s2m3a2e3c3 +

m32

D2

M−1
2 (3, 3) = 2a2s2m

2
3a

2
1e3c23 + 2a2c2m

2
3a

2
1e3s23 + 4m2e2m3a

2
1a2c2s2 + 2m2

3a
2
1e

2
3c23s23

+2m2
3a

2
1a

2
2c2s2 + 2m2

2a
2
1e

2
2c2s2 + 2m2e2s2m3a

2
1e3c23 + 2m2e2c2m3a

2
1e3s23

+
m33

D2



con

D2 =
∂|M(q)|
∂q2

= 2m3
3a

2
1e

2
3c23a

2
2s23 + 2m2

3a
2
1e

2
3c23Iz2s23 + 2c2a

2
2a

2
1m

2
3Iz3s2 + 2c2a

2
2a

2
1m

3
3e

2
3s2

+2c2e
2
2a

2
1m

2
2Iz3s2 − 2m3

3a
2
1e

2
3s23c2a

2
2c3 − 2m3

3a
2
1e

2
3c23s2a

2
2c3 + 4c2a2a

2
1m3e2m2Iz3s2

+4c2a2a
2
1m

2
3e2m2e

2
3s2 + 2m2

3a
2
1e

2
3c23e

2
2m2s23 + 2c2e

2
2a

2
1m

2
2m3e

2
3s2

−2m2
3a

2
1e

2
3s23c2e2m2a2c3 − 2m2

3a
2
1e

2
3c23s2e2m2a2c3

y los elementos de
∂M (q)−1

∂q3
= M−1

3 son:

M−1
3 (1, 1) = 2m2

3a
2
2e

2
3c3s3 +

m11

D3

M−1
3 (1, 2) = −a2s3m

2
3a1e

2
3c23 − a2c3m

2
3a1e

2
3s23 − 2m2

3a
2
2e

2
3c3s3 +

m12

D3

M−1
3 (1, 3) = −(−a2

2m
2
3e3s23 − Iz2m3e3s23 +m2e2c2m3a2e3s3 − a2s3m

2
3e

2
3c23

−a2c3m
2
3e

2
3s23 −m2e

2
2m3e3s23 + c2m

2
3a

2
2e3s3)a1 +

m13

D3

M−1
3 (2, 2) = 2a2s3m

2
3a1e

2
3c23 + 2a2c3m

2
3a1e

2
3s23 + 2m2

3a
2
1e

2
3c23s23 + 2m2

3a
2
2e

2
3c3s3 +

m22

D3

M−1
3 (2, 3) = −a2

2m
2
3a1e3s23 − Iz2m3a1e3s23 +m3a2e3s3Iz1 + a2e3s3m

2
3a

2
1 − a2s3m

2
3a1e

2
3c23

−a2c3m
2
3a1e

2
3s23 +m3a2e3s3m2a

2
1 +m3a2e3s3m1e

2
1 − a2c2m

2
3a

2
1e3s23

−m2e
2
2m3a1e3s23 + a1c2m

2
3a

2
2e3s3 − 2m2

3a
2
1e

2
3c23s23 −m2e2c2m3a

2
1e3s23

+m2a1e2c2m3a2e3s3 +
m23

D3

M−1
3 (3, 3) = −2m3a2e3s3Iz1 − 2a2e3s3m

2
3a

2
1 − 2m3a2e3s3m2a

2
1 − 2m3a2e3s3m1e

2
1

+2a2c2m
2
3a

2
1e3s23 + 2m2

3a
2
1e

2
3c23s23 + 2m2e2c2m3a

2
1e3s23 +

m33

D3

con

D3 =
∂|M(q)|
∂q3

= 2m3
3a

2
1e

2
3c23a

2
2s23 + 2m2

3a
2
1e

2
3c23Iz2s23 + 2Iz1m

2
3a

2
2e

2
3c3s3 + 2m3

3a
2
1a

2
2e

2
3c3s3

−2m3
3a

2
1e

2
3s23c2a

2
2c3 − 2m3

3a
2
1e

2
3c23c2a

2
2s3 + 2m2

3a
2
1e

2
3c23e

2
2m2s23 + 2m2a

2
1m

2
3a

2
2e

2
3c3s3

+2m1e
2
1m

2
3a

2
2e

2
3c3s3 − 2m2

3a
2
1e

2
3s23c2e2m2a2c3 − 2m2

3a
2
1e

2
3c23c2e2m2a2s3.

Ahora, con las expresiones anteriores es posible calcular la matriz de Coriolis, a través
de (4.108), (5.21) y (5.22):



C(q,p) =





c11 c12 c13

c21 c22 c23

c31 c32 c33





donde

c11 = Ṁ(1, 1)

c12 = Ṁ(1, 2)

c13 = Ṁ(1, 3)

c21 = Ṁ(2, 1) −m31((M
−1
2 (1, 3)p1)/2 + (M−1

2 (3, 3)p3)/2) −m21((M
−1
2 (1, 2)p1)/2 +

(M−1
2 (2, 2)p2)/2 + (M−1

2 (3, 2)p3)/2) − (M−1
2 (1, 1)m11p1)/2

c22 = Ṁ(2, 2) −m32((M
−1
2 (1, 3)p1)/2 + (M−1

2 (3, 3)p3)/2) −m22((M
−1
2 (1, 2)p1)/2 +

(M−1
2 (2, 2)p2)/2 + (M−1

2 (3, 2)p3)/2) − (M−1
2 (1, 1)m12p1)/2

c23 = Ṁ(2, 3) −m33((M
−1
2 (1, 3)p1)/2 + (M−1

2 (3, 3)p3)/2) −m23((M
−1
2 (1, 2)p1)/2 +

(M−1
2 (2, 2)p2)/2 + (M−1

2 (3, 2)p3)/2) − (M−1
2 (1, 1)m13p1)/2

c31 = Ṁ(3, 1) −m31((M
−1
3 (1, 3)p1)/2 + (M−1

3 (3, 3)p3)/2) −m21((M
−1
3 (1, 2)p1)/2 +

(M−1
3 (2, 2)p2)/2 + (M−1

3 (3, 2)p3)/2) − (M−1
3 (1, 1)m11p1)/2

c33 = Ṁ(3, 2) −m32((M
−1
3 (1, 3)p1)/2 + (M−1

3 (3, 3)p3)/2) −m22((M
−1
3 (1, 2)p1)/2 +

(M−1
3 (2, 2)p2)/2 + (M−1

3 (3, 2)p3)/2) − (M−1
3 (1, 1)m12p1)/2

c34 = Ṁ(3, 3) −m33((M
−1
3 (1, 3)p1)/2 + (M−1

3 (3, 3)p3)/2) −m23((M
−1
3 (1, 2)p1)/2 +

(M−1
3 (2, 2)p2)/2 + (M−1

3 (3, 2)p3)/2) − (M−1
3 (1, 1)m13p1)/2.

Por otro lado, −gT0
∑3

l=1mlJGl
(q) está dado en (5.20). Como fueron seleccionadas

coordenadas mı́nimas, el último término de (4.105) no existe.

Formulación de Kane

Aplicando la metodoloǵıa de Kane explicada en la sección 4.4.4, de la ecuación (4.120) y
las expresiones (5.12)-(5.14), se llega, para robots seriales, al igual que con la metodoloǵıa
de Euler-Lagrange, a que Mq(q) está dada por:

Mq(q) =
3∑

l=1

(
mlJ̄Gl

(q)T J̄Gl
(q) + K̄Gl

(q)TIlK̄Gl
(q)
)
, (5.23)

donde los elementos de M(q) pueden encontrarse en (5.18).

Además, de la ecuación (5.23), y las expresiones (5.12)-(5.14), se tiene que la matriz



de Coriolis está dada por:

C(q, q̇) =
3∑

l=1

(

mlJ̄
T
Gl

˙̄JGl
+ K̄T

Gl
(S(lωl)

lIlK̄Gl
+ Il

˙̄KGl
)
)

(5.24)

y como para este robot K̄T
Gl

(S(lωl)
lIlK̄Gl

+ Il
˙̄KGl

) = 0 para toda l, entonces:

C(q, q̇) =

3∑

l=1

(

mlJ̄
T
Gl

˙̄JGl

)

(5.25)

donde los elementos de C(q, q̇) pueden encontrarse en (5.19).

Finalmente, el vector de fuerzas gravitacionales está dado por (4.122) y (5.20), y ya
que para este robot J̄Gl

= JGl
, el vector de fuerzas gravitacionales, al igual que con la

metodoloǵıa de E-L, es (5.20).

5.2 Aplicación a un mecanismo de cinco barras

5.2.1 Descripción geométrica del robot

En esta sección se abordará la cinemática de un robot paralelo de 2 gdl conocido como
mecanismo de cinco barras, el cual puede apreciarse en la figura 5.2 y se encuentra
en el laboratorio de Mecatrónica y Control del Instituto Tecnológico de la Laguna. A
continuación se describen los puntos y marcos que fueron asociados a los cuerpos ŕıgidos
que conforman el robot, los cuales son útiles en la obtención del modelo cinemático de
éste.

A la base del robot se le asoció el marco Σ0(X0, Y0, Z0), como se muestra en la figura
5.2. Para obtener la postura de cada uno de los eslabones que componen el robot, a
cada eslabón l se asignó el punto Cl en su centro de masa.

La nomenclatura empleada en esta subsección es la siguiente:

ll : Longitud del eslabón l.

lcl : Distancia del origen del marco Σl(Xl, Yl, Zl), al centro de masa Cl del eslabón l.

r02 : Distancia del origen del marco Σ0(X0, Y0, Z0), al origen del marco Σ2(X2, Y2, Z2).

Las coordenadas generalizadas mı́nimas seleccionadas para modelar el sistema están
dadas por:

q =
[
q1 q2

]
∈ R2,



b1

b2

q2q1

l1

C1

C3

C2

C4

l3

Y0

X 1

Y 1

X
3

Y
3

X
2

Y
2

X
4

Y
4

l2

l4

X0S2

S4

S3

S1

Figura 5.2: Marcos asociados a los eslabones del mecanismo de cinco barras

donde q1 es la variable articular medida del eje X0 al eje X1, y q2 es la variable articular
medida del eje X0 al eje X2. Mientras que las coordenadas generalizadas no mı́nimas
seleccionadas están dadas por:

ρ =
[
q1 q2 β1 β2

]
∈ R4,

donde β1 es la variable articular medida del eje X1 al eje X3, y β2 es la variable articular
medida del eje X2 al eje X4, sujetas a las restricciones:

γ(ρ) =

[
l1 cos(q1) + l3 cos(q1 + β1) − l2 cos(q2) − l4 cos(q2 + β2) − r02

l1sen(q1) + l3sen(q1 + β1) − l2sen(q2) − l4sen(q2 + β2)

]

= 0. (5.26)

Además, de la restricción (5.26) y la definición de derivada impĺıcita, es posible
derivar respecto al tiempo (5.26):

γ̇(q,β) =
∂γ(ρ)

∂β
β̇ +

∂γ(ρ)

∂q
q̇ = 0,

donde β =
[
β1 β2

]T
; luego, despejando β̇ queda:

β̇ = −∂γ(ρ)

∂β

−1∂γ(ρ)

∂q
q̇,



de modo que ya es posible encontrar la relación entre q̇ y ρ̇ dada por:

ρ̇ = A(ρ)q̇

donde

A(ρ) =

[
I[2]

−∂γ(ρ)

∂β

−1 ∂γ(ρ)

∂q q̇

]

=







1 0
0 1
a11 a12

a21 a22







(5.27)

con a11 = − sin(q1−q2−β2)
sin(q1−q2+β1−β2)

− 1, a12 = − sin(β2)
sin(q1−q2+β1−β2)

, a21 = sin(β1)
sin(q1−q2+β1−β2)

− 1 y

a22 = − sin(q1−q2+β1)
sin(q1−q2+β1−β2)

− 1. Esta matriz, aqúı nombrada matriz de proyección, será de
utilidad para definir la cinemática de velocidad de cada cuerpo ŕıgido que conforma el
robot.

5.2.2 Cálculo de la postura de cada cuerpo ŕıgido

La postura del eslabón 1 queda especificada por el vector de posición p1 del punto C1

y la matriz de rotación 0R1 que da la orientación del marco Σ1(X1, Y1, Z1), respecto al
marco inercial Σ0(X0, Y0, Z0), como:

p1 =





lc1 cos(q1)
lc1 sin(q1)

0



 y 0R1 =





cos(q1) −sen(q1) 0
sen(q1) cos(q1) 0

0 0 1



 . (5.28)

De manera analoga al eslabón 3, la postura del eslabón 2 queda especificada por el
vector de posición p2 del punto C2 y la matriz de rotación 0R2 que da la orientación
del marco Σ2(X2, Y2, Z2), respecto al marco inercial Σ0(X0, Y0, Z0), como:

p2 =





lc2 cos(q2) + r12

lc2sen(q2)
0



 y 0R2 =





cos(q2) −sen(q2) 0
sen(q2) cos(q2) 0

0 0 1



 , (5.29)

donde r12 es la distancia entre los oŕıgenes de los marcos Σ1 y Σ2.

Aśı mismo, la postura del eslabón 3 queda especificada por el vector de posición p3

del punto C3 y la matriz de rotación 0R3 que da la orientación del marco Σ3(X3, Y3, Z3),
respecto al marco inercial Σ0(X0, Y0, Z0), como:

p3 =





lc1 cos(q1) + lc3 cos(q1 + β1)

lc1sen(q1) + lc3sen(q1 + β1)
0



 y 0R3 =





cos(q1 + β1) −sen(q1 + β1) 0

sen(q1 + β1) cos(q1 + β1) 0
0 0 1



 .

(5.30)



De manera analoga al eslabón 1, la postura del eslabón 4 queda especificada por el
vector de posición p4 del punto C4 y la matriz de rotación 0R4 que da la orientación
del marco Σ4(X4, Y4, Z4) respecto al marco inercial Σ0(X0, Y0, Z0), como:

p4 =





lc2 cos(q2) − lc4 cos(q2 + β2)
lc2sen(q2) − lc4sen(q2 + β2)

0



 y 0R4 =





cos(q2 + β2) −sen(q2 + β2) 0
sen(q2 + β2) cos(q2 + β2) 0

0 0 1



 .

(5.31)

5.2.3 Cálculo de la velocidad lineal y angular de cada cuerpo

ŕıgido

De (4.65), (4.67) y (5.28) se tiene que, empleando velocidades generalizadas no mı́nimas,
la velocidad lineal y angular del eslabón 1 pueden ser especificadas a través de:

v1 = JG1
ρ̇ =





−lc1sin(q1) 0 0 0
lc1cos(q1) 0 0 0

0 0 0 0



 ρ̇ y 1ω1 = KG1
ρ̇ =





0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0



 ρ̇,

(5.32)
o bien, a partir de (5.27) y (5.32) a través de velocidades generalizadas mı́nimas como:

v1 = J̄G1
q̇ =





−lc1sen(q1) 0
lc1 cos(q1) 0

0 0



 q̇ y 1ω1 = K̄G1
q̇ =





0 0
0 0
1 0



 q̇. (5.33)

De (4.65), (4.67) y (5.29) se tiene que, empleando velocidades generalizadas no
mı́nimas, la velocidad lineal y angular del eslabón 2 pueden ser especificadas a través
de:

v2 = JG2
ρ̇ =





0 −lc2sin(q2) 0 0
0 lc2cos(q2) 0 0
0 0 0 0



 ρ̇ y 2ω2 = KG2
q̇ =





0 0 0 0
0 0 0 0
0 1 0 1



 ρ̇,

(5.34)
o bien, a partir de (5.27) y (5.34) a través de velocidades generalizadas mı́nimas como:

v3 = J̄G3
q̇ =





0 −lc2sen(q2)
0 lc2 cos(q2)
0 0



 q̇ y 1ω1 = K̄G1
q̇ =





0 0
0 0
a21 1 + a22



 q̇.

(5.35)

De (4.65), (4.67) y (5.30) se tiene que, empleando velocidades generalizadas no
mı́nimas, la velocidad lineal y angular del eslabón 2 pueden ser especificadas a través
de:



v2 = JG2
ρ̇ =





−l1sen(q1) − lc3sen(q1 + β1) 0 −lc3sen(q1 + β1) 0
l1cos(q1) + lc3cos(q1 + β1) 0 lc3cos(q1 + β1) 0

0 0 0 0



 ρ̇ (5.36)

y

2ω2 = KG2
ρ̇ =





0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 1 0



 ρ̇, (5.37)

o bien, a partir de (5.27), (5.36) y (5.37) a través de velocidades generalizadas mı́nimas
como:

v2 = J̄G2
q̇ =





−lc1sen(q1) − lc3sen(q1 + β1)(1 + a11) −lc3sen(q1 + β1)a12

−lc1 cos(q1) − lc3 cos(q1 + β1)(1 + a11) lc3 cos(q1 + β1)a12

0 0



 q̇

(5.38)
y

2ω2 = K̄G2
q̇ =





0 0
0 0

1 + a11 a12



 q̇. (5.39)

De (4.65), (3.24) y (5.31) se tiene que, empleando velocidades generalizadas no
mı́nimas, la velocidad lineal y angular del eslabón 4 pueden ser especificadas a través
de:

v4 = JG4
ρ̇ =





0 −l2sen(q2) − lc4sen(q2 + β2) 0 −lc4sen(q2 + β2)
0 l2cos(q2) + lc4cos(q2 + β2) 0 lc4cos(q2 + β2)
0 0 0 0



 ρ̇ (5.40)

y

4ω4 = KG4
ρ̇ =





0 0 0 0
0 0 0 0
0 1 0 0



 ρ̇, (5.41)

o bien, a partir de (5.27), (5.40) y (5.41) a través de velocidades generalizadas mı́nimas
como:

v4 = J̄G4
q̇ =





−lc4sen(q2 + β2)a21 −l2sen(q2) − lc4sen(q2 + β3)(1 + a22)
lc4 cos(q2 + β3)a21 l2 cos(q2) + lc4 cos(q2 + β2)(1 + a22)

0 0



 q̇ (5.42)

y

2ω2 = K̄G2
q̇ =





0 0
0 0
0 1



 q̇. (5.43)



5.2.4 Modelado dinámico

En esta subsección se explicará cómo obtener el modelo dinámico del mecanismo de
cinco barras (M5B) a partir de la información expuesta en la subsección anterior, y
la metodoloǵıa de la sección 4.4. Las masa de cada eslabón l es nombrada aqúı como
ml, mientras que el tensor de inercia lIl está calculado respecto a un marco orientado
igual que Σl, pero cuyo origen se encuentra en el centro de masa del cuerpo l. Por
simplicidad se consideró que los tensores de inercia lIl de cada eslabón l que conforman
el robot son matrices diagonales, es decir lIl = diag{Ixl

, Iyl
, Izl} ∈ R3×3.

Formulación de Newton-Euler

A partir de la ecuación (4.83) y las expresiones (5.33), (5.35), (5.38), (5.42) y (5.43) es
posible obtener M̄q(q) a partir de:

M̄q(q) = ĀTMĀ ∈ R2×2,

donde

Ā =
[
K̄T
G1 J̄TG1 K̄T

G2 J̄TG2 K̄T
G3 J̄TG3 K̄T

G4 J̄TG4

]
∈ R24×2 (5.44)

M = diag(M1,M2,M3,M4) ∈ R24×24 (5.45)

con Ml =

[
lIl O[3,3]

O[3,3] mlI[3]

]

∈ R6×6. Desarrollando queda:

M̄q(ρ) =
1

sen(q1 − q2 + β1 − β2)2

[
m̄11 m̄12

m̄21 m̄22

]

(5.46)

con

m̄11 = m3L
2
1sen(q1 − q2 + β1 − β2)

2 −m3L1lc3sen(q1 − q2 + β1 − β2)
2 +m3L1lc3sen(β1)

2

−m3L1lc3sen(q1 − q2 − β2)
2 +m1l

2
c1sen(q1 − q2 + β1 − β2)

2 +m3l
2
c3sen(q1 − q2

−β2)
2 +m4l

2
c4sen(β1)

2 + I1sen(q1 − q2 + β1 − β2)
2 + I4sen(β1)

2 + I3sen(q1 − q2

−β2)
2

m̄12 = I3sen(β2)sen(q1 − q2 − β2) − I4sen(q1 − q2 + β1)sen(β1) − l2c4m4sen(q1 − q2

+β1)sen(β1) + l2c3m3sen(β2)sen(q1 − q2 − β2) − L1lc3m3sen(q1 − q2 + β1

−β2) cos(q1 + β1) cos(q1)sen(β2) + L2lc4m4sen(q1 − q2 + β1 − β2) cos(q2

+β2) cos(q2)sen(β1) − L1lc3m3sen(q1 − q2 + β1 − β2)sen(q1 + β1)sen(q1)sen(β2)

+L2lc4m4sen(q1 − q2 + β1 − β2)sen(q2 + β2)sen(q2)sen(β1)

m̄21 = I3sen(β2)sen(q1 − q2 − β2) − I4sen(q1 − q2 + β1)sen(β1) − l2c4m4sen(q1 − q2



+β1)sen(β1) + l2c3m3sen(β2)sen(q1 − q2 − β2) − L1lc3m3sen(q1 − q2 + β1

−β2) cos(q1 + β1) cos(q1)sen(β2) + L2lc4m4sen(q1 − q2 + β1 − β2) cos(q2

+β2) cos(q2)sen(β1) − L1lc3m3sen(q1 − q2 + β1 − β2)sen(q1 + β1)sen(q1)sen(β2)

+L2lc4m4sen(q1 − q2 + β1 − β2)sen(q2 + β2)sen(q2)sen(β1)

m̄22 = m4L
2
2sen(q1 − q2 + β1 − β2)

2 −m4L2lc4sen(q1 − q2 + β1 − β2)
2 −m4L2lc4sen(q1

−q2 + β1)
2 +m4L2lc4sen(β2)

2 +m2l
2
c2sen(q1 − q2 + β1 − β2)

2 +m3l
2
c3sen(β2)

2

+m4l
2
c4sen(q1 − q2 + β1)

2 + I2sen(q1 − q2 + β1 − β2)
2 + I4sen(q1 − q2 + β1)

2

+I3sen(β2)
2

Además, de la ecuación (4.84), y las expresiones (5.44) y (5.45), se tiene que la
matriz de Coriolis está dada por:

C̄q(ρ) = ĀT (M ˙̄A +WMĀ) ∈ R2×2,

donde W = diag(W1,W2,W3,W4) ∈ R24×24, con Wl =

[
S(lωl) O[3,3]

O[3,3] O[3,3]

]

∈ R6×6 y

lωl para l = 1, 2, 3, 4 dada por las expresiones (5.33), (5.35), (5.38) y (5.43). Lo cual
desarrolando queda:

C̄q(ρ) = O[2,2] ∈ R2×2, (5.47)

Finalmente, de (4.85) y (5.44) se tiene que el vector de gravedad está dado por:

ḡq(ρ) = ĀTgρ(ρ) ∈ R2,

con gρ =
[
O[1,3] m1g

T
0 O[1,3] m2g

T
0 O[1,3] m3g

T
0 O[1,3] m4g

T
0

]
∈ R24. Lo cual

desarrolando queda:
ḡq(ρ) = 0 ∈ R2. (5.48)

Formulación de Euler-Lagrange

Aplicando la metodoloǵıa de Euler-Lagrange explicada en la subsección 4.4.2, de la ex-
presión (4.93) y las jacobianas geometricas JGl

(ρ) yKGl
(ρ) dadas en (5.32),(5.34),(5.36),

(5.37), (5.40), (5.41) se tiene que la matriz de inercias para este mecanismo es:

Mρ(ρ) =
4∑

l=1

(mlJGl
(ρ)TJGl

(ρ) +KGl
(ρ)T IlKGl

(ρ)) (5.49)



=







m11 0 m13 0
0 m22 0 m24

m31 0 m33 0
0 m42 0 m44







con

m11 = m1l
2
c1 +m3(L

2
1 + l2c3 + 2L1lc3 cos(β1)) + I1 + I3,

m13 = m31 = m3(l
2
c3 + L1lc3 cos(β1)) + I3,

m22 = m2l
2
c2 +m4(L

2
2 + l2c4 + 2L2lc4 cos(β2)) + I2 + I4,

m24 = m42 = m4(l
2
c4 + L2lc4 cos(β2)) + I4,

m33 = m3l
2
c3 + I3,

m44 = m4l
2
c4 + I4; (5.50)

Mientras que de (4.94) y (5.50), se tiene que la matriz de fuerzas centŕıfugas y de
Coriolis está dada por:

Cρ(ρ, ρ̇) = Ṁρ(ρ) − 1

2

∂

∂ρ
(ρ̇TMρ(ρ)) (5.51)

donde

Cρ(ρ, ρ̇) =







c11 0 c13 0
0 c22 0 c24

c31 0 0 0
0 c42 0 0






, (5.52)

con c11 = −c31 = −m3L1lc3 sin(β1)β̇1, c13 = −m3L1lc3 sin(β1)(q̇1 + β̇1), c22 = −c42 =
−m4L2, lc4 sin(β2)β̇2 y c24 = −m4L2, lc4 sin(β2)(q̇2 + β̇2).

Por otra parte, de (4.95) y las expresiones (5.32),(5.34),(5.36) y (5.40), el vector de
fuerzas gravitacionales está dado por:

gρ(ρ) = −gT0
4∑

l=1

mlJGl
(ρ) (5.53)

donde g0 =
[

0 0 −g0

]T
es la aceleración debida a la gravedad. Al final queda

gρ(ρ) = 0 porque el mecanismo se mueve en un plano horizontal.

Finalmente, el modelo reducido del sistema extendido está dado por la expresión
(4.97), la matriz A(ρ) dada en (5.27) y las expresiones dadas en (5.50), (5.51) y (5.53),
quedando (5.46),(5.47) y (5.48).



Formulación de Hamilton

A través de esta formulación, la matriz de incercias M(q) puede ser calculada a partir
de (4.107) y las jacobianas geometricas JGl

(q) y KGl
(q) dadas en (5.32),(5.34),(5.36),

(5.37), (5.40), (5.41) para l = 1, 2, 3, 4,:

M(q) =

4∑

l=1

(mlJGl
(q)TJGl

(q) +KGl
(q)TIlKGl

(q)), (5.54)

con elementos mi,j dados en (5.50) y cuya inversa es:

M(q)−1 =







m33/d1 0 −m13/d1 0
0 m44/d2 0 −m24/d2

−m31/d1 0 1/d1m11 0
0 −m42/d2 0 1/d2m22






, (5.55)

donde d1 = −m31m13 +m11m33 y d2 = m44m22 −m42m24.

Derivando respecto al tiempo (5.54), se tiene:

Ṁ (ρ,pρ) =







Ṁ (1, 1) Ṁ(1, 2) Ṁ (1, 3) Ṁ(1, 4)

Ṁ (2, 1) Ṁ(2, 2) Ṁ (2, 3) Ṁ(2, 4)

Ṁ (3, 1) Ṁ(3, 2) Ṁ (3, 3) Ṁ(3, 4)

Ṁ (4, 1) Ṁ(4, 2) Ṁ (4, 3) Ṁ(4, 4)







con

Ṁ(1, 1) = −((m11p3)/(d(m11m33 −m13m31)) − (m31p1)/(d(m11m33

−m13m31)))(2lc3m3 sin(q1 + q3)(lc3 cos(q1 + q3) + L1 cos(q1)) − 2lc3m3 cos(q1

+q3)(lc3 sin(q1 + q3) + L1 sin(q1)))

Ṁ(1, 2) = 0

Ṁ(1, 3) = −((m11p3)/(d(m11m33 −m13m31)) − (m31p1)/(d(m11m33

−m13m31)))(lc3m3 sin(q1 + q3)(lc3 cos(q1 + q3) + L1 cos(q1)) − lc3m3 cos(q1

+q3)(lc3 sin(q1 + q3) + L1 sin(q1)))

Ṁ(1, 4) = 0

Ṁ(2, 1) = 0

Ṁ(2, 2) = −((m22p4)/(d(m22m44 −m24m42)) − (m42p2)/(d(m22m44

−m24m42)))(2lc4m4 sin(q2 + q4)(lc4 cos(q2 + q4) + L2 cos(q2)) − 2lc4m4 cos(q2

+q4)(lc4 sin(q2 + q4) + L2 sin(q2)))

Ṁ(2, 3) = 0



Ṁ(2, 4) = −((m22p4)/(d(m22m44 −m24m42)) − (m42p2)/(d(m22m44

−m24m42)))(lc4m4 sin(q2 + q4)(lc4 cos(q2 + q4) + L2 cos(q2)) − lc4m4 cos(q2

+q4)(lc4 sin(q2 + q4) + L2 sin(q2)))

Ṁ(3, 1) = −((m11p3)/(d(m11m33 −m13m31)) − (m31p1)/(d(m11m33

−m13m31)))(lc3m3 sin(q1 + q3)(lc3 cos(q1 + q3) + L1 cos(q1)) − lc3m3 cos(q1

+q3)(lc3 sin(q1 + q3) + L1 sin(q1)))

Ṁ(3, 2) = 0

Ṁ(3, 3) = 0

Ṁ(3, 4) = 0

Ṁ(4, 1) = 0

Ṁ(4, 2) = −((m22p4)/(d(m22m44 −m24m42)) − (m42p2)/(d(m22m44

−m24m42)))(lc4m4 sin(q2 + q4)(lc4 cos(q2 + q4) + L2 cos(q2)) − lc4m4 cos(q2

+q4)(lc4 sin(q2 + q4) + L2 sin(q2)))

Ṁ(4, 3) = 0

Ṁ(4, 4) = 0

donde p1, p2, p3 y p4 son elementos del vector de momentos generalizados pρ ∈ R4.

Por otro lado, tomando la parcial de M−1 respecto a ρ =
[
q1 q2 β1 β2

]T ∈ R4,
se tiene que:

[
∂M (ρ)−1

∂q1

∂M (ρ)−1

∂q2

∂M (ρ)−1

∂β1

∂M (ρ)−1

∂β2

]T

, (5.56)

donde
∂M (ρ)−1

∂q1
=

∂M (ρ)−1

∂q2
= 04×4 y los elementos de

∂M (ρ)−1

∂β1
= M−1

3 y
∂M (ρ)−1

∂β2
= M−1

4

son cero, excepto:

M−1
3 (1, 1) = −2(l2c3m3 + I3)/(l

2
c3
m3l

2
c1
m1 + l2c3m

2
3L

2
1 + l2c3m3I1 + I3l

2
c1
m1 + I3m3L

2
1

+I3I1 −m2
3c

2
3l

2
c3
L2

1)
2m2

3c3l
2
c3
L2

1s3

M−1
3 (1, 2) = m3s3lc3L1/(l

2
c3
m3l

2
c1
m1 + l2c3m

2
3L

2
1 + l2c3m3I1 + I3l

2
c1
m1 + I3m3L

2
1 + I3I1

−m2
3c

2
3l

2
c3
L2

1) + 2(l2c3m3 +m3c3lc3L1 + I3)/(l
2
c3
m3l

2
c1
m1 + l2c3m

2
3L

2
1 + l2c3m3I1

+I3l
2
c1
m1 + I3m3L

2
1 + I3I1 −m2

3c
2
3l

2
c3
L2

1)
2m2

3c3l
2
c3
L2

1s3

M−1
3 (1, 3) = M−1

3 (3, 1)

M−1
3 (3, 3) = −2/(l2c3m3l

2
c1
m1 + l2c3m

2
3L

2
1 + l2c3m3I1 + I3l

2
c1
m1 + I3m3L

2
1 + I3I1

−m2
3c

2
3l

2
c3
L2

1)
2(l2c1m1 +m3L

2
1 + l2c3m3 + 2m3c3lc3L1 + I1 + I3)m

2
3c3l

2
c3
L2

1s3

−2m3s3lc3L1/(l
2
c3
m3l

2
c1
m1 + l2c3m

2
3L

2
1 + l2c3m3I1 + I3l

2
c1
m1 + I3m3L

2
1 + I3I1



−m2
3c

2
3l

2
c3
L2

1)

M−1
4 (2, 2) = −2(l2c4m4 + I4)/(l

2
c4
m4l

2
c2
m2 + l2c4m

2
4L

2
2 + l2c4m4I2 + I4l

2
c2
m2 + I4m4L

2
2

+I4I2 −m2
4c

2
4l

2
c4
L2

2)
2m2

4c4l
2
c4
L2

2s4

M−1
4 (2, 4) = m4s4lc4L2/(l

2
c4
m4l

2
c2
m2 + l2c4m

2
4L

2
2 + l2c4m4I2 + I4l

2
c2
m2 + I4m4L

2
2 + I4I2

−m2
4c

2
4l

2
c4
L2

2) + 2(l2c4m4 +m4c4lc4L2 + I4)/(l
2
c4
m4l

2
c2
m2 + l2c4m

2
4L

2
2

+l2c4m4I2 + I4l
2
c2
m2 + I4m4L

2
2 + I4I2 −m2

4c
2
4l

2
c4
L2

2)
2m2

4c4l
2
c4
L2

2s4

M−1
4 (4, 2) = M−1

4 (2, 4)

M−1
4 (4, 4) = −2/(l2c4m4l

2
c2
m2 + l2c4m

2
4L

2
2 + l2c4m4I2 + I4l

2
c2
m2 + I4m4L

2
2 + I4I2

−m2
4c

2
4l

2
c4
L2

2)
2(l2c2m2 +m4L

2
2 + l2c4m4 + 2m4c4lc4L2 + I2 + I4)m

2
4c4l

2
c4
L2

2s4

−2m4s4lc4L2/(l
2
c4
m4l

2
c2
m2 + l2c4m

2
4L

2
2 + l2c4m4I2 + I4l

2
c2
m2 + I4m4L

2
2

+I4I2 −m2
4c

2
4l

2
c4
L2

2)

Ahora, con las expresiones anteriores es posible calcular la matriz de Coriolis, a
través de (4.108),(5.54) y (5.55):

C(q,pρ) =







c11 c12 c13 c14

c21 c22 c23 c24

c31 c32 c33 c34

c41 c42 c43 c44







donde

c11 = Ṁ11

c12 = 0

c13 = Ṁ13

c14 = 0

c21 = 0

c22 = Ṁ22

c23 = 0

c24 = Ṁ24

c31 = Ṁ31 −m11((M
−1
3 (1, 1)p1)/2 + (M−1

3 (2, 1)p2)/2 + (M−1
3 (3, 1)p3)/2

+(M−1
3 (4, 1)p4)/2) −m31((M

−1
3 (1, 3)p1)/2 + (M−1

3 (2, 3)p2)/2 + (M−1
3 (3, 3)p3)/2

+(M−1
3 (4, 3)p4)/2)

c32 = −m22((M
−1
3 (1, 2)p1)/2 + (M−1

2 23p2)/2 + (M−1
3 (3, 2)p3)/2 + (M−1

3 (4, 2)p4)/2)

−m42((M
−1
3 (1, 4)p1)/2 + (M−1

3 (2, 4)p2)/2 + (M−1
3 (3, 4)p3)/2 + (M−1

3 (4, 4)p4)/2)



c33 = Ṁ33 −m13((M
−1
3 (1, 1)p1)/2 + (M−1

3 (2, 1)p2)/2 + (M−1
3 (3, 1)p3)/2

+(M−1
3 (4, 1)p4)/2) −m33((M

−1
3 (1, 3)p1)/2 + (M−1

3 (2, 3)p2)/2 + (M−1
3 (3, 3)p3)/2

+(M−1
3 (4, 3)p4)/2)

c34 = −m24((M
−1
3 (1, 2)p1)/2 + (M−1

2 23p2)/2 + (M−1
3 (3, 2)p3)/2 + (M−1

3 (4, 2)p4)/2)

−m44((M
−1
3 (1, 4)p1)/2 + (M−1

3 (2, 4)p2)/2 + (M−1
3 (3, 4)p3)/2 + (M−1

3 (4, 4)p4)/2)

c41 = −m11((M
−1
4 (1, 1)p1)/2 + (M−1

4 (2, 1)p2)/2 + (M−1
4 (3, 1)p3)/2 + (M−1

4 (4, 1)p4)/2)

−m31((M
−1
3 (1, 3)p1)/2 + (M−1

4 (2, 3)p2)/2 + (M−1
4 (3, 3)p3)/2 + (M−1

4 (4, 3)p4)/2)

c42 = Ṁ42 −m22((M
−1
4 (1, 2)p1)/2 + (M−1

4 (2, 2)p2)/2 + (M−1
3 24p3)/2 + (M−1

4 (4, 2)p4)/2)

−m42((M
−1
4 (1, 4)p1)/2 + (M−1

4 (2, 4)p2)/2 + (M−1
4 (3, 4)p3)/2 + (M−1

4 (4, 4)p4)/2)

c43 = −m13((M
−1
4 (1, 1)p1)/2 + (M−1

4 (2, 1)p2)/2 + (M−1
4 (3, 1)p3)/2 + (M−1

4 (4, 1)p4)/2)

−m33((M
−1
3 (1, 3)p1)/2 + (M−1

4 (2, 3)p2)/2 + (M−1
4 (3, 3)p3)/2 + (M−1

4 (4, 3)p4)/2)

c44 = Ṁ44 −m24((M
−1
4 (1, 2)p1)/2 + (M−1

4 (2, 2)p2)/2 + (M−1
3 24p3)/2 + (M−1

4 (4, 2)p4)/2)

−m44((M
−1
4 (1, 4)p1)/2 + (M−1

4 (2, 4)p2)/2 + (M−1
4 (3, 4)p3)/2 + (M−1

4 (4, 4)p4)/2)

Por otro lado, gT0
∑3

l=1 mlJGl
(ρ) está dado en (5.20).

Como las coordenadas generalizadas ρ ∈ R4 son no mı́nimas, el sistema reducido
está dado por las expresiones (4.97),(4.108),(5.27),(5.53) y (5.54).

Formulación de Kane

A partir de la ecuación (4.120), y las expresiones (5.33), (5.35), (5.38) y (5.42), se llega
a que M̄q(q) está dada por:

M̄q(q) =
4∑

l=1

(
mlJ̄Gl

(q)T J̄Gl
(q) + K̄Gl

(q)TIlK̄Gl
(q)
)
,

donde los elementos de M̄q(q) pueden encontrarse en (5.46).

Además, de la ecuación (4.121), y las expresiones (5.33), (5.35), (5.38) y (5.42), se
tiene que la matriz de Coriolis está dada por:

C̄q(q) =
4∑

l=1

(

mlJ̄
T
Gl

˙̄JGl
+ K̄T

Gl
(İlK̄Gl

+ Il
˙̄KGl

)
)

= 0.

Y de la expresión (4.122) y las matrices jacobianas (5.33), (5.35), (5.38) y (5.42), el
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Figura 5.3: Marcos asociados a los cuepos ŕıgidos del robot móvil con ruedas (RMR).

vector de fuerzas gravitacionales está dado por:

ḡq(q) = −gT0
4∑

l=1

mlJ̄Gl
(q) = 0 (5.57)

donde g0 =
[

0 0 −g0

]T
, es la aceleración debida a la gravedad.

5.3 Aplicación a un robot móvil tipo diferencial

5.3.1 Descripción geométrica del robot

En esta sección se abordará la cinemática de un robot móvil con ruedas tipo diferencial,
el cual puede apreciarse en la figura 5.3. A continuación se describen los puntos y marcos
que fueron asociados a los cuerpos ŕıgidos que conforman el robot, los cuales son útiles
en la obtención del modelo cinemático de éste.

A la base del robot se le asoció el marco ΣB(XB, YB , ZB), haciendo coincidir su
origen B, con el centro de masa de la base (el cual se supone que se encuentra en el
eje de las ruedas). Como se puede apreciar en la figura 5.3, el ángulo θ es el ángulo



formado entre el eje X0 del marco inercial Σ0(X0, Y0, Z0), y el eje XB , de manera que
la orientación de la base respecto al marco inercial, empleando matrices de rotación es:

0RB =





cos(θ) −sen(θ) 0
sen(θ) cos(θ) 0

0 0 1



 . (5.58)

Por otra parte, a cada rueda del robot se le asignó un marco solidario ΣR(XR, YR, ZR)
y ΣL(XL, YL, ZL), respectivamente, cuyos oŕıgenes R y L coinciden en todo momento
con los centros de masa del la rueda correspondiente, ver figura 5.3. Nótese que los
ángulos φL y φR, se encuentran definidos entre el eje XB y el eje XL y XR, respectiva-
mente. De manera que la orientación de cada rueda, relativa al marco ΣB solidario a
la base del robot, está dado por:

BRL =





cos(θ) cos(φL) −sen(θ) cos(θ)sen(φL)
sen(θ) cos(φL) cos(θ) sen(θ)sen(φL)
−sen(φL) 0 cos(φL)



 (5.59)

y

BRR =





cos(θ) cos(φR) −sen(θ) cos(θ)sen(φR)
sen(θ) cos(φR) cos(θ) sen(θ)sen(φR)
−sen(φR) 0 cos(φR)



 , (5.60)

respectivamente.

5.3.2 Cálculo de la postura de cada cuerpo ŕıgido

La postura del robot móvil está especificada respecto al marco inercial Σ0 y a través
del marco ΣB asociado a la base del robot. La posición del origen del marco ΣB está
dada por el vector pB y su orientación por la matriz de rotación 0RB como:

0pB =





x
y
0



 y 0RB =





cos(θ) −sen(θ) 0
sen(θ) cos(θ) 0

0 0 1



 . (5.61)

donde x y y son las coordenadas cartesianas del punto B, respecto al marco Σ0.

Por otro lado, de la figura 5.3 se tiene que la posición del centro de masa L de la
rueda izquierda del robot está dada por:

0pL = 0pB + 0pBL =





x
y
0



 + 0RB





0
l
0



 =





x− lsen(θ)
y + l cos(θ)

0



 (5.62)



donde l es la distancia del punto B al punto L (la mitad de la distancia entre las
ruedas). Además, de las expresiones (5.58) y (5.59) se tiene que la orientación de la
rueda izquierda está dada por:

0RL = 0RB
BRL =





cos(θ) cos(φL) −sen(θ) cos(θ)sen(φL)
sen(θ) cos(φL) cos(θ) sen(θ)sen(φL)
−sen(φL) 0 cos(φL)



 (5.63)

De manera análoga, la posición de la rueda derecha del robot está dada por:

0pR = 0pB + 0pBR =





x
y
0



+ 0RB





0
−l
0



 =





x+ lsen(θ)
y − l cos(θ)

0



 (5.64)

mientras que su orientación, a partir de las expresiones (5.58) y (5.60) por:

0RR = 0RB
BRR =





cos(θ) cos(φR) −sen(θ) cos(θ)sen(φR)
sen(θ) cos(φR) cos(θ) sen(θ)sen(φR)
−sen(φR) 0 cos(φR)



 (5.65)

5.3.3 Cálculo de las velocidades lineal y angular de cada cuerpo

ŕıgido

Con fines metódicos, en esta sección se describirá la cinématica de velocidad del robot
en función de un conjunto de coordenadas mı́nimas:

q̇ =
[

ẋm θ̇
]T ∈ R2.

y un conjunto de coordenadas no mı́nimas:

ρ̇ =
[

ẋ ẏ θ̇ φ̇L φ̇R
]T ∈ R5, (5.66)

sujeto a las restricciones (Soto, 2014):

−ẋsen(θ) + ẏ cos(θ) = 0 (5.67)

ẋ cos(θ) + ẏsen(θ) + lθ̇− rφ̇R = 0 (5.68)

ẋ cos(θ) + ẏsen(θ) − lθ̇ − rφ̇L = 0 (5.69)

Además, de (5.67)-(5.69) es posible obtener la relación matricial A(ρ) entre q̇ y ρ̇



como: 







ẋ
ẏ

θ̇

φ̇L
φ̇R









=









cos(θ) 0
sen(θ) 0

0 1
1
r

− l
r

1
r

l
r









[
ẋm
θ̇

]

, (5.70)

relación que será de utilidad en está sección para definir la cinemática de velocidad de
cada cuerpo ŕıgido que conforma el robot a través de q̇ ∈ R2 ó ρ̇ ∈ R5.

De (4.65), (4.67) y (5.61) se tiene que, empleando velocidades generalizadas no
mı́nimas, la velocidad lineal y angular de la base pueden ser especificadas a través de:

0vB = JGB
ρ̇ =





1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 0 0



 ρ̇ y BωB = KGB
ρ̇ =





0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 1 0 0



 ρ̇

(5.71)
o bien, a partir de (5.70) y (5.72) a través de velocidades generalizadas mı́nimas como:

0vB = J̄GB
q̇ =





cos(θ) 0
sen(θ) 0

0 0



 q̇ y BωB = K̄GB
q̇ =





0 0
0 0
0 1



 q̇ (5.72)

Por otra parte, la velocidad lineal y angular de la rueda izquierda, a partir de (4.65),
(4.67), (5.62) y (5.63), pueden ser especificadas a través de velocidades generalizadas
no mı́nimas como:

0vL = JGL
ρ̇ =





1 0 −l cos(θ) 0 0
0 1 −lsen(θ) 0 0
0 0 0 0 0



 ρ̇

y

LωL = KGL
ρ̇ =





0 0 −sen(φL) 0 0
0 0 0 1 0
0 0 cos(φL) 0 0



 ρ̇ (5.73)

o bien, a partir de (5.70) y (5.73) por medio de velocidades generalizadas mı́nimas
como:

0vL = J̄GL
q̇ =





cos(θ) −l cos(θ)
sen(θ) −lsen(θ)

0 0



 q̇ y LωL = K̄GL
q̇ =





0 −sen(φL)
1
r

− l
r

0 cos(φL)



 q̇

(5.74)

De manera análoga, las velocidades lineal y angular de la rueda derecha, empleando
velocidades generalizadas no mı́nimas, puede ser especificada a partir de (4.65), (4.67),



(5.64) y (5.65) a través de:

0vR = JGR
ρ̇ =





1 0 −l cos(θ) 0 0
0 1 −lsen(θ) 0 0
0 0 0 0 0



 ρ̇

y

RωR = KGR
ρ̇ =





0 0 −sen(φL) 0 0
0 0 0 1 0
0 0 cos(φL) 0 0



 ρ̇, (5.75)

o bien, por medio de velocidades generalizadas mı́nimas a partir de (5.70) y (5.75),
como:

0vL = J̄GR
q̇ =





cos(θ) l cos(θ)
sen(θ) lsen(θ)

0 0



 q̇ y RωR = K̄GR
q̇ =





0 −sen(φR)
1
r

l
r

0 cos(φR)



 q̇.

(5.76)

5.3.4 Modelado dinámico

En esta sección se explicará cómo obtener el modelo dinámico del robot móvil, a partir
de la información expuesta, y la metodoloǵıa de la sección 4.4. En aras de la simplicidad,
se consideró que el centro de masa de la base del robot posee las mismas coordenadas
del centroide de un prisma rectangular con las mismas dimensiones de la base del robot.
Además, se consideró que los tensores de inercia de los cuerpos ŕıgidos que conforman
el robot son matrices diagonales, y que ambas ruedas del robot tienen un radio igual a
r.

A continuación se enlista la nomenclatura empleada para nombrar los parámetros
dinámicos del robot:

r : Radio de las ruedas

mB : Masa de la base del robot.

mL : Masa de la rueda izquierda del robot.

mR : Masa de la rueda derecha del robot.

IB : Tensor de inercia de la base del robot con respecto a ΣB dada por IB = diag{IxB
, IyB

, IzB} ∈
R3×3.

IL : Tensor de inercia de la rueda izquierda del robot con respecto a ΣL dada por
IL = diag{IxL

, IyL
, IzL} ∈ R3×3.



IR : Tensor de inercia de la rueda derecha del robot con respecto a ΣR dada por
IR = diag{IxR

, IyR
, IzR} ∈ R3×3.

Formulación de Newton-Euler

A partir de la ecuación (4.83) y las expresiones (5.72),(5.74) y (5.76) es posible obtener
M̄q(q) a parir de:

M̄q(q) = ĀTMĀ ∈ R2×2,

donde

Ā =
[
K̄T
GB

J̄TGB
K̄T
GL

J̄TGL
K̄T
GR

J̄TGR

]
∈ R18×2 (5.77)

M = diag(M1,M2,M3) ∈ R18×18 (5.78)

con Ml =

[
lIl O[3,3]

O[3,3] mlI[3]

]

∈ R6×6 y lIl ∈ R3×3 como la matriz de tensores de inercias

del cuerpo l, en este caso con l ∈= {B,L,R}. Desarrollando M̄q(ρ) ∈ R2×2 queda:

[
(mB +mL +mR) + 1

r2
(IyL

+ IyR
) l(−mL +mR) + l

r2
(−IyL

+ IyR
)

l(−mL +mR) + l
r2

(−IyL
+ IyR

) l2(mL +mR) + IzB + IxL
+ IxR

+ l2

r2
(IyL

+ IyR
)

]

(5.79)

Además, de la ecuación (4.84), y las expresiones (5.77) y (5.78), se tiene que la
matriz de Coriolis está dada por:

C̄q(ρ) = ĀT (MṪ +WMĀ) ∈ R2×2,

donde W = diag(W1,W2,W3) ∈ R18×18, con Wl =

[
S(lωl) O[3,3]

O[3,3] O[3,3]

]

∈ R6×6 y lωl para

l = B,L,R dada por las expresiones (5.33), (5.72),(5.74) y (5.76). Lo cual desarrollando
da

C̄q(ρ) = ĀT (M ˙̄A +WMĀ) = O[2,2] ∈ R2×2, (5.80)

Finalmente, de (4.85) y (5.77) se tiene que el vector de gravedad está dado por:

ḡq(q) = ĀTgρ ∈ R2,

con ω =
[
O[1,3] m1g

T O[1,3] m2g
T O[1,3] m3g

T
]
R18, lo cual desarrollando da:

ḡq(q) = ĀTgρ ∈ R2 = 0 ∈ R2. (5.81)



Formulación de Euler-Lagrange

Aplicando la metodoloǵıa de Euler-Lagrange explicada en la subsección 4.4.2, de la
expresión (4.93) y las jacobianas geometricas (5.71),(5.73),(5.75), se tiene que la matriz
de inercias para el robot móvil es:

M(ρ) = mBJ
T
GB
JGB

+mLJ
T
GL
JGL

+mRJ
T
GR
JGR

+KT
GB
IBKGB

+KT
GL
ILKGL

+KT
GR
IRKGR

,

la cual desarrollando da:








mB +mL +mR 0 l cos(θ)(−mL +mR) 0 0
0 mB +mL +mR lsen(θ)(−mL +mR) 0 0

l cos(θ)(−mL +mR) lsen(θ)(−mL +mR) l2(mL +mR) + IzB + IxL
+ IxR

0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0









.

(5.82)

Mientras que de (4.94) y (5.82), se tiene que la matriz de Coriolis es:

C(ρ, ρ̇) = l(mL −mR)









0 0 sen(θ)θ̇ 0 0

0 0 − cos(θ)θ̇ 0 0

0.5sen(θ)θ̇ −0.5 cos(θ)θ̇ 0.5 (−ẋsen(θ) + ẏ cos(θ)) 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0









(5.83)
y de (4.95) el vector de gravedad es:

g(ρ) = −(mBJ
T
GB

+mLJ
T
GL

+mRJ
T
GR

)g0 = 0, (5.84)

donde g0 =
[

0 0 −g0

]T
es la aceleración debida a la gravedad.

Una vez calculado el modelo extendido del robot y las expresiones (5.70) y (5.82)-
(5.89), el modelo reducido del robot móvil está dado por (4.97) a través de (5.79), (5.80)
y (5.81).

Formulación de Hamilton

A través de esta formulación, la matriz de inercias M(q) puede ser calculada a partir
de (4.107) y las jacobianas geometricas JGl

(q) y KGl
(q) dadas en (5.71),(5.73),(5.75),

como:

mBJ
T
GB
JGB

+mLJ
T
GL
JGL

+mRJ
T
GR
JGR

+KT
GB
IBKGB

+KT
GL
ILKGL

+KT
GR
IRKGR

(5.85)



con elementos mi,j dados en (5.82) y cuya inversa es:

M(q)−1 =
1

d









m33m11 −m2
23 m23m13 −m11m13 0 0

m23m13 m33m11 −m2
13 −m11m23 0 0

−m11m13 −m11m23 m2
11 0 0

0 0 0 m111/m44 0
0 0 0 0 m111/m55









(5.86)
donde m111 = (m33m11 −m2

13 −m2
23)m11.

Derivando (5.85) respecto al tiempo, se tiene:

Ṁ(ρ,p) =









0 0 Ṁ(1, 3) 0 0

0 0 Ṁ(2, 3) 0 0

Ṁ(3, 1) Ṁ (3, 2) Ṁ(3, 3) 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0









con

Ṁ (1, 3) = −(LmLsθ − LmRsθ)(m11m13p1 −m2
11p3 +m11m23p2)

Ṁ (2, 3) = (LmLcθ − LmRcθ)(m11m13p1 −m2
11p3 +m11m23p2)

Ṁ (3, 1) = −(LmLsθ − LmRsθ)(m11m13p1 −m2
11p3 +m11m23p2)

Ṁ (3, 2) = (LmLcθ − LmRcθ)(m11m13p1 −m2
11p3 +m11m23p2)

Ṁ (3, 3) = −(m11p4(2IxL
cφL

sφL
− 2IzLcφL

sφL
)(m2

13 +m2
23 −m11m33))/m44

−(m11p5(2IxR
cφR

sφR
− 2IzRcφR

sφR
)(m2

13 +m2
23 −m11m33))/m55

donde cθ = cos(θ), sθ = sin(θ), cφL
= cos(φL), sφL

= sin(φL), cφR
= cos(φR) y sφR

=
sin(φR).

Por otro lado, tomando la parcial de M−1 respecto a ρ =
[
x y θ φL φR

]T ∈
R5

∂M−1(ρ)

∂ρ
=
[

0 0
∂M (ρ)−1

∂ρ3
0 0

]

∈ R5×25, (5.87)

donde

∂M(ρ)−1

∂ρ3
= L(−ml +mr)









0 0 −sen(θ) 0 0
0 0 cos(θ) 0 0

−sen(θ) cos(θ) 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0









.

Ahora, con las expresiones anteriores es posible calcular la matriz de Coriolis, a través



de (4.108),(5.85),(5.86):

C(q,p) =









0 0 c13 0 0
0 0 c23 0 0
c31 c32 c33 c34 c35

c41 c42 c43 c44 c45

c51 c52 c53 c54 c55









donde

c13 = Ṁ13

c23 = Ṁ23

c31 = Ṁ31 −m11((M
−1
3 (1, 1)p1)/2 + (M−1

3 (2, 1)p2)/2 + (M−1
3 (3, 1)p3)/2

+(M−1
3 (4, 1)p4)/2 + (M−1

3 (5, 1)p5)/2) −m21((M
−1
3 (1, 2)p1)/2 + (M−1

3 (2, 2)p2)/2

+(M−1
3 (3, 2)p3)/2 + (M−1

3 (4, 2)p4)/2 + (M−1
3 (5, 2)p5)/2) −m31((M

−1
3 (1, 3)p1)/2

+(M−1
3 (2, 3)p2)/2 + (M−1

3 (3, 3)p3)/2 + (M−1
3 (4, 3)p4)/2 + (M−1

3 (5, 3)p5)/2)

c32 = Ṁ32 −m12((M
−1
3 (1, 1)p1)/2 + (M−1

3 (2, 1)p2)/2 + (M−1
3 (3, 1)p3)/2

+(M−1
3 (4, 1)p4)/2 + (M−1

3 (5, 1)p5)/2) −m22((M
−1
3 (1, 2)p1)/2 + (M−1

3 (2, 2)p2)/2

+(M−1
3 (3, 2)p3)/2 + (M−1

3 (4, 2)p4)/2 + (M−1
3 (5, 2)p5)/2) −m32((M

−1
3 (1, 3)p1)/2

+(M−1
3 (2, 3)p2)/2 + (M−1

3 (3, 3)p3)/2 + (M−1
3 (4, 3)p4)/2 + (M−1

3 (5, 3)p5)/2)

c33 = Ṁ33 −m13((M
−1
3 (1, 1)p1)/2 + (M−1

3 (2, 1)p2)/2 + (M−1
3 (3, 1)p3)/2

+(M−1
3 (4, 1)p4)/2 + (M−1

3 (5, 1)p5)/2) −m23((M
−1
3 (1, 2)p1)/2 + (M−1

3 (2, 2)p2)/2

+(M−1
3 (3, 2)p3)/2 + (M−1

3 (4, 2)p4)/2 + (M−1
3 (5, 2)p5)/2) −m33((M

−1
3 (1, 3)p1)/2

+(M−1
3 (2, 3)p2)/2 + (M−1

3 (3, 3)p3)/2 + (M−1
3 (4, 3)p4)/2 + (M−1

3 (5, 3)p5)/2)

c34 = −m44((M
−1
3 (1, 4)p1)/2 + (M−1

3 (2, 4)p2)/2 + (M−1
3 (3, 4)p3)/2 + (M−1

3 (4, 4)p4)/2

+(M−1
3 (5, 4)p5)/2)

c35 = −m45((M
−1
3 (1, 4)p1)/2 + (M−1

3 (2, 4)p2)/2 + (M−1
3 (3, 4)p3)/2 + (M−1

3 (4, 4)p4)/2

+(M−1
3 (5, 4)p5)/2) −m55((M

−1
1 53p1)/2 + (M−1

3 (2, 5)p2)/2 + (M−1
3 (3, 5)p3)/2 +

(M−1
4 53p4)/2 + (M−1

3 (5, 5)p5)/2)

Como las coordenadas generalizadas ρ ∈ R5 son no mı́nimas, el sistema reducido
está dado por las expresiones (4.97),(4.108),(5.70) y (5.85).

Formulación de Kane

Aplicando la metodoloǵıa de Kane explicada en la subsección 4.4.4, de la expresión
(4.120) y las jacobianas geometricas (5.72),(5.74),(5.76), se tiene que la matriz de iner-



cias para el robot móvil es:

M̄q(q) = mBJ̄
T
GB
J̄GB

+mLJ̄
T
GL
J̄GL

+mRJ̄
T
GR
J̄GR

+K̄T
GB
IBK̄GB

+K̄T
GL
ILK̄GL

+K̄T
GR
IRK̄GR

,

la cual desarrollando da:
[

(mB +mL +mR) + 1
r2

(IyL
+ IyR

) l(−mL +mR) + l
r2

(−IyL
+ IyR

)

l(−mL +mR) + l
r2

(−IyL
+ IyR

) l2(mL +mR) + IzB + IxL
+ IxR

+ l2

r2
(IyL

+ IyR
)

]

.

Mientras que de la expresión (4.121) y las jacobianas (5.72),(5.74),(5.76), se tiene que
la matriz de Coriolis para el robot móvil está dada por:

Cq(q)=mBJ̄
T
GB

˙̄JGB
+mLJ̄

T
GL

˙̄JGL
+mRJ̄

T
GR

˙̄JGR
+ K̄T

GB
IB

˙̄KGB
+ K̄T

GL
IL

˙̄KGL
+ K̄T

GR
IR

˙̄KGR

=O[2,2] ∈ R2×2.

(5.88)

y de la expresión (4.122) y las matrices jacobianas (5.72),(5.74),(5.76), el vector de
fuerzas gravitacionales está dado por:

gq(ρ) = −(mBJ̄
T
GB

+mLJ̄
T
GL

+mRJ̄
T
GR

)g0 = 0 ∈ R2, (5.89)

donde g0 =
[

0 0 −g0

]T
es la aceleración debida a la gravedad.

5.4 Análisis comparativo

Con la finalidad de llevar a cabo una evaluación cuantitativa de las formulaciones estu-
diadas desde el punto de vista del manejo de restricciones holonómicas y no holonómicas,
se obtuvo el modelo dinámico de un manipulador serie (robot RRR), un manipulador
paralelo (mecanismo de cinco barras) y un robot móvil con ruedas (tipo diferencial),
los cuales son representativos de un mecanismo sin restricciones, un mecanismo con
restricciones holonómicas y un mecansimo con restricciones no holonómicas, respecti-
vamente. Como desde el punto de vista de control es deseable conocer las expresiones
de la matriz de inercias, la matriz centŕıfuga y de Coriolis y el vector de gravedad, el
análisis realizado en esta sección consitió en obtener tales expresiones. Cabe mencionar
que hasta donde se tiene conocimiento, no existe publicado en la literatura un estu-
dio comparativo cuantitativo sobre el desempeño de estas formulaciones en robots sin
restricciones y con restricciones (holonómicas y no holonómicas).

Con el fin de medir el tiempo de cálculo ocupado por cada formulación, las matrices
fueron obtenidas a partir de Matlab. Los datos de entrada fueron las velocidades
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Figura 5.4: Tiempo de cálculo del modelo dinámico.

lineales y angulares, aśı como las ecuaciones de restricción y los parámetros cinemáticos
y dinámicos de cada mecanismo. Los resultados de este análisis se muestran en las
figuras 5.4-5.7; como puede observarse en la figura 5.4, la formulación que requirió
menor tiempo para calcular las matrices fue la de Euler-Lagrange, mientras que la que
requirió mayor tiempo fue la formulación de Hamilton, como era de esperarse, debido
a la necesidad del cálculo de la inversa de la matriz de inercias.

El espacio ocupado en memoria por cada código se aprecia en la figura 5.5, en
donde se puede observar que la formulación que requirió más codigo fue la formulación
de Hamilton, mientras que, en promedio, la formulación que requirió menos código fue
la de Euler-Lagrange.

Por otro lado, una vez obtenidas las matrices y vectores representativos del modelo
dinámico, se procedió a dar una referencia deseada a cada articulación activa de los
mecanismos, con la finalidad de observar el tiempo de ejecución de cada modelo para
llevar a cabo una simulación de 10s en Simulink.

Las trayectorias empleadas fueron las siguientes:

• Manipulador serial (RRR):

q1(t) = q2(t) = q3(t) =
π

20
sen(5πt) [rad] (5.90)
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Figura 5.5: Tamaño del código necesario para calcular el modelo dinámico.

• Mecanismo de cinco barras (M5B):

q1(t) =
π

20
sen(5πt) [rad] (5.91)

q2(t) = − π

20
sen(2πt) +

π

2
[rad] (5.92)

• Robot móvil con ruedas (RMR):

ẋm(t) = 1sen
( π

15
t
)

[m/s] (5.93)

θ̇(t) = 1sen
( π

15
t
)

[rad/s] (5.94)

con
q̇(0) = 0 y φL(0) = (L− 1)

a

rb
y φR(0) = − (L+ 1)

a

rb
.

Cabe mencionar que en el caso del M5B, la trayectoria fue tomada de (Soto, 2014),
y el método de Newton-Raphson fue empleado para encontrar los valores de β1 y β2 a
partir de q1 y q2. Los parámetros cinemáticos y dinámicos empleados para cada robot
pueden ser observados en la tabla 5.2.

En promedio, el tiempo de ejecución para cada formulación y cada robot puede
observarse en la figura 5.6, mientras que el espacio en memoria ocupado por cada



Tabla 5.2: Parámetros cinemáticos y dinámicos de los robots analizados.

@
@

@
Descripción Notación Valor Unidades

R
R

R

Longitud eslabón l ll 0.313 m

Masa (eslabón 1) m1 22.4466 Kg
Masa (eslabón 2) m2 8.5708 Kg
Masa (eslabón 3) m3 2.732 Kg

Distancia al centro de masa (eslabón 1) lc1 0.0641 m
Distancia al centro de masa (eslabón 2) lc2 0.0785 m

Distancia al centro de masa (eslabón 3) lc3 0.0512 m
Momento de inercia respecto al eje Z (eslabón 1) I1 0.7013 Kgm2

Momento de inercia respecto al eje Z (eslabón 2) I2 0.2835 Kgm2

Momento de inercia respecto al eje Z (eslabón 3) I3 0.0416 Kgm2

M
5
B

Masa (eslabón 1) m1 0.126 Kg
Masa (eslabón 2) m2 0.121 Kg
Masa (eslabón 3) m3 0.085 Kg

Masa (eslabón 4) m4 0.063 Kg
Distancia al centro de masa (eslabón 1) lc1 0.047 m

Distancia al centro de masa (eslabón 2) lc2 0.045 m
Distancia al centro de masa (eslabón 3) lc3 0.069 m

Distancia al centro de masa (eslabón 4) lc4 0.062 m
Momento de inercia respecto al eje Z (eslabón 1) I1 0.0017 Kgm2

Momento de inercia respecto al eje Z (eslabón 2) I2 0.0017 Kgm2

Momento de inercia respecto al eje Z (eslabón 3) I3 0.0014 Kgm2

Momento de inercia respecto al eje Z (eslabón 4) I4 8.74× 10−5 Kgm2

R
M

R

Radio de las ruedas r 0.2000 m
Distancia media entre ruedas L 0.2340 m

Masa de la base mB 26.4800 Kg
Masa de las ruedas mR, mL 2.3500 Kg

Momento de inercia de la base respecto al eje Z IzB 0.6157 Kgm2

Momento de inercia de las ruedas respecto al eje Y IyL, IyR 0.0550 Kgm2

Momento de inercia de las ruedas respecto al eje Z IzL, IzR 0.0282 Kgm2
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Figura 5.6: Tiempo de ejecución del modelo dinámico.
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Figura 5.7: Tamaño del código que representa el modelo dinámico.



modelo se encuentra dado en 5.7. Cabe mencionar que los modelos obtenidos por cada
formulación son iguales algebraicamente, sin embargo, el tiempo de ejecución de cada
modelo fue medido empleando las expresiones tal y como Matlab los entrega.



Caṕıtulo 6

El robot paralelo Hexapod

En este caṕıtulo primeramente se describe el robot paralelo Hexapod. En seguida se
obtiene el modelo cinemático directo de postura y de velocidad del robot. Posterior-
mente, se aplica la formulación de Euler-Lagrange para obtener el modelo dinámico de
este robot. Al final se presentan los resultados experimentales obtenidos de la imple-
mentación de dos controladores, uno de los cuales emplea el MCDP y el otro el MDI.
La información que se presenta en este caṕıtulo fue extráıda de (Bernal et al., 2018) y
(Campa et al, 2018).

6.1 Descripción geométrica del robot

El robot paralelo Hexapod es producido por la compañ́ıa Quanser Inc. Este mecanis-
mo tiene seis articulaciones actuadas de tipo P, incrustadas en la base, que imprimen
movimiento lineal (a lo largo de rieles rectos que forman un triángulo equilátero en la
base) a seis articulaciones universales. Las piernas son los eslabones ŕıgidos que unen
las seis articulaciones universales en el triángulo de la base con las tres articulaciones.

En la figura 6.1 se muestra una fotograf́ıa del robot Hexapod en la que se han
sobrepuesto algunas marcas que sirven para obtener el modelo cinemático directo del
robot. A continuación se describen algunas de estas marcas.

Los puntos T1, T2 y T3 son los vértices de un triángulo equilátero horizontal que
está fijo a la base del robot. Es importante señalar que, para simplificar el análisis,
estos tres puntos no se encuentran al ras de la base del robot, sino a una altura tal que
los centros de las seis articulaciones universales se encuentran en los lados del triángulo
T1T2T3. La longitud de cada lado de este triángulo es LB.

El marco de referencia Σ0(X0, Y0, Z0) se encuentra fijo a la base del robot, en el
centro del triángulo T1T2T3, y su orientación es tal que el eje X0 apunta hacia el vértice
T2; el eje Z0 es perpendicular a la base del robot y apunta hacia arriba de ésta. Nótese
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Figura 6.1: Robot Hexapod con ĺıneas y puntos gúıa.

que el eje Y0 es paralelo al lado T1T3.

Los puntos denotados como Q1, Q2 y Q3 en la figura 6.1, forman también un
triángulo equilátero ŕıgido, pero éste se encuentra sobre la superficie de la plataforma
móvil del robot. En el centro de este triángulo, denotado por F , está localizado el
origen del marco coordenado ΣF (XF , YF , ZF ), el cual está orientado tal que el eje XF

es perpendicular al lado Q2Q3, y el eje ZF es perpendicular a la plataforma y apunta
hacia arriba.

Debido al diseño mecánico de las articulaciones esféricas, los puntos P1, P2 y P3

mostrados en la figura 6.1 también forman un triángulo equilátero ŕıgido, el cual es
paralelo al triángulo Q1Q2Q3 y tiene las mismas dimensiones, aśı que juntos constituyen
un prisma triangular ŕıgido recto cuya longitud de cada lado es LP = LB

2
, y su altura

HPQ.

La simetŕıa propia de este mecanismo simplifica bastante su análisis cinemático.
Suponiendo en lo sucesivo que la tŕıpleta de ı́ndices (i, j, k) es un elemento cualquiera del
conjunto de permutaciones ćıclicas {(1, 2, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2)} ≡ S3, es posible obtener
expresiones para un lado del triángulo equilátero de la base que son similares a las de
los otros dos lados, cambiando sólo los ı́ndices en las expresiones correspondientes.

Aśı, con la intención de simplificar el análisis, se asignó un marco ΣTi
(XTi

, YTi
, ZTi

)
a cada vértice Ti del triángulo asociado a la base. Y, como se aprecia en el diagrama
esquemático de la figura 6.2, este marco es tal que el eje XTi

tiene la dirección del vector
rTkTi

, que va del punto Tk al punto Ti (en lo sucesivo, a no ser que se indique otra cosa,



se usará esta notación para los vectores), el eje ZTi
es siempre perpendicular a la base

y apunta hacia arriba.

La matriz que relaciona la orientación del marco Σi y el marco Σ0 es:

0RTi
(βi) =





cos(βi) −sen(βi) 0
sen(βi) cos(βi) 0

0 0 1



 , (6.1)

donde βi es el ángulo del eje X0 al eje XTi
, alrededor del eje Z0, de modo que β1 = −90◦,

β2 = 30◦ y β3 = 150◦.

La figura 6.2 también muestra los centros de cada una de las seis articulaciones
universales, llamados D0, D1, . . . , D5, y los puntos medios de los segmentos TkTi,
denotados como Bi. Tal como se muestra en la misma figura, las variables articulares
consideradas son: q0, q1,. . ., q5, de modo que q2i−2 y q2i−1 (i = 1, 2, 3) son las distancias
del punto Bi a los puntos D2i−2 y D2i−1, respectivamente, los cuales están en el mismo
lado del triángulo de la base. Estas variables pueden ser agrupadas en el vector de
coordenadas articulares activas:

q =
[
q0 q1 q2 q3 q4 q5

]T ∈ R6.

En este robot, la longitud de cada eslabón en las piernas es constante y es denotada
por L. De esta manera, aśı como se muestra en la figura 6.2(b), los puntos D2i−2 y
D2i−1 (los cuales pertenecen al eje XTi

) forman un triángulo isóceles junto con el vértice
Pi del triángulo asociado a la plataforma móvil. La base de este triángulo tiene una
longitud igual a q2i−2 + q2i−1 y su punto medio es Ci. Además, se debe notar que el
vector rCiPi

, el cual es la altura del triángulo D2i−2PiD2i−1, siempre es perpendicular
al eje XTi

y forma un ángulo φi con el eje YTi
.

Además, a cada lado i de la base del robot se asignaron los siguientes marcos
coordenados (ver figura 6.3):

• El marco ΣCi
(XCi

, YCi
, ZCi

) da la inclinación del triángulo D2i−2PiD2i−1, y su
orientación corresponde a la del marco ΣTi

después de girar φi grados alrededor
del eje XTi

.

• Los marcos ΣD2i−2
(XD2i−2

, YD2i−2
, ZD2i−2

) y ΣD2i−1
(XD2i−1

, YD2i−1
, ZD2i−1

) dan la
inclinación de los segmentos D2i−2-Pi y D2i−1-Pi, respectivamente; sus orienta-
ciones están dadas por el marco ΣCi

después de una rotación de −αi y αi alrededor
de los ejes ZD2i−2

y ZD2i−1
, respectivamente (ver figura 6.3).
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6.2 Modelado cinemático

6.2.1 Modelo cinemático directo de postura

En esta sección se describe el cálculo del MCDP y el MCDV del robot paralelo Hexapod.
Es importante mencionar que estos modelos fueron reportados en (Campa et al., 2016),
junto con los experimentos que permitieron validarlos.

Para obtener el MCDP del robot Hexapod, es necesario calcular la posición rF (q) y
la orientación 0RF (q) de la plataforma. Para lograr esto, primero se obtendrá el vector
de posición de cada punto Pi con respecto al marco Σ0, el cual será nombrado aqúı rPi

y es función de q.

Considérese nuevamente la figura 6.2. Es fácil comprobar que el vector rPi
está

dado por:
rPi

= rBi
+ rBiCi

+ rCiPi
∈ R3. (6.2)

A continuación se explica como obtener cada uno de los términos del lado derecho de
(6.2).

De la figura 6.2, considerando (6.1) y recordando que la distancia del centro de un
triángulo equilatero de lado l a cada uno de sus vértices es l√

3
, es posible constatar que:

rBi
= 0RTi

(βi)
irBi

= − LB

2
√

3
0RTi

(βi)





0
1
0



 . (6.3)

Los vectores rBiCi
y rCiPi

se pueden expresar en función de las variables articulares



del lado correspondiente (es decir, q2i−1 y q2i−2), como:

rBiCi
= 0RTi

(βi)
irBiCi

=

(
q2i−1 − q2i−2

2

)

0RTi
(βi)





1
0
0



 (6.4)

mientras que rCiPi
está dado por:

rCiPi
=

(√

4L2 − (q2i−1 + q2i−2)2

2

)

0RTi





0
cos(φi)
sen(φi)



 , (6.5)

donde φi (el ángulo entre Yci y YTi
alrededor de XTi

) es en general función de q.

Aśı que, sustituyendo (6.3), (6.4) y (6.5) en (6.2) se tiene que:

rPi
= 0RTi

(βi)





rBiCi

− LB

2
√

3
+ rCiPi

cos(φi)

rCiPi
sen(φi)



 . (6.6)

donde

rBiCi
=

q2i−1 − q2i−2

2
(6.7)

rCiPi
=

√

4L2 − q̄2
i

2
, (6.8)

con
q̄i = q2i−1 + q2i−2, (6.9)

Es importante mencionar que las expresiones (6.7) y (6.8) se pueden considerar como
una transformación de coordenadas de (q2i−2, q2i−1) a (rBiCi

, rCiPi
). Como se muestra

en (6.6), rBiCi
y rCiPi

junto con φi pueden usarse para describir la posición del punto
Pi. El mismo razonamiento se aplica en (Carbonari et al., 2011) para transformar los
tres mecanisimos del tipo 2-1-PUS en tres mecanismos con estructura equivalente del
tipo PRPS.

Ahora bien, debe notarse que dados los vectores rPi
es posible obtener los vectores

rij = rPj
− rPi

, (6.10)

los cuales cumplen con la restricción:

‖rij‖ = ‖rPj
− rPi

‖ = Lp, ∀(i, j, k) ∈ S3. (6.11)

Por otro lado, sean x̂F , ŷF y ẑF vectores unitarios en la dirección de los ejes del
marco ΣF (XF , YF , ZF ) con respecto al marco Σ0; entonces es claro que

0RF =
[
x̂F ŷF ẑF

]
.

De la geometŕıa del robot (ver figura 6.1) se tiene que, como el eje YF es paralelo al



lado Q2Q3 del triángulo Q1Q2Q3, entonces el vector unitario ŷF está dado por:

ŷF =
1

LP
r23,

y considerando la definición del producto cruz de vectores, se tiene que el vector unitario
ẑF , que es normal a la plataforma, debe satisfacer

r23 × r21 = ‖r23‖‖r21‖sen
(π

3

)

ẑF ,

aśı que

ẑF =
2√
3L2

P

r23 × r21. (6.12)

Además, como x̂F = ŷF × ẑF entonces se tiene que

x̂F =
2√
3L3

P

r23 × (r23 × r21),

y empleando la identidad a× (b× c) = b(aTc) − c(aTb), con a, b, c ∈ R3, se llega a:

x̂F (ρ) =
2√
3LP

(
1

2
r23 − r21

)

,

ya que por definición del producto interno rT23r21 = 1
2
L2
p y rT23r23 = L2

p. Aśı, la matriz
de rotación 0RF puede ser escrita en términos de los vectores rij como:

0RF =
[

2√
3LP

(1
2
r23 − r21)

1
LP
r23

2√
3L2

P

r23 × r21

]

. (6.13)

Además, el vector de posición rF está dado por

rF = rP1
+ rP1F = rP1

+ 0RF
FrP1F , (6.14)

donde FrP1F es el vector de P1 a F expresado en coordenadas de ΣF ; sin embargo,
nótese que FrP1F tiene componentes sólo en la dirección de los ejes XF y ZF , es decir:

FrP1F =





LP√
3

0
HPQ



 ,

aśı que, sustituyendo (6.13) en (6.14), se obtiene:

rF = rP1
+

1

3
r23 −

2

3
r21 +

2HPQ√
3L2

P

(r23 × r21),



o considerando (6.10) y la definición ẑF en (6.13), se obtiene:

rF =
1

3
(rP1

+ rP2
+ rP3

) +HPQẑF . (6.15)

De las ecuaciones (6.10), (6.13) y (6.15) se puede concluir que para obtener el MCDP
del robot Hexapod, es suficiente conocer los vectores rP1

, rP2
and rP3

. Sin embargo, se
observa en (6.6), que para definir completamente los vectores rPi

, es necesario conocer
φ1, φ2 y φ3 como funciones de q; y esto es precisamente la dificultad del MCDP de este
robot, ya que en general, φi depende de todas las variables articulares activas. Aśı que
es necesario obtener φ1, φ2 y φ3 para un vector dado q.

Para realizar esto, se sustituye (6.6) en (6.11), y se obtienen tres expresiones de la
forma:

ai cos(φi) + bi cos(φj) + ci cos(φi) cos(φj) + disen(φi)sen(φj) + ei = 0 (6.16)

donde los coeficientes

ai = −
√

3rCiPi

(

rBjCj
+

1

2
LB

)

(6.17)

bi =
√

3rCjPj

(

rBiCi
− 1

2
LB

)

(6.18)

ci = rCiPi
rCjPj

(6.19)

di = −2rCiPi
rCjPj

(6.20)

ei =
1

4
L2
B +

1

2
LB(rBjCj

− rBiCi
) + rBiCi

rBjCj
+ r2

BiCi
+ r2

CiPi
+ r2

BjCj
(6.21)

+r2
CjPj

− L2
P (6.22)

son en general funciones de q, y se ha empleado el hecho de que βj − βi = 120◦, para
todo (i, j, k) ∈ S3.

Nótese que si se elige el vector de coordenadas generalizadas no mı́nimas como

ρ =
[
q0 q1 q2 q3 q4 q5 φ1 φ2 φ3

]T ∈ R9 (6.23)

o en forma compacta

ρ =
[
qT φT

]T

con φ =
[
φ1 φ2 φ3

]T ∈ R3, φ1, φ2 y φ3 denotando el ángulo de inclinación de los
triángulos isósceles formados por las piernas (ver figura 6.2(b)), entonces las tres expre-
siones en (6.16) pueden ser tomadas como las restricciones holonómicas a ser satisfechas.



Esto quiere decir que el vector de restricciones γ(ρ) = γ(q,φ) = 0 seŕıa:

γ(q,φ) =





a1(q)c(φ1) + b1(q)c(φ2) + c1(q)c(φ1)c(φ2) + d1(q)s(φ1)s(φ2) + e1(q)
a2(q)c(φ2) + b2(q)c(φ3) + c2(q)c(φ2)c(φ3) + d2(q)s(φ2)s(φ3) + e2(q)
a3(q)c(φ3) + b3(q)c(φ1) + c3(q)c(φ3)c(φ1) + d3(q)s(φ3)s(φ1) + e3(q)



 = 0

(6.24)
con c(φi) = cos(φi) y s(φi) = sen(φi).

Además, nótese que para la selección dada de ρ, se tiene

q = α(ρ) =
[
I O

]
ρ =

[
ρ1 ρ2 ρ3 ρ4 ρ5 ρ6

]T
,

la cual claramente es una función suave (o continuamente diferenciable); entonces, del
teorema de la función impĺıcita se asegura la existencia de la función ρ = σ(q).

A continuación se explica cómo resolver el sistema de ecuaciones dado por (6.16)
empleando un método anaĺıtico. Para comenzar, todos los senos y cosenos en (6.16)
son respectivamente reemplazados por

cos(φi) =
1 − x2

i

1 + x2
i

y sen(φi) =
2xi

1 + x2
i

donde xi = tan
(
φi

2

)
. Reagrupando términos en γ1(ρ), γ2(ρ) y γ3(ρ), se obtienen las

ecuaciones

x2
2(f1x

2
1 + g1) + h1x

2
1 + 4d1x1x2 + k1 = 0 (6.25)

x2
3(f2x

2
2 + g2) + h2x

2
2 + 4d2x2x3 + k2 = 0 (6.26)

x2
1(f3x

2
3 + g3) + h3x

2
3 + 4d3x3x1 + k3 = 0 (6.27)

donde fi = −ai−bi+ci+ei, gi = ai−bi−ci+ei, hi = −ai+bi−ci+ei y ki = ai+bi+ci+ei,
con ai, bi, ci, di y ei dados por (6.17)-(6.22).

Para obtener un polinomio que sólo depende de la variable x1 aplicando el método
de Bezout (Nanua et al., 1990), primero se elimina x3 de (6.26) y (6.27), obteniéndose
una ecuación que contiene sólo x1 y x2. Luego, nuevamente empleando el método de
Bezout a partir de la ecuación obtenida en el paso anterior y la ecuación (6.25), es
posible obtener una ecuación que depende sólo de x1.

En aras de la simplicidad, las ecuaciones (6.26) y (6.27) se reescriben como:

A1x
2
3 +B1x3 + C1 = 0 (6.28)

A2x
2
3 +B2x3 + C2 = 0 (6.29)

donde A1 = f2x
2
2 + g2, B1 = 4d2x2, C1 = h2x

2
2 + k2, A2 = f3x

2
1 + h3, B2 = 4d3x1 y

C2 = g3x
2
1 + k3.



Ahora, siguiendo el procedimiento descrito en (Nanua et al., 1990), de las ecuaciones
(6.28) y (6.29) es posible obtener la ecuación:

det







det

[
A1 C1

A2 C2

]

det

[
B2 B1

A2 A1

]

det

[
B1 C1

B2 C2

]

det

[
A1 C1

A2 C2

]







= Dx4
2 + Ex3

2 + Fx2
2 +Gx2 +H = 0 (6.30)

donde det[·] indica el determinante de la matriz en el argumento, D = l1x
4
1 +n1x

2
1 + o1,

E = m1x
3
1 + p1x1, F = l2x

4
1 + n2x

2
1 + o2, G = m2x

3
1 + p2x1, y H = l3x

4
1 + n3x

2
1 + o3, con

l1 = f2
2 g

2
3 − 2f2f3g3h2 + f2

3h
2
2 (6.31)

m1 = −16d2d3f2g3 − 16d2d3f3h2 (6.32)

n1 = 16d2
3f2h2 + 2f2

2 g3k3 − 2f2f3h2k3 − 2f2g3h2h3 + 2f3h
2
2h3 (6.33)

o1 = f2
2k

2
3 − 2f2h2h3k3 + h2

2h
2
3 (6.34)

p1 = −16d2d3f2k3 − 16d2d3h2h3 (6.35)

l2 = 16d2
2f3g3 − 2f2f3g3k2 + 2f2g2g

2
3 + 2f2

3h2k2 − 2f3g2g3h2 (6.36)

m2 = −16d2d3f3k2 − 16d2d3g2g3 (6.37)

n2 = 16d2
2f3k3 + 16d2

2g3h3 + 16d2
3f2k2 + 16d2

3g2h2 − 2f2f3k2k3 (6.38)

+4f2g2g3k3 − 2f2g3h3k2 − 2f3g2h2k3 + 4f3h2h3k2 − 2g2g3h2h3 (6.39)

o2 = 16d2
2h3k3 + 2f2g2k

2
3 − 2f2h3k2k3 (6.40)

p2 = −16d2d3g2k3 − 16d2d3h3k2 (6.41)

l3 = f2
3k

2
2 − 2f3g2g3k2 + g2

2g
2
3 (6.42)

n3 = 16d2
3g2k2 − 2f3g2k2k3 + 2f3h3k

2
2 + 2g2

2g3k3 − 2g2g3h3k2 − 2g2g3h3k2(6.43)

o3 = g2
2k

2
3 − 2g2h3k2k3 + h2

3k
2
2 . (6.44)

Siguiendo un método similar al proporcionado en (Nanua et al., 1990), es posible
eliminar x2 de las ecuaciones (6.25) y (6.30) y obtener la siguiente ecuación:

r1x
16
1 +r2x

14
1 +r3x

12
1 +r4x

10
1 +r5x

8
1+r6x

6
1+r7x

4
1+r8x

2
1+r9 =0 (6.45)

cuyos coeficientes pueden ser obtenidos a partir de la expresión:

det







Λ1,1 Λ1,2 Λ1,3 Λ1,4

Λ2,1 Λ2,2 Λ2,3 Λ2,4

Λ3,1 Λ3,2 Λ3,3 Λ3,4

Λ4,1 Λ4,2 Λ4,3 Λ4,4







= 0



donde

Λ1,1 = (m1f1 − 4l1d1)x
5
1 + (m1g1 + f1p1)x

3
1 − 4d1n1x

2
1 + (g1p1 − 4d1o1)x1

Λ1,2 = (l1f1 + l1h1)x
6
1 + (g1l2 + f1n2 − h1l1 − k1l1 − h1n1)x

4
1 + (g1n2 + f1o2 − k1n1

−h1o1)x
2
1 + g1o2 − k1o1

Λ1,3 = f1m2x
5
1 + (g1m2 + f1p2)x

3
1 + g1p2x1

Λ1,4 = f1l3x
6
1 + g1l3x

4
1 + f1n3x

4
1 + g1n3x

4
1 + g1n3x

2
1 + f1o3x

2
1 + g1o3

Λ2,1 = (l1f1 + l1h1)x
6
1 + (g1l2 + f1n2 − h1l1 − k1l1 − h1n1)x

4
1 + (g1n2 + f1o2 − k1n1

−h1o1)x
2
1 + g1o2 − k1o1

Λ2,2 = (4d1l2 − h1m1 + f1m2)x
5
1 + (4d1n2 − k1m1 − h1p1 + f1p2 + g1m2)x

3
1

+(−h1m1 − k1p1 + g1p2)x1

Λ2,3 = f1l3x
6
1 + (4d1m2 + f1n3 + g1l3)x

4
1 + (4d1p2 + f1o3 + g1n3)x

2
1 + g1o3

Λ2,4 = 4d1l3x
5
1 + 4d1n3x

3
1 + 4d1o3

Λ3,1 = f1x
2
1 + g1

Λ3,2 = 4d1x1

Λ3,3 = h1x
2
1 + k1

Λ3,4 = 0

Λ4,1 = 0

Λ4,2 = f1x
2
1 + g1

Λ4,3 = 4d1x1

Λ4,4 = h1x
2
1 + k1

y los coeficientes de x1 en Λi,j son funciones de q, como puede observarse en (6.17)-(6.22)
y (6.31)-(6.44).

Dados los parámetros cinemáticos del robot, es posible emplear Matlab para obtener
las 16 ráıces del polinomio (6.45), es decir, los valores de tan(φi

2
), y de alĺı lo valores

de φ1, φ2 y φ3 que satisface el sistema (6.16). Nótese que el polinomio (6.45) puede
ser reducido a un polinomio de grado 8 en términos de una nueva variable ζ = x2

1, y
despejando x1, finalmente se obtiene x1 = ±

√
ζ. Esto significa que las 16 soluciones de

(6.45) vienen en pares (es decir, si x̄1 es una solución de (6.45), entonces también lo es
−x̄1).

Es importante mencionar que solo una de las 16 soluciones corresponde a los ángulos
que describen la configuración real del robot. Para determinar cuál es la solución real,
es necesario evaluar el MCDP para cada una de las soluciones y comparar con la
configuración real del robot.

Hasta el momento no se ha realizado un estudio completo de las singularidades del
robot Hexapod, incluyendo aquellas configuraciones para las cuales Jψ(ρ) es singular,
sin embargo, la intuición parece indicar que debido a la simetŕıa del robot y a los ĺımites



f́ısicos de cada variable articular activa, todo el espacio de trabajo real del Hexapod es
un subconjunto de Ω∗

ρ.

6.2.2 Modelo cinemático directo de velocidad

Los vectores de velocidad lineal υ y velocidad angular ω de la plataforma móvil del
Hexapod pueden ser calculados usando (4.65) y (4.67).

Aśı, considerando (6.13) y (6.15) se tiene que

υ = ṙF =

[
1

3
(J1 + J2 + J3) +HPQJz

]

A(q)q̇, (6.46)

ω =
1

2
[S(x̂F )Jx + S(ŷF )Jy + S(ẑF )Jz]A(q)q̇ (6.47)

donde las jacobianas auxiliares

Ji =
∂rPi

∂ρ
(i = 1, 2, 3) (6.48)

y

Jx =
∂x̂F
∂ρ

, Jy =
∂ŷF
∂ρ

, Jz =
∂ẑF
∂ρ

(6.49)

están dadas por:

Jx =
2√
3Lp

(

−J1 +
1

2
J2 +

1

2
J3

)

(6.50)

Jy =
1

Lp
(J3 − J2) (6.51)

Jz =
2√
3L2

p

(S(rP3
− rP2

)J1 + S(rP1
− rP3

)J2 + S(rP2
− rP1

)J3) (6.52)

Para el cálculo de la matriz A(q) considérese el procedimiento descrito en la sección
3.3, según el cual, si el vector de coordenadas generalizadas no mı́nimas se selecciona
de manera que

ρ = σ(q) =
[
qT φ(q)T

]T

, entonces A(q) está dada por (3.42). Las expresiones para
(
∂γ(q,φ)

∂q

)−1

y
∂γ(q,φ)

∂φ
en

el caso del robot Hexapod están dadas por:

∂γ(q,φ)

∂φ

−1

=
1

Φ





Φ11 Φ12 Φ13

Φ21 Φ22 Φ23

Φ31 Φ32 Φ33



 (6.53)



donde

Φ11 = (−a2s(φ2) − c2s(φ2)c(φ3) + d2c(φ2)s(φ3))(−a3s(φ3) − c3s(φ3)c(φ1) + d3c(φ3)s(φ1))

Φ12 = −(−b1s(φ2)− c1c(φ1)s(φ2) + d1s(φ1)c(φ2))(−a3s(φ3) − c3s(φ3)c(φ1) + d3c(φ3)s(φ1))

Φ13 = (−b1s(φ2) − c1c(φ1)s(φ2) + d1s(φ1)c(φ2))(−b2s(φ3) − c2c(φ2)s(φ3) + d2s(φ2)c(φ3))

Φ21 = (−b2s(φ3) − c2c(φ2)s(φ3) + d2s(φ2)c(φ3))(−b3s(φ1) − c3c(φ3)s(φ1) + d3s(φ3)c(φ1))

Φ22 = (−a1s(φ1) − c1s(φ1)c(φ2) + d1c(φ1)s(φ2))(−a3s(φ3) − c3s(φ3)c(φ1) + d3c(φ3)s(φ1))

Φ23 = −(−a1s(φ1) − c1s(φ1)c(φ2) + d1c(φ1)s(φ2))(−b2s(φ3) − c2c(φ2)s(φ3) + d2s(φ2)c(φ3))

Φ31 = −(−a2s(φ2) − c2s(φ2)c(φ3) + d2c(φ2)s(φ3))(−b3s(φ1) − c3c(φ3)s(φ1) + d3s(φ3)c(φ1))

Φ32 = (−b3s(φ1) − c3c(φ3)s(φ1) + d3s(φ3)c(φ1))(−b1s(φ2) − c1c(φ1)s(φ2) + d1s(φ1)c(φ2))

Φ33 = (−a1s(φ1) − c1s(φ1)c(φ2) + d1c(φ1)s(φ2))(−a2s(φ2) − c2s(φ2)c(φ3) + d2c(φ2)s(φ3))

Φ = (−a1s(φ1) − c1s(φ1)c(φ2) + d1c(φ1)s(φ2))(−a2s(φ2) − c2s(φ2)c(φ3) + d2c(φ2)s(φ3))

(−a3s(φ3) − c3s(φ3)c(φ1) + d3c(φ3)s(φ1)) + (−b3s(φ1) − c3c(φ3)s(φ1) + d3s(φ3)c(φ1))

(−b1s(φ2) − c1c(φ1)s(φ2) + d1s(φ1)c(φ2))(−b2s(φ3) − c2c(φ2)s(φ3) + d2s(φ2)c(φ3))

con s(·) = sen(·), c(·) = cos(·), los coeficientes ai, bi, ci, di definidos en (6.17)-(6.22), y

∂γ(ρ)

∂q
=





Γ11 Γ12 Γ13 Γ14 Γ15 Γ16

Γ21 Γ22 Γ23 Γ24 Γ25 Γ26

Γ31 Γ32 Γ33 Γ34 Γ35 Γ36



 (6.54)

donde

Γ11 = −
√

3n1(rB2C2
+ 0.5LB)c(φ1) − 0.5

√
3rC2P2

c(φ2) + n1rC2P2
c(φ1)c(φ2)

−2n1rC2P2
s(φ1)s(φ2) + (0.25LB − 0.5rB2C2

− rB1C1
+ 2rC1P1

n1)

Γ12 = −
√

3n1(rB2C2
+ 0.5LB)c(φ1) + 0.5

√
3rC2P2

c(φ2) + n1rC2P2
c(φ1)c(φ2)

−2n1rC2P2
s(φ1)s(φ2) + (−0.25LB + 0.5rB2C2

+ rB1C1
+ 2rC1P1

n1)

Γ13 = 0.5
√

3rC1P1
c(φ1) +

√
3n2(rB1C1

− 0.5LB)c(φ2) + n2rC1P1
c(φ2)c(φ1)

−2n2rC1P1
s(φ2)s(φ1) + (−0.25LB − 0.5rB1C1

− rB2C2
+ 2rC2P2

n2)

Γ14 = −0.5
√

3rC1P1
c(φ1) +

√
3n2(rB1C1

− 0.5LB)c(φ2) + n2rC1P1
c(φ2)c(φ1)

−2n2rC1P1
s(φ2)s(φ1) + (0.25LB + 0.5rB1C1

+ rB2C2
+ 2rC2P2

n2)

Γ15 = 0

Γ16 = 0

Γ21 = 0

Γ22 = 0

Γ23 = −
√

3n2(rB3C3
+ 0.5LB)c(φ2) − 0.5

√
3rC3P3

c(φ3) + n2rC3P3
c(φ2)c(φ3)

−2n2rC3P3
s(φ2)s(φ3) + (0.25LB − 0.5rB3C3

− rB2C2
+ 2rC2P2

n2)



Γ24 = −
√

3n2(rB3C3
+ 0.5LB)c(φ2) + 0.5

√
3rC3P3

c(φ3) + n2rC3P3
c(φ2)c(φ3)

−2n2rC3P3
s(φ2)s(φ3) + (−0.25LB + 0.5rB3C3

+ rB2C2
+ 2rC2P2

n2)

Γ25 = 0.5
√

3rC2P2
c(φ2) +

√
3n3(rB2C2

− 0.5LB)c(φ3) + n3rC2P2
c(φ3)c(φ2)

−2n3rC2P2
s(φ3)s(φ2) + (−0.25LB − 0.5rB2C2

− rB3C3
+ 2rC3P3

n3)

Γ26 = −0.5
√

3rC2P2
c(φ2) +

√
3n3(rB2C2

− 0.5LB)c(φ3) + n3rC2P2
c(φ3)c(φ2)

−2n3rC2P2
s(φ3)s(φ2) + (0.25LB + 0.5rB2C2

+ rB3C3
+ 2rC3P3

n3)

Γ31 = 0.5
√

3rC3P3
c(φ3) +

√
3n1(rB3C3

− 0.5LB)c(φ1) + n1rC3P3
c(φ1)c(φ3)

−2n1rC3P3
s(φ1)s(φ3) + (−0.25LB − 0.5rB3C3

− rB1C1
+ 2rC1P1

n1)

Γ32 = −0.5
√

3rC3P3
c(φ3) +

√
3n1(rB3C3

− 0.5LB)c(φ1) + n1rC3P3
c(φ1)c(φ3)

−2n1rC3P3
s(φ1)s(φ3) + (0.25LB + 0.5rB3C3

+ rB1C1
+ 2rC1P1

n1)

Γ33 = 0

Γ34 = 0

Γ35 = −
√

3n3(rB1C1
+ 0.5LB)c(φ3) − 0.5

√
3rC1P1

c(φ1) + n3rC1P1
c(φ3)c(φ1)

−2n3rC1P1
s(φ3)s(φ1) + (0.25LB − 0.5rB1C1

− rB3C3
+ 2rC3P3

n3)

Γ36 = −
√

3n3(rB1C1
+ 0.5LB)c(φ3) + 0.5

√
3rC1P1

c(φ1) + n3rC1P1
c(φ3)c(φ1)

−2n3rC1P1
s(φ3)s(φ1) + (−0.25LB + 0.5rB1C1

+ rB3C3
+ 2rC3P3

n3)

con n1 = − q0+q1
4rC1P1

, n2 = − q2+q3
4rC2P2

y n3 = − q4+q5
4rC3P3

, y rBiCi
y rCiPi

dada en (6.4) y

(6.5), respectivamente.

Por otra parte, si se emplea el vector de ángulos de Euler ψ(ρ) =
[
λ µ ν

]T ∈ R3

para definir la orientación de la plataforma del Hexapod, la jacobiana anaĺıtica JA(q) ∈
R6×6 satisface que:

ξ̇(ρ) = JA(q)q̇, (6.55)

donde ξ̇ =
[

vT ψ̇
T
]T

∈ R6.

Y como se sabe que la velocidad angular puede también ser expresada como (1.11),
entonces, de las ecuaciones (1.11), (6.46), (6.47) y (6.55), la matriz jacobiana anaĺıtica
JA(ρ) para el Hexapod está dada por:

JA(ρ) =

[ [
1
3
(J1 + J2 + J3) +HPQJz

]

1
2
T (ψ)−1 [S(x̂F )Jx + S(ŷF )Jy + S(ẑF )Jz]

]

A(q), (6.56)

donde T (ψ) =





0 cos(λ) sen(λ)sen(µ)
0 sen(λ) − cos(λ)sen(µ)
1 0 cos(µ)



 , para la convenciónZY X de los ángulos

de Euler.



6.3 Modelado dinámico

En esta sección se muestra la aplicación del procedimiento descrito en la sección 4.4.2
(formulación de Euler-Lagrange) para calcular el modelo dinámico inverso del robot
paralelo Hexapod.

El análisis considera que el robot Hexapod consiste de un total de b = 25 cuerpos
ŕıgidos móviles distribuidos como se indica enseguida:

• La plataforma: 1.

• Las piernas: 6.

• Los eslabones entre una articulación P y una articulación U: 6.

• Los eslabones entre los dos extremos de una articulación U: 6.

• Los dos eslabones entre los dos extremos de una articulación S: 2×3 = 6.

6.3.1 Cálculo de las velocidades de cada cuerpo ŕıgido

En esta subsección se explica cómo calcular υl y lωl para cada cuerpo ŕıgido del Hexa-
pod. En cada uno de los apartados siguientes primero se muestra cómo describir la
postura del cuerpo ŕıgido l, a través del vector de posición rl ∈ R3 y la matriz de
rotación 0Rl ∈ SO(3); después de esto, υl y lωl son calculados empleando ṙl y 0Ṙl.
Para simplificar el análisis subsequente, se emplean los jacobianos JGl

y KGl
los cuales

satisfacen que [
υl
lωl

]

=

[
JGl

KGl

]

ρ̇, (6.57)

aśı que

JGl
=

∂rl(ρ)

∂ρ
(6.58)

KGl
=

1

2
0Rl(ρ)T

[

S(x̂l(ρ))
∂x̂l(ρ)

∂ρ
+ S(ŷl(ρ))

∂ŷl(ρ)

∂ρ
+ S(ẑl(ρ))

∂ẑl(ρ)

∂ρ

]

.(6.59)

Plataforma

Considérese l = 1 en el caso de la plataforma. De (6.15), el vector de posición del
centro de masa es

r1 =
1

3
(rP1

+ rP2
+ rP3

) +H∗ẑF ,
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Figura 6.4: Localización del centro de masa de las piernas del Hexapod.

donde H∗ es la distancia del centro del triángulo P1P2P3 al centro de masa de la
plataforma. Empleando el marco ΣF para calcular la velocidad angular de la plataforma,
es posible escribir

0R1 = 0RF =
[
x̂F (ρ) ŷF (ρ) ẑF (ρ)

]
,

considerando (6.13). Aśı, los vectores de velocidad lineal y angular pueden ser calcual-
dos a través de (6.57), con l = 1, usando:

JG1
=

1

3
(J1 + J2 + J3) +H∗Jz (6.60)

y

KG1
=

1

2
0RT

F [S(x̂F )Jx + S(ŷF )Jy + S(ẑF )Jz] , (6.61)

donde las jacobianas auxiliares Ji, Jx, Jy y Jz están definidas en (6.48) y (6.49), y sus
expresiones para el caso del Hexapod están dadas en (6.50)-(6.52).

Piernas

El robot Hexapod tiene seis piernas, dos en cada lado del triángulo de la base. La
figura 6.4 muestra el lado i (i = 1, 2, 3) con las piernas 2i − 2 y 2i − 1 (las cuales
están acopladas a las articulaciones activas con el mismo número). Para el análisis,
considérese que la pierna 2i−2 corresponde al cuerpo l = 2i y la pierna 2i−1 al cuerpo
l = 2i + 1. Aśı, en la cuenta de b = 25 cuerpos ŕıgidos, las piernas corresponden a los
números l = 2, 3, ..., 7.

Por simplicidad, supóngase que cada pierna es simétrica, aśı que su centro de masa,



etiquetado como G2i−2 ó G2i−1, está en el punto medio del segmento correspondiente,
ya sea PiD2i−2 ó PiD2i−2.

Como se observa en la figura 6.4, E2i−2 y E2i−1 son los puntos medios de los
segmentos CiD2i−2 y CiD2i−1, respectivamente, por lo tanto rCiE2i−1

= −rCiE2i−2
=

q̄i
4

0RTi
(βi)

[
1 0 0

]T
y rE2i−1G2i−1

= rE2i−2G2i−2
= 1

2
rCiPi

; aśı que, los vectores de
posición de G2i−2 y G2i−1, rG2i−2

y rG2i−1
, están dados por:

r2i = rG2i−2
= rCi

+ rCiE2i−2
+ rE2i−2G2i−2

= 0RTi
(βi)





rBiCi
− q̄i

4

− LB

2
√

3
+ 1

2
rCiPi

cos(φi)
1
2
rCiPi

sen(φi)



 =
1

2
rPi

+ 0RTi
(βi)





− q2i−2

2

− LB

4
√

3

0





y

r2i+1 = rG2i−1
= rCi

+ rCiE2i−1
+ rE2i−1G2i−1

= 0RTi
(βi)





rBiCi
+ q̄i

4

− LB

2
√

3
+ 1

2
rCiPi

cos(φi)
1
2
rCiPi

sen(φi)



 =
1

2
rPi

+ 0RTi
(βi)





q2i−1

2

− LB

4
√

3

0





Ahora, considerando los marcos ΣCi
, ΣD2i−2

y ΣD2i−1
, definidos al final de la sección

6.1, y mostrados en la figura 6.3, se tiene que la orientación de las piernas 2i − 1 y
2i− 2, con respecto al marco de la base, está respectivamente dada por:

0R2i = 0RD2i−1
= 0RTi

(βi)Rx(φi)Rz(αi)
0R2i+1 = 0RD2i−2

= 0RTi
(βi)Rx(φi)Rz(−αi)

donde se emplearon las matrices de rotación elementales Rx(·) y Rz(·) definidas en
(3.6) y (3.8), respectivamente, y donde fueron empleadas las relaciones: sen(αi) =
‖rCiD2i−1

‖
L

= q̄i
2L

y cos(αi) =
rCiPi

L
, con rCiPi

y q̄i definidos en (6.8) y (6.9), respectiva-
mente, y L la longitud del eslabón.

Ahora, aplicando (6.58) y (6.59) para l = 2i y l = 2i+ 1, puede verificarse que

JG2i
=

1

2
Ji +

0RTi
(βi)

∂

∂ρ





− q2i−2

2

0
0



 , JG2i+1
=

1

2
Ji +

0RTi
(βi)

∂

∂ρ





q2i−1

2

0
0



 , (6.62)

KG2i
=
rCiPi
L

∂

∂ρ





φi
0
0



+
q̄i
2L

∂

∂ρ





0
φi
0



− 1

2rCiPi

∂

∂ρ





0
0
q̄i
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Figura 6.5: Cuerpos ŕıgidos en las articulaciones del Hexapod: (a) articulación PU, (b)
articulación S.

y

KG2i+1
=
rCiPi
L

∂

∂ρ





φi
0
0



− q̄i
2L

∂

∂ρ





0
φi
0



+
1

2rCiPi

∂

∂ρ





0
0
q̄i



 (6.63)

aśı que

υ2i =
1

2
ṙPi

+ 0RTi
(βi)





− ˙̄q2i−2

2

0
0



 , υ2i+1 =
1

2
ṙPi

+ 0RTi
(βi)





˙̄q2i−1

2

0
0



 ,

2iω2i =





rCiPi

L
φ̇i

q̄i
2L
φ̇i

− 1
2rCiPi

˙̄qi



 , y 2i+1ω2i+1 =





rCiPi

L
φ̇i

− q̄i
2L
φ̇i

1
2rCiPi

˙̄qi



 .

Articulaciones P y U

Nótese que las articulaciones prismática (P) y universal (U) pueden ser vistas como una
articulación compuesta de 2 g.d.l. entre la base del robot y cada una de sus piernas.
Cada articulación PU contiene dos cuerpos ŕıgidos (o partes) intermedios los cuales
pueden ser apreciados en la figura 6.5(a):

• Articulación PU, parte 1: Esta es la base de la articulación U, la cual se mueve
a lo largo del lado de la base del triángulo, variando la articulación activa corres-
pondiente; debido al efecto del actuador en la articulación P.



• Articulación PU, parte 2: Es el eslabón acoplado entre la parte 1 de una articu-
lación PU y la pierna correspondiente, su movimiento combina el desplazamiento
de una coordenada articular activa y la rotación de una coordenada articular
pasiva correspondiente a la variación del ángulo φ.

Articulación PU, parte 1

Considérese que la parte 1 de la articulación PU 2i − 2 corresponde al cuerpo
l = 2i + 6 y la misma parte de la articulación PU 2i − 1 al cuerpo l = 2i + 7. Aśı,
las primeras partes de las articulaciones PU son los cuerpos ŕıgidos con los números
l = 8, 9, ..., 13.

Nótese que la posición del vector del centro de masa para la primera parte de una
articulación PU es:

r2i+6 = 0RTi
(βi)

[
−q2i−2 d −lc1

]T
o r2i+7 = 0RTi

(βi)
[
q2i−1 d −lc1

]T
,

donde d = − LB

2
√

3
y lc1 es la distancia del punto D2i−2 y el punto D2i−1 (con i = 1, 2, 3),

al centro de masa de la parte 1 de la articulación PU correspondiente. Por lo tanto

JG2i+6
= 0RTi

(βi)
∂

∂ρ

[
−q2i−2 d −lc1

]T
y JG2i+7

= 0RTi
(βi)

∂

∂ρ

[
q2i−1 d −lc1

]T
.

(6.64)

Y como estas partes no giran, entonces

KG2i+6
= KG2i+7

= O ∈ R3×9. (6.65)

Articulación PU, parte 2

Para la enumeración de cuerpos ŕıgidos, considérese que la parte 2 de la articulación
PU 2i − 2 corresponde al cuerpo ŕıgido l = 2i+ 12, y la parte 2 de la articulación PU
2i−1 al cuerpo l = 2i+13. Aśı que, la segunda parte de la articualción PU es el cuerpo
ŕıgido con los números l = 14, 15, ..., 19.

El vector de posición de la segunda parte de la articulación PU es

r2i+6 = 0RTi
(βi)

[
−q2i−2 d 0

]T
o r2i+7 = 0RTi

(βi)
[
q2i−1 d 0

]T

donde d = − LB

2
√

3
. Aśı que

JG2i+12
= 0RTi

(βi)
∂

∂ρ

[
−q2i−2 d 0

]T
y JG2i+13

= 0RTi
(βi)

∂

∂ρ

[
q2i−1 d 0

]T
. (6.66)

La orientación de esta parte para l = 2i− 2 y l = 2i− 1 está dada por

0R2i+12 = 0R2i+13 = 0RTi
(βi)R(φi)
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Figura 6.6: Marcos coordenados empleados para modelar las articulaciones esféricas.

aśı que

KG2i+12
= KG2i+13

=
∂

∂ρ

[
φi 0 0

]T
. (6.67)

Articulaciones S

En el robot Hexapod hay sólo tres articulaciones esféricas. La articulación esférica i
está ubicada en el lado i de la base del triángulo, y une el vértice Qi del triángulo
asociado a la plataforma con las piernas 2i − 2 y 2i − 1. La figura 6.6 muestra el
lado del robot en primer plano. Cada articulación esférica puede ser analizada como
una articulación compuesta, formada por un articulación universal y un articulación
rotacional, o bien, como tres articulaciones rotacionales independientes; sean θ1i, θ2i y
θ3i las coordenadas de la articulación S en el lado i del robot. Nótese en la figura 6.6
que estos tres ángulos pueden ser considerados los ángulos de Euler de la convención
XY Z, los cuales permiten expresar la orientación relativa del marco ΣF con respecto
al marco denotado en la misma figura como ΣNi

. En otras palabras, θ1i, θ2i y θ3i son
los ángulos que ΣNi

tiene que rotar para tener la misma orientación que ΣF .



Ahora, con respecto a la postura del marco ΣNi
, es importante notar que el origen de

este marco está en el punto Pi, y su orientación está dada por la siguiente composición
de matrices:

0RNi
= 0RTi

(βi)Rx(φi)
CiRNi

donde

CiRNi
=





0 1 0
0 0 1
1 0 0



 ∈ SO(3)

es la matriz de rotación que da la orientación relativa del marco ΣNi
con respecto a

ΣCi
.

Analizando los marcos coordenados en la figura 6.6, es claro que la siguiente ex-
presión es válida:

0RF = 0RTi
(βi)Rx(φi)

CiRNi
Rx(θ1i)Ry(θ2i)Rz(θ3i) (6.68)

donde las matrices elementales de rotación Rx(·), Ry(·), y Rz(·) están definidas en
(3.6)-(3.8).

Aplicando la propiedad R−1 = RT de las matrices de rotación R ∈ SO(3), se puede
reescribir (6.68) como

Rx(θ1i)Ry(θ2i)Rz(θ3i) = CiRT
Ni
Rx(φi)

T 0RTi
(βi)

T 0RF = CiRF (ρ) (6.69)

Los ángulos θ1i, θ2i, y θ3i pueden ahora ser calculados usando las fórmulas estándar
para la convención de ángulos de Euler XYZ (ver (Craig, 2005)), es decir:

θ1i = atan2 (−R2,3(ρ), R3,3(ρ)) (6.70)

θ2i = atan2

(

R1,3(ρ),
√

R2,3(ρ)2 +R3,3(ρ)2

)

(6.71)

θ3i = atan2 (−R1,2(ρ), R1,1(ρ))

donde Ru,v(ρ) es el elemento (u, v) de la matriz CiRF (ρ) definida en (6.69).

Además, hay dos cuerpos ŕıgidos (o partes) en cada articulación esférica (ver figura
6.5(b)):

• Articulación S, parte 1: Éste es el eslabón que está acoplado a las piernas a través
de la articulación rotacional con θ1i como variable articular.

• Articualción S, parte 2: Este eslabón está acoplado a la parte 1 (de la misma
articulación S) y a la plataforma a través de las articulaciones rotacionales cuyas
coordenadas son θ2i y θ3i.



Articulación S, parte 1

Las primeras partes de las articulaciones S, corresponden a los cuerpos ŕıgidos con
l = 20, 21, 22, ó, en términos de i, a l = 19 + i. Por simplicidad, considérese que el
centro de masa de este cuerpo ŕıgido se encuentra en el punto Pi, es decir

r19+i = rPi

aśı que
JG19+i

= Ji, (6.72)

donde Ji = ∂rPi

∂ρ .

El marco asociado a este cuerpo ŕıgido está etiquetado como Σ1i en la figura 6.6, y
su orientación está dada por:

0R19+i(ρ) = 0RTi
(βi)Rx(φi)

CiRNi
Rx(θ1i);

y se puede mostrar que

KG19+i
= Rx(θ1i)

T CiRT
Ni

∂

∂ρ

[
φi 0 0

]T
+

∂

∂ρ

[
θ1i 0 0

]T
, (6.73)

donde el término ∂θ1i

∂ρ puede ser calculado tomando la derivada parcial de (6.70), obte-

niéndose que

∂θ1i

∂ρ
=
R2,3(ρ)

∂R3,3(ρ)

∂ρ −R3,3(ρ)
∂R2,3(ρ)

∂ρ

R2,3(ρ)2 +R3,3(ρ)2
.

Aśı, la velocidad angular está dada por:

19+iω19+i = Rx(θ1i)
T CiRT

Ni





φ̇i
0
0



+





θ̇i1
0
0





Articulación S, parte 2

Las segundas partes de las articulaciones S corresponden a los cuerpos ŕıgidos con
l = 23, 24, 25, ó, en términos de i, a l = 22 + i. En este caso, el centro de masa de
la parte 2 de la articulación S no está en el punto Pi pero śı a una distancia lc2 en la
dirección de ẑF , es decir

r22+i = rPi
+ lcẑF

aśı que
JG22+i

= Ji + lcJz; (6.74)

donde Ji = ∂rPi

∂ρ y Jz = ∂zF

∂ρ está dada en (6.52) para el robot Hexapod.



El marco asociado a este cuerpo está etiquetado como Σ2i en la figura 6.6, y su
orientación está dada por:

0R22+i(ρ) = 0RTi
(βi)Rx(φi)

CiRNi
Rx(θ1i)Ry(θ2i);

aśı que se puede demostrar

KG22+i
= Ry(θ2i)

TKG19+i
+

∂

∂ρ

[
0 θ2i 0

]T
(6.75)

donde el término ∂θ2i

∂ρ puede ser calculado tomando la derivada parcial (6.71), obtenién-

dose

∂θ2i

∂ρ
=

(R2,3(ρ)2 +R3,3(ρ)2)
∂R1,3(ρ)

∂ρ − R1,3(ρ)
(

R2,3(ρ)
∂R2,3(ρ)

∂ρ +R3,3(ρ)
∂R3,3(ρ)

∂ρ

)

√

R2,3(ρ)2 +R3,3(ρ)2
.

Aśı que la velocidad angular está dada por:

22+iω22+i = Ry(θ2i)
T 19+iω19+i +





0

θ̇2i

0



 .

Obsérvese que la velocidad angular de este cuerpo ŕıgido está dada como una función
de la velocidad angular de la parte 1 de la articulación S correspondiente.

6.3.2 Cálculo del modelo dinámico inverso

De acuerdo con (4.87)-(4.90) la enerǵıa cinética y potencial total del robot Hexapod
está dada por:

K(ρ, ρ̇) =

25∑

l=1

Kl =
1

2

25∑

l=1

[
mlυ

T
l υl +

lωlIl
lωl
]

(6.76)

y

U(ρ) =
25∑

l=1

Ul = −
[

25∑

l=1

mlr
T
l

]

go, (6.77)

Ahora, reemplazando (6.57) en (6.76) se tiene que

K(ρ, ρ̇) =
1

2
ρ̇T

[
25∑

l=1

mlJ
T
Gl
JGl

+KT
Gl
IlKGl

]

ρ̇



y comparando con (4.87) y (4.93), es claro que

M(ρ) =
25∑

l=1

[
mlJ

T
Gl
JGl

+KT
Gl
IlKGl

]
(6.78)

donde las jacobianas JGl
y KGl

, con l = 1, 2, ..., 25, para el robot Hexapod fueron
obtenidas en la sección anterior (ecuaciones (6.60), (6.61), (6.62)-(6.67) y (6.72)-(6.75)),
y los parámetros dinámicos ml y Il fueron determinados para el robot Hexapod emple-
ando el modelo CAD del robot en SolidWorks.

Una vez que se calcula M(ρ), el vector de fuerzas centŕıfugas y de Coriolis puede
obtenerse a partir de (4.94) como:

C(ρ, ρ̇) = Ṁ(ρ) − 1

2

∂

∂ρ
(ρ̇TM(ρ)) (6.79)

Finalmente, el vector de fuerzas gravitacionales puede ser obtenido aplicando (4.95)
a (6.77), es decir,

g(ρ) =
∂U(ρ)

∂ρ
= −

[
25∑

l=1

ml
∂rl(ρ)

∂ρ

T
]

go = −
[

25∑

l=1

mlJ
T
Gl

]

go (6.80)

donde go =
[
0 0 −go

]T
, con go = 9.81 [m/s2] como la aceleración debida a la fuerza

de gravedad.

Una vez que las matrices del modelo dinámico no mı́nimo, dadas por (6.78), (6.79),
y (6.80) son calculadas, es posible emplear la matriz A(q) dada en (3.42), es decir

A(q) =

[
I

−∂γ(q,φ)

∂φ

−1
∂γ(q,φ)

∂q

]

∈ R9×6,

para calcular las matrices correspondientes al modelo dinámico mı́nimo (4.97)

τ = M̄q(q)q̈ + C̄q(q, q̇)q̇ + ḡq(q) (6.81)

usando (4.98)-(4.101). Los términos
∂γ(q,φ)

∂φ

−1

y
∂γ(q,φ)

∂q están dadas en (6.53) y (6.54),

respectivamente.



6.4 Validación de los modelos

Para realizar la validación del modelo cinemático directo y el modelo dinámico inverso
del robot Hexapod, obtenidos en las secciones previas, se llevaron a cabo simulaciones
en las cuales, para un perfil de movimiento asignado a las articulaciones activas, se
compararon los resultados obtenidos de los modelos obtenidos (el MCDP y el MDI) con
los correspondientes resultados obtenidos al emplear el software SolidWorks Motion.

Una vez definida la trayectoria articular deseada, fueron calculados a través de Solid-
Works Motion: (a) el vector de coordenadas de postura de la plataforma ξ ∈ R6 (tres
coordenadas cartesianas y los ángulos de Euler), el cual es la salida del MCDP; y (b) el
vector de fuerzas generalizadas en las articulaciones activas τ̄ q, el cual es la salida del
MDI. Enseguida, los resultados generados por SolidWorks Motion fueron comparados
con las trayectorias proporcionadas por las expresiones anaĺıticas del MCDP y el MDI
obtenidas en las secciones 6.2.1 y 6.3.2.

SolidWorks Motion es un módulo de la familia de productos de SolidWorks R©, el
cual es útil para el análisis y diseño de mecanismos, cuando se cuenta con el modelo
CAD. SolidWorks Motion puede calcular el modelo cinemático y dinámico de forma
numérica para un movimiento deseado basado en el tiempo.

Las trayectorias que fueron asignadas a las articulaciones activas están dadas por el
vector:

qd(t) = q(0) +












c0(1 − e−κt
3

)sen(ω0t)

c1(1 − e−κt
3

)sen(ω1t)

c2(1 − e−κt
3

)sen(ω2t)

c3(1 − e−κt
3

)sen(ω3t)

c4(1 − e−κt
3

)sen(ω4t)

c5(1 − e−κt
3

)sen(ω5t)












m, (6.82)

donde q(0) corresponde al vector de coordenadas activas en la configuración de casa,
el cual, según las especificaciones del robot está dado por:

q(0) = 0.1765
[

1 1 1 1 1 1
]T

m

y corresponde a la postura de la plataforma dada por el vector de posición:

rF (0) =
[
x(0) y(0) z(0)

]T
=
[

0 0 0.424
]T

m (6.83)

y la matriz de rotación 0RF (0) = I , o de manera equivalente, el vector de ángulos de
Euler (convención ZYX):

[
λ(0) µ(0) ν(0)

]T
=

[
0 0 0

]T
rad. (6.84)



Los parámetros de la trayectoria (6.82) fueron seleccionados como c0 = c3 = c5 = 0.05
[m], c1 = c2 = c4 = 0.08 [m] κ = 1[s−3] y ω0 = ω1 = 2ω2 = 2ω3 = 4ω4 = 4ω5 = 3
[rad/s]. Es importante notar que esta trayectoria comienza en la posición inicial con
velocidad y aceleración nulas (es decir, qd(t) = q̇d(t) = q̈d(t) = 0 para t = 0). También
nótese que cuando t → ∞, la trayectoria deseada se reduce a una función sinusoidal
simple en cada eje.

Una vez que el vector de posición rF y la matriz de rotación 0RF han sido cal-
culados siguiendo los pasos al final de la sección 6.2.1, los ángulos de Euler ZYX son
determinados usando las expresiones siguientes:

λ = atan

(
r21

r11

)

µ = atan

(

−r31
√

r2
11 + r2

21

)

ν = atan

(
r32

r33

)

.

donde rij es el elemento i, j de la matriz 0RF .

Los parámetros cinemáticos empleados son LB = 0.866[m], L = 0.3689[m] y HPQ =
.090[m], mientras que los parámetros dinámicos son H∗ = .0791[m], lc1 = 0.0287[m],
lc2 = 0.03081[m] y los proporcionados en la tabla 6.2.

Tabla 6.1: Parámetros dinámicos del Hexapod para validación del modelo.
Cuerpo ŕıgido Masa [Kg] (Ixx, Iyy, Izz) [Kg · cm2]

Plataforma móvil 2.085 (198.58, 199.84, 396.31)
Pierna k 0.44917 (54.66, 0.50, 54.78)

PU-articulación parte 1 0.3194 (4.94, 5.51, 2.51)
PU-articulación parte 2 0.2200 (1.76, 3.36, 1.75)
S-articulación parte 1 0.2200 (1.75, 1.76, 3.36)
S-articulación parte 2 0.3025 (5.864, 1.22, 5.218)

La figura 6.7 muestra la evolución de las seis variables operacionales que definen la
postura de la plataforma calculada por SolidWorks Motion y las expresiones anaĺıticas
del MCDP. Debe notarse que ambos gráficos son muy similares. Si se consideran los
primeros 20 segundos mostrados en la figura 6.7, la máxima desviación entre ambos
gráficos está dada por x̃ = 0.55 [mm], ỹ = 1.28 [mm] y z̃ = 0.235 [mm], α̃ = 0.1314◦

[mm], β̃ = 0.1050◦ [mm] y γ̃ = 0.1317◦ [mm].

La figura 6.8 muestra la evolución temporal de las fuerzas generalizadas generadas
por SolidWorks y las expresiones anaĺıticas del MDI. La desviación máxima de ambas
gráficas es: τ̃q0 = 0.179 [N], τ̃q1 = 0.239 [N], τ̃q2 = 0.143 [N], τ̃q3 = 0.116 [N], τ̃q4 = 0.094



0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

−20

−10

0

10

20

x
 [
m

m
]

Tiempo [s]

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

−20

−10

0

10

20

y
 [
m

m
]

Tiempo [s]

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
370

380

390

400

410

420

430

440

z
 [
m

m
]

Tiempo [s]

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

−10

−5

0

5

10

l
[°

]

Tiempo [s]

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

−10

−5

0

5

10

m
[°

]

Tiempo [s]

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

−10

−5

0

5

10

n
[°

]

Tiempo [s]

Figura 6.7: Coordenadas de postura de la plataforma calculadas por el modelo anaĺıtico
(ĺınea azul) y SolidWorks Motion (ĺınea negra), respectivamente.
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(ĺınea azul) y SolidWorks Motion (ĺınea negra), respectivamente.



Controlador
cinemático

q

q

h(q)

ROBOT
vd v t

x
+

-

+

-
J (q)A

Controlador

dx

dx

dx x

x
de velocidad

Figura 6.9: Diagrama esquemático del controlador de doble lazo.

[N] y τ̃q5 = 0.096 [N].

Es claro, por los resultados presentados en esta sección, que las expresiones anaĺıticas
obtenidas del modelo cinemático directo de postura y del modelo dinámico inverso del
robot Hexapod son validadas por el software SolidWorks Motion.

6.5 Experimentos en tiempo real

En esta sección se presentan los resultados de la implementación de dos controladores
de seguimiento de postura en espacio operacional en el robot paralelo Hexapod que se
encuentra en el laboratorio de Mecatrónica y Control del Instituto Tecnológico de la
Laguna. Los controladores evaluados son:

• Un controlador jerárquico de doble lazo que consiste en un controlador cinemático
del tipo conocido como control de movimiento resuelto (RMRC) en el lazo externo
(cuya salida es el vector de velocidades articulares deseadas), y un PI en el lazo
interno, para controlar las velocidades articulares.

• Un controlador por dinámica inversa, cuya salida es el vector de torques deseados
requeridos para cancelar la dinámica no lineal del robot

Es importante mencionar que el controlador cinemático requiere el cálculo de la
inversa de una matriz jacobiana anaĺıtica, mientras que el controlador dinámico usa el
modelo dinámico inverso del robot.

Los experimentos fueron llevados a cabo usando el software proporcionado por
Quanser, a través de la plataforma de Matlab/Simulink y la herramienta QUARC
para control en tiempo real.

6.5.1 Controlador de doble lazo

La figura 6.9 muestra el diagrama de bloques del controlador de doble lazo propuesto
como un controlador de seguimiento en espacio operacional para el robot Hexapod. La



aplicación de este controlador a robots manipuladores seriales y el análisis de estabilidad
correspondiente se reportan en (Camarillo et al., 2008).

Por control cinemático se entiende cualquier esquema que usa una jacobiana para
calcular las velocidades articulares deseadas directamente de las variables de postura
de la tarea deseada. Aśı, un controlador cinemático es frecuentemente empleado como
un lazo externo de un controlador de doble lazo, tal como el de la figura 6.9. En este
trabajo se emplea un controlador cinemático del tipo conocido como ”de velocidad
resuelta”, el cual fue propuesto por Whitney (Whitney, 1969). Usando este esquema,
la velocidad articular deseada para el lazo interno, puede ser escrita como:

νd = JA(q)−1
[

ξ̇d +Kξ̃
]

, (6.85)

donde νd ∈ Rn es el vector de velocidad articular deseado, JA(q) ∈ R6×6 es la matriz
jacobiana definida en (6.56), ξ̇d ∈ R6 es la derivada temporal de ξd, ξ̃ = ξd − ξ ∈ R6

es el vector de error de postura en espacio operacional y K ∈ R6×6 es una matriz de
ganancias de control simétrica y definida positiva.

Bajo el supuesto de seguimiento perfecto de velocidad, es decir, q̇ ≡ νd, pre-
multiplicando ambos lados de (6.85) por JA(q) y sustituyendo (6.56), se tiene

˙̃
ξ = −Kξ̃. (6.86)

y como K es una matriz simétrica definida positiva, se llega a la conclusión de que
ξ̃ → 0 conforme t→ ∞.

Sin embargo, un controlador de velocidad articular real no asegura el seguimiento
instantáneo de la velocidad deseada νd. En la práctica, se obtiene el seguimiento
de velocidad asintótica en lugar de seguimiento ideal de velocidad. Por lo tanto, la
implementación del control cinemático (6.85) requiere el diseño de un controlador de
velocidad articular.

Para este fin def́ınase el error de velocidad articular como:

ν̃ = νd − q̇ ∈ Rn (6.87)

De modo que ahora, considerando (6.56), (6.85) y (6.87), se tiene que:

˙̃
ξ = −Kξ̃ + JA(q)ν̃ , (6.88)

en vez de (6.86).

Para el lazo interno en la figura 6.9, cosidérese el clásico controlador proporcional



integral PI de velocidad usado en robots industriales, el cual puede ser escrito como:

τ = Kpν̃ +Ki

∫ t

0

ν̃dt,

donde Kp, Ki ∈ Rn×n son matrices diagonales definidas positivas, y n es el número de
articulaciones actuadas.

Resultados experimentales

Los experimentos comenzaron en la configuración de casa del robot Hexapod, la cual
está dada por el siguiente vector de coordenadas articulares:

q(0) = 0.1765
[

1 1 1 1 1 1
]T

m,

el cual corresponde a la postura:

rF (0) =
[

0 0 0.424
]T

m y ψ(0) =
[

0 0 0
]T

rad.

Como trayectoria deseada se empleó:

rd(t) =





c1(1 − e−κt
3

) cos(ωt)

c2(1 − e−κt
3

)sen(ωt)

c3(1 − e−κt
3

)(sen(ωt)− z0
c3

) + 0.424



m

ψd(t) =





c4(1 − e−κt
3

) cos(ωt)

c5(1 − e−κt
3

)sen(ωt)

c6(1 − e−κt
3

)sen(ωt)



 rad

con c1 = c2 = c3 = z0 = 0.02 [m], κ = 0.01[s−3], ω = 0.20π [rad/s], y c4 = c5 = c6 = π
60

[rad]. Es importante hacer notar que se eligió esta trayectoria para que los vectores

correspondientes de las coordenadas de postura ξd =
[
rTd ψT

d

]T
, comiencen en la

posición de casa, mientras que los vectores de velocidades
[

ṙTd ψ̇
T

d

]T

y aceleraciones

de postura
[

r̈Td ψ̈
T

d

]T

sean cero en t = 0. Notése que cuando t → ∞, la trayectoria

deseada se reduce a funciones sinusoidales simples en cada eje.

Los parámetros cinemáticos del robot, empleados durante los experimentos fueron
medidos directamente en el robot real, obteniéndose: LB = 0.866[m], L = 0.378[m] y
HPQ = .090[m].

Durante los experimentos, la matriz de ganancias en el controlador cinemático fue
elegida diagonal e igual a K = diag{15, 15, 10, 15, 10, 10}[s−1 ], y para el controlador
de velocidad, las matrices seleccionadas fueron Kp = 3000I[6,6] [Nm · s/rad] y Ki =
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Figura 6.10: Controlador de doble lazo: Norma del error de posición.

4750.6I[6,6] [Nm/rad]. El proceso de sintonización del controlador se realizó eje por eje
a prueba y error.

Las figuras 6.10 y 6.11 muestran, respectivamente, la evolución en el tiempo del error
de posición (coordenadas cartesianas) y el error de orientación (en ángulos de Euler
ZYX). Nótese que en ambos casos se tienen errores cercanos a cero, lo que significa que
la postura del efector final de la plataforma móvil sigue la trayectoria deseada.

Las figuras 6.12 y 6.13 muestran las velocidades alcanzadas y los torques aplicados
a las articulaciones prismáticas actuadas, respectivamente.

Por otro lado, según los datos proporcionados por el fabricante, los motores pueden
aceptar una velocidad máxima de 0.65 [m/s], y un par máximo de 0.530 [Nm] (el par
máximo de arranque es de 5.65 [Nm]), que corresponde a 333.01 [N]. Las figuras 6.12
y 6.13 muestran las velocidades alcanzadas y las fuerzas aplicadas a las articulaciones
prismáticas actuadas en el desempeño del controlador de doble lazo. Nótese que τ q y
q̇ son relativamente pequeñas.

6.5.2 Controlador por dinámica inversa

El control por dinámica inversa es una técnica clásica para realizar control de segui-
miento de robots manipuladores cuyo objetivo es encontrar una ley de control que
linealice y desacople el sistema mecánico, al agregar los términos no lineales necesarios



0 5 10 15 20 25 30
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

0.45

0.5

N
o

rm
a

 d
e

l 
e

rr
o

r 
d

e
 o

ri
e

n
ta

c
ió

n
 [

°
]

Tiempo [s]

Figura 6.11: Controlador de doble lazo: Norma del error de orientación.
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Figura 6.12: Controlador de doble lazo: Velocidades alcanzadas en las articulaciones
prismáticas.
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Figura 6.13: Controlador de doble lazo: Fuerzas aplicadas en las articulaciones prismá-
ticas.

a la entrada de control (Cheah & Haghighi, 2014).

En este trabajo se emplea el controlador por dinámica inversa en espacio operacional
propuesto por Khatib (Khatib, 1987), el cual emplea ángulos de Euler para parametrizar
la orientación, por lo que se habla de un controlador por dinámica inversa en espacio
operacional. Este controlador está dado por:

τ = M̄ (q)JA(q)−1
[

ξ̈d +KV
˙̃
ξ +KP ξ̃ − J̇A(q)q̇

]

+ C̄(q, q̇)q̇ + ḡ(q), (6.89)

donde JA(q) ∈ R6×n es el jacobiano anaĺıtico definido en (6.56), JA(q)−1 su inversa
y J̇A(q) su derivada respecto al tiempo, KP , KV ∈ R6×6 son matrices de ganancias
de control definidas positivas, y ξ̃ = ξd − ξ ∈ R6, siendo ξd, ξ̇d y ξ̈d los vectores de
coordenadas de postura deseada, sus velocidades y aceleraciones respectivamente.

La figura 6.14 muestra el diagrama de bloques del controlador dado por la ecuación
(6.89). Sustituyendo esta ley de control en la dinámica del robot (6.81), y suponiendo
que JA(q) es de rango completo en la región del espacio en que se desea trabajar, es
posible demostrar, usando ξ̇ = JA(q)q̇ y su derivada temporal que el sistema en lazo
cerrado es:

¨̃
ξ +KV

˙̃
ξ +KP ξ̃ = 0 ∈ R6,

el cual es un sistema lineal con un equilibrio en el origen que es asintóticamente estable.
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Figura 6.14: Diagrama esquemático del controlador por dinámica inversa.

Tabla 6.2: Parámetros dinámicos del Hexapod para experimentos.
Cuerpo ŕıgido Masa [m] (Ixx, Iyy, Izz) 10−4[Kg] · [m2]

Plataforma móvil 1.7917 (253.98, 253.98, 505.01)

Pierna 0.3900 (46.54, 46.54, 0.35)

A. prismática 0.3194 (4.94, 5.51, 2.51)

A. universal 0.2200 (1.76, 3.36, 1.75)

A. rotacional i1 0.2200 (1.75, 1.76, 3.36)

A. rotacional i2 0.3025 (5.864, 1.22, 5.218)

Resultados experimentales

Para la implementación del controlador por dinámica inversa se usaron la misma trayec-
toria deseada, las mismas condiciones iniciales y los mismos parámetros cinemáticos que
en el controlador de doble lazo. Los parámetros dinámicos del robot empleados en los
experimentos se muestrán en la tabla 6.2, y fueron obtenidos a partir de información
proporcionada por el fabricante y el empleo del modelo de SolidWorks disponible.

Durante los experimentos las matrices de ganancias seleccionadas fueron KP =
diag{35, 35, 50, 80, 100, 90}[103/s2] y KV = diag{190, 250, 420, 550, 550, 500}[1/s]. El
proceso de sintonización del controlador se realizó eje por eje y fueron empleados valores
aproximados a los obtenidos a través de las fórmulas de sintonización de un controlador
PID, para lograr una respuesta cŕıticamente amortiguada.

Las figuras 6.15 y 6.16 muestran la evolución en el tiempo de la norma del error de
posición (en coordenadas cartesianas) y del error de orientación (en ángulos de Euler,
convención ZYX).

Nótese que ambas normas se mantienen acotadas, lo que significa que la postura de
la plataforma móvil sigue la trayectoria deseada con un error relativamente pequeño.
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Figura 6.15: Controlador por dinámica inversa: Norma del error de posición.
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Figura 6.16: Controlador por dinámica inversa: Norma del error de orientación.

La figura 6.17 muestra las fuerzas aplicadas a las articulaciones prismáticas. Nótese
que τ y q̇ son relativamente pequeñas.
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Figura 6.17: Controlador por dinámica inversa: Fuerzas aplicas en las articulaciones
prismáticas.



Caṕıtulo 7

Conclusiones

7.1 Aportaciones del trabajo

Enseguida se enumeran las aportaciones de esta tesis:

• Se llevó a cabo el análisis de las diferentes convenciones de parámetros D-H, el es-
tudio permitió observar que es posible definir dos convenciones más de parámetros
D-H no reportadas en la literatura. También se estudió la forma de implementar
la metodoloǵıa de Denavit-Hartenberg a la obtención del modelo cinemático de
robots con cadena abierta, arborescente y cerrada.

• Se definieron los conceptos formulación para modelo cinemático y formulación
para modelo dinámico.

• Se realizó un estudio detallado de las cuatro formulaciones más importantes para
modelado dinámico de robots, y se investigaron las relaciones entre éstas.

• Se obtuvo el modelo cinemático y dinámico de un robot con cadena cinemática
abierta, un robot con cadena cinemática cerrada y un robot móvil con ruedas, a
través de coordenadas independientes, coordenadas sujetas a restricciones holo-
nómicas y coordenadas sujetas a restricciones no holonómicas, respectivamente.
En cada caso se emplearon las formulaciones de modelado dinámico estudiadas.

• Se evaluaron y compararon cuantitativamente las cuatro formulaciones estudi-
adas, aplicadas a los mecanismos indicados en el párrafo anterior. Esta evalua-
ción permitió conocer que con el avance tecnológico actual, la formulación de
Euler-Lagrange en estos d́ıas resulta ser la más rápida para calcular un modelo
dinámico mientras que la de Newton-Euler resultó ser la formulación que propor-
cionó el modelo dinámico con un tiempo de ejecución menor, en comparación con
las otras tres formulaciones analizadas, al menos para los robots analizados en la
tesis.
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• Se obtuvo el modelo cinemático y dinámico del robot paralelo Hexapod. Cabe
resaltar que el modelo dinámico de este robot no se encuentra aún publicado en
la literatura.

• Se implementó el modelo CAD del Hexapod en SolidWorks Motion, con el fin
de obtener de forma numérica (a través de elemento finito) el modelo cinemático
y dinámico del robot. Los resultados obtenidos permitieron validar los modelos
anaĺıticos obtenidos.

• Se implementaron controladores en el robot Hexapod que emplean tanto el modelo
cinemático como el modelo dinámico. Los resultados fueron bastante satisfacto-
rios, por lo que se logró llevar a cabo el control de postura del robot y la validación
experimental de los modelos cinemático y dinámico obtenidos.

Como resultado de todo lo anterior, hasta la fecha se tienen las siguientes publica-
ciones y trabajos sometidos:

• Bernal, J., Campa, R. Analysis of the Different Conventions of Denavit-Hartenberg
Parameters. The International Review on Modelling and Simulations (IREMOS).
(Aceptado, 2018). (Bernal & Campa, 2015)

• Bernal, J., Campa, R. y Soto, I. Kinematics and dynamics modeling of the 6-
3-PUS-type Hexapod parallel mechanism. Journal of Mechanical Science and
Technology (Aceptado, 2018). (Bernal et al., 2018)

• R. Campa, J. Bernal y I. Soto. Modeling and motion control of the 6-3-PUS-type
Hexapod parallel mechanism. In: O. O. Vergara-Villegas, M. J. Nandayapa-
Alfaro and A. I. Soto-Marrufo (Eds.). Advanced Topics on Computer Vision,
Control and Robotics in Mechatronics. Springer (in press) (Campa et al, 2018).

• Bernal, J. y R. Campa. Control por dinámica inversa del robot paralelo Hexa-
pod. Memorias del Congreso Mexicano de Robótica 2016. Mazatlán, Sinaloa.
Noviembre 2016 (Bernal & Campa, 2016).

• Campa, R., J. Bernal y I. Soto. Kinematic modeling and control of the Hexapod
parallel robot. Proceedings of the IEEE 2016 American Control Conference (pp.
1203-1208). Boston MA, USA. Julio 2016 (Campa et al., 2016).

• Bernal, J., R. Campa y I. Soto. Solución de la cinemática directa e inversa del
robot paralelo Hexapod. En Memorias del Congreso Mexicano de Robótica 2015.



Los Cabos, BCS, México. Noviembre 2015 (Bernal et al., 2015).

• Campa, R. y J. Bernal. Análisis de las Diferentes Convenciones de Parámetros
Denavit-Hartenberg. En Memorias del Congreso Internacional de Robótica y
Computación 2015. Los Cabos, BCS, México. Abril 2015 (Campa & Bernal,
2015).

7.2 Problemas abiertos

Los puntos de esta tesis que quedaron pendientes y que se dejan como trabajo futuro,
se resumen a continuación:

• Establecer una metodoloǵıa general que emplee paramétros D-H para la obtención
del modelo cinemático de robots con coordenadas generalizadas independientes y
con coordenadas generalizadas sujetas a restriccioens holonómicas y no holonom-
icas.

• Proponer una metodoloǵıa general que emplee cuaterniones duales para la ob-
tención del modelo cinemático de robots con y sin restricciones.

• Proponer una metodoloǵıa general que emplee números duales para la obtención
del modelo dinámico de robots con y sin restricciones. Actualmente solo existe
una metodoloǵıa aplicable a robot seriales.

• Emplear diversas formulaciones de modelado dinámico de robots para proponer
nuevas metodoloǵıas empleando números duales. Actualmente solo existe desar-
rollada la metodoloǵıa con números duales para la formulación de Euler-Lagrange
y Newton-Euler, para robots seriales.

• Aplicar y evaluar las formulaciones estudiadas en esta tesis a robots con mayor
número de grados de libertad, con la finalidad de evaluar su desempeño conforme
el número de grados de libertad aumenta.

• Proponer una metodoloǵıa para calcular la solución real del MCDP de robots tipo
plataforma de Stewart, como lo es el Hexapod.

• Descubrir el significado f́ısico de la matriz
∂γ(q,φ)

∂φ
, con la finalidad de obtener

de forma sencilla y práctica sus valores singulares, ya que éstos determinan en
qué puntos el modelo cinemático y el modelo dinámico de robots con restricciones
holonómicas no pueden ser determinados, y además, el control tampoco es posible,
a través de las metodoloǵıas mostradas en esta tesis.



• Obtener una metodoloǵıa general para obtener el grado de movilidad de cualquier
robot con cadena cerrada.



Caṕıtulo 8

Apéndices

8.1 Coordenadas de Plücker y el principio de trans-

ferencia

Para localizar una recta en el espacio se necesitan cuatro coordenadas independientes.
Existen diferentes parametrizaciones de la postura de una recta, una de ellas fue prop-
uesta por Plücker (Rooney, 2007) y consiste en especificar dos vectores: un vector
unitario u en la dirección de la recta y un vector de posición p del origen del marco
de referencia a un punto de la recta. En la figura A.1 se muestra una recta y los dos
vectores que la caracterizan.

Las coordenadas de Plücker están dadas por:

[
u

S(p)u

]

∈ R6

y se encuentran sujetas a las siguientes restricciones:

uTu = 1 , uTS(p)u = 0.

Ahora bien, dado que u es un vector unitario sus componentes son los cosenos de
los ángulos directores αx, αy y αz mostrados en la figura A.1, es decir:

u =





cos(αx)
cos(αy)
cos(αz)



 (8.1)
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Figura 8.1: Parámetros de una recta en el espacio.

y por lo tanto:

S(p)u =





pycos(αz) − pzcos(αy)
pzcos(αx) − pxcos(αz)
pxcos(αy) − pycos(αx)



 (8.2)

donde px, py y pz son las componentes de p ∈ R3.

En la figura A.1 se muestran también los segmentos ax, ay y az que indican la
distancia mı́nima entre la recta y los ejes X,Y y Z, respectivamente. De la misma
figura, y de la definición del producto cruz de vectores, es fácil comprobar que los
vectores unitarios en dirección de los segmentos ax, ay y az son, respectivamente:

âx =
î× u

sen(αx)
; ây =

ĵ × u
sen(αy)

; ây =
k̂ × u
sen(αz)

Es importante señalar que estos vectores indican la dirección de la normal común
a la recta dada por u y cada uno de los ejes del marco. Y como la distancia entre dos
rectas es igual a la proyección de cualquier vector que vaya de una recta a la otra en la
dirección de la normal común a ambas rectas, entonces se tiene que

ax = pT âx =
pTS(î)u

sen(αx)
= − î

TS(p)u

sen(αx)
= −pycos(αz) − pzcos(αy)

sen(αx)



ay = pT ây =
pTS(ĵ)u

sen(αy)
= − ĵ

TS(p)u

sen(αy)
= −pzcos(αx) − pxcos(αz)

sen(αy)

az = pT âz =
pTS(k̂)u

sen(αz)
= − k̂

TS(p)u

sen(αz)
= −pxcos(αy) − pycos(αx)

sen(αz)

Aśı que

S(p)u = −





axsen(αx)
aysen(αy)
azsen(αz)



 . (8.3)

En (Rooney, 2007) se explica cómo las coordenadas de Plücker se pueden expresar
con un vector de tres números duales u+ σS(p)u ∈ S2

D ⊂ D3, donde, en general,

SnD = {u+ σv ∈ Dn+1 : uTu = 1,uTv = 0}

se denomina aqúı una hiperesfera unitaria dual, que es una variedad de dimensión 2n.

De (A.1) y (A.3) se tiene que

u+ σS(p)u =





cos(αx) − σaxsen(αx)
cos(αy) − σaysen(αy)
cos(αz) − σazsen(αz)



 =





cos(αx + σax)
cos(αy + σay)
cos(αz + σaz)





donde se ha usado la definición de una función dual (ver sección 3.2.3).

Por otro lado, si se define α = [αx αy αz]
T ∈ S2, a = [ax ay az]

T ∈ R3 y la función

coseno de un vector v = [vx vy vz]
T como cos(v) = [cos(vx) cos(vy) cos(vz)]

T , entonces
es posible escribir

u+ σS(p)u = [I + σS(p)]u = cos(α+ σa). (8.4)

El término α+ σa se conoce como vector de ángulos directores duales. Nótese que la
parte primaria de cos(α + σa) es el vector de cosenos directores de u y por lo tanto
definen la dirección de la recta; la parte secundaria determina el desplazamiento de la
recta con respecto al origen (si a = 0 entonces la recta pasa por el origen).

Lo que se acaba de hacer es comprobar que la parametrización de la postura de una
recta que no pasa por el origen, dada por las coordenadas de Plücker, puede verse como
una extensión de la parametrización de una recta que pasa por el origen dada por los
cosenos directores. Esto se logra simplemente “dualizando” los ángulos directores, de
modo que

αx −→ αx + σax

αy −→ αy + σay

αz −→ αz + σaz



En otras palabras, si un vector unitario u en la dirección de una recta que pasa por
el origen, es parametrizado usando





cos(αx)
cos(αy)
cos(αz)



 ∈ S2 ⊂ R3,

entonces un vector unitario en la dirección de una recta que no pasa por el origen es
parametrizado por





cos(αx + σax)
cos(αy + σay)
cos(αz + σaz)



 =





cos(αx)
cos(αy)
cos(αz)



 − σ





ax sin(αx)
ay sin(αy)
az sin(αz)



 ∈ S2
D ⊂ D3,

con las siguientes restricciones holonómicas:

cos2(αx) + cos2(αy) + cos2(αz) = 1

ax cos(αx) sin(αx) + ay cos(αy) sin(αy) + az cos(αz) sin(αz) = 0.

Todo lo anterior es una aplicación simple del llamado principio de transferencia que fue
establecido inicialmente por Kotelnikov en 1895, el cual menciona que: “geométricamente,
la relación entre una cantidad real y su correspondiente cantidad dual es escencialmente
la relación entre la geometŕıa de ĺıneas que se intersectan (geometŕıa esférica) y la ge-
ometŕıa de las ĺıneas alabeadas (geometŕıa espacial).”(Rooney, 2007)

Cabe recordar que las ĺıneas (rectas) alabeadas (“skew lines” en inglés) son las
rectas que no son paralelas ni se intersectan en en el espacio; esto equivale a decir que
no pertenecen al mismo plano.

La geometŕıa esférica tiene que ver con el conjunto de ĺıneas rectas que se intersectan
en el espacio. La geometŕıa espacial tiene que ver con la situación más general de ĺıneas
alabeadas o no intersectantes en el espacio. Ahora bien, para rotaciones alrededor de un
punto fijo, O, todos los ejes de rotación se intersectan en O y la geometŕıa es esférica;
mientras que para desplazamientos en tornillo, es decir, rotaciones y traslaciones sobre
ĺıneas alabeadas, la geometŕıa es espacial.

La relación entre la geometŕıa esférica y la geometŕıa espacial está dada por el
Principio de Transferencia, el cual establece lo siguiente (Rooney, 2007).

“todas las leyes y fórmulas relacionadas a una configuración esférica (que
involucra ĺıneas intersectantes y ángulos reales) son también válidas cuando
se aplica a una configuración espacial equivalente de ĺıneas alabeadas, si
cada ángulo α, en la formulación esférica se reemplaza por el correspondiente
ángulo dual α + σa.”

El principio de transferencia y el álgebra de números duales son aśı empleados para



obtener parametrizaciones de la postura (posición y orientación) de un cuerpo ŕıgido a
partir de parametrizaciones de sólo la orientación.

8.2 Análisis de las convenciones de parámetros D-H

El análisis en esta sección aplica a robots manipuladores seriales con n dof, los cuales
requieren un conjunto de 4n parámetros D-H para definir su modelo cinemático.

Primero hay que enfatizar el hecho de que, desde el punto de vista de cinemática,
todas la convenciones de D-H son equivalentes, en el sentido de que producen el mismo
modelo cinemático de un robot manipulador, con la única condición de que los marcos
solidarios a la base y al elemento terminal sean los mismos. En otras palabras, el modelo
cinemático es independiente de la convención D-H empleada para obtenerlo.

En la sección B.1 se analiza primero el hecho de que para un robot dado, el conjunto
de los 4n parámetros D-H de una convención no es único, sin embargo, existe un
número finito de conjuntos, obtenidos cuando el sentido de un par de ejes coordenados
de cualquier marco Σi en la cadena cienemática es invertido (es decir, cambiando el
sentido de los ejes, pero no su dirección). Estos conjuntos de parametros D-H originados,
para una convención dada, es llamado aqúı: variante. Nótese que dos variantes son
equivalentes si éstas comparten el mismo marco inicial y final (es decir, las dos variantes
producen el mismo modelo cinemático del robot).

Después de esto, en la sección B.2 se hace una comapración de las seis convenciones
que fueron descritas en (3.2), con el fin de resaltar las relaciones que existen entre
sus parámetros D-H y mostrar cómo, de un variante dada, es posible determinar otra,
incluso de una convención diferente.

8.3 Conjuntos equivalentes de parámetros D-H

Si analizamos las reglas para colocar los marcos de coordenadas de las familias originales
y modificadas, observamos que, en ambos: (a) los ejes Z de los marcos asociadas a cada
eslabón siempre van a lo largo del eje de articulación correspondiente (excepto el último
marco, y el marco Σ0 en las convenciones de la familiaM), y (b) los ejesX van a lo largo
de la ĺınea normal común a dos ejes Z consecutivos. Pero las reglas no dicen nada sobre
el sentido de cada uno de estos ejes, y por lo tanto es arbitrario. Este hecho conduce a
la posibilidad de diferentes variantes de parámetros D-H para el mismo robot, incluso
cuando se utiliza una convención particular.

Para el análisis, notemos que el sentido positivo de un eje se indica por su punta de
flecha. Además, si A (con A ∈ {X, Y, Z} ) es un eje de coordenadas, entonces el vector
unitario correspondiente en la dirección de A, que indica su sentido positivo, es â (con



â ∈ {x̂, ŷ, ẑ} ).

Con el fin de establecer un procedimiento general para determinar todas las posibles
variantes equivalentes de los parámetros D-H en un robot manipulador, es necesario
definir una convención base y una variante base para tal convención (de modo que
todas las otras variantes se puedan calcular a partir de esa variante base). En lo que
sigue, supongamos que la convención base es la O1 (esta elección no es significativa,
ya que como se mostrará en la sección B.2, dado un conjunto de parámetros para una
convención D-H, el conjunto correspondiente para cualquier otra convención puede ser
determinado.

Entonces la variante base (o variante cero) de la convención O1, es la variante que
cumple con las siguientes reglas adicionales para colocar los marcos coordenados:

1. Para i = 1, 2, . . . , n, elegir el sentido positivo del eje Zi−1 de modo que el movimiento
correspondiente del eslabón i con respecto al eslabón i − 1, ya sea a lo largo o
alrededor de dicho eje (dependiendo del tipo de articulación), produce un incre-
mento de la correspondiente variable articular (es decir, di o θi respectivamente).
El eje Zn se elige de modo que tenga el mismo sentido que el eje Zn−1. En un
robot real, como la dirección en la que cada variable de articulación aumenta
normalmente se especifica, la elección de todos los ejes Z para la variante base se
determina fácilmente.

2. Para i = 1, 2, . . . , n, elegir el sentido positivo del ejeXi de acuerdo con lo siguiente:
si los ejes Zi−1 y Zi no son paralelos, entonces el vector unitario x̂i está dado por
x̂i = ẑi−1 × ẑi (donde × representa el operador de producto cruz); si los ejes Zi−1

y Zi son paralelos entonces el vector xi señala de Zi−1 a Zi. El sentido del eje X0

se puede elegir arbitrariamente.

Para identificar los ejes X y Z del i-ésimo marco coordenado de la variante base (los
que cumplen con las reglas anteriores), denotémoslos como X̄i y Z̄i; además sea x̄i y z̄i
los vectores unitarios que dan el sentido positivo de X̄i y Z̄i, respectivamente; entonces
Σ̄i(X̄i, Ȳi, Z̄i) es el marco correspondiente, donde el eje Ȳi tiene un sentido positivo dado
por el vector unitario ȳi = z̄i × x̄i.

Después de un análisis detallado de las diferentes variantes de la convención O1,
obtenidas cambiando el sentido de los ejes Zi y Xi de cualquier marco Σi de la variante
de base, es posible llegar a las siguientes conclusiones:

• Sólo hay cuatro formas de orientar cualquier marco Σi en la cadena cinemática
(i = 1, 2, . . . , n), dependiendo del sentido de los ejes Xi y Zi correspondientes.

• Para describir cada una de las orientaciones posibles del marco Σi, asignémosle
un par de parámetros binarios µi y νi que indican el sentido de los ejes Xi y Zi,
respectivamente. Si µi = νi = 0, entonces se obtine Σi(X̄i, Ȳi, Z̄i), este caso es



Tabla 8.1: Parámetros y ejes para los cuatro casos que determinan la orientación del
marco Σi.

Caso µi νi Xi Zi Σi(Xi, Yi, Zi)

0 0 0 X̄i Z̄i Σ̄i(X̄i, Ȳi, Z̄i)

1 1 0 −X̄i Z̄i Σ̄i(−X̄i,−Ȳi, Z̄i)

2 0 1 X̄i −Z̄i Σ̄i(X̄i,−Ȳi,−Z̄i)

3 1 1 −X̄i −Z̄i Σ̄i(−X̄i, Ȳi,−Z̄i)

0 0 0 X̄i Z̄i Σ̄i(X̄i, Ȳi, Z̄i)

etiqutado como caso 0 en la tabla B.1. Los otros tres casos (etiquetados como 1,
2 y 3) también se presentan en esta tabla.

• Suponiendo, sin pérdida de generalidad, que el marco de base Σ0 es el mismo, y
que posee los parámetros µ0 = ν0 = 0 para todos los casos, entonces hay variantes
equivalentes de parámetros DH que producen el mismo modelo cinemático de un
manipulador de robot en serie con n dof (es decir, tienen el mismo marco Σ0 y
Σi). Pero, como también hay cuatro maneras de orientar el marco Σn, entonces
hay cuatro posibles modelos cinemáticos, y un total de 4n posibles variantes.

• Cada una de las 4n variantes puede ser identificada por un código numérico for-
mado por n d́ıgitos, donde cada uno de los d́ıgitos puede ser 0, 1, 2 ó 3, indicando,
según los casos de la Tabla B.1, cómo cada uno de los marcos Σi de coordenadas
para) está orientado respecto a la variante de base.

Según la notación anterior, para un robot con n = 4 dof la variante 2032 (o V 2032)
corresponde a la que Σ1 se orienta como en el caso 2, Σ2 como en el caso 0, Σ3 como en
el caso 3, y Σ4 como en el caso 2. Por lo tanto, vale la pena notar que las 4n−1 variantes
equivalentes (con el mismo modelo cinemático) son aquellas que tienen el mismo último
d́ıgito en el código numérico, y que la variante base es la etiquetada con únicamente
ceros.

Como ejemplo, considere el caso de un robot planar de 2-dof. La fig. B.1 muestra
el diagrama cinemático de tal mecanismo utilizando las cuatro maneras diferentes de
colocar el marco coordenado intermedio Σ1, el cual cumple con las reglas de la familia
O. De acuerdo con la notación ya descrita y los parámetros de sentido del eje mostrados
en el figura, los diagramas mostrados corresponden a las variantes denotadas como V 00
(la variante base), V 10, V 20 y V 30. La tabla B.2 muestra la conjuntos de parámetros
D-H para los cuatro casos mostrados en la figura B.1, empleando la convención O1;
utilizando estos parámetros es posible calcular las MTH correspondientes y verificar
que todas estas variantes producen el mismo modelo cinemático.

El siguiente paso es obtener los parámetros D-H para todas las posibles variantes,
siempre y cuando conozcamos los parametros D-H de la variante base. Para ello, se
representarán los parámetros D-H de la variante base como d̄i, θ̄i, āi y ᾱi los cuales dan
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Figura 8.2: Diagrama cinemático para las cuatro equivalentes variantes de un robot
planar de 2-dof: (a)V00; (b)V10;c)V20;(d)V30.

Tabla 8.2: Parámetros D-H de la convención O1 para los casos mostrados en la figura
B.1.

V00 V10

i di θi ai αi i di θi ai αi

1 0 q1 L1 0 1 0 q1 + π −L1 0
2 0 q2 L2 0 2 0 q2 + π L2 0

V20 V20
i di θi ai αi i di θi ai αi

1 0 q1 L1 π 1 0 q1 + π −L1 π

2 0 −q2 L2 π 2 0 −q2 + π L2 π



Tabla 8.3: Parámetros D-H para las 16 diferentes combinaciones de parámetros de
sentido.

(µi−1, νi−1, µi, νi) (di, θi, ai, αi) (µi−1, νi−1, µi, νi) (di, θi, ai, αi)

(0, 0, 0, 0) (d̄i, θ̄i, āi, ᾱi) (0, 0, 0, 1) (d̄i, θ̄i, āi, ᾱi + π)
(1, 0, 0, 0) (d̄i, θ̄i − π, āi, ᾱi) (1, 0, 0, 1) (d̄i, θ̄i − π, āi, ᾱi + π)

(0, 1, 0, 0) (−d̄i,−θ̄i, āi, ᾱi − π) (0, 1, 0, 1) (−d̄i,−θ̄i, āi, ᾱi)
(1, 1, 0, 0) (−d̄i,−θ̄i + π, āi, ᾱi − π) (1, 1, 0, 1) (−d̄i,−θ̄i + π, āi, ᾱi)

(0, 0, 1, 0) (d̄i, θ̄i + π,−āi,−ᾱi) (0, 0, 1, 1) (d̄i, θ̄i + π,−āi,−ᾱi − π)
(1, 0, 1, 0) (d̄i, θ̄i,−āi,−ᾱi) (1, 0, 1, 1) (d̄i, θ̄i,−āi,−ᾱi)

(0, 1, 1, 0) (−d̄i,−θ̄i − π,−āi,−ᾱi + π) (0, 1, 1, 1) (−d̄i,−θ̄i − π,−āi,−ᾱi)
(1, 1, 1, 0) (−d̄i,−θ̄i,−āi,−ᾱi + π) (1, 1, 1, 1) (−d̄i,−θ̄i,−āi,−ᾱi)

la postura relativa del marco Σi con respecto al marco Σi−1 cuando los parámetros de
sentido de ambos marcos es cero.

Es posible demostrar que, partiendo de los parametros D-H de la variante base, los
parámetros de D-H de cualquier variante estan dados por las siguientes expresiones:

di = (−1)νi−1 d̄i (8.5)

θi = (−1)νi−1(θ̄i + [µi + µi−1]π) (8.6)

ai = (−1)µi−1 āi (8.7)

θi = (−1)µi−1(ᾱi + [νi + νi−1]π) (8.8)

donde (µi−1, νi−1) y (µi, νi) son los parámetros de sentido de los marcos Σi−1 y Σi,
respectivamente.

Como sólo hay 16 combinaciones de los parámetros de sentido, para dos marcos con-
secutivos de coordenadas ( Σi−1 y Σi) podemos calcular expĺıcitamente los parámetros
D-H para esas combinaciones, y obtener la tabla (B.3), la cual es muy útil para calcular
los parámetros D-H de cualquier variante siempre que tengamos los parámetros D-H
base y los parámetros de sentido de todas los marco de la cadena cinemática.

Podemos verificar que los parámetros D-H en la tabla B.1 cumplen con las expre-
siones (B.1)-(B.1) y también con la tabla B.3.

Como un segundo ejemplo, considere el robot de 3 dof en la fig. (B.2), y supongamos
que, por alguna razón, estamos interesados en calcular los parámetros D-H considerando
los cuatro marcos coordenados mostrados en ĺınea continua roja en la misma figura,
que satisfacen las reglas de la convención O1. La figura (B.2) muestra también, en ĺınea
discontinua, los ejes correspondientes a la variante base de la misma convención, por lo
que es fácil verifique que los parámetros de sentido (µi y νi, i = 1, 2, 3) son los indicados
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Figura 8.3: Diagrama cinemático de un robot de 3-dof, considerando la variante V 312
de la convención O1.
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Figura 8.4: Diagrama cinemático de un robot de 3-dof, considerando la convenciónM1.

en la misma figura (se supone que el marco Σ0 tiene µ0 = ν0 = 0). Entonces podemos
verificar que los marcos que nos interesan corresponden a la variante V 312.

Usando la Tabla (B.3) es posible verificar que los parámetros D-H para la variante
base (V000) y la variante V312 están dados en la Tabla (B.4).

8.3.1 Relación entre las convenciones estándar

En la subsección previa se desribieron la sreglas para obtener los parámetros D-H de
todas las variantes de un aconvención (la convención O1). Pero que pasa, si se tiene
interes en usar una convención diferente a la O1,? En esta sección se muestra como es



Tabla 8.4: Parámetros cinemáticos y dinámicos de los mecanismos analizados.

V 000 V312
i di θi ai αi i di θi ai αi

1 L1 q1 + π
2 0 π

2 1 0 q1 − π
2 0 π

2
2 0 q2 L2 0 2 0 q2 −L2 π

3 0 q3 L3 0 3 0 q3 + π L3 π

Tabla 8.5: Parámetros cinemáticos y dinámicos de los mecanismos analizados.

Convención O1 Convención O2 Convención O3

i di θi ai αi i di−1 θi−1 ai αi i di−1 θi−1 ai−1 αi−1

1 L1 q1 + π
2 0 π

2 1 L1 q1 + π
2 0 π

2 1 L1 q1 + π
2 0 π

2
2 0 q2 L2 0 2 0 q2 L2 0 2 0 q2 L2 0

3 0 q3 L3 0 3 0 q3 L3 0 2 0 q2 L2 0

Convención M1 Convención M2 Convención M3
i di θi ai αi i di θi ai−1 αi−1 i di−1 θi−1 ai−1 αi−1

1 L1 q1 + π
2 0 0 1 L1 q1 + π

2 0 0 1 L1 q1 + π
2 0 0

2 0 q2 0 π
2 2 0 q2 0 π

2 2 0 q2 0 π
2

3 0 q3 L2 0 3 0 q3 L2 0 3 0 q3 L2 0

4 0 0 L3 0 4 0 0 L3 0 4 0 0 L3 0



posible establecer relaciones entre los corrspondientes parámetros D-H de difeerentes
convenciones.

Para esto, considérese por simplicidad el modelo cinemático directo de un robot
manipulador de 2 gdl. Entonces, la MTH 0Te para las tres convenciones de la falilia O
seŕıa:

O1 : 0T2 = TZ0
(d1, θ1)TX1

(a1, α1)TZ1
(d2, θ2)TX2

(a2, α2) (8.9)

O2 : 0T2 = TZ0
(d0, θ0)TX1

(a1, α1)TZ1
(d1, θ1)TX2

(a2, α2) (8.10)

O3 : 0T2 = TZ0
(d0, θ0)TX1

(a0, α0)TZ1
(d1, θ1)TX2

(a1, α1) (8.11)

(8.12)

Por otro lado, si se usa la familia M se tiene lo siguiente:

M1 : 0T3 = TX0
(a1, α1)TZ1

(d1, θ1)TX1
(a2, α2) · TZ2

(d2, θ2)TX2
(a3, α3)TZ3

(d3, θ3) (8.13)

M2 : 0T3 = TX0
(a0, α0)TZ1

(d1, θ1)TX1
(a1, α1) · TZ2

(d2, θ2)TX2
(a2, α2)TZ3

(d3, θ3) (8.14)

M3 : 0T3 = TX0
(a0, α0)TZ1

(d0, θ0)TX1
(a1, α1) · TZ2

(d1, θ1)TX2
(a2, α2)TZ3

(d2, θ2) (8.15)

Pero como la primera y la última MTH son igual a la identidad, es posible comparar
todas las convenciones. Para el caso general, se tienen las siguientes relaciones entre
las tres convenciones de la familia O:

O2 ↔ O1 : o2(di, θi) = o1(di+1, θi+1) y o2(ai, αi) = o1(ai, αi) (8.16)

O3 ↔ O2 : o3(di, θi) = o2(di, θi) y o3(ai, αi) = o2(ai+1, αi+1) (8.17)

O3 ↔ O1 : o3(di, θi) = o1(di+1, θi+1) y o3(ai, αi) = o1(ai+1, αi+1) (8.18)

De manera similar se pueden obtener las relaciones entre las tres convenciones de
la familia M :

M2 ↔ M1 : m2(di, θi) = m1(di, θi) y m2(ai, αi) = m1(ai+1, αi+1) (8.19)

M3 ↔ M2 : m3(di, θi) = m2(di+1, θi+1) y m3(ai, αi) = m2(ai, αi) (8.20)

M3 ↔ M1 : m3(di, θi) = m1(di+1, θi+1) y m3(ai, αi) = m1(ai+1, αi+1)(8.21)

aśı como entre las convenciones correspondientes de ambas familias:

M1 ↔ O1 : m1(di, θi) = o1(di, θi) y m1(ai, αi) = o1(ai−1, αi−1) (8.22)

M2 ↔ O2 : m2(di, θi) = o2(di−1, θi−1) y m2(ai, αi) = o2(ai, αi) (8.23)

M3 ↔ O3 : m3(di, θi) = o3(di, θi) y m3(ai, αi) = o3(ai−1, αi−1). (8.24)

Empleando las expresiones anteriores, es posible determinar la relación entre dos



convenciones de parámetros D-H cualesquiera.

La figura B.3 muestra el diagrama cinemático de el mismo robot en la figura B.2,
pero ahora se siguieron las reglas para colocar los marcos según la familia M . La tabla
B.5 muestra los parametros D-H de las seis convenciones estudiadas en este documento
para el robot mostrado en la figura B.2 (variante 000) y la figura B.3.

Es también importante notar que si se siguen las reglas para obtener el conjunto
n¿base de parametros D-H, entonces, los ejesXi en todas las seis convenciones coinciden
(no aśı los origenes de los marcos). Incluso, las tres conevnciones de cada familia tienen
la misma ubicación de los marcos. Todo esto puede observarse en la figuras 3.3-??.
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del robot paralelo Hexapod”. Memorias del 2016 Congreso Mexicano de Robótica.
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Denavit-Hartenberg”. Memorias del II Congreso Internacional de Robótica y Com-
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Apéndice A

Coordenadas de Plücker y el
principio de transferencia

El contenido de este apéndice es tomado de (Bernal, 2013).

Para localizar una recta en el espacio se necesitan cuatro coordenadas independi-
entes. Existen diferentes parametrizaciones de la postura de una recta, una de ellas fue
propuesta por Plücker (Rooney, 2007) y consiste en especificar dos vectores: un vector
unitario u en la dirección de la recta y un vector de posición p del origen del marco
de referencia a un punto de la recta. En la figura A.1 se muestra una recta y los dos
vectores que la caracterizan.

Las coordenadas de Plücker están dadas por:

[
u

S(p)u

]

∈ R6

y se encuentran sujetas a las siguientes restricciones:

uTu = 1 , uTS(p)u = 0.

Ahora bien, dado que u es un vector unitario sus componentes son los cosenos de
los ángulos directores αx, αy y αz mostrados en la figura A.1, es decir:

u =





cos(αx)
cos(αy)
cos(αz)



 (A.1)
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Figura A.1: Parámetros de una recta en el espacio.

y por lo tanto:

S(p)u =





pycos(αz) − pzcos(αy)
pzcos(αx) − pxcos(αz)
pxcos(αy) − pycos(αx)



 (A.2)

donde px, py y pz son las componentes de p ∈ R3.

En la figura A.1 se muestran también los segmentos ax, ay y az que indican la
distancia mı́nima entre la recta y los ejes X,Y y Z, respectivamente. De la misma
figura, y de la definición del producto cruz de vectores, es fácil comprobar que los
vectores unitarios en dirección de los segmentos ax, ay y az son, respectivamente:

âx =
î× u

sen(αx)
; ây =

ĵ × u
sen(αy)

; ây =
k̂ × u
sen(αz)

donde î, ĵ y k̂ son los vectores unitarios en dirección de los ejes X, Y y Z, respectiva-
mente.

Es importante señalar que estos vectores indican la dirección de la normal común
a la recta dada por u y cada uno de los ejes del marco. Y como la distancia entre dos
rectas es igual a la proyección de cualquier vector que vaya de una recta a la otra en la



dirección de la normal común a ambas rectas, entonces se tiene que

ax = pT âx =
pTS(î)u

sen(αx)
= − î

TS(p)u

sen(αx)
= −pycos(αz) − pzcos(αy)

sen(αx)

ay = pT ây =
pTS(ĵ)u

sen(αy)
= − ĵ

TS(p)u

sen(αy)
= −pzcos(αx) − pxcos(αz)

sen(αy)

az = pT âz =
pTS(k̂)u

sen(αz)
= − k̂

TS(p)u

sen(αz)
= −pxcos(αy) − pycos(αx)

sen(αz)

Aśı que

S(p)u = −





axsen(αx)
aysen(αy)
azsen(αz)



 . (A.3)

En (Rooney, 2007) se explica cómo las coordenadas de Plücker se pueden expresar
con un vector de tres números duales u+ σS(p)u ∈ S2

D ⊂ D3, donde, en general,

SnD = {u+ σv ∈ Dn+1 : uTu = 1,uTv = 0}

se denomina aqúı una hiperesfera unitaria dual, que es una variedad de dimensión 2n.

De (A.1) y (A.3) se tiene que

u+ σS(p)u =





cos(αx) − σaxsen(αx)
cos(αy) − σaysen(αy)
cos(αz) − σazsen(αz)



 =





cos(αx + σax)
cos(αy + σay)
cos(αz + σaz)





donde se ha usado la definición de una función dual (ver sección 3.2.3).

Por otro lado, si se define α = [αx αy αz]
T ∈ S2, a = [ax ay az]

T ∈ R3 y la función

coseno de un vector v = [vx vy vz]
T como cos(v) = [cos(vx) cos(vy) cos(vz)]

T , entonces
es posible escribir

u+ σS(p)u = [I + σS(p)]u = cos(α+ σa). (A.4)

El término α+ σa se conoce como vector de ángulos directores duales. Nótese que la
parte primaria de cos(α + σa) es el vector de cosenos directores de u y por lo tanto
definen la dirección de la recta; la parte secundaria determina el desplazamiento de la
recta con respecto al origen (si a = 0 entonces la recta pasa por el origen).

Lo anterior permite comprobar que la parametrización de la postura de una recta
que no pasa por el origen, dada por las coordenadas de Plücker, puede verse como
una extensión de la parametrización de una recta que pasa por el origen dada por los
cosenos directores. Esto se logra simplemente “dualizando” los ángulos directores, de



modo que

αx −→ αx + σax

αy −→ αy + σay

αz −→ αz + σaz

En otras palabras, si un vector unitario u, en la dirección de una recta que pasa
por el origen, es parametrizado usando





cos(αx)
cos(αy)
cos(αz)



 ∈ S2 ⊂ R3,

entonces un vector unitario, en la dirección de una recta que no pasa por el origen, es
parametrizado por





cos(αx + σax)
cos(αy + σay)
cos(αz + σaz)



 =





cos(αx)
cos(αy)
cos(αz)



 − σ





ax sin(αx)
ay sin(αy)
az sin(αz)



 ∈ S2
D ⊂ D3,

con las siguientes restricciones holonómicas:

cos2(αx) + cos2(αy) + cos2(αz) = 1

ax cos(αx) sin(αx) + ay cos(αy) sin(αy) + az cos(αz) sin(αz) = 0.

Todo lo anterior es una aplicación simple del llamado principio de transferencia que
fue establecido inicialmente por Kotelnikov en 1895, el cual menciona que: “geomé-
tricamente, la relación entre una cantidad real y su correspondiente cantidad dual es
escencialmente la relación entre la geometŕıa de ĺıneas que se intersectan (geometŕıa
esférica) y la geometŕıa de las ĺıneas alabeadas (geometŕıa espacial).”(Rooney, 2007)

Cabe recordar que las ĺıneas (rectas) alabeadas (“skew lines” en inglés) son las
rectas que no son paralelas ni se intersectan en el espacio; esto equivale a decir que no
pertenecen al mismo plano.

La geometŕıa esférica tiene que ver con el conjunto de ĺıneas rectas que se intersectan
en el espacio. La geometŕıa espacial tiene que ver con la situación más general de ĺıneas
alabeadas o no intersectantes en el espacio. Ahora bien, para rotaciones alrededor de un
punto fijo, O, todos los ejes de rotación se intersectan en O y la geometŕıa es esférica;
mientras que para desplazamientos en tornillo, es decir, rotaciones y traslaciones sobre
ĺıneas alabeadas, la geometŕıa es espacial.

La relación entre la geometŕıa esférica y la geometŕıa espacial está dada por el
Principio de Transferencia, el cual establece lo siguiente (Rooney, 2007).



“todas las leyes y fórmulas relacionadas a una configuración esférica (que
involucra ĺıneas intersectantes y ángulos reales) son también válidas cuando
se aplica a una configuración espacial equivalente de ĺıneas alabeadas, si
cada ángulo α, en la formulación esférica se reemplaza por el correspondiente
ángulo dual α + σa.”

El principio de transferencia y el álgebra de números duales son aśı empleados para
obtener parametrizaciones de la postura (posición y orientación) de un cuerpo ŕıgido a
partir de parametrizaciones de sólo la orientación.



Apéndice B

Análisis de las convenciones de
parámetros D-H

El análisis en esta sección aplica a robots manipuladores seriales con n gdl, los cuales
requieren un conjunto de 4n parámetros D-H para definir su modelo cinemático. La
totalidad de este sección fue extŕıda de (Bernal & Campa, 2015).

Primero hay que enfatizar el hecho de que, desde el punto de vista de cinemática,
todas la convenciones de D-H son equivalentes, en el sentido de que producen el mismo
modelo cinemático de un robot manipulador, con la única condición de que los marcos
solidarios a la base y al elemento terminal sean los mismos. En otras palabras, el modelo
cinemático es independiente de la convención D-H empleada para obtenerlo.

En la sección B.1 se analiza primero el hecho de que para un robot dado, el conjunto
de los 4n parámetros D-H de una convención no es único, sin embargo, existe un número
finito de conjuntos, obtenidos cuando el sentido de un par de ejes coordenados de
cualquier marco Σi en la cadena cinemática es invertido (es decir, cambiando el sentido
de los ejes, pero no su dirección). Cada uno de estos conjuntos de parametros D-H
originados, para una convención dada, es llamado: variante. Nótese que dos variantes
son equivalentes si éstas comparten el mismo marco inicial y final (es decir, las dos
variantes producen el mismo modelo cinemático del robot).

En la sección B.2 se hace una comparación de las seis convenciones que fueron
descritas en la sección 3.2, con el fin de resaltar las relaciones que existen entre sus
parámetros D-H y mostrar cómo, de un variante dada, es posible determinar otra,
incluso de una convención diferente.
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B.1 Conjuntos equivalentes de parámetros D-H

Si se analiza las reglas para colocar los marcos de coordenadas de las familias originales
y modificadas, se observa que, en ambos: (a) los ejes Z de los marcos asociadas a
cada eslabón siempre van a lo largo del eje de articulación correspondiente (excepto
el último marco, y el marco Σ0 en las convenciones de la familia M), y (b) los ejes
X van a lo largo de la ĺınea normal común a dos ejes Z consecutivos. Pero las reglas
no dicen nada sobre el sentido de cada uno de estos ejes, y por lo tanto es arbitrario.
Este hecho conduce a la posibilidad de diferentes variantes de parámetros D-H para el
mismo robot, incluso cuando se utiliza una convención particular.

Para el análisis, nótese que el sentido positivo de un eje se indica por su punta de
flecha. Además, si A (con A ∈ {X, Y, Z} ) es un eje de coordenadas, entonces el vector
unitario correspondiente en la dirección de A, que indica su sentido positivo, es â (con
â ∈ {x̂, ŷ, ẑ} ).

Con el fin de establecer un procedimiento general para determinar todas las posibles
variantes equivalentes de los parámetros D-H en un robot manipulador, es necesario
definir una convención base y una variante base para tal convención (de modo que
todas las otras variantes se puedan calcular a partir de esa variante base). En lo que
sigue, supóngase que la convención base es la O1 (esta elección no es significativa, ya
que como se mostrará en la sección B.2, dado un conjunto de parámetros para una
convención D-H, el conjunto correspondiente para cualquier otra convención puede ser
determinado.

Entonces la variante base (o variante cero) de la convención O1, es la variante que
cumple con las siguientes reglas adicionales para colocar los marcos coordenados:

1. Para i = 1, 2, . . . , n, elegir el sentido positivo del eje Zi−1 de modo que el movi-
miento correspondiente del eslabón i con respecto al eslabón i − 1, ya sea a lo
largo o alrededor de dicho eje (dependiendo del tipo de articulación), produce un
incremento de la correspondiente variable articular (es decir, di o θi respectiva-
mente). El eje Zn se elige de modo que tenga el mismo sentido que el eje Zn−1.
En un robot real, como la dirección en la que cada variable articular aumenta
normalmente se especifica, la elección de todos los ejes Z para la variante base se
determina fácilmente.

2. Para i = 1, 2, . . . , n, elegir el sentido positivo del ejeXi de acuerdo con lo siguiente:
si los ejes Zi−1 y Zi no son paralelos, entonces el vector unitario x̂i está dado por
x̂i = ẑi−1 × ẑi (donde × representa el operador de producto cruz); si los ejes Zi−1

y Zi son paralelos entonces el vector xi señala de Zi−1 a Zi. El sentido del eje X0

se puede elegir arbitrariamente.

Para identificar los ejes X y Z del i-ésimo marco coordenado de la variante base (los
que cumplen con las reglas anteriores), denótese como X̄i y Z̄i; además sean x̄i y z̄i



Tabla B.1: Parámetros y ejes para los cuatro casos que determinan la orientación del
marco Σi.

Caso µi νi Xi Zi Σi(Xi, Yi, Zi)

0 0 0 X̄i Z̄i Σ̄i(X̄i, Ȳi, Z̄i)

1 1 0 −X̄i Z̄i Σ̄i(−X̄i,−Ȳi, Z̄i)

2 0 1 X̄i −Z̄i Σ̄i(X̄i,−Ȳi,−Z̄i)

3 1 1 −X̄i −Z̄i Σ̄i(−X̄i, Ȳi,−Z̄i)

0 0 0 X̄i Z̄i Σ̄i(X̄i, Ȳi, Z̄i)

los vectores unitarios que dan el sentido positivo de X̄i y Z̄i, respectivamente; entonces
Σ̄i(X̄i, Ȳi, Z̄i) es el marco correspondiente, donde el eje Ȳi tiene un sentido positivo dado
por el vector unitario ȳi = z̄i × x̄i.

Después de un análisis detallado de las diferentes variantes de la convención O1,
obtenidas cambiando el sentido de los ejes Zi y Xi de cualquier marco Σi de la variante
de base, es posible llegar a las siguientes conclusiones:

• Sólo hay cuatro formas de orientar cualquier marco Σi en la cadena cinemática
(i = 1, 2, . . . , n), dependiendo del sentido de los ejes Xi y Zi correspondientes.

• Con el fin de describir cada una de las orientaciones posibles del marco Σi, se le
asigna a éste un par de parámetros binarios µi y νi que indican el sentido de los ejes
Xi y Zi, respectivamente. Si µi = νi = 0, entonces se obtiene Σi(X̄i, Ȳi, Z̄i) y este
caso es etiquetado como caso 0 en la tabla B.1. Los otros tres casos (etiquetados
como 1, 2 y 3) también se presentan en esa tabla.

• Suponiendo, sin pérdida de generalidad, que el marco de base Σ0 es fijo, y que
tiene los parámetros µ0 = ν0 = 0 para todos los casos, entonces hay variantes
equivalentes de parámetros D-H que producen el mismo modelo cinemático de un
robot manipulador serial con n gdl (es decir, tienen los mismos marcos Σ0 y Σi).
Pero, como también hay cuatro maneras de orientar el marco Σn, entonces hay
cuatro posibles modelos cinemáticos, y un total de 4n posibles variantes.

• Cada una de las 4n variantes puede ser identificada por un código numérico for-
mado por n d́ıgitos, donde cada uno de los d́ıgitos puede ser 0, 1, 2 ó 3, indicando,
según los casos de la tabla B.1, cómo cada uno de los marcos de coordenadas Σi

(para i = 1, 2, ..., n) está orientado con respecto a la variante base.

Según la notación anterior, para un robot con n = 4 gdl la variante 2032 (o V 2032)
corresponde aquella en la que Σ1 se orienta como en el caso 2, Σ2 como en el caso 0,
Σ3 como en el caso 3, y Σ4 como en el caso 2. Además, vale la pena notar que las
4n−1 variantes equivalentes (con el mismo modelo cinemático) son aquellas que tienen
el mismo último d́ıgito en el código numérico, y que la variante base es la etiquetada
únicamente con ceros.
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Figura B.1: Diagrama cinemático para las cuatro variantes equivalentes de un robot
planar de 2 gdl: (a)V00; (b)V10;c)V20;(d)V30.

Tabla B.2: Parámetros D-H de la convención O1 para los casos mostrados en la figura
B.1.

V00 V10

i di θi ai αi i di θi ai αi

1 0 q1 L1 0 1 0 q1 + π −L1 0
2 0 q2 L2 0 2 0 q2 + π L2 0

V20 V20

i di θi ai αi i di θi ai αi

1 0 q1 L1 π 1 0 q1 + π −L1 π

2 0 −q2 L2 π 2 0 −q2 + π L2 π

Como ejemplo, considérese el caso de un robot planar de 2 gdl. La figura B.1 muestra
el diagrama cinemático de tal mecanismo utilizando las cuatro maneras diferentes de
colocar el marco coordenado intermedio Σ1, que cumplen con las reglas de la familia
O. De acuerdo con la notación ya descrita y los parámetros de sentido mostrados en
el figura, los diagramas mostrados corresponden a las variantes denotadas como V 00
(la variante base), V 10, V 20 y V 30. La tabla B.2 muestra los conjuntos de parámetros
D-H para los cuatro casos mostrados en la figura B.1, empleando la convención O1;
utilizando estos parámetros es posible calcular las MTH correspondientes y verificar
que todas estas variantes producen el mismo modelo cinemático.

El siguiente paso es obtener los parámetros D-H para todas las posibles variantes,



Tabla B.3: Parámetros D-H para las 16 diferentes combinaciones de parámetros de
sentido.

(µi−1, νi−1, µi, νi) (di, θi, ai, αi) (µi−1, νi−1, µi, νi) (di, θi, ai, αi)

(0, 0, 0, 0) (d̄i, θ̄i, āi, ᾱi) (0, 0, 0, 1) (d̄i, θ̄i, āi, ᾱi + π)
(1, 0, 0, 0) (d̄i, θ̄i − π, āi, ᾱi) (1, 0, 0, 1) (d̄i, θ̄i − π, āi, ᾱi + π)

(0, 1, 0, 0) (−d̄i,−θ̄i, āi, ᾱi − π) (0, 1, 0, 1) (−d̄i,−θ̄i, āi, ᾱi)
(1, 1, 0, 0) (−d̄i,−θ̄i + π, āi, ᾱi − π) (1, 1, 0, 1) (−d̄i,−θ̄i + π, āi, ᾱi)

(0, 0, 1, 0) (d̄i, θ̄i + π,−āi,−ᾱi) (0, 0, 1, 1) (d̄i, θ̄i + π,−āi,−ᾱi − π)
(1, 0, 1, 0) (d̄i, θ̄i,−āi,−ᾱi) (1, 0, 1, 1) (d̄i, θ̄i,−āi,−ᾱi)

(0, 1, 1, 0) (−d̄i,−θ̄i − π,−āi,−ᾱi + π) (0, 1, 1, 1) (−d̄i,−θ̄i − π,−āi,−ᾱi)
(1, 1, 1, 0) (−d̄i,−θ̄i,−āi,−ᾱi + π) (1, 1, 1, 1) (−d̄i,−θ̄i,−āi,−ᾱi)

siempre y cuando conozcamos los parametros D-H de la variante base. Para ello, se
representarán los parámetros D-H de la variante base como d̄i, θ̄i, āi y ᾱi los cuales dan
la postura relativa del marco Σi con respecto al marco Σi−1 cuando los parámetros de
sentido de ambos marcos es cero.

Es posible demostrar que, partiendo de los parametros D-H de la variante base, los
parámetros de D-H de cualquier variante están dados por las siguientes expresiones:

di = (−1)νi−1 d̄i (B.1)

θi = (−1)νi−1(θ̄i + [µi + µi−1]π) (B.2)

ai = (−1)µi−1 āi (B.3)

θi = (−1)µi−1(ᾱi + [νi + νi−1]π) (B.4)

donde (µi−1, νi−1) y (µi, νi) son los parámetros de sentido de los marcos Σi−1 y Σi,
respectivamente.

Como sólo hay 16 combinaciones de los parámetros de sentido para dos marcos
coordenados consecutivos (Σi−1 y Σi) se pueden calcular expĺıcitamente los parámetros
D-H para esas combinaciones, y obtener la tabla B.3, la cual es muy útil para calcular
los parámetros D-H de cualquier variante siempre que tengamos los parámetros D-H
base y los parámetros de sentido de todos los marcos de la cadena cinemática.

Se puede verificar que los parámetros D-H en la tabla B.1 cumplen con las expre-
siones (B.1)-(B.4) y también con la tabla B.3.

Como un segundo ejemplo, considérese el robot de 3 gdl en la figura B.2, y supóngase
que, por alguna razón, interesa calcular los parámetros D-H considerando los cuatro
marcos coordenados mostrados en ĺınea continua roja en la misma figura, los cuales
satisfacen las reglas de la convención O1. La figura B.2 muestra también, en ĺınea
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Figura B.2: Diagrama cinemático de un robot de 3 gdl, considerando la variante V 312
de la convención O1.

Tabla B.4: Parámetros D-H de la convención O1, para la variante 000 y la variante
312.

V 000 V312
i di θi ai αi i di θi ai αi

1 L1 q1 + π
2 0 π

2 1 0 q1 − π
2 0 π

2
2 0 q2 L2 0 2 0 q2 −L2 π

3 0 q3 L3 0 3 0 q3 + π L3 π

discontinua, los ejes correspondientes a la variante base de la misma convención, por lo
que es fácil verificar que los parámetros de sentido (µi y νi, i = 1, 2, 3) son los indicados
en la misma figura (se supone que el marco Σ0 tiene µ0 = ν0 = 0). Entonces se puede
verificar que los marcos de interés corresponden a la variante V 312.

Usando la tabla (B.3) es posible verificar que los parámetros D-H para la variante
base (V000) y la variante V312 están dados en la tabla (B.4).

B.2 Relación entre las convenciones estándar

En la sección previa se describieron las reglas para obtener los parámetros D-H de todas
las variantes de una convención (O1). Pero ¿qué pasa si se tiene interés en usar una
convención diferente a la O1? En esta sección se muestra como es posible establecer
relaciones entre los corrspondientes parámetros D-H de diferentes convenciones.

Para esto, considérese por simplicidad el modelo cinemático directo de un robot



Tabla B.5: Parámetros D-H de las seis convenciones, para el robots de 3 gdl, variante
000.

Convención O1 Convención O2 Convención O3
i di θi ai αi i di−1 θi−1 ai αi i di−1 θi−1 ai−1 αi−1

1 L1 q1 + π
2 0 π

2 1 L1 q1 + π
2 0 π

2 1 L1 q1 + π
2 0 π

2
2 0 q2 L2 0 2 0 q2 L2 0 2 0 q2 L2 0
3 0 q3 L3 0 3 0 q3 L3 0 2 0 q2 L2 0

Convención M1 Convención M2 Convención M3

i di θi ai αi i di θi ai−1 αi−1 i di−1 θi−1 ai−1 αi−1

1 L1 q1 + π
2 0 0 1 L1 q1 + π

2 0 0 1 L1 q1 + π
2 0 0

2 0 q2 0 π
2 2 0 q2 0 π

2 2 0 q2 0 π
2

3 0 q3 L2 0 3 0 q3 L2 0 3 0 q3 L2 0
4 0 0 L3 0 4 0 0 L3 0 4 0 0 L3 0

manipulador de 2 gdl. Entonces, la MTH 0Te para las tres convenciones de la familia
O seŕıan:

O1 : 0T2 = TZ0
(d1, θ1)TX1

(a1, α1)TZ1
(d2, θ2)TX2

(a2, α2)

O2 : 0T2 = TZ0
(d0, θ0)TX1

(a1, α1)TZ1
(d1, θ1)TX2

(a2, α2)

O3 : 0T2 = TZ0
(d0, θ0)TX1

(a0, α0)TZ1
(d1, θ1)TX2

(a1, α1)

Por otro lado, si se usa la familia M se tiene lo siguiente:

M1 : 0T3 = TX0
(a1, α1)TZ1

(d1, θ1)TX1
(a2, α2)TZ2

(d2, θ2)TX2
(a3, α3)TZ3

(d3, θ3)

M2 : 0T3 = TX0
(a0, α0)TZ1

(d1, θ1)TX1
(a1, α1)TZ2

(d2, θ2)TX2
(a2, α2)TZ3

(d3, θ3)

M3 : 0T3 = TX0
(a0, α0)TZ1

(d0, θ0)TX1
(a1, α1)TZ2

(d1, θ1)TX2
(a2, α2)TZ3

(d2, θ2)

Pero como la primera y la última MTH son igual a la identidad, es posible comparar
todas las convenciones. Para el caso general, se tienen las siguientes relaciones entre
las tres convenciones de la familia O:

O2 ↔ O1 : o2(di, θi) = o1(di+1, θi+1) y o2(ai, αi) = o1(ai, αi)

O3 ↔ O2 : o3(di, θi) = o2(di, θi) y o3(ai, αi) = o2(ai+1, αi+1)

O3 ↔ O1 : o3(di, θi) = o1(di+1, θi+1) y o3(ai, αi) = o1(ai+1, αi+1)

De manera similar, se pueden obtener las relaciones entre las tres convenciones de
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Figura B.3: Diagrama cinemático de un robot de 3 gdl, considerando la convención
M1.

la familia M :

M2 ↔ M1 : m2(di, θi) = m1(di, θi) y m2(ai, αi) = m1(ai+1, αi+1)

M3 ↔ M2 : m3(di, θi) = m2(di+1, θi+1) y m3(ai, αi) = m2(ai, αi)

M3 ↔ M1 : m3(di, θi) = m1(di+1, θi+1) y m3(ai, αi) = m1(ai+1, αi+1)

aśı como entre las convenciones correspondientes de ambas familias:

M1 ↔ O1 : m1(di, θi) = o1(di, θi) y m1(ai, αi) = o1(ai−1, αi−1)

M2 ↔ O2 : m2(di, θi) = o2(di−1, θi−1) y m2(ai, αi) = o2(ai, αi)

M3 ↔ O3 : m3(di, θi) = o3(di, θi) y m3(ai, αi) = o3(ai−1, αi−1).

Empleando las expresiones anteriores, es posible determinar la relación entre dos
convenciones de parámetros D-H cualesquiera.

La figura B.3 muestra el diagrama cinemático del mismo robot en la figura B.2,
pero ahora se siguen las reglas para colocar los marcos según la familia M . La tabla
B.5 muestra los parametros D-H de las seis convenciones estudiadas en este documento
para el robot mostrado en la figura B.2 (variante 000) y la figura B.3.

Es también importante notar que si se siguen las reglas para obtener el conjunto
base de parametros D-H, entonces, los ejes Xi en todas las seis convenciones coinciden
(aunque no aśı los origenes de los marcos). Incluso, las tres convenciones de cada
familia tienen la misma ubicación de los marcos. Todo esto puede observarse en la
figuras 3.3-3.8.


