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Modelado matemático de la dinámica de trenes mecánicos de
sistemas de generación de energía eolo-eléctrica

Joel Rodríguez Guillén

Resumen

Los trenes mecánicos de turbinas eólicas exhiben un comportamiento dinámico que es de interés

para el estudio de oscilaciones de potencia debidas a disturbios en los sistemas de generación de

energía eolo-eléctrica. En los estudios de estabilidad de los sistemas eléctricos de potencia se emplea

de forma extendida el sistema por unidad para modelar la dinámica de las máquinas eléctricas que

lo componen. En el presente trabajo, se emplea la metodología de grafos de unión para desarrollar

modelos genéricos en grafo de unión de trenes mecánicos de turbinas eólicas con parámetros y variables

en cantidades físicas reales. Además, dicha metodología se emplea originalmente para obtener modelos

en grafo de unión por-unizados resultando en la conversión a pu de los parámetros y variables de los

modelos correspondientes en cantidades físicas reales. Para cada caso se obtiene el modelo matemático

a partir del modelo en grafo de unión correspondiente. La metodología de los grafos de unión es

una metodología formal multi-dominio que hace que se cumpla invariablemente la propiedad de

conservación de la energía. Un resultado natural de aplicar dicha metodología es que los modelos

dinámicos en por unidad, obtenidos aplicando el procedimiento de conversión propuesto en la presente

tesis, son confiables y dimensionalmente homogéneos. La validez del procedimiento de conversión al

sistema por unidad se demuestra de forma teórica y experimental. Esta metodología de conversión es

usada para abordar la falta de homogeneidad dimensional de algunos modelos del tren mecánico los

cuales están siendo empleados en la literatura de la energía eólica.
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Mathematical modeling of drive train dynamics on wind energy
generation systems

Joel Rodríguez Guillén

Abstract

Wind turbine drive trains exhibit a dynamic behavior that is of interest for the study of power oscillations

caused by disturbances to wind energy generation systems. In power system stability studies the per-unit

system is broadly used to model the dynamics of the electric machines it is composed of. In this work,

the Bond graph methodology is used to develop generic bond graph models for wind turbine drive trains

with real physical parameters and variables. Furthermore, this methodology is originally employed to

obtain per-unitized bond graph models resulting in the pu conversion of the parameters and variables

of the corresponding models with physical real quantities. For each case the mathematical model is

derived from the corresponding bond graph model. Bond Graph is a formal multi-domain methodology

that strongly enforces the energy conserving property. A natural outcome of applying this methodology

is that the per-unit dynamic models, derived using the per-unit conversion procedure proposed in this

Thesis, are reliable and dimensionally homogeneous. The validity of the per-unit system conversion

procedure is theorically and experimentally demonstrated. This conversion methodology is utilized

to address the lack of dimensional homogeneity in some drive train models that are being used in the

wind energy literature.
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Introducción

Conforme incrementa la capacidad instalada de generación a base de energías renovables, ha sido

de interés conocer el comportamiento de la respuesta de estas plantas en escenarios con distintos

porcentajes de participación [5]. Por mencionar algunos tipos de energías renovables, se tiene la

hidráulica, marina, solar y eólica.

En particular, la energía eólica representa una porción cada vez mayor entre las diferentes tecnologías

de generación de energía eléctrica [6]; por ejemplo, en México en el año 2019 la Comisión Federal de

Electricidad (CFE) reportó un incremento del 3% en el Indicador de porcentaje de energía proveniente

de fuentes limpias [7]. Esto es debido a que la energía eólica presenta ventajas que la hacen una buena

opción frente a la energía proveniente de los combustibles fósiles. Algunas ventajas de la energía eólica

sobre la energía por combustibles fósiles son que su precio no fluctúa junto con el precio del petróleo o

gas [8]; que es un recurso natural cuyo aprovechamiento no genera cantidades importantes de residuos

tóxicos; que permite el desarrollo sustentable de las empresas y economías de los países [8]; y que su
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Capítulo 1. Introducción

precio puede irse reduciendo conforme incremente la rentabilidad de los proyectos de parques eólicos

instalados, por mencionar algunos ejemplos. En el caso de América del Norte, en el año 2016, Estados

Unidos de América alcanzó a tener una capacidad instalada de 82 GW, convirtiéndose la energía

eólica en la segunda mayor fuente de energía eléctrica, sobrepasando a la energía hidroeléctrica [8];

en el mismo año Canadá consiguió tener una capacidad instalada de aproximadamente 12 GW, en

donde cabe notar que una parte de los proyectos pertenece total o parcialmente a comunidades locales,

comunidades aborígenes o gobiernos locales, lo cual reporta un desarrollo económico en los lugares o

comunidades en donde están instalados [8]; por último, en el caso de México, la capacidad instalada

hacia el final del año 2016 era aproximadamente 3.5 GW, la cual se espera que incremente a una tasa

de 2 GW por año hasta el año 2023 [8]. Las fuentes de energías de tipo no renovables, como aquellas

basadas en combustibles fósiles, están siendo desplazadas por las fuentes de energías renovables, tales

como la energía eólica; por lo que los fenómenos que se presentan en los sistemas de generación de

energía eolo-eléctrica influyen cada vez en mayor proporción en los indicadores de calidad de la energía

eléctrica, como el perfil de voltaje, frecuencia y forma de onda.

Se han realizado numerosos esfuerzos a fin de desarrollar modelos matemáticos que capturen las

características de la dinámica de las turbinas eólica, produciendo modelos de distintos órdenes y

formulados asumiendo diversos supuestos.

Lo cual lleva a las siguientes preguntas:

¿Qué nivel de validez tienen los modelos matemáticos de las turbinas eólicas? ¿Cuál es el orden óptimo

de estos modelos, que asegure resultados satisfactorios? ¿Qué procedimientos pueden aplicarse a dichos

modelos con el fin de simplificarlos? ¿Cómo se puede asegurar la compatibilidad de los modelos de las

turbinas con aquellos de los lazos de control y maquinaria eléctrica?

2



Capítulo 1. Introducción

1.1. Planteamiento del problema

En los sistemas de generación de energía es importante conocer su comportamiento ante distintos tipos

de disturbios, por ejemplo su respuesta ante fallas del equipo eléctrico, estabilidad de estado estable y

transitorio. Un caso típico es conocer, durante el proceso de restauración de un sistema eléctrico, el

desempeño transitorio de una central eléctrica tras su reconexión, arranque de emergencia, operación

en isla y resincronización, por mencionar algunos. Un comportamiento que es de interés es la respuesta

transitoria en los puntos de conexión a la red eléctrica de los generadores [9].

Periódicamente, se obtienen resultados a partir de la solución numérica de sistemas de ecuaciones

diferenciales algebraicos, los cuales están sujetos a distintos escenarios; con el fin de investigar la

confiabilidad y seguridad de la red eléctrica, así como la calidad de la energía producida por los diversos

sistemas de generación.

Recientemente, con la mayor penetración de las fuentes de energías renovables en el sistema eléctrico, se

ha vuelto preponderante modelar correctamente estos sistemas de generación puesto que esto le permite

a los operadores de la red eléctrica diseñar esquemas de protección los cuales permitan disminuir el

impacto de la salida de operación de diversas centrales de generación [9].

En particular, con relación a los sistemas de generación de energía eoloeléctrica, se han desarrollado

diversos modelos del tren mecánico de engranajes de las turbinas eólicas; esto con el propósito de

investigar la dinámica de dicho componente; a fin de poder detectar posibles modos de vibración,

mantenimiento necesario e inclusive fallos durante la operación del aerogenerador. Tal es el caso de los

modelos encontrados en la norma IEC 61400-27-1 [10], en donde se definen los diagramas de bloques

que modelan el tren mecánico como un sistema de una o dos masas giratorias. Adicionalmente, en la

literatura se encuentran documentados un buen número de modelos matemáticos de diverso orden los

cuales buscan capturar la dinámica de la turbina, así como su influencia en la maquinaria eléctrica.

3



Capítulo 1. Introducción

Una principal dificultad en la aplicación de estos modelos del tren de mecánico es determinar bajo qué

condiciones son compatibles con los modelos de otra maquinaria y equipo del sistema de generación.

Adicionalmente, los modelos desarrollados por diversos autores no obedecen un procedimiento de

conversión a por unidad estandarizado, lo que resulta en que estos modelos de simulación sean

susceptibles a contener errores o que puedan llegar a ser malinterpretados. Esto sin duda permite

cuestionar la validez de los resultados de la simulación de diversos parques eólicos. Bajo algunas

circunstancias podría ser necesario conocer con mayor detalle la dinámica de elementos del tren

mecánico como lo es la caja de engranajes, que típicamente se conceptualiza como un elemento que

meramente multiplica la velocidad, sin ningún tipo de proceso de almacenamiento de energía.

La principal motivación es discutir la aplicabilidad de los modelos, el desarrollo de procedimientos

estándar de obtención, así como posibles estrategias de simplificación de los modelos matemáticos de

los trenes mecánicos de las turbinas eólicas usando la metodología de conversión a por unidad; esta

simplificación podría referirse a la reducción de orden del modelo matemático de una turbina, a la

minimización del número de parámetros y también a la agregación de modelos de turbinas eólicas para

representar una granja eólica.

Dicha simplificación es deseable dados los requisitos de eficiencia computacional y aplicabilidad de los

resultados, pues permite la ejecución en tiempo real de los algoritmos, lo cual a su vez posibilita utilizar

pasos de integración más pequeños [11]. Adicionalmente, se puede lograr disminuir la complejidad en

la representación diagramática y matemática de los diferentes conceptos de turbinas eólicas.
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1.2. Hipótesis

• Es posible establecer un proceso generalizado y unívoco de conversión a por unidad que pueda

ser aplicado a los modelos de los trenes mecánicos de las turbinas eólicas.

• Los modelos del sistema del tren mecánico de la turbina eólica pueden ser desarrollados tanto

en cantidades reales como en pu mediante la metodología de los grafos de unión, pueden ser

interconectados con los de otras partes del sistema de generación y son aptos para su aplicación

en la simulación de un sistema de generación eolo-eléctrica.

• Existe un orden óptimo para los modelos matemáticos de las turbinas eólicas con el cual se

captura la dinámica requerida para llevar a cabo las diversas investigaciones de estabilidad de los

sistemas de generación de energía eolo-eléctrica de interés.

1.3. Objetivos

Objetivo general: Desarrollar modelos matemáticos genéricos que describan el comportamiento

dinámico de trenes mecánicos de turbinas de eje horizontal en sistemas de generación de energía

eolo-eléctrica, para que por medio de su estudio y análisis se puedan desarrollar mejores técnicas de

supervisión y control que permitan aumentar la vida útil, así como la confiabilidad y seguridad de la

capacidad instalada de estos sistemas de generación.

Objetivos específicos:

• Identificar mediante una revisión bibliográfica los modelos matemáticos estándar usados a nivel

internacional, para la simulación de trenes mecánicos de sistemas de generación de energía

eolo-eléctrica.
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• Identificar mediante una revisión bibliográfica los principales tipos de sistemas de generación

de energía eolo-eléctrica usados en la literatura, así como sus componentes, para el posterior

desarrollo de modelos dinámicos para la simulación de sistemas de trenes mecánicos.

• Determinar una metodología para la conversión de los modelos matemáticos de sistemas de

trenes mecánicos en por unidad; la cual sea compatible con los parámetros en pu reportados en

la bibliografía, para su uso en análisis de eigenvalores, estudios de estabilidad de pequeña señal y

simulaciones transitorias.

• Determinación de un procedimiento compatible con la metodología de conversión a por uni-

dad con el fin de estandarizar las cantidades en pu de diversos aerogeneradores de diversas

capacidades.

• Identificar posibles estrategias de reducción de orden de los modelos de trenes mecánicos, para

incrementar la eficiencia en el tiempo de simulación de estos.

• Aplicar las estrategias de reducción de orden identificadas, con el fin de producir modelos

dinámicos de trenes mecánicos que puedan ser implementados en plataformas de tiempo real.

1.4. Justificación del estudio

Las fuentes de generación basadas en energías renovables contribuyen al desarrollo económico sus-

tentable de las comunidades en donde se encuentran instalados proyectos como granjas eólicas y de

paneles solares.

Es bien conocido que los pares de torsión y vibraciones periódicas en los sistemas mecánicos tienden

a disminuir la vida útil de los equipos. En el caso de los parques eólicos, los cuales normalmente

tienen una gran cantidad de turbinas, sería conveniente minimizar los costos de mantenimiento, que

alargan el tiempo de recuperación de la inversión y por lo tanto aumentan la incertidumbre acerca de la

viabilidad de este tipo de proyectos. Contar con una metodología para el modelado del tren mecánico
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de la turbina eólica ofrece ventajas tales como una mayor comprensión del funcionamiento del sistema,

mejor aprovechamiento de los recursos al enfocar el diseño en aquellas partes donde se observa que el

sistema está sujeto a condiciones, tales como altos niveles de par mecánico, vibración, desgaste, entre

otros. Dichas condiciones demandan un nivel mayor de mantenimiento.

El desarrollo de modelos y parámetros para la simulación de sistemas de generación de energía eólica

participa en asegurar aspectos como la confiabilidad, seguridad y continuidad en el suministro, entre

otros aspectos de la calidad de la energía. Por ello, es crucial disponer de modelos matemáticos de

dominio público que estén validados y que sean útiles para realizar estudios de simulación y control de

plantas de generación de energía eólica que proporcionen resultados comparables con los obtenidos por

medio de pruebas de laboratorio.

El desarrollar un procedimiento estandarizado de conversión al sistema por unidad permite desarrollar

estrategias didácticas y procedimientos claros que le permitan a los ingenieros e investigadores tener

certeza de la validez de los resultados de simulaciones obtenidos en diversas plataformas computacio-

nales.

Un problema en los estudios de las turbinas eolo-eléctricas es la falta de información detallada de los

modelos matemáticos o computacionales, así como de sus parámetros tanto en cantidades reales como

en por unidad. Es decir, estos modelos típicamente son provistos por los fabricantes en un acuerdo de

confidencialidad, lo cual dificulta llevar a cabo estudios tales como los de bifurcación en los sistemas de

transmisión mecánicos de las turbinas. Así, este proyecto está enfocado en establecer un procedimiento

estandarizado el cual permita trabajar con estos sistemas y asimismo desarrollar modelos en cantidades

reales, así como su conversión a por unidad, los cuales sean de dominio público y puedan hacerse

disponibles para futuras referencias.
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1.5. Alcances y limitaciones

Alcances

• Los modelos que se derivan consisten en aquellos para turbinas eólicas de velocidad constante,

velocidad variable limitada y totalmente variable; los cuales tienen cajas de engranajes multi-

etapa, una etapa o ninguna, tratándose de sistemas de generación de impulsión directa.

• La presente investigación abarca únicamente la caracterización del comportamiento en estado

estacionario y en estado transitorio de los sistemas a estudiar.

• Este trabajo aporta una metodología para el modelado de turbinas eólicas y es una contribución a

los modelos ya existentes, los cuales pueden ser usados para conducir estudios de estabilidad de

sistemas de generación de energía eolo-eléctrica.

• Los modelos obtenidos deben ser lo suficientemente adecuados como para modelar el compor-

tamiento de las turbinas eólicas para un conjunto determinado de disturbios. La validación de

los resultados del análisis de los modelos de los sistemas será efectuada utilizando máquinas

eléctricas reales en conjunto con un sistema digital, operando en tiempo real que simule el

comportamiento dinámico de los equipos mecánicos que no estén disponibles en el laboratorio

cuya señal de salida sea aplicada por medio de un equipo de acoplamiento, de tal manera que el

modelo dinámico del sistema electromecánico del laboratorio tenga la misma estructura que el

modelo dinámico de los sistemas de generación de energía eolo-eléctrica a estudiar.

• Se busca disponer de modelos matemáticos que usen la menor cantidad posible de parámetros.

Limitaciones

• Los valores numéricos de los parámetros que serán variados durante los análisis solo pueden

tomar magnitudes reales que se encuentren dentro de intervalos factibles.
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• Los resultados teóricos podrán ser validados únicamente con las máquinas eléctricas disponibles

en el laboratorio.

• La presente investigación se limitará a describir los fenómenos de bifurcación en los sistemas

indicados y dará una pauta para el diseño o adecuación de los sistemas de control de los

aerogeneradores a fin de incrementar su margen de estabilidad.

1.6. Organización de la tesis

La presente tesis está organizada como se describe a continuación. En el Capítulo 2, Antecedentes,

se describen los componentes principales de las turbinas eólicas y la metodología de los grafos de

unión. En el Capítulo 3, Metodología, se muestra el proceso propuesto de conversión al sistema por

unidad empleando la metodología de los grafos de unión. En el Capítulo 4, Equipos y materiales, se

describen los modelos en grafo de unión y en espacio de estado, así como conjuntos de parámetros

reales de los componentes del tren mecánico de las turbinas eólicas de los sistemas de generación eólica,

detallando el procedimiento sistemático para su conversión al sistema pu. En el Capítulo 5, Análisis y

resultados, se presentan los resultados teóricos y experimentales de aplicar la metodología propuesta. En

el Capítulo 6, Conclusiones y trabajos futuros, se describen de forma general los resultados obtenidos y

se realizan recomendaciones acerca de trabajos futuros. La Bibliografía y los Anexos se incluyen en la

parte final de esta tesis.
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En este capítulo se hace un repaso de los diferentes tipos de turbinas eólicas, sus componentes, así como

de la metodología de los grafos de unión, se considera su aplicabilidad en la obtención de ecuaciones

de estado de sistemas físicos en pu. Finalmente, se hace una revisión del estado del arte del modelado

de los trenes mecánicos de turbinas eólicas de eje horizontal.
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2.1. Turbinas eólicas

Con el surgimiento de las nuevas tecnologías que buscan aprovechar las energías renovables se ha

vuelto más común la puesta en marcha de proyectos de parques eólicos, buscando reducir el impacto

ecológico de otras fuentes de energía como las que usan combustibles fósiles, minerales y energía

nuclear. Los principales tipos de turbinas eólicas son [12]:

Eje horizontal.

Eje vertical.

Las turbinas de eje horizontal usan la fuerza de empuje para hacerla girar, en el caso de las de eje

vertical se emplean combinaciones de fuerzas de empuje y de arrastre [12].

En el caso de las turbinas de eje horizontal se tienen aquellos tipos que operan a altas y bajas velocidades

en configuraciones como [12]:

Barlovento.

Sotavento.

Pasivo.

Algunos de los tipos de turbinas de eje vertical son:

Darrieus.

Darrieus H.

11
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De Copa.

Savonius.

2.1.1. Componentes principales de una turbina eólica

Las turbinas eólicas de eje horizontal con grandes valores de velocidad específica (Tip-Speed Ratio,

TSR por sus siglas en inglés) presentan ventajas sobre las de eje vertical en su operación para un amplio

rango de velocidades de viento, comportamiento de arranque y control [12]. Este es el tipo más usado y

producido a nivel mundial [12, 13]. Dependiendo del tipo de turbina, sus componentes podrían variar.

A continuación se definen sus elementos principales.

Góndola. Sostiene los componentes del sistema mecánico del aerogenerador así como compo-

nentes de sistemas auxiliares [13].

Rotor. Transforma la energía del viento en energía mecánica.

Tren mecánico. Transmite la energía mecánica rotacional del rotor al generador.

Generador. Transforma la energía mecánica en energía eléctrica.

Torre. Soporta la góndola, el generador y el rotor. Por su altura, permite capturar una mayor

cantidad de energía eólica debido a la mayor velocidad del viento [13, 14].

El rotor está compuesto por los siguientes elementos:

Buje. Une las paletas con el eje de baja velocidad.

Paletas. Capturan la energía cinética del viento, usando la fuerza de empuje para transmitir par

mecánico al buje.
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El tren mecánico de potencia se compone de las siguientes partes:

Eje de baja velocidad. Conecta el buje al multiplicador para transmitir la energía captada por las

paletas.

Caja de engranajes. Aumenta la velocidad a la que gira el eje del rotor.

Eje de alta velocidad. Aplica el par motor al generador.

En algunos de los aerogeneradores tipo IV el par mecánico del buje se transmite directamente al

generador. A estos sistemas se les llama de transmisión directa [15].

Algunos de los componentes de sistemas auxiliares de la turbina son:

Veleta. Mide la dirección del viento.

Anemómetro. Mide la velocidad del viento.

Sistema de orientación. Vigila la dirección del viento y orienta el rotor a fin de captar la máxima

velocidad del viento.

Freno de emergencia. Mecanismo de ajuste del ángulo de las paletas.

En la Figura 2.1 se muestra una vista general de los componentes principales de una turbina eólica.

Cajas de engranajes

Las cajas de engranajes también llamadas cajas multiplicadoras de velocidad son usadas para incremen-

tar la velocidad de rotación del eje de baja velocidad por un factor llamado relación de la caja (gearbox
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Góndola

Caja de

engranajes
Generador

Eje de alta
velocidad

Eje de baja
velocidad

Buje

Paleta Torre

Figura 2.1: Componentes principales de una turbina eólica.

ratio, por sus siglas en inglés) [16]. Típicamente la velocidad del eje de alta velocidad se asocia con la

del generador y la del eje de baja velocidad se asocia con la del rotor de la turbina. Así, la velocidad del

generador se puede relacionar con la de la turbina mediante la ecuación:

ωg = NGBω t (2.1.1)

Donde ωg y ω t son la velocidad angular del generador y de la turbina, respectivamente. NGB es la

relación de multiplicación de velocidad de la caja de engranajes, también llamada caja multiplicadora de

velocidad puesto que NGB ≫ 1. NGB puede tomar valores pequeños desde 26.66 hasta aproximadamente

100 [12, 15]

Los trenes de engranajes se pueden clasificar de una sola etapa o de etapas múltiples. En las turbinas

eólicas se usan los trenes de engranajes de sistema planetario o PGTs (planetary gear trains, por sus

siglas en inglés) [15, 17].

Las cajas de engranajes pueden considerarse como una caja negra [17], dentro de esta se encuentran los

engranes los cuales por su modo de operación realizan la función de multiplicar la velocidad y dividir

la potencia mecánica rotacional [17].
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2.2. Modelos del tren mecánico de la turbina eólica

Para el modelado del comportamiento transitorio del tren mecánico ante variaciones de la velocidad del

viento, par de carga, modelar el efecto sombra, entre otros; se han usado modelos en pu con un número

incremental de parámetros como [12, 16, 18–21]:

Modelo de seis masas.

Modelo de tres masas.

Modelo de dos masas.

Modelo de una masa o concentrado.

En la Figura 2.2 se ilustran los diferentes modelos antes mencionados. En el modelo de seis masas que

se muestra en la Figura 2.2a, TWi es el par motor aplicado por el viento en la i-ésima paleta, TG es el

par de eléctrico del generador en convención motor, HBi es la inercia de la i-ésima paleta en torno a la

raíz de la misma, DBi es empleado para modelar la fricción de la i-ésima paleta con el aire, KHBi es el

coeficiente de rigidez de la i-ésima paleta y DHBi es el coeficiente de amortiguamiento de la i-ésima

paleta, con i = 1,2,3; HH es la inercia del buje en torno a su eje, DH es el coeficiente de fricción entre

el buje y los rodamientos, KHGB es el coeficiente de resistencia a la torsión del eje de baja velocidad el

cual conecta el buje y la caja de engranajes, DHGB es el coeficiente de amortiguamiento del eje de baja

velocidad; HGB es la inercia total de la caja de engranajes, DGB es el coeficiente de fricción empleado

para modelar las pérdidas debido a fricción entre los engranes y sus rodamientos; KGBG es el coeficiente

de resistencia a la torsión del eje de alta velocidad el cual conecta la caja de engranajes con el rotor del

generador, DGBG es el coeficiente de amortiguamiento del eje de alta velocidad; HG es la inercia del

generador, DG es el coeficiente de fricción entre el rotor del generador y sus rodamientos; en el modelo

de tres masas que se muestra en la Figura 2.2b, HR es la inercia del rotor que concentra la inercia de las

paletas y del buje, DB es la fricción total de las paletas y del buje; en el modelo de dos masas que se
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HB1

DB1

TW1

Paleta 1

DHB1

KHB1

HB2

DB2

TW2

Paleta 2

DHB2
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DH
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(a) Modelo de seis masas.
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KHGB
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DGB
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(b) Modelo de tres masas.
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(c) Modelo de dos masas.

HM
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TGTW

(d) Modelo de una masa.

Figura 2.2: Diagrama esquemático del tren mecánico de una turbina eólica.
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muestra en la Figura 2.2c, HWT es la inercia total del rotor de la turbina que concentra la inercia de las

paletas, del buje y de la caja de engranajes, DWT es el coeficiente de fricción total de la turbina, KHG es

el coeficiente de resistencia a la torsión del eje que conecta la turbina y el generador en el modelo de

dos masas, DHG es el coeficiente de amortiguamiento del mismo eje; en el modelo de una masa que se

muestra en la Figura 2.2d, HM es la inercia del aerogenerador y DM es el coeficiente de fricción del eje

del aerogenerador.

2.3. Metodología de los grafos de unión

En la literatura se encuentran diferentes tipos de representaciones gráficas para describir las propiedades

de un sistema físico y las interacciones que existen entre los elementos que lo conforman. Cada

formalismo de representación es instrumental en la comunicación de resultados e ideas entre las

personas dentro del estudio de las diversas disciplinas y también para derivar un conjunto de ecuaciones

que represente el comportamiento del sistema. El proceso para definir este conjunto de ecuaciones

mediante el uso de tales diagramas icónicos usualmente es una competencia que adquieren los miembros

de las diversas disciplinas.

Los diferentes formalismos de representación gráfica de modelos que son empleados comúnmente

incluyen:

Diagramas icónicos.

Diagramas de red.

Diagramas de bloques.

Grafos lineales.

Grafos de unión.
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Los diagramas esquemáticos como los diagramas icónicos, de red y de bloques son útiles para comunicar

las relaciones básicas que existen entre los distintos elementos de un sistema. Es común que ciertas

restricciones topológicas inherentes a este tipo de diagramas conlleve dificultades en la descripción

de fenómenos particulares, los cuales dependen de consideraciones espaciales o de interacción entre

los elementos de diferentes disciplinas, como es el caso de los sistemas mecatrónicos. Esta clase de

representación gráfica detallada puede resultar en diagramas demasiado complicados, los cuales podrían

incentivar a que el modelador use únicamente un cierto conjunto de ecuaciones matemáticas para

realizar la descripción del sistema.

Los grafos lineales y los grafos de unión son dos distintas metodologías empleadas para representar

de manera concisa las interacciones entre variables de estado que podrían pertenecer a sub-sistemas

en diferentes dominios de la energía; estas metodologías se desarrollan usando un conjunto finito de

símbolos de elementos, los cuales se emplean para expresar mecanismos elementales de transferencia

de energía, de forma irrespectiva al dominio de la energía al que dichas variables pertenezcan. En

particular, los grafos de unión han sido aceptados ampliamente debido a que cumplen con el principio

de conservación de la energía de los sistemas físicos. Esto evita que el modelador desarrolle conjuntos

de ecuaciones erróneos para el sistema. Además, debido a su uso extendido se está trabajando para

que los modelos de un cierto sub-sistema se puedan compartir entre diversas plataformas de software a

través del uso estructuras de archivo universales como el caso del formato XML [22, p. 135].

Para el estudio sistemático de la dinámica de estos sistemas de ingeniería se ha aplicado cada vez

más ampliamente la metodología de los grafos de unión [23, 24]. Se trata de una metodología que

es empleada para representar de forma concisa las interacciones entre diferentes variables de estado

que podrían pertenecer a subsistemas en diferentes dominios de la energía; se desarrolla empleando

un conjunto finito de símbolos de elementos que se usan para expresar mecanismos elementales de

transferencia de energía, sin importar el dominio de la energía que se considere. La metodología de los

grafos de unión ha tenido una amplia aceptación debido a que cumple con el principio de conservación

de la energía en los sistemas físicos [22, 23, 25].
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La metodología de los grafos de unión es un formalismo de descripción gráfica de modelos. En un

grafo de unión, los puertos de potencia transfieren energía instantáneamente entre sí por medio de las

uniones [22, 25]. Dos cantidades físicas, llamadas variables de potencia conjugadas, se le asignan a

cada extremo de una unión, a estas se les llama esfuerzo e y flujo f [22, 25]. El producto de este par de

variables es la potencia [22, 25]; es decir, la tasa por unidad de tiempo a la cual se transfiere energía

desde o hacia otro elemento del grafo de unión. Las variables conjugadas de potencia de cada elemento

del grafo de unión se rigen por principios básicos llamados ecuaciones constitutivas [22, 25].

El producto de este par de variables es la potencia P que está siendo transferida instantáneamente desde

o hacia otro elemento del grafo de unión, es decir

P = e · f (2.3.1)

La cantidad de energía E que ha sido transferida a un elemento en el tiempo t puede expresarse como

E =
∫︂ t

−∞

Pdτ =
∫︂ t

−∞

e · f dτ (2.3.2)

Convencionalmente, las variables conjugadas de potencia pueden considerarse para los diversos domi-

nios de la energía tal como se muestra en la Tabla 2.1.

En la metodología de los grafos de unión existen dos cantidades físicas adicionales que se obtienen a

partir de las variables conjugadas de potencia fundamentales. Estas variables adicionales que también

son usadas en la metodología, son el momento generalizado p y el desplazamiento generalizado q [22].

Tanto a p como a q se les llama variables de energía dado que estas pueden ser usadas para cuantificar la

cantidad de energía acumulada en un elemento ideal de almacenamiento de energía [22]. Las variables

pueden expresarse como

ṗ = e (2.3.3)
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Tabla 2.1: Dominios de la energía y sus variables de esfuerzo y flujo correspondientes [22].

Dominio de la Esfuerzo Flujo
energía e f

Mecánica Fuerza Velocidad
traslacional F v
Mecánica Momento de fuerza Velocidad angular
rotacional M ω

Dominio Voltaje Corriente
eléctrico u i
Dominio Fuerza magnetomotríz Tasa de flujo magnético
magnético V Φ̇

Dominio Presión total Flujo volumétrico
Hidráulico p Q
Termo- Temperatura Flujo de entropía
dinámico T Ṡ
Dominio Potencial químico Flujo molar
químico µ Ṅ

q̇ = f (2.3.4)

Existen casos particulares en los que podría ser necesario definir algunos desplazamientos inerciales q

como variables de estado, A estas variables se les llama desplazamientos cinemáticos y estos han de ser

incluidos en la ecuación de estado aumentada [22, 23, 25].

2.3.1. Elemento transformador

Los componentes ideales de sistemas físicos que interrelacionan variables dentro del mismo dominio de

la energía sin pérdidas de energía en el proceso se pueden modelar mediante un elemento transformador.

Definición 2.3.1 (Elemento Transformador de dos puertos). Un elemento transformador de dos puertos

es un elemento del grafo de unión que conserva la energía, denotado por el símbolo TF en el grafo de

unión (véase la Figura 2.3).
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La ecuación constitutiva de un elemento transformador, que relaciona el esfuerzo e y el flujo f se

expresa como ⎧⎨⎩ f ( j) = mi f (i)

mie( j) = e(i)
(2.3.5)

donde mi es el módulo del elemento TF; una cantidad referida al lado primario del elemento (semi-

flecha hacia adentro) se identifica con un superíndice (i); similarmente, una cantidad referida al lado

secundario (semi-flecha hacia afuera) se identifica con un superíndice ( j), véase la Figura 2.3. El

elemento TF podría ser usado para representar un acoplador ideal de potencia.

e(i)

f (i)

e(j)

f (j)
TF

mi

Figura 2.3: Elemento TF.

2.4. Estado del arte

En la literatura se ha externado preocupación acerca de serios problemas de errores y malinterpreta-

ciones en el proceso de obtención de modelos dinámicos en por unidad de los trenes mecánicos de

turbinas eólicas [19, 26].

A continuación se encuentra una breve descripción de algunos errores y malinterpretaciones encontrados

en la literatura.

En ocasiones los modelos matemáticos no cumplen de lleno con el principio de homogeneidad di-

mensional, e.g., el lado derecho de la ecuación (A7) en [27] del modelo de dos masas que repre-

senta el comportamiento de la velocidad del rotor del generador de inducción de jaula de ardilla
d
dt

ωr

ωbωs
=

1
2Hg

[Te(s)− ksθs] parece estar expresado en pu/s mientras que el lado izquierdo de la

misma ecuación parece estar expresado en pu/(s rps). De forma similar, la ecuación dinámica para la

velocidad del eje dw/dt = [Pmech −Pelec]/(Hωbase) en [28, p. 33] no parece mantener la homogeneidad
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dimensional.

Algunos valores base para diferentes parámetros tales como la inercia y el coeficiente de resistencia a

la torsión tienen las mismas dimensiones, véase [16, p. 42]; esta selección injustificada para los valores

base no parece mantener la homogeneidad dimensional entre magnitudes mecánicas fundamentales

tales como el momento de inercia y el par de resistencia a la torsión. Inclusive, el mismo parámetro en

cantidades reales a veces se reporta con diferentes unidades dimensionales; e.g., la unidad dimensional

para el coeficiente de resistencia a la torsión en [3, p. 8] es N−m/rad mientras que la dimensión del

mismo parámetro en [16, p. 42] es N−m/(rad/s). De forma semejante, la constante de resistencia

a la torsión en los modelos por unidad ha sido reportada con diferentes dimensiones; por ejemplo,

el coeficiente de resistencia a la torsión ksh en [29] está dado en pu, el coeficiente de resistencia a la

torsión Ksh EN [30] está dado en rad, mientras que el coeficiente de resistencia a la torsión ks en [31]

está dado en pu/elec. rad.

Algunos de los parámetros por unidad, usados en diferentes trabajos de investigación para turbinas

eólicas de potencias nominales similares, se encuentran extremadamente alejados unos de los otros;

por ejemplo el coeficiente de resistencia a la torsión está establecido como ksh = 150.0052 pu en [29]

mientras que el mismo coeficiente de resistencia a la torsión está establecido como ks = 0.6 pu en [27].

La comparación de resultados en diferentes trabajos de investigación se dificulta dado que las expresio-

nes matemáticas en por unidad (para la misma variable de estado original) no son estructuralmente

idénticas. Por ejemplo, combinando las expresiones (1), (3) y (5a) en [32] se obtiene una ecuación qu

es diferente a la ecuación (2) en [28].

Otro ejemplo de una expresión matemática no-estructuralmente idéntica es la ecuación de orden

reducido de parámetros concentrados de masa que describe el comportamiento dinámico del tren

mecánico. En [33, p. 833], la constante de inercia concentrada está definida como Hm +Ht/η2 (véase

la ecuación (36.32) en [33]); en cambio, la relación de engranaje η no se necesita para calcular la
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constante de inercia concentrada Ht +Hg de acuerdo con las contribuciones [34, p. 6] y [19, p. 447].

Las fuentes para este amplio espectro de posibles malinterpretaciones y/o errores son frecuentemente

difíciles de rastrear. Las malinterpretaciones más comunes podrían resultar del uso de diferentes

procesos de conversión a por unidad, potencias nominales, cantidades base o diferentes suposiciones

de modelado, algunos de los cuales podría no haber sido declarado explícitamente. Algunos errores

podrían ser de naturaleza tipográfica, o bien podría ser el caso que algún parámetro o descripción

matemática errada haya sido empleada.

Es evidente que los antedichos errores y/o malinterpretaciones afectan de forma crítica a la calidad de

algunos de los resultados que han sido reportados en la literatura correspondiente con la energía eólica;

claramente establece la necesidad de un proceso de conversión a por unidad formal y sistemático para

obtener una descripción matemática confiable en por unidad de trenes mecánicos de turbinas eólicas.

Se reconoce que varios trabajos han producido diversos procesos de conversión a por unidad sin

detalles inconvenientes para el tren mecánico de sistemas de generación eolo-eléctrica, e.g., [26] y [35].

Adicionalmente, existen varias representaciones en cantidades reales y por unidad para el tren mecánico

de la turbina eólica, dependiendo del estudio que se vaya a realizar. El comportamiento dinámico

detallado del tren mecánico, interacción del tren mecánico con el generador, así como la interacción

de la turbina eólica con la red eléctrica podría ser modelada empleando una ecuación dinámica de

diferentes niveles de complejidad [12, 19, 20, 23].
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Metodología

La adimensionalización de las variables y parámetros ha sido empleada regularmente para el análisis de

los modelos matemáticos. De hecho, un artículo publicado en 1937 [36] usa el análisis dimensional para

derivar modelos en por unidad de algunos sistemas eléctricos y mecánicos. En este capítulo, se establece

un procedimiento para convertir a por unidad elementos disipativos y elementos de almacenamientos de

un puerto por medio de la metodología de los grafos de unión, la cual evita que el modelador desarrolle

un conjunto errado de parámetros y/o expresiones matemáticas. Por medio del uso de las ecuaciones

constitutivas de estos elementos, cuando estos tienen características lineales, se obtienen expresiones

para las cantidades base de un grafo de unión que contiene un cierto número de etapas.
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3.1. Sistema por unidad

En el sistema por unidad (pu), todas las cantidades en pu denotadas con una barra, se obtienen mediante

y :=
y
yb

(3.1.1)

Esto implica que todo valor y que denota un parámetro físico puede ser expresado como el producto de

una magnitud y y una constante yb correspondiente con el valor base.

El objetivo principal del sistema por unidad es usar un conjunto de valores base tal que al dividir cada

cantidad por su correspondiente valor base, la cantidad resultante en pu no cambia su valor al referirla

a un lado u otro de un transformador (e.g., un transformador eléctrico, una caja multiplicadora de

velocidad, una polea, etc.) [37]. En el siguiente procedimiento se usa una serie de transformaciones

que conservan la potencia para definir dicho conjunto de valores base. Si esta transformación se

realiza correctamente, el sistema de ecuaciones diferenciales oridinario o sistema de ecuaciones

diferenciales algebraico resultantes define un desempeño transitorio en por unidad que es idéntico a

aquel correspondiente con el modelo en cantidades reales, pero escalado por un factor correspondiente

con el valor base adecuado. En el caso de los sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarios, la

eigenestructura no se modifica por el proceso de conversión a por unidad.

El uso del sistema por unidad (pu) incluye las siguientes ventajas:

Tras la conversión, algunos componentes pueden ser despreciados, lo cual conduce a una sim-

plificación del diagrama y ecuación producto de la no-dependencia de ciertos valores de los

parámetros (e.g., cuando un elemento transformador con módulo 1 aparece en un diagrama, las

variables y parámetros del sistema no cambian su valor al reflejarse en uno u otro lado de dicho

transformador).

Cualquier respuesta en el dominio del tiempo en pu es independiente de cualquier sistema de
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unidades (e.g., MKS, USCS, SI, etc.).

Los valores de las variables de máquina caen dentro de un intervalo predecible y es posible

detectar fácilmente anomalías en un sistema donde interactúan múltiples etapas.

Los problemas mal condicionados son más fáciles de abordar al ser convertidos a por unidad.

A fin de lograr esto usando la metodología de los grafos de unión, se deben seguir las siguientes reglas:

El escalar todas y cada una de las etapas por la misma potencia base normaliza la actividad

energética de todo el sistema.

Dentro de etapas adyacentes en el mismo dominio de la energía, los valores base especificados

para las variables de esfuerzo y flujo se relacionan entre sí por medio de la ecuación fundamental

del elemento TF (transformador).

No se elegirá un valor base para el tiempo a fin de preservar la eigenestructura.

Esta última regla implica que las cantidades del sistema por unidad que incluyen el tiempo, tales

como el momento generalizado, se derivan de otras cantidades que no cambian su valor en pu cuando

se les refiere a algún lado de un elemento TF; es decir que en este procedimiento se establece un

método directo para por-unizar las cantidades de un sistema, con excepción de aquellas cantidades

derivadas que están relacionadas con el tiempo [38]. El mantener una percepción explícita del tiempo

transcurrido en la dinámica de cualquier fenómeno en el sistema es importante, ya que diferentes

escalas de tiempo podrían conducir a simplificaciones del modelo y/o controlador. Por ejemplo, se

pueden diseñar controladores de forma individual para cada parte del sistema con diferentes escalas

de tiempo, en el caso de la maquinaria eléctrica, el despreciar la dinámica del estator o del rotor

es una simplificación generalmente aceptada, la cual se basa en la existencia de distintas escalas de

tiempo [19, 39, 40].
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En el siguiente subtema, las variables y parámetros expresadas en su equivalente valor en por unidad

serán denotadas mediante un acento circunflejo.

3.2. Método de conversión a por unidad usando la metodología de los

grafos de unión

3.2.1. Definición de la ecuación constitutiva del transformador

De acuerdo con la metodología de los grafos de unión, un transformador de dos puertos es un elemento

conservador de la energía, que se denota mediante el símbolo TF (véase la Figura 2.3). Un elemento

TF puede ser usado para representar un acoplamiento ideal de potencias; su ecuación constitutiva que

relaciona el esfuerzo e y el flujo f en los puertos (i) y ( j) puede encontrarse en la ecuación (2.3.5) y

por conveniencia se vuelve a expresar como

⎧⎨⎩ f ( j) = mi f (i)

mi e( j) = e(i)
(3.2.1)

donde mi ∈ R+ denota el módulo del elemento TF, este será considerado como un parámetro constante.

Nótese que de acuerdo con (3.2.1), mi es adimensional.

En lo consecutivo, una cantidad referida al lado primario de un TF (semi-flecha que apunta hacia dicho

elemento) se identifica mediante el superíndice (i); de forma análoga, una cantidad referida al lado

secundario de un TF (semi-flecha que apunta hacia afuera de dicho elemento) se identifica mediante el

superíndice ( j), vea la Figura 2.3 y la expresión (3.2.1).

Al integrar ambos lados de las ecuaciones constitutivas del elemento TF en (3.2.1) y usando las
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ecuaciones (2.3.3) y (2.3.4) se obtiene la expresión

⎧⎨⎩ q( j) = mi q(i)

mi p( j) = p(i)
(3.2.2)

que define las relaciones entre los desplazamientos generalizados q y los momentos generalizados p en

ambos puertos de un elemento TF.

3.2.2. Cantidades base para las variables en ambos lados de un transformador

El producto de las variables de esfuerzo e y flujo f , que se asignan en los extremos de una unión,

representan la cantidad de potencia P que está siendo transferida instantáneamente en cualquier dominio

físico, es decir

P = e · f (3.2.3)

La cantidad de energía E transferida a un elemento en el tiempo t puede escribirse como

E =
∫︂ t

−∞

Pdτ =
∫︂ t

−∞

e · f dτ (3.2.4)

Dada la definición del valor para la potencia base Pb, que es común para todas las etapas del sistema, se

pueden definir valores base e(i)b o f (i)b para el esfuerzo o para el flujo, respectivamente, por medio de

reescribir (3.2.3) como

Pb = e(i)b f (i)b (3.2.5)

Si se opta por establecer el valor de e(i)b , el valor base para el esfuerzo en la etapa (i) entonces (3.2.5)

puede resolverse para f (i)b , el valor base para el flujo en la etapa (i). Al contrario, si se establece f (i)b ,

entonces (3.2.5) puede resolverse para e(i)b .

28



Capítulo 3. Metodología

Por lo tanto, al sustituir las ecuaciones (3.1.1) y (3.2.5) en (3.2.3); es decir, haciendo P=P/Pb,e= e/e(i)b

y f = f/ f (i)b , se obtiene la ecuación de potencia en el sistema pu

P = e · f (3.2.6)

El aplicar (3.1.1) a la ecuación (3.2.4) y sustituyendo (3.2.5) para expresar la energía en por unidad; es

decir, haciendo Ê = E/Pb, resulta en

Ê =
∫︂ t

−∞

Pdτ =
∫︂ t

−∞

e · f dτ (3.2.7)

donde Pb ha sido seleccionado como el valor base para la energía E, es decir, Eb := Pb.

El reescribir la ecuación (3.2.1) para los valores base resulta en

⎧⎨⎩ f ( j)
b = mi f (i)b

mie
( j)
b = e(i)b

(3.2.8)

la cual representa la ecuación que relaciona los valores base en las etapas (i) y ( j) en ambos lados de un

elemento TF de dos puertos.

Dada la definición numérica de los valores base para ya sea el lado primario o secundario de un

elemento TF, se tiene que (3.2.8) puede emplearse para definir valores base en el otro lado de ese

mismo elemento TF. Por ejemplo, un elemento TF que relaciona la potencia en los puertos (1) y (2)

con módulo m1, y asumiendo que Pb y e(1)b se establecen entonces los valores base f (2)b y e(2)b pueden

ser calculados directamente por medio de (3.2.5) y (3.2.8)

⎧⎨⎩ f (2)b := m1 f (1)b

e(2)b := e(1)b /m1

(3.2.9)

Al usar las ecuaciones constitutivas en (3.2.2) para los valores base en ambos lado de un elemento TF,
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resulta en ⎧⎨⎩ q( j)
b = miq

(i)
b

mi p
( j)
b = p(i)b

(3.2.10)

y suponiendo que q(1)b y p(1)b están dados numéricamente, se obtienen los valores base del desplaza-

miento y el momento generalizados en el secundario del elemento TF, por ejemplo

⎧⎨⎩ q(2)b := m1q(1)b

p(2)b := p(1)b /m1

(3.2.11)

El usar las ecuaciones (3.2.8) y (3.2.10) resulta en

fb

qb
=

f (i)b

q(i)b

=
f ( j)
b

q( j)
b

(3.2.12)

qb

fb
=

q(i)b

f (i)b

=
q( j)

b

f ( j)
b

(3.2.13)

Se observa que los valores del flujo y desplazamiento generalizado base mantienen proporciones

constantes, por ello los superíndices serán ignorados para tales cocientes.

La información de los valores base se propaga a través del grafo de unión siguiendo las expresiones

(3.2.8) y (3.2.10), y dichas bases se aplican para la por-unización de los parámetros y variables. El

número de etapa y el correspondiente conjunto de valores base puede ser almacenado en algún atributo

de los elementos por unidad de un puerto. Los valores equivalentes en pu se usan para construir un

grafo de unión en por unidad.

Observaciones

Las bases que están relacionadas por las expresiones (3.2.8) y (3.2.10) preservan la propiedad

conservadora de la energía del elemento TF. Es decir, que el valor Pb es el mismo en las diferentes

etapas de potencia que están relacionadas por un elemento TF; esta es una característica clave de
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un proceso de conversión a por unidad.

En el dominio de la mecánica rotacional, es una práctica común que en la etapa inicial de potencia

se defina un valor base para el desplazamiento angular q(i)b = 1 rad. Por lo tanto, cualquier

desplazamiento en pu (en esta etapa inicial) es numéricamente igual a aquella en radianes;

además, de acuerdo con la expresión (3.2.10) la base para el desplazamiento generalizado de

la etapa ( j) ahora resulta q( j)
b = mi, esta elección para el valor base en la etapa ( j) permite

transformar fácilmente cualquier torsión o desplazamiento absoluto en por unidad directamente

a cantidades reales mediante usar el módulo de transformación.

En la etapa inicial (con q(i)b = 1 rad) las funciones trigonométricas conservan su definición

estándar, es decir, que no es necesario realizar cómputos adicionales empleando factores de

conversión con el fin de evaluarlas; esto es importante en el contexto de la definición de la

interacción entre subsistemas en los dominios de energía eléctrica y mecánica [26, 37].

3.2.3. Fuentes y sumideros de esfuerzo y flujo en por unidad

En la metodología de los grafos de unión, las condiciones ambientales del sistema se modelan mediante

elementos llamados fuentes, denotados por el símbolo S. El elemento S establece ya sea un esfuerzo

e o un flujo f en el grafo de unión. Así, existen dos tipos de elementos S, los elementos Se y Sf los

cuales simbolizan a las fuentes de esfuerzo y de flujo respectivamente. La magnitud del esfuerzo o

flujo establecido por estos elementos podría ser expresada como una función del tiempo t. Una fuente

modulada por una señal se denota por el símbolo MS, por lo que surgen los elementos MSe y MSf. En

las fuentes del grafo de unión, las semi-flechas en el extremo de la unión están orientadas hacia afuera,

lo cual coincide con la referencia positiva de la dirección del flujo de energía [22, 23].

La potencia de un elemento S puede ser por-unizada mediante aplicar la definición dada en la ecuación

(3.1.1) para obtener P = e · f (véase la ecuación (3.2.6)). Así, las fuentes de esfuerzo y flujo pueden

por-unizarse mediante dividir la variable de potencia correspondiente por el valor base apropiado de la
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etapa (i). Así, al por-unizar elemento Se:e se obtiene Se:e, donde e está dado por

e =
e

e(i)b

(3.2.14)

y al por-unizar el elemento Sf: f se obtiene Sf: f , donde f está dado por

f =
f

f (i)b

(3.2.15)

La variable conjugada de potencia correspondiente también está en por unidad. Un sumidero es un

elemento S con dirección positiva de referencia de la energía que está dirigida hacia adentro del

elemento. Los sumideros se usan para modelar las condiciones ambientales que no son afectadas por el

grafo de unión. Los elementos S por-unizados pueden ser usados directamente en un grafo de unión

por-unizado.

3.2.4. Valores base, cantidades equivalentes por unidad y ecuaciones constitutivas

equivalentes en por unidad

En la metodología de los grafos de unión, un elemento disipador de energía de un puerto se denota

por el símbolo R. Asimismo, los elementos almacenadores de energía de un puerto se denotan por los

símbolos I y C. La ecuación constitutiva de un elemento R de un puerto con causalidad resistiva, junto

con las ecuaciones constitutivas de los elementos I y C de un puerto ambos con causalidad derivativa,

pueden escribirse como [22, p. 99], [23]

R f = e (3.2.16)

I
d f
dt

= e (3.2.17)

C
de
dt

= f (3.2.18)
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a los elementos R, I y C se les llama Resistor, Inercia y Capacitancia respectivamente. Es importante

recordar que R, I y C son elementos genéricos en el sentido de que pueden ser usados para modelar

fenómenos físicos en cualquier dominio de energía incluido en la Tabla 2.1. Se asumirá que estos

elementos tienen características lineales.

Las expresiones de este subtema son válidas para toda etapa de energía, asociada con un superíndice

(i) o ( j) del elemento TF de dos puertos; por esta razón los superíndices han sido omitidos temporal-

mente, por ejemplo, f (i)b ahora se expresa como fb; la nomenclatura asociada a los superíndices será

reincorporada más adelante cuando sea necesario.

El reescribir (3.2.16) para los valores base resulta en

Rb fb = eb (3.2.19)

Asumiendo que fb y eb ya han sido definidos numéricamente como se describe en los subtemas

anteriores, entonces (3.2.19) puede resolverse para el valor base de la resistencia Rb.

Aplicando la definición por unidad (3.1.1) a la expresión (3.2.16) y usando (3.2.19) resulta en

R f = e (3.2.20)

La ecuación (3.2.20) es la ecuación constitutiva en por unidad con causalidad resistiva para el elemento

R de un puerto del elemento del grafo de unión equivalente en por unidad

Para definir la inercia equivalente en por unidad para el elemento de almacenamiento de energía I, se

usa una relación equivalente a la expresión para el momento generalizado en (2.3.3), por ejemplo,

p =
∫︂ t

−∞

edτ (3.2.21)
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usando (3.1.1) para expresarla en pu resulta

p̂ =
p
eb

=
∫︂ t

−∞

edτ (3.2.22)

donde eb ha sido seleccionado como el valor base para el momento generalizado p, es decir, pb := eb.

Se define un nuevo parámetro H como

H :=
1
2

I
fb

eb
(3.2.23)

Esta definición generalizada de H está en consonancia con aquella de las constantes de inercia que han

sido usadas históricamente en la literatura de los sistemas electromecánicos, e.g., [37] y [39].

A continuación se obtiene una ecuación constitutiva para el elemento I de un puerto mediante el uso de

las ecuaciones (3.2.17) y (3.2.21), así

p = I f (3.2.24)

multiplicando ambos lados de la ecuación anterior por (2 fb)/(2eb fb), se obtiene

p
eb

= I f
2 fb

2eb fb
= 2H f (3.2.25)

así (3.2.25) puede expresarse como

p̂ = 2H f (3.2.26)

tanto (3.2.22) como (3.2.26) definen el momento generalizado para un elemento I de un puerto con

inercia 2H.

Usando (2.3.4) y (3.2.18) se puede derivar la siguiente ecuación constitutiva alternativa de un elemento

almacenador de energía C de un puerto con característica lineal [22, 23]

q =C e (3.2.27)
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Reescribiendo (3.2.27) para los valores base, se obtiene

qb =Cb eb (3.2.28)

donde (3.2.28) se resuelve típicamente para el valor base de la capacitancia Cb.

La relación constitutiva para el elemento almacenador de energía C de un puerto en pu en el caso lineal

se puede derivar a partir de (3.2.27) mediante expresarlo en pu usando (3.1.1) y (3.2.28)

q =Ce (3.2.29)

Una relación equivalente a la expresión para el desplazamiento generalizado en (2.3.4), puede reescri-

birse como

q =
∫︂ t

−∞

f dτ

Empleando la expresión fundamental (3.1.1) se obtiene qbq = fb
∫︁ t
−∞

f dτ , entonces resolviendo para q

se tiene

q =
fb

qb

∫︂ t

−∞

f dτ (3.2.30)

Aplicando la definición por unidad (3.1.1) al esfuerzo e y flujo f en las ecuaciones constitutivas para

los elementos I y C de un puerto, dadas por (3.2.17) y (3.2.18) resulta

fb

eb
I
d f
dt

= e (3.2.31)

eb

fb
C

de
dt

= f (3.2.32)

La ecuación (3.2.23) puede sustituirse en (3.2.31) lo cual resulta en

2H
d f
dt

= e (3.2.33)
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También, usando (3.1.1) para expresar la capacitancia C en pu, y sustituyéndola junto con (3.2.28) en

(3.2.32) resulta en
qb

fb
C

de
dt

= f (3.2.34)

Las ecuaciones (3.2.33) y (3.2.34) son las ecuaciones constitutivas en por unidad con causalidad

derivativa para elementos I y C de un puerto.

A continuación, se definen los parámetros equivalentes en por unidad que se emplean en el grafo de

unión. En el caso del elemento R de un puerto, las expresiones (3.2.16) y (3.2.20) son estructuralmente

idénticas. También, usando las ecuaciones (3.1.1) y (3.2.19) se puede definir el parámetro de resistencia

en por unidad como

R̂ =
fb

eb
R =

R
Rb

= R (3.2.35)

donde R̂ es el parámetro de resistencia que se usa en el grafo de unión.

En el caso de un elemento I de un puerto, comparando (3.2.24), (3.2.26), (3.2.17) y (3.2.31), y usando

las expresiones (3.2.19) y (3.2.23) el siguiente parámetro equivalente de inercia en por unidad puede

ser definido

Î =
fb

eb
I =

I
Rb

= 2H (3.2.36)

donde Î es el parámetro de inercia equivalente en por unidad que es usado en el grafo de unión. En

el caso del elemento C de un puerto, comparando (3.2.18), (3.2.27), (3.2.29) y (3.2.32), y usando las

expresiones (3.1.1), (3.2.19) y (3.2.28), el siguiente parámetro equivalente en por unidad de capacitancia

puede ser ahora definido como

Ĉ =
eb

fb
C = RbC =

qb

fb
C (3.2.37)

donde Ĉ es el parámetro de capacitancia equivalente en por unidad que es usado en el grafo de unión.

Se observa que R, C, q, e, f y P son cantidades adimensionales en pu; en contraste, se debe advertir

que t, H, Î, Ĉ, p̂ y Ê están expresadas en s (segundos).
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Sustituyendo (3.2.36) en (3.2.26) se obtiene la expresión en por unidad para el momento generalizado

de un elemento almacenador de energía I de un puerto con inercia Î

p̂ = Î f (3.2.38)

Mediante resolver (3.2.37) para C y sustituyendo en (3.2.29) se obtiene la expresión en por unidad del

desplazamiento generalizado para un elemento C de un puerto con capacitancia qb
fb

C

q =
fb

qb
Ĉe (3.2.39)

Es relevante advertir que la ecuación constitutiva del elemento I de un puerto en por unidad (3.2.38) es

estructuralmente idéntica a aquella de un elemento I de un puerto en unidades reales (3.2.24). De forma

similar, la ecuación constitutiva de un elemento C de un puerto (3.2.29) expresada en por unidad es

estructuralmente idéntica a aquella de un elemento C de un puerto en unidades reales (3.2.27); aunque

como se expresa en (3.2.37), el parámetro de capacitancia equivalente en por unidad es usado en el

grafo de unión. Esto resulta en la inclusión del coeficiente fb/qb de la capacitancia Ĉ en la ecuación

constitutiva del elemento C de un puerto equivalente.

Además, si se le asigna causalidad diferencial a la ecuación constitutiva (3.2.38) de un elemento I de un

puerto en por unidad, y usando (3.2.22) resulta en

Î
d f
dt

= e (3.2.40)

la cual es estructuralmente idéntica a (3.2.17). Similarmente, si se le asigna causalidad diferencial a la

ecuación constitutiva (3.2.39) de un elemento C de un puerto, y usando (3.2.30) se obtiene

Ĉ
de
dt

= f (3.2.41)
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la cual también es estructuralmente idéntica a (3.2.18). Así, las ecuaciones constitutivas en por unidad

con causalidad integral o diferencial se resuelven preferiblemente usando exclusivamente las variables

de potencia conjugadas. Las salidas de estos elementos de almacenamiento de energía, llamadas

variables de co-energía entonces podrían ser seleccionadas como variables de estado.

Las expresiones (3.1.1), (3.2.1), (3.2.2), (3.2.8), (3.2.10), (3.2.20), (3.2.31), (3.2.32) y (3.2.35)–(3.2.37)

pueden usarse para deducir las siguientes ecuaciones para un elemento TF

e(i) = e( j) (3.2.42)

f (i) = f ( j) (3.2.43)

R̂(i)
= R̂( j) (3.2.44)

Î(i) = Î( j) (3.2.45)

Ĉ
(i)

= Ĉ
( j)

(3.2.46)

q(i) = q( j) (3.2.47)

p̂(i) = p̂( j) (3.2.48)

De acuerdo con las expresiones anteriores, en el sistema por unidad, el esfuerzo, flujo, resistencia,

inercia, capacitancia, desplazamiento generalizado y momento generalizado en ambos lados de un

elemento TF tienen iguales magnitudes; en otras palabras, estos elementos por-unidad están relacionados

por medio de un elemento TF virtual que tiene módulo igual a uno (mi = 1), mientras que se preserva

la estructura de unión tal como la del grafo de unión original. En consecuencia la influencia de los

parámetros en por unidad en las variables de estado se puede conocer directamente.

La notación de superíndice, barra y acento circunflejo tiene el objetivo de establecer una conexión

persistente entre las cantidades en por unidad, valores base, modelo en grafo de unión y cantidades reales.

Esto puede permitir la portabilidad en el contexto de la computación y en mantener compatibilidad

entre los sistemas por unidad como lo proponen varios autores y estándares [26, 29, 41].
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Este procedimiento puede ser aplicado a grafos de unión que tienen una estructura de unión ponderada

(Weighted Junction Structure) sin elementos transformador modulados (MTF) [22]. Se asume que si

existen lazos de unión en el grafo, entonces estos lazos son mallas simples [22].

A partir de las ecuaciones (3.2.5), (3.2.7), (3.2.8), (3.2.10), (3.2.19), (3.2.22), (3.2.23), (3.2.28), (3.2.35),

(3.2.36) y (3.2.37) se observa, que podrían propagarse únicamente las cantidades base eb, Pb, qb, y en

consecuencia las demás cantidades base, i.e., fb := Pb/eb, Eb := Pb, pb := eb, Rb := eb/ fb y Cb := qb/eb,

pueden ser calculadas a partir de las primeras tres en cada etapa del grafo de unión. Además, se observa

que la cantidad Pb es de cierta forma una variable global en todo el procedimiento, por lo que no

requiere ser calculada.

3.2.5. Cambio de base de las cantidades en pu

Se usará la notación, así como la metodología presentada para expresar la relación entre las cantidades

en el sistema por unidad, referidas a cierto conjunto de cantidades base {eb,x, fb,x,Pb,x} con aquellas

cantidades referidas a las cantidades base {eb,y, fb,y,Pb,y}. Se usan e, f y P para denotar esfuerzo, flujo

y potencia. Los subíndices b,x y b,y denotan que se trata de una cantidad base de cierta etapa en donde

se estableció qb = 1, tratándose así de dos conjuntos de cantidades base x y y distintos. Las variables R,

C e I denotan Resistencia, Capacitancia e Inductancia generalizadas, respectivamente.

Con el fin de poder llevar a cabo la agregación de los parámetros, así como la interconexión directa de

modelos en el sistema por unidad, estos deben estar referidos al mismo conjunto de cantidades base. Sin

embargo, a la fecha, el autor no ha encontrado publicado un procedimiento formal para llevar a cabo

dicho cambio de base en el contexto de los dominios de energía detallados en la Tabla 2.1, a excepción

del procedimiento que se encuentra implícito en [34] para el dominio de la energía mecánica rotacional.

Esto es necesario debido a que es posible que ya se cuente con el conocimiento de los parámetros

en pu, los cuales hayan sido calculados previamente para realizar diversos estudios de estabilidad y
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simulaciones transitorias o que hayan sido provistos por algún fabricante [26, p. 784].

Cambio de potencia base

Si se desea conservar el valor fb,x establecido inicialmente dentro del proceso de conversión a por

unidad, usando las ecuaciones (3.1.1), (3.2.5), (3.2.8), (3.2.10), (3.2.19), (3.2.28), (3.2.35), (3.2.36) y

(3.2.37), las cantidades en pu referidas al conjunto {eb,y, fb,y,Pb,y}, donde fb,y = fb,x, son:

zy =
zb,x

zb,y
zx (3.2.49)

R̂y =
Pb,x

Pb,y
R̂x =

eb,x

eb,y
R̂x =

Rb,x

Rb,y
R̂x =

f 2
b,x

Pb,y
R (3.2.50)

Ry =
Pb,x

Pb,y
Rx =

eb,x

eb,y
Rx =

Rb,x

Rb,y
Rx =

f 2
b,x

Pb,y
R (3.2.51)

Îy =
Pb,x

Pb,y
Îx =

f 2
b,x

Pb,y
I (3.2.52)

Hy =
Pb,x

Pb,y
Hx =

1
2

f 2
b,x

Pb,y
I (3.2.53)

Cy =
Pb,y

Pb,x
Cx =

eb,y

eb,x
Cx =

Cb,x

Cb,y
Cx =

eb,y

qb,x
C (3.2.54)

Ĉy =
Pb,y

Pb,x
Ĉx =

Pb,y

f 2
b,x

C (3.2.55)

La descripción detallada de este proceso de cambio de potencia base se encuentra en el Anexo A.1.

Cambio de la potencia base de las cantidades en pu de una turbina eólica

Considerando que en el dominio de la mecánica rotacional el par mecánico T corresponde con la

variable de esfuerzo e, la velocidad angular ω corresponde con la variable de flujo f , el momento angular

L corresponde con la variable de momento generalizado p, la posición angular θ corresponde con el

desplazamiento generalizado q, el coeficiente de amortiguamiento D corresponde con la resistencia
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R, el momento de inercia J corresponde con la inercia I y el recíproco del coeficiente de resistencia a

la torsión K corresponde con la capacitancia C, es decir, e ≡ T , f ≡ ω , p ≡ L, q ≡ θ , R ≡ D, I ≡ J y

C ≡ K−1, respectivamente, entonces

T y =
Tb,x

Tb,y
T x (3.2.56)

L̂y =
Tb,x

Tb,y
L̂x (3.2.57)

D̂y =
Pb,x

Pb,y
D̂x =

Tb,x

Tb,y
D̂x =

Db,x

Db,y
D̂x =

ω2
b,x

Pb,y
D (3.2.58)

Dy =
Pb,x

Pb,y
Dx =

Tb,x

Tb,y
Dx =

Db,x

Db,y
Dx =

ω2
b,x

Pb,y
D (3.2.59)

Îy =
Pb,x

Pb,y
Îx =

ω2
b,x

Pb,y
J (3.2.60)

Hy =
Pb,x

Pb,y
Hx =

1
2

ω2
b,x

Pb,y
J (3.2.61)

Ky =
Pb,x

Pb,y
Kx =

Tb,x

Tb,y
Kx =

Kb,x

Kb,y
Kx =

θb,x

Tb,y
K (3.2.62)

K̂y =
Pb,x

Pb,y
K̂x =

ω2
b,x

Pb,y
K (3.2.63)

Cambio de velocidad angular base

Si se desea conservar el valor Pb,x establecido inicialmente dentro del proceso de conversión a por

unidad, es decir Pb,y = Pb,x, haciendo que los valores del flujo y desplazamiento generalizado base

mantengan relaciones proporcionales idénticas, es decir fb,x/qb,x = fb,y/qb,y; donde

fb,y = λ fb,x

qb,y = λqb,x, con λ ∈ R
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y usando las ecuaciones (3.1.1), (3.2.5), (3.2.12), (3.2.19), (3.2.28), (3.2.35), (3.2.36) y (3.2.37), las

cantidades en pu referidas al conjunto {eb,y, fb,y,Pb,x} son:

zy =
zb,x

zb,y
zx (3.2.64)

ey = λex (3.2.65)

f y =
1
λ

f x (3.2.66)

py = λ px (3.2.67)

qy =
1
λ

qx (3.2.68)

R̂y = λ
2R̂x (3.2.69)

Ry = λ
2Rx (3.2.70)

Îy = λ
2Îx (3.2.71)

Hy = λ
2Hx (3.2.72)

Cy =
1

λ 2Cx (3.2.73)

Ĉy =
1

λ 2 Ĉx (3.2.74)

La descripción detallada de este proceso de cambio de potencia base se encuentra en el Anexo A.2.

Cambio de la velocidad angular base de las cantidades en pu de una turbina eólica

Considerando que para la mecánica rotacional e ≡ T , f ≡ ω , p ≡ L, q ≡ θ , R ≡ D, I ≡ J y C ≡ K−1,

entonces

T y = λT x (3.2.75)

ωy =
1
λ

ωx (3.2.76)

L̂y = λ L̂x (3.2.77)

θ y =
1
λ

θ x (3.2.78)
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D̂y = λ
2D̂x (3.2.79)

Dy = λ
2Dx (3.2.80)

Îy = λ
2Îx (3.2.81)

Hy = λ
2Hx (3.2.82)

Ky = λ
2Kx (3.2.83)

K̂y = λ
2K̂x (3.2.84)

3.3. Interconexión de grafos de unión con diferentes cantidades base

El usar conjuntos independientes de cantidades base en un solo sistema pu, implica que dichos grafos

no pueden ser interconectados directamente. En la Figura 3.1 se muestra un elemento TF: mB virtual en

un grafo de unión en donde mB es el módulo buscado para realizar el cambio de base, a fin de poder

llevar a cabo la interconexión de grafos de unión con diferentes cantidades base x y y pero con el mismo

valor de potencia base Pb y cuyos valores del flujo base fb y desplazamiento generalizado base qb

mantienen relaciones proporcionales idénticas, es decir fb,x/qb,x = fb,y/qb,y a través de los puertos 1 y

2, con bases x y y, respectivamente; en caso de que esto no se cumpla, las ecuaciones (3.2.64)-(3.2.74)

pueden utilizarse para ajustar el valor del flujo base. A este elemento TF se le aplica el procedimiento

descrito en el Subtema 3.2, con el fin de determinar el valor de mB requerido. La demostración de este

resultado se encuentra en los Anexos A.2 y B.

ē1,x

f̄1,x

ē2,y

f̄2,y

TF

mB

Figura 3.1: Uso de un elemento TF virtual para realizar el cambio de base de las cantidades en pu.

Definición 3.3.1 (Elemento TF: mB virtual). El valor del módulo mB del elemento TF virtual que

permite la interconexión de dos grafos de unión en por unidad de distintas bases {eb,x, fb,x,Pb,x} y
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{eb,y, fb,y,Pb,y} como se indica en la Figura 3.1 es:

mB =
e( j)

b,y

e(i)b,x

=
f (i)b,x

f ( j)
b,y

(3.3.1)

En donde los superíndices (i) y ( j) corresponden con la etapa del lado primario y secundario del

elemento TF virtual, respectivamente. Se asume que Pb,x = Pb,y = Pb y que f (i)b,x/q(i)b,x = f ( j)
b,y /q( j)

b,y = fb/qb.

Este resultado permite desarrollar de forma concurrente el modelo en pu de cada dominio de la energía

por separado para posteriormente unirlos [22]. Se debe notar que el proceso de propagación de las

cantidades base, mencionado en el Subtema 3.2.2, ya ha tomado lugar, y que además, por construcción

las cantidades base no se propagan a través de los elementos TF virtuales; por lo que las cantidades

base x y y que existan definidas en cada etapa del elemento TF: mB están desvinculadas una de la otra,

es decir, ninguna puede ser propagada a través de este elemento TF virtual, excepto por la potencia base

Pb y la información acerca del valor del cociente fb/qb de la etapa a la que corresponden los puertos de

los elementos que están siendo interconectados (véase los Anexos A.2 y B).

Adicionalmente, cuando se requiere aplicar el procedimiento de conversión a pu descrito en el Subte-

ma 3.2 a un grafo de unión que contiene lazos de unión con elementos TF, en los cuales la propagación

origina multiplicidad de las cantidades base en alguna unión en alguna etapa del grafo con WJS; este

elemento TF virtual puede ser usado con el fin de escalar correctamente el esfuerzo e y flujo f través

de dicha unión, una vez que se realizó la conversión a pu de dicho grafo de unión.

Definición 3.3.2 (Conflicto de asignación de cantidades base). Se dice que una unión tiene conflicto de

asignación de cantidades base cuando al realizar la propagación de las cantidades base en una WJS se

tiene que desde ambos extremos de dicha unión se han propagado valores de cantidades base distintos,

de tal manera que el esfuerzo e y flujo f en pu presentes en un extremo de la unión no son iguales a los

encontrados al otro extremo de esta.

Es notable que el surgimiento de los conflictos de asignación de cantidades base es dependiente de qué
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trayectoria se elija para realizar la propagación de las cantidades base.

Definición 3.3.3 (Trayectoria de propagación de cantidades base). Una trayectoria de propagación de

cantidades base es una línea de flujo contenida en la estructura de unión de un grafo de unión con WJS

que pasa a través de los nodos {0,1,TF} y que es auxiliar durante el proceso de asignación secuencial

de las cantidades base asociado con la propagación de las cantidades base a través del grafo. Dichas

trayectorias llevan las cantidades base eb, fb, pb,qb y Pb. El principio de una trayectoria de propagación

de cantidades base es en cualquier etapa del grafo de unión y el término de la misma es en el puerto de

los diversos elementos del grafo o en las uniones en donde surjan conflictos de asignación de cantidades

base.

Las trayectorias de propagación de cantidades base son un apoyo visual durante la realización de la

propagación de las cantidades base a través del grafo de unión.

Una trayectoria de propagación puede orientarse arbitrariamente, sin embargo queda sujeta a las

siguientes restricciones:

Cuando atraviesa un elemento TF, las cantidades base propagadas al lado primario (i) o secundario

( j) de dicho elemento satisfacen las ecuaciones (3.2.8) y (3.2.10).

En un mismo grafo de unión no pueden coexistir trayectorias de propagación con valores de

potencia base Pb o relaciones fb/qb distintas.

Las trayectorias de propagación conexas propagan las mismas cantidades base.

Las trayectorias de propagación inconexas debido a conflictos de asignación de cantidades base

requieren de la inserción de un elemento TF virtual TF:mB adecuado en las uniones en donde

esto ocurra en el grafo de unión en pu.
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Uso del elemento virtual TF: mB para la resolución de conflictos de asignación de cantidades base

Considere el grafo de unión mostrado en la Figura 3.2. Suponga que se elije designar la etapa (0) en el

lado primario de los elementos TF: a y TF: b en donde se encuentra el elemento genérico A, con a ̸= b

y a,b ̸= 0, y a partir de los puertos de este último elemento se realiza la propagación de las cantidades

base {e(0)b,x , f (0)b,x ,P
(0)
b,x } haciendo q(0)b,x = 1 como se muestra en la Figura 3.3.

TF

a

A B

TF

b

Figura 3.2: Grafo de unión de WJS con lazo de unión con elementos TF.

a

A B

TF

b

TF
Etapa (0) Etapa (1)

Etapa (2)

Figura 3.3: Propagación de las cantidades base {e(0)b,x , f (0)b,x ,P
(0)
b,x } en el grafo de unión de la Figura 3.2.

Se observa que en la unión que hay entre el puerto del lado secundario del elemento TF: b y un

puerto del elemento genérico B, los valores de las cantidades base son distintos, es decir, siguiendo

la trayectoria de la propagación de las cantidades base de la etapa (0) mostrada con una flecha de

sentido de circulación color naranja en la Figura 3.3, y empleando la ecuación (3.2.8), en los puertos
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del elemento genérico B se tienen las siguientes cantidades base:

⎧⎨⎩ f (1)b,x = a f (0)b,x

ae(1)b,x = e(0)b,x

=⇒

⎧⎪⎨⎪⎩ f (1)b,x = a f (0)b,x

e(1)b,x =
1
a

e(0)b,x

(3.3.2)

Mientras que, siguiendo la trayectoria de la propagación de las cantidades base de la etapa (0) mostrada

con una flecha de sentido de circulación color morado en la Figura 3.3 y empleando la ecuación (3.2.8),

en el lado secundario del elemento TF: b se tienen las siguientes cantidades base:

⎧⎨⎩ f (2)b,x = b f (0)b,x

be(2)b,x = e(0)b,x

=⇒

⎧⎪⎨⎪⎩ f (2)b,x = b f (0)b,x

e(2)b,x =
1
b

e(0)b,x

(3.3.3)

Comparando las ecuaciones (3.3.2) y (3.3.3) se observa que f (1)b,x ̸= f (2)b,x y que e(1)b,x ̸= e(2)b,x , siempre que

a ̸= b. Tras convertir el grafo de unión mostrado en la Figura 3.2 a pu usando las cantidades base

{e(0)b,x , f (0)b,x ,P
(0)
b,x } así como aquellas indicadas en las ecuaciones (3.3.2) y (3.3.3), dicho conflicto en la

asignación de las cantidades base se indica en el grafo de unión mostrado en la Figura 3.4 por medio de

una cruz que interrumpe la unión que lo presenta.

1

Â B̂

TF

1

TF

Figura 3.4: Conflicto en la asignación de las cantidades base. Se indica la unión que lo presenta en el grafo de
unión convertido a pu.

Finalmente, en el grafo de unión de la Figura 3.4 se introduce un elemento TF virtual en la unión que

presenta el conflicto, a fin de obtener el grafo de unión final en pu que resulta de convertir a pu el grafo

que se muestra en la Figura 3.2. Es decir, en el grafo de unión de la Figura 3.4 se identifica que la
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dirección positiva del flujo de la potencia en la unión con conflicto coincide con la del elemento TF

virtual mostrado en la Figura 3.1. Por lo tanto, de acuerdo con la ecuación (3.3.1) y la Figura 3.3, el

valor del módulo mB del elemento TF virtual es:

mB =
e( j)

b,y

e(i)b,x

=
f (i)b,x

f ( j)
b,y

(3.3.4)

mB =
e(1)b,x

e(2)b,x

=
f (2)b,x

f (1)b,x

(3.3.5)

De esta forma, el grafo de unión que resulta de convertir a por unidad el grafo de la Figura 3.2 es el que

se muestra en la Figura 3.5.

Â B̂

TF

mB

Figura 3.5: Resolución del conflicto en la asignación de las cantidades base. Se muestra la conversión a por
unidad del grafo de unión de la Figura 3.2

Así, la aplicación del procedimiento mostrado en el Subtema 3.2 se puede extender a los grafos de

unión de WJS con lazos de unión que contienen elementos TF empleando el elemento TF virtual en las

uniones del grafo transformado al sistema por unidad en las que se presente un conflicto de asignación

de bases.

Este procedimiento se podría realizar de forma secuencial, almacenando las cantidades base, el número

de etapa, así como el número de puerto en el que ocurre el conflicto de asignación de cantidades base

en algún atributo de cada elemento del grafo de unión, tal como se menciona en el Subtema 3.2.2,

de esta forma se podría programar automáticamente el cómputo de los módulos de los elementos TF

virtuales donde se requiera.
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En este capítulo se plantea un procedimiento genérico de validación de la metodología para conversión

al sistema por unidad de los grafos de unión a través de la verificación del escalamiento de la energía

transformada irreversiblemente al dominio termodinámico por los elementos resistores R de un puerto,

así como de la energía almacenada en los elementos inercia I y capacitancia C de un puerto con

característica lineal. Tal condición se presume necesaria y suficiente para demostrar la validez de la

metodología propuesta para la conversión al sistema por unidad de los grafos de unión con estructura

de unión ponderada posiblemente con lazos que contengan a su vez elementos transformadores TF de

módulo constante.

Asimismo, se aborda el modelado a través de grafos de unión del tren de potencia de la turbina

eólica con base en un concepto de dos masas. Se describen los elementos que lo componen así como

los parámetros y variables asociados con cada uno de estos. Se usan parámetros reales y numéricos

encontrados en la literatura con el fin de validar la metodología propuesta por medio de simulaciones.
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4.1. Material y equipo

4.1.1. Software

Los modelos dinámicos en cantidades reales obtenidos a través de la metodología de los grafos de unión

así como los convertidos al sistema por unidad empleando la metodología propuesta serán resueltos

numéricamente usando archivos de scripts basados en comandos en un software de grado comercial

(MATLAB).

4.1.2. Validación de los modelos matemáticos

En el Subtema 3.1 se indicó que, en parte, la conversión al sistema por unidad desarrollado busca

normalizar la actividad energética de todo el sistema mediante escalar todas y cada una de las etapas

del sistema físico por la misma potencia base. Dado que por construcción el procedimiento normaliza

la potencia de cada etapa, se desea validar esta primera hipótesis.

A continuación se exponen las ecuaciones de energía de los elementos resistor R, inercia I y capacitancia

C en su característica lineal los cuales se obtuvieron mediante resolver la ecuación (3.2.4) para cada

caso.

Elemento R

Si se emplea la causalidad resistiva para expresar la ecuación característica del elemento R, para este

elemento el problema de calcular la energía convertida irreversiblemente al dominio termodinámico
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supone resolver ⎧⎪⎨⎪⎩
E(t) =

∫︂ t

−∞

P(τ)dτ =
∫︂ t

−∞

e(τ) · f (τ)dτ

e = R f
(4.1.1)

para E(t).

La energía E convertida al dominio termodinámico por el elemento R de un puerto en su característica

lineal resulta:

E(t) = R
∫︂ t

−∞

f 2(τ)dτ (4.1.2)

Condición necesaria. A continuación se realiza el escalamiento de la energía convertida irreversible-

mente al dominio termodinámico por el elemento R descrito de un grafo de unión en cantidades reales

que satisface las condiciones expuestas en los Subtemas 3.2 y 3.3.

De acuerdo con las ecuaciones (3.2.7) y (3.2.5) la energía base se definió numéricamente igual a la

potencia base Eb := Pb = eb fb. Además, para el elemento R de un puerto en su característica lineal, de

acuerdo con la ecuación (3.2.19), se definió la siguiente relación:

fbRb = eb (4.1.3)

por lo que la energía base resulta numéricamente igual a:

Eb := Rb f 2
b (4.1.4)

Mutatis mutandis:

Eb :=
e2

b
Rb

(4.1.5)

Empleando las ecuaciones (3.1.1), (4.1.5) y (4.1.2) que para referencia se incluyen a continuación en
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orden idéntico:

y :=
y
yb

Eb :=
e2

b
Rb

E(t) = R
∫︂ t

−∞

f 2(τ)dτ

Ambos lados de la ecuación (4.1.2) se dividen por Eb.

E(t)
Eb

=
R
Eb

∫︂ t

−∞

f 2(τ)dτ

Empleando las ecuaciones (3.1.1), (3.2.35) y (4.1.4) se obtiene:

Ê =
R

Rb f 2
b

∫︂ t

−∞

f 2
b f 2(τ)dτ = R

∫︂ t

−∞

f 2(τ)dτ

Ê = R̂
∫︂ t

−∞

f 2(τ)dτ = R
∫︂ t

−∞

f 2(τ)dτ =⇒ (4.1.6)

Mutatis mutandis,

Ê =
1
R̂

∫︂ t

−∞

e2(τ)dτ =
1
R

∫︂ t

−∞

e2(τ)dτ =⇒ (4.1.7)

Las expresiones (4.1.6) y (4.1.7) representan la condición necesaria para calcular la energía en el

sistema por unidad convertida irreversiblemente al dominio termodinámico en el elemento equivalente

R̂ del grafo de unión en pu.
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Elemento I

Si se emplea la causalidad diferencial para expresar la ecuación característica del elemento I, el

problema de calcular la energía almacenada en este elemento supone resolver

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
E(t) =

∫︂ t

−∞

P(τ)dτ =
∫︂ t

−∞

e(τ) · f (τ)dτ

I
d f
dt

= e

p = I f

(4.1.8)

para E(t).

La energía E almacenada en el elemento I de un puerto en su característica lineal resulta:

E(t) =
p2(t)

2I
(4.1.9)

Cabe destacar que la energía E(t) almacenada en el tiempo t = 0 s no necesariamente es E(0) = 0 J, ya

que su valor depende de cuánto momento generalizado p(0) exista en el elemento I en dicho instante

de tiempo.

Condición necesaria. A continuación se realiza el escalamiento de la energía almacenada en el

elemento I descrito de un grafo de unión en cantidades reales que satisface las condiciones expuestas

en los Subtemas 3.2 y 3.3. Empleando las ecuaciones (3.1.1), (3.2.5), (3.2.7), (3.2.22), (3.2.36) y (4.1.9)

que para referencia se incluyen a continuación en orden idéntico:

y :=
y
yb

Pb = e(i)b f (i)b

Eb := Pb

pb := eb
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Î =
fb

eb
I =

I
Rb

= 2H

E(t) =
p2(t)

2I

Ambos lados de la ecuación (4.1.9) se dividen por Eb.

E(t)
Eb

=
p2(t)
2EbI

Empleando las ecuaciones (3.1.1), (3.2.5), (3.2.7) y (3.2.22) se obtiene:

Ê(t) =
e2

b p̂2(t)
2 fbebI

=
eb p̂2(t)

2 fbI
=

p̂2(t)

2
fb

eb
I

(4.1.10)

Finalmente, empleando la ecuación (3.2.36) se obtiene la expresión para el escalamiento de E(t). Es

decir,

Ê(t) =
p̂2(t)

2Î
=⇒ (4.1.11)

La expresión (4.1.11) representa la condición necesaria para calcular la energía en el sistema por unidad

almacenada en el elemento equivalente Î del grafo de unión en pu.

Elemento C

Si se emplea la causalidad diferencial para expresar la ecuación característica del elemento C, el

problema de calcular la energía almacenada en este elemento supone resolver

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
E(t) =

∫︂ t

−∞

P(τ)dτ =
∫︂ t

−∞

e(τ) · f (τ)dτ

C
de
dt

= f

q = Ce

(4.1.12)

para E(t).
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La energía E almacenada en el elemento C de un puerto en su característica lineal resulta:

E(t) =
q2(t)
2C

(4.1.13)

Cabe destacar que la energía E(t) almacenada en el tiempo t = 0 s no necesariamente es E(0) = 0 J,

ya que su valor depende de cuánto desplazamiento generalizado q(0) exista en el elemento C en dicho

instante de tiempo.

Condición necesaria. A continuación se realiza el escalamiento de la energía almacenada en el

elemento C descrito de un grafo de unión en cantidades reales que satisface las condiciones expuestas

en los Subtemas 3.2 y 3.3. Empleando las ecuaciones (3.1.1), (3.2.5), (3.2.7), (3.2.28) (3.2.37) y (4.1.13)

que para referencia se incluyen a continuación en orden idéntico:

y :=
y
yb

Pb = e(i)b f (i)b

Eb := Pb

qb =Cb eb

Ĉ =
eb

fb
C = RbC =

qb

fb
C

E(t) =
q2(t)
2C

Ambos lados de la ecuación (4.1.13) se dividen por Eb.

E(t)
Eb

=
q2(t)
2EbC

Empleando las ecuaciones (3.1.1), (3.2.5) y (3.2.7) se obtiene:

Ê(t) =
q2

bq2(t)
2 fbebCbC

(4.1.14)
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Resolviendo la ecuación (3.2.28) para Cb y sustituyendo en (4.1.14) se obtiene:

Ê(t) =
q2

bq2(t)

2 fbeb
qb

eb
C

=
qbq2(t)
2 fbC

=
q2(t)

2
fb

qb
C

(4.1.15)

Además, si el denominador de (4.1.15) es multiplicado por (qb/ fb) así como por su recíproco y

empleando (3.2.37), se tiene

Ê(t) =
q2(t)

2
fb

qb
C

=
q2(t)

2
fb

qb

fb

qb

qb

fb
C

=
q2(t)

2
(︃

fb

qb

)︃2

Ĉ

(4.1.16)

Obteniendo así dos posibles expresiones para el escalamiento de E(t). Es decir,

Ê(t) =
q2(t)

2
fb

qb
C

=
q2(t)

2
(︃

fb

qb

)︃2

Ĉ

=⇒ (4.1.17)

La expresión (4.1.17) representa la condición necesaria para calcular la energía en el sistema por unidad

almacenada en el elemento equivalente Ĉ del grafo de unión en pu.

4.2. Grafo de unión en cantidades reales del modelo del tren mecánico

de dos masas

El tren mecánico de la turbina eólica se puede modelar mediante el sistema de masas rotatorias que se

muestra en la Figura 4.1, en donde ωt es la velocidad angular del eje del rotor de la turbina eólica y ωg

es la velocidad angular de la flecha del generador. Los demás parámetros y variables se describen en la

Tabla 4.1. En la Figura 4.1 se indican los lados de alta y baja velocidad del tren mecánico mediante

las etiquetas HSS y LSS (High-Speed Side y Low-Speed Side, por sus siglas en inglés). Un modelo

dinámico de dos masas es típicamente empleado para la realización de estudios de respuesta transitoria

de sistemas de energía eolo-eléctrica por ser lo suficientemente preciso en su representación de la
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dinámica del tren mecánico [32, 42, 43].

Jt

Jg

K12

D12
NGB

TW

Te

LSS HSS

ωt

ωg

Figura 4.1: Diagrama icónico del modelo de dos masas del tren mecánico de la turbina eólica.

Tabla 4.1: Nomenclatura del tren mecánico de dos masas y unidades del SI.

Variable Unidades del SI
Coeficiente de fricción.

D12 N−m·s/rad
Coeficiente de resistencia a la torsión.

K12 N−m/rad
Inercia de las masas rotatorias.

Jt kg·m2

Jg kg·m2

Par de aceleración de la turbina.
TW N−m

Par eléctrico de la máquina en convención generador.
Te N−m

Razón de multiplicación (Módulo del elemento TF).
NGB 1

El modelo en grafo de unión correspondiente con la Figura 4.1 se muestra en la Figura 4.2 [44]. Dicho

modelo en grafo de unión ya ha sido causalmente completado eligiendo la causalidad integral como la

preferida.

57



Capítulo 4. Equipos y materiales

1

TW ωt

0

I : Jt

Se

1

C :
1

K12

R : D12

TF

NGB ωg

1

I : Jg

Te

Se

TK12

LSS HSS

Figura 4.2: Grafo de unión correspondiente con el diagrama icónico del modelo de dos masas del tren
mecánico de la turbina eólica, mostrado en la Figura 4.1.

4.2.1. Modelo matemático en cantidades reales

El modelo matemático en cantidades reales correspondiente con el grafo de unión del tren mecánico

de dos masas mostrado en la Figura 4.2 se obtuvo manualmente siguiendo el procedimiento para la

obtención manual de ecuaciones a partir de un grafo de unión [22].

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dTK12

dt
= K12

(︃
ω t −

1
NGB

ωg

)︃
dω t

dt
=

1
Jt

(︃
TW −TK12 −D12

(︃
ω t −

1
NGB

ωg

)︃)︃
dωg

dt
=

1
Jg

(︃
−Te +

1
NGB

(︃
TK12 +D12

(︃
ω t −

1
NGB

ωg

)︃)︃)︃ (4.2.1)

4.2.2. Datos en cantidades reales

Llevando a cabo una revisión exhaustiva de la literatura, se encontró que existe una relativa escasez

de datos reales de turbinas eólicas modeladas bajo el concepto de dos masas. A continuación, en las

Tablas 4.2–4.7 se presentan los conjuntos de datos, de acceso público y susceptibles a ser verificados,

aportados por las agencias Risø National Laboratory [1] y National Renewable Energy Laboratory
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(NREL) [2–4]. Es importante precisar que algunos de los datos mostrados en las Tablas 4.2–4.7 fueron

calculados empleando las suposiciones de modelado encontradas en el Subtema 4.2.2 correspondientes

con el Método-2 para la reducción de orden del modelo del tren mecánico, detallado en [16]. Como se

menciona en [45], las turbinas eólicas de referencia han sido de utilidad para la comunidad investigadora

y tecnológica. La turbina de 5 MW de la NREL [2], desarrollada en el año 2005 es una de las más

conocidas. Esta última turbina de referencia fue desarrollada empleando una combinación de datos de

turbinas comerciales y parámetros de otras turbinas contemporáneas [2].

Tabla 4.2: Datos del modelo de dos masas en [1].

Parámetro Valor Unidades Descripción
Pb 5 MW Potencia nominal
NGB 86.39 1 Razón de multiplicación
np 6 - Número de polos
Jg 600 kg·m2 Inercia del generador
K12 7.5×108 N−m/rad Coeficiente de resistencia a la torsión del LSS
D12 0 N−m/(rad/s) Coeficiente de amortiguamiento del LSS
JH 110,000 kg·m2 Inercia del buje

JHB NaN kg·m2 Inercia de los rodamientos del ángulo azimutal
de las paletas en torno al LSS

J′H 110,000 kg·m2 Inercia total del buje
JB 7.381×106 kg·m2 Inercia de cada paleta en torno al LSS
J3B 2.2143×107 kg·m2 Inercia total de las tres paletas
Jt 2.2253×107 kg·m2 Inercia total del rotor

Modelo de parámetros concentrados

Con el fin de conformar los datos mostrados en las Tablas 4.2–4.7 con el modelo de dos masas

presentado en el Subtema 4.2, se empleó el Método-2 detallado en [16] para la reducción de orden

de un modelo de seis masas de la turbina eólica de eje horizontal bajo las siguientes suposiciones de

modelado:

Se asume que las paletas de la turbina son infinitamente rígidas. Además, se asume que los
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Tabla 4.3: Datos del modelo de dos masas en [2].

Parámetro Valor Unidades Descripción
Pb 5 MW Potencia nominal
NGB 97 1 Razón de multiplicación
np 6 - Número de polos
Jg 534.116 kg·m2 Inercia del generador
K12 867,637,000 N−m/rad Coeficiente de resistencia a la torsión del LSS
D12 6,215,000 N−m/(rad/s) Coeficiente de amortiguamiento del LSS
JH 115,926 kg·m2 Inercia del buje

JHB NaN kg·m2 Inercia de los rodamientos del ángulo azimutal
de las paletas en torno al LSS

J′H 115,926 kg·m2 Inercia total del buje
JB 11,776,047 kg·m2 Inercia de cada paleta en torno al LSS
J3B 35,328,141 kg·m2 Inercia total de las tres paletas
Jt 3.5444067×107 kg·m2 Inercia total del rotor

Tabla 4.4: Datos del modelo de dos masas en [3] y en [4]. Turbina de 750 kW.

Parámetro Valor Unidades Descripción
Pb 0.75 MW Potencia nominal
NGB 62.83185307 1 Razón de multiplicación
np 4 - Número de polos
Jg 16.651 kg·m2 Inercia del generador
K12 129,646,445 N−m/rad Coeficiente de resistencia a la torsión del LSS
D12 278,494 N−m/(rad/s) Coeficiente de amortiguamiento del LSS
JH 5,161 kg·m2 Inercia del buje

JHB 2,324.2 kg·m2 Inercia de los rodamientos del ángulo azimutal
de las paletas en torno al LSS

J′H 7,485.17321 kg·m2 Inercia total del buje
JB 180,640 kg·m2 Inercia de cada paleta en torno al LSS
J3B 541,920 kg·m2 Inercia total de las tres paletas
Jt 5.494051732×105 kg·m2 Inercia total del rotor

momentos de inercia en torno a la raíz, el eje de baja velocidad, de cada una de las tres paletas de

la turbina tienen todos la misma magnitud, es decir, JB1 = JB2 = JB3 = JB [3, 16]. Así, la turbina

podría considerarse como un disco de gran radio y grosor pequeño con distribución uniforme de

masa, tal que el momento de inercia total de las tres paletas equivale a la suma de los momentos

de inercia de cada una de las mismas, es decir J3B = JB1 + JB2 + JB3 = 3JB [16].
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Tabla 4.5: Datos del modelo de dos masas en [3] y en [4]. Turbina de 1.5 MW.

Parámetro Valor Unidades Descripción
Pb 1.5 MW Potencia nominal
NGB 87.965 1 Razón de multiplicación
np 4 - Número de polos
Jg 56.442 kg·m2 Inercia del generador
K12 483,129,640 N−m/rad Coeficiente de resistencia a la torsión del LSS
D12 1,355,794 N−m/(rad/s) Coeficiente de amortiguamiento del LSS
JH 29,975 kg·m2 Inercia del buje

JHB 12,500.2 kg·m2 Inercia de los rodamientos del ángulo azimutal
de las paletas en torno al LSS

J′H 42,475.20625 kg·m2 Inercia total del buje
JB 798,506 kg·m2 Inercia de cada paleta en torno al LSS
J3B 2,395,518 kg·m2 Inercia total de las tres paletas
Jt 2.437993206×106 kg·m2 Inercia total del rotor

Tabla 4.6: Datos del modelo de dos masas en [3] y en [4]. Turbina de 3 MW.

Parámetro Valor Unidades Descripción
Pb 3 MW Potencia nominal
NGB 124.4070691 1 Razón de multiplicación
np 4 - Número de polos
Jg 177.885 kg·m2 Inercia del generador
K12 1,039,402,036 N−m/rad Coeficiente de resistencia a la torsión del LSS
D12 4,992,005 N−m/(rad/s) Coeficiente de amortiguamiento del LSS
JH 197,987 kg·m2 Inercia del buje

JHB 70,729.9 kg·m2 Inercia de los rodamientos del ángulo azimutal
de las paletas en torno al LSS

J′H 268,716.97303 kg·m2 Inercia total del buje
JB 5,012,212 kg·m2 Inercia de cada paleta en torno al LSS
J3B 15,036,636 kg·m2 Inercia total de las tres paletas
Jt 1.530535297×107 kg·m2 Inercia total del rotor

Se considera que los elementos rotativos en el eje de baja velocidad que contribuyen de forma

preponderante a la inercia total del mismo son el buje, con inercia JH, y los rodamientos de las

tres paletas, con inercia JHB. Así, la inercia total del buje J′H puede asemejarse a la de un disco y

se calcula mediante J′H = JH + JHB.
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Tabla 4.7: Datos del modelo de dos masas en [3] y en [4]. Turbina de 5 MW.

Parámetro Valor Unidades Descripción
Pb 5 MW Potencia nominal
NGB 160.8495439 1 Razón de multiplicación
np 4 - Número de polos
Jg 438.855 kg·m2 Inercia del generador
K12 2,300,693,020 N−m/rad Coeficiente de resistencia a la torsión del LSS
D12 14,909,175 N−m/(rad/s) Coeficiente de amortiguamiento del LSS
JH 668,485 kg·m2 Inercia del buje

JHB 255,550.6 kg·m2 Inercia de los rodamientos del ángulo azimutal
de las paletas en torno al LSS

J′H 924,035.57012 kg·m2 Inercia total del buje
JB 17,475,408 kg·m2 Inercia de cada paleta en torno al LSS
J3B 52,426,224 kg·m2 Inercia total de las tres paletas
Jt 5.335025957×107 kg·m2 Inercia total del rotor

La inercia total del rotor Jt, en el eje de baja velocidad, se puede calcular mediante suponer que

el coeficiente de resistencia a la torsión del eje de baja velocidad referido al eje de alta velocidad

es menor que el del eje de alta velocidad [16]. Así, la inercia total del rotor se calcula mediante

sumar las inercias de los discos equivalentes a la turbina y al buje, es decir Jt = J3B + J′H.

Se asume que el valor de la inercia del generador Jg provisto en las diversas hojas de datos se

conforma a que, considerando que el eje de alta velocidad es infinitamente rígido, los elementos

con valores preponderantes de inercia son el eje de alta velocidad, los acoplamientos y los discos

de freno; desestimando así el valor de la inercia de la caja de engranajes.

4.2.3. Conversión a pu

Con el fin de realizar la conversión al sistema pu del grafo de unión de la Figura 4.2 de acuerdo con

la metodología descrita en el Capítulo 3, se lleva a cabo la propagación de las cantidades base en las

diversas etapas del grafo siguiendo las trayectorias de propagación, como se muestra en la Figura 4.3.

En la Figura 4.3 se puede notar que las variables y cantidades asociadas con las cantidades base de la
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etapa (i) tienen el superíndice (i).
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Figura 4.3: Propagación de las cantidades base a través del grafo de unión del modelo de dos masas del tren
mecánico.

Se observa que en el dominio de la mecánica rotacional e ≡ T , f ≡ ω , p ≡ L, q ≡ θ , R ≡ D, I ≡ J y

C ≡ 1/K.

Cantidades base

Etapa (0). En primera instancia, en la etapa (0) se definen arbitrariamente las cantidades base

{T (0)
b ,ω

(0)
b ,P(0)

b } con Pb = P(0)
b = T (0)

b ω
(0)
b y se hace θ

(0)
b := 1 rad. A partir de dicha definición y

empleando las ecuaciones (3.2.5), (3.2.7), (3.2.8), (3.2.10), (3.2.19), (3.2.22) y (3.2.28), las demás can-

tidades base, i.e., Tb := Pb/ωb, Eb := Pb, Lb := Tb, Db := Tb/ωb y Cb ≡ 1/Kb := θb/Tb serán calculadas

a partir de las cantidades base ω
(0)
b ,Pb y θ

(0)
b en cada etapa del grafo de unión.

Empleando las ecuaciones (3.2.5), (3.2.8), (3.2.19) y (3.2.28) se tiene que:

T (0)
b :=

Pb

ω
(0)
b

(4.2.2)

D(0)
b :=

T (0)
b

ω
(0)
b

(4.2.3)

C(0)
b ≡ 1

K(0)
b

:=
θ
(0)
b

T (0)
b

(4.2.4)

63



Capítulo 4. Equipos y materiales

Etapa (1). A continuación se realiza el cómputo de las cantidades base ω
(1)
b y θ

(1)
b asociadas con la

etapa (1) a partir de las de la etapa (0), empleando las ecuaciones (3.2.8) y (3.2.10).

Asumiendo que las cantidades base de la etapa (0) se definieron en la etapa eléctrica de una máquina

eléctrica de np polos, e.g., np = 4, se tiene entonces que el cómputo de las cantidades base de la etapa

(1) se puede realizar mediante [39]:

ω
(1)
b =

2
np

ω
(0)
b (4.2.5)

θ
(1)
b =

2
np

θ
(0)
b (4.2.6)

Además, empleando las ecuaciones (3.2.5), (3.2.8), (3.2.19) y (3.2.28) se tiene que:

T (1)
b :=

Pb

ω
(1)
b

(4.2.7)

D(1)
b :=

T (1)
b

ω
(1)
b

(4.2.8)

C(1)
b ≡ 1

K(1)
b

:=
θ
(1)
b

T (1)
b

(4.2.9)

Etapa (2). A continuación se realiza el cómputo de las cantidades base ω
(2)
b y θ

(2)
b asociadas con la

etapa (2) a partir de las de la etapa (1), empleando las ecuaciones (3.2.8) y (3.2.10). En estas ecuaciones,

las cantidades base del primario y secundario del elemento TF:mi tienen asociados los superíndices (i)

y ( j), respectivamente, como se muestra en la Figura 2.3.

Así, a partir de observar que en la Figura 4.3 las cantidades base de la etapa (1) se propagan del lado

secundario, i.e., etapa ( j), al lado primario del elemento TF:NGB, en donde se encuentran las cantidades

base de la etapa (2), i.e., etapa (i), se tiene que el cómputo de las cantidades base de la etapa (2) se
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puede realizar mediante:

ω
(2)
b =

1
NGB

ω
(1)
b (4.2.10)

θ
(2)
b =

1
NGB

θ
(1)
b (4.2.11)

Además, empleando las ecuaciones (3.2.5), (3.2.8), (3.2.19) y (3.2.28) se tiene que:

T (2)
b :=

Pb

ω
(2)
b

(4.2.12)

D(2)
b :=

T (2)
b

ω
(2)
b

(4.2.13)

C(2)
b ≡ 1

K(2)
b

:=
θ
(2)
b

T (2)
b

(4.2.14)

Parámetros y variables en pu

Para realizar la conversión al sistema por unidad del grafo de unión del modelo de dos masas del tren

mecánico mostrado en la Figura 4.3, se emplea reiteradamente la definición de cantidad pu (3.1.1), así

como las ecuaciones (3.2.13), (3.2.35), (3.2.36) y (3.2.37) para calcular los valores de las resistencias,

inercias y capacitancias equivalentes del grafo de unión en el sistema por unidad.

Etapa (1)

T e =
Te

T (1)
b

(4.2.15)
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ωg =
ωg

ω
(1)
b

(4.2.16)

Îg = 2Hg =
ω

(1)
b

T (1)
b

Jg (4.2.17)

Etapa (2)

T W =
TW

T (2)
b

(4.2.18)

T K12 =
TK12

T (2)
b

(4.2.19)

ω t =
ωt

ω
(2)
b

(4.2.20)

D12 =
D12

D(2)
b

(4.2.21)

Ît = 2Ht =
ω

(2)
b

T (2)
b

Jt (4.2.22)

K12 =
K12

K(2)
b

(4.2.23)

Ĉ12 =
1

K̂12
=

T (2)
b

ω
(2)
b

1
K12

=
θb

ωb

1
K12

(4.2.24)

En resumen, los parámetros pu que serán empleados en el grafo de unión en el sistema por unidad para

este sistema definido en el dominio de la mecánica rotacional son:

R̂ = R̄ ≡ D̄ (4.2.25)

Î = 2H (4.2.26)

Ĉ ≡ θb

ωb

1
K̄

=
1
K̂

(4.2.27)
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Los valores apropiados de los parámetros y variables se calculan mediante las ecuaciones (4.2.15)–

(4.2.24) y se sustituyen en el grafo de unión en el sistema por unidad que se muestra en la Figura 5.1

del Capítulo 5.
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5
Análisis y resultados

En este capítulo se presentan la demostración de la condición suficiente con el fin de demostrar la

validez del procedimiento de conversión al sistema por unidad propuesto empleando la metodología

de los grafos de unión. Además, se detallan los resultados obtenidos tras aplicar la metodología de

conversión al sistema pu a diversos conjuntos de datos reales de parámetros de trenes mecánicos de

dos masas, así como a su modelo en grafo de unión y modelo matemático asociado. Se lleva a cabo la

reducción de orden del modelo en grafo de unión del tren mecánico de dos masas de la turbina eólica;

se incluye la ecuación dinámica correspondiente.

5.1. Validación de los modelos matemáticos

En el Subtema 4.1.2 se expuso la condición necesaria para determinar la validez de la conversión de

los modelos a por unidad obtenidos empleando la metodología de los grafos de unión descrita en el
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Subtema 3.1.

A continuación se verifica la condición suficiente para las ecuaciones de energía en pu de los elementos

resistor R, inercia I y capacitancia C en su característica lineal.

Elemento R

Se obtendrá la expresión de energía para el elemento R de un puerto de la metodología de los grafos de

unión en el sistema por unidad descrito en el Subtema 3.2.

Condición suficiente. Si se emplea la causalidad resistiva para expresar la ecuación característica

del elemento R, obtener la ecuación de energía implica resolver el sistema de ecuaciones formado por

(3.2.6), (3.2.7) y (3.2.20) para Ê(t). Para referencia se incluyen a continuación en orden idéntico:

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
P = e · f

Ê =
∫︂ t

−∞

Pdτ =
∫︂ t

−∞

e · f dτ

R f = e

Tomando la ecuación (3.2.20) del elemento R en causalidad resistiva, y sustituyéndola en la ecuación

(3.2.7) se tiene:

Ê =
∫︂ t

−∞

Pdτ =
∫︂ t

−∞

e · f dτ =
∫︂ t

−∞

(︁
R f

)︁
· f dτ = R

∫︂ t

−∞

f 2 dτ

Finalmente, empleando la ecuación (3.2.35) se obtiene:

⇐= Ê = R̂
∫︂ t

−∞

f 2(τ)dτ = R
∫︂ t

−∞

f 2(τ)dτ (5.1.1)
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Mutatis mutandis,

⇐= Ê =
1
R̂

∫︂ t

−∞

e2(τ)dτ =
1
R

∫︂ t

−∞

e2(τ)dτ (5.1.2)

Comparando (4.1.6) con (5.1.1) y (4.1.7) con (5.1.2) se puede concluir que se cumple la condición

necesaria y suficiente para el caso del elemento R de un puerto descrito en el Subtema 3.2.

Elemento I

Se obtendrá la expresión de energía para el elemento I de un puerto de la metodología de los grafos de

unión en el sistema por unidad descrito en el Subtema 3.2.

Condición suficiente. Si se emplea la causalidad diferencial para expresar la ecuación característica

del elemento I, obtener la ecuación de energía implica resolver el sistema de ecuaciones formado por

(3.2.6), (3.2.7), (3.2.26), (3.2.33) y (3.2.36) para Ê(t). Para referencia se incluyen a continuación en

orden idéntico: ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

P = e · f

Ê =
∫︂ t

−∞

Pdτ =
∫︂ t

−∞

e · f dτ

p̂ = 2H f

2H
d f
dt

= e

Î =
fb

eb
I =

I
Rb

= 2H

A partir de la ecuación (3.2.26) se despeja f y se sustituye en (3.2.33), así:

f =
p̂

2H
(5.1.3)

2H
d f
dt

= 2H
d
dt

(︃
p̂

2H

)︃
=

dp̂
dt

= e (5.1.4)

dp̂
dt

= e (5.1.5)
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Sustituyendo las ecuaciones (5.1.3) y (5.1.5) en (3.2.7) se obtiene:

Ê =
∫︂ t

−∞

Pdτ =
∫︂ t

−∞

e · f dτ =
∫︂ t

−∞

(︃
d p̂
dτ

)︃
·
(︃

p̂
2H

)︃
dτ (5.1.6)

Ê =
1

2H

∫︂ t

−∞

p̂
dp̂
dτ

dτ (5.1.7)

⎧⎪⎨⎪⎩ u = p̂

du =
d p̂
dτ

dτ

⇒

⎧⎪⎨⎪⎩
u(t) = p̂(t)

lı́m
t→−∞

u(t) = lı́m
t→−∞

p̂(t) = 0
(5.1.8)

Empleando el cambio de variable indicado en la ecuación (5.1.8) y aplicando el segundo teorema

fundamental del cálculo:

Ê =
1

2H

∫︂ p̂(t)

0
udu =

1
2H

u2

2

⃓⃓⃓⃓p̂(t)

0
(5.1.9)

Ê =
1

2H
p̂2

2
=

p̂2

4H
(5.1.10)

Ê(t) =
p̂2(t)
4H

(5.1.11)

Finalmente, empleando la ecuación (3.2.36) en (5.1.11) se obtiene:

⇐= Ê(t) =
p̂2(t)

2Î
(5.1.12)

Comparando (4.1.11) con (5.1.12) se puede concluir que se cumple la condición necesaria y suficiente

para el caso del elemento I de un puerto descrito en el Subtema 3.2.

Elemento C

Se obtendrá la expresión de energía para el elemento C de un puerto de la metodología de los grafos de

unión en el sistema por unidad descrito en el Subtema 3.2.
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Condición suficiente. Si se emplea la causalidad diferencial para expresar la ecuación característica

del elemento C, obtener la ecuación de energía implica resolver el sistema de ecuaciones formado por

(3.2.6), (3.2.7), (3.2.29), (3.2.34) y (3.2.37) para Ê(t). Para referencia se incluyen a continuación en

orden idéntico: ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

P = e · f

Ê =
∫︂ t

−∞

Pdτ =
∫︂ t

−∞

e · f dτ

q = Ce
qb

fb
C

de
dt

= f

Ĉ =
eb

fb
C = RbC =

qb

fb
C

A partir de la ecuación (3.2.29) se despeja e y se sustituye en (3.2.34), así:

e =
q
C

(5.1.13)

qb

fb
C

de
dt

=
qb

fb
C

d
dt

(︃
q
C

)︃
=

qb

fb

dq
dt

= f (5.1.14)

qb

fb

dq
dt

= f (5.1.15)

Sustituyendo las ecuaciones (5.1.13) y (5.1.15) en (3.2.7) se obtiene:

Ê =
∫︂ t

−∞

Pdτ =
∫︂ t

−∞

e · f dτ =
∫︂ t

−∞

(︃
q
C

)︃
·
(︃

qb

fb

dq
dτ

)︃
dτ (5.1.16)

Ê =
qb

fb

1
C

∫︂ t

−∞

q
dq
dτ

dτ (5.1.17)

⎧⎪⎨⎪⎩ u = q

du =
dq
dτ

dτ

⇒

⎧⎪⎨⎪⎩
u(t) = q(t)

lı́m
t→−∞

u(t) = lı́m
t→−∞

q(t) = 0
(5.1.18)

Empleando el cambio de variable indicado en la ecuación (5.1.18) y aplicando el segundo teorema

fundamental del cálculo:

Ê =
qb

fb

1
C

∫︂ q(t)

0
udu =

qb

fb

1
C

u2

2

⃓⃓⃓⃓q(t)
0

(5.1.19)

Ê(t) =
qb

fb

1
C

q2(t)
2

(5.1.20)
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El recíproco de (qb/ fb) pasa multiplicando al denominador de la ecuación (5.1.20). Además, si el

denominador de (5.1.20) es multiplicado por (qb/ fb) así como por su recíproco, se tiene

Ê(t) =
q2(t)

2
fb

qb
C

=
q2(t)

2
fb

qb

fb

qb

qb

fb
C

=
q2(t)

2
(︃

fb

qb

)︃2 qb

fb
C

(5.1.21)

Finalmente, empleando la ecuación (3.2.37) en (5.1.21) se obtienen dos posibles expresiones para Ê(t):

⇐= Ê(t) =
q2(t)

2
fb

qb
C

=
q2(t)

2
(︃

fb

qb

)︃2

Ĉ

(5.1.22)

Comparando (4.1.17) con (5.1.22) se puede concluir que se cumple la condición necesaria y suficiente

para el caso del elemento C de un puerto descrito en el Subtema 3.2.

5.2. Grafo de unión en el sistema pu del modelo del tren mecánico de

dos masas

En la Figura 5.1 se muestra el resultado de la conversión del modelo en grafo de unión del tren mecánico

de dos masas del Subtema 4.2.

1

TW ωt

0

I : 2Ht

Se

1

C :
θb

ωb

1

K12

R : D12

ωg

1

I : 2Hg

TK12

T e

Se

Figura 5.1: Grafo de unión en el sistema por unidad correspondiente con aplicarle la metodología al grafo de
unión de la Figura 4.2.
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5.2.1. Modelo matemático en por unidad

El modelo matemático en pu correspondiente con el grafo de unión en pu del tren mecánico de dos

masas mostrado en la Figura 5.1 se obtuvo manualmente siguiendo el procedimiento para la obtención

manual de ecuaciones a partir de un grafo de unión [22].

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dT K12

dt
= ωbK12

(︁
ω t −ωg

)︁
dω t

dt
=

1
2Ht

(︁
T W −T K12 −D12

(︁
ω t −ωg

)︁)︁
dωg

dt
=

1
2Hg

(︁
−T e +T K12 +D12

(︁
ω t −ωg

)︁)︁
(5.2.1)

con ωb = ω
(0)
b .

A continuación, se define la variable de estado x = [T K12 ,ω t,ωg]
t y el vector de entrada u = [T W,T e]

t .

Así, la ecuación (5.2.1) puede escribirse en forma matricial como:

ẋ = Âx+ B̂u (5.2.2)

con

Â =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 K̂12 −K̂12

− 1
2Ht

−D12

2Ht

D12

2Ht

1
2Hg

D12

2Hg
−D12

2Hg

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(5.2.3)

B̂ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 0
1

2Ht
0

0 − 1
2Hg

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ (5.2.4)
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Las variables de estado en cantidades reales pueden recuperarse a través de la siguiente transformación

diagonal de estado:

x = Tx =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
TK12

ωt

ωg

⎤⎥⎥⎥⎥⎦=

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
T (2)

b 0 0

0 ω
(2)
b 0

0 0 ω
(1)
b

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

T K12

ω t

ωg

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ (5.2.5)

donde x es el estado del modelo original en cantidades reales (4.2.1), x es el estado de la ecuación de

estado en pu (5.2.1), y T es la matriz de transformación compuesta de cantidades base no nulas.

Observaciones

La homogeneidad dimensional se preserva completamente en la representación en pu dada en la

ecuación (5.2.1). Este resultado importante es a consecuencia de haber aplicado la metodología

formal y sistemática de los grafos de unión a cada uno de los parámetros y variables de la

representación en cantidades reales del tren mecánico de dos masas original.

El comportamiento cualitativo de la representación original en cantidades reales (4.2.1) se

preserva completamente por la representación en pu dada en (5.2.1). Al denotar el modelo

original en cantidades reales en (4.2.1) en forma matricial como ẋ = Ax+Bu y el modelo en pu

encontrado en (5.2.2) como ẋ = Âx+ B̂u donde Â := T−1AT o A = TÂT−1, B̂ := T−1BUB y UB

es una matriz diagonal compuesta por los valores base de los pares de entrada en el entorno del

grafo de unión; ambas ecuaciones de estado son equivalentes y la transformación x = Tx dada en

(5.2.5) es llamada una transformación de equivalencia [46]. Se sabe que las ecuaciones de estado

equivalentes tienen la misma ecuación característica y por lo tanto los mismos componentes de

respuesta modal, i.e., mismo comportamiento cualitativo [46].

Por simplicidad, todas las cantidades pu han sido referidas a la etapa de potencia (i) en donde

el valor base θ
(i)
b = 1 rad se encuentra definido. Como se indicó en el Subtema 4.2.3, esta es la

etapa eléctrica. Las cantidades en el sistema pu asociadas con el valor de esta cantidad base de
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dicha etapa de potencia se dice que tienen unidades en radianes eléctricos [31].

De acuerdo con las ecuaciones (3.1.1), (3.2.28), (3.2.37) y (4.2.27), K y K̂ tienen unidades

distintas, y posiblemente diferentes magnitudes en el sistema pu. En el sistema pu, la constante

de resistencia a la torsión equivalente K̂ está en s−1. En contraste, en el sistema pu, la constante

de resistencia a la torsión K está en pu.

De acuerdo con la ecuación (3.2.29), el par de torsión en pu podría ser expresado como

T = Kθ (5.2.6)

De acuerdo con (3.2.39) el par de torsión en pu podría expresarse como

T = K̂θbθ/ωb (5.2.7)

Si a θb se le establece el valor de 1 rad, la ecuación (5.2.7) resulta

T = K̂θ/ωb (5.2.8)

Se puede demostrar que conforme D1, D2 y D12 tienden a cero, la parte imaginaria de los

eigenvalores complejos conjugados de la matriz de coeficientes A en (4.2.1) tiende a (véase [47])

ωn =

√︄
K12

J1 +n2
1J2

n2
1J1J2

(5.2.9)

donde ωn en (5.2.9) está en rad/s. Convirtiendo K12, J1 y J2 a sus parámetros equivalentes en pu

empleando (3.2.5), (3.2.8), (3.2.10), (3.2.12), (3.2.36) y (3.2.37) resulta

ωn =

√︃
K̂12

H1 +H2

2H1H2
=

√︃
ωb

θb
K12

H1 +H2

2H1H2
(5.2.10)

La ecuación (5.2.10) es idéntica a aquella obtenida mediante aplicar el mismo análisis a la

matriz de coeficientes Â en (5.2.2). Si la relación ωb/θb es referida a las cantidades base en la

etapa (0) en donde θ
(0)
b = 1 rad, entonces puede ser simplificada adicionalmente para obtener
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(véase [26, p. 788], [31])

ωn =

√︃
ωbK12

H1 +H2

2H1H2
(5.2.11)

A partir de (5.2.8) y (5.2.10), Observe que el coeficiente de resistencia a la torsión equivalente

en pu podría estar o no divido por ωb. De igual forma, de acuerdo con (5.2.6) y (5.2.11), el

coeficiente de resistencia a la torsión en pu podría o no estar siendo multiplicado por ωb. Esta

es una posible fuente de confusión en el uso del sistema pu cuando se aplica al dominio de la

energía de la mecánica rotacional, i.e., en el sistema pu, K̂ y K no son, y de hecho ambas no

pueden ser consideradas como cantidades pu exceptuando el caso excepcional en el cual el valor

de la cantidad de desplazamiento angular base se tome como θb := ωb (compare e.g., [26, p. 788]

y [29]).

Σ

ωt

ωg

+

−

D12 +
ωbK12

s

1

2Hts

1

2Hgs
Σ

Σ
+
−

+

−

TW

T e

Figura 5.2: Diagrama de bloques correspondiente al modelo en grafo de unión del tren mecánico de dos masas
en el sistema pu que se muestra en la Figura 5.1 (compárese con [10, 48]).

Comparando el modelo de dos masas del tren mecánico de las turbinas eólicas mostrado en la Figura 5.2

con los de las Figuras 21, 3 y 4−10 en [10], [30] y [48], respectivamente, se tiene que:

La metodología expuesta en la presente tesis puede ser usada para producir de manera sistemática

modelos matemáticos los cuales son consistentes con los encontrados en la literatura, e.g.,
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[10, 30, 48].

La notación establecida en la presente tesis permite relacionar unívocamente los parámetros del

sistema pu con las variables del modelo matemático, reduciendo de esta forma la probabilidad de

cometer errores humanos [19, p. 4–5], [26, p. 541].

El procedimiento de conversión al sistema pu desarrollado el cual emplea la metodología de los

grafos de unión permite el desarrollo de conjuntos de datos en el sistma pu a partir de conjuntos

en cantidades reales, lo cual permite a su vez dimensionar correctamente la dinámica de las

turbinas usadas para diversos estudios de estabilidad.

Dada la naturaleza física de los sistemas electromecánicos, la metodología de grafos de unión

permite establecer un punto intermedio durante los procesos de diseño, simulación y control

de los sistemas de potencia eléctricos; de forma que el emplear las expresiones matemáticas

semejantes a leyes físicas de los grafos de unión en el sistema por unidad, indicadas en el

procedimiento propuesto, informa a los analistas, técnicos y demás profesionales respecto a la

pertinencia de los datos de entrada [19].

5.2.2. Datos en por unidad

En el caso del modelo del tren mecánico de dos masas en grafo de unión mostrado en la Figura 4.2, el

resultado de aplicar el procedimiento de conversión al sistema por unidad descrito en el Subtema 4.2.3

a los datos de las Tablas 4.2–4.7 se encuentra contenido en las Tablas 5.1–5.6.

Comparando los valores de los parámetros encontrados en las Tablas 4.2–4.7 con los de las Tablas 5.1–

5.6 es evidente que mientras que en cantidades reales los valores de los parámetros se encuentran

en un amplio intervalo de valores con diversos órdenes de magnitud, las cantidades del sistema pu

se encuentran dentro de un intervalo de valores mucho más corto con un mucho menor número de

órdenes de magnitud. Esta es una ventaja clave que ofrece el sistema por unidad. Con base en estas
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Tabla 5.1: Datos del modelo de dos masas en [1] convertidos a pu.

Parámetro Valor Unidades Descripción
Pb 5 MW Potencia base
ωb 2π60 rad/s Velocidad angular base
Hg 0.947482023 s Inercia del generador
K12 0.841885288 1 Coeficiente de resistencia a la torsión
K̂12 317.3832764 s−1 Coeficiente de resistencia a la torsión
D12 0 1 Coeficiente de amortiguamiento
Ht 4.707851933 s Inercia de la turbina

Tabla 5.2: Datos del modelo de dos masas en [2] convertidos a pu.

Parámetro Valor Unidades Descripción
Pb 5 MW Potencia base
ωb 2π60 rad/s Velocidad angular base
Hg 0.84344218 s Inercia del generador
K12 0.77252617 1 Coeficiente de resistencia a la torsión
K̂12 291.2355049 s−1 Coeficiente de resistencia a la torsión
D12 2.086158915 1 Coeficiente de amortiguamiento
Ht 5.948669056 s Inercia de la turbina

Tabla 5.3: Datos del modelo de dos masas en [3] y en [4] - Turbina de 750 kW convertidos a pu.

Parámetro Valor Unidades Descripción
Pb 750 kW Potencia base
ωb 2π60 rad/s Velocidad angular base
Hg 0.394413079 s Inercia del generador
K12 4.126774513 1 Coeficiente de resistencia a la torsión
K̂12 1555.757339 s−1 Coeficiente de resistencia a la torsión
D12 3.341933464 1 Coeficiente de amortiguamiento
Ht 3.296431039 s Inercia de la turbina

observaciones al modelo del tren mecánico de dos masas en pu se le pueden efectuar razonablemente

simplificaciones adicionales.

Considere por ejemplo los casos en los que Hg y Ht permanecen relativamente en el mismo orden de
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Tabla 5.4: Datos del modelo de dos masas en [3] y en [4] - Turbina de 1.5 MW convertidos a pu.

Parámetro Valor Unidades Descripción
Pb 1.5 MW Potencia base
ωb 2π60 rad/s Velocidad angular base
Hg 0.668472254 s Inercia del generador
K12 3.923049036 1 Coeficiente de resistencia a la torsión
K̂12 1478.954644 s−1 Coeficiente de resistencia a la torsión
D12 4.150351512 1 Coeficiente de amortiguamiento
Ht 3.731587834 s Inercia de la turbina

Tabla 5.5: Datos del modelo de dos masas en [3] y en [4] - Turbina de 3 MW convertidos a pu.

Parámetro Valor Unidades Descripción
Pb 3 MW Potencia base
ωb 2π60 rad/s Velocidad angular base
Hg 1.053392747 s Inercia del generador
K12 2.109809865 1 Coeficiente de resistencia a la torsión
K̂12 795.3795807 s−1 Coeficiente de resistencia a la torsión
D12 3.820022192 1 Coeficiente de amortiguamiento
Ht 5.856042613 s Inercia de la turbina

Tabla 5.6: Datos del modelo de dos masas en [3] y en [4] - Turbina de 5 MW convertidos a pu.

Parámetro Valor Unidades Descripción
Pb 5 MW Potencia base
ωb 2π60 rad/s Velocidad angular base
Hg 1.559277086 s Inercia del generador
K12 1.676177979 1 Coeficiente de resistencia a la torsión
K̂12 631.9042108 s−1 Coeficiente de resistencia a la torsión
D12 4.094927216 1 Coeficiente de amortiguamiento
Ht 7.326543215 s Inercia de la turbina

magnitud y el valor de K12 es relativamente grande, como se puede observar en las Tablas 5.3–5.6. Si

se considera que K12 ≫ 1 y desestimado el valor de D12, el modelo en grafo de unión de la Figura 5.1

puede simplificarse como se muestra en la Figura 5.3. En la Figura 5.3 se muestra el grafo de unión

causalmente completado del modelo de una masa del tren mecánico de la turbina eólica, en donde el
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elemento I:2Hg recibe causalidad diferencial.

1

TW ωt

I : 2Ht

Se

ωg

1

I : 2Hg

T e

Se

Figura 5.3: Simplificación del grafo de unión en el sistema por unidad correspondiente con aplicar las
suposiciones de modelado K12 → ∞ y D12 → 0 al grafo de unión de la Figura 5.1.

En la Figura 5.3 se observa que ωg := ω t, así, el tren mecánico de la turbina eólica y el generador

tienen en total un momento angular dado por L̂ = (2Ht +2Hg)ω t = Îω t = 2Hω t. Observando que en

general ωg = ω t e identificando que en este modelo de una masa del tren mecánico existe solamente

una masa giratoria con inercia H = Ht +Hg [19, 34, 39, 48] (compárese con [33, p. 833]), se obtiene el

modelo de una masa del tren mecánico de la turbina eólica, mostrado en la Figura 5.4.

TW

Se

ωg

1

I : 2H

T e

Se

Figura 5.4: Grafo de unión en el sistema por unidad correspondiente con el modelo de una masa del tren
mecánico.

El modelo matemático correspondiente con el modelo de una masa del tren mecánico en grafo de unión

mostrado en la Figura 5.4 está dado por (compárese con [28]):

dωg

dt
=

T W −T e

2H
(5.2.12)

con H = Ht +Hg.

Tanto el modelo matemático (5.2.12) como el modelo en grafo de unión mostrado en la Figura 5.4

pueden ser usados cuando los aerogeneradores incluyen dispositivos convertidores de fuente de voltaje

(Voltage-Source Converter, VSC por sus siglas en inglés) cuyos controles pueden amortiguar efecti-

vamente el efecto sombra de la torre y las oscilaciones del tren mecánico, lo cual a su vez permitiría

81



Capítulo 5. Análisis y resultados

considerar que el tren mecánico es infinitamente rígido [19]. De esta forma se estarían efectivamente

desestimando los efectos de los componentes aerodinámicos y mecánicos, lo cual no permitiría la

simulación de oscilaciones de potencia [10].

Se demostró la aplicabilidad del método de conversión al sistema por unidad para la conversión de los

datos de los modelos de tren mecánico de dos masas de la turbina eólica, el cual tiene la ventaja de

presentar la trazabilidad de los datos obtenidos, así como de dar certeza acerca de la validez de los

mismos.

Los resultados encontrados durante el desarrollo del presente tema de tesis respaldan el hecho de que

los métodos, innovaciones y resultados de la investigación se han particularizado al nivel de un solo

componente de la turbina eólica en la disciplina de matemáticas aplicadas [45, 49]. Se han empleado

componentes de referencia los cuales permiten la comparación de los resultados y de las distintas

estrategias de simulación y control de las turbinas eólicas [1–4, 45, 50]. El lograr este avance en el uso

de los sistemas por unidad, permite realizar la comparación directa de los resultados a partir de los

datos y aunado a esto, se constata que la metodología de los grafos de unión empleada a lo largo de

esta tesis representa un formalismo y una herramienta poderosa para el modelado de sistemas físicos

que permite la comunicación de los resultados entre diversos grupos especializados en las diversas

áreas de la ingeniería. Una de los principales objetivos logrados es el proveer de un marco teórico bien

fundamentado que permite lograr la reproducibilidad de los resultados con el fin de que puedan ser

usados para la validación de diversas técnicas de control, estudios de estabilidad y en general en el

diseño concurrente de los diversos componentes de las turbinas eólicas [45, 51].
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Conclusiones y trabajos futuros

En este capítulo se muestran las conclusiones del trabajo realizado en la presente tesis y se ofrecen

recomendaciones para trabajos futuros a desarrollar empleando el procedimiento de conversión a pu

basado en la metodología de los grafos de unión.
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6.1. Conclusiones

En el presente trabajo la metodología de los grafos de unión fue empleada para desarrollar modelos

matemáticos de sistemas físicos que exhiben la característica de ser dimensionalmente correctos y que

se conforman a las suposiciones de modelado.

Se desarrolló y validó teóricamente el procedimiento de conversión al sistema por unidad de grafos de

unión que correspondan con estructuras de unión ponderadas, así como para estructuras de unión en las

cuales no haya lazos causales, ni existan elementos transformador (TF) ni girador (GY) de módulo m o

relación r variantes en el tiempo.

Se obtuvieron diversos modelos en pu del tren mecánico de turbinas eólicas de eje horizontal usando la

metodología descrita, la cual puede ser usada para estandarizar la conversión al sistema por unidad de

los parámetros físicos de turbinas eólicas de diversas capacidades los cuales se encuentran reportados

en la literatura. Se reconoce que no fue posible llevar a cabo la validación experimental de los modelos

matemáticos; sin embargo, la metodología de los grafos de unión permite realizar la validación formal

de los mismos. Adicionalmente, se comprobó que la metodología de los grafos de unión puede ser

usada para formalizar el proceso de cambio de base de las cantidades del sistema por unidad. Es

evidente que al no existir ambigüedades en el proceso de conversión al sistema por unidad, se minimiza

la probabilidad de cometer errores en el cálculo de las cantidades por unidad y en la sustitución las

variables y parámetros de la turbina en los diversos modelos obtenidos, aumentando así la confiabilidad

de los resultados. Finalmente, relacionar los modelos en forma de ecuaciones diferenciales algebraicas

y en diagramas de bloques con el grafo de unión evita que existan errores de signo cuando se emplean

diferentes convenciones.

Se observa que el proceso utilizado para la conversión al sistema por unidad es conservador de energía

y está bien definido, por lo que la probabilidad de formular modelos erróneos se reduce drásticamente.
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Se puede notar que la metodología de los grafos de unión es una herramienta sólida para el modelado de

sistemas físicos lineales variantes e invariantes en el tiempo, que permite generalizar comportamientos

y deducciones de diferentes dominios de la energía, empleando un formalismo bien establecido.
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6.2. Trabajos futuros

Desarrollar un modelo en por unidad de la caja de engranajes de sistema planetario con dos

etapas paralelas de una turbina eólica.

Investigar la posibilidad de desarrollar un modelo aumentado del tren mecánico el cual incorpore

los modelos en pu de la caja de engranajes de sistema planetario con dos etapas paralelas y del

tren mecánico de dos masas.

Investigar si es posible extender el procedimiento de conversión a pu a los grafos de unión con

elementos TF, GY, MTF y MGY con módulos variantes en el tiempo.

Investigar la posibilidad de conversión al sistema por unidad de los elementos R, C e I multipuerto,

así como de los elementos TF y GY multipuerto de módulo constante.

Desarrollar un algoritmo computacional que realice de forma automática la propagación de las

cantidades base para ciertas trayectorias de propagación, y que así mismo realice el cómputo

de las cantidades base y valores en pu de los elementos de cada etapa de un grafo de unión de

estructura de unión ponderada con mallas simples, de haberlas.

Explorar la posibilidad de desarrollar modelos en el sistema por unidad usando la metodología de

los grafos de unión para las diversas máquinas eléctricas empleadas en los sistemas de generación

eoloeléctrica.
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6.3. Publicaciones derivadas del presente trabajo

• J. Rodríguez-Guillén, R. Salas-Cabrera, and P. M. García-Vite, “Bond graph as a formal

methodology for obtaining a wind turbine drive train model in the per-unit system,” Inter-

national Journal of Electrical Power & Energy Systems, vol. 124, p. 106382, 2021. https:

//doi.org/10.1016/j.ijepes.2020.106382

• J. Rodríguez-Guillén and R. Salas-Cabrera, “Per-unit quantities calculation method for the two-

mass drive train model of a wind turbine using the bond graph methodology,” Apr. 2022, preprint

submitted to Renewable Energy.
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O A
Derivación de las ecuaciones para el

cambio de base de las cantidades en pu de

un grafo de unión

A.1. Cambio de potencia base

Sean {eb,x, fb,x,Pb,x} y {eb,y, fb,y,Pb,y} ciertos conjuntos de cantidades base de dos diferentes grafos

de unión que tienen estructuras de unión ponderadas (Weighted Junction Structures) idénticas sin

elementos transformador modulados (MTF) [22]. Se asume que si existen lazos de unión en el grafo,

entonces estos lazos son mallas simples [22]. Se desea relacionar las cantidades pu del primer grafo de

unión con aquellas del segundo, en donde exclusivamente los valores base de flujo son iguales, es decir
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fb,x = fb,y. Se tiene entonces que Pb,x ̸= Pb,y, de lo contrario el problema sería trivial, con la restricción

Pb,k = eb,k fb,k, con k ∈ {x,y} (A.1.1)

en alguna etapa del grafo de unión en que la cantidad base del desplazamiento generalizado q se

estableció qb = 1. Se usan e, f y P para denotar esfuerzo, flujo y potencia. Las variables R, C, e I

denotan Resistencia, Capacitancia e Inductancia generalizadas, respectivamente.

A.1.1. Cantidad pu

En el sistema pu, todas las cantidades en pu para alguna base k se obtienen mediante

zk :=
z

zb,k
(A.1.2)

Particularizando para las bases x y y, manteniendo fb,k = fb,x = fb,y se tiene que las cantidades reales y

pu mantienen la relación dada por:

zx =
z

zb,x
(A.1.3)

zy =
z

zb,y
(A.1.4)

Dividiendo la ecuación (A.1.3) por (A.1.4) se tiene que:

zx

zy
=

z
zb,x
z

zb,y

=
zb,y

zb,x
(A.1.5)

zx

zy
=

zb,y

zb,x
(A.1.6)
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Despejando zy de (A.1.6) se tiene entonces:

zy =
zb,x

zb,y
zx (A.1.7)

La cual representa la ecuación para el cambio de base de la cantidad pu z, variable o parámetro, de la

base {eb,x, fb,x,Pb,x} a la base {eb,y, fb,x,Pb,y}.

A.1.2. Expresión de cambio de base para R̂

En el caso del elemento R de un puerto, el parámetro de resistencia en por unidad para cierta base k

está dado por

R̂k =
fb,k

eb,k
R =

R
Rb,k

= Rk (A.1.8)

Multiplicando y dividiendo (A.1.8) por fb,k, se tiene

R̂k =
f 2
b,k

eb,k fb,k
R =

f 2
b,k

Pb,k
R (A.1.9)

Particularizando para las bases x y y, manteniendo fb,k = fb,x = fb,y se tiene que:

R̂x =
f 2
b,x

Pb,x
R (A.1.10)

R̂y =
f 2
b,x

Pb,y
R (A.1.11)

Multiplicando (A.1.10) por Pb,x/Pb,y, se tiene

Pb,x

Pb,y
R̂x =

Pb,x

Pb,y

f 2
b,x

Pb,x
R =

f 2
b,x

Pb,y
R (A.1.12)

Comparando (A.1.11) y (A.1.12) se tiene que

R̂y =
Pb,x

Pb,y
R̂x =

f 2
b,x

Pb,y
R (A.1.13)
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A partir de la ecuación (A.1.13), y empleando (A.1.1) se tiene que:

R̂y =
Pb,x

Pb,y
R̂x =

eb,x fb,x

eb,y fb,y
R̂x =

eb,x

eb,y
R̂x (A.1.14)

Reordenando los términos en (A.1.14), empleando la ecuación (3.2.19) y manteniendo fb,x = fb,y, se

tiene que:

R̂y =

eb,x

fb,y
eb,y

fb,x

R̂x =

eb,x

fb,x
eb,y

fb,y

R̂x =
Rb,x

Rb,y
R̂x (A.1.15)

R̂y =
Rb,x

Rb,y
R̂x (A.1.16)

Finalmente, comparando las ecuaciones (A.1.13), (A.1.14) y (A.1.16), y empleando la ecuación (3.2.35)

se tiene:

R̂y =
Pb,x

Pb,y
R̂x =

eb,x

eb,y
R̂x =

Rb,x

Rb,y
R̂x =

f 2
b,x

Pb,y
R (A.1.17)

Ry =
Pb,x

Pb,y
Rx =

eb,x

eb,y
Rx =

Rb,x

Rb,y
Rx =

f 2
b,x

Pb,y
R (A.1.18)

La cual representa la ecuación para el cambio de base del parámetro R̂ en pu de la base {eb,x, fb,x,Pb,x}

a la base {eb,y, fb,x,Pb,y}.

A.1.3. Expresión de cambio de base para Î

En el caso del elemento I de un puerto, el parámetro de inercia equivalente en por unidad para cierta

base k está dado por

Îk =
fb,k

eb,k
I =

I
Rb,k

= 2Hk (A.1.19)
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Multiplicando y dividiendo (A.1.19) por fb,k, se tiene

Îk =
f 2
b,k

eb,k fb,k
I =

f 2
b,k

Pb,k
I = 2Hk (A.1.20)

Particularizando para las bases x y y, manteniendo fb,k = fb,x = fb,y se tiene que:

Îx =
f 2
b,x

Pb,x
I = 2Hx (A.1.21)

Îy =
f 2
b,x

Pb,y
I = 2Hy (A.1.22)

Multiplicando (A.1.21) por Pb,x/Pb,y, se tiene

Pb,x

Pb,y
Îx =

Pb,x

Pb,y

f 2
b,x

Pb,x
I =

f 2
b,x

Pb,y
I = 2

Pb,x

Pb,y
Hx (A.1.23)

Comparando (A.1.22) y (A.1.23) se tiene finalmente que

Îy =
Pb,x

Pb,y
Îx =

f 2
b,x

Pb,y
I (A.1.24)

Hy =
Pb,x

Pb,y
Hx =

1
2

f 2
b,x

Pb,y
I (A.1.25)

Las cuales representan las ecuaciones para el cambio de base, tanto del parámetro Î equivalente en pu

así como del parámetro H, de la base {eb,x, fb,x,Pb,x} a la base {eb,y, fb,x,Pb,y}.

A.1.4. Expresión de cambio de base para C y Ĉ

Se presenta el procedimiento para deducir la fórmula para el cambio de base de las cantidades C y Ĉ en

pu y equivalente en pu, respectivamente.

97



Anexo A. Derivación de las ecuaciones para el cambio de base de las cantidades en pu de un grafo de
unión

Expresión de cambio de base para C

En el caso del elemento C de un puerto, el parámetro de capacitancia en por unidad para cierta base k

está dado por

Ck =
C

Cb,k
=

eb,k

qb,k
C (A.1.26)

Multiplicando y dividiendo (A.1.26) por fb,k se tiene

Ck =
eb,k fb,k

qb,k fb,k
C =

Pb,k

qb,k fb,k
C (A.1.27)

Particularizando para las bases x y y, manteniendo fb,k = fb,x = fb,y y qb,k = qb,x = qb,y se tiene que:

Cx =
Pb,x

qb,x fb,x
C (A.1.28)

Cy =
Pb,y

qb,x fb,x
C (A.1.29)

Multiplicando (A.1.28) por Pb,y/Pb,x, se tiene

Pb,y

Pb,x
Cx =

Pb,y

Pb,x

Pb,x

qb,x fb,x
C =

Pb,y

qb,x fb,x
C =

eb,y

qb,x
C (A.1.30)

Comparando (A.1.29) y (A.1.30) se tiene que

Cy =
Pb,y

Pb,x
Cx =

eb,y

qb,x
C (A.1.31)

A partir de la ecuación (A.1.31), y empleando las ecuaciones (A.1.1) y (A.1.26) se tiene:

Cy =
Pb,y

Pb,x
Cx =

eb,y fb,x

eb,x fb,x

eb,x

qb,x
C (A.1.32)

Cy =
eb,y

eb,x

eb,x

qb,x
C =

eb,y

eb,x
Cx (A.1.33)
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Multiplicando y dividiendo (A.1.33) por qb,x, reordenando, manteniendo qb,x = qb,y y empleando

(A.1.26) se tiene:

Cy =
qb,x

eb,x

eb,y

qb,y
Cx =

Cb,x

Cb,y
Cx (A.1.34)

Comparando las ecuaciones (A.1.31), (A.1.33) y (A.1.34) se tiene que

Cy =
Pb,y

Pb,x
Cx =

eb,y

eb,x
Cx =

Cb,x

Cb,y
Cx =

eb,y

qb,x
C (A.1.35)

La cual representa la ecuación para el cambio de base del parámetro C en pu de la base {eb,x, fb,x,Pb,x}

a la base {eb,y, fb,x,Pb,y}.

Expresión de cambio de base para Ĉ

En el caso del elemento C de un puerto, el parámetro de capacitancia equivalente en por unidad para

cierta base k está dado por

Ĉk =
eb,k

fb,k
C = Rb,kC =

qb,k

fb,k
C (A.1.36)

Multiplicando y dividiendo (A.1.36) por fb,k, se tiene

Ĉk =
eb,k fb,k

f 2
b,k

C =
Pb,k

f 2
b,k

C (A.1.37)

Particularizando para las bases x y y, manteniendo fb,k = fb,x = fb,y se tiene que:

Ĉx =
Pb,x

f 2
b,x

C (A.1.38)

Ĉy =
Pb,y

f 2
b,x

C (A.1.39)
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Anexo A. Derivación de las ecuaciones para el cambio de base de las cantidades en pu de un grafo de
unión

Multiplicando (A.1.38) por Pb,y/Pb,x, se tiene

Pb,y

Pb,x
Ĉx =

Pb,y

Pb,x

Pb,x

f 2
b,x

C =
Pb,y

f 2
b,x

C (A.1.40)

Comparando (A.1.39) y (A.1.40) se tiene finalmente que

Ĉy =
Pb,y

Pb,x
Ĉx =

Pb,y

f 2
b,x

C (A.1.41)

La cual representa la ecuación para el cambio de base del parámetro Ĉ equivalente en pu de la base

{eb,x, fb,x,Pb,x} a la base {eb,y, fb,x,Pb,y}.

A.2. Cambio de flujo base

Sean {eb,x, fb,x,Pb,x} y {eb,y, fb,y,Pb,y} ciertos conjuntos de cantidades base de dos diferentes grafos

de unión que tienen estructuras de unión ponderadas (Weighted Junction Structures) idénticas sin

elementos transformador modulados (MTF) [22]. Se asume que si existen lazos de unión en el grafo,

entonces estos lazos son mallas simples [22]. Se desea relacionar las cantidades pu del primer grafo

de unión con aquellas del segundo, en donde exclusivamente los valores base de potencia son iguales,

es decir Pb,x = Pb,y, y los valores del flujo y desplazamiento generalizado base mantienen relaciones

proporcionales idénticas, es decir fb,x/qb,x = fb,y/qb,y; donde

fb,y = λ fb,x (A.2.1)

qb,y = λqb,x, con λ ∈ R (A.2.2)

Se tiene entonces que λ ̸= 1, de lo contrario el problema sería trivial, con la restricción

Pb,k = eb,k fb,k, con k ∈ {x,y} (A.2.3)
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en alguna etapa del grafo de unión en que la cantidad base del desplazamiento generalizado q se

estableció qb = qb,x = qb,y/λ = 1. Se usan e, f y P para denotar esfuerzo, flujo y potencia. Las

variables R, C e I denotan Resistencia, Capacitancia e Inductancia generalizadas, respectivamente.

A.2.1. Observación

Considere la ecuación (3.2.12) del Subtema 3.2.2, en donde se ha incorporado la constante de propor-

cionalidad λ del Anexo A.2:

λ fb,x

λqb,x
=

λ f (i)b,x

λq(i)b,x

=
fb,y

qb,y
=

f (i)b,y

q(i)b,y

(A.2.4)

Existe alguna etapa del grafo de unión en el sistema por unidad en donde se definió qb,x = qb,y/λ = 1.

Para cada etapa (i) del grafo de unión, la constante de proporcionalidad λ que satisface la ecuación

(A.2.1) podría emplearse para realizar el cómputo de las cantidades de flujo base f (i)b,y de la base y a

partir de los valores de flujo base f (i)b,x de la base x siguiendo la misma ecuación (A.2.1), es decir:

f (i)b,y := λ · f (i)b,x (A.2.5)

Para cada etapa (i) del grafo de unión, la constante de proporcionalidad λ que satisface la ecuación

(A.2.1) podría emplearse para realizar el cómputo de las cantidades de desplazamiento base q(i)b,y de

la base y a partir de los valores de cantidades de desplazamiento base q(i)b,x de la base x siguiendo la

ecuación (A.2.2), es decir:

q(i)b,y := λq(i)b,x (A.2.6)

Correspondientemente, de acuerdo con la ecuación (3.2.5), para cada etapa (i), la constante de propor-

cionalidad λ podría emplearse para realizar el cómputo de las cantidades de esfuerzo base e(i)b,y de la
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base y a partir de las cantidades de esfuerzo base e(i)b,x de la base x mediante:

Pb = e(i)b,y f (i)b,y (A.2.7)

e(i)b,y :=
Pb

f (i)b,y

(A.2.8)

O bien, mediante:

e(i)b,x f (i)b,x = e(i)b,y f (i)b,y (A.2.9)

e(i)b,x f (i)b,x = e(i)b,yλ · f (i)b,x (A.2.10)

e(i)b,y :=
1
λ

e(i)b,x (A.2.11)

Además, sin perder generalidad, a partir de las ecuaciones (A.2.1), (A.2.3) y (A.2.11) se tiene que las

cantidades de esfuerzo base de las bases x y y están relacionados mediante:

eb,y =
1
λ

eb,x (A.2.12)

A.2.2. Cantidad pu

En el sistema pu, todas las cantidades en pu para alguna base k se obtienen mediante

zk :=
z

zb,k
(A.2.13)

Particularizando para las bases x y y, manteniendo Pb,k = Pb,x = Pb,y se tiene que las cantidades reales y

pu mantienen la relación dada por:

zx =
z

zb,x
(A.2.14)

zy =
z

zb,y
(A.2.15)
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Dividiendo la ecuación (A.2.14) por (A.2.15) se tiene que:

zx

zy
=

z
zb,x
z

zb,y

=
zb,y

zb,x
(A.2.16)

zx

zy
=

zb,y

zb,x
(A.2.17)

Despejando zy de (A.2.17) se tiene entonces:

zy =
zb,x

zb,y
zx (A.2.18)

La cual representa la ecuación para el cambio de base de la cantidad pu z, variable o parámetro, de la

base {eb,x, fb,x,Pb,x} a la base {eb,y, fb,y,Pb,x}.

Ejemplo. Exprese las variables pu ex y f x referidas a la base x en términos de la base y.

Solución. Empleando las ecuaciones (A.2.1), (A.2.12), (A.2.18).

ey =
eb,x

eb,y
ex =

eb,x

1
λ

eb,x

ex (A.2.19)

ey = λex (A.2.20)

f y =
fb,x

fb,y
f x =

fb,x

λ fb,x
f x (A.2.21)

f y =
1
λ

f x (A.2.22)
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A.2.3. Expresión de cambio de base para R̂

En el caso del elemento R de un puerto, el parámetro de resistencia en por unidad para cierta base k

está dado por:

R̂k =
fb,k

eb,k
R =

R
Rb,k

= Rk (A.2.23)

Particularizando para las bases x y y, manteniendo Pb,k = Pb,x = Pb,y se tiene que:

R̂x =
fb,x

eb,x
R =

R
Rb,x

= Rx (A.2.24)

R̂y =
fb,y

eb,y
R =

R
Rb,y

= Ry (A.2.25)

Dividiendo la ecuación (A.2.24) por (A.2.25) se tiene que:

R̂x

R̂y
=

fb,x

eb,x
R

fb,y

eb,y
R
=

R
Rb,x
R

Rb,y

=
Rx

Ry
(A.2.26)

R̂x

R̂y
=

fb,x

eb,x

fb,y

eb,y

=
Rb,y

Rb,x
=

Rx

Ry
(A.2.27)

Sustituyendo las ecuaciones (A.2.1), (A.2.12) y (3.2.19) en (A.2.27) y haciendo los ajustes necesarios

se tiene que:

R̂x

R̂y
=

fb,x

eb,x

λ fb,x

1
λ

eb,x

=

eb,y

fb,y
eb,x

fb,x

=

1
λ

eb,x

λ fb,x
eb,x

fb,x

=
Rx

Ry
(A.2.28)

R̂x

R̂y
=

1
λ 2 =

Rx

Ry
(A.2.29)
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Despejando R̂y y Ry de (A.2.29) se tiene:

R̂y = λ
2R̂x (A.2.30)

Ry = λ
2Rx (A.2.31)

La cual representa la ecuación para el cambio de base del parámetro R̂ en pu de la base {eb,x, fb,x,Pb,x}

a la base {eb,y, fb,y,Pb,x}.

Observación. Comparando las ecuaciones (A.2.27) y (A.2.29) se tiene que:

Rb,y =
1

λ 2 Rb,x (A.2.32)

La cual corresponde con una forma alternativa de calcular la cantidad base de la resistencia generalizada

de la base y a partir de la de la base x en alguna etapa (i) del grafo de unión.

A.2.4. Expresión de cambio de base para Î

En el caso del elemento I de un puerto, el parámetro de inercia equivalente en por unidad para cierta

base k está dado por

Îk =
fb,k

eb,k
I =

I
Rb,k

= 2Hk (A.2.33)

Particularizando para las bases x y y, manteniendo Pb,k = Pb,x = Pb,y se tiene que:

Îx =
fb,x

eb,x
I =

I
Rb,x

= 2Hx (A.2.34)

Îy =
fb,y

eb,y
I =

I
Rb,y

= 2Hy (A.2.35)
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Dividiendo la ecuación (A.2.34) por (A.2.35) se tiene que:

Îx

Îy
=

fb,x

eb,x
I

fb,y

eb,y
I
=

I
Rb,x

I
Rb,y

=
2Hx

2Hy
(A.2.36)

Îx

Îy
=

fb,x

eb,x

fb,y

eb,y

=
Rb,y

Rb,x
=

Hx

Hy
(A.2.37)

Sustituyendo las ecuaciones (A.2.1), (A.2.12) y (3.2.19) en (A.2.37) y haciendo los ajustes necesarios

se tiene que:

Îx

Îy
=

fb,x

eb,x

λ fb,x

1
λ

eb,x

=

eb,y

fb,y
eb,x

fb,x

=

1
λ

eb,x

λ fb,x
eb,x

fb,x

=
Hx

Hy
(A.2.38)

Îx

Îy
=

1
λ 2 =

Hx

Hy
(A.2.39)

Despejando Îy y Hy de (A.2.39) se tiene entonces:

Îy = λ
2Îx (A.2.40)

Hy = λ
2Hx (A.2.41)

Las cuales representan las ecuaciones para el cambio de base, tanto del parámetro Î equivalente en pu

así como del parámetro H, de la base {eb,x, fb,x,Pb,x} a la base {eb,y, fb,y,Pb,x}.

A.2.5. Expresión de cambio de base para C y Ĉ

Se presenta el procedimiento para deducir la fórmula para el cambio de base de las cantidades C y Ĉ en

pu y equivalente en pu, respectivamente.

106
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Expresión de cambio de base para C

En el caso del elemento C de un puerto, el parámetro de capacitancia en por unidad para cierta base k

está dado por

Ck =
C

Cb,k
=

eb,k

qb,k
C (A.2.42)

Particularizando para las bases x y y, manteniendo Pb,k = Pb,x = Pb,y se tiene que:

Cx =
C

Cb,x
=

eb,x

qb,x
C (A.2.43)

Cy =
C

Cb,y
=

eb,y

qb,y
C (A.2.44)

Dividiendo la ecuación (A.2.43) por (A.2.44) se tiene que:

Cx

Cy
=

C
Cb,x

C
Cb,y

=

eb,x

qb,x
C

eb,y

qb,y
C

(A.2.45)

Cx

Cy
=

Cb,y

Cb,x
=

eb,x

qb,x

qb,y

eb,y
(A.2.46)

Sustituyendo las ecuaciones (A.2.12), (A.2.2) y (3.2.28) en (A.2.46) y haciendo los ajustes necesarios

se tiene que:

Cx

Cy
=

qb,y

eb,y
qb,x

eb,x

=

λqb,x

1
λ

eb,x

qb,x

eb,x

=
eb,x

qb,x

λqb,x

1
λ

eb,x

(A.2.47)

Cx

Cy
= λ

2 (A.2.48)

Despejando Cy de (A.2.48) se tiene que:

Cy =
1

λ 2Cx (A.2.49)
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La cual representa la ecuación para el cambio de base del parámetro C en pu de la base {eb,x, fb,x,Pb,x}

a la base {eb,y, fb,y,Pb,x}.

Observación. Comparando las ecuaciones (A.2.46) y (A.2.48) se tiene que:

Cb,y = λ
2Cb,x (A.2.50)

La cual corresponde con una forma alternativa de calcular la cantidad base de la capacitancia generali-

zada de la base y a partir de la de la base x en alguna etapa (i) del grafo de unión.

Expresión de cambio de base para Ĉ

En el caso del elemento C de un puerto, el parámetro de capacitancia equivalente en por unidad para

cierta base k está dado por

Ĉk =
eb,k

fb,k
C = Rb,kC =

qb,k

fb,k
C (A.2.51)

Particularizando para las bases x y y, manteniendo Pb,k = Pb,x = Pb,y se tiene que:

Ĉx =
eb,x

fb,x
C = Rb,xC =

qb,x

fb,x
Cx (A.2.52)

Ĉy =
eb,y

fb,y
C = Rb,yC =

qb,y

fb,y
Cy (A.2.53)

Dividiendo la ecuación (A.2.52) por (A.2.53) se tiene que:

Ĉx

Ĉy
=

eb,x

fb,x
C

eb,y

fb,y
C

=
Rb,xC
Rb,yC

=

qb,x

fb,x
Cx

qb,y

fb,y
Cy

(A.2.54)

Ĉx

Ĉy
=

eb,x

fb,x
eb,y

fb,y

=
Rb,x

Rb,y
=

qb,x

fb,x
Cx

qb,y

fb,y
Cy

(A.2.55)
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Sustituyendo las ecuaciones (A.2.1), (A.2.2), (A.2.12) y (3.2.19) en (A.2.55) y haciendo los ajustes

necesarios se tiene que:

Ĉx

Ĉy
=

eb,x

fb,x
eb,y

fb,y

=

eb,x

fb,x

1
λ

eb,x

λ fb,x

=

qb,x

fb,x
Cx

λqb,x

λ fb,x
Cy

(A.2.56)

Ĉx

Ĉy
= λ

2 =
Cx

Cy
(A.2.57)

Despejando Ĉy de (A.2.57) se tiene entonces:

Ĉy =
1

λ 2 Ĉx (A.2.58)

La cual representa la ecuación para el cambio de base del parámetro Ĉ equivalente en pu de la base

{eb,x, fb,x,Pb,x} a la base {eb,y, fb,y,Pb,x}.

Comentario 1. El requisito de que los valores de flujo y desplazamiento generalizado base mantengan

relaciones proporcionales idénticas, es decir, fb,x/qb,x = fb,y/qb,y para el cambio de flujo base, descrito

en el Anexo A.2, además de simplificar el procedimiento de cambio de flujo (y esfuerzo) base, también

es un requisito para que la energía normalizada del grafo de unión en pu preserve su valor tras el cambio

de base, dada la elección Eb := Pb, como se detalla en los Subtemas 3.2, 4.1.2 y 5.1 de los Capítulos 3,

4 y 5, respectivamente.

Comentario 2. De acuerdo con las ecuaciones (A.2.3), (A.2.20), (A.2.22), (A.2.30), (A.2.40) y

(A.2.58), se observa que el cambio de flujo base expuesto en el Anexo A.2 implica la existencia de un

elemento TF virtual de módulo λ a través del cual las cantidades del sistema por unidad referidas a la

base x, que se encuentran en el lado secundario del mismo, son reflejadas a su lado primario para ser

referidas a la base y [22, p. 84].
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Deducción del valor del módulo del

elemento transformador virtual

Suponga que en cierta unión de un grafo de unión en cantidades reales del Sistema Internacional

de Unidades, que tiene estructura de unión ponderada (Weighted Junction Structure) sin elementos

transformador modulados (MTF), se inserta un elemento TF: 1 virtual como se muestra en la Figura B.1.

e
(i)
1

f
(i)
1

e
(j)
2

f
(j)
2

TF

1

Figura B.1: Elemento TF virtual de módulo 1.

Se definen las cantidades bases {eb,x, fb,x,Pb,x} y {eb,y, fb,y,Pb,y} arbitrariamente para las cantidades de

las etapas (i) y ( j) del elemento TF, respectivamente, con la restricción

Pb,k = eb,k fb,k, con k ∈ {x,y} (B.0.1)
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es decir

e(i)b = e(i)b,x (B.0.2)

P(i)
b = P(i)

b,x = Pb (B.0.3)

f (i)b =
Pb

e(i)b,x

(B.0.4)

e( j)
b = e( j)

b,y (B.0.5)

P( j)
b = P( j)

b,y = Pb (B.0.6)

f ( j)
b =

Pb

e( j)
b,y

(B.0.7)

Se busca una constante C tal que al expresar en pu el grafo de unión mostrado en la Figura B.1 se

obtenga el que se muestra en la Figura B.2.

ē1,x

f̄1,x

ē2,y

f̄2,y

TF

C

Figura B.2: Conversión del grafo de unión mostrado en la Figura B.1 al sistema pu.

De acuerdo con la definición del elemento TF, se tiene que, dado que es un elemento conservador de la

energía:

ē1,x f̄ 1,x = ē2,y f̄ 2,y (B.0.8)

Y además, de acuerdo con la ecuación constitutiva del elemento TF:

⎧⎨⎩ f̄ 2,y = C f̄ 1,x

Cē2,x = ē1,y

(B.0.9)

Empleando la definición de las cantidades en pu:

y :=
y
yb

(B.0.10)
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Se tiene que: ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
f ( j)
2

f ( j)
b,y

= C
f (i)1

f (i)b,x

C
e( j)

2

e( j)
b,y

=
e(i)1

e(i)b,x

(B.0.11)

Despejando C en ambas ecuaciones en (B.0.11) y reordenando los términos se tiene:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
C =

f ( j)
2

f (i)1

f (i)b,x

f ( j)
b,y

C =
e(i)1

e( j)
2

e( j)
b,y

e(i)b,x

(B.0.12)

Observando en la Figura B.1 que e(i)1 = e( j)
2 y f (i)1 = f ( j)

2 , entonces f ( j)
2 / f (i)1 = e(i)1 /e( j)

2 = 1. Por lo

tanto, la ecuación (B.0.12) se puede expresar como:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
C =

f (i)b,x

f ( j)
b,y

C =
e( j)

b,y

e(i)b,x

(B.0.13)

Empleando la restricción encontrada en la ecuación (B.0.1) para las etapas (i) y ( j) para las bases x y y,

respectivamente, se tiene:

Pb = P(i)
b,x = e(i)b,x f (i)b,x (B.0.14)

Pb = P( j)
b,y = e( j)

b,y f ( j)
b,y (B.0.15)

Dividiendo la ecuación (B.0.14) por (B.0.15) y despejando f (i)b,x/ f ( j)
b,y y comparando con (B.0.13) se

encuentra la relación buscada:

C =
f (i)b,x

f ( j)
b,y

=
e( j)

b,y

e(i)b,x

(B.0.16)
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Conclusión: El módulo mB =C del elemento TF virtual buscado es:

mB =
f (i)b,x

f ( j)
b,y

=
e( j)

b,y

e(i)b,x

(B.0.17)

Este resultado se puede resumir como se muestra en la Figura B.3

ē1,x

f̄1,x

ē2,y

f̄2,y

TF

mB

e
(i)
1

f
(i)
1

e
(j)
2

f
(j)
2

TF

1

A B

A B

Â B̂

e

f

Figura B.3: Uso de un elemento TF virtual para realizar el cambio de base de las cantidades en pu.

Observación: Considerando la ecuación (B.0.13), se observa que en general si no se cumple la restricción

encontrada en la ecuación (B.0.1), dicho sistema de ecuaciones no tiene solución.
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