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3.2. INTRODUCCIÓN AL CÁLCULO FRACCIONARIO . . . . . . . . . . . . . . . . 16

3.2.1. Cálculo Fraccionario . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

3.2.2. Funciones básicas del cálculo fraccionario . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

3.2.3. Derivadas e Integrales fraccionarias . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

3.3. CONTROLADOR DE ORDEN FRACCIONARIO . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

3.3.1. Definición de un controlador de orden fraccionario. . . . . . . . . . . . . . 20
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5.16. Fuga en la tubeŕıa Sp20. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
5.17. Desempeño del controlador PI de orden fraccionario vs el controlador PI de orden
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Caṕıtulo 1

INTRODUCCIÓN

En la vida moderna, muchos dispositivos dependen del control automático para un funcionamiento
satisfactorio. Para este propósito, la teoŕıa y las técnicas de control convencionales se han desarro-
llado completamente en las últimas cuatro décadas. Mientras que para un controlador convencional
ha sido la meta principal de diseño lograr la estabilidad y el rendimiento del sistema con todos
los componentes funcionando normalmente, existe una creciente necesidad de que los sistemas de
control funcionen correctamente incluso bajo fallas de componentes.

En términos generales, la mayoŕıa de las técnicas de diseño de control convencionales no consi-
deran escenarios de fallas potenciales de componentes del sistema. Como resultado, un sistema
de control diseñado utilizando estas técnicas puede lograr un rendimiento aceptable durante la
operación normal, pero puede fallar como sistema incluso en el caso de un mal funcionamiento de
un componente menor.

Por lo tanto, con el fin de mejorar la robustez del sistema contra fallas de componentes, una
nueva metodoloǵıa de diseño necesita ser desarrollada. Esta es la técnica de diseño de Sistemas
de Control Tolerante a Fallas (SCTF) que ha atráıdo cada vez más interés y atención tanto del
mundo académico como de la industria.

Otro aspecto que ha atráıdo interés y atención, tanto en la comunidad cientifica como en la in-
dustria, es la aplicación del Cálculo Fraccionario(CF) en el diseño de controladores teniendo como
consecuencia el aumento de la robustez de los controladores ante las posibles fallas que pudieran
ocurrir en el sistema y si se aplican en una sistema de Control Tolerante a Fallas el desempeño del
controlador es mucho mejor comparado con los controladores descritos por ecuaciones diferenciales
de orden entero, ya sea que sea del tipo pasivo o activo.

Este trabajo de tesis se enfoca al desarrollo de controladores tolerantes a fallas pasivos pero aplican-
doles el cálculo fraccionario para asi aunmentar la robustez con la que este tipo de controladores
contraresta las fallas que surgen en el sistema. Este tipo de controladores se desarrollan con el
conocimiento apriori de las posibles fallas que pueden ocurrir en el sistema y de esta manera
contrarestar las mismas.

1



2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

El desarrollo y uso de controladores fraccionarios cada vez tiene mayor aceptación, esto debido a
la robustez a fallas que presentan como se ya se mencionó, pero además lo dota de caracteristicas
especiales por los beneficios de usar el cálculo fraacionario, el cual permite el modelado de sistemas
y controladores con mayor exactitud y precisión, las derivadas fraccionarias son filtros naturales y
esto permite que los controladores reduzcan en gran medida el error en estado estable, tener un
menor tiempo de asentamiento y permite ampliar el el área de sintonización de los controladores
permitiendo tener polos en el semiplano derecho y seguir siendo estables.

1.1. Antecedentes

En el enfoque de control tolerante a fallas pasivo se utilizan técnicas de control robustas para
asegurar que un sistema en lazo cerrado permanezca invariante a ciertas fallas usando parámetros
de controlador constantes aún sin el uso de información de fallas en ĺınea [1]. El sistema deteriorado
continúa operando con el mismo controlador y estructura del sistema, es decir, el objetivo principal
es recuperar el rendimiento original del sistema.

En el trabajo de tesis de Gutierrez [2] se utiliza una estructura de Control Tolerante a Fallas(CTF)
basada en modelo de seguimiento en la cual se realizó la reconfiguración de fallas, con el fin de
compensar la señal del control primario en ĺınea. El sistema de CTF que se utilizó es un enfoque
pasivo ya que la estructura de control propuesta no cuenta con un módulo de FDD; pero no será
robusto a fallas. Para generar el mecanismo de reconfiguración se emplea una ley adaptable con el
fin de compensar las fallas paramétricas en ĺınea. El caso de estudio que se presentó es un sistema
de tres tanques acoplados que está sujeto a incertidumbres paramétricas, para el cual se simulan
fallas de atascamiento en tubeŕıas y fugas en los tanques.

En su trabajo de investigación Ponsart [3] desarrolló un método de control tolerante a fallas.
Este método hace posible la compensación de actuadores aditivos o multiplicativos y fallas de los
componentes. Las ventajas de este método se prueban en simulación y en aplicación real a una
planta piloto no lineal: un sistema de tres tanques.

En [4] se muestran los oŕıgenes del cálculo fraccionario y sus múltiples aplicaciones en ciencia e
ingenieŕıa. Esta es una revisión que investiga su progreso desde el primer uso reportado de sistemas
de control, que cubre el PID fraccionario propuesto por Podlubny en 1994, y presenta un controlador
PID fraccionario de vanguardia, que incorpora las últimas contribuciones en este campo. Destaca los
desarrollos en el campo de los controladores PID fraccionarios, incluido su diseño y sintonización,
aśı como también explora sus diversas versiones. Las herramientas de software asociadas al diseño
de controladores PID fraccionarios también se discuten.

En el trabajo de Castillo-Garcia [5] se realizó un análisis comparativo de la robustez de estabilidad
de controladores PI y PIα cuando se aplican a plantas de primer orden involucrando un tiempo
de retardo. Un resultado anaĺıtico muestra que ambos controladores tienen exactamente la misma
región de especificaciones de frecuencia factibles. Sin embargo, la robustez de ambos controladores
es bastante diferente. Dependiendo del conjunto de especificaciones de frecuencia y el orden no
entero de la acción integral del controlador de orden fraccionario, el controlador PIα puede o no
proporcionar mayor robustez a las variaciones de los parámetros de la planta que el controlador
PI. Las regiones donde cada controlador es más robusto son obtenidas y mostradas en el trabajo.
Dos ejemplos simulados ilustran este comportamiento opuesto de robustez del controlador PIα con
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respecto al controlador PI.

Hoy en d́ıa, los controladores proporcional-integral-derivativo de orden fraccionario (FO-PID) han
atráıdo mucha atención de la ciencia y la industria. A pesar de que los controladores FO-PID
superan en rendimiento a los de orden entero en muchos casos, este último continúa dominando
el sector industrial. Esto se debe a que una de las grandes barreras que limitan la adopción de los
controladores FO-PID es la complejidad de los métodos de sintonización actuales para aplicacio-
nes industriales. En el art́ıculo [6], Dastjerdi y colaboradores presentaron un método práctico de
sintonización para los controladores FO-PID. En este contexto, las herramientas clásicas de mode-
lado de lazos se utilizan para proponer esta nueva regla de sintonización simple. Se da una regla
general y una gúıa para usuarios no expertos e industriales para controlar sistemas de movimiento.
Finalmente, el método de sintonización se valida en un sistema de posicionamiento de precisión de
alta tecnoloǵıa.

En [7] Edet propone un nuevo método de sintonización del controlador Proporcional-Integral de
Orden Fraccionario(FOPI) para los sistemas de control de procesos. Esto se logra mediante la
combinación del método Biggest Log-modulus Tuning (BLT) y el método de control interno del
modelo (IMC) para diseñar controladores PID convencionales que se usan para sintonizar los
controladores FOPI para procesos multivariables. A diferencia del caso PID convencional, el método
de control interno del modelo se usa primero para diseñar el controlador FOPI y obtener valores
preliminares de los parámetros del controlador. Esto produce fórmulas simples para establecer las
ganancias del controlador. En las simulaciones en este art́ıculo muestran que se puede lograr un
buen desempeño entre el rendimiento y la robustez para las aplicaciones de control de procesos de
múltiples filas con el controlador FOPI propuesto.

La aplicación de un controlador PID de orden fraccionario (FOPID) a un regulador de voltaje
automático (AVR) es lo que se presenta y estudia en [8] en donde Zamani, M., y coloboradores
describen que un FO-PID es un PID en donde los órdenes de las derivadas e integrales son números
fraccionarios en lugar de números enteros. Muestran que la etapa de diseño de dicho controlador
consiste en determinar cinco parámetros y para ello emplean el algoritmo de optimización de enjam-
bre de part́ıculas (PSO) para llevar a cabo el procedimiento de diseño mencionado anteriormente.
PSO es un procedimiento de búsqueda avanzada que ha demostrado tener una eficacia muy alta.
Para ello se define una función de costo novedosa para facilitar la estrategia de control sobre las
especificaciones del dominio del tiempo y del dominio de la frecuencia. Además hicieron compara-
ciones entre un controlador PID y el FO-PID y se muestra que el controlador FO-PID propuesto
puede mejorar la robustez del sistema con respecto a las incertidumbres del modelo.

1.2. Objetivos

1.2.1. Objetivo general

Diseñar e implementar un controlador PI de orden fraccionario en un esquema de Control Tolerante
a Fallas (CTF) pasivo ante fallas en el proceso y actuadores, aprovechando las caracteŕısticas de
robustez de los controladores de orden fraccionario.
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1.2.2. Objetivos espećıficos

Simular un sistema de tres tanques acoplados.

Diseñar los controladores PI de orden entero y fraccionario.

Simular fallas en el proceso y actuadores.

Evaluar el desempeño del CTF con un controlador PI de orden fraccionario.

1.3. Metas

Comprobar la robustez de los controladores PI de orden entero y fraccionario en CTF pasivo.

Demostrar la eficiencia de un controlador PI de orden fraccionario ante uno de orden entero.

Mostrar el desempeño de los controladores PI de orden entero y PI de orden fraccionario en
un enfoque de CTF pasivo en el sistema de tanques acoplados.

1.4. Justificación

Dentro de los beneficios que se esperan con este trabajo de investigación al ser aplicado en sistemas
reales en la industria es que el sistema opere el mayor tiempo posible dentro de las condiciones
nominales de operación del sistema y en el caso de que ocurra una falla el sistema continúe, aunque
ya no en un punto nominal, operando en un punto degradado de operación. Esto nos proporciona
una ventaja económica ya que el sistema no tiene que detenerse para que los técnicos solucionen
la falla por lo que se evita daños al operador y al sistema. El volumen de producción se mantiene,
de igual forma el producto permanece en altos estándares de calidad.

Además, de acuerdo a lo planteado en las referencias [5], [9], [10], el diseño de los controladores
fraccionarios tiene más ventajas dado que el orden fraccionario proporciona un grado adicional de
libertadque permite incrementar la robustez y ampliar la región de estabilidad proporcionando una
disminución en el error en estado estacionario y aumentado el desempeño comparado con otros
tipos de controladores robustos [11].

1.5. Organización del documento

Esta tesis está organizado de la siguiente manera:

En el Caṕıtulo 2 se presenta el estado del arte con respecto a la investigación que se realizó.

El Caṕıtulo 3 presenta el Marco Teórico en el que se muestra lo relevante al control tolerante a
fallas y sus dos tipos: el activo y el pasivo; además se da una introducción al cálculo fraccionario
y a los controladores de orden fraccionario, aśı como el controlador de orden entero y al algoritmo
de optimización PSO.

En el Caṕıtulo 4 describe el caso de estudio de esta tesis el cual es un sistema de tres tanques
acomplados.
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En el Caṕıtulo 5 se dan a conocer todas las pruebas realizadas, la descripción de las fallas en
parámetros y la respuesta del sistema ante tales fallas, aśı como el desempeño que presentaron los
controladores tanto de orden entero como fraccionario.

En el Caṕıtulo 6 se presentan las conclusiones y trabajos futuros que podŕıan realizarse a partir
de este trabajo de tesis.





Caṕıtulo 2

ESTADO DEL ARTE

En [12], una revisión bibliográfica que proporciona un panorama del uso de control tolerante a
fallas, robustez, control tolerante a fallas activo y pasivo es presentada. Hablando espećıficamente
sobre el CTF se muestra una división enfocado en el CTF pasivo y en el CTF activo.

Vinagre en [13] proporciona una introducción y al mismo tiempo una invitación donde muestra
los fundamentos y definiciones básicas del Cálculo Fraccionario hasta llegar a las estrategias de
implementación en controladores y filtros fraccionarios, el análisis de sistemas y el diseño de con-
troladores .

En [14] los autores mencionan que las aplicaciones del Cálculo Fraccionario al control automático
son realizaciones aproximadas, ya sea analógicas o digitales de los operadores fraccionarios me-
diante la conversión de su transformada de Laplace al dominio discreto, resultando una función
de transferencia discreta de dimensión infinita que mediante técnicas de Expansión Continuada en
Fracciones (ECF) y posterior truncado resulta en buenas aproximaciones de la forma de Respuesta
Infinita al Impulso(IIR) y de ordenes razonables para operar en tiempo real. Por último, los au-
tores concluyen que el Cálculo Fraccionario abre la posibilidad de ampliar a cinco los tres grados
de libertad de los controladores PID convencionales al poder variar también los exponentes de los
términos derivativo e integrador resultando superiores en desempeño sobre todo ante sistemas no
lineales y más robustos ante incertidumbres de modelado o variación de parámetros.

Los autores en [15] está dividido en dos partes, en la primera parte demuestra que el mejor con-
trolador de orden fraccionario supera al mejor controlador de orden entero. Después se discute
que, por tener un mejor desempeño, menor error en estado estacionario, menos oscilación en el
transitorio, mayor estabilidad y una respuesta más suave se considera el control de orden fraccio-
nario incluso cuando el control de orden entero funciona relativamente como una excelente opción
para el control de sistemas. En la segunda parte se abordaron los problemas en la regulación del
controlador PID de orden fraccionario y se utilizan varios ejemplos del mundo real, argumentando
que, el control de orden fraccionario es omnipresente cuando el sistema dinámico es de naturaleza
paramétrica distribuida.

7
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En [11]se aplican las definiciones y propiedades del cálculo fraccionario al control predictivo basa-
do en modelos, con la idea de extender la metodoloǵıa y generalizar su formulación, de tal forma
que se pueda conjugar las ventajas de ambas disciplinas. Otro de los objetivos de este proyecto es
aportar nuevos resultados para el diseño de controladores predictivos usando como herramienta el
cálculo fraccionario.

En [16] Sanchez y colaboradores se realizan un análisis comparativo de la robustez de estabilidad
de los controladores PI y PIα cuando se aplican a plantas de primer orden involucrando un tiempo
de retardo. Un resultado anaĺıtico muestra que ambos controladores tienen exactamente la misma
región de especificaciones de frecuencia factibles. Sin embargo, la robustez de ambos controlado-
res es muy diferente. Dependiendo del conjunto de especificaciones de frecuencia y del orden no
entero de la acción integral del controlador de orden fraccionario, el controlador PIα puede o no
proporcionar una mayor robustez a las variaciones de parámetros de planta que el controlador PI.
También fueron determinadas las regiones donde cada controlador es más robusto. Dos ejemplos
simulados ilustran este comportamiento de robustez del controlador PIα con respecto al controla-
dor PI.

Patton en [17] proporciona una revisión bibliográfica donde muestra un panorama, mediante inves-
tigación, del uso de control tolerante a fallas, robustez y control tolerante a fallas activo y pasivo.
Hablando espećıficamente sobre el CTF se muestra una división de este las cuales se enfocan en el
CTF pasivo y en el CTF activo.

Jiang en [18] analiza los sistemas de control tolerante a fallas activos y pasivos (CTF) examinando
las similitudes y diferencias entre los dos enfoques desde el punto de vista teórico y práctico. Se
puede decir que, aunque los objetivos de control de ambos enfoques son los mismos, cada méto-
do utiliza sus propias maneras únicas de alcanzar los objetivos. Por lo tanto, diferentes enfoques
pueden conducir a resultados aparentemente diferentes. La caracteŕıstica distintiva de este docu-
mento es que proporciona una evaluación objetiva de las dos metodoloǵıas de diseño de sistemas
de control tolerante a fallas en un entorno imparcial y comparativo.

Theilliol en [19] describe la aplicación de un diagnóstico de fallas y un método de acomodación a
un sistema real que está compuesto de tres tanques acoplados. Se menciona que el rendimiento de
un sistema de lazo cerrado puede ser alterado por la aparición de fallas que pueden, en algunas
circunstancias, causar graves daños en el sistema. El objetivo de esta investigación fue evitar el
deterioro del sistema mediante el desarrollo de un controlador que teńıa algunas capacidades para
compensar las fallas, es decir, la falla de alojamiento o el control tolerante a fallas. En este trabajo
se presentó un esquema de dos pasos compuesto por un módulo de detección de fallas, aislamiento
y estimación y un módulo de compensación de control.
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En [20] Kwakernaak presenta una exposición tutorial de la teoŕıa de la regulación óptima de H∝,
enfatizando la relevancia del problema de sensibilidad mixta para el diseño robusto del sistema de
control. Tocando temas que van desde la sensibilidad, robustez y perturbaciones.

En [21] Omana estudia la detección y aislamiento de fallas mediante el desarrollo de un enfoque
basado en modelos utilizando una implementación de ecuación de paridad de residuos direcciona-
les. Con esta investigación se ha mejorado el enfoque descrito por Viswanadham, Taylor y Luce.
La eficacia y robustez de esta técnica se demuestra mediante la aplicación de un esquema FDI a un
reactor de tanque con agitación continua (JCSTR). Además, este trabajo se destaca por el análisis
de la robustez para sistemas de CTF en el que se implementa el FDI.

En su tesis [11] Hortelano tiene por objetivo fundamental la aplicación de las herramientas de
cálculo fraccionario al control predictivo basado en modelos, con la idea de extender la metodo-
loǵıa y se generaliza la formulación, de tal forma que se pueda conjugar las ventajas de ambas
disciplinas. Otro de los objetivos de este proyecto es aportar nuevos resultados para el diseño de
controladores predictivos usando como herramienta el cálculo fraccionario.

En [3] Ponsart desarrolla un método de control tolerante a fallos. Este método hace posible la
compensación de actuadores aditivos o multiplicativos y fallas de los componentes. El interés es
considerar el modelo no lineal del sistema, controlado con una linealización exacta de entrada-salida
por realimentación de estado. El principio del control tolerante a fallas se basa en la estimación
en ĺınea de una cantidad que es igual a cero en el caso sin fallas e igual a la magnitud de la falla
cuando se produce una falla en el sistema. Entonces se añade una nueva ley de control a la nominal
para compensar el efecto de la falla en el sistema. Las ventajas de este método se prueban en
simulación y en aplicación real a una planta piloto no lineal: un sistema de tres tanques.
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Caṕıtulo 3

MARCO TEÓRICO

3.1. Control Tolerante a Fallas

En la industria se busca que los sistemas sean confiables y seguros para el operador/usuario.

Si se desea mantener un régimen de calidad alto es importante conocer cuáles son las posibles fallas
que pueden ocurrir en los sistemas y cómo hacerles frente para que el sistema continúe operando
a pesar de tener un desempeño degradado con la finalidad de reducir los costos de operación y
producción.

Una falla ocurre cuando el sistema se desv́ıa de su punto de operación nominal, que está definido
por sus variables de entrada/salida (Uo, Y0), a un punto de operación no deseado a causa de una
falla (Uf , Yf ).

El objetivo del control tolerante a fallas es proponer una estrategia de reconfiguración de la ley
de control o de acomodación de falla tomando en cuenta los parámetros del sistema degradados
para llevar al sistema a un nuevo punto de operación (Uc, Yc), como se muestra en la Figura 3.1
presentado por [22].

Los sistemas de control tolerante a fallas se clasifican en dos tipos: Control Tolerante a Fallas
Activo (CTFA) y Control Tolerante a Fallas Pasivo (CTFP) [17]. En la Figura 3.2 se muestra el
diagrama a bloques general del Control Tolerante a Fallas (CTF).

11
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Figura 3.1: Control Tolerante a Fallas

Figura 3.2: Esquema del Control Tolerante a Fallas

3.1.1. Control Tolerante a Fallas Activo

Es un nuevo sistema de control que se rediseña utilizando las propiedades deseables de desempeño y
robustez que eran importantes en el sistema original. Para lograr la reconfiguración/reestructuración
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del lazo de control, un sistema tolerante a fallas activo requiere un conocimiento apriori de los ti-
pos de fallas que se esperan que pueden ocurrir o un mecanismo para detectar y aislar las fallas
no previstas en el diseño. En este último caso, las decisiones relacionadas con la ubicación y la
naturaleza de las fallas se utilizan para reprogramar la nueva ley de control del controlador.

El enfoque activo se divide en dos tipos principales de métodos: métodos basados en proyección y
métodos de rediseño de controlador automático en ĺınea. Este último implica el cálculo de nuevos
parámetros del controlador en respuesta a deterioro en el control debido a la falla. Esto se le conoce
como Control Reconfigurable. En los métodos basados en proyección, se selecciona una nueva ley de
control precalculada de acuerdo con la estructura de controlador requerida (es decir, dependiendo
del tipo de mal funcionamiento que se haya aislado).

Un sistema reconfigurable o reestructurable, cuya acción de retroalimentación se cambia automáti-
camente es una forma especial de un sistema de control inteligente[23].

Figura 3.3: Esquema del Control Tolerante a Fallas Activo

En la Figura 3.3 la ĺınea continua representa el flujo de la señal y la ĺınea segmentada representa la
adaptación (ajuste, programación, reconfiguración o reestructuración). Se considera que la planta
tiene fallas potenciales en sensores, actuadores (u otros componentes).

La reconfigurabilidad implica que un sistema con estructura fija pueda modificarse para tener en
cuenta los cambios indeseables que se presenten, es decir, fallas en el sistema. En este caso, la
reestructurabilidad incluye la reconfigurabilidad, lo que implica que no solo los parámetros, sino
también la estructura del sistema se pueden cambiar para adaptarse a los cambios indeseables que
puedan presentarse en el sistema.

Los sistemas tolerantes a fallas activos basados en fallas no anticipadas deben tener un mecanismo
para identificar cambios anormales en el sistema. Esta es la función esencial de un esquema de
Detección y Aislamiento de Fallas (Fault Detection and Isolation, FDI por sus siglas en inglés). Si
bien podŕıa ser suficiente utilizar los procedimientos de FDI, pero también puede ser importante
identificar el tipo de falla y su gravedad, aśı como el motivo por el que se desarrollo esa falla. Cuando
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estas funciones se incluyen junto con FDI, lo llamamos un subsistema o esquema de diagnóstico
de fallas.

3.1.2. Control Tolerante a Fallas Pasivo

Un sistema en lazo cerrado puede tener una tolerancia a fallas limitada mediante un diseño de
retroalimentación cuidadosamente elegido, cuidando los efectos tanto de las fallas como de las
incertidumbres del sistema. A dicho sistema se le denomina Sistema de Control Tolerante a Fallas
Pasivo [1]. Aunque hay sistemas en los que un controlador bien sintonizado puede compensar los
efectos de ciertas fallas, generalmente se requiere información sobre el tipo y la ubicación de la
falla antes de que el controlador pueda reaccionar a la falla.

Los enfoques pasivos hacen uso de técnicas de control robustas para garantizar que un sistema en
lazo cerrado permanezca insensible a ciertas fallas utilizando parámetros fijos en el controlador y
sin el uso de información de las fallas en ĺınea [1]. El sistema deteriorado o con falla continuará
funcionando con el mismo controlador y la misma estructura del sistema, es decir, el objetivo
principal es recuperar el rendimiento original del sistema. La efectividad del esquema depende de
la robustez del sistema en lazo cerrado (sin fallas). Como se puede apreciar en la Figura 3.4 la
eficacia del enfoque depende de la robustez del controlador del sistema para que a pesar de las
fallas el sistema continúe en operación.

Figura 3.4: Arquitectura del control tolerante a fallas pasivo.

Un sistema es robusto a determinadas fallas al tener un repertorio de las fallas probables, es decir,
se diseña el control teniendo en cuenta las fallas probables en el sistema y la forma en que estas
afectan la función de control. Esto es común en casos restringidos, en donde una falla tiene un
pequeño efecto en el sistema.

El Control Tolerante a Fallas Pasivo se puede usar en conjunto con un control confiable [24], [25].
Aunque la confiabilidad es un objetivo idealista que requiere la repetibilidad de la estabilidad y el
rendimiento del sistema, ha habido un interés creciente en los métodos de diseño de controlado-
res robustos que buscan mantener un control estable bajo ciertos “lazos con fallas”. Entonces, el
sistema está sobrediseñado, haciendo uso de la redundancia funcional disponible para que el com-
portamiento de lazo cerrado sea óptimo cuando se elimina una señal del sensor. El diseño utiliza
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“mediciones inferidas”, es decir, genera estimaciones de cantidades diferentes utilizando las que se
tienen disponibles.

Para cualquier sistema de control, la robustez frente a las perturbaciones y los errores de modelado
es un requisito dif́ıcil pero básico, ya que es imposible obtener una combinación perfecta entre
el modelo matemático y el proceso real, y describir las perturbaciones introducidas por sensores,
actuadores y componentes de la planta. Si los efectos de las fallas son similares a los de los errores
de modelado y las perturbaciones, la capacidad de robustez también se puede usar para desarrollar
controladores que sean insensibles a ciertas fallas.

En aplicaciones prácticas, algunas fallas tienen el efecto de desviaciones en los parámetros dinámicos
del sistema. Estas son efectivamente las fallas multiplicativas que afectan la señal residual como
producto de los términos de estado/control con desviaciones de parámetros. Otras fallas tienen un
efecto aditivo sobre las entradas y/o salidas del sistema y, por lo tanto, afectan de manera aditiva
a las señales residuales; podemos referirnos a éstas como señales de falla aditivas.

En el caso aditivo, si las señales de falla no son f́ısicamente separables de las señales en el flujo
de señal nominal del sistema, es decir, con una diferencia significativa en la banda de frecuencia
o en la dirección de la señal, etc., es dif́ıcil, a veces imposible, usar un controlador robusto para
tratar condiciones tanto nominales como defectuosas. Por lo tanto, un mecanismo del Dispositivo
Electrónico Inteliegente (IED) debe activarse como un “filtro”que elimina todas las señales no
deseadas del sistema, mientras que al mismo tiempo acentúa todos los efectos de falla que se deben
monitorear (detectar y aislar). Afortunadamente, existe un campo de estimación de estado bien
desarrollado para el IED que puede proporcionar una detección y un aislamiento de fallas muy
rápido siempre que las fallas tengan un efecto aditivo en el sistema monitoreado.

Por lo anterior podemos decir que los sistemas de control tolerantes a fallas pasivos están diseñados
para ser robusto a perturbaciones e incertidumbres paramétricas, esto permite al controlador con-
trarrestar el efecto de una falla sin requerir la reconfiguración y un módulo de Diagnóstico y
Detección de Fallas (DDF) [26], como es el caso en el control tolerante a fallas activo.

En general, la aproximación de orden entero de los sistemas a modelar puede causar diferencias
significativas entre el modelo matemático y el sistema real. Una de las posibilidades para mejorar
los controladores de tipo Proporcional-Integral (PI) es utilizar controladores de orden fraccionario
con partes de integración fraccionarias [27].

Es por lo anterior que, en las últimas décadas ha llamado la atención cada vez más el problema
de la detección y aislamiento de fallas (FDI por sus siglas en inglés Fault Detection and Isolation).
Una falla (abrupta o incipiente) es cualquier tipo de mal funcionamiento o degradación en la planta
que puede conducir a una reducción en el rendimiento o la pérdida de funciones importantes, lo
que perjudica la seguridad y el desempeño de la misma [28].

Entonces bajo este contexto, en esta investigación se trabajó el uso de controladores fraccionarios
debido a que presentan un área de estabilidad mayor y por el efecto de memoria de la derivada
fraccionaria, proporcionan más estabilidad y robustez que los controladores de orden entero [5].
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3.2. INTRODUCCIÓN AL CÁLCULO FRACCIONARIO

3.2.1. Cálculo Fraccionario

El Cálculo Fraccionario (CF) es la rama del análisis de las matemáticas que estudia los operadores
de integración y derivación de orden arbitrario (Dα, donde α es un número real o complejo),
sobre dominios de funciones reales complejas [9]. Si bien existen muchas definiciones de cálculo
fraccionario el principal objetivo de cada una de ellas es generalizar el concepto de derivada de orden
entero de tal manera que para α = 1 obtengamos el operador diferencial conocido comúnmente.

Antecedentes

La primera información sobre la existencia de una derivada de orden fraccionaria data de 1695, en
una carta de L’Hopital a Leibniz, en la cual pregunta, ¿cual es la derivada de la función dnf(x)/dxn

sin = 1
2? Leibniz responde: Esta aparente paradoja permitirá en el futuro extraer interesantes

consecuencias [29]. Posteriormente, cabe señalar, entre otros, a Laplace, Fourier, Abel, Liouville o
Riemann (durante el siglo XIX), Weyl, Laurent, Hardy, Littlewood, Erdelyi o Snedon,.. (en los dos
primeros tercios del siglo XX). Sin embargo, ninguno de ellos estudió ampliamente el tema, pues
la cantidad de cuestiones abiertas en el ámbito de los problemas de tipo ordinario hacia imposible
considerar otros planteamientos alternativos e innovadores.

Euler en 1738 [30], introduce la primera generalización de la derivada ordinaria, verificando que la
derivada fraccionaria tenia sentido para la función potencia xn, en 1819 Lacroix [31] parte de la
derivada n-ésima de la función y = xn, con m y n como enteros positivos

dm

dxm
y =

n!

(n−m)!
xn−m, (3.1)

para determinar la derivada de orden 1
2 de la función y = xn, gracias a la generalización de la

función factorial mediante la función Gamma.

d
1
2

dx
1
2

y =
Γ(n+ 1)

Γ(n+ 1
2)
xn−

1
2 . (3.2)

En 1823 Abel [32], utiliza la derivada de orden α = 1
2 para resolver la ecuación integral del problema

de la braquistocrona (dados dos puntos en un plano vertical a diferente altura hallar la curva por
la que una part́ıcula móvil, descendiendo sólo por su propio peso, alcanza el punto inferior en el
menor tiempo posible).

Estos estudios fueron de interés para Liouville quien, partiendo de la derivada ordinaria de un
exponencial, establece una extensión natural a una derivada de orden p arbitrario

Dpeax = apeax, (3.3)

para después, tomar una función f desarrollable en series de la forma:
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f(x) =

∞∑
n=0

cne
anx, (3.4)

establecer su derivada fraccionaria, considerada la primera definición de Liouville:

Dpf(x) =

∞∑
n=0

cna
p
ne
anx. (3.5)

Para 1832 Liouville dedujo la siguiente formula [33]:

(D−pf)(x) =
1

(−1)pΓ(p)

∫ ∞
0

tp−1f(x+ t)dt, Γ(p) > 0, (3.6)

a excepción de (−1)p, la ecuación (3.6) es lo que se conoce hoy en d́ıa como la integral fraccionaria
de Liouville.

3.2.2. Funciones básicas del cálculo fraccionario

Función Gamma

La función Γ(x) es una extensión de la operación factorial a una imagen continua de x:

Γ(n+ 1) = n!, n ∈ N ∪ {0}, (3.7)

donde Γ(x) está definida para todo número real, excepto 0,−1,−2, ... y es continua excepto para
x ∈ Z60.

La función Gamma satisface la siguiente propiedad: Γ(x+ 1) = xΓ(x) llamada ecuación funcional
de gamma.

Para obtener la función Gamma se establece la definición:∫ ∞
0

tke−tdt = k!, k ∈ Z>0, (3.8)

por lo tanto se puede definir: Γ(x) =
∫∞

0 tx−1e−tdt para x arbitraria y siempre que la integral tenga
sentido.

Esta integral impropia se le puede escribir como:

Γ(x) =

∫ 1

0
tx−1e−tdt+

∫ ∞
0

tx−1e−tdt. (3.9)

El segundo sumando del segundo término converge para todo x pues predomina e−t , el primer
sumando es discontinuo en t = 0 si x < 1, pero converge si x > 0 ya que la cantidad subintegral es
constante, para t próximo a cero:
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∫ 1

0
tx−1dt =

tx

x
|1
0

=
1

x
, (3.10)

aśı que Γ(x) es continua si x > 0.

Función de Mittag - Leffler (M-L)

Las funciones exponenciales juegan un papel importante en el cálculo de orden entero, mientras que
las funciones de Mittag-Leffler lo hacen en el cálculo de orden fraccionario. La función de Mittag-
Leffler es la generalización de las funciones exponenciales. La función de Mittag-Leflfer considera
un parámetro a como un numero complejo, tal que a = |a|ejφ y una función definida como Eq[az],
donde q > 0. Esta función puede ser estable o inestable a medida que aumenta z, dependiendo de
como los parámetros a y q son elegidos.

Función de M-L de un parámetro:

La función de Mittag-Leffler uni-paramétrica es definida como

Eα(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(αk + β)
, α > 0, β = 1. (3.11)

Función de M-L de dos parámetros:

Eα,β(z) =

∞∑
k=0

zk

Γ(αk + β)
, α, β > 0. (3.12)

Esta función también puede ser relacionada a funciones hiperbólicas generalizadas de la forma:
Fαα,r por:

F 1
α,0(Z) = Eα(Zn). (3.13)

Esta función de M-L se comporta como una solución natural de ecuaciones diferenciales fraccio-
narias, es el equivalente de la exponencial para las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDOs).

Ejemplo: Para α = 1
2 la función puede escribirse expĺıcitamente como:

E1/2(Z) = ez
2
[1 + erf(Z)] = ez

2
erfc(−Z), (3.14)

donde erf es la función error y erfc es su complemento.

La función de M-L se puede tomar como una generalización de la función exponencial, pues:

E1,1(Z) =

∞∑
k=0

zk

Γ
(k + 1) =

∞∑
k=0

zk

k!
= ez (3.15)
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La función de M-L uni-paramétrica puede ser relacionada con la transformada de Laplace mediante
la siguiente expresión:

Eα(−tα) =
∑∞

k=0
(−tα)k

Γ(αk+1) cuya transformada de Laplace es: L {Eα(−tα)} = Sα−1

Sα+1 .

3.2.3. Derivadas e Integrales fraccionarias

La fórmula de Cauchy permite realizar operaciones de integración sucesiva enteras [10]:

Ina f(t) = Fa,n(t) =
1

(n− 1)!

∫ t

a
(t− τ)n−1f(τ)dτ, t > a, n ∈ Z>1. (3.16)

La fórmula de Cauchy es una integral de convolución si el núcleo de la convolución es:

Φn(t) =
tn−1

(n− 1)!
, (3.17)

Ina f(t) = φa,n(t) ∗ f(t) =
1

(n− 1)!

∫ t

a
(t− τ)n−1f(τ)dτ. (3.18)

Generalizando si n no fuera entero, es decir sea un número real positivo α ∈ R>0 se puede definir:

Iαf(t) =
1

Γ (α)

∫ t

0
(t− τ)α−1f(τ)d(τ) = Φα(t) ∗ f(t), (3.19)

con el núcleo de convolución: φα(t) =
tα−1
+

Γ (α) ; α ∈ R>0.

Derivada fraccionaria

Ahora apliquemos estos conceptos a las derivadas que se muestran a continuación:

Definición de Riemann - Liouville (RL) [34]:

Para la derivada fraccionaria de orden α ∈ R>0 :

RL
0 Dα

t f(t) = DmIm−αf(t) =
dm

dtm

[
1

Γ (m− α)

∫ t

0

f(τ)

(t− τ)α−m+1
dτ

]
, (3.20)

con : m− 1 < α < m; m ∈ Z>0.
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Definición de Grünwald - Letnikov (GL) [34]:

Esta definición se basa en la generalización de la fórmula de las diferencias de orden n para el caso
de α real positivo. Es decir: el operador de diferencia se expresa en su forma general como:

GL
0 Dα

t f(t) ∼= 4α
hf(t) = h−α

k∑
j=0

(−1)j
(
α

j

)
f(kh− jh). (3.21)

Definición de Liouville-Caputo (C) [35]:

Para la derivada fraccionaria de orden α ∈ R>0 :

C
0 D

α
t f(t) = DmIm−αf(t) =

1

Γ(m− α)

∫ t

0

fm(τ)

(t− τ)α−m+1
dτ ; m− 1 < α < m; m ∈ N. (3.22)

3.3. CONTROLADOR DE ORDEN FRACCIONARIO

3.3.1. Definición de un controlador de orden fraccionario.

El controlador de orden fraccionario PIλ (también controlador PIλ) fue propuesto en [10] y [36]
como una generalización del controlador PID con integrador de orden real λ y diferenciador de
orden real δ. La función de transferencia de un controlador de orden fraccionario en el dominio de
Laplace tiene la siguiente forma [36]:

C(s) =
Y (s)

X(s)
= Kp + Tis

λ, (λ > 0), (3.23)

donde Kp es la constante proporcional y Ti es la constante de integración. Como podemos ver en
la Figura 3.5 , la estructura interna del controlador PIλ de orden fraccionario involucra la parte
proporcional y la integral en la siguiente forma [37].

Figura 3.5: Estructura general del controlador PIλ.
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La función de transferencia (3.23) corresponde en el dominio del tiempo a la ecuación diferencial
fraccionaria (3.24):

u(t) = Kpe(t) + TiD
−λ
t e(t). (3.24)

O función de transferencia discreta que se muestra a continuación:

C(z) =
Y (z)

X(z)
= Kp +

Ti
(ω(z−1))λ

, (3.25)

donde ω(z−1) denota el operador discreto, expresado como una función de la variable compleja z
o del operador de cambio z−1.

Si tenemos que λ = 1, obtenemos un controlador clásico PI. Todos estos tipos de controladores son
casos particulares del controlador de orden fraccionario, que es más flexible y da la oportunidad
de ajustar mejor las propiedades dinámicas del controlador fraccionario del sistema de control.

También se puede mencionar que hay otras consideraciones del controlador de orden fraccionario
[38]. Por ejemplo, podemos mencionar varios de ellos:

CRONE (1a generación) [39], caracterizado por un efecto dirigido de banda limitada [40]:

C(s) = C0

(
1 + s

ωb

1 + s
ωh

)r
, (3.26)

donde 0 < ωb < ωh, C0 > 0 y r ∈ (0, 1).

Existen varias aplicaciones en la vida real de tres generaciones del controlador CRONE tales como
el control de suspensión de automóvil [39], transmisión flexible y actuador hidráulico.

Compensador fraccional de retardo inicial [41], [42], dada por:

C(s) = C0

(
1 + s

λb

1 + s
λh

)r
= kcx

r

(
λs+ 1

xλs+ 1

)
, (3.27)

donde r ∈ R, 0 < x < 1.

Integral no entera y su aplicación al control [43].

Controlador Inclinado Integral Derivativo (del inglés Tilt- Integral-Derivative TID) [44], que
tiene una estructura similar a un controlador PID, pero el componente proporcional se sus-
tituye por un componente inclinado que tiene una función de transferencia S a la potencia
de (−1/n). La función de transferencia resultante del controlador TID tiene la forma:
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C(s) =
T

s
1
n

+
I

s
+Ds, (3.28)

donde T, I y D son las constantes del controlador y n es un número real no nulo, preferiblemente
entre 2 y 3. La función de transferencia (3.28) se aproxima más a una función de transferencia
óptima y se logra una respuesta global, que está más próxima a la respuesta óptima teórica deter-
minada por Bode [45].

3.3.2. Propiedades y caracteŕısticas de los controladores fraccionarios.

Se puede esperar que el controlador PIλDδ dado en la ecuación (3.23) pueda mejorar el rendimien-
to del control del sistema debido a que se han introducido más puntos de sintonización, lo cual se
ilustra intuitivamente en la Figura 3.6.

Figura 3.6: Controladores PID y PIλDδ: Puntos en el plano.

Como puede observarse, el uso del PID de orden fraccionario permite seleccionar, además de los que
permite el PID clásico, las pendientes de la curva de magnitud y las aportaciones de fase a bajas
y altas frecuencias. Estas nuevas posibilidades se representan gráficamente como la posibilidad
de ocupar toda la superficie del cuadrado definido por las vértices que representan las únicas
posibilidades del PID clásico.

Esto nos permite sintonizar los parámetros del controlador fraccionario para que el sistema contro-
lado cumpla con determinadas especificaciones de diseño, entre las que se incluyen especificaciones
de error estacionario, margenes de fase y ganancia, frecuencias de cruce, fase plana alrededor de la
frecuencia de cruce de ganancia, atenuación de ruido de altas frecuencias, limitación de los efectos
de las perturbaciones, y limitación del esfuerzo de control.

El controlador PIλDδ con ceros y polos complejos situados en cualquier parte del plano s izquierdo
se puede volver a escribir como:

C(s) =

(
s
ωn

)ω+δ
+ 2ξsλ

ωn+1

sλ
, (3.29)
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donde K es la ganancia, ξ es la relación amortiguadora adimensional y ωn es la frecuencia natural.
Normalmente, elegimos ξ < 1. Cuando ξ = 1, la condición se llama amortiguación cŕıtica [37].

Para una clase amplia de objetos controlados se recomienda el controlador fraccional PInDδ, que
es un caso particular del controlador PIλDδ, donde λ = n, n ∈ N y δ ∈ R.

El integrador de orden entero es importante para la cancelación de errores en estado estacionario,
por otro lado, la integral fraccional también es importante para obtener la respuesta de una función
de transferencia de lazo ideal de Bode con margen de fase constante para el rango de frecuencia
deseado ([23], [43], [45], [46]).

Un sistema fraccionario lineal e invariante en el tiempo puede ser representado por el siguiente
modelo en espacio de estados:

RL
0 Dα

t x(t) = Ax(t) +Bu(t),
y(t) = Cx(t).

(3.30)

El sistema descrito por las ecuaciones (4.1)-(4.3) es generalizado involucrando un operador frac-
cionario obteniendo

SRL0 Dα
t h1(t) = q1(t)− q13(t), (3.31)

SRL0 Dα
t h2(t) = q2(t)− q32(t)− q20(t), (3.32)

SRL0 Dα
t h3(t) = q13(t)− q32(t), (3.33)

donde los parámetros de este modelo generalizado fueron descritos con anterioridad.

Estabilidad de los sistemas LTI fraccionarios

Se sabe por la teoŕıa de la estabilidad que un sistema LTI (Lineal e Invariante en el Tiempo) es
estable si las ráıces del polinomio caracteŕıstico son negativas o tienen partes reales negativas si son
conjugadas complejas. Esto significa que se encuentran en la mitad izquierda del plano complejo.
En el caso del LTI de orden fraccionario, la estabilidad es diferente de la del orden entero. La
noción interesante es que un sistema fraccionario estable puede tener ráıces en la mitad derecha
del plano complejo (ver Figura 3.7 y 3.8).

Cabe mencionar que poder tener ráıces en la mitad derecha del plano complejo nos proporciona
mayor región de estabilidad aśı como mas puntos en los cuales el sistema sigue siendo estable.
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Figura 3.7: Región de estabilidad de los sistemas fraccionarios LTI con orden 0 < q 6 1

Figura 3.8: Región de estabilidad de los sistemas fraccionarios LTI con orden 1 < q 6 2

Se ha demostrado que el sistema (3.30) es estable si se satisface la siguiente condición [47]

|arg(eig(A))| > q
π

2
, (3.34)

donde 0 < q < 1 y eig(A) representan los eigenvalores de la matriz A.

Matignon [47] establece que La función de transferencia fraccional G(s) = Z(s)/P (s) es estable si
y sólo si se satisface la siguiente condición en el plano σ:

|arg(σ)| > q
π

2
, ∀σ ∈ C,P (σ) = 0, (3.35)



3.3. CONTROLADOR DE ORDEN FRACCIONARIO 25

donde σ = sq. Cuando σ = 0 es una sola ráız de P (s), el sistema no puede ser estable. Para q = 1,
este es el teorema clásico de la posición del polo en el plano complejo: no hay polo en el plano
medio cerrado de la primera lámina de Riemann.

3.3.3. Diseño de parámetros de controladores fraccionarios y su implementa-
ción

La sintonización de los parámetros del controlador PIλDδse determina de acuerdo con los requisitos
dados. Uno de los métodos más utilizado es el método de las ráıces dominantes ([9];[48]), basándose
en la medida de estabilidad dada y en la relación de amortiguación del lazo de control cerrado.
Supongamos que las ráıces dominantes deseadas son un par de ráıces conjugadas complejas como
sigue:

S1,2 = −σ ± jωd, (3.36)

diseñado para la relación de amortiguación ξ y la frecuencia natural ωn. La constante de amor-
tiguación (medida de estabilidad) es σ = ξωn y la frecuencia natural de oscilación amortiguada
ωd = ωn

√
1− ξ2. El diseño de los parámetros: Kp, Ti, λ, Td yδ puede calcularse numéricamente a

partir de la ecuación caracteŕıstica. Más espećıficamente, para el modelo de planta simple P (s),
esto puede hacerse resolviendo

Kp, Ti, λ, Td, δ‖C(s)P (s) + 1‖S=−σ±jωd . (3.37)

Otra forma posible de obtener los parámetros del controlador es usar la fórmula de sintonización,
basada en la ganancia Am y las especificaciones de los márgenes de la fase φm para la frecuencia
de crossover ωcg. Los márgenes de ganancia y fase siempre han servido como medidas importantes
de robustez. Las ecuaciones que definen el margen de fase y la frecuencia de cruce de ganancia se
expresan como [42];[13]:

|C(jωcg)P (ωcg)|dB = 0dB, (3.38)

arg(C(jωcgP (ωcg)) = −π + φm. (3.39)

Las ecuaciones anteriores se utilizan a menudo también para las llamadas técnicas de autoajuste.
Por ejemplo, el proceso de autoajuste de relé ha sido ampliamente utilizado en aplicaciones indus-
triales y ya estaba modificado para los controladores de orden fraccionario [42].
Por último, pero no menos importante, debemos mencionar el algoritmo de optimización basado
en la minimización del error absoluto integral (IAE) [36]:

IAE(t) =

∫ t

0
|e(t)|dt =

∫ t

0
|w(t)− y(t)|dt, (3.40)
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donde w(t) es el valor deseado del lazo de control cerrado y y(t) es el valor real del lazo de control
cerrado. Este método no asegura la medida de estabilidad deseada del lazo de control cerrado.
La medición de la estabilidad tiene que comprobarse adicionalmente por algún método conocido
como, por ejemplo, el método de frecuencia descrito en la bibliograf́ıa [49].

Las técnicas de implementación para el COF (Controlador de Orden Fraccionario) se han descrito
en varias obras. Algunas propuestas pueden encontrarse en la obra de Vinagre [13]. Una propuesta
analógica fue propuesta en el libro de Petras [50] y una implementación digital fue sugerida en el
libro de Caponetto [51].

Se puede esperar que el controlador PIλDδ (3.23) pueda mejorar el rendimiento de control del
sistema debido a que se han introducido más parámetros de sintonización. En realidad, en teoŕıa,
PIλDδ en śı es un filtro lineal de dimensión infinita debido al orden fraccionario en el diferenciador
o integrador.

Comentamos que, dado que el control PID está presente en el control de procesos de la industria,
el control PID de orden fraccionario también estará presente cuando las técnicas de sintonización
e implementación estén bien desarrolladas([9], [42], [52]).

3.3.4. Controlador PI de orden entero

Para el diseño del PI se pueden calcular las ganancias del controlador PI por medio de un algoritmo
de optimizacion PSO (Particle Swarm Optimization) quedando la ecuación del PI de la siguiente
forma:

uc = Kpe(k + 1) +Ki

∫ k

0
(e(k + 1) + e(k))dk. (3.41)

Debido a que nuestro sistema es multivariable, es decir tiene dos entradas y tres salidas, no se
pueden aplicar reglas de sintonización como las reglas de Ziegler-Nichols.
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Figura 3.9: Esquema del controlador PI entero.

Tradicionalmente los problemas de control de procesos se han abordado mediante lazos de control
monovariables e independientes, donde una variable de medida es controlada con una variable mani-
pulada. En dichos lazos, el controlador proporcional-integral-derivativo (PID) es el más extendido,
ya que se puede implementar fácilmente.

Además, se puede integrar en estructuras de control más avanzadas y bien conocidas como el
control en cascada, control feedforward, control por proporción, etc.

Estos enfoques se han desarrollado a lo largo de varios años de experiencia, y funcionan adecuada-
mente cuando las interacciones entre las diferentes variables del proceso son pequeñas. Sin embargo,
cuando las interacciones son importantes, el control de un sistema multivariable se puede volver
mucho más dif́ıcil. Por ejemplo, el ajuste de uno de los lazos puede afectar considerablemente al
rendimiento de otros, hasta el punto incluso de desestabilizarlos.

En estos casos, los tradicionales y bien asentados métodos de sintońıa monovariable no consiguen
una respuesta del sistema satisfactoria, y a menudo los controladores se ajustan de manera inefi-
ciente [53].

Generalmente, el controlador del lazo más importante es sintonizado para obtener una buena res-
puesta, mientras que los otros lazos se desajustan intencionadamente hasta que las interacciones
con el lazo principal son aceptables. Ello justifica el interés por el desarrollo de metodoloǵıas de
diseño de control multivariable que tengan en cuenta el problema de la interacción.
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Caṕıtulo 4

SISTEMA DE LOS TRES TANQUES
ACOPLADOS

Como caso de estudio se presenta un sistema de tres tanques acoplados, el cual consta de tres
tanques ciĺındricos con área de sección transversal igual como se muestra en la Figura (4.1) [?].
Los tanques están conectados por dos tubos ciĺındricos de la misma área de sección transversal,
denotadas Sn, y tienen el mismo coeficiente de salida, denotada µ13 y µ32.

El flujo de salida nominal situados en los tanques 1 y 2 tienen la misma área de sección transversal
que la tubeŕıa de acoplamiento entre los cilindros, pero un coeficiente de salida diferente, denotada
µ20 y µ10. Cabe mencionar que la salida µ10 del tanque 1 se encuentra cerrada y solo se abrirá
en el momento que que la salida µ20 se cierre para una inversión de niveles en los tanques 1 y 2,
debido a alguna falla en la bomba 1.

Dos bombas suministran el flujo al primer y último tanque. Los caudales de las bombas son q1 y
q2. La variable l1,2,3 denota los niveles de los tanques 1, 2 y 3.

Los parámetros del sistema se muestran en la Tabla (4.1) [2].

Variables Simboloǵıa Parámetros

Sección transversal de los 3 tanques a 0.0154m2

Sección transversal de los tubos q13, q32 y q20 Sp 5× 10−5m2

Coeficiente de salida del flujo µ13 = µ32 0.5m2/s

Coeficiente de salida del flujo µ20 = µ10 0.675m2/s

Velocidad máxima de flujo qimax(i ∈ [1 2]) 1.2× 10−4m3/s

Velocidad de flujo de la bomba 1 q1 0.35× 10−4m3/s

Velocidad de flujo de la bomba 2 q2 0.375× 10−4m3/s

Nivel máximo de los tanques limax(j ∈ [1 2 3]) 0.62 m

Tabla 4.1: Parámetros de los 3 tanques.

29
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Figura 4.1: Sistema de tres tanques acoplados.

4.1. Modelo

Tomando en cuenta la dinámica de los tres tanques, el sistema puede ser descrito usando las
ecuaciones del balance de masas:

S
dh1(t)

dt
= q1(t)− q13(t), (4.1)

S
dh2(t)

dt
= q2(t)− q32(t)− q20(t), (4.2)

S
dh3(t)

dt
= q13(t)− q32(t), (4.3)

donde q13 representa el caudal de agua del tanque 1 al tanque 3, q32 representa el caudal del
tanque 3 al tanque 2 y q20 representa la tasa de flujo de salida. Los niveles de los tanques están
denotados por h1, h2 y h3 respectivamente. La q1 y q2 representan los caudales de las bombas 1 y
2 respectivamente. Los caudales medidos pueden ser determinados mediante la regla de Torricelli
de la siguiente forma:

qmn(t) = µmn Smn sgn[lm(t)− ln(t)]
√

2g|lm(t)− lm(t)|, (4.4)
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donde qmn(t) está representado por (m,n = 1, 2, 3 ∀ m 6= n).

Las ecuaciones (4.5), (4.6) y (4.7) representan el flujo de salida para cada tanque:

q13(t) = µ13 Sn13 sgn[l1(t)− l3(t)]
√

2g|l1(t)− l3(t)|, (4.5)

q32(t) = µ32 Sn32 sgn[l3(t)− l2(t)]
√

2g|l3(t)− l2(t)|, (4.6)

q20(t) = µ20 Sn20

√
2gl2(t). (4.7)

Si sustituimos las ecuaciones que representan el flujo en las ecuaciones (4.5), (4.6) que representan
el modelo tendŕıamos que:

S
dh1(t)

dt
= q1(t)− (µ13 Sn13 sgn[l1(t)− l3(t)]

√
2g|l1(t)− l3(t)|), (4.8)

S
dh2(t)

dt
= q2(t)− (µ32 Sn32 sgn[l3(t)− l2(t)]

√
2g|l3(t)− l2(t)|)− (µ20 Sn20

√
2gl2(t)), (4.9)

S
dh3(t)

dt
= (µ13 Sn13 sgn[l1(t)−l3(t)]

√
2g|l1(t)− l3(t)|)−(µ32 Sn32 sgn[l3(t)−l2(t)]

√
2g|l3(t)− l2(t)|),

(4.10)

Partiendo de las ecuaciones (4.1) a la (4.4) el sistema puede ser escrito como [19]:

ẋ(t) = F (x(t)) +G(x(t))·u(t), (4.11)

y(t) = H(t), (4.12)

donde x(t) = [l1 l2 l3]T es el vector de estados.

F (x(t)) =

 − 1
S · q13(x(t))

1
S · {q32(x(t))− q20(x(t))}
1
S · {q13(x(t))− q32(x(t))}

 , (4.13)

G(x(t)) = [G1(x(t)) G2(x(t))] =

 1
S 0
0 1

S
0 0

 . (4.14)

El vector de entrada de control es:

u(t) =

[
q1(t)
q2(t)

]
. (4.15)

Para el vector de salida se tiene:

y(t) = H(x(t)) =

[
H1(x(t))
H2(x(t))

]
=

[
l1(t)
l2(t)

]
. (4.16)
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Este modelo se utiliza para construir una ley de control no lineal.

Figura 4.2: Esquema de control de los tres tanques acoplados.

En la Figura 4.2 se puede apreciar el esquema de control que se manejó para el control de las
bombas que suministran flujo al sistema de los tres tanques acoplados.

4.2. Algoritmo de optimización: Particle Swarm Optimization (PSO)

El algoritmo PSO o de enjambre de part́ıculas comienza por crear las part́ıculas iniciales, y asignar-
les velocidades iniciales [54]. Evalúa la función objetivo en cada ubicación de part́ıculas y determina
el mejor valor de función (la más baja) y la mejor ubicación. Elige nuevas velocidades, basadas en
la velocidad actual, las mejores ubicaciones individuales de las part́ıculas y las mejores ubicaciones
de sus vecinos. A continuación, actualiza iterativamente las ubicaciones de las part́ıculas (la nueva
ubicación es la antigua más la velocidad, modificada para mantener las part́ıculas dentro de los
ĺımites), las velocidades y los vecinos. Las iteraciones continúan hasta que el algoritmo alcanza un
criterio de parada. Cuando terminan las iteraciones se obtienen las ganancias de los controladores
[55].

A continuación, se muestra el valor de los parámetros usados en el programa de MatLab para
obtener las ganancias para los controladores.
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Para el controlador de orden entero:

Parámetro Valor

Número de particulas 150

Número de epocas 25

Paso de integración 0.01

Tiempo de simulación 3, 500s

Tabla 4.2: Valores de los parámetros del PSO para el controlador de orden entero.

Para el controlador de orden fraccionario:

Parámetro Valor

Número de particulas 50

Número de epocas 8

Paso de integración 0.01

Tiempo de simulación 3, 500s

Tabla 4.3: Valores de los parámetros del PSO para el controlador de orden fraccionario.

Una vez resuelto los algoritmos para encontrar las ganancias de cada uno de los PIs tanto de orden
entero como de orden fraccionario, se obtuvieron las siguientes ganancias.

Ganancia Valor

Kp1 1.539039919019586

Ki1 0.017164266675317

Kp2 1.532051163381734

Ki2 0.005499347559281

Tabla 4.4: Ganancias para los controladores de orden entero.
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Ganancia Valor

Kp1 0.010007474789724

Ki1 0.000096703792587

λ1 0.847875417043178

Kp2 0.010005014831329

Ki2 0.000097493383109

λ2 0.847534229707976

Tabla 4.5: Ganancias para los controladores de orden fraccionario.
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RESULTADOS

En este caṕıtulo se muestran las fallas que se simularon en el sistema de los tres tanques acoplados
y cual fue el desempeño tanto del controlador de orden entero como el de orden fraccionario ante
dichas fallas.

5.1. Falla en entrada 1

5.1.1. Control tolerante a fallas

En el sistema se presentan diferentes tipos de fallas y una de ellas es la falla en la entrada 1, es
decir, falla en la bomba 1 que alimenta directamente al tanque 1, como se muestra en la Figura
5.1.

Al tener este tipo de falla no es posible mantener el nivel de los tanques 1 y 3, el tanque 2 es
posible mantenerlo a su nivel con la bomba 2, es por ello que se implementa un sistema de control
tolerante a fallas en el que al ocurrir esta falla se invierten los niveles de los tanques 1 y 2, por lo
que el nivel del tanque 1 lo tendrá el tanque 2 y viceversa. Además, la válvula de salida del tanque
2 se cerrará y la del tanque 1 se abrirá, invirtiendo el flujo del sistema, pero manteniendo todos
los tanques en sus niveles nominales.

Una vez que el control detecta la falla invierte el flujo en los tanques como se ve en la Figura 5.2,
cambiando las referencias de los tanques 1 y 2 y abriendo y cerrando las válvulas de salida de los
tanques 1 y 2 respectivamente, por lo cual el nivel del tanque 1 será el más bajo y el del tanque 2
ahora será el más alto, quedando de la como se muestra en la Figura 5.3.

Una vez que ocurre la falla, representada en la Figura 5.1, en el sistema el controlador fraccionario
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la detecta y procede a corregirla, en la Figura 5.3 vemos el comportamiento de el controlador de
orden fraccionario. Se puede observar como el nivel de los tanques regresa a su punto de equilibrio
pero de forma invertida, manteniendo aśı la dinámica de un sistema hidráulico.

Figura 5.1: Falla en la bomba 1.

Figura 5.2: Cambio de la dirección del flujo al presentarse falla en la bomba 1.
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Figura 5.3: Controlador PI de orden fraccionario ante falla en la bomba 1.
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En la Figura 5.4 se muestra, que cuando se produce la falla en el instante 1200, el controlador
de orden entero presenta unos sobretiros muy grandes para poder mantener el sistema en los
niveles correspondientes, mientras que el controlador fraccionario simplemente invierte los flujos
de manera suave sin presentar sobretiros como el controlador de orden entero, demostrando aśı
el usar controladores fraccionarios es posible obtener controladores más robustos que los de orden
entero.

5.2. Falla en entrada 2

Ahora la siguiente falla que se presenta es una falla en la entrada 2, es decir, falla en la bomba 2
que alimenta directamente al tanque 2, se representa gráficamente con la Figura 5.5.

Figura 5.5: Falla en la bomba 2.

En la falla de la bomba 1, visto en el punto anterior, se muestra, cuando se produjo dicha falla en el
tiempo t = 1200, una reducción de flujo que suministraba la misma haciendo imposible mantener
el nivel de los primeros dos tanques se procede a una inversión de los niveles y se cambia la salida
del segundo tanque al primero, gracias al efecto de los controladores el sistema entra en estado de
equilibrio nuevamente.

Ahora presentamos la falla en la bomba 2 en el tiempo t = 1800, suponiendo que la bomba 1 ya
fue reparada, el sistema de control tolerante a fallas procede a hacer que los controladores cambien
nuevamente las referencias de los niveles y las salida que estaba en el tanque 1 pase de nuevo al
tanque 2 como estaba al inicio.
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Figura 5.6: Controladores PI de orden fraccionario y PI de orden entero ante la falla en la bomba
2.

Figura 5.7: Esfuerzo de control de los controladores de orden entero vs de orden fraccionario ante
falla en la bomba 2.
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La gráfica que demuestra esta inversión es la siguiente, mostrada en la Figura 5.6. En donde las
ĺıneas continuas son de los controladores de orden fraccionario y las ĺıneas segmentadas son las de
los controladores de orden entero. En la Figura 5.6 se aprecia la primer inversión que solucionó la
falla de la bomba 1 en el tiempo t = 1200. Posteriormente en el tiempo t = 1800 cuando se presenta
la falla en la bomba 2 se revierte el cambio. Es importante destacar la robustez que el controlador
fraccionario presenta ante estas fallas, en las que no presenta ningún sobretiro a comparación de
los de orden entero los cuales presentan un sobretiro bastante pronunciado para poder llevar al
sistema a la referencia de nuevo.

Se puede apreciar que el esfuerzo de control de los controladores fraccionarios representados por
la ĺınea azul y rojo para el controlador entero, Figura 5.7, es muy pequeño en comparación con el
de orden entero, demostrando nuevamente la robustez que los controladores de orden fraccionario
demuestran al presentarse estos tipos de fallas.

5.3. Falla de fuga en tanque 1

Otra de las fallas que se presentan es una falla en forma de fuga en los tanques como se muestra
en el Figura 5.8 . El diámetro del orificio de la fuga es del 50 % de el diámetro de los tubos que
conectan a cada uno de los tanques.

Figura 5.8: Fuga en el tanque 1.

Cuando se presenta la fuga en el tanque 1 la dinámica del sistema de los tres tanques se comporta
de la siguiente manera:
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Figura 5.9: Sistema con fuga en el tanque 1.

En la figura 5.9 se puede ver el decrecimiento de los niveles de los taques debido a la fuga presente
en el tanque 1, ya que deberian estar a las alturas siguientes: Tanque 1(rojo) = 0.43, Tanque
2(verde) = 0.23 y Tanque 3(azul) = 0.33.

Figura 5.10: Fuga en tanque 1 y acción de control del PI de orden fraccionario.
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En la gráfica de la Figura 5.10 se muestra la dinámica del sistema ante el controlador de orden
fraccionario. Donde podemos observar que a pesar de la fuga los niveles de los tanques vuelven a
sus puntos de operación nominales.

5.4. Falla en tubeŕıa Sp13

Para las fallas en las tubeŕıas que interconectan los tanques se modela como si fuera una obstrucción
en las tubeŕıas, ya sea por algún material externo al mismo ĺıquido, o debido a la acumulación de
sarro debido al mismo fluido que estas transportan. El diámetro de la tubeŕıa se ve reducido en un
40 % y se representa aśı.

Figura 5.11: Fuga en la tubeŕıa Sp13.

Cuando ocurre una reducción del diámetro de la tubeŕıa Sp13 la dinámica del sistema de los tres
tanques se comportan de la siguiente manera:
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Figura 5.12: Sistema con falla en tubeŕıa Sp13.

Figura 5.13: Falla en tubeŕıa Sp13 y acción de control del PI de orden fraccionario.
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En la Figura 5.12 se puede ver el auemento en la altura de los niveles de los tanques, especialmente
del tanque 1, esto es debido a la obstrucción de la tubeŕıa Sp13.

Se puede ver que al presentarse la falla los controladores entran en acción para corregir la falla
presente en el sistema y el controlador fraccionario regresa al sistema a condiciones optimas, como
se muestra en la gráfica de la Figura 5.13

5.5. Robustez

Como es bien sabido, el modelo matemático de un sistema siempre será una representación impre-
cisa del sistema f́ısico real debido a cambios en los parámetros, dinámicas no modeladas, retardos
del sistema que no están modelados, cambios en los puntos de equilibrios/puntos de operación,
ruido en los sensores, etc., [37].

Es por eso que el objetivo del diseño de sistemas robustos es asegurar el comportamiento deseado
en el sistema a pesar de las fallas en el sistema y cambios en el modelo.

Por ende, un sistema es robusto cuando a pesar de las fallas en el sistema y cambios en el modelo
presenta cambios aceptables en su dinámica.

Como ya se ha mencionado anteriormente, los controladores fraccionarios son mucho más robustos
que los de orden entero debido a que presentan una mayor región de estabilidad y dan la oportu-
nidad de ajustar mejor las propiedades dinámicas del controlador fraccionario para el sistema de
control.

5.5.1. Robustez ante cambios en la referencia

Si sometemos a nuestro sistema ante cambios bruscos de referencia y analizamos la respuesta que
presentan ambos controladores, el fraccionario vs el entero, podemos ver su dinámica represantada
en la Figura 5.14.

Como se puede apreciar en la Figura 5.14 ambos controladores responde de la misma forma y se
presenta la misma dinámica ante los diferentes cambios de referencias.

Para poder comprobar la robustez del controlador fraccionario recurrimos al análisis de la ley de
control de ambos controladores, como se muestra en la Figura 5.15.
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Figura 5.14: Desempeño del controlador PI de orden fraccionario vs el controlador PI de orden
entero ante cambios de referencias.
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Figura 5.15: Desempeño del controlador PI de orden fraccionario vs el controlador PI de orden
entero.

En la gráfica de la Figura 5.15 se muestra que las dinámicas en rojo son las de ley de control del
controlador de orden entero y las dinámicas en azul son las del controlador de orden fraccionario.
Es más que evidente que el sistema exige un gran esfuerzo de control al controlador de orden
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fraccionario, por otra parte, el esfuerzo de control del controlador de orden fraccionario es mucho
menor.

5.5.2. Robustez ante falla de obstrucción en tubeŕıa Sp20

Para las fallas en las tubeŕıas que interconectan los tanques se modela como si fuera una obstrucción
en las tubeŕıas, ya sea por algún material externo al mismo ĺıquido, o debido a la acumulación de
sarro debido al mismo fluido que estas transportan. El diámetro de la tubeŕıa se ve reducido en un
5 % y se representa aśı para el caso de la tubeŕıa Sp20.

Figura 5.16: Fuga en la tubeŕıa Sp20.

Cuando ocurre la falla, del 5 % , en la tubeŕıa de salida del sistema Sp20 la ley de control de ambos
controladores se muestra a continuación:
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Figura 5.17: Desempeño del controlador PI de orden fraccionario vs el controlador PI de orden
entero ante reducción del 5 % del diámetro de la tubeŕıa Sp20.

Figura 5.18: Desempeño del controlador PI de orden fraccionario vs el controlador PI de orden
entero ante reducción del 20 % del diámetro de la tubeŕıa Sp20.
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En la Figura 5.17 se puede apreciar que para que el sistema regrese a su punto de operación nominal,
al controlador de orden entero se le exige un esfuerzo de control mayor que al del controlador
fraccionario, denotado por la dinámica roja, y para el caso del controlador de orden fraccionario,
denotado por la dinámica azul, la exigencia de esfuerzo de control es mucho menor en comparación
de la del controlador de orden entero.

Esto se debe a que ante una pequeña falla el control de orden entero es tan sensible que se dispara
para regresar al sistema a su punto de operación nominal, en cambio con el controlador de orden
entero es más robusto porque tiene mayor tolerancia ante pequeñas variaciones en los parámetros
del sistema, como lo es la reducción del 5 % del diámetro de la tubeŕıa de salida.

Y podemos apreciar el mismo comportamiento si la reducción del diámetro de la tubeŕıa Sp20 fuera
de un 20 %, como se muestra en la Figura 5.18. En la cual el controlador de orden entero tiene una
mayor demanda de esfuerzo de control comparado con el controlador de orden entero para regresar
el sistema a su punto de operación nominal.

5.5.3. Robustez ante fuga en el tanque 1

En el caso que se presente una fuga en el tanque 1, como se vio en la figura 5.9, también se puede
determinar, si ante fugas pequeñas iguales al 5 % del flujo que pasa por las tubeŕıas que conectan
los tanques, que controlador es más robusto.

Figura 5.19: Desempeño del controlador PI de orden fraccionario vs el controlador PI de orden
entero ante fuga del 5 % en el tanque 1.
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En la Figura 5.19 podemos observar como al controlador de orden entero, de color rojo, se le exige
un gran esfuerzo de control y al controlador de orden fraccionario la demanda de esfuerzo de control
es mı́nima.

Pasa algo similar cuando hablamos de fugas mayores equivalentes al 40 % del flujo que pasa por
las tubeŕıas que conectan los tanques como se puede apreciar a continuación:
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Figura 5.20: Desempeño del controlador PI de orden fraccionario vs el controlador PI de orden
entero ante fuga del 40 % en el tanque 1.

Al igual que en las gráficas pasadas, donde se demuestra que el esfuerzo de control requerido por
los controladores de orden entero es mucho más grande que los de los controladores de orden frac-
cionario, en la Figura 5.20 se aprecia la gran diferencia entre las exigencias de ambos controladores
ante una fuga del 40 %.

5.5.4. Robustez ante perturbaciones en el sensor de flujo de la bomba 1

Se hizo esta prueba pensando en que el sensor de flujo la bomba 1 podŕıa presentar pequeñas
variaciones que podŕıan tomarse como falsos positivos, es decir, que un controlador comun que
no es tan robusto podŕıa suponer que es una falla cuando en realidad no lo es. A continuación se
presenta este tipo de falla:

Se agrego a la señal de salida de ambos controladores una señal de ruido simulando que es una
perturbación en el sensor de flujo de la bomba 1.
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Figura 5.21: Perturbación proveniente de el sensor de flujo la bomba 1.

Figura 5.22: Robustez del controlador fraccionario ante perturbaciones en el sensor de flujo de
bomba 1.
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Esa misma señal de ruido se agrego a la salida de ambos controladores, entero y fraccionario, y la
respuesta fue la que se muestra en la Figura 5.22.

Como se puede apreciar en la Figura 5.22 el controlador de orden fraccionario, representado por la
ĺınea continua, es capaz de absorber esa pequeña falla o falso positivo, mientras que el controlador
de orden entero no puede.

Esto demuestra otra clara ventaja del uso de controladores fraccionarios ante los controladores de
ordene entero, la cual es presentar una mayor robustez ante fallas que en el caso del orden entero
simplemente no puede corregir facilmente.





Caṕıtulo 6

CONCLUSIONES

Como conclusiones se presenta lo siguiente:

Se mostró el desempeño del controlador fraccionario ante fallas en entradas, en fugas y en
obstrucción de las tubeŕıas que conectan los tres tanques.

Se mostró como el controlador de orden fraccionario suprime los efectos de las fallas en el
sistema, es decir, es capaz de regresar el sistema a sus condiciones nominales de operación a
pesar de las fallas presentadas.

Se comparó el desempeño del controlador de orden fraccionario contra el controlador de
orden entero ante las diversas fallas propuestas y se mostró que los controladores de orden
fraccionario son mas robustos ante este tipo de fallas que los de orden entero.

Se mostró que ambos controladores, fraccionario y entero, pueden regresar al sistema con
falla a su punto de operación nominal, pero el de orden entero requiere mucho esfuerzo de
control para poder hacerlo, mientras que en el caso del controlador de orden fraccionario el
esfuerzo de control es mı́nimo.

Quedó demostrado que los controladores de orden fraccionario tiene mucha más robustez que
los de orden entero al corregir las falla en el sistema o ante cambios bruscos de referencia del
sistema con el mı́nimo de esfuerzo de control.

Como parte del sistema de control tolerante a fallas pasivo, se mostró que para el caso donde
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la bomba 1 falla se hizo un switcheo del sentido del flujo para que el sistema pudiera seguir
conservando su dinámica de equilibrio en los niveles de los tanques, el controlador fraccionario
contrarrestó la falla.

6.1. Trabajos Futuros

Se proponen los siguientes puntos como futuros trabajos de investigación de esta tesis:

Comparar el desempeño de los controladores fraccionario y entero, pero sintonizados cada
uno bajo las mejores condiciones y métodos de sintonización.

Usar controladores PID de orden fraccionario y comparar su desempeño con su contraparte
clasica en sistemas industriales.

Comparar el desempeño de los controladores PID fraccionario involucrando otro tipo de
derivadas fraccionarias (con kernel no singular y no-locales).

Sintonizar los controladores fraccionarios por otros métodos de sintonización como son Algo-
ritmos Genéticos, Cuckoo Search, etc, estimando tiempo de ejecución para ver cual de ellos
es mas rápido y preciso.
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