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Resumon
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Capitulo 1

Introduccion

| ntilizacon e vehionlos adreos no ripnlados oo es una novedad historien, Desde

s papalotes ¥ los 2lobos actostaticos, pesando dor las hombas acieas nzilizadas en varios
comictos belicns para ol atague, hasta las acronaves anterallzadas, han teaido que pasar
varios sizles de inuevaciones ¥ estiierzos Leenoldgicos on el eampo de sensores, metoros, m-
eroprocesadores, ststemas de coinunivecion nalaubrics v dispositivos de admacenamisnto
Je emerpiv. o taa titimas décadas, con Tos welicis séreos ulonamos | Caeranned Aeriod
Veliple, AV un nuevo capitiulo L sido abicrto e lus drois fe perolaabiea, mecstronica,
rabética v de control, va e o g6 trata solanente de magninas controladas a dislancis,
cine de verdaderse sistenae antinomos capaees de evoluciunar en n medio ambiente

aclaptandose al mismo

Lot UAVs pueden ser clasilicados por su finafo, s aplicacds o ambos. Bl tamano
e 1 criterio dominante, v en este conlexli, =& puscea cnconfras los vehitulos conocidas
corrin mind-TAVs rque son caracterizados principelmente por sus redacidas dimensiones y
proymlsién eléctrica, Lo que les penite realizer wnelos cnespacios cerrados. Cirra posibili-
dad Jde clusificar a Tns TAVS 03 e hase aos tiicionamisnto acrodindimion. Asi sodemos
criceittrar o los vehienlos de aly Ga (zevonlancs), de ala votaroria [heliednteros) v cler aca

flexible | parapente ¥ sla delta),



Capltule 1 Intveduceion

Lios estidios de los dllimos afios muestran que Ly nveskigacidn en robdlicn sérea se ba
comcentrado prineipalments e los vebienlos de ala rotaior f, lielicopteras ¥ argnitecs e s
con capacidac. de despesue v aterrizaje vertical { Vertica! Ta v~ MY and Londing, VTOL),
Estoes cobide a la capacidad de dichos vehiculos nara renlizar vielos estacionarios, asf eo-
mo la gran wovilidad, caracteristions UnpoTtanles ¥ neoesariag en una gran contided de
aplicaciones. Unn e los sehiculos V'IOL que ha straido enormermente L atencion ey ol
heficaprern de enafro rotoros. conocidy taubien eon o] nowhre de enadrotur. Debida a any

simietrin, este veliienlo g2 relativasente feil de modelar ¥ onstruir.

.
[

En general, el wodelado cluemédtico ¢ dindwicn de sicenas o enerpos rigidos se ha
basuco principalmente co los dngulos de Luler para reprosentar |4 rotacion. Ts bien sabicds
que los tres dngulos no permiten ung represenlacion global de Ta rodacion, debico a qne
vxlsten singularidades. Fuler proouso uns solucien e evitin este problema moediancs
A dntrod-iecidn de un eonjunte de cuanro conridades. los lsmailes pardmetros de Eoler,
basarlos en la relacion enlee los droulos de Euder. Mas Laree, Uamilton {1844 inventd los
euatermiones, e exdension de los nivmeros cotnplejos, ¥ poen deasuds se Jescubric (FITE

las rotaciones pueden sor topresentadas por cialeriones,

Bl helicaptera del tipo quadrosor so ba echo popular pars ln Livestipacion en ko referen-
b wl contral de TAVs Cebido a su micdelo relativamente <iq ple, su alta manichrabilidad,
extrews exrabilidad v el bajo costo invalierado en la constieeidn ¥ operactin de cdicha
platalorma expedmental. Bl control de la POSTIES B LA cATacterisiicn impurtante, ve
que peninibe ol vericulo manzeaer una orentacion desesds ¥. hor lo tanto, impide gue of
vehiculo se vielque ¥ se desplome. Bl problons de comtral da 1a POSEULS e L et

rizido ha dessertade el inrerds Qo veriog Lovestd gadores que ban propnesty v dssarrallade

e amplia clase de controladeres. Dwwver e af [1] westraron ol use de los parsinelros
de oriertacion de Caylev-Rodrigues corio varinhles cleematicas para peochucir n mpode-
o globalmente linealizado y desaeoplado de Lis ecuacionss fe movhniomtio de un encrpo

tetormable, donde los eetados de defarmacion oetrzetyral aparecen aolatetite e los coeli-

cientes co ln transformacion uversa, F log demuestoan comwo las nminhras preestablecidas

P



Capitulo 1. Introduceidn

para la orlentacion mult-axial pueden ser codilivadds como superficics de conmutaclon pa-
ra la hmplementacion de nn control de estruelata veriable de los corvespondicnles pares
de wiro celeulados, sutorndficaments modulados en rospuesbas Anicainente parn detectar
lows sipnng del errer de la velocldad angular, para nn segaimienio Preciso vn presencia
de amortignamiontos separades o ineinzo de delormaniones catrieturales (pero estables)
wi eomtreladis. Wen v Kreugz-Delgado 2], prasentaron un narco general para el arli-
sis del problema de conbrol pars nn seguimients de L arientacion de 1 cuerpo rigido
Fu coulrsshe con ol wetodo oque lineal #a por realimentacion lo dindmica de la postura
o ana forms di doble intezrador con Tespeeio a slgnnus represenmaciuies minimas de la
orientacicn, se ohilenen u pran mimers de lamiliag de leyes de conrreol globahnente es-
tables utilizando la representacion de cuaterniones unitsrios globalicente no sngillar er
nna Mineién candidabs de Toyapunoy cuva forma so inliete de I corsideracidn de a energla
olal el encrpo rivide. Thienel v Sanner [3], propusieron un agartmo para i, patimmacisn
constante de desviasinnes en lag mediciones de la welocidad angular por un giressopio, de-
qostraaelo que los tesullades estimados cotivergen cxponen pizlmente rapido a los valores
de las desviseones verdaderss. Bl observador « liego combinado con una eslratesia de
control no lineal pars ol sepnimiento de L orlentacién, L combinacién demesero, wediante
wualisis do Lynpunoe, @ presencia de una dindmics do lazo carade globalmente catalle,
com seeminictl o saintdnicatente perfacte paza cualguier secueneia de arientacion descada,
Mehammad v Fhaan 4], presentaron el disefic de on eantrol difuso por modos deslizantes
para el sagninmdenio de postuca de un transbordador ssoseisl en términs L8 CHATerTianes.
Tara este finn, describen las eouaciones cinemilicas v dinamicas del transbordador espacial
hasdncose en cuaterniones. Singu y Lewie [5 . deseribioron una. implementaciin praclica
de algortmos de control simples (Proporcional-Derivalive, 1Y) para el vuelo dem gua-
drator de G arades de Dhertad [GLDL)L couipads con sensores o miy splisticados, en un
ambiente no conteolade nfilisando cuslerniones para especificar la orientacian, Fritech
al. ] presentazon una Tnealizacion cotesda-salica exacta de la dinduiea e treslacion de
nn heliedplero el tipe quadrotor. R menada ubiliza ima represeatacion de la aricnLacidan

husarda en enaterniones v conssa ce dos ciapas: realizail una inealizacidn entrada-salida



Capitnle L, Introducrién

e la posicidn z al empite, segnido por uns, segunda linealizacion emtrada-salida de la posi-
flon ey ales pares de control. BEsla separacidn conduji a la denominada linealizacién por
realimentac-dn cuns-estatica que omite Tns estades adicionslos de] controdader. Honelei
et al [7] exoresaron la dindimica del quadrotor Basandose en ol 4] gebra e cuaternions.
Fropusivron 1 raétodo de estabilivacian con estrucbora de comtrel jerarquica, El mdte-
iy propucsto evita ol probloma de 1y singn avidad del aleoritme o el maren dol conueol
geamerrico, Sheng e al, [8] uslizavon cuaterniones pars lu representacion ce la orientacion
cel veliewo y aseguraron la travecdoria global de Lo orientacion sy singularidades, Anali-
zaron la frayectoris de ua control de seguiwiente aera LAYE del tipo VT'OL enpleando Ja
reenivy de backstepping dliade. Reves-Valeria of af 4] presentaron ua modelo dindmico
oo lineal basado en cuaterriones para la retacidn, asi como =g conreEpondienic conrrel
LOQR por gonancias programades, Bl nodelade se Teve a cabo signienco o formalismo de

Mewrton-Tuler.

Por otro lade, el problemu de regalacicn a la salida e 1ne de los prublemas cintrales
am o Leoria de control, Bste problema frata con o segiitniento suintdtice de sefisles e
referencia srescritas ¥/o recaszo ssintdticy de petlwabaciones no descadas o g salida da
Aansisternia didamivo, Lo cavacleristion principal « e dlistingie al problous de ressnlaicn o
a salda de problemas convenciomales de seEmINlenso v rechazo de perturbaciones os SIIE
en el primera la clase de seisles de roferencia v perirhecionss cosste o I solucidn de
algiin gslema autdnomn de cenaciones dferenciales. Fote sislomea es Humade eeesistenmn
Las seriales de referencia v /o perturbaciones gaveradas pur o1 exasistema soa denominadas

earaeyindes,

Para sigtemos lineales ol problema de resulaeidn o o salida e cotnpleramente resnelta
(it los TOs en los trabajos dee BA. Franeis. WAL Wonham, E.I PDavison v atros, El
rrabajo de Imvestizacian resultd en el denotuinade pesrcipio del models mterne RUIRETRES
chacrvacion de que Lo =o uatdn de problem de reenlacion Bneal o la salida esrs relacionade

con 1a snlucion de lag denomingcas eonaeones del regilador (11].



Clapftula 1, lutrodiwecion

Sigriiendo la tendencia en el desarrollo de I teoria de sistermos de comtrol uo lineal,
en los 808 alaunes sulores comenzaron a ostuadiar el problema de ragniacion a la salida
para sigtenas mo lineales, Un gran avanoe ol ¢l problena de regulacidn no neal o I
salida fue veportads en ol trabajo de AL Tsidor ¥ (1 Byrnes (12, Sn dicka publicacion
log anlores demmoslraron qie bajo le stpogicién de la eslobilidad peutral del exosisterna
v oaleunas phrds sLpogiciones estandaros de sstanlidad fdetectabilidad cu el sistema, el
probloma de regulacién local a la salida tene solucidn siy silo g clierla combinacion e
sruaciones alzebraicas v ecnaciones dilsenciales tienen salucion. Estas ceuaciones son las
desiorsinadas eequvirnes del regulador o ecuaciones de Francis-Tsidori-Byrues, lag cualos
son o contraparte no lineal de las conaciones del regulaclor para el profleme de regnlacion

lineal a la salida.

Fu o Altimos atosz el problems de regulaclon pars sisienias no lneales ha sile un
cotnpe de mvestigacidn nuy productive, Eu sarlienlar, Castillo-Toledo v T Genaro [13]
presenitaron un esgueina de control pars la regilaclon rubusta de un sistems no linca.
diseretizedn asegnrando 1 compartarmiento Hbre de rizes oo el flempo de ntermiestrss.
Mostraran, como BN ¢ cnse de sisfemas dneales qne el controlader debe conterer nm
madelo internn para asceatar ¢ne ol ceeor de segiiiento conlinu de galida oty
asirtolieamente o cere, En Sanpesh, of ol 11 implementaron exitosamenle (A Teoria cle
reailacion a la salida sobre wn sisteme sibacbumie el poudubon. El objetivo del experi-
menta sehre ol pendubat fue Hevar a calio una trayectoria manrenicudo el ssanudo eslakiiL
i pusivion vertical, Zongli, er af, 15| presentoron una plataferma de prochas experizne:-
Lales para probar controladores de reguiacion o la salida no lineal. incluyemlo regrlacidn
cobmata o Lo sulida. Kakizde, of of [14] deseribicron ‘o aplivacicn de s celracegia de vegulas
cidm fservomeeanizmo a TTAVs para segonimiento de trayeoiorne La estralegia dlis resulacion
a L galida s ntilzada principalinente para el segnincicnto preciso de la srvectoria cle Ti-
lepeneia. Fatemésodo ssta limitado & un aolo tipo de segniiciento de trayectoria cel DAV,
Padov, of al. 17 presentaron resullados expesinenta s soure ¢l groblen do regulacion

no linens # la salida paca un gisterma mocanies de referonein, el denominado sistema T



L Ohjeiivo de la Lesis Capttule L Introduericn
1 !

RA, donde muestran la sfeacia del mdtods al igual que resallar sas limitaciones practicas.
Zhang v Serrand [18] resclvieron ol problema de reguilacion robnsta semiglobal para uns
clase de sistentas no Hneales cue o satisfacen los condiciones estandares pary | cxigtendia
de nn modelo interno lneal, pero admites lu denemminada inmerisin generalizacs, Aheng
v Zheng [19] preseutaron el disefio v resultades experimentales de la regulacion robysta

para la orientacion de nu helicdolero Fipe ananser de 3 GDL. Bl chietiva de control s
ST slboticatiente Tas soriales de veferencia de clevacion v euliecsn [piteh) pemeradas
Bor un sistema exdgeno, micntras s mantionen todos loa estaros seotard s en lago corradi,

meliso siexisten incertidumbres desconoridas, Sehmidt, of ol [20] consideraron aca ¢ ase

e prublemeas pacs o] control de Ta oremlacion en |y RPN AC IO s Lural SONE, ademds

presentarcn ana solucién nevedesa vara ol sroblema de remtlasion a la salida, Salman v
Chang [21] i:tizaren una fallu de atasco para un sctuador Atilizande nna formnlicidn de
strvomecanismo donde el control exterior ellido se models cowe nea entrada Gxdecena, a

I planta duepradada.

1.1. Objetivo de la tesis

1.1.1. Objetivo general

El presente trabuje de tesis tiene coms oh Jjetivo la oblencidn «el models dirdimnics
de iwn helicdptero del fpo gquadrotor en térsrnng de cualurniones unilarios {pardmersos

e Kuler) asi como ol estulio del problotms de regulacian robista o s sulida | Habust

Chutvut Hequlation Problem, BONIP Pen A mplemientacian de un controlador robmsto WHTH,
A I [

el modelo ditdmics en cuesndn,

1.1.2.  Objetivos especificos

Los ohjetivos especificos del sresonts sstudio consisten o

m [Cetudio Je los custeraiones



Capitulo 1. Trtroduceidn 1.2, Organizacion de la tesiz

= Modelado dindinieo del gquadrotor en térrines de cunaterniones
s Esluwdio del problemms de regulacidn rabiata a o salida

o lnplernentacidn en sirmiiacion del regulacor bajo esludia sobre vl maocdels dirdmico

dul guandrolor e téreinoes de eaateradones.

1.2. Organizacion de la tesis

Fl contenido de la tesis esta distriouido de la signiente mangra

En el Capitulo 2 se musstra ol estudio de los cualernones, inveneidn, dlzebra, utilica-
it v apicacién parcs definir la orieutaciin da nn cuerpo rigido. Pesleriormente, se llewa &,
rabo Ta representaciin del mocelo de un vehionle espacial en tévmines de los cuaterniones,

asitnisio se define el enaternion de referencia para el soplimiento de Lrayectoria.

el Capitulo 3 se dedies al estucio y obtencidn del maodels trlemation del quadeo-
tor, primero en represcntocion de oz dnpulos de Fader ¥ loego en cuaterniones. Fnoeste

asien capitnin se Mevi & eroo la aprosimaedn neal del niodeto en euagerniones,

Fn =l Capitulo 4 se hrinda Is teoria del problowma de regulacion a la salida, Lueso, se
desarrailar los pases v so prosontan log resultados en simulacidn de prahiema de regulacicn
robusta a la salida para el ejemplo de un sacélile rigide, Al dnal de este capitule, s anlica
peta mista melodoloaia para ol conteol del quadrotor en hovering {vielo estacionariol,

gnalmer be se exhiben log resultodaos de stmulacidn.

I'm ¢l Capitulo 5 se comentan las couc uziones generales de los resultados derivaclas

dlel presento Leabado de tesis, saf cono algunos sspocios pars famnres Lealejus.

-1
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Capitulo 2

Cuaterniones

2.1. Introducciom

Cn el presente capttulo la informacion referente o enatermonus fue reconilada princi-
palmente de 20°-125]

Ciando e gropo de brillanies matemdticos essd nleresasdo en al migme temms o es
rare descubrir que dos de ellos legien a la misma vencidn sl mismo tiempo. A posar

de que diches iadividuos tengan diferente fortalezn matemation, ellins tendrian acceso o

la trsma cidilicaciom del couocimisrito wacemdlion aouzmado ¥ ser conscientos o los

problemss que havar sido resueltos ¥ ae aguellos que esperan Tna solueidn,

Ea bien sabidoe que Wessel v Arsand inventaron el plano complejo y Lo utilizaron para
vigalizar los oo eres eomplejos, Bz lamentable que ambos Lombres no Luvleran aceeso a
Ja red de publicacién de oy endin: Sin cubargn. la prioridad fue ¥ sigue sienda decidida,
medinnte quien realiza la primer impresion, Pero conu le aeontecio o Wessel, irclise slendo
el primers en la impresisn o le garantizd la Taima,

Una Watoria simitar todea 1 invencion oe 1os euaterniones. Sir William Sowan Hamil-
ton e reconoeido como o inversor del Alzebra del cuwemidn, L cuel s corarlio e la
piirner aloelea no conmusativie Je puede inaginar Ly ealoria que siobio irando eneonlrd la

solueidn 2 un probloma en ol gue habia estado persando durarte nna dacada,



21, Terodnecién Capitnly 2, Cuarernionas

Lavinvenelin proporciond of primer sistems matemirics Para manipular cantidades vore-
Tarales, aungue cato fue redefiuido por el Hsico LeoTico, quinics v matsuaticn Arnericang,
Josiah Willard Gilsha (I831903). A pesar de que Hamilton habia legado a sn lnvencion
a traves de una ruta alzebraiza, (ue obvio para e que 108 custerniones tuviersn un mey
similivanie potencial geomdéivico e mmediatamente comensd a ex slorar sue propicdades

vecioriales v de rovacidn.

El desconoeimiento de [Lamiltor v virtnalmente bara rodos 1og demds el ese micients,
el rulormador seeal ancés v brillante matemdlico recreacional Banjarmin Olinde [odri-
gries (1T93-1831) va habia publicade trabajo en 1840 desevibiondo cdmn repiresenlar
oS Iolaciones sucesivas alrededor da diferentes e1es o fraves deoims sola roaeion alredadeor
e wn fereer eje. Lo que os mas, Rodrigues exprosd an solueion usando un escalar ¥ un oje

=0 4 dimesrgiones que adelannaba ol propio métcds de Hamshton por trey atos,

La exiziencia misma de los niimeros cotaplajos prosentd uns presunta centadora Para
o watemaricos de los siglos 18 v 145, Podria existiz nn eiuivaleale en 3D7 La respresta o
eata prednnta no e vbvia y rmachos matemasicos talentosos ine verulo g Gange, Misbias,

Grassmang ¥ Hamilben va habizn estado buseards 1o Teapesta,

La toveatizacion de Hamilton estd lien dociumentags Foenbre un pertods cartapesdid
ertre los afios LA30 & 1843, enande invarcd los clalormonns, ¥ odurante otros 22 afics. |asta
1 onilerlke en 1563, prescupade por el terna, Pare 1833 habia denyis lrade giae los mimeros

complejas forman un algels Qe pareiaE, Lo, paros ordonados,

Aligual gue un wimero complejn cu 20 2o represcita por o B Hamilton supuse oqne
v nimern complejo sn 30 podeia ser e prosentado por la trinleto o —8 — 0, donde s g
som- canlldades lwgnarios v que al enadrade es — 1. Sin ol reo; el producto de dos de

Jichay tripletas plantea un problema con =u expansion slechraies,

Congidere el par de briplelas 2y =) + 8 0 J¥ 2= — lai 4+ ey, Fealuands ol

1]



Capitizlo 2, Cuaterniones 2.1, Introcuoeion

producte srire éstas tosulta

przs = g £ e iles —bat o oead)

—

)

Gotn + ol b i ead o Bt S 0p0pET | By +egagy 015 i 00

g -+ -r}ll":j.';;_j ~+ EZ}II:'-J_}.?--.

)

= (igis — Bha — cagad -+ Linfy + Dag i+ [aqen — 2y0:

conde se ouede apreciar ene a operacitn sast cierra, Le casl resulta ol tripleta, excepto
piar s térmings gue invoiicran o ¥ ji. Trichiszo i ac supusiors que 5 — —4f alin resnitaria
I, expresion ey — arha i

Esto presentd nx problena para amilton ¥ se eslorzé dursnle nna iéenda Inrentando
wesolverle, Luegn, ol 15 de oorubre de 1543, wicntras corinaba con 81 esposi, [Lady Hoznil
Lo, prot el canal Real e lelanda para presidis ws vennion de 13 feal Acndemia Trlawdess,
an destello de napivacion le vino enando vie laselneion coma nn cuarleto. En hagar de uri-
lizar dos términos fmeginarios, lod lres términes propurcionaron as pern SRRV R f:
ecesariag parn resolver los productes 47,

La solucién e o+ W — o7 — db dowde vada 4,70 & al cuadrado resalla como =1 v es
debida w estas cnatro érmines que Hamilton Lo dio &0 nombieg de quateriion, Hamailton
bormds In aporbunided de vegistrar el evento en pledea, tellnndo las reglas en la parod el
pmente Broowne, per donde pasaba en wpuel omenta, Aldigie snscipeion arielial 1
b pesistide ol elimp de elanda, vna plaes mis regislonte ahora lo resmpleza.

Cyando amilton invenid los cuaterniznes sambién cred tode olass de nen bres tales
cotte Feasor, verscr ¥ oeechor para describir sos atribulos, Siendo Tandlton ¢l inventor
de log cuptermiores tuyo la primivia de elsgir el pombre que cusiera. dichos normbres
[ueron asccindos can la notacidn del periodo, Por ejemplo, ¢ desigrd a la pas.e veal del
cristerniti corno ssealar v oa A parte imaginacia como peclor SIn embargo hoy en ilia
e veelor 0o tlene tingumn asociacion masliacias o anal ha confimdidoe Bapramente of
comna inlerprerar a los cuaterniores, Wameilton tambicn chservd que log términes @ 1, i
podrian representar los Lres veehoTes unilaving cartesianes i v ke Lendrian gue posesr
las cualidades unaeinarias, 4o i* = —1.

Sron Altmann habia estado iy conscicnte de estos problemas v ands a aclarar esta

11



2.2, Dennieldn de uy enaternion Capilale 2. Cuaterniones

confusion sometiendo ol Aleehra de cpaterniones o um calrecho control, que, hasta ahor,
le fallaba. Fata rigurosidad wleebraiva criples ladden de pares oraenados, e gor feilos
e enterdor, ¥ rovelan lu estracha =slacidn en-re cuAternionss ¥ nilineros comple os,

El daebra, del custernidn es definilivamente imuginaria, sin embargo, sinplemente
aislando Lo parte voctorial ¢ ignorando las rezlas imaginarias Gibbs fue capaz de rovelar
it Tieva rama de las rstematicas gue setalld oo o sndlisia voctorial,

Hamilton ¥ aus parridarios no pudision convencer & sus eornpaiieros e que los uacer-
ol podiian represernar canticdodes veelorales v oeveilualmente la notacion de Cibbs
Pt ¥ Ins cuaterniones desaparecioron de 1o revera,

Eln afivs recientes los cuaterniozes han sido redescubiertos por Ta indusiis de sl
ciin de vielos v por la comunidad o gralieos por comyadors, donde son ulilizad 0% PETE
rotar vectores alvededor de un ejc arbitrario. Bo los afios internedios, varias personas han
cemida la oportunidae, de investigar el dluehra v praponer mievas formas do aprovechar sus

cualidades (221,

2.2, Defnicién de un cuaternion

D aqui en adelante, un cuate uiou serd denotada por algnna letta maviizeuls, va sea

Po o R, Se usardn letras en neeritas pava lenotar veotores en el erpaeio tridimer slonal
E5 Fn partienlar, g2 nilizara i, j v k para cenctal e bazes ortonormales cstdoudar LT,
Bl Lo vectores en ol espac tridimensiona] (3D pueden ser eseritoy como tripletag do

MLeros reales, uago asf se eseribiric sstas bases crtoro-nales cormo
1o— (1.0,
i = oL,
k= {00,213

Vb enatermon, como su nombre lo suglere. prade ser consideracle como 10 enarelo il

mimerns veales. 4o, come 1 eermenie de BL En oeste caso ae cacri b

LS
e

;-r' = [ G0 W s gy



Capitvle 2, Cuazerniones 2.3 Propiscades e los cunterniones

donde go, 91, g5 v ¢y son simplemente ndmeres resles [23).

A pontinnacidn se deseriben las tres formad de denolas o enaternion

Q = s+rpi+ur ozl [ 1al

{_;,2_ = S v: ,_21”

g .= B3, 2ok
donde sz g 202, vER pif =7 =4 =—L

Er (205 se tiene la delinicidn original de Hamilion com sus términes imaginarios y
sug correspoucdicnles reglas asocindas. Xn (2,10 se utiliza ¢l slghno "4 parn agregar ur
psealar o wn veelor. BEn (2.1¢) se tiene un par ordenado compromeatiends vn esealar ¥ nn

vector [22].

2.3. Propiedades de los cuaterniones

En la presente soecian se hrinds una breve introdieeidn al algebra de cuaterniones y
s destacan sus propiedades. Asimisinn, e vealiza nna deseripeior del produero entre dos

ciasernionss iustrando cdno incerpretar las reglas de Hamilton:

(i) Propiedad de la adicion. La adicion de dos cwsternones 7 = (pa. i oy i)

v @ = iy, 0, g g5 o detine siadierda Toa romponeates eorrespondientes, e,
P+ (pa+ao) o bade g +a)r b ips+agsl b

Lo aclieidn de cuaterniones, definida de esta orma, e3 exnchamenle la misma qui pera
L cuariatos de mimeros reales satisfucionido wsi las sropiedades do camno®, vagne éstas =
apliean & la snma. Lasuas de dos cuaterniones es de nueve wi casterniom, 4, ol coujunto
e cnarernionss es cervado bajo la suma, Exdste tambicn un cuaternion ceve, cn el enal

cada corponentle v O Cada cualernion @ siene nn deverso aditivo. denotacde como — Q.

Se parerde decir que nnocamso s o conjupte de mirmerns que s cerrado pata s operceioues ce

golieidn, o Lipliveeidie sustraceia y division (dilevente de ceea),

13



2.3, Proviadades de los enaterniones Capiiule 2. Cuaterriones
! -

e donde cada romporente os negativo &l componente correspondients de ¢ Como puede
verifienrse factimente, la adicidn de cuaternioncs enmiple con las propiedadis asociativa v

conmutativa, ¥va que e sun, de nemeros roalos posee dichas propiedades

{ii) Prapicdad del producto. Ll products de dos custerniones es mude sor 1 pali-
cado. Deba darse de tal wanera grie Tos siguientes productos fulamentales espreialey so

srris o

Fi=j = —ik

listos productos no cumplen con s propiedad cormuiativa, por o gus el proausto
cnfre dos cnslerndones. en seneral, oo serd conrmative, 1 Liizancdo reglas ovdinasias para
s mndtiplicaciin alechraion junto con los prodiwdos findaaneit ales anleriores, oy Fael
voridear que ol producte ent e dos cualerniones toma la erfruelara, (2.2 [24), Twmbion se

demostoard que P v @ poieden aer representados mediante pares ordenados

L& . .

L)

'-:-:! _g"" QIJ
Lo s g = Ry g B EL producto enbre enstetniones P @ & s oxpande a
Pw@ o [l g, gl =1l bpad s kilan 4.0 bquy +quk),
= (Patly — P1g1 — Pty — pragy)

L =P g - qa) i

T g gy | pagy — i ) g

b fpods e+ P — gy (2.2]

La, expresicn (2.2) Loms 1o forma ce oora cuaternicn ¥ coulirmas gue o) prokducto enrre

alglerniones es coriade. Bn esta srapa, Hamillon convietd los términos T aries 1,

14



Capitale 2 Claaternionos 23 Propicdades de los custerniones

ik en veotores cartesiaunes unitarios i j koy varsford (22) a wae forma ventorial,
El prablomy con este método es gue los veclores colseivan i ralees nazminariag. La

sigesencia de Simen Allmann fue sustitulr los términes inaginarios por pazes ordenados:

=Tl g o=jugl k= k)

loss eales siguen siendo cnaterniones denomingcos oo sunferniones aratarion T idea
de deliuir i easlernion en Lrmines de cuaterniones unitaros v exackanente la misma
en oo se define um vector o térmnines de ms veclores certoslanos nnitarlos; esto nermite
g exstan los voolores sin alogs ssociaeion Imaginaria, Sustimnyemdo esTos eialerniotes

nrildrios en (2.2) juntoonm L 00 =T e flene:

o, o pllamd = (oagn - pun — pege — atel [1O]
i = qeps — ets el 1, i

— it e b s — tabad 104

Fipas  qops +pige el [0k 3y

e, desarroilamlo €231 eor sidevando las cesglak proviarente definicdas resulra

b
)
|

Ly = rr’-'uJ:PHfﬂ!:qJ == [Pnu]‘-:.\—l'i_lfh Dadz — s G]
| i[.l. i FEi Gy — Paly —ialy ]1]
b0, otz gore 4 gagn — gape )

En [{h ::j!'f-’lfa'a Y P R i R lei:lk-l- (2.4

Aprupands términes somejontes y factonzando se tierw:

PO = |pat — i — Pade — Paiys Y
b patmd— el | ogslel | g el pa ek
— (porpe — geng)d | (pad — s 1+ Vit — @ k] - (2 3)

15



24 Propiedades de los cuzterniones Capiiale 2. Cuaterniones

La expresidn {2.5) coutiens dos pares ordenodos que pueden cobinaise, 4o,

PaQ = Tpagy—pig — vty — pays.
PR vy ] Rl N /! x S | — .
Puinil T qad sk 4+ g {pd — i 4+ k)

boiPets  qumlid{oay wp i kg — gk, . (2.6]
Dlefiniende

Po= il Fpaj bk,

G = qdbgu) + gk,
¥ osuEtllbapendo vn (260 se tione
P ra-pllaea, = pag pPApsn—gep +p ¥ gl (2.7)

al el define o produacta del enaternian, De aqui en wdelanie las reglas de amillon Ve

estan incluicas, por lo tanto los vectores 1o contienen fEOCtaciones imaginarias |29]

(111} La no conmutatividad del cuatornion. Cousidere L siguionte (dengida:

(1 1}
Fad—QaD = = : (28
L[pxt;-—qkpj S )
i evidente que, on e,
P £ QP i2.4)

(iv) La norma del enaternion.  La torma del enaternion se deline cowo la s ama

di cada uno de sus componenres al cuadrade:

L=
nort Q) = % i 210
Y

(v} La norma de un producto, Litilizande la definicitn de la nerma v s (TIE-
raeienee veoleriaoes. es facll desmstrar que la gorma de prodacle es lgnal ol producta

e Tag morinag mdividuales:

—

merm i 2 Gl = norm (P x wom (1 Q) (211)

L



Capiculo 2. Cuaterniones 2.3 Prooiedades de los cuslerniones

(vi) Propiedad asociativa sobre la multiplicacion.  La propiedad ascciativa
PwiaR = PHEIQETR) (2.12)

ce ha demostrade de una maners, directo.

(vii) La inversa del cuaternion.  Cungidere el producte

_Ve;f""-l

--I 1
iy 1 75 — . U
e = B SR _ (2.13)
q 4 (@ng — qud — ¢ % q) ()
()

Note que Lo mulliplicacidn ce um easternidn por otro enateruion. que se diferencial
sl por s cambic de signa de la pacie vectorial, prodies un cuglerniar aolo coz s
parti: csealar, TTnoeasternion de la llima forma tendrd propledades muy snaples en |5,
b ipleacidn {Le, multiplivecidn por mna senstante] ¥y cuando se awide por I norme
del rarernidn Servira como cuaternidn nnitace. Por lo tanto, laioversa de un custertisi
sp dehmne moediance

i -1 r 3

; i 1 | B :
Q_ 2 = -l:‘l —_ — - = - r {2. 1—1:|
i T Q,I —ij

S embarge, se trabajerd totelwenle eon enaterniones con uornia unitaria, asi s

sinplilicaran mnchas expresiooes,

(viii) La inversa de un producto.  La inversa dal peodacto enfrs cuaicinlonss se

valcula mediante ol prodocto de Tas inversas individuales en orden mverse. Tato se lova u

cabo de la sigmiente manera [25

i
P s c_‘__!_:]" 1 atfg — P-4

nora (P& B | _ipig —gup+p % q)

]

| i - il |
G

norm Q) | _y ' _p | orm (P



2ol Interprotacionss veométricns Capitule 20 Custerniones

oz 1o tanto,

PxQ = QUwp (2.15)

2.4. Interpretaciones geométricas

Vi votscion en B? puede reprosentarse por s mate A e B9 gia upre e L
LAY st ortogunal v en determinants izue] w b i, Alternavivamente, dicka matriz
A prede nterpretise gecmélricamente eome o aperader de ratacidn en 2 Con el o
dix encontrar o veclor w el cual es la iniagen del voctor v bajo lal rotacion. sUMplemenre
a0 represcita el veetor v mediante woa columny, euvis entradas son log comporentos de

VoAl gl sele l'I}..l“--I]':".lf'-Fl. [rovr la g derea le makriz de toabscion, e,
w o= Av. [2.16)

Ls bism saoide gque of producto de uns ssenenely de apuradores de rotscldn s nueva-
et un operader deorotacidn, v que se han desarralblo algoriimes para encontrar ol e
¥oel angulo de dicha rotaeion comrpuesta

Lo cuatormiones Juegan ul papel uportanie on una Jorma alternalion Para un opo-
rador de wolrcidn, ol enal es vy distinee del sperador warrivial que uliliza Duneiomes
Legonomerricss, Un enaternidn o0 un enarlets de ulmeros mienbras gue nna mabniz de re-
lacion fiene nueve clementos. Por lo tantn, Lo enaterniones svlen ser iy eficicnutes para
Al izar clortas situaciones en donde se fnvolueran rotaciones on B No obsvante, e Jefini

i sperador de rosaciin con enaternioues no ests del “oda dlaro ¥ por Lo tanto s debe di-
Jicar almo de tiemno v esfuerzo on explorar Yoentowder comy se prevende esuretnirar diche
sperador. Posteriormente, se verificarsd que este o pecador pede ser uterpretado geamétri-
camente cungouma rotacion en B al espocificar los cles v ol dn gl dls rotscidn, o enal
es relatvamente fAcil. Se comeneard estudiandn al cporador de rotacion con cuaierniones

devde ol panto de vista del dlzebrs de custerniones desarrellads anteriorm U
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Capimnie ¢, Cuaterniones . Interpretociones geometricas

2.4.1. Consideraciones algebraicas

F=ow

Tl 3 !
Veoiores en B Ciatern:ones

LTS

Figura 2.1: Currespondencia: Vectores £ enaberninnes

Lo preoenpacifn oids importanie en oste momento e en el desarrollo de metodos
atemAticos para determinar la orientacién de o objeto en el aapacio 4D, e= cetir, oo @,
L obicto en este caphciv pueds ser considerado coma un conjunto de puntos e I, Sa
pueden identificar Licllmente eslog PUntos GO FeEsores el 4 e wode ane la erientacion
del ohiato pacde ser estidiada realizazcdy operaciones apropiadas sobre eslos veenoLs.

Tl enaternicn que exisie on B puede oporar sobre un veclor v € E* diempre ¥ cuando
a eskoe Ultime vecbor se le trate como un cualerridn pure, eg desiz, comn nn Cupisrmion
con parte real ceros Sea () ol conjnnte de Lodes los cualerniones ¥ (Jy que repressnfie ol
comiunte de los enalerniones puros, con esto o8 posible identifiear veetores o E* con los
alementos del conjunle (g Par lo menos, qnicis se puede delinir nma correspomdencia en

il gue wn vector v € BY porresponde al cuatermon puro V=L v Qs (Ver Beura 2.1,

i

LR

o BE s P = s Gy o gL (2LT

th
I Tacil verilicar dicha correspondencia cuando se realiza ln snme v mualiiphicac.on por
i escalar, Por eienpla, la suma de des vecrores en B corpesprmade o la sunva de carda uno

Crams correspondientes cuatoralones pueres en (n,

19



24, hiterpretaciones goomeétricas Capitulo 2. Cuaterniones

Ahora, i este panto pudiers parecer razocable suponer que un operader de rotacion
aque esta definide er ténmines de un cuaternidn tene 1o misma furma que el operador

lamiliar de rotacion matricial. 9 s azf, slenificaria que an custernion S akel i

forma representa nna Toracidn, v ademgs se puede encontrar [w imagen w e 23 utilicande

in regla del producte
wo = v, (2,138

Dicha regla sienilica cjue el producto de un cualernion £ cou n voctor v ne SECIRTIG
eararla, definuda, pero o] resultadn seria wn vector 9 puade definir el producte de un
PUALErIOE con n veetor 1w livande |4 cortespoudencia 1o o e entre veetoros en Y i

Clisterniones pures Gip dasciibe anteriormente. Er ol Producto curre custeriionss (2

=Y
1y

. Tl

Lugar de an veclor v aiplemenle se sa 51 cuaberTiion correspondicnre Vo= 04w, e csta

reazzera, dade algin cyatermidn @ = To T =6 yun voetor v < 3 se 1iope
T £a ] T ..l

Qv = (g +q)i0 ~v),
= o l—g-v-0oqg—gv+egxv,

-y vl qgxw (210

El ealeuls snrervior iamesira que ol tesnltads no necesAriaimente st o 0y v e genvral €l
cesultado no corresponde A un veesor v B, escepto on el caso eapecial cuandog-v =0, o
que significaque g ¥ v son ertoeonales. Por Lo tanto, 1o se pusde prerender que el nperador
de rotacién en términos del oisiermidn conaisla simplemente Coun solo cwacernion,

o obstente, o pesar de la difiewltud con o producta del cuslemisn, ea lo que sisue no
se-abandonard I eorrespondencia necesaria o & 1o entre vieTores ¥ ehaternivnes piros.
De ahura en adelante so debe ds considecat yue euatide se ulilice la notacion vectorial cn &l
prodito del enatcrnion o] vertor cstd, i plicamente represcatada por 21 corres pemdivnde
cuabernion oure. De esn manera, e Producte de cuatermioues fmplics yne los vectopes
lengan sentido.

Iin (2.19) se analizd que ¢l producto on oinestion Ny eeesarianeate resulls en un veclor

(4

B0 ET por constguicnte. vQ tamoocs restlard en un veclor ey Y va gne ln conmutacicn

210



Canitule 2. Chanterniones 2 4. Tnferprelaciones geomelricns

de 1o lactores to cunbia la parte real de dicho producto. Bsta observaciin nos concduce a
suponer que el oporador deseado pudicra implicar tripletas o fal v procuctos de mayor
orilen, Luego pst, se podra asegirar que la salica del operador serta un veezor sle pre que
I errrads fuese olvn ventor.

Tichide o que se deson operar sobire vectores ulilizatds cuaterniones, sea P una de
Lo [netores, en vn orodineio triple de ennlerniones, Un cuabernldn pur roproseibar o il
veolor poen cuestitn, Suponga akora gque e Herean dos cunlerciones € y K, del comgralo
£, v tercer cudlernion P oesmo eusternion puro del cenjunte ) Teproscntando aloan
vertor, Fxisten seis posibles productos que imolicas a estog tres cuaterniones dacos por
PROWR, PERRY, Q8ReEP, ReQeP, REPed vy QPR

Una de Tns propledades de os cnsterniones es que el coujunte ¢ es eorrade, o pesar de
gue (g 1o lo sen, al emplear la operacidn de mmlziplicacion, En comssenencia, 1o primoeros
prialry productos @R v RQ serdn shmplemerte cualerniones, 1o que signifies gque eslos
cuaten nroductos son csencialriente prodictos dobles. Diclos produetos na son adecuados
aora defizic al operador que se busea v por lo Lanto se deseartan como posibilicades. Por
sirrolicidad en la eseritiura se omitira & en la sliiplicacicn earre enstermiones.

Adlemas de nsistin que P debe de considery rse enmo 1 puabernion puro, e esie modo
s repeosenlid un vecior, no se lace distineidn entre los custerniones & ¥ Ry osi cnie 1o
hay necesidad da distineair os des productos restanles de la lista, Cowe consecuencia, la
i, pocibilidad eg ol Lriple prodiets QPR

Siendo P = 0—p, @ = qu+q ¥ R = rp+r noes Ciliell verificar, aangus s detalles sean
an pocn trdingns, que seenn Lo regla (2.7) 1o pote vead de este pradueto Lriple esta dada
[RIBTK

—ryieplo ogip-ri—igH pleT

T las venlas del dlgebra veerorial se puede reeseribiv csta pacte rea de la [ozina
—rp Pl aele e Pl g X el-p

Consideranda mque el aperador debe ser tal que o salida sca un cuaternidn piwo, Lal

LR EOTIITNSCHNe WL Vi BT, se recljero oI 08T arke rieal gea cern. Eato se p-uudu -:3(2:-||:'~E!%111'[‘

f e

BTRLIOTLEA — & ETRO EE :
GRADUATHTS BNV ISTIGACION
g J_ F -. 1

Lin



24 lnlerpretaciones geomctrioss Capitule 2. Cuaterniones

saponiendo que vy = g0 Feta parte real priede cutonces Tecseribirse de Ja forma
—l'.f._'|fq _'["'I ) s "rl'.i L R
Claramente esta parle real serd corm, oo se requicre, 81 T = Q. Sl embareo. esto
simplemente signilicars oue

.R:rﬂ-;-r:.;.,_,_qz.fj' 5, Q—'R*,

-

Lel smdliss on enestion se oblicuen los des nroductos teiples del cuateruidon QPQ* v
dPQ. Eslos dos productes 2riples producen un enalemion pare cacle vez gue el faeler
F sea un enazernion pure, Ln términos de un veeror do entrada v ae tieacn luege dos

posibles operadares cel triple produclo con eLeierzion=s delinidos LI

W Qvid® [2.26)
h
Wo = Wy (241

La weeion algebraiva de by censcidn (2,200 s ilustra ou la 8 srra 2.2, o resurien, hasta
cste punto se 2a comentado lz torma de manejar vostoes o ol egdpaacio de cnateriones v
se Lol enconteado dos operdaores con cuaterniones los ~ualos tomalnl veciores dentro de

veclors.

= O ]
wWoo Oy oF

bh

Viwtnres en 134

Cudterninnes
prros Ty

"




Capitulo 2 Caaterniones 2.4, lorerpretaciones geomatrieas

2.4.2. Consideraciones geométricas

La miseeda pora 1o interpretacion gecweétrica del oriple producte eon enaterniones
sn la ecnacidn (22200 v (2.21) conduee o b enestion de como ascciar e angulo con wn
craternion somwlante o la forma ca que s asocia un angale con una matriz de retaciin,
Voo e Tlavard o cabo alilizande vme cialecnién unitaro, we. un enaterildn con poviis
tnitario, lnewo asi se prevtende asociar un dnzulo con los dos operadores anieriores.

Dies whora e adelate ol cuarernion @, usado sera definde ol operador, serd consicerano

i enaternidn uritario o sormaiizedo. Ténzase cu cuenta el onakerelon

| B
]
[ 5]

3 = g+, 12

e por definicion liens Forma nmikaria, colonees
; o | s () FFaa
g —lql” — L f2
Na ohatante, va que paca cualguier dngulo es bien sabido que
i i — ap z s
[ AL =

detse de cxistie algin dngnie § tal que

A 2
s 0 — ay
4

sontd — .

Fate dnatlo @ pmade ser delinide oicarente s se ajusta o o restriceidn apropiada
orosn cominio, e, —r = 8 Som Deoesta manera se tlene url dueulo 0 asociado con ol
cuaternion Q. Serd convendente esosibir el cnaternion cnilario € = gy g en rérrnitos de
aste angulo,

Snponsa que se define nn vector unitario w. e cusl represents In direceion de g eser

Pl
a 9

==
gl send

(2.24)

23



2.0, Adgoritmo del operador Capitule 2. Ciaberniones

Lueao se puede escribar 8] enaternidn umitarie O en Lérmings del angulo & v & veetor
nnlbario 1 oo
4 — g £ = uosf! + wsen ), i)

None que pars un enaternidn oxoeesado en Ja lorma auterior, reemplazando —& pore (1,
cielguier diznificade geométrico que 0 pudisra Leter, se consigue el conjugade complejo

Hilen N 3

cos{ =) 4+ wsen(—d) v - um{—sen ),

= ool usen# = OQF
Utilizando esta fortona para el evasernidn Q se desarrolla nng, teresaute propooded
geomelrica. anngue alzo Fiitada, del products del cuacernion: afuells que hvtaiece 4

impresicn de que el cuatentdn osed de aleuns mansra relaciomads a las rotaciones en B9

2.5. Algoritmo del operador

Jerd itil, pars referencias futucas, terer uea Sewmla general purn o vector de salids
cuando ¢l sperador con enaterniones de [2.20} sea aplicado a un weror de enteads v = 85
Sl se Ldone el custernisn Qo= gn+ g v el vootor v, enrrespondiente al cuacarnion P

V=10 kv, pusde 2 conlinuacién verificarye

wo= v = (g bl Vil —q
= {245 -1}v + 2(q-vig |- 2guig x v]
[
w o= Ov@ = (@@ glv+ 2l -viq — 2g3(q = v, (2.265)

2.6. De cnaterniones a matrices

Resarrollando los tres términes de (2261

26t —1) r 1] -| { " ]
g— Ly = i (28— 1) 0 1y
fl i} :fz.’f,"lij — 4] e

24



f_:!n,pﬁ;]_ﬂ_[j O (hpslerpiones T De cnaaternionss / s riees

Zgf  Zmian Zgios 1
g -viq = 2y —’f?f 2 i | s
2y 260ms 203 iy
[0 =200y 2ifis ( [ _
Diglg ® v} = 2ty b “2nih Uz
—Ziegs ol f¥ b

resulta liego una taleiz la cual o8 o menudo mas goaverdente de user en aitnaeiones
elacionadas con «l mevimiento de un everpo 1igico.

La siima de estas Leeg componiendes resnliia

T ] 20— 14+ 2¢7 2 2gpts 2o+ 2uoys i
[ i
o Dqigs— 2augy 205 — 14+ 205 Zipys — 200 tig
15 J Dy — Gz D+ 20001 o5 — 1+ 245 ki
i
w — v = Ridiv, Pt
Un resmliado similar se obtiene para ol operader del cuarernidn ea (2.217 e

W= ) — I{ITQ}T % {2,2%)

(heerve que (2977 v (2,28 represotan Jos dos operadores de (2200 v (2,217 expresadas
e términes de las tiatrices B{Q) v RIQY | respectivaments. En resumen se flene que

Qv — RIATv v @' vQ = RIQTvidonde @ go+ i Fige + Koy ¥

22 - 1+ 2% D Qg 2009 + e

i I & L L= i o4 T - i
R Zpga — 20 2oy L BT Sdegs - 2t | 12.29)

7 . : 3 M i 2 e
20gs — Loogn 26s b 290y 25— 11 2 J

aros alzovicios olrecen woa mayer ventaja en relacion a los dos operadores con cua-

Lertiones, que on realidad son operadores de rotacion (21

25



2.7, Lag eounciones civemdlicas con ruaterpiones Capitule 2. Chaterpciones

2.7. Las ecuaciones cinematicas con cuaterniones

Figura 203 Derivada de un veetor o um mascree rolatorio

Cluatido dos diareos estin en movimiento o gilar relative ¥ se desea realizar un spratii-
zuento de la orientacior relativa por medio de 1n cuaterdsn se reepiere de i mctods para
actualizar contirmameiile Cicho ctisornicn, El etalermnisn boma L forra de wna venacion
diferencial determiiando los cosficientos a partir de ae veleduces angulares relativas. La
censeion ee andlogs a lag etuaciones cinomalioe de Eoyler ¥ Poissomg,

nea e orictueacion de un macen rotatoris £Y » UOIL Bespecto o un maren de refercnoiy
E*, rerresentida mediante ol cuaternicn Qoo 181 Sea |z velocidad angular mstantdnes
de ¥ en la direcsidn de un vector unitatio & con waenitud w como se muestra on ls
Heura, 2.3,

Liwezo, en nn intervals pogpen de Hempo 5 el coaternion S e, @ cual describe
la roracion de coordenadas en weremenios alrededar de @, 50 puede encontrar utilizando

>
Aprovimaciones sngilares pequeiag eon 8 = | moy T2l e ol G ] :

L 4

g

0Dpsur (8] = |
i = ==

I

¥
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Capilule 2, Cuatem'oncs 2.7, Las sowacionss cinenaLirgs eomn cuaiemiones

Tt el sleanpo £+ 8% Lo rotacidu esta dada medisnte el cuniornicn Qe (t -+ &) donde

Qugpe (B4 3L Qrr (t) 6Qair i8]

[, 1 b
ilt g = e

Este vesnltade poede ser escrito fornalmente pomn (23]

: i : | ; .

g = S BEf@Qw = 7 Diw) Q. (2307
Aoude
r -
B(Q) = 1 (241
i I — 5 '.r{j'a]
. 1w’ al
Diw) = : (2,423
La inversa de (2,301 estd dada por [26)

w 2ET (1 Q. {2.44)

| 5 Sk . a1 [
Lueio, desarrnllande (2.0 en forma malricial® v nflizands los componentes fel sis-

“Hn dus ecuaciones (2AT-12.020, v duran-e toda el soeribo, a0 ha adoplado el sporvacor aolisinenriog
S0, Para an velor gendriea & de dirensiin fros, b ma ke antisimderics de kLS k) se duline como:

- -

] —H3 e LA
Ski=-8"ki=| w0 ke | B— | ky |- 254
L-m b fi



2.3 Vehirnlo espacial Capitulo 2. Clunterniones

terna del cuerpo de w se tiene

i
| - _. [ 4
i) 1 =
= == i \
(i & ud + 5 )
r
| 9 il B
i o — |
i
- ¥
i 1 o —3 if2 P
G = iy o — i
r-
i T 3 |_ — Ij2 ) iy ]

Esta qilinma ecuscién és ampliunente weilizads, - siulaciones del moviltienso de 1
CLEIper Tigido v en s versidn discrots se atiliza on slelernas digitels para ol contral de 1o

DosluTA e, para sabélizes) vopasaoel procesamionto digital de naveracian inersial 25
i = : = £x)

2.8. Modelo de un vehiculo espacial

Ll propdsito del presente andlisiz es el de aplicar s lev e control propussta par la
metodologia de inmersicn e invarascia &) zobee vn vehionls espaial pero dhoa Lra-
tando con el modelo dindmico del Wi o términos de cuaterniones, Se oonsiderar ol
vozitrol de [ orientacion dal vehiculo impulsade por ruedas de reaseidn, 1ty ‘s pracsice,
el veluonln espacial Lambién suede cstar sopaipado com sistemas de myeceion de gas (el
aoade para controlar el fwen o mdento o Lrasheion del sistema e cotnperar los i lsos
doe traslacion dislintos de cero impaTidos por la carga o para mo saturar las Tieilag de
rearcidn ),

Fl vehivwio e tratado como i Clerpo ripledo cova orientacion o leserita mediae
penaciones ememdiicns v conaciones dedmicas, T desarrolls se puede aplcar dirsctarmen-
le al waso de nn vehicule espacial Leniends Tialilamente asegurada una sran ea LES COLL
propiedades de masa desconoeidas, Las vesiltados tambicn son aplicades dircetamente o

il vehicule espacial ane tiene e propiedaces de masa no del fordo conocidas debide =

28



Capitale 2. Cuaterniones 2.4, Vehiculo espacial

pot jemplo, wi reconfignraciin, variaciones del comnbnatible en lis aiztenmas e reacelin

a pas delprmacion térmica, ole,

2.8.1. Ecuaciones dinamicas

Marve del vehiculo

capacial
¥ oy
é L
1.' Xn

Marco iersal

X

Fisnra 240 Vehioule capacial nsando rucdas de resceidn

Primete se analizardn los marees de telerencla en los cnales o prooteims para ol control
de la oricntacion serd deserito, S¢ asums gue las pares de conersl son aplicaddes a traves
i e cowjunteo ds tros medas de resecion a lo Jargo de lres ejos ortogonalos {Fignra 2.47,
Diasandese en estos ¢ios, s2 define un marco schilrario de referencia oroonormal vinenlado
al velicnlo esmacial, el eual se i eefereneta como ol wiaren del pefilenlo esparial, Z1 origen
de este Tares 1o es necesariamentte ol contro de masa del sistome, o son necesaraanenle
log eies principales del vehicnls sspacial. Se datne nn moree dnercial abitrco, v sea
lijor respecto o las estrellas o a ana relerencia que se puece congiderar inerelal duranie la

mmichra oe Ly orientacidn (eomo por elemnls wna estacion espacial ).

20



28 Vihicoala espacial Crapitals 2. Cuaternicnes

323 w vl vector de velecidad del vehdonlo wepacial, exprezice on el marco del vehiculo,

La ectiacion e deseribe 'w evelicion de w en ol Pempo esta dada poz
Ho — puw+r, [2.36)
La matriv de nercin 7 es simétricn definids pasitive y prede ser cseriby comu;
H = H’=F" (237

demde H" ox lo mattis inoeeial referida al contro el vehiculo espowial con ruedas e
Vi . N ; [ f . 1 J o o : i
reaceion, IF° s la malriz diagonal inercial de las rusdas axdales ¥ P od el inomento angniar
Lotel del velidoulo, wode cxpresade on coordenadas del veliienlo espacial, Observe s,
debido a que 7T es ol vector do pares aplieaclos al vehiculo espacial mediante s ruedas de
veneeion, - es o vector de pures aplicados & eetivamerite por los motores de las riedas de

P Io0.

2.8.2. Ecuaciones cinemadticas

L posicion angular del curpo se puece deseribir de diferentos formas. Sin eahargn,

L

Fiaste ejeinplo se pretende implomentar £330 pera deseribir 1a orlentacicn del w

1L
camaial e térnidos de los cuaterniones.
ULtilszande dicka representacion. ¢ motento 7 puede ser expressco coluo una funeion

de ) csto es
p = RO p {3,948

donde p' e el momerto angniar imereial constaste ¥ loomatriz B (Q) representa la lrans-

frrmacion de cocrdensadas del mareo mereial 4l mares del vehiculo espaciil, esto es,
P - .- - a¢ A Fi
R{Q) = T + 24:8(q) | 28041 (2.34)

: . . P : ik 21 . 1
Note que [2.39] es A forma compacta de (2.20) voademas B(Q)7T = R(QY =

Ri{— Q).

A



(lapitule 2. Cuaterniones 22, Yehiculo especial

En resnmten, log senaciones cue deseriben Lo ovlentacidn de vn vahicnlo eapacial eshir

dudas por

Hw = pxw4+T ;
: ! (2,40
@ = Uw,

donde 7 - 12 B(Q). La orientacion liibién pusde ser representada por los dunzulos e
Fuler con < = (&, %0 43 & por ¢l vuekor Gibbs § = bani o2} e, ambos ce rentesentacion

MINIMA eon oS PaTarnetrns

2.8.3. Control de la orientacion

2531, Seleecidn de los estados

Comsiders ol sigtema (240 clistondo como cocrdenadas e egpacio de eslados las cou-

Bl b B s I 5 M Ll ! laty BUTLAPE DO o HE Lk i ]
poventes [ga, g, gz, 0 . Derivando & las eonaeiones de movimicnto pueden recaeribirse

AT
1 ”:.’Q}Q+G"(;;‘!. Q)¢ = F (241)

arl
= = U'F, (.42
H'(Q - U'H{gU . (3.43)
€70 0. O T HUCT =18 p (2.4

2.8.3.2. Control de seguimiento

Paga ol control de segnimiento col sisterna {240 se nlilis o metodologia I ésta com-
disle e la captnra dol comportaimisnto deseado del sistemna a ser contrelado, en este caso
gl vehionlo esnacial, tilvodiciendo un sistenia dindroico ohjetivo, E1 prolicra de control
e Inego raducido al diseio do una ley de eomtrol que garmrtice que el sisiewn controlado

so comporte asintéticarente come ol sistema objetive [27]) Siguiendo o metadulugis en



2.8. Vehiculo ospacial Capitulo 2

cueslion para el control de sepuindents de un vehies

al presenre estudio vali dade en términos de enateruiores. de [28] resnlta Lo Loy

F = H'(-Ge—=Ké+38,) +¢ 0.

Resultarlos

7

{radd ]

|

4 ) A

Ligtnma (sew)

[

=]
[

4
tHazmpo (sep)

fa] Aceleravion rlissata (hy Velieidad deseads

Sionpa (Ene)
P Tosleldm desedc s

Figurs 2.3: Travectoria doseada ey Dow 0

Stooiga que se requicve gue ol veliculo espocial, nicialmense en ¢ = La.n,07
tleseriba ute trazectoris de orientacion hipatetion gque cousta do cueo sarbes, tendendn
preseite que Qn = cosie.] - wain{e, ), una fase do aceleracicn cozstante ide 1 seg para
Fel L) = (LGGGS rod, una Dse de desaesleracdn constante do | s para @02 = 1433 rad.
ma Lise de orionlacidn constante de 3 sei v la

trayectora <o regreso A la orentacion
original con w = =07, —0.424. —U.ET]’J, tal como seoexhibe en la honrs 2.5

e

32

2, Chunterniones

o eapacial, cuye modelo dinduios en

de confral:

[2.45)



Capftulo 20 Cuslerniones 2.8 Vehiculo espacial

Lo lev de control, cxpresada. o Lénninus e 1os pares de contrel aplicndos o las medas

(i resccion, vuede veeseribivse de (2.42] v [ 2.15]) comi
- L o -
r = U] H (-Gv Ké+ Q) rCQ | (2.46)
dende ¢ s ol vector ce eslacos del sistema obietive, G = K = 5L, 500 log paraiietros
del crontralador, Saporea oz Ly mallle de reresy cenira, palkd deta por

I a MW 7

e T W ; . : A ; -
9 velfendy Liere un meserso sngular ingreial pf = [1 10007 {impartida, e, por el
virg original de Ta casga) [29] . Los vesullades de similacion son mostracos en as [gnwas

2 DA

' —
= =0
k= 3
H -\..;_|.-
S !
& R n
I---u:\ﬂl:l |
57! - - === -1 : - !
2 4 &3 8 £ 4 & 3
'3.2 ......
LY — B3
= S
Phomc e
= &0

Fu
-
G
o b
i
B2
i
far
s

Hempo [seg) Licmpo {seg)

Fignra 2.6; Sesuimiento de raveciorlay del vehicolo espacial con CIAlerLLIOneS



2.8, Veluculo sspacial Capitulo 2, Cluaterniones

— DUBE

i 0
ol . i ; ; i . 5 :
i “ 4 B i e 2 4 # i

(ad Anguloo e oblenido de la transmmaciin ded 5= () Avizelo o dol slhieran oo areoibeos e Faler
s o " i ? =

SRIFLA e CTLETEC I G TEs

'|.2|' 1.2r
£
- 0B 0.Er
= i 0
o L . . i —B- !
0 2 4 G 8 7 4 G &
o) Anania @ gbrenido da L transtormacion dal sis- () Anguio @ el saretie oo anglos de Kiler
PO Lo CATer R
, 1.5 ——
== o
—id
=,
=
) =L, B : ;
4 ] 4 4 2 4 B d
Lerrpa {see) tenno (seg)

{v) Angulo @ obtenide de i trans.on nacidn del sis= (F) Anenlo o del sisrems o anguluz e Floler
TRInE, 2o cralernunes

Figara 2.7 Dindmics del controlador (2,460 en o seEUILniento dis fravectoria para ol wode o
del vebionlo espacial desevino on enaternionis pere treusiormudos a angulos de Tuler {og-
o deiorda) con regpecto al medels on oestdn Qeserino e dngnlos ce Euler feolumma

dereelia)

Sk



Chapitulo 2. Cnaternlones

2.2, Vehionle espacial

tIEr

7 (N

ri (INm)

-2 e

|
(%]

4 5 A

o (i)

o [ Ninj

Sl vy el gisteres e Anenlos ce Toler
il

4'3[

T :J\m}

- . ~&0)
g 2 4 B i a

| 8

4 5 ]
tlempo [seg) tlempo (Bew)
Celom el siatoran ool eoAtern iines vy el sistema con dnzulos de [l

Fionea 2.8 Pares de control seneradas por las roedas de veaceion del vehiculo esnacial
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2.4 Welieala ezpadcial Capirals 2. Cualernicnes

Taa figtrs 2.0 ustra la dindmica de orientacior en enatorniones en ol ssenimiealo de
srayectorii del veoivulo eapacial, Tas graficas de las Ariras 2.7-2.8 muestran log resnliados
de la comparncion el desempene del rengrolador {24671 sebuo el modelo del vohicuwo
espacial descrito en cuaterniones 2100 pero foansfarmade & Augules de Euler {vor seccidn
d-00 eon respeeto al wodelo deserito en seeulos de Buler [29] bujo comdiciones similaros,
La ventaja al wtilizar los rvatorntones para la reprasentocion e la wrismsacion de dicho
vitliieulo, aparte de evitar Ina singularidades de los daagning de Enler, ¢ el aliorro de enersly
fue se consigue al Devar a cabo el sesuimiento de g Lrayectnmg precscrita como 98 o b

e s fzuca 2.8,



Capitulo 3

El modelo dindmico de un quadrotor

3.1. Descripcidn fisica

T1 epuadrotor mestrado en la g 3010 posee 2uast rolorss para geowrar las Pucrzas
Fi. B, £y £y travds de aélives. Cade rowor nonsiste en un motor do corrients cirecta
sin esenhillas BLDC { Brushless Direct Curreat) v una hélice cou inelinacion Hja L ac-
oanave estd consbitnida por dos rolorez que givan en gentide horaio, misntras que el par
restauts glra en sentido antiborario. Gon el fin Je aimenter solo ia altitud de la setoneve
e wecesario meromentar Ja velocidac de los enarro rotores en la misma cantidad 30, Fl
avanee hacia adelante s consipue inerementando Lo velocidad del vofor rrasere mismtras
ee spnulténemnente se recuse la velockdad del Totor deluater. Similarmente s6 puacds
cjeentar el desplagarnicnio hacia atrds, hae's Ta dzauierda v hacia 1a derecha, mientras gue
el Tnovimivnw de guifiada (vaw) s poede realizar mmedisnie laaeelerneion o ralenlacion

de os rolores que sivan en sentido horario, dependienda de Ta direccidn dal dagulo desendo



4.1, Descripeion [sica

Capitule 3, Onadeetor

Fiawen 3.1 Quadeat or

a8



Capitule 3. Luacrotor 3.2, Doseripeidn del modeln dindmica

3.2. Descripcién del modelo dinamico

A ponlimiscion. se da una breve deseripeiou subee el métedo v procedimientos utilizaclas
nara Ly abtencidn del modelo cindmien del quagrotor en terrmios de raaternlones.

El meodele dingmicn se obiiene ba‘o las sigiientes conshleraciones [0]:

[:a estraclura os rigida.

s La estroelura es siradbrios.

El contrn de mass eoincide con ol urizen del maren fjo al cuerpo.

Laz héhces =on risidasg,

3.3. Ecuaciones cinematicas

Pura sistemas moviles que se desplazan vn ol espacio tridimensicnal los counciones
dinaiiices da movimicnre son uswalments sopaciclas en mevinientos de crastacion v de
rotacion [32). Bl madelo clnermalico deserbe o velacion gecynétrics cntre 10 marto inercizl
fije e Lerra v o macce de referencia i al cnerpe [33)0 L posician se eupevilica nediante
an weetar do tres clementos, mivnlvag quiue en Ly liceratira se han disentido varias “ormes
e representas lo orientacido, Las cepresentaciones mas frecuselemente apleadas =on lus
corvencinmes de Tos sngilos de Faler, las cuales todas ollas son represeataciones minimnas cle
srew pardmetros. La popataridad de o convenclin oll, piteh ¥ yow se dehe probablemente
aosu tacil dnterpeetacion fsica v del heehio Jdogue los dngules e Fuler oueden mecivse
directaments con un sistons de giroscopios.

Las dos desventajas de Lo zeprasentacion de lu oviestacién emalzando los angulos e
Faler scn {11 Se traza de reoresentaciones con Lies patdmetros ¥ por 1 talio contienc
puntos sivanlares ¥ (20 el aplicar los dngnles de Eiler para zenerar las matrices de roracion
oo 50030 fe el prapo ectogonal especind de avden d. lnplica numerosos caleulos con

[Lepictones frimouo AL cas.

it



b, Levaciones oinemsiricas Clagsitale 3, Quadrotor

Los pardmetros de Fnler, o enaromiones waif eriog, han sido utilizedss en diferentes
cortexlos para ol eontrol de la oricntacién Je naves espaciales, salclites, acronaves v ho-
Leepters [42], A continuacion, so describe la cinemative de rotacion mediante s conven-
¢iom ZYX de Tos dngulos de Buler, esto eor el fn de tonr Wi Ireerpretaciin ranl de Lo

orientacion pava lueeo uliivar los costermiones con el ' de evitor lax desventajas que

tiener: al etaplesr los dneulos de Faler,

+.3.1.  Representacidn de la orientacion mediante angulos de Eu-

ler

La ecuucién que deseribe la sosicion v orientacicon co helicoprero tipo gquadrotar e

Dagicaente ls oo cierpo vivido row 6 GTIL., Considérense aliorn dos pareos priuipafes
R
i i L oL} B 1 g 4 ' : Fs ey s = o 1y s 1
de referoncia [Vor Figo 3.1} Tl waree de referencia wereial BE(G% 0 F eF 6f) 3o a la
= N -ala

, s T o -
lierra ¥ el tareo de referencia £ (27t gl 0 Eio al eierpo an ol centro de caveiiacl
; . | Bl ; =

del guadroter. La posicidn alseluta el quadroter se deseribe medianle {}L'()F; = X

e ae] v o orientacion medinule leg tres dnpnlos de Fuler p = [, 0] . wstos
Les angulos reapeclivamente Lamados dngulo de guifiada {yure) (= = h <2 ad, dneule
e alaben {(roll) [—2 <0 Ty dngnlo de calieeen (pitelyy (-2 =0« JJ L weloe:dad

linewl capressda en el mareo de refereneia 2% ae dleline voediante Ve — e, v, ]
El gquadrotor estd Dvivado von log & galentes 6 GEL segin wl mareo e roforencis B2
i - i e T :
wwes para e traslacion Vi = wow]” v otres de ronacicn €2 - [or]”™. Tos cunles wen s

velochdad Hneal v aneular ae o asronave. tespectivateente, La rolasidn entre log veclores

de veloricad genoralivada (W, € Vv (XL 1) estd dada por [30]
é = JH 7 [

dimde £ es el vector de velocidad gensralizada con respecto al marco &% poez ol vecLor
de velocidad generalizada con mepecto al mares &9 v Ja o | natriz seneralizad:

ve velecldad generalizada con nepecto al marco B9 v Jo o8 la matrie sizneralizada que
relacions, ambog 1arcos,

Asimizmo. £ so comnpune de los vernres para Lo posicidn el X Tm| v posicién snenlar

10



Crapitulo 3. Cacralon 3.3 Denaciones nseylicas

v (rad) con respeete al maree B,

= ; -
- |.X ﬂJ - |'T'-"-' e A fl‘#-l : [A.2)

. [ bt E P R—
E = X '!rf_ = | Wy Ve g W i? .-_:':--I |‘-3.3,|

Dl tigine mods. o oald compuesin de los weetores para I velocidad lineal Vg ffal
B

v velucidac anzular € (rad/s) del quadretor con respecto al maren de releroncia F5, g,

174
= [ Ve & = { o uow g | o ()
L miakriz generalizada Jg estd compresta de oo submalrices dada por 35

frg Oun

Ja =
O %

dence # notacion Oug indies que go trata de una submatriz de dimension 3 3 con rocdos
sug elemertos gual a O, ruionlras que Bep v M oson las moabidees e trassformacion ¥ de
satacion, rospeetivamente, entre B9 v B " dadas coimo '3[_1]

T L 2 B 3] T
f—",‘" lI‘J'U'I:-T'r.‘- = '—"-f_'.l'&li' C“')c‘-' g T f—':t'{- 1__-,'l'-'-'|fr

(}“.‘-u_'(. ‘+_|I
Ren = | €550 a4 858y CuBidu— Cs5y (4.6
—5, 1Sy Ol

Y

I: I’ f-.'lTr:: A{.; [ 'r:-‘,::. -I:-‘Pf, '..] T li.--'\‘,_‘;, E .II':I {v &
M o= |0 4 <8 1 ML = |0 & 48 (s 187)
1 &de  CTh |0 — 5
domde S0, O, TEY v Saiv) son respecsivanwnte las abreviaciones de senf- ), oosl .
taef ) v secl-T. A camsa de gue Mpp os una matrz o toronel wormalivada, es decdr gre su

deserminante el unidad, su iwversa .‘?lb e fgnal o la Lraspuests o L5

41 BIBLIOCTICA .- CENTRO DE
GRADLALNS B IVESTIGACIO
o L



A3 Beouaciones cirewmssicas Capitulo 3. Quadrotor

Por o tanto, reescribiendn (3.1) o tiene

b'e Ron Qi ﬂ
i | Oy M 1 J

(3.8]

y clesatrallandn (3.4) se Hera u los scunciores cinsmsticns que eildn expresadas con cos-

pectoal marco % { e,

o= [CaC 00+ (05,8, — ¢ Tedal e+ (58, + a5 w,

ir = (Calsdut (Cols ~SaSuSu) v 88 — ol w,

Sho= —Epu S, o+ (ST RA RS _
S _ (3.9)
o= (5,Se)y - (80,

B — Caly—1(8)r,

H o= 0+ (Sl + 0T

$.3.2.  Representacion de la orientacion mediante cuaterniones

Los cnulerninnes reprosentan otra maders e deseribir la dindmics de un velfewls
aovil, Este lipo de reprasentacion se utiliza come s acteenativa para modelar la dindmiea
e Taorientaciin com el Bnode ovitar las singularidades que so prosenlan con los anglos
i Eular o pardricetros de Raclrigues. F! cunternidn estd hesado en una represar Lacion de
cuslre pardimetros gue da Wie paraznetrizacion rmss global: sin embiares, Falla para yow
rotaciin de 1807 alrededer de alannos ejes |26],

e {2.28) w (2.35), (317 ae pedls veeseribir eou

2 = iaw R Y
" - i =y
dozde x es el moewn vector de velocidade: goneralizacas con rospacto al mareo £ e
sigue slende ol veclor de velocidades seneralizadas (on respecto al mareo v Jo es
Ia s mabeiz gencralizads Por cousiginiente, ¢ csta compiesso del venor i posiein

bneal Xim! v sosicion angular Qirad), ie.

X = | X 52] = e En gn o 4o f.-'ﬂl ’ (3.11]



Capitule 3. Guadroter 34, Bensciovies dindniicas

; : : i . : .L.r
v con % s licoe el vector do velocidad generalizada. ambos con regpecto al marco B

X = l X 9 TI = [ e Up WE g0 G T2 03 ‘I - (512

Luegn, la ecnaeion eqaivalents a (3.8] queda de la lorms
x| RO Ons | Vi (3.1
&) By 4 BIQ) L 0 =k

denie O [f;-'._,q""-i = [iys i1 77a- i3] P o ol cricterniom mitarie que represietla i orienti-
cici. Los clementos del cunterzior unitario @ = ML en hovor a Hamilton, sou lamados Lo
seramertos de Kiler, los enales sanislhwen
g tatq - d+at - a 1, (1)
La matriz de translormacién Jo de dirensidn 7«6 shene rangn pleno, e raLgo |Fa] =
H9 Q= 1L Par le tanto, Tas eenadiones sinemaricas no connienen puilos singulares, Los
silenlos de Jas eenaciones cirematicas solamenle invalicran snmes ¥ multiplicaciones, mo
hav necesidad de evaluar funciones. Adenis, lag sonaciones cinematicas de rodacidn son
lineaies en @ v O [32.
Finalmenre, desarrollands (3.13) se obtivne el conjunta de ecuaciones cnermarices el

Lorminos ce cuaerninnes para L Leaslacion v retacion del guadrolor:

bp o— It =g —g)e o 2yge Dgaga) v+ gy + 2daga)

g = (%gite + 2ol w+ (05 — o —us —95) v+ (asgs — 2dug W,

i o= (200 — Jgggy) v (Qgegs + Dapin) v+ Gy — 0 0 )

i = ]3 (— PG — G — T b1 )
o= glean—ofstronl

$5 = f (pys +a7s — vq)

a 3 =z +aay | rae)

3

3.4. FEcuaciones dinamicas

La dindmica de un eusrmpo rvigido de 6§ GDL toms en coeada o masa del enerpo v sn

iz de inereias 33 Aplicando la sepundalew de Newton alrededor del centro de nuisa

A0
=t



Sob Eowswiones dindinicas Clapitulo 2, Quadrotor

del quadiolor resullan liego las ecnaciones dindmicas L L30]

i dyy Days Vi £ =5 (m V) Fn o
g == = 13,16)
Ugwy J 19 £ T8 T

donee v (zgl v J =disg L L L] (N 11152} sorL s masa v Lo matezz de inereias del quadro-
tor, respectivamente. La notacion L., represells nna stz identdad de dimension 3x 3
I molacion Dy ropresents, una Mattiz con tocos sns elonentas ipual & coro, 17, i m,-’.-‘s:_}
as el vector de aceleracian lineal del quadretor con respecto b narco Y mientras que
2 [_rmi_,-’.ti!) cf ol veclor de aceleracidn anaular del quadrotor cor tespectn al wmeren £,
Fy 5] es el voctor de liersas exlornas v 7 (Nm) e el vertor de pares exlerios, ainbios
dessrrollados eo el contre de s de) quaclistor segin la direenion del marso oo referencia

il

Definase uu veetor de Merzag seneralizacas
i o
A= R T,?] (1)
Liezo, (410 puede resscribivse en la forma mearricial HE
A == ._'T'l'j.r,l_.,- v — C_.'.,' LH1 L [:‘i-’il

donde ¥ es el veetar de aceleravidn gensralizado cou respocto al mareo Y Me es I
mial riz inerciol del slstema v Cs (v es Ja maleiz de fisrees centrilngas v do Corlolis, estas

os Gllirmas cod respecto al wareo 5. definidas como

nii do g [}'5,<3—‘
sy o |

4

Cn w2 o AL 3,200
A A = : U8 _|
ﬂﬁ'&d —5 I:.IE-M

Motese que My o5 Lua mairiz diaganal eocstante ¥ 810 a3 ol operador antisimérrien

relnido en (2341 Le ecuacion (3. 18) ez gendrica v valida Dara todod [s euerpos rizidos o e

Ve sirald = (ndics el prochacto vectosial usaal

d=



Capituln 3. Quadrosor 4.1, Ecuaciones cindinicas

crimplen con las suposiciones establecidas en lasceeion 3.2, Eu esle trabajo se utilizd 3.16)
nara modelar el boelicdplero tipa quardrator, por Lo fallo ol vector debnido como A contisng
L inlormacidn aceren de su dingmica v piede ser dividido en tres componcules segm le
naturaleza de las contribuacicnes del quadrotor,

El primer componcnte o definir er A ee el vector de gravedad daco por la aceleracion

debido & ln wravedad 5 (myis®), de.

i

V2 0s — 2unigi g

{200 + 2qpa ) My

L RiQ) - Ff (=240 = e _
Gt = | ¥ | = | T e 3.21)
Da1 ey u
)

4] J
doncde B2 (M) os ol veetor de fuerzas grasitacionnles con iespecto al mareo E7 v FE N es
2l vactor con respecto al mavco 5% Oy, os un vector columna que coutizne coros; R1Q) ex
L taleiz ortoconal normalizada en térmings del cualernion unitario v =i inversa B § Q:!_I
ve lgual o la trangpiesta Rn‘_@]"l-. Es fmuportante bacer notar gre Gg (€) solo atecla o lns
conacionss lineales ¥ no a las ecuacioes angulaces. va qie s6 trata de uns fueres v no de

Tl par [33].

190 segundo componente de A es el veetor de [ueréas v pares asvodindmives delinido
T
e
Ozi) = [, 4, A, A, 4, 4 . 3Ry

Las Frerzas acrodhindmicas son allamente 1o lireales v dependen de numerosas variables
fizicns tal como el durun entre fn velocidad del aire. ol marco fjo ol cuerpo v la forma
erarnétrica del heliedpters. Luean, Qg {A) puede ser calenlado del coeliclente agradindmicn

O coTn

] 3 : ;
A = & Fitide () i [&ad)

o fgee 08 Lo densicad del aire v A es la velocidad el helicdptorn con respoclo al viedlo

[30].



2.4, Lensciones dindmicas Clapitude 3, Ouadretor

El lorear ¥ tdtimo componente = definit parn A toma on enenta lus fremos ¥ pares pro-
ducidos directaniento por las entradas principales de movimiento. De las consiileraciones
aerodindiiens, se codues gue Lanto as Duwrzes v Pares son proporcionaeles a o velorida
de T hélives al cradrds 39 Por lo tanta, ol empije total gererado pur lis ceatro rolores
v Ins prres ro conservilives generudos por la accion de La diferencia de fiorras de ETRRIA N

de cada par de Totores estin dades por ol veetor de wovimicnio

r ﬂ ;

L

il

@b o —wg)

Ll = (3.24)

L !
.-.Ir|rjl II‘.J_.'.I' —- Lb'q"j :|

9 i

! [_'uf I—-J;;:: — iy oy

dende L, = —bawf o la fucrsa de elevacion aeneras por ol rotor ¢ lexpresada en ol sistenia
del cuerpo), w; wedica la velocidad angnlar del totor 4, ¢ = 0 s ol factor de ArTastre,
b= 0 es ol factor de empnjo. d representa In distancia de los rotoras al centra de masa del
quadrotor. Los factores de armastie v empue dependon de T dersidad del alve a8l come
el radio, Ta lormma v s inelinacisn del dn gile de la bélice, cnlee orros [Helores [34],
Particndo e (3.24) es posible identificar ung matriz constanto Ep que nmltiplicada

g el veetor de velocidad de las Rélices al enadiado @ produce el wvoctor de movir VBTt

Up (w), Lo ecuacion (3.25) muestra 1o matriz de sviwionts v ol vertor de velocidadd e

lis Ldlices al cuadeado, respoctivament e,

il il ) i}
1 (J fl ] il
Bo—h b —f 5 o T] .
Ey - ; Wt = [T 3,95
0 ok 0 il b wis
db 0 —ib ¥ g
i = v =27

4



Capitralo 3. Quadrotor 2.1 Eeuaciones dindmicass

Dhe I antorior =c tlene

i
()

i 3 . o
_ bl a5 —;;;:f—!—-'_._-.] I . [

4 e = it 1o
E”' ¥y = — Ak |,_n.u__.. [ A

] e

f-|!I J:'-' |__l'-'v-_j! B )

£oied 4]

@iy 5
= ] ]
ST — oy iy — Ay

D (1K) o8 posible deseribir la dindmica del coadeotor, Considerando (3017, [3.22] «
A26) s Ligne
; F g - . —
l‘d._:-,u [ ) = i VE (),r; [ﬂ. f [,'1-5* ll’.u_:l ; L2
Lusgo, la derivads del veelor genevalizado £ con respocto al maren 05 vesnlta
. . ". .
v o= ME ( Celvlv +GulE)+ 00 A Up '-i“-’.')] R
copuvalente al sistema de ecascionss

. - 4 L i -.. o
i = {ur—wgl — gldgas — dgngal + e
i

e &

¢o= {wp —ur) a2y o+ S - —
' i

. ] . : e | AL
e fug—up)+ a0l — 27 — 2q3) o + e
i [N

(3.24)

.{H_-l!rz . { -:i ) +_"'.].i-.
j gr ko =

(
¢ = (—L f""} L — — Uy + Ay



Jo4 Denaciones dindmicas Capituls 3 Quadrovor

conde las entradus de velocidad de las hélices ostan dadas por

wio= blwi Pl 52 w3,
vp = b {ws — i),
: (3,300
gy o= b{wi- ug),
g = 7 w.-f 11 2)‘ -+ 'I - '!l'i]

[ sisterna dindanien del quadrotor en [3.29° toresponds al warco fjo al enerpo. Sin
ernnarso, on este coso es I eepresar las dindmicas de’ cusdroter con FCSPECLO 31N SiSLeL
adbride con = le Tns eriaeientos [lheales o wepecto o] i EF" (R T ST S
HIDfdn compiesta de as ectgelones |lueales con respecto 2] mares WOLAA [HTIACIOLNN
- ek Hog L Rl al mar o IF E i T S | e G % e
ﬂ-'l-lgld:.l.l'{n". nol J.Lh_.:'[.'f.tl_-l‘ IR .L S .:*lglﬂl,'l.T-Pﬂ AR ELELT IO e EMIDMATL BN 0L IN1ev
wareo hilbirice BER . Se adopta esta mmevs, referar cia v e es facil expresar las dindmivas
corihinadag con el convrol, en narticnlar nara Lo posielon vertical en &l waree inrreial do o

. = - - 3 i e
terra, Bl veotor de velocidad generalizado ¢ con respocto al murea B g acfinide corm
A0 = | d&p G 2w opog v | . (4.31)

Lavdinduen del sitema s el warco BY puede recscribizee on forma matr cral cotmg

My 1 ClEle = & + O (A) - Ty (w) (3.32)

Howle ¢ ex el veotor de goeeranion rencraiizado del guadsolor con respacto al mateo &7

wh

conl madriz inercial My del sistema, dada por

T .i'.u}_{ ] ”-J P ;
L'l’.f;r,r ﬂ*fr; N 5 -'_H:

L D,{v'_é J
o malris de fuevses conmrifuga v de Curislis & s i) para ol nuevo wares £ estd dada

18



(Capitule . Quadeotar 3.1, Beuseiones dinamicas

Lo

B s g o
C{.l' :..';-:I = ; ‘-.ixd ] |__‘-J.J"'L'
Oy — S LT 0]

Il wvector gravitacional G () es resserio 20 el maren E B poran

5 |
Gy = | FE [}3.\:1] = |00 myg 0D 0| {255

ki veclor de ersas v pares acrodindimicos no cambia en el marce BT e, estd dado cono
i LY I . J ! | L !
OQp (&) — Opid) = | A A Ay A & A | - (.36

KL oo vector de crdradas de movimiento en el mareo £ se eseribe como

—
may = | T R g (3.37)
Dava s

donde la entrada ) afecta los primneros tres elementos de Ly (w), o traves de la mabriz de
vilacion R(Q0. ¥ nosolo a la tercers como v [3.26). Desarrellando T exprosion antercor

e tiens
(2193 + Zgnga )
< (29243 — Zagi )

FAS _ BB g
(i 45 — i+l

Upiw) = : , (3498
P )
il 10,
thy

e (32320 el vector de aceleracion eencralizads ¢ con rspecto al marco 27 resnlng, en

123
(= My [~Culi¢+Gy+0u(8)~ Byw ). (3.39)

44



G4 Lenaciones dindmicas

Capilule 3. Qadretor

Desarrollando {3,397 se obtiene

it o

W

g

1

= Fi i
| : . A,
— = Agags — Qi w) + —,
I ril
L s 3 23 -
i gE =3 Fgile - — 41,
= a7 — &\ — w3 Fa3) gl
fy' "r”\] t! i '1'"
= e I SR N B
i 4 Iy
S i A,
- :|-J; S e
B !y Iy
L — T 1 4,
= 5 I. J ey =+ _ﬂ”'f l T

[ 2i7 105 + e g —

A

(340

La divdmica no lincal complens dada por (3. Bl v 05.40) puede reprosentarse cu la torms,

de capaciu de esladdos |30)]

o= i)

. | B
Fiin . ]

e -

21,1.: i

0 é L= e — )

[ T TG gy

: I . Ly

4z by g —

» Iy = 3 Rt T

i i—=8fz  gh —vig) | T+
g £

; 4,

"'IE T
ik G I- g = -':I
; P T A

! L i< ZE

1 L

' T fa A

iy B i Tl

, T e ]

LA | ol B | )

B}

AESE

Aod
el i

=
(Frt
o Ly

.

I
Vo

Ly

i)
=)

2 gt
— i r,l'_g_.}

i

oo
i

a1
1]

1 I
My

[



Clapitule 3. Chaadrotor 4.0, Validaclén del modelo en cuaterniones

o veetor do cstadn

T T codah
o e Me TE oo S, 0, Gy v, Ve itie 0 L I I*:i':LS.'I

3.5. Validacion del modelo en cuaterniones

Pura comprobar gque of modelo (302) slens an comportamiento sitnilar al mindelo dado
on dnenlos de Tuler [31] las entradas aplivudas para ambos maodelos en lamo abiveto seran
cetablecions comio w, = G8AT N, wa = =3 N, ny - —UUTANm ¥y uy = —(3.01 N, e

nhilisan lus ecuaniores

Bo= A lanirs S (dd
i —are son (g (345
A= AaEl oAb e S e i 348
. 1 R N L A5 T i | A

pera levar a cabo 1 cozversion del modelo en cuaterniones a los aasulos e Euler Dara
Tuego o parar antbes dindraicas {Ver fig. 3,21, Caboe menclenar gue estas senaciones solo
anlican para la couveaciém ZYX donde v, son log elerentes del pperador malricial (2,23,
Analizando o Gzura 3.2 se piede verificar que & respuesia en lazo o Bierto pur arabos

)

modeles prodacen le misma dindmica, o que valida la represemtacion del modeio del

rliator en Lernines e puaborriones,

3.6. Aproximacion lincal del modelo del quadrotor

Ui aproximacién Aueal de un sistensa 1o Jineal e2 un wdtado 1itil no sélo en el analizis
s, cul pactientar, cu el disefio de esloaterins de contzol gue mantengan pnlueaon dael
sielamia e nn entorno slrededor de wo mmen de oguilibrio nomcnal. Una reprosentagion
meal del modely uo lneal (3421 que aprosioge el comportamicnto del quadrotor pusde

ohtenerse cmpleandeo o expanstén en sevies o Tavior.

Las seuaciones de estade para sisremas wo [oeales tienen L T a ganeral

fo= fleitholil e (3.47)
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Capitulo 3. Quadrotor B4 Aproximacion linesl

Suponga gue esha couacidn es lo suflcientereie suave, Lo que Lenga derivadas con-
Eamas Festa cterro orden deseade, para rihTETET 1118 &]3]:'{?}1'111]}11'.’!1-'311 BT serivs de -J_'-’:L_‘r']s[]‘;'
alrededer dz m puule de inlerds (g, ) dada por

Flatg wli) ) = Flaa(t)iuelth ) - feliddelt) + il iduii) + TOHs (5.4
¢ode
.U|i.'l.} = ’L.ll_t': | 5-.!.”:!'::'1 H‘iLI\I
ulf) = walt) +anle) 330
cott el riees Jaconianag

el ld), wid), f)

o

ST

(35}

T T

-.".""_,If'.r‘;t.'lie';l, 0 !;f_"_l._ t

(]
R P

S7 Lo Lérmiiuos e ordea superior (TOS) on (3038 sondespreciados, hego

dr — flefthuin, b
e k) Jaty

13.53)

e
§i = fultidall) o fu@dult) 3:54)

representa ol mndels Ensalizade denominada como ceraciin oe pertarbaclones poegueiiss

voel euel e e base de o foma el escancar
A AFxi) = B fult) 3500

La. cotaeion snrerion describe o8 peruenos mevimientos para lag desviaciones 3]
25, [ models dindmnes no lineal dal qoasdrolor poede zer eseribo camo

= - '_l!"
A - i - 1= Tl I it
o= La Fii b P | Lt
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S8, Aproximacion lineal

Capitulo 3. Ousleotor

N

£

cienatica de rotacion, Jdindoics de traslacion ¥ i

en la cual £y, f.. Fa son [uneiores relacionadas von

el

_'||"
e Ue 1{;'.'-._7‘

|

7

i =Py - — g

3)

I —

gy — ags + i)
s + gt — vy J

it o
i)

Sl=pge F gy

i 4 Ay
“o e T iUy

la cinemidtion de traslacion

e de rolacidn, rospect ivalnente,

G2
Cag

3 : A T
03— MU = g Jug + R [3.54)
o Z i Sk 1
BT TR R S (Y L S el
T (R A |
[ = =i - r.'ul.-'_s } ll—:l
E; J fla=lenas o iy o &g P g
Sur VL o r iy ) Lol
it ey | .
r Iy dean h
Pt a4

Lusen, descomponionds ol veclor de extades (356 ey

dimdznica, o
Tt = | wp o ozg I gy = [ M Qx93 | Vet g

la Fualris A del sistema lineal (3.36) es definida coms

gy, tf

o P vk I

el

._,l e I,

;
: Izt

g ari,
sl Fan

cuyos clementios eal Ay dados por

5

g

terminns de 1o cinemdlioa 3

1
L7 e A PR P |p 7
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e atrir lacopiana de la cinermatics de traslacion
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Capitulo 4

Controlador

4.1. El problema de regulacion

Ui proslema elis'co en la teoriy de contral g8 el disefio de nna Tey e realtinentacion
cott el oromdsita de lmponer uns eespuesta de estado estable proserita o la snidi. Esto
piede incluit, por ojemplo, el problema de focear L salida ui-1 e wia planse controlads,
que siga asinlduicamente eualguier salida de referencia proserite g, -1 en alguua [arnilia de
sefiales st comoe ol problema de rechazar asiulSlicaments perturbaciones wi ) no descadas
A la aalida wi-} dentro de cierta clase de perlurbacionss. Enoanthbos cases, el ohjetivo s

asemarar gue Ly Doaeidn
“lb) = meeslt) — witl, (4.1}

corooida como erior de sequimierda, 00 un Mneién del tiempo quoe :.i:}t'-s'l.iga A parn aEnLoli-
crenente nara enalgiier salida doe rebsrereia v para cada pertucbacién no deseadi deaden
tle una familia prescrita de Lancones. Fn ootras palabuss, ol objetive es imponer que £l
sisberma Je eontrol deseriba pars cada comande externo [en una familin de soliciones de
nm st mlstnoemo’ Una respuesta de estado estable, para el cial el error do seguimiento

asocindo sen izual a cero.

g3t



1.1 Fl probloma de reeulacion Capiluloe 4, Courrelador

La teoria del tegulador evusidera sistemas con senaciomnes cle la forima

Eo= Firowwl, 4.2

& = hkml |:4.9!},::I

Lt dinamica de Ta pasata es deserira por (d2al, vuyo eeldde ¢ oestd delinido or upea
verilad &7 del origen en 3 con enirada de control o o 20 voRUjelo aoun conjuntg de
variables de entrada codseras lexterae) w2 BY las cuales ineliyen perturbacioncs, 8 ser
rechazadas, vio referenetas s sepmir: Lo variable dol error ¢ & 27 pubd delintds por (£.2h)
expresada como ua funcidn del vscado ¢ v de Lo ontrada exogara in. Como hipdtesis e
Liietir se st pondra qgue la farmilis de entradas exopenag w1, las cuales alectan |y ploata v

[}

18 da Ladas Las nciones

para g cual el error se apraxima asinedticamente aoeero, os la fan
del fiempo las enales son Ta solucion de una ecuacion difiretcial hinpoganen, posibleme e

ne Lzeal.

V¢

i =5 B li?_l'.,’;' L 'l'-'jj

Cometmeieion inicial w0} denlbro de alguna verindad W del o pen de BT FEate alstema s
vigto como el modelo malematice de un “generadar” de Lodas lag posibles furciones e
enfrada exdgenas v os conocido e eresiatern,

Clamo es usiial, se supone que fir, wotrf o) ¥ s(iw) son unsiomes suaves, aderrisg
de cousiderar qua FILO0) =0, 5(0° =0 ¢ Al 0) =10, Par Lo tanto, para u = 0 el sisten
vornpueste (42113} ticue un estade de squililyic Lepwi] = (0,07 gue senera Un ortor
imual a vero.

Liv aecion de control pars (4.2) sers surniniztradn nor al aondyolader ey reanenia-
sponn el cual procesa lainfornacion recibida de planta para getwrar la cutrada de eantrol
apropiada. L estractura del controlador wsualmento depande de la contidad de uforma
wion disponilile para. realimentacion, La situscidn mbs fsvorable. desde el sunte e vises,
cel disedo de la realimensuciin, ocurre cuando 8] conjunte de warianles medidas inclhiye
lodos Loy componentes del estado = v de L coresdas pxogenas v o este caso se dice

cue ol eontrolador estd provisty de la informacion com pleta, donde dichis controlador e

fill



Capitule 4. Conrroladar 1.1, Bl problemma de regulacion

11l AlELema sin nemoria, cuya salida
witl — i, m) €8 )

o e lineion da los vsiedog de la planka v del exnsistenm.
La intercomexion de (427 v (14} genera un sistemi eu lavo corrado deserizo por s

COEETOTTES

® = Plaetneka; o) )
E
\,_Ln —— _.‘:':.L (|

Fu parlicular se snpone {0, 0) — 0, do magers que e slstemun on lsimes cerrada (1.0)

Lieme un punte de couilibelo en Leow) = 00000,

Un easo comin v mds real ge presenity cuande sélo Loy componentes del orror £ estin
disponibles para su medicion, B este caso se dice que sl confrolador ssla provisto die i,
realimentacitn del error, diwide sste Witme es au sistema dindmico no lineal, maodelade

s

par las eovaciones de la forma

{; = L‘-E' £ ] 1

{oL£3)
W ﬂ:‘f;'

con estade interno £ definide en nna vecindad T Jdel erigen en BY. La inlerconexion de (4.9

v LB genern ol este caso N sisterma oo lazo cerrado caraelerizado por las covdeinnes

TR | - I
& — wlechbnowl, I

iy = sl

Suponga cue il 01 0 v 400 = 0 de tal Doma que la tripleta (e 8 w) = (0.0,00 o5
T prthe e ey uilibeio del sistema en lazo cerrada DLT,

Bl proposite de control govistste en ohzensr wn sistetna en lszo cerrardo en el cusl
para caci entracs sxdeena wi- ) en una fanulia preserive, v pars caca cotticion inimal, en
flguna vecindad del vrigen, fa salida o) se spraxime asintotivamente a eoro, Cuando se da

e cnso ee dico que ol sistera en lazo cervado tene la propredad de foregulecidn o lo sabida,

&l



L1 L probloma de regulacidn Capitulo 4, Coutrolador

Dentro de las bipétasic de iniciy se agrogazi o propiedad de estabilidad neyural pars el
exoalsterna ademas de lo essabilidacd en primera sproxinacion de la planta conjunla con
ol contrelador. lstas hipdtesis conducen o la erraeterizacion formal de los dos problemas

rloseTitog g continacidn |36,

4.1.1.  Problema de regulacién a la salida con realim citacion del
veclor de estados
Diader i sistaras no lineal e Ja forma (4.2) ¥ un exesistema meitiralmente estahle (4.5

mncortrar, de sor posible. un epeo of e w) Lal e

o HEstabiliaad para cuando s tiens la infummacion con pleta ({3 e el punto de equ-
librio o =D ode & = fla, Dol wi) es agn otican oite edtable o la nrivers apros-

Ao,

» Ragulacicn pars enando ge tivne 18 informactin completa [(R)p) ), existe una vecin-

tad V72 L7 s W de (D.0) tal que; para cada conlicodut indeial (210), w() € 1, la

sulucidn de (1.3 salisfars

M Sl wld) = (0
i :

Lo hipdhesis e astabilidad yeatral i nplica qus la nusliz

; R ;
o= o sy

w1

Lo ruml cacacieriza o aproxiicacion deeal del campo veetor 5 [l e = (), tiene todos sis e Eenvalnres
b el efe imagiuario, e beehe, tingim elgenvalor de 5 pusde toner parte real Psitiva, poreune e e
subracie o equilibrio wo — O podrls ser dnestable Adsmae, la cutalilided de Polsson asmine gque cada
PG ed pna vecindad e w o — §indics que wineme Lravre o del excsistoma paede COLYE ST B 4 = [
vanorte el Hempso lende a iohnito, eatn. 0 siver, iopliva Lo susenca d datmedores de Y oo parle
peal gepmiiva, The hecho, 18 (e TESINVHOTES Con Darie ool Lemttin; o] esed iakaing PG LereT Ui,
variadid fvarisure catable crreans ol cquiliboics v s craveeSorins wrizmalas sobre eta vasiedad pudiera

PUETETERT f o — o eimeie ¢ tende noinidrile.

fa2



Clapitule 4, Conveoladar 22, Regnlacion rohnsta

4.1,2. Problema de regulacién a la salida con realimentacion del

error

Diselo un gistoren o lineal dela lorma (427 v un exosistens neulralments eatnble (4.3]

cneentrar, de ser nosible, nn ndmers entere positiva o ¥ dos mapeos #(51 ¥ 9lg, «) Lal gue

o Dotabildad para el caso de la realimenlacicn del exroe [[81pe], ol prmee de cgulibrio
e, ) = (0,0 de e = flz ), BIE1) ¥ £ = glE, ilw L)) es aslolobicanente eetulle pr

ln. primeia aprocimacidn.

o Regulacion para el caso e la realimentacion del error ((Rigp}, exdsbe una vecindmd
Voo Il W de (0,0, 0], tal que. para cada concicién inietal fe(0], 100 w(0)) £ ¥

ln aohiciim ce (4.7 satisface

i (e8] = 0 4.

'
(B S

L

St

Tina ver delinidas los problenrss anteriores, ot andlizis se enlucard en el probiema ds

L resilacior. por resditerzacion del ereor dada su relacidn con el probleas en an ki,

4.2. Plantcamiento del problema de regulacion es-

tructuralmente robusta

oy coaveniencia se considerass el easo do s bunilis e plantss moodeladas por eoie-
clomes de la forma (420430, dende ahora se iatroduce explicitaments o vector g € BY

e perametros desconovados, e

o= e ERIEY
b ETTHN vl 10
W= Ala, ), = 58 L
b inpertante destacar que ol exeststemna (4 10b} o depeade deope Dado el siztema

(100, el provlerme de regulacidn por realimentacaon del error se define cotao el problema

£



L2 Revulacion robusta Capitulo 4. Coatroledar

(e sezuir lis sefiales de rolerencin vio rochazar las sefinles de pertarbacion manteziono Ly
prepiecadd ce eslabilidad en loso corrady, Para ol raso de lz regnlacidn estrveturslment o
rebusta tambhién se roauiere (e eslag condie’ mes se cumplan cuando o= PArAICH T O YTl
el una vacindard de sas valores nowinales, 40 o probietnn de vegulacion estructiralyente

robasta congiste en eneontrar, de sor posible, v controlador dindmien de la lovma,

[t

— I, :_“'1.]_]..'

o=l
Lal cpue para bodos los valores adiisibles e foen nza veeindad @ de sas valores norinales
L siguientes condininnes sa camplan,
N1 Estubilidad: Tl puto de canilibrio (e, 2] = {0, 0} del sissarmn o Tasn cerrado sin

porturtrciones

Eo= [law(2).0,p),

&

i @l B,
FEORIITAT esnantg cetablo.
N2 Regulacion: Paza cada condicion inicial (ef0), =(00, @i}, en uua veeindsd dil

origet . Lo solucion del sisterma on last corrado

£ = Jlavizlw ul
= sz, hlma 1) ), (4.1
o= 3,
satlslace la condicion Hm e(4) = 0 oy asintéticaniente wsahle.
[ ee

Bete problema do regralacidn puedes formmlarse comi el problema de determinar une
cietla subvaricdad del espacio de estado [, w) donde el srror e SUSUIIAICNED s00, Cory, o1
sef atractive ¢ mvarlante por cealimensacinm, T aste caso, so dice que ez estricluralmense
eobiata, va que se sabe qnue exviste una veriqcad eyl cnal g6 ¢ wenplen L condicones N |
v IN2: win embargo, ne se conoce oon essaenitud dichs vecineladd,

Bl essa abordado e este Leabajo trara con s solneidn ol prablema de regulacion robista

empleando un controlador cammesto de dos [PUTTES;

G



Capitule 4. Controlador 4.2, Hoeoulaeiin robusta

« Lu primera constituye un control de estabilizacion que conduzea el sistema a la

subrmarisdad Jel estado donds el etror es coro.

s Por oo lade, 1o sesunda parte consta de nn control de seenimiento one cicucntre
o sitbvariedsad en Lo gne ol error sew igual o csro ¥ Lo vaelva mvariante para fraclis
Lag valores admisinles de os pavdmetres jen una vesingdad de sus valores nomiazles,

e TR

e cata forma, g2 pretede disefar un contralador que eampia con las condiviones de

edvabilidad v regilacion.

4.2.1. Solucién basada en el prinecipio del modelo interno e in-
IMers1on

Para enconlear la subvoriedad en by guae of sreor de segvimiento es gorn, 83 sien sabido
grue nna, solueior: loeal supone b estencia de los 1aoeos 2o lineales
Iy
th = i fil, Wi = Sthgra
i ': [RE II
com il ) =0 v (0, ) = 0 para todo o £ g, ambas delinidas en una vecingdad del origen
P, ) = (0,00, e resnelven las sewaciones de Franess-dsulori-Byrnes [F1B]

& i, ] o
BRI Jlmta, gl g, ge) ey ). (4 1da)

e

0 = hiwiw, ). e, ), (d12h)

para todos log valores admisibles de ¢ ¢ o Enoesie caso, sl lag ecnaciones [(L14) Uscen
aclucian, Lo subwariedad del estado en [noque o error de seguimiento es corn esta dada,
por el napen mivs ol mienl s gque la sotoada requecida para mantener dicha ervor ignal
g coro es el mapen ~{w, ol Bin ctabargo, csta entrads depende tanto de los estacos del
exomistems (1100, que ncluyen las perturbaciones desconocidag, como de loy parametros

inciertos p. por Lo cual no puece emplearse direclaoenkz en un controlador robustos For



A Reawacion robusta, Capitulo 4. Controlador

gate mokvo en amchos teabajos so oropone utilizar un sietems dindmico observable e
che pardmensos awdertos poouva soluciin Pt clertas coudiclones infelales e pracisamente
i, o), Bste #stoma dindimico se conece douw mm COSION, %0 QUE 86 SCNErs. wil cepacio
tle magor ditmensidn cus vw, 1) en ol enal se encnentry mmerso o exozistema v todas
los posibles valores de g2 @ para asi praducit () a pesar de la incertidunbee v [as
VATTACIONUS DATALel feas.

Lita inmersidn so pusde obtener prncias al loecheo de o e da enl rada en ostado exlasi-
narios i, ) puede gemetarse independicnraricnte de Tos valores dlel weesor de pardimetroa
meetos @A travds de un sigrema dindmics ¢ jue prede ser liveal o no Hneal, siemore v

enatlo esle sistema sea observable, De masiora aeneral. esta inmersion tiene la farma,

o= iz, 1.15a)

";'l:_f||'-._|r£..:| = .".:|:$__ il 'Iﬁr'-lrs'l}\l

clefioninoda iiersidn generalizaca: sin ernbarao, existen algunos casos partionlares en los

que la fuoersiin obtemcdi es un sistems, Boea’, come @ neadtante or el Presente L jio.

i el siziicnte reorerna se exglica cududo se pueden oblener este tipo e inmersones

lineales observablos,

Teoroma |, Jea of par (g, By sstabifizabls el par {Ay, Cyl deteclable, donde

X A : b

Z ; -| y -J?n = — . r.-'.-:_| o t_.—l

| Sl =1 b f;J--‘f_'j D ] E
TRl fo— o= TF

] =1l

A n =

wa b Siedizaeisn el sisterna VI LY. Do el mupeo g ), donde w o sen los estades del

spesistorng desovite por (4. OB o g oun vesior de pardmctros anetertos, 81 paiw ouda @

Lyooogtr emste un yrupn e vilieros veales o, v O e e 5. gUe saltsfagan (n erpresidn

Lol = agnfnm) Fanelopl ol o Yl ) (1169

Thirs esta estncio, estali sslacionaric slenifien quie o8 tatades =0 cncuentran en aeubesricdad ilel

STTH G sesiteionly gnal v oo,

il



Capitule 4. Controlador 1.2, Herndacion wolbusts

i ) ; : T e v T S| aran
domete L%, 1) son luos devisudies de Lie definidas como Ll(w, jo) — T : J CERES

pieara = 1 @ .r.;_l"_.-'_, |_r1'.f-': p.;l == AeE I B s anrs e vtz
.!I Y /I"-.jI -'ll—;l.l.’.‘
1 0l

4,17
e fio saander parn ciadgaier reds A, con parte real no negaliva, del polinomae
il A i -ty — o | e g AT 2 (4.15)

Luege, ef exosatemae (4 100) quada wonerse en el sistema dindrce Gnsod

Fizs {419

'I.-l::','L:__It,{J = Hr & 'r_n[-l"l

O

v o= = b = ding [P, ... P

1l | QR VR i
-:_' |.| I:I [_] | e {}

1=, /

B G B o 2

Frg W fan v Urpoas

-

gl l sl ) Wamafwpd ooe D el p) gl 0
51 o] chso partienlar en que pars ol sigtoma (40100 se ohtene un mapea ~ee, @) cuya
inmnersion ox lneal v Lene la forma (40190, el problems de reeclscion iohasta ae resashe

mediante el controladaor
.:':| I"|‘I':| == I:-:ll-l + }i[] ||r‘|.- —_ 'lr-.'r"'_(:u_] "".-||::‘t:| | -(_:rTl I_":;_-!.:I, |:"J..2|.F:|-::
Bl = —GaTpmitl - @zl 4 Gaelt), 4210

Wl = Wit + H et 14200



2.3, Sulclire Capimula 4. Controlador

T
donede K v (F = I (4 (i ] son tal cus =l par Ce malrices

) Ap GG —Baft T
Aa + BpK|, 1 (4.:22)

(i e

o Hurwitz, Dbviamente log pures

| a"l||; —E.]H'
" ':1I:' -'r-}":' : [ lIr-?.:. [}-‘ : I:L_?.‘“
4] o

ceben ser contralable v observable, mwspectivamense. Aden gy, 22 BF e un abservador
para el error detinido como @ (w, p) mientras que 5 £ B e 0 obscrvadar
para la imnersidn gue sncuenlra b enteeda neeesatin para periasnacer o la solveariedard
e laccual el error de seeniiniento os cera Micntras que L entrada w{#] se compone e doy
términes de los cuales K 2008 o5 nna cewlimentacidn del errar v H o2t Licade precisamente

v, Y 37

4.3. BSeguimiento robusto con movimientos de prece-

gion para un satélite rigido

Enoesta secclon se resuelve ol problewa de rondrol para o ariemacidn de g satélile

mecianie of o de Ta Leoria de regulacién robussa: s commin relerivee al sietomi,

& = JII I:'j:- AN .III.:I: f'lgi'l
W= s, (125}
co= Rl ), (4,26

domle (124) representa la planta & ser contralada. (2.25) el tan denominds exosiEtoma
e penzra las referenciag o semnie v 20 los pertucbaciones o sor eliminadas ¥ {1.26) el error
de sepuimiconto o la salida, Con e ose ndican los pardmelios desconocicos o que variar

leetpmente, Chiando o= () 98 asume e los pardnesros dezconocides se enctenizan e

alls TS.]('?]T.‘&R IR Ales,

£ai



Clapitnulo 4, Controlador 4.3, Sarclibe

4.3.1. DModelo del satélite

La dindmica del satélite rigido en tévmines de los coaterniones nnitacios esta defmda

medianse lag expresiones

Q = iE‘{Q} w, (4.27)

Jw = nm—iwxJw), {424

domicle (4271 os la senacion cinemdiicn con cuaterniones delinida en (2300, w representa

el vactor de velocidad angnlar del savélite, T es la matrie de inerciag del satclite v ay el
vector de pares extornos,

Fl prahlema de regnlacidn robusta tiene solneion sk

L L plaata es estabilizable vodereckable oo la prinera aprosimacion

9. Exdsten dos rmapeos, la snhbvarisdad de salicha cern enestado estable z., - 7lw o) ¥
L et rada en estado estable 1., ~w, p) que eesuelven lus senaciones de regulacdn

i, )

5 slm) = Flmfun gl v, i um)
i :

) = FRlaio T il
Wl ) 2 W 2 P oeom W v P oo ln vecindae de = 00 =0 respectivamente.

G Tl mapen o, o) saliaface

Fata ) = a0 =3, L baig, 1) (4.30]

Visg p) £ W x Fuopara algnmos siimeras 1eaes dy, ooy o donde Ly genota T

derivada de L

1. Para enalguier valz, con parte real noonegalivas del polinemio piA) = M 4a, A7

- — A — dy la matriz

Ay — AT J.'EH:_’[JJ1 oy
R 14l



4.1, Sagelile Caofenlo 4. Cont roladar

i o singnlar, donede

A) =) /8],0 0 o

Bil) = dfitu g

(‘I__D} = '-r:'l'll"i'_-":.ﬁ‘.r'.l[_ll:l'l.ﬁ.l a

En el caso bajo estindio se considera ma trayectoria de velorencia deserita mediante
T : !

los cuaterniones de reloreneis con

l'.-:l.-'l."‘-\-'\..;fji':
€At = | slmwgt | el =gy, R

&

donde . v wy son constantes, Diclins cltaterniones de reforencia deseribon un movimiouto
le: precesion alvededor del gie 2, el cual es tin caso Inerezante = ol control de la orientacian,
viveue el satdlite debe mantener tna wiieuracidan Lia-a pesar del movimiento de precesion,

Las componentes del vector unitario &, (1] zon gemeradas medianta ol evceistoma lineal

=5 = 1, iy —
Wy 0} 1

33

=

Congiderands las condicionss iiiciales

T T ,
r[]{ﬂ:l = = :‘l S:L;
ol ) i J

s Binne
|_ Ly COsLigh ——
w = = P |~ =-_l. -i ‘] |
Wiy L Hin |'.'_:.::|:l
Luego,
e -::f !

e = LEE — uonst,, ifr wialt] | sen—; (4.36:)

%

i}

CHOR ST AN 7t (4.37)



Capituls 1 Coutrelador 1.3, Satelite

Con el fin de moatrar Lo parte lineal del sistara, e la eenacidn ¢ neristioa e Lorminos

de los enaterniones (4,271, observe gque ol punto de equilibrio de ioteres csti daco por

=il i =1 w = [, {1.38]
Clonsirlerando s saslicidny p = s e el urizen es an equilibrio. Par le tauto, Lo
cinematica puede reeseribirae como
iy 5 4z
| —
a8 1 . fq 2
Q=gw+ | @ —o —( | ¥ (1.39)
—=He HAr =
con ecuacion del srror
@ = g — G |t — 7 % Q. (1.40)
Por congizuiente,
[ 9 Q _ x
= 4 A= R | X1y |1,
w )
L
Q
£ (¢ S £ &
(s

= B | B | C—[%IQ . (443

Clarsmende; los pares i A, Bi0)) » [ ) son cstabilizable ¥ detectable, respectivamen-

ot
T

Bl rrsapoo ol | oreel eiial Tosubvariedad de lasalil oo estado estable es coro, estacom-

paesta por my e v melwe). Loego, para obtener m{ud s lnpone a ceba el simar. de.

il



4.3, Bakdlite

Capindo 4, Coancroladaor

T gl it

Por otta parte, dchido a qae la matris E(Q) e (4.27) tiene inveras useo
w = 2 EO7TQ,
por 1o que es posible obtener () dada eomn

—iepily sl e,

iy = Tu ) = Wiyt 31,
F (RN T
b ':__-'I'-' ! I—|"'-'\\.--'|:| HITET jl'

D lo amterior, ol mapeo wim) Liene Ta lorma

. [t
m“‘. —_ T {-i:.!_: ._| ==

o . i :|

OUbsverve que los mapess @ v ma o dependen de los pararnetros del sisLoma,

(4,44}

(1465

La entrada en eesado ostable w,, sohre Wy = W) puede zer caleulada, de | 1283, Dea

Lty

Jotw e T

u =

tal g
ey = yiu, ]
e

: : T
4,1) sln i, [2 Lofse — T 1 gin - I .] .

Ay = ;.;,_‘2 S [2 (i — Jarrsin® _m = ,F.JJ ;

-‘L: — u'lg_: |l f

S R
sy BIIL" oy Lo

=
(]

(448

4



Capitule 4 Clontrolador 1.3, Satélize

Nete e thee = ~(20, () es T entrada on cstade essable que hace ivariante & i, p).
Fasesida, labedn desdelerminarse Lo Tuimieras reales dnoag, - @e—y wal que L con-
Cicidn 3 e la seceinn 4.3.1 sca satisfechi, Bato condice a la determinacidn de la siguiente

LLLLEE L0

i omseonen L OrEnTe

£y = ’j-'l'::'rﬂ\] = A1,
g = L= —U.-’|',-."-||-1.'4'.5_':__

ol | & ¢ 4
£y = —WhAi = —Rgin- (1.60)

B

£s vl ] = Asitn.

u ] S ‘ v
{-'.-:2 - _‘-"-::|".1-|-'_*'!|-f"2- — _‘."L:I'-':'E\.Z'l' i.{_'ll 1

a1 selii) = Ay,
e P e,
SRl £an  wipAylny — w3

"
Caa ; —'1-;;,’[":,!13-,4,'11![.'2 — '|;L-|_1:___'-‘;'|. I

.,
1]
£

i



L3 Barilite : Caslenle 4. Controlador

a v i " . 2 . : Fin' o o
Lot polinowmios correspondientes. basdndose en VG ol B ) = d ) = 8 LBy

Ty ¥

PelA) = A0

Finahnente, s facil verifiear ous la maudz
r 5 1
A=A I J}
i i J

ey cle rango sleno para cia Tade de gyl Aot = L 2.8, con parte resl o et .

L esirnetiea del controlador que resuelve o] TORP eala dada, comao

F e (A4 BiOK Gl )&+ e EREEY
62 i _("1'2(::'il = :T;‘:'E o {'_.:2‘::1 :'-lr}"“.J:
H, g1 —T¢. (4.61c)
tlonde
"

_ | 0 L oL n 1
e ding ! ) L5

—'_JU [.I' Ly |] _".l:‘-.k-'[_ll [:I

I LA VR S T T I L)

AL G v 7y som tal que las manrces

1 =B 7
it & 7o

(A= BOIK), | ¢ o J | (4.67]
seall estables

Nota: Tl reguisite e esrabilidad puede ableserse 1 patic de nn eriterio de desempedio
flesenddo. Debida que amif ol interds se eoutrd en o eatabilidad estructoral del sisema en

luze careado, simplemente so im powdra que Tas uatrices (L467) sean urwite,



Capiualo 4. Controlacdor 1.3, Satélite

4.3.2. Resullados

(i8]

J (Ninst)

h i MY

i L -
J'4I.'I 2 4 i & 14

Liempo (ses)
Ficura 4.1: Variacién de los parametros Jop, Je ¥ Jag

Bt eeta speran ge cxailien log resnlladoes e sirnnlacion del desempedio del coacrolador
RORD, el vual estabilizs el aatélite on ol punte de interes (4585

La eomdicion inicial, para Lo orientacion del satélize, esld definida por e cnatermidn
Q0] — [D.5408, (1.4126, —0. 1534, 'l']_?.':?k?r%ir ranl] euya Lransiormacton a snenlos de Tuler,
Dara e mejor comprension fsiea de ls orienzaciin, esld dade por os signiettey valo-
res () = 25°, 9{0) AP v () = 45 Ll comportamients en la vrisclon de los

r ; v it ¥u : e i
pardmetros Jo — Jag = Jyy = L2A16 [Dmt) e ilnstra en lo fgura 4.

Fara cue las matrices {4.67) sean Iurwitz se cligon 1as ganancing

|-‘-_*'T:‘§.1£-Eﬂ i F —2B0730 l ]
o= i1 R0 ) O 156240 WAl

0} 1 T3LN928 L [ 155241
RESRS —002804 (B0 | aldFT bkl Lxlite

— [} 305 FTET o S Y ALt 110730 —260d.h 81782

—{.80847  LTOG35 I H2Y (2,38 2rods e

— 25587 2045t #9.713 AL 41377 bBlOed

sl bl —238a.F LT —13406.3 | (033 () SUTGY

T2.0006 —G)E4l  —258hd —63fha AT 0 1AL




43 Bulélite Capitely 4, Contralador

Las figuras 4.2-4.4 {lustran el desempeio del consrolador RBORD para reorleutar le pos-
tura del satélite. Lo Saura 4.2 describe ls dindrmics de |a posielon angular en cnaterniones
yoer A ose abservan los ercores do posturs. T lizura. 4.4 mmestia Ta SEeTZia Teierida
pata estahilizar dicho sarélite. Por lo tana, ol concrolador RORP realiza un desempers
satifactorio ann cuando varfan los valores pasa. 1o matrs de nereias [Ver Fig, 4.1)

1LESe oo ; ~ - _-. .':|_4 n P T SEPPETT
___.|',.r.|:, """'rf'i‘;

il f||'| i

to {rad)

'JI21_ Hr T la em L e T-{;rj_| U_q__ B o a ; l___--m

i =iy

i i
ez =

z =

& i e — (]
w5 i

1 i

= o H

=g . T i 71 T R e

1 : - . : — ~lnd : ; : : !
d-:' e e =] a 10 4 2 4 b = -0
tiewpo {sew) Hempo {seg)

el Dcaminn o guls v Do de gy

Figura 4.2 Posicdn avenlar dol satdlite

it



Capitile 4, Conlrolador 1.3, Satélite

I.J.E STl ; wim . .5y —— el .E S PR

]
1]

=
H
P

v

CITOT 4 | Tk

ErTOr g LT

|
fm
ol
b
1
2
-

[ P

4] g

L. , : = 03
lJ.15-\

=010

error g (Tad)
CrEoT i (I'Fll'l]

_n=o i i - 5 i I:I"j i a '-1 !
1y 2 ‘ & 5 10 i 2 4 5 n 13
Hlemiapses faEy BISLHLHY SR

| ui
HE l:.r.l._l

Figura 4.3 Cuaternidn del errer

it
[

(¥ ]

i o

fhy vl

= gy SR .......

~Buls 7 A 10 2 4 P 2 10

(lemp Tane) siompo (s

578 S
[ =)

(e iy
2a0r

125

i (N

10

o
|

< 1
Lismpss (mog)

]
[ =

1}

4

Figrra 4 Envraias de ot

]



4L Clontrol del quadrator

Capitule 4 Controladar

4.4,

Control del quadrotor

Erewta seceidn se uplementars el vontrol, medinnte o prefbiemna de segulacion rebusts

a-la salidda, al modelo del quacdretor (3.42). EI objetivo del

presente frabajo consiste an

ostabilizar o quadrotor para vuely estacionzrio (fonering ), Lo estados svolucrados T

: r ;
lvar a cabo dicha tares son e e e W P g T

, vadqueral contoalar [y orientacicn

ted vehiculo se conanue controlar Iy traslacidn. Por 1o ranto, de (3.42) ex pesible omivir 1a

cuematicg v dindraien de trasloeion lineal ea ¢ ¥ obteniendo asl el sipuiente madels

B ] e 1
il wl =g — g = riga)
d1 3 — g | ryg)
i 7 G g — g )
= -_— ! i e ~}
3 - UMM T — )
Ll T o
g
i T e e
- o Ey A
iy ¥ r_- L T“‘
- b {I
L L s ||

]
[
i
]

i

i A
S I
i1

T S
i h 1
I S
L]
(1 S |
iy
nn o1
" iy
o/ CH U SO B S
Ly
ff b N
0w og
|} :I ﬁ

.85

Una ver slefinido lo antesior, o metadelogia o aplicarse a0 centrn en los siacs de
L £

seeeidn g,

La travectoria de velerencis vard la arienacion sers desorily por ol enaternion unitario

; I 0 QT VRO s b
L= |r:r_us el A L
£l = ST L

[

tlomeie e WL ROIL ORI AL RGES,

La veferencia zp. para la toaslacion g o Larioy el e

iz (1)

clomicde v om senstante.

EEN i f

fL G

fu S Heserita par



Capitnio 4. Cantrolador 1.4, Coeutrel del quadrotor

Las componentes del veelor unitario e () v el elemoenlo g, {actitwed) son gencradaz

mediante el exegistoran line

(FH wo= S, o= AT
[ 0 [ L 1

[} 1 ) il |_ s

Consideraredo como condiciones iniviales

w00}

2

. i Irl:jlju [ =
wilh = (4.72)
Ry 1

R 0

s LIOne

i BOTLOEL

ol Sarr) el P
" oy ; (4.7

i Co it

Pl FiT il

FPor Lo wanto,

-I»':1|:I'-\.'
rir el o = TI0E ':)' = coask, g = | unley | sen 2 (174}

ik

2

Para conzegtir ol vuele sstacionario en el sistemn (4.63) a una alinrs fija se deline ol

panta de equilibrio come
ip =1l w = e = 1. g =X wr =Lk (LT

Consideranda la teaslacion ¢ 1—ap Inego el urigen ez nm ecctibibras 38 0 La cinemsticn,

(he rebaeon

E Q) w (4.76)



1A Control del quadrotor Capitide 4. Conrrolador

rrede ser rieserita comao

. ) "
{ iy ] iy
3 .') wt
L i 4L~ ) I+ Sl
; i | P
. =5 I— f\blxqj — iy I) w,
e,
r.'-'1 —Hiy 3 i3
1 ¢ Brers
Fé: ‘g ! + fjr-{ _i.'” ﬁf'l Lid | .‘I..I' i ..:
/R |_ —ia M
mienteas que 12 ecuacidn dol errer
2 = g0y
Y o
= b
. A
1 1 . f
g
Ye Fongn | g L
- o TE)
o, \ it Ty L L |
restl b como
e = G — Qe + G0 - G %o g, (4,749

En la imolementaciin del probema e regulacion robusta o la salida os necesario

cotmprobar que la plama sea exlabilizalile v detseteble on la Prnera aproximacidn, Sin

embmrao, en basge o la clwemdtics de rolacion (4,77} ge recseribe nnevamente of sisremms



Capitudo 4, Clonleelador

L4, Cernrol del quadrotor

{4.68) cotno

donde & = |-J1‘, s E
= L1y W r_i!-|

1

12

!

Moy

Siv— poa - i+ T
| 4 -

=4+ Pas — aei — L
=1 — Pite iy — T,

1

il R ..
e e L g

T LT (.
Bty e
fo F -1 T

T gy -3 -
'IE.'- e i T s,
L S iy,
rz"nl”"-i_f_ I L

sistena lireal (3.53) come
Adx{t) + Bonlt)

v oal vector de estados =

& l’.'-!--_;g_;:,

B+

Sl 2y

i
40 'I-.jl..rb'l"

iif=

£
{jl-f‘!l*;:;.l,-
r'_'.:'.f L

g

F g

E:’H.‘E

s

i WL

Il

Fim

Ldsa)

(1200

[ 130k

(1,80

(.41}

Tty A AL

Wik, Ty

(1,49

]



LA Conrol del quadeotor

Crapitule 4, Controlador

Al evaluar las derivadas pareiales en A ¥ B se obtirnen los resullados para la PrImcra

aproximacién de Lo planta, ie

N

i} il [l

N { P

i y ]

g = Ll it —i
R S T

1) [ i

I} fl B

L ] ) {

0 L ¥ il 0

~if D qo—3 ek it

2 i 175 TR —#

( [ —tja s Ui é
a ) l:-l-'%il‘l
ol R BN i [l i

Loow 0 (), (4,

i -|I-.: i i II-—lr'r
t () (-ry ::w f & )p

i ] {.'—"I,_'r'—J i (!"'I:'r"“;l It -[1

[ 0 0 0 0
U bono0
u U o0on
[ 0 0 0
B o= _m -
]ﬁ lgf —ai—wa—a3) D 0 0
U & 0 f
1} 0 ?‘Il 0
i 0 noo £
Hvalizaada ol par (4, Bl en ol punto de futerds (4.7h) sv tiene
i B |
S } (4.86]
ﬂ-h-ci r-|'1.--.-1-
) [ fidsn -‘ |
= ' (4.47)
o
L 2|
ol { Lier Uy J CLHEE]

cloticliy £

cHag [1, 172 172,12 v F

=-diag |—17m, df 7. @iy, LY, Diel estudio de 1a

catabilidad para ¢l sistema, (4861 3e tene que el sistema es di repoelivilidad 2 con poles

a2



14 Conrol del quadrator

Crapitule 4, Gonlrolacdor

ol el orteer. 9o dice gue noa realizaciin, en este cese el forma candnica conczolable,

s Ee ik

o estabibzable & todos Loy cigenvalores, aquellng con pacte resl ro nesativa, pucrden ser

peubicadis arbitratiamente medisnce realimeotacidn de estados [39], Para reubicar dichos

elgenvaloros v neresario que la matriz de controlatnlidad

¢ - [B ap a2B ... A '8 4
v observabilided {4.90)
0
|
o | g [4,00)
. r_".;l.u.—n

seatl de ranzo pleao,

T wnatriz de eolrolabilidacd esed dodsa crmn

il B
C = (1.91]
g ]
v la de obgervabilidad por
{0 N
3 = : (4.9
0 E
Aralizands lo matriz (4917 se observa que el clomento Gy # 0 v ol deti() = J°L,

pot lo tauto, o rengo de © = 2, LBl vango pasa la malrin (421 es banbicén de rango pleno,
por lo qie las condiciones de estabilidad v delectabiidad son satizlechas en Lo prinera
Aproximneicn

osteriozmente, se habrs de deteruinar ol mapeo a,, = wiw, pi, donde la snbvaredad

de 1a salida en estado estable ce coro, imponiends ol creor a0 eero. Do (4701 ¥ (4.79) se

53



L4 Control ddel quadrotor Capitule 4. Coatrolador

tlene

2 0 e —

Fez {l Tralto} — iy gen 2
e = = =
st 1 Ly ] — ey son ‘;—r

Tt “ ".-T|__1‘|:_'I'.J'..‘l‘l' — 4]

HER| |: il 4

: Tra ':-'H.-'.] iy Een = :
Tyt ] = T 4 (4.893)

1l B wor

b | (] |

b 5

Fur otra, parte, syl ) se obliene mediante susti hieiones, e,
i B J
|._'_|.'|'-|'-'= E.} T i '| |'||'| =iy .L._,z

,_|_|

it 2

il 1[”:} i gind
-}

=

£ ity s iy _
CF

IS 3 s o 3 . e e H
daa ) Oman(n) Ayl Dra, () et
5 TS s PRI s RN

o (] ; :

' i-1.94]

1 .2 Gaid g 2 ’
T |:l" "}“-‘ M-:j_ — M7 i 5PN ""} — 44.-4 b'—’ﬂd 5 i' r'_|_ |I 1LE ||.|'J - o

Desarcollanide {(1.94) rosults

g [ upi e I' il j |'|.:|

i .'.-.11u',l .;I|~u, " A, : -
. r_,:’l iTH .-|| -+ frr T J _L " I_-A'-rl-| '-L'l..l o — Ll i) = 4 i x.”':.-'
1y F iy e g

+

At

sustitiyendo Tueeo ol valor para el ma e s Tien

i) SIRTY IS

i J ; Lalpd \
- Lt { ¥ r.',;l oI I:.: Wl — - — -f—;-.-‘._, LR
ety mb s ity RETY
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{Capitnlo 4. Conrrolador

4.4, Cenrrol el quadroto:

Por otra parte, mpalw), waalie)
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+4. Cloverol del guadeataor Capitulo 4, Controludor
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Capitulo 4. Controladnr 44, Convrol del onadrolor

Reescribiendo (4,80d) con los coelicientes aerodindmicos A, = A, = 4. =10, los clales
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L4 Control el gnadronor

Canitule 4, Clontrolador
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Clasilu o 4, Coufralado
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A 1
L '”_1”1 el qadrara Capilnly 4. Cantroldos
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Clapitule 4. Cantrelador 44, Conrrel del quiskdrator

La ley de ceuleal con compensacidn de gravedad estd represeniads por

= Ay ip + K G — g {2g, Q) (41110

—

—

donde Ky, K © B son valores escalaxés positivog ¥ i = zp. — ap denota el coror de
posicién, A difereneis cel coateol PO s gravedad, que no reguriers conocimienby algune
sohre la eslructura del moddele de o planta, el controlador (41110 Lhines nz0 explicito el
conocimiento parcial del wodelo de L slacta, especiicamense de g (2o, Q. Por lo tanto,

st cor analingr la expresion (£.50c) para obtener el termine de gravedad iLadle commao

Iri;l |l1 - L
(7R &) — w3 =R 3
by =4y 7 s

e

La ecuacion e describe e romportamiento en lazo cormado estd dada por
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4, Control del quadrotor

Capitulo 4. Cloatrolador

Finalmenta, |a matriz
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stempre serd de raneo pleas para cada iz de il =1, 2,8 con part

Lo estruciwza de’ coutroladar cie resuelve el RORT e cdlada por
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B0 148)

(4.114¢e)
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Clapittloe 4 Coneoladoer 1.4, Censtrod dal anadrotor

clonde
¢ i
- no 1 il ] L - _
L T— g . . . ; |__"|. 21
—wy wi 0 —dag 0

L oo a0
— lewiogne |, (4.122)
Owao Lo

van I, (70 ¥ Grg e tal manern qua las matrices

(A+ B, -

A —pir & (
3@ G |

¢ 0, £1,193)
sean esuablos.

Nuevariene, el criterio do estabilidad so consigne con un descmpetio deseada, e, con
ranaiicias K. (3 v (75 Lal gie los eigenvalores para lag matrices (£1231 poseal patte roa

HeEativa, £.4.,

4.4.1. Resultados

A eoritimmscion se ponen en evalopeln los resnliades dela leona cel problews ile Te-
o leion robasta ol sedida pars Lo orientacidn v La del comsrolador PTR g para la, alzitnd
ecliate simnlacionos e :'ulatjﬂ.‘:}_,-"'f?i'lnlu_llu_'la. Lot frritaT sirnlacion L‘-Zi-r]_'f:‘tir-n-!'l{ln o Looosta
bilizacion del guadrotor en wn panto [jo de mfercs en domde @ = Urad en (4.74]. L

s b segnnda fracs con e deseripeion de ma travecloris de selorencia dendle el dngo

dro DA142vad cn (474),

1.4.1.1. Resultardaos de estabilizacion para el quadrotor

Lt Lo prosente sescidu se rmnsstran los resiltades relerontes a la estabilizacian del LAY

el tion quadrator para wnelo retacionario. Ly postara de vielo deseada pra La validacion

3



b4 Control del quadrotor Capitulo 4. Controlador

tiel descmpetio de 1os contraladores RORP ¥ PD e es delinida core @, = 00, O pad

para la orientacién v zp. = 1m para la Lraslacion en el cje te Los momentos serodindniieos

tne ol exfernos a la acvonave cstarin dentro de un conjuute de valorss conoeidos, e,

Ay = 0. senl/5 £}, A g ="Lleos(m/0d) v A, =015 cosiTi5t).

Eu la simlecion, sl cuadrosor se encontrard injeialmente eIl vitela con lus sigaientes

cowliciones inieinies: Gol0] = [).5R35, ) = 0337, axlll = —0 1782 vl = (0.2704
Y oepilll = L8m e ienalinenle vara una represeilacion co dngulos de Ealer se tione ane
i ) ) & ! HIES

w0y = 237, i) —3=, w0} = 35% Ede dltima reprosentacidn es il SHIH CEILEE 07

mente uua interpretacon faica de la erfenlseion. Los parametros del guacrotor eslin

ados womnm =0T Ke, d=03m, 4, =T, = 1. = 1.2414 Kam?® [31],
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Capitulo 4. Contrelador

4.4, Consrol del quadretor
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LA Coutrol del guadr Capit
. L iadrotor Capiiulo 1. Controlador
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Capitule 4. Controladar 14 Contral del guacrotor
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4.4, Comtral del quacrotos Crasionle 4. Cont roladar
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Capitule 4. Controlador 4.4, Conlrol del guadrotor

Los seauitados en simnlacou vara estabilizar ¥ mantener o quadtotor en vielo estacin
warin a na altra Bja son mostracas en las figireas 4.6-4.10, en donde los Totores deoen de
sleroer vy mantener una tuerca igual a 5867 N para vencer la gravedad. 460 ) muestio gne
al comtrol PO para la alritud cuenple con el objetivo de control al levar el cuadiouor a
utwe alenra deesads cusndo se le anvia un wweve comands: B 4fiih) v 4.6(c] #e muestra
el error de poslaon v le dindmica de velocikdad a lo large del gje 2p, rospectivamen.e. La
Gunzn LT lustra Ta respuesta de Lo orientacidn del controlador BORFE para coridiciones
inietaoes Q(0) = [(LAR23,0.237. =11 781 .2754]7 | estabilizando el quadrotor afin cnando
existen perhucbaciones externas. Eu b Laura 4.8 ge rmestra o] ceror de pesiciin angula
o cuaterniones v 1o Foara 4.9 ibastea la voloeidad angniar del guadrotor, En la figura 4,14

ae aobserva In fierza v los pares de conurnl aplicados al quadrolor,

4.4.1.2. Resultados del segnimiento de trayecloria para el gquadrotor

En csta cecoon se dan a conoeer log restltados para of seguimiento de srayectoria, del
yuaclroter, Las condicianes iniviales so las wismas que cu S sioulacion para estabili-
zar el guadrotor, de, gald) = D8RG, (0] = 0337, ga(l) = —N17T81, g5l01 = 02704
¥ el 0,500 Lo referencia pare ia ocientacion serd deéscrita per o cuatermion &, =

gt

oo E0 it sen #2208 sen 22 01 doncde

2no= 13142 v, Tos olemensos swylE) vounll)
corseaponden a la solueldn de. exosisloma lineal (1711 Lag periurbasiones se signen cor-

siderardo como A, O.lgen(m/31), 4, =Lleesir/50 v A, =0 L0 eos(r /58],
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44 Control del cuadeowor Canttule 4. Coutrolador
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Crepiinlin 4, Combralivdor 4.2 Control del gquadretor
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24 Contrel del quadrator Capitiils 4, Cotlsladus
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