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para obtener el grado de Maestro en Ciencias en Ingenierı́a Mecatrónica

Bajo la dirección de Juan Antonio Rojas Quintero

y la co-dirección de Eusebio Bugarin Carlos

ensenada, baja california, méxico, diciembre 2021
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Resumen

Este proyecto de tesis trata sobre el estudio y análisis de distintos métodos
de optimización aplicados al control de movimiento de sistemas robóticos. En-
tre estos métodos, se ha realizado un enfoque en el Principio del Máximo de
Pontryagin, que establece las condiciones de optimalidad para obtener la mejor
trayectoria de acuerdo a un ı́ndice de desempeño seleccionado.

En el marco del Principio del Máximo de Pontryagin, la elección del Hamilto-
niano tiene un impacto en las variables de control resultantes. De esta forma, la
función costo compone al Hamiltoniano que conduce a un comportamiento de
control y movimiento deseado cuando se elige apropiadamente. Para verificar el
control óptimo en el movimiento de los manipuladores robóticos, comparamos
el impacto numérico de dos funciones costo en las variables de control resultan-
tes y las posiciones de la trayectoria óptima. Las funciones costo seleccionadas
se enfocan en las variables de control para que se logre un esfuerzo mı́nimo du-
rante el movimiento. Se compara una función costo que se encuentra tı́picamen-
te en la literatura con una que involucra los componentes del tensor de masas
del robot. Se aplican a la simulación de control óptimo de dos manipuladores
robóticos. Los ensayos numéricos mostraron que el tensor de masas actúa como
un factor estabilizador que conduce a amplitudes de movimiento menores, ma-
yor estabilidad numérica y tiempos de procesamiento del CPU reducidos. Por lo
tanto, esta función costo es beneficiosa para la generación óptima de trayectorias
y el control de los manipuladores robóticos.

Este proyecto de tesis se enmarca en el proyecto SEP-CONACYT “Investiga-
ción Cientı́fica Básica” A1-S-29874 titulado ”Modelado por medio de métodos
de mecánica analı́tica para optimizar trayectorias y diseñar controladores para
sistemas robóticos”. Dicho proyecto es desarrollado por los directores de tesis.

Palabras clave: Control óptimo, Función costo, Optimización de trayectorias,
Manipuladores, Principio del Máximo de Pontryagin.
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Abstract

This thesis project deals with the study and analysis of different optimiza-
tion methods applied to the motion control of robotic systems. Among these
methods, it has made a focus on the Pontryagin Maximum Principle, which es-
tablishes the optimization conditions to obtain the best trajectory according to
a selected performance index.

In the framework of the Pontryagin Maximum Principle, the choice of the
Hamiltonian has an impact on the resulting control variables. In this way, the
cost function composes the Hamiltonian which leads to a desired motion and
control behavior when it is properly chosen. To verify optimal control in robotic
manipulators motion, it is compared the numerical impact of two cost functions
on the resulting control variables and optimal trajectory positions. The selected
cost functions focus on the control variables so that minimal effort is achieved
during movement. A cost function that is typically found in the literature is
compared with one that involves the components of the robot’s mass tensor. It
is applied to the simulation of optimal control of two robotic manipulators. The
numerical tests show that the mass tensor acts as a stabilizing factor leading
to lower amplitudes of motion, greater numerical stability, and reduced CPU
processing times. Therefore, this cost function is beneficial for optimal trajectory
generation and control of robotic manipulators.

This thesis project is part of the SEP-CONACYT project “Basic Scientific Re-
search” A1-S-29874 entitled “Modeling through analytical mechanics methods
to optimize trajectories and to design controllers for robotic systems”. This pro-
ject is developed by the thesis supervisors.

Keywords: Optimal control, Cost function, Trajectory optimization, Manipula-
tors, Pontryagin Maximum Principle.
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siempre me han brindado su apoyo y orientación.

iv



Contenido

Resumen i

Abstract ii

Agradecimientos iv

Contenido vi

1. introducción 1
1.1. Antecedentes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
1.2. Objetivos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

1.2.1. Objetivo general . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.2.2. Objetivos especı́ficos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

1.3. Organización del documento . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
2. marco teórico 6
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tros (mi , Ii ,ai , li ,qi) denotan respectivamente la i-ésima: masa del es-
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1
Introducción

El objetivo de la teorı́a del control óptimo es determinar las señales de con-
trol que harán que un proceso satisfaga las operaciones o tareas encomendadas
por el usuario y al mismo tiempo minimizar (o maximizar) algún criterio de
desempeño (Kirk, 2004). El control puede ser óptimo en el tiempo, es decir, al-
canzar el estado deseado en un tiempo mı́nimo, o alcanzar este estado con costos
mı́nimos de energı́a, o lograr la máxima productividad en un tiempo fijo (Gran-
charova y Johansen, 2005).

La teorı́a del control óptimo es una disciplina que tiene su origen histórico
en el cálculo de variaciones, lo cual se remonta a la formulación del problema
de la braquistócrona por Johann Bernoulli hace más de 300 años (Sussmann y
Willems, 1997). Es importante mencionar que esta teorı́a se convirtió en un cam-
po propio en la década de 1960 en conexión con el desarrollo de la exploración
espacial (Pesch y Plail, 2009). De hecho, fue la ingenierı́a del problema de lanzar
un satélite (Sputnik) a una órbita sostenida lo que generó los primeros desarro-
llos relevantes de la teorı́a. En la actualidad el control óptimo proporciona técni-
cas para solucionar gran cantidad de problemas en varios campos de la ciencia
como: la biomecánica (Zignoli et al., 2017); la economı́a (Chenavaz, 2017); la in-
genierı́a aeroespacial (Longuski et al., 2014); la medicina (Schättler y Ledzewicz,
2012); o la robótica avanzada (Putkaradze y Rogers, 2020; Vezvari et al., 2020);
entre otros. En contraste con la robótica industrial, la robótica avanzada se re-
fiere a la parte de la robótica que estudia robots con marcadas caracterı́sticas de
autonomı́a y con aplicaciones que resuelven problemas de operación en ambien-
tes adversos (espacial, submarino, nuclear, militar, etc.) o que ejecutan tareas
de servicio (aplicaciones domésticas, ayuda médica, asistencia a discapacitados,
agricultura, etc.).

En este trabajo de tesis se hará énfasis en el análisis de leyes de control
óptimo directamente basadas en las ecuaciones de movimiento de los sistemas
dinámicos bajo estudio. Lo que permite visualizar que este tema corresponderá
con la intersección de diversas áreas de la ciencia como: Matemáticas, Mecáni-

1



1.1 antecedentes

ca Analı́tica, Mecánica Computacional, Métodos Numéricos, Optimización y
Teorı́a de Control.

En este sentido existen dos métodos tradicionalmente considerados para op-
timizar los movimientos de un sistema dinámico. El Principio del Máximo de
Pontryagin (PMP), que requiere la resolución de un sistema Hamiltoniano aco-
plado de ecuaciones diferenciales ordinarias que gobiernan las variables conju-
gadas y de estado (Pontryagin et al., 1962); y el Principio de Optimalidad de
Bellman, que requiere la solución de un sistema de ecuaciones diferenciales par-
ciales (Bellman, 1957). Es importante mencionar que, en relación al PMP y más
recientemente, en Rojas Quintero et al. (2013) y en Rojas-Quintero et al. (2021a)
se ha desarrollado una alternativa de control óptimo en donde las condiciones
de optimalidad conducen a ecuaciones de control geométricas (lo que significa
que tienen una estructura Riemanniana (Grinfeld, 2013)).

Por lo tanto, uno de los objetivos principales de este proyecto de tesis es in-
vestigar y estudiar las técnicas clásicas de control óptimo que se encuentran
presentes en la literatura; para luego implementar dichas técnicas y llevar a
cabo una comparación con esta alternativa propuesta en Rojas-Quintero et al.
(2021a). Estas comparaciones se realizarán desde un punto de vista de simula-
ción numérica.

1.1 Antecedentes

Regresando al PMP, se puede decir que éste es uno de los métodos más usa-
dos para sintetizar el control óptimo. Por ejemplo, en Asgari y Nikoobin (2020)
se utiliza para resolver el objetivo del lanzamiento óptimo de un objeto con un
brazo robótico; de manera que se minimiza el esfuerzo del lanzamiento en un
tiempo final especificado. En Herman y Kozlowski (2006) se presentan algunas
observaciones que son útiles para evaluar la dinámica de un manipulador con
control óptimo. Se demostró que al describir la dinámica de un manipulador me-
diante dos ecuaciones de movimiento de primer orden, se pueden evaluar aco-
plamientos mecánicos. También se demostró que si se usan las cuasi-velocidades
no normalizadas, entonces es posible calcular independientemente: la inercia
transferida por cada articulación del manipulador; la deformación de la trayec-
toria de velocidad óptima; la energı́a cinética transferida por cada eslabón; y el
momento de la articulación que corresponde a la cuasi-velocidad apropiada.

En Callies y Rentrop (2008) se aborda un estudio e investigación sobre el
tratamiento de los problemas de control óptimo en manipuladores de eslabones
rı́gidos por métodos indirectos. Se encontró que los enfoques basados en el PMP

2



1.1 antecedentes

proporcionan una excelente herramienta para calcular trayectorias de referen-
cia óptima en manipuladores de múltiples eslabones con altos desempeños, o
para ser aplicadas en combinación con el análisis estructural de movimientos
de sistemas robóticos.

Para problemas de estados restringidos que utilizan control óptimo, se puede
ver en Arutyunov y Karamzin (2020) que la atención se centra en cuestiones
tales como las condiciones de regularidad y controlabilidad, la no degeneración
y la normalidad del principio máximo y la continuidad del multiplicador de
medidas.

El problema de seguimiento de una ruta óptima también se puede beneficiar
con la teorı́a de control óptimo. Por ejemplo, en Kaserer et al. (2019) se presenta
un nuevo enfoque de programación dinámica. La caracterı́stica importante de
este algoritmo es la posibilidad de limitar las sacudidas y las tasas de cambio del
par tomando en cuenta las caracterı́sticas de los motores e incluyendo fricción
viscosa en el modelo del manipulador.

Como se ha mencionado, el PMP es muy utilizado para optimizar el movi-
miento de robots manipuladores. Por ejemplo, en Mirz et al. (2018) se aprovecha
el carácter repetitivo de alta velocidad de tareas de levantar y poner (término
común en manufactura, designado por “pick and place” en inglés), de manera
que al agregar elementos elásticos como resortes en las articulaciones del ma-
nipulador es posible generar el movimiento deseado utilizando el movimiento
natural del sistema y reduciendo el consumo de energı́a del manipulador. Para
utilizar este método se desarrolló un algoritmo de planificación de trayectorias
a la medida para obtener las condiciones de optimalidad. Estas condiciones lle-
van a un problema de valor de frontera en dos puntos (TPBVP por sus siglas en
inglés: Two-Point Boundary-Value Problem).

Recientemente se propuso el método de función generadora para los pro-
blemas de control óptimo que proporciona una familia de trayectorias óptimas
para distintas condiciones de frontera. El método propuesto reduce el esfuerzo
computacional en lı́nea para ejecutar la integración numérica requerida en los
métodos de función generadora convencional. Esta metodologı́a demuestra ser
útil para generar trayectorias en lı́nea (Hao, 2014). En Chen et al. (2017) se aplica
el método de funciones de doble generación para optimizar el movimiento con-
trolado de un robot manipulador. Después de establecer la dinámica del robot,
se diseña el ı́ndice de rendimiento de manera que se formalice un problema de
control de energı́a óptima. En segundo lugar, se introduce la función generadora
y se emplean un par de ellas para generar trayectorias óptimas.

3



1.2 objetivos

1.2 Objetivos

1.2.1 Objetivo general

Investigar sobre métodos numéricos de mecánica analı́tica para robótica
avanzada consistentes en sistemas no lineales de control óptimo para aplicacio-
nes de navegación.

Este objetivo general debe permitir la creación de herramientas para las áreas
de Ingenierı́a Mecánica, Teorı́a de Control y Mecatrónica; y debe tomar en cuen-
ta la estructura geométrica del sistema dinámico bajo estudio.

1.2.2 Objetivos especı́ficos

1. Investigar y estudiar técnicas clásicas de control óptimo presentes en la
literatura.

2. Implementar dichas técnicas y efectuar una comparación entre ellas desde
un punto de vista numérico (tiempo de cálculo, complejidad y estabilidad
numérica).

3. Desarrollar y extender los métodos y algoritmos estudiados al control ópti-
mo de sistemas robóticos.

1.3 Organización del documento

El capı́tulo 2 resume el marco teórico sobre la teorı́a de control óptimo. Des-
pués, en el capı́tulo 3, se introduce la aplicación principal de este trabajo de tesis,
es decir, el control óptimo de los movimientos de dos manipuladores robóticos.
En la sección 3.2 se introduce el estudio de un manipulador con un solo grado
de libertad. Luego se estudiará el caso de un manipulador con dos grados de
libertad en la sección 3.3. El modelo matemático de este tipo de manipulado-
res combina muchas de las complejidades presentes en los sistemas estudiados
por la robótica avanzada; principalmente: el modelo se compone de un siste-
ma de ecuaciones de movimiento no-lineales y los eslabones que componen al
sistema inducen efectos de inercia entre ellos. En el capı́tulo 4 se muestran los
resultados de simulación. En la sección 4.1 se presenta la metodologı́a de evalua-
ción, donde se muestran los pasos que se siguen para evaluar el impacto de cada
función costo. Después, en la sección 4.2, se desarrolla el control óptimo para
un manipulador robótico de 1 GDL y en la sección 4.3 se desarrolla el control
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1.3 organización del documento

óptimo para un manipulador robótico de 2 GDL. Para finalizar, se muestran las
conclusiones en el capı́tulo 5.
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2
Marco teórico

2.1 Cálculo de variaciones

El cálculo de variaciones es la rama de las matemáticas que considera proble-
mas de extremos. Proporciona técnicas para determinar cuándo una integral de-
finida particular llega a un máximo o un mı́nimo (o, más generalmente, las con-
diciones para que la integral sea estacionaria). El cálculo de variaciones respon-
de principalmente a las siguientes preguntas (Hamill, 2013; Mesterton-Gibbons,
2009):

¿Cuál es la trayectoria que da la distancia más corta entre dos puntos en
un plano? (Una lı́nea recta).

¿Cuál es el camino que da la distancia más corta entre dos puntos en una
esfera? (Un geodésico o “gran cı́rculo”).

¿Cuál es la forma de la curva de longitud dada que encierra el área más
grande? (Un cı́rculo).

¿Cuál es la forma de la región del espacio que encierra el mayor volumen
para un área de superficie dada? (Una esfera).

Como se puede ver, son preguntas muy elementales y la conexión con la opti-
mización de trayectorias complejas de robots (por ejemplo) parece ser contra-
intuitiva. Sin embargo, la tarea consiste en expresar el problema de tal manera
que se asemeje a una de las preguntas anteriores.

2.1.1 La braquistócrona y el cálculo de variaciones

En 1696, Johann Bernoulli publicó su solución para encontrar el camino to-
mado por una partı́cula, bajo el efecto de la gravedad, para pasar de un punto
A a un punto B (ver figura 2.1) en el menor tiempo posible (Mesterton-Gibbons,
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2.1 cálculo de variaciones

2009; Sussmann y Willems, 1997). Podemos resumir el procedimiento de la si-
guiente manera: se trata de minimizar una expresión del tiempo de trayectoria
t dado por el funcional J(y(x)) según (2.1). Nótese que se le llama funcional a
una función de otra función. En breve, se trata de encontrar la función y = y(x)
(el camino) que minimice el valor de t mediante1

t = J(y(x)) =
1
√

2g

∫ 1

0

√
1+ (y′)2√

1− y
dx (2.1)

donde g =9.81 m/s2 y y′ = dy
dx .

x

y

B
0

1.0

1.0

Partícula

Posible trayectoria

A

0

Figura 2.1: Partı́cula que viaja sobre un cable del punto A al punto B.

Ahora bien, al cambiar la curva sobre la cual se desliza la partı́cula hacia
abajo, también cambiará el valor de la integral. Por lo tanto (2.1) es una función
de y = y(x); es decir, es una funcional (usaremos corchetes en J [y], como en
Mesterton-Gibbons (2009), para evitar escribir J(y(x))). Cambiando la curva y
por una lı́nea recta, por un cuarto de cı́rculo, por una función de prueba (y(x) =
1−xϵ, ϵ = 0.5397) o por una cicloide2, se encuentra que el menor tiempo para
J [y] se obtiene cuando usamos la cicloide (ver Figura 2.2). Podemos resaltar que

1 Una introducción al cálculo de variaciones y una presentación más extensa de este problema se
pueden encontrar en Hamill (2013); Mesterton-Gibbons (2009); Sussmann y Willems (1997).

2 La curva que describe un punto de una circunferencia que rueda sobre una recta sin deslizar.
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2.1 cálculo de variaciones

en (2.1), multiplicar por una constante no tiene efecto sobre el minimizador, por
lo tanto se pueden omitir términos constantes; de manera que

J [y] =

∫ 1

0

√
1+ (y′)2

1− y
dx.

Figura 2.2: Trayectorias candidatas a la minimización del funcional (2.1).

Pero, ¿cómo podrı́amos saber que la cicloide es la curva que minimiza el
tiempo de tránsito, en otras palabras, que la cicloide es la braquistócrona? En
esta etapa no podrı́amos saberlo porque necesitamos el cálculo de variaciones.
La pregunta será contestada en las subsecciones siguientes.

Antes de continuar, podemos plantear de manera general el problema del
control óptimo. Se trata de minimizar una funcional

J [y] =

∫ b

a
F(x,y,y′)dx (2.2)

en donde F = F(x,y,y′) es llamada comúnmente función costo. El funcional inte-
gral (2.2) está sujeto a las condiciones de frontera

y(a) = α, y(b) = β. (2.3)

Se busca, entre todas las curvas Γ definidas por y = y(x), aquella que mi-
nimice (2.2) sujeta a (2.3). Γ debe ser suficientemente derivable al menos por
trozos en el dominio [a,b], tomando en cuenta que en la práctica no tendrı́a sen-
tido que hubiera roturas en la curva. La curva y debe de ser continua con una
derivada y′ que exista y sea continua excepto en tal vez algún número finito de
puntos en donde brinque con alguna magnitud finita. Llamemos a esta clase de
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2.1 cálculo de variaciones

funciones D1. La función y = y(x) es admisible si y ∈ D1, pero también si sa-
tisface las condiciones (2.3). Definamos también C1 como la clase de funciones
continuamente derivables o más comúnmente llamadas “suaves”; y C2 como la
clase de funciones suaves que son doblemente continuamente derivables. Por
construcción, C2 ⊂ C1 ⊂D1.

2.1.2 El Problema fundamental de los Extremos

Para contestar la pregunta anterior utilizamos la Ecuación de Euler-Lagrange
(EEL) que es la condición fundamental (Mesterton-Gibbons, 2009) para extre-
mar una funcional del tipo (2.2):

∂F
∂y
− d
dx

{
∂F
∂y′

}
= 0. (2.4)

Note que:

La ecuación (2.4) es una ecuación diferencial ordinaria. En ausencia de
condiciones de frontera tiene una familia de soluciones de dos parámetros
donde cualquiera de estas soluciones se conoce como extremo.

Un extremo es solamente un candidato para ser minimizador de J .

Entonces, ¿por qué no llamarlo mı́nimo? La respuesta es que si y maximizara
J , entonces tendrı́a que minimizar −J ; pero reemplazar F por −F no tiene ningún
efecto sobre la EEL. En efecto, los problemas de maximización se convierten
tan fácilmente en problemas de minimización; ası́ que la minimización es el
único tipo de extremización que consideraremos. La extremalidad de una curva
candidata no la convierte en extremizadora, por lo que existen tres problemas
principales:

1. Hay que probar que el extremo es un minimizador.

2. El extremo puede no ser un minimizador.

3. Puede no haber extremo que cumpla con las condiciones de frontera.

Para resolver el problema principal 1 se puede proceder por minimización
directa; es decir, hay que demostrar que:

J(φ(x) + ϵη(x))− J(φ(x)) ≥ 0
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2.1 cálculo de variaciones

en donde y = φ(x) es la función candidata a ser minimizadora; ϵ es una variable
escalar suficientemente pequeña; η(x) ∈ C1

3 en [a,b] tal que η(a) = 0 = η(b).

Una aplicación importante para los temas relevantes a esta tesis se encuentra
en Robótica, y tiene que ver con el Principio de Mı́nima Acción que estipula que,
considerando la acción o integral de acción

I =

∫ t1

t0

Ldt =

∫ t1

t0

(K −V )dt (2.5)

en donde L= K −V es el Lagrangiano del sistema (K y V son la energı́a cinética
y la energı́a potencial del sistema, respectivamente), el movimiento del sistema
dinámico cumple esta acción estacionaria. Al aplicar las EEL a L, se obtienen
las ecuaciones de movimiento del sistema dinámico (Mesterton-Gibbons, 2009;
Spong et al., 2005). En general, esta acción cumple con el mı́nimo.

2.1.3 Primeras integrales importantes

Aunque la EEL para el funcional (2.2) es en general una ecuación diferencial
ordinaria (EDO) no lineal de segundo orden, siempre se reduce a una EDO de
primer orden en dos casos importantes. El primer caso es cuando F = F(y,y′).
Utilicemos a partir de ahora la convención de derivadas parciales abreviadas
como por ejemplo Fx =

∂F
∂x . Este caso se cumple entonces cuando Fx = 0. En este

caso el Hamiltoniano

H(y,y′) = y′Fy′ −F = constante. (2.6)

El segundo caso es cuando F = F(x,y′), es decir, cuando Fy = 0. Entonces la
EEL (2.4) se convierte en

Fy′ = constante. (2.7)

Las ecuaciones (2.6) y (2.7) facilitan la obtención de los extremos porque son
EDO de primer orden. Sin embargo, no basta con obtener el extremo puesto que
necesitamos saber si es una función suave o si por el contrario tiene esquinas
(discontinuidades, ver figura 2.3) o si es una función continua por trozos. Esto
se analizará en las siguientes subsecciones.

3 La clase de todas las funciones continuamente derivables definidas en [a,b].
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2.1 cálculo de variaciones

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

0.0
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x

y

Figura 2.3: Dos extremos con esquinas (discontinuidades) equivalentes.

2.1.4 Ecuación de du Bois-Reymond y condiciones de esquina

Hasta ahora hemos supuesto que η ∈ C2
4 y deducido que φ debe satisfacer la

EEL (2.4). Ahora supongamos que η ∈ D1, con lo cual se admiten esquinas (dis-
continuidades en el tercer argumento). Mantengamos que Fy(x,φ,φ′) es conti-
nua en las esquinas. Entonces una condición necesaria para que φ ∈D1 minimice
J es que

Fy′ (x,φ,φ′) =
∫ x

a
Fy(ξ,φ,φ′)dξ +C (2.8)

en donde C es constante. Esta es la ecuación de du Bois-Reymond que por de-
rivación adecuada, también lleva a la EEL (2.4) cuando φ ∈ C1. Aunque el inte-
grando del lado derecho de la ecuación de du Bois-Reymond (2.8) es discontinuo
en la esquina c porque salta de Fφ(c,φ(c),ω1) a Fφ(c,φ(c),ω2) la integral en sı́
es continua; y, por supuesto, la constante C es continua. Por tanto, el lado dere-
cho de (2.8) debe ser continuo en c. Pero el lado derecho siempre es igual al lado
izquierdo. Deducimos que el lado izquierdo también debe ser continuo. Esta ne-
cesidad de continuidad en las esquinas, lleva a la primera condición de esquinas
de Weierstrass-Erdmann:

Fy′ (c,φ(c),ω1) = Fy′ (c,φ(c),ω2) (2.9)

4 La clase de todas las funciones continuamente derivables (suaves) definidas en [a,b] que también
son continuamente dos veces derivables.
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2.1 cálculo de variaciones

en donde c ∈ [a,b] es la abscisa de la esquina y ω1 ,ω2 tal que

ω1 = φ′(c−) = lı́m
x→c−

φ′(x),

ω2 = φ′(c+) = lı́m
x→c+

φ′(x).

Remarquemos que cualquier extremo roto debe satisfacer la EEL excepto en
las esquinas; y en cualquier esquina debe cumplir con (2.9). Esta condición de
esquina se puede utilizar para excluir la posibilidad de un extremo roto. Note-
mos también que siempre que Fy′y′ , 0, Fy′ varı́a monotónicamente con respecto
al tercer argumento y por lo tanto no puede tener el mismo valor para ω1 , ω2.
Entonces, si

Fy′y′ > 0 ∀ (x,y,y′) (2.10)

el problema es regular (es decir, que no tiene extremos admisibles por trozos,
ver sección 2.1.5) y no admite extremos discontinuos.

La segunda condición de Weierstrass-Erdmann para extremos admisibles
por trozos (o segunda condición de esquina) es que el Hamiltoniano tenga con-
tinuidad en la esquina:

H(c,φ(c),ω1) = H(c,φ(c),ω2), (2.11)

siempre que y′ salte de ω1 a ω2. Entonces, combinando las dos condiciones, en
cualquier esquina las cantidades Fy′ (x,y,y′) y H(x,y,y′) deben ser ambas conti-
nuas en x = c, incluso cuando y′ tenga discontinuidad y salte de ω1 a ω2.

2.1.5 Condiciones necesarias de Legendre y de Jacobi

Definiendo

P (x) = Fφ′φ′ ,

Q(x) = Fφφ −
dFφφ′

dx
,

la integral

J ′′(0) =
1
2

∫ b

a
(P η′2 +Qη2) ≥ 0

solamente si P ≥ 0. Esto es una condición necesaria para que y = φ(x) produzca
el mı́nimo en la funcional integral (2.2) y se conoce como condición necesaria de
Legendre (CNL):

Fφ′φ′ = Fy′y′ (x,φ(x),φ′(x)) ≥ 0 ∀ x ∈ [a,b] (2.12)
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2.1 cálculo de variaciones

Si la condición se verifica, entonces se trata de un problema regular, es de-
cir, sin extremos admisibles por trozos, como fue mencionado en la subsección
anterior. Notemos que

Fφ′φ′ > 0 ∀ x ∈ [a,b], (2.13)

constituye la condición fuerte de Legendre.
Consideremos ahora la ecuación de Jacobi (EJ), que es una EDO lineal ho-

mogénea de segundo orden (también se conoce como la ecuación arbitraria):

P (x)η′′ + P ′(x)η′ =Q(x)η, (2.14)

para la cual η(a) = η(b) = 0 ∀ x ∈ [a,b]. Si η(c) = 0 ∀ c ∈ [a,b], entonces φ no es
un minimizador de J [y]. Esto se conoce como condición necesaria de Jacobi (CNJ).
En este contexto, c es llamado punto conjugado5. Por lo tanto no pueden existir
puntos conjugados para que se cumpla la CNJ.

La ecuación (2.14) al ser lineal y homogénea provoca que cualquier solución
no-nula que verifique la CNJ pueda ser buscada con las condiciones de frontera

η(a) = 0, η′(a) = 1.

Notemos que la CNJ se cumple automáticamente siempre que Fy = 0, o bien
que Fφ′φ′ > 0 (condición fuerte de Legendre). En fin, remarquemos antes de con-
tinuar que ni la condición de Legendre, ni la condición de Jacobi están diseñadas
para variaciones fuertes: J(ϵ = 0) es un mı́nimo débil.

2.1.6 Variaciones fuertes y débiles

Definamos la variación de y como la diferencia δy entre la función de prueba
yϵ y el minimizador φ :

δy(x) = yϵ(x)−φ(x).

Definamos también la variación de y′ como la diferencia δy′ entre las respec-
tivas derivadas:

δy′(x) = y′ϵ(x)−φ′(x) =
dδy

dx
.

Para una variación fuerte, |δy| es pequeño para todo x ∈ [a,b] pero |δy′ | no
necesita estar limitado

Para una variación débil, |δy′ | es pequeño para todo x ∈ (a,b)

5 En este contexto, c no define una esquina.
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2.1 cálculo de variaciones

Un mı́nimo débil es un mı́nimo sobre todas las variaciones débiles

Un mı́nimo fuerte es un mı́nimo sobre todas las variaciones fuertes

Un mı́nimo global es un mı́nimo sobre todas las variaciones sean grandes
o pequeñas

Cada mı́nimo global es también un mı́nimo fuerte, y cada mı́nimo fuerte
es también un mı́nimo débil, pero no al revés.

2.1.7 Condición Necesaria de Weierstrass

Recordemos las condiciones necesarias:

Ecuación de Euler-Lagrange (EEL), que es la condición fundamental para
extremar una funcional del tipo (2.2);

Condición Necesaria de Legendre (CNL), que es una condición necesaria
para que y = φ(x) produzca el mı́nimo en la funcional integral (2.2);

Condición Necesaria de Jacobi (CNJ), la cual nos permite saber si en la
funcional hay puntos conjugados; es decir, nos permite saber si φ es un
minimizador de J [y].

Definimos la función de exceso E de Weierstrass por

E(x,y,y′,ω) = F(x,y,ω)−F(x,y,y′)− (ω − y′)Fy′ (x,y,y′).

Recordando que ahora c ∈ [a,b] no es necesariamente una esquina, la condi-
ción necesaria de Weierstrass (CNW) para que φ ∈ D1 sea un minimizador de J ,
es que

E(x,φ(x),φ′(x),ω) ≥ 0 (2.15)

∀ x ∈ [a,b], ∀ω ∈ R. Si φ tiene una esquina en x = c, entonces interpretamos
que (2.15) significa tanto E(x,φ(c),φ′(c−),ω) ≥ 0 como E(x,φ(c),φ′(c+),ω) ≥ 0
para todo ω ∈ R (estas dos desigualdades siguen por continuidad, de tomar los
lı́mites cuando x→ c− y cuando x→ c+). Es interesante notar que por reacción
en cadena:

1. La CNW se cumple automáticamente cuando se cumple la condición fuer-
te de Legendre (2.13).

2. La CNW implica la CNL (2.12).

3. La CNW implica la segunda condición de esquina de Weierstrass-
Erdmann (2.11)
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2.1 cálculo de variaciones

2.1.8 Condiciones de Transversalidad

Supongamos que las condiciones de frontera no sean del tipo (2.3), es de-
cir puntos fijos, sino puntos variables sobre alguna curva; entonces se requieren
condiciones de transversalidad. Supongamos que los puntos finales de Γϵ (fami-
lia de curvas candidatas) se encuentran en las curvas ΛA (para el lı́mite inferior)
y ΛB (para el lı́mite superior) con ecuaciones paramétricas

x = xA(ϵ), y = yA(ϵ) para ΛA,

x = xB(ϵ), y = yB(ϵ) para ΛB,

tales que

y(xA(ϵ),ϵ) = yA(ϵ),

y(xB(ϵ),ϵ) = yB(ϵ).

Consideremos el punto final inferior A. Si A está fijo, entonces se debe satis-
facer que xA = constante y yA = constante y por lo tanto se debe cumplir con la
primera condición de transversalidad

dxA = 0, dyA = 0. (2.16)

En el caso en el que A está restringido a permanecer en una lı́nea vertical
x =constante, se dice que yA es libre. En este caso, dxA = 0 pero dyA , 0 y por lo
tanto se debe cumplir con la segunda condición de transversalidad

Fφ′ = 0 en A. (2.17)

Enseguida, se puede desear que A esté restringido a permanecer sobre una
lı́nea horizontal y = constante. Se dice entonces que xA es libre. Entonces
dyA = 0 con dxA , 0 y por lo tanto se debe cumplir con la tercera condición
de transversalidad

H(x,φ,φ′) = 0 en A. (2.18)

Finalmente, el caso más general es cuando dxA , 0, dyA , 0, entonces se debe
cumplir con la cuarta condición de transversalidad

Fφ′
dy

dx
= H(x,φ,φ′) en A (2.19)

en donde dy
dx es evaluado en ΛA, la curva en donde se encuentra la condición o

punto A.
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2.1 cálculo de variaciones

2.1.9 Integral Invariable de Hilbert

Un campo de extremales es una familia de extremales de un parámetro que
cubre una región abierta R del plano en el sentido de que una, y sólo una, de
sus curvas pasa por cada punto de R; por lo tanto, define una función de dos
variables, que denotamos por ρ y llamamos campo de dirección de la familia.
Por construcción, la pendiente de la curva que atraviesa (x,y) es

y′ = ρ(x,y) (2.20)

y usando una y′ subindicada para denotar diferenciación con respecto al tercer
argumento,

Fy(x,y,ρ(x,y))− d
dx
{Fy′ (x,y,ρ(x,y))}= 0 (2.21)

de manera idéntica, por que un extremal es una solución de la EEL. Cuando
todos los extremos emanan de un solo punto lı́mite, el campo de extremos se
denomina campo central o lápiz.

Dado un campo de extremales, Γ es cualquier curva entre (a,α) y (b,β) que
se encuentre completamente dentro de la región R que cubre el campo de extre-
males. Entonces podemos definir la integral

K [Γ ] =

∫ b

a
{F(x,y,ρ(x,y)) + (

dy

dx
− ρ(x,y))Fy′ (x,y,ρ(x,y))}dx (2.22)

donde la integral es evaluada a lo largo de Γ .

H(x,y,y′) = y′Fy′ (x,y,y′)−F(x,y,y′) (2.23)

y
p(x,y,y′) = Fy′ (x,y,y′). (2.24)

Podemos reescribir (2.22) como

K [Γ ] =

∫
Γ

u1dx+ u2dy (2.25)

donde tenemos las abreviaturas

u1 = −H(x,y,ρ(x,y)), u2 = p(x,y,ρ(x,y)). (2.26)

Denotando (a,α) y (b,β) por A y B, respectivamente, tenemos Γ1 y Γ2 dos ca-
minos diferentes de A a B dentro de R con Γ2 por encima de Γ1 y sea −Γ2 denotado
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2.1 cálculo de variaciones

como Γ2 atravesando en la dirección opuesta, es decir, de B a A. Entonces, según
el teorema de Stokes

K [Γ1]−K [Γ2] =

"
S

(
∂u2

∂x
− ∂u1

∂y

)
dx dy (2.27)

donde u = u1i + u2j, i y j son vectores unitarios ortogonales en las direcciones
de los ejes x y y, k = i× j y S es la región plana dentro de R que Γ1∪−Γ2 encierra.
Usando ρ como abreviatura de ρ(x,y) y usando una y′ subindicada para denotar
una derivada parcial de p o de F o cualquier derivada parcial de la misma con
respecto al tercer argumento de esa función, obteniendo

∂u2

∂y
= px + py′ρx = Fy′x + Fy′y′ρx (2.28)

de(2.24) y (2.26). De (2.23) y (2.26) se tiene

∂u1

∂y
=

∂
∂y
{F(x,y,ρ)− ρFy′ (x,y,ρ)}

=
∂
∂y
{F(x,y,ρ)} − ∂

∂y
{ρFy′ (x,y,ρ)}

=
∂
∂y
{F(x,y,ρ)} −

∂ρ

∂y
Fy′ (x,y,ρ)− ρ ∂

∂y
{Fy′ (x,y,ρ)}

= {Fy + Fy′ρy} − {Fy′ρy + ρ(Fy′y + Fy′y′ρy)}
= Fy − ρFy′y − ρFy′y′ρy ,

restando esta ecuación de (2.28) resulta

∂u2

∂x
− ∂u1

∂y
= Fy′x + ρFy′y + Fy′y′ (ρx + ρρy)−Fy . (2.29)

A través de cada punto de R, sin embargo, pasa exactamente un extremal, en
el que y′ = ρ(x,y). Derivando respecto a x por la regla de la cadena se llega a

y′′ = ρx + ρy
dy

dx
= ρx + ρρy ,

por lo tanto (2.29) se convierte en

∂u2

∂x
− ∂u1

∂y
= Fy′x + y′Fy′y + Fy′y′y

′′ −Fy

=
d
dx

(Fy′ )−Fy = 0

por la regla de la cadena y (2.21). Y (2.27) se reduce a K [Γ1] = K [Γ2]. Por lo tanto
K [Γ ] es independiente de la trayectoria: su valor depende sólo de los puntos
finales A, B de la curva. Nos referimos a K [Γ ] definido por (2.22) como la Integral
Invariante de Hilbert.
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2.1.10 Condición fundamental suficiente

Supóngase que la curva Γ∗, con ecuación y = φ(x), punto final inferior (a,α)
o A y un punto final superior (b,β) o B, es un candidato para minimizador de

J [y] =

∫ b

a
F(x,y,y′)dx

y si Γ∗ está incrustada en un campo de extremales con un campo de dirección ρ,
entonces (2.22), es decir, la Integral Invariable de Hilbert

K [Γ ] =

∫ b

a
{F(x,y,ρ(x,y)) + (

dy

dx
− ρ(x,y))Fy′ (x,y,ρ(x,y))}dx

se puede utilizar para derivar una condición suficiente. Se debe tener en cuenta

dy

dx
= φ′(x) = ρ(x,φ(x)) (2.30)

en Γ∗ por (2.20). Por tanto, de lo anterior

K [Γ ] =

∫ b

a
{F(x,φ,ρ(x,φ)) + 0}dx =

∫ b

a
F(x,φ(x),φ′(x))dx = J [Γ∗].

Entonces para cualquier curva Γ de A a B tenemos variación total

∆J = J [Γ ]− J [Γ∗] = J [Γ ]−K [Γ∗] = J [Γ ]−K [Γ ]

porque K es independiente de la trayectoria. La variación total es una diferencia
entre integrales sobre dos curvas diferentes, como una diferencia entre integra-
les sobre la misma curva, por lo tanto,

∆J = J [Γ ]−K [Γ ]

=

∫ b

a
F(x,y,y′)dx −

∫ b

a
{F(x,y,ρ) + (y′ − ρ)Fy′ (x,y,ρ)}dx

=

∫ b

a
{F(x,y,y′)−F(x,y,ρ)− (y′ − ρ)Fy′ (x,y,ρ)}dx

=

∫ b

a
E(x,y,ρ,ω)dx

de (2.15), donde
ω = y′
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2.2 sobre problemas de control óptimo

es la pendiente de Γ en el punto (x,y) y E denota la función de exceso de Weiers-
trass. Ahora debido a que Γ es cualquier curva suave a trozos de A a B que se
encuentra totalmente en R, está claro que E(x,y,ρ,ω) ≥ 0 es una condición sufi-
ciente para ∆[J ] ≥ 0. Es decir: si Γ∗ está integrada en un campo de extremales con
campo de dirección ρ y E(x,y,ρ,ω) ≥ 0 para todos los ω ∈ R factibles, entonces
J [y] logra un mı́nimo fuerte en Γ∗.

1. Se considera que Γ∗ está incrustada en R si R contiene todos los puntos de
Γ∗ con la posible excepción de A.

2. El extremal admisible Γ∗ no pertenece a todos los campos de extremales
que se pueden construir a partir de la familia general de soluciones de
la EEL, denotada por y = y(x,k, l). Si las condiciones de frontera pueden
satisfacerse con k = k∗ y l = l∗, entonces dos subfamilias de un paráme-
tro garantizadas para contener Γ∗ son Γk , donde Γk tiene la ecuación y =

y(x,k) = Y (x,k, l∗) y Γkl, donde Γl tiene la ecuación y = y(x, l) = Y (x,k∗, l)
y normalmente al menos uno es un campo adecuado.

3. Para un problema regular, establecer la suficiencia equivale a demostrar
que Γ∗ puede ser incrustada en un campo de extremales.

2.2 Sobre Problemas de Control Óptimo

No todos los problemas de minimización se prestan al tratamiento mediante
el calculo de variaciones tan fácilmente como el problema de la braquistócrona.
El cálculo de variaciones requiere funciones admisibles suaves por partes; mien-
tras que las funciones admisibles continuas por partes surgen naturalmente en
una variedad de configuraciones de control de minimización de tiempo y otros,
produciendo problemas que requieren los desarrollos mas recientes de la teorı́a
de control óptimo. Ası́, una diferencia esencial entre el cálculo de variaciones y
la teorı́a del control óptimo es que las funciones admisibles suaves por partes
dan paso a controladores admisibles continuos por partes.

El problema prototı́pico de control óptimo en fı́sica es conducir una partı́cu-
la de masa m a lo largo del eje X en el menor tiempo posible desde X = a hasta
X = b bajo una fuerza aplicada FA cuya magnitud no puede exceder K ; por lo ge-
neral se supone que esta partı́cula parte del reposo. La ecuación del movimiento
de Newton produce

m
d2x

dt2 = FA,
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2.2 sobre problemas de control óptimo

pero si L es una escala de longitud caracterı́stica (quizá L = |b − a|), entonces,
debido a que FA y por lo tanto K tienen las dimensiones de masa x aceleración
o masa por longitud ÷ tiempo al cuadrado, la cantidad T =

√
mL/K debe te-

ner la dimensión de tiempo. Entonces se puede hacer md2x
dt2 = FA adimensional

escalando X y t con respecto a L y T , respectivamente, con X̂ = X/L, t̂ = t/T
obteniéndose

mL

T 2
d2X̂

dt̂2 = FA o
d2X̂

dt̂2 =
FA
K

.

La ecuación ahora es completamente adimensional porque la fuerza aplicada
se escala con respecto a K en el lado derecho. Es conveniente escribir u = FA/K ,
de modo que |FA| ≤ K se convierte en

|u| ≤ 1. (2.31)

Nuestro problema de control es elegir u para minimizar el tiempo total

J = t1 − t0 =
∫ t1

t0

1dt. (2.32)

De manera que se necesita una partı́cula gobernada por

d2X

dt2 = u (2.33)

y (2.31) que transferirá su desplazamiento desde X0 = X(t0) en el tiempo inicial
t0 hasta X1 = X(t1) en el tiempo final t1. Tanto la velocidad inicial como la final
se suelen considerar cero. Tanto X como u dependen del tiempo t. Es preferible
pensar que la partı́cula tiene un estado vectorial x = (x1,x2) que consiste en su
desplazamiento x1 = X y su velocidad x2 = Ẋ. Entonces ẋ1 = Ẋ = x2 y ẋ2 = Ẍ =

u, y la ecuación diferencial ordinaria de segundo orden (2.33) puede reescribirse
como dos EDOs de primer orden:

ẋ1 = x2, ẋ2 = u. (2.34)

Ahora nuestro problema es seleccionar u para minimizar el tiempo total
(2.32) que necesita una partı́cula gobernada por (2.34) y (2.31) para ser trans-
ferida desde su estado inicial x0 = (x0

1,x0
2) a su estado final x1 = (x1

1,x1
2).

2.2.1 Condiciones necesarias para la optimización

Es conveniente definir conjuntos de ı́ndices

N+ = {1,2, ...,n},N = N+ ∪ {0}= {0,1,2, ...,n}
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2.2 sobre problemas de control óptimo

junto con los subconjuntos U de Rm y X de Rn. Entonces, un problema de con-
trol más general que los considerados en la sección anterior es encontrar un
vector m−dimensional de funciones de control continuas por partes

u(t) = (u1(t),u2(t), ...,um(t)) ∈U ⊂Rm

para transferir un vector de estado n−dimensional

x(t) = (x1(t),x2(t), ...,xn(t)) ∈U ⊂Rn

de funciones suaves por partes desde su estado inicial

x(t0) = x0 = (x0
1,x0

2, ...,x0
n) ∈ X

a su estado final
x(t1) = x1 = (x1

1,x1
2, ...,x1

n) ∈ X

a lo largo de una trayectoria continua en X satisfaciendo

ẋi = fi(x,u) (2.35)

para todo i ∈N+; de tal manera que se minimice el costo funcional

J [u] =

∫ t1

t0

f0(x,u)dt (2.36)

donde fi es una función suave de todos los argumentos m+ n para cada i ∈ N .
Cuando sea necesario denotamos el vector (f0,f1, ...,fn) de todas estas funciones
por f . Se puede demostrar que nuestros supuestos de suavidad garantizan la
existencia de una solución continua única de las ecuaciones de estado (2.35) que
satisfaga x = x0 en t = t0 para cualquier u ∈ U . Cualquier controlador de este
tipo que sea capaz de transferir x desde x0 en tiempo t0 a x1 en tiempo t1 se dice
que es admisible. Entre todos estos controladores buscamos uno que sea óptimo
en el sentido de minimizar J . Por lo tanto, un controlador óptimo debe ser al
menos admisible.

Aunque t0, x0 y x1 son fijos, en general t1 no se especifica. Suponiendo que
nuestras funciones de control son derivables, luego se procede por analogı́a co-
mo en la sección (2.1.2) para obtener un conjunto de condiciones necesarias.
Luego reformulando esas condiciones necesarias en una forma que se aplicarı́a
incluso a funciones de control continuas por partes. Pero entonces nuestras con-
diciones necesarias serán meramente una conjetura, por lo que se tendrá que

21



2.3 principio del máximo de pontryagin (pmp)

reestablecerlas mediante un enfoque completamente diferente. En consecuen-
cia, sea u∗ = u∗(t) el controlador óptimo y sea x∗ = x∗(t) la trayectoria óptima
asociada. Debido a que u∗ es admisible, debemos tener

x∗(t1) = x1. (2.37)

Sea u∗ perturbada por otro controlador admisible u(t) = u∗(t) + δu(t), don-
de ||δu(t)|| es infinitesimalmente pequeño; y sea la trayectoria asociada x(t) =
x∗(t) + δx(t), donde ||δx(t)|| también es infinitesimalmente pequeña, porque x
depende continuamente de u, a través de f . Es decir,

xi(t) = x∗i (t) + δxi(t) (2.38)

para todo i ∈ N+. Porque u es también admisible, x también debe alcanzar el
estado objetivo x1. Sin embargo, el tiempo final no está especificado, por lo
tanto, no hay ninguna razón para que x alcance el objetivo al mismo tiempo
que t1 como x∗. Más bien alcanzará el objetivo en el tiempo infinitesimalmente
anterior o posterior t1 + δt, donde |δt| también es pequeño.

2.3 Principio del Máximo de Pontryagin (PMP)

Uno de los enfoques tradicionales para determinar la solución de problemas
de control óptimo es un método indirecto basado en PMP en el que las condicio-
nes de optimalidad, en forma de ecuaciones adjuntas, son continuas (Liberzon,
2012). Determinaremos las soluciones al problema de control óptimo de los ma-
nipuladores robóticos en este marco.

Definamos la función Hamiltoniana óptima como:

H(u,x,λ) = λT ẋ−γ(u) (2.39)

donde x es el vector de estados, λ es el vector de co-estados (también llamado
estados adjuntos o variables conjugadas), u es el vector de entradas de control y
γ(u) corresponde a la función costo seleccionada.

Los estados, para el caso de nuestros manipuladores, son cantidades conti-
nuas definidas como

x =
(
qT ζT

)T
=

(
qT q̇T

)T
donde q es el vector de coordenadas articulares, q̇ es el vector de velocidades
articulares y ζ= q̇.
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2.3 principio del máximo de pontryagin (pmp)

Estos estados se pueden utilizar para establecer la ecuación de movimiento
del robot manipulador en forma de espacio de estados como

ẋ =

q̇ζ̇
=

 ζ

M(q)−1[u−G(q)−V(q,ζ)]

 (2.40)

donde M(q)−1 representa el tensor de masas inverso; u es el vector de fuerzas
y pares aplicadas al robot; G(q) es un vector que agrupa las fuerzas que deri-
van del potencial gravitacional; y V(q, q̇) es un vector que agrupa los efectos
centrı́fugos y de Coriolis.

Los co-estados o variables adjuntas

λ=
(
pT ξT

)T
son cantidades continuas con derivadas continuas (p es adjunta a q y ξ es adjun-
ta a ζ).

El PMP nos proporciona las condiciones necesarias para obtener una ley de
control óptima en forma de EDO de primer orden que no son lineales para el ca-
so del control de manipuladores robóticos. Los controladores óptimos son tales
que ui maximizan el Hamiltoniano (2.39) cuando

∂H
∂ui

= 0, para i = 1, ..,n,

donde n denota el número de grados de libertad (GDL) del sistema.
En espacio de estados, las ecuaciones de movimiento del robot se pueden

expresar en forma simpléctica como condiciones de EDO no lineales de primer
orden

q̇i(t) =
∂H
∂pi

, ζ̇i(t) =
∂H
∂ξi

, para i = 1, ..,n. (2.41)

Los co-estados (o ecuaciones adjuntas) se dan a su vez también en forma
simpléctica por

ṗi(t) = −
∂H
∂qi

, ξ̇i(t) = −
∂H
∂ζi

, para i = 1, ..,n. (2.42)

Las condiciones de optimalidad bajo el criterio seleccionado son establecidas
por (2.42). De manera que los controladores óptimos requeridos para minimizar
la función integral J(u) =

∫ T

0 γ(u)dt, con T de tiempo de finalización de tarea,
son obtenidos de la solución del conjunto de 4n EDO no lineales (2.41) y (2.42).
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2.4 ecuaciones de control covariantes

2.4 Ecuaciones de control covariantes

La teorı́a en torno a las llamadas ecuaciones de control covariantes está en-
marcada en la geometrı́a de Riemann y está formulada con tensores, ver Grinfeld
(2013) para más detalles. Se puede decir que un vector y una matriz son tensores
de rango 1 y 2, respectivamente (Grinfeld, 2013). Los tensores generalizan estos
objetos para dimensiones superiores. Existen tensores covariantes (con ı́ndices
bajos) y contravariantes (con ı́ndices altos). Para una introducción breve y com-
pleta al cálculo tensorial, el lector puede consultar la obra realizada por Fleisch
(2011). Para identificar los tensores, podemos resumir que:

los elementos de un tensor de rango 1 se designan como ai (covariantes) o
ai (contravariantes);

los elementos de un tensor de rango 2 se designan como Aij (covariantes)
o Aij (contravariantes);

los elementos de un tensor de rango 3 se designan como Aijk (covariantes)
o Aijk (contravariantes);

existen objetos que combinan elementos covariantes con elementos contra-
variantes; tales como Bα

γ o bien Γ ijk .

Nuestro problema de control óptimo se puede resumir de la siguiente mane-
ra: se desea llevar el sistema robótico de un estado inicial a un estado final en un
tiempo prescrito T de manera que la acción de control minimice un ı́ndice de
desempeño seleccionado. Expresando el ı́ndice de desempeño como una función
integral del tipo

J(u) =

T∫
0

γ(u(t))dt (2.43)

donde u denota la variable de control, dicha acción de control puede restringirse
minimizando (2.43) ya sea aplicando técnicas variacionales tradicionales o el
Principio del Máximo de Pontryagin (PMP).

La función γ = γ(u) depende de la señal de control y define el costo. Esta
función costo se puede seleccionar para que sea convexa para facilitar la minimi-
zación de (2.43). Además, para preservar una estructura Riemanniana, γ debe
elegirse para que sea invariante y preferiblemente esté compuesta por el tensor
de masas M(q) (que define una métrica Riemanniana).
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2.5 navegación de robots

Al elegir el siguiente ı́ndice de desempeño

J(u) =

T∫
0

1
2
Mkl(q)u

kul dt, (2.44)

la variable de control óptima evoluciona según la siguiente ecuación:(
d2u

dt2

)
j

+Ri
klj q̇

k q̇lui +
(
∇2
jkV

)
uk = 0. (2.45)

La ecuación (2.45) es un resultado que se estableció por primera vez en el
marco del cálculo clásico de variaciones en Rojas Quintero et al. (2013). Más
tarde se estableció en el marco del Principio Máximo de Pontryagin en Dubois
et al. (2015), lo que demuestra aún más la equivalencia de ambas técnicas; y
recientemente se aplicó experimentalmente al control óptimo de un manipula-
dor robótico en Rojas-Quintero et al. (2021a). Nos referiremos a (2.45) como las
ecuaciones de control covariantes.

Equipado con (2.45), el problema de control óptimo es el de resolver un siste-
ma acoplado de EDO no lineales de segundo orden que involucra las ecuaciones
de movimiento del sistema y las ecuaciones de control covariantes: q̈j + Γ

j
kl q̇

k q̇l +Mjl∂lV = uj(
d2u
dt2

)
j
+

(
∇2
jkV

)
uk = Ri

kjl q̇
k q̇lui ,

(2.46)

con condiciones iniciales y finales seleccionadas para q y q̇. La primera ecuación
de (2.46) es contravariante en los estados q, y la segunda ecuación de (2.46) es
covariante en la variable de control u. Este conjunto de ecuaciones se puede
resolver con métodos de disparo apropiados, integradores basados en Runge-
Kutta (Almuslimani y Vilmart, 2021) o métodos basados en elementos finitos
como el presentado por Rojas-Quintero et al. (2021b).

2.5 Navegación de robots

Cuando se estudia la geometrı́a de los brazos de un robot, se desarrollan
soluciones para los problemas de cinemática directa e inversa6. Las soluciones a

6 El problema de la cinemática es describir el movimiento del manipulador sin tener en cuenta las
fuerzas y los momentos de torsión que provocan el movimiento. La descripción cinemática es, por
tanto, geométrica. Entonces la cinemática directa consiste en determinar la posición y orientación
del órgano terminal dados los valores de las variables articulares del robot. La cinemática inversa
es determinar los valores de las variables articulares, dada la posición y orientación del órgano
terminal.
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2.6 tiempo de cálculo y estabilidad numérica

estos problemas dependen únicamente de la geometrı́a intrı́nseca del robot y no
reflejan ninguna restricción impuesta por el espacio de trabajo7 en el que opera
el robot (Spong et al., 2005). El problema de navegación de robots debe tomar
en cuenta la posibilidad de colisión entre el robot y los objetos en el espacio
de trabajo. Por lo que se debe abordar este problema generando, en primera
instancia, caminos o rutas libres de colisiones.

De hecho, el problema de navegación se separa en tres grandes áreas:

(a) Planificación de caminos o rutas

(b) Generación de trayectorias

(c) Control

El problema de la planificación de rutas se encuentra entre los más difı́ci-
les de la informática. La complejidad computacional del algoritmo completo (es
decir, algoritmo que encuentra una solución en caso de existir) de planificación
de rutas más conocido crece exponencialmente con el número de grados de li-
bertad del robot. Por esta razón, para los sistemas de robots con más de unos
pocos grados de libertad, en la práctica no se utilizan algoritmos completos. La
planificación de rutas proporciona una descripción geométrica del movimien-
to del robot, pero no especifica ningún aspecto dinámico del movimiento. Por
ejemplo, ¿cuáles deberı́an ser las velocidades y aceleraciones de las articulacio-
nes al ir por la ruta deseada? Estas preguntas son abordadas por un generador
de trayectorias. El generador de trayectorias calcula una función q(t) que especi-
fica completamente el movimiento deseado del robot a medida que avanza por
el camino predeterminado. Finalmente, el control es el área que se encarga de
garantizar que las etapas anteriores (caminos y trayectorias) se cumplan.

2.6 Tiempo de cálculo y estabilidad numérica

El tiempo de cálculo (también llamado “tiempo de ejecución”) es el tiempo
necesario para realizar un proceso de cálculo en un sistema de cómputo. Al re-
presentar un cálculo como una secuencia de aplicaciones de reglas, el tiempo de
cálculo es proporcional al número de aplicaciones de reglas (Rowland, 2021).

Las ecuaciones rı́gidas son problemas para los que los métodos explı́citos no
funcionan (Hairer y Wanner, 1996). Los métodos explı́citos e implı́citos son enfo-
ques utilizados en el análisis numérico para obtener aproximaciones numéricas

7 El espacio de trabajo de un manipulador es el volumen total barrido por el órgano terminal cuan-
do el manipulador ejecuta todos los movimientos posibles. El espacio de trabajo está limitado por
la geometrı́a del manipulador, ası́ como por las limitaciones mecánicas de las articulaciones.
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2.6 tiempo de cálculo y estabilidad numérica

a las soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales dependientes
del tiempo, como se requiere en las simulaciones por computadora de procesos
fı́sicos. Los métodos explı́citos calculan el estado de un sistema en un momento
posterior a partir del estado del sistema en el momento actual, mientras que los
métodos implı́citos encuentran una solución al resolver una ecuación que invo-
lucra tanto el estado actual del sistema como el posterior (Ascher et al., 1997).

En los algoritmos numéricos para ecuaciones diferenciales, la preocupación
es el crecimiento de errores de redondeo o de pequeñas fluctuaciones en los
datos iniciales que podrı́an causar una gran desviación de la respuesta final de
la solución exacta.

Algunos algoritmos numéricos pueden amortiguar las pequeñas fluctuacio-
nes (errores) en los datos de entrada; otros podrı́an magnificar tales errores. Los
cálculos que se puede probar que no magnifican los errores de aproximación
se denominan numéricamente estables. Una de las tareas comunes del análisis
numérico es intentar seleccionar algoritmos que sean robustos, es decir, que no
produzcan un resultado muy diferente para cambios muy pequeños en los datos
de entrada.

Un fenómeno opuesto es la inestabilidad. Por lo general, un algoritmo impli-
ca un método aproximado y, en algunos casos, se podrı́a probar que el algoritmo
se acercarı́a a la solución correcta en algún lı́mite (cuando se utilizan núme-
ros reales, no números de punto flotante). Incluso en este caso, no hay garantı́a
de que convergerá a la solución correcta, porque los errores de truncamiento o
redondeo de punto flotante pueden magnificarse, en lugar de amortiguarse, ha-
ciendo que la desviación de la solución exacta crezca exponencialmente (Engeln-
Müllges y Uhlig, 1996).
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3
Control óptimo aplicado a sistemas robóticos

En este capı́tulo se aprovecharan los fundamentos introducidos en el capı́tu-
lo 2, en especı́fico, el PMP. Se plantea enmarcar el trabajo de esta tesis en la
temática de la Robótica Avanzada. La idea es realizar el control óptimo de ro-
bots manipuladores con al menos dos esquemas de control óptimo distintos pa-
ra comparar su desempeño. Por un lado se aplicará el control óptimo basado en
ecuaciones de control covariantes introducido en Rojas-Quintero et al. (2021a), y
se tomará como referencia. Se realizarán comparaciones en simulación con dos
manipuladores. El primero, de un solo GDL servirá para dar a comprender el
funcionamiento de los esquemas de control óptimo presentados sin lidiar con
las especificidades de un sistema dinámico complejo. El segundo, de 2 GDL, es
un robot de tipo serial que posee todas las no-linealidades y efectos inerciales
caracterı́sticos de cualquier sistema robótico avanzado.

3.1 Dinámica del robot

Para derivar el modelo dinámico de los robots bajo estudio se seguirán los
procedimientos estándar que se pueden encontrar en Spong et al. (2005) y en
Kelly et al. (2005). Los manipuladores robóticos que estudiamos son del tipo se-
rial en el que un actuador se coloca entre dos eslabones consecutivos e induce
un movimiento rotacional. El manipulador robótico se rige por ecuaciones dife-
renciales ordinarias no lineales de movimiento de segundo orden de la siguiente
forma:

M(q)q̈+V(q, q̇) +G(q) = u (3.1)

donde M(q) es el tensor de masas del sistema que es una forma bilineal simétri-
ca definida positiva dependiente de las configuraciones q (las coordenadas ar-
ticulares). Para el manipulador de 1 GDL, es un solo componente escalar, pero
para el manipulador de 2 GDL, es de rango 2. V(q, q̇) es el vector que contiene
los efectos centrı́fugos y de Coriolis. G(q) representa la acción de la gravedad
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3.2 dinámica de un robot manipulador de 1 gdl

Variable Descripción

mi Masa del eslabón i
Ii Momento de inercia del eslabón i
ai Distancia entre el centro de giro i y el centro de masa i
li Longitud del eslabón i
qi Variable de configuración i (posición angular)

Tabla 3.1: Convención de nomenclatura de un manipulador de n GDL.

de la Tierra en el sistema y u es el vector de fuerzas y pares de entrada (la señal
de control).

m1, I1

g
y0

x0

q1

q1

y1

a1

x1

(a) Manipulador robótico de 1 GDL

m2, I2

m1, I1

g

y0

x0

q1

q2

q1

y1

l1

a2

y2

a1

q2

x2

(b) Manipulador robótico de 2 GDL

Figura 3.1: Esquema de los manipuladores robóticos utilizados: (a) manipula-
dor robótico de 1 GDL; (b) Manipulador robótico de 2 GDL. Los parámetros
(mi , Ii ,ai , li ,qi) denotan respectivamente la i-ésima: masa del eslabón; momento
de inercia del eslabón; distancia del centro de giro al centro de masa; longitud
del eslabón; variable de configuración.

3.2 Dinámica de un robot manipulador de 1 GDL

Se utiliza el manipulador de 1 GDL mostrado en la Figura 3.1(a). La descrip-
ción de las variables que aparecen en la Figura 3.1(a) se muestran de manera
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3.2 dinámica de un robot manipulador de 1 gdl

generalizada en la Tabla 3.1. Se presentará el estudio cinemático y dinámico a
continuación.

Para este manipulador, establecemos los siguientes valores: m1 = 2.4 kg; a1 =

0.4 m; I1 = 1 kgm2. Para este manipulador robótico de 1 GDL, la ecuación de mo-
vimiento la obtenemos retomando el Principio de Mı́nima Acción (ver ecuación
(2.5)), aplicamos la EEL (2.4) al Lagrangiano L(q, q̇) del sistema definido como
la diferencia entre la energı́a cinética K(q, q̇) y la energı́a potencial V (q). Ası́,
L(q, q̇) = K(q, q̇)−V (q) y

d
dt

∂L(q, q̇)
∂q̇1

−
∂L(q, q̇)
∂q1

= u1

donde u1 es el par aplicado a la articulación 1.Tomando K(q, q̇) = 1
2m1v

2,
V (q) = m1gh; donde m1 es la masa del eslabón, v es la velocidad del centro
de masa, g es la constante gravitacional y h es la altura del centro de masa del
manipulador. Entonces para este manipulador se tiene que:

K(q, q̇) =
1
2
m1v

T v+
1
2
Iq̇2

1.

Tomando v =

[
ẋ1
ẏ1

]
, se tiene que

x1 = a1 sen(q1)⇒ ẋ1 = a1 cos(q1)q̇1

y1 = a1 cos(q1)⇒ ẏ1 = −a1 sen(q1)q̇1.

Ası́

K(q, q̇) =
1
2
m1a1

2q̇2
1 +

1
2
Iq̇2

1,

y la energı́a potencial V (q) es

V (q) = −m1ga1 cos(q1);

con lo cual L(q, q̇) se expresa como

L(q, q̇) = K(q, q̇)−V (q) =
1
2
m1a

2
1q̇

2
1 +

1
2
I1q̇

2
1 + a1gm1 cos(q1).

Ahora se puede establecer los componentes de la EEL aplicada a este Lagran-
giano:

∂L(q, q̇)
∂q1

= −a1m1g sen(q1),
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3.3 dinámica de un robot manipulador de 2 gdl

∂L(q, q̇)
∂q̇1

=m1a
2
1q̇1 + I1q̇1

y
d
dt

∂L(q, q̇)
∂q̇1

=m1a
2
1q̈1 + I1q̈1

que llevan a la ecuación que rige el movimiento de este sistema

Mq̈1 + a1gm1 sen(q1) = u1 (3.2)

donde M = m1a
2
1 + I1 = 1.384 kgm2 (único componente del tensor de masas,

que es constante). Esta ecuación de movimiento se utilizará dentro del esquema
de control óptimo ya que se busca minimizar la funcional integral (ı́ndice de
desempeño)

J(u) =

∫ b

a
γ(u(q, q̇, q̈, t))dt

bajo las condiciones

q(a) = A, q(b) = B

q̇(a) = 0, q̇(b) = 0.
(3.3)

La funcional costo γ será semejante a la empleada en Rojas-Quintero et al.
(2021a) y que pone en juego el tensor de masas del sistema. Las constantes a
y b son los instantes de inicio y fin del movimiento deseado; A y B son las po-
siciones angulares al inicio y al final del movimiento. Nótese que se utilizarán
velocidades nulas al inicio y al final del movimiento.

3.3 Dinámica de un robot manipulador de 2 GDL

Adicionalmente se extenderá este estudio a un manipulador de 2 GDL ya
que este mecanismo presenta todas las no-linealidades y efectos de inercia re-
presentativos de un sistema robótico avanzado. Se utilizará el manipulador de 2
GDL mostrado en la Figura 3.1(b).

Para este robot manipulador, la ecuación (3.1) conduce a dos ecuaciones de
movimiento.

Retomando el Principio de Mı́nima Acción (ver ecuación (2.5)), se aplica la
EEL (2.4) al Lagrangiano L(q, q̇) del sistema,

d
dt

∂L(q, q̇)
∂q̇i

−
∂L(q, q̇)

∂qi
= ui con i = 1,2.
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3.3 dinámica de un robot manipulador de 2 gdl

Cada uno de los dos eslabones de este mecanismo tiene una energı́a cinética
dada por

K1(q, q̇) =
1
2
m1v

T
1 v1 +

1
2
I1q̇

2
1

para el primer eslabón, y

K2(q, q̇) =
1
2
m2v

T
2 v2 +

1
2
I2[q̇1 + q̇2]

2

para el segundo eslabón, en donde v1 y v2 son las velocidades del centro de masa
del eslabón 1 y 2, respectivamente. Enseguida se tiene que

x1 = a1 sen(q1)⇒ ẋ1 = a1 cos(q1)q̇1

y1 = −a1 cos(q1)⇒ ẏ1 = a1 sen(q1)q̇1

x2 = l1 sen(q1) + a2 sen(q1 + q2)⇒ ẋ2 = l1 cos(q1)q̇1 + a2 cos(q1 + q2)[q̇1 + q̇2]

y2 = −l1 cos(q1)− a2 cos(q1 + q2)⇒ ẏ2 = l2 sen(q1)q̇1 + a2 sen(q1 + q2)[q̇1 + q̇2].

La energı́a cinética del primer eslabón está dada por

K1(q, q̇) =
1
2
m1a

2
1q̇

2
1 +

1
2
I1q̇

2
1.

Para el segundo eslabón, el producto escalar, el cuadrado de su velocidad
lineal, está dado por

vT2 v2 =[ẋ2, ẏ2]

ẋ2

ẏ2

= ẋ2
2 + ẏ2

2

={l1 cos(q1)q̇1 + a2 cos(q1 + q2)[q̇1 + q̇2]}2

+ {−l2 sen(q1)q̇1 − a2 sen(q1 + q2)[q̇1 + q̇2]}2

=a2
2 + l21 + 2a2l1 cos(q2))q̇

2
1 + 2a2(a2 + l1 cos(q2))q̇1q̇2 + a2

2q̇
2
2.

Con lo cual se obtiene la expresión de la energı́a cinética del segundo eslabón

K2(q, q̇) =
1
2
m2{a2

2 + l21 + 2a2l1 cos(q2))q̇
2
1

+ 2a2(a2 + l1 cos(q2))q̇1q̇2 + a2
2q̇

2
2}+

1
2
I2[q̇1 + q̇2]

2.

Las energı́as potenciales son respectivamente

V1(q) = −m1ga1 cos(q1),

V2(q) = −m2g[l1 cos(q1) + a2 cos(q1 + q2)].
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3.3 dinámica de un robot manipulador de 2 gdl

Al tomar estas energı́as cinéticas y potenciales, se puede construir el Lagran-
giano del sistema

L(q, q̇) =K1(q, q̇) +K2(q, q̇)− (V1(q) +V2(q))

=a1gm1 cos(q1) + gm2(l1 cos(q1) + a2 cos(q1 + q2)) +
1
2
I1q̇

2
1

+
1
2
a2

1m1q̇
2
1 +

1
2
I2(q̇1 + q̇2)

2 +
1
2
m2((a

2
2 + l21 + 2a2l1 cos(q2))q̇

2
1

+ 2a2(a2 + l1 cos(q2))q̇1q̇2 + a2
2q̇

2
2);

sobre el cual se pueden efectuar las derivaciones requeridas por la EEL y que se
exponen a continuación:

∂L(q, q̇)
∂q̇1

=(I1 + I2 + a2
1m1 + (a2

2 + l21)m2 + 2a2l1m2 cos(q2))q̇1

+ (I2 + a2
2m2 + a2l1m2 cos(q2))q̇2;

d
dt

∂L(q, q̇)
∂q̇1

=− 2a2l1m2 sen(q2)q̇1q̇2 − a2l1m2 sen(q2)q̇
2
2

+ (I1 + I2 + a2
1m1 cos(q2))q̈1 + (a2

2 + l21)m2 + 2a2l1m2

+ (I2 + a2
2m2 + a2l1m2 cos(q2))q̈2;

∂L(q, q̇)
∂q̇2

=a2l1m2 cos(q2)q̇1 + (I2 + a2
2m2)(q̇1 + q̇2);

d
dt

∂L(q, q̇)
∂q̇2

=− a2l1m2 sen(q2)q̇1q̇2 + a2l1m2 cos(q2)q̈1

+ (I2 + a2
2m2)(q̈1 + q̈2);

∂L(q, q̇)
∂q1

=− g((a1m1 + l1m2)sen(q1) + a2m2 sen(q1 + q2));

∂L(q, q̇)
∂q2

=− a2m2(g sen(q1 + q2) + l1 sen(q2)q̇1(q̇1 + q̇2)).

Con estos desarrollos, se llega finalmente a las expresiones que rigen el mo-
vimiento de este sistema:
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3.4 metodologı́a de control óptimo

g(m1a1 +m2l1)sen(q1) +m2ga2 sen(q1 + q2)− 2a2l1m2 sen(q2)q̇1q̇2

−a2l1m2 sen(q2)q̇
2
2 + (I1 + I2 + a2

1m1 + (a2
2 + l21)m2 + 2a2l1m2 cos(q2))q̈1

+(I2 + a2
2m2 + a2l1m2 cos(q2))q̈2 = u1

a2gm2 sen(q1 + q2) + a2l1m2 sen(q2)q̇
2
1 + a2l1m2 cos(q2)q̈1

+(I2 + a2
2m2)(q̈1 + q̈2) = u2

(3.4)

En forma matricial compacta se tiene[
M11(q) M12(q)
M21(q) M22(q)

][
q̈1
q̈2

]
+

[
V1(q, q̇)
V2(q, q̇)

][
q̇1
q̇2

]
+

[
G1(q)
G2(q)

]
=

[
u1
u2

]
donde

M11 = I1 + I2 + a2
1m1 + (a2

2 + l21)m2 + 2a2l1m2 cos(q2)

M12 = I2 + a2
2m2 + a2l1m2 cos(q2)

M21 = I2 + a2
2m2 + a2l1m2 cos(q2)

M22 = I2 + a2
2m2

V1 = −m2l1a2 sen(q2)(2q̇1q̇2 + q̇2
2);

V2 =m2l1a2 sen(q2)q̇1
2;

G1 = g(a1m1 + l1m2)sen(q1) +m2ga2 sen(q1 + q2)

G2 =m2ga2 sen(q1 + q2).

Como con el manipulador de 1 GDL anteriormente expuesto, estas ecuacio-
nes se utilizarán dentro de los esquemas de control óptimo.

3.4 Metodologı́a de control óptimo

3.4.1 Índice de desempeño y función costo

Se desea llevar el sistema articulado robótico de un estado de posiciones y
velocidades iniciales (q(0), q̇(0)) a un estado final (q(T ), q̇(T )) en un tiempo
prescrito T . Las intensidades de par u requeridas para lograr esto, se pueden
restringir u obtener minimizando una función integral del tipo

J(u) =
∫ T

0
γ(u)dt. (3.5)
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3.5 impacto de la función costo en las condiciones de optimización

La integral funcional (3.5) se considera el Índice de Desempeño (ID), donde
γ es la función costo seleccionada. Esta función costo se debe determinar de tal
manera que (3.5) puede minimizarse eficazmente. Por lo tanto, generalmente se
elige convexa. En este caso, entonces dependerá de los pares del robot u.

Se ha notado, en la literatura, que cuando se busca minimizar las intensida-
des de par, γ generalmente se elige como:

γA =
1
2

uTAu (3.6)

donde A es una matriz de ponderación de coeficiente constante y diagonal
(Eriksson y Nordmark, 2010; Ghasemi et al., 2012; Kaphle y Eriksson, 2008);
a menudo tomada como la identidad (Asgari y Nikoobin, 2020; Eriksson, 2007;
Mirz et al., 2018; Nikoobin y Moradi, 2011; Vezvari et al., 2020). Se realizaran
simulaciones utilizando esta función costo (3.6). Sin perder la generalidad, se
centrara en el caso donde A es la identidad.

Ahora, como se ha propuesto en Dubois et al. (2015); Rojas-Quintero et al.
(2021a,b), también se utilizará la siguiente función costo

γM =
1
2

uTM−1u. (3.7)

Esta función costo hace que J(u) sea invariante ante un cambio de coordena-
das. Se realizaron simulaciones con esta función costo para cuantificar la mejora
en comparación con γA.

3.5 Impacto de la función costo en las condiciones de optimización

Centrándose en el caso de un manipulador robótico de 1 GDL para ilustrar
el impacto de la función costo propuesta en las condiciones de optimización. En
este caso, el tensor de masas tiene una única componente constante. Por lo tanto,
γA y γM conducen exactamente al mismo sistema de 4 EDO que describen los
controladores y estados óptimos.

Sin embargo, cuando se toma γA, entonces la condición de optimalidad de
Pontryagin, es decir, el Hamiltoniano se maximiza cuando

u1 =
ξ1

M
. (3.8)

Por el contrario, cuando se toma γM , entonces se cumple la condición de opti-
malidad de Pontryagin cuando

u1 = ξ1.
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3.5 impacto de la función costo en las condiciones de optimización

Esto significa que cuando los componentes del tensor de masa inverso están
involucrados en la función costo de (3.5), el segundo co-estado (o parámetro ad-
junto), describe directamente los pares de torsión del sistema, como se presenta
en Dubois et al. (2015). Esto es significativo porque cuando γM se utiliza, no es
necesario reconstruir la variable de control después del cálculo.

Es importante señalar que si se utiliza γA (3.6) para el control óptimo de
un manipulador robótico de n GDL, la expresión de pares inevitablemente se
vuelve mucho más complicada que (3.8). Por el contrario, siempre que se utiliza
γM (3.7) para el control óptimo de un manipulador robótico de n GDL,

ui = ξi , para i = 1, ...,n. (3.9)
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4
Resultados de simulación

4.1 Metodologı́a de evaluación

Para evaluar el impacto de cada función costo γA (3.6) y γM (3.7) en el control
óptimo de estos manipuladores robóticos de 1 GDL y 2 GDL, hemos seguido una
metodologı́a especı́fica que se articula en los pasos siguientes.

1. Resolver el sistema de 4n EDO (2.41) y (2.42) para diferentes valores de T
(a partir de 0.5 s con incrementos de 0.1 s), tomando los mismos valores de
frontera para determinar cada solución.

2. Calcular el par RMS para cada solución como

u
rms

=

√∫ T

0

∑n
i=1ui

2

T
.

3. Calcular la potencia RMS para cada solución como

P
rms

=

√∫ T

0

∑n
i=1(ui q̇i)

2

T
.

4. Determinar el tiempo de cálculo del CPU para cada trayectoria.

Se mencionan ahora algunos detalles de los pasos anteriores.

Las soluciones se obtuvieron con el solucionador NDSolve EDO de Mathe-
matica. Este solucionador en particular se puede configurar para que fun-
cione con una amplia gama de métodos de solución. Se han obtenido me-
jores resultados configurándolo para operar con un método de integración
de tiempo Runge-Kutta (Rojas-Quintero et al., 2021a). Por lo tanto, todas
las soluciones se proporcionaron con este método.
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4.2 control óptimo de un manipulador robótico de 1 gdl

El tiempo de computación del CPU denota el tiempo total que le tomó a
la computadora obtener una solución. Esto se determinó con la función
incorporada AbsoluteTiming de Mathematica.

Todas las soluciones se calcularon con un procesador Intel® Core ™ i7-
8550U de 4 núcleos (1.8 GHz, 8 MB de la memoria caché).

4.2 Control óptimo de un manipulador robótico de 1 GDL

4.2.1 PMP aplicado al manipulador de 1 GDL

Ahora, de la ecuación que rige el movimiento del manipulador de 1 GDL
(3.2) se despeja la aceleración, obteniendo:

ζ̇1 =
u1 −m1ga1 sen(q1)

M
= q̈1.

Ver el espacio de estados (2.40). Con la ecuación anterior y la función costo
γA definida por

γA =
u2

1
2

,

ahora se puede establecer el Hamiltoniano H(λ,x,u) (2.39) con i = 1

H(λ,x,u) =
u2

1
2

+ p1q̇1 + ξ1ζ̇1

=
u2

1
2

+ p1q̇1 + ξ1
u1 −m1ga1 sen(q1)

M
.

(4.1)

Cuando se aplica el PMP ( ∂H∂u1
= 0) a (4.1) y al despejar u1 que ahora será

función de los estados se obtiene

u1 = −
ξ1

M
. (4.2)

Sustituyendo (4.2) en (4.1) se tiene el siguiente espacio de estados

q̇1 = ∂H
∂p1

ζ̇1 = ∂H
∂ξ1

= −{m1ga1M sen(q1) + ξ1}M−2

ṗ = − ∂H
∂q1

= a1gm1 cos(q1)ξ1

ξ̇ = − ∂H
∂ζ1

= −p1.

(4.3)
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4.2 control óptimo de un manipulador robótico de 1 gdl

Se puede observar del espacio de estados que se pasa de un sistema de EDO
de segundo orden a un sistema de EDO de primer orden. Con los valores de la
Tabla 4.1 se obtiene:

M =m1a1
2 + I1 = 1.384kgm2.

Valor

m1 = 2.4kg
I1 = 1.0kgm2

a1 = 0.4m
g = 9.81ms−2

Tabla 4.1: Valores del manipulador de 1 GDL.

4.2.2 PMP aplicado al manipulador de 1 GDL (usando el tensor de masas)

Ahora, de la ecuación que rige el movimiento del manipulador de 1 GDL
(3.2), se despeja la aceleración y se obtiene :

q̈1 =
u1 −m1ga1 sen(q1)

M
= ζ̇1.

Ver el espacio de estados (2.40). Con la ecuación anterior y la función costo
γM definida por

γM =
u2

1
2M

,

ahora se puede establecer el Hamiltoniano H(λ,x,u) (2.39) con i = 1

H(λ,x,u) =
u2

1
2M

+ p1q̇1 + ξ1ζ̇1

=
u2

1
2M

+ p1q̇1 + ξ1
u1 −m1ga1 sen(q1)

M
.

(4.4)

Al aplicar el PMP ( ∂H∂u1
= 0) a (4.4) y despejando u1 que ahora será función

de los estados se obtiene

u1 = −ξ1. (4.5)
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4.2 control óptimo de un manipulador robótico de 1 gdl

Sustituyendo (4.5) en (4.1) se tiene el siguiente espacio de estados

q̇1 = ∂H
∂p1

ζ̇1 = ∂H
∂ξ1

= −{m1ga1M sen(q1) + ξ1}M−1

ṗ = − ∂H
∂q1

= a1gm1 cos(q1)ξ1

ξ̇ = − ∂H
∂ζ1

= −p1.

(4.6)

La Figura 4.1 muestra tres conjuntos de curvas. Siguiendo el paso 1) de la
metodologı́a de la sección 4.1, obtuvimos soluciones al conjunto de 4 EDO com-
puesto por (2.41) y (2.42), es decir, para γA (3.6) el espacio de estados (4.3) y
para γM (3.7) el espacio de estados (4.6) en el PMP, ası́ como para ECV con valo-
res diferentes de tiempo de trayectoria prescrito hasta T = 20 s. Las soluciones
se obtienen fijando los siguientes valores de frontera

q(0) = q(0) = 0 rad
q̇(0) = ζ(0) = 0 rads−1

q(T ) = q(T ) = 0.8 rad
q̇(T ) = ζ(T ) = 0 rads−1.

(4.7)

Tenga en cuenta que la estabilidad del solucionador no se vio afectada por
el cambio en la función costo para este caso unidimensional. Los valores de par
RMS de las trayectorias se obtuvieron siguiendo los pasos 1) y 2) de la metodo-
logı́a de la sección 4.1. Estos se muestran en la Figura 4.1(a) para ambas fun-
ciones costo γA (3.6) y γM (3.7) en el PMP, ası́ como para ECV. Para este caso
unidimensional, se puede ver que con ECV se obtienen los mismos valores de
par RMS que con las funciones costo γA (3.6) y γM (3.7) en el PMP. Esto último
debido a que el tensor de masas tiene un componente constante único. Los va-
lores de potencia RMS de las trayectorias se obtuvieron siguiendo los pasos 1) y
3) de la metodologı́a de la sección 4.1. Esto se muestra en la Figura 4.1(b) para
el método de ECV y las funciones costo γA (3.6) y γM (3.7) en el PMP. Al igual
que con los pares RMS, los valores obtenidos son iguales con ECV y con ambas
funciones costo en el PMP. El tiempo de cálculo del CPU para cada trayectoria se
obtuvo siguiendo los pasos 1) y 4) de la metodologı́a de la sección 4.1. La Figura
4.1(c) muestra estos tiempos para valores diferentes del tiempo de trayectoria
prescrito T . Tenga en cuenta que los valores obtenidos con ECV y con la función
costo γM (3.7) en el PMP son muy similares hasta T = 9.5 s y con la función costo
γA (3.6) en el PMP se mantiene esta similitud hasta T = 13 s. Posteriormente, los
tiempos del CPU aumentan cuando se usa γM (3.7) en el PMP. Por lo tanto, γM
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4.2 control óptimo de un manipulador robótico de 1 gdl

(3.7) no aumenta el rendimiento de este manipulador robótico de 1 GDL porque
el único componente del tensor de masas es constante.

A continuación, considere la Figura 4.2 que muestra las curvas de posición y
pares del manipulador robótico de 1 GDL durante su movimiento óptimo. Las
curvas 4.2(a) muestran movimientos para T = 0.5 s, T = 2.5 s, T = 5 s y T = 10 s.
Se puede apreciar la tendencia de que a medida que aumenta T : el robot osci-
lará alrededor de su posición inicial de cero, acercándose a su posición objetivo
final con cada oscilación. Tenga en cuenta que para este caso unidimensional,
la ECV ni el cambio de la función costo en el PMP da como resultado un movi-
miento diferente. Esto está de acuerdo con los fundamentos de control óptimo
que implican que una constante de multiplicación en la función costo en el PMP
no cambia el minimizador (Mesterton-Gibbons, 2009). Por lo tanto, los contro-
ladores también son iguales para los tres casos, ECV y ambas funciones costo
(γA y γM ) en el PMP, como se muestra en la Figura 4.2(b).
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Figura 4.1: Control óptimo de un manipulador robótico de 1 GDL. Evolución del
par RMS, potencia RMS y tiempo de cálculo del CPU necesarios para obtener
una solución para diferentes valores de tiempo prescrito T . Los resultados de
RMS son iguales con ECV y ambas funciones costo. El tiempo de cálculo del
CPU aumenta después de que T = 9 s con ECV y γM (3.7).
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Figura 4.2: Control óptimo de un manipulador robótico de 1 GDL. Evolución de
las posiciones de las articulaciones y los momentos de torsión para cuatro valo-
res diferentes de tiempo prescrito, T = 0.5 s, T = 2.5 s, T = 5 s y T = 10 s. Para
este manipulador, las posiciones y pares de articulación obtenidos son iguales
con ECV y ambas funciones costo γA (3.6) y γM (3.7).

4.3 Control óptimo de un manipulador robótico de 2 GDL

Ahora se considera el caso de un manipulador robótico de 2 GDL. Los re-
sultados del inciso anterior confirmaron que γM (3.7) no da como resultado un
aumento del rendimiento porque el tensor de masa tiene un componente cons-
tante único. Sin embargo, este no es el caso de ningún robot de n GDL para el
cual n > 1. En tales casos, el tensor de masa M = M(q) depende de la configura-
ción. Naturalmente, el tensor de masas no será simplemente un factor de escala
para robots con n > 1 GDL y, por lo tanto, se puede esperar que los resultados
cambien al usar ECV y γM (3.7) comparadas con γA en el PMP (3.6).

4.3.1 PMP aplicado al manipulador de 2 GDL

Ahora que se tienen las ecuaciones que rigen el movimiento del manipulador
de 2 GDL (3.4) y resolviendo simultáneamente se obtienen los valores de las
aceleraciones q̈1 y q̈2

ζ̇1 ={−(I2 +m2a
2
2)(−u1 + u2 + g(m1a1 +m2l1)sen(q1))

+m2l1a2 cos(q2)(−u2 +m2ga2 sen(q1 + q2))

+
1
2
a2l1m2(a2l1m2 sen(2q2)ζ

2
1 + 2(I2 + a2

2m2)sen(q2)(ζ1 + ζ2)
2)}/

{(I2 +m2a
2
2)(I1 +m1a

2
1 +m2l

2
1)−m

2
2l

2
1a

2
2 cos(q2)

2}= q̈1

(4.8)
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ζ̇2 ={−(I2 +m2a
2
2)u1 + (I1 + I2 +m1a

2
1 + (a2

2 + l21)m2)u2

+ g(I2 +m2a
2
2)(m1a1 +m2l1)sen(q1)

−m2ga2(I1 +m1a
2
1 +m2l

2
1)sen(q1 + q2)

+m2l1a2 cos(q2)(−u1 + 2u2 + g(a1m1 + l1m2)sen(q1)

−m2ga2 sen(q1 + q2)) +m2l1a2 sen(q2)(−(I1 + I2 +m1a
2
1

+ (a2
2 + l21)m2 + 2m2l1a2 cos(q2)ζ

2
1

− 2(I2 +m2a
2
2 +m2l1a2 cos(q2))ζ1ζ2 − (I2 +m2a

2
2 +m2l1a2 cos(q2))ζ

2
2)}/

{(I2 +m2a
2
2)(I1 +m1a

2
1 +m2l

2
1)−m

2
2l

2
1a

2
2 cos(q2)

2}= q̈2

(4.9)

que se utilizarán junto con (2.39) para construir el Hamiltoniano H(λ,x,u)

H(λ,x,u) = γA+ p1q̇1 + ξ1ζ̇1 + p2q̇2 + ξ2ζ̇2

donde γA es el ı́ndice de desempeño definido por

γA =
1
2
(u2

1 + u2
2).

Por lo que ahora el Hamiltoniano resultante es

H(λ,x,u) =
u2

1 + u2
2

2
+ p1q̇1 + ξ1ζ̇1 + p2q̇2 + ξ2ζ̇2. (4.10)

Al aplicar el PMP a la ecuación (4.10) para u1 y u2, es decir, ∂H
∂u1

= 0 y ∂H
∂u2

= 0
y resolviendo simultáneamente para encontrar u1 y u2 se obtiene

u1 ={−I2ξ1 −m2a
2
2ξ1 + I2ξ2 +m2a

2
2ξ2 +m2l1a2 cos(q2)ξ2}/

{I1I2 + I2m1a
2
1 + I1m2a

2
2 + I2m2l

2
1 +m2m1a

2
1a

2
2 +m2

2l
2
1a

2
2 −m

2
2l

2
1a

2
2 cos(q2)

2}
(4.11)

u2 ={I2ξ1 + a2
2m2ξ1 + a2l1m2 cos(q2)ξ1 − I1ξ2 − I2ξ2 − a2

1m1ξ2

− a2
2m2ξ2 − l21m2ξ2 − 2a2l1m2 cos(q2)ξ2}/

{I1I2 + a2
1I2m1 + a2

2I1m2 + I2l
2
1m2 + a2

1a
2
2m1m2 + a2

2l
2
1m

2
2 − a

2
2l

2
1m

2
2 cos(q2)

2}.
(4.12)

Sustituyendo (4.11) y (4.12) en (4.8), (4.9) y (4.10) se tiene el siguiente espa-
cio de estados que se muestra en forma simpléctica:
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q̇1 = ∂H
∂p1

ζ̇1 = ∂H
∂ξ1

q̇2 = ∂H
∂p2

ζ̇2 = ∂H
∂ξ2

ṗ1 = − ∂H
∂q1

ξ̇1 = − ∂H
∂ζ1

ṗ2 = − ∂H
∂q2

ξ̇2 = − ∂H
∂ζ2

.

(4.13)

Ahora se tiene un conjunto de ocho EDO de primer orden que se resolverán
usando los valores de la Tabla 4.2; ası́ como tomando los siguientes valores de
frontera 

q(0) = (q1(0),q2(0)) = (0,0) rad

q̇(0) = (ζ1(0),ζ2(0)) = (0,0) rads−1

q(T ) = (q1(T ),q2(T )) = (0.8,1.0) rad

q̇(T ) = (ζ1(T ),ζ2(T )) = (0,0) rads−1.

(4.14)

Valor

m1 = 23.902kg
m2 = 3.880kg
I1 = 1.266kgm2

I2 = 0.093kgm2

a1 = 0.091m
a2 = 0.048m
l1 = 0.45m

Tabla 4.2: Valores utilizados en el manipulador robótico de 2 GDL.
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4.3.2 PMP aplicado al manipulador de 2 GDL (usando el tensor de masas)

Ahora que se tienen las ecuaciones que rigen el movimiento del manipulador
de 2 GDL (3.4) y resolviendo simultáneamente se obtienen los valores de las
aceleraciones q̈1 y q̈2

ζ̇1 ={−(I2 +m2a
2
2)(−u1 + u2 + g(m1a1 +m2l1)sen(q1))

+m2l1a2 cos(q2)(−u2 +m2ga2 sen(q1 + q2))

+
1
2
a2l1m2(a2l1m2 sen(2q2)ζ

2
1 + 2(I2 + a2

2m2)sen(q2)(ζ1 + ζ2)
2)}/

{(I2 +m2a
2
2)(I1 +m1a

2
1 +m2l

2
1)−m

2
2l

2
1a

2
2 cos(q2)

2}= q̈1

(4.15)

ζ̇2 ={−(I2 +m2a
2
2)u1 + (I1 + I2 +m1a

2
1 + (a2

2 + l21)m2)u2

+ g(I2 +m2a
2
2)(m1a1 +m2l1)sen(q1)

−m2ga2(I1 +m1a
2
1 +m2l

2
1)sen(q1 + q2)

+m2l1a2 cos(q2)(−u1 + 2u2 + g(a1m1 + l1m2)sen(q1)

−m2ga2 sen(q1 + q2)) +m2l1a2 sen(q2)(−(I1 + I2 +m1a
2
1 + (a2

2 + l21)m2

+ 2m2l1a2 cos(q2)ζ
2
1

− 2(I2 +m2a
2
2 +m2l1a2 cos(q2))ζ1ζ2 − (I2 +m2a

2
2 +m2l1a2 cos(q2))ζ

2
2)}/

{(I2 +m2a
2
2)(I1 +m1a

2
1 +m2l

2
1)−m

2
2l

2
1a

2
2 cos(q2)

2}= q̈2

(4.16)

que se utilizarán junto con la ecuación (2.39) para construir el Hamiltoniano
H(λ,x,u)

H(λ,x,u) = γM + p1q̇1 + ξ1ζ̇1 + p2q̇2 + ξ2ζ̇2

donde γM es el ı́ndice de desempeño definido por

γM =
1

2M
(u2

1 + u2
2).

Por lo que ahora el Hamiltoniano resultante es

H(λ,x,u) =
u2

1 + u2
2

2M
+ p1q̇1 + ξ1ζ̇1 + p2q̇2 + ξ2ζ̇2. (4.17)

Aplicando el PMP a la ecuación (4.17) para u1 y u2, es decir, ∂H
∂u1

= 0 y ∂H
∂u2

= 0
y resolviendo simultáneamente para encontrar u1 y u2 se obtiene

u1 = ξ1 (4.18)
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u2 = ξ2. (4.19)

Sustituyendo (4.18) y (4.19) en (4.15), (4.16) y (4.17) se tiene el siguiente
espacio de estados que se muestra en forma simpléctica:

q̇1 = ∂H
∂p1

ζ̇1 = ∂H
∂ξ1

q̇2 = ∂H
∂p2

ζ̇2 = ∂H
∂ξ2

ṗ1 = − ∂H
∂q1

ξ̇1 = − ∂H
∂ζ1

ṗ2 = − ∂H
∂q2

ξ̇2 = − ∂H
∂ζ2

.

(4.20)

Ahora se tiene un conjunto de ocho EDOs de primer orden que se resolverán
usando los valores de la Tabla 4.2; ası́ como con los valores de frontera (4.14).

La Figura 4.3 muestra tres conjuntos de curvas. Siguiendo el paso 1) de la
metodologı́a en la sección 4.1, obtuvimos soluciones al conjunto de 8 EDO com-
puesto por (2.41) y (2.42), es decir, para γA (3.6) el espacio de estados (4.13) y
para γM (3.7) el espacio de estados (4.20) en el PMP, ası́ como para ECV, con
valores diferentes del tiempo de trayectoria prescrito T . Hasta T = 2.4 s cuando
se usa γA (3.6) con el PMP, hasta T = 4.7 s con ECV y hasta T = 4.9 s cuando se
usa γM (3.7) con el PMP. Sorprendentemente, no se pudieron obtener soluciones
que cumplen con los valores de frontera (4.14) para T > 2.4 s en el caso de γA
(3.6). De hecho, existen huecos en las curvas correspondientes de la Figura 4.3
para el caso de γA: soluciones que cumplen eficazmente los valores de frontera
(4.14) sólo se puede obtener dentro de los siguientes intervalos de T : [0.5 s,1.2 s],
[1.5 s,1.6 s] y 2.4 s. Esto es causado por problemas numéricos como la rigidez,
que comúnmente surgen en un control óptimo (Grancharova y Johansen, 2005).
Por el contrario, las soluciones que cumplen los valores de frontera requeridos
podrı́an obtenerse fácilmente hasta T = 4.9 s cuando se usa γM (3.7) en el PMP,
como se muestra en las curvas de la Figura 4.3. Por lo tanto, para este manipu-
lador robótico de 2 GDL, la estabilidad del solucionador se vió afectada al usar
ECV y por el cambio en la función costo en el PMP. Por lo tanto, se puede ver que
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Figura 4.3: Control óptimo de un manipulador robótico de 2 GDL. Evolución del
par RMS, potencia RMS y el tiempo de cálculo del CPU necesarios para obtener
una solución para valores diferentes de tiempo prescrito T . Los resultados de
RMS son más bajos con γA (3.6). El tiempo de cálculo del CPU es menor con γM
(3.7). Tenga en cuenta que los espacios en las curvas muestran que no siempre se
pueden encontrar soluciones cuando se usa γA (3.6). Las soluciones se obtienen
de forma ininterrumpida al utilizar γM (3.7) hasta T = 4.9 s.
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Figura 4.4: Control óptimo de un manipulador robótico de 2 GDL. Evolución de
las posiciones de las articulaciones y los momentos de torsión para tres valores
diferentes de tiempo prescrito, T = 0.5 s, T = 1.5 s y T = 4.9 s. Para este ma-
nipulador, las posiciones de las articulaciones y los pares de torsión obtenidos
dependen de la elección de la función costo.

al usar ECV y la función costo propuesta γM (3.7) en el PMP aportan estabilidad
con respecto a un aumento en el tiempo de trayectoria prescrito T .

Las trayectorias del par RMS y los valores de potencia RMS se muestran res-
pectivamente en las figuras 4.3(a) y 4.3(b) para ECV y ambas funciones costo
en el PMP. Se puede ver que γA conduce a un menor consumo de par. Sin em-
bargo, γM en lugar, conduce a un menor consumo de potencia, pero es con ECV
que se obtiene el menor consumo de potencia. Además, el tiempo de cómputo
del CPU se reduce significativamente al usar γM en el PMP para un valor fijo
de T , como se muestra en la Figura 4.3(c). La Tabla 4.3 muestra cómo el tiem-
po de cálculo del CPU requerido por el solucionador de EDO para obtener una
solución se reduce con γM . Esta tabla indica la relación entre el tiempo que le
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toma al solucionador obtener una solución con γA y el tiempo que le toma con
γM . Aquı́, obtuvimos adicionalmente tiempos de cómputo del CPU con un pro-
cesador Intel® Core ™ i9-9880H de 8 núcleos a 2.3 GHz para obtener tiempos
alternativos (sólo los tiempos de cómputo del CPU dependen del procesador).
En la Tabla 4.3 se redondearon los valores al número entero más cercano y po-
demos ver cómo se redujeron los tiempos de cómputo del CPU: con γM en vez
de γA, el solucionador encuentra una solución al menos 4 veces más rápido y 51
veces más rápido en promedio con el procesador i7-8550U (73 veces más rápido
en promedio con el procesador i9-9880H). Por lo tanto, está claro que γM trae
un aumento de rendimiento en términos de estabilidad numérica y tiempo de
cómputo del CPU.

Relación
tγA
tγM

i7-8550U
tγA
tγM

i9-9880H

Valor base 4 5
Promedio 51 73

Tabla 4.3: Factor de disminución en el tiempo de cómputo del CPU requerido
por NDSolve para obtener una solución: relación entre funciones costo compa-
rables usando dos procesadores diferentes.

Ahora se evalúa el impacto de ECV y las funciones costos γA y γM en el
PMP en la tendencia de posiciones óptimas y momentos de torsión a medida
que aumenta el tiempo de trayectoria prescrito T . Las Figuras 4.4(a) y 4.4(b)
muestran respectivamente esta tendencia para la primera y segunda articulacio-
nes del robot, a valores fijos de T : 0.5 s, 2.4 s, 4.7 s y 4.9 s. Como se mencionó
anteriormente, no se pudo obtener una trayectoria para T = 4.9 s con ECV ni
con γA (3.6). También se puede ver que para la articulación 2 (Figura 4.4(b)) la
amplitud del movimiento se reduce considerablemente cuando se usa ECV y γM
en el PMP. De hecho, se puede ver que con ECV y γM la tendencia de ambas po-
siciones conjuntas a medida que aumenta T , se vuelve muy similar. Por lo tanto,
al usar ECV y el tensor de masas en γM en el PMP actúa como un factor estabi-
lizador que asegura que ambas articulaciones se comporten de manera similar
con amplitudes de movimiento reducidas en comparación con los movimientos
resultantes del uso de γA en el PMP. Lo mismo se aplica a los pares de torsión
del robot como se muestra en las figuras 4.4(c) y 4.4(d).
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5

Conclusiones

En este trabajo de tesis se investigó sobre métodos numéricos de mecánica
analı́tica para robótica avanzada que permitieron la creación de herramientas
para las áreas de Ingenierı́a Mecánica, Teorı́a de Control y Mecatrónica. Se inves-
tigó y estudiaron técnicas clásicas de control óptimo presentes en la literatura
tales como el Cálculo de Variaciones y el Principio del Máximo de Pontryagin.
Se han implementado dichas técnicas y se efectuó una comparación entre ellas
desde un punto de vista numérico, se han desarrollado y extendido los métodos
y algoritmos estudiados al control óptimo de sistemas robóticos.

En el marco del Principio del Máximo de Pontryagin se han comparado dos
funciones costo en un solucionador de EDO, una comúnmente usada en la lite-
ratura γA y otra propuesta por Rojas-Quintero et al. (2021a) γM , la cual incluye
el tensor de masas inverso; pero que no habı́an sido comparadas numéricamen-
te. Estas dos a su vez se compararon con el método de ecuaciones covariantes,
encontrando que si bien con la función costo γA se obtiene menor consumo de
par durante el movimiento óptimo de los manipuladores robóticos (ver figuras
4.4(c) y 4.4(d)) las ecuaciones de control óptimas que gobiernan exhiben rigidez
hasta el punto de que las soluciones sólo se pueden encontrar para un conjun-
to limitado de intervalos de tiempo prescrito T (ver figura 4.3(c)). Además, las
amplitudes de movimiento tienden a ser más altas con esta función costo en par-
ticular (ver figuras 4.4(a) y 4.4(b)). Deberı́a ser posible ponderar cada unión con
una función costo similar a γA aumentando o reduciendo los valores de la matriz
de peso. Sin embargo, la determinación de estos valores no es sistemática. A la
inversa, al usar los componentes del tensor de masas en la función costo γM que
actúan como un factor estabilizador, se obtiene un mayor número de tiempos
prescritos de trayectoria, un menor consumo de potencia y una menor amplitud
de movimiento debido a que el tensor de masas inverso proporciona cierta es-
tabilidad numérica que no habı́a con γA. Es importante aclarar que todos estos
beneficios obtenidos con la función costo γM sólo se pueden observar cuando
n > 1; es decir, cuando el robot manipulador es de 2 GDL o más. También hay
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que aclarar que los resultados obtenidos con las ecuaciones covariantes son muy
similares a los obtenidos con la función costo γM , ya que se obtienen resultados
de tiempo de trayectoria prescrita T hasta 4.7 s (con la función costo γM se ob-
tienen valores hasta T =4.9 s); por otro lado es con las ECV que se obtiene un
menor consumo de potencia RMS (ver figura 4.3(c)).

Para trabajos futuros se espera poder llevar a cabo cálculos en los que se
incluyan fuerzas restrictivas como la fricción, ası́ como realizar ensayos en un
robot manipulador de más de 2 GDL y poder realizar experimentos en un brazo
robótico real.
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A
Problemas Isoperimétricos

El clásico problema isoperimétrico es el de encontrar la forma de una longi-
tud dada de cuerda para encerrar el área más grande posible (ver Figura A.1).
Suponiendo que un trozo de cuerda de longitud L está unido a los puntos (a,0)
y (b,0) y debe estar completamente en la región donde y > 0; suponemos que
L > b − a > 0. Entonces el problema isoperimétrico se convierte en el de minimi-
zar

J [y] = −
∫ b

a
y dx (A.1)

sujeto a las condiciones de frontera y(a) = 0 = y(b) y la ecuación de restricción∫ L

0
1 ds =

∫ b

a

√
1+ (y′)2 dx = L. (A.2)

Empezamos con el problema más general de minimizar

J [y] =

∫ b

a
F(x,y,y′)dx (A.3)

sujeto a las condiciones de frontera

y(a) = α y y(b) = β

y la ecuación de restricción
I [y] = L,

donde

I [y] =

∫ b

a
G(x,y,y′)dx. (A.4)

Si I tiene un valor mı́nimo m, entonces estamos obligados a suponer que

L > m.
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y

x

a b

Cuerda de longitud L

Figura A.1: Área encerrada por la cuerda L.

Por que si L = m, entonces el problema carece de interés; mientras que si
L < m, entonces el problema no tiene solución. En el caso del problema clásico,
por ejemplo, suponemos que L > b − a > 0. Buscamos una condición necesaria
para la curva admisible Γ0 definida por y = φ(x) con

φ(a) = α, φ(b) = β

y ∫ b

a
G(x,φ(x), φ′(x))dx = L

para minimizar el funcional J [y] definido por (A.3). Es decir, suponemos la exis-
tencia de la función minimizadora φ, y luego preguntamos que propiedades
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debe tener φ inevitablemente en virtud de ser el minimizador. Consideramos
una familia de curvas de prueba de dos parámetros Γ definida por

y = yϵ(x) = φ(x) + ϵ1η1(x) + ϵ2η2(x) (A.5)

donde el subı́ndice ϵ ahora se interpreta como un vector bidimensional de
parámetros (ϵ1,ϵ2). Tanto ϵ1 como ϵ2 pueden ser positivos o negativos, η1 y
η2 son funciones admisibles arbitrarias, es decir, η1 ∈D1 con

ηi(a) = 0 = ηi(b) para i = 1,2.

Sigue siendo coherente utilizar Γ0 para la curva de minimización y = φ(x):
ahora interpretamos el subı́ndice 0 como el vector 0 bidimensional. Por supues-
to, ϵ = (0,0) designa la función minimizadora

J [Γ0] ≤ J [γϵ] (A.6)

sujeto a
I [Γϵ] = L (A.7)

para todos los η admisibles. Tan pronto se elige un particular η1 y η2, J [Γϵ] se
convierte en una función bivariada estándar de ϵ1 y ϵ2.

Por tanto podemos reescribir (A.6) y (A.7) como

J(0,0) ≤ J(ϵ1,ϵ2) (A.8)

sujeto a
I(ϵ1,ϵ2) = L

donde al sustituir de (A.5) en (A.3) y (A.4)

J(ϵ1,ϵ2) =

∫ b

a
F(x,φ(x) + ϵ1η1(x) + ϵ2η2(x),φ

′(x) + ϵ1η
′
1(x) + ϵ2η

′
2(x))dx

y

J(ϵ1,ϵ2) =

∫ b

a
F(x,φ(x) + ϵ1η1(x) + ϵ2η2(x),φ

′(x) + ϵ1η
′
1(x) + ϵ2η

′
2(x))dx;

porque ambas, ϵ1 y ϵ2, pueden ser positivos o negativos. (A.8) implica que
J(ϵ1,ϵ2) debe tener un mı́nimo interior restringido donde ϵ1 = 0 = ϵ2. Se des-
prende del cálculo ordinario de funciones bivariadas que proporcionó

Iϵ2
(0,0) , 0
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(donde el subı́ndice denota diferenciación parcial), debe existir un multiplicador
de Lagrange λ tal que

Jϵ1
(0,0)−λIϵ1

(0,0) = 0 = Jϵ2
(0,0)−λIϵ2

(0,0).

Una condición necesaria para que Γ0 minimice J [y] sujeto a I [y] = L y y(a) =
α, y(b) = β es que exista un multiplicador de Lagrange λ tal que y = φ(x)
satisfaga la EEL no para F sino para

Ψ (x,y,y′) = F(x,y,y′)−λG(x,y,y′).

para el problema isoperı́metro clásico, de (A.1) y (A.2) se sigue que

Ψ (x,y,y′) = −y −λ
√

1+ (y′)2

es independiente de x. Entonces, por (2.6), una primera integral de la EEL es

y′
∂Ψ
∂y′
−Ψ =

λ√
1+ (y′)2

+ y = constante = l.
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B
Control en tiempo óptimo

Una clase importante de problemas de control óptimo concierne al control
óptimo en el tiempo de un sistema lineal: las ecuaciones de estado son lineales
en x, y el costo es el tiempo que tarda en transferir x desde x0 a su estado final
que suponemos que es el origen. El problema descrito en la sección 2.2 es de este
tipo. Un problema más general con m = 1 y n = 2 es el de encontrar un escalar
continuo a trozos u ∈ [−1,1] para transferir x = (x1,x2) que satisfaga

ẋ1 = a11x1 + a12x2 + b1u,

ẋ2 = a12x1 + a22x2 + b2u;
(B.1)

o en notación matricial
ẋ = Ax+ bu (B.2)

con x = [x1 x2]
T , b = [b1 b2]

T y A =

[
a11 a12
a21 a22

]
de x0 a 0 (el vector bidimensional

cero) de tal manera que se minimice

J =

∫ t1

0
1 dt = t1.

El Hamiltoniano es

H = −1+ (a11x1 + a12x2)λ1 + (a21x1 + a22x2)λ2 + σu

donde
σ (t) = b1λ1(t) + b2λ2(t) (B.3)

define la función de conmutación; y las ecuaciones de co-estado producen

λ̇1 = −
∂H
∂x1

= −a11λ1 − a21λ2

λ̇2 = −
∂H
∂x2

= −a12λ1 − a22λ2;
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o en notación matricial
λ̇= −ATλ

con λ = [λ1 λ2]
T . Para empezar, supongamos que la matriz A en (B.2) tiene dos

eigenvalores distintos digamos r1 y r2 distintos de cero. Entonces AT también
tiene eigenvalores r1 y r2 implicando que la solución de λ̇= −ATλ son combina-
ciones lineales de er1t y de er2t, y por lo tanto de (B.3) que σ es una combinación
lineal de er1t y er2t, digamos

σ (t) = k1e
r1t + k2e

r2t.

De ello se deduce que σ puede desaparecer máximo una vez, en el tiempo

ts =
1

r2 − r1
ln

(
−k1

k2

)
(y sólo si k1 y k2 tienen signos opuestos). También se sigue del Principio de
Pontryagin que

u∗(t) = sgn(σ (t)) (B.4)

es constante por partes, con máximo una conmutación de control. Ası́ de (B.1) y
(B.4) las ecuaciones que gobiernan un arco potencialmente óptimo son

ẋ1 = a11x1 + a12x2 + b1,

ẋ2 = a12x1 + a22x2 + b2
(B.5)

(u∗ = 1) con un punto de equilibrio P + en

(x1, x2) =

(
a12b2 − a22b1

det(A)
,
a21b1 − a11b2

det(A)

)
siempre que det(A) , 0; o

ẋ1 = a11x1 + a12x2 − b1,

ẋ2 = a12x1 + a22x2 − b2
(B.6)

(u∗ = −1) con un punto de equilibrio P − en

(x1, x2) =

(
a22b1 − a12b2

det(A)
,
a11b2 − a21b1

det(A)

)
.

De nuevo si det(A) , 0. Los eigenvalores de A determinan la naturaleza de
esos puntos de equilibrio y, por tanto, el patrón de trayectorias del plano de fase,
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que describimos como positivas o negativas según surjan como soluciones de
(B.5) o (B.6), respectivamente.

Un sistema dinámico lineal con un equilibrio de nodo estable es controlable
desde cualquier lugar en R2, mientras que uno de equilibrio de nodo inestable
es controlable sólo desde una pequeña región que contiene el origen. ¿Qué pasa
con un equilibrio de punto de silla? La intuición sugiere que la región desde la
cual es controlable deberı́a ser de alguna manera intermedia entre una pequeña
región que contiene el origen y la totalidad de R2 porque un punto de silla es un
equilibrio parcialmente estable, intermedio entre un nodo estable (dos eigenva-
lores negativos) y un nodo inestable (cero eigenvalores negativos). La intuición
resulta ser correcta. Hasta ahora hemos considerado solo problemas de control
de tiempo óptimo para los cuales los eigenvalores de la matriz A son reales. En-
tonces hay como máximo una conmutación de control. Sin embargo, son posi-
bles múltiples conmutaciones cuando los eigenvalores de A son complejos.
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