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RESUMEN

Este proyecto de tesis aborda el andlisis del control 6ptimo de robots ma-
nipuladores usando tres técnicas: el Principio del Maximo de Pontryagin, las
Ecuaciones de Control Covariantes y el Regulador Lineal Cuadratico. Apoya-
dos en este andlisis, se genera movimiento 6ptimo de estos sistemas dindmicos
reduciendo la amplitud angular de sus articulaciones (sdlo se estudian robots
manipuladores con articulaciones rotacionales).

Para el Principio del Mdximo de Pontryagin, el Hamiltoniano del sistema tie-
ne una gran importancia; ya que impacta en las ecuaciones de control resultan-
tes. De esta manera la funcién costo, que estd incrustada en dicho Hamiltoniano,
dicta el comportamiento en el movimiento del manipulador robético.

Dentro de este marco realizamos pruebas numéricas con 4 funciones costo:
2 de ellas presentes en la literatura y 2 que proponemos como una mejor alter-
nativa. Las 4 funciones anteriores estdn restringidas en los casos en los que la
funcién costo depende de los pares de torsién y de las velocidades del robot.
Dentro de las pruebas numéricas se evalia el impacto de cada funcién costo en
el control éptimo de un manipulador de 2 GDL. Las pruebas mostraron que la
presencia del tensor de masas en la funcién costo tiene un efecto favorable con
respecto a la amplitud de movimiento en las articulaciones. También se obser-
va una mayor robustez numérica con respecto a cambios en la duracién de la
trayectoria y menores tiempos de procesamiento. De tal forma que estas funcio-
nes costo tienen beneficios en el control y generacién de trayectorias para robots
manipuladores.

Este proyecto de tesis se enmarca en el proyecto SEP-CONACYT Investiga-
ci6n Cientifica Basica A1-S-29874 titulado Modelado por medio de métodos de
mecanica analitica para optimizar trayectorias y disefiar controladores para
sistemas roboticos.

Palabras clave: Control 6ptimo, Funcién costo, Optimizacién de trayectoria, Ro-
bot manipulador.
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ABSTRACT

This thesis project addresses the analysis of the optimal control of manipu-
lator robots using three techniques: the Pontryagin Maxim principle, the Co-
variant Control Equations and the Quadratic Linear Regulator. Based on this
analysis, optimal motion of these dynamic systems is generated by reducing the
angular amplitude of their joints (only manipulator robots with rotational joints
are studied).

For Pontryagin’s Maximum Principle, the Hamiltonian of the system is of
great importance; as it impacts the resulting control equations. Thus the cost
function, which is embedded in the Hamiltonian, dictates the behavior in the
motion of the robotic manipulator.

Within this framework we perform numerical tests with 4 cost functions: 2 of
them present in the literature and 2 that we propose as a better alternative. The
above 4 functions are constrained in the cases where the cost function depends
on the torques and speeds of the robot. Within the numerical tests the impact of
each cost function on the optimal control of a 2 GDL manipulator is evaluated.
The tests showed that the presence of the mass tensor in the cost function has
a favorable effect with respect to the range of motion in the joints. Also, it is
observed a higher numerical robustness with respect to changes in trajectory
duration and shorter processing times. Thus, these cost functions have benefits
in the control and generation of trajectories for manipulator robots.

This thesis project is part of the SEP-CONACYT project Basic Scientific
Research A1-5-29874 entitled Modeling by means of analytical mechanics
methods to optimize trajectories and design controllers for robotic systems.

Keywords: Optimal control, Cost function, Trajectory optimization, Manipula-
tor robot.
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INTRODUCCION

En el marco del control 6ptimo una de las principales tareas es llevar un sis-
tema, mediante variables de control u(t), de un estado inicial x(t,) a otro estado
x(t;) optimizando algun indice de desempefio representado mateméticamente
por una funcional integral (Callies y Rentrop, 2008). El control éptimo se utili-
za en muchas vertientes, puede minimizar costos o tiempos, o maximizar alguna
tarea en especifico.

La teoria del control 6ptimo es un campo que tiene raices histéricas en el
calculo de variaciones (Mesterton-Gibbons, 2009), esto se remonta a la época en
que Johann Bernoulli formulé el problema de la braquistécrona (Sussmann y
Willems, 1997). Esta teoria se convirtié en un campo por derecho propio en los
anos de 1960 en relacion con el desarrollo de la exploracién espacial. El proble-
ma ingenieril del lanzamiento del satélite Sputnik a una 6rbita estable dio lugar
a los primeros desarrollos de esta teoria. El control éptimo brinda las técnicas
para resolver una cantidad de problemas diversos en diferentes campos cientifi-
cos y tecnolégicos (Chen et al., 2017; Kirk, 2004).

En esta propuesta de tesis, el concepto principal es el control éptimo vis-
to desde la Macatrénica; con fundamento en las ecuaciones de movimiento de
los sistemas dindmicos. Lo que nos permite ver esta idea central con mas deta-
lle son las siguientes disciplinas de la ciencia: Matematicas, Mecdnica Analitica,
Mecénica Computacional, Métodos Numéricos, Optimizacién y Teoria de Con-
trol.

De acuerdo a la literatura relacionada, existen dos métodos tradicionales pa-
ra optimizar un sistema dindmico:

1. Principio del Maximo de Pontryagin (PMP) que requiere la resoluciéon de
un sistema Hamiltoniano acoplado de Ecuaciones Diferenciales Ordina-
rias (EDO) que gobiernan las variables conjugadas y de estado (Pontryagin
etal., 1962).

2. Principio de Optimalidad de Bellman (POB) que pone en juego un sistema
de ecuaciones diferenciales parciales (Bellman, 1957).



INTRODUCCION

Uno de los objetivos principales de este proyecto de tesis es investigar y estu-
diar la técnica de control 6ptimo presentada en Dubois et al. (2015), en donde
se formula el PMP con geometria de Riemann, y de presentarla en una formu-
lacién vectorial mas sencilla. También se estudiara la técnica presentada por
Rojas-Quintero et al. (2021a) para luego implementar dicha técnica y llevar a
cabo simulaciones de movimiento controlado de robots.

Se analizardn y evaluaran diversas funciones costo que aparecen en la litera-
tura especializada. Se buscard alguna que reduzca adecuadamente la amplitud
de los movimientos, es decir, que restrinja el giro en las articulaciones duran-
te el movimiento (s6lo se estudiaron robots manipuladores con articulaciones
rotacionales).

1.1 ANTECEDENTES

El Principio del Méximo de Pontryagin (Pontryagin et al., 1962) fue una pro-
puesta matematica al desafio planteado por las ciencias e ingenierias aeroespa-
ciales en las décadas de los cincuenta y sesenta del siglo pasado (Sussmann y
Willems, 1997). Es una herramienta poderosa para el estudio de problemas ma-
tematicos, no solamente de la teoria de control éptimo sino también de nuevas
estructuras geométricas; por ejemplo, para el estudio de curvas rigidas y para
lo que hoy se conoce como geometria sub-Riemanniana (Schittler y Ledzewicz,
2012).

El método de control 6ptimo propuesto en Dubois et al. (2015) estd preci-
samente basado en el PMP (Pontryagin et al., 1962), salvo que las condiciones
de optimalidad resultan estar formuladas dentro del marco de la geometria Rie-
manniana; como lo es en Rojas-Quintero et al. (2021a), en donde estas condi-
ciones son llamadas ecuaciones de control covariantes. Tomamos como base y
referencia el trabajo propuesto en Geering et al. (1986), que utiliza el PMP para
realizar el control 6ptimo de robots manipuladores en lineas de produccién.

Para realizar los objetivos especificos de este proyecto de tesis, se estudié
principalmente la técnica del PMP. Esta técnica es una de las mads estudia-
das en la disciplina del control 6ptimo (Kirk, 2004; Pontryagin et al., 1962;
Schittler y Ledzewicz, 2012; Arnautu y Neittaanmaiki, 2003; Betts, 2010; Gee-
ring, 2007). Destaquemos que en Arndutu y Neittaanméki (2003) se abordan
métodos numéricos para problemas de control 6ptimo gobernados por ecuacio-
nes diferenciales parciales. Se presentan los métodos numéricos principales pa-
ra resolver problemas en espacios discretos. Destaquemos también que Geering
(2007) describe como utilizar el PMP para convertir un esquema de control de
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lazo abierto en un esquema de control 6ptimo de lazo cerrado. También expli-
ca cémo disefiar controladores éptimos de lazo cerrado utilizando la teoria de
Hamilton Jacobi-Bellman.

Hay que tomar en cuenta que otra de las técnicas muy utilizadas en control
o6ptimo es el POB (Kirk, 2004; Bellman, 1957; Arndutu y Neittaanmaiki, 2003;
Betts, 2010; Geering, 2007; Rodriguez, 1997). En Rodriguez (1997) se presentan
problemas de dimensién finita: se describe la evolucién temporal del sistema
dindmico con soluciones a ecuaciones diferenciales ordinarias (de dimensién
finita) en oposicién a ecuaciones diferenciales parciales (con infinitas dimensio-
nes, caracteristica tradicional en programaciéon dindmica).

Notemos que existen ejemplos en donde las dos técnicas de control dptimo
cohabitan, ya que el PMP permite obtener las condiciones de optimalidad, y la
programacioén dinamica permite resolver los sistemas de ecuaciones diferencia-
les que se presentan (Robinett et al., 2005). E1 POB puede llevar, por ejemplo, a
lo que se conoce como funciones generadoras (Hao, 2014). Las funciones gene-
radoras, generan una solucién aproximada de las ecuaciones que rigen el movi-
miento y el control del sistema. Sin embargo, para los objetivos de este trabajo
nos concentraremos en la aplicacién del PMP.

En el trabajo de este proyecto de tesis se consideraron principalmente con-
troladores 6ptimos de punto a punto, mejores conocidos por problemas de valor
de frontera en dos puntos (TPBVP por sus siglas en inglés: two-point boundary-
value problem). Se busca agregar mayores restricciones al método propuesto en
Dubois et al. (2015). En Rojas-Quintero et al. (2021a) se utilizaron puntos fijos en
las fronteras de inicio y de final. Es posible sin embargo, llevar al sistema de un
punto fijo, a otro que se sitie sobre alguna curva; es decir, que el punto final sea
movible (Mesterton-Gibbons, 2009). Por ejemplo, el trabajo expuesto en Kerbal
y Ahmed (1998) buscé establecer la existencia de condiciones de optimalidad
en donde los puntos de frontera son dindmicos; es decir, variables con respecto
al tiempo. Mas tarde, Wang y Wang (2014) buscaron probar la existencia de un
control 6ptimo con valores de frontera entre dos puntos dindmicos (a lo que el
autor llama: problemas de frontera estocasticos). En Craven (1989) se explora
la posibilidad de agregar restricciones en el tiempo de trayectoria, en donde se
presenta un control en tiempo dptimo. Aqui se muestra que las condiciones de
frontera pueden deducirse de las condiciones de un problema en tiempo fijo, de
manera intuitiva.

Remarquemos que una metodologia de control 6ptimo muy popular es la de-
nominada RLC (Regulador Lineal Cuadratico), que ignora las no-linealidades ca-
racteristicas de los sistemas dindmicos comunes (Grancharova y Johansen, 2005).
Sin embargo, se sabe que los esquemas de control no-lineales resultan, en gene-
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ral, en un desempenio més alto (Geering et al., 1986; Galicki, 2017). Se busca por
lo tanto siempre considerar las no-linealidades de las ecuaciones diferenciales
que rigen el movimiento de los sistemas dindmicos bajo estudio, asi como de las
condiciones de optimalidad que se deduzcan.
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Figura 1.1: Evolucidn histdrica del cdlculo de variaciones.

Dentro de la evolucién histérica del cdlculo de variaciones (ver Figura 1.1)
es generalmente admitido que las nociones modernas del calculo fueron pro-
movidas por Leibniz y Newton que son (grandes matematicos contemporaneos)
alrededor de 1670. En 1686 es publicada la obra maestra de Newton titulada
Principios matematicos de la filosofia natural donde utiliza sus conceptos de
calculo para explicar el movimiento de los objetos. Después, en 1696, el ma-
tematico Johann Bernoulli publica su solucién al problema de la braquistécrona
que es encontrar el camino tomado por una particula influenciada tnicamente
por el efecto de la gravedad que una 2 puntos fijos en el menor tiempo posible.
En 1733 Euler solucioné por primera vez el problema de la braquistécrona. Para
1755 Lagrange publica un articulo donde analiza una variacién al problema de
la braquistécrona de manera analitica. En 1756 Euler publica un articulo sobre
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célculo de variaciones. Para 1788 Lagrange publica su analisis mecédnico dife-
rente al de Newton donde estipula que las ecuaciones de movimiento pueden
derivarse considerando ciertos problemas mecanicos como problemas de mini-
mizacién. Por tltimo, en 1834 Hamilton generaliza el andlisis de Lagrange a una
gama mucho mas amplia de problemas.

1.2 OsjETIVOS
1.2.1 Objetivos generales

1. Desarrollar algoritmos de planeacion de trayectorias para generar movi-
miento Optimo de sistemas dinamicos.

2. Aplicar un método de control 6ptimo en el marco de la geometria Rieman-
niana para la navegacién de robots.

1.2.2  Objetivos especificos

1. Estudiar las técnicas de control 6ptimo presentadas en Dubois et al. (2015)
y Rojas-Quintero et al. (2021a).

2. Implementar la técnica de Pontryagin con condiciones de optimalidad Rie-
mannianas (Dubois et al., 2015) y efectuar simulaciones de movimiento
controlado de robots.

3. Agregar restricciones al método presentado en Dubois et al. (2015) y reali-
zar control 6ptimo de robots.

1.3 ORGANIZACION DEL DOCUMENTO

En el Capitulo 2 se desarrolla el marco tedrico sobre el estudio del cdlculo
de variaciones y el enlace que tiene con el control 6ptimo, también se describen
las ecuaciones de movimiento de un robot manipulador de n grados de libertad
(GDL). Enseguida, en el Capitulo 3, se ejemplifica el desarrollo y aplicacién de
3 métodos de control 6ptimo: Principio del Maximo de Pontryagin (PMP), Regu-
lador Lineal Cuadratico (RLC) y Ecuaciones de Control Covariantes (ECC), en 2
robots manipuladores (uno y dos GDL)



INTRODUCCION

Después en el Capitulo 4 se muestran comparaciones numéricas, se tomaron
dos funciones costo utilizadas en la literatura y se compararon con las funciones
costo propuestas que integran el tensor de masas del sistema.

Para finalizar, en el Capitulo 5 se detallan las conclusiones de las pruebas
numéricas y se evidencian los beneficios de utilizar las funciones costo invarian-
tes con el tensor de masa, siendo considerado como una métrica riemanniana
(ver Anexo C).
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2.1 Estupio pEL CALCULO DE VARIACIONES

El calculo de variaciones es un método matematico que permite calcular
maximos y minimos de funcionales y por ende, tiene multiples aplicaciones.
Una de ellas es precisamente el control éptimo, para asi poder encontrar el
control de un sistema dinamico que minimice o maximice alguna funcién ob-
jetivo (Mesterton-Gibbons, 2009; Hamill, 2013). El control 6ptimo puede ser
visto como un conjunto de métodos que determinan las trayectorias de un siste-
ma dindmico que resultan en una variable de control que minimiza la funcién
objetivo en alguin intervalo de tiempo (Callies y Rentrop, 2008). Una de las prin-
cipales preguntas a las cuales responde el conjunto de estos dos temas es (lo cual
se verd en las siguientes secciones):

» ;Cual es la trayectoria que nos da la menor distancia entre dos puntos en
un plano?

2.1.1 La braquistocrona

Johann Bernoulli, en 1696, publicé su solucién al problema de encontrar el
camino tomado por una particula, inicamente bajo el efecto de la gravedad,
para pasar de un punto A a un punto B (como en la Figura 2.1), en el menor
tiempo posible (Mesterton-Gibbons, 2009; Sussmann y Willems, 1997).

Como sabemos, se trata de minimizar una expresién del tiempo de trayecto-
ria que estd dado por el funcional

\/_J VH (2.1)

Iyl =

donde g es la constante de aceleracién gravitacional. Notemos que debemos en-
contrar la funcién y = y(x) que minimice el valor de la funcional.
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0.6
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0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 2.1: Trayectoria de una particula sobre un cordén sin friccién.

\/_f VH (2.2)

En el andlisis, si proponemos una funcién distinta a la curva sobre la cual
se desliza la particula, el valor de la funcional cambiara. Tomemos 4 curvas de
ensayo: linea recta

yx)=1-x (23
cuarto de circulo
y(x) =1-4/2x— (%) 24
funcién de prueba
p(x) = 1-x (2
cicloide
B 6 +sin(0)cos(0) + i1 _ [ cos(9) ’ (2.6)
- cos?(0y) T cos(61) |

1
—SM<O<6;, 6 ~-0.364791.

Tomemos ademads la siguiente funcional, ignorando 1/+/2¢ de (2.2) que es
constante y no tiene efecto sobre el minimizador:

f V1+ (2.7)
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— Funcion de prueba, J=2.585 s
— Linearecta, J=2.828 s
Cuarto de circulo, J=2.622 s

— Cicloide, J=2.582 s

02 04 0g 08 1UX

Figura 2.2: Trayectorias evaluadas.

Si usamos la cicloide, se encuentra el valor minimo de la funcional (como en
la Figura 2.2).

Pudiéramos pensar que con el analisis anterior encontramos la funcién de
y(x) que minimiza la funcional. Sin embargo, en esta etapa no podriamos decir
que la cicloide es la braquistécrona. En realidad, esta funcién que aparentemen-
te minimiza la funcional, podria no ser mas que un limite superior para una
familia de minimos. El cdlculo de variaciones, que se enfoca en calcular extre-
mos, definira las condiciones para encontrar el minimo absoluto.

2.2 ESTUDIO DE LOS EXTREMOS

El problema de la braquistécrona es un caso especial, asi que plantearemos
un problema de control éptimo. De una manera general se trata de minimizar
una funcional que también podemos llamar funcién objetivo o indice de desem-
peno (Mesterton-Gibbons, 2009; Kirk, 2004)

b
I = j F(x,9,9")dx (2.8)

donde F = F(x,y,7’) es comunmente llamada ”funcién costo” y ademads estéd
sujeta a condiciones de frontera del tipo

y(@)=a, y(b)=4. (2.9)

Llamemos I la familia de curvas candidatas a minimizar 2.8. Debemos bus-
car entre todas ellas, una que minimice (2.8) y ademds cumpla con las condi-
ciones de frontera (2.9). También debe ser una funcién continua (por trozos) y
suficientemente derivable en el dominio [a,b]. Por otro lado no tendria sentido
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permitir una funcién discontinua ya que una particula no podria deslizarse por
un cable discontinuo.

Por lo tanto y debe ser continua y su derivada y’ debe existir y ser continua,
excepto en un numero finito de puntos en los que puede saltar con alguna can-
tidad finita. Denominaremos a esta clase de funciones como D;. Por ende, la
funcién y debe pertenecer a D; y cumplir con las condiciones de frontera (2.9).

Denominaremos también C; a la clase de funciones continuamente diferen-
ciables o suaves en el dominio [a,b]. Llamaremos C, a la clase de funciones sua-
ves y dos veces derivables en el dominio [a, b]. Por construccién, C, C C; C Dy.

Para que una funcién y sea minimizadora debe cumplir las condiciones de
frontera y ademas cumplir con la ecuacién de Euler-Lagrange (EEL):

JF d (| JF

a_y_ﬁ B_y’ =0 (2.10)

» Esuna ecuacién diferencial ordinaria (EDO) que al resolverse, proporciona
el extremo y € C,

» Cabe recalcar que un extremo es solamente un candidato a minimizar la
funcional (2.8) (bien puede resultar ser un maximizador).

No podemos perder de vista que un candidato pudiera maximizar a J[y].
Cuando sucede esto, la funciéon F = F(x,y,y’) actual se convierte en —F =
—F(x,v,v’). En efecto, los problemas de maximizacion se convierten en un pro-
blema tipico de minimizacién. Por lo tanto, nos enfocaremos en buscar minimos.

2.2.1 Lainsuficiencia de los extremos

La EEL extremiza una funcional. En la prdctica, este extremo resulta ser un
minimizador en la mayoria de los casos. Sin embargo, debemos remarcar ciertas
posibilidades.

» Aunque el extremo sea realmente un minimizador, hay que demostrarlo.
» El extremo puede no ser el minimizador.
» Pudiera no haber algtin extremo que satisfaga las condiciones de frontera.

Recordemos la idea de la braquistécrona en donde nos preguntdbamos como
saber si la cicloide es realmente el minimizador. En estos momentos sélo pode-
mos dar una respuesta muy general. En ciertos casos especiales podemos usar

10
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un método llamado directo para verificar que nuestro candidato es realmente
un minimizador. Si por ejemplo,

Jp(x) +en(x)]-Jp(x)] 20, (2.11)
en donde y = ¢(x) es la minimizadora candidata, € es una variable escalar, y 1

es una funcién admisible arbitraria que pertenece a D; tal que 17(a) = 0 = 1(b);
entonces, y = ¢(x) es la funcién minimizadora.

2.2.2  Casos especiales de la ecuacion de Euler-Lagrange

Sabemos que la EEL de la funcional (2.8) es en general una EDO no lineal
de segundo orden. Siempre se reduce a una EDO de primer orden en 2 casos
especiales.

1. Si F =F(y,y’), es decir, cuando df /dx = 0, entonces la EEL se reduce a

H(y,y') = y,%y’?) - F(y,v’) = constante; (2.12)

2. Obiensi F = F(x,y’), es decir, cuando df /dy = 0, entonces tendremos

JF(x,y’)

Jy = constante. (2.13)

A partir de ahora se usara la notaciéon de derivadas parciales tal que fp = g—’;,
por lo tanto las ecuaciones cambian de la siguiente manera.

H(y,y') = y’Fy, (v,v")—F(y,v") = constante (2.14)

Fy(x,y") = constante (2.15)
Las ecuaciones (2.14) y (2.15) son mas féciles de resolver que una EDO de

segundo orden. Resta saber si habrd discontinuidades en algtn punto o si es
una funcién por trozos.

11
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2.3 ESTUDIO DE LAS CONDICIONES NECESARIAS DE OPTIMALIDAD

Hasta el momento se supuso que 7 pertenece a C,, por lo tanto podemos de-
ducir que ¢ debe satisfacer la EEL. Pero ahora supongamos que 7 € D; toma el
lugar de 7 € C;, observamos que F, (x,¢,¢’) puede ser discontinua en los pun-
tos en que ¢’(x) es discontinua. Ahora esas esquinas estdn permitidas, porque
suponemos que ¢ € D;. Sin embargo sabemos que F, (x,$,¢’) es continua en las
esquinas.

Todo esto implica que una condicién necesaria para que ¢ € D; y ademds
minimice la funcional J[y] es que cumpla

X

Fy(egd) = [ B0, 4 C, (216)

a
en donde C es una constante. Esta es la ecuacién de du Bois-Reymond. Por deri-
vacién, podemos llegar a la EEL cuando ¢ € C;, mismo cuando el integrando del
lado derecho de la ecuacion es discontinua en C porque salta de dF (¢, ¢p(c), wq)
a JF(c,¢(c),w,). La integral es continua y por ende, la constante C y el lado
izquierdo de la igualdad también lo son. Gracias a este analisis se llega a la pri-
mera condicién de esquina de Weierstrass-Erdmann:

Fy (e, (x),01) = Fy(c,p(x), w2) (2.17)

El resultado es que cualquier extremo roto debe cumplir la EEL excepto en
las esquinas; cualquier esquina debe cumplir (2.17). Esta condicién puede utili-
zarse para excluir la posibilidad de un extremo roto.

De manera general siempre que F,,» # 0 sabemos que F, varia uniforme-
mente con respecto a su tercer argumento y por ende no puede tener el mismo
valor para dos valores distintos de y’. De este modo, (2.17) no puede cumplirse
si wy # ws.

La segunda condicién de esquina de Weierstrass-Erdmann se enfoca en la
continuidad del Hamiltoniano con respecto al tercer argumento. Combinando
las siguientes ecuaciones en cualquier esquina F,,(x,9,3’) y H(x,9,y’), deben de
ser continuas, aunque y’ salte de w; a w;:

H(c,¢p(x),w;) =H(c,p(x),wy). (2.18)
2.3.1 La condicion necesaria de Legendre

Una condicién necesaria para que y = ¢(x) genere un minimo de (2.8) es
que se cumpla la siguiente ecuacién:

12
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F¢/¢r:Pyry/(x,q{)(X),(l),(X)) >0 Vxe [a,b]. (219)

Se trata de la condicién necesaria de Legendre y se utiliza para identificar si un
extremo minimiza o maximiza.

2.3.2  La condicion necesaria de Jacobi

Definamos el siguiente par de funciones:
dFd)(f)/
dx

Con las cuales definimos la ecuacién de Jacobi que es lineal, de segundo orden,
y ademas homogénea:

P(x) = F(P"f’” Q(x) = F(P‘f’ - . (220)

P(x)n” +P'(x)n" = Q(x)1. (2.21)

Esta ecuacién debe de satisfacer 1 = 0 para todo x € [4,b], pero tenemos que
tener en cuenta que una solucién no nula de la ecuacién de Jacobi pudiera tam-
bién alcanzar un minimo. Asi que para ser aceptable, cualquier solucién de este
tipo debe desaparecer claramente tanto en x = a4 como en x = b. Sin embargo,
sif(c) = 0 para a < ¢ < b entonces ¢ no es un minimizador: se dice que 7(c) es
un punto conjugado a #(a) y para que ¢ sea un minimizador, no debe de haber
puntos conjugados. Esto es la condicién necesaria de Jacobi (CNJ).

La ecuacién (2.21) es homogénea y lineal, podemos buscar la solucién con
las condiciones de frontera (2.22) sin que haya efecto sobre la generalidad de la
CNJ.

1(@)=0, 7'(a)=1 (2.22)

Si analizamos un poco, podemos observar que la CN]J se cumple automaticamen-
te cuando F es independiente de y. Ahi, F,, y F,,y son nulas y de esa manera

Q(x) =0.
2.3.3 Variaciones débiles frente a fuertes

En el calculo de variaciones hay distincion entre variaciones débiles y fuertes.
Equivale a distinguir entre minimos locales débiles o fuertes.

Podemos definir la variacién de y como la diferencia de 6y entre la funcién
de prueba y. y el minimizador ¢ :

09(x) = e (x) = p(x). (2.23)

13
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También, la variacion de y’ es la diferencia 0y’ entre las derivadas:

) do
5y (x) =l(x) ' (x) = 2. (229

Entonces, para una variacion fuerte [5y| es pequefia para todo x € [a,b] pero
|69’| no necesita estar acotada. Para una variacién débil, |6y’| es pequeiia para
todo x € [a,b], lo cual implica que |6y| también es pequefia. Un minimo local
débil es un minimo sobre todas las variaciones débiles, un minimo local fuerte es
un minimo sobre todas las variaciones fuertes y un minimo global es un minimo
sobre todas las variaciones fuertes o débiles. También, todo minimo global es
un minimo fuerte y todo minimo fuerte es también un minimo débil, pero lo
inverso no se cumple.

2.3.4 La condicion necesaria de Weierstrass

Hasta ahora tenemos 3 condiciones necesarias conocidas:

1. Ecuacién de Euler-Lagrange (EEL)
2. Condicién necesaria de Legendre (CNL)

3. Condicién necesaria de Jacobi (CNJ)

Las cuales son eficaces para buscar minimos locales débiles. Por lo tanto de-
bemos buscar una condicién necesaria que permita variaciones fuertes como la
ecuacion exceso Weierstrass.

E(x,9,9,w) =F(x,9,0)-F(x,9,9") - (0 -3")Fy(x,9,9). (2.25)

Como c es cualquier punto de [4,b] y no necesariamente una esquina, al uti-
lizar J’(0) > 0 obtenemos la condicién necesaria de Weierstrass para que ¢ € D,
sea un minimizador de J. Esta condicién consiste en que se cumpla

E(x,¢(x),¢'(x),w) >0, (2.26)

para todo x € [a,b] y para todo w que pertenezca a los reales. Si ¢ tiene una es-
quina en x = ¢ podemos interpretar la ecuacién (2.26) de la siguiente manera:
E(x,¢(x),¢’(=c),w) > 0 como E(x,¢(x),¢’(+c),w) = 0 para todo w que perte-
nece a los reales. Estas desigualdades se siguen por continuidad y toman los
limites a medida que x — —c y a medida que x — +c.

Tenemos 3 observaciones:

14
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» La condicién necesaria de Weierstrass se satisface invariablemente cuando
el problema de minimizacién satisface:

Fyy >0 V(%,9,9); (2.27)

» La condicién necesaria de Weierstrass implica la de Legendre (2.19).

» La condicién necesaria de Weierstrass también implica la condicién de es-
quina de Weierstrass-Erdmann (2.18).

2.4 EsSTUDIO DE LAS CONDICIONES SUFICIENTES FUNDAMENTALES

Supongamos que los puntos finales I se encuentran en las curvas Ay y Ag
con ecuaciones paramétricas:

x=xx(€), y=yale) para Ay (2.28)
x=xp(e), y=uyp(e) para Ag; (2.29)
De modo que:
y(xa(e),€) =vale) (2.30)
v(xg(€),€) = pp(e) (2.31)

Si el punto final inferior A esta fijo, entonces se debe satisfacer que x4 =
ya = constante y por ende, se cumple.

dXA = 0, dyA =0. (232)

Una posibilidad mads es cuando A sea limitado a estar en una linea vertical
x = constante se le denomina a y4 como libre. Por lo tanto implica que dx4 = 0
y dyg # 0, estos requisitos nos hacen cumplir la segunda condiciéon

Fpr=0 en A (2.33)

Y entonces también existe la posibilidad de que A sea limitado para estar en
una linea horizontal y = constante, se le denomina a x4 como libre. Por lo tan-
to implica que dyy = 0 y dxp # 0 estos requisitos nos hace cumplir la tercera
condicién.

15
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H(x,¢,¢') =0 en A. (2.34)

La posibilidad mds general es que dx,4 y dys sean diferentes de 0, en este
caso implica que surja la cuarta condicién (2.35).

dy _ )
Fq,f% =H(x,¢,¢") en A. (2.35)

Con dy/dx evaluada en A 4.

2.4.1 Laintegral invariante de Hilbert

Un campo de extremos se le denomina familia de extremos de un sélo
pardmetro que cubre una regién R del plano en el sentido de que solo una de
sus curvas pasa por cada punto de R. Por ende, un campo de extremos destina
una unica pendiente a cada punto de R.

De esta manera se define una funcién de 2 variables que desde ahora deno-
taremos por p y lo llamamos campo de direccién de la familia; la pendiente de
la curva que pasa por (x,y) se denota como

v =p(xp). (2.36)

Utilizando un subindice y” para denotar la diferenciacién con respecto al
tercer argumento, porque un extremo es una soluciéon de la ecuacién Euler-
Lagrange.

d
Fy(x,9,p(x,9)) = {Fy (x,3,0(x,9))} = 0. (2.37)

Dado un campo de extremos, sea I' cualquier curva entre (a,a) y (b, ) que
se encuentre enteramente dentro de la regiéon R que cubre el campo de extremos
y por lo tanto podemos definir la integral.

b
K= [ {Flppton) + (- pmabyeyptuobax @a8)

donde la integral se evalta a lo largo de I'. Teniendo en cuenta (2.39) y (2.40)
que H y p estan definidas por:

H(x,9,9") =v'Fy(x,9,9") - F(x,,9); (2.39)

16
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p(%,9,9") =Fp(x,9,9"). (2.40)

Con estas igualdades podemos reescribir la ecuacién (2.38) como:
b d})
k)= [ {-Hepotn)+ Lotopotmas @
a

2.4.2 La condicion suficiente fundamental

Sila curva T con ecuacién y = ¢(x), punto final inferior (a,«) y punto final
superior (b, ) es candidata minimizadora de (2.8) y si I' estd dentro del campo
de extremos con el de direccién p, la integral invariante de Hilbert (2.38) puede
utilizarse para derivar una condicién suficiente.

Denotaremos lo siguiente:

D ') = pl b)) (242)

Ahora, dado que I' es cualquier curva suave de A a B que se encuentra total-
mente en R, estd claro que (2.26) es una condicién suficiente para que AJ > 0,
cuando denotamos a AJ] como:

b
AJ :j E(x,y,p,w)dx. (2.43)

Si I' estd dentro de un campo de extremos con el campo de direccién p y
E(x,y,p,w) >0 para todo w € Re posible, entonces J[y] alcanza un minimo fuer-
teenT.

2.5 PROBLEMAS ISOPERIMETRICOS

El problema tipico de la isoperimetria es el poder encontrar la forma de una
cuerda de una longitud dada que encierre la mayor superficie posible.

Tomarémos de ejemplo lo siguiente: se tienen dos puntos A y B en el plano
xy (como en la Figura 2.3). El punto A se situa en (x4,y4) mientras que el punto
B se sitta en (xg,yp) y los une un cable de longitud I que es mayor que la distan-
cia entre A y B que denominaremos d,p. El objetivo es encontrar la forma del
cable, es decir la funcién de x que maximiza el area debajo de la curva que se ha
construido a partir del cable.

17
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B(xg,ys)

A(xa, ya)

X

S
?

Figura 2.3: El tipico problema isoperimétrico.

La razén por la que se mantiene una longitud de cable mayor d4p es porque
si fuera igual a d4p tendriamos una linea recta que sabemos que no encierra la
mayor superficie.

Entonces, el problema isoperimetro tipico se convierte en el de minimizar:

b
==y i (2.44)

Sujeto a una restriccién de longitud de curva tal que:

= jh V1 -+ (v)%dx. (2.45)

Denominaremos a (2.45) como:

b
I=1I[y] :f G(x,v,v")dx. (2.46)

Ahora ya teniendo definidas las ecuaciones nos encontramos con un proble-
ma de variacion restringida que configuramos con una funcional compuesta

V(x,9,9") =][y] - M[y] (2.47)

donde A es un multiplicador de Lagrange. Si sustituimos las integrales en (2.47)
surge
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b b
\P(x,y,y’):—j Y dx—/lj 1+ (v)%dx. (2.48)

Podemos tomar A dentro de la segunda integral y combinar ambas integrales,
ya que los limites son los mismos:

b

W(x,9,9) = J; (—y—/\ 1+ (y’)Z)dx. (2.49)

Al aplicar la EEL a la funcional resulta que

A =(x-C)2+ (y-Cp)%, (2.50)

donde C; y C, son constantes desconocidas. Para poder encontrarlas usamos la
condiciones de frontera dadas por los puntos A y B.

2.6 ENLACE ENTRE CALCULO DE VARIACIONES Y CONTROL OPTIMO

En el calculo de variaciones se minimiza una funcional del tipo

ty
J[v] :L y(x,%,t)dt, (2.51)

con x(tg) = xo y x(t1) = x1.

Lo anterior se puede transformar a un problema de control éptimo. Si deno-
minamos x(t) = u(t) como la variable de control, entonces la funcional (2.51)
cambia de la siguiente manera:

ty

Jhl=1 rxut)dt, (2.52)

to
que ademds estara sometida al sistema dindmico %(t) = u(t) con x(ty) = xg y
x(t;) = x7. Asi consideramos el problema de calculo de variaciones como un
caso particular del problema de control.
Definamos el hamiltoniano como:

H(x,u,t) = Au—y(x,u,t), (2.53)

que se utilizard en las condiciones del Principio del Mdximo de Pontryagin.

El Principio del Maximo de Pontryagin es la clave para el control é6ptimo
ya que brinda las condiciones necesarias de optimalidad global para solucionar
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problemas de control 6ptimo utilizando una variable de control que maximiza al
hamiltoniano del sistema en todos los instantes del tiempo (Rios, 2017; Liberzon,
2012).

Principio del Méaximo de Pontryagin: Sea u*(t) y x*(¢) 6ptimas en [tg, ]
entonces existe un vector A*(t) de la siguiente manera:

() = (A (1), X5 (£), A () 13 (1)), (2.54)

continuo y con derivadas parciales continuas, tal que se cumplen las siguientes
condiciones:

LA =-2 y xn=2500 v jen.

2. Que u*(t) maximice el Hamiltoniano por lo tanto:

oH
=0, (2.55)

3. x(t) =F(x,u,t) con x(tg)=x9 y x(t;1)=x1.

En el (Anexo A) se ilustra un ejemplo de control en el tiempo de un sistema
lineal usando el PMP.

2.7 TEORIA BASICA DEL CONTROL OPTIMO USANDO ECUACIONES DE CONTROL CO-
VARIANTES

Considera la notacién sensorial para describir los pardmetros de configura-
cién ¢', el campo de velocidad del robot se puede interpretar como una funcién
lineal de variables ¢'. Su energia cinética K(g,4) es convexa y cuadrética

1 o
K= =Myd'd/, (2.56)

en donde M;; es el tensor de masa del sistema, que se considera una métrica de
Riemann (ver Anexo C).

La energia potencial V(q) esta definida como el producto entre la masa, in-
tensidad del campo gravitatorio local y la altura del centro de masa. El método
toma ciertas cuestiones, también consta de llevar un sistema robdtico articula-
do de un estado de posicién inicial a un estado de posiciéon final en un tiempo
prescrito T (ver Seccién 4.1).

Con la funcién costo

1 ..
yu=sMluuj, (2.57)
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propuesta en los trabajos de Rojas-Quintero et al. (2021b); Dubois et al. (2015)
que contiene métrica de Riemman, el tensor de masa M y u es el vector par
de torsion del robot. Para encontrar el par necesario para llevar el sistema a la
posicion deseada, minimizan la siguiente funcional integral

Ty
](u) :J- —M’]uiu]-dt (258)
0 2

en donde u; y u; surgen de aplicar la EEL

d> (dL| d [JL)  dL

— ==t 3==¢+=—=0, 2.59

i \or o) o (259
con L = %Mijuiuj, del cual surge el sistema (3.33) de 2 EDO no-lineales del
segundo orden que rigen el control éptimo de este sistema.

2.8 DINAMICA DE ROBOTS MANIPULADORES

Un robot manipulador es un sistema mecanico articulado que esta conforma-
do por eslabones conectados de forma serial entre si a través de articulaciones.
Las articulaciones son generalmente de dos tipos: rotacionales o traslacionales.
Las posiciones de las articulaciones, se agrupan en el vector de coordenadas
generalizadas g (Kelly y Santibafiez, 2003), que designa las variables de configu-
racion.

Por ende, para un robot con #n articulaciones (n GDL), el vector de coordena-
das generalizadas g tendra n elementos:

q=191,92 94" (2.60)

Deseamos controlar la posicion y orientacién del érgano terminal del robot. En
efecto, el drgano terminal es aquel que entra en contacto con el entorno. La po-
sicién generalmente se expresa en términos del marco de referencia coordenado
cartesiano (x,7,z) que puede tener como origen la base del robot.

Dichas coordenadas son agrupadas en el vector de posiciones cartesianas:

x=[x1,X0, .0, Xp] L. (2.61)

Modelo cinematico directo: Representa la relacién entre la coordenada g gene-
ralizada y las coordenadas x del dispositivo terminal del robot. Dicho modelo
tiene una relacién de la forma:

x=f(q). (2.62)
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Modelo cinematico inverso: Representa la relaciéon entre las coordenadas x y
las coordenadas generalizadas g. Dicho modelo tiene una relacién de la forma:

q=f"(x). (2.63)

Modelo dinamico: Consiste en una EDO vectorial en las coordenadas genera-
lizadas g o coordenadas x, generalmente de segundo orden, y se expresa de la
siguiente manera:

f(9,4,4,u)=0 (2.64)

Donde u denota el vector de pares y fuerzas aplicadas en las articulaciones
por medio de los accionadores.

2.8.1 Ecuaciones de movimiento con Euler-Lagrange

Las ecuaciones que describen el movimiento de un robot manipulador pue-
den ser obtenidas a partir del principio fundamental de la dindmica estipulado
por Newton. Uno de los problemas que presenta este método, es que el analisis
se complica conforme el nimero de articulaciones del robot aumenta. Aplicare-
mos entonces la EEL (2.10) al lagrangiano del robot, que es la diferencia entre
su energia cinética K y su energia potencial V:

L(q,9) =K(q,9) - V(q). (2.65)

Las ecuaciones de movimiento de Lagrange para un manipulador de n GDL,
estan dadas por:

d [dL(g,9)\ IL(g.q) _ . _
dt{ d4; | ogq M 1Tl (20

Noétese que se tendran tantas ecuaciones dindmicas como GDL tenga el robot
manipulador. El uso de la EEL se reduce a cuatro etapas esenciales:

1. Caélculo de la energia cinética K(gq,4).
2. Célculo de la energia potencial V(gq).
3. Calculo del Lagrangiano del robot (2.65).

4. Desarrollo de las ecuaciones de movimiento de Lagrange.
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3.1 E]EMPLOI ROBOT MANIPULADOR DE UN GRADO DE LIBERTAD

Este sistema es muy sencillo y con este ejemplo ilustraremos el funciona-
miento bdsico de 3 métodos de control 6ptimo: PMP, RLC y ECC.

Recordando las cuatro etapas anteriormente citadas en 2.8.1, primeramente
mostraremos la convencién que usaremos junto con el diagrama del manipula-
dor (como en la Tabla 3.1 y Figura 3.1).

VARIABLES DESCRIPCION

m; Masa del eslabén i

I; Momento de inercia del eslabén i
l; Distancia al centro de masas i

L; Longitud del eslabén i

qi Posicién angular de la articulacién i

Tabla 3.1: Convencién de nomenclatura para un manipulador de n GDL

La energia cinética K(g,q) de este manipulador viene dada por:

. 1 1. X
K(q,9) = EmlvlTvl + 5111117': donde vy = L.}Ci] (3.1)
c

De acuerdo a la Figura (3.1) se sabe que:
xep =lecos(qr) oo Xep = —lsen(qy)gy (3.2)

Y =lasen(q1) . Y = lacos(q1)g (3.3)
Conociendo los términos x.; y V. se realizan las debidas operaciones hasta
llegar a la igualdad de

. 1 ) 1. .
K(q,4) :Emllc216]%+zllq%~ (3.4)
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<
S

>

Figura 3.1: Esquema del manipulador de 1 GDL.

La correspondiente energia potencial es

V(q) = mgleisen(qy), (3.5)

donde g es la constante de aceleraciéon gravitacional. El lagrangiano L(q,q) ex-
presado por (2.65) es, en este caso

L(q,9) = %mllglq%"i_%Ilq%_mlglclsen(Q1) (3.6)
de donde puede obtenerse
aLa(g;q) = ml3q + L
%{QL(;Z;Q)} = mlqdg + i (3.7)
aLa(g;q) = —mgleicos(q).

La ecuacién de Lagrange (2.66) correspondiente es entonces
uy = mylZ iy + Ly + migleycos(qy) (3.8)

en donde u; es el par aplicado a la articulacién 1. La ecuacién (3.8) describe el
comportamiento dindmico de este mecanismo.
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3.1.1 Desarrollo y aplicacion del PMP

El objetivo del problema de control éptimo, es encontrar la mejor entrada de
control u*(t) para conducir el sistema dindmico de un estado a otro, tomando
en cuenta restricciones (Sastry y Montgomery, 1993). Consideremos el indice de
desempeno (funcional integral) en,

b
sz ydt, (3.9)

que estd sujeto al siguiente intervalo [xo(a),xs(b)], en donde y = “72 es una fun-
cién costo convexa de tal manera que ] sea razonablemente minimizable. En-
tonces considerando el indice de desempenio (3.9), el hamiltoniano puede ser
establecido usando la ecuacién (2.53), esto es

H=ATf—y, (3.10)

en donde AT es el vector de co-estados y f es el sistema dinamico del robot en
variables de estado.

La ecuacién (3.8) describe el comportamiento dinamico del manipulador de
1 GDL, y se puede representar en variables de estado como:

x=[x x)"=[qn a5 (3.11)

Bdll e

en donde M = mllcz1 + 1, y G = mygl.cos(xp). Por lo tanto el hamiltoniano se
transforma en:

-G 2
H = /\1X2+/\2(uM )_M? (313)

Noétese que conforme el indice de desemperio ] sea menor, el rendimiento del
robot serd mejor de acuerdo a la funcién costo seleccionada (Asgari y Nikoobin,
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2020). Por lo tanto utilizando el PMP, se definen las condiciones de optimalidad
de la siguiente manera:

Loy,
b = oH  u-G
S VY
(3.14)
i, = _a_H - myglcysen(x;) .
! axl 2 M ’
. JH
Ay = _a_xz = -1

Enseguida maximizamos el hamiltoniano con respecto al control, es decir
cuando su derivada con respecto al control, se anula:
JH Ay

A
=0 —u=2

5 VL v (3.15)

Sustituimos la entrada de control (3.15) en las ecuaciones (3.14) para elimi-
nar u y dejarlas en funcién de las variables de estado x y co-estados A:

oo 9H
1 - a/\l - 2,
i = 9H _ A mglacos(x).
’ dA, M? M ’
(3.16)
i 9H ) (mglasen(x)).
! 9x 2 M ’
. oH
Ay = a—xz = -1

Finalmente se resuelve el sistema de ecuaciones de primer orden, sujetas a las
siguientes condiciones de frontera:

xi(a)=a, xi1(b)=p, x(a)=0, x(b)=0, (3.17)

en donde las constantes a y b son los tiempos de inicio y final del movimiento
deseado, a y f representan el valor de la posicién angular al inicio y final del
movimiento con velocidad nula en ambos casos.

De acuerdo al analisis anterior y a la obtencién de las ecuaciones (3.16) se
llevé a cabo la siguiente simulacién de trayectoria con los valores estipulados en
la Tabla (3.2). Si graficamos la solucién numérica de x; y x; (como en la Figura
3.2), se observa que si cumple con las condiciones de frontera de la Tabla (3.2).
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VARIABLES VALOR UNIDAD

my 2.4 kg

g 9.81 ms~?
I 0.4 m

I 1 kgm?
a 0 s

b 2.672 s

a 0 rad

B 0.8 rad

Posicién (rad)
Velocidad (radls)

0.0 Ol5 1.‘0 1‘5 2‘0 2‘5 0.0 055 1‘0 155 2‘0 255
(a) Posicién del manipulador (b) Velocidad del manipulador

Figura 3.2: Solucién numérica del control éptimo de un manipulador robético
de 1 GDL.

El PMP establece la trayectoria 6ptima, los co-estados y la entrada de con-
trol 6ptima u que minimizan la ecuacién (3.13) para las condiciones iniciales y
finales (como en la Figura 3.3).

La entrada de control u 6ptima que minimiza la ecuacién (3.9) evoluciona
segun se muestra en la Figura 3.4.

Como el objetivo es minimizar el consumo del par en la articulacién, pode-
mos cuantificar la raiz del promedio cuadratico de los pares durante la trayecto-
ria segun la expresiéon

b u?
a
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1oL — M) 1 A2(t)

Co-estado de velocidad
Co-estado de control
o

- i . ; ; ; i i H . :
0.0 05 1.0 15 20 25 0.0 05 1.0 15 20 25
T(s) T(s)

(a) Co-estado que controla la velocidad (b) Co-estado que controla la entrada
del manipulador de control u

Figura 3.3: Solucién numérica (A, A;).

uoptima

T(s)

Figura 3.4: Entrada de control u 6ptima.

Utilizaremos las siglas en inglés RMS (root mean square) para referirnos a la
media cuadrdtica para una coleccién de N valores.

El valor del indice de desempeno (3.9) y del par RMS (3.18), con este método
son:

J=3.08984, 1, =2.31275Nm (3.19)

3.1.2 Desarrollo y aplicacion del RLC

En esta seccién exploramos el método RLC que es muy usado para el con-
trol 6ptimo de sistemas robéticos (Kumar et al., 2017). Es importante entender
que una comparacién directa con la metodologia anteriormente expuesta no es
realmente posible. En efecto, con el método de control RLC no es directamente
posible especificar el tiempo de trayectoria, esto por razones inherentes al méto-
do RLC. Sin embargo, la idea de esta seccién es precisamente de recalcar estas
pequenas diferencias.
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En términos de control diremos que un control es é6ptimo si minimiza una
funcién costo en la que se manifiesta un compromiso entre diversas especifica-
ciones y restricciones (Khamseh y Janabi-Sharifi, 2017; Kumar et al., 2017; Najafi
et al., 2014). En este caso y al igual que en el PMP se busca minimizar el indice
de desempeno en

f:roydt—UZJm(xTQx+uTRu)dt, (3.20)
0 0

donde Q y R son matrices reales simétricas, constantes y definidas positivas.En
donde Q acttia como el factor de ponderacion de los estados del sistema y R es
el factor de ponderacién de la variable de control u. La funcién costo de este
indice de desempefio también es una cantidad escalar cuadratica.

El control esta sujeto a:

Xx=Ax+Bu, y=Cx+Du. (3.21)

Hay que tomar en cuenta que la u de control de este método utiliza la retro-
alimentacién de estados para ir regulando el sistema hasta llevarlo al punto de
equilibrio:

upg = —R'BTPx = —kx; (3.22)

k=R'BTP; (3.23)

donde P es una matriz simétrica definida positiva y ademas es la solucién de la
Ecuacién Algebraica de Riccati (EAR):

-ATP-PA-Q+PBR'BTP=0 (3.24)

Este controlador es una de las herramientas mds précticas del control moderno
lineal.

La finalidad del método es aplicar el control RLC a un manipulador de 1
GDL en el cual ademés de ser no lineal, se busca manipular las condiciones
de frontera como en el control PMP. Por lo tanto, usaremos (3.11) y (3.12) para
linealizar el jacobiano respecto al punto de operacién al que se desea llegar:

dh  9h Ih
Jdx; dx, U dx,
9 9 Ifs
A=1|9x Jdx, T Jx, (3_25)
Iy 9 9y
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h 9 9h
Ju, du, 7 du,
2h 9 9h
B: 8111 a1"2 " aum (3.26)
oh o o
Obteniendo las matrices A y B se resuelve (3.24), para calcular una variacién
(3.22).
Tenemos:

x=f(x,u) y=h(x,u), (3.27)

y sabemos que podemos estabilizar el punto de equilibrio o de operacién del
sistema no lineal mediante su linealizacién alrededor del punto de equilibrio u
operacion. Es decir, si:

T =u—-u =U— U, (3.28)

W =y-h(x"u") =y—h(xs, )

De forma similar que para los casos lineales, empleamos una ley de control
lineal (RLC) para obtener:

T*=-kZ=Z7Z=(A-Bk)Z Sea asintética estable de forma global.
(3.29)
Debemos tomar en cuenta que este controlador se encuentra en las coordena-
das linealizadas, por lo que es necesario regresarlo al sistema original. Si trans-
formamos la ecuacién (3.29) utilizando las ecuaciones (3.28) surge el siguiente
sistema de control:

U—ug=—-k(x—x5) .. —Du=—k(x—xx5)+ utgs, (3.30)

en donde ugy es el valor inicial del control que surge de igualar f; y f, a las
condiciones iniciales del sistema y resolviendo para u.

De acuerdo al indice de desemperfio (3.20) y a los datos anteriores (ver Tabla
3.2), se realiza el espacio de estados para (3.8):

x=[x; x
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Con el cual calculamos las matrices (3.25) y (3.26):
0 1
A= [4.8116 o]’

0
b= [0.7225]'

Resolvemos la ecuacién (3.24) para obtener la matriz P:

_ |61.5359 1.3932
©11.3932  0.0852]

Se seleccionan las matrices Q y R de ponderacién arbitrariamente:

0.0 0
Q_[o 0.001]’

R =10.001].

Resolviendo ahora la ecuacién (3.24) se obtiene la ganancia de retroalimen-
tacion.
k=[k, ky]=[14.0312 6.3118]

Después calculamos uss:
uss = 6.6592

Si graficamos la solucién numérica de x; y x, (como en la Figura 3.5), se
observa que cumple con las condiciones de frontera de la Tabla 3.2 que se le

plantean al robot.

locidad (rad/s)

Posicion (rad)

15
T(s)

(a) Posicién del manipulador (b) Velocidad del manipulador

Figura 3.5: Solucién numérica (xy,x;).

La entrada de control u 6ptima para este método se describe de la siguiente

manera (como en la Figura 3.6).
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—u)

Figura 3.6: Entrada de control u 6ptima.

El consumo par RMS que resulta de este método viene dado por el siguiente
valor

Upps = 6.4999Nm,

que es mas de 2 veces mayor que el resultado obtenido con la aplicacién del PMP
y ECC.

3.1.3 Desarrollo y aplicacion de las ECC

Este método fue presentado en Rojas-Quintero et al. (2021b); Dubois et al.
(2015) y por lo tanto dirigimos al lector (ver seccion 2.7) para ver los detalles de
esta metodologia. El método es similar al PMP, sin embargo en lugar de obtener
un sistema de 4n EDO del primer orden, se obtiene un sistema de 2n EDO del
segundo orden que son no-lineales en el caso de robots manipuladores con ar-
ticulaciones rotacionales. Una de las ideas centrales de este método es obtener
EDO con una estructura Riemanniana (ver mas acerca de este tema en el anexo
C). Esto se logra inyectando una métrica Riemanniana (en este caso el tensor de
masas del sistema) dentro de la funcién costo seleccionada. El indice de desem-
pefio es el mismo que en (3.9), pero en donde la funcién costo es en este caso.

u?

= . 3.31
Y= (3:31)
Notemos que en este caso, y sigue siendo convexa de tal manera que J sigue
siendo razonablemente minimizable. Utilizando la ecuacion

dg/ _
M;; S +V,V = u;
2 Jde : (3.32)

o +R§i,qfqluk+v,.v,wl =0
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de Rojas-Quintero et al. (2021a), obtenemos el siguiente sistema de 2 EDO no-
lineales del segundo orden que rigen el control 6ptimo de este sistema:

M (% + w?sen(x;)) = 0
(3.33)
i+ w’sen(x))u = 0

En donde M = mllcz1 +Lyw= ‘/"”Tgl“, con esto tendremos 2 ecuaciones de
segundo orden, para resolver directamente x; y u con los mismos datos de la
simulacién anterior (ver Tabla 3.2).

Por lo tanto, si graficamos la solucién numérica de x; y x, (como en la Figura
3.7), se observa que cumple con las condiciones de frontera que se le plantean
al robot. Ademas vemos que se obtienen los mismos resultados que con el PMP.

Posicién (rad)
Velocidad (rads)
°
&

; ; ; ; ; _ ; . . ; ;
0.0 05 1.0 15 20 25 0.0 05 1.0 15 20 25
T(s) T(s)

(a) Posicién del manipulador (b) Velocidad del manipulador

Figura 3.7: Solucién numérica del control éptimo de un manipulador robético
de 1 GDL.

La entrada de control u 6ptima para este método se describe de la siguiente
manera (como en la Figura 3.8). De nueva cuenta se busca minimizar el par RMS
que esta dado por la siguiente ecuacién:

b u?
- j ar (3.34)
a

Los valores de indice de desemperfio (3.9) y de par RMS (3.34), con este méto-
do son:

J=231188, 1,5 =2.31275Nm. (3.35)

Sin olvidar que las soluciones obtenidas con el PMP y con las ECC son las
mismas y menores que con el método RLC. En Rojas-Quintero et al. (2022a) pre-
sentan una formulacién de Riemman del Principio del Mdximo de Pontryaguin
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u optima

Figura 3.8: Entrada de control u 6ptima.

donde al considerar la funcién costo como una funcién del pardmetro de confi-
guracion y aplicando la EEL, obtienen como resultado una ecuacién para el par
6ptimo, que es una ecuacion covariante de segundo orden.

Después aplican el PMP, y demuestran que los co-estados resultantes son
de hecho una representacion de primer orden de una ecuacién covariante de
segundo orden, por tal motivo existe una equivalencia entre la aplicacién de las
ecuaciones de EEL y el PMP.

3.2 ROBOT MANIPULADOR DE DOS GRADOS DE LIBERTAD

Considérese el brazo mecénico de 2 GDL (como en la Figura 3.9), el robot
manipulador esta formado por 2 eslabones rigidos de longitudes L y L, y masas
my y m, respectivamente. Las articulaciones de los eslabones son rotacionales.

El vector de coordenadas generalizadas q(t) se define como:

q(t) =[q1(t) a:(1)]" (3.36)

La energia cinética K(g,4q) para este robot manipulador puede descomponerse
en la suma de dos partes: K(q,4) = K;(q,9) + K>(q,4) donde K;(q,9) y K»(9,4)
que son las energias cinéticas respectivas de cada eslabon.

Las coordenadas del centro de masa del primer eslabon estan expresadas en
el plano x —y por:

X1 = lclcos(ql)
(3.37)
Ve = lasen(qy).
El vector de velocidad v; del centro de masa resulta ser:
Xc1 _lclse”(ql)ql]
n=\"1= . 3.38
! [}’cl] [ lercos(q1)g1 ( )
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Figura 3.9: Manipulador de 2 GDL.

Por lo tanto, la velocidad al cuadrado vlTvl del centro de masa resulta ser:
viv, = 1242 (3.39)

Finalmente, la energia cinética del movimiento del eslabén 1 se expresa co-
mo:

) 1 1., 1 o 1
Ki(g,9) = §m1V1TV1 + Elllﬁ = Emllfﬂﬁ + Ellfﬁ- (3.40)

Las coordenadas del centro de masa del eslabén 2 expresadas en el plano

X —7 son:
X2 = Licos(qr) +leacos(q1 + q2)
(3.41)
Yoo = Lisen(q1)+lpsen(qr +qz).
El vector de velocidad v, del centro de masa resulta ser:
_ [%c2| _ [-L1sen(q1)d1 —lcasen(qr +q2)[d1 + 4o]
Ve2 Lycos(q1)41 + leacos(q1 + g2)[41 + 42
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Empleando las siguientes identidades trigonométricas cos?(0) +sen?(0) = 1

y sen(qy)sen(qy + q2) + cos(qq)cos(q1 + q2) = cos(g,) se obtiene la velocidad al
cuadrado v2Tv2 del centro de masa:

vy vy = L3475 + 15047 + 24142 + 43] + 2L L2 [4F + d1d2]cos(2). (3.43)
de donde: ) )

K>(g,9) = EmﬂzTVz + 512 [d1 + 42)% (3.44)
que al desarrollar, lleva a
M212

. my . . .. .
K>(q,9) :TL%‘I%‘F > 547 + 24142 + 43

) . 1. .
+myLylo[d7 + d142)cos(q2) + 512 41+ 42)*

La energia potencial puede descomponerse como la suma de 2 partes:
V(q) = V1(q) + V2(q) donde V;(g) y V2(q) son las energias potenciales respecti-
vas de cada masa. Se tiene entonces que:

Vi(g) = miglasen(qy)
(3.45)

Vo(q) = mog[Lisen(qy) + leosen(qr +q2)].

A partir de las ecuaciones de energfa cinética y de energia potencial puede obte-
nerse el lagrangiano del sistema:

L(g,9) = Ki(4,4) + K2(9,4) - V1(q) - Va(q)- (3.46)
De esta ultima ecuacién pueden obtenerse las siguientes expresiones:

JdL

Ern = [my 12 4+ maLi]dy + malZydy + malZyds + 2myLylcos(q,)d

+myLylpc0s(q2)G2 + 1141 + I2[41 + 42,

d ( JL . ..
E{a_ql} = [my 12 +myL+myl5+2ma Ly lpcos(q2)]d +[malZ+myLilpcos(q2)]d,

—2m, Lyl psen(qa)dida — myLyleasen(qy)ds + Ly + L[d1 + Ga),

oL
Fra —[myley +myLy]geos(qy) — magleocos(gy + q2),
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JdL . ) ) ) .
ETS = mylZ 41 + myl% 4y +myLylpcos(q2)dr + 141 + 2],

d ( JL . . N ..
’r {a_qz} = myl2 gy + mylZ Gy +myLylycos(qa)dy — myLylsen(qy)drda

+ L[4y + 2],

oL C
o —myLylpsen(qy) (4142 + d3] — magleasen(qy + q2).

Las ecuaciones de Lagrange (2.66) correspondientes son:

uy = [mllc22 + mzL% + WZZZSZ + 2m2L1 lc2C05<42) + Il + 12]‘71
+ [malZ, 4+ myLyleacos(q) + Io)da — 2myLylosen(qr)drdo
—myLyleasen(g2)d3 + [myley + myLy]geos(qr) + magleocos(qr +q2), (3.47)

uy = [mylZ, + myLylcos(qy) + L)1 + [mol2, + L)dy + myLylasen(q2)d3
+ myglocos(gr +4g2). (3.48)

Donde u; y u, corresponden el par aplicado en cada una de las articulacio-
nes.

3.2.1 Aplicacion del PMP

En la Figura 3.9 se muestra un esquema cinematico del manipulador robéti-
co de 2 grados de libertad. Los pardametros para este robot se presentan en Reyes
y Kelly (2001), pero atin adoptamos la nomenclatura de la Tabla 3.1.

Para la siguiente simulacién se tomardn las siguientes condiciones de fronte-
ra,con T = 2s.

q(0) = (x1(0),x3(0)) = (0,0) rad

q(0) = (x2(0),x4(0)) = (0,0) rads”! (3.49)
qQ(T) = (x(T),x3(T)) = (0.8,1.0) rad ’
q(T) (x2(T),x4(T)) = (0,0) rads .
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Posicién (rad)

Posicion (rad)

25

20

0.5

0.0 0.5 1.0 15 20
T(s)

(a) Posicién de la articulacién 1

— x3(t)

.0 05 1.0 15 20
T(s)

(c) Posicion de la articulacion 2

Velocidad (rad/s)

3L

Velocidad (rad/s)

x2(t)

1.0 15 20
T(s)

(b) Velocidad de la articulacién 1

T

T T

X4(t)

1.0 15 20
T(s)

(d) Velocidad de la articulacion 2

Figura 3.10: Solucién numérica del control 6ptimo de un manipulador robético
de 2 GDL.

Por lo tanto, si graficamos la solucién numérica de x; a x4 (como en la Figura
3.10), se observa que cumplen con las condiciones que se le plantean al robot.

Las entradas de control u; éptimas para este método se describen de la si-
guiente manera (como en la Figura 3.11).

u optima

08 T T

06 — ul(t)

L
0.0 05 1.0 15 20

T(s)

(a) u 6ptima de la articulacién 1

uoptima

0.0 0.5

1.0 15 20
T(s)

(b) u 6ptima de la articulacién 2

Figura 3.11: Entradas de control u; y u,.

Los valores del indice desempefio (3.9) y del par RMS (3.34) son en este caso

de:
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J =0.336956, 1,5 = 0.580479Nm (3.50)

3.2.2 Aplicacién del RLC

Al igual que en la seccidén (3.1.2) en esta seccién exploramos el método RLC
que es muy usado para el control 6ptimo de sistemas roboéticos (Kumar et al.,
2017). Recordemos que una comparacién directa con la metodologia anterior-
mente expuesta no es realmente posible. En efecto, con el método de control
RLC no es directamente posible especificar el tiempo de trayectoria, esto por
razones inherentes al método RLC. Sin embargo, la idea de esta seccién es preci-
samente de recalcar estas pequenas diferencias.

Cabe recalcar que para este caso de estudio las condiciones iniciales y finales
del robot son las siguientes.

q(0) = (x1(0),x3(0)) = (0.8,1.0) rad

4(0) = (0(0)x(0) = (0,0)rads! s
q(0) = (x1(c0),x3(c0)) = (0,0)rad ’
d(w) = (ra()xs(0)) = (0,0)rads™.

Por lo tanto, si graficamos la solucién numérica de x; a x4 (como en la Figura
3.12), se observa que parte de posiciones iniciales diferentes a Orad para ambas
articulaciones a velocidad inicial de Orads~! y llegan ala posicién final de Orad
a velocidad nula.

Recordando que una comparacién directa entre metodologias vistas en esta
seccién no es posible por la naturaleza de las mismas, pero se logré llevar el
sistema de una posicién inicial fuera del origen a Orad como posicién final.

3.2.3 Aplicacion de las ECC

De nueva a cuenta se tomara como referencia la metodologia de Dubois et al.
(2015) aplicada en el robot manipulador (como en la Figura 3.9), ademas se
seguiran respetando las condiciones de frontera de la ecuacién (4.5) con T = 2.

Por lo tanto, si graficamos la solucién numérica de x; a x4 (como en la Figura
3.13), se observa que cumple con las condiciones que se le plantean al robot.

Hay que tener en cuenta que el par de trayectorias utilizando esta metodo-
logia tienen una evolucién mds suave que utilizando el PMP, pero el tiempo de
calculo para cada una de las soluciones se incrementa asi que cada método tiene
sus ventajas o desventajas seguin la tarea que se le destinard al robot manipula-
dor. El aumento en el tiempo de calculo con respecto al PMP se podria explicar
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Figura 3.12: Solucién numérica del control 6ptimo de un manipulador robético

de 2 GDL.

por el hecho de que las ECC son del segundo orden mientras que con el PMP las

ecuaciones son del primer orden.

Los valores de indice desempeno (3.9) y de par RMS (3.34) en este caso de:

] =17.4868,

40

Uyms = 0.580479Nm.
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Posicién (rad)
Velocidad (rad/s)

0.0 0‘5 1‘0 1‘5 20 0.0 0t5 |t0 1‘5 20
T(s) T(s)
(a) Posicién de la articulacién 1 (b) Velocidad de la articulacién 1

25 T

T T

T T T
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20F
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0.0 0‘.5 1‘.0 1‘5 20 —200 0‘.5 1‘.0 1‘5 20
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(c) Posicién de la articulacién 2 (d) Velocidad de la articulacién 2

Figura 3.13: Solucién numérica del control 6ptimo de un manipulador robético
de 2 GDL.
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COMPARACION NUMERICA DE FUNCIONES COSTO UTILIZANDO EL PMP

Uno de los enfoques tradicionales del control 6ptimo, implica la optimiza-
ciéon de la trayectoria 6ptima que conduce a la aplicacion del Principio Méximo
de Pontryagin (PMP). Esto requiere resolver un sistema acoplado de ecuaciones
diferenciales ordinarias (EDO) que gobiernan las variables de estado y conju-
gadas (Pontryagin et al., 1962). Estamos interesados en desarrollar una meto-
dologia de control 6ptima basada en PMP. En esta metodologia, el objetivo es
minimizar (o maximizar) una funcién integral que se considera un indice de
rendimiento (PI) (también comtinmente llamado funcién objetivo) (Mesterton-
Gibbons, 2009; Liberzon, 2012). El PI funcional es la integral de una funcién
costo elegida apropiadamente que luego compone un hamiltoniano. La aplica-
cién del PMP a este hamiltoniano 6ptimo conduce a un sistema de EDO para las
variables de estado y control. Por lo tanto, para el control de robots, la eleccién
del hamiltoniano es una parte critica de este proceso. En este trabajo, estudiamos
el impacto numérico de dos funciones costo en el control 6ptimo de manipulado-
res roboticos usando PMP. Tomamos una funcién costo que se usa comtinmente
en la literatura y la comparamos con una que proponemos como mejor alternati-
va. Las simulaciones numéricas realizadas en el manipulador robético de 2 GDL
(como en el Anexo B) muestran cémo nuestra funcién costo propuesta mejora la
robustez numérica y ademas reduce el tiempo de calculo requerido.

Tradicionalmente, el principal enfoque del control éptimo es optimizar la
trayectoria que resulta de aplicar el Principio Madximo de Pontryaguin. Requiere
dar solucién a un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias que gobiernan
el control y variables de estado (Pontryagin et al., 1962). Durante el desarrollo
del articulo “Comparing cost functions for the optimal control of robotic ma-
nipulators using Pontryagin’s Maximum Principle” (Ramirez-de Avila et al.,
2021) nos interesaba comparar dos funciones costo, una utilizada en la literatu-
ra y una donde incrustamos el tensor de masa en la funcién costo para obtener
mayor robustez numérica con respecto a los cambios en el tiempo, al momento
de resolver las ecuaciones que rigen el movimiento éptimo del robot.
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4.1 INDICE DE DESEMPENO Y FUNCION COSTO

Deseamos llevar el sistema robético articulado de un estado de posiciones
y velocidades iniciales (¢(0),4(0)) a un estado final (¢(T),4(T)) en un tiempo
prescrito T. Las magnitudes del par requeridas para lograr esto, se pueden res-
tringir minimizando una funcién integral del tipo:

T
Jw = |y (4.1)

donde u es el vector par de torsioén del robot que para el estudio se consideran co-
mo las variables de control de nuestro sistema. La funcidén integral (4.1), donde
y es la funcién costo seleccionada, de tal manera que (4.1) pueda ser razonable-
mente minimizada, que en nuestro caso dependera de los pares de torsiéon del
robot manipulador u.

Durante el estudio de la literatura notamos que cuando se busca minimizar
las intensidades de par y normalmente se elige como:

Lt
YA = Su Au, (4.2)

donde A es una matriz de ponderacién de coeficientes constantes y diagonal que
generalmente se toma como la identidad (Eriksson, 2007; Nikoobin y Moradi,
2011; Mirz et al., 2018; Asgari y Nikoobin, 2020; Vezvari et al., 2020). Realizamos
simulaciones usando esta funcién costo cuando A es la identidad.

Para la propuesta tomamos como base a (Dubois et al., 2015; Rojas-Quintero
et al., 2021a) y se propone el uso de la siguiente funcién costo

1 _
M = EuTM 1(q)u. (4.3)

4.2 CONTROL OPTIMO DE UN MANIPULADOR ROBOTICO DE 2 GDL

Sabemos que para todo robot de n GDL para el cual n > 1, el tensor de masas
M = M(q) dependera de la configuracion del sistema, por lo tanto impactara
en el control 6ptimo del mismo. Para las siguientes simulaciones tomamos las
siguientes condiciones de frontera;

q(0) = (x1(0),x3(0)) = (0,0)rad

q(0) = (x2(0),x4(0)) = (0,0)rads”! (4.4)
q(T) = (x(T),x3(T)) = (0.8,1.0) rad :
q(T) (x2(T),x4(T)) = (0,0) rads!.
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En la Figura 4.1 se muestran tres conjuntos de curvas de valores promedios
para el par, potencia y el tiempo de cdlculo de la CPU necesarios para obtener
una solucion para los valores de tiempo prescrito T.

Como podemos observar hay huecos en las graficas lo que nos indica que
nuestro solucionador no pudo encontrar una solucién que respete las condicio-

nes de frontera que antes estipulamos, esto se debe a la rigidez de las ecuaciones
diferenciales (sobre este concepto de rigidez ver Anexo D).

Algo que recalcar es que para y), el solucionador si encuentra solucién para
cada uno de los tiempos prescritos T, lo que nos indica una robustez numérica
(sobre este concepto de robustez numérica ver Anexo D) en cuanto a calcular las
soluciones para cada tiempo. Otro punto a recalcar es que el tiempo de compu-
tacién es menor con y,;. A partir del segundo 2, los tiempos de cédlculo se incre-
mentan demasiado, pero siempre obteniendo una solucién, que a comparacién
de y4, no es posible obtener para todos los tiempos.

Par RMS (N m)
Potencia RMS (W)

T(s)

Tiempo de computacion ()
o
8

(c) Tiempo de la CPU

Figura 4.1: Control 6ptimo (pares): Posiciones articulares y pares.

La Figura 4.2 nos muestra las trayectorias para diferentes tiempos prescritos,
el objetivo de esto es ver mds claramente qué funcién costo nos ayuda a tener un
movimiento mds suave en el robot.
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Posicion de la articulacion 1 (rad)
Posicion de la articulacion 2 (rad)

T(s)

Par de la articulacion 1 (rad)
Par de la articulacion 2 (rad)

T(s) T(s)

(c) Par de la articulacién 1 (d) Par de la articulacién 2

Figura 4.2: Solucién numérica del control 6ptimo de un manipulador robético
de 2 GDL.

Analizamos el impacto numérico de dos funciones costo en el solucionador
NDsolve de Wolfram Mathematica®. Observamos que para la primera funcién
costo y4 que es usada generalmente en la literatura antes citada, se tiene la ven-
taja de provocar un menor consumo de par durante el movimiento 6ptimo del
sistema, sin embargo hace que las ecuaciones de control 6ptimas que gobiernan
el sistema sean rigidas. Mediante las graficas antes planteadas, se observa la rigi-
dez hasta el punto de que las soluciones solo se pueden encontrar en un conjunto
limitado de intervalos de tiempo prescrito T. Ademas los limites articulares de
los eslabones en la trayectoria son mas altos que con la otra funcién costo.

4.3 MOTIVACION DEL ANALISIS

En el primer acercamiento experimentando con el tensor de masas en las fun-
ciones costo seleccionadas, notamos que tienen propiedades interesantes tales
como aumento en la robustez numérica y amplitudes de movimiento menores.
Por lo tanto, las pruebas numéricas nos motivan a inyectar el tensor de masas en
las funciones costo ya existentes en la literatura.
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El objetivo principal es realizar un control éptimo en manipuladores obser-
vando los limites articulares. En las anteriores pruebas numéricas tuvimos un
acercamiento muy aceptable por lo tanto restringiremos el resto de nuestras
pruebas a los casos en los que la funcién costo depende de los pares de torsion y
de las velocidades del robot.

Conociendo estos parametros hemos tomado dos funciones costo utilizadas
en la literatura. En cada una de ellas inyectamos el tensor de masas con la hipote-
sis de obtener mayor robustez numérica y disminucion en los limites articulares.

CRITERIO FUNCION COSTO Vi

Par

(Kaphle y Eriksson, 2008; Eriksson y Nordmark, 2010)
(Ghasemi et al., 2012; Eriksson, 2007)

(Nikoobin y Moradi, 2011; Mirz et al., 2018)

1
Asgari y Nikoobin (2020); Vezvari et al. (2020) V1= EuTu

Par + Velocidad articular

1
(Kaphle y Eriksson, 2008; Eriksson y Nordmark, 2010) y, = 3 (uTu + qTq)

Par
1
(Dubois et al., 2015; Rojas-Quintero et al., 2021a,b) V3 = EuTM_l(q)u
1
Par + Velocidad articular (proposicién nueva) ra=5 (uTMf1 (Qu+ qTM(q)q)

Tabla 4.1: Funciones costo evaluadas. )7, ¥, y 73 estan presentes en la literatura;
73 Y Y4 presentan el tensor de masa y se proponen como alternativas a y; y 5,
respectivamente.

La Tabla 4.1 presenta una descripcién de las cuatro diferentes funciones cos-
to con las que realizamos pruebas numéricas para comparar cuatro aspectos:

Robustez numérica para calcular los controladores 6ptimos con tiempos
crecientes prescritos T.

Consumo de par y de potencia de la articulacién del robot;

Tiempos de calculo para resolver el sistema de EDO no lineales;

Amplitud de movimiento en la articulacién;
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4.4 COMPARACION DE 4 FUNCIONES COSTO APLICANDO EL PMP A UN MANIPULA-
DOR DE 2 GDL

Para las siguientes pruebas numéricas evaluamos el impacto de cada funcién
costo y; de la Tabla 4.1 en el control 6ptimo de un manipulador de 2 GDL.

Seguimos una metodologia especifica que garantiza que todas las pruebas se
realicen en igualdad de condiciones. La cual se detalla en los siguientes pasos.

Para las siguientes simulaciones tomamos las siguientes condiciones de fron-
tera;

q(0) = (x1(0),x3(0)) = (0,0)rad

q(0) = (x2(0),x4(0)) = (0,0)rads™! (45)
q(T) = (x(T),x3(T)) = (0.8,1.0) rad :
Q(T) = (x2(T),x4(T)) = (0,0)rads™!

En la Figura 4.3 se muestran los resultados de las pruebas numéricas para el
par RMS, potencia RMS y tiempo de cédlculo de la CPU. Cada una de estas grafi-
cas se traza contra el tiempo de trayectoria prescrito T el cual hemos limitado
hasta 10s. En primer lugar podemos observar que no todas las curvas alcanzan
el valor de T = 10s, esto se debe a que solo con y4 el solucionador NDsolve de
Wolfram Mathematica® nos arroja un resultado al sistema de EDO no lineales.
Ademads si tomamos el caso de y, observamos los huecos del andlisis anterior
que se deben a problemas numéricos que surgen en el control éptimo de siste-
mas dindmicos como la rigidez (Grancharova y Johansen, 2005).

La evaluacién que tuvimos para cada funcién costo nos indica una mayor
robustez numérica con y3 y y4 con respecto a los valores crecientes de T.

En la Figura 4.4 se muestran las posiciones y pares para cuatro trayectorias
diferentes en cuatro diferentes tiempos prescritos T (0.7s,2.4s,4.9sy 10s) para
las cuatro funciones costo diferentes. Cabe recalcar que cada uno de los valores
elegidos para T corresponde al valor mdximo para el cual el solucionador ND-
solve de Wolfram Mathematica® pudo determinar una solucién usando cada
funcién costo y;. Por lo tanto, solo una trayectoria corresponde a y; (linea roja
punteada); dos trayectorias corresponden a y; (linea gris); tres de ellos corres-
ponden a y; (linea azul discontinua); cuatro de ellos corresponden a y,4 (linea
negra).

Se puede apreciar una tendencia a medida que incrementa el valor de T, el
comportamiento es similar con cada funcién costo. Las posiciones articulares
tienden a oscilar cuando el robot se acerca a la posicién que indicamos previa-
mente en las condiciones de frontera, para los pares del robot sucede algo similar
oscila en torno a cero para minimizar el consumo de par.
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40
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Par RMS (N m)
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Potencia RMS (W)
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(a) Par RMS (b) Potencia RMS
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Tiempo de computacion (s)
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(c) Tiempo de la CPU

Figura 4.3: Control 6ptimo (Velocidades, pares): Par RMS, Potencia RMS, Tiem-
po de CPU.

Posicion de la articulacion 1 (rad)
Posicion de la articulacion 2 (rad)

T(s) T(s)

(a) Posicién de la articulacién 1 (b) Posicién de la articulacién 2

Y1

Vi

Par de la articulacion 1 (rad)
Par de la articulacion 2 (rad)

T(s)

(c) Par de la articulacién 1 (d) Par de la articulacion 2

Figura 4.4: Control 6ptimo (Velocidades, pares): posiciones articulares y pares.
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Esta comparacién podria llamarse injusta ya que las funciones costo tienen
criterios diferentes que las caracterizan a cada una de ellas, por lo tanto po-
demos comparar las que mads se parecen entre ellas. Por ejemplo el criterio de
torsion caracteriza dos de ellas (y; y 3), un criterio de torsién + velocidad arti-
cular caracteriza a y, y y4. Siguiendo la légica anterior la Figura 4.5 muestra la
confrontacién de las posiciones articulares de la trayectoria de estos dos pares
de funciones costo mas a detalle. Como punto a destacar podemos observar una
reduccion en la amplitud de movimiento articular en las articulaciones, que con-
venientemente para nuestro estudio se presentan en las funciones costo donde
esta inyectado el tensor de masas y esto evidencia que su presencia dentro de la
funcioén tiene un efecto favorecedor con respecto a la amplitud de movimiento
del sistema robético.

lacion 2 (rad)

Posicion de la articulacion 1 (rad)
Posicion de la articul

T(s) T(s)

(a) Posicién de la articulacién 1 (b) Posicién de la articulacion 2

—_—

08 —_—

— a

Posicion de la articulacion 1 (rad)
Posicion de la articulacion 2 (rad)

(c) Posicion de la articulacion 1 (d) Posicién de la articulacién 2

Figura 4.5: Control 6ptimo (Velocidades, Pares): enfrentando ), contra y3 y 7,
contra yy.

En la Figura 4.5 podemos observar los movimiento mas éptimos en cuanto
a limites articulares, pero hay que tomar en cuenta que estamos optimizando
dos factores, el par y la velocidad. Por lo tanto el valor del par no es el minimo
que podria obtenerse con alguna otra funcién costo. Aseguramos un control mas
adecuado ya que normalmente los manipuladores tienen una area de trabajo y
usando la funcién costo que minimiza los pares se presentaban movimientos
mas erraticos que podrian causar una colisién en el plano del movimiento.
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En una amplia bisqueda por encontrar la mejor funcién costo para dismi-
nuir los limites articulares nos encontramos con una ya utilizada en la literatu-
ra:

Vs = %(éiTc'i), (4.6)

en la cual la variable de control seria la aceleracién angular, y el criterio seria
una minimizacién de la aceleracién angular. El usar las aceleraciones dentro del
indice de desempefio no es tan comun ya que normalmente se trata de minimizar
los costos de operacidn para generar el movimiento y con esta funcién simple-
mente no se obtienen esos resultados (Flash y Hogan, 1985). Algunos detalles
significativos que arroja esta funcién costo son:

» Mayor robustez numérica
» Tiempos de computacién menores

Hay que tener en cuenta que son ventajas que tiene sobre otras funciones
costo pero la utilidad es diferente. Nos encontramos con una funcién costo que
genera una trayectoria directa sin usar la propia dindmica del manipulador,
ademas obtiene mayores tiempos de trayectoria lo cual indica que las ecuaciones
de control y variables de estado tienen una mayor robustez numérica.

En la Figura 4.6 se muestran los resultados de las pruebas numéricas para el
par RMS, potencia RMS y tiempo de célculo. Teniendo como punto positivo los
tiempos de cédlculo tan bajos a comparacién de las demas funciones costo.

La Figura 4.7 muestra el movimiento de cada articulacién en diferente tiem-
pos prescritos T y ademads se observa que cumple con las condiciones de fronte-
ra.
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COSTO UTILIZANDO EL PMP

Par RMS (N m)

Figura 4.6: Control 6ptimo (Aceleraciones): Par RMS,
la CPU.
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CONCLUSIONES

Se lograron realizar simulaciones de movimiento 6ptimo controlado en un
robot manipulador de 1 y 2 GDL, obteniendo resultados interesantes. Se com-
pararon funciones costo utilizadas en la literatura con las funciones costo pro-
puestas que integran en su estructura el tensor de masas M(q) del sistema, a
partir de las ya citadas funciones. Se utiliz6 el programa NDsolve de Wolfram
Mathematica® para realizar las pruebas numéricas.

Los resultados analizados arrojaron que las funciones costo con el tensor de
masas M(q) tienen una mayor robustez numérica en cuanto a tratar de resolver
las ecuaciones de control y variables de estado.

En el marco del Principio del Maximo de Pontryagin, esta tesis también tuvo
como resultado el articulo “Evaluation of invariant cost functions for the op-
timal control of robotic manipulators” (Morales-Lépez et al., 2021) donde se
analizaron los beneficios de utilizar una funcién costo invariante que presenta el
tensor de masa del sistema. Funciones costo que son comunmente utilizadas en
la literatura especializada fueron modificadas insertando el tensor de masa del
sistema, de tal forma que se vuelven invariantes ante un cambio de coordenadas.
Después se llevaron a cabo simulaciones de movimiento éptimas y analizamos
su impacto en: (a) un solucionador comercial ODE y (b) el movimiento del robot.

Empleando las funciones costo de la literatura maés utilizadas, se llega a un
menor consumo de par. Sin embargo existen mayores beneficios al usar nues-
tras funciones costo invariantes propuestas. Estos representan un medio para
obtener sistematicamente los siguiente beneficios:

» menores tiempos de cdlculo de la CPU ;
= mayor robustez numérica con respecto al tiempo de trayectoria prescrito;

» reduccién de amplitud de movimiento.

Estos beneficios son una consecuencia de haber elegido funciones costo con
una estructura invariante, que se logré tras construirlas con el tensor de masa
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del sistema, que es considerado como una métrica Riemanniana. En general, este
trabajo contribuye a proporcionar evidencia de que el tensor de masa simplifica
el proceso de solucién del sistema de EDOs del control éptimo otorgando una
mayor robustez numérica; ademads cabe destacar que se han considerado limites
articulares.
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CONTROL OPTIMO EN EL TIEMPO DE UN SISTEMA LINEAL (EIEMPLO)Z

Minimizar la funcional (A.1), que esta sujeta a las siguientes condiciones:
y=1tu,p(0)=0 y p(1)=1

1
<”y]:\[ udt. (A.1)
0
1. Construimos el hamiltonianio de acuerdo a la ecuacién (2.53):
H=u?+ \?u. (A.2)

2. Aplicamos las condiciones del PMP al hamiltoniano:

oH )
5, =0="1 . A=a (A.3)

Ahora resolvemos la dindmica del sistema y = t?u, sustituyendo u en p:

. —Cytt
V= Tl (A.5)
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Integramos a ambos lados de la igualdad para calcular y:

-G
y=—" +tCx (A.6)

Después usamos las condiciones del problema para calcular las constantes
C] y Cz:

Cl — —10, C2 — 0 (A7)

Por lo tanto, teniendo los valores de las constantes calculamos u*(t) 6pti-
ma:



ESQUEMA CINEMATICO Y DINAMICO DE UN ROBOT MANIPULADOR DE 2 GDL

(a) Manipulador robético de 2 GDL.

Figura B.1: Esquema cinemadtico del manipulador robético utilizado: (a) Mani-
pulador robético 2-GDL. Los parametros (m;,I;,L.;,L;,g;) denotan respectiva-
mente i-avos: masa del eslabon; momento de inercia del eslabdn; distancia del
centro de torsion al centro de masa; longitud del eslabén; parametro de configu-

racién.

Para establecer el modelo dinamico, seguimos los procedimientos estandar
que se pueden encontrar en Kelly et al. (2005). El manipulador robético se rige
por ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales de movimiento de segundo
orden de la siguiente forma:

M(q)4+V(q,q) +G(q) =u, (B.1)
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En la Figura B.1(a) se muestra un esquema cinemdtico del manipulador
roboético de 2 GDL objetivo. Los pardmetros de este robot se presentan en Reyes
y Kelly (2001). Para este manipulador, (B.1) conduce a dos ecuaciones de movi-
miento, u; y u,, que describen cada articulacién. Los términos de composicién
de cada una de estas ecuaciones de movimiento vienen dados por

My =L +IL+mLy*+ mZ(L622 +Li*+2L L, cos(q2));
My, = I, +myLey® +myLi Loy cos(qy);
My = I +myLey* + myLyLeycos(qa);
My = I + myLy%; (B.2)
V) = —myL Lepsin(92) (24142 + 622);
Vo = myLyLpsin(qr)41%;
Gy = g(miLey +myLy)sin(q1) + magLersin(qr + q2);
Gy = mygLersin(qy +q2).

64



GEOMETRIA DE RIEMANN

La geometria Riemanniana es geometria diferencial en donde la métrica de-
fine las operaciones bésicas (Grinfeld, 2013, pagina 60).

Ejemplo: producto escalar

<u,v> en Geometria Riemanniana — Mu.v

Por lo tanto, inyectando el tensor de masas M(q) en la estructura de nuestras
funciones costo y utilizando la légica del producto escalar en geometria Rieman-
niana.

<u,u> en Geometria Riemanniana — M 1y?

<4,4> en Geometria Riemanniana — Mq'2

Donde M fue identificado como la métrica Riemanniana para sistemas
robdticos por Park et al. (1995); Gu (1991); Rojas-Quintero et al. (2022b). En-
seguida, el lector podria preguntarse ;porqué usar M~! en lugar de M para de-
finir < u,u >? Para responder a esto hay que presentar detalles técnicos propios
al célculo tensorial.

Existen tensores llamados covariantes, para los cuales, los indices llamados
“vivos”, son “bajos” como en el caso del tensor u;. Existen también tensores 1la-
mados contravariantes, para los cuales, los indices vivos son “altos”, como en el
caso del tensor u’. Ambos objetos estan estrechamente relacionados pues en la
l6gica de Riemann,
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ui:Mijuj y ui:Mijuj.

M;; = M, es decir, representan los elementos de la métrica Riemanniana. De
igual manera, M =M1 esdecir, representan los elementos de la métrica inver-
sa. Entonces, es importante remarcar que al aplicar las reglas de transformacién
anteriores,

<u,u>= Mu'v = u'Mjju = u'u; = MYuju;.

Resta entender qué representan los u; fisicamente con respecto a los u’. Para
esto se dirije al lector hacia los trabajos de Rojas-Quintero et al. (2021a, 2022b),
en donde se explica que la versidn covariante u; es aquella que representa los
pares articulares y no los u/, por oposicién con las coordenadas generalizadas
' que son contravariantes, y que representan las posiciones angulares del robot.
Asi,

<u,u>= M~ 1u2,
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La rigidez numérica es un concepto sutil, pero dificil e importante en la so-
lucién numérica de ecuaciones diferenciales ordinarias, depende de la ecuaciéon
diferencial y de sus condiciones iniciales y finales asi como del método numérico
empleado (Moler, 2003).

Una ecuacién diferencial ordinaria es rigida si la solucién a encontrar cam-
bia lentamente, pero hay soluciones vecinas que cambian rdapidamente, por lo
que el método numérico elegido debe dar pequetias iteraciones para obtener el
resultado (Hairer y Wanner, 1999).

Las soluciones de este tipo de sistemas rigidos son de gran interés para la
comunidad cientifica, ya que se han propuesto métodos numéricos y analiticos
para su solucién.

En Spijker (1996) se da una definicién simple y concreta la cual adoptamos
para toda referencia de la misma en esta investigacion.

Definicion: Los problemas de valor inicial son rigidos si son (extremada-
mente) dificiles de resolver mediante métodos ordinarios paso a paso explicitos,
mientras que ciertos métodos implicitos funcionan bastante bien.

La rigidez es un problema de eficiencia, ya que forma parte de la estabilidad
numérica y del tiempo que lleva un calculo denominado tiempo de ejecucioén,
que para esta investigacion sera adoptado como el tiempo que se requiere para
terminar un proceso de calculo utilizando un equipo computacional.
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