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Resumen

En este trabajo de investigacion se describe el desarrollo de controladores neuronales para estabilizar
la orientaciéon de mecanismos que utilizan ruedas de reacciéon inerciales como actuadores. La dindmica
de los mecanismos propuestos en este trabajo de tesis es de tipo no lineal y se considera que el modelo
dindmico de los mecanismos no se conoce por completo. El controlador propuesto esta constituido por
una compensacién no lineal de tipo proporcional derivativa en un lazo de retroalimentacién que se
complementa con una red neuronal de una capa que mejora el desempenio del controlador. Los pesos a
la salida de la red neuronal son estimados durante el proceso de control a través de leyes de adaptacion,
por lo que esta no requiere de un proceso de entrenamiento previo. Las funciones de activacion usadas en
las redes neuronales son tangentes hiperbdlicas. En este trabajo de tesis, se comparo el desempeno de un
controlador adaptativo por estimaciéon paramétrica, con un controlador adaptativo neuronal, aplicados
sobre el modelo de un péndulo de rueda de reaccién inercial. También se desarrollé6 un controlador
adaptativo neuronal para estabilizar la orientacién de un mecanismo tipo satélite de tres grados de
libertad y se demostrd que las variables de error de lazo cerrado del sistema permanecen uniformemente
dltimamente acotadas. Para confirmar lo propuesto en esta tesis, se realizaron simulaciones numéricas

de los modelos propuestos aplicando cambios paramétricos y perturbaciones.

Palabras clave: Redes neuronales, aprendizaje durante el proceso, control adaptativo, control no

lineal, ruedas de reaccion inercial, uniformemente dltimamente acotada.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Planteamiento del problema

Un sistema de control es aquel que se caracteriza por incidir en un conjunto de elementos mani-
pulables pertenecientes a un mecanismo, tal que se influye sobre el comportamiento de este acorde a
reglas y/o criterios preestablecidos. Este debe ser capaz de controlar de forma eficiente la respuesta del
mecanismo a partir de la modificacion de sus variables de entrada. Ademas, el algoritmo de control debe
ser robusto y permitir el constante monitoreo del desempeinio de los actuadores o variables de control,
compensar las perturbaciones producidas por variables externas y detectar posibles fallos dentro del

sistema de control antes de que estos se vuelvan criticos |2].

Actualmente, gracias a los avances tecnologicos, existe una tendencia creciente por el desarrollo
de vehiculos aeroespaciales, terrestres y maritimos con aplicaciones relacionadas con la comunicacién,
la exploracion y la investigaciéon. El desarrollo de estos vehiculos requiere de la implementacion de
nuevos sistemas de control eficientes que les permitan desplazarse de forma adecuada a lo largo de una

trayectoria, respetando en todo momento su orientacién con respecto a un marco referencial [3, 4, 5].

Figura 1.1: Vehiculos auténomos para exploracién y comunicacion.

Los sistemas de control de orientaciéon regularmente utilizan el efecto de la inercia para mantener la
posicién angular de un objeto con respecto a un marco de referencia inercial. Dichos sistemas son muy
utilizados en la industria aeroespacial para el control de orientacién de satélites y naves espaciales; pero
también pueden aplicarse a todo aquel mecanismo conformado por elementos inerciales que requiera de

un control de orientacion [6, 7).



1.2. Justificacion 2

Actualmente existen diferentes mecanismos utilizados para estabilizar la orientacion de cuerpos
rigidos, como los que se muestran en la Figura 1.2. Sin embargo, las ruedas de reaccién inercial son
ejemplos practicos de actuadores inerciales que se utilizan cominmente en las maniobras de ajuste

angular o rotacion de las naves espaciales y satélites [4, 8, 9, 10].

Figura 1.2: Mecanismos usados actualmente para estabilizar la orientacién de naves espaciales y saté-
lites; a) magnetorques, b) turbinas, ¢) ruedas inerciales.

Un reto importante en el disenio de sistemas de control de orientaciéon para este tipo de mecanismos
suspendidos es controlar la dindmica no lineal asociada a los movimientos de rotaciéon. En condiciones
de trabajo reales, se espera que un sistema de control capaz de asistir maniobras de orientacién en
un satélite con respuestas rapidas, precisas y estables [11]. El diseno de leyes de control basadas en la
linealizacién de la dindmica puede resolver parcialmente este problema, sin embargo, los controladores
obtenidos mediante esta técnica estan funcionalmente limitados a trabajar en una region especifica y

sus respuestas pueden llegar a ser lentas [12, 13, 14].

Otro reto importante es controlar adecuadamente el mecanismo ante incertidumbres inherentes a su
modelo dindmico o en sus parametros, por ejemplo los efectos producidos por cambios en la distribucion

de la masa y compensar las perturbaciones provocadas por cambios en el entorno [12, 15, 16].

1.2. Justificacion

La creciente tendencia por el desarrollo de nuevos vehiculos de exploracién e investigaciéon, ha
incrementado el interés por el diseno e implementacion de diversos esquemas de control robustos,
capaces de estabilizar la orientacién del mecanismo durante su recorrido a través de una trayectoria en
presencia de incertidumbres en el modelo, perturbaciones y cambios en sus parametros. La dindmica

de vehiculos utilizados para la exploracion e investigaciéon es de tipo no lineal por lo que desarrollar el
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modelo dindmico completo y plantear un esquema de control basado en el modelo, suele ser una tarea
laboriosa. Los sistemas cuya dinamica es dificil de determinar pueden ser objeto de estudio de las redes
neuronales, las cuales son un modelo avanzado de regresiéon capaz de llevar a cabo la identificacion del

modelo dindmico del mecanismo.

ha incrementado el interés por el desarrollo y experimentacion de diversas técnicas de control apli-

cadas

La implementacién de un sistema de control adaptativo de aprendizaje durante el proceso, le permite
a un dispositivo adaptarse a las condiciones cambiantes de su entorno, sin necesidad de un entrenamiento

previo o de actualizaciones periédicas en su base de datos.

Con este trabajo de investigacion, se pretende contribuir en el desarrollo de sistemas de control
neuronal aplicados a mecanismos que poseen ruedas de reacciéon inercial como actuadores, asi como

incrementar el conocimiento acerca del control de estos mecanismos.

1.3. Antecedentes

En la ultima década, la aplicacién de redes neuronales para la soluciéon de problemas en distintas
areas de investigacion ha ganado el interés de muchos investigadores. El desarrollo de nuevos sistemas
de computo, capaces de realizar cilculos complejos en un tiempo relativamente corto, ha permitido a
las redes neuronales incursionar en campos como el desarrollo web y la ciber-seguridad, predicciones y
clasificacién, reconocimiento de voz e imagen, desarrollo de farmacos, cuidado de la salud, el transporte

y la implementacion de estrategias de mitigacién ambiental entre otros |29, 30, 31, 32].

Debido a su naturaleza, las redes neuronales pueden establecer relaciones entre las variables inde-
pendientes (entradas) y los valores dependientes (salidas) de un modelo sin la necesidad de conocerlo
a detalle, por lo que resultan muy eficientes en la identificacién y aproximaciéon de modelos no lineales.
Ademas, debido a su simplicidad, robustez, fiabilidad y no linealidad son excelentes candidatas para la

soluciond de problemas de ingenierfa [29, 33].

En la teoria de control moderna las redes neuronales se han convertido en una buena estrategia
para el desarrollo de controladores adaptativos capaces de lidiar con incertidumbres del modelo, y
perturbaciones externas. La propiedad de aproximacién universal, que se describe en la Seccion 2.2.4,
permite a las redes neuronales estimar una gran cantidad de funciones no lineales continuas inherentes
a diversos sistemas de interés [34, 35, 36, 37, 38, 39].

En la literatura es posible encontrar trabajos donde las redes neuronales son usadas para el desarrollo
de controladores en sistemas con restricciones [35, 40|, retrasos en la senales de control [34, 36, 41|,
zonas muertas [20] y efectos dindmicos desconocidos en el actuador [49]. Algunos trabajos interesantes
donde las redes neuronales son usadas para estimar parte de la dindmica o los pardmetros desconocidos
de un mecanismo se describen a continuacion. En [43] se presenta el desarrollo de un controlador
adaptativo robusto basado en la técnica de retroceso (Backstepping) para estimar incertidumbres en el

modelo, y compensar perturbaciones externas y variaciones en los pardmetros de un péndulo invertido.



1.3. Antecedentes 4

Los analisis de estabilidad muestran que las soluciones aplicadas presentan estabilidad asintotica. De
forma similar en [44] se explora el desarrollo de un controlador adaptativo neuronal que utiliza una
red neuronal RBF (Radial Basis Function Neural Networks) implementada en un esquema de control
por retroceso (Backstepping) con el objetivo de aproximar las no linealidades de un sistema triangular
cuya dindmica es desconocida. En [45] se reporta un esquema de control adaptativo neuronal-difuso
usado para estimar parte de la dindmica de un péndulo invertido. Por otra parte en [46] los autores
integran una red neuronal a un esquema de linealizaciéon por retroalimentacién para estimar y compensar
las componentes desconocidas de la dinamica y estabilizar la trayectoria de un péndulo de Furuta, en
donde el esquema de control reportado mantiene a los errores de trayectoria uniformemente tltimamente

acotados.

Un trabajo muy interesante es el reportado en [47], donde se combinan un esquema de control de
modos deslizantes con una red neuronal RBF en un modelo de retroceso, para desarrollar un controlador
adaptativo que estabilice la orientacién de un vehiculo aéreo de ocho rotores. La red neuronal acttia
como un observador de incertidumbres. La combinacién de la red neuronal con el esquema de control de
modos deslizantes le confiere robustez al controlador ante perturbaciones externas e incertidumbres en
el modelo. Por su parte, los autores en [48| disefiaron un observador de perturbaciones basado en una
red RBF para aproximar incertidumbres y fallas en los actuadores para un robot helicéptero de tres
grados de libertad de dinamica desconocida. El anélisis de Lyapunov realizado garantiza la convergencia

uniformemente asintotica de todas las senales de lazo cerrado.

Un problema relacionado al desarrollo de controladores para robots manipuladores es que se con-
sidera que los términos desconocidos cumplen con la condicién de linealidad en los pardmetros. Otro
reto es que en ocasiones es dificil definir la funcién completa correspondiente a la dindAmica del modelo
[49]. En este sentido, la implementacion de una red neuronal es una estrategia efectiva para el diseno de
controladores como se muestra en los trabajos reportados en [50, 51|, en los cuales se disefia un contro-
lador neuronal para un robot de tipo manipulador de dos grados de libertad con restricciones espaciales
de operacién. Los controladores propuestos utilizan una red neuronal para aproximar la dindmica des-
conocida del robot, compensar las incertidumbres paramétricas del modelo y acotar las soluciones del

sistema de lazo cerrado. En ambos trabajos se reporta estabilidad uniformemente altimamente acotada.

Otros trabajos interesantes donde se utilizan redes neuronales son los presentados en [52], donde se
muestra el uso de las redes neuronales en el control de un sistemas multi-agente y en [53] donde los auto-
res proponen el desarrollo de un controlador neuro-difuso para el control de un sistema de tratamiento

de aguas con el fin de optimizar el consumo energético y mantener la calidad del tratamiento.

En este trabajo de investigacion se propone el control de orientacién de mecanismos a través de
ruedas de reaccion inercial y en la literatura existen algunos ejemplos donde el control de orientacion se
ejerce mediante estos dispositivos, como los que se muestran en la Figura 1.3. Uno de los mecanismos
més conocidos es el péndulo de rueda de reaccién inercial, el cual puede ser modelado como un robot
de dos grados de libertad [64]. En la literatura se pueden encontrar algunos trabajos interesantes que
involucran a las redes neuronales en el control de este mecanismo. En [54] se presenta una solucion

que integra a una red neuronal para el seguimiento de trayectoria de un péndulo de rueda de reaccién
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inercial cuya dindmica es desconocida. La red neuronal se combina con un esquema de control basado en
el modelo y el anélisis de estabilidad muestra una convergencia a cero en relacién a los errores. Por otra
parte en [55] se muestra el desarrollo de un controlador neuronal por modos deslizantes para controlar
la rotaciéon de un robot pez a través de una rueda de reaccién inercial, cuya estructura conjunta se
asemeja a un péndulo de rueda de reacciéon inercial. La red neuronal estima las compensaciones para
corregir la orientacién del robot, mientras que el control por modos deslizantes se encarga de compensar

las perturbaciones.

Otro mecanismo muy parecido al que se aborda en este trabajo de investigacién es un modelo
cibico de tres ruedas de reacciéon inercial montadas sobre sus ejes principales. Este mecanismo es capaz
balancearse sobre sus vértices y aristas, levantarse desde el reposo y avanzar rotando sobre sus vértices.
Los autores en [56, 57, 58] lo describen como un péndulo de rueda de reaccion de tres dimensiones por

su similitud en cuanto a la dinamica.

Figura 1.3: Mecanismos que utilizan ruedas de reaccion como actuadores. a) Péndulo de rueda de
reaccion inercial [54], b) Cubli, mecanismo ctbico de tres ruedas de reaccion inercial [57], ¢) Plataforma
experimental para algoritmos de control de orientacion para satélites y naves espaciales [14].

Finalmente un mecanismo interesante por sus aplicaciones en la industria aeroespacial es el aborda-
do en [14, 59, 60, 61]. Consiste en una plataforma con tres ruedas de reaccion inercial montadas sobre
los ejes principales del mecanismo. Esta plataforma experimental se usa para el desarrollo y prueba de
algoritmos de control de orientacion para satélites y naves espaciales. En [59] los autores desarrollan
un control QFT (Quantitative Feedback Theory) para la orientacion de un satélite actuado por rue-
das de reaccion. Los trabajos reportados en [14] y [61] también reportan controladores basados en la
linealizacion de la dindmica, que son efectivos para estabilizar la orientaciéon. Un trabajo interesante
en el control de orientacion de satélites es presentado por [62] donde se reporta el desarrollo de un
controlador por retroalimentacion de parametros modificados. El controlador compensa perturbaciones
externas, incertidumbres en el modelo y fallas en los actuadores, de acuerdo a los anélisis de estabilidad
el controlador muestra estabilidad asintotica en el sentido de Lyapunov. Por su parte en [63] se reporta
un controlador adaptativo neuronal RBF robusto que se basa en retroceso (Backstepping) para estimar

en linea la dinamica no modelada y las incertidumbres de un satélite.
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1.4. Propésito de la investigacion

El propésito de esta investigacion es el disefio de un controlador adaptativo neuronal para estabilizar
la orientacién de un mecanismo de tres grados de libertad que bajo condiciones normales de operacién
se considera suspendido y que utilice ruedas de reaccién como actuadores. Se establece el disenar
una solucién de control capaz de estimar la dindmica e incertidumbres del modelo y compensar las

perturbaciones, asi como los cambios paramétricos.

1.5. Metodologia

La metodologia utilizada en esta tesis toma como referencia el trabajo de Lewis [23] y consiste en la
integracién de una red neuronal a un controlador por retroalimentacién de estados de tipo proporcional
derivativo (PD). La red neuronal aprende durante el proceso, por lo que no requiere de un entrenamiento
previo ni de actualizaciones peridédicas usando una base de datos. La estabilidad del sistema en lazo
cerrado se estudia mediante el anéalisis de estabilidad de Lyapunov. Ademés se explora el enfoque de
estabilidad de tipo uniformemente dltimamente acotada. El procedimiento realizado para alcanzar los

objetivos es el siguiente:

Definir el modelo dindmico y plantear el algoritmo de control para el mecanismo elegido.

Obtener la dindmica de lazo cerrado del sistema.

Encontrar las condiciones que aseguren estabilidad de tipo uniformemente tultimamente acotada.

Realizar simulaciones.

Ajustar los parametros del controlador en base a los resultados obtenidos.
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1.6. Hipotesis

Debido a que una red neuronal es capaz de compensar la dindmica no considerada del mecanismo
y las condiciones cambiantes del entorno, es posible desarrollar un controlador neuronal de aprendizaje
durante el proceso para estabilizar satisfactoriamente la orientacién de un mecanismo que utilice ruedas

de reaccién inercial como actuadores.

1.7. Objetivos

Objetivo general

Desarrollar un controlador adaptativo neuronal para estabilizar la orientaciéon de mecanismos, uti-

lizando ruedas de reaccién inercial como actuadores.

Objetivos especificos

1. Disenar e implementar virtualmente el mecanismo a controlar y sus actuadores (ruedas inerciales),

esto mediante software especializado.

2. Determinar el modelo dindmico que represente el comportamiento del mecanismo virtual ante las

acciones realizadas por las ruedas inerciales.

3. Disenar el controlador neuronal de aprendizaje en tiempo real para estabilizar la orientacion del

mecanismo propuesto.

4. Evaluar el controlador neuronal propuesto utilizando simulacioén y realizar los ajustes pertinentes

para cumplir con los objetivos propuestos.

1.8. Delimitaciones

» Los controladores desarrollados seran evaluados tnicamente mediante simulacién numérica a tra-
vés del software Simulink de Matlab.

= Las pruebas de simulacién se realizardn a mecanismos de uno y tres grados de libertad.

1.9. Contribuciones

1. Diseno de un nuevo controlador neuronal de aprendizaje en linea para el seguimiento de trayectoria

de un péndulo de rueda de reaccién inercial.

2. Comparacion de desempeno para un controlador por estimacién paramétrica y un controlador
adaptativo neuronal, en relaciéon al seguimiento de trayectoria de un péndulo de rueda de reaccién

inercial.
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Diseno de un nuevo controlador adaptativo neuronal de aprendizaje en linea para un mecanismo

de tres grados de libertad que utiliza ruedas de reaccién inercial como actuadores.

Modelado y simulacién en 3D de los mecanismos propuestos aplicando las soluciones de control

establecidas en este trabajo de tesis.
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Marco Teoérico

2.1. Introduccién

En este capitulo se abordan algunos fundamentos tedricos relacionados a las redes neuronales,
sistemas dindmicos y estabilidad con el fin de proporcionar la informacién necesaria para una mejor
comprension de los siguientes capitulos. La informacién se organiza de la siguiente forma: primero
se definen los conceptos y las ecuaciones que describen de forma tedrica a las redes neuronales y
su clasificacién. Posteriormente se presenta informacién general sobre el modelado de la dindmica y
la ecuacién general de los robots rigidos de n grados de libertad. Finalmente se abordan algunas
definiciones de estabilidad que seran ttiles para plantear las soluciones de control en los capitulos

subsecuentes.

2.2. Redes neuronales

Las redes neuronales computacionales son estructuras informaticas que inspiran su funcionamiento
en las redes neuronales biol6gicas. El objetivo de una red neuronal biol6gica es aprender y adaptarse de
acuerdo a la informacion proveniente del entorno, lo cual es posible mediante la estimulacion y ajuste
en sus conexiones sinapticas. En una red neuronal computacional estas conexiones son interpretadas a
través de pesos, que relacionan los datos de entrada con cada una de las unidades de procesamiento. El
aprendizaje de la red neuronal se logra modificando los pesos de la red hasta minimizar la diferencia
entre la respuesta deseada y la salida actual de la red [25].

Las redes neuronales pueden componerse de una o mas capas de neuronas (nodos) interconectadas
entre si por una serie de pesos que le permiten a las senales propagarse dentro de la red. Las capas
de entrada reciben la informacion, las capas internas realizan la mayor parte de la clasificaciéon de la

informacion y las capas de salida procesan y ajustan la informacion que sale de la red.

En el ntucleo de la neurona se lleva a cabo una suma ponderada de los datos de entrada provenientes

del sistema que previamente estan multiplicados por los pesos de entrada a la red. A la suma ponderada

9
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se le anade un valor de umbral que define el potencial de activaciéon de cada neurona. Finalmente
la funcién de activacion limita regularmente la amplitud de la salida de cada neurona a un intervalo
cerrado entre [0, 1] o [—1, 1] dependiendo de la funciéon de activacion elegida. Las funciones de activacion
determinan parte importante del desempeno de la red neuronal |23, 25, 32| y su funcion es la de emular

el comportamiento del soma de una neurona biologica.

Escalén Tangente hiperbdlica
1 1
0.5 0
0 -1
-5 0 5 -5 0 5
Sigmoide Signo
1 1
0.5 0
0 -1
-5 0 5 -5 0 5
Lineal RBF
5
0.9
0
-5 -0.1
-5 0 5 -5 0 5

Figura 2.1: Funciones de activaciéon usadas en redes neuronales.

El modelo matematico de la salida y(¢) de una neurona esta representado por la siguiente ecuacion:

n

yit)=o Z’Uj{Ej(t) +v |, (2.1)

J=1

donde x; representa las senales de entrada a la neurona artificial provenientes del sistema, v; son los
pesos sinapticos de entrada, vy es el valor de umbral de activacion de la neurona y o(®) es la funcion

de activacion. La ecuacion (2.1) puede reescribirse en su forma vectorial como:

y(t) = o(v' (1)), (2.2)
donde x(t) = [1 z1 ... z,]7 es el vector aumentado de sefales de entrada y en su primer elemento
contiene la unidad para ser dimensionalmente compatible con el vector renglon v(t) = [vg v v ... V]

que representa el vector aumentado de pesos de entrada e incluye en su primer elemento al valor
de umbral de activaciéon. En la literatura se reportan distintas funciones de activacidén para redes

neuronales, como se muestra en la Figura 2.1, sin embargo la funciéon de activacion o(®) utilizada en
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este trabajo de investigacion es la tangente hiperbolica (tanh(®) € R) cuyo rango estéa entre [—1,1].

2.2.1. Redes neuronales de una sola capa

La estructura de una red neuronal esta organizada por capas. donde las méas simple es la red neuronal
de una sola capa que se representa en la Figura 2.2. Estd compuesta por una capa de L neuronas de
salida que propagan la informacién de las j entradas y pesos. El comportamiento de esta red estéa dado

por la ecuacion:

n
Y =0y Zvljxj + o0 |, (2.3)
j=1

donde y; representa la [-ésima salida de la red neuronal, y siendo | = 1,2,3,..., L. La ecuaciéon (2.3)

puede escribirse en su forma vectorial mediante:
y=o (VT:I:) , (2.4)

donde y = [y1(t) yo(t) ... yr(t)]T es el vector de salidas y & = [I x1(t) xa(t) ... 2,(t)]T es el vector
aumentado de entradas a la red. La matriz V7 es la matriz aumentada de pesos de entrada y contiene

en su primer vector columna el valor de los umbrales de activacion.

V10 1

Ul
; '
A’l oo (- )—2

[y

v \ -
7 &.\Vl
3 Ul “” G0
i V14 "A“ 03( ) Y3 s

”e

$n4>

VLo

UL(') yrL .
Entradas Salida

Figura 2.2: Esquema de la red neuronal de una sola capa.
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La matriz VT de pesos de entrada queda definida como:

V10 V11 V12 cee VUin
V20 V21 V22 o U2p

vi=| 7 T |- (2.5)
Vro Yr1 VL2 ... ULp

Finalmente, las funciones de activacién que modelan el comportamiento de cada neurona quedan

expresadas por un arreglo:
o(©) = [01(®) 02(®) 03(®) ... ar(®)]" (2.6)

La notacion o(®) hace referencia a la funcion de activacion o utilizada para procesar el argumento ®

de entrada a la neurona.

2.2.2. Redes neuronales multicapa

Se le llaman redes multicapa a las redes neuronales que estan compuestas por dos o mas capas de
neuronas. Las primeras capas se conocen como capas ocultas e intervienen en el procesamiento de los
datos de entrada, propagando los valores calculados en una de estas hacia la capa de salida de la red.
Las redes neuronales multicapa son capaces de resolver de forma exitosa problemas mas complejos que
las redes neuronales de una sola capa. Sin embargo, el coste computacional de implementar una red

multicapa es mayor, por lo que es necesario contar con la infraestructura adecuada.

En la Figura 2.3 se muestra la estructura de una red neuronal de dos capas. La primera capa recibe
el nombre de capa oculta y contiene L neuronas, por otra parte la segunda capa o capa de salida,
contiene m neuronas. Notese que la salidas de la capa oculta sirven de entradas a la capa siguiente de

la red neuronal.

El comportamiento de una red neuronal de dos capas estd dado por la siguiente ecuacion:
L n
Y; = 05 ZU)NO' E VT +vio | + wio | ; 1=1,2,....,m. (2.7)
=1 j=1
La ecuacion (2.7) se puede representar también en su forma vectorial mediante:

y=o(Wio(V'z)) (2.8)

donde & = [71(0) G2(®) 53(®) ... ()7, el vector o esta dado por la ecuacion (2.6), x(t) =
[1 21 ... z,]7, la matriz de pesos VT es dada por (2.5) y W esta dada por:
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Xy —— >

1)

x3

1‘44>

Capa de salida

Wm L

Entradas Capa oculta Salida
Figura 2.3: Esquema de una red neuronal de dos capas.
wio Wil wi2 ... WIL
W20 W21 W22 ... W2L
wh=1 . . A (2.9)
Wmo  Wml Wm2 ... WnyL

La linealidad o no linealidad de una red neuronal puede elegirse mediante las funciones de activacion
utilizadas en las neuronas. Una funcién de activacion lineal aplicada entorno a la capa de salida permite

simplificar la ecuacion (2.8), obteniendo asi la ecuacion:

y=Wro (VTz). (2.10)

2.2.3. Red neuronal de enlace funcional

Las redes neuronales de enlace funcional (FLNN por sus siglas en inglés), cuya estructura se muestra
en la Figura 2.4, forman parte de una clasificacion conocida como redes neuronales lineales en los
parametros (LIP por sus siglas en inglés). Si mediante una matriz de valores constantes G se definen
los umbrales y pesos de V7 en la ecuacion (2.10), de forma que se puede proponer 3(n) = o (VTa:),
entonces se obtiene una red neuronal donde solo se estiman los pesos de salida Z7 (equivalente a W7
en la ecuacién (2.10)). La red neuronal resultante se considera lineal en los parametros Z7 y puede

definirse a través de la siguiente ecuacion:

v~ 2780, 211
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donde 1 € R™ es el vector de entradas, y € R es la salida de la red y B(n) : R® — R, con L el ntimero

de neuronas de la capa oculta.

n GT zT

1 gio

0

21

g11
r 5 %"V"’
. &'&'i = /(@)
2 SO
g13 Q“Y" g30
T3 “‘I$ Z3
A
. PXNKS
A
(731
P gro
Entradas Salida

Figura 2.4: Red neuronal de enlace funcional.

Si o(x) no es diagonal, pero B(n) es una funcién que mapea de R™ a R”, entonces se dice que (2.11)
es una red neuronal de enlace funcional. Desafortunadamente las redes neuronales LIP no siempre
cumplen con la propiedad de aproximaciéon universal de las redes neuronales. Sin embargo, una red
neuronal de enlace funcional puede aproximar funciones no lineales siempre que (3(n) sea un conjunto
de funciones base. Si una funcion f(z) : R” — R’ es suave en un conjunto compacto S € R", entonces
existe un amplio conjunto de funciones base que pueden estimar a f(x), siempre y cuando se cumplan

con los requisitos establecidos en [26]:

1. Una funcién suave en S puede ser expresada a través de la ecuacion (2.11) para un niamero finito

de neuronas L. Es decir, puede expresarse como una combinacién lineal de un niimero finito de

B(®)’s.

2. El rango funcional de (2.11) es denso en el espacio de funciones continuas S — R"™ para un nimero
finito de L. Es decir, para cualquier f(x) € S y exy > 0, existen un ntimero finito de Z € RX*"?

tal que:
[f(x) = Z"B(n)|| <= (2.12)

La condicién uno garantiza que se puede utilizar un nimero finito de funciones bésicas para aproximar
una funcién continua independientemente de su norma, siempre que la norma de sus variaciones sea

suficientemente pequenia.
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Si B(n) provee un conjunto de funciones base, entonces una funciéon suave f(x) : R* — R¥ puede

aproximarse dentro de un conjunto compacto S mediante:

fla)=2"B(n) +e (2.13)

siempre y cuando Z contenga los pesos y umbrales ideales y la red este compuesta de un niimero finito

de neuronas.

2.2.4. Propiedad de aproximacién universal de las redes neuronales

La propiedad de aproximacion universal establece que una funcion suave f(x) : R — R™ puede
ser aproximada mediante una red neuronal de por lo menos dos capas, dentro de un conjunto com-
pacto, siempre y cuando propongan pesos y umbrales apropiados [23, 24|. Entonces, dado un conjunto

compacto S € R™ y un valor positivo €y, existe una red neuronal tal que:
fl@)=Wre (VIz) +e, (2.14)

donde ||e|| < ey, para todo z € S, V € R™E y W € REX™ gon matrices aumentadas de entrada y
salida de la red neuronal, & € R” es un vector de funciones de activacion y € € R™ es un vector de

errores de aproximacion.

2.2.5. Entrenamiento de redes neuronales

Los pesos de una red neuronal se ajustan mediante un procedimiento de entrenamiento. Actualizar
el valor de los pesos se le conoce como funcién de aprendizaje y puede llevarse a cabo en tiempo continuo
o de forma discreta. Existen distintos algoritmos de aprendizaje para redes neuronales divididos en tres
categorias: aprendizaje supervisado, no supervisado y reforzado. En el aprendizaje supervisado, toda la
informacién necesaria para el entrenamiento esta disponible a priori. Esta informacion global no cambia
y es usada para calcular los valores de error con los cuales se ajustan los pesos de la red neuronal. Por
otro lado, en el aprendizaje no supervisado (también llamado comportamiento de auto-organizacion) se
desconoce la salida deseada para la red neuronal. En cambio, los datos locales se examinan y organizan
de acuerdo con propiedades colectivas emergentes. Finalmente, en el aprendizaje reforzado los pesos
asociados a una neurona en particular se ajustan en proporciéon a una senal de refuerzo, en lugar de

utilizar el error.

El aprendizaje también puede ser fuera de linea o en linea. En el primer caso la red neuronal
es expuesta a un algoritmo de entrenamiento antes de entrar en operacién y sus pesos permanecen
constantes una vez entrenada. Por otra parte, las redes neuronales de aprendizaje en linea no reciben
un entrenamiento previo y sus pesos se ajustan simultdneamente durante el proceso. En este trabajo

de investigacion se utiliza una red neuronal de aprendizaje en linea [23].

En sistemas de control, es preferible implementar esquemas de entrenamiento en linea para estimar
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la dindmica real del modelo, ya que la red neuronal ajusta sus pardmetros de acuerdo a las diferencias
entre la salida deseada y la salida actual del mecanismo, contemplando factores externos como la

gravedad, la fricciéon y dindmicas inducidas por el movimiento de los actuadores.

2.3. Ecuacién general para los robots rigidos de n grados de libertad

Definir el modelo dindmico de un mecanismo es una tarea importante en el desarrollo de contro-
ladores, ya que se establecen las ecuaciones matematicas que vinculan a las variables de entrada con
las senales de salida del sistema. El modelo matematico del mecanismo a controlar puede obtenerse
a través de técnicas analiticas basadas en leyes fisicas y ecuaciones que rigen el comportamiento del

sistema, o mediante un proceso experimental que requiere de un conjunto de datos experimentales.

Existen dos clasificaciones de sistemas mecanicos, segin sea la cantidad de actuadores instalados en
un mecanismo y el nimero de grados de libertad en los que puede moverse. Los sistemas completamente
actuados poseen la misma cantidad de grados de libertad que actuadores instalados, por lo que su
analisis y control es relativamente sencillo. Por otra parte los sistemas sub-actuados poseen m actuadores
instalados para controlar n grados de libertad de movimiento tal que m < n, por lo que el control de
estos sistemas suele ser una tarea més compleja. En este trabajo de investigacion se estudia y se disenian

controladores para mecanismos considerados como sistemas completamente actuados [27].

Las ecuaciones dindmicas de un mecanismo pueden obtenerse a partir de las ecuaciones de mo-
vimiento de Newton [28]. El inconveniente que presenta este método es que el anéalisis se complica
notablemente cuando aumenta el niimero de grados de libertad. En estos casos, es conveniente emplear
las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange [27|, que se basan en el andlisis de la diferencia entre

las energias cinética y potencial, conocida como Lagrangiano:

donde K y U representan a las energias cinética y potencial del mecanismo en funcién de la posicion
angular y la velocidad angular expresadas por los vectores q y ¢ respectivamente. La generalizacién
del modelo dindmico de un mecanismo con n posibilidades de movimiento puede expresarse de forma

estandar mediante la ecuaciéon dindmica para los robots de n grados de libertad:

M(q)g +C(a.4)q + Gla) + F(4) =7 (2.16)
donde L9
Clg. 94 = M(@)d - 55 [4"M(a)d]
Gla) = 752

La ecuacion (2.16) es una ecuacion diferencial no lineal vectorial donde M (q) € R™*™ es la matriz
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de inercia que es matriz definida positiva para todo ¢ € R™, mientras que C(q,q)g € R™ es el vector de
fuerzas centrifugas o de fuerzas de Coriolis, G(g) € R™ es un vector de fuerzas o torques gravitatorios
y T € R" es el vector de torques de entrada y/o fuerzas externas, que en general corresponde a los
torques aplicados por los actuadores. Finalmente, las fuerzas disipativas atribuidas a la fricciéon son
representadas por un vector F'(¢) € R", que depende solo de la velocidad conjunta ¢. Los efectos de

friccion son locales, es decir, F'(¢) puede escribirse como:

fo(go)
f1(q1)

Cada elemento de M(q), C(q,q) y G(q) es, en general, una expresion relativamente compleja que
depende de las posiciones y velocidades de todas las articulaciones o de la geometria del robot en
cuestion. Por otra parte, el vector de los pares gravitatorios G(q), es simplemente el gradiente de la

funcion de energia potencial U(q) [27].

2.4. Estabilidad de los sistemas dindmicos

La estabilidad y la robustez son caracteristicas deseables en el comportamiento de un sistema de
lazo cerrado. Debido a que algunos sistemas por naturaleza no son estables, es necesario disefiar un
sistema de control retroalimentado tal que la estabilidad de lazo cerrado se cumpla. En esta seccién se

presentan algunos conceptos basicos de la teorfa de estabilidad de Lyapunov.

2.4.1. Equilibrio

Un sistema dindmico de lazo abierto o cerrado, puede representarse a través un sistema de ecuaciones

diferenciales ordinarias en la forma:
z=f(t,x), xxeR" Vt>0, (2.17)

donde el vector € R™ corresponde a los estados del sistema. Se dice que un sistema representado por
la ecuacion (2.17) es auténomo si no depende explicitamente del tiempo, esto es si f(t, z(t)) = f(x(t)).
En caso contrario, la funcion f(¢,x) representa a un sistema no auténomo.

Si para una funcion no autéonoma f(t,x(t)) = A(t)x(t) + u(t) las componentes A(t) € R™*" y las
entradas al sistema w(t) son funciones tnicamente de ¢ o constantes, entonces (2.17) representa a un

sistema lineal. En caso contrario el sistema representado es no lineal.

Por otra parte, un estado constante . € R™ es un equilibrio o estado de equilibrio del sistema
(2.17) si:
flt,xe) =0 YV t >t



2.4. Estabilidad de los sistemas dinamicos 18

Si el estado inicial &y = x(tg) = ., entonces la condicién inicial x( es justamente un equilibrio, por lo

que se satisface que la solucion en el tiempo x(t) es exactamente el vector constante x. |23, 27].

2.4.2. Definicion de estabilidad

Definiciéon 2.4.1 [27] El origen = 0 € R™ es un equilibrio estable del sistema en (2.17) si para cada

numero € > 0 es posible encontrar un nimero § > 0, tal que:

laoll <6 = |z(t)]| < Vt>o0. (2.18)

Lo expuesto anteriormente significaria que el origen es un equilibrio estable si para toda condicién
inicial acotada, las soluciones también estan acotadas.
2.4.3. Estabilidad en el sentido de Lyapunov

Definicion 2.4.2 Un punto de equilibrio x. es estable en el sentido de Lyapunov (SISL) en ty, si para
todo € > 0 eziste un 0(e,tp) > 0 tal que ||y — x| < I(e,to) implica que ||x(t) — x| < € para t > 1.
Se dice que la estabilidad es uniforme si §(®) es independiente de to; es decir, el sistema es SISL para
todo ty.

Cabe destacar que en un sistema SISL es necesario que el estado () se mantenga arbitrariamente
cerca de x. iniciando suficientemente cerca de él. En muchos sistemas de lazo cerrado este es un
requerimiento complejo de satisfacer debido a la presencia de perturbaciones desconocidas, por lo que
es necesario recurrir a definiciones méas practicas para estabilizar el sistema.

2.4.4. Funcion definida positiva y funciéon radialmente desacotada

De acuerdo con Kelly en [27], una funcion continua W, : R"™ — R, es una funciéon definida positiva

localmente si:
- W,(0) =0,
» Wy(x) >0 V x # 0 pero con ||x| pequena.
Una funcién continua W,. : R™ — R es una funcidon definida positiva globalmente si:
= W, (0) =0,
» Wy(x) >0V x#0.
Una funcién continua W, : R™ — R es una funcién radialmente desacotada si:

» Wy (x) — oo cuando ||x| — oo.
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2.4.5. Funcién de Lyapunov y estabilidad de Lyapunov

Una funciéon V : Ry x R™ — Ry es una funcion candidata de Lyapunov para el equilibrio & = 0 de

la ecuacion (2.17) si es definida positiva locamente y continuamente diferenciable.

La derivada temporal de una funcién de Lyapunov juega un papel importante en la extraccion de
conclusiones sobre los atributos de estabilidad para los equilibrios de las ecuaciones diferenciales. Por

esta razon se presenta la siguiente definicién.

Definicion 2.4.3 (Funcion de Lyapunov) [27] Sea V (t,x) una funcion candidata de Lyapunov para
el sistema (2.17). La deriwada de V(t,x) a lo largo de las trayectorias de (2.17), denotada por V(t,x)

estd dada por:
. o d _OV(t,x) | OVT(t,x)
V(t,x) = %V(t,az) =5 + 5 f(t,z).

Si V(x) no depende del tiempo y la ecuacion (2.17) es autdnoma, entonces:

V()T

Viw) = S f (@),

Una funcion candidata de Lyapunov V(t,x) para el sistema (2.17) resulta en una funcion de Lyapunov

st su derivada a lo largo de las trayectorias de (2.17) satisface:
V(t,z) <0 VY t>0, (2.19)

al menos para ||x|| pequenia. Ademds, el origen x = 0 es un estado de equilibrio estable del sistema (2.17)
si existe una funcion candidata de Lyapunov V (t,x) cuya derivada temporal satisfaga la condicion en
(2.19).

Lo anterior da condiciones suficientes para establecer estabilidad del equilibrio en el sentido de
Lyapunov. Conviene apuntar que la conclusién se mantiene si V(t,a:) <0 Vit2>0y para todo
x € R", o si la funcién candidata de Lyapunov V (¢, &) es una funcion definida positiva globalmente en

lugar de ser definida positiva localmente.

Finalmente se establece que el origen @ = 0 es un equilibrio estable, y las soluciones x(t) estan
acotadas para toda condicioén inicial xq, si existe una funcidn candidata de Lyapunov que sea definida

positiva globalmente y radialmente desacotada, V (t,x), tal que su derivada temporal satisfaga:

Vit,z) <0 Vt>0 VY zeR™ (2.20)

2.4.6. Estabilidad uniformemente Gltimamente acotada

Un tipo de estabilidad interesante es aquella que se comporta como una senal de tipo UUB (Uni-
formemente ultimamente acotada, por sus siglas en inglés), cuyo comportamiento puede observarse en

la Figura 2.5.
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Definiciéon 2.4.4 (UUB) De acuerdo a la definicion en [1], las soluciones de un sistema dindmico
representado por (2.17), para un conjunto compacto S € R"™, serdn uniformemente diltimamente acota-
das si:

Para cualquier condicion inicial xg € S existe una region delimitada por un valor de cota Cp y un
tiempo T(xo,Cp) > 0 independiente de to, a partir del cual, las trayectorias del sistema en (2.17)

permanecen dentro de una vecindad acotada relativa a x tal que:
|le(t) — x| <Cp, ¥ t>tg+1T. (2.21)

La diferencia entre UUB y SISL es que en UUB la cota Cp no puede ser un valor arbitrariamente
pequeno partiendo de un estado muy cercano a .. En los sistemas dindmicos de lazo cerrado, Cp
depende de la magnitud de las perturbaciones en el sistema. El término “uniforme” indica que T es
independiente de ty. El término “ultimo” indica que el acotamiento se mantiene para ¢t > T. Si el

conjunto S = R", se dice entonces que el sistema es globalmente UUB.

A
o «
to+T Cs
Te+Cp | oo [N SO A
Te : 7l
g, — Cg b-=-k=nifennne- ' ------ Al NN
4 Al
T (xz0,Cp)

Figura 2.5: Diagrama para la definiciéon de UUB.

Un enfoque de la estabilidad UUB visto desde la teoria de Lyapunov se muestra en la Figura 2.6.

Considere una funciéon candidata de Lyapunov V() definida positiva, y un conjunto compacto:
Ac={e. <V(x) <c}

donde €. < ¢ con €. y ¢ constantes positivas. Este conjunto tiene en sus fronteras a los conjuntos
Q. ={V(x) <c}yQ ={V(x) <e.}. Suponga que la derivada de la funcion candidata de Lyapunov

sobre las trayectorias de un sistema del tipo (2.17) satisface:

Vit,e) < —Ws(x), YxeA, Vt>tp (2.22)

donde W3(x) es una funcion continua definida positiva.

La desigualdad en (2.22) implica que dentro de dos conjuntos Q. y €, véase la Figura 2.6, la
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derivada V(:I:) es negativa, por lo que una trayectoria que inicia en A, se moveréd de forma decreciente
sobre V' (x(t)), comportandose como si el origen fuese un punto de equilibrio asintéticamente estable.

La funcion V(x(t)) continuara decreciendo hasta entrar en la region 2. en un tiempo finito.

Figura 2.6: A la izquierda la representaciéon de los conjuntos A, Q. y Q.. A la derecha los mismos
conjuntos delimitados por las regiones B, y B;.

En muchos diversos problemas de estabilidad, V () < —W3(x) se obtiene mediante la ecuacion:

V(t,x) < —Ws(x), Yu<|z| <rVt>1. (2.23)

Si r es suficientemente grande respecto a pu, entonces se pueden elegir a ¢ y e, de forma que el conjunto

A no esté vacio y a su vez esté contenido en {u < ||z| < r}.

El siguiente teorema establece la estabilidad uniformemente ultimamente acotada en términos de

una funcién candidata de Lyapunov.

Teorema 2.4.1 [[1]/ Sea S C R"™ un dominio que contiene al origen y V(x) una funcion candidata de

Lyapunov globalmente definida positiva de forma que:
ar(flzl)) < V(t,z) < aa(flz]]) (2.24)

aV (t,x) N ovT(t,x)
ot ox

para todo t > 0 y Vo € S, donde oy y ag son funciones de clase K y Ws(x) es una funcion continua

ft,x) < —Ws(x), V|z| >p>0. (2.25)

definida positiva. Seleccionando r > 0 de forma que B, € S y suponiendo que:

i< agt(aa(r), (2.26)

entonces existe una funcion de clase KL denominada 3, véase la definicion 6.1.2 en el Apéndice 6.1,
y para cada estado inicial z(ty), se satisface que ||x(to)|| < ag (o (r)), eziste T > 0 (dependiente de

x(to) y 1) de forma que las soluciones del sistema (2.17) satisfacen que:

le@)] < B(lx(to)ll,t —to), Vio<t<to+T (2.27)
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lz(®)]] < ag (az(n), Yito>to+T. (2.28)

Las desigualdades (2.27) y (2.28) muestran que las soluciones de un sistema x(t) son uniformemente
acotadas para todo ¢t > to y uniformemente tltimamente acotadas por un valor aj*(as(p)). La cota
iltima es una funcién K y dependiente de u, entonces entre mas pequenio es el valor de p la cota ultima

es menor. La cota tltima tiende a cero conforme p — 0.
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Controladores adaptativos para el
seguimiento de trayectoria de un péndulo

de rueda 1nercial

3.1. Introducciéon

El modelo del péndulo de rueda de reacciéon inercial fue introducido por Spong en 1999 y es una
aplicacion de la ley de la inercia en la que se basan algunos sistemas de tipo roboéticos para el control
de orientacion [64]. Este modelo se basa en un péndulo invertido, con un disco en su extremo que
puede girar libremente alrededor de un eje paralelo al eje de rotacién del mecanismo. A través de un
acoplamiento, la rueda de reaccién es accionada por un motor de corriente continua, cuya senal de

entrada es calculada por un sistema de control.

Debido a la estructura mecéanica y la dindmica simple pero no lineal del péndulo de rueda de reaccién
inercial, este modelo se puede utilizar como referencia en el disefio de los algoritmos de control no lineal.
Desde un punto de vista pedagdgico, los péndulos de rueda de reaccién inercial también pueden utilizarse
como mecanismos de prueba, para demostrar ideas bésicas de la teoria de control [65, 66]. Uno de los
objetivos en el control del péndulo, es establecer un torque de entrada que le permita al mecanismo

seguir una trayectoria de referencia deseada.

Los retos actuales en el control del péndulo de rueda de reaccién inercial son estabilizar el mecanismo
en un punto de equilibrio inestable ubicado en la parte superior de forma que el péndulo mantenga
una posicion vertical. A este problema se le conoce como regulaciéon; otro reto es encontrar una ley de
control que le permita al mecanismo seguir una trayectoria de referencia deseada, denominado problema

de seguimiento de trayectoria.

Actualmente en la literatura existen una gran cantidad de técnicas de control. Sin embargo, el control
adaptativo es una herramienta con gran potencial que ha demostrado su eficacia en el tratamiento de

las incertidumbres en los pardmetros y en la dindmica del mecanismo [23, 67|. En [54], por ejemplo,

23
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se explora una propuesta de control adaptativo basado en un modelo de regresiéon para controlar el
seguimiento de trayectorias del péndulo de rueda inercial. En [68] se reporta un controlador IDA-PBC
combinado con una ley de control adaptativa que estima los parametros desconocidos del mecanismo en
linea. En [69] se desarrollan algoritmos de control adaptativos a partir del gradiente de alta velocidad
con funcién dindmica, que permiten la estabilizacion del péndulo en condiciones de incertidumbre
paramétrica completa. Finalmente en [70] se muestra una propuesta de control adaptativo que incorpora

una red neuronal para la estabilizacién y el seguimiento de trayectoria de este mecanismo.

El propésito de este trabajo de tesis es en resolver el problema de control de seguimiento de trayecto-
ria de un péndulo de rueda de reaccioén inercial, mediante la propuesta de dos controladores adaptativos.
El primer controlador adaptativo estd basado en la estimacion de parametros, por lo que es necesario
definir de forma detallada el modelo ideal del mecanismo. El segundo controlador adaptativo se basa
en la incorporaciéon de una red neuronal monocapa de enlace funcional, cuyos pesos de salida son esti-
mados en linea. Este controlador no necesita de un modelo detallado de la planta. Con el objetivo de
comparar el desempeno de ambos controladores se realizan pruebas de simulacién aplicando cambios

paramétricos y perturbaciones al modelo.

3.2. Modelo dinadmico del péndulo de rueda de reaccién inercial

El modelo dindmico del mecanismo se defini6 de acuerdo al diagrama de cuerpo libre mostrado en
la Figura 3.1, donde el origen de referencia del mecanismo estd situado en Og. Las etiquetas ¢, ¥ quw
denotan a las posiciones angulares del péndulo y de la rueda de reacciéon inercial respectivamente, y
Tw €s el par producido por un actuador acoplado con la rueda. Se considera que los centros de masa
del brazo y de la rueda de reacciéon inercial son tales que en conjunto, producen un centro de masa
resultante cercano al origen Og; por lo que de forma natural los momentos aplicados por las masas del

brazo y la rueda inercial, sittian al sistema en condiciones dinamicas cercana al equilibrio.

ap

Y

Figura 3.1: Diagrama de cuerpo libre del péndulo de rueda de reacciéon inercial.
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Los parametros fisicos propuestos para este modelo se muestran en la Tabla 3.1.

Tabla 3.1: Parametros fisicos del péndulo de rueda de reaccién inercial

Parametro Descripcion Valor

my Masa del péndulo 0.30 kg

My Masa de la rueda 0.08 kg

Iy Longitud total del brazo (péndulo) 1.5m

l Distancia del origen de Oy al eje de la rueda de reaccion 0.5 m

ap Ancho del brazo 0.07 m

lp Distancia del origen al centro de masa resultante 0.15m

F, Coeficiente de friccion en la articulacion del origen Og 0.0053 N

F, Coeficiente de friccion en la articulacion de la rueda de reaccion  0.0023 N

1, Inercia del péndulo 0.01 kg m?
Iy Inercia de la rueda de reaccion 0.0016 kg m?
g Constante de aceleracion gravitacional 9.81 kg m/s?

El péndulo de rueda de reaccién inercial puede modelarse utilizando la ecuaciéon dindmica para los
robots rigidos de n grados de libertad expresada en (2.16). En este trabajo de tesis la dindmica del
mecanismo se obtuvo utilizando el método de Euler-Lagrange [27], cuyo anélisis parte de la ecuacion
(2.15). Siguiendo este enfoque las ecuaciones de movimiento del péndulo se formulan a partir de las

ecuaciones de Lagrange:

d [0L(q,q 0L(q,q 0D(q, g
d (q, 9| _9L(g.9) | (f{ q) _ - (3.1)
dt 0q dq dq

donde D(q,q) = %qTF q es el término que representa las componentes disipativas y F' € R"*" es

una matriz diagonal que contiene a las componentes de friccién viscosa asociadas a los elementos en

rotacion. El vector de gravedad se obtiene de la definiciéon g(q) = a%iflq)'

Las ecuaciones para la energia cinética y potencial del modelo planteado son:
Péndulo:

Ky =5 [mplydy + Indy] (3.2)
Up = —mpgly cos(qp). (3.3)
Rueda:
1 . . .
Ky = 5 [mwlzcﬁ + Iw(Qp + Qw)Q] ) (3.4)
Uy = —mygl cos(gp) (3.5)

donde I, e I, son las constantes de la inercia del péndulo y de la rueda de reacciéon respectivamente y

g es el valor de la constante de gravedad.

De acuerdo a [71] la inercia de una barra que rota sobre su centro de masa es:

1
I= thoml(a2 + %) (3.6)
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donde Miutq; es la masa total del cuerpo rectangular, el cual tiene medidas geométricas a y b. Sin
embargo como se observa en el esquema de la Figura 3.1, el centro de masa del brazo se encuentra
desplazado a una distancia [, del centro geométrico por lo que es necesario aplicar el teorema de

Steiner de los ejes paralelos. De esta forma la ecuaciéon para calcular la inercia del brazo es:

1
I, = Emp(ag +1F) + mpl. (3.7)

Por otra parte la ecuaciéon que describe la inercia de la rueda de reaccién esta dada por:

1
I, = imwri, (3.8)

donde r,, representa el radio de la rueda de reaccién inercial.

Obtener las ecuaciones de la dindmica del péndulo requiere de expresar el Lagrangiano del modelo
que se obtiene al sustituir (3.2), (3.3), (3.4) y (3.5) en (2.15) y agrupar términos semejantes. Con ello

se obtiene la ecuacion:
. 1. . .. )
L(a,4) = 5[Ady + 2TupGu + Tudy] + By cos(qp) (3.9)

donde A = (myl2 + I, + myl* 4+ 1y) y B = (mply + myl).

Posteriormente se realizan las derivadas parciales y se sustituye de acuerdo a la ecuacion (3.1):

BL(;Z,q) = —Bgsen g, 3La(;1,q) =0
p w
0L(q,q . . 0L(q,q . .

p w
d [0L(q,q) ) } d [0L(q,q) L
— || =4 I’w w N . = Iw w
dt [ iy Gp + lut it | oay (dp + diw)

Finalmente se agrupan términos semejantes y se agregan las componentes de friccion viscosa F), asociada
al punto de unién entre el péndulo y la base, y F,, correspondiente a la unién del brazo con la rueda
de reacciéon respectivamente. De esta forma el modelo dinamico del péndulo queda descrito por las
siguientes ecuaciones:

Ady + LyGw + Bgsen(gp) + Fpdp = —74 (3.10)

Iw‘jp + LwGw + FuGuw = Tw (3.11)

donde 7, es el torque aplicado a la rueda de reaccién inercial y 74 son las perturbaciones aplicadas al

brazo, que se asume estan acotadas por ||74]| < dp con dg > 0.

El modelo dindmico del mecanismo (3.10)-(3.11) considerando friccion y perturbaciones se repre-
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senta en espacio de estados de la siguiente forma:

d .

£qp =qp (3.12)
d . —Tyw — Tg — Bgsen(qp) — Fpdp + FuGuw

el 3.13
dtQp A _ Iu} ( )
d )

%Qw — (3.14)
d . _ Tw —Tw — T4 — Bg Sen(Qp) - dep + Fuiw Fyuw

Ay =T - (3.15)

Despejando el segundo término de (3.11) y sustituyéndolo (3.10) se obtiene la ecuacion que engloba

la dindmica del mecanismo:

(A —I,)dp, = —1w — Bgsen(qp) — FpGp + Fuduw — Ta- (3.16)

3.3. Problema de control

Un reto en el control del péndulo de rueda inercial es hacer que el mecanismo siga una trayectoria
de referencia ¢g4, la cual se asume es dos veces diferenciable con respecto al tiempo y estd acotada de

forma que:

da(t)|| < as (3.17)

donde gp > 0 es un valor escalar definido. Siendo ¢4 una trayectoria deseada para g, y tomando la
dinamica del sistema expresada en (3.16), el objetivo de control consiste en disenar una ley de control 7,

que resuelva el problema de control de seguimiento de trayectoria, de forma que el error de seguimiento:

e=0qqi— (3.18)

sea de tipo uniformemente tltimamente acotado de acuerdo a la definicién 2.4.4.

3.4. Desarrollo de controladores y pruebas de estabilidad

A partir de la definicion del error en (3.18) se establece la siguiente ecuacion:
r= (40— dp) + Ae (3.19)

donde A > 0 es una constante. La ecuacion (3.19) reduce las dimensiones del problema ya que considera
el error de posicién y su razoén de cambio en una sola variable, simplificando la obtencion de la dindmica

del sistema [23]. Se establece entonces una nueva estructura para la ecuacion que define a la dindmica
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del sistema (3.16):
Hp = — foldp, Gw) — 90(ap) — 7w — Ta (3.20)

donde H corresponde a la diferencia de constantes (A — I,), fo(dp,dw) = Fpdp — Fuwlw ¥ 90(qp) =

Bgsen(gp) es el componente de aceleracion gravitacional.

Utilizando la definicién del error (3.18) en (3.19) y derivando con respecto al tiempo se obtiene
entonces que:
P =6+ Aé, (3.21)

multiplicando (3.21) por la constante H se obtiene:
Hr =Hé+ AHé

Hi = H({g — Gp) + AHé
Hi = —Hy, + H(jq + Aé). (3.22)
Al sustituir (3.20) en el primer termino de la ecuacion (3.22), se establece entonces la dinamica del
mecanismo de lazo abierto en funcién de r mediante:
Hr = f(z)+ 74+ Tw (3.23)
donde:
f(@) = Hlga + Aé] + fo(dp, Guw) + g0(ap) (3.24)

es una funcion que agrupa los estados del mecanismo y la componente no lineal go(gp).

El valor de los parametros de disefio y las ganancias utilizadas en este apartado se encuentran en
la Tabla 3.2. Los valores propuestos se obtuvieron mediante un proceso de sintonizacién de manera
heuristica, proponiendo valores aleatorios, comprobando el desempenio del controlador y ajustando el

valor en base al resultado obtenido.

Tabla 3.2: Ganancias de los controladores.

Ganancia Descripcion Valor

K, Ganancia para la compensacion PD 10

A Valor del parametro de diseno 7

Kp Ganancia para la ley de estimacion de paramétros en (3.32) 20

r Matriz de sintonizacion para el controlador en (3.32) diag{0.01}
N Matriz constante para el controlador en (3.40) diag{10}
Q Matriz constante para el controlador en (3.40) diag{0.01}
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3.4.1. Control por estimacién de pardmetros

Puesto que la funcion de la dindmica del péndulo en (3.23) es lineal en los parametros, puede

representarse en su forma paramétrica mediante:
f(x) = Wy(x)dp (3.25)
donde Wpy(x) = [§g + Aé —sen(qy) —dp quw) es el vector regresor y
¢p=—[(A—1,) —Bg —F, —F,]" (3.26)

es el vector de parametros ideales desconocidos acotado por ||¢p|| < ¢p, donde ¢ > 0 es un valor que
depende de los parametros fisicos del sistema. La estimacién de la dindmica no lineal a través de este

esquema de control se lleva a cabo mediante:

f(x) = Wy(x)dp (3.27)

donde ¢y, es el vector de parametros ideales desconocidos estimados en linea. Se define entonces el error

de estimacién de parametros dado por:

bp = bp — bp. (3.28)

Con base en el trabajo realizado por Slotine [73] se propone la siguiente ley de control para controlar

la trayectoria g, mediante el torque de entrada a la rueda de reaccion 7,:

Tw = —f(:l)) — K,r (329)

~

Ty = —Wy(x)pp — Ky
donde, K, > 0 es una ganancia y r esta definida por (3.19).
Al introducir (3.29) en la dinamica no lineal del mecanismo en (3.23) se obtiene:

Hi = f(x) + 14 — (f(x) + K,r)

Hi = Wy(x)dp + 72 — (Wp(x)dp + K1)
Hi- = Wy(x)(¢pp — dp) + 7a — Ko

Al sustituir el error de estimacion (3.28) se obtiene la expresion:

Hr = Wy(x)pp — Kyr + 14 (3.30)

Hi = f(z) — Kor + 74. (3.31)

La ecuacion en (3.31) representa la dindmica de lazo cerrado del sistema donde f(z) es el error de
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dp qp
4d e . Tw
. K,(e+ A — .
O wterro (—=(O—— N
: 4_'
| i) =wiw)d,
qd > $p = —rp + TW,(2) 1

Figura 3.2: Diagrama de bloques del controlador con estimacion paramétrica.

estimacion de f(x). La estimacion de los parametros ideales se calcula mediante la ley de adaptacion:

.
~

bp = —ripbp + T Wy (@) 7 (3.32)

donde k), > 0, qAbp es la estimacion de los parametros fisicos ¢p y I' =T° T > 0 es una matriz de valores
constantes. Para desarrollar el anéalisis de estabilidad se propone la funcién candidata de Lyapunov

global definida positiva y radialmente desacotada:

- 1 1~ 1~
V(r, ¢p) = 5rTHr + §¢§r L. (3.33)

Derivando con respecto al tiempo la funcion candidata de Lyapunov en (3.33) se obtiene:
. ~ 1 . 1r1r~ = S ~
V. dp) = 3 [T (H + Br) 4 THY| + 5 AN SR ]

aplicando propiedades de las matrices y tomando en cuenta que H = 0, la ecuacién se simplifica a:

. 1 . ~ S
V(r.dp) = 5 |2 Hi 4T Hr| + ST,

V(r,ép) =r"Hi + $IT 7 @, (3.34)
y sustituyendo H7 en (3.34) por la ecuacion (3.30) se obtiene:

V(ﬁ d’p) = TT(WP(x)(z)p - er + Td) + d‘;gr_l(zp
V(r, (;Bp) = TTWp(a:)q;p —rTKyr + vty + (;ng,F_l(zp
V(r, J)p) = —TK,r+ QEZ(WZT(:L')T + F_lqu) + 7T (3.35)

donde ¢p = ¢pp — Pp, es el error de estimacion de los pardmetros ideales del mecanismo.

Tomando en cuenta que el vector de parametros ideales del mecanismo ¢, es un vector de elementos

constantes, implicando que ¢, = —¢p; al sustituir el error de estimacién de los parametros ideales en
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(3.35) por la estimacion en (3.32) se obtiene:

V(r,¢p) = 1T Kyr + dL (W (x)r — T —rpdp + TW,) (2)r]) + 177y

V(r, Op) = —rTK,r + (,‘BZ;(WPT(:B)T + Fflnpqu — Wg(m)r) +rTry,
V(r, J)p) = —rTK,r+ &IT,F_lﬁp(Z)p + 7Ty
V(Ta &p) = —rTK,r + @T;F_lfﬁp(% - sz) +rl7y
V(r,dp) = 1T Kyr + 2T i,p — LT kb + 771y

Recordando que ||¢p|| < ¢B y ||74]] < dB, se utiliza norma dos para acotar los términos y se obtiene

que:
V(r,ép) < —Amin {72 + £pdBAmaz T Hdpll = KpAmin{T " Hdpll2 + ds]r|
- 2]
V(0 dp) < — DninlBa} Apmin{T 1] [ IV 4 (a5 b (T1)] [ I ]
[&pl” ] (o
V(Ta Q‘;p) < - f ] [(mzn{)\mm{Kv}yKp)\mzn{r_l}}) f ] - (ma${dB,/€p¢B)\max{F_l}})] .
Dp ®p

De lo anterior se concluye que V(r, qu) < 0: siempre que:

(3.36)

,
o

y de acuerdo a la definicion en la seccién 2.4.6, las trayectorias del sistema de lazo cerrado (3.31)

- (maz{(dB), kp¢BAmaz{T " }})
(min{ Amin{ Ku }s ipAmin{T~1}})

permaneceran en una region limitada por una hiper-esfera de radio r,, donde el radio de esa region de

estabilidad estara dado por:

H

de modo que considerando la ecuacion (3.19) implica que e, é y por ende g, y ¢, son UUB. Finalmente

considerando (3.28) entonces ¢, es también UUB.

(max{(dB), HpQSB)\max {F_l}})
(min{)\mm{Kv}, Hp)\min{ril}})

>y = (3.37)

3.4.2. Controlador neuronal

Otra forma de estimar la dindmica no lineal en (3.23) es aprovechando la propiedad de aproximacion
universal que ofrecen las redes neuronales descrita en la seccion 2.2.4. Esta propiedad le permite al
controlador identificar en general la dindmica del mecanismo y adaptarse a cambios en los pardmetros
y a perturbaciones externas. Al implementar una red neuronal, la aproximacion de la funcion (3.24) se

realiza a través de:

fx)=2"B(n) +e (3.38)
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Figura 3.3: Diagrama de bloques del controlador neuronal

donde ¢ es el error de aproximacién acotado por |e| < ey con ey > 0, Z € R” es un vector de pesos de
salida ideales acotado por ||Z|| < Zp con Zp > 0, siendo L el nimero de neuronas de la capa oculta de

la red neuronal.

La red neuronal de enlace funcional en (3.38) contiene un vector de funciones base:

B(n) =a(G'n)

donde n =[1 e ¢ qq gy Ga)* € R’ es un vector aumentado que contiene las j — 1 entradas a la red
neuronal provenientes del sistema. G € R7*% es una matriz de pesos aleatorios de entrada de valores
constantes y o = [o1 02 ...07]7 € RE es un vector de funciones de activacion de tangentes hiperboélicas
[26].

Sustituyendo la aproximacion (3.38) en la dindmica del sistema en (3.23) da como resultado:
Hi=Z"B(n) + e+ 74+ 7. (3.39)

La ley de control propuesta para obtener la dinamica de lazo cerrado del sistema mediante una red
neuronal es:
Tw = —27B(n) — Kyr (3.40)

donde la ganancia K, > 0, Z es un vector estimado de pesos ideales variante en el tiempo y r esta
dada por (3.19). Al sustituir (3.40) en (3.39) se obtiene la ecuacion de la dinamica de lazo cerrado del
sistema:

Hi=ZT8(m) — Kyr + 14+ ¢ (3.41)
donde

Z=7-2 (3.42)

es el error de aproximacién de los pesos de la red neuronal.
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La ley de adaptaciéon de los pesos a la salida de la red neuronal se calcula mediante:

A~

Z = NB(m)r— NQZ (3.43)

donde Q € REXE y N = NT € REXE son matrices definidas positivas de valores constantes.

El analisis de estabilidad se desarrolla a partir de la funcién candidata de Lyapunov global definida

positiva y radialmente desacotada:
> Lo L rory-1s
V(r,Z) = §HT + §tr{Z N—Z} (3.44)
Al derivar (3.44) con respecto al tiempo se obtiene:
. - 1 . 1 ~ L . - L ~
V(r2) = [rT(Hf 4 Hr) + fTHr] +5tr{ZT(NT'Z+ N1 2)+ 2"N' 2},

V(r,Z) =rTHr + tr{ZTN_lé}

Recordando que Z es un vector de pesos ideales de valor constante y tomando la definicién del error
de estimacion en (3.42), implica que Z = —Z. Al sustituir la dinamica del error y la dinamica de lazo

cerrado (3.41) en la ecuacion anterior se obtiene:
V(r,2) =r"(Z"B(n) — Kor + 1a+ &) — tr{Z" N (NB(n)r - NQ2)},
V(r,Z)=Z"B(n)r — T Kyr + 7 (g + &) — tr{Z" B(m)r — Z7QZ},
V(r,Z) = —rTKyr + 77 (1g + ) + tr{Z7Q(Z — Z)}.

Resolviendo y acotando los términos se obtiene:

o Z) = — n | Ir? Ir 2
V(T, Z) - [)‘mm{Kv} )‘mm{Q}] ||Z||2 + [(dB + EN) ZB)\max{QH ||Z||2
V(r,Z) < — H [;] | [(min{kmm{Kv},Amm{Q}}) | ; — (maz{(dp + 5N),ZB)\max{Q}})]

por lo tanto se concluye que:

<0 (3.45)

ved=-| [

. maz{(en + dB), ZBAmaz{Q}}
min{ Amin{Kv}, Amin{Q}}

y de acuerdo al teorema 2.4.1, las trayectorias del sistema de lazo cerrado en (3.41) permaneceran

siempre que:

i (3.46)

Z
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dentro de una region limitada por una hiper-esfera de radio r:

por lo que r y Z tienen soluciones UUB, y considerando las ecuaciones (3.18), (3.19) y (3.42) e, é , qp,
ap y Z son también UUB.

r

> = maz{(eny +dB), ZpAmaz{Q}} (3.47)

min{ Amin{ Kuv}, Amin{Q}}

3.5. Resultados de simulacion

Las ecuaciones del modelo y los algoritmos de control desarrollados fueron simulados en MATLAB
SIMULINK®), utilizando el método numérico ode4 (Runge-Kutta) con un paso de integracion de
[0.001]. Como condicién inicial para el modelo se eligi6 una posicion del péndulo muy cercana al

equilibrio superior en g, = 3 rad. La trayectoria deseada se describe mediante la funcion:
1
qq = asen | wt + 3 +5b (3.48)

con a = /2 rad, w = /6 rad/s y b = 7 rad. El controlador adaptativo por estimacion de parametros
propuesto en (3.29) y el controlador adaptativo neuronal en (3.40) utilizaron los mismos valores de
ganancia Kv y A. El controlador neuronal propuesto en (3.40) se diseni6 con L = 10 neuronas y se

usaron valores constantes de pesos iniciales aleatorios en la matriz G, en el rango de [-1 1].

Cabe destacar que gracias a la propiedad de aproximacion universal que poseen las redes neuronales,
para implementar el controlador neuronal en (3.40) no se requiere de conocer a detalle los parametros
del mecanismo, a diferencia del controlador por estimacion paramétrica (3.29) cuyo desempenio depende

mayormente del modelo dinamico y de los parametros fisicos del mecanismo.

Las simulaciones se dividieron en dos ensayos. En la primera prueba se introdujo un cambio para-
métrico en linea, modificando el valor de la masa del brazo m, de 0.30 kg a 0.6 kg en ¢ = 10 segundos.
Con el objetivo de probar la robustez de los controladores, el segundo ensayo consistié en agregar una

perturbacién en forma de torque al brazo del péndulo con valor de 5 Nm en ¢t = 15 segundos.

3.5.1. Resultados de simulacién del modelo aplicando cambios paramétricos en la

masa

El esta seccion se comparan los resultados obtenidos del controlador neuronal propuesto en (3.29)
y el controlador adaptativo por estimacion paramétrica en (3.40), empleados en el seguimiento de tra-
yectoria del péndulo de rueda de reaccién inercial con un cambio paramétrico en linea. Los resultados
de la Figura 3.4 muestran que ambos controladores son efectivos en el seguimiento de la trayectoria qq

propuesta en (3.48) a pesar del cambio de masa aplicado durante la simulacion.

Los valores de velocidad de la articulacién ¢, y la rueda de reaccién g, obtenidos de la prueba
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; Trayectoria del péndulo

—dd
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Figura 3.4: Seguimiento de trayectoria del péndulo con cambio de masa usando controlador adaptativo
parameétrico q,_gp y controlador adaptativo neuronal g, nn-.

numérica son muy similares para ambos controladores, y tal como se observa en la Figura 3.5 se
encuentran acotados. También los valores de torque de los gréficos en la Figura 3.6 muestran que ambos
controladores reaccionan de forma similar al cambio de masa en el brazo del péndulo, incrementando

ligeramente el valor de la entrada 7.

Velocidad del péndulo

3 6
,g 4
=
@Q' I 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35
Tiempo [s]
Velocidad de la rueda
T 100 T T
% —EP
S 50 NN
. O -
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0 5 10 15 20 25 30 35
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Figura 3.5: Evolucién temporal de la velocidad ¢, y ¢, con el mecanismo asistido por los controladores
en (3.29) y (3.40) en presencia de un cambio paramétrico en la masa.
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Torque de la rueda

0 5 10 15 20 25 30 35
Tiempo [s]

Figura 3.6: Torques de entrada a la rueda de reaccion calculados por el controlador en (3.29) (EP) y
en (3.40) (NN) con cambio paramétrico en linea.

Como se concluyo previamente en los analisis de estabilidad en (3.37) y (3.47), los valores estimados
por las leyes de adaptacion en (3.32) y (3.43) permanecen acotados durante toda la simulacion como
muestran los graficos de la Figura 3.7. Ademas, los resultados obtenidos de la prueba sugieren robustez
por parte de ambos controladores en presencia de cambios paramétricos, ya que como se muestra en
los graficos de la Figura 3.8 los errores de seguimiento de trayectoria permanecen acotados. Por lo que

las soluciones del sistema dindmico presentan estabilidad de tipo UUB.

Parametros estimados

0.02
7(A_Iw)7Bg FO*Fw
0 =—
-0.02
0 5 10 15 20 25 30 35

Tiempo [s]
Pesos estimados de salida

Figura 3.7: Simulacion de la estimacion de los parametros desconocidos en (3.32) y estimacion de pesos
ideales a la salida de la red neuronal en (3.43), con el mecanismo afectado por un cambio de masa
durante el proceso.
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Figura 3.8: Evolucion temporal de los errores para la ley de control (3.29) (egp) y el controlador en
(3.40) (eyn) en presencia de un cambio de masa en linea.

3.5.2. Resultados de simulacién del modelo aplicando una perturbaciéon

En esta seccién se comparan los resultados obtenidos de la prueba de seguimiento de trayectoria
para el péndulo de rueda de reaccion inercial usando los dos controladores propuestos en (3.32) y (3.43)

en presencia de una perturbacién aplicada en linea.

Los graficos de seguimiento de trayectoria de la Figura 3.9 muestran que ambos controladores
cumplieron con éxito el objetivo de control propuesto, ya que a pesar de la perturbaciéon aplicada en
t = 15 segundos, los movimientos angulares de la articulacién g, tienden a la trayectoria g4 propuesta

en (3.48) durante toda la prueba.

Trayectoria del péndulo

dd

0 5 10 15 20 25 30 35
Tiempo [s]

Figura 3.9: Seguimiento de trayectoria del péndulo de rueda de reacciéon inercial asistido por el con-
trolador adaptativo paramétrico en (3.29) (¢,—gp) y por el controlador adaptativo neuronal en (3.40)
(gp—NN), en presencia de una perturbacion.

Los valores de velocidad angular de la articulacién ¢, y de la rueda de reaccion ¢, obtenidos en

esta prueba son muy similares para ambos controladores y permanecen acotados como se observa en la
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Figura 3.10. De forma similar los torques calculados por las leyes de adaptacién que se muestran en la

Figura 3.11 se encuentran acotados durante toda la prueba.
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Figura 3.10: Evolucion temporal de la velocidad ¢, y ¢, con el mecanismo asistido por los controladores
en (3.29) y (3.40) en presencia de una perturbacion.

Torque de la rueda
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Figura 3.11: Torques de entrada a la rueda de reaccion calculados por las leyes de control en (3.29)
(EP) y en (3.40) (NN),en presencia de una perturbacion.

Como se concluyo6 previamente en los analisis de estabilidad en (3.37) y en (3.47), las estimaciones
de las leyes de adaptacion en (3.32) y (3.43) permanecen acotados durante toda la simulacién como
muestran los graficos de la Figura 3.12. Ademas, los resultados obtenidos de la prueba sugieren ro-
bustez por parte de ambos controladores en presencia de perturbaciones, los errores de seguimiento de
trayectoria presentados en el grafico de la Figura 3.13 muestran que el sistema se mantiene estable ya

que los valores permanecen acotados.
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Parametros estimados
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Figura 3.12: Estimacion de parametros desconocidos en (3.32) y estimacion de pesos a la salida de la
red neuronal en (3.43) con el mecanismo afectado por una perturbacion.
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Figura 3.13: Evolucion temporal de los errores para la ley de control (3.29) (egp) y el controlador en
(3.40) (eyn) en presencia de una perturbacion.

De acuerdo a las conclusiones halladas en los anélisis de estabilidad ambos controladores cumplen
con el objetivo de estabilizar el péndulo de rueda de reaccion inercial en el seguimiento de una trayectoria
deseada con un valor de error de acuerdo a la definicion de UUB. Los gréaficos de las variables de lazo
cerrado del sistema obtenidos durante las pruebas numéricas apoyan esta conclusiéon. Por otra parte
los valores de RMS de las senales de error de seguimiento de trayectoria sugieren que el controlador

neuronal propuesto en (3.43) presenta un mejor desemperio.
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Tabla 3.3: Norma de los errores.

Controlador Cambio paramétrico (RMS) || Perturbaciéon (RMS)
Estimacion paramétrica 0.0624 0.0591
Neuronal 0.0507 0.0509

3.6. Conclusion

En este capitulo se han presentado dos estrategias de control para resolver el problema de control de
seguimiento de trayectoria en un péndulo de rueda de reaccién inercial, basadas en el control adaptativo
paramétrico, en el cual es necesario conocer al menos la estructura del modelo del mecanismo, y el
control por compensacién neuronal, en el cual no es necesario conocer la estructura exacta del modelo

ni los parametros que lo componen.

Los resultados de simulacién obtenidos muestran que las soluciones propuestas logran que g, siga
la trayectoria deseada gq en (3.48) con un valor de error. Ademés, ambos controladores presentan
robustez ante cambios paramétricos y perturbaciones aplicadas al modelo. Se observa en la Tabla 3.3
que el controlador neuronal posee niveles mejores de error en el seguimiento de la trayectoria presentada
en (3.48). Sin embargo, ambos controladores pueden modificar el radio de la hiper-esfera dado por las
ecuaciones (3.37) y (3.47), cambiando principalmente el parametro de control K, en las ecuaciones

(3.29) y (3.40), lo que implica cambiar los niveles de error de ambos controladores.

De acuerdo al teorema 2.4.1, las soluciones de los sistemas de lazo cerrado (3.30) y (3.41) son
uniformemente ultimamente acotadas (UUB), lo que establece que las soluciones estan dentro de las
regiones dadas por las ecuaciones (3.37) y (3.47) correspondientes a cada sistema de lazo cerrado.
Esto implica que 7, (,Z)p, Zoe ey gp presentan acotamiento de tipo uniformemente tltimamente acotado
(UUB). Por lo tanto, como se puede observar en los graficos de las pruebas realizadas a los controladores,

se ha cumplido con el objetivo de control propuesto.
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Control neuronal aplicado a un

mecanismo de tres grados de libertad

4.1. Introduccién

Debido a los recientes avances tecnologicos y los nuevos objetivos de exploracién que se han plan-
teado en los ultimos anos, el desarrollo de vehiculos de naturaleza no tripulada para la comunicacion,
reconocimiento y exploraciéon ha ganado el interés de muchos investigadores. En la industria aeroes-
pacial el control de orientacion para mecanismos de esta naturaleza se ha hecho notar debido a su

potencial aplicacion en sistemas de navegacion de vehiculos espaciales y satélites [11, 15, 12, 74, 16, 75].

Un reto en el desarrollo de controladores para estabilizar la orientacién de mecanismos tipo satélite
es que poseen una dindmica de tipo no lineal, por lo que el desarrollo de controladores efectivos que se
basen en el modelo dindmico suele ser una tarea laboriosa. En la literatura se han reportado trabajos
donde la dindmica del sistema es usada para establecer una ley de control basada en el modelo. Mediante
la linealizacién los autores buscan disminuir la complejidad del desarrollo del controlador, sin embargo
esto generalmente implica limitar el funcionamiento del controlador entorno a un punto de equilibrio
o volver muy lenta su respuesta [12, 13, 14]. Debido a esto, es necesario desarrollar nuevos sistemas
de control que consideren gran parte de la dindmica del mecanismo, con el fin de garantizar un buen

desempeno en las maniobras efectuadas para estabilizar la de orientacién del vehiculo.

Para los sistemas tipo satélite, un buen esquema de control debe ser rapido, preciso y logar compen-
sar las perturbaciones provocadas por factores externos como las radiaciones solares, la gravedad y los
gradientes de torque. Ademas, debe considerar los efectos provocados por cambios en la distribucion de
la masa, causados por el movimiento de los componentes montados en la superficie de un satélite como
antenas y paneles solares o por el movimiento de los tripulantes y el consumo de combustible. Por lo
tanto es necesario desarrollar un esquema de control efectivo y robusto a cambios en la distribucién de

la masa y perturbaciones externas [11, 15, 12, 75, 76].

En la literatura es posible encontrar algunos trabajos donde se desarrollan controladores para me-

41
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canismos tipo satélite que estan relacionados al control difuso [74], control 6ptimo [76, 79|, control por

retroalimentacion no lineal [77], control en modos deslizantes [78] y el control adaptativo [16, 80].

Como parte de este trabajo de tesis se propone el desarrollo de un controlador adaptativo neuronal
para estabilizar la orientacién de un mecanismo tipo satélite de tres grados de libertad que esta actuado
por ruedas de reaccién inercial. Este mecanismo se inspira en una plataforma satelital suspendida,
actuada por tres ruedas de reaccién montadas en los ejes principales. El controlador incluye una red
neuronal de enlace funcional cuyos pesos de salida son estimados durante el proceso y que le proporciona
al controlador la capacidad de adaptarse ante perturbaciones externas y cambios paramétricos. Ademas,
gracias a la propiedad de aproximaciéon universal que poseen las redes neuronales, vista en la seccién
2.2.4 este controlador no depende de la dindmica del modelo ni los pardmetros que la componen,
no obstante, en este Capitulo se modelo el sistema con la finalidad de plantear el analisis-disenio del

controlador y realizarse las pruebas niimericas de simulacion

4.2. Modelo dindmico del mecanismo

La dindmica de rotaciéon del mecanismo tipo satélite se establece a partir del momento angular de
un cuerpo rigido, que relaciona la masa del cuerpo m con su velocidad y esté definido a través de la
ecuacion:

H =r, x mv, (4.1)

donde 7, es la posicion relativa de una particula de masa m moviéndose a velocidad v entorno a un

punto estacionario O, de referencia.

Mediante la segunda ley de Newton es posible definir la relacién entre la cantidad de movimiento
rotacional de un cuerpo, descrito por la ecuacion (4.1), y el torque aplicado por los elementos que lo
componen [28]. Asumiendo que un cuerpo de masa m esta constituido por un conjunto de particulas

mas pequenas de masa elemental Om, la segunda ley de Newton se plantea mediante:

YOf = ¥0ma = %Ev@m. (4.2)

Seleccionando como referencia a una particula de masa elemental 0m que se encuentra en una posicion
rp con respecto al origen O, y sobre la cual se ejerce una fuerza 0 f, entonces al aplicar el producto
cruz se obtiene:
oT ) 0 om®
=7p X 0f =7rp X O0ma =rp X me
Si posteriormente se toman en cuenta todas las particulas que componen al cuerpo rigido la ecuacion

de movimiento rotacional queda descrita como:

dv
T=3X om—
(e o)

donde T' = X(7p x Of) es el torque externo total o neto, que es aplicado entorno al punto O,.. Entonces,
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si el punto O, es un punto estacionario, la ecuaciéon del movimiento rotacional del cuerpo entorno a ese
punto es:

T= %E (rp x Omw) . (4.3)

Por otro lado, si se toma la ecuacion (4.1) y se considera a la masa de la particula como m = X0m,
entonces el momento angular también puede definirse de la forma:
OH = rp x Omv. (4.4)

Considerando continuidad en la masa, las ecuaciones (4.3) y (4.4) pueden llevarse a un formato de

integrales [81]. Por lo tanto se obtiene que el torque es:

T = / <rp x CZ’) dm, (4.5)

mientras que la ecuacién que describe el momento angular queda expresada como:

H = /(rp X v)dm. (4.6)

Asumiendo que el cuerpo es de masa constante, entonces al derivar la ecuacién anterior con respecto al

tiempo daré como resultado:

ﬂ— vXVv+Tr xd—v dm
dt P de '

Por propiedades del producto cruz (Apéndice 6.2), el primer término de la integral es cero y el segundo

término es equivalente a la ecuacion (4.5), por lo que se concluye que:

dH

La velocidad total de un punto arbitrario con posicion rp, relativa al punto O, es:
v=vg+w X Tp, (4.8)

donde vg es la velocidad lineal de este punto respecto al origen en O, y en tanto w es su velocidad

angular. Entonces, al sustituir la ecuacion (4.8) en (4.6) se obtiene que:

H—/(rpx(v0+w><rp))dm

H = /('rp X vg)dm + /('rp X (w x rp))dm

donde el primer término es eliminado, ya que el punto O, es estacionario. Por lo tanto el momento

angular del cuerpo rigido se define por:
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H = /(rp X (w X 1p))dm. (4.9)

4.2.1. Ecuaciones de movimiento rotacional del modelo tipo satélite

La Figura 4.2 muestra un esquema del mecanismo propuesto para este trabajo de tesis donde se
observan algunos vectores de posiciéon de masas diferenciales y de los n actuadores con centros de masa
Wwp, que seran necesarios para describir la dinamica. Los detalles de la notaciéon se pueden revisar en la
Tabla 4.1.

Para describir los movimientos rotacionales del mecanismo se han propuesto dos marcos de referen-
cia. Dado que ambos marcos de referencia tienen el mismo origen O, es posible caracterizar la posicion
de un sistema en términos del otro utilizando los dngulos de Euler. El marco de referencia no inercial
posee coordenadas en B = {;, j, E} y se encuentra atado al cuerpo rigido en todo momento, mientras que
el marco de referencia inercial £ = {Z, 7, 2}, permite caracterizar los movimientos angulares realizados
por el mecanismo en relacién a un sistema de coordenadas fijo que corresponde al punto de observacion
en el espacio [28, 81].

Asumiendo que el modelo de la Figura 4.2 es un cuerpo rigido cuyos componentes se encuentran a
una distancia fija del origen O,, entonces la rotacion total del mecanismo esta gobernada por los efectos

rotatorios de los elementos que lo componen |28, 81].

B

.

Figura 4.1: Diagrama de posiciones del mecanismo de tres grados de libertad.

Para calcular el momento angular total del mecanismo, se asume que se trabaja con un cuerpo rigido
conformado por una plataforma y tres ruedas de reaccion inercial montadas sobre los ejes principales
en B. De esta forma el momento angular del mecanismo sera la sumatoria de los momentos angulares
de la plataforma y de las ruedas de reaccion inercial [14, 60, 81, 82|. Por lo que el momento angular

total del mecanismo puede expresarse mediante:
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k

Figura 4.2: Modelo del mecanismo tipo satélite.

Tabla 4.1: Notacion de los parametros del mecanismo tipo satélite mostrado en el esquema de la Figura
4.1.

Parametro Descripcion

Oy Centro geométrico del satélite

Cm Centro de masa del satélite

dm Masa diferencial de la plataforma del satélite

7 Posicion de la masa diferencial dm con respecto al centro geométrico O,

Tem Posicion del centro de masa C'm con respecto al centro geométrico del satélite

Wy, Centro de masa y geométrico de la rueda de reaccion n

Adman Masa diferencial de la rueda de reaccién inercial n

7] Posicion de la masa diferencial dmy,, con respecto al centro de masa de la rueda w,

7wy, Posicion de la masa diferencial dm,,, con respecto al centro geométrico O,

Twn Posicion del centro de masa de la rueda de reaccién w,, con respecto al centro de geométrico O,
H, = H, + H, (4.10)

El calculo del momento angular de la plataforma se desarrolla a partir de la definicion en (4.9),
donde la masa diferencial 9m de acuerdo a la Figura 4.1 se encuentra en una posiciéon # con respecto
al origen, por lo que al integrar (4.9) y tomando en cuenta que el centro de masa de la plataforma se
encuentra desplazado a la posicién 7., con respecto al origen, el momento angular de la plataforma

queda definido por la expresion:
_ — B —
Hp = My [Tem % (Wep X Tem)] , (4.11)

donde M, es la masa de la plataforma, 7¢m € R3 es el vector de posicion del centro de masa de la

B

plataforma y wB,, € R3 es el vector que contiene las componentes de velocidad angular de la plataforma.
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Al aplicar la identidad del triple producto vectorial (Apéndice 6.2) a la ecuacion (4.11) se obtiene

la expresion equivalente:

Hp = MP [chm(FCm : 'ch) - 'ch("?cm : chm)] : (4.12)

Ya que el vector de posicion del centro de masa y el vector de velocidades angulares de la plataforma

poseen componentes:

ch = xcm% + ycmj + Zcm]% (413)
chm = pcm% + Qij + Tcml%- (4.14)

al sustituir (4.13) y (4.14) en (4.12) se obtiene la expresion que representa el momento angular de la

plataforma:

H, = JywB, (4.15)

donde Jp, € R3*3 es el tensor de inercia que describe la distribucién constante de la masa del cuerpo

rigido y esta definido como:

Mp(ygm + Zczm) _Mpxcmycm _Mpwcmzcm
Jp = —Mpxcmycm Mp(xgm + ng) _Mpycmzcm
_Mpxcmzcm - pycmzcm Mp(wgm + ygm)

Debido a que los ejes de rotaciéon de las ruedas de reaccion inercial son coincidentes de forma paralela
a los ejes de rotaciéon principales del cuerpo rigido, su momento angular puede calcularse de forma
independiente a la plataforma tomando como referencia su centro de masa. Utilizando el teorema de
Steiner de los ejes paralelos permite expresar el momento angular total del sistema (plataforma-ruedas

de reaccion) a través de una sola ecuacion como:

HS = Jpchm + J,,.(chm + Q'I‘)u (4.16)

donde J, € R3*3 es el tensor de inercia que contiene el valor de los momentos de inercia de las ruedas

de reaccion:

Tyze 0 0
Jre=1 0 Iy, 0 |, (4.17)
0 0 Iy,

donde cada componente de inercia de las ruedas se calcula mediante la ecuacion (3.8) y €2, € R3 es el

vector de velocidades angulares de las ruedas inerciales definido como:

(4.18)

Para establecer la ecuaciéon que describe al modelo dinamico de rotacién del mecanismo se usa la
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ecuacion en (4.7), lo que implica derivar (4.16) con respecto al tiempo [81] para obtener la expresion:

OwB O(WB, +Q,)
Ts :J cm B J B JT' cm r
P | Wem X IpWem ot (4.19)

+ (chm + Q) x Jr(w?m + Q).

donde T es un vector que contiene los pares provocados por fuerzas externas ejercidas al sistema.

De acuerdo a la ecuacion (4.7), el torque externo T aplicado a un cuerpo en rotacion es:

dH ow
T—E—Jﬁ‘i‘wa’u},

donde J es el tensor de inercia del cuerpo y w el vector de velocidades angulares. El primer término
del lado derecho de esta ecuacion (J %—1;’) corresponde a un par interno producido en el cuerpo rigido.

B
Asumiendo que este torque es generado por los actuadores, entonces er

en la ecuacion (4.19)
puede definirse como [60]:

T (Pem + Q) = Tuw

Ly (Gom + $0y) = Tuy

Iwzz(f"cm + Qz) = Twz-

donde Tyu, Twy ¥ Tw. representan los pares de entrada a las ruedas de reaccion inercial y con ello se

obtiene la representaciéon matricial de la dinAmica de rotacién en lazo abierto:

IPrx Jpxy I Pz Dem C11 C12 (13 Pem Twzx Tdwzx
T, = pr:c pry prz Gem | + [co1 co2 o3 Gem | T | Twy | + Tdwy (4'20)
IPza Jpzy Jp.. Tem €31 (€32 (33 Tem Twz Tdwz

donde las componentes de la matriz de Coriolis y de fuerzas centrifugas estan definidas por:

c11 = JpszCm — przrcm Co1 = Jp$xrcm - Jpz;tpcm + (Iwzz - Iwzz)rcm
c12 = JpzyQem — JIpyyrem + (Lwzz — Iwyy)rcm 22 = JPayTem — JPzyPem
c13 = JpzzGem — Ipyzrem €23 = JPzzTem — JPzzPem

C31 = pr:vpcm - JPchm + (Iwyy - Iwac;t)Qcm
C32 = prypcm - Jpzchm
C33 = przpcm — JPz2Qem.
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Las componentes del vector Ts en un entorno de operacién real de un satélite corresponden a pares
gravitatorios, torques aerodinamicos, presiones solares y perturbaciones magnéticas o una sumatoria
de todos. Sin embargo, ya que este modelo esta basado en una plataforma experimental la tnica fuerza
externa que acttia sobre mecanismo es la gravedad, por lo que el vector de torques externos se define
por el producto cruz:

Ts = Tg = Tem X Msg?,

donde M, es la masa total del mecanismo tipo satélite, g la constante de gravedad y yes un vector que

proyecta esta hacia el centro de la tierra [14, 82].

Al sustituir 74 en (4.20) se obtiene una representacion matricial de la dindmica de rotacion del

sistema en forma de la ecuacién general para los mecanismos de n grados de libertad:
. B - B\ B _
Mchm + CB(TCTIM wcm)wcm + Tw + Td - Tg7 (421)

donde Mp(Fem) € R3*3 es la matriz de inercia; Cp(Fem,w?,)wE, € R3 es el vector de fuerzas
centrifugas y de Coriolis; T, € R3 es un vector de torques atribuidos a los actuadores y 74 € R3 es el

vector de perturbaciones.

4.2.2. Definicion de los marcos de referencia

La relacion entre los movimientos angulares en B y el marco de referencia inercial £ se establece a

través de los angulos de Euler (roll: ¢, pitch: 6, yaw: 1)) mediante una matriz de transformacion general:

R(®):B— L

donde R(®) € R¥3 y
O=I[p 0 . (4.22)

Ademaés, cada movimiento angular en B esti asociado a una matriz de rotaciéon en particular, a través
de la cual se establece una relacion entre la posicién angular actual y el marco de referencia inercial L.
Existen distintas formas de caracterizar la orientaciéon de un cuerpo rigido a través de los dngulos de
Euler, en este trabajo de tesis se eligio la secuencia (z-y-x) que forma parte de la clasificacion de los
angulos de Tait-Bryan [83, 84|. La cual se refiere a la secuencia de rotaciones sucesivas que permiten
caracterizar la posiciéon actual del cuerpo rigido respecto al marco de referencia £, tal como se muestra

en la Figura 4.3.

La primera rotacién se realiza entorno al eje ¢ y se representa mediante el dngulo de Euler ¢

correspondiente al movimiento de balanceo o roll.

T 1 0 0 i
Yo | = |0 cos¢ —sen¢ j (4.23)
2 0 sen¢p coso k
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La segunda rotacion, representada por el angulo 6 corresponde al movimiento de cabeceo o pitch y se

realiza entorno al eje .

Ty cosf) 0 senf| |z
v | = 0 1 0 Yo | - (4.24)
29 —senf 0 cos@] [z4

Finalmente se realiza una rotacién sobre el nuevo eje zg correspondiente al movimiento de guinada o

yaw representado por el angulo 1, la cual dejara al cuerpo rigido en su orientacion final.

Ty cosyp —senty 0 |z
Yy | = [sentp cosyp O |yel - (4.25)
2 0 0 1| |z

2

w
————

J_

Figura 4.3: Rotaciones sucesivas del modelo.

De lo anterior se obtiene el siguiente conjunto de matrices de transformacion:

1 0 0
R, (¢) = |0 cos¢ —seng|,
0 sen¢ cos¢

cosfd 0 senf
R, () = 0 1 0 |,
—senf) 0 cos6
cosyp —senyy 0
R. (¥) = |seny cosyp 0
0 0 1

Mediante la multiplicaciéon sucesiva de las matrices de transformacién anteriores se obtiene la matriz
de rotacion general, a través de la cual las posiciones angulares en I3 pueden expresarse en términos del

marco de referencia inercial L:

R(Q) = sz (1/}) ’ Ryb (0) : R:cb (¢)
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costcost cosipsenfsend —sentcosg cossenfcos @+ sensen
R(©®) = [sentcosf sentsenfsen ¢+ cospcosd senpsendcosd — cospsend| . (4.26)

—sen 6 cos f sen ¢ cos 0 cos ¢

Ya que las matrices de rotaciéon cumplen con la propiedad de orto-normalidad, también se pueden

referir los movimientos angulares en £ con respecto a B utilizando la inversa:
Rz =R(©) ! =R(©®)T (4.27)

Otro factor importante para describir la dindmica de rotaciéon del modelo es establecer las razones
de cambio del sistema en B respecto al marco de referencia £ mediante la matriz de rotacion (4.26) y
una matriz anti-simétrica S, que a detalle se describe en el Apéndice 6.2 [85]. Para ello se plantea lo
siguiente:

Sea R una matriz orto-normal de forma que se cumple que:
R'R=1

y su derivada con respecto al tiempo esta dada por:

R"R+R"R=0
Se define entonces una matriz anti-simétrica:

S=R"R
donde:
ST+8=0

Aprovechando la propiedad de orto-normalidad, la relacion entre la matriz R y la matriz anti-simétrica
S queda definida por:
S=R 'R,

R=RS. (4.28)

Derivado de lo anterior, la relacién entre las velocidades angulares en el marco B y el marco inercial
L estan definidas por:
R(®) = R(®)S(wE,), (4.29)

B

) €s la matriz tornillo

donde w?m = [Pem Gem Tem]? son las velocidades angulares en B y S(w
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simétrica del vector wZ,, expresada por [86]:

0 —Tem dem
S(chm) = Tem 0 —Pem | - (430)
—dcm Pem 0

De este modo las razones de cambio entre los movimientos angulares en B y los dngulos de Tait-Bryan

se establecen mediante las siguientes ecuaciones:
O = Wr(O)WWE (4.31)

WwB =Wr(©)'0 (4.32)

B

o €S el vector de

donde O es el vector que representa la variaciéon temporal de los angulos de Euler, w

velocidades angulares en B y donde:

1 sen¢gtanf cos¢tand
Wgr(®) = |0 cos ¢ —sen ¢ (4.33)

0 sen¢sect cos¢psect

1 0 —senf
Wr(O®) ™' =10 cos¢ sengcosf| . (4.34)

0 —sen¢ cos¢cosb

La ecuacion (4.31) transforma velocidades angulares medidas en B a términos de los angulos de
Euler en £, mientras que la ecuacion (4.32) hace la operacional contraria. Cabe destacar que la matriz
de transformacion Wgr(©) es singular para valores de § = £90°[2n + 1], con n =0, 1,2, ... y su inversa

W (®)~! no tiene restricciones.

4.2.3. Dinamica de rotacién

Anteriormente se propuso la dindmica de rotacién del mecanismo en el marco de referencia no
inercial B, ahora mediante la sustitucion de (4.32) en la ecuacion (4.21) se establece la dinamica de
rotacion en términos del vector @ [87]. Para ello se deriva con respecto al tiempo la ecuacion (4.32) y

se aplica de propiedad de la derivada de una matriz inversa:
Wr(®)™" = —Wr(©)™'Wr(€)Wr(©)™"

obteniendo asi:

WB = —Wr(®)IW(@)Wr(O)10 + Wr(©)!O. (4.35)
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Sustituyendo (4.35) en (4.21) se obtiene:

MB(—WR(G)_lWR(G)WR(G)_lé + WR(@)_lé) + CB(ch, chm)WR(@)_lé + Tw + Td = Tg,

T

multiplicando toda la ecuacion por W(@®)~" y agrupando términos semejantes se obtiene:

Wr(®) TMgWg(©)™1O + Wi(®) T [Ch(Fem, wB,) — MgWg(©) ' Wr(n)|Wr(©)™ 10
+Wr(®) (1 + 7a) = Wr(®) T'7y.

Finalmente para simplificar la expresion anterior puede reescribirse como:
Mp(©)0 +CL(©,0)0 + 1 + 7 = Ta. (4.36)

La ecuacion (4.36) representa la dindmica de rotacion del mecanismo en términos del marco de referencia

inercial £, y los términos que componen la expresion estan definidos por:

My = Wr(©) "MpWr(©)™! (4.37)
Cr = Wr(O®) T[CB(Fem, wB,)) — MpWg(©) 'Wr(©)Wr(©)™! (4.38)
Ta = Wr(®) "1y (4.39)
= Wr(®) T7q (4.40)
16 = Wr(®) 1y, (4.41)
Y la representacion del modelo en espacio de estados es la siguiente:
(S} S}
4 .| = . .. (4.42)
dt |® M; (©)[tg — CL(©,0)0 — 7q — 7]

donde M (®) € R3*3 es la matriz de inercia; C(©, ('-))(-') € R3 es el vector de fuerzas centrifugas
y de Coriolis; Tq € R3 es un vector de torques atribuidos a los actuadores, Tp € R3 es el vector de

perturbaciones y 7¢ € R3 es el vector de torques producidos por la gravedad.

4.3. Problema de control

Uno de los retos en la navegacion de vehiculos suspendidos de tipo satélite es controlar de for-
ma eficiente su orientacion durante el seguimiento de una trayectoria [60, 88, 89]. Asumiendo que la

orientacién deseada para el mecanismo propuesto:

O4 = [pa bq va)" (4.43)
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es dos veces diferenciable con respecto al tiempo y acotada por un valor escalar de forma que:

©a(t)
O41)| < as, ap > 0. (4.44)
Oq(t)

y tomando la dindmica del mecanismo de tres grados de libertad expresada en (4.36), el problema de
control consiste en estabilizar la orientaciéon del mecanismo tipo satélite mediante una senal de entrada

Tq, calculada por un controlador adaptativo neuronal de forma que el error de orientacion:
& =0,4-0, &R (4.45)

y las variables del sistema en lazo cerrado sean uniformemente tdltimamente acotadas de acuerdo al

teorema 2.4.1.

4.4. Controlador neuronal

Como se describid, la propiedad de aproximacion universal que poseen las redes neuronales descrita
en la seccion 2.2.3 permite que el controlador estime la dindmica desconocida del mecanismo y com-
pense las perturbaciones externas y cambios paramétricos. Para incorporar una red neuronal de enlace

funcional en este modelo, primero se propone la ecuacion:

r = (g — 0)+ A&, reR3 (4.46)

donde A > 0 € R3*3 es una matriz diagonal de parametros de disefio y &, esta dado por (4.45).

La ecuacion (4.46) simplifica el desarrollo de la dinamica del sistema de lazo abierto, ya que dismi-
nuye la dimension de las ecuaciones diferenciales que representan al sistema dindamico, al considerar la
dinamica del error y su velocidad en una sola variable.

Derivando con respecto al tiempo la ecuacion (4.46) y multiplicando por la matriz de inercia My (n)

se obtiene:

M (@) = My(©)[Oq — ©] + My (©)AE,. (4.47)
Posteriormente se despeja el primer término de (4.36):
ML(@)@ = —CL(@, @)@ —TQ — Tp + TG

y al sustituirlo en la ecuacion (4.47):

Mp(©)F = M1(©)04 — [-CL(0,0)0 — 1q — 7 + 7| + M1(©)AE,.
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se obtiene la dindamica de lazo abierto del mecanismo en términos de 7:
Mp(©)r = f(z) + 1o+ 7p (4.48)

donde:
f(z) = M(©)[O4 + A&, + CL(©,0)0 — 1¢ (4.49)
representa la dindmica no lineal del mecanismo tipo satélite.

Utilizando una red neuronal de enlace funcional, la estimacion de la dindmica no lineal f(x) se lleva

a cabo mediante:
fl@)=2"8(n)+e (4.50)

donde € es el error de aproximacion acotado por ||€|| < ex y ex > 0 es una constante escalar, Z € REX3
es un vector de pesos ideales de valor constante acotado por ||Z|| < Zp y Zp > 0 es un valor escalar y

donde L representa el nimero de neuronas.

La red neuronal contiene en su estructura un vector de funciones base:

B(n) =a(G"n)

donde el argumento n = [1 &F E,T @5 @5 (:)dT]T € R™! es el vector aumentado que contiene
las n + 1 entradas a la red neuronal provenientes del sistema, G € Rl es una matriz de pesos
aleatorios de valor contante y o = [01(®) 02(®) 03(®) ...o0(®)]7 € RE es un vector de funciones

de activacion que para efectos de este trabajo de tesis contendra funciones tangente hiperbdlica.

Al sustituir la estimacion de la dindmica, la ecuacion (4.48) queda expresada como:

Mp(®)r = Z"B(n) + e+ 1o+ 7p (4.51)

donde las perturbaciones estan acotadas por una constante escalar de forma que ||| < dp y dg > 0.

Se propone entonces la ley de control para el mecanismo:
o =-2"8(n) - Kur (4.52)

donde K, > 0 € R?>*3 es una matriz diagonal de ganancias constantes y Z € REX3 ¢s un vector de
pesos estimados variantes en el tiempo. Posteriormente se sustituye la ecuacion (4.52) en (4.51) y se

obtiene la dindmica de lazo cerrado del sistema:
Mp(®)r =Z"B8(n) — Kyr + 7 +¢ (4.53)

donde
Z=27-2, (4.54)

es el error de estimacion de pesos de la salida de la red neuronal.
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4.5. Andalisis de estabilidad

En este analisis de estabilidad se demuestra que las variables del sistema de lazo cerrado y los errores
de orientacion presentan un comportamiento de tipo UUB, de acuerdo a la definiciéon 2.4.4. El anAlisis
de estabilidad se desarrolla a partir de la funcién candidata de Lyapunov globalmente definida positiva

y radialmente desacotada:

-1 1, - .
Vir,Z)= 5rTMLr + 5tr{ZTF”Z}, (4.55)

donde F = FT € REXL es una matriz diagonal definida positiva de valores contantes.

Derivando con respecto al tiempo la funcion (4.55) y considerando que Mj, es simétrica, ademas
que F es una matriz de valor constante y que F' = FT > 0, lo que implica que F~! = F~T > 0, se

obtiene:

V(r,2) = " Mpr + tr{ZTF 2},

Se propone entonces que:
Z=—-FB(n)rT +FDZ. (4.56)

donde D € REXL es matriz diagonal definida positiva de valores constantes.

Al sustituir las ecuaciones (4.53) y (4.56) en la derivada de la funcion candidata de Lyapunov se
obtiene:
V(r,2) =r"(Z"B(n) — Kyr + 5 + ) — tr{Z" (B(m)r" — D2)},

aplicando las propiedades de la traza y despejando Z de la ecuacién (4.54):
Vir,Z)=rTZT8(n) — T Kyr + 77 (1o + ) — tr{Z7B(n)rT — ZTDZ}
V(r,2) =T (Ko —1p —€) +tr{Z'D(Z - Z)}
V(ir,2)=—rTKy + 7 (mp + &) +tr{Z'DZ} —tr{Z"DZ}
Aplicando norma dos para acotar los términos se obtiene que:

V(r,2) < —Amind{ Ko} llr|* + (dp + en) 7]l + Amaz{ D} ZB|| ZI| — Amin{ D} Z|®

712

||Z||2 + [(dB + EN) ZBAmaJ:{D}]

)

V(’P, Z) < = [mint Ko} Amin{D}] [

— (maz{(dp +&n), ZB/\maz{D}})]

(min{ Amin{ Ko}, Amin{D}}) ‘
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por lo tanto, se concluye que:

<0 (4.57)

o

- maz{(en +dB), ZBAmaz{D}}
min{Amin{ Kv}, Amin{D}}

siempre que:
P

(4.58)

A

Por consiguiente de acuerdo al Teorema 2.4.1 de UUB, las trayectorias del sistema de lazo cerrado

(4.53) permaneceran en dentro de una region limitada por una hiper-esfera de radio 7 cuyo valor es

|7

y considerando las ecuaciones (4.45) y (4.46) &, entonces las variables &, , ©, © atribuidas a 7 son

dado por:
max{(eny +dB), ZpAmaz{D}}
min{ Amin{ Kv}, Amin{D}}

Z Ths = (459)

también UUB. Finalmente considerando la ecuacion (4.54), se concluye que las estimaciéon de pesos
ideales Z es también de tipo UUB.

Finalmente, sustituyendo la ecuacion (4.56) en la derivada con respecto al tiempo de (4.54) y
recordando que Z es un vector de pesos ideales de valor constante, se obtiene la ley de estimacion de
pesos:

A N

Z =FB(n)rl —FDZ. (4.60)

4.6. Pruebas de simulacion

Con el proposito de evaluar el desempeno del controlador neuronal (4.52) se llevaron a cabo ensayos
de simulacién. Los resultados de las pruebas que se muestran en esta seccién se obtuvieron a través
de la plataforma MATLAB SIMULINK@®) utilizando el método numeérico ode4 (Runge-Kutta) con un
paso de integracion de [0.001]. Los parametros fisicos propuestos para el mecanismo estan listados en
la Tabla 4.2.

Tabla 4.2: Pardmetros fisicos propuestos para el modelo de tres grados de libertad.

Ganancia Descripcion Valor
Tp Radio de la plataforma 0.5 m
hy Altura de la plataforma 0.1m
M, Masa de la plataforma 3 kg

M, Masa de las ruedas de reacciéon 0.5 kg

Tw Radio de las ruedas de reacciéon 0.1 m

Las ganancias de control usadas para la simulacion del modelo tipo satélite (4.36) usando el con-
trolador neuronal (4.52) son: Kv = diag{15,8,7}, A = diag{7,7,1}, F = diag{0.0264,0.027,0.03892,
0.2060, 0.3202,0.1816,0.730, 0.3302, 0.0334, 0.5320, 0.2136, 0.0128, 0.831, 0.306, 0.0617}, D = diag{2.77,
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6.25,13.3,12.85,0.9680, 6.3920, 8.4320, 6.67, 10.51, 1.04, 3.8,0.235, 0.458, 5.12, 0.5879}. El controlador neu-
ronal se programé con L = 15 neuronas en la capa oculta y la matriz de pesos de entrada G toma

valores aleatorios constantes en el rango de [-1, 1].

Cabe destacar que, debido a la propiedad de aproximacién universal que presentan las redes neurona-
les descrita en la seccién 2.2.4, este controlador no necesita de los parametros exactos del modelo para es-
tabilizar el mecanismo; por lo que el vector de entradas a la red neuronal n = [1 S;‘,F S,:,r @5 @5 édT]T €

R™*! @inicamente contiene errores de seguimiento y la trayectoria deseada.

Como se describi6 en la seccion 4.1 de este capitulo, compensar los cambios en la distribucién de
la masa es uno de los retos que deben superar los controladores desarrollados para mecanismos de tipo
satélite. En las pruebas de simulaciéon que se muestran en esta seccion, el controlador neuronal se pone
a prueba ante cambios paramétricos de tipo desplazamiento en el centro de masa. Al inicio el centro de
masa del mecanismo se sittua de la posicion 7, = [0,0, —0.1], posteriormente es desplazado de acuerdo
a Tem (t) = [0+ ¢/100,0 — ¢/100, —0.1] durante ¢ = 10 segundos, por lo que el centro de masa ubica su

posicion final en 7y, = [0.1, —0.1, —0.1] como se muestra en la Figura 4.4.

Desplazamiento del centro de masa

0.5
I
T
———
-0.5 =
0.5

0.5
0

05 05 B
. i [m]
3 [m]

Figura 4.4: Desplazamiento del centro de masa del mecanismo. En verde la posicion inicial del centro
de masa en rojo el desplazamiento y la posicion final.

4.6.1. Orientacién del mecanismo con cambio en centro de masa

En esta secciéon se muestran los resultados de la primera simulacién numérica que consiste en

estabilizar la orientacién del mecanismo de acuerdo sobre los 4ngulos de Euler:

T
™

Q4 = % rad, 1

T T
—rad, — rad

rad, L ra
La Figura 4.5 muestra el resultado de la prueba de orientacién. Los torques calculados por la ley de
control (4.52) se muestran en la Figura 4.6. Los pesos calculados por la ley de adaptacion (4.60) y

errores de orientacion se presentan en las Figura 4.7.
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Trayectoria de rotaciéon
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Figura 4.5: Prueba de orientacion del mecanismo de tres grados de libertad.

Torques de los actuadores
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Figura 4.6: Torques de entrada a los actuadores calculados por el controlador adaptativo neuronal en
(4.52) durante la prueba de orientacion.

De acuerdo a los resultados anteriores, el controlador adaptativo neuronal puede estabilizar la
orientaciéon del mecanismo de tres grados de libertad con un valor de error, como se observa en el
grafico de la Figura 4.5, a pesar del desplazamiento en su centro de masa. Notese que el constante

incremento de torque observado en la Figura 4.6 es la respuesta del controlador a este desplazamiento.

Tal como se observa en la Figura 4.7, los errores de orientacién y los pesos ideales estimados por

(4.60) se mantienen acotados de acuerdo a la conclusion previa en (4.59).
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Pesos de salida de la red neuronal 03 Error de orientacién
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Figura 4.7: A la izquierda los pesos de salida de la red estimados por la ley de adaptacion (4.60), a la
derecha los errores obtenidos en la prueba de orientacion.

4.6.2. Seguimiento de trayectoria de orientacion

Las simulaciones numéricas para evaluar el desempefnio del controlador neuronal aplicado a una
trayectoria de orientacién se dividieron en tres escenarios. En el primer escenario se propone una
variaciéon con respecto al tiempo de los angulos de Euler ¢4 y 04 en el vector de orientacion @4 de

acuerdo a la siguiente ecuacion:

1 3
- Z Z 4.61
©; = asen <4t+4> (4.61)

que codifica para una oscilaciéon periddica. La notacion ©; hace referencia a un elemento del vector @4
(4.43), correspondiente al i — esimo angulo de Euler. Los valores de amplitud para la constante a de la
ecuacion (4.61) son: a = /4 rad para ¢q y a = —m/4 rad para 4. El valor para el angulo de guinada

se mantiene constante con valor de ¥y = 1 rad.

A continuacién se muestran los resultados de la prueba de seguimiento de trayectoria en el primer
escenario. En la Figura 4.8 se muestra la orientacién del mecanismo con respecto a la trayectoria de
orientacién deseada. Los torques de entrada a los actuadores se muestran en la Figura 4.9, los pesos
estimados de salida de la red neuronal dados por la ley de adaptacion en (4.60) y los errores de

orientaciéon del mecanismo estén en la Figura 4.10.
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Trayectoria de rotacién
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Figura 4.8: Prueba de seguimiento de trayectoria de orientacion.
Torques de los actuadores
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Figura 4.9: Torques de entrada calculados por la ley de control (4.52) para la prueba de seguimiento
de orientacion.

Con el objetivo de evaluar la robustez del controlador, en el segundo escenario se propone la misma
trayectoria para ®g que el primer escenario agregando una perturbaciéon en forma de torque, que se

aplica solo sobre los angulos ¢4 y 64 y que varia con respecto al tiempo de acuerdo a la funcion:
3
7, = sen (t+ 1 Nm. (4.62)

La notacién 7; hace referencia a un valor de par aplicado sobre el i—ésimo angulo de Euler.

En la Figura 4.11 se muestra la evolucién temporal de los édngulos de Euler con respecto a la
trayectoria de orientaciéon deseada. Los pares calculados por el controlador adaptativo neuronal en

(4.52) se muestran en la Figura 4.12 y los pesos de salida de la red calculados por la ley de adaptacion
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Pesos de salida de la red neuronal Error de orientacién
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Figura 4.10: A la izquierda los pesos de salida estimados por la red neuronal y a la derecha los valores
de error obtenidos de la prueba de seguimiento de trayectoria de orientacién para el primer escenario.

en (4.60) se encuentran en la Figura 4.13.

Trayectoria de rotacién
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Figura 4.11: Prueba de seguimiento de trayectoria de orientaciéon en presencia de perturbaciones.
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Torques de los actuadores
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Figura 4.12: Torques de entrada a las ruedas de reaccion calculadas por la ley de control (4.52).
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Figura 4.13: A la izquierda los pesos de salida de la red estimados por la ley de adaptacion (4.60), a la
derecha los errores de seguimiento de orientacién en presencia de perturbaciones.

Por ultimo el tercer escenario agrega ademas una pequena falla en el actuador montado sobre el eje
f del cuerpo rigido. La falla en el actuador se induce a través de un tren de pulsos con periodo T'= 5

segundos y un ancho de pulso del 50 %.

El gréfico de la Figura 4.14 muestra la evolucion temporal de los angulos de Euler con respecto a la
trayectoria de orientacion ®4 deseada. Los torques calculados por el controlador neuronal en (4.52) se
muestran en el grafico de la Figura 4.15 y los pesos estimados de salida de la red neuronal dados por
la ley de adaptacion en (4.60) y los errores de seguimiento de trayectoria de orientacion se muestran en

el grafico de la Figura 4.16.

Como se puede observar en los resultados anteriores, el controlador adaptativo neuronal propuesto
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Trayectoria de rotacién
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Figura 4.14: Resultados de la prueba de seguimiento de trayectoria de orientacién en presencia de
perturbaciones e induciendo una falla en el actuador.
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Figura 4.15: Torques calculados por el controlador en (4.52) para la prueba de seguimiento de trayectoria
de orientacién aplicando una perturbaciéon e induciendo una falla en el actuador del eje j del cuerpo
rigido.

en (4.52) para estabilizar la orientacion del mecanismo tipo satélite, tiene un buen desempeno en el
seguimiento de una trayectoria de orientacién deseada con un finito valor de error. Los angulos de Euler
del cuerpo rigido tienden a los valores deseados en presencia de cambios en la ubicacion del centro de
masa, perturbaciones y fallas inducidas. Los torques calculados por la ley de control responden de
acuerdo al desplazamiento en el centro de masa del mecanismo. Como se concluyé previamente en
los analisis de estabilidad de la seccion (4.59), los pesos de la red calculados por la ley de estimacion
de pesos propuesta en (4.60) y los errores de seguimiento de trayectoria de orientacion se mantienen
acotados de acuerdo a la definicion de UUB presentada en el teorema 2.4.1 de la seccién 2.4.6. Esto es

yva que durante el proceso de sintonizacién del controlador se obtuvieron valores de ganancia para las
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Pesos de salida de la red neuronal Error de orientacién
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Figura 4.16: A la izquierda los pesos de salida de la red calculados por la ley de estimacion en (4.60), a
la derecha los errores de seguimiento de trayectoria para el mecanismo en presencia de perturbaciones
y con una falla en el actuador montado sobre el eje j del cuerpo rigido.

matrices Kv y D que cumplen con las condiciones necesarias en (4.59) para mantener a las variables

de error de orientacion r y Z dentro de una region cercana al punto de equilibrio deseado.

A continuacién se muestra una Tabla 4.3 donde se listan los valores RMS para cada uno de los
angulos de Euler en las pruebas desarrolladas para esta seccion. Como se puede observar los valores de

RMS son muy similares entre cada una de las pruebas realizadas y se mantienen en un valor pequeno.

Tabla 4.3: Norma de los errores para el mecanismo de tres grados de libertad de tipo satélite.

Prueba Angulo ¢(RMS) || Angulo 8(RMS) || Angulo ¥(RMS)
Orientacion 0.0598 0.0710 0.1034
Escenario 1 0.0442 0.0740 0.1048
Escenario 2 0.0485 0.0696 0.0992
Escenario 3 0.0485 0.0712 0.0991

4.7. Conclusiéon

En este capitulo se ha presentado una estrategia de control basada en el control adaptativo neu-
ronal para estabilizar la orientaciéon de un mecanismo de tres grados de libertad usando ruedas de
reacciéon inercial como actuadores. Este compensador no necesita la dinamica detallada del modelo ni

los parametros exactos que lo componen.

Los resultados de las pruebas numéricas muestran que la soluciéon de control propuesta es efectiva

en la estabilizaciéon de la posicion angular ® del mecanismo sobre angulos de Eurler constantes o en
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seguimiento de una trayectoria deseada ®4 con un valor de error. Ademas, el controlador adaptativo
neuronal en (4.52) presenta robustez ante cambios en el centro de masa del mecanismo y perturbaciones
aplicadas al modelo. Los valores de error de orientacién pueden mejorarse modificando el radio de
la hiper-esfera rps dado por ecuaciéon en (4.59), variando principalmente los valores de la matriz de

ganancia K, y de la matriz D.

De acuerdo a la definicion de UUB en 2.4.6, las soluciones del sistema de lazo cerrado (4.53) son
uniformemente ultimamente acotadas (UUB), lo que establece que las soluciones estan dentro de una

region dada por las ecuacion (4.59). Esto implica que &, ér , ©, ) y Z son también UUB.
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Conclusiones

5.1. Conclusiones generales

A inicios de este trabajo de investigacion, se plantearon algunos antecedentes sobre las redes neuro-
nales y su aplicaciéon en el desarrollo de controladores. También se citaron algunos trabajos donde las
ruedas de reaccién inercial se utilizan como actuadores en un mecanismo. Posteriormente se planteo
el objetivo de este trabajo de tesis, una propuesta a la problematica planteada y la metodologia a
seguir para resolverla. En los capitulos 3 y 4 se propusieron dos mecanismos que utilizan la inercia
producida por las ruedas de reaccién para controlar su orientacion. Se desarrolld el modelo dinamico
de ambos mecanismos y se diseno una ley de control que integra una red neuronal feedfordward y una
accion proporcional derivativa. Las conclusiones acerca del trabajo realizado en estos capitulos son las

siguientes:

= Los mecanismos estudiados en este trabajo de investigacion, al igual que muchos otros reportados
en la literatura, poseen una dindmica no lineal que bajo ciertas condiciones no es sencilla de
estimar por completo y que influye en el desempeno del controlador. Ademés cualquier mecanismo
bajo condiciones no ideales esta sometido a perturbaciones externas dificiles de modelar en su
totalidad. En este sentido, las redes neuronales son una poderosa herramienta que permite estimar
de forma efectiva la dinamica no lineal al igual que las perturbaciones, incertidumbres y cambios
en los parametros fisicos de mecanismo, sin necesidad de conocer en su totalidad la dindmica o

el valor de los parametros exactos que componen al modelo.

= El controlador adaptativo propuesto se basa en un esquema de control proporcional derivativo
que incorpora una red neuronal de enlace funcional feedforward. Las redes neuronales empleadas
en este trabajo de investigacion son de tipo perceptron de una capa con funciones de activacion
tanh(x) que forma parte de un vector de funciones base. El aprendizaje de la red neuronal se lleva
a cabo durante el proceso, por lo que la estimacion de los pesos se realiza en en linea utilizando

una ley de adaptaciéon derivada del analisis de convergencia de las soluciones de lazo cerrado.

= A través del analisis de estabilidad de Lyapunov se demuestra que los estados y las variables de

66
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5.2.

error del sistema son uniformemente tultimamente acotados (UUB) dentro de una esfera de radio
rp, para el péndulo de rueda de reacciéon inercial y de radio rjs para el mecanismo de tres grados
de libertad, de acuerdo a las expresiones obtenidas en (3.47) y (4.59) respectivamente. Los analisis
de estabilidad demuestran que los pesos de salida de la red estimados durante el proceso estan

uniformemente Gltimamente acotados.

El radio de la esfera de estabilidad puede reducirse ajustando principalmente los valores de ga-
nancia Kv de los controladores, sin embargo el valor de esta constante dependeré principalmente

del valor de las perturbaciones aplicadas al sistema.

Los mecanismos estudiados en este trabajo de investigaciéon se llevaron a modelos en tres dimen-
siones para simulacién. Los resultados de las simulaciones numéricas se integraron a los modelos
tridimensionales por lo que fue posible representar de forma visual el comportamiento de los

mecanismos y apreciar de mejor forma el desempetio de los controladores en un entorno simulado.

Trabajo a futuro

En el presente trabajo de tesis se llevd a cabo la simulacién numérica de los controladores basados en

redes neuronales feedforward por lo que una extension de este trabajo de investigacion es el desarrollo

de las plataformas experimentales para ambos mecanismos con el objetivo de contrastar los resultados

obtenidos con los resultados de un entorno real. Asi como la exploracion de soluciones de control que

permitan resolver el problema de control de seguimiento de trayectoria y orientacién de un mecanismos

de tres grados de libertad que use ruedas de reaccién inercial como actuadores.
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6.1. Funciones L

Las definiciones planteadas a continuacién pueden revisarse en [1]. En teoria de control a veces
es necesario verificar la estabilidad de sistemas no auténomos. Para ello es necesario utilizar algunas

funciones de comparacion especiales. Las funciones K son parte de este grupo de funciones.

Definicién 6.1.1 (Funcién K) Una funcion continua o : (0,a] — [0,00) es una funcion de clase K
si la funcion es estrictamente creciente y «(0) = 0. Se dice que la funcion es de clase Koo st v = 00 y

a(r) — oo cuando r — 0.

Definicién 6.1.2 (Funcion KL) Una funcion continua (3 : ((),a] X [0,00) es una funcidon de clase
KL si por cada s fijo la funcion B(r,s) sigue siendo de clase K con respecto a r y, para cada r fijo la

funcion B(r,s) es decreciente con respecto a s y B(r,s) — 0 conforme s — 0.

Lema 6.1.1 Sea V : S — R una funcion continua definida positiva definida en el dominio S C R"
que contiene al origen. Considérese B, C S para un r > 0. Entonces existen ah? una funcion a1 y as,

definidas en el intervalo [0,7] tal que:
ar(fJzl)) < V(z) < ax(|lz]))

para toda x € B.. Si S = Ry, las funciones a1 y ao estardn definidas en [0,00) y la desigualdad
precedente se mantendrd para toda x € R". Mds ain si la funcion V(x) es radialmente desacotada,

entonces ay y ag pueden elegirse como funciones de clase K.

6.2. Propiedades del producto cruz

En esta seccion se presenta el producto cruz de dos vectores o producto vectorial en R3 y algunas
de sus propiedades. La informacion correspondiente a esta seccion puede revisarse a detalle en [90] y
[91].
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Definicién 6.2.1 Sea u = (u1,u2,u3) y v = (v1,va,v3) dos vectores en R3. El producto cruz de w y v

se denota por u X v y es el vector:
u X v = (ugU3 — U3V2, U3V] — UIV3, UIVZ — UVT).

Sean u, v y w vectores en R? y sea ¢ un valor escalar. Entonces,

lLLuxu=0

2. uxv=—(vxu)

3.u-(uxwv)=0

4. v-(uxv)=0

5. ux0=0xu=0

6. u-(vxw)=(vxu) w

7. uX (v+w)=(uxv)+(uxw)

8. c(luxv)=cuxv=uxcv

Sit=(1,0,0), 5 =(0,1,0) y k= (0,0,1), entonces:
l.ixe=0, 3x3=0, kxk=0

2.ixj=k, jxk=14, kxi=3j
3.ixg=—(xi), ixk=—(kx1), gxk=—(kxj)

De acuerdo a [28] seccion 2.2, introduciendo la notacion abreviada del determinante de la matriz
cuadrada:
T J k
uXv=|u uz us

v V2 U3

se establecen las siguientes identidades del producto vectorial:
Lux(vxw)=vu w)—w(u-v)
2. (uxv)xw=v(u w)—uv- w)

De acuerdo a [36] en la seccién 3.7, el producto cruz de los vectores u. v € R? | se puede expresar

mediante:
1 _7 k U20V3 — U3V
UXv=|u us ug|l= |ugvy —uv3| € R3

vl V2 U3 U1V — UV1
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uxv=_S(u)vecR>

donde
0 —us u9
S(u) = | usg 0 —ui| € R3
—Uu9 (75} 0

donde la matriz S(®) es la matriz tornillo simétrica del vector ®. Algunas propiedades del producto

cruz derivadas de la matriz tornillo que se presentan en [86] (Teorema 11) son las siguientes:

4. S(u)+S(uw) =0

5. S(cu) = cS(u)

6. [[S(u)]| =0

7. S(u) + S(v) = S(u+v)

Considerando una matriz © € R3*3 se obtiene que:

1. (Ou) x (6v) = adj(©)T (u x v) = S(Ou)u = |0|0~TS(u)

6.3. Propiedades de matrices ortogonales

3x3

Considerando una matriz © € R°*° se dice que © es una matriz ortogonal si cumple con las

siguientes propiedades:
1. ®| =1
2. 97t =07
3. 00T = e R3*3
1. 4 [007] = 067 + [@@T]T ~0
Comparando las propiedades 11 de la seccién anterior y la propiedad anterior se obtiene:

0 =5Su)Te
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