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Resumen

Este trabajo de investigación presenta contribuciones signi�cativas en el ámbito de la robótica es-
pecí�camente en el área de los humanoides, centrándose en dos aspectos fundamentales: el desarrollo
del modelo dinámico de las piernas del robot NAO y el diseño de una estrategia de control usando el
enfoque del cálculo fraccionario.

Primeramente, se aborda el desarrollo del modelado dinámico de las piernas del robot humanoide
NAO, integrando de manera coherente el comportamiento mecánico y eléctrico de motores de corriente
continua. Este enfoque integral busca perfeccionar la precisión y la e�ciencia de los controles de movi-
miento, permitiendo al robot generar movimientos de manera más natural al andar humano.

Continuando, se introduce una estrategia de control conformada de tres partes. La primera se dedica
al control de seguimiento de trayectoria para las articulaciones de las piernas, optimizando la capacidad
del robot para seguir trayectorias prede�nidas con máxima �delidad. La segunda parte aplica controles
Proporcional-Integral-Derivativo (PID) para regular el par de los motores de corriente continua, garan-
tizando un comportamiento estable y preciso en diversas situaciones. La tercera fase se concentra en
un enfoque de control de modo deslizante diseñado para mantener el equilibrio del robot humanoide.

La contribución adicional y destacada de esta investigación radica en la incorporación del cálculo
fraccionario en el diseño de controles y en la evaluación comparativa del rendimiento. El uso de ope-
radores de orden no entero en el control de sistemas robóticos se revela como un enfoque prometedor
para mejorar la estabilidad y la adaptabilidad del robot en entornos dinámicos y desa�antes.

Además, se introduce una metodología de ajuste de parámetros utilizando el algoritmo de búsqueda
de cuco (CSA), asegurando una sintonización �na de los controladores para un rendimiento óptimo. La
prueba de robustez, que incorpora fuerzas externas sobre el humanoide y variaciones en los parámetros
del motor, valida la e�cacia y resistencia del sistema en condiciones adversas.

La evaluación comparativa entre el caso clásico y el de orden fraccionario, utilizando el root mean
square error, destaca que la inclusión de operadores fraccionarios proporciona una mayor robustez al
sistema. Este hallazgo subraya la relevancia del enfoque fraccionario en la mejora de la estabilidad y
capacidad de adaptación de los robots humanoides en escenarios del mundo real. En conjunto, estas
contribuciones avanzan signi�cativamente en la comprensión y diseño de técnicas de control en el campo
de la robótica.
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Abstract

This research work presents signi�cant contributions in the �eld of robotics, speci�cally in the
area of humanoid robots, focusing on two fundamental aspects: the development of the dynamic model
of the legs of the NAO robot and the design of a control strategy using the fractional calculus approach.

Firstly, the development of the dynamic modeling of the legs of the humanoid robot NAO is ad-
dressed, coherently integrating the mechanical and electrical behavior of direct current motors. This
comprehensive approach seeks to re�ne the precision and e�ciency of motion controls, enabling the
robot to generate movements more naturally, resembling human walking.

Continuing, a three-part control strategy is introduced. The �rst part is dedicated to trajectory
tracking control for the leg joints, optimizing the robot's ability to follow prede�ned trajectories with
maximum �delity. The second part applies PID controls to regulate the torque of the direct current
motors, ensuring stable and precise behavior in various situations. The third phase focuses on a sliding
mode control approach designed to maintain the balance of the humanoid robot.

The additional and notable contribution of this research lies in the incorporation of fractional calcu-
lus in control design and performance comparative evaluation. The use of non-integer order operators
in the control of robotic systems emerges as a promising approach to enhance stability and adaptability
in dynamic and challenging environments.

Furthermore, a parameter tuning methodology is introduced using the Cuckoo Search algorithm,
ensuring �ne-tuning of controllers for optimal performance. The robustness test, incorporating external
forces on the humanoid and variations in motor parameters, validates the e�ectiveness and resilience
of the system in adverse conditions.

The comparative evaluation between the classical and fractional order cases, using the root mean
square error, highlights that the inclusion of fractional operators provides greater robustness to the
system. This �nding underscores the relevance of the fractional approach in improving the stability
and adaptability of humanoid robots in real-world scenarios. Overall, these contributions signi�cantly
advance the understanding and design of control techniques in the �eld of robotics.
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Capítulo 1

Introducción

Desde que Hefesto construyó el gigante Talos, una estatua de bronce (3500 a. C.) hasta los inventos
de Leonardo da Vinci (1500) son diseños antiguos que asentaron el concepto de robot. Pero la palabra
robot fue popularizada por el dramaturgo checo Karel �Capek, quien en 1920 escribió su obra de ciencia
�cción Rossum's Universal Robots, cuyo origen proviene de la palabra eslava robota que signi�ca tra-
bajo subordinado. Además, en 1942, el escritor ruso Isaac Asimov publicó su cuento de ciencia �cción,
titulado Runaround, en el que se mencionan las leyes de la robótica que representan el código moral
del robot y surgen como medida de protección para los seres humanos.

Por otro lado, el primer robot fue desarrollado por George C. Devol Jr. y Joseph F. Engelberger en
1961, el cual es básicamente un brazo manipulador, y que dio lugar a la primera generación de robots
�jos a un punto y que no pueden moverse libremente. Con el paso del tiempo, se han creado mecanismos
robóticos móviles que pueden desenvolverse por cielo, mar y tierra, por ejemplo, robots humanoides
y con ruedas, drones y pequeñas aeronaves con alas, vehículos submarinos autónomos, entre otros [1�4].

El área de interés para este tema de tesis son los robots humanoides, los cuales en la actualidad
son uno de los campos de investigación que ha tenido un desarrollo notable y progresivo para diver-
sos �nes, como tareas típicas de recuperación en desastres, por ejemplo, limpiar escombros y cerrar
válvulas, y en estrategias de locomoción como subir escaleras y conducir vehículos utilitarios. Esto se
comprueba en el evento DARPA (Defense Advanced Research Projects Agency) Robotics Challenge [5].

El desarrollo de robots humanoides se remonta a la década de 1970, cuando se creó en Japón el
primer humanoide del que se tiene constancia desde el punto de vista académico, el WABOT-1 (WAseda
roBOT-1) de Kato [6]. Desde entonces, se han desarrollado varios robots humanoides en todo el mundo,
como el WABOT de la Universidad de Waseda, el ASIMO (Advanced Step in Innovative Mobility) de
Honda, el QRIO (Quest for cuRIOsity) de SONY, el HOAP (Humanoid for Open Architecture Plat-
form) de Fujitsu, la serie KHR (KAIST Humanoid Robot (Korea Advanced Institute of Science and
Technology)) de Kondo y la serie HRP (Humanoid Research. Project) desarrollada conjuntamente por
el Instituto Nacional de Ciencia y Tecnología Industrial Avanzada y Kawada Robotics.

Aunque puede haber muchos aspectos en el desarrollo de robots humanoides, la locomoción y la
manipulación son los aspectos más importantes en términos de funcionalidad. Especialmente, la loco-
moción bípeda que puede proporcionar la movilidad del robot en varios terrenos y espacios accidentados
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CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

o irregulares en comparación con otros tipos, por ejemplo, los robots móviles con ruedas. Debido al
avance de la robótica, es inevitable que en un futuro los robots humanoides se adapten a ambientes
domésticos cotidianos.

El Cálculo Fraccionario (CF) es un área de las matemáticas, que se va a utilizar en este tema de tesis
doctoral, cuya primera aproximación se atribuye originalmente a Guillaume de L'H�opital y Gottfried
Leibniz en 1695. En una de sus cartas comentaron el signi�cado y la importancia que generaría sí el
orden de las derivadas no fuera de orden entero. En esta carta, Leibniz concluyó que a partir de los
resultados, ¨algún día conduciría a consecuencias útiles¨. Desde esa fecha, ha habido más de 300 años
de desarrollo constante de esta útil herramienta matemática. Las primeras contribuciones se atribuyen
a matemáticos conocidos, como Euler, Laplace, Lacroix, Riemann, Liouville, Fourier, Abel, por nom-
brar algunos. Recientemente, investigadores como Caputo, Atangana, Baleanu, Fabrizio han realizado
importantes aportaciones en este campo [7�9].

Durante sus inicios, esta disciplina fue estudiada únicamente por matemáticos. Sin embargo, en
la actualidad se ha desarrollado en aplicaciones desde la perspectiva de la ingeniería, esto debido a
que las derivadas e integrales de orden no entero son útiles para la descripción de propiedades de
diversos materiales, por ejemplo, en viscoelasticidad [10, 11]. Sin embargo, el CF ha sido de particular
interés en diversas y variadas áreas cientí�cas como la física [12, 13], la biología [14, 15], el control
automático [16, 17], el procesamiento de señales [18, 19], el caos [20, 21] por nombrar algunos debido
a que el CF ha demostrado que puede modelar y controlar sistemas físicos con mayor precisión que
cualquier método de orden entero tradicional. En este sentido, se han propuesto varias derivadas e
integrales de orden fraccionario [22].

1.1. Planteamiento del Problema

Como se mencionó anteriormente, la locomoción y la manipulación son los aspectos más importan-
tes en términos de funcionalidad de los robots humanoides, pero existen inconvenientes en el diseño
para realizar estas tareas, algunos de los desafíos para el desarrollo se encuentran en el modelado del
robot bípedo, el generador de patrones de marcha, la estabilidad dinámica, el sistema de control, el
diseño mecánico y la simulación, por lo que se busca obtener el mejor desempeño al realizar estas tareas.

Con respecto al CF, ha demostrado representar de mejor manera la dinámica de sistemas físicos
debido a que el orden de derivación proporciona un parámetro adicional que puede ser ajustado para
obtener un mejor modelo del comportamiento del sistema. Por otra parte, también se han obtenido
resultados sobresalientes al aplicar leyes de control de orden fraccionario en sistemas físicos.

Ahora bien, si nos enfocamos en el caso de estudio, el estado del arte nos indica que solo se han
desarrollado modelos reducidos por lo que al utilizar el cálculo de orden fraccionario podemos obte-
ner un modelo que represente de mejor manera la dinámica del humanoide. Además, se conoce que el
cálculo de orden fraccionario presenta propiedades disipativas, por lo que al aplicarlo al control de la
locomoción bípeda podría ayudar a generar los mismos movimientos con menor esfuerzo. Así mismo,
se debe tener en cuenta que estos sistemas están expuestos a perturbaciones y fallas, de modo que, es
importante diseñar un sistema de control que asista ante estas situaciones.
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CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

Por lo que este trabajo aborda el tema de modelado, control y simulación de la locomoción de robots
humanoides basado en el cálculo de orden no entero y debido a lo anterior no hay limitaciones para
poder utilizar más de un operador fraccionario en el mismo sistema.

1.2. Hipótesis

Con base en los resultados obtenidos en diversos trabajos reportados en la literatura, es posible
garantizar mediante simulaciones que al emplear el cálculo de orden no entero se puede mejorar cada
aspecto que involucra el desarrollo de la locomoción de robots humanoides.

1.3. Objetivos

General

Desarrollar el modelo dinámico de las extremidades inferiores del robot humanoide NAO para
diseñar y aplicar una estrategia de control que permita la locomoción dinámica activa del sistema
robótico bípedo, utilizando el enfoque matemático del cálculo fraccionario.

Especí�cos

→ Calcular el modelo cinemático directo del caso de estudio con la convención de Denavit�Hartenberg.

→ Obtener matemáticamente la Matriz Jacobiana para el subsistema que corresponde a las piernas
del robot NAO.

→ Desarrollar modelos dinámicos con diferentes de�niciones de operadores fraccionarios.

→ Diseñar y aplicar leyes de control fraccionarias al modelo del caso de estudio con el propósi-
to de mejorar el rendimiento de su contra parte clásica en términos de estabilidad dinámica y
seguimiento de trayectoria.

1.4. Metas

→ Obtener el modelo dinámico de las extremidades inferiores del robot humanoide NAO.

→ Establecer el operador fraccionario apropiado para el modelo dinámico del caso de estudio.

→ Lograr una estrategia de control fraccionaria para la locomoción bípeda del robot humanoide
NAO que sea robusta ante fuerzas externas y variación de parámetros.

1.5. Metodología

Debido a que los resultados de este trabajo de investigación se van a demostrar mediante simulacio-
nes, se opta por investigar robots humanoides desarrollados actualmente para poder seleccionar un caso
de estudio (robot humanoide NAO6), esto nos permitiría visualizar de mejor manera las aportaciones.
Una vez elegido el robot humanoide, lo primero que se debe desarrollar es el modelado matemático,
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tanto cinemático como dinámico, los cuales, se van a desarrollar mediante la formulación de Denavit-
Hartenberg y de Euler-Lagrange, respectivamente. Entonces, acoplar el modelo dinámico del humanoide
con el de los actuadores para tener un solo modelo, a este sistema acoplado se le aplicará un control de
par a los motores y un control de seguimiento de trayectoria a las articulaciones de las piernas del robot
NAO. Además, es importante un control para el equilibrio del robot humanoide, para esto se utiliza el
modelo de péndulo invertido lineal 3-D.

1.6. Aportaciones

→ Modelado, control y simulación de la locomoción de robots humanoides con el enfoque del cálculo
fraccionario.

→ Análisis del modelo dinámico del robot humanoide de orden entero con sus generalizaciones de
orden fraccionario.

→ Análisis comparativo que destaque las ventajas y/o desventajas de utilizar controles de orden
fraccionario en robots humanoides.
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Capítulo 2

Estado del Arte

2.1. Robots Humanoides

Un robot humanoide es un robot que está diseñado para imitar y/o simular la forma y los mo-
vimientos de un ser humano [23]. Las principales funciones que se toman en cuentas para el diseño
humanoide son, la manipulación de objetos y el estudio de la locomoción bípeda.

En general, los robots humanoides tienen un par de piernas, un torso, un par de brazos y una cabeza,
aunque algunas formas de robots humanoides pueden modelar sólo una parte del cuerpo, por ejemplo,
la parte inferior (piernas), la parte superior (torso, cabeza y/o brazos) o solo la cabeza. Algunos robots
humanoides pueden tener cabezas diseñadas para replicar los rasgos faciales humanos, tales como los
ojos y la boca.

A continuación, se presenta algunos de los humanoides de cuerpo completo con mayor investigación
y desarrollo en los últimos años.

Atlas-Unplugged

En 2008, Boston Dynamics empezó el desarrollo de una serie de robots humanoides. El propósi-
to era construir bípedos con movilidad y destreza avanzadas. Los primeros bípedos, fueron los robots
PETMAN (2009-2012), luego evolucionaron a tres versiones diferentes de Atlas (2013-Actualidad).

Atlas-Unplugged (Figura 2.1 (a)) fue el primer robot bípedo sin cableado externo de Boston Dy-
namics. La operación con batería le permite aproximadamente 90 minutos de tiempo de ejecución de
misión mixta, que consiste en estar de pie, caminar y manipular, entre otras. Este humanoide es silen-
cioso a comparación de sus antecesores. Tiene diferentes tipos de actuadores, hidráulicos y eléctricos.
Consta de 30 grados de libertad (gdl), una altura de 188 cm y un peso de 182 kg [24].

HRP-4

El robot humanoide HRP-4 (Figura 2.1 (b)) fue desarrollado por AIST y Kawada Industries Inc.
en el 2010, tiene una altura de 151.4 cm, un peso de 39 kg. incluyendo las baterías de Ni-MH siendo el
robot más liviano de la familia HRP, y consta de un total de 34 gdl distribuidos en 6 gdl × 2 piernas,

5



CAPÍTULO 2. ESTADO DEL ARTE

7 gdl × 2 brazos, 2 gdl × 2 manos, 2 gdl en la cintura y 2 gdl en la cabeza.

El desarrollo del HRP-4 se rigió bajo ciertos conceptos de diseño: cuerpo delgado y ligero, mejorar la
manipulación de objetos y la capacidad de expansión, así como ser de menor costo y potencia respecto
a su antecesor (HRP-2) [25].

(a) (b) (c) (d) (e)

Figura 2.1: Robots humanoides de cuerpo completo (a) Atlas-Unplugged, (b) HRP-4, (c) NAO, (d)
TALOS y (e) TORO

NAO

A diferencia de los robots anteriormente presentados, NAO (Figura 2.1 (c)) es un humanoide de
tamaño pequeño con apenas 58 cm de altura y un peso de 4.5 kg, es el único en estar disponible al
público con reducciones de funcionalidades.

NAO cuenta con 25 gdl, los cuales están distribuidos en 5 gdl × 2 piernas, 5 gdl × 2 brazos, 1 gdl
× 2 manos, 1 gdl del pelvis y 2 gdl en la cabeza. Tiene incorporado baterías Li-Ion, así como diferentes
tipos de sensores (giroscopio, acelerómetro, encoder, infrarrojo, ultrasónico) [26].

TALOS

En 2016, PAL-Robotics desarrolló el robot humanoide TALOS (Figura 2.1 (d)). Entre las especi-
�caciones sobra salientes con las que cuenta este humanoide son, sensores de par en cada una de sus
articulaciones (excepto cabeza, muñecas y pinzas), un par de carga de 6 kg en cada brazo, una autono-
mía de 1.5 h caminando/3 h en espera y dos pinzas de 3 dedos. Sus articulaciones son accionadas por
motores de corriente directa sin escobillas.

TALOS tiene 32 gdl, los cuales son 6 gdl × 2 piernas, 7 gdl × 2 brazos, 1 gdl × 2 manos, 2 gdl en
la cintura y 2 gdl en la cabeza. Además, tiene una altura de 175 cm y un peso de 95 kg [27].

TORO

El robot humanoide TORO (Figura 2.1 (e)) es una plataforma de investigación para temas cientí-
�cos relacionados con el movimiento y la locomoción bípeda. Esto incluye tareas como caminar, subir
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escaleras y escenarios de contacto múltiple. TORO ofrece la posibilidad de comparar conceptos de con-
trol basados en posición y par.

Dicho humanoide tiene 39 gdl, 6 gdl × 2 piernas, 6 gdl × 2 brazos, 6 gdl × 2 manos, 1 gdl en el
torso y 2 gdl en el cuello, de estatura mide 174 cm y pesa aproximadamente 76 kg [28].

2.2. Controladores para la Locomoción Bípeda

El control de la locomoción bípeda de robots humanoides es una tarea compleja que requiere el
desarrollo de distintos tipos de estrategias. A continuación se en listan algunos avances recientes en este
campo:

Control basado en modelos: es un tipo de controlador que utiliza modelos matemáticos para
generar trayectorias óptimas para el movimiento del robot [29]. Estos modelos se utilizan para
simular la dinámica de la marcha humana y generar patrones de marcha más naturales y e�cientes.

Control de retroalimentación: es un tipo de controlador que se centra en mantener el equilibrio
y la estabilidad del robot durante la locomoción [30]. Utiliza la realimentación para ajustar el
movimiento del robot en tiempo real.

Control basado en el aprendizaje: es un tipo de controlador que utiliza técnicas de aprendizaje
automático para mejorar el rendimiento del robot [31]. Estas técnicas se utilizan para desarrollar
algoritmos de control capaces de adaptarse a distintos terrenos y velocidades de marcha.

Control basado en la dinámica pasiva: es un tipo de controlador que utiliza la dinámica
pasiva del robot para generar patrones de marcha [32]. Además, no requiere algoritmos de control
complejos y puede generar patrones de marcha más naturales y e�cientes.

Control de modelos virtuales: es un enfoque intuitivo para la locomoción bípeda que utiliza
un modelo virtual del robot para generar patrones de marcha [33]. También, se basa en el principio
de la dinámica pasiva.

Estabilización de trayectorias de avance: es un tipo de controlador que genera trayectorias
de avance para estabilizar el movimiento del robot durante la locomoción [34]. Se basa en el
principio del punto de momento cero (ZMP) y puede generar patrones de marcha más estables y
e�cientes.

2.3. Robot Humanoide NAO

En esta sección se presenta de manera detallada las especi�caciones técnicas del caso de estudio.
Además, se exponen trabajos desarrollados en las diferentes áreas de oportunidad del robot humanoide
NAO.

Especi�caciones Técnicas

NAO es un robot humanoide integrado, programable y de tamaño mediano desarrollado actualmente
por SoftBank Robotics. El proyecto comenzó en el 2005 creando el primer prototipo del robot NAO
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el cual ha sido mejorado con el paso del tiempo y presentado en sus diversas versiones, como NAO
Next Gen (2011), NAO Evolution (2014) y NAO6 (2018). En todas sus versiones disponen con los
mismos gdl en la parte inferior del humanoide, 5 gdl en cada pierna y 1 gdl en la pelvis que se comparte
entre las dos piernas (Figura 2.2 (a)), por lo que se tomaran en cuenta las especi�caciones técnicas y
valores nominales (Tablas 2.1, 2.2, 2.3 y 2.4) de la parte inferior de la versión más reciente (NAO6 [35])
con el �n de obtener resultados actualizados. Las dos cadenas cinemáticas y sus articulaciones son las
siguientes [36�38]:

Pierna izquierda: LHipYawPitch, LHipRoll, LHipPitch, LKneePitch, LAnklePitch, LAnkleRoll.

Pierna derecha: RHipYawPitch, RHipRoll, RHipPitch, RKneePitch, RAnklePitch, RAnkleRoll.

Las articulaciones LHipYawPitch y RHipYawPitch son simplemente nombres diferentes para la
articulación compartida (HipYawPitch) entre las dos piernas. Para especi�car completamente las arti-
culaciones de ambas piernas del robot NAO, se dan la longitud de los eslabones (Figura 2.2 (b)), el rango
operativo en grados de las articulaciones (Figura 2.3), así como la masa de cada articulación/eslabón
(Tabla 2.5).

Tabla 2.1: Sensores inerciales.
Girómetro

Ejes 3
Precisión 5%

Velocidad Angular 8.7266 rad/s

IMU

Ejes 3
Precisión 10%

Tabla 2.2: Sensores de fuerza.
Force Sensing Resistor

Rango 0 a 45 N
Localización 4 por pie
Sensibilidad 40 g

Tabla 2.3: Posición de los motores en las articulaciones de las piernas.
Nombre Tipo de motor

HipYawPitch 1
HipRoll 1
HipPitch 2
KneePitch 2
AnklePitch 2
AnkleRoll 1
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Tabla 2.4: Tipos de motores de corriente continua.
Característica Motor tipo 1 Motor tipo 2

Modelo 22NT82213P 22NT Z20
Velocidad sin carga (rpm) 8700 ±10% 8700 ±10%

Par de parada (N.m) 0.065 ±8% 0.065 ±10%
Par continuo (N.m) 0.0178 max 0.0178 max

(a) Articulaciones de las piernas (b) Enlaces y sus longitudes

Figura 2.2: Robot humanoide NAO.

Figura 2.3: Articulaciones de las piernas del robot NAO y su rango operativo.
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Tabla 2.5: Masas y CoM de los eslabones/articulaciones del robot NAO.

Nombre Masa (kg) CoMx (m) CoMy (m) CoMz (m)

RHipYawPitch 0.06981 -0.00781 0.01114 0.02661
RHipRoll 0.14053 -0.01549 -0.00029 -0.00515
RHipPitch 0.38968 0.00138 -0.00221 -0.05373
RKneePitch 0.30142 0.00453 -0.00225 -0.04936
RAnklePitch 0.13416 0.00045 -0.00029 0.00685
RAnkleRoll 0.17184 0.02542 -0.0033 -0.03239
LHipYawPitch 0.06981 -0.00781 -0.01114 0.02661
LHipRoll 0.14053 -0.01549 0.00029 -0.00515
LHipPitch 0.38968 0.00138 0.00221 -0.05373
LKneePitch 0.30142 0.00453 0.00225 -0.04936
LAnklePitch 0.13416 0.00045 0.00029 0.00685
LAnkleRoll 0.17184 0.02542 0.0033 -0.03239

NAO - Estado del Arte

El robot humanoide NAO es una plataforma robótica que ha tenido un gran desarrollo desde que
inició el proyecto en el año 2005, y se ha convertido especialmente en un estándar en educación e in-
vestigación. NAO también es utilizado como asistente por empresas y centros de salud para recibir,
informar y entretener a los visitantes.

En el campo de la investigación, se ha utilizado para el desarrollo de una terapia para el Trastorno
del Espectro Autista (TEA) en niños basado en la interacción Humano-Robot [39�43]; en [44�49] los
autores diseñan estrategias para que el humanoide NAO se desarrolle en el torneo RoboCup; además,
se han presentados métodos para el desarrollo de posturas emocionales en el robot humanoide NAO,
por ejemplo basados en el sistema del agente conversacional Greta siguiendo la arquitectura de SAI-
BA [50], en redes neuronales [51], y en la adaptación de las posturas que se desarrollan para un modelo
de cuerpo humano virtual [52]; también se ha trabajado en la parte visual del robot para el recono-
cimiento y navegación en ambientes desconocidos así como la evasión de obstáculos [53�62]; asimismo
se han propuesto técnicas de control a los brazos del humanoide para la manipulación de objetos [63�67].

A continuación, se presentan investigaciones recientes donde han desarrollado estrategias de control
para la locomoción del robot humanoide NAO. Los autores en [68] emplean el modelo de péndulo in-
vertido lineal más el modelo de volante (LIPPFM) para el análisis del movimiento dinámico completo
del robot humanoide. Para el objetivo de seguimiento de trayectoria, diseñan e implementan un control
predictivo basado en modelos (MPC) que está sintonizado con la técnica de optimización de colonias
de hormigas (ACO). El controlador propuesto (ACO-MPC híbrido) es comparado con los controladores
PID, ACO y MPC en términos del pico máximo y el tiempo de asentamiento. La sintonización del
MPC utilizando la técnica ACO se describe en el diagrama de bloques que se muestra en la Figura 2.4.

Noel Maalouf et al. [69] proponen un sistema para el diseño de la marcha de humanoides basado en
el campo de la kinesiología y en el intercambio de energía entre energías potenciales y cinéticas. Además,
diseñan un controlador basado en energía (Ecuación 2.1) con el objetivo de conducir cada articulación
a los ángulos de marcha deseados de una manera similar a la humana y e�ciente en energía.
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Figura 2.4: Sintonización del MPC utilizando la técnica ACO.

u = − 1

k1E
(k4 + k2q + k3q̈) , (2.1)

donde k1, k2, k3 y k4 son ganancias, q es el vector de coordenadas generalizadas y Ė = uq̇.

En el artículo [70] se propone un controlador para asegurar un andar robusto y mejorar el equili-
brio dinámico del robot durante su contacto con el entorno (perturbaciones externas). En el cual, la
generación de la trayectoria del centro de masa (CoM) se realiza mediante un controlador MPC junto
con la técnica ZMP (Figura 2.5).

Figura 2.5: Diagrama del esquema de control de equilibrio.

La estructura del método propuesto por J. Ding et al. [71] se muestra en la Figura 2.6. Se puede
ver que la metodología consta de dos componentes principales: ajuste en línea de secuencias de marcha
en 3-D (3-D WS) y control para la marcha estable.

Para el ajuste de 3-D WS, se considera la información del sistema sensorial (encoders, FSR e IMU)
para la detección del estado de contacto y la estimación de la postura, y mediante el algoritmo pro-
puesto se lleva a cabo la solución de los diferentes modos de caminar.

Para el control de estabilización, se opta por un control de energía de órbita mínima modi�cado
(MMOEC) para generar la trayectoria deseada ZMP des y CoMdes. Usando la trayectoria estimada
de ZMP real y CoM real, el control de vista previa con el ajuste del coe�ciente de ángulo se combina
para generar una trayectoria de referencia ZMP ref y CoM ref . Por otro lado, se diseña un control de
aterrizaje con el pie para reducir el impacto del aterrizaje y generar una trayectoria del pie de referencia
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(footref ). Entonces, el patrón de marcha se genera mediante la cinemática inversa, y �nalmente se
realiza el control de postura para la marcha estable.

Figura 2.6: Diagrama de la estrategia general propuesta.

2.4. Motores de Corriente Continua (CC)

Ahora, en la Tabla 2.6 se presentan trabajos relacionados con controladores de orden fraccionarios
aplicados a motores de corriente continua. En la columna Ley de control muestra la estrategia utiliza-
da; en De�nición fraccionaria señala el operador fraccionario utilizado donde R-L es la de�nición de
Riemann-Liouville y G-L es en el sentido de Grünwald-Letnikov ; y en la columna Método de optimi-
zación indica el algoritmo utilizado para el ajuste de los parámetros del controlador -algunos artículos
implementan más de un algoritmo pero en la tabla muestra el que tuvo mejor rendimiento-, donde

Phase Margin (PM)

Bacterial Foraging Optimization (BFO)

Whale Optimization Algorithm (WOA)

Harris Hawks Optimization (HHO)

Di�erential Evolution Algorithm (DE)

Nelder-Mead Algorithm (NM)

Particle Swarm Optimization (PSO)

Levy mutated Arti�cial Bee Colony Algorithm (L-ABC):

Stochastic Fractal Search (SFS)

Ant Colony Optimization (ACO)

Genetic Algorithm (GA)
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Chaotic Atom Search Optimization Algorithm (ChASO)

Grey Wolf Optimizer (GWO)

Manta Ray Foraging Optimization (MRFO)

Extremum Seeking Algorithm (ESA)

Fire�y Algorithm (FA)

Tabla 2.6: Leyes de control fraccionarias aplicadas a motores de CC.

Ref. Ley de control De�nición

fraccionaria

Método de

optimización

Impl.

Muresan et al., (2020) [72] PI � � ✓
Copot et al., (2013) [73] PI � PM ✓

Chowdhury et al., (2017) [74] PI � BFO ×
Khaniki et al., (2020) [75] PI Difuso R-L WOA ×
Fekik et al., (2020) [76] PI Difuso � Autoajuste ×

Munagala et al., (2021) [77] PID G-L HHO ×
Idir et al., (2018) [78] PID G-L DE ×

El-Saadawi et al., (2020) [79] PID � NM ✓
Roy et al., (2016) [80] PID R-L PSO ×

Rajasekhar et al., (2011) [81] PID Caputo L-ABC ×
Hasan et al., (2019) [82] PID Caputo PSO ×
Saini et al., (2020) [83] PID � SFS ×
Patil et al., (2021) [84] PID R-L ACO ×

Singhal et al., (2012) [85] PID G-L � ×
Mehra et al., (2010) [86] PID G-L GA ✓
Jain et al., (2016) [87] PID � PSO ×
Wati et al., (2020) [88] PID � GA ×

Hekimouglu et al., (2019) [89] PID � ChASO ×
Agarwal et al., (2018) [90] PID G-L GWO ×
Rastogi et al., (2013) [91] PID G-L PSO ×

Mohammed et al., (2018) [92] PID G-L ABC ×
Khubalkar et al., (2016) [93] PID G-L NM ×

Saleh et al., (2014) [94] PID R-L GA ×
Petrá² et al., (2009) [95] PID G-L PM ✓
Ahuja et al., (2014) [96] PID R-L GA ×
Ahmed et al., (2018) [97] PID � GWO ×
Ekinci et al., (2021) [98] PID � MRFO ✓
Necaibia et al., (2014) [99] PID R-L ESA ×
Kommula et al., (2020) [100] PID � FA ×
Heidarpoor et al., (2017) [101] Modo Deslizante Caputo � ✓
Gupta et al., (2013) [102] Difuso G-L GA ×
Farahani et al., (2019) [103] Neuro Difuso � PSO ×

13



CAPÍTULO 2. ESTADO DEL ARTE

2.5. Cálculo Fraccionario Aplicado a la Robótica

En [104] presenta una revisión bibliográ�ca sobre las aplicaciones de los operadores fraccionarios
en la robótica. Las leyes de control de orden fraccionario se han aplicado a manipuladores, vehículos
autónomos y muchos otros sistemas robóticos. El uso del cálculo fraccionario en la robótica ha ido
ganando atención en los últimos años debido a su capacidad para proporcionar un análisis más preciso
de un sistema robótico que su homólogo de orden entero. El artículo destaca los avances en el modelado
y control de sistemas robóticos utilizando el cálculo fraccionario. La revisión abarca distintos tipos
de operadores fraccionarios y sus aplicaciones en la robótica. También se analizan los avances en la
sintonización de controladores fraccionarios aplicados a la robótica. El artículo concluye que el uso
del cálculo fraccionario en robótica tiene el potencial de mejorar el rendimiento y la e�ciencia de los
sistemas robóticos.
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Capítulo 3

Marco Teórico

En este capítulo se introduce y describe la teoría, así como conceptos y de�niciones que son relevantes
para el tema de investigación.

3.1. ¾Cómo realizar la locomoción de un robot humanoide?

Los robots bípedos tienen ventajas sobre los robots con ruedas, como el entorno de trabajo, el
consumo de energía y la adaptabilidad, debido a que, pueden moverse en terrenos regulares e irregulares
con una movilidad versátil. El robot bípedo está diseñado para imitar la locomoción humana y realizar
determinadas tareas como se clasi�ca en la Figura 3.1. El robot humanoide puede constar de un tronco
y piernas con o sin pies o incluso un mecanismo completo similar a un humano, según la aplicación
deseada.

Aplicaciones de
robots humanoides



Competiciones

RoboCup
DARPA
FIRA

Entornos de
alto riesgo



Nuclear
Minería
Militar
Industrial
Rescate
Localización
Astro navegación

Servicios


Doméstico
Educación
Médico
Cognitivo
Entretenimiento

Figura 3.1: Aplicaciones de robots humanoides.
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Los robots humanoides son un campo de estudio interdisciplinario, por lo que, el desarrollo de estos
sistemas están ligados con la mecánica, el control, la electrónica, la inteligencia arti�cial y la anatomía
humana. Los aspectos a considerar en el desarrollo de la locomoción para robots humanoides son el
diseño mecánico, modelado, generador de patrones de marcha, estabilidad, sistema de control y software
para pruebas, entre otros. [105].

Para poder hacer que un robot humanoide realice una marcha estable es de trascendencia contar con
3 modelos, primeramente, el modelo del robot, un generador de patrones de marcha y un control para
la estabilización del humanoide durante su caminata. En las secciones 2.2 y 2.3 se mostraron algunos
trabajos de los diferentes controladores aplicados a la locomoción bípeda. La Figura 3.2 muestra un
esquema básico de control para la locomoción de robots humanoides.

Figura 3.2: Diagrama de control básico

3.2. Conceptos Básicos para la Locomoción Bípeda

Ciclo de Marcha

El ciclo completo de la marcha del caminar humano consta de dos fases sucesivas principales (Figura
3.3): la fase de soporte doble (DSP) y la fase de soporte único (SSP) con subfases intermedias [106].
El DSP surge cuando ambos pies hacen contacto con el suelo dando como resultado un mecanismo de
cadena cerrada, mientras que el SSP comienza cuando el pie trasero no tiene contacto en el suelo y con
el pie delantero apoyado en el suelo.

Figura 3.3: Ciclo de marcha bípedo.
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Punto Momento Cero (ZMP)

El punto momento cero [107] es el punto en el suelo en el que el momento neto de las fuerzas de
inercia y gravedad no tienen componente a lo largo de los ejes horizontales. Usualmente el ZMP (por
sus siglas en inglés) se utiliza para plani�car un movimiento de un robot humanoide que mantenga
contacto entre el pie y el suelo.

Figura 3.4: De�nición del ZMP.

Polígono de Soporte

Otro concepto importante relacionado con el ZMP es el polígono de soporte [108, 109], que es el
área formada al encerrar todos los puntos de contacto entre el robot (pies) y el suelo, además el ZMP
siempre existe dentro del polígono de soporte (Figura 3.5).

Figura 3.5: Área del polígono
de soporte.

Centro de Masa (CoM)

Al punto donde la línea de gravedad del CoM interseca el suelo, se llama la proyección en el suelo
del CoM. La proyección en el suelo del CoM puede existir fuera del polígono de apoyo (Figura 3.6).

Figura 3.6: Ejemplos del CoM.
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Medición del ZMP

El humanoide NAO cuenta con múltiples sensores de fuerza (Figura 3.7) que se utilizan para medir
la posición del ZMP.

Figura 3.7: Ubicación de las Resistencias Sen-
sibles a la Fuerza (FSR).

El ZMP se debe de medir tanto para la fase de soporte único como la fase de soporte doble, para el
caso SSP el ZMP se puede obtener mediante las siguientes ecuaciones

px =

∑N
j=1 pjxfjz∑N
j=1 fjz

, (3.1)

py =

∑N
j=1 pjyfjz∑N
j=1 fjz

, (3.2)

donde px y py es la posición del ZMP con respecto a los ejes x e y, respectivamente. N es el número de
sensores, pj son puntos con respecto al sistema de coordenadas de referencia, y fjz es la fuerza medida
en el punto pj .

Para la medición del ZMP cuando el humanoide se encuentra con ambos pies tocando el suelo se
calcula de la siguiente manera,

px =
pRxfRz + pLxfLz

fRz + fLz
, (3.3)

py =
pRyfRz + pLyfLz

fRz + fLz
, (3.4)

donde R y L indican el lado derecho e izquierdo, respectivamente.

Estabilidad

El mecanismo bípedo es inestable durante la SSP. El desafío en la locomoción bípeda es mantener
el equilibrio al caminar en diferentes tipos de entornos. La razón de la inestabilidad es la subactuación
debida a la articulación pasiva del contacto pie-suelo.
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Estabilidad Estática

La estabilidad estática restringe la proyección del CoM del humanoide para permanecer dentro del
polígono de soporte, el cual, se de�ne como el área representada por el pie de soporte durante la SSP
y el área delimitada entre los pies apoyados durante la DSP (Figura 3.8 (a) y (b), respectivamente).
Este tipo de estabilidad inducen a una marcha lenta y un robot bípedo con pies grandes.

Estabilidad Dinámica

La estabilidad dinámica proporciona más libertad que la estabilidad estática, ya que el CoM pro-
yectado del bípedo puede salir del polígono de soporte, y por lo tanto, permite una marcha más rápida.
Existen varias técnicas para analizar la estabilidad dinámica, entre ellas, el ZMP y la marcha basada
en la periodicidad [110�112].

(a) SSP (b) DSP

Figura 3.8: Formas del Polígono de Soporte, en gris.

3.3. Modelo Matemático

Cinemática Directa

De manera concreta, la cinemática directa consiste en determinar la posición y orientación del efec-
tor �nal en relación con la base, dados los valores de cada una de las variables articulares de la cadena
cinemática.

Existen diversos métodos para la solución del problema de la cinemática directa, por ejemplo,
el método geométrico, mediante matrices de transformación homogénea, la convención de Denavit-
Hartenberg tanto la estándar como la forma modi�cada, y también haciendo uso de los cuaternios
[113,114]. En este trabajo se utilizará el algoritmo de Denavit-Hartenberg modi�cado.

Algoritmo de Denavit-Hartenberg Modificado

En este método [115, 116], la posición y orientación del enlace contiguo se describen mediante una
matriz de transformación homogénea de 4×4, la cual, se puede obtener usando solo cuatro parámetros,
conocidos como parámetros de Denavit-Hartenberg (DH), que se denotan como a, α, d y θ. Los pará-
metros solo se pueden describir después de establecer el marco de referencia de cada articulación i con
respecto a su articulación anterior como se describe a continuación:

El eje zi se establece en la dirección del eje de la articulación (la dirección de rotación).

El eje xi es paralelo a la normal común entre zi y zi−1.
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El eje yi se determina a partir de la regla de la mano derecha considerando los ejes xi y zi.

Los parámetros DH se pueden resumir como:

a: distancia desde el eje zi−1 al eje zi a lo largo del eje xi−1.

α: rotación del eje zi−1 al eje zi alrededor del eje xi−1.

d: distancia desde el eje xi−1 al eje xi a lo largo del eje zi−1.

θ: rotación del eje xi−1 al eje xi alrededor del eje zi−1.

Para pasar del marco de referencia base de alguna articulación al marco de referencia transformado
de esta articulación se utiliza la matriz de transformación TDH , que consta de dos traslaciones y dos
rotaciones parametrizadas por los parámetros DH de su respectiva articulación:

TDH = Rotx(α)Trasx(a)Rotz(θ)Trasz(d), (3.5)

TDH =


cos(θ) − sin(θ) 0 a

sin(θ) cos(α) cos(θ) cos(α) − sin(α) −d sin(α)
sin(θ) sin(α) cos(θ) sin(α) cos(α) d cos(α)

0 0 0 1

 . (3.6)

Cinemática Inversa

El objetivo del problema cinemático inverso consiste en encontrar los valores que deben adoptar las
coordenadas articulares de la cadena cinemática para que su extremo se posicione y oriente según una
determinada localización espacial. Para esto, un planteamiento posible frente al problema de la cine-
mática inversa es buscar una solución explícita usando álgebra o geometría (por ejemplo, a partir de la
matriz de transformación homogénea, por reducción de polinomios o la solución de Pieper cuando se
intersecan tres ejes). Otra posibilidad es encontrar una solución numérica por medio de algún algoritmo
de aproximación sucesiva (como el gradiente descendente o algún método de optimización) [114,117,118].

Resolución del problema cinemático inverso a partir de la matriz de transformación

homogénea

En principio es posible tratar de obtener el modelo cinemático inverso de la cadena cinemática a
partir del conocimiento de su modelo directo. Es decir, suponiendo conocidas las relaciones que expresan
el valor de la posición y orientación del extremo de la cadena cinemática en función de sus coordenadas
articulares, obtener por manipulación de aquellas las relaciones inversas.

Por lo que, dada una matriz de transformación homogénea de 4×4 que represente la posición y
orientación deseadas del efector �nal

T =


r11 r12 r13 px
r21 r22 r23 py
r31 r32 r33 pz
0 0 0 1

 , (3.7)
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encontrar una o todas soluciones de la ecuación

T = Tn
0 (θ1, · · · , θn) (3.8)

donde

Tn
0 (θ1, · · · , θn) = TDH(θ1) · · ·TDH(θn). (3.9)

De la Ecuación 3.8 da como resultado doce ecuaciones no lineales en n variables desconocidas, que
se pueden escribir como

tij = Tn
0 ij(θ1, · · · , θn), i = 1, 2, 3, j = 1, 2, 3, 4, (3.10)

donde tij y Tn
0 ij se re�eren a las doce entradas no triviales de T y Tn

0 , respectivamente. Puesto que, la
�la inferior de ambas matrices de la Ecuación 3.8 es (0, 0, 0, 1) cuatro de las dieciséis ecuaciones son
triviales.

Matriz Jacobiana

La matriz Jacobiana o simplemente el Jacobiano es uno de los temas más importantes en cuestión
en el análisis y control del movimiento del robot. Esto es debido a que, surge en prácticamente todos los
aspectos de la manipulación robótica, por ejemplo, en la plani�cación y ejecución de trayectorias suaves,
o en la transformación de fuerzas y momentos de torsión desde el efector �nal a las articulaciones de la
cadena cinemática, por mencionar algunas [113].

Se puede obtener la matriz Jacobiana mediante diversos métodos, por ejemplo, está la forma ana-
lítica que relaciona las velocidades de las articulaciones con la velocidad de variación de la posición y
orientación del extremo de la cadena cinemática; la jacobiana geométrica es la que establece las velo-
cidades articulares, y la velocidad lineal y angular del extremo de la cadena cinemática; y por último
la forma convencional.

Método Geométrico

En la Ecuación 3.11 se presenta la relación de la velocidad lineal y angular del efector �nal, y las
velocidades articulares 

vx
vy
vz
wx

wy

wz

 = J ·



θ̇1

...

θ̇n


(3.11)

donde J es la matriz Jacobiana.

El Jacabiano puede ser obtenido de manera directa a partir de la matriz de transformación homo-
génea

Tn
0 =

[
n o a p
0 0 0 1

]
, (3.12)
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que de�ne el modelo cinemático directo del robot. La velocidad lineal del extremo expresada en el
sistema referencial, es dada por las derivadas respecto del tiempo de las coordenadas (x, y, z) del
extremo de la cadena cinemática, de modo que:

vx =
dx

dt
= ẋ = ṗx,

vy =
dy

dt
= ẏ = ṗy,

vz =
dz

dt
= ż = ṗz.

(3.13)

Por tanto, la relación de la velocidad lineal del extremo de la cadena cinemática (vx, vy, vz) con las
velocidades articulares (θ̇1, · · · , θ̇n) pueden ser obtenidas a partir del vector p = (px, py, pz) de la matriz
Tn
0 , que expresa la posición del extremo en función de las coordenadas articulares.

Para obtener la relación de la velocidad angular (wx, wy, wz) con las velocidades articulares, se utiliza
la submatriz (3×3) de rotación R = [n o a] de la matriz de transformación homogénea del robot Tn

0 .

De tal manera que, para obtener los valores de las velocidades angulares (wx, wy, wz) en función de
las velocidades articulares (θ̇1, · · · , θ̇n), se obtiene Ω a partir de R de acuerdo a la siguiente ecuación

Ω = Ṙ ·RT =

 0 −wz wy

wz 0 −wx

−wy wx 0

 , (3.14)

entonces se pueden obtener los valores de las velocidades angulares w.

Modelo Dinámico

En general, obtener el modelo dinámico de un sistema físico es esencial para comprender y predecir
el comportamiento del sistema a lo largo del tiempo y para diseñar sistemas de control que puedan
regular el comportamiento del sistema.

Ecuación de movimiento de Euler-Lagrange

Para obtener el modelo dinámico del robot humanoide se utiliza la ecuación de movimiento de
Euler-Lagrange dada como

d

dt

∂L
∂q̇
− ∂L

∂q
= τ , (3.15)

donde L = K − U es denominado el lagrangiano, K es la energía cinética total y U es la energía
potencial total.

K =
1

2
q̇THq̇, (3.16)

U =
n∑

i=1

mig
Tpvi. (3.17)
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La Ecuación 3.15 se puede representar de forma matricial como

H(q)q̈+C(q, q̇)q̇+G(q) = τ , (3.18)

donde H(q) es la matriz de inercia, C(q, q̇) es la matriz de fuerzas centrífugas y de Coriolis, G(q) es
el vector de fuerzas gravitacionales, τ es el vector de pares/fuerzas generalizadas. La matriz de inercia
se calcula como

H(q) =
n∑

i=1

(
miJ

T
viJvi + JT

ωi
IiJωi

)
, (3.19)

donde i es el i-ésimo elemento, n es el número de coordenadas generalizadas, mi es la masa, Ii es el
tensor de inercia sobre el centro de masa del i-ésimo eslabón, Jvi y Jωi son las matrices Jacobianas
básicas.

Una forma para obtener C(q, q̇) es mediante los coe�cientes o símbolos de Christo�el cijk(q) de�-
nidos como

cijk(q) =
1

2

[
∂Hkj(q)

∂qi
+

∂Hki(q)

∂qj
− ∂Hij(q)

∂qk

]
, (3.20)

donde Hij(q) denota el ij-ésimo elemento de la matriz de inercia. Y, el kj-ésimo elemento de Ckj(q, q̇)
de la matriz de fuerzas centrífugas y de Coriolis pueden obtenerse como

Ckj(q, q̇) =


c1jk(q)
c2jk(q)

...
cnjk(q)


T

q̇. (3.21)

El vector G(q) se extrae de la siguiente manera

G(q) =
n∑

i=1

miJ
T
vig, (3.22)

donde g es la aceleración debido a la gravedad. Por último, τ se descompone de la siguiente manera,

τ = τM + τP + τE , (3.23)

τM es producido por los actuadores en cada articulación. τP generalmente proviene de la fricción en los
reductores y la fuerza contra electromotriz generada por los actuadores, que frecuentemente se modela
como

τP = −Dq̇− diag {sgn(q̇i)}uF , (3.24)

donde D es la viscosidad incluyendo el coe�ciente contra electromotriz, q̇i es el i-ésimo componente de
q, uF es la fuerza de fricción seca y sgn(·) es la función signum. τE surge cuando el sistema está en
contacto con objetos externos, y se aproxima mediante un conjunto de fuerzas que actúan en un punto
de contacto

τE = JT
EfE , (3.25)

donde JE es la matriz Jacobiana de la posición del punto de contacto y fE es el vector de par/fuerza.
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Modelo del motor de corriente continua

El circuito equivalente de control del motor de CC [119�121] se muestra en la Figura 3.9.

Figura 3.9: Modelo del motor de CC.

El modelo matemático del motor de CC en el circuito eléctrico es dado como

ea = Raia + Lai̇a + eb, (3.26)

eb = Kbθ̇ = Kbω, (3.27)

donde ea es el voltaje de entrada (V), ia es la corriente del estator (A), Ra y La son la resistencia (Ω)
y la inductancia (H) del estator, respectivamente, ω es la velocidad angular del rotor (rad/s), y Kb es
la constante de la fuerza contra electromotriz (V·s/rad).

La ecuación dinámica mecánica es

τm = Jθ̈ +Bθ̇ = Ktia, (3.28)

donde τm es el par motor (N·m), θ es la posición angular del rotor (rad), J es la inercia del rotor
(kg·m2), B es el coe�ciente de fricción viscosa (N·m·s/rad), y Kt es la constante del par (N·m/A).

La ecuación dinámica eléctrica 3.26 en condiciones nominales se puede reescribir como

i̇a = −Ra

La
ia +

1

La
(ea −Kbω), (3.29)

Se de�nen los siguientes coe�cientes de la ecuación 3.29 para considerar la incertidumbre paramétrica
en el sistema

b1 =
Ra

La
, b2 =

1

La
. (3.30)

Entonces la Ecuación 3.29 se puede expresar como

i̇a = −b1ia + b2(ea −Kbω), (3.31)

Para considerar las incertidumbres de los parámetros del motor, la Ecuación 3.31 podría reescribirse
como

24



CAPÍTULO 3. MARCO TEÓRICO

i̇a = −(b̄1 +∆b1)ia + (b̄2 +∆b2)(ea −Kbω),

i̇a = −b̄1ia + b̄2(ea −Kbω) +D,
(3.32)

donde b̄1 y b̄2 son los valores nominales y, ∆b1 y ∆b2 son las incertidumbres. D = −∆b1ia +∆b2(ea −
Kbω).

Péndulo invertido lineal en 3D

De [122�124] se obtienen las ecuaciones del 3D-LIPM:

ẍ =
g

zc
(x− px), (3.33)

ÿ =
g

zc
(y − py), (3.34)

donde x es la posición en el eje X, y es la posición en el eje Y, zc es el punto de intersección con el eje
Z y g es la constante de la gravedad.

Patrón de seguimiento para los pies

De acuerdo a [125], la trayectoria del pie puede escribirse como

xft =

(
t− sin (2πt)

2π

)
Lft, (3.35)

ztf =
1

2
[1− cos (2πt)]Hft, (3.36)

donde Lft y Hft representan la longitud y la altura del paso, respectivamente.

3.4. Leyes de Control

Control PID

Para controlar el par generado por los motores de CC, se propone la estrategia de control PID. El
esquema de control se muestra en la Figura 3.10,

Figura 3.10: Diagrama de bloques del controlador PID.

La ley de control queda descrita de la siguiente manera
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u = Kp(τd − τm) +Ki

∫
(τd − τm) +Kd

d

dt
(τd − τm), (3.37)

donde Kp, Ki y Kd representan las ganancias proporcional, integral y derivativa, respectivamente.

Control Adaptativo basado en Pasividad

En [126�128], se deriva un algoritmo de control adaptativo en el que se aprovecha la pasividad y
linealidad en los parámetros de la dinámica del sistema robótico. Se toma en cuenta la representación
matricial del modelo dinámico del robot humanoide como

M(q)q̈+C(q, q̇)q̇+ g(q) = τd, (3.38)

donde M(q) ∈ Rn×n es la matriz de inercia y es de�nida positiva, C(q, q̇) ∈ Rn×n es la matriz de
Coriolis, g(q) ∈ Rn×1 es el vector de fuerza de gravedad, τd ∈ Rn×1 es el vector de pares de entrada y
q ∈ Rn×1 es el vector de las coordenadas generalizadas.

Las ecuaciones de movimiento del humanoide se de�nen en términos de los momentos de inercia,
masas, etc., que deben determinarse para cada robot en particular. La complejidad de las ecuacio-
nes dinámicas hace que la obtención de estos parámetros sea una tarea difícil. Afortunadamente, las
ecuaciones de movimiento son lineales en dichos parámetros, de tal manera que existe una función de
dimensión n× l (donde n es el número de coordenadas generalizadas y l el número de parámetros a esti-
mar) llamada Regresor, Y(q, q̇, q̈), que contiene los términos que involucran las variables articulares y
sus respectivas derivadas, y un vector de dimensión l llamado vector de parámetros Θ, el cual contiene
los términos de inercias, masas y longitudes, tal que se pueden escribir las ecuaciones de Euler-Lagrange
de la siguiente forma:

M(q)q̈+C(q, q̇)q̇+ g(q) = Y(q, q̇, q̈)Θ = τd. (3.39)

A partir de lo anterior se de�ne la ley de control y la ley de estimación como

τd = Y(q, q̇, v, a)Θ̂−Kr, (3.40)

˙̂Θ = −ΠY(q, q̇, v, a)r, (3.41)

donde v, a y r están de�nidos como

v = q̇d −Λq̃,

a = v̇ = q̈d −Λ˙̃q,

r = q̇− v = ˙̃q+Λq̃,

(3.42)

los cuales nos ayudan a eliminar el error de posición en estado estable; q̃ = qd − q; K, Π y Λ son
matrices diagonales de ganancias positivas.
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Control Modo Deslizantes

El control modo deslizante (SMC) consta de dos fases: la fase de alcance y la fase de deslizamiento
[129�133]. La super�cie de deslizamiento se elige como,

s =

(
d

dt
+ ν

)3

e, (3.43)

donde ν es una constante positiva y e es la señal de error de seguimiento, y es la diferencia entre la
salida actual y deseada (e = x− xd). Desarrollando, la Ecuación 3.43 es representada como,

s =
...
e + 3νë+ 3ν2ė+ ν3e, (3.44)

La super�cie de deslizamiento de�nida en la Ecuación 3.44 se basa en la función de seguimiento;
cuando la super�cie de deslizamiento converge a cero, el error de seguimiento converge automáticamen-
te a cero. La ley de control basada en SMC consta de dos partes; control equivalente (ueq) y control
discontinuo (udis).

La entrada de control ueq se obtiene poniendo la super�cie deslizante en ṡ = 0. Luego, se toma la
derivada de la super�cie de deslizamiento poniendo el valor de diferentes estados y forzando la derivada
del tiempo a cero, el controlador equivalente para el sistema se obtiene como,

ueq = xν[3 + 3ν + ν2] + ẋdν
3 + 3ẍdν

2 +
...
x d[1 + 3ν]. (3.45)

La segunda parte del controlador udis garantiza que el sistema permanezca en la super�cie deslizante
y generalmente está diseñado mediante la función sign dada como,

udis = −ksign(s), (3.46)

donde k es una constante positiva. Finalmente, la ley de control es dada de la siguiente forma

usmc = ueq + udis. (3.47)

3.5. Sensor Virtual de Fuerza mediante una Red Neuronal Arti�cial

Una red neuronal arti�cial (RNA) [134, 135] es un sistema de mapeo no lineal que se inspira en la
estructura de los sistemas nerviosos biológicos, utilizando principios observados en ellos.

Figura 3.11: Ejemplo del esquema de una red neuronal arti�cial.
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En términos más generales, una RNA (Figura 3.11) está formada por un gran número de nodos
simples unidos por conexiones ponderadas. Por analogía, los nodos de procesamiento pueden denomi-
narse neuronas. La salida de cada nodo depende sólo de la información disponible localmente en el
nodo, almacenada internamente o que llega a través de las conexiones ponderadas. Cada unidad reci-
be entradas de muchos otros nodos y transmite su salida a otros nodos. Por sí solo, un elemento de
procesamiento no es muy potente: genera una salida escalar con un único valor numérico, que es una
simple función no lineal de sus entradas. La potencia del sistema surge de la combinación de muchas
unidades de forma adecuada. Una red se especializa para implementar diferentes funciones variando la
topología de conexión y los valores de los pesos de conexión. Las funciones complejas pueden implemen-
tarse conectando unidades entre sí con los pesos adecuados. De hecho, se ha demostrado que una red
su�cientemente grande con una estructura adecuada y pesos elegidos con propiedad puede aproximar
con precisión arbitraria cualquier función que satisfaga ciertas restricciones generales.
Normalmente, las unidades de procesamiento tienen respuestas del tipo

yi = f

(∑
i

ui

)
, (3.48)

donde ui son las señales de salida de la capa oculta a la capa de salida, y f(ui) es una función no lineal.

Esta unidad calcula una combinación lineal ponderada de sus entradas y la pasa a través de la no
linealidad para producir una salida escalar. En general, se trata de una función no lineal acotada y no
decreciente. Este modelo es, por supuesto, una aproximación drásticamente simpli�cada de los sistemas
nerviosos reales. La intención es captar las principales características importantes en las funciones de
procesamiento de información de las redes reales sin variar demasiado las restricciones físicas impuestas
por la biología. Las impresionantes ventajas de las RNA's son la capacidad de resolver problemas
altamente no lineales y complejos y la e�ciencia en el procesamiento de datos imprecisos y con ruido.
Principalmente, existen tres tipos de condiciones de entrenamiento para las RNA's, nombrados, el
entrenamiento supervisado, el entrenamiento graduado y el entrenamiento de auto-organización.

Red Neuronal de Retropropagación (BPN)

La Red Neuronal de Retropropagación (BPN), desarrollada en [136], es el modelo de entrenamiento
supervisado de RNA más extendido. La BPN utiliza el método del gradiente descendente para corregir
el peso de la neurona de interconexión. Además, resuelve fácilmente la interacción de los elementos
de procesamiento añadiendo capas ocultas. En el proceso de aprendizaje de la BPN, los pesos de
interconexión se ajustan mediante una técnica de convergencia de errores para obtener una salida
deseada para una entrada dada. En general, el error en la capa de salida del modelo BPN se propaga
hacia atrás hasta la capa de entrada a través de la capa oculta de la red para obtener la salida �nal
deseada. El método del gradiente descendente se utiliza para calcular el peso de la red y ajusta el peso
de las interconexiones para minimizar el error de salida. Las fórmulas utilizadas en este algoritmo son
las siguientes:

Los resultados del cálculo de la capa oculta son,

neti =
n∑

j=1

xjwij , (3.49)
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ui = f(neti), (3.50)

donde xj y wij son los datos de entrada y los pesos de la capa oculta, respectivamente, n es el número
de datos de entrada, j representa el j-ésimo dato de entrada e i es el número de la capa oculta. f es la
función de activación, y ui es el resultado obtenido de la capa oculta.

Los resultados del cálculo de la capa de salida son,

netk =

n∑
j=1

uiwjk, (3.51)

yk = f(netk), (3.52)

donde wjk son los pesos de la capa de salida, y yk es el resultado obtenido de la capa de salida.

Las funciones de activación utilizadas en las capas son las siguientes,

f(neti) =
1

1 + e−neti
, (logsig) (3.53)

f(neti) =
1− e−neti

1 + e−neti
, (tansig) (3.54)

f(neti) = neti, (lineal) (3.55)

Los errores cometidos al �nal de un ciclo son,

ek = (dk − yk)yk(1− yk), (3.56)

ei = ui(1− ui)
∑

ekwij , (3.57)

donde dk es el resultado esperado de la capa de salida, ek es el error ocurrido en la capa de salida, y ei
es el error producido en la capa oculta.

Los pesos pueden modi�carse utilizando estos valores de error calculados de acuerdo a las siguien-
tes ecuaciones

wjk = wjk + αekui + β∆wjk, (3.58)

wij = wij + αeixi + β∆wij , (3.59)

donde ∆wjk y ∆wij son las correcciones efectuadas en los pesos en el cálculo previo. α es la tasa de
aprendizaje, y β es el término que se utiliza para ajustar los pesos.

El error cuadrático, producido en un ciclo puede hallarse mediante

EC =
∑

0.5|tk − ok|2. (3.60)

La �nalización del entrenamiento de la BPN concluye calculando, el error relativo (RE) para cada
dato y el error relativo medio (MRE) para todos los datos de acuerdo con,

RE =

(
100(tk − ok)

tk

)
, (3.61)

MRE =
1

n

n∑
i=1

(
100(tk − ok)

tk

)
, (3.62)

donde n es el número de datos [137,138].
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3.6. Operadores Fraccionarios

El cálculo fraccionario implica derivadas e integrales de orden no entero, es la generalización del
cálculo clásico y durante los últimos años se ha convertido en una herramienta ampliamente utilizada
para poder representar un mejor modelado y control de procesos en diversas áreas de la ciencia y la
ingeniería [8, 139].

Se consideran derivadas fraccionarias en el sentido de Caputo porque son las más utilizada en el
campo de la ingeniería debido a que las condiciones iniciales pueden ser enteras, es decir, el valor de la
función en sí y sus derivadas de orden entero tienen que ser especi�cados, x(0), x′(0), x′′(0). Entonces,
teniendo en cuenta lo anterior los datos tienen un signi�cado físico y pueden ser medibles, por ejemplo,
si x(t) indica desplazamiento, entonces x′(t) representa velocidad y x′′(t) expresa aceleración.

La derivada de Caputo de una función f(t) se de�ne como [140],

C
0 D

α
t f(t) =

1

Γ(n− α)

∫ t

0

f (n)(ς)

(t− ς)α−n+1
dς, n− 1 < α < n, n ∈ N, t > 0, (3.63)

donde C
0 D

α
t es el operador de la derivada de Caputo con respecto de t y de orden α ∈ R+.

La de�nición de la derivada fraccionaria de Caputo-Fabrizio es la siguiente [141],

CF
0D

α
t f(t) =

M(α)

(1− α)

∫ t

0
ḟ(ς)exp

[
−α(t− ς)

1− α

]
dς, (3.64)

donde M(α) es una función de normalización tal que M(0) = M(1) = 1.
La integral fraccionaria de Caputo de la función f(t) de orden α se da de la siguiente manera

C
0 I

α
t f(t) =

1

Γ(α)

∫ t

0
f(ς)(t− ς)α−1dς. (3.65)

La integral fraccionaria asociada al kernel exponencial [142] viene dada de la siguiente manera,

CF
0 Iαt f(t) =

1

α

∫ t

0
f(ς)exp

[
−1− α

α
(t− ς)

]
dς. (3.66)

3.7. Algoritmo de Búsqueda de Cuco (CSA)

El Algoritmo de Búsqueda de Cuco [143] es una técnica meta-heurística que se inspira en la dinámica
del parasitismo de ciertas especies de Cuco y hace uso de vuelos del tipo Lévy. Las pautas fundamentales
que gobiernan este algoritmo son las siguientes:

Un cuco deja un huevo en los nidos de otras especies de aves.

Los mejores nidos con alta calidad pasan a la siguiente generación.

Si un ave an�triona encuentra huevos extraños en su nido, tiene la opción de crear un nuevo nido
cercano, dejar el nido original o deshacerse de los huevos ajenos.

30



CAPÍTULO 3. MARCO TEÓRICO

El pseudocódigo del CSA se muestra a continuación,

Algoritmo 1 Búsqueda de cuco a través de los vuelos de Lévy
1: Inicialización de n nidos
2: while t < ng do

3: Elegir un huevo de cuco utilizando los vuelos de Lévy

xik+1 = xik + ϱ⊕ Lévy(s, λ), ϱ > 0, (3.67)

donde

Lévy(s, λ) =
λΓ(λ) sin(πλ/2)

π
× 1

s1+λ
, s≫ s0 > 0, (3.68)

y se evalúa su capacidad,

Fi =

√∑m
n=1(qdn − qn(xi

k+1))
2

m

 . (3.69)

4: Elige un huevo al azar y calcula su capacidad,

Fj =

√∑m
n=1(qdn − qn(xi

rnd))
2

m

 . (3.70)

5: if Fi > Fj then

6: Sustituir el j-ésimo huevo por el i-ésimo huevo.
7: Una fracción (pa) de los peores nidos es demolida y sustituida por nidos nuevos.
8: Se conservan los buenos nidos (mejores soluciones).
9: t← t+ 1
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Capítulo 4

Desarrollo y Resultados

4.1. Cinemática Directa de las Piernas del Robot Humanoide NAO

De [36�38,144] se obtienen los parámetros y tomando en cuenta la Sección 3.3, la cinemática directa
de las piernas del robot NAO se muestra a continuación.

Cinemática directa de la pierna izquierda

La Tabla 4.1 muestra los parámetros DH para toda la cadena cinemática de la pierna izquierda.

Tabla 4.1: Parámetros DH para la cadena de la pierna izquierda del robot NAO.

Marco (Articulación) a α d qri

Base A(0, a,−b)
LHipYawPitch 0 −3π

4 0 ql1 − π
2

LHipRoll 0 −π
2 0 ql2 +

π
4

LHipPitch 0 π
2 0 ql3

LKneePitch −l1 0 0 ql4
LAnklePitch −l2 0 0 ql5
LAnkleRoll 0 −π

2 0 ql6
Rotación Rz(π)Ry(−π

2 )
LFoot A(0, 0,−c)

Y la matriz de transformación �nal es

TLFoot
Base = A0

BaseT
1
0T

2
1T

3
2T

4
3T

5
4T

6
5Rz(π)Ry(−

π

2
)ALFoot

6 . (4.1)

Cinemática directa de la pierna derecha

La Tabla 4.2 muestra los parámetros DH para toda la cadena cinemática de la pierna derecha.
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Tabla 4.2: Parámetros DH para la cadena de la pierna derecha del robot NAO.

Marco (Articulación) a α d qri

Base A(0,−a,−b)
RHipYawPitch 0 −π

4 0 qr1 − π
2

RHipRoll 0 −π
2 0 qr2 − π

4
RHipPitch 0 π

2 0 qr3
RKneePitch −l1 0 0 qr4
RAnklePitch −l2 0 0 qr5
RAnkleRoll 0 −π

2 0 qr6
Rotación Rz(π)Ry(−π

2 )
RFoot A(0, 0,−c)

Y la matriz de transformación �nal es

TRFoot
Base = A0

BaseT
1
0T

2
1T

3
2T

4
3T

5
4T

6
5Rz(π)Ry(−

π

2
)ARFoot

6 . (4.2)

4.2. Cinemática Inversa de las Piernas del Robot Humanoide NAO

A continuación, se presentan las soluciones para cada una de las articulaciones de las piernas del
humanoide NAO, se considera lo mostrado en la Sección 3.3.

Cinemática inversa de la pierna izquierda

Para la solución de las articulaciones ql4 y ql6 , primero se eliminan las traslaciones conocidas de la
cadena cinemática

[A0
Base]

−1 ·T · [ALFoot
6 ]−1 = [A0

Base]
−1 ·TLFoot

Base · [ALFoot
6 ]−1,

T̃ = Ty
0.

(4.3)

Después, se rota el origen de la cadena π
4 sobre el eje x para hacer que la primera articulación

(LHipYawPitch) sea una articulación de guiñada (alineada con el eje z).

Rx(
π

4
) · T̃ = Rx(

π

4
) ·Ty

0,

T̂ = T̂y
0.

(4.4)

Ahora, se invierte ambos lados de la Ecuación 4.4 para formar la cadena inversa. Y así, solo las
articulaciones LAnkleRoll, LAnklePitch y LKneePitch afectan la posición.

T̂́ = [T̂]−1,

T̂y
0́ = [T̂y

0]
−1.

(4.5)
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Entonces la solución para ql4 es

ql4 = ±

π − acos

 l21 + l22 −
√

(0− T̂́(1,4))2 + (0− T̂́(2,4))2 + (0− T̂́(3,4))2
2

2l1l2


 . (4.6)

A continuación, se extrae el ángulo ql6 del bloque de traslación usando las celdas (2,4) y (3,4)

ql6 = atan

(
T̂́(2,4)

T̂́(3,4)

)
. (4.7)

Para la articulación 5, volvemos a la Ecuación 4.4 y eliminamos las dos rotaciones al �nal de la
cadena junto con la transformación T6

5 debido a que se conoce ql6 :

T̂ · [T6
5Rz(π)Ry(−

π

2
)]−1 = T̂y

0 · [T
6
5Rz(π)Ry(−

π

2
)]−1,

T̆ = T5
0,

(4.8)

nuevamente formamos la cadena inversa de la ecuación anterior

T̆́ = [T̆]−1,

T5
0́ = [T5

0]
−1,

(4.9)

las soluciones para la articulación ql5 son las siguientes

ql5 = asin

(
−
l1 sin(ql4)T̆́(1,4) + (l2 + l1 cos(ql4))T̆́(2,4)

l21 sin(ql4)
2 + (l2 + l1 cos(ql4))

2

)

ql5 = π − asin

(
−
l1 sin(ql4)T̆́(1,4) + (l2 + l1 cos(ql4))T̆́(2,4)

l21 sin(ql4)
2 + (l2 + l1 cos(ql4))

2

) (4.10)

De la Ecuación 4.8 eliminamos las matrices T4
3 y T5

4

T̆ · [T4
3T

5
4]
−1 = T5

0 · [T4
3T

5
4]
−1

T̄ = T3
0

(4.11)

De la Ecuación 4.11 se obtiene las soluciones para las articulaciones ql2 , ql3 y ql1

ql2 = ±acos(T̄2,3)−
π

4
, (4.12)

ql3 = asin

(
T̄(2,2)

sin(ql2 +
π
4 )

)
,

ql3 = π − asin

(
T̄(2,2)

sin(ql2 +
π
4 )

)
,

(4.13)

ql1 = ±acos

(
T̄(1,3)

sin(ql2 +
π
4 )

)
+

π

2
. (4.14)
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Cinemática inversa de la pierna derecha

Las cadenas de las dos piernas son simétricas, por lo que la solución para la pierna derecha será
bastante similar a la solución para la pierna izquierda. La única diferencia está en la matriz de rotación
para la articulación RHipYawPitch, que debe ser rotada por −π

4 . Además de este cambio, todos los
pasos seguidos para llegar a una solución para la pierna izquierda se aplican sin cambios también a la
pierna derecha.

4.3. Matriz Jacobiana de las Piernas del Robot Humanoide NAO

A continuación, se presentan los resultados de las cadenas cinemáticas del robot NAO, mediante el
método geométrico presentado en la Sección 3.3.

Matriz jacobiana de la pierna izquierda

Jl =



jl11 jl12 jl13 jl14 jl15 jl16
jl21 jl22 jl23 jl24 jl25 jl26
jl31 jl32 jl33 jl34 jl35 jl36
jl41 jl42 jl43 jl44 jl45 jl46
jl51 jl52 jl53 jl54 jl55 jl56
jl61 jl62 jl63 jl64 jl65 jl66

 . (4.15)

jl11 = c[cos(ql6)(sin(ql3 + ql4 + ql5) cos(ql1) + cos(ql3 + ql4 + ql5) cos(ql2) sin(ql1))− sin(ql1) sin(ql2) sin(ql6)]

+ cos(ql1)[l2 sin(ql3 + ql4) + l1 sin(ql3)] + cos(ql2) sin(ql1)[l2 cos(ql3 + ql4) + l1 cos(ql3)],

jl21 = jl31 = −e[c(cos(ql6)(sin(ql3 + ql4 + ql5) sin(ql1)− cos(ql3 + ql4 + ql5) cos(ql1) cos(ql2)) + cos(ql1) sin(ql2) sin(ql6))

+ sin(ql1)(l2 sin(ql3 + ql4) + l1 sin(ql3))− cos(ql1) cos(ql2)(l2 cos(ql3 + ql4) + l1 cos(ql3))],

jl41 = 0,

jl51 = e,

jl61 = −e,
jl12 = c cos(ql1)[cos(ql2)sin(ql6) + cos(ql3 + ql4 + ql5)cos(ql6)sin(ql2)]

+ cos(ql1) sin(ql2)[l2 cos(ql3 + ql4) + l1 cos(ql3)],

jl22 = e[cos(ql2)− sin(ql1) sin(ql2)][l2 cos(ql3 + ql4) + l1 cos(ql3)]

− ec[sin(ql6)(sin(ql2) + cos(ql2) sin(ql1))− cos(ql3 + ql4 + ql5) cos(ql6)(cos(ql2)− sin(ql1) sin(ql2))],

jl32 = −e[cos(ql2) + sin(ql1) sin(ql2)][l2 cos(ql3 + ql4) + l1 cos(ql3)]

+ ec[sin(ql6)(sin(ql2)− cos(ql2) sin(ql1))− cos(ql3 + ql4 + ql5) cos(ql6)(cos(ql2) + sin(ql1) sin(ql2))],

jl42 = − sin(ql1),

jl52 = jl62 = −e cos(ql1),
jl13 = c cos(ql6)[cos(ql3 + ql4 + ql5) sin(ql1) + sin(ql3 + ql4 + ql5) cos(ql1) cos(ql2)]

+ cos(ql1) cos(ql2)[l2 sin(ql3 + ql4) + l1 sin(ql3)] + sin(ql1)[l2 cos(ql3 + ql4) + l1 cos(ql3)],

jl23 = e cos(ql1)[l2 cos(ql3 + ql4) + l1 cos(ql3)]− e[sin(ql2) + cos(ql2) sin(ql1)][l2 sin(ql3 + ql4) + l1 sin(ql3)]

− ec cos(ql6)(sin(ql3 + ql4 + ql5)(sin(ql2) + cos(ql2) sin(ql1))− cos(ql3 + ql4 + ql5) cos(ql1)),
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jl33 = e cos(ql1)[l2 cos(ql3 + ql4) + l1 cos(ql3)] + e[sin(ql2)− cos(ql2) sin(ql1)][l2 sin(ql3 + ql4) + l1 sin(ql3)]

+ ec cos(ql6)(sin(ql3 + ql4 + ql5)(sin(ql2)− cos(ql2) sin(ql1)) + cos(ql3 + ql4 + ql5) cos(ql1)),

jl43 = jl44 = jl45 = cos(ql1) sin(ql2),

jl53 = jl54 = jl55 = e[cos(ql2)− sin(ql1) sin(ql2)],

jl63 = jl64 = jl65 = −e[cos(ql2) + sin(ql1) sin(ql2)],

jl14 = c cos(ql6)[cos(ql3 + ql4 + ql5) sin(ql1) + sin(ql3 + ql4 + ql5) cos(ql1) cos(ql2)]

+ l2 cos(ql3 + ql4) sin(ql1) + l2 sin(ql3 + ql4) cos(ql1) cos(ql2),

jl24 = el2 cos(ql3 + ql4) cos(ql1)− el2 sin(ql3 + ql4)[sin(ql2) + cos(ql2) ∗ sin(ql1)]
− c cos(ql6)[e sin(ql3 + ql4 + ql5)(sin(ql2) + cos(ql2) sin(ql1))− e cos(ql3 + ql4 + ql5) cos(ql1)],

jl34 = el2 sin(ql3 + ql4)[sin(ql2)− cos(ql2)sin(ql1)] + el2 cos(ql3 + ql4) cos(ql1)

+ c cos(ql6)[e sin(ql3 + ql4 + ql5)(sin(ql2)− cos(ql2) sin(ql1)) + e cos(ql3 + ql4 + ql5) cos(ql1)],

jl15 = c cos(ql6)[cos(ql3 + ql4 + ql5) sin(ql1) + sin(ql3 + ql4 + ql5) cos(ql1) cos(ql2)],

jl25 = −c cos(ql6)[e sin(ql3 + ql4 + ql5)(sin(ql2) + cos(ql2) sin(ql1))− e cos(ql3 + ql4 + ql5) cos(ql1)],

jl35 = c cos(ql6)[e sin(ql3 + ql4 + ql5)(sin(ql2)− cos(ql2) sin(ql1)) + e cos(ql3 + ql4 + ql5) cos(ql1)],

jl16 = −c(sin(ql6)[sin(ql3 + ql4 + ql5) sin(ql1)− cos(ql3 + ql4 + ql5) cos(ql1) cos(ql2)]− cos(ql1) cos(ql6) sin(ql2)),

jl26 = −c(sin(ql6)[e cos(ql3 + ql4 + ql5)(sin(ql2) + cos(ql2) sin(ql1))

+ e sin(ql3 + ql4 + ql5) cos(ql1)]− e cos(ql6)(cos(ql2)− sin(ql1) sin(ql2))),

jl36 = c(sin(ql6)[e cos(ql3 + ql4 + ql5)(sin(ql2)− cos(ql2) sin(ql1))

− e sin(ql3 + ql4 + ql5) cos(ql1)]− e cos(ql6)(cos(ql2) + sin(ql1) sin(ql2))),

jl46 = − cos(ql3 + ql4 + ql5) sin(ql1)− sin(ql3 + ql4 + ql5) cos(ql1) cos(ql2),

jl56 = e sin(ql3 + ql4 + ql5)(sin(ql2) + cos(ql2) sin(ql1))− e cos(ql3 + ql4 + ql5) cos(ql1),

jl66 = −e sin(ql3 + ql4 + ql5)(sin(ql2)− cos(ql2) sin(ql1))− e cos(ql3 + ql4 + ql5) cos(ql1).

Matriz jacobiana de la pierna derecha

Jr =



jr11 jr12 jr13 jr14 jr15 jr16
jr21 jr22 jr23 jr24 jr25 jr26
jr31 jr32 jr33 jr34 jr35 jr36
jr41 jr42 jr43 jr44 jr45 jr46
jr51 jr52 jr53 jr54 jr55 jr56
jr61 jr62 jr63 jr64 jr65 jr66

 . (4.16)

jr11 = c[cos(qr6)(sin(qr3 + qr4 + qr5) cos(qr1) + cos(qr3 + qr4 + qr5) cos(qr2) sin(qr1))− sin(qr1) sin(qr2) sin(qr6)]

+ cos(qr1)[l2 sin(qr3 + qr4) + l1 sin(qr3)] + cos(qr2) sin(qr1)[l2 cos(qr3 + qr4) + l1 cos(qr3)],

jr21 = jr31 = e[c(cos(qr6)(sin(qr3 + qr4 + qr5) sin(qr1)− cos(qr3 + qr4 + qr5) cos(qr1) cos(qr2)) + cos(qr1) sin(qr2) sin(qr6))

+ sin(qr1)(l2 sin(qr3 + qr4) + l1 sin(qr3))− cos(qr1) cos(qr2)(l2 cos(qr3 + qr4) + l1 cos(qr3))],

jr14 = 0,

jr51 = jr61 = e,
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jr12 = c cos(qr1)[cos(qr2)sin(qr6) + cos(qr3 + qr4 + qr5)cos(qr6)sin(qr2)]

+ cos(qr1) sin(qr2)[l2 cos(qr3 + qr4) + l1 cos(qr3)],

jr22 = e[cos(qr2) + sin(qr1) sin(qr2)][l2 cos(qr3 + qr4) + l1 cos(qr3)]

− ec[sin(qr6)(sin(qr2)− cos(qr2) sin(qr1))− cos(qr3 + qr4 + qr5) cos(qr6)(cos(qr2)− sin(qr1) sin(qr2))],

jr32 = e[cos(qr2)− sin(qr1) sin(qr2)][l2 cos(qr3 + qr4) + l1 cos(qr3)]

− ec[sin(qr6)(sin(qr2) + cos(qr2) sin(qr1))− cos(qr3 + qr4 + qr5) cos(qr6)(cos(qr2)− sin(qr1) sin(qr2))],

jr42 = − sin(qr1),

jr52 = e cos(qr1),

jr62 = −e cos(qr1),
jr13 = c cos(qr6)[cos(qr3 + qr4 + qr5) sin(qr1) + sin(qr3 + qr4 + qr5) cos(qr1) cos(qr2)]

+ cos(qr1) cos(qr2)[l2 sin(qr3 + qr4) + l1 sin(qr3)] + sin(qr1)[l2 cos(qr3 + qr4) + l1 cos(qr3)],

jr23 = e cos(qr1)[l2 cos(qr3 + qr4) + l1 cos(qr3)]− e[sin(qr2) + cos(qr2) sin(qr1)][l2 sin(qr3 + qr4) + l1 sin(qr3)]

− ec cos(qr6)(sin(qr3 + qr4 + qr5)(sin(qr2)− cos(qr2) sin(qr1)) + cos(qr3 + qr4 + qr5) cos(qr1)),

jr33 = e cos(qr1)[l2 cos(qr3 + qr4) + l1 cos(qr3)] + e[sin(qr2)− cos(qr2) sin(qr1)][l2 sin(qr3 + qr4) + l1 sin(qr3)]

+ ec cos(qr6)(sin(qr3 + qr4 + qr5)(sin(qr2)− cos(qr2) sin(qr1)) + cos(qr3 + qr4 + qr5) cos(qr1)),

jr43 = jr44 = jr45 = cos(qr1) sin(qr2),

jr53 = jr54 = jr55 = e[cos(qr2) + sin(qr1) sin(qr2)],

jr63 = jr64 = jr65 = e[cos(qr2)− sin(qr1) sin(qr2)],

jr14 = c cos(qr6)[cos(qr3 + qr4 + qr5) sin(qr1) + sin(qr3 + qr4 + qr5) cos(qr1) cos(qr2)]

+ l2 cos(qr3 + qr4) sin(qr1) + l2 sin(qr3 + qr4) cos(qr1) cos(qr2),

jr24 = −el2 cos(qr3 + qr4) cos(qr1)− el2 sin(qr3 + qr4)[sin(qr2) + cos(qr2) ∗ sin(qr1)]
− c cos(qr6)[e sin(qr3 + qr4 + qr5)(sin(qr2)− cos(qr2) sin(qr1)) + e cos(qr3 + qr4 + qr5) cos(qr1)],

jr34 = el2 sin(qr3 + qr4)[sin(qr2)− cos(qr2)sin(qr1)] + el2 cos(qr3 + qr4) cos(qr1)

+ c cos(qr6)[e sin(qr3 + qr4 + qr5)(sin(qr2)− cos(qr2) sin(qr1)) + e cos(qr3 + qr4 + qr5) cos(qr1)],

jr15 = c cos(qr6)[cos(qr3 + qr4 + qr5) sin(qr1) + sin(qr3 + qr4 + qr5) cos(qr1) cos(qr2)],

jr25 = −c cos(qr6)[e sin(qr3 + qr4 + qr5)(sin(qr2) + cos(qr2) sin(qr1))− e cos(qr3 + qr4 + qr5) cos(qr1)],

jr35 = c cos(qr6)[e sin(qr3 + qr4 + qr5)(sin(qr2)− cos(qr2) sin(qr1)) + e cos(qr3 + qr4 + qr5) cos(qr1)],

jr16 = −c(sin(qr6)[sin(qr3 + qr4 + qr5) sin(qr1)− cos(qr3 + qr4 + qr5) cos(qr1) cos(qr2)]− cos(qr1) cos(qr6) sin(qr2)),

jr26 = −c(sin(qr6)[e cos(qr3 + qr4 + qr5)(sin(qr2) + cos(qr2) sin(qr1))

+ e sin(qr3 + qr4 + qr5) cos(qr1)]− e cos(qr6)(cos(qr2)− sin(qr1) sin(qr2))),

jr36 = c(sin(qr6)[e cos(qr3 + qr4 + qr5)(sin(qr2)− cos(qr2) sin(qr1))

− e sin(qr3 + qr4 + qr5) cos(qr1)]− e cos(qr6)(cos(qr2) + sin(qr1) sin(qr2))),

jr46 = − cos(qr3 + qr4 + qr5) sin(qr1)− sin(qr3 + qr4 + qr5) cos(qr1) cos(qr2),

jr66 = e sin(qr3 + qr4 + qr5)(sin(qr2) + cos(qr2) sin(qr1))− e cos(qr3 + qr4 + qr5) cos(qr1),

jr66 = −e sin(qr3 + qr4 + qr5)(sin(qr2)− cos(qr2) sin(qr1))− e cos(qr3 + qr4 + qr5) cos(qr1).
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4.4. Modelo Dinámico de las Piernas del Robot Humanoide NAO

Aplicando la ecuación de movimiento de Euler-Lagrange explicada en la Sección 3.3, la representa-
ción del modelo dinámico de las piernas del robot humanoide NAO está dada de la siguiente manera.

Modelo dinámico de la pierna izquierda

Ml(ql)q̈l +Cl(ql, q̇l)q̇l + gl(ql) = τ l, (4.17)

donde

Ml(ql) =



Ml11 Ml12 Ml13 Ml14 Ml15 Ml16

Ml12 Ml22 Ml23 Ml24 Ml25 Ml26

Ml13 Ml23 Ml33 Ml34 Ml35 Ml36

Ml14 Ml24 Ml34 Ml44 Ml45 Ml46

Ml15 Ml25 Ml35 Ml45 Ml55 Ml56

Ml16 Ml26 Ml36 Ml46 Ml56 Ml66

 ,

Ml11 = Il1 + Il2 + Il3 + Il4 + Il5 + Il6 +ml1L1 + [ml2 +ml3 ][L2 cos(ql1) + 2L3 cos(ql2 + ql3)]

+ [ml4 +ml5 ][L3 cos(ql3) + 2L4 cos(ql4 + ql5)] +ml6L5 cos(ql5 + ql6),

Ml12 = Il2 + Il3 + Il4 + Il5 + Il6 + [ml2 +ml3 ][cos(ql2) + L3 cos(ql2 + ql3)]

+ [ml4 +ml5 ][L3 cos(ql3) + 2L4 cos(ql4 + ql5)] +ml6L5 cos(ql5 + ql6),

Ml13 = Il3 + Il4 + Il5 + Il6 +ml3L3 cos(ql3) + [ml4 +ml5 ][L3 cos(ql3) + 2L4 cos(ql4 + ql5)]

+ml6L5 cos(ql5 + ql6),

Ml14 = Il4 + Il5 + Il6 + (ml4 +ml5)L4 cos(ql4 + ql5) +ml6L5 cos(ql5 + ql6),

Ml15 = Il5 + Il6 +ml5 cos(ql5) +ml6L5 cos(ql5 + ql6),

Ml16 = Il6 + (ml5 +ml6) cos(ql6),

Ml22 = Il3 + Il4 + Il5 + Il6 + L3[ml3 cos(ql2 + ql3) + (ml4 +ml5) cos(ql3)] + L4 cos(ql4 + ql5),

Ml23 = L1 cos(ql2 + ql3),

Ml24 = L3 cos(ql3 + ql4),

Ml25 = Ml35 = Ml45 = 0,

Ml26 = Ml36 = Ml46 = Ml56 = Il4 + Il5 + Il6 ,

Ml33 = Il4 + Il5 + Il6 + (ml4 +ml5)L4 cos(ql4 + ql5) +ml6L5 cos(ql5 + ql6),

Ml34 = L2L3 cos(ql4 + ql5),

Ml44 = Il5 + Il6 +ml5 cos(ql5) +ml6L5 cos(ql5 + ql6),

Ml55 = Il6 +ml6 cos(ql6),

Ml66 = ml6 .
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Cl(ql, q̇l) =



Cl11 Cl12 Cl13 Cl14 Cl15 Cl16

Cl21 Cl22 Cl23 Cl24 Cl25 Cl26

Cl31 Cl32 Cl33 Cl34 Cl35 Cl36

Cl41 Cl42 Cl43 Cl44 Cl45 Cl46

Cl51 Cl52 Cl53 Cl54 Cl55 Cl56

Cl61 Cl62 Cl63 Cl64 Cl65 Cl66

 ,

Cl11 = −L1 sin(ql2)[ml2L2 + (ml3 +ml4)L3]q̇l2 ,

Cl12 = Cl13 = Cl14 = Cl15 = Cl16 = 0,

Cl21 = −L1 sin(ql1)q̇l1 + L2(q̇l1 + q̇l2),

Cl22 = −ml2L1L2 sin(ql2)(q̇l1 + q̇l2)− (ml3 +ml5)L2L3 sin(ql3)(q̇l3 + q̇l4),

Cl23 = Cl24 = Cl25 = Cl26 = 0,

Cl31 = ml2L1L2 sin(ql2)q̇l1 + (ml3 +ml4)L1L2 sin(ql2)q̇l1 ,

Cl32 = L3[ml2 sin(ql3) +ml3 cos(ql3)],

Cl33 = L3[ml1 cos(ql2) cos(ql2 + ql3) +ml2 sin(ql2 + ql3) cos(ql2 + ql3) +ml3 cos(ql2) sin(ql2 + ql3)],

Cl34 = Cl35 = Cl36 = 0,

Cl41 = L2 cos(ql2 + ql3) cos(ql4) sin(ql5)− sin(ql2 + ql3)[2L3 − sin(ql4)
2],

Cl42 = −ml4 sin(ql2 + ql3) cos(ql4),

Cl43 = ml3 sin(ql4),

Cl44 = Cl45 = Cl46 = 0,

Cl51 = ml4 cos(ql2 + ql3) sin(ql4) cos(ql5)− L4 sin(ql2) sin(ql4) cos(ql5) +ml5 cos(ql2 + ql3) sin(ql4),

Cl52 = ml4 cos(ql2 + ql3) sin(ql4) cos(ql5) + L3 cos(ql2 + ql3) sin(ql4),

Cl53 = ml4 sin(ql2 + ql3) cos(ql4),

Cl54 = Cl55 = Cl56 = 0,

Cl61 = −ml5 sin(ql6),

Cl62 = −L5 cos(ql6),

Cl63 = Cl64 = Cl65 = 0,

Cl66 = ml6 sin(ql5).

gl(ql) =



gl1
gl2
gl3
gl4
gl5
gl6

 ,

gl1 = ml1L1g,

gl2 = −ml2g cos(ql2)−ml3 sin(ql2 + ql3) + L1 sin(ql2),

gl3 = L2g sin(ql2 + ql3) +ml1 cos(ql2 + ql3),

gl4 = ml4g sin(ql2 + ql3) sin(ql4) sin(ql5),

gl5 = −L5ml5g[cos(ql3 + ql4) sin(ql5) + sin(ql3 + ql4) cos(ql5) cos(ql6)],

gl6 = 0.
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Modelo dinámico de la pierna derecha

Mr(qr)q̈r +Cr(qr, q̇r)q̇r + gr(qr) = τ r, (4.18)

donde

Mr(qr) =



Mr11 Mr12 Mr13 Mr14 Mr15 Mr16

Mr12 Mr22 Mr23 Mr24 Mr25 Mr26

Mr13 Mr23 Mr33 Mr34 Mr35 Mr36

Mr14 Mr24 Mr34 Mr44 Mr45 Mr46

Mr15 Mr25 Mr35 Mr45 Mr55 Mr56

Mr16 Mr26 Mr36 Mr46 Mr56 Mr66

 ,

Mr11 = mr6 ,

Mr12 = Ir6 + (mr5 +mr6) cos(qr6),

Mr13 = Ir5 + Ir6 +mr5 cos(qr5) +mr6L5 cos(qr5 + qr6),

Mr14 = Ir4 + Ir5 + Ir6 + (mr4 +mr5)L4 cos(qr4 + qr5) +mr6L5 cos(qr5 + qr6),

Mr15 = Ir3 + Ir4 + Ir5 + Ir6 +mr3L3 cos(qr3) + [mr4 +mr5 ][L3 cos(qr3) + 2L4 cos(qr4 + qr5)]

+mr6L5 cos(qr5 + qr6),

Mr16 = Ir2 + Ir3 + Ir4 + Ir5 + Ir6 + [mr2 +mr3 ][cos(qr2) + L3 cos(qr2 + qr3)]

+ [mr4 +mr5 ][L3 cos(qr3) + 2L4 cos(qr4 + qr5)] +mr6L5 cos(qr5 + qr6),

Mr22 = Ir6 +mr6 cos(qr6),

Mr23 = L3 cos(qr3 + qr4),

Mr24 = L1 cos(qr2 + qr3),

Mr25 = Mr35 = Mr45 = 0,

Mr26 = Mr36 = Mr46 = Mr56 = Ir4 + Ir3 + Ir4 ,

Mr33 = Ir5 + Ir6 +mr5 cos(qr5) +mr6L5 cos(qr5 + qr6),

Mr34 = L3L4 cos(qr3 + qr4),

Mr44 = Ir4 + Ir5 + Ir6 + (mr4 +mr5)L4 cos(qr4 + qr5) +mr6L5 cos(qr5 + qr6),

Mr55 = Ir3 + Ir4 + Ir5 + Ir6 + L3[mr3 cos(qr2 + qr3) + (mr4 +mr5) cos(qr3)] + L4 cos(qr4 + qr5),

Mr66 = Ir1 + Ir2 + Ir3 + Ir4 + Ir5 + Ir6 +mr1L1 + [mr2 +mr3 ][L2 cos(qr1) + 2L3 cos(qr2 + qr3)]

+ [mr4 +mr5 ][L3 cos(qr3) + 2L4 cos(qr4 + qr5)] +mr6L5 cos(qr5 + qr6).

Cr(qr, q̇r) =



Cr11 Cr12 Cr13 Cr14 Cr15 Cr16

Cr21 Cr22 Cr23 Cr24 Cr25 Cr26

Cr31 Cr32 Cr33 Cr34 Cr35 Cr36

Cr41 Cr42 Cr43 Cr44 Cr45 Cr46

Cr51 Cr52 Cr53 Cr54 Cr55 Cr56

Cr61 Cr62 Cr63 Cr64 Cr65 Cr66

 ,
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Cr11 = mr6 sin(qr5),

Cr12 = −L1 sin(qr1)q̇r1 + L2(q̇r1 + q̇r2),

Cr13 = mr2L1L2 sin(qr2)q̇r1 + (mr3 +mr4)L1L2 sin(qr2)q̇r1 ,

Cr14 = L2 cos(qr2 + qr3) cos(qr4) sin(qr5)− sin(qr2 + qr3)[2L3 − sin(qr4)
2],

Cr15 = mr4 cos(qr2 + qr3) sin(qr4) cos(qr5)− L4 sin(qr2) sin(qr4) cos(qr5) +mr5 cos(qr2 + qr3) sin(qr4),

Cr16 = −mr5 sin(qr6),

Cr21 = Cr22 = 0,

Cr23 = L3[mr2 sin(qr3) +mr3 cos(qr3)],

Cr24 = −mr4 sin(qr2 + qr3) cos(qr4),

Cr25 = mr4 cos(qr2 + qr3) sin(qr4) cos(qr5) + L3 cos(qr2 + qr3) sin(qr4),

Cr26 = −L5 cos(qr6),

Cr31 = Cr32 = Cr33 = Cr36 = 0,

Cr34 == mr3 sin(qr4),

Cr35 = mr4 sin(qr2 + qr3) cos(qr4),

Cr41 = Cr42 = Cr43 = Cr45 = Cr46 = 0,

Cr44 = L3[mr1 cos(qr2) cos(qr2 + qr3) +mr2 sin(qr2 + qr3) cos(qr2 + qr3) +mr3 cos(qr2) sin(qr2 + qr3)],

Cr51 = Cr52 = Cr53 = Cr54 = Cr56 = 0,

Cr55 = −mr2L1L2 sin(qr2)(q̇r1 + q̇r2)− (mr3 +mr5)L2L3 sin(qr3)(q̇r3 + q̇r4),

Cr61 = Cr62 = Cr63 = Cr64 = Cr65 = 0,

Cr66 = −L1 sin(qr2)[mr2L2 + (mr3 +mr4)L3]q̇r2 .

gr(qr) =



gr1
gr2
gr3
gr4
gr5
gr6

 ,

gr1 = mr1L1g,

gr2 = −mr2g cos(qr2)−mr3 sin(qr2 + qr3) + L1 sin(qr2),

gr3 = L2g sin(qr2 + qr3) +mr1 cos(qr2 + qr3),

gr4 = mr4g sin(qr2 + qr3) sin(qr4) sin(qr5),

gr5 = −L5mr5g[cos(qr3 + qr4) sin(qr5) + sin(qr3 + qr4) cos(qr5) cos(qr6)],

gr6 = 0.
Para Iki = mkiraki , donde k = l, r indica si es la pierna izquierda o derecha, respectivamente.

ml1 = 0.17184,
ml2 = 0.13416,
ml3 = 0.30142,
ml4 = 0.38968,
ml5 = 0.14053,
ml6 = 0.06981,

mr1 = 0.06981,
mr2 = 0.14053,
mr3 = 0.38968,
mr4 = 0.30142,
mr5 = 0.13416,
mr6 = 0.17184,

ral1 = −0.03239,
ral2 = −0.00029,
ral3 = −0.00225,
ral4 = −0.00221,
ral5 = −0.00515,
ral6 = −0.00781,

rar1 = −0.00781,
rar2 = −0.00515,
rar3 = 0.00221,
rar4 = 0.00225,
rar5 = 0.00029,
rar6 = −0.03239,

L1 = 0.04519,
L2 = 0.10290,
L3 = 0.10000,
L4 = 0.08500,
L5 = 0.05000.
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4.5. Análisis en Lazo Abierto del Modelo Dinámico

La representación fraccionaria del modelo dinámico de las piernas del robot humanoide NAO, está
dada de la siguiente manera,

Hk(qk)
f
0D

2α
t qk +Ck(qk,

f
0 D

α
t qk)

f
0D

α
t qk +Gk(qk) = τ k, (4.19)

donde k = l, r indica si es la pierna izquierda o derecha, y f = C,CF denota el sentido de la derivada
fraccionaria (Caputo o Caputo-Fabrizio).

A continuación, se presentan los resultados de la simulación del modelo dinámico fraccionario uti-
lizando las derivadas Caputo y Caputo-Fabrizio, este análisis se realiza para determinar qué derivada
fraccionaria se aplicará en el modelo del humanoide NAO para realizar el diseño y control de la loco-
moción del mismo.

Las Figuras 4.1, 4.2, 4.3 y 4.4 muestran las posiciones de las articulaciones de ambas piernas del
humanoide con diferentes derivadas y órdenes. Para poder interpretar las grá�cas, el �eje x� representa
el tiempo (segundos) y el �eje y� denota el desplazamiento angular (rad), así mismo, en las sub�guras
�(c)� muestran el detalle de las señales conforme a los ordenes de las derivadas fraccionarias. De los
resultados de las simulaciones se decide hacer uso de la derivada fraccionaria en el sentido de Caputo-
Fabrizio para el modelo dinámico de la parte inferior del robot humanoide NAO, ya que representa de
mejor manera la dinámica de dicho sistema. Como se observa, cuando el orden de la derivada se aleja
de 1 (caso clásico) la dinámica de las articulaciones mantienen la forma pero tiene un desfase, esta
característica se asocia con el efecto disipativo que existe en el sistema.

Ahora, se realiza un cambio de variable en las articulaciones de las piernas del robot humanoide
NAO, quedando de la siguiente manera:

LAnkleRoll = ql1 ,

LAnklePitch = ql2 ,

LKneePitch = ql3 ,

LHipPitch = ql4 ,

LHipRoll = ql5 ,

LHipYawPitch = ql6 ,

RHipYawPitch = qr1 ,

RHipRoll = qr2 ,

RHipPitch = qr3 ,

RKneePitch = qr4 ,

RAnklePitch = qr5 ,

RAnkleRoll = qr6 .
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Figura 4.1: Simulación en lazo abierto del modelo dinámico fraccionario de la pierna izquierda del robot
humanoide NAO aplicando la derivada de Caputo con diferentes órdenes (Parte 1).
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Figura 4.2: Simulación en lazo abierto del modelo dinámico fraccionario de la pierna derecha del robot
humanoide NAO aplicando la derivada de Caputo con diferentes órdenes (Parte 2).
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Figura 4.3: Simulación en lazo abierto del modelo dinámico fraccionario de la pierna izquierda del robot
humanoide NAO aplicando la derivada de Caputo-Fabrizio con diferentes órdenes (Parte 1).

45



CAPÍTULO 4. DESARROLLO Y RESULTADOS

0 1 2 3 4 5

-1.2

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

(a) qr1

0 1 2 3 4 5

0

0.05

0.1

0.15

(b) qr2

0 1 2 3 4 5

-70

-60

-50

-40

-30

-20

-10

0

=1.00

=0.99

=0.98

=0.97

=0.96

=0.95

=0.94

(c) qr3

0 1 2 3 4 5

-12

-10

-8

-6

-4

-2

0

2

4

(d) qr4

0 1 2 3 4 5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

(e) qr5

0 1 2 3 4 5

-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

(f) qr6

Figura 4.4: Simulación en lazo abierto del modelo dinámico fraccionario de la pierna derecha del robot
humanoide NAO aplicando la derivada de Caputo-Fabrizio con diferentes órdenes (Parte 2).
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4.6. Estrategia de Control

En la Figura 4.5 se muestra el diagrama de bloques de la estrategia de control propuesta para la
locomoción del robot humanoide NAO, la cual consta de tres partes principales.

Figura 4.5: Estrategia de control para la locomoción del robot humanoide NAO.

La primera parte consiste de un control modo deslizante que mantiene en equilibrio al robot NAO
cuya entrada es la diferencia del punto momento cero estimado (ZMPq) y el CoM del modelo
3D-LIPM. Para calcular la posición del ZMP es necesario la fuerza que ejerce los pies sobre el
suelo en dirección del eje z, dicha fuerza es estimada mediante una red neuronal. Y la salida va
al 3D-LIPM que genera la posición del CoM del humanoide.

La segunda parte se compone de un control adaptativo basado en pasividad para el seguimiento
de trayectoria de las articulaciones de las piernas del robot NAO, así mismo, la señal generada
por el controlador se considera como el par deseado (τd) de los actuadores. Las entradas de
este controlador son las posiciones y las velocidades angulares actuales de las articulaciones del
humanoide, así como las posiciones deseadas que se obtienen mediante el modelo cinemático
inverso.

La última parte incluye el control de los motores de CC mediante el diseño de un controlador
PIλDµ. Además, se considera la incertidumbre paramétrica de la parte eléctrica de los motores,
así como la adición de una fuerza externa sobre las coordenadas generalizadas ql6 y qr1 .
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Representaciones de Orden Fraccionario

Para mantener la generalidad en la representación de las ecuaciones, estas se representan con los
operadores fraccionarios debido a que tanto el orden de derivación como el de integración cuando → 1
la ecuación fraccionaria converge al caso clásico.

El modelo dinámico fraccionario del robot humanoide se representa como

Hk(qk)
CF
0 D2σ

t qk +Ck(qk,
CF
0 Dσ

t qk)
CF
0 Dσ

t qk +Gk(qk) = τ k, (4.20)

donde σ denota el orden de la derivada fraccionaria de Caputo-Fabrizio para el sistema robótico.

Se considera que la i-ésima articulación de las piernas del robot NAO, donde i = 1, 2, ..., n, es
impulsada por un motor de CC. El modelo de orden fraccionario que considera todos los i-ésimos
motores de CC para el sistema robótico viene dado por la siguiente ecuación

CF
0 Dσ

t IA = ELA −RLAIA −KLAΩ,

τM = JCF
0 Dσ

t Ω+BΩ,
(4.21)

donde IA = [ia1 , ia2 , · · · , ian ]T , ELA = [
ea1
La1

,
ea2
La2

, · · · , ean
Lan

]T , RLA = diag[
Ra1
La1

,
Ra2
La2

, · · · , Ran
Lan

], KLA =

diag[
Kb1
La1

,
Kb2
La2

, · · · , Kbn
Lan

], Ω = [ω1, ω2, · · · , ωn]
T , τM = [τm1 , τm2 , · · · , τmn ]

T , J = diag[J1, J2, · · · , Jn],
B = diag[B1, B2, · · · , Bn].

Se de�ne el vector de las posiciones angulares de los i-ésimos motores como θk = [θ1, θ2, · · · , θn]T ∈
Rn×1. Además, se asume que hay un emparejamiento mecánico directo entre el motor de CC y la
articulación del robot humanoide, por lo tanto

q = θ,
CF
0 Dσ

t q = Ω,
CF
0 D2σ

t q = CF
0 Dσ

t Ω.

(4.22)

Ahora bien, el enfoque fraccionario para el control adaptativo se aplica a la ecuación (3.41) debido
a que es la que estima los parámetros y una derivada de orden no entero realiza una mejor estimación
[145�147], por lo tanto, queda expresada de la siguiente forma

CF
0 D

β
t Θ̂ = −ΠY(q, q̇, v, a)r. (4.23)

El control PIλDµ fraccionario queda expresado de la siguiente manera

um = Kp(τd − τm) +Ki
CF
a Iλt (τd − τm) +Kd

CF
0 D

µ
t (τd − τm). (4.24)

La última representación fraccionaria es aplicada al error de seguimiento de las coordenadas x e y
asociada a la super�cie deslizante (Ecuación 3.44), cuya expresión es dada de la siguiente manera

s = CF
a D3γ

t e+ 3νCF
a D2γ

t e+ 3ν2CF
a Dγ

t e+ ν3e, (4.25)
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4.7. Con�guración para la Simulación

Las consideraciones para llevar a cabo las simulaciones se en listan a continuación:

El orden del sistema acoplado del robot humanoide y los motores se designa como el caso clásico
(σ = 1).

Los parámetros de los motores son los siguientes, Ra = 2Ω, La = 0.5 H, Kb = 0.01 V·s/rad, J
= 0.02 (kg·m2), B = 0.2 N·m·s/rad y KT = 0.015 N·m/A.

Para el caso de las incertidumbres, se considera el porcentaje de +5%.

La fuerza externa aplicada es = 0.1 N.

Los valores de las variables Lft y Hft del patrón de los pies son 0.05 y 0.07, para ambos casos.

Para la red neuronal, los datos de entrada son las posiciones y velocidades de las articulaciones,
y el par generado por los motores; la función de activación usada es la Ecuación 3.53. Además, la
tasa de aprendizaje es χ = 0.65 y el ajuste de los pesos sinápticos es 𭟋 = 0.9.

La sintonización de las ganancias y ordenes se realiza cuando no se consideran las incertidumbres
ni la fuerza externa.

Resultados de la Sintonización de los Parámetros

Para lograr el mejor desempeño de los controladores es necesario ajustar sus parámetros mediante
un algoritmo de optimización. El utilizado para este trabajo de investigación es el algoritmo de búsque-
da de cuco que se basa en el comportamiento reproductivo de algunas especies de cucos que depositan
sus huevos en nidos de otras especies. Los parámetros del algoritmo CSA se muestran en la Tabla 4.3.

A continuación, se despliegan los resultados de la sintonización de las ganancias para ambos enfoques
de los controladores, y para el caso fraccionario su respectivo orden de derivación e integración. Las
Tablas 4.4 y 4.5 muestran los resultados para los controladores adaptativos basados en pasividad para
el caso clásico y fraccionario, respectivamente. Para los controladores modo deslizantes se presentan en
las Tablas 4.6 y 4.7 la solución de los parámetros correspondientes. Finalmente, las Tablas 4.8 y 4.9
desglosan las ganancias y ordenes de los controladores PID, tanto el caso clásico como el de orden no
entero.

Tabla 4.3: Parámetros de simulación para el algoritmo CSA.

Parámetro Valor

Generaciones (ng) 150
Nidos (n) 100

Tasa de descubrimiento (pa) 0.25
Tamaño del paso (ϱ) 0.001
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Tabla 4.4: Ganancias de los controladores adaptativos basados en pasividad para el caso clásico.

Articulación K Λ Parámetro Π

ql1 67.35 43.75 Θ̂l1 9.36
ql2 57.57 32.47 Θ̂l2 7.83
ql3 53.73 34.56 Θ̂l3 6.57
ql4 86.38 23.33 Θ̂l4 3.56
ql5 89.27 23.75 Θ̂l5 2.25
ql6 60.25 31.46 Θ̂l6 6.68
qr1 59.38 35.56 Θ̂r1 5.74
qr2 78.05 26.87 Θ̂r2 8.75
qr3 65.86 19.46 Θ̂r3 6.56
qr4 92.55 36.68 Θ̂r4 5.52
qr5 66.93 35.57 Θ̂r5 7.36
qr6 95.36 45.52 Θ̂r6 4.78

Tabla 4.5: Ganancias y ordenes de las derivadas para los controladores adaptativos basados en pasividad
con el enfoque fraccionario.

Articulación K Λ Parámetro Π β

ql1 67.85 34.45 Θ̂l1 8.75 0.7967
ql2 95.46 25.15 Θ̂l2 3.89 0.7243
ql3 79.54 36.54 Θ̂l3 7.57 0.8562
ql4 78.55 23.57 Θ̂l4 5.68 0.8213
ql5 56.56 25.79 Θ̂l5 5.27 0.8298
ql6 56.34 29.05 Θ̂l6 2.65 0.7546
qr1 68.23 35.67 Θ̂r1 2.78 0.7982
qr2 67.12 41.35 Θ̂r2 7.24 0.8124
qr3 58.18 34.63 Θ̂r3 8.36 0.7539
qr4 59.27 36.11 Θ̂r4 5.13 0.7924
qr5 67.25 17.52 Θ̂r5 8.57 0.8234
qr6 58.03 28.75 Θ̂r6 3.98 0.7237

Tabla 4.6: Ganancias del controlador modo deslizante clásico.

Posición ν k

x 17.95 19.36
y 15.57 16.39
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Tabla 4.7: Ganancias y orden del controlador modo deslizante fraccionario.

Posición ν k γ

x 15.87 16.74 0.9232
y 17.23 14.92 0.9845

Tabla 4.8: Ganancias de los controladores PID, cuando los ordenes λ y µ son 1.

umi
KP KI KD

um1 8.46 67.92 97.15
um2 6.54 85.34 34.62
um3 7.74 87.57 46.76
um4 8.79 78.53 53.85
um5 5.74 45.54 74.54
um6 9.47 56.32 78.23
um7 9.23 96.45 86.91
um8 6.36 79.03 68.25
um9 7.67 68.34 36.83
um10 8.41 98.12 58.56
um11 5.54 67.43 39.06
um12 6.19 78.24 69.56

Tabla 4.9: Ganancias y ordenes de los operadores fraccionarios para los controladores PIλDµ.

umi
KP KI KD λ µ

um1 7.56 27.67 35.25 0.9764 0.9656
um2 8.34 85.56 44.23 0.9564 0.8398
um3 5.43 65.67 23.76 0.9653 0.8934
um4 3.96 43.87 73.24 0.8934 0.9342
um5 6.48 85.43 42.86 0.8251 0.9247
um6 4.68 56.34 43.79 0.9235 0.9823
um7 8.96 65.11 37.07 0.9212 0.9136
um8 6.56 43.78 67.12 0.9124 0.9452
um9 8.53 67.67 71.18 0.8923 0.8942
um10 5.45 75.22 73.83 0.9619 0.8783
um11 5.98 45.54 29.54 0.9109 0.9823
um12 8.56 37.86 21.64 0.9213 0.9238

51



CAPÍTULO 4. DESARROLLO Y RESULTADOS

4.8. Grá�cas

En esta sección, se muestran las grá�cas de los resultados obtenidos por medio de simulaciones.

Las Figuras 4.6, 4.7, 4.8 y 4.9 indican el resultado obtenido de los controladores adaptativos
basados en pasividad para el seguimiento de trayectoria de las articulaciones del tren inferior del
robot NAO. Los ejes de las gra�cas representan la posición angular en grados (eje y) y el tiempo
en segundos (eje x).

Los resultados del control de par para los motores de CC se muestran en las Figuras 4.10, 4.11,
4.12 y 4.13. Los ejes de las gra�cas muestran el par generado por los motores en Nm (eje y) y el
tiempo en segundos (eje x).

Las Figuras 4.14, 4.15, 4.16 y 4.17 presentan el consumo de corriente demandada por los motores
de CC. Los ejes de las gra�cas representan la corriente eléctrica en amperios (eje y) y el tiempo
en segundos (eje x).

La Figura 4.18 expone la posición del ZMP sobre los ejes �x� e �y�, además de la posición del
centro de masa, dichas posiciones son dadas en metros.

Por último, la estimación de la fuerza generada en la suela de los pies del humanoide mediante la
red neuronal se exhibe en la Figura 4.19, los valores están dados en Newtons (N).

Además, las señales son diferenciadas de la siguiente manera, 'Ref' representa la señal deseada o
de referencia, C- y C∼ representan el caso clásico sin y con perturbación, respectivamente, y de forma
análoga F- y F∼ para el caso fraccionario.

4.9. Tablas Comparativas

Ahora, para ponderar el desempeño de los controladores clásicos y fraccionarios se emplea la raíz
del error cuadrático medio (RMSE) para medir la cantidad de error entre las señales deseadas y las
señales obtenidas. Los errores mínimos, máximos y promedios son considerados en las tablas.

La comparativa de los controladores adaptativos basados en pasividad para el seguimiento de tra-
yectoria de las coordenadas generalizadas se muestran en las Tablas 4.10 y 4.11, para los casos sin y
con perturbación externa, respectivamente.

Los resultados del desempeño de los controladores PID y PIλDµ cuando no se agrega ningún tipo
de perturbación externa se exponen en la Tabla 4.12, y para el caso cuando se anexa la fuerza externa
se muestran en la Tabla 4.13.
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Figura 4.6: Resultados del seguimiento de trayectoria de las articulaciones de la pierna izquierda apli-
cando control adaptativo basado en pasividad (parte 1).
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Figura 4.7: Resultados del seguimiento de trayectoria de las articulaciones de la pierna izquierda apli-
cando control adaptativo basado en pasividad (parte 2).
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Figura 4.8: Resultados del seguimiento de trayectoria de las articulaciones de la pierna derecha aplicando
control adaptativo basado en pasividad (parte 1).
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Figura 4.9: Resultados del seguimiento de trayectoria de las articulaciones de la pierna derecha aplicando
control adaptativo basado en pasividad (parte 2).
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Tabla 4.10: Comparación del desempeño de los controladores adaptativos basados en pasividad para
el seguimiento de trayectoria de las articulaciones de las piernas del humanoide NAO, sin considerar
perturbaciones externas.

Art
Sin fuerza externa

Clásico Fraccionario
mín máx pro mín máx pro

ql1 0 1.0254 0.1463 0 1.0484 0.1465
ql2 0 2.8564 0.4824 0 3.0194 0.4823
ql3 0 2.9464 0.4754 0 3.0001 0.4746
ql4 0 19.8735 3.9654 0 14.1294 3.1833
ql5 0 4.2359 0.2833 0 4.2234 0.2883
ql6 0 1.3242 0.1843 0 1.0343 0.2846
qr1 0 1.2548 0.1939 0 1.2594 0.1899
qr2 0 1.1294 0.3875 0 1.1245 0.3879
qr3 0 1.5346 0.1873 0 1.5932 0.1892
qr4 0 1.3464 0.1944 0 1.3463 0.1944
qr5 0 1.6563 0.1983 0 1.6593 0.1982
qr6 0 1.1456 0.1853 0 1.5985 0.1861

Tabla 4.11: Comparación del desempeño de los controladores adaptativos basados en pasividad para el
seguimiento de trayectoria de las articulaciones de las piernas del humanoide NAO, tomando en cuanta
una fuerza externa.

Art
Con fuerza externa

Clásico Fraccionario
mín máx pro mín máx pro

ql1 0.010 15.1245 3.9583 0 1.0485 0.1478
ql2 0 14.4525 3.7448 0 3.0201 0.4828
ql3 0 19.3463 3.7654 0 3.0081 0.4751
ql4 0 25.6255 5.1343 0 14.1293 3.1838
ql5 0 13.6364 3.6744 0 4.2239 0.2899
ql6 0 11.8244 2.8564 0 1.0345 0.2894
qr1 0.017 12.9694 2.9633 0 1.2603 0.1938
qr2 0 9.8386 2.3546 0 1.1247 0.3911
qr3 0 21.2398 4.8654 0 1.6002 0.1903
qr4 0 29.9448 5.8544 0 1.3467 0.2009
qr5 0.011 27.9474 5.3465 0 1.6599 0.2019
qr6 0 8.9381 2.2123 0 1.5935 0.1866
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Figura 4.10: Resultados del control de par de los motores de CC acoplados a las articulaciones de la
pierna izquierda del humanoide NAO (parte 1).
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Figura 4.11: Resultados del control de par de los motores de CC acoplados a las articulaciones de la
pierna izquierda del humanoide NAO (parte 2).
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Figura 4.12: Resultados del control de par de los motores de CC acoplados a las articulaciones de la
pierna derecha del humanoide NAO (parte 1).
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Figura 4.13: Resultados del control de par de los motores de CC acoplados a las articulaciones de la
pierna derecha del humanoide NAO (parte 2).
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Tabla 4.12: Comparación del desempeño de los controladores PID y PIλDµ, sin considerar una fuerza
externa.

Art
Sin fuerza externa

Clásico Fraccionario
mín máx pro mín máx pro

τm1 0 1.3892 0.3992 0 1.3981 0.4092
τm2 0 1.2893 0.2985 0 1.2794 0.2819
τm3 0 1.5654 0.3392 0 1.5101 0.3203
τm4 0 1.5328 0.3493 0 1.5287 0.3452
τm5 0 1.0032 0.2109 0 1.0034 0.2115
τm6 0 0.9383 0.0293 0 0.9385 0.0294
τm7 0 1.4683 0.2839 0 1.4735 0.2902
τm8 0 1.2342 0.0328 0 1.2433 0.0337
τm9 0 1.1896 0.0943 0 1.1724 0.0926
τm10 0 1.4743 0.0756 0 1.4723 0.0744
τm11 0 1.7858 0.9133 0 1.7833 0.9101
τm12 0 0.3947 0.0436 0 0.4004 0.0458

Tabla 4.13: Comparación del desempeño de los controladores PID y PIλDµ, considerando una fuerza
externa.

Art
Con fuerza externa

Clásico Fraccionario
mín máx pro mín máx pro

τm1 0.0183 7.3743 1.4589 0 1.4009 0.4143
τm2 0.0154 6.2832 1.0039 0 1.2837 0.2897
τm3 0.0293 9.8282 1.6143 0 1.5123 0.3287
τm4 0.0494 13.7547 2.3822 0.0001 1.5384 0.3501
τm5 0.0523 14.2543 2.4001 0 1.0192 0.2137
τm6 0.0293 5.8238 0.9882 0 0.9583 0.0312
τm7 0.0311 8.2547 1.1832 0.0002 1.4902 0.2971
τm8 0.0455 12.3432 1.2215 0 1.2591 0.0354
τm9 0.0522 10.3535 1.1033 0 1.2934 0.0959
τm10 0.0323 7.2764 1.0929 0 1.4891 0.0778
τm11 0.0093 3.5858 1.6439 0 1.8011 0.9129
τm12 0.0398 9.8484 1.1939 0.0001 0.4134 0.0489
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Figura 4.14: Consumo de corriente de los motores de CC acoplados a las articulaciones de la pierna
izquierda del humanoide NAO (parte 1).
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Figura 4.15: Consumo de corriente de los motores de CC acoplados a las articulaciones de la pierna
izquierda del humanoide NAO (parte 2).
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Figura 4.16: Consumo de corriente de los motores de CC acoplados a las articulaciones de la pierna
derecha del humanoide NAO (parte 1).
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Figura 4.17: Consumo de corriente de los motores de CC acoplados a las articulaciones de la pierna
derecha del humanoide NAO (parte 2).
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Figura 4.18: Trayectoria del punto momento cero (ZMP) y del centro de masa (CoM).
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Figura 4.19: Estimación de la fuerza mediante la red neuronal arti�cial.
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Capítulo 5

Conclusiones y Trabajos Futuros

5.1. Conclusiones

En esta tesis se desarrollo el modelo dinámico del tren inferior del robot humanoide NAO, además
se diseño una estrategia de control para la locomoción bípeda utilizando el enfoque del cálculo fraccio-
nario. A continuación se presentan las conclusiones:

Incorporación exitosa del cálculo fraccionario: el uso del cálculo fraccionario en el diseño de
controles muestra ser una contribución prometedora. La aplicación de operadores de orden no entero
revela un enfoque e�caz para mejorar la estabilidad y la adaptabilidad del robot en condiciones adversas.

Estrategia de control efectiva: la cual consta de controladores adaptativos basados en pasividad
para el seguimiento de trayectorias de las articulaciones, controles PID para los motores y un control
con el enfoque de modo deslizante para mantener el equilibrio, hace que el robot tenga una óptima
capacidad para seguir trayectorias especí�cas con �delidad y mantener su estabilidad en diversas con-
diciones. Esto implica que el robot puede realizar movimientos más naturales y adaptables, similar al
andar humano.

Optimización de parámetros con el Algoritmo de Búsqueda de Cuco: La técnica de ajuste
de parámetros demuestra su e�cacia al lograr una sintonización �na de las ganancias y ordenes fraccio-
narios para los controladores, garantizando un rendimiento óptimo del sistema.

Robustez validada en condiciones adversas: La prueba de robustez, que incorpora fuerzas
externas y variaciones en los parámetros del motor, valida la e�cacia y resistencia del sistema, con�r-
mando que la estrategia de control fraccionaria es capaz de enfrentar condiciones adversas con éxito.

Menor consumo de corriente eléctrica: La aplicación de operadores de orden no entero en el
control de los motores ha permitido una gestión más e�ciente de la energía, resultando en un menor
consumo de corriente, como se puede observar de la Figura 4.14 a la Figura 4.17. Esto se debe a que
el cálculo fraccionario presenta la propiedad de disipación, el cual es un factor determinante en la op-
timización del consumo de corriente eléctrica de los motores de manera notable.
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Ventajas de aplicar el enfoque fraccionario: La comparación entre el caso clásico y el de or-
den fraccionario, utilizando el RMSE, destaca que la inclusión de operadores fraccionarios proporciona
una mayor robustez al sistema, subrayando la relevancia del enfoque fraccionario en la mejora de la
estabilidad y adaptabilidad del robot, así como la capacidad para in�uir positivamente en la e�ciencia
energética de los sistemas robóticos.

La conclusión de que el enfoque fraccionario proporciona una mayor robustez abre la puerta a la
posibilidad de transferir este conocimiento a otros contextos y aplicaciones robóticas. La metodología
y los principios desarrollados podrían tener aplicaciones más amplias en el diseño y control de diversos
tipos de robots y sistemas dinámicos, además de contar con la propiedad de disipación, contribuyendo
así a la sostenibilidad y e�ciencia en el uso de recursos en la robótica avanzada.

5.2. Trabajos Futuros

Validar el modelo dinámico del tren inferior del robot humanoide NAO.

Desarrollar una estrategia de control para la manipulación de objetos.

Implementar alguno de los controladores propuestos.

Aplicar el cálculo fraccionario al diseño de redes neuronales arti�ciales para el desarrollo de
sensores virtuales.

Emplear operadores fraccionarios al modelo dinámico.

Utilizar otras de�niciones de derivadas e integrales de orden no entero.
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