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Vı́ctor Manuel Alvarado Mart́ınez, por sus valiosos comentarios, observaciones, dispo-
nibilidad y ayuda que contribuyeron al buen desarrollo de esta investigación.

A mis profesores, Dr. Manuel Adam Medina, Dr. Juan Reyes Reyes, Dr. Carlos Ma-
nuel Astorga Zaragoza, Dr. Jaime E. Arau Roffiel y Enrique Quintero-Marmol Márquez,
por todos los conocimientos brindados, además por sus valiosos consejos y su amistad.
Tambien quiero agradecer a todo el personal administrativo, por ser personas cordiales
y atentas.
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Resumen

El objetivo principal de esta tesis, es desarrollar un modelo de ecuaciones diferencia-
les fraccionarias con el fin de obtener una representación alternativa, que permita tener
una representación matemática generalizada lo cual permitirá describir de manera más
general el regenerador de enerǵıa.

Esto se lleva a cabo partiendo de un modelo no lineal de parámetros distribuidos
tomando en cuenta tres mecanismos de trasferencia de calor (Número de Peclet, número
Biot y número de Stanton), posteriormente mediante algunas suposiciones de modelado
se llega a un modelo de parámetros concentrados que toma en cuenta solo un parámetro
(Número de Stanton), A partir de este modelo se construye la representación basada
en ecuaciones diferenciales de orden arbitrario.

El propósito de esto es mostrar que el modelo que solo considera un parámetro re-
sultante cuando se presenta por medio de ecuaciones diferenciales de orden arbitrario
es capaz de describir la dinámica del modelo complejo no lineal de tres parámetros.

Finalmente, con base en el análisis de la dinámica, se obtendrá un modelo generali-
zado, el cual permitirá establecer una propuesta de lazos de control para el regenerador
de enerǵıa.
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Abstract

The main objective of this thesis is to develop a model of fractional differential equa-
tions in order to obtain an alternative embodiment, that allows to have a generalized
mathematical representation which would describe more generally regenerative energy.

This is done based on a nonlinear model of distributed parameters taking into ac-
count three mechanisms of heat transfer (Number of Peclet number Biot and Stanton
number), then using some assumptions modeling you get to a model of lumped which
takes into account only one parameter (Stanton number) from this model based on
differential equations of arbitrary order representation is constructed.

The purpose of this is to show that the model only considered a resulting parame-
ter when presented by differential equations of arbitrary order is able to describe the
complex dynamics of nonlinear three-parameter model.

Finally, based on the analysis of dynamics, a generalized model, which will establish
a proposed control loops for regenerative energy will be obtained.
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B.1. Validación de modelos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84



Índice de figuras

1.1. Periodo de calentamiento. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
1.2. Periodo de enfriamiento. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
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gas modelo clásico de un parámetro. (a) Temperatura adimensional, (b)
Temperatura en variables de proceso. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
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Caṕıtulo 1
Introducción

1.1. Antecedentes.

Mediante modelos matemáticos podemos describir sistemas dinámicos que se en-
cuentran relacionados de manera directa con el mundo real, esto es posible debido al
uso y manejo de ecuaciones diferenciales ordinarias o parciales, gracias a estás se puede
describir con cierto grado de exactitud el comportamiento de una gran cantidad de
fenómenos f́ısicos hasta cierto punto “idealizados”.

Recientemente se ha aplicado el Cálculo Fraccionario (CF) o de orden arbitrario a
sistemas complejos, dando excelentes resultados y ayudando a obtener información más
precisa de los fenómenos que nos interesan.

Los primeros indicios sobre la existencia del CF surgen en 1675, cuando Leibniz
introduce la noción de derivada de orden “n” de una función. Fue posteriormente hasta
1695 mediante una carta de L’Hopital dirigida a Leibniz donde se mencionaba la pre-
gunta de qué significado se le podŕıa dar a la media derivada de una función, a la que
Leibniz responde: Esta aparente paradoja permitirá en el futuro extraer interesantes
consecuencias.

A partir de aqúı, son varios los matemáticos que han estudiado este tema y han
aportado al desarrollo de lo que hoy se conoce como CF. Entre ellos podemos destacar
a Euler, Lagrange, Fourier, Abel, Liouville, Riemann, Grünwald, Letnikov, Holmgren,
Cauchy, Hadamard, Hardy, Riesz, Weyl, etc.

Por otra parte, en las últimas cuatro décadas el concepto de CF ha evolucionado
notablemente, se ha empleado con éxito en el modelado de fenómenos y sistemas f́ısicos
estudiados en multitud de campos de la ciencia y de la ingenieŕıa.

El CF no hab́ıa sido utilizado en ingenieŕıa, debido a su complejidad y a la aparente
descripción satisfactoria de los fenómenos con el cálculo de orden entero (clásico). Sin
embargo debido a que este cuenta un grado de libertad adicional es capaz de descri-

1
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bir con mayor precisión algunos comportamientos naturales relacionados con diferentes
áreas de la ingenieŕıa.

Algunas de las aplicaciones se encuentran en teoŕıa de circuitos eléctricos (Gómez-
Aguilar et al., 2014), (Atangana y Nieto, 2015), (Gómez-Aguilar y Alvarado-Méndez,
2015), biof́ısica (Siow et al., 2006), (Gómez et al., 2013), sistemas mecánicos (Gómez-
Aguilar et al., 2016), Sistemas Térmicos y de transferencia de calor (Yang et al., 2013),
(Gómez et al., 2015), ecuaciones diferenciales (Garćıa et al., 2008), (Nirenberg, 2011),
teoŕıa de control (Romero et al., 2008), (Pathak et al., 2005), electromagnetismo y mo-
delos de viscoelasticidad (Melo y Vega, 2009), (Rossikhin y Shitikova, 2004), entre otros.

1.2. Planteamiento del problema.

Generalmente estamos familiarizados con la idea de las derivadas de orden entero y
usamos la notación usual

df(x)

dx
o Df(x),

d2f (x)

dx2
o D2f (x) , (1.1)

las cuales tienen una interpretación f́ısica comúnmente conocida. En la descripción clási-
ca de muchos fenómenos f́ısicos lineales y no lineales se consideran ciertas dinámicas
anómalas que presentan comportamientos generalmente disipativos y en su mayoŕıa
bastante complejos, tal es el caso del regenerador de enerǵıa, el cual es modelado me-
diante ecuaciones diferenciales parciales las cuales representan geometŕıas complejas y
fenómenos disipativos en tres dimensiones.

Una forma de resolver el problema es considerar un modelo básico, sencillo, uni-
dimensional, en lugar de incluir más fenómenos o dimensiones espaciales, se propone
considerar derivadas de orden fraccionario; ya que los operadores fraccionarios son no
locales e incorporan a la modelización los efectos de memoria y dan contribución de
muchas escalas espaciales de manera natural.

Debido a esto, este tipo de ecuaciones ha asumido un papel importante para mo-
delar la dinámica anómala de varios procesos relacionados con sistemas complejos en
muchas áreas de la ciencia y de la ingenieŕıa.

El CF a diferencia del ordinario puede representar sistemas dinámicos de orden su-
perior y fenómenos complejos no lineales utilizando menor número de coeficientes ya
que el orden arbitrario de la derivada le da un grado de libertad adicional que permite
ajustarse a un comportamiento espećıfico.

De estos comportamientos se puede obtener información de gran importancia que
a simple vista se créıa no exist́ıan y que pueden ayudar a analizar de una manera más
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real el comportamiento del sistema.

El planteamiento principal de esta tesis es el obtener una representación alternativa
de las ecuaciones dinámicas del regenerador de enerǵıa, mediante un enfoque basado en
CF que permita obtener una descripción matemática que sea útil para propósitos de
control.

La dinámica obtenida por el modelo de orden entero y el fraccionario permitirá es-
tablecer las diferencias que implica el utilizar el CF para este sistema en especial.

Finalmente esta representación alternativa permitirá establecer una nueva propues-
ta de lazos de control para el regenerador de enerǵıa.

1.3. Justificación

Con el desarrollo de esta tesis se pretende realizar el análisis dinámico de un sistema
de regenerador de enerǵıa, con el fin de establecer lazos de control. Se planea utilizar el
CF como herramienta de modelación y con ello obtener una representación alternativa
de las ecuaciones de transferencia dinámica de un regenerador de enerǵıa y aśı reali-
zar una comparación del comportamiento modelando las ecuaciones con operadores de
orden entero y no entero, la comparación permitirá obtener resultados que pueden ser
objeto de mejora en el desarrollo del regenerador de un motor Stirling.

Una vez declarado el inicio del proyecto, se verá que la aplicación de las ecuacio-
nes diferenciales de orden fraccionario puede describir el sistema de regeneradores de
enerǵıa, con una interpretación pragmática, directa, sencilla y efectiva.

1.4. Estado del arte

De acuerdo con Omaña (2007), Salazar y Chen (2014), uno de los dispositivos que
hacen posible convertir el calor en enerǵıa mecánica aprovechable es el motor Stirling,
el regenerador de enerǵıa es el elemento del motor Stirling que permite alcanzar ma-
yores rendimientos, Formosa y Despesse (2010) afirman que el regenerador es un lecho
empacado de un material sólido poroso, con aislamiento térmico externo, y que tiene la
función de absorber y ceder calor a volumen constante del ciclo.

En Ramachandran y Duduković (1984) se muestran ecuaciones dinámicas de transfe-
rencia de calor para un regenerador de enerǵıa, el modelo describe un proceso periódico,
a contracorriente y presenta la solución del sistema de ecuaciones diferenciales parciales
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(EDO) utilizando el método de triple colocación ortogonal. El modelo predice la tem-
peratura de salida en función de varios parámetros del sistema, tales como los números
de Stanton, Biot y Peclet, aśı como la eficiencia del regenerador.

En Finlayson (1974), el método de colocación ortogonal se utiliza para obtener so-
luciones aproximadas de ecuaciones diferenciales, es un método numérico en el cual, el
sistema de ecuaciones diferenciales se discretiza seleccionando los puntos de colocación,
como las ráıces de polinomios ortogonales.

Respecto al CF, en la literatura se afirma que es una disciplina tan vieja como
nueva, nació un ambiente meramente teórico e intuitivo y se mantuvo aśı hasta fina-
les del siglo XVII, cuando pasando por los formalistas del siglo XIX se produjo una
carrera vertiginosa por establecer y definir una teoŕıa consistente de forma definitiva,
para finalmente ya en la actualidad tomar parte en los avances cient́ıficos logrados por
distintas disciplinas durante el siglo XX (Gúıa-Calderón et al., 2015).

El CF es también utilizado como instrumento de modelización, en el trabajo de
(Vázquez Mart́ınez, 2004) se presenta una panorámica de los fundamentos e implicacio-
nes para generar nuevos escenarios de modelización matemática. Las nuevas ecuaciones
y funciones ofrecen un contexto natural para la modelización de fenómenos asociados
a efectos no locales en el espacio y de memoria en el tiempo.

En la literatura se han introducido una gran cantidad de definiciones de derivadas
fraccionarias, comúnmente llamadas, Hadamard, Erdelyi-Kober, Riemann-Liouville, Riesz,
Weyl, Grünwald-Letnikov, Jumarie y Caputo como se mencionan en los trabajos de (Ba-
leanu et al., 2012), (Atangana y Secer, 2013), por otro lado, es importante mencionar
que es un área en cont́ınua investigación, siendo recientemente publicadas dos nuevas
definiciones de derivada fraccionaria (Caputo y Fabrizio, 2015) y (Atangana y Baleanu,
2016).

Para poder realizar un análisis dinámico basado en derivadas de orden no entero
es necesario elegir una definición apropiada de derivada fraccionaria. Por ejemplo, en
Diethelm (2010), el autor establece que la definición de Riemann-Liouville necesita for-
zosamente condiciones iniciales que son f́ısicamente inaceptables (condiciones iniciales
de orden fraccionario); por otro lado en (Diethelm et al., 2005), el autor establece que la
representación de Liouville-Caputo permite condiciones iniciales expresadas en términos
de derivadas de orden entero con el significado f́ısico que ya es conocido, esta definición
es usada principalmente en fenómenos f́ısicos donde la memoria tiene un papel muy
importante.

Otras definiciones formales, aśı como algunas funciones elementales como la fun-
ción de Mittag-Leffler (la cual generaliza a la función exponencial) y la transformada
de Laplace se mencionan en Watson (2009), Dalir y Bashour (2010), también en estas
referencias se proporciona una introducción a las ecuaciones diferenciales fraccionarias.
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Otro de los problemas importantes que presentan las definiciones de derivada frac-
cionaria es la interpretación f́ısica y geométrica. En el trabajo de Podlubny (2001) se
sugiere una solución a los problemas de la interpretación f́ısica y geométrica de integra-
ción y diferenciación fraccional, en espećıfico la integración y diferenciación fraccional
de Riemann-Liouville y la diferenciación fraccional de Liouville-Caputo.

El CF es una generalización del cálculo ordinario por lo tanto abre la posibilidad
de extender los conceptos de derivada e integral a ordenes no enteros, con el cual se
pueden estudiar algunos sistemas clásicos (péndulo, proyectil y resorte), mediante la ge-
neralización de la segunda ley de Newton, dándole un nuevo enfoque como se muestra
en Ebaid (2011), Gómez-Aguilar et al. (2012). Otros trabajos que se pueden hallar en
la literatura describen el comportamiento viscoelástico de sistemas poliméricos, propie-
dades mecánicas, térmicas dieléctricas y magnéticas son los de Tarasov (2011), Baleanu
et al. (2010).

Un método común para encontrar la solución numérica es discretizando la variable
espacial y resolviendo la ecuación diferencial que resulta. En Garćıa et al. (2008) se
muestra como las ecuaciones diferenciales fraccionarias discretizadas fueron aplicadas
en la descripción del fenómeno de la difusión de calor. Respecto al análisis numérico
y la solución de ecuaciones diferenciales de orden fraccionario, en su trabajo Bertrand
et al. (2013) establece un enlace entre la diferenciación fraccionaria y la ecuación de
difusión. Esta representación permite tomar en cuenta las especies de difusión anómala
en las interfaces electroqúımicas, obteniendo un modelado preciso de las bateŕıas, su-
percondensadores y pilas de combustible.

En los análisis numéricos comúnmente se emplea la definición de Grünwald-Letnikov,
en el trabajo de Rekanos y Yioultsis (2014) se describe la representación numérica de las
ecuaciones diferenciales fraccionarias. Basándose en la definición de Grünwald-Letnikov
en Coronel-Escamilla et al. (2015), se informa de la discretización de las ecuaciones di-
ferenciales fraccionarias para conseguir simulaciones numéricas.

Las principales propiedades de estos métodos expĺıcitos e impĺıcitos relativos a la
estabilidad, la convergencia y el comportamiento de error son estudiados. Otras solucio-
nes numéricas son encontradas mediante la aplicación de métodos de colocación basados
en polinomios Muntz, en Esmaeili et al. (2011), se presenta una técnica computacional
basada en el método de colocación y polinomios Muntz para la solución de ecuaciones
diferenciales fraccionarias. Una representación apropiada de la solución a través de los
polinomios de Muntz reduce el tratamiento numérico para la solución de un sistema de
ecuaciones algebraicas. La principal ventaja del método es su precisión y la convergen-
cia exponencial. En consecuencia, se puedé obtener buenos resultados incluso mediante
el uso de un pequeño número de puntos de colocación.

En (Li y Tao, 2009) mencionan que la generalización del método de Adams para
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cualquier orden de derivada es llamado método de Adams-Bashforth-Moulton, y es uti-
lizado para resolver de manera numérica una ecuación diferencial fraccionaria.

Otro trabajo se presenta en Ma et al. (2012), aqúı se encuentra la solución numérica
de un sistema económico mediante el método de Adams, se utilizan derivadas en el
sentido de Liouville-Caputo. Los resultados del uso de este método muestran que es
efectivo para aproximar soluciones de ecuaciones diferenciales fraccionarias.

Estos métodos numéricos de solución son particularmente importantes debido a que
las ecuaciones derivadas de nuestro estudio serán resueltas mediante alguna de estas
técnicas.

1.4.1. Método de colocación ortogonal

La colocación ortogonal es una técnica eficiente para resolver ecuaciones integra-
les o diferenciales que describen problemas de transporte (transferencia de momento,
trasferencia de calor y trasferencia de masa) ajustando una solución prueba en puntos
seleccionados.

De acuerdo con (Villadsen y Stewart, 1967), la teoŕıa básica puede visualizarse como
sigue: considérese el modelo de un proceso V descrito por una ecuación o un conjunto
de ecuaciones diferenciales lineales o no lineales.

LvY = 0. (1.2)

Con condiciones frontera o iniciales S lineales o no lineales

LsY = 0. (1.3)

Lv y LS definen el espacio y condiciones de la ecuación diferencial o integral a re-
solver, Y es la variable dependiente. Para resolver el modelo del proceso LV Y = 0, se
propone una solución Ỹn que aproxima a la solución exacta, denominada función de
prueba.

Ỹn = Y0 +
n∑
i=1

AiPi(x). (1.4)

La solución prueba es de orden de aproximación n, con parámetros A indeterminados
y una combinación lineal de funciones P conocidas, llamadas polinomios ortogonales
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que tienen ráıces entre 0 y 1.

Entre los principales polinomios ortogonales están: Los polinomios de Legendre, po-
linomios de Jacobi, polinomios de Leguerre, entre otros (Álvarez, 2001), su selección
depende de la geometŕıa del sistema, en este caso se utilizarán polinomios de Legendre
para hacer variaciones en el eje axial y polinomios de jacobi para discretizar la distancia
radial en los sólidos (para el modelo definido en función del número de Biot).

Los parámetros A son determinados en n puntos, donde se sabe que la función prue-
ba satisface la ecuación que define el modelo del proceso, las condiciones de frontera y
las condiciones iniciales.

Los puntos seleccionados son las ráıces de una función, la cual es una combinación
lineal de una familia de funciones ortogonales. Estos puntos, denominados puntos de
colocación, minimizan el error de aproximación en la región de interés.

Varios métodos han sido propuestos para aproximar la solución, los cuales difieren
entre śı por los criterios para seleccionar las funciones ortogonales Pi, las condiciones
del modelo y los puntos donde se determinan los parámetros A.

En una forma general, Stewart(1984) clasifica los tipos de métodos de aproximación
de la solución de EDO como sigue:

A. Métodos de los residuos

Mı́nimos cuadrados.

Métodos variacionales (método de Galerkin).

Colocación ortogonal.

Elemento finito.

B. Métodos de diferencias finitas.

Esta estrategia es un poco más dif́ıcil de automatizar, utiliza un espaciamiento
óptimo y representa mejor segmentos no lineales. Se localiza entre los métodos de los
residuos ponderados, también conocidos como métodos de distribución del error. Hay
disponibles tres estrategias: colocación interior, colocación frontera y colocación mez-
clada. En este trabajo será útil la estrategia de colocación interior.

Colocación interior. Esta estrategia de colocación ortogonal requiere que la solución
prueba Ỹn satisfaga idénticamente las condiciones frontera. La solución debe cumplir
con las condiciones LV Ỹ n = 0 y LSỸ n = 0. Para resolver el modelo de un proceso
representado por la ecuación diferencial LV = 0 es posible proponer una función prueba
de la forma
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Ỹn = Y (1) + (1− x2)
n−1∑
i=0

AiPi(x
2). (1.5)

Se puede comprobar que la función prueba Ỹn satisface las condiciones en x2 = 1.
Como se mencionó antes, Pi(x

2) es una familia de polinomios ortogonales; Ai son los
coeficientes de la combinación lineal de polinomios ortogonales Pi(x

2) nos proporcionan
los puntos de colocación o puntos de cuadratura óptima.

Una caracteŕıstica importante de los polinomios ortogonales es el hecho de que una
combinación lineal de una familia de polinomios ortogonales ecuación (1.6)

Ỹn = Y0 +
n∑
i=1

AiPi(x). (1.6)

Está en correspondencia con un polinomio de grado n con coeficientes reales de la
forma

Pn(x) =
n+1∑
i=0

eix
i. (1.7)

Si la función prueba es de la forma

Ỹn = Y (1) + (1− x2)
n−1∑
i=0

AiPi(x
2),

entonces, una forma alternativa de describir la función prueba es la siguiente:

Ỹn =
n+1∑
i=0

eix
2i−2. (1.8)

Como podemos observar, la función prueba alternativa es un polinomio de la forma
Pi(x

2)

Ỹn = e0 + e1x
2 + e2x

4 + ...+ en+1x
2n. (1.9)

Al evaluar la función prueba alternativa ecuación (1.7) en cada punto de colocación,
obtenemos:

Ỹn =
n+1∑
i=0

eix
2i−2
∣∣∣
xj

; j = 1 , ..., n. (1.10)
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La cual podemos expresar en forma matricial.

Ỹn = Qe, (1.11)

donde:

Ỹn =


Ỹ1
Ỹ2
...

Ỹn−1

 ; e =


e1
e2
...

en+1

 ; Q =


1 x21
1 x22

· · · x2n1
· · · x2n2

...
...

1 x2n+1

x2i−2j

...
· · · x2nn+1

 . (1.12)

Un punto importante es que los valores de las ordenadas y los puntos de colocación
conocidos, podemos resolver para e y obtener los coeficientes de la función prueba.
Estas consideración será utilizada posteriormente para reducir las formas diferenciales,
de la ecuación 1.11 obtenemos.

e = Q−1Ỹn, (1.13)

Q es una matriz de dimensión [n+ 1, n+ 1] y sus elementos se definen como: Qji =
x2i−2j , derivando de la forma alternativa de la función prueba y evaluando en cada punto
de colocación resulta:

dỸn
dx

∣∣∣
xj

=
n+1∑
i=1

ei
d(x2i−2)

dx

∣∣∣
xj

; j = 1, ..., n. (1.14)

La cual podemos expresar en forma matricial de la siguiente forma:

Ỹn =
dỸn
dx

= Ce, (1.15)

donde

Ỹn =


Ỹ1
Ỹ2
...

Ỹn−1

 ; C =


0 2x1
0 2x2

· · · 2nx2n+1
1

· · · 2nx2n+1
2

...
...

0 2xn

(2i− 1)x2i+3
j

...
· · · 2nx2n+1

n

 , (1.16)

donde C es una matriz de dimensión [n+ 1, n+ 1] y sus elementos se definen como

Cji = (2i − 2)x2i−3j , sustituyendo e = Q−1Ỹn en la expresión de la primera derivada
1.15, obtenemos la forma reducida de la ecuación diferencial.
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dỸ n

dx
= AỸn, (1.17)

A = CQ−1,

donde A es una matriz de coeficientes reales de dimensión [n+ 1, n+ 1] obtenida a
partir de los valores de los puntos de colocación. La siguiente expresión es la forma
desarrollada de la ecuación 1.17.

dỸnj
dx

=
n+1∑
i=1

AjiY (xj), j = 1, ..., n. (1.18)

1.4.2. Número adimensional

Número adimensional es un número que no tiene unidades f́ısicas. Los números adi-
mensionales se definen como productos o cocientes de cantidades que śı tienen unidades
de tal forma que todas éstas se simplifican. Se obtienen re-arreglando los balances de
materia y/o enerǵıa de forma adimensional. Dependiendo de su valor estos números
tienen un significado f́ısico que caracteriza los sistemas.

Existen diversos números adimensionales. En el reciente trabajo se utilizan el núme-
ro de Peclet, el número de Biot y el número de Stanton, los cuales se definen a conti-
nuación:

1.4.2.1. Número de Peclet

Pe =
ugρgCpgL

λax
, (1.19)

donde:

ug Velocidad del gas.

ρg Densidad del gas.

Cpg Calor espećıfico del gas.

λax Coeficiente de dispersión térmica.
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El número de Peclet (Pe) relaciona la conductividad térmica, es decir, relaciona el
transporte convectivo y el transporte por conducción, entonces define cuál de los dos
mecanismos de transferencia de calor domina sobre el otro.

Cuando la conductividad es muy grande, el número de Pe es pequeño. Y la resis-
tencia a la trasferencia de calor por conducción es grande.

El número de Pe térmico es equivalente al producto del número de Reynolds (Re)
y del número de Prandtl (Pr).

El número de Pe es una medida de la influencia de la conducción térmica axial. Si
Pe = 0, las propiedades térmicas del gas son uniformes a lo largo del lecho empacado,
estas condiciones. Si Pe < 30, el efecto de la conducción térmica axial es significativo
y no considerarlo en el modelado produce errores significativos en la estimación de los
perfiles de temperatura, especialmente para valores inferiores a 10. Si Pe > 100 el efecto
de la conducción axial es pequeño.

1.4.2.2. Número de Biot

Bi =
hR

λe
, (1.20)

donde:

h Coeficiente de trasferencia de calor por convección.

R Radio de la part́ıcula.

λe Conductividad térmica del sólido.

El número de Biot (Bi) es utilizado para cálculos de trasmisión de calor, este re-
laciona los mecanismos de trasferencia de calor por conducción dentro de un cuerpo y
por convección en la superficie de dicho cuerpo.

El mecanismo de conducción está caracterizado con λe, es decir la conductividad,
entonces cuando la conducción es el mecanismo de transferencia de calor que predomi-
na, Biot es pequeño y esto significa que hay una buena trasferencia de calor.

Cuando la convección es el mecanismo de transferencia de calor que predomina,
Biot es grande, la temperatura de la superficie cambia rápidamente y la distribución
de la temperatura dentro del sólido no es uniforme, por lo tanto, se generan perfiles de
temperatura (a lo largo del radio para un sólido esférico). En este caso, se dice que el
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sólido es no isotérmico.

1.4.2.3. Número de Stanton

St =
hapL

ugρgCpg
, (1.21)

donde:

h Coeficiente de trasferencia de calor por convección.

ap Área superficial de la part́ıcula externa por unidad de volumen del lecho.

L Longitud.

ug Velocidad del gas.

ρg Densidad del gas.

Cpg Calor especifico del gas.

El número de Stanton (St) mide la relación entre el calor trasferido por convección
a un fluido y el flujo de calor en el lecho empacado por unidad de una diferencial de
temperatura debido a la velocidad y a la capacidad caloŕıfica del gas que atraviesa el
lecho.

Se usa para caracterizar la trasferencia de calor por convección, este mecanismo es
considerado uno de los más importantes en el regenerador.

Conforme el número de Stanton crece, la transferencia de calor es más rápida y el
gas absorbe más rápido el calor contenido en el sólido.
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1.4.3. Descripción de un periodo de calentamiento del gas y
un periodo de enfriamiento del gas

Figura 1.1: Periodo de calentamiento.

Figura 1.2: Periodo de enfriamiento.

El periodo de calentamiento tiene una duración tc y corresponde a un medio ciclo
de operación del sistema:

La válvula V1 permite el paso de un fluido fŕıo, que entra a una temperatura Th, in
constante, hacia el regenerador R1, mientras que la válvula V2 permite la salida del
gas de R1. Inicialmente, el sólido se encuentra caliente a una temperatura Ts, 0. Este
sólido es un acumulador que tiene almacenada una cantidad finita de enerǵıa caloŕıfica.

Conforme pasa el gas a través del lecho sólido, este va adquiriendo calor del sólido,
es decir, va descargando al sólido de su carga térmica. El gas alcanza una temperatura
cercana a la del sólido a lo largo de todo el regenerador R1, como se muestra en la
figura (1.3). Esto se explica, considerando que hay una superficie de transferencia de
calor muy grande (ya que son intercambiadores de calor compactos, es decir, en un
volumen pequeño contienen una gran superficie de transferencia de calor).
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Figura 1.3: Temperatura del gas y el sólido en función de x, a tiempos diferentes, (b)
Temperatura en variables de proceso.

Al inicio del periodo, la enerǵıa térmica del sólido es mayor, por lo que el gas alcanza
una temperatura muy cercana a la temperatura inicial del sólido como se muestra en
la figura (1.3).

Conforme pasa el tiempo, el sólido va perdiendo su carga térmica y por lo tanto la
temperatura del sólido y la del gas son parecidas, pero esta va disminuyendo. Es decir,
conforme avanza el tiempo, el gas sale a una temperatura más baja .

Después de mucho tiempo, el sólido ha perdido por completo su carga térmica y
alcanza la temperatura fŕıa del gas, es decir, debido a que ya no hay un gradiente de
temperatura entre el gas y el sólido, ya no hay transferencia de calor y el gas sale fŕıo.

Durante el periodo de calentamiento, el gas se calienta. Si este periodo se extiende
hasta el punto de agotar la enerǵıa térmica del sólido, al final del periodo, el gas no se
calienta más. Por lo tanto, la temperatura del gas durante el periodo es el promedio de
la temperatura del gas a lo largo del mismo.

Si el periodo tiene una duración más corta y acaba antes de que se agote la carga
térmica del sólido, la temperatura promedio del gas será más elevada que la tempera-
tura promedio del gas con un periodo más largo.

Por lo tanto, el tiempo de calentamiento y enfriamiento, se define en función de
los requerimientos del proceso y este puede ser variable. Una vez terminado el periodo
de calentamiento, el lecho está totalmente fŕıo o suficientemente fŕıo para invertir la
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operación y hacer funcionar R1 en un ciclo de enfriamiento de gas.

1.5. Objetivos.

1.5.1. General

X Proponer un modelo de ecuaciones diferenciales de orden fraccionario con la fina-
lidad de analizar la dinámica del sistema de regenerador de enerǵıa empacado con
rejillas metálicas, con el fin de definir los lazos de control que permitan mejorar
el desempeño del sistema.

1.5.2. Espećıficos

X Analizar la dinámica de las ecuaciones de transferencia dinámica del regenerador.

X Construir el modelo descrito por ecuaciones diferenciales de orden no entero para
el regenerador de enerǵıa.

X Analizar la dinámica fraccionaria del sistema de regenerador de enerǵıa.

X Mostrar las diferencias del modelado utilizando cálculo fraccionario contra cálculo
ordinario.

X Proponer los lazos de control para el sistema de regenerador de enerǵıa.

1.6. Hipótesis

Mediante una representación alternativa de las ecuaciones de trasferencia dinámica
del regenerador basada en un enfoque fraccionario es posible obtener una descripción
matemática más general del sistema de regenerador de enerǵıa.

1.7. Alcances

El desarrollo de esta tesis está definido a realizar las siguientes actividades

X Revisión del análisis dinámico de las ecuaciones de trasferencia dinámicas del
regenerador.
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X Obtención de la solución numérica de las ecuaciones de trasferencia dinámicas del
regenerador, mediante la utilización de los métodos de Runge Kutta y colocación
ortogonal, esto únicamente para un sólo ciclo.

X Revisión de los principales conceptos de cálculo fraccionario.

X Construcción de un modelo descrito por ecuaciones diferenciales de orden no en-
tero.

X Obtención de la solución numérica del modelo descrito por ecuaciones diferenciales
fraccionarias.

X Análisis de la dinámica fraccionaria.

X Finalmente en función del análisis de la dinámica establecer un esquema de lazos
de control para el sistema de regeneradores de enerǵıa.

1.8. Metodoloǵıa

La metodoloǵıa empleada para el desarrollo del trabajo de tesis fue la siguiente:

a. Se realizó un estudio del estado del arte sobre las ecuaciones de trasferencia dinámica
del regenerador de enerǵıa, aśı como el método numérico propuesto para la solución
de estas ecuaciones, también se realizó una revisión bibliográfica de art́ıculos relacio-
nados con la aplicación del cálculo fraccionario a sistemas dinámicos, aśı como las
diferentes definiciones de derivada fraccionaria aplicada a distintos sistemas y por
último una revisión de los métodos de solución para enfoques fraccionarios.

b. Haciendo una revisión del estado del arte, se seleccionó un modelo matemático no
lineal de parámetros distribúıdos que en su formulación toma en cuenta tres paráme-
tros adimensionales que dan información sobre los mecanismos de trasferencia de
calor en el regenerador enerǵıa (caso clásico), ante la falta de datos experimentales,
este modelo es usado para evaluar el modelo fraccionario formulado en este traba-
jo. Además, se eligieron dos enfoques de derivada fraccionaria para ser aplicados
a las ecuaciones de trasferencia dinámica del regenerador y por último también se
seleccionaron los métodos a utilizar para la solución numérica de las ecuaciones del
regenerador y de las representaciones fraccionarias.

c. Únicamente, se obtuvo un modelo de parámetros concentrados que en su formulación
sólo toma en cuenta un sólo parámetro para definir la trasferencia de calor.

d. A partir del modelo lineal de parámetros concentrados se construye la representación
basada en ecuaciones diferenciales fraccionarias, útil para propósitos de control.

e. Posteriormente, mediante la utilización de los métodos numéricos se llega a la solu-
ción de las ecuaciones del regenerador para el caso clásico y el caso fraccionario.
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f. Se ajusta el orden del modelo fraccionario, de tal forma que se reproduzcan mejor
los perfiles que predice el modelo de tres parámetros.

g. Finalmente se propone un modelo fraccionario dinámico, útil para propósitos de
control y a partir del análisis de la dinámica se propone un esquema de lazos de
control para el sistema.

1.9. Organización del documento

El documento de tesis está organizado de la siguiente manera:

En el Caṕıtulo 2 se revisan algunas cuestiones básicas relacionadas con los con-
ceptos del CF, como son: antecedentes, algunas de las funciones más importantes que
intervienen en este tópico, principales definiciones de derivada fraccionaria y por último
el método para la solución numérica de los enfoques fraccionarios.

En el Caṕıtulo 3 se presenta el modelo no lineal de parámetros distribuidos que to-
ma en cuenta tres parámetros para representar los mecanismos de transferencia de calor
en el regenerador (Pe, Bi y St), aśı como suposiciones de modelado y procedimiento
para llegar al modelo lineal de un parámetro, finalmente se muestran los resultados en
simulación para dichos modelos.

En el Caṕıtulo 4 se presenta el modelado y la solución numérica del modelo frac-
cionario.

En el Caṕıtulo 5 se muestran pruebas y resultados de la comparación de los enfo-
ques fraccionarios contra el modelo no lineal de tres parámetros.

En el Caṕıtulo 6 se dan las conclusiones y se proponen los trabajos futuros.



Caṕıtulo 2
Introducción al Cálculo Fraccionario

Este caṕıtulo tiene como objetivo tratar algunas cuestiones básicas relacionadas con
el CF como son: antecedentes, principales definiciones de derivada fraccionaria, método
para la solución numérica de los enfoques fraccionarios y por último algunas de las
funciones más importantes que intervienen en este tópico.

2.1. Antecedentes

El Cálculo Fraccionario (CF) es la parte del análisis matemático que generaliza las
ideas del cálculo clásico y permite considerar la integración y derivación de cualquier
orden, no necesariamente entero.

Esto nos proporciona un ejemplo de como se van desarrollando las teoŕıas matemáti-
cas, esta teoŕıa puede ser considerada una disciplina tanto antigua como nueva. Antigua
porque es una disciplina matemática de más de 300 años de antigüedad. Apareció sólo
un tiempo después de que fueron publicados los primeros estudios sobre cálculo dife-
rencial e integral, presentando la notación dnf(x)/dxn.

Los primeros indicios de un operador de este tipo datan de una carta de Bernoulli
a Leibniz preguntándole acerca de la derivada de orden no entero, sin embargo, no se
tiene una idea clara de cuál fue su respuesta.

Casi de manera simultánea en otra carta L’Hopital le preguntaba: ¿Qué pasaŕıa si
n fuera 1/2? La respuesta de Leibniz fue profética: no sé lo que resultaŕıa, pero es-
to conduciŕıa a una paradoja de la que algún d́ıa se extraerán consecuencias útiles; y
puede considerarse una teoŕıa nueva porque no es hasta la década de los setenta del
siglo pasado cuando ha sido objeto intensivo de conferencias especializadas, tratados y
art́ıculos académicos.

Al ser los operadores fraccionarios una generalización de los operadores ordinarios
se pierden propiedades fundamentales, como son:

18
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1. No existe una interpretación geométrica y f́ısica clara (aún no se tiene un consenso
generalizado entre las diferentes interpretaciones).

2. La ley de ı́ndices (DαDβ = Dα+β) sólo es válida para espacios de funciones muy
espećıficas.

3. La derivada del producto de dos funciones es muy dif́ıcil de obtener.

4. La regla de la cadena no se puede aplicar de manera directa.

Hasta tiempos recientes, el CF tenia reputación de teoŕıa matemática sin aplica-
ciones, de un carácter un tanto esotérico. Pero en las últimas cuatro décadas se ha
empleado con éxito en el modelado de fenómenos y sistemas f́ısicos estudiados en mul-
titud de campos de la ciencia y de la ingenieŕıa.

Entre ellos se pueden destacar la ciencia de materiales, la teoŕıa del caos y los
fractales, la electrónica de dispositivos, la f́ısica teórica, la mecánica, la economı́a, la
psicoloǵıa, entre otras; el CF cuenta con muchas ventajas en comparación al cálculo
clásico o de orden entero pues puede representar sistemas dinámicos de orden superior
y fenómenos complejos no lineales utilizando un menor número de coeficientes, esto
debido a que el orden arbitrario de la derivada le da un grado de libertad adicional que
permite ajustarse a un comportamiento espećıfico; otras caracteŕısticas importantes son
que considera efectos de memoria y que es no local.

La primera definición formal fue la del matemático Matthieu Paul Laurent quien
en 1984 publicó sus escritos de la teoŕıa de la generalización de operadores no enteros
contribuyendo de manera clara en el cálculo de derivadas de orden arbitrario. Su teoŕıa,
analizada en el plano complejo, fue la primera en ser aceptable para el gusto de los
matemáticos modernos.

En la literatura se encuentran muchas otras definiciones de derivada fracionaria,
aqúı mencionaremos tres de las más importantes, que seran útiles para esta tesis.

Es importante mencionar que es un área en cont́ınua investigación, siendo reciente-
mente publicadas dos nuevas definiciones de derivada fraccionaria (Caputo y Fabrizio,
2015; Atangana y Baleanu, 2016).

2.2. Función Gamma

La principal aportación de la función gama es la generalización de los factoriales n!
lo que permite que n se trate de un número real. Por lo tanto la función gamma es una
de las más básicas e importantes.
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A continuación se muestra la definición matemática

Γ(z) =

∫ t

0

e−ttz−1dt. (2.1)

Que converge en la mitad derecha del plano complejo <(z) > 0. Por lo tanto la
función Gamma es cont́ınua para los números reales positivos.

La propiedad básica de la función Gamma es:

Γ(z + 1) = zΓ(z). (2.2)

Si z es un número natural, entonces:

Γ(z + 1) = z!. (2.3)

2.3. Función de Mittag-Leffler

Es una generalización de las funciones exponenciales que tienen importantes aplica-
ciones en el cálculo fraccionario.

En el libro de Podlubny (1998) podemos encontrar la definición de la función de
Mittag-Leffler uniparamétrica la cual fue definida por G. M. Mittag-Leffler como

Eγ(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(γk + 1)
. (2.4)

donde γ es un parámetro donde γ > 0

La función de Mittag-Leffler bi-paramétrica fue introducida por Agarwal y Erdelyi
en 1953-1954.

Eγ,β(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(γk + β)
. (2.5)

donde, γ y β son parámetros, donde γ > 0 y β > 0.
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2.4. Definición de derivadas fraccionarias

Definición 1. Derivada fraccionaria de Riemann-Liouville (RL).

La derivada fraccionaria de Riemann-Liouville de orden γ de f(t) se define como:

RL
0 Dγ

t f(t) =
dn

dtn

∫ t

0

(In−γf(t)), (2.6)

donde:

n es un número natural que satisfaga n− 1 < γ ≤ n.

γ es el orden de la derivada fraccionaria. Ahora cuando γ = 1, se recupera el caso
clásico.

Para la definición de Riemann-Liouville, la derivada fraccionaria de una constante
es distinta de cero (De Oliveira y Machado, 2014), la representación de este enfoque es
puramente matemático, es por ello que no es fácil obtener condiciones iniciales fraccio-
narias, pero esto no indica que no puedan utilizarse condiciones iniciales ordinarias.

Una segunda definición en tiempo discreto y que cuenta con las mismas caracteŕısti-
cas que la definición anterior, fue introducida por Anton Karl Grünwald en 1987, y por
Aleksey Vasilievich Letnikov, esta segunda definición es conocida como:

Definición 2. Derivada fraccionaria de Grünwald-Letnikov (GL).

Este operador se basa en la generalización de la expresión

GL
0 Dγ

t f(t) = ĺım
h→0

1

hγ

t−t0
h∑

k=0

(−1)k
(
γ
k

)
f(t− kh), (2.7)

donde:

γ es el orden de la derivada fraccionaria.

h es el cambio de derivación relativamente pequeño en t.
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k es el paso de derivación, y(
γ
k

)
son los coeficientes binomiales (Rekanos y Yioultsis, 2014).

Para obtener la solución numérica se parte de la expresión (2.7) la cual será apli-

cada al sistema que se quiera resolver, donde (−1)k
(
γ
j

)
son coeficientes binomiales

Ck
(γ)(j = 0, 1, ...).

Los coeficientes binomiales actúan como factores que proporcionan estabilidad y un
buen comportamiento de amortiguación del error. Para calcular los coeficientes se usa
la siguiente expresión

c
(γ)
0 = 1, c

(γ)
k =

(
1− 1 + γ

k

)
c
(γ)
k−1. (2.8)

A continuación la solución numérica para el modelo fraccionario está dada con la
derivada fraccionaria del lado izquierdo en la forma

GL
a Dγ

t x(t) = f(x(t), t), (2.9)

puede ser expresada en tiempo discreto tk = kh

x(tk) = f(x(tk), tx)h
γ =

k∑
j=0

c
(γ)
j x(tk−j). (2.10)

Ésta es comúnmente usada para simulaciones numéricas, el método de Grünwald-
Letnikov es la generalización del método de Euler (Coronel-Escamilla et al., 2015).

Una tercera definición de derivada fraccionaria es la definición de derivada frac-
cionaria de Liouville-Caputo (LC) la cual se encuentra dada en la siguiente definición
(Podlubny, 1998).
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Definición 3. Dada b > 0, f ε L1(0, b) y 0 < γ ≤ 1, la derivada fraccionaria
de Liouville-Caputo (LC) de la función f de orden γ está dada por

C
0D

γ
t f (t) =

1

Γ(1− γ)

∫ t

0

(t− s)−γf ′(s)ds, t > 0, (2.11)

donde:

C
0D

γ
t es una derivada fraccionaria de LC respecto de t.

γ es el orden de la derivada fraccionaria.

f (γ) es la derivada de orden γ de f(t), γ ∈ n.

n es un número natural que satisfaga que n− 1 < γ ≤ n.

Para la definición de LC, la derivada fraccionaria de una constante es igual a cero,
es por ello que esta definición permite la utilización de condiciones iniciales ordinarias,
lo cual es útil para obtener una interpretación f́ısica del fenómeno estudiado.

2.4.1. Método de Adams-Bashforth-Moulton

El método de Adams-Bashforth es un método multipasos, que usa la información
de todos los puntos previos, yi, yi−1, ym+1 para calcular yi+1. Esta es la principal
diferencia entre los métodos de un sólo paso como: Euler, Taylor y Runge-Kutta ya que
estos métodos sólo necesitan el último punto.

Hay dos tipos de métodos de Adams, el método de Adams-Bashforth y el método de
Adams-Moulton. De la combinación de ambos se obtiene el método predictor-corrector
de Adams-Bashforth-Moulton. La generalización de este método para cualquier orden
de derivada se llama método de Adams-Bashforth-Moulton, y es utilizado para resolver
de manera numérica una ecuación diferencial fraccionaria (Li y Tao, 2009).

C
0D

γ
t f(t) = g(t, f(t)), fk(0) = fko , k = 0, 1, ..., n− 1, (2.12)

donde:
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γ > 0 y C
0D

γ
t es el operador de derivada fraccionaria de Liouville-Caputo (2.11).

La ecuación 2.11 tiene sólo una solución en el intervalo t ∈ [0, T ] y esta solución
satisface la siguiente integral de Volterra:

f(t) =
n−1∑
k=0

f
(k)
0

tk

k!
+

1

Γ(γ)

∫ t

0

(t− u)γ−1g(u, f(u))du, t < T. (2.13)

El método de Adams para resolver la ecuación (2.13) fue estudiado por (Diethelm
et al., 2004) y la solución se describe a continuación como:

fPi+1 =
n−1∑
j=0

tji+1

j!
f
(j)
0 +

1

Γ(γ)

i∑
j=0

bj,i+1g(tj, fj),

fi+1 =
n−1∑
j=0

tji+1

j!
f
(j)
0 +

1

Γ(γ)

(
i∑

j=0

aj,i+1g(tj, fj) + ai+1,i+1g(ti+1, f
P
k+1)

)
,

(2.14)

donde:

aj,i+1 =
hγ

γ(γ + 1)
·


(iγ+1 − (i− γ)(i+ 1)γ) j = 0,
((i− j + 2)γ+1 + (i− j)γ+1 − 2(i− j + 1)γ+1) 1 ≤ j ≤ i,
1 j = i+ 1,

bj,i+1 =
hγ

γ
((i+ 1− j)γ − (i− j)γ), j = 0, 1, 2, ..., i.

Esta solución es muy útil para integración numérica de ecuaciones diferenciales
fraccionarias.



Caṕıtulo 3
Regenerador de enerǵıa

En este caṕıtulo se presenta el modelo no lineal de parámetros distribuidos que toma
en cuenta tres números adimensionales para definir la trasferencia de calor (Pe, Bi y
St), propuesto por (Ramachandran y Duduković, 1984).

Se presentan también las suposiciones de modelado, procedimiento de normaliza-
ción de las ecuaciones y cada una de las definiciones adimensionales utilizadas para la
obtención del modelo.

Con el fin de tener un modelo simple que permita modelar de manera más general
los mecanismos de trasferencia de calor, y que sea útil para aplicar el enfoque fraccio-
nario, en esta sección se detalla el procedimiento para obtener dicho modelo.

Y por último se muestran los resultados en simulación del modelo de parámetros
distribuidos (modelo complejo de tres parámetros) y el modelo de parámetros concen-
trados (modelo simple de un parámetro), graficando los perfiles de temperatura de un
periodo de calentamiento del gas.

El regenerador de enerǵıa, es generalmente el componente del motor Stirling que
permite alcanzar mayores rendimientos en su operación, la función de este es la clave
para el desempeño eficiente de los motores Stirling. El regenerador es un intercambia-
dor de calor compacto, en el cual se lleva a cabo una trasferencia de calor gas-sólido y
tiene la función de absorber y ceder calor desde y hacia un lecho formado con sólidos,
a través del paso de un gas (Omaña, 2007).

25
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Figura 3.1: Regenerador de enerǵıa de lecho empacado.

En los regeneradores de enerǵıa se observan comportamientos no lineales, efectos
derivados de diferentes mecanismos de transferencia de calor, perfiles de temperatura
en diferentes direcciones; etc. Estos sistemas son modelados por ecuaciones diferenciales
de parámetros distribuidos, como se muestra a continuación.

3.1. Modelado de Regeneradores de enerǵıa

Para desarrollar el modelo del Regenerador de enerǵıa se parte de la ecuación de
enerǵıa para un sistema abierto no estacionario (Bird et al., 2008).

A) Fase Gas


(1) Velocidad de

acumulación de

enerǵıa cinética

y enerǵıa interna

 =


(2) Velocidad de entrada

de enerǵıa cinética

e interna por

convección

−


(2) Velocidad de salida

de enerǵıa cinética

e interna

por convección

+


(3) Velocidad neta

de adición

de calor por

conducción

 · · ·

· · · −


(4) Velocidad neta de

trabajo comunicado

por el sistema a

los alrededores

+


(5) Velocidad neta de

adición de calor al

sistema procedente de

los alrededores (sólido)

 , (3.1)

Se realizan las siguientes suposiciones de modelado para la fase gas.

Suposiciones de modelado fase gas

Con base en la literatura se especifican las siguientes suposiciones de modelado:

1. Los cambios de enerǵıa cinética y potencial se consideran despreciables.
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2. No hay trabajo aportado al sistema o consumido por el sistema.

3. Para el sistema dinámico se consideran sólo variaciones axiales de la temperatura
del gas (Th).

4. Se supone velocidad constante.

5. Se consideran parámetros constantes.

6. No se considera la transferencia de calor entre el gas y el medio ambiente.

De la ecuación (3.1) se obtiene la forma general de la ecuación que describe la
dinámica de temperatura del gas

∂

∂t
ρg(ug +

1

2
v2)︸ ︷︷ ︸

(1)

=

(2)︷ ︸︸ ︷
−(∇.ρgV (ug −

1

2
v2))−∇.q − ∇.q︸︷︷︸

(3)

−
(4)︷ ︸︸ ︷

(∇.ρgV )− (∇.[τ.V ])± Q︸︷︷︸
(5)

,

Considerando las suposiciones de modelado uno, dos y cinco se llega a una forma
que se muestra en (3.2):

ρg
∂u

∂t
= ρgCp

(
Vx
∂Th
∂x

+ Vy
∂Th
∂y

+ Vz
∂Th
∂z

)
...

...−
(
∂qx
∂x

+
∂qy
∂y

+
∂qz
∂z

)
− hA(Th − Ts) +Q, (3.2)

donde, u es la velocidad del gas, ρg es la densidad del gas, Vx, Vy y Vz se refiere a
la velocidad en cada dirección, Th la temperatura del gas, qx, qy y qz la variación de
calor en cada dirección, h es el coeficiente de convección del gas, A el area de sección
transversal y Q calor procedente de los alrededores.

Tabla 3.1: Algunas definiciones.

Formula Descripción

Vg = LAε Volumen del gas

ap = A
Vb

Área de la superficie

Vx = ug Velocidad en la dirección axial

Vb = Vg
ε

Volumen del lecho

Posteriormente haciendo uso de las definiciones de la Tabla 3.1 y considerando su-
posiciones 3 y 4 se desarrolla la ecuación anterior para el flujo de gas a través de un
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lecho empacado de la siguiente manera:

ρCv
∂Th
∂t

= −ρCvVx
∂Th
∂x

+
∂2Th
∂x2

+
hA

Vb
(Th − Ts),

Indicando que ∂Th
∂t

= 0, se tiene la siguiente ecuación que representa a la tempera-
tura del gas:

0 = −ρgCpug
dTh
dx

+ λax
d2Th
dx2

− hap(Th − Ts),

−dTh
dx

+
λax

ρgCpug

d2Th
dx2

− hap
ρgCpug

(Th − Ts) = 0. (3.3)

A continuación se muestra la siguiente tabla con las definiciones de los grupos adi-
mensionales que serán útiles para el adimensionamiento de las ecuaciones.

Tabla 3.2: Definición de grupos adimensionales.

Grupo Notación Definición

Número de Stanton St hapL

ugρgCpg

Número de Biot Bi hR
λe

Número de Peclet Pe ugρgCpgL

λax

Tiempo adimensional modelo de tres parámetros t1
taλe

ρsCpsR2

Tiempo adimensional modelo de tres parámetros t2 3Bit1

t1 y t2 son dos definiciones alternativas, que se pueden utilizar para representar el tiempo
adimensional del modelo de tres parámetros y ta es el tiempo real transcurrido desde
el inicio del ciclo.

Definiciones de temperatura utilizadas para el adimensionamiento de las ecuaciones
del regenerador

Th,in =
Th,in − Ts,0
Th,in − Ts,0

, (3.4)

Ts,0 =
Ts,in − Ts,0
Th,in − Ts,0

. (3.5)
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Adimensionanado la posición axial

1

L

∂Th
∂x

=
λax

ρgCpugL2

∂2Th
∂x2

− hap
ρgCpug

(Th − Ts1),

∂Th
∂x

=
λax

ρgCpugL

∂2Th
∂x2

− hapL

ρgCpug
(Th − Ts1). (3.6)

Finalmente se llega a la ecuación adimensional de gas

1

Pe

∂2Th
∂x2

− ∂Th
∂x
− St (Th − Ts) = 0. (3.7)

A) Fase sólida

Se parte de la ecuación de enerǵıa para un sólido no isotérmico.


(1) Velocidad de

acumulación

de enerǵıa

interna

 =


(2) Velocidad neta

de adición

de calor por

conducción

 ,

(3.8)

Se realizan las siguientes suposiciones de modelado para la fase sólida.

Suposiciones de modelado fase sólida

1. Las propiedades f́ısicas del sólido son homogéneas a lo largo del lecho.

2. Se considera la trasferencia de calor por conducción dentro del sólido con geometŕıa
esférica (lecho empacado con sólidos esféricos), con variaciones a lo largo del radio.

3. Se considera la variación de la temperatura del sólido con respecto al tiempo (dinámi-
ca).

Ecuación en la forma general

∂

∂t
ρs(us) = −V.q ±Q. (3.9)

donde t corresponde al tiempo, ρs a la densidad del sólido, us velocidad del sólido, V
volumen, q es la trasferencia de calor por convección y Q coeficiente de calor.
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En coordenadas esféricas y tomando en cuenta que Cpv = Cps en sólidos

ρsCps
∂Ts
∂t

λe

[
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂Ts
∂r

+
1

r2senθ

∂

∂θ

)(
senθ

∂Ts
∂θ

)]
+

1

r2sen2θ

∂2Ts
∂θ2

, (3.10)

C donde ρs es la densidad del sólido, r es el radio de la part́ıcula, θ es el ángulo y
λe la conductividad térmica del sólido.

Considerando la conducción únicamente en dirección axial, tenemos que:

ρsCps
∂Ts
∂t

=
λe
r2

∂

∂y

(
r2
∂Ts
∂r

)
. (3.11)

Haciendo adimensional la posición a lo largo del radio tenemos que: y = r
R

ρsCps
dTs
dt

=
λe
r2

R2

d

d r
R

(
r2

R2
R2 dTs
d r
R
R

)
, (3.12)

R2ρsCps
λe

∂Ts
∂t

=
1

y2

(
y2
∂Ts
∂y

)
. (3.13)

Tomando en cuenta los datos de la Tabla. 3.2 se llega a la siguiente ecuación

∂Ts
∂t

=
1

y2
∂

∂y

(
y2
∂Ts
∂y

)
. (3.14)

De lo anterior se obtiene el modelo no lineal de parámetros distribuidos, también
nombrado modelo no lineal de tres parámetros, como se plantea en la siguiente sección.

3.2. Modelo no lineal de parámetros distribuidos

Como modelo matemático de referencia para el regenerador de enerǵıa, se consideran
las ecuaciones del regenerador que desarrollaron Ramachandran y Duduković (1984) y
se muestran a continuación.
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1

Pe

∂2Th
∂x2

− ∂Th
∂x
− St (Th − Tphs) = 0, (3.15)

1

y2
∂

∂y

(
y2
∂Tph
∂y

)
=
∂Tph
∂t

. (3.16)

Se mencionan las condiciones iniciales y de frontera utilizadas para dicho modelo
matemático.

Condiciones iniciales:

t = 0, Tph − Tpho(y, x). (3.17)

Condiciones de frontera:

x = 0,
1

Pe

∂Th
∂x

= Th − Th,in, (3.18)

x = 1,
∂Th
∂x

= 0, (3.19)

y = 0,
∂Tph
∂y

= 0, (3.20)

y = 1,
1

Bi

∂Tph
∂y

= Th − Tphs. (3.21)

Estas ecuaciones describen la temperatura del gas de trabajo Th y la temperatura
del lecho sólido del regenerador Ts, incluyendo una distribución de temperaturas espa-
cial en dos dimensiones espaciales y en el tiempo; por lo tanto, la solución del sistema
acoplado de ecuaciones diferenciales parciales del gas y del sólido, proporciona los per-
files de temperatura del sólido y del gas: Th(x, t) y Ts(x, r, t).

En la Tabla 3.3, se muestra la nomenclatura involucrada en las ecuaciones de tras-
ferencia dinámica del regenerador.
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Tabla 3.3: Parámetros del modelo de Ramachandran

Notación Descripción

Pe Número de Peclet
Th Temperatura del gas
x Distancia axial adimensional
St Número de Stanton
Th Temperatura de la part́ıcula

Tphs = Tph (x, y = 1, t) Temperatura de la part́ıcula en la superficie externa
y Distancia radial adimensional en la part́ıcula
t Tiempo adimensional

La solución del modelo no lineal de parámetros distribuidos se explica en la siguiente
sección.

3.2.1. Solución de modelo no lineal de parámetros distribuidos

Para llegar a la solución del modelo no lineal de tres parámetros se utilizó el software
Aspen Custom Modeler y se consideró la condición inicial presentada en la ecuación
(3.17) y las condiciones de frontera presentadas en las ecuaciones (3.18), (3.19), (3.20)
y (3.21). Cabe mencionar que la simulación se realizó para un periodo de calentamiento
de gas.

Se grafica la temperatura normalizada de cero a uno y la temperatura en unidades
de Kelvin (K), se utilizaron valores de temperatura del gas en la entrada de treinta y
dos grados Kelvin y de doscientos cincuenta grados kelvin para la temperatura inicial
del sólido, todo esto para un periodo de calentamiento del gas del ciclo de regeneración.

El modelo se resolvió para valores de Pe=1000, Bi=1/30 y St=10, a continuación
se muestran gráficamente los resultados de la solución del modelo no lineal de tres
parámetros para la temperatura del gas y la temperatura del sólido.
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(a) (b)

Figura 3.2: Perfil de temperaturas del gas, durante un periodo de calentamiento del gas
correspondiente al modelo clásico de tres parámetros. (a) Temperatura adimensional,
(b) Temperatura en variables de proceso.

(a) (b)

Figura 3.3: Perfil de temperaturas del sólido, durante un periodo de calentamiento del
gas correspondiente al modelo clásico de tres parámetros. (a) Temperatura adimensio-
nal, (b) Temperatura en variables de proceso.
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(a) (b)

Figura 3.4: Temperatura a la salida tanto para el gas como para el sólido correspondiente
al modelo clásico de tres parámetros. (a) Temperatura adimensional, (b) Temperatura
en variables de proceso.

En estas gráficas se muestran los resultados de la solución numérica de las ecuacio-
nes dinámicas de trasferencia de calor del regenerador para la fase gas y la fase sólida,
mostradas en valores adimensionales y en variables de proceso. En cada una de ellas
se aprecia el perfil de temperatura correspondiente a un ciclo de calentamiento del gas
con respecto al tiempo y el espacio.

Con la idea de tener un modelo simple que permita modelar algunos de los mecanis-
mos de trasferencia de calor ya antes mencionados, se propone la siguiente simplificación
del modelo no lineal de parámetros distribuidos que se describe en la siguiente sección.
Este modelo se desarrolla con el fin de obtener una representación útil para fines de
control.

3.2.2. Simplificación del Modelo no lineal de parámetros dis-
tribuidos

Se hacen las siguientes suposiciones:

Se asume que en la fase gas, la conducción es mucho menor que en la fase sólida,
por lo tanto el valor de Peclet es grande, mientras que el inverso del número de Peclet,
que indica resistencia térmica, es pequeño: 1

Pe
→ 0.

Entonces, el término de segundo orden de (3.15) tiene un efecto menor que los otros,
por lo que puede despreciarse, lo que nos lleva a la siguiente ecuación simplificada para
predecir el perfil de temperatura del gas.
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dTh
dx

= −St (Th − Ts). (3.22)

Esta ecuación es válida para valores grandes de Peclet. Para valores pequeños de
Pe, la predicción del modelo (3.22) difiere más de la predicción del modelo (3.15). Pos-
teriormente, para establecer el balance de enerǵıa de la fase sólida, se consideran sólidos
isotérmicos; es decir, se considera que la conducción radial en las part́ıculas esféricas
es suficientemente rápida para que el centro del sólido alcance la temperatura de la
superficie instantáneamente; esto es cierto cuando Bi es pequeño. Además, se asume
que las propiedades son constantes.

ρsCps
dTs
dt

=
hA∆T

Vs
,

hA

(1− ε)Vb
∆T =

hap
1− ε

(Tg − Ts1).

Partiendo del balance de enerǵıa mencionado en la ecuación (3.8), entonces se realiza
un acomodo de los términos involucrados y se obtiene la siguiente ecuación

ρsCps(1− ε)
hap

dTs
dt

= (Tg − Ts1),

donde, ρsCps(1−ε)
hap

= 3Bit2 = tms, el cual se refiere al tiempo adimensional del modelo

simplificado. Entonces tenemos que la ecuación del sólido es la siguiente

dTs
dt

= Th − Ts. (3.23)

Es importante mencionar que este modelo es válido si, y sólo si, el número de Peclet
es grande y el número de Biot pequeño.

3.3. Modelo lineal de parámetros concentrados

Como modelo matemático de un regenerador de enerǵıa se consideran las ecuaciones
del regenerador descritas a continuación
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dTh
dx

= −St (Th − Ts), (3.24)

dTs
dt

= Th − Ts. (3.25)

Estas ecuaciones describen los perfiles de la temperatura del gas de trabajo Th y la
temperatura del sólido Ts, con respecto al tiempo y con respecto a la dirección axial
del lecho.

En la Tabla 3.4 se muestran la nomenclatura involucrada en las ecuaciones del re-
generador.

Tabla 3.4: Parámetros del modelo simplificado.

Notación Descripción
Th Temperatura del gas que pasa por el lecho fijo
Ts Temperatura del sólido
St Número de Stanton
t Tiempo
x Posición axial adimensional en el regenerador

3.3.1. Solución del modelo lineal de parámetros concentrados

Para obtener la solución del modelo matemático de un parámetro, primeramente
se observa que en el modelo intervienen derivadas ordinarias dependientes tanto del
tiempo como del espacio.

La ecuación del gas se discretiza mediante el método de colocación ortogonal. Des-
pués de la discretización, el sistema de ecuaciones acopladas describe la dinámica de
la temperatura del sólido en cada uno de los puntos que resultan de la discretización
del sistema. El sistema se transforma de un conjunto de dos ecuaciones diferenciales
parciales, a un sistema de N ecuaciones diferenciales ordinarias, en sonde N es el núme-
ro de puntos de discretización (que corresponde al número de ráıces del polinomio de
Legendre).

3.3.1.1. Aplicación del método de colocación ortogonal

Como ya se mencionó en el caṕıtulo uno, el método de colocación ortogonal es
una técnica eficiente para resolver ecuaciones integrales o diferenciales que describen
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problemas de trasporte (trasferencia de momento, trasferencia de calor y trasferencia
de masa) ajustando una solución prueba en puntos que corresponden a las ráıces de
algún polinomio ortogonal, seleccionado de acuerdo con la geometŕıa del sistema.

Para resolver el modelo matemático de un parámetro, se utilizaron polinomios or-
togonales de Legendre.

Se inicializa proponiendo una solución en forma de sumatorias dependiendo del or-
den de la derivada, en este caso se muestra la sumatoria para ordenes de uno y dos,
donde A es una matriz que aproxima derivadas de primer orden y B aproxima las de-
rivadas de segundo orden ambas en función de los puntos de colocación en x.

Ṫs =
N∑
j=1

AijThi,
d2Th
dx

=
N∑
j=1

BijThi, i = 1, 2, . . . , N. (3.26)

Estas sumatorias en términos de los coeficientes de primera y segunda derivada son
los que van a proporcionar la solución.

Una vez discretizada, Ṫs se sustituye y se obtiene el siguiente modelo discretizado
(3.27) ahora se tiene un sistema de N ecuaciones diferenciales ordinarias con respecto
al tiempo que dependerá de la solución en cada uno de los puntos de colocación, donde
i = 1, 2, ..., N. y Th1 = 1

Para i = 1

N∑
j=1

AijThj = −St(Thi − Tsi),

Ṫs = Th − Ts. (3.27)

Para i = 2

N∑
j=2

AijThj + Ai1Th1 = − StThi + StTsi,

Ṫs = Th − Ts. (3.28)
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Para i = N

N∑
j=2

AijThj + StThi = StTsi − Ai1Th1,

Ṫs = Th − Ts. (3.29)

reacomodamos términos tomando en cuenta que

A1 = A(2 : N, 2 : N), A2 = A(2 : N, 1), (3.30)

entonces

A1Th + StTh = StTs −A2Th1,

Ṫs = Th −Ts,

(A1 + St)Th = StTs −A2Th1, (3.31)

Ṫs = Th −Ts, (3.32)

Por último despejamos a Th de (3.31) y se tiene una ecuación matricial (3.33) que
involucra todos los puntos y que representa a la ecuación del gas.

Th = StTs −A2Th1 (A1 + St)−1, (3.33)

Ṫs = Th −Ts, (3.34)

La cual se sustituye en (3.34), lo que resultará un sistema de ecuaciones diferenciales
que involucrará vectores con todos los puntos de colocación.

Ṫs = StTs −A2Th1 (A1 + St)−1 −Ts. (3.35)

Una vez obtenida la representación matricial del modelo del regenerador, se prosigue
a realizar la simulación para obtener la solución numérica del modelo de un parámetro.
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Para determinar las condiciones iniciales y de frontera del modelo de un parámetro,
se utilizan las definiciones de temperatura adiemensional de las ecuaciones (3.4) y (3.5).

Considerando un periodo de calentamiento del gas y que los valores de entrada,
y condiciones iniciales para el periodo de calentamiento del regenerador tanto del gas
como de sólido son las siguientes:

Th,in = 0 (Temperatura de entrada del gas).

Th,0 = 0 (Temperatura de inicial del gas, condición de frontera).

Ts,in = 1 (Temperatura de entrada del sólido).

Ts,0 = 1 (Temperatura de inicial del sólido, condición inicial).

Se sustituyen respectivamente estos valores y tenemos que la condición inicial para
la ecuación del sólido es la siguiente:

para t = 0,

Ts,0 =
Ts,in − Ts,0
Th,in − Ts,0

=
1− 1

0− 1
= 0, (3.36)

y la condición de frontera para la ecuación del gas es la siguiente:

para x = 0,

Th,in =
Th,in − Ts,0
Th,in − Ts,0

=
0− 1

0− 1
= 1. (3.37)

En la Tabla (3.5) se presentan las condiciones iniciales y de frontera utilizadas para
la simulación del periodo de calentamiento del gas.

Tabla 3.5: Condiciones iniciales y de frontera para el modelo de un parámetro

Condiciones iniciales Condiciones de frontera
Ts(x, t = 0) = 0 Th(x = 0, t) = 1

Utilizando un St = 10, a continuación se muestran gráficamente los resultados de
la solución del modelo de un parámetro para la temperatura del gas y la temperatura
del sólido a diferentes tiempos a lo largo de toda la dirección axial.
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(a) (b)

Figura 3.5: Perfil de temperaturas del gas, durante un periodo de calentamiento del gas
modelo clásico de un parámetro. (a) Temperatura adimensional, (b) Temperatura en
variables de proceso.

(a) (b)

Figura 3.6: Perfil de temperaturas del sólido, durante un periodo de calentamiento del
gas correspondiente al modelo clásico de un parámetro. (a) Temperatura adimensional,
(b) Temperatura en variables de proceso.
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(a)

(b)

Figura 3.7: Temperatura a la salida tanto para el gas como para el sólido correspondiente
al modelo clásico de tres parámetros. (a) Temperatura adimensional, (b) Temperatura
en variables de proceso.



Caṕıtulo 4
Construcción del modelo
fraccionario

Para la construcción del modelo fraccionario se hace uso de dos enfoques de derivada
fraccionaria, Riemann-Liouville y Liouville-Caputo, los cuales son resueltos por dos
diferentes métodos de solución númerica, la discretización de Grünwald-Letnikov y el
método de Adams-Bashforth-Moulton, respectivamente.

4.1. Enfoque Riemann-Liouville (RL)

A continuación, se introduce el operador fraccional, derivada de Riemann-Liouville
al modelo simplificado, donde γ es el orden de la derivada fraccionaria.

dTh
dx

= −St(Th − Ts),

RL
0 Dγ

t Ts = Th − Ts. (4.1)

La discretización de RL está dada por la aproximación de Grünwald-Letnikov

GL
0 Dγ

t f(t) = ĺım
n→0

1

hγ

t−a
h∑
j=0

(−1)j
(
γ
j

)
f(t− jha). (4.2)

Ésta es comúnmente usada para simulaciones numéricas, el método de Grünwald-
Letnikov es la generalización del método de Euler (Coronel-Escamilla et al., 2015).

Para obtener la solución numérica podemos tomar la expresión (4.2) y aplicar al

sistema (3.35), donde (−1)j
(
γ
j

)
son coeficientes binomiales Cj

(γ)(j = 0, 1, ...).

42
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Los coeficientes binomiales actúan como factores que proporcionan estabilidad y un
buen comportamiento de amortiguación del error. Para calcular los coeficientes se usa
la siguiente expresión

c
(γ)
0 = 1, c

(γ)
j =

(
1− 1 + γ

j

)
c
(γ)
j−1. (4.3)

A continuación, la solución numérica para el modelo fraccionario está dada con la
derivada fraccionaria del lado izquierdo en la forma

GL
a Dγ

t x(t) = f(x(t), t), (4.4)

puede ser expresada en tiempo discreto tk = kh

x(tk) = f(x(tk), tx)h
γ =

k∑
j=0

c
(γ)
j x(tk−j). (4.5)

Tomando la expresión (4.3) y (4.5) podemos escribir la representación matricial del
modelo del regenerador de enerǵıa utilizando el enfoque de Grünwald-Letnikov

Ts1(tk) = [Th1 − Ts1(tk−1)]hγ =
k∑
j=0

c
(γ)
j Ts1(tk−1),

Ts(tk) =
[
((A1 + St)−1(StTs(tk−1)− A2Th1))− Ts

]
hγ =

k∑
j=0

c
(γ)
j Ts(tk−1). (4.6)

4.1.1. Solución númerica del enfoque de Riemann-Liouville

Una vez obtenida la representación matricial del modelo fraccionario del regenera-
dor, se prosigue a realizar la simulación para obtener la solución numérica.

Cabe mencionar que para llevar a cabo la solución numérica del modelo fraccionario
para la parte temporal se utiliza la discretización de Riemann-Liouville, la cual su
aproximación está dada por la derivada de Grunwald-Letnikov, y para la parte espacial
se sigue utilizando el método de colocación ortogonal.
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A continuación se presentan en la Tabla (4.1) las condiciones iniciales y de fronte-
ra utilizadas para la simulación del periodo de calentamiento del gas, para un St=10,
Bi=1/30 y un Pe=1000.

Tabla 4.1: Condiciones iniciales y de frontera para simulación.

Condiciones iniciales Condiciones de frontera
Ts(x, t = 0) = 0 Th(x = 0, t) = 1

A continuación se presentan gráficamente los resultados de la solución del modelo
enfoque Riemann-Liouville para la temperatura del gas y el sólido a diferentes tiempos
a lo largo de toda la dirección axial.

(a) (b)

Figura 4.1: Perfil de temperaturas del gas, durante un periodo de calentamiento del gas
correspondiente al modelo fraccionario enfoque Riemann-Liouville. (a) Temperatura
adimensional, (b) Temperatura en variables de proceso.
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(a) (b)

Figura 4.2: Perfil de temperaturas del sólido, durante un periodo de calentamiento del
gas correspondiente al modelo clásico de un parámetro. (a) Temperatura adimensional,
(b) Temperatura en variables de proceso.

(a) (b)

Figura 4.3: Perfil de temperaturas del sólido, durante un periodo de calentamiento del
gas correspondiente al modelo fraccionario enfoque Riemann-liouville. (a) Temperatura
adimensional, (b) Temperatura en variables de proceso.

En la última figura se muestra la comparación del modelo de un parámetro con el
modelo fraccionario enfoque Rieman-Liouville. El objetivo de esta simulación es com-
probar que cuando γ = 1 se regresa al caso clásico.
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4.2. Enfoque Liouville-Caputo

A continuación, se introduce el operador fraccional, derivada de Liouville-Caputo al
modelo de un parámetro, donde γ es el orden de la derivada fraccionaria.

dTh
dx

= −St(Th − Ts),

C
0D

γ
t Ts = Th − Ts. (4.7)

La solución numérica del operador de Liouville-Caputo se obtiene mediante la apli-
cación del método de Adams-Bashforth-Moulton, que es la generalización del método
de Adams para cualquier orden de derivada y es utilizado para resolver de manera
numérica una ecuación diferencial fraccionaria (Li y Tao, 2009).

C
0D

γ
t f(t) = g(t, f(t)), fk(0) = fko , k = 0, 1, ..., n− 1, (4.8)

donde: C0D
γ
t es el operador de derivada fraccionaria de Liouville-Caputo.

El método de Adams para resolver la ecuación (4.8) se describe a continuación como:

fPi+1 =
n−1∑
j=0

tji+1

j!
f
(j)
0 +

1

Γ(γ)

i∑
j=0

bj,i+1g(tj, fj),

fi+1 =
n−1∑
j=0

tji+1

j!
f
(j)
0 +

1

Γ(γ)

(
i∑

j=0

aj,i+1g(tj, fj) + ai+1,i+1g(ti+1, f
P
k+1)

)
,

(4.9)

donde:

aj,i+1 =
hγ

γ(γ + 1)
·


(iγ+1 − (i− γ)(i+ 1)γ) j = 0,
((i− j + 2)γ+1 + (i− j)γ+1 − 2(i− j + 1)γ+1) 1 ≤ j ≤ i,
1 j = i+ 1,

y

bj,i+1 =
hγ

γ
((i+ 1− j)γ − (i− j)γ), j = 0, 1, 2, ..., i.

Ahora considerando que se emplea la derivada tomando el modelo representado en
la ecuación (3.35), podemos escribir finalmente la representación matricial del modelo
usando el método de Adams-Basforth-Moulton.
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Ts1 =
n−1∑
k=0

Ts1(0)k
tk

k!
+

1

Γ(γ)

∫ t

0

(t− u)γ−1f1(t, Ts1(u))du,

Ts =
n−1∑
k=0

Ts(0)k
tk

k!
+

1

Γ(γ)

∫ t

0

(t− u)γ−1f1(t, Ts(u))du. (4.10)

4.2.1. Solución númerica del enfoque de Liouville-Caputo

Una vez obtenida la representación matricial del modelo fraccionario del regenera-
dor, se prosigue a realizar la simulación para obtener la solución numérica requerida.

Se menciona que en el modelo están presentes dos derivadas ordinarias, una depen-
de del tiempo y la otra del espacio, ahora para llevar a cabo la solución numérica del
modelo fraccionario para la parte temporal se utiliza el método predictivo correctivo de
Adams Bashforth Moulton anteriormente mencionado.

Finalmente para encontrar la solución de la parte espacial del modelo fraccionario
se sigue utilizando el método de colocación ortogonal.

A continuación se presentan en la tabla (4.2) las condiciones iniciales y de fronte-
ra utilizadas para la simulación del periodo de calentamiento del gas, para un St=10,
Bi=1/30 y un Pe=1000.

Tabla 4.2: Condiciones iniciales y de frontera para simulación

Condiciones iniciales Condiciones de frontera
Ts(x, t = 0) = 0 Th(x = 0, t) = 1
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(a) (b)

Figura 4.4: Perfil de temperaturas del gas, durante un periodo de calentamiento del
gas correspondiente al modelo fraccionario enfoque Liouville-Caputo. (a) Temperatura
adimensional, (b) Temperatura en variables de proceso.

(a) (b)

Figura 4.5: Perfil de temperaturas del sólido, durante un periodo de calentamiento del
gas correspondiente al modelo fraccionario enfoque Liouville-Caputo. (a) Temperatura
adimensional, (b) Temperatura en variables de proceso.
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(a)

(b)

Figura 4.6: Perfil de temperaturas del sólido, durante un periodo de calentamiento del
gas correspondiente al modelo fraccionario enfoque Liouville-Caputo. (a) Temperatura
adimensional, (b) Temperatura en variables de proceso.



Caṕıtulo 5
Pruebas y resultados

En esta sección se comparan los modelos matemáticos estudiados (modelo clásico
de tres parámetros y modelo clásico de un parámetro), aśı como los modelos fracciona-
rios variando el orden de las derivadas de los dos enfoques (enfoque Liouville-Caputo y
Riemann-Liouville).

5.1. Análisis de la dinámica fraccionaria

El objetivo de esta simulación es mostrar que mediante un modelo de orden frac-
cionario es posible modelar algunos mecanismos de trasferencia de calor en función de
números adimensionales (Pe, Bi y St), esto será posible mediante el ajuste del orden
de la derivada.

Se busca comprobar, mediante diferentes mediciones del error (porcentaje de FIT, el
valor medio del error de simulación µt, la desviación estándar del error St y la ráız cua-
drada del error medio al cuadrado erms, anexos B) que es posible aproximar la dinámica
de un modelo complejo de tres parámetros, con un modelo de un parámetro basado en
derivadas de orden fraccionario.

Figura 5.1: Método de solución.

50
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5.1.1. Comparación de modelos variando el orden de la deri-
vada

El objetivo de estas simulaciones es ajustar el orden de la derivada fraccionaria para
tratar que el modelo fraccionario derivado del modelo de un parámetro represente al
modelo clásico de tres parámetros. Se muestran un grupo de gráficas donde se vaŕıa el
orden de la derivada fraccionaria con el enfoque de Riemann-Liouville y de Liouville-
Caputo para la temperatura a la salida, del gas y del sólido.

Esta primera serie de simulaciones, se hace asumiendo Pe=1000 y Bi=1/30; bajo
estas condiciones, los modelos de tres y de un parámetro se aproximan relativamente
bien porque representan una situación en la cual, la conducción axial del gas puede ser
despreciada y la conducción en los sólidos esféricos es suficientemente rápida para que
la temperatura del centro alcance rápidamente la temperatura que hay en la superficie
del sólido.

El mecanismo de transferencia de calor por convección es el único que determina la
rapidez de transferencia de calor. Sin embargo, aún con estos valores de Pe y Bi, el mo-
delo de un parámetro tiene una desviación con respecto al modelo de tres parámetros.
El fin es encontrar una mejor representación mediante el modelo de orden fraccionario.

Figura 5.2: Comparación de temperaturas a la salida del gas variando el orden de la
derivada cuando γ = 1.

En la figura 5.2 podemos observar la comparación de la temperatura del gas adi-
mensional a la salida de los modelos de uno y tres parámetros, aśı como ambos enfoques
fraccionarios cuando el orden de la derivada es 1. En este caso, el perfil de temperatura
que resulta del modelo fraccionario es idéntico al perfil que resulta del modelo entero
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(de un parámetro), del cual deriva. Esta observación es válida para ambos enfoques de
derivadas fraccionarias.

Figura 5.3: Comparación de temperaturas a la salida del gas variando el orden de la
derivada cuando γ = 0,998.

En la figura 5.3 podemos observar la comparación de la temperatura del gas adi-
mensional a la salida de los modelos de uno y tres parámetros, aśı como ambos enfoques
fraccionarios cuando el orden de la derivada es 0,998. Los dos enfoques fraccionarios
tienen un desempeño muy similar para un orden de 0.998.

Figura 5.4: Comparación de temperaturas a la salida del gas variando el orden de la
derivada cuando γ = 0,997.
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En la figura 5.4 podemos observar la comparación de la temperatura del gas adi-
mensional a la salida de los modelos de uno y tres parámetros, aśı como ambos enfoques
fraccionarios cuando el orden de la derivada es 0,997.

Figura 5.5: Comparación de temperaturas a la salida del gas variando el orden de la
derivada cuando γ = 0,97.

En la figura 5.5 podemos observar la comparación de la temperatura del gas adimen-
sional a la salida de los modelos de uno y tres parámetros, aśı como ambos enfoques
fraccionarios cuando el orden de la derivada es 0,97. El modelo fraccionario con los
enfoques RL y LC pierde exactitud con respecto al modelo entero cuando el orden es
inferior a 1.
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Figura 5.6: Comparación de temperaturas a la salida del sólido variando el orden de la
derivada cuando γ = 1.

En la figura 5.6 podemos observar la comparación de la temperatura del sólido
adimensional a la salida de los modelos de uno y tres parámetros asi como ambos
enfoques fraccionarios cuando el orden de la derivada es 1. Igual que ocurre con la
ecuación del gas, los modelos fraccionarios predicen el mimo perfil que el modelo entero
cuando γ = 1.

Figura 5.7: Comparación de temperaturas a la salida del sólido variando el orden de la
derivada cuando γ = 0,998.

En la figura 5.7 podemos observar la comparación de la temperatura del sólido
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adimensional a la salida de los modelos de uno y tres parámetros asi como ambos
enfoques fraccionarios cuando el orden de la derivada es 0,998.

Figura 5.8: Comparación de temperaturas a la salida del sólido variando el orden de la
derivada cuando γ = 0,997.

En la figura 5.8 podemos observar la comparación de la temperatura del sólido
adimensional a la salida de los modelos de uno y tres parámetros asi como ambos
enfoques fraccionarios cuando el orden de la derivada es 0,997.

Figura 5.9: Comparación de temperaturas a la salida del sólido variando el orden de la
derivada cuando γ = 0,97.
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En la figura 5.9 podemos observar la comparación de la temperatura del sólido adi-
mensional a la salida de los modelos de uno y tres parámetros asi como ambos enfoques
fraccionarios cuando el orden de la derivada es 0,97.

Al igual que ocurre con la ecuación del gas, para un orden de derivada fraccionaria
inferior a 1, el modelo fraccionario pierde, se aleja del modelo de referencia de tres
parámetros, con relación al modelo entero de 1 parámetro.

Figura 5.10: Comparación de temperaturas a la salida del gas variando el orden de la
derivada cuando γ = 1,014.

En la figura 5.10 podemos observar la comparación de la temperatura del gas adi-
mensional a la salida de los modelos de uno y tres parámetros asi como ambos enfoques
fraccionarios cuando el orden de la derivada es 1,014.
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Figura 5.11: Comparación de temperaturas a la salida del gas variando el orden de la
derivada cuando γ = 1,002.

En la figura 5.11 podemos observar la comparación de la temperatura del gas adi-
mensional a la salida de los modelos de uno y tres parámetros asi como ambos enfoques
fraccionarios cuando el orden de la derivada es 1,002.

Figura 5.12: Comparación de temperaturas a la salida del sólido variando el orden de
la derivada cuando γ = 1,014.

En la figura 5.12 podemos observar la comparación de la temperatura del sólido
adimensional a la salida de los modelos de uno y tres parámetros asi como ambos
enfoques fraccionarios cuando el orden de la derivada es 1,014.
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Figura 5.13: Comparación de temperaturas a la salida del sólido variando el orden de
la derivada cuando γ = 1,002.

En la figura 5.13 podemos observar la comparación de la temperatura del sólido adi-
mensional a la salida de los modelos de uno y tres parámetros asi como ambos enfoques
fraccionarios cuando el orden de la derivada es 1,002.

En este caso, el modelo fraccionario con ambos enfoques, mejora la predicción ya
que se acerca más a la respuesta del modelo de referencia de tres parámetros.

A continuación se muestran los cálculos estad́ısticos para poder realizar una compa-
ración entre ambos modelos y efectivamente comprobar que mediante la representación
alternativa basada en derivadas fraccionarias es posible representar el modelo no li-
neal de tres parámetros, pero con un modelo menos complejo y con menor número de
coeficientes.

Tabla 5.1: Temperatura del gas a la salida enfoque Riemann Liouville.

Mediciones de error γ = 1 γ = 0,998 γ = 0,997 γ = 0,97 γ = 1,014 γ = 1,002
µt 0.014 0.016 0.018 0.050 -0.002 0.011
St 0.018 0.018 0.018 0.028 0.024 0.022
erms 0.023 0.024 0.025 0.057 0.024 0.022
FIT % 93.168 92.982 92.760 83.6417 93.129 93.6647
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Tabla 5.2: Temperatura del sólido a la salida enfoque Riemann Liouville.

Mediciones de error γ = 1 γ = 0,998 γ = 0,997 γ = 0,97 γ = 1,014 γ = 1,002
µt 0.014 0.016 0.018 0.051 -0.003 0.011
St 0.016 0.016 0.016 0.031 0.022 0.020
erms 0.021 0.023 0.024 0.059 0.022 0.020
FIT % 93.793 93.330 93.067 82.968 93.478 94.154

Tabla 5.3: Temperatura del gas a la salida enfoque Liouville-Caputo.

Mediciones de error γ = 1 γ = 0,998 γ = 0,997 γ = 0,97 γ = 1,014 γ = 1,002
µt 0.015 0.017 0.018 0.051 -0.002 0.011
St 0.017 0.017 0.017 0.029 0.024 0.019
erms 0.023 0.025 0.025 0.058 0.024 0.022
FIT % 93.368 92.927 92.681 83.339 93.129 93.664

Tabla 5.4: Temperatura del sólido a la salida enfoque Liouville-Caputo.

Mediciones de error γ = 1 γ = 0,998 γ = 0,997 γ = 0,97 γ = 1,014 γ = 1,002
µt 0.016 0.017 0.019 0.051 -0.011 -0.0004
St 0.016 0.015 0.016 0.032 0.031 0.021
erms 0.022 0.023 0.024 0.061 0.033 0.021
FIT % 93.373 93.243 92.950 82.626 90.571 93.847
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De las pruebas realizadas podemos concluir que es posible tener una representa-
ción alternativa del modelo del regenerador de enerǵıa, descrito mediante un modelo
de orden fraccionario en el sentido de Riemann-Liouville y Liouville-Caputo. La mejor
predicción se logra con un orden de 1,002.

Un hecho importante de los modelos fraccionarios desarrollados, es que con un mode-
lo básico, sencillo y unidimensional, que considera sólo un mecanismo de trasferencia de
calor, se es capaz de representar de manera muy aproximada a un modelo de paráme-
tros distribuidos, que en su formulación toma en cuenta geometŕıas esféricas en dos
dimensiones consideradas con un alto grado de complejidad, aśı como tres mecanismos
de transferencia de calor.

Las ecuaciones fraccionarias que describen la dinámica del sistema de regenerador
de enerǵıa en el sentido de la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville es la siguiente:

Th = StTs − A2Th1 (A1 + St)−1,

RL
0 D1,002

t Ts = Th − Ts. (5.1)

y en el sentido de Liouville-Caputo

Th = StTs − A2Th1 (A1 + St)−1,

C
0D

1,002
t Ts = Th − Ts. (5.2)

Con el fin de seguir mostrando las ventajas del modelo en derivadas fraccionarias
propuesto, se realizan otras pruebas en simulación donde se propone realizar cambios en
los parámetros Peclet, Biot y Stanton correspondientes al modelo no lineal de paráme-
tros distribuidos, esto con el fin de demostrar las ventajas que el CF aporta al modelado
del sistema de regeneradores de enerǵıa, aún en condiciones en las que normalmente, el
modelo de un parámetro tiene un error más importante comparándolo con el modelo
de tres parámetros.
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Prueba 1: Se utilizó un Peclet de 10, 100 y 500, para un Stanton y Biot constantes.

Figura 5.14: Comparación de la temperatura del gas a la salida variando parámetro
Peclet: (a) utilizando Pe=10, Bi=1/30 y St=10.

Figura 5.15: Comparación de la temperatura del gas a la salida variando parámetro
Peclet: (b) utilizando Pe=100, Bi=1/30 y St=10.
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Figura 5.16: Comparación de la temperatura del gas a la salida variando parámetro
Peclet: (c) utilizando Pe=500, Bi=1/30 y St=10.

De la prueba 1, se puede concluir que para un Biot y un Stanton constantes, consi-
derando un Peclet de 10, 100 y 500, se tiene una buena aproximación al modelo no lineal
de parámetros distribuidos, esto se puede afirmar mediante los cálculos estad́ısticos del
porcentaje de FIT, el valor medio del error de simulación µt, la desviación estándar
del error St y la ráız cuadrada del error medio al cuadrado erms como se muestra a
continuación, además el modelo predice bien el efecto de difusión o conducción en el
gas, en un ĺımite para Peclet entre 10 y 1000.

Como se mencionó en la sección 1.4.2, el número de Pe indica un efecto significativo
de la conducción axial para el caso de Pe=10. Por esta razón, para este valor de Pe,
el modelo entero de un parámetro tiene un error considerable, mientras que el modelo
fraccionario logra mejorar la predicción, aun cuando el efecto de la conducción axial es
importante y que este parámetro no está incluido en el modelo.
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Tabla 5.5: Cálculos estad́ısticos de la comparación de la temperatura del gas a la salida
variando parámetro Peclet.

Prueba 2: Se utilizó un Biot de 1/15, 1/5 y 1/2 para un Peclet y Stanton constantes.

Figura 5.17: Comparación de la temperatura del gas a la salida variando parámetro
Biot, para distintos ordenes fraccionarios: (a) Pe=1000, Bi=1/15 y St=10.
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Figura 5.18: Comparación de la temperatura del gas a la salida variando parámetro
Biot, para distintos ordenes fraccionarios: (b) Pe=1000, Bi=1/5 y St=10.

Figura 5.19: Comparación de la temperatura del gas a la salida variando parámetro
Biot, para distintos ordenes fraccionarios: (c) Pe=1000, Bi=1/2 y St=10

De la prueba 2, se puede concluir que para un Peclet y un Stanton constantes,
considerando un Biot de 1/15, 1/5 y 1/2, se tiene una buena aproximación al modelo
clásico, esto se puede afirmar mediante los cálculos estad́ısticos del porcentaje de FIT,
el valor medio del error de simulación µt, la desviación estándar del error St y la ráız
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cuadrada del error medio al cuadrado erms como se muestra a continuación, además el
modelo predice bien con un orden de 0.997 y 0.998 en un ĺımite para Biot entre 1/30 y
1/2, sin embargo, a estos valores de Bi, la suposición de sólidos isotérmicos es válida y
por lo tanto no se logra mejorar la predicción para el caso de sólidos no isotérmicos, ya
que para Bi mayores, el modelo fraccionario no mejora el desempeño de predicción.

Tabla 5.6: Cálculos estad́ısticos de la comparación de la temperatura del gas a la salida
variando parámetro Biot.

Prueba 3: Se utilizó un Stanton de 15, 20 y 30 para un Peclet y Biot constantes.

Figura 5.20: Comparación de la temperatura del gas a la salida variando parámetro
Stanton, para distintos ordenes fraccionarios: (a) Pe=1000, Bi=1/30 y St=15.
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Figura 5.21: Comparación de la temperatura del gas a la salida variando parámetro
Stanton, para distintos ordenes fraccionarios: (b) Pe=1000, Bi=1/30 y St=20.

Figura 5.22: Comparación de la temperatura del gas a la salida variando parámetro
Stanton, para distintos ordenes fraccionarios: (c) Pe=1000, Bi=1/30 y St=30.

De la prueba 3, se puede concluir que para un Peclet y un Biot constantes, consi-
derando un Stanton de 15, 20 y 30, se tiene una buena aproximación al modelo clásico,
esto se puede afirmar mediante los cálculos estad́ısticos del porcentaje de FIT, el valor
medio del error de simulación µt, la desviación estándar del error St y la ráız cuadrada
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del error medio al cuadrado erms como se muestra a continuación, además el modelo
predice bien el efecto de trasnferencia de calor por convección en un ĺımite para Stanton
entre 10 y 30.

Conforme St aumenta, la predicción del modelo de un parámetro se aleja de la pre-
dicción del modelo de referencia de tres parámetros, mientras que el modelo fraccionario
tiene un mejor desempeño.

Tabla 5.7: Cálculos estad́ısticos de la comparación de la temperatura del gas a la salida
variando parámetro Stanton.

En las Tablas (5.5) (5.6) (5.7), se coloca RL y LC en la misma columna porque
representan el valor de los errores cuando γ = 1, y para ambos enfoques da el mismo
resultado.

5.2. Propuesta de los lazos de control

El regenerador es un intercambiador de calor compacto, en el cual se lleva a cabo
una trasferencia de calor gas-sólido y tiene la función de absorber y ceder calor desde
y hacia un lecho empacado con sólidos, a través del paso de un gas.

El proceso de regeneración de enerǵıa es un proceso ćıclico en el cual, el estado
final de un periodo o de un medio ciclo es el estado inicial del siguiente periodo. Su
funcionamiento se representa en la Fig.(5.23), se operan simultáneamente dos periodos,
uno de calentamiento y el otro de enfriamiento del gas, su comportamiento dinámico
puede ser representado con modelos de parámetros distribuidos que sirven para propósi-
tos de diseño, construcción, determinación de condiciones de operación, etc., como los
desarrollados por (Costa et al. (2014), Ramachandran y Duduković (1984)), estos no
son adecuados para diseñar un control, por lo tanto, se planteó un modelo de paráme-
tros concentrados mediante el uso de un modelo simplificado e incluso fraccionario que
capture las dinámicas importantes del proceso.
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Figura 5.23: Ciclo de calentamiento y enfriamiento de un regenerador de enerǵıa.

Como posible modelo matemático de la planta se pudiera considerar un modelo no
lineal de parámetros distribuidos como los mencionados en los trabajos de (Costa et
al., 2014) y (Ramachandran y Duduković, 1984), donde la variable de interés es la tem-
peratura a la salida del gas para un periodo de calentamiento del ciclo de regeneración.

Tabla 5.8: Modelos de parámetros distribuidos para la planta.

Ramachandran Sol-Carolina

Temperatura del gas Temperatura del gas
1
Pe

∂2Th
∂x2
− ∂Th

∂x
− St (Th − Tphs) ρcv

∂Tg
∂t

+ ρucp
∂Tg
∂x

= 4
dh
h(Twr − Tg)

Temperatura del sólido Temperatura del sólido
1
y2

∂
∂y

(
y2

∂Tph
∂y

)
=

∂Tph
∂t

ρrcr
∂Twr

∂ts
= 4

dh

¶v
(1−¶v)h(Tg − Twr)

Como modelo matemático para propósitos de control, se propone el uso de un modelo
de parámetros concentrados e inclusive un modelo fraccionario desarrollado mediante
dos enfoques de derivada fraccionaria, Riemann-Liouville (RL) y Liouville-Caputo (LC),
como se muestra a continuación.

Tabla 5.9: Modelos de parámetros concentrados para propósitos de control.

Modelo de un parámetro Modelo fraccionario RL Modelo fraccionario LC

Temperatura del gas Temperatura del gas Temperatura del gas

Th = StTs − A2Th1 (A1 + St)−1 Th = StTs − A2Th1 (A1 + St)−1 Th = StTs − A2Th1 (A1 + St)−1

Temperatura del sólido Temperatura del sólido Temperatura del sólido
dTs
dt

= Th − Ts RL
0 Dγ

t Ts = Th − Ts C
0D

γ
t Ts = Th − Ts

Partiendo del análisis de la dinámica del regenerador de enerǵıa, se identifican las
posibles entradas y salidas del sistema.
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Variables de entrada

X Temperatura de entrada del gas fŕıo, para un ciclo de calentamiento y para el
ciclo de enfriamiento.

X Flujo de alimentación para el ciclo de calentamiento y de enfriamiento.

X Tiempo de ciclo de calentamiento y del ciclo de enfriamiento.

Variables de salida

X Temperatura de salida del gas, ciclo de calentamiento.

X Temperatura de salida del gas, ciclo de enfriamiento.

Posteriormente se identifican las posibles variables manipuladas y las variables con-
troladas

Tabla 5.10: Posibles variables manipuladas y controladas del proceso.

Variables manipuladas Variables controladas

Flujo de alimentación Thc para ciclo de calentamiento
Tiempo de ciclo (parámetro variable) Thf para ciclo de enfriamiento

De la Tabla 5.10, se menciona que el flujo de alimentación se refiere al flujo de la
temperatura del gas dependiendo que periodo del ciclo que se vaya a realizar, ahora Tgc
es la temperatura del gas caliente y Tgf la temperatura del gas fŕıo.

En la Tabla (3.3) y Tabla (5.11), se describen los parámetros involucrados en las
ecuaciones que representan a los posibles modelos de la planta del proceso.

En Anexos A se presenta el modelo de (Costa et al., 2014) el cual podŕıa ser consi-
derado como uno de los modelos de la planta.
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Tabla 5.11: Parámetros del modelo de (Costa et al., 2014).

Parámetros Descripción
ρ Densidad del gas ((kg/m3))
ρr Densidad del material del regenerador ((kg/m3))
Cp Calor espećıfico del gas a presión constante (J/(kg/m3))
Cv Calor espećıfico del gas a volumen constante (J/(kg/m3))
Tg Temperatura del gas (K)
t Tiempo (s)
u Velocidad del gas (m/s)
x Coordenada longitudinal a lo largo de la longitud del regenerador (m)
dh Diámetro hidráulico de la matriz del regenerador (m)
h Coeficiente convectivo de transferencia de calor (W/(m2K))
Twr Temperatura de la matriz del regenerador (K)
Cr Calor espećıfico del material del regenerador (J/(kg/m3))
¶v Porosidad volumétrica de la matriz del regenerador (Adimensional)

Otros parámetros importantes son el número de Stanton, el número de Biot y el
número de Peclet, aśı como tambien el tiempo de ciclo, los cuales intervienen en el
comportamiento de la temperatura.

En las figuras (1.1) y (1.2) se muestra un esquema del funcionamiento de cada pe-
riodo del ciclo de regeneración de manera separada.

Un ciclo se compone de un periodo de calentamiento y de un periodo de enfriamien-
to del gas. Se consideran dos corrientes provenientes de otros equipos en una planta,
una corriente fŕıa y una corriente caliente. Se requiere calentar la corriente fŕıa y enfriar
la corriente caliente. Se usan dos lechos empacados para almacenar y ceder calor, sin
fuentes adicionales de enerǵıa, R1 y R2.

Figura 5.24: Ciclo de calentamiento del gas.
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El periodo de calentamiento tiene una duración tc y corresponde a un medio ciclo
de operación del sistema:

La válvula V1 permite el paso de un fluido fŕıo, que entra a una temperatura Th, in
constante, hacia el regenerador R1, mientras que la válvula V2 permite la salida del
gas de R1. Inicialmente, el sólido se encuentra caliente a una temperatura Ts, 0. Este
sólido es un acumulador que tiene almacenada una cantidad finita de enerǵıa caloŕıfica.

Conforme pasa el gas a través del lecho sólido, este va adquiriendo calor del sólido,
es decir, va descargando al sólido de su carga térmica. El gas alcanza una temperatura
cercana a la del sólido a lo largo de todo el regenerador R1.

Al inicio del periodo, la enerǵıa térmica del sólido es mayor, por lo que el gas alcanza
una temperatura muy cercana a la temperatura inicial del sólido.

Conforme pasa el tiempo, el sólido va perdiendo su carga térmica y por lo tanto la
temperatura del sólido y la del gas son parecidas, pero esta va disminuyendo. Es decir,
conforme avanza el tiempo, el gas sale a una temperatura más baja .

Después de mucho tiempo, el sólido ha perdido por completo su carga térmica y
alcanza la temperatura fŕıa del gas, es decir, debido a que ya no hay un gradiente de
temperatura entre el gas y el sólido, ya no hay transferencia de calor y el gas sale fŕıo.

Durante el periodo de calentamiento, el gas se calienta. Si este periodo se extiende
hasta el punto de agotar la enerǵıa térmica del sólido, al final del periodo, el gas no se
calienta más. Por lo tanto, la temperatura del gas durante el periodo es el promedio de
la temperatura del gas a lo largo del mismo.

La corriente fŕıa siempre entra al sistema de regeneradores a un flujo de gas fŕıo
(Fhf) y debe calentarse en R1 o en R2, siempre en periodos que inician con
sólidos calientes.

La corriente caliente siempre entra al sistema de regeneradores a un flujo de gas
caliente (Fhc) y debe enfriarse en R2 o en R1, siempre en periodos que inician
con sólidos fŕıos.

Cuando R1 calienta al gas, la corriente va de izquierda a derecha (de acuerdo con
el diagrama); cuando R1 enfŕıa el gas, la corriente va de derecha a izquierda.

Mientras R1 opera en periodo de calentamiento (tiempo de ciclo) de gas, R2 opera
en periodo de enfriamiento del gas. Después de este tiempo (tc), la operación de los
regeneradores se invierte y R1 opera en periodo de enfriamiento de gas, mientras
R2 opera en periodo de calentamiento de gas.
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Cuando se completan estos dos periodos, se completa el ciclo.

Finalmente, tomando en cuenta el análisis del funcionamiento del regenerador de
enerǵıa y una vez identificadas las variables de entrada, salida, variables a manipular y
variables a controlar, se puede concluir que la propuesta del diagrama de los lazos de
control que representa al sistema es el que se muestra en las Fig. 5.25, para el ciclo de
calentamiento y la Fig. 5.26, para el ciclo de enfriamiento, donde el objetivo es controlar
la temperatura de salida mediante la manipulación del flujo de alimentación o el tiempo
de ciclo (Parámetro variable), según sea el caso.

Figura 5.25: Diagrama de lazos del control para el sistema de regeneradores de enerǵıa
para ciclo de calentamiento.

Figura 5.26: Diagrama de lazos del control para el sistema de regeneradores de enerǵıa
para ciclo de enfriamiento.
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Manipulación del flujo de alimentación

La manipulación del flujo de alimentación, se llevara a cabo mediante la modifica-
ción de la cantidad de flujo que pasará a través de una válvula de control. En este caso,
la función del controlador es variar el porcentaje de apertura de la válvula.

Manipulación del tiempo de ciclo

La manipulación del tiempo de ciclo, se lleva a cabo mediante la asignación del
tiempo de apertura de la válvula. La función del controlador es abrir o cerrar la válvula
en determinados lapsos de tiempo, según lo que se requiera.



Caṕıtulo 6
Conclusiones

6.1. Conclusiones

En esta sección se presenta las conclusiones generales del trabajo de tesis, y se men-
cionan algunos trabajos futuros. Las conclusiones aqúı presentadas se realizaron con
base en la problemática abordada.

Se estudió el modelado matemático de un sistema de regeneradores de enerǵıa. Se
presentó un modelo matemático no lineal de parámetros distribuidos, el cual considera
ciertas suposiciones de modelado, como modelo de comparación o referencia ante falta
de datos experimentales.

Mediante un análisis de la dinámica del sistema se toman en cuenta ciertas suposi-
ciones de modelado, lo cual permite llegar a una simplificación del modelo no lineal de
parámetros distribuidos del regenerador de enerǵıa, con el fin de obtener un modelo de
parámetros concentrados útil para aplicar los enfoques fraccionarios.

Se aplicaron dos enfoques de derivada fraccionaria al modelo de parámetros concen-
trados, lo cual nos aporta una representación alternativa basada en derivadas de orden
no entero, esta representación se considera útil para fines de control.

Se obtuvieron resultados satisfactorios de las pruebas realizadas. Se puede concluir
que mediante la utilización de derivadas de orden fraccionario es posible obtener una
representación alternativa del modelo de regenerador de enerǵıa.

Además es importante mencionar que el modelo fraccionario se obtuvo para dos en-
foques diferentes de derivada fraccionaria (Riemann-Liouville y Liouville-Caputo), este
es representado con un menor número de coeficientes y cuenta también con un grado
de libertad adicional que permite que este adopte comportamientos espećıficos.

Se obtuvo un modelo lineal de un parámetro representado en derivadas fraccionarias,
capaz de describir de una forma muy cercana, a un modelo no lineal de tres parámetros,
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bidimensional, y que toma en cuenta geometŕıas esféricas.

También se puede mencionar que se hicieron pruebas variando el número de Stan-
ton, número de Peclet y número de Biot, y se puede concluir que el modelo fraccionario
describe fielmente el comportamiento de estos parámetros, mediante la variación del
orden de la derivada.

Con estos cambios se observó que cada parámetro tiene un rango en el cual la pre-
dicción se logra con error pequeño (comparada con el modelo de tres parámetros).

Por ejemplo del análisis fraccionario realizado se afirma que para valores de Peclet
entre 10 y 1000 se obtuvo una buena predicción del efecto de difusión. Para valores de
Biot entre 1/30 a 1/2, se observó que el efecto de Biot no es muy importante, y que
por lo tanto, los modelos simplificados de orden entero y fraccionario se aproximan bien
al modelo de tres parámetros, únicamente para valores pequeños de Biot, inferiores
a Bi=1/2. Para valores mayores el error de predicción se incrementa. Por último se
evaluó la predicción de los modelos ante diferentes valores de St. En primer lugar, se
observó que al incrementar St, el modelo simplificado de orden entero tiene errores de
predicción más grandes comparando con los resultados del modelo de tres parámetros.
Sin embargo, se demostró que el modelo fraccionario es considerablemente mejor en un
rango de St entre 10 y 30.

En resumen, el modelo de orden fraccionario funciona bien y es mejor que el de or-
den entero en los siguientes rangos: St entre 10 y 30, Pe mayores que 10 y Bi menores
que 1/2. Fuera de estos rangos, el modelo simplificado de orden entero y fraccionario
se alejan del modelo de tres parámetros. Por lo tanto, el modelo de orden fraccionario
mejora la predicción con respecto al de orden entero aproximando mejor la transferen-
cia de calor en la fase gas y la transferencia de enerǵıa caloŕıfica entre la fase gas y el
sólido. No aporta mejoras en cuanto a la transferencia de calor en la fase sólida.

Y por último en función del análisis de la dinámica del proceso de regeneradores de
enerǵıa se propuso un esquema de control.
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6.2. Trabajos futuros

El CF es una herramienta útil que se encuentra en constante investigación.

Se propone como trabajo futuro la utilización de diferentes definiciones de deri-
vada fraccionaria para la representación del sistema de regeneradores de enerǵıa.

Explorar ciertos aspectos relacionados con los métodos numéricos útiles para la
solución de derivadas fraccionarias.

La obtención de datos experimentales del regenerador de enerǵıa para realizar
una validación del modelo fraccionario propuesto pero ahora mediante datos ex-
perimentales.

Aplicar ciertos esquemas de control utilizando el modelo en derivadas fracciona-
rias propuesto.
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Anexo A
Modelo del Regenerador de enerǵıa

A.1. Modelo del Regenerador de enerǵıa (Costa et

al., 2014)

Como segundo modelo matemático para representar al regenerador se ubican las
ecuaciones de transferencia dinámica del regenerador, es decir las ecuaciones de balan-
ce de enerǵıa del gas a través del lecho y balance de enerǵıa en el sólido (rejillas) que
desarrollaron Costa et al. (2014).

Estas ecuaciones describen el comportamiento de la temperatura del gas de trabajo
(Tg) y el comportamiento de la matriz del regenerador (Twr) incluyendo una distribu-
ción de temperaturas espacial en una dimensión y varios parámetros de importancia
significativa.

A continuación en (A.1) y (A.2) se presentan las ecuaciones que representan al re-
generador de enerǵıa:

X Balance de enerǵıa del gas a través del lecho.

ρCv
∂Tg
∂t

+ ρuCp
∂Tg
∂x

=
4

dh
h(Twr − Tg) (A.1)

X Balance de enerǵıa en el sólido (rejillas).

ρrCr
∂Twr
∂t

=
4

dh

¶v
(1− ¶v)

h(Tg − Twr) (A.2)
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Tabla A.1: Parámetros del modelo de (Costa et al., 2014).

Parámetros Descripción
ρ Densidad del gas ((kg/m3))
ρr Densidad del material del regenerador ((kg/m3))
Cp Calor espećıfico del gas a presión constante (J/(kg/m3))
Cv Calor espećıfico del gas a volumen constante (J/(kg/m3))
Tg Temperatura del gas (K)
t Tiempo (s)
u Velocidad del gas (m/s)
x Coordenada longitudinal a lo largo de la longitud del regenerador (m)
dh Diámetro hidráulico de la matriz del regenerador (m)
h Coeficiente convectivo de transferencia de calor (W/(m2K))
Twr Temperatura de la matriz del regenerador (K)
Cr Calor espećıfico del material del regenerador (J/(kg/m3))
¶v Porosidad volumétrica de la matriz del regenerador (Adimensional)

A.1.1. Suposiciones de modelado (Sol-Carolina)

Con base en la literatura se especifican las siguientes suposiciones de modelado:

1. Se señala que el flujo es uniforme a lo largo de la matriz del regenerador..

2. Los parámetros son constantes.

3. Todas las propiedades del fluido (densidad, viscosidad, calor espećıfico, y conducti-
vidad) se asumen uniformes.

4. Todas las propiedades del sólido (densidad, calor espećıfico) se asumen uniformes.

5. Se considera dispersión axial, con distribución de temperaturas en una sola dirección.

6. Se considera solo calor por convección, es decir solo se considera el coeficiente de
calor por convección despreciando aśı el coeficiente de calor por conducción, en el
gas y una conducción rápida en el sólido (la temperatura en el centro se iguala
instantáneamente a la temperatura en la superficie).



Anexo B

Modelo del Regenerador de enerǵıa

B.1. Validación de modelos

FIT

Provienen del inglés FIT-Ajuste, se refiere a la aproximación de una señal estimada
a la señal original y su medida es proporcionada en porcentaje.

FIT = 100

(
1− ‖y − ŷ‖
‖y − promedio‖

)
(B.1)

donde:

y es la salida del sistema.

ŷ es la salida estimada del sistema.

El valor medio del error

µt =
1

N

N∑
t=1

e(t) (B.2)

donde:

µt es el valor medio del error de simulación.

e(t) es el error de estimación e(t) = ŷ(t)− y(t).

N es el número de datos.
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Desviación estándar del error

Permite conocer que tanto se aleja de la media del error.

St =

√√√√ 1

n

n∑
i=1

(e(t)− µ)2 (B.3)

donde:

St es la descviaciónestándar del error.

µ es el valor medio del error de simulación.

e(t) es el error de estimación e(t) = ŷ(t)− y(t).

N es el número de datos.

La ráız cuadrada del error medio al cuadrado

Es la ráız cuadrada del promedio de los elementos al cuadrado, el error debido a la
estimación de la media poblacional a partir de las medias muestrales.

erms =

√√√√ 1

n

n∑
i=1

(e(t))2 (B.4)

donde:

e(t) es el error de estimación e(t) = ŷ(t)− y(t).

N es el número de datos.


