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Resumen

El objetivo principal de esta tesis, es desarrollar un modelo de ecuaciones diferencia-
les fraccionarias con el fin de obtener una representacion alternativa, que permita tener
una representacién matematica generalizada lo cual permitira describir de manera mas
general el regenerador de energia.

Esto se lleva a cabo partiendo de un modelo no lineal de parametros distribuidos
tomando en cuenta tres mecanismos de trasferencia de calor (Numero de Peclet, nimero
Biot y niimero de Stanton), posteriormente mediante algunas suposiciones de modelado
se llega a un modelo de pardmetros concentrados que toma en cuenta solo un pardametro
(Numero de Stanton), A partir de este modelo se construye la representacion basada
en ecuaciones diferenciales de orden arbitrario.

El propdsito de esto es mostrar que el modelo que solo considera un parametro re-
sultante cuando se presenta por medio de ecuaciones diferenciales de orden arbitrario
es capaz de describir la dindmica del modelo complejo no lineal de tres pardmetros.

Finalmente, con base en el analisis de la dinamica, se obtendra un modelo generali-
zado, el cual permitira establecer una propuesta de lazos de control para el regenerador
de energia.






Abstract

The main objective of this thesis is to develop a model of fractional differential equa-
tions in order to obtain an alternative embodiment, that allows to have a generalized
mathematical representation which would describe more generally regenerative energy.

This is done based on a nonlinear model of distributed parameters taking into ac-
count three mechanisms of heat transfer (Number of Peclet number Biot and Stanton
number), then using some assumptions modeling you get to a model of lumped which
takes into account only one parameter (Stanton number) from this model based on
differential equations of arbitrary order representation is constructed.

The purpose of this is to show that the model only considered a resulting parame-
ter when presented by differential equations of arbitrary order is able to describe the

complex dynamics of nonlinear three-parameter model.

Finally, based on the analysis of dynamics, a generalized model, which will establish
a proposed control loops for regenerative energy will be obtained.
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Capitulo 1
Introduccion

1.1. Antecedentes.

Mediante modelos matematicos podemos describir sistemas dinamicos que se en-
cuentran relacionados de manera directa con el mundo real, esto es posible debido al
uso y manejo de ecuaciones diferenciales ordinarias o parciales, gracias a estas se puede
describir con cierto grado de exactitud el comportamiento de una gran cantidad de
fenémenos fisicos hasta cierto punto “idealizados”.

Recientemente se ha aplicado el Calculo Fraccionario (CF) o de orden arbitrario a
sistemas complejos, dando excelentes resultados y ayudando a obtener informaciéon mas
precisa de los fendmenos que nos interesan.

Los primeros indicios sobre la existencia del CF surgen en 1675, cuando Leibniz
introduce la nocién de derivada de orden “n” de una funcién. Fue posteriormente hasta
1695 mediante una carta de L’Hopital dirigida a Leibniz donde se mencionaba la pre-
gunta de qué significado se le podria dar a la media derivada de una funcién, a la que
Leibniz responde: Esta aparente paradoja permitird en el futuro extraer interesantes
consecuencias.

A partir de aqui, son varios los matematicos que han estudiado este tema y han
aportado al desarrollo de lo que hoy se conoce como CF. Entre ellos podemos destacar
a Fuler, Lagrange, Fourier, Abel, Liouville, Riemann, Griinwald, Letnikov, Holmgren,
Cauchy, Hadamard, Hardy, Riesz, Weyl, etc.

Por otra parte, en las ultimas cuatro décadas el concepto de CF ha evolucionado
notablemente, se ha empleado con éxito en el modelado de fenémenos y sistemas fisicos
estudiados en multitud de campos de la ciencia y de la ingenieria.

El CF no habia sido utilizado en ingenieria, debido a su complejidad y a la aparente
descripcidén satisfactoria de los fenémenos con el cdlculo de orden entero (cldsico). Sin
embargo debido a que este cuenta un grado de libertad adicional es capaz de descri-
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bir con mayor precisién algunos comportamientos naturales relacionados con diferentes
areas de la ingenieria.

Algunas de las aplicaciones se encuentran en teorfa de circuitos eléctricos (Gémez-
Aguilar et al., 2014), (Atangana y Nieto, 2015), (Gémez-Aguilar y Alvarado-Méndez,
2015), biofisica (Siow et al., 2006), (Gémez et al., 2013), sistemas mecédnicos (Gémez-
Aguilar et al., 2016), Sistemas Térmicos y de transferencia de calor (Yang et al., 2013),
(Gémez et al., 2015), ecuaciones diferenciales (Garcia et al., 2008), (Nirenberg, 2011),
teoria de control (Romero et al., 2008), (Pathak et al., 2005), electromagnetismo y mo-
delos de viscoelasticidad (Melo y Vega, 2009), (Rossikhin y Shitikova, 2004), entre otros.

1.2. Planteamiento del problema.

Generalmente estamos familiarizados con la idea de las derivadas de orden entero y
usamos la notacién usual

df (z) & f (x)
dz Df(z) dz?

las cuales tienen una interpretacion fisica cominmente conocida. En la descripcién clasi-
ca de muchos fenémenos fisicos lineales y no lineales se consideran ciertas dinamicas
anomalas que presentan comportamientos generalmente disipativos y en su mayoria
bastante complejos, tal es el caso del regenerador de energia, el cual es modelado me-
diante ecuaciones diferenciales parciales las cuales representan geometrias complejas y
fenémenos disipativos en tres dimensiones.

o D*f(x), (1.1)

Una forma de resolver el problema es considerar un modelo basico, sencillo, uni-
dimensional, en lugar de incluir mas fenémenos o dimensiones espaciales, se propone
considerar derivadas de orden fraccionario; ya que los operadores fraccionarios son no
locales e incorporan a la modelizacién los efectos de memoria y dan contribucién de
muchas escalas espaciales de manera natural.

Debido a esto, este tipo de ecuaciones ha asumido un papel importante para mo-
delar la dindmica anémala de varios procesos relacionados con sistemas complejos en
muchas areas de la ciencia y de la ingenieria.

El CF a diferencia del ordinario puede representar sistemas dinamicos de orden su-
perior y fenémenos complejos no lineales utilizando menor niimero de coeficientes ya
que el orden arbitrario de la derivada le da un grado de libertad adicional que permite
ajustarse a un comportamiento especifico.

De estos comportamientos se puede obtener informaciéon de gran importancia que
a simple vista se crefa no existian y que pueden ayudar a analizar de una manera mas
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real el comportamiento del sistema.

El planteamiento principal de esta tesis es el obtener una representacién alternativa
de las ecuaciones dindamicas del regenerador de energia, mediante un enfoque basado en
CF que permita obtener una descripcién matematica que sea 1til para propositos de
control.

La dinamica obtenida por el modelo de orden entero y el fraccionario permitira es-
tablecer las diferencias que implica el utilizar el CF para este sistema en especial.

Finalmente esta representacion alternativa permitira establecer una nueva propues-
ta de lazos de control para el regenerador de energia.

1.3. Justificacion

Con el desarrollo de esta tesis se pretende realizar el analisis dinamico de un sistema
de regenerador de energia, con el fin de establecer lazos de control. Se planea utilizar el
CF como herramienta de modelacion y con ello obtener una representaciéon alternativa
de las ecuaciones de transferencia dindmica de un regenerador de energia y asi reali-
zar una comparacion del comportamiento modelando las ecuaciones con operadores de
orden entero y no entero, la comparacién permitira obtener resultados que pueden ser
objeto de mejora en el desarrollo del regenerador de un motor Stirling.

Una vez declarado el inicio del proyecto, se vera que la aplicacién de las ecuacio-
nes diferenciales de orden fraccionario puede describir el sistema de regeneradores de
energia, con una interpretacion pragmatica, directa, sencilla y efectiva.

1.4. Estado del arte

De acuerdo con Omana (2007), Salazar y Chen (2014), uno de los dispositivos que
hacen posible convertir el calor en energia mecanica aprovechable es el motor Stirling,
el regenerador de energia es el elemento del motor Stirling que permite alcanzar ma-
yores rendimientos, Formosa y Despesse (2010) afirman que el regenerador es un lecho
empacado de un material sélido poroso, con aislamiento térmico externo, y que tiene la
funcién de absorber y ceder calor a volumen constante del ciclo.

En Ramachandran y Dudukovié¢ (1984) se muestran ecuaciones dindmicas de transfe-
rencia de calor para un regenerador de energia, el modelo describe un proceso periédico,
a contracorriente y presenta la solucién del sistema de ecuaciones diferenciales parciales
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(EDO) utilizando el método de triple colocacién ortogonal. El modelo predice la tem-
peratura de salida en funcion de varios parametros del sistema, tales como los niimeros
de Stanton, Biot y Peclet, asi como la eficiencia del regenerador.

En Finlayson (1974), el método de colocacion ortogonal se utiliza para obtener so-
luciones aproximadas de ecuaciones diferenciales, es un método numérico en el cual, el
sistema de ecuaciones diferenciales se discretiza seleccionando los puntos de colocacion,
como las raices de polinomios ortogonales.

Respecto al CF, en la literatura se afirma que es una disciplina tan vieja como
nueva, nacié un ambiente meramente tedrico e intuitivo y se mantuvo asi hasta fina-
les del siglo XVII, cuando pasando por los formalistas del siglo XIX se produjo una
carrera vertiginosa por establecer y definir una teoria consistente de forma definitiva,
para finalmente ya en la actualidad tomar parte en los avances cientificos logrados por
distintas disciplinas durante el siglo XX (Guia-Calderén et al., 2015).

El CF es también utilizado como instrumento de modelizacién, en el trabajo de
(Vazquez Martinez, 2004) se presenta una panoramica de los fundamentos e implicacio-
nes para generar nuevos escenarios de modelizacién matematica. Las nuevas ecuaciones
y funciones ofrecen un contexto natural para la modelizaciéon de fenémenos asociados
a efectos no locales en el espacio y de memoria en el tiempo.

En la literatura se han introducido una gran cantidad de definiciones de derivadas
fraccionarias, comunmente llamadas, Hadamard, Erdelyi-Kober, Riemann-Liouville, Riesz,
Weyl, Griinwald-Letnikov, Jumarie y Caputo como se mencionan en los trabajos de (Ba-
leanu et al., 2012), (Atangana y Secer, 2013), por otro lado, es importante mencionar
que es un area en continua investigacion, siendo recientemente publicadas dos nuevas
definiciones de derivada fraccionaria (Caputo y Fabrizio, 2015) y (Atangana y Baleanu,
2016).

Para poder realizar un analisis dindmico basado en derivadas de orden no entero
es necesario elegir una definiciéon apropiada de derivada fraccionaria. Por ejemplo, en
Diethelm (2010), el autor establece que la definicién de Riemann-Liouville necesita for-
zosamente condiciones iniciales que son fisicamente inaceptables (condiciones iniciales
de orden fraccionario); por otro lado en (Diethelm et al., 2005), el autor establece que la
representacion de Liouville-Caputo permite condiciones iniciales expresadas en términos
de derivadas de orden entero con el significado fisico que ya es conocido, esta definicién
es usada principalmente en fenémenos fisicos donde la memoria tiene un papel muy
importante.

Otras definiciones formales, asi como algunas funciones elementales como la fun-
cién de Mittag-Leffler (la cual generaliza a la funcién exponencial) y la transformada
de Laplace se mencionan en Watson (2009), Dalir y Bashour (2010), también en estas
referencias se proporciona una introduccion a las ecuaciones diferenciales fraccionarias.
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Otro de los problemas importantes que presentan las definiciones de derivada frac-
cionaria es la interpretacién fisica y geométrica. En el trabajo de Podlubny (2001) se
sugiere una solucién a los problemas de la interpretacion fisica y geométrica de integra-
cién y diferenciacion fraccional, en especifico la integracién y diferenciacion fraccional
de Riemann-Liouville y la diferenciaciéon fraccional de Liouville-Caputo.

El CF es una generalizacion del calculo ordinario por lo tanto abre la posibilidad
de extender los conceptos de derivada e integral a ordenes no enteros, con el cual se
pueden estudiar algunos sistemas clésicos (péndulo, proyectil y resorte), mediante la ge-
neralizacién de la segunda ley de Newton, dandole un nuevo enfoque como se muestra
en Ebaid (2011), Gémez-Aguilar et al. (2012). Otros trabajos que se pueden hallar en
la literatura describen el comportamiento viscoelastico de sistemas poliméricos, propie-
dades mecanicas, térmicas dieléctricas y magnéticas son los de Tarasov (2011), Baleanu
et al. (2010).

Un método comun para encontrar la solucion numérica es discretizando la variable
espacial y resolviendo la ecuacién diferencial que resulta. En Garcia et al. (2008) se
muestra como las ecuaciones diferenciales fraccionarias discretizadas fueron aplicadas
en la descripcion del fenémeno de la difusion de calor. Respecto al andlisis numérico
y la solucién de ecuaciones diferenciales de orden fraccionario, en su trabajo Bertrand
et al. (2013) establece un enlace entre la diferenciacion fraccionaria y la ecuacién de
difusién. Esta representacion permite tomar en cuenta las especies de difusién andémala
en las interfaces electroquimicas, obteniendo un modelado preciso de las baterias, su-
percondensadores y pilas de combustible.

En los anélisis numéricos comunmente se emplea la definicién de Griinwald-Letnikov,
en el trabajo de Rekanos y Yioultsis (2014) se describe la representacién numérica de las
ecuaciones diferenciales fraccionarias. Basandose en la definicion de Griinwald-Letnikov
en Coronel-Escamilla et al. (2015), se informa de la discretizacién de las ecuaciones di-
ferenciales fraccionarias para conseguir simulaciones numeéricas.

Las principales propiedades de estos métodos explicitos e implicitos relativos a la
estabilidad, la convergencia y el comportamiento de error son estudiados. Otras solucio-
nes numéricas son encontradas mediante la aplicacion de métodos de colocacion basados
en polinomios Muntz, en Esmaeili et al. (2011), se presenta una técnica computacional
basada en el método de colocacién y polinomios Muntz para la solucion de ecuaciones
diferenciales fraccionarias. Una representacién apropiada de la solucién a través de los
polinomios de Muntz reduce el tratamiento numérico para la solucién de un sistema de
ecuaciones algebraicas. La principal ventaja del método es su precision y la convergen-
cia exponencial. En consecuencia, se puedé obtener buenos resultados incluso mediante
el uso de un pequeno nimero de puntos de colocacién.

En (Li y Tao, 2009) mencionan que la generalizaciéon del método de Adams para
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cualquier orden de derivada es llamado método de Adams-Bashforth-Moulton, y es uti-
lizado para resolver de manera numeérica una ecuacion diferencial fraccionaria.

Otro trabajo se presenta en Ma et al. (2012), aqui se encuentra la solucién numérica
de un sistema econémico mediante el método de Adams, se utilizan derivadas en el
sentido de Liouville-Caputo. Los resultados del uso de este método muestran que es
efectivo para aproximar soluciones de ecuaciones diferenciales fraccionarias.

Estos métodos numeéricos de solucién son particularmente importantes debido a que
las ecuaciones derivadas de nuestro estudio seran resueltas mediante alguna de estas
técnicas.

1.4.1. Meétodo de colocacién ortogonal

La colocacion ortogonal es una técnica eficiente para resolver ecuaciones integra-
les o diferenciales que describen problemas de transporte (transferencia de momento,
trasferencia de calor y trasferencia de masa) ajustando una solucién prueba en puntos
seleccionados.

De acuerdo con (Villadsen y Stewart, 1967), la teoria bésica puede visualizarse como

sigue: considérese el modelo de un proceso V descrito por una ecuaciéon o un conjunto
de ecuaciones diferenciales lineales o no lineales.

LY =0. (1.2)

Con condiciones frontera o iniciales S lineales o no lineales

LY =0. (1.3)

L, y Lg definen el espacio y condiciones de la ecuacién diferencial o integral a re-
solver, Y es la variable dependiente. Para resolver el modelo del proceso LyY = 0, se
propone una solucion Y, que aproxima a la solucién exacta, denominada funcién de
prueba.

Y, =Y+ Y AP(x). (1.4)
=1

La solucion prueba es de orden de aproximacion n, con parametros A indeterminados
y una combinacion lineal de funciones P conocidas, llamadas polinomios ortogonales
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que tienen raices entre 0 y 1.

Entre los principales polinomios ortogonales estan: Los polinomios de Legendre, po-
linomios de Jacobi, polinomios de Leguerre, entre otros (A/lvarez7 2001), su seleccién
depende de la geometria del sistema, en este caso se utilizaran polinomios de Legendre
para hacer variaciones en el eje axial y polinomios de jacobi para discretizar la distancia
radial en los sélidos (para el modelo definido en funcién del nimero de Biot).

Los parametros A son determinados en n puntos, donde se sabe que la funcién prue-
ba satisface la ecuacion que define el modelo del proceso, las condiciones de frontera y
las condiciones iniciales.

Los puntos seleccionados son las raices de una funcion, la cual es una combinacion
lineal de una familia de funciones ortogonales. Estos puntos, denominados puntos de
colocacién, minimizan el error de aproximacion en la region de interés.

Varios métodos han sido propuestos para aproximar la solucién, los cuales difieren
entre si por los criterios para seleccionar las funciones ortogonales P;, las condiciones
del modelo y los puntos donde se determinan los parametros A.

En una forma general, Stewart(1984) clasifica los tipos de métodos de aproximacién
de la soluciéon de EDO como sigue:

A. Métodos de los residuos

Minimos cuadrados.

Métodos variacionales (método de Galerkin).

Colocacién ortogonal.

Elemento finito.

B. Métodos de diferencias finitas.

Esta estrategia es un poco mas dificil de automatizar, utiliza un espaciamiento
optimo y representa mejor segmentos no lineales. Se localiza entre los métodos de los
residuos ponderados, también conocidos como métodos de distribucién del error. Hay
disponibles tres estrategias: colocacién interior, colocacién frontera y colocacion mez-
clada. En este trabajo sera 1til la estrategia de colocacién interior.

Colocacion interior. Esta estrategia de colocaciéon ortogonal requiere que la solucion
prueba Y, satisfaga idénticamente las condiciones frontera. La soluciéon debe cumplir
con las condiciones LyY, = 0y LgY, = 0. Para resolver el modelo de un proceso
representado por la ecuacién diferencial Ly = 0 es posible proponer una funciéon prueba
de la forma
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Y, =Y(1)+ (1 — 2% nz A;Pi(z?). (1.5)

Se puede comprobar que la funciéon prueba }7” satisface las condiciones en z? = 1.
Como se mencioné antes, P;(x?) es una familia de polinomios ortogonales; A; son los
coeficientes de la combinacién lineal de polinomios ortogonales P;(z?) nos proporcionan
los puntos de colocacion o puntos de cuadratura éptima.

Una caracteristica importante de los polinomios ortogonales es el hecho de que una
combinacién lineal de una familia de polinomios ortogonales ecuacién (1.6)

T = Yo 3 AP() (16)

1=1

Estd en correspondencia con un polinomio de grado n con coeficientes reales de la
forma

P,(x) = Zeixi. (1.7)

Si la funcién prueba es de la forma

Y, = Y(l) + (1 — $2) nz Aipi(x2)>

entonces, una forma alternativa de describir la funcién prueba es la siguiente:

Y, = Z e 2. (1.8)

Como podemos observar, la funcién prueba alternativa es un polinomio de la forma
Pi(z?)

Y, = ey + e1x® + esxt + ... + ez (1.9)

Al evaluar la funcién prueba alternativa ecuacién (1.7) en cada punto de colocacion,
obtenemos:

;oJ=1 , ., n (1.10)
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La cual podemos expresar en forma matricial.

Y, = Qe, (1.11)
donde:
521 e 1 a2 zin
Yo=| | e=] . |7 @=] . N (1.12)
~: : : S :
Yo En+1 Loaiy Th

Un punto importante es que los valores de las ordenadas y los puntos de colocacion
conocidos, podemos resolver para e y obtener los coeficientes de la funcion prueba.
Estas consideracion serd utilizada posteriormente para reducir las formas diferenciales,
de la ecuacién 1.11 obtenemos.

e=Q'Y,, (1.13)

Q es una matriz de dimensién [n+ 1,n+ 1] y sus elementos se definen como: Q;; =
x?Z_Q, derivando de la forma alternativa de la funcién prueba y evaluando en cada punto

de colocacion resulta:

dy, oL d(2¥2)

dx : dx
=1

L j=1,..n. (1.14)

Zj

Zj

La cual podemos expresar en forma matricial de la siguiente forma:

- dy,
donde
}:/1 0 2 e 2npint!
- Y, 0 2x9 e 2nr3" !
Yn = ) C = . 243 . s (116)
N (20 — 1)z; ;
Y, . 0 22, e 2nx2ntt

donde C es una matriz de dimensién [n + 1,n + 1] y sus elementos se definen como

Cji = (21 — 2)x§i_3, sustituyendo e = Q~Y, en la expresién de la primera derivada

1.15, obtenemos la forma reducida de la ecuacién diferencial.
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dy ~

" _ AY, 1.17
daj ) ( )
A=0Q",

donde A es una matriz de coeficientes reales de dimensién [n + 1,n + 1] obtenida a
partir de los valores de los puntos de colocacion. La siguiente expresion es la forma
desarrollada de la ecuacion 1.17.

d}"} ‘ n+1
dlﬂ = ;Aﬁy(xj), j=1,..,n. (1.18)

1.4.2. Numero adimensional

Numero adimensional es un niimero que no tiene unidades fisicas. Los nimeros adi-
mensionales se definen como productos o cocientes de cantidades que si tienen unidades
de tal forma que todas éstas se simplifican. Se obtienen re-arreglando los balances de
materia y/o energia de forma adimensional. Dependiendo de su valor estos nimeros
tienen un significado fisico que caracteriza los sistemas.

Existen diversos niimeros adimensionales. En el reciente trabajo se utilizan el nime-
ro de Peclet, el nimero de Biot y el niimero de Stanton, los cuales se definen a conti-
nuacion:

1.4.2.1. Numero de Peclet

Pe = —$Pope™ (1.19)

donde:

uy Velocidad del gas.

pg Densidad del gas.

Cpy Calor especifico del gas.

Aqz Coeficiente de dispersion térmica.
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El nimero de Peclet (Pe) relaciona la conductividad térmica, es decir, relaciona el
transporte convectivo y el transporte por conduccion, entonces define cual de los dos
mecanismos de transferencia de calor domina sobre el otro.

Cuando la conductividad es muy grande, el nimero de Pe es pequeno. Y la resis-
tencia a la trasferencia de calor por conduccion es grande.

El nimero de Pe térmico es equivalente al producto del nimero de Reynolds (Re)
y del nimero de Prandtl (Pr).

El niimero de Pe es una medida de la influencia de la conduccién térmica axial. Si
Pe = 0, las propiedades térmicas del gas son uniformes a lo largo del lecho empacado,
estas condiciones. Si Pe < 30, el efecto de la conduccién térmica axial es significativo
y no considerarlo en el modelado produce errores significativos en la estimacién de los
perfiles de temperatura, especialmente para valores inferiores a 10. Si Pe > 100 el efecto
de la conduccion axial es pequeno.

1.4.2.2. Numero de Biot

Bi = —, (1.20)

donde:

» h Coeficiente de trasferencia de calor por conveccién.
= R Radio de la particula.

= )\, Conductividad térmica del sélido.

El nimero de Biot (Bi) es utilizado para célculos de trasmisién de calor, este re-
laciona los mecanismos de trasferencia de calor por conduccién dentro de un cuerpo y
por conveccién en la superficie de dicho cuerpo.

El mecanismo de conduccion esta caracterizado con A., es decir la conductividad,
entonces cuando la conduccién es el mecanismo de transferencia de calor que predomi-
na, Biot es pequeno y esto significa que hay una buena trasferencia de calor.

Cuando la conveccién es el mecanismo de transferencia de calor que predomina,
Biot es grande, la temperatura de la superficie cambia rdpidamente y la distribucion
de la temperatura dentro del sélido no es uniforme, por lo tanto, se generan perfiles de
temperatura (a lo largo del radio para un sélido esférico). En este caso, se dice que el
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solido es no isotérmico.

1.4.2.3. Numero de Stanton

ha, L

S il (1.21)
UgpgChg

donde:

h Coeficiente de trasferencia de calor por conveccién.

ap Area superficial de la particula externa por unidad de volumen del lecho.

L Longitud.

uy Velocidad del gas.

pg Densidad del gas.

C,y Calor especifico del gas.

El nimero de Stanton (St) mide la relacién entre el calor trasferido por conveccién
a un fluido y el flujo de calor en el lecho empacado por unidad de una diferencial de
temperatura debido a la velocidad y a la capacidad calorifica del gas que atraviesa el
lecho.

Se usa para caracterizar la trasferencia de calor por conveccién, este mecanismo es
considerado uno de los més importantes en el regenerador.

Conforme el niimero de Stanton crece, la transferencia de calor es mas rapida y el
gas absorbe més rapido el calor contenido en el sélido.
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1.4.3. Descripciéon de un periodo de calentamiento del gas y
un periodo de enfriamiento del gas

Periodo de calentamientodel gas

— — — — — — — Fhe

Fhy

R2

Figura 1.1: Periodo de calentamiento.

Periodo de calentamiento del gas

Fhf Rl !

- -

—

Figura 1.2: Periodo de enfriamiento.

El periodo de calentamiento tiene una duracion tc y corresponde a un medio ciclo
de operacion del sistema:

La valvula V1 permite el paso de un fluido frio, que entra a una temperatura Th, in
constante, hacia el regenerador R1, mientras que la valvula V2 permite la salida del
gas de R1. Inicialmente, el sélido se encuentra caliente a una temperatura 7's, 0. Este
solido es un acumulador que tiene almacenada una cantidad finita de energia calorifica.

Conforme pasa el gas a través del lecho sélido, este va adquiriendo calor del sélido,
es decir, va descargando al sélido de su carga térmica. El gas alcanza una temperatura
cercana a la del sélido a lo largo de todo el regenerador R1, como se muestra en la
figura (1.3). Esto se explica, considerando que hay una superficie de transferencia de
calor muy grande (ya que son intercambiadores de calor compactos, es decir, en un
volumen pequenio contienen una gran superficie de transferencia de calor).
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Perfil de ternperaturas en funcidn de =, a tiempos diferentes
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Figura 1.3: Temperatura del gas y el sélido en funcién de z, a tiempos diferentes, (b)
Temperatura en variables de proceso.

Al inicio del periodo, la energia térmica del solido es mayor, por lo que el gas alcanza

una temperatura muy cercana a la temperatura inicial del s6lido como se muestra en
la figura (1.3).

Conforme pasa el tiempo, el sélido va perdiendo su carga térmica y por lo tanto la
temperatura del sélido y la del gas son parecidas, pero esta va disminuyendo. Es decir,
conforme avanza el tiempo, el gas sale a una temperatura mas baja .

Después de mucho tiempo, el soélido ha perdido por completo su carga térmica y
alcanza la temperatura fria del gas, es decir, debido a que ya no hay un gradiente de
temperatura entre el gas y el sélido, ya no hay transferencia de calor y el gas sale frio.

Durante el periodo de calentamiento, el gas se calienta. Si este periodo se extiende
hasta el punto de agotar la energia térmica del sélido, al final del periodo, el gas no se
calienta mas. Por lo tanto, la temperatura del gas durante el periodo es el promedio de
la temperatura del gas a lo largo del mismo.

Si el periodo tiene una duracién més corta y acaba antes de que se agote la carga
térmica del sélido, la temperatura promedio del gas sera mas elevada que la tempera-
tura promedio del gas con un periodo mas largo.

Por lo tanto, el tiempo de calentamiento y enfriamiento, se define en funcién de
los requerimientos del proceso y este puede ser variable. Una vez terminado el periodo
de calentamiento, el lecho estd totalmente frio o suficientemente frio para invertir la
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operacién y hacer funcionar R1 en un ciclo de enfriamiento de gas.

1.5. Objetivos.

1.5.1. General

v' Proponer un modelo de ecuaciones diferenciales de orden fraccionario con la fina-
lidad de analizar la dindmica del sistema de regenerador de energia empacado con
rejillas metalicas, con el fin de definir los lazos de control que permitan mejorar
el desempeno del sistema.

1.5.2. Especificos

v Analizar la dindmica de las ecuaciones de transferencia dinamica del regenerador.

Construir el modelo descrito por ecuaciones diferenciales de orden no entero para
el regenerador de energia.

v Analizar la dindmica fraccionaria del sistema de regenerador de energia.

v' Mostrar las diferencias del modelado utilizando cdlculo fraccionario contra calculo
ordinario.

v Proponer los lazos de control para el sistema de regenerador de energia.

1.6. Hipodtesis

Mediante una representacién alternativa de las ecuaciones de trasferencia dinamica
del regenerador basada en un enfoque fraccionario es posible obtener una descripcién
matematica mas general del sistema de regenerador de energia.

1.7. Alcances

El desarrollo de esta tesis esta definido a realizar las siguientes actividades

v' Revisién del andlisis dindmico de las ecuaciones de trasferencia dinamicas del
regenerador.
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v" Obtencion de la soluciéon numérica de las ecuaciones de trasferencia dinamicas del
regenerador, mediante la utilizacion de los métodos de Runge Kutta y colocacién
ortogonal, esto iinicamente para un sélo ciclo.

v" Revisién de los principales conceptos de calculo fraccionario.

v' Construccién de un modelo descrito por ecuaciones diferenciales de orden no en-
tero.

v" Obtencion de la solucion numérica del modelo descrito por ecuaciones diferenciales
fraccionarias.

Andlisis de la dindmica fraccionaria.

v" Finalmente en funcién del anélisis de la dindmica establecer un esquema de lazos
de control para el sistema de regeneradores de energia.

1.8. Metodologia

La metodologia empleada para el desarrollo del trabajo de tesis fue la siguiente:

a. Se realizé un estudio del estado del arte sobre las ecuaciones de trasferencia dindmica
del regenerador de energia, asi como el método numérico propuesto para la solucion
de estas ecuaciones, también se realizé una revision bibliografica de articulos relacio-
nados con la aplicacién del cédlculo fraccionario a sistemas dinamicos, asi como las
diferentes definiciones de derivada fraccionaria aplicada a distintos sistemas y por
ultimo una revision de los métodos de solucion para enfoques fraccionarios.

b. Haciendo una revision del estado del arte, se seleccion6 un modelo matematico no
lineal de parametros distribuidos que en su formulacién toma en cuenta tres parame-
tros adimensionales que dan informacién sobre los mecanismos de trasferencia de
calor en el regenerador energia (caso cldsico), ante la falta de datos experimentales,
este modelo es usado para evaluar el modelo fraccionario formulado en este traba-
jo. Ademas, se eligieron dos enfoques de derivada fraccionaria para ser aplicados
a las ecuaciones de trasferencia dinamica del regenerador y por ultimo también se
seleccionaron los métodos a utilizar para la solucién numérica de las ecuaciones del
regenerador y de las representaciones fraccionarias.

c. Unicamente, se obtuvo un modelo de parametros concentrados que en su formulacion
solo toma en cuenta un sélo parametro para definir la trasferencia de calor.

d. A partir del modelo lineal de parametros concentrados se construye la representacion
basada en ecuaciones diferenciales fraccionarias, util para propositos de control.

e. Posteriormente, mediante la utilizacion de los métodos numéricos se llega a la solu-
cion de las ecuaciones del regenerador para el caso clasico y el caso fraccionario.
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f. Se ajusta el orden del modelo fraccionario, de tal forma que se reproduzcan mejor
los perfiles que predice el modelo de tres parametros.

g. Finalmente se propone un modelo fraccionario dinamico, ttil para propdsitos de
control y a partir del analisis de la dindmica se propone un esquema de lazos de
control para el sistema.

1.9. Organizacién del documento

El documento de tesis estd organizado de la siguiente manera:

En el Capitulo 2 se revisan algunas cuestiones basicas relacionadas con los con-
ceptos del CF, como son: antecedentes, algunas de las funciones mas importantes que
intervienen en este topico, principales definiciones de derivada fraccionaria y por ultimo
el método para la solucién numérica de los enfoques fraccionarios.

En el Capitulo 3 se presenta el modelo no lineal de pardmetros distribuidos que to-
ma en cuenta tres parametros para representar los mecanismos de transferencia de calor
en el regenerador (Pe, Bi y St), asi como suposiciones de modelado y procedimiento
para llegar al modelo lineal de un pardametro, finalmente se muestran los resultados en
simulacién para dichos modelos.

En el Capitulo 4 se presenta el modelado y la solucion numérica del modelo frac-
cionario.

En el Capitulo 5 se muestran pruebas y resultados de la comparacion de los enfo-
ques fraccionarios contra el modelo no lineal de tres parametros.

En el Capitulo 6 se dan las conclusiones y se proponen los trabajos futuros.



Capitulo 2
Introduccion al Calculo Fraccionario

Este capitulo tiene como objetivo tratar algunas cuestiones basicas relacionadas con
el CF como son: antecedentes, principales definiciones de derivada fraccionaria, método
para la solucién numérica de los enfoques fraccionarios y por ultimo algunas de las
funciones mas importantes que intervienen en este topico.

2.1. Antecedentes

El Célculo Fraccionario (CF) es la parte del analisis matematico que generaliza las
ideas del calculo clasico y permite considerar la integracién y derivacién de cualquier
orden, no necesariamente entero.

Esto nos proporciona un ejemplo de como se van desarrollando las teorias matemati-
cas, esta teoria puede ser considerada una disciplina tanto antigua como nueva. Antigua
porque es una disciplina matematica de mas de 300 anos de antigiiedad. Aparecié solo
un tiempo después de que fueron publicados los primeros estudios sobre cédlculo dife-
rencial e integral, presentando la notacién d" f(z)/dz".

Los primeros indicios de un operador de este tipo datan de una carta de Bernoulli
a Leibniz preguntandole acerca de la derivada de orden no entero, sin embargo, no se
tiene una idea clara de cudl fue su respuesta.

Casi de manera simultanea en otra carta L’Hopital le preguntaba: ;Qué pasaria si
n fuera 1/27 La respuesta de Leibniz fue profética: no sé lo que resultaria, pero es-
to conduciria a una paradoja de la que algin dia se extraeran consecuencias ttiles; y
puede considerarse una teoria nueva porque no es hasta la década de los setenta del
siglo pasado cuando ha sido objeto intensivo de conferencias especializadas, tratados y
articulos académicos.

Al ser los operadores fraccionarios una generalizacién de los operadores ordinarios
se pierden propiedades fundamentales, como son:

18
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1. No existe una interpretacion geométrica y fisica clara (atin no se tiene un consenso
generalizado entre las diferentes interpretaciones).

2. La ley de indices (D*D? = D%*#) sélo es valida para espacios de funciones muy
especificas.

3. La derivada del producto de dos funciones es muy dificil de obtener.
4. La regla de la cadena no se puede aplicar de manera directa.

Hasta tiempos recientes, el CF tenia reputacién de teoria matematica sin aplica-
ciones, de un caracter un tanto esotérico. Pero en las tultimas cuatro décadas se ha
empleado con éxito en el modelado de fenémenos y sistemas fisicos estudiados en mul-
titud de campos de la ciencia y de la ingenieria.

Entre ellos se pueden destacar la ciencia de materiales, la teoria del caos y los
fractales, la electrénica de dispositivos, la fisica tedrica, la mecédnica, la economia, la
psicologia, entre otras; el CF cuenta con muchas ventajas en comparacién al calculo
clasico o de orden entero pues puede representar sistemas dinamicos de orden superior
y fendmenos complejos no lineales utilizando un menor nimero de coeficientes, esto
debido a que el orden arbitrario de la derivada le da un grado de libertad adicional que
permite ajustarse a un comportamiento especifico; otras caracteristicas importantes son
que considera efectos de memoria y que es no local.

La primera definiciéon formal fue la del matematico Matthieu Paul Laurent quien
en 1984 publicé sus escritos de la teoria de la generalizacién de operadores no enteros
contribuyendo de manera clara en el cdlculo de derivadas de orden arbitrario. Su teoria,
analizada en el plano complejo, fue la primera en ser aceptable para el gusto de los
matematicos modernos.

En la literatura se encuentran muchas otras definiciones de derivada fracionaria,
aqui mencionaremos tres de las mas importantes, que seran 1tiles para esta tesis.

Es importante mencionar que es un area en continua investigacion, siendo reciente-
mente publicadas dos nuevas definiciones de derivada fraccionaria (Caputo y Fabrizio,
2015; Atangana y Baleanu, 2016).

2.2. Funcion Gamma

La principal aportaciéon de la funcién gama es la generalizacién de los factoriales n!
lo que permite que n se trate de un nimero real. Por lo tanto la funcién gamma es una
de las mas basicas e importantes.
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A continuacién se muestra la definicion matematica

['(z) = /Ot e 't* 1 dt. (2.1)

Que converge en la mitad derecha del plano complejo R(z) > 0. Por lo tanto la
funcion Gamma es continua para los niimeros reales positivos.

La propiedad basica de la funcién Gamma es:

T(z+1) = 2(2). (2.2)

Si z es un numero natural, entonces:

T(z+1) = 2. (2.3)

2.3. Funcién de Mittag-Lefler

Es una generalizacion de las funciones exponenciales que tienen importantes aplica-
ciones en el calculo fraccionario.

En el libro de Podlubny (1998) podemos encontrar la definicién de la funcién de
Mittag-Leffler uniparamétrica la cual fue definida por G. M. Mittag-Lefler como

=y (2.4)
prt I'( fyk: +1

donde 7 es un parametro donde v > 0

La funcién de Mittag-Leffler bi-paramétrica fue introducida por Agarwal y Erdelyi
en 1953-1954.

oo

Zf‘vkz—l—ﬂ

k=0

(2.5)

donde, v y [ son parametros, donde v >0y 8 > 0.
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2.4. Definicion de derivadas fraccionarias

Definicién 1. Derivada fraccionaria de Riemann-Liouville (RL).

La derivada fraccionaria de Riemann-Liouville de orden v de f(t) se define como:

S01r) = 4 [ ), (2.

donde:

= n es un nuimero natural que satisfagan —1 <y < n.

= v es el orden de la derivada fraccionaria. Ahora cuando v = 1, se recupera el caso
clasico.

Para la definicién de Riemann-Liouville, la derivada fraccionaria de una constante
es distinta de cero (De Oliveira y Machado, 2014), la representacién de este enfoque es
puramente matemadtico, es por ello que no es facil obtener condiciones iniciales fraccio-
narias, pero esto no indica que no puedan utilizarse condiciones iniciales ordinarias.

Una segunda definicién en tiempo discreto y que cuenta con las mismas caracteristi-
cas que la definicién anterior, fue introducida por Anton Karl Griinwald en 1987, y por
Aleksey Vasilievich Letnikov, esta segunda definicién es conocida como:

Definicién 2. Derivada fraccionaria de Griinwald-Letnikov (GL).

Este operador se basa en la generalizacion de la expresion

CLDIF() = 1hm = (1) (;) F(t —kh), (2.7)
donde:

= 7 es el orden de la derivada fraccionaria.

= h es el cambio de derivacién relativamente pequeno en t.
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= k es el paso de derivacion, y

<Z) son los coeficientes binomiales (Rekanos y Yioultsis, 2014).

Para obtener la solucién numérica se parte de la expresiéon (2.7) la cual sera apli-

cada al sistema que se quiera resolver, donde (—1) 3 son coeficientes binomiales

=0, 1, ...

Los coeficientes binomiales actiian como factores que proporcionan estabilidad y un
buen comportamiento de amortiguacion del error. Para calcular los coeficientes se usa
la siguiente expresion

1
) =1, o= <1 e 7) - (2.8)

A continuacién la solucién numérica para el modelo fraccionario estd dada con la
derivada fraccionaria del lado izquierdo en la forma

o “Dia(t) = f(a(t),1), (2.9)

puede ser expresada en tiempo discreto t, = kh
k
() = fa(te), to)h = a(ti;). (2.10)

Esta es comtnmente usada para simulaciones numéricas, el método de Griinwald-
Letnikov es la generalizacién del método de Euler (Coronel-Escamilla et al., 2015).

Una tercera definicién de derivada fraccionaria es la definicién de derivada frac-
cionaria de Liouville-Caputo (LC) la cual se encuentra dada en la siguiente definicién
(Podlubny, 1998).
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Definicién 3. Dadab >0, f € L1(0,b) y 0 <~ <1,laderivada fraccionaria
de Liouville-Caputo (LC) de la funcién f de orden v estd dada por

SDYf(t) = ! 7)j€ (t—s) " f'(s)ds, t>0, (2.11)

T(1—

donde:

§' D} es una derivada fraccionaria de LC respecto de t.

v es el orden de la derivada fraccionaria.

fO) es la derivada de orden v de f(t), v € n.

n es un numero natural que satisfaga que n — 1 <y < n.

Para la definicién de LC, la derivada fraccionaria de una constante es igual a cero,
es por ello que esta definicion permite la utilizacion de condiciones iniciales ordinarias,
lo cual es 1util para obtener una interpretacion fisica del fenémeno estudiado.

2.4.1. Método de Adams-Bashforth-Moulton

El método de Adams-Bashforth es un método multipasos, que usa la informacién
de todos los puntos previos, v;, ¥i—1, Ym+1 para calcular y;.1. Esta es la principal
diferencia entre los métodos de un solo paso como: Euler, Taylor y Runge-Kutta ya que
estos métodos sélo necesitan el ultimo punto.

Hay dos tipos de métodos de Adams, el método de Adams-Bashforth y el método de
Adams-Moulton. De la combinaciéon de ambos se obtiene el método predictor-corrector
de Adams-Bashforth-Moulton. La generalizacion de este método para cualquier orden
de derivada se llama método de Adams-Bashforth-Moulton, y es utilizado para resolver
de manera numérica una ecuacién diferencial fraccionaria (Li y Tao, 2009).

SD)f(t) =g(t, f1), fHO)=f* k=0, 1, .., n—1, (2.12)

donde:
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» v >0y §D] es el operador de derivada fraccionaria de Liouville-Caputo (2.11).

La ecuacién 2.11 tiene sélo una solucién en el intervalo t € [0,T] y esta solucién
satisface la siguiente integral de Volterra:

E:h“i+~——[:@—uy4ﬂwfwnmu t<T. (2.13)

El método de Adams para resolver la ecuacién (2.13) fue estudiado por (Diethelm
et al., 2004) y la solucién se describe a continuacién como:

P “”ﬁlm L
i+1 = Z ffo N ]z+1g j?f])
j=0 J! F(7 i=0
S U (2.14)
+1
Jir1 = ZO j & W Z jir19(ts, f3) + ivrig(tivn, f0) |
j= j=0
donde:
N i N T N
Ajit1 = ShED) (=g +2 + (=gt =20 -5+ 1)) 1< <4,
T 1 j=i+1,

n , o . ,
bjyi-‘rl:7(<Z+1_j)’y_<l_j),y>7 j:071727”'7Z

Esta solucion es muy ttil para integracion numérica de ecuaciones diferenciales
fraccionarias.



Capitulo 3
Regenerador de energia

En este capitulo se presenta el modelo no lineal de parametros distribuidos que toma
en cuenta tres nimeros adimensionales para definir la trasferencia de calor (Pe, Bi y
St), propuesto por (Ramachandran y Dudukovié¢, 1984).

Se presentan también las suposiciones de modelado, procedimiento de normaliza-
cién de las ecuaciones y cada una de las definiciones adimensionales utilizadas para la
obtencion del modelo.

Con el fin de tener un modelo simple que permita modelar de manera mas general
los mecanismos de trasferencia de calor, y que sea 1til para aplicar el enfoque fraccio-
nario, en esta seccion se detalla el procedimiento para obtener dicho modelo.

Y por ultimo se muestran los resultados en simulacion del modelo de parametros
distribuidos (modelo complejo de tres pardmetros) y el modelo de pardmetros concen-
trados (modelo simple de un pardmetro), graficando los perfiles de temperatura de un
periodo de calentamiento del gas.

El regenerador de energia, es generalmente el componente del motor Stirling que
permite alcanzar mayores rendimientos en su operacién, la funcién de este es la clave
para el desempernio eficiente de los motores Stirling. El regenerador es un intercambia-
dor de calor compacto, en el cual se lleva a cabo una trasferencia de calor gas-solido y
tiene la funcién de absorber y ceder calor desde y hacia un lecho formado con sdélidos,
a través del paso de un gas (Omana, 2007).

25
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Entrada Particulas del sdlido

Figura 3.1: Regenerador de energia de lecho empacado.

En los regeneradores de energia se observan comportamientos no lineales, efectos
derivados de diferentes mecanismos de transferencia de calor, perfiles de temperatura
en diferentes direcciones; etc. Estos sistemas son modelados por ecuaciones diferenciales
de parametros distribuidos, como se muestra a continuacion.

3.1. Modelado de Regeneradores de energia

Para desarrollar el modelo del Regenerador de energia se parte de la ecuacion de
energfa para un sistema abierto no estacionario (Bird et al., 2008).

A) Fase Gas
(1) Velocidad de (2) Velocidad de entrada (2) Velocidad de salida (3) Velocidad neta
acumulacién de de energia cinética de energia cinética de adicién
energia cinética e interna por e interna de calor por
y energia interna conveccién por conveccién conduccién

(4) Velocidad neta de (5) Velocidad neta de

trabajo comunicado adicién de calor al
por el sistema a sistema procedente de
los alrededores los alrededores (sélido)

Se realizan las siguientes suposiciones de modelado para la fase gas.

= Suposiciones de modelado fase gas

Con base en la literatura se especifican las siguientes suposiciones de modelado:

1. Los cambios de energia cinética y potencial se consideran despreciables.
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2. No hay trabajo aportado al sistema o consumido por el sistema.

3. Para el sistema dinamico se consideran sélo variaciones axiales de la temperatura
del gas (T}).

4. Se supone velocidad constante.
5. Se consideran parametros constantes.

6. No se considera la transferencia de calor entre el gas y el medio ambiente.

De la ecuacién (3.1) se obtiene la forma general de la ecuacién que describe la
dindmica de temperatura del gas

(2)

- ~ (4)
0 1 1, - % N
atpg(ug + 2V )= —(VopgV(uy — 7Y ) =V.q=V.q—(V.p V)= (V.[r.V])+ Q,
] (3) (5)

(1

Considerando las suposiciones de modelado uno, dos y cinco se llega a una forma
que se muestra en (3.2):

ou o7, oTy, o7,
pgangcp (V ah—i_‘/ya V azh)"'

B (8% dgy | 0g:

8x+0_y+8z

) — RA(T, - T,) + Q. (3.2)

donde, u es la velocidad del gas, p, es la densidad del gas, V,, V, y V. se refiere a
la velocidad en cada direccion, T} la temperatura del gas, ¢,, ¢, v ¢. la variacién de
calor en cada direccion, h es el coeficiente de conveccion del gas, A el area de seccién
transversal y () calor procedente de los alrededores.

Tabla 3.1: Algunas definiciones.

] Formula \ Descripcién ‘
Vy = LAe Volumen del gas
a, = % Area de la superficie
Vz = uy | Velocidad en la direccion axial
V, = % Volumen del lecho

Posteriormente haciendo uso de las definiciones de la Tabla 3.1 y considerando su-
posiciones 3 y 4 se desarrolla la ecuacién anterior para el flujo de gas a través de un
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lecho empacado de la siguiente manera:

o, oT, O°T, hA

C, 5t = —pC Voot + S+ ST, - T,
P ot p ox 02 V, (T )
Indicando que % = 0, se tiene la siguiente ecuacién que representa a la tempera-
tura del gas:
dTy, A>Ty,
0= —ng’pugE + )\axW — hap(Th — TS),

dTh )\ax dQTh hap

— — T, —Ts) = 0. 3.3
de — p,Cpu, da? ngpug( " ) (3:3)

A continuacién se muestra la siguiente tabla con las definiciones de los grupos adi-
mensionales que seran tutiles para el adimensionamiento de las ecuaciones.

Tabla 3.2: Definicién de grupos adimensionales.

Grupo Notacién | Definicion
p hapL
Ntumero de Stanton St °B
. Ugﬁ;lgR Pg
Numero de Biot Bi "
<
p oL
Ntmero de Peclet Pe e
ax
Tiempo adimensional modelo de tres parametros t B tc"’\eRz
sUps
Tiempo adimensional modelo de tres parametros 2 3Bit,

t1 y to son dos definiciones alternativas, que se pueden utilizar para representar el tiempo
adimensional del modelo de tres parametros y ¢, es el tiempo real transcurrido desde
el inicio del ciclo.

Definiciones de temperatura utilizadas para el adimensionamiento de las ecuaciones
del regenerador

Th in Ts 0
Thin = == =, 3.4
" Th,in Ts,O ( )
Ts in Ts
T ’ 0 (3.5)
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Adimensionanado la posicién axial

10T, D 0T, ha, (T, — T)
Ldr  p,Cougl? 822 p,Cyu, " 1
8Th . /\(w 82Th hapL
or  p,Cpu,L 922 p,Chu,

(Th — T1). (3.6)

Finalmente se llega a la ecuacién adimensional de gas

1 O°T, 9T,
oo~ g~ St(Ti—T)=0. (3.7)

A) Fase sdlida

Se parte de la ecuacién de energia para un solido no isotérmico.

(1) Velocidad de (2) Velocidad neta
acumulacién . de adicién
de energia - de calor por ’
interna conduccién

(3.8)
Se realizan las siguientes suposiciones de modelado para la fase sélida.
= Suposiciones de modelado fase sélida

1. Las propiedades fisicas del solido son homogéneas a lo largo del lecho.

2. Se considera la trasferencia de calor por conducciéon dentro del sélido con geometria
esférica (lecho empacado con sélidos esféricos), con variaciones a lo largo del radio.

3. Se considera la variacién de la temperatura del sélido con respecto al tiempo (dindmi-
ca).

Ecuacién en la forma general

9
o) = =V £Q. (3.9)

donde t corresponde al tiempo, ps a la densidad del sélido, us velocidad del sélido, V'
volumen, ¢ es la trasferencia de calor por conveccion y () coeficiente de calor.
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En coordenadas esféricas y tomando en cuenta que C,, = C), en sélidos

aT. 10 oT. 1 0 oT. 1 07T,
oy | =2 (2% g g LoVl — 5 (3
PsCis ot~ ° {7“2 or (T or T r2send 89) (sen a6 )] T 2sen6 962 (3.10)

C donde p; es la densidad del sélido, r es el radio de la particula, 6 es el angulo y
Ae la conductividad térmica del sélido.

Considerando la conduccién tinicamente en direccién axial, tenemos que:

0L, _ X0 <r2@> : (3.11)

Haciendo adimensional la posicion a lo largo del radio tenemos que: y = %

psC

dT, M. d [ r* _ dT,
T = g ( R’ ) ) (3.12)
YR

R*" dLR

2 T. 1 T
R Pscpsa S — ( 28 s) ) (313)

Ae Ot y? 4 dy

Tomando en cuenta los datos de la Tabla. 3.2 se llega a la siguiente ecuacion

or, 10 oT,
:—2—(y2 ) (3.14)

De lo anterior se obtiene el modelo no lineal de parametros distribuidos, también
nombrado modelo no lineal de tres parametros, como se plantea en la siguiente seccion.

3.2. Modelo no lineal de parametros distribuidos

Como modelo matemaético de referencia para el regenerador de energia, se consideran
las ecuaciones del regenerador que desarrollaron Ramachandran y Dudukovi¢ (1984) y
se muestran a continuacion.
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1 0°T, OT,

oo St (Ty, — Thns) = 0, (3.15)
1 8 Zanh anh
4290 _ _ 1
y2 0y <y dy > ot (3.16)

Se mencionan las condiciones iniciales y de frontera utilizadas para dicho modelo
matematico.

s Condiciones iniciales:

t= 0, Tph — Tpho(y, l’) (317)

s Condiciones de frontera:

=0, Pie% =T, — Thin, (3.18)
r=1, % —0, (3.19)
y =0, agy”" =0, (3.20)
y=1 éa;;[;h =Th — Tphs- (3.21)

Estas ecuaciones describen la temperatura del gas de trabajo T} y la temperatura
del lecho sélido del regenerador T}, incluyendo una distribucion de temperaturas espa-
cial en dos dimensiones espaciales y en el tiempo; por lo tanto, la solucién del sistema
acoplado de ecuaciones diferenciales parciales del gas y del sélido, proporciona los per-
files de temperatura del sélido y del gas: Th(x,t) y Ts(x,r,t).

En la Tabla 3.3, se muestra la nomenclatura involucrada en las ecuaciones de tras-
ferencia dinamica del regenerador.
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Tabla 3.3: Pardametros del modelo de Ramachandran

’ Notacién \ Descripcién

Pe Numero de Peclet
Ty Temperatura del gas

x Distancia axial adimensional

St Numero de Stanton
Ty Temperatura de la particula

Tons = Tpn (x,y = 1,t) | Temperatura de la particula en la superficie externa

Y Distancia radial adimensional en la particula

t Tiempo adimensional

La solucién del modelo no lineal de parametros distribuidos se explica en la siguiente
seccion.

3.2.1. Solucién de modelo no lineal de parametros distribuidos

Para llegar a la soluciéon del modelo no lineal de tres pardametros se utilizé el software
Aspen Custom Modeler y se considerd la condicion inicial presentada en la ecuacion
(3.17) y las condiciones de frontera presentadas en las ecuaciones (3.18), (3.19), (3.20)
y (3.21). Cabe mencionar que la simulacién se realizé para un periodo de calentamiento
de gas.

Se grafica la temperatura normalizada de cero a uno y la temperatura en unidades
de Kelvin (K), se utilizaron valores de temperatura del gas en la entrada de treinta y
dos grados Kelvin y de doscientos cincuenta grados kelvin para la temperatura inicial
del sélido, todo esto para un periodo de calentamiento del gas del ciclo de regeneracion.

El modelo se resolvié para valores de Pe=1000, Bi=1/30 y St=10, a continuacién
se muestran graficamente los resultados de la solucion del modelo no lineal de tres
parametros para la temperatura del gas y la temperatura del sélido.



3.2 Modelo no lineal de pardmetros distribuidos 33

Perfil de temperaturas del modelo clésico de tres parametros

Peril de ternperaturas del modelo clasico de tres parametros

=

Th (adimensional)

0.6

04 06

Longitud {adimensional) Tiernpa (s) EEE Longitud {rm)

Figura 3.2: Perfil de temperaturas del gas, durante un periodo de calentamiento del gas

correspondiente al modelo cldsico de tres pardmetros. (a) Temperatura adimensional,
(b) Temperatura en variables de proceso.

Pedil de terperaturas del modelo clasico de tres pardmetros Perfil de temperaturas del modelo cldsico de tres parametros

7,

o A

H _ L -
o \\\\\\
- L e °f 06
Tiempa (adimensional) o Longitud (adimensional) Tiempo () a1 Longitud {m)
(a) (b)

Figura 3.3: Perfil de temperaturas del sélido, durante un periodo de calentamiento del
gas correspondiente al modelo clésico de tres pardmetros. (a) Temperatura adimensio-
nal, (b) Temperatura en variables de proceso.
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Temperatura a la salida modelo clasico de tres parametros Temperatura a |a salida modelo clésico de tres parametros

1 T T T T T T T T T 250
Temperatura del gas
Termperatura del sélido

200

L
Temperatura (K]
@
=

=1
=

Temperatura (adimensional)

S0

Temperatura del gas
Temperatura del sdlido

02 . . . . . . .
1] 2 4 B g 10 12 14 16 18 20 0 2 4 [ g 10 12 14 16 18 20
Tiempo (adirmensional) Tiempo (8]

(a) (b)

Figura 3.4: Temperatura a la salida tanto para el gas como para el sélido correspondiente
al modelo clésico de tres pardmetros. (a) Temperatura adimensional, (b) Temperatura
en variables de proceso.

En estas graficas se muestran los resultados de la solucién numérica de las ecuacio-
nes dindmicas de trasferencia de calor del regenerador para la fase gas y la fase sélida,
mostradas en valores adimensionales y en variables de proceso. En cada una de ellas
se aprecia el perfil de temperatura correspondiente a un ciclo de calentamiento del gas
con respecto al tiempo y el espacio.

Con la idea de tener un modelo simple que permita modelar algunos de los mecanis-
mos de trasferencia de calor ya antes mencionados, se propone la siguiente simplificacion
del modelo no lineal de parametros distribuidos que se describe en la siguiente seccion.
Este modelo se desarrolla con el fin de obtener una representacién tutil para fines de
control.

3.2.2. Simplificacién del Modelo no lineal de parametros dis-
tribuidos

Se hacen las siguientes suposiciones:

Se asume que en la fase gas, la conduccion es mucho menor que en la fase sélida,
por lo tanto el valor de Peclet es grande, mientras que el inverso del ntimero de Peclet,
que indica resistencia térmica, es pequeno: Pi — 0.

e

Entonces, el término de segundo orden de (3.15) tiene un efecto menor que los otros,
por lo que puede despreciarse, lo que nos lleva a la siguiente ecuacién simplificada para
predecir el perfil de temperatura del gas.
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diy,

—— =8t (T, - T). (3.22)

Esta ecuacién es vélida para valores grandes de Peclet. Para valores pequenos de
Pe, la prediccién del modelo (3.22) difiere méas de la prediccion del modelo (3.15). Pos-
teriormente, para establecer el balance de energia de la fase sélida, se consideran sélidos
isotérmicos; es decir, se considera que la conduccién radial en las particulas esféricas
es suficientemente rapida para que el centro del sélido alcance la temperatura de la
superficie instantdaneamente; esto es cierto cuando Bi es pequeno. Ademas, se asume
que las propiedades son constantes.

o AT _ BAAT
Ps ps dt - ‘/s )
hA ha
AT = —2(T, —T,).
(1—¢e)V, 1= L= Ta)

Partiendo del balance de energia mencionado en la ecuacién (3.8), entonces se realiza
un acomodo de los términos involucrados y se obtiene la siguiente ecuacién

psChs(1 —€) dT
— = (T, = Ta),
ha,  dt (T = Ta)

donde, %‘(1_5) = 3Bity = t,s, €l cual se refiere al tiempo adimensional del modelo
D

simplificado. Entonces tenemos que la ecuacion del sélido es la siguiente

dT

— T, —T.. 2
dt h (3.23)

Es importante mencionar que este modelo es vélido si, y sélo si, el niimero de Peclet
es grande y el nimero de Biot pequeno.

3.3. Modelo lineal de parametros concentrados

Como modelo matematico de un regenerador de energia se consideran las ecuaciones
del regenerador descritas a continuacién
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dTy,
— = =5t (T}, — T. .24
dx S ( h 5)7 (3 )

dT,

dt

=T, T, (3.25)

Estas ecuaciones describen los perfiles de la temperatura del gas de trabajo T}, v la
temperatura del solido T, con respecto al tiempo y con respecto a la direccion axial

del lecho.

En la Tabla 3.4 se muestran la nomenclatura involucrada en las ecuaciones del re-
generador.

Tabla 3.4: Parametros del modelo simplificado.

Notacion Descripcién
Ty Temperatura del gas que pasa por el lecho fijo
T Temperatura del solido
St Nimero de Stanton
t Tiempo
x Posicién axial adimensional en el regenerador

3.3.1. Solucién del modelo lineal de parametros concentrados

Para obtener la soluciéon del modelo matematico de un parametro, primeramente
se observa que en el modelo intervienen derivadas ordinarias dependientes tanto del
tiempo como del espacio.

La ecuacién del gas se discretiza mediante el método de colocacién ortogonal. Des-
pués de la discretizacion, el sistema de ecuaciones acopladas describe la dindmica de
la temperatura del sélido en cada uno de los puntos que resultan de la discretizacion
del sistema. El sistema se transforma de un conjunto de dos ecuaciones diferenciales
parciales, a un sistema de N ecuaciones diferenciales ordinarias, en sonde N es el ntime-
ro de puntos de discretizaciéon (que corresponde al nimero de raices del polinomio de
Legendre).

3.3.1.1. Aplicaciéon del método de colocacién ortogonal

Como ya se mencion6 en el capitulo uno, el método de colocacién ortogonal es
una técnica eficiente para resolver ecuaciones integrales o diferenciales que describen
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problemas de trasporte (trasferencia de momento, trasferencia de calor y trasferencia
de masa) ajustando una solucién prueba en puntos que corresponden a las raices de
algiin polinomio ortogonal, seleccionado de acuerdo con la geometria del sistema.

Para resolver el modelo matematico de un parametro, se utilizaron polinomios or-
togonales de Legendre.

Se inicializa proponiendo una soluciéon en forma de sumatorias dependiendo del or-
den de la derivada, en este caso se muestra la sumatoria para ordenes de uno y dos,
donde A es una matriz que aproxima derivadas de primer orden y B aproxima las de-
rivadas de segundo orden ambas en funciéon de los puntos de colocacién en z.

N d2T N
. h .
ﬂ:Z&mmE;:;&ﬂ“mewN (3.26)

=1

Estas sumatorias en términos de los coeficientes de primera y segunda derivada son
los que van a proporcionar la solucién.

Una vez discretizada, T, se sustituye v se obtiene el siguiente modelo discretizado
(3.27) ahora se tiene un sistema de N ecuaciones diferenciales ordinarias con respecto
al tiempo que dependera de la solucion en cada uno de los puntos de colocacion, donde
i=1,2,..,N.yT, =1

Parat=1
N
ZAijThj = —St(Ty; — Ty),
j=1
T, =Ty~ T, (3.27)
Para i =2
N
Z ATy + A Thy = — StTy; + St
=2

T, =T, —T,. (3.28)
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Parai= N

N
Z AijThj + StThZ = Sthz - AilThla

j=2
T, =T, —T,. (3.29)
reacomodamos términos tomando en cuenta que

Ay =A(2:N,2:N), Ay=A(2:N,1), (3.30)

entonces

AlTh —+ StTh = Sth - A2Th17

Ts =Ty, — Tsa
(Al + St)Th - Sth - A2Th1, (331)
T, =T — Ts, (3.32)

Por dltimo despejamos a T, de (3.31) y se tiene una ecuaciéon matricial (3.33) que
involucra todos los puntos y que representa a la ecuacion del gas.

Ty = StTs — ATy (Ay + St) 7, (3.33)
T, =Ty — Ts, (3.34)

La cual se sustituye en (3.34), lo que resultard un sistema de ecuaciones diferenciales
que involucrara vectores con todos los puntos de colocacién.

T, = StTs — AyThy (Ay +St)" — T, (3.35)

Una vez obtenida la representacion matricial del modelo del regenerador, se prosigue
a realizar la simulacion para obtener la solucién numérica del modelo de un pardmetro.
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Para determinar las condiciones iniciales y de frontera del modelo de un parametro,
se utilizan las definiciones de temperatura adiemensional de las ecuaciones (3.4) y (3.5).

Considerando un periodo de calentamiento del gas y que los valores de entrada,
y condiciones iniciales para el periodo de calentamiento del regenerador tanto del gas
como de sélido son las siguientes:

Thin = 0 (Temperatura de entrada del gas).

Tho = 0 (Temperatura de inicial del gas, condicién de frontera).

Tsin = 1 (Temperatura de entrada del sélido).

Tso = 1 (Temperatura de inicial del sélido, condicién inicial).

Se sustituyen respectivamente estos valores y tenemos que la condicién inicial para
la ecuacion del sélido es la siguiente:

para t =0,

Toin— T, 1—-1
TsO , 0 — -

= = =0 3.36
’ Th,in - TS,O 0-1 7 ( )

y la condicién de frontera para la ecuacion del gas es la siguiente:

para x = 0,

Thin_Ts,O_O_l_
7 _Th,in_Ts,O_O_l_

1. (3.37)

En la Tabla (3.5) se presentan las condiciones iniciales y de frontera utilizadas para
la simulacion del periodo de calentamiento del gas.

Tabla 3.5: Condiciones iniciales y de frontera para el modelo de un parametro

Condiciones iniciales | Condiciones de frontera
T(z,t =0)=0 Th(x =0,t) =1

Utilizando un St = 10, a continuaciéon se muestran graficamente los resultados de
la solucién del modelo de un parametro para la temperatura del gas y la temperatura
del sélido a diferentes tiempos a lo largo de toda la direcciéon axial.
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i Petil de ternperaturas del modelo clasico de un parametro
Perfil de temperaturas del modelo cldsico de un pardmetro e

Th {adimensional)

Tiernpo (5) Longitud {m)

Figura 3.5: Perfil de temperaturas del gas, durante un periodo de calentamiento del gas

modelo cldsico de un pardmetro. (a) Temperatura adimensional, (b) Temperatura en
variables de proceso.
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Figura 3.6: Perfil de temperaturas del sélido, durante un periodo de calentamiento del

gas correspondiente al modelo cldsico de un parametro. (a) Temperatura adimensional,
(b) Temperatura en variables de proceso.



3.3 Modelo lineal de pardmetros concentrados

41
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Figura 3.7: Temperatura a la salida tanto para el gas como para el sélido correspondiente
al modelo cldsico de tres pardmetros. (a) Temperatura adimensional, (b) Temperatura

en variables de proceso.



Capitulo 4
Construccion del modelo
fraccionario

Para la construccion del modelo fraccionario se hace uso de dos enfoques de derivada
fraccionaria, Riemann-Liouville y Liouville-Caputo, los cuales son resueltos por dos
diferentes métodos de solucién numerica, la discretizacién de Griinwald-Letnikov y el
método de Adams-Bashforth-Moulton, respectivamente.

4.1. Enfoque Riemann-Liouville (RL)

A continuacién, se introduce el operador fraccional, derivada de Riemann-Liouville
al modelo simplificado, donde ~ es el orden de la derivada fraccionaria.

dT},
Eh — _SKT, — T,
dx (Th )
DT, =Ty, —T.. (4.1)

La discretizacion de RL estd dada por la aproximacion de Griinwald-Letnikov

t—a

§ D] £(1) = lim - > (-1 (3) F(t— jha). (4.9)

n—0

Esta es comtinmente usada para simulaciones numéricas, el método de Griinwald-
Letnikov es la generalizaciéon del método de Euler (Coronel-Escamilla et al., 2015).

Para obtener la solucién numérica podemos tomar la expresién (4.2) y aplicar al

sistema (3.35), donde (—1)’ (fy) son coeficientes binomiales C;V(j = 0, 1, ..).
J

42
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Los coeficientes binomiales actiian como factores que proporcionan estabilidad y un
buen comportamiento de amortiguacion del error. Para calcular los coeficientes se usa
la siguiente expresion

1
=1, = (1 B TV) N (4.3)

A continuacion, la solucién numérica para el modelo fraccionario esta dada con la
derivada fraccionaria del lado izquierdo en la forma

o Dix(t) = f(x(t),1), (4.4)

puede ser expresada en tiempo discreto t, = kh

k
w(ty) = fzte), ta)h? =DV (tiy). (4.5)

J=0

Tomando la expresion (4.3) y (4.5) podemos escribir la representacion matricial del
modelo del regenerador de energia utilizando el enfoque de Griinwald-Letnikov

T (tn) = [T — Tua (i) 17 =D T (1),

4.1.1. Solucién nimerica del enfoque de Riemann-Liouville

Una vez obtenida la representacién matricial del modelo fraccionario del regenera-
dor, se prosigue a realizar la simulacion para obtener la solucién numérica.

Cabe mencionar que para llevar a cabo la solucion numérica del modelo fraccionario
para la parte temporal se utiliza la discretizacion de Riemann-Liouville, la cual su
aproximacion esta dada por la derivada de Grunwald-Letnikov, y para la parte espacial
se sigue utilizando el método de colocacién ortogonal.
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A continuacién se presentan en la Tabla (4.1) las condiciones iniciales y de fronte-

ra utilizadas para la simulacion del periodo de calentamiento del gas, para un St=10,
Bi=1/30 y un Pe=1000.

Tabla 4.1: Condiciones iniciales y de frontera para simulacién.

Condiciones iniciales | Condiciones de frontera

Ty(z,t=0)=0 Th(z =0,t) =1

A continuacion se presentan graficamente los resultados de la solucion del modelo

enfoque Riemann-Liouville para la temperatura del gas y el sélido a diferentes tiempos
a lo largo de toda la direccién axial.

Perfil de temperaturas del modelo fraccionario enfoque Riemann Liowville
Perfil de temperaturas del modelo fraccionario enfoque Riemann Liowville

2 o2
m o

2
.

Th (adimensional)
=
P

It
=]

0.6

Longitud (rm)

Figura 4.1: Perfil de temperaturas del gas, durante un periodo de calentamiento del gas

correspondiente al modelo fraccionario enfoque Riemann-Liouville. (a) Temperatura
adimensional, (b) Temperatura en variables de proceso.
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Perfil de temperaturas del modelo fraccionario enfoque Riemann Liowville

Perfil de temperaturas del modelo fraccionario enfoque Riemann Liouville
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Figura 4.2: Perfil de temperaturas del sélido, durante un periodo de calentamiento del
gas correspondiente al modelo clsico de un parametro. (a) Temperatura adimensional,

(b) Temperatura en variables de proceso.
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Figura 4.3: Perfil de temperaturas del sélido, durante un periodo de calentamiento del
gas correspondiente al modelo fraccionario enfoque Riemann-liouville. (a) Temperatura
adimensional, (b) Temperatura en variables de proceso.

En la dltima figura se muestra la comparacion del modelo de un parametro con el
modelo fraccionario enfoque Rieman-Liouville. El objetivo de esta simulacién es com-

probar que cuando v = 1 se regresa al caso clésico.
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4.2. Enfoque Liouville-Caputo

A continuacion, se introduce el operador fraccional, derivada de Liouville-Caputo al
modelo de un parametro, donde ~ es el orden de la derivada fraccionaria.

diy,

e —St(Ty, — Ty),

SDIT, =T, —T,. (4.7)

La soluciéon numérica del operador de Liouville-Caputo se obtiene mediante la apli-
cacion del método de Adams-Bashforth-Moulton, que es la generalizacion del método
de Adams para cualquier orden de derivada y es utilizado para resolver de manera
numérica una ecuacién diferencial fraccionaria (Li y Tao, 2009).

(?DZf(t):g(tvf(t»’ fk(o): fa k=0,1,..,n—1, (48)

donde: § D] es el operador de derivada fraccionaria de Liouville-Caputo.

El método de Adams para resolver la ecuacién (4.8) se describe a continuacién como:

n—1 tz ]_ 2
ij—j&-l = Z +1f0]) ]z+19 t];f])
7=0 j F(fy j=0 (4 9)
n—1 tz 1 7 )
fir1 = Z +1fo]) Py Z ]H—lg ]7fj> +az+lz+lg( l+17fk+1) )
§=0 J! ['(v) j=0
donde:
(T = =) j=0
X (B B e e (BRI DI PEp PR
v+ ] j=i+1,

n , o , ,
bjyi-‘rl:7((24_1_])7_(2_])7)7 j:071727”'7Z

Ahora considerando que se emplea la derivada tomando el modelo representado en
la ecuacién (3.35), podemos escribir finalmente la representacién matricial del modelo
usando el método de Adams-Basforth-Moulton.
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n—l k t
Ty = ;Tsl(o)’“% + ﬁ /0 (t — )" fi(t, T (u))du,
T, = ];TS(O)“% + ﬁ /0 (t —u)" " fi(t, To(u))du. (4.10)

4.2.1. Soluciéon niimerica del enfoque de Liouville-Caputo

Una vez obtenida la representacién matricial del modelo fraccionario del regenera-
dor, se prosigue a realizar la simulacién para obtener la solucién numérica requerida.

Se menciona que en el modelo estan presentes dos derivadas ordinarias, una depen-
de del tiempo y la otra del espacio, ahora para llevar a cabo la soluciéon numérica del
modelo fraccionario para la parte temporal se utiliza el método predictivo correctivo de
Adams Bashforth Moulton anteriormente mencionado.

Finalmente para encontrar la solucion de la parte espacial del modelo fraccionario
se sigue utilizando el método de colocacién ortogonal.

A continuacién se presentan en la tabla (4.2) las condiciones iniciales y de fronte-

ra utilizadas para la simulacién del periodo de calentamiento del gas, para un St=10,
Bi=1/30 y un Pe=1000.

Tabla 4.2: Condiciones iniciales y de frontera para simulacion

Condiciones iniciales | Condiciones de frontera
To(x,t =0)=0 Th(x =0,t) =1
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Perfil de termperaturas del modelo fraccionario enfogque LC

Ferfil de temperaturas del modelo fraccionario enfogque LG
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Figura 4.4: Perfil de temperaturas del gas, durante un periodo de calentamiento del
gas correspondiente al modelo fraccionario enfoque Liouville-Caputo. (a) Temperatura
adimensional, (b) Temperatura en variables de proceso.
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Figura 4.5: Perfil de temperaturas del sélido, durante un periodo de calentamiento del
gas correspondiente al modelo fraccionario enfoque Liouville-Caputo. (a) Temperatura
adimensional, (b) Temperatura en variables de proceso.
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Figura 4.6: Perfil de temperaturas del sélido, durante un periodo de calentamiento del
gas correspondiente al modelo fraccionario enfoque Liouville-Caputo. (a) Temperatura
adimensional, (b) Temperatura en variables de proceso.



Capitulo 5
Pruebas y resultados

En esta seccién se comparan los modelos matemadticos estudiados (modelo clésico
de tres parametros y modelo cldsico de un pardmetro), asi como los modelos fracciona-
rios variando el orden de las derivadas de los dos enfoques (enfoque Liouville-Caputo y
Riemann-Liouville).

5.1. Analisis de la dinamica fraccionaria

El objetivo de esta simulaciéon es mostrar que mediante un modelo de orden frac-
cionario es posible modelar algunos mecanismos de trasferencia de calor en funciéon de
nimeros adimensionales (Pe, Bi y St), esto serd posible mediante el ajuste del orden
de la derivada.

Se busca comprobar, mediante diferentes mediciones del error (porcentaje de FIT, el
valor medio del error de simulacién p, la desviacion estandar del error S; y la raiz cua-
drada del error medio al cuadrado e,,,s, anexos B) que es posible aproximar la dindmica
de un modelo complejo de tres parametros, con un modelo de un parametro basado en
derivadas de orden fraccionario.

Enfoque Espacial C.O
Suposiciones mencionadas RL Temporal GL
anteriormente ar,
_ ] -l
Moclielotde tres | Espacial CO Modelo de un | Espacial C.O ReDY = —Su(T, — Ty)
arametros § . /
B Temporal R-K parametro Temporal R-K
1 9°T, aT, d
— g _ — T; i
Pe 0x% ' dx St(Th — Tone) = 0 | wmmp d—xh = —St(Ty, — T) Aplicando
d \ -
ii(yz anh) _ OTpn 7; =T, — T Enfoque Liouville- | Espacial C.O
z
y2at dy ot Caputo Temporal M.A
dTg T _T
. dt — ‘h s
&Y = —st(Ty, — Ty)

Figura 5.1: Método de solucién.
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5.1.1. Comparacion de modelos variando el orden de la deri-
vada

El objetivo de estas simulaciones es ajustar el orden de la derivada fraccionaria para
tratar que el modelo fraccionario derivado del modelo de un parametro represente al
modelo clasico de tres pardmetros. Se muestran un grupo de gréaficas donde se varia el
orden de la derivada fraccionaria con el enfoque de Riemann-Liouville y de Liouville-
Caputo para la temperatura a la salida, del gas y del sélido.

Esta primera serie de simulaciones, se hace asumiendo Pe=1000 y Bi=1/30; bajo
estas condiciones, los modelos de tres y de un pardmetro se aproximan relativamente
bien porque representan una situacién en la cual, la conduccion axial del gas puede ser
despreciada y la conduccién en los sélidos esféricos es suficientemente rapida para que

la temperatura del centro alcance rdpidamente la temperatura que hay en la superficie
del solido.

El mecanismo de transferencia de calor por conveccién es el inico que determina la
rapidez de transferencia de calor. Sin embargo, atin con estos valores de Pe y Bi, el mo-
delo de un parametro tiene una desviacién con respecto al modelo de tres parametros.
El fin es encontrar una mejor representacion mediante el modelo de orden fraccionario.
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Figura 5.2: Comparacién de temperaturas a la salida del gas variando el orden de la
derivada cuando vy = 1.

En la figura 5.2 podemos observar la comparacion de la temperatura del gas adi-
mensional a la salida de los modelos de uno y tres parametros, asi como ambos enfoques
fraccionarios cuando el orden de la derivada es 1. En este caso, el perfil de temperatura
que resulta del modelo fraccionario es idéntico al perfil que resulta del modelo entero
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(de un pardmetro), del cual deriva. Esta observacion es vélida para ambos enfoques de
derivadas fraccionarias.
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Figura 5.3: Comparacién de temperaturas a la salida del gas variando el orden de la
derivada cuando v = 0,998.

En la figura 5.3 podemos observar la comparacion de la temperatura del gas adi-
mensional a la salida de los modelos de uno y tres parametros, asi como ambos enfoques
fraccionarios cuando el orden de la derivada es 0,998. Los dos enfoques fraccionarios
tienen un desempeno muy similar para un orden de 0.998.
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Figura 5.4: Comparacién de temperaturas a la salida del gas variando el orden de la
derivada cuando v = 0,997.
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En la figura 5.4 podemos observar la comparacion de la temperatura del gas adi-
mensional a la salida de los modelos de uno y tres parametros, asi como ambos enfoques
fraccionarios cuando el orden de la derivada es 0,997.
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Figura 5.5: Comparacién de temperaturas a la salida del gas variando el orden de la
derivada cuando v = 0,97.

En la figura 5.5 podemos observar la comparacién de la temperatura del gas adimen-
sional a la salida de los modelos de uno y tres parametros, asi como ambos enfoques
fraccionarios cuando el orden de la derivada es 0,97. El modelo fraccionario con los

enfoques RL y LC pierde exactitud con respecto al modelo entero cuando el orden es
inferior a 1.
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Figura 5.6: Comparacion de temperaturas a la salida del sélido variando el orden de la
derivada cuando y = 1.

En la figura 5.6 podemos observar la comparacién de la temperatura del sélido
adimensional a la salida de los modelos de uno y tres parametros asi como ambos
enfoques fraccionarios cuando el orden de la derivada es 1. Igual que ocurre con la

ecuaciéon del gas, los modelos fraccionarios predicen el mimo perfil que el modelo entero
cuando v = 1.
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Figura 5.7: Comparacion de temperaturas a la salida del sélido variando el orden de la
derivada cuando v = 0,998.

En la figura 5.7 podemos observar la comparacion de la temperatura del sélido
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adimensional a la salida de los modelos de uno y tres parametros asi como ambos
enfoques fraccionarios cuando el orden de la derivada es 0,998.
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Figura 5.8: Comparacion de temperaturas a la salida del sélido variando el orden de la

derivada cuando v = 0,99

7.

En la figura 5.8 podemos observar la comparacién de la temperatura del sélido
adimensional a la salida de los modelos de uno y tres parametros asi como ambos
enfoques fraccionarios cuando el orden de la derivada es 0,997.
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Figura 5.9: Comparacion de temperaturas a la salida del sélido variando el orden de la

derivada cuando v = 0,97.
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En la figura 5.9 podemos observar la comparaciéon de la temperatura del solido adi-
mensional a la salida de los modelos de uno y tres pardametros asi como ambos enfoques
fraccionarios cuando el orden de la derivada es 0,97.

Al igual que ocurre con la ecuacién del gas, para un orden de derivada fraccionaria
inferior a 1, el modelo fraccionario pierde, se aleja del modelo de referencia de tres
parametros, con relaciéon al modelo entero de 1 parametro.
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Figura 5.10: Comparaciéon de temperaturas a la salida del gas variando el orden de la
derivada cuando vy = 1,014.

En la figura 5.10 podemos observar la comparacion de la temperatura del gas adi-
mensional a la salida de los modelos de uno y tres parametros asi como ambos enfoques
fraccionarios cuando el orden de la derivada es 1,014.
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Figura 5.11: Comparacion de temperaturas a la salida del gas variando el orden de la

derivada cuando v =1

,002.

En la figura 5.11 podemos observar la comparacion de la temperatura del gas adi-
mensional a la salida de los modelos de uno y tres parametros asi como ambos enfoques
fraccionarios cuando el orden de la derivada es 1,002.
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Figura 5.12: Comparacién de temperaturas a la salida del sélido variando el orden de
la derivada cuando v = 1,014.

En la figura 5.12 podemos observar la comparacion de la temperatura del sélido
adimensional a la salida de los modelos de uno y tres parametros asi como ambos
enfoques fraccionarios cuando el orden de la derivada es 1,014.
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Figura 5.13: Comparacién de temperaturas a la salida del sélido variando el orden de
la derivada cuando v = 1,002.

En la figura 5.13 podemos observar la comparacién de la temperatura del sélido adi-
mensional a la salida de los modelos de uno y tres parametros asi como ambos enfoques
fraccionarios cuando el orden de la derivada es 1,002.

En este caso, el modelo fraccionario con ambos enfoques, mejora la prediccion ya
que se acerca mas a la respuesta del modelo de referencia de tres pardametros.

A continuacién se muestran los calculos estadisticos para poder realizar una compa-
racion entre ambos modelos y efectivamente comprobar que mediante la representacién
alternativa basada en derivadas fraccionarias es posible representar el modelo no li-
neal de tres parametros, pero con un modelo menos complejo y con menor nimero de
coeficientes.

Tabla 5.1: Temperatura del gas a la salida enfoque Riemann Liouville.

Mediciones de error | v =1 |~y =0,998 | v =0,997 | v=10,97 | v= 1,014 | v = 1,002
L 0.014 0.016 0.018 0.050 -0.002 0.011
St 0.018 0.018 0.018 0.028 0.024 0.022
€rms 0.023 0.024 0.025 0.057 0.024 0.022
FIT % 93.168 92.982 92.760 | 83.6417 93.129 93.6647
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Tabla 5.2: Temperatura del sélido a la salida enfoque Riemann Liouville.
Mediciones de error | v =1 |~y =0,998 | v =0,997 | v =0,97 | v= 1,014 | v = 1,002
n 0.014 0.016 0.018 0.051 -0.003 0.011
Sy 0.016 0.016 0.016 0.031 0.022 0.020
Crms 0.021 0.023 0.024 0.059 0.022 0.020
FIT % 93.793 93.330 93.067 82.968 93.478 94.154
Tabla 5.3: Temperatura del gas a la salida enfoque Liouville-Caputo.
Mediciones de error | v =1 |~y =0,998 | v =0,997 | y=10,97 | v= 1,014 | v = 1,002
in 0.015 0.017 0.018 0.051 -0.002 0.011
Sy 0.017 0.017 0.017 0.029 0.024 0.019
Erms 0.023 0.025 0.025 0.058 0.024 0.022
FIT % 93.368 92.927 92.681 83.339 93.129 93.664
Tabla 5.4: Temperatura del solido a la salida enfoque Liouville-Caputo.
Mediciones de error | v =1 |~y =0,998 | v =0,997 | v =10,97 | v= 1,014 | v = 1,002
Lt 0.016 0.017 0.019 0.051 -0.011 -0.0004
Sy 0.016 0.015 0.016 0.032 0.031 0.021
Erms 0.022 0.023 0.024 0.061 0.033 0.021
FIT % 93.373 93.243 92.950 82.626 90.571 93.847
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De las pruebas realizadas podemos concluir que es posible tener una representa-
cion alternativa del modelo del regenerador de energia, descrito mediante un modelo
de orden fraccionario en el sentido de Riemann-Liouville y Liouville-Caputo. La mejor
prediccién se logra con un orden de 1,002.

Un hecho importante de los modelos fraccionarios desarrollados, es que con un mode-
lo basico, sencillo y unidimensional, que considera s6lo un mecanismo de trasferencia de
calor, se es capaz de representar de manera muy aproximada a un modelo de parame-
tros distribuidos, que en su formulacién toma en cuenta geometrias esféricas en dos
dimensiones consideradas con un alto grado de complejidad, asi como tres mecanismos
de transferencia de calor.

Las ecuaciones fraccionarias que describen la dinamica del sistema de regenerador
de energia en el sentido de la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville es la siguiente:

Ty = StT, — ATy (Ay + St)77,
"D =T, — T, (5.1)

y en el sentido de Liouville-Caputo

Ty, = StT, — ATy (Ay + St)7",
SDT, =Ty, — T (5.2)

Con el fin de seguir mostrando las ventajas del modelo en derivadas fraccionarias
propuesto, se realizan otras pruebas en simulaciéon donde se propone realizar cambios en
los parametros Peclet, Biot y Stanton correspondientes al modelo no lineal de pardme-
tros distribuidos, esto con el fin de demostrar las ventajas que el CF aporta al modelado
del sistema de regeneradores de energia, aun en condiciones en las que normalmente, el
modelo de un parametro tiene un error mas importante comparandolo con el modelo
de tres parametros.



5.1 Analisis de la dindmica fraccionaria 61

Prueba 1: Se utilizé un Peclet de 10, 100 y 500, para un Stanton y Biot constantes.

Temperatura & la salida modelo clasico, Pe=10, Bi=1/30 y St=10
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Figura 5.14: Comparacién de la temperatura del gas a la salida variando pardmetro
Peclet: (a) utilizando Pe=10, Bi=1/30 y St=10.

Temperatura & la salida modelo clasico, Pe=100, Bi=1/30 y St=10
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Figura 5.15: Comparacion de la temperatura del gas a la salida variando pardmetro
Peclet: (b) utilizando Pe=100, Bi=1/30 y St=10.
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Temperatura & la salida modelo clasico, Pe=500, Bi=1/30 y St=10
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Figura 5.16: Comparacién de la temperatura del gas a la salida variando pardmetro
Peclet: (c) utilizando Pe=500, Bi=1/30 y St=10.

De la prueba 1, se puede concluir que para un Biot y un Stanton constantes, consi-
derando un Peclet de 10, 100 y 500, se tiene una buena aproximacion al modelo no lineal
de parametros distribuidos, esto se puede afirmar mediante los calculos estadisticos del
porcentaje de FIT, el valor medio del error de simulacion u;, la desviacion estandar
del error S; y la raiz cuadrada del error medio al cuadrado e,,,s como se muestra a
continuacion, ademas el modelo predice bien el efecto de difusién o conduccién en el
gas, en un limite para Peclet entre 10 y 1000.

Como se menciond en la seccion 1.4.2, el nimero de Pe indica un efecto significativo
de la conduccién axial para el caso de Pe=10. Por esta razén, para este valor de Pe,
el modelo entero de un parametro tiene un error considerable, mientras que el modelo
fraccionario logra mejorar la prediccion, aun cuando el efecto de la conduccion axial es
importante y que este pardmetro no esta incluido en el modelo.
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Tabla 5.5: Calculos estadisticos de la comparacién de la temperatura del gas a la salida
variando parametro Peclet.

Bi=1/30. 5t=10
Pe=10 Pe=100

RL LC RLyLC RL LC RLyLC RL LC RLyLC
Orden 0.97 0.98 1 0.997 0.998 1 1.007 1.007 1
FIT% | 78.272 | 80.272 | 80.382 | 92.556 92.370 | 92,947 | 93.525 93.966 | 93.358
U 0.052 0.042 0.016 0.020 0.020 | 0.016 0.015 0.021 0.018
€rms 0.067 0.067 0.061 0.026 0.026 | 0.024 0.022 0.020 0.021
S: 0.041 0.041 0.059 0.016 0.017 | 0.018 0.017 0.006 0.018

Prueba 2: Se utilizé un Biot de 1/15, 1/5 y 1/2 para un Peclet y Stanton constantes.

Temperatura a la salida modelo clasice, Pe=1000, Bi=1/15 y 3t=10
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Figura 5.17: Comparacién de la temperatura del gas a la salida variando pardmetro
Biot, para distintos ordenes fraccionarios: (a) Pe=1000, Bi=1/15 y St=10.



64 Pruebas y resultados

Temperatura a la salida modelo clasico, Pe=1000, Bi=1A15 y St=10
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Figura 5.18: Comparacién de la temperatura del gas a la salida variando pardmetro
Biot, para distintos ordenes fraccionarios: (b) Pe=1000, Bi=1/5 y St=10.
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Figura 5.19: Comparacion de la temperatura del gas a la salida variando pardmetro
Biot, para distintos ordenes fraccionarios: (¢) Pe=1000, Bi=1/2 y St=10

De la prueba 2, se puede concluir que para un Peclet y un Stanton constantes,
considerando un Biot de 1/15, 1/5 y 1/2, se tiene una buena aproximacién al modelo
clasico, esto se puede afirmar mediante los célculos estadisticos del porcentaje de FIT,
el valor medio del error de simulacion p;, la desviacion estandar del error S; y la raiz
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cuadrada del error medio al cuadrado e,.,,s; como se muestra a continuacion, ademaés el
modelo predice bien con un orden de 0.997 y 0.998 en un limite para Biot entre 1/30 y
1/2, sin embargo, a estos valores de Bi, la suposicién de sélidos isotérmicos es vélida y
por lo tanto no se logra mejorar la prediccién para el caso de sélidos no isotérmicos, ya
que para Bi mayores, el modelo fraccionario no mejora el desempeno de prediccion.

Tabla 5.6: Calculos estadisticos de la comparacién de la temperatura del gas a la salida

variando parametro Biot.

Pe=1000. 5t=10
Bi=1/15 Bi=1/5

RL LC RLy LC RL LC RLy LC RL LC RLyLC

Orden 0.997 0.998 1 0.997 0.998 1 0.997 0.998 1
FIT% | 94.072 | 94.013 | 93.230 | 94.772 94,708 | 93.301 94.606 94.520 93.850
U, 0.020 0.020 0.022 0.001 0.001 0.023 4.98x107* | 6.18x107* | 0.021
€, ms 0.020 0.020 0.017 0.012 0.012 0.016 0.008 0.008 0.015
S; 0.003 | 0.003 | 0.014 | 0.012 0.012 | 0.014 0.008 0.008 0.013
Prueba 3: Se utiliz6 un Stanton de 15, 20 y 30 para un Peclet y Biot constantes.
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0.1
0

Temperatura a la salida modelo clasico, Pe=1000, Bi=1/30 y St=15

Dg T T T T T T T T T
’\.
ol | —Modelo de tres pardmetros z
= todelo de un parametro
0.7+ == =Enfogue RL v=1.015 S E
Enfogue LC v=1.015

& g
Tiempo (adimensional)

1 1
10 12

14

1B

Figura 5.20: Comparacién de la temperatura del gas a la salida variando pardmetro

Stanton, para distintos ordenes fraccionarios: (a) Pe=1000, Bi=1/30 y St=15.
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Figura 5.21: Comparacién de la temperatura del gas a la salida variando pardmetro
Stanton, para distintos ordenes fraccionarios: (b) Pe=1000, Bi=1/30 y St=20.
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Figura 5.22: Comparacién de la temperatura del gas a la salida variando pardmetro
Stanton, para distintos ordenes fraccionarios: (¢) Pe=1000, Bi=1/30 y St=30.

De la prueba 3, se puede concluir que para un Peclet y un Biot constantes, consi-
derando un Stanton de 15, 20 y 30, se tiene una buena aproximacion al modelo clésico,
esto se puede afirmar mediante los calculos estadisticos del porcentaje de FIT, el valor
medio del error de simulacién i, la desviacion estandar del error S; y la raiz cuadrada
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del error medio al cuadrado e,,,s como se muestra a continuacién, ademas el modelo
predice bien el efecto de trasnferencia de calor por conveccion en un limite para Stanton
entre 10 y 30.

Conforme St aumenta, la prediccién del modelo de un parametro se aleja de la pre-
diccion del modelo de referencia de tres parametros, mientras que el modelo fraccionario
tiene un mejor desempeno.

Tabla 5.7: Calculos estadisticos de la comparacion de la temperatura del gas a la salida
variando parametro Stanton.

Pe=1000. Bi=1/30
5t=10 5t=20
RL LC RLyLC RL LC RLyLC RL LC RLyLC
Orden 1.015 1.015 1 1.027 1.027 1 1.071 1.071 1

FIT% | 93.849 | 93.849 | 89.067 | 92.650 92.650 | 81.522 89.79 89.79 57.310

M 0.009 0.009 0.026 0.006 0.006 0.024 0.001 0.001 0.007

€,1ns 0.018 0.018 0.032 0.013 0.013 0.033 0.003 0.003 0.013

S: 0.015 0.015 0.018 0.011 0.011 0.022 0.003 0.003 0.011

En las Tablas (5.5) (5.6) (5.7), se coloca RL y LC en la misma columna porque
representan el valor de los errores cuando v = 1, y para ambos enfoques da el mismo
resultado.

5.2. Propuesta de los lazos de control

El regenerador es un intercambiador de calor compacto, en el cual se lleva a cabo
una trasferencia de calor gas-sélido y tiene la funciéon de absorber y ceder calor desde
y hacia un lecho empacado con sélidos, a través del paso de un gas.

El proceso de regeneracion de energia es un proceso ciclico en el cual, el estado
final de un periodo o de un medio ciclo es el estado inicial del siguiente periodo. Su
funcionamiento se representa en la Fig.(5.23), se operan simultaneamente dos periodos,
uno de calentamiento y el otro de enfriamiento del gas, su comportamiento dinamico
puede ser representado con modelos de parametros distribuidos que sirven para propési-
tos de diseno, construcciéon, determinacién de condiciones de operacién, etc., como los
desarrollados por (Costa et al. (2014), Ramachandran y Dudukovié¢ (1984)), estos no
son adecuados para disenar un control, por lo tanto, se planteé un modelo de parame-
tros concentrados mediante el uso de un modelo simplificado e incluso fraccionario que
capture las dindmicas importantes del proceso.
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Figura 5.23: Ciclo de calentamiento y enfriamiento de un regenerador de energia.

Como posible modelo matematico de la planta se pudiera considerar un modelo no
lineal de pardmetros distribuidos como los mencionados en los trabajos de (Costa et
al., 2014) y (Ramachandran y Dudukovié¢, 1984), donde la variable de interés es la tem-
peratura a la salida del gas para un periodo de calentamiento del ciclo de regeneracion.

Tabla 5.8: Modelos de parametros distribuidos para la planta.

’ Ramachandran \ Sol-Carolina ‘

Temperatura del gas Temperatura del gas
1 0°Ty 0Ty,

T, aT,
oot — g = St(Th = Tons) | peu 3t + pucy 3t = G- M(Tur — Ty)
Temperatura del solido
19 ( 28Tph> _ 0Ty

Temperatura del sélido

Twr _ 4 1o
ot Prir=a¢ = a(kﬂv)h(Tg — Towr)

y2 Oy oy )

Como modelo matematico para propdsitos de control, se propone el uso de un modelo
de parametros concentrados e inclusive un modelo fraccionario desarrollado mediante
dos enfoques de derivada fraccionaria, Riemann-Liouville (RL) y Liouville-Caputo (LC),
como se muestra a continuacion.

Tabla 5.9: Modelos de parametros concentrados para propésitos de control.

’ Modelo de un parametro \

Modelo fraccionario RL

|

Modelo fraccionario LC

|

Temperatura del gas

Temperatura del gas

Temperatura del gas

T, = StT, — AyThy (A1 4+ St)~!

Ty = StT, — ATy (Ay + St)7"

Ty = StT, — ATy (Ay + St)7"

Temperatura del solido

Temperatura del solido

Temperatura del solido

dls __ _
s Th Ts

MDIT, =T, — T,

DT, =T, — T,

Partiendo del andlisis de la dinamica del regenerador de energia, se identifican las
posibles entradas y salidas del sistema.
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Variables de entrada

v/ Temperatura de entrada del gas frio, para un ciclo de calentamiento y para el
ciclo de enfriamiento.

v Flujo de alimentacion para el ciclo de calentamiento y de enfriamiento.

v' Tiempo de ciclo de calentamiento y del ciclo de enfriamiento.

Variables de salida

v' Temperatura de salida del gas, ciclo de calentamiento.

v' Temperatura de salida del gas, ciclo de enfriamiento.

Posteriormente se identifican las posibles variables manipuladas y las variables con-
troladas

Tabla 5.10: Posibles variables manipuladas y controladas del proceso.

’ Variables manipuladas \ Variables controladas ‘

Flujo de alimentacion T}, para ciclo de calentamiento
Tiempo de ciclo (parametro variable) | T} para ciclo de enfriamiento

De la Tabla 5.10, se menciona que el flujo de alimentacién se refiere al flujo de la
temperatura del gas dependiendo que periodo del ciclo que se vaya a realizar, ahora T,
es la temperatura del gas caliente y Ty la temperatura del gas frio.

En la Tabla (3.3) y Tabla (5.11), se describen los pardametros involucrados en las
ecuaciones que representan a los posibles modelos de la planta del proceso.

En Anexos A se presenta el modelo de (Costa et al., 2014) el cual podria ser consi-
derado como uno de los modelos de la planta.
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Tabla 5.11: Pardmetros del modelo de (Costa et al., 2014).
Parametros Descripcién

p Densidad del gas ((kg/m?))

Or Densidad del material del regenerador ((kg/m?))

Cy Calor especifico del gas a presién constante (J/(kg/m?))

C, Calor especifico del gas a volumen constante (J/(kg/m?))

T, Temperatura del gas (K)

t Tiempo (s)

u Velocidad del gas (m/s)

x Coordenada longitudinal a lo largo de la longitud del regenerador (m)
dp, Didmetro hidrdulico de la matriz del regenerador (m)

h Coeficiente convectivo de transferencia de calor (W/(m?*K))
Tor Temperatura de la matriz del regenerador (K)

C, Calor especifico del material del regenerador (J/(kg/m?))

9. Porosidad volumétrica de la matriz del regenerador (Adimensional)

Otros parametros importantes son el nimero de Stanton, el nimero de Biot y el
nimero de Peclet, asi como tambien el tiempo de ciclo, los cuales intervienen en el
comportamiento de la temperatura.

En las figuras (1.1) y (1.2) se muestra un esquema del funcionamiento de cada pe-
riodo del ciclo de regeneracién de manera separada.

Un ciclo se compone de un periodo de calentamiento y de un periodo de enfriamien-
to del gas. Se consideran dos corrientes provenientes de otros equipos en una planta,
una corriente fria y una corriente caliente. Se requiere calentar la corriente fria y enfriar
la corriente caliente. Se usan dos lechos empacados para almacenar y ceder calor, sin

fuentes adicionales de energia, R1 y R2.

Fhf

Periodo de calentamientodel gas

- = > > — —=

-+ -— -+ «—

Figura 5.24: Ciclo de calentamiento del gas.
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El periodo de calentamiento tiene una duracién tc y corresponde a un medio ciclo
de operacion del sistema:

La valvula V1 permite el paso de un fluido frio, que entra a una temperatura Th, in
constante, hacia el regenerador R1, mientras que la valvula V2 permite la salida del
gas de R1. Inicialmente, el sélido se encuentra caliente a una temperatura 71's, 0. Este
solido es un acumulador que tiene almacenada una cantidad finita de energia calorifica.

Conforme pasa el gas a través del lecho sélido, este va adquiriendo calor del sélido,
es decir, va descargando al sélido de su carga térmica. El gas alcanza una temperatura
cercana a la del sélido a lo largo de todo el regenerador R1.

Al inicio del periodo, la energia térmica del solido es mayor, por lo que el gas alcanza
una temperatura muy cercana a la temperatura inicial del sélido.

Conforme pasa el tiempo, el sélido va perdiendo su carga térmica y por lo tanto la
temperatura del sélido y la del gas son parecidas, pero esta va disminuyendo. Es decir,
conforme avanza el tiempo, el gas sale a una temperatura mas baja .

Después de mucho tiempo, el soélido ha perdido por completo su carga térmica y
alcanza la temperatura fria del gas, es decir, debido a que ya no hay un gradiente de
temperatura entre el gas y el sélido, ya no hay transferencia de calor y el gas sale frio.

Durante el periodo de calentamiento, el gas se calienta. Si este periodo se extiende
hasta el punto de agotar la energia térmica del sélido, al final del periodo, el gas no se
calienta mas. Por lo tanto, la temperatura del gas durante el periodo es el promedio de
la temperatura del gas a lo largo del mismo.

= La corriente fria siempre entra al sistema de regeneradores a un flujo de gas frio
(Fhf) y debe calentarse en R1 o en R2, siempre en periodos que inician con
solidos calientes.

= La corriente caliente siempre entra al sistema de regeneradores a un flujo de gas
caliente (F'hc) y debe enfriarse en R2 o en R1, siempre en periodos que inician
con sélidos frios.

» Cuando R1 calienta al gas, la corriente va de izquierda a derecha (de acuerdo con
el diagrama); cuando R1 enfria el gas, la corriente va de derecha a izquierda.

» Mientras R1 opera en periodo de calentamiento (tiempo de ciclo) de gas, R2 opera
en periodo de enfriamiento del gas. Después de este tiempo (tc), la operacion de los
regeneradores se invierte y R1 opera en periodo de enfriamiento de gas, mientras
R2 opera en periodo de calentamiento de gas.
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Cuando se completan estos dos periodos, se completa el ciclo.

Finalmente, tomando en cuenta el andlisis del funcionamiento del regenerador de
energia y una vez identificadas las variables de entrada, salida, variables a manipular y
variables a controlar, se puede concluir que la propuesta del diagrama de los lazos de
control que representa al sistema es el que se muestra en las Fig. 5.25, para el ciclo de
calentamiento y la Fig. 5.26, para el ciclo de enfriamiento, donde el objetivo es controlar
la temperatura de salida mediante la manipulacién del flujo de alimentacién o el tiempo
de ciclo (Pardmetro variable), segtin sea el caso.

Flujo de
alimentacion  Tiempo de ciclo

. \‘ / / Regenerador
hc

+

/ —_— Controlador

Thc.'

Valvulas f—w Planta >

k3

Referencia

F

Sensor

Figura 5.25: Diagrama de lazos del control para el sistema de regeneradores de energia
para ciclo de calentamiento.
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Figura 5.26: Diagrama de lazos del control para el sistema de regeneradores de energia
para ciclo de enfriamiento.
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Manipulacién del flujo de alimentacién

La manipulacion del flujo de alimentacion, se llevara a cabo mediante la modifica-
cion de la cantidad de flujo que pasara a través de una valvula de control. En este caso,
la funcién del controlador es variar el porcentaje de apertura de la valvula.

Manipulacion del tiempo de ciclo

La manipulacion del tiempo de ciclo, se lleva a cabo mediante la asignacién del
tiempo de apertura de la véalvula. La funcién del controlador es abrir o cerrar la valvula
en determinados lapsos de tiempo, segin lo que se requiera.



Capitulo 6
Conclusiones

6.1. Conclusiones

En esta seccion se presenta las conclusiones generales del trabajo de tesis, y se men-
cionan algunos trabajos futuros. Las conclusiones aqui presentadas se realizaron con
base en la problematica abordada.

Se estudié el modelado matemético de un sistema de regeneradores de energia. Se
presenté un modelo matematico no lineal de pardmetros distribuidos, el cual considera
ciertas suposiciones de modelado, como modelo de comparacion o referencia ante falta
de datos experimentales.

Mediante un analisis de la dindmica del sistema se toman en cuenta ciertas suposi-
ciones de modelado, lo cual permite llegar a una simplificaciéon del modelo no lineal de
parametros distribuidos del regenerador de energia, con el fin de obtener un modelo de
parametros concentrados util para aplicar los enfoques fraccionarios.

Se aplicaron dos enfoques de derivada fraccionaria al modelo de parametros concen-
trados, lo cual nos aporta una representacion alternativa basada en derivadas de orden
no entero, esta representacion se considera util para fines de control.

Se obtuvieron resultados satisfactorios de las pruebas realizadas. Se puede concluir
que mediante la utilizacién de derivadas de orden fraccionario es posible obtener una
representacion alternativa del modelo de regenerador de energia.

Ademas es importante mencionar que el modelo fraccionario se obtuvo para dos en-
foques diferentes de derivada fraccionaria (Riemann-Liouville y Liouville-Caputo), este
es representado con un menor nimero de coeficientes y cuenta también con un grado
de libertad adicional que permite que este adopte comportamientos especificos.

Se obtuvo un modelo lineal de un parametro representado en derivadas fraccionarias,
capaz de describir de una forma muy cercana, a un modelo no lineal de tres parametros,

74
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bidimensional, y que toma en cuenta geometrias esféricas.

También se puede mencionar que se hicieron pruebas variando el nimero de Stan-
ton, numero de Peclet y nimero de Biot, y se puede concluir que el modelo fraccionario
describe fielmente el comportamiento de estos parametros, mediante la variacién del
orden de la derivada.

Con estos cambios se observd que cada parametro tiene un rango en el cual la pre-
diccién se logra con error pequeno (comparada con el modelo de tres pardmetros).

Por ejemplo del analisis fraccionario realizado se afirma que para valores de Peclet
entre 10 y 1000 se obtuvo una buena prediccion del efecto de difusién. Para valores de
Biot entre 1/30 a 1/2, se observé que el efecto de Biot no es muy importante, y que
por lo tanto, los modelos simplificados de orden entero y fraccionario se aproximan bien
al modelo de tres parametros, inicamente para valores pequenos de Biot, inferiores
a Bi=1/2. Para valores mayores el error de prediccién se incrementa. Por tltimo se
evalud la prediccion de los modelos ante diferentes valores de St. En primer lugar, se
observo que al incrementar St, el modelo simplificado de orden entero tiene errores de
predicciéon mas grandes comparando con los resultados del modelo de tres parametros.
Sin embargo, se demostré que el modelo fraccionario es considerablemente mejor en un
rango de St entre 10 y 30.

En resumen, el modelo de orden fraccionario funciona bien y es mejor que el de or-
den entero en los siguientes rangos: St entre 10 y 30, Pe mayores que 10 y Bi menores
que 1/2. Fuera de estos rangos, el modelo simplificado de orden entero y fraccionario
se alejan del modelo de tres parametros. Por lo tanto, el modelo de orden fraccionario
mejora la prediccion con respecto al de orden entero aproximando mejor la transferen-
cia de calor en la fase gas y la transferencia de energia calorifica entre la fase gas y el
solido. No aporta mejoras en cuanto a la transferencia de calor en la fase sélida.

Y por ultimo en funcién del andlisis de la dindmica del proceso de regeneradores de
energia se propuso un esquema de control.
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6.2. Trabajos futuros

El CF es una herramienta 1til que se encuentra en constante investigacion.

= Se propone como trabajo futuro la utilizacion de diferentes definiciones de deri-
vada fraccionaria para la representacion del sistema de regeneradores de energia.

= Explorar ciertos aspectos relacionados con los métodos numéricos ttiles para la
solucién de derivadas fraccionarias.

= La obtencién de datos experimentales del regenerador de energia para realizar
una validacion del modelo fraccionario propuesto pero ahora mediante datos ex-
perimentales.

= Aplicar ciertos esquemas de control utilizando el modelo en derivadas fracciona-
rias propuesto.
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Anexo A
Modelo del Regenerador de energia

A.1. Modelo del Regenerador de energia (Costa et
al., 2014)

Como segundo modelo matematico para representar al regenerador se ubican las
ecuaciones de transferencia dindmica del regenerador, es decir las ecuaciones de balan-
ce de energia del gas a través del lecho y balance de energia en el sélido (rejillas) que
desarrollaron Costa et al. (2014).

Estas ecuaciones describen el comportamiento de la temperatura del gas de trabajo
(T,) v el comportamiento de la matriz del regenerador (73,,) incluyendo una distribu-
ciéon de temperaturas espacial en una dimensién y varios parametros de importancia
significativa.

A continuacién en (A.1) y (A.2) se presentan las ecuaciones que representan al re-
generador de energia:

v/ Balance de energia del gas a través del lecho.

aT 8T 4
¥ + puCp—=

pC, 228 v = g h(Ter = Ty) (A.1)

v' Balance de energfa en el sélido (rejillas).

o 44,
pTCTW (1 — ﬂv) (T Twr) <A2)
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Tabla A.1: Pardmetros del modelo de (Costa et al., 2014).

Parametros Descripcién
p Densidad del gas ((kg/m?))
Or Densidad del material del regenerador ((kg/m?))
Cy Calor especifico del gas a presién constante (J/(kg/m?))
C, Calor especifico del gas a volumen constante (J/(kg/m?))
T, Temperatura del gas (K)
t Tiempo (s)
u Velocidad del gas (m/s)
x Coordenada longitudinal a lo largo de la longitud del regenerador (m)
dp, Didmetro hidrdulico de la matriz del regenerador (m)
h Coeficiente convectivo de transferencia de calor (W/(m?*K))
Tor Temperatura de la matriz del regenerador (K)
C, Calor especifico del material del regenerador (J/(kg/m?))
9. Porosidad volumétrica de la matriz del regenerador (Adimensional)

A.1.1. Suposiciones de modelado (Sol-Carolina)

Con base en la literatura se especifican las siguientes suposiciones de modelado:

1. Se senala que el flujo es uniforme a lo largo de la matriz del regenerador..

2. Los pardmetros son constantes.

3. Todas las propiedades del fluido (densidad, viscosidad, calor especifico, y conducti-
vidad) se asumen uniformes.

4. Todas las propiedades del sélido (densidad, calor especifico) se asumen uniformes.

5. Se considera dispersiéon axial, con distribucién de temperaturas en una sola direccién.

6. Se considera solo calor por conveccion, es decir solo se considera el coeficiente de
calor por conveccion despreciando asi el coeficiente de calor por conduccion, en el
gas y una conduccién répida en el sélido (la temperatura en el centro se iguala
instantdneamente a la temperatura en la superficie).




Anexo B
Modelo del Regenerador de energia

B.1. Validacion de modelos

FIT

Provienen del inglés FIT-Ajuste, se refiere a la aproximacién de una senal estimada
a la senal original y su medida es proporcionada en porcentaje.

FiT =100 (1 — v =9l (B.1)
lly — promediol|

donde:

= y es la salida del sistema.

= ¢ es la salida estimada del sistema.

El valor medio del error

| N
donde:

= i es el valor medio del error de simulacién.
» ¢(t) es el error de estimacién e(t) = y(t) — y(t).
= N es el nimero de datos.
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Desviacion estandar del error

Permite conocer que tanto se aleja de la media del error.

donde:

S; es la descviaciénestandar del error.

it es el valor medio del error de simulacién.

e(t) es el error de estimacién e(t) = g(t) — y(t).

N es el numero de datos.

La raiz cuadrada del error medio al cuadrado

Es la raiz cuadrada del promedio de los elementos al cuadrado, el error debido a la
estimacion de la media poblacional a partir de las medias muestrales.

(B.4)

donde:
» ¢(t) es el error de estimacion e(t) = y(t) — y(t).

s N es el numero de datos.



