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Resumen

Qn este trabajo se presenta el diseno de un controlador robusto por el método de moldeo de
energia para la regulacién de posicion, con el fin de amortiguar la presencia de perturbaciones
constantes en sistemas mecanicos. Especificamente, se disené un esquema de control donde la
perturbacién influye tnicamente en la dindamica de la articulacion actuada. La perturbacion
constante es estimada mediante el uso de un observador no lineal, el cual desempena un papel
crucial que sera notable a lo largo de este trabajo, el andlisis de estabilidad de este enfoque se
apoya en la teoria de Lyapunov. A lo largo de esta tesis se proponen tres sistemas mecanicos como
casos particulares. Estos incluyen el servomotor SRV02 de la marca Quanser, que es un sistema
completamente actuado en el cual se llevaron a cabo experimentos en tiempo real. También se
Seleccionaroﬂ péndulo con rueda inercial y el carro-péndulo como sistemas subactuados, en los
cuales se realizaron simulaciones numeéricas. Esto se hizo con el fin de corroborar el desempeno

del controlador en presencia de perturbaciones constantes desconocidas.



@Abstract

This paper presents the design of a robust controller using the energy shaping method for
position regulation, aimed at damping the presence of constant disturbances in mechanical
systems. Specifically, a control scheme was designed where the disturbance influences only the
dynamics of the actuated joint. The constant disturbance is estimated using a nonlinear observer,
which plays a crucial role that will be highlighted throughout this work. The stability analysis
of this approach is supported by Lyapunov theory. Throughout this thesis, three mechanical
systems are proposed as particular cases. These include the Quanser SRV02 servomotor, which
is a fully actuated system where real-time experiments were conducted. The inertial wheel
pendulum and the cart-pole were also selected as underactuated systems, for which numerical
simulations were performed. This was done to verify the controller’s performance in the presence

of unknown constant disturbances.
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Capitulo 1
Introducciéon

Los sistemas mecanicos han sido objeto de investigacion debido a las continuas innovaciones
en diseno y técnicas de control, orientadas a optimizar su eficiencia y rendimiento operativo.
Existen trabajos que han abordado de manera detalla el estudio de sistemas mecénicos, como
por ejemplo [1], [2], [3], [4], [5], [6], por mencionar algunos. Los sistemas mecanicos pueden cla-
sificars dos categorias principales en funcién de su actuacion: sistemas totalmente actuados
y sistemas subactuados. En los sistemas totalmente actuados, cada grado de libertad del sis-
tema puede ser controlado directamente mediante actuadores, estos mismos normalmente son
seleccionados para el diseno de controladores, debido a su simplicidad dinamica, por lo cual,
estos sistemas han sido casos de interes en diversas investigaciones como [7], [8], [9], [10], [11],
[12]. Por otro lado, los sistemas subactuados presentan un niimero menor de actuadores en com-
paracién@on el nimero de grados de libertad del sistema. Esto introduce desafios adicionales
en el diseno de controladores, ya que no todos los estados del sistema pueden ser controlados
de manera independiente, no obstante, estos sistemas han sido el foco principal de numerosas
investigaciones, como por ejemplo en [13], [14] [15], [16], [17], [18], [19], [20]@11 el extenso campo
de la investigacion de sistemas mecdanicos, surge como una problematica resaltable la presencia
de perturbaciones al momento de realizar experimentos en tiempo real. Esto ocurre porque al
disenar controladores, a menudo se realiza bajo condiciones ideales, lo que implica la posibilidad

de ignorar variables que podrian afectar el rendimiento del sistema.

1.1. Antecedentes

Qa capacidad de los sistemas de control para amortiguar o adaptarse a estas perturbaciones es

crucial para mantener un desempeno éptimo. Esto mismo ha impulsado el desarrollo de estra-
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tegias avanzadas de control que no solo presente un buen desempeno ante perturbaciones, sino
que también optimicen la robustez y la fiabilidad del sistema. Algunos trabajos donde el enfoque
principal fue el disefio de control robusto considerando perturbaciones son los siguientes [21],
[22], [23], [24], [25], [26]. Existen diferentes métodos para el disenio de controladores robustos,
siendo uno de estos un principal punto de apoyo para el desarrollo del presente trabajo es el
moldeo de energia,@n lo que respecta a trabajos actuales se pueden destacar los siguientes [27],
(28], [29], [30].

Qn el ambito de los sistemas de control, las perturbaciones representan variaciones no deseadas
que afectan el comportamiento del sistema. Estas perturbaciones pueden surgir de diversas
fuentes externas o internas, tales como cambios en las condiciones ambientales, fluctuaciones
en las caracteristicas del sistema, o interferencias electromagnéticas, etc. Existen diferentes
investigaciones que han abordado estrategias para poder estimar perturbaciones, una de ella se
realiza mediante la implementacion de arreglos matematicos conocidos como observadores no
lineales, se pueden mencionar trabajos como [27] y [31], siendo este ltimo la inspiracién para

el desarrollo de este trabajo.

1.2. Descripcién del problema

Las perturbaciones son un aspecto crucial a tener en cuent@n el diseno de controladores para
sistemas mecénicos, ya que su presencia afecta directamente el rendimiento del sistema. Por tal
motivo, se busca incluir este criterio en el diseno de un controlador. Pese a que hay diferentes
métodos de control que permiten el diseno de controladores robustos a perturbaciones, recien-
temente se presenté un control por moldeo de energia para sistemas robdticos completamente
actuados [31]. Sin embargo, el problema de interés en esta tesis es que ese esquema de control

no es posible aplicarlo al control de sistemas mecanicos subactuados.

Q.S. Objetivos

1.3.1. Objetivo general

Desarrollar un esquema de diseno de control robusto por moldeo de energia que trate con

perturbaciones constantes en sistemas mecanicos.
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1.3.2. Objetivos especificos

= Validar el desempeno del controlador propuesto a través de simulaciones y experimentos.

= Realizar pruebas experimentales considerando perturbaciones constantes del controlador

robusto propuesto aplicado a un sistema mecanicos completamente actuado.

» Realizar simulaciones considerando perturbaciones constantes del controlador robusto pro-

puesto aplicado a sistemas mecanicos subactuados

q 4. Justificacion

La importancia de este enfoque radica en varios aspectos clave. En primer lugar, el desarrollo de
controladores robustos destinados a amortiguar perturbaciones constantes en sistemas mecani-
cos contribuye significativamente a mejorar su desempeno, lo cual es relevante en entornos donde
las condiciones operativas pueden estar sujetas a cambios inesperados. Ademas, el uso del ob-
servador no lineal nos permite amortiguar la perturbacién, mejorar la regulacién de posicion,
y mediante las manipulaciones adecuadas podemos conocer la estimacion de la perturbacion

desconocida.

1.5. Alcance y limitaciones

Como alcance, se ha ampliado el control de moldeo de energia para abarcar sistemas de con-
trol con perturbaciones; sin embargo, la limitacién residio en la escasez de sistemas mecanicos

disponibles para validar experimentalmente el controlador propuesto.



ebapitulo 2

Marco teorico

2.1. Control robusto por moldeo de energia

La formulacién comienza con una descripcién hamiltoniana de la clase de sistemas mecanicos
subactuados a controlargonde el hamiltoniano es la suma de la energia cinética mas la energia

potencial de un sistema mecédnico subactuado de n articulaciones [14]

H(q,p) = %pTM(q)‘lerU(q), (2.1)

QOnde q € IR" y p € IR" son los vectores de posiciones y momentos generalizados, respecti-
vamente, M(q) € R"*™"(M(q) = M(q)” > 0) es la matriz de inercia. Una propiedad sobre la
funcion escalar de energia potencial U(q) del sistema subactuado debido a la fuerza gravitatoria
es que esta funcién es al menos una vez diferenciable con respecto a q. Recordemos que en la

formulacién hamiltoniana el momento p se define como

p = M(q)q, (2.2)

donde q es el vector de velocidades generalizadas.
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2.2. Modelo de sistemas mécanicos subactuados afecta-

dos por perturbaciones constantes

La dindmica de un sistema mecanico subactuado sin friccién viscosa afectada por perturbaciones

externas se puede escribir como

i q o Onxn Inxn

La matriz G(q) € IR™™ con rango(G(q)) = m donde m (n > m > 1 )es el nimero de

(2.3)
VpH(q,p) G(q)[u + ]

VqH(q,p)] +[ 0,

articulaciones activas (actuadas), (n —m) es el nimero de articulaciones pasivas (no actuadas).

a notacion (+),x, denota una matriz n X n, con I,,«,, como matriz identidad y 0,,, la matriz de
ceros, 0, € IR" es el vector n x 1 de ceros, V() = % es el operador de gradiente de columna,
u € IR"™Es el vector de entradas de control de par/fuerza proporcionadas por actuadores ideales
sin memoria, y 6 € IR™ es una pertubacién constante de par desconocida que afecta sélo
a las uniones activas (actuadas).@a clase de sistemas mecanicos subactuados afectados por

perturbaciones consideradas en este trabajo estd modelada por (2.3).

2.2.1. Sistema hamiltoniano de lazo cerradogeseado

Inspirado por (2.1) y (2.2), la funcién escalar

1
Ha(da Pa) = 3 P. Ma(q,) "', + Ua(a,) (2.4)

se denommaQamiltoniano deseado, donde M,(q,) € IR"*" es una funcién matricial simétrica,
definida positiva y diferenciable para todo q, € €2, con Q C IR". Adema4s, se supone que U,(q,)
es una funcion definida localmente positiva y continuamente diferenciable con un punto minimo
aislado en q, = 0,, que a su vez es un punto critico de U,(q,). Se introduce la siguiente

transformacién de coordenadas:

Q-0 -0, (2.5)
(

L)

P, = M,(q,)d,,
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siendo q, € IR" y p, € IR" los vectores de posiciones generalizadas y momentos. Ademsés, los

vectores a(q) y ¢(t) tienen la estructura

(@ = [a(@), @, - an@)] . (27)

8(t) = [0, 6a(t), - nl®)] . (28)

respectivamente. Las funciones «;(q) son continuamente diferenciables con respecto a q, para
i=1,...,n, elegidas para asegurar ese rango(W(q)) = n, para cualquier q € IR", tal que
W(q)™! exista, donde W(q) es la matriz jacobiana del vector a(q), es decir,

da(q)

W(q) = aq (2.9)

Ademas, las funciones ¢;(t) se asumen que son dos veces diferenciables. De (2.5), se deduce que
a4, = W(a)a - ¢(1). (2.10)
Al sustituir q, de (2.10) en (g), y q= M(q) 'p de (2.2), produce

Po. = Tagm q)p - Ma(qa)(‘ﬁ(t% (211)

Tu(4,,q) = Ma(q, )W (q)M(q) ™ (2.12)

con rango(7,(q,,q)) = n. Con el fin de tratar la entrada de perturbacién de par § € IR™, se

introduce la siguiente definicién inspirada en [31],
d=0-20, (2.13)

donde & € IR™ es la perturbacion estimada, que se calcula mediante un observador no lineal

que se mostrara mas adelante. Ademas, una funcién escalar se define convenientemente como

SulE,) = 5E1E, (214

siendo &, € IR" un vector apropiado dado por

)
£, = lon_m] : (2.15)
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La matriz de inyeccién de amortiguacio’rga (dys P,) € IR™™ es una matriz semidefinida positiva

simétrica. Para simplificar, de ahora en adelante se denotara:

M = M(aq), M, = M,(q,), H = H(q,p),
U=U(q), Ho = Ha(dy, Po);, U = Ua(a,),

To =To(ded); Do =Daldy,Pa);  Sa = Sal&s);

W = ), G+ =G (q).

2.2.2. Formulacion del problema de control

Ql problema de control consiste en disenar una entrada de control u en (2.3) tal que se obtenga

el siguiente sistema de lazo cerrado:

d da 0n><n Inxn Onxn an%a
% Da| — _[nxn _Da _A VpaHa (216)
ga Ong AT _B VE' Sa

Qonde H, es una funcién diferenciable cuya estructura fue definida en (2.4), y €, es una constante
estrictamente positiva apropiada. Las matrices A y B tienen dimensién n x n, ambas definidas

de la siguiente manera

A= TG} o) - (2.17)

B=|cGTWMTG § O] (2.18)

Comentario 1. Dado que hemos considerado las perturbaciones solo en las m articulaciones
actuadas (donde estan presentes las entradas de control), el vector observador & debe ser de
dimension m < n. Por lo tanto, para reescribir (2.16) como una descripcion de tipo hamiltoniano
con dimension 2n + m, se necesitan las matrices A y B que se han definido convenientemente
en (2.17) y (2.18) respectivamente. De (2.16), podemos verificar que las dltimas n —m filas de
éa son cero. Como ejemplo de notacion mostrada en (2.17), sean n =2 y m = 1, con matrices

arbitrarias
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Entonces, obtenemos

B . b2 O r  |b2 bs
A—[TaG : 02X1:|—[b4 O],A = [O O]

El mismo proceso se aplica para (2.18).

Al tener en cuenta (2.17)-(2.18) en (2.16) y simplificar (2.16), se obtiene

qa Vpa,;—la

d -

% PVCL = _vana - ’Dana%a - TaG(SN (219)
5 GTTIV, Mo — @ GTWM~1GS

Observe que (2.19) es un sistema no auténomo porque la variable q aparece en el lado derecho
de la matriz M, y de la definicién de (2.5), da como resultado que q(t) es una funcién variable

en el tiempo para cualquier funcién arbitraria de tiempo variable @(t). Para perturbaciones

~71T
constantes, el origen del espacio de estados [qf pl & } = 02,1, €s un punto de equilibrio

aislado del sistema de lazo cerrado deseado.

2.2.3. Observador no lineal

A continuacién, introducimos la definicién de & de (2.13) como

A~

0 =Gy + B(pa.)] (2.20)

es decir, b depende de funciones vectoriales v, 3 € R". De la derivada temporal de (2.13) se

obtiene

5=90. (2.21)

Usando la definicién (2.20) y remplazando en la segunda fila (2.16), que se obtiene de (2.21)

§=G" ¥+ (V.8 ..
=G |4+ 98] |~V Mo — DV, Mo — 1,63 | (2.22)

La seleccion de 4 y B(p,) son cruciales parg analisis de estabilidad del sistema de lazo cerrado,
yasea (2.19). A continuacién, para obtener la tercera fila de (2.19) de (2.22)91 derivada temporal
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de la funcién vectorial 7 debe satisfacer
¥ = VB Vo Ha + DoV, Ho| + M~ W, (2.23)

Sustituyendo (2.23) en (2.22), obtenemos:

6=aGT [M—lwpa —1V,.0] TaGg] (2.24)
Finalmente, la funcién vectorial 3(p,) estd definida por
B(Pa) = €Vp, Ha = oM ' Py (2.25)
Sustituyendo (2.25) en (2.24) y reorganizando, se obtiene
6= GTM " Wp, — GTWMGd (2.26)

Entonces (2.26) corresponde a la tercera fila de (2.19).

A continuacién, una matrigue juega un papel importante en la ley de control del diseno es el

aniquilador izquierdo de rango completo de G(q), definido como G*(q) € IR™™™>" tal que,

G(@)G (@) = Opnm)xm (2.27)

2.2.4. Ley de control

L&y de control que resuelve el problema de control formulado en la Seccién 2.2.2 se presenta

a continuacion:

Proposicién 1.Q'onsz'de're el modelo dindmico (2.3) con (2.1) y (2.2). Donde M,, U, y ¢(t)

semﬂoluciones del siguiente sistema de ecuaciones diferenciales parciales (EDP)
Gt [qu — T V% Hy + DoV, Ha] — Tup + Map(t) + Mag'b(t)] - (2.28)

luego, el sistema de circuito cerrado deseado (2.19) se logra mediante la ley de control de retro-

alimentacion

u=u, +uy —9, (2.29)
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donde
e, = [GTG]GT [V =T, Vo, Mo+ Tup — ML(1) - Mb(1)]], (230)
uy = — [GTGI'G" [T, DV, Ha) (2.31)
6 =G" [y + B(pa)), (2.32)

stendo Ueg Y udgzs acciones de control llamadas conformacion de energia e inyeccion de amor-
tiguacion, respectivamente, y b es el vector de perturbacion estimado, donde v € IR" se calcula
a partir de (2.23) y B(p.) se ha definido en (2.25).

Demostmcio’n.Qa derivada temporal de p, en (5.49) produce
Do =Tup + Tup — Moop(t) — M (2). (2.33)
Sustituyendo p de (2.2) en (2.33) resulta
Po=Tup + T, [-VgH + Glu+ 8] = Magp(t) — Map(2), (2.34)
Igualando p, de (2.33) con (2.19) obtenemos
Ty [-VH +Gu+ 8] =~V Ha — DuVyp, Ho — T.GO — Tup + M,p(t) + M,p(t)  (2.35)
la cual puede ser escrita como

Glu+d]=— T [an’}-{,a + DV, Ho + TGS — TGS + Tup — Mu(t) — Ma&)(t)} +VH
(2.36)

L
Multiplicando ambos lados por la ecuacién (2.36) por la matriz invertible [GT] € IR™", resulta

Gt [‘T;i [V%Ha + DoV, Ho — T.GS — T,p + Mag(t) + Ma"ﬁ(t)] o V"H] '

GT

Glu+ 4] = [Gl

(2.37)

y algunos calculos conducen a la PDE definida en (2.28):

Gt [qu 7l [vqa%a DV, Ha — Tup + Ma(t) + Maq'is(t)ﬂ — 0, ., (2.38)
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y la ley de control (2.29), eso es,
u=[GTGIGT [VgH — T, [V, Ha + DuVp, Ha — Tup + Ma(t) + Mo(1)] | - 8. (2.39)

Asi, la ley de control (2.39) estd compuesta por M,, U, v ¢(t) soluciones de (2.38). Sin em-
bargo, a primera vista, no es obvio obtener directamente la segunda fila en (2.19) simplemente
sustituyendo (2.39) en (2.3). La razdén se basa en la matriz G, porque no es invertible. Por lo
tanto, es necesario desarrollar (2.37) y encontrar soluciones en (2.38) tales que (2.39) sea valida,

para lo cual se requiere que (ver (2.33) y (2.35)):

Po =~V Hy — D,Vp,Hy — T,G9. (2.40)
A continuacién, de (2.4), se puede obtener

1
vpaH‘l :Vpa (Eprglpa +Ma) 9

=M, 'p,. (2.41)
De la definicién p, = M,q, en (2.6), entonces p, al sustituirlo en (2.41) resulta
V. Ha = do. (2.42)

Finalmente, concluimos que (2.40) y (2.42) corresponden a las dos primeras filas de (2.19), y
la tercera fila de (2.19) fue demostrada previamente en (2.26)Qsto completa la prueba de la

Proposicién 1. O]

Comentario 2. Fn genemlgna o ambas soluciones M, yU, en (2.28), su propiedad de positi-
vidad es local, de modo que el andlisis se limita solo a la estabilidad asintotica local. Finalmente,
aunqugesolver el conjunto de EDP en (2.28) es todo un desafio, los capitulos 4 y 5 muestra

dos ejemplos donde es posible tener una solucion.

Comentario 3. Una forma alternativa de evitar resolver el conjunto de PDE en (2.28) es
obtener las condiciones de equivalencia entre nuestro enfoque de modelado energético propuesto
y la metodologia IDA-PBC publicada en [1}]. Especificamente, un controlador IDA-PBC' se
puede escribir de manera equivalente como la suma de s mds ug que se muestra en (2.30)-
(2.31). Esta equivalenci@std mas alla del alcance del presente trabajo y puede abordarse como

trabajo futuro.
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2.3. Q{egulacién de posicién de una clase de sistemas mecani-

cos subactuados bajo perturbaciones constantes

Consideremos el modelo de sistema mecanico subactuado (2.3) afectado por un vector de en-
tradas de perturbacién constante desconocida 4. Searﬂ(q) = Kqy ¢(t) = Kqq las variables
seleccionadas, donde K es una matriz constante diagonal y g, es el vector de posiciones cons-
tantes deseadas@l objetivo de control es conseguir que las posiciones conjuntas del sistema

mecanico subactuad(g sigan asintoticamente las trayectorias de posicién deseadas qq, es decir,

lim [q(t) — qa] = 0,,, (2.43)

t—o00

para cualquier configuracién inicial (g(0), p(0)) del sistema mecénico subactuado cerca del
equilibrio deseado.
Por otro lado, como criterio de diseno en este trabajo existe el interés de lograr lo siguiente

1im [8(t) — 8] = 0,,,. (2.44)

t—o0

2.4. Analisis de estabilidad

A continuacién, se presenta un enfoque basado ex@ analisis de estabilidad para garantizar la
estabilidad asintética en el origen, siguiendo los pasos del teorema de Barbashin—KrasovskiiQe

propone la siguiente funcién candidata de Lyapunov:
Vi =Hq + Sa, (2.45)

donde H, se encuentra definida en (2.4) y S, se obtiene al desarrollar (2.14) como se muestra
a continuacion

S.=-5'8. (2.46)

DN | —

Al aplicar la derivada temporal a lo largo de (2.45), obtenemos

vL = %a“_saa

= Vs Hal" do + [V Hol " Pa + 8 ¢

5. (2.47)
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Sustituyendo los elementos correspondientes de (2.19) en (2.47), el desarrollo para Vy es el

siguiente:

Vi = Vo, Hal" G+ [V, Ha) u + 86,
L ©)
@®
— (Vo HdP Vo Ha  + [V Hol ™ | =™ — DoV, Ho — 16

) @ ]
+6 | GTTIvSH, - «GTWMT'G |,

= [V, Hal" =DV, Ha + [—EOGTWM—%;S] . (2.48)
desarrollamos la expresién vista en (2.48) considerando (2.41), por lo tanto, Vy, se define como:
Vi = —p S M DM p, — e0d GTWM™'GS. (2.49)

con esto podemos apreciar que (2.49) es una funcién semidefinida negativa, cumpliendo asi con
los criterios establecidos por la teoria de Lyapunov concluyendo estabilidad asintética. Debido a
que no se puede desarrollar (2.49) de tal forma que se obtenga una unica expresiéon que aplique
para todos los sistemas presentados a lo largo de este trabajo, se tendrd que desarrollar (2.49)

para cada caso particular.



Capitulo 3

Servo Quanser SRV02

Figura 3.1: SRV02 Rotary Servo Base Unit

Para aplicar la metodologia mencionada anteriormente en el capitulo 2, se utilizé un sistema
completamente actuado debido a su simplicidad por tener un solo grado de libertad; especifi-
camente, se empled el servo motor SRV02 de Quanser. En el ambito del control de sistemas
dinamicos, es fundamental poder comprender y manipular el comportamiento de sistemas fisi-
cos complejos. En este contexto, el Quanser SRV02, mostrado en la (3.1), emerge como una
herramienta invaluable al proporcionar una plataforma versatil y precisa para la experimenta-

cion y el aprendizajgl el campo del control en tiempo real.

Este sistema ofrece la oportunidad de explorams principios fundamentales de la dinamica de
sistemas oscilantes en un entorno controlado y repetible. Al manipular variables com@ longitud
de la cuerda y la masa del péndulo, los usuarios pueden estudiar cémo diversos parametros

afectan el movimiento y la estabilidad del péndulo.

Para comprender mejor la dindmica del sistema estudiado, se presenta el Siguientgiagrama de

14
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cuerpo libre.

Para comprender la dinamica del sistema de estudio,@e muestra el siguiente diagrama de cuerpo
libre.

Figura 3.2: Diagrama del sistema SRV02

3.1. Modelo dinamico

La dindmica de los sistemas mecéanicos puede ser descrita mediante@i suma de su energia
potencial y energia cinética. Esta expresion matematica se denomina hamiltoniano, como se
vio en la ecuacién (2.1) en el Capl'tuloQ. Para el caso del sistema completamente actuado
mostrado en la Figura 3.2, se realizara un analisis detallado para obtener el modelo dinamico
en la formulacién hamiltoniana. Cabe aclarar que en los siguientes sistemas que se abarcaran
en este trabajo tendra un ligero cambio en el enfoque para obtener dicho modelo dindmico en
la formulaciéon hamiltoniana.

A partir de la Figura 3.2 podemos expresar las siguientes coordenadas generalizadas.
g="0,4G="10 (3.1)

donde cg ¢ son los vectores de posicion y velocidad respectivamente. Para poder desarrolla@i
dindamica de este sistema en términos de su energia cinética y potencial, es necesario conocer

de primera instancia las posiciones de los centros de masas y sus respectivas velocidades, estas
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mismas pueden ser descritas como d, € IR® y V. € IR? respectivamente, las cuales cuentan con

la siguiente estructura:

Zm

Tm
V.= |im| € R%, (3.3)

Zm

Para este caso 2z, = 0y %, = 0 de (3.2) y (3.3) respectivamente, esto debido a que el des-
plazamiento del péndulo es inicamente en 2 dimensiones. Ahora, con lo visto en la Figura 3.2

podemos determinar las posiciones de los centros de masa, las cuales se expresan como:

Ty = lsen(h), (3.4)
Ym = L cos(6). (3.5)

A partir las posiciones de los centros de masa expresados en (3.4) y (3.5) podemos obtener las

velocidades de estos mismos, lo cual nos queda

G = L cos(6)8), (3.6)
Um = Lsen(6)0. (3.7)

Qa energia cinética y energia potencial pueden ser descritas mediante las siguietes ecuaciones.

1
Ee = §m||Vc||27 (3-8)

E,=mg"d.. (3.9)
donde g7 € IR? es el vector de fuerza gravitacional, expresado como,

0
g=|g| € R® (3.10)
0
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v [[Vel]? es la norma al cuadrado del vector de velocidades del centro de masas, la cual puede

expresarse como:
IVel* = V.V (3.11)

por lo tanto (3.8) puede reescribirse como:

1

E. = 5mV.' V. (3.12)

Ahora se procede a desarrollar (3.12) y (3.9) considerando lo anteriormente visto. La energia

cinética se desarrolla como se muestra a continuacion.

1

E.=5mV.'V,
. cos(6)0
=5m [l cos(0)0 1sen(6)d O} Isen(9)6| ,
0
N\ 2 2
=—-m (l cos(@)@) + (l sen(Q)Q) :
1
= —mli%0? (sen*(0 os’(0))
E, = %leQQ. (3.13)

siguiendo con la energia potencial vista en (3.9) el desarrollo es el siguiente

E,= mq'd,, o

[sen(0)
=m [0 g 0} —lcos(0) | ,
0
= m[—glcos(f)],
E, = —mgl cos(0). (3.14)

Entonces, aplicando lo visto en (2.2) y (3.1) en los resultados obtenidos de las ecuaciones (3.13)

y (3.14), podemos expresar™a energia cinética y potencial en términos de la posicién y cantidad
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de momento q y p, lo cual nos quedaria como

2

_ b
E, = —mgl cos(q). (3.16)

En este punto, podemos desarrollar la expresion vista en (2.1) y para expresar la dindmica del

péndulo mediante la formulacion hamiltoniana, como se muestra a continuacién.

2

H(g.p) = 5 — myl cos(q). (3.17)

La expresién (3.17) es un elemento fundamental para poder obtener el modelo dindmico. Como

siguiente paso, se desarrolla lo visto en (2.3) para el caso totalmente actuado, como se muestra

dlgq| [0 1
dt |p -1 0

Por tltimo, considerando (3.17) calculamos los gradientes correspondientes de (3.18), lo cual

a continuacion.

V,H(q,p)
V,H(q,p)

+ [u+6]. (3.18)

nos conduce al siguiente modelo dinamico.

. (3.19)

dlq| _ e
dt |p —mglsen(q) +u+ 9
3.2. Observador no lineal

El observador no lineal es un elemento crucial para el desarrollo de este trabajo, ya que, serd
el responsable de estimar el valor de la perturbaciéon § y amortiguar sus efectos. La estructura
de dicho elemento fue plasmada previamente en el capitulo 2 en la ecuacién (2.20). Ahora,
desarrollamos el elemento 4 visto en (2.23) siendo 7 solucién de este elemento. A partir de

(2.23) y considerando (2.25) se desarrolla de la siguiente forma

Y = [Vp, [€0M; Do)l [V Ha + DoV, Hal + M~ Wy,
= [eoM; "] [V Ha + DaVy, Ha) + M~ 'Whp,,
=€ [M; 'V, o+ M "DV, Ho| + M~ Whp,. (3.20)

con H, definida anteriormente en (2.4). donde M, para el caso totalmente actuado corresponde

a un valor estrictamente positivo, M = mi? definida anteriormente en (3.19), W =1, D, = k,
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y U (qa) = %kpqg para este caso particular, al ser un equipo totalmente actuado,@s decir, donde
el nimero de actuadores es igual al nimero de grandos de libertad m = n, por lo tanto, H, se

puede reescribir como:

1 1
Ha(Qaapa) = 5 c:lpg + ékpqg' (321>
desarrollando (3.20), y considerando (3.21) la estructura de 4 queda:

Y = €0 [My 'kpga + My koM, pa] + M, (3.22)

3.3. Diseno del control robusto

A partir de (2.39), podemos desarrollar la ley de control para este sistema, esto mismo conside-
rando que G = 1 (ya que nuestro sistema de estudio esta conformado por un actuador y cuenta
con un solo grado de libertad), a(q) = ¢, ¢(t) = g4 donde g4 es una constante, por lo tanto,

d(t) = 0, entonces (2.39) se reescribe como:
U=V, H T, [V, Ha+ DoVp, Ha| — 0. (3.23)
considerando que T, = M,M~'y D, = k,, se desarrolla (3.23) como se muestra a continuacién
u= —mglsen(q) — MM~ [kpqa + koM, 'pa] — 0. (3.24)
donde

5

G" [y +eoM; 'pd], (3.25)
€o [M, 'kpga + M ko M, po] + M p,.

/Y

3.4. Analisis de estabilidad

Sustituimos la ley de control vista en (3.24)-(3.22) en (2.3) considerando el cambio de coorde-

nadas visto en (2.5) y (2.6)%por lo tanto, el sistema en lazo cerrado es el siguiente.

g | M, p,
prlll —kpGa — koM 'py — M, M715| (3.26)
5 MMM 'p, — egM~15
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Se puede comproba@ue el origen es el tinico punto de equilibrio de interes, definido como:

8_{[% Pa S}T—[O 0 O]T}. (3.27)

Considerando lo Vist(gn la Seccién 2.4, se desarrolla el andlisis de estabilidad correspondiente
para garantizar estabilidad asintética localmente, siendo el origen como un punto de equilibrio

de interés. Retomando la funcién candidata de Lyapunov vista en (2.45)
VL = Ha + Sm
donde S, vista en (2.46) para este caso particular se expresa como:

S, = 552. (3.28)

Transformando V;, de (2.49) considerando que G = 1y W = 1y que tanto p, como 4 son valores

escalares, se obtiene que:
Vi, = =k, M. 2p? — egM 152, (3.29)

siguiendo los pasos del teorema de Barbashin-Krasovskii, se evalia V., = 0, por lo tanto (3.29)

queda
— kM 2% — egM 6% = 0. (3.30)

Nétese que Vp, = 0 de (3.30) solo se cumple si

Ahora, sustituyendo (3.31) y (3.32) en la malla en lazo cerrado vista en (3.26), obtenemos

Qa 0
a4 = |-k (3.33)
dt pNa - - an . .
) 0
Al analizar la ecuacién (3.33) se puede apreciar que p, = —k,q,, considerando (3.31) podemos

demostrar que para asegurar estabilidad asintética localmente, se debe tener ¢, = 0 ya que

pe = 0, por lo tanto, p, = 0, lo cual garantiza estabilidad asintética en un sentido local, donde
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Q origen es el inico punto de equilibrio.

3%. Resultados experimentales

En esta seccién se mostraran los resultados obtenidos a través de@s pruebas experimentales
realizadas con el sistema Servo Quanser SRV02. Utilizando la herramienta MatLab y simulink se
realizaron los diagramas correspondientes al modelo dindmico visto en (3.19), la ley de control
(3.24) y el observador no lineal (3.25), los parametros seleccionados fueron los siguientes:

El método de integracion utilizado para esta serie de experimentos fue ODE23, con un error

Parametro Valor [unidad]

m 0.038 [kg]

l 0.1525 [m]

g 9.81 [m/s?]
k, 15

k, 2.65

M., 0.05

5 45 [Nm)]

€0 0.40

Tabla 3.1: Parametros para el Servo Quanser SRV02

de toleracia de 1 x 1073, el tiempo de experimento fue de 15[s] y la perturbacién § = 45 [Nm]

fue aplicada de los 7 [s] del experimento. A continuacién se muestran los resultados obtenidos.
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3.5.1. SRVO02: Analisis del péndulo sin observador no lineal y sin

perturbaciéon ¢

50
45 +
40 +
35
30
25 +
20
15 -
10 +

[Grados]

q(t)(Rojo)
qa(Azul)

| | J t[S]
5) 10 15

(aﬂvolucién temporal de la posicién g(t)

(b) Entrada de control u(t)

Qigura 3.3: Evolucién temporal de la posicién ¢(t) y entrada de control u(t)

En la Figura 3.3 en la grafica (3.3&% observa cémo se logra el objetivo de control definido en

(2.43). Esto se debe a que la evolucién temporal de ¢(t) (apreciada en rojo) converge hacia la

posicién deseada ¢4. En la grafica (3.3b) vemos el comportamiento de la entrada de control u(t)

definida previamente en (3.24). Después de recibir un impulso inicial de voltaje en el segundo

1, este valor se estabiliza con el tiempo en un valor constante, indicando que se ha alcanzado la

posicién correspondiente.
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3.5.2. SRVO02: Anailisis del péndulo con observador no lineal y sin

perturbaciéon ¢

50 [Grados]

45 +
40 +
35
30
25
20
15
10

q(t)(Rojo)
qa(Azul)

| | J t[S]
0 5) 10 15

Q Evolucién temporal de la posicién ¢(t)

O~ N W ks ot O
I

_3 | | |
0 Y 10 15

(b) Entrada de control u(t) de (3.24)

Qigura 3.4: Evolucién temporal de la posicién ¢(t) y entrada de control u(t) al implementar el
observador no lineal

La Figura 3.4 ilustraQi evolucién temporal de ¢(t) y la entrada de control u(t) al anadir el
observador no lineal § visto en (3.25). Se observa que la gréfica (3.4a) muestra un mejor rendi-
miento al alcanzar el objetivo de control descrito en (2.43) en comparacién a la grafica vista en
(3.3a). En la grafica (3.4b) la entrada de control no se estabiliza en un valor constante, sino que
oscila cerca de cero. Esto implica que la posicién ¢(t) oscila alrededor de la posicién deseada gy

para cumplir con el objetivo de control.
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3.5.3. SRVO02: Anailisis del péndulo sin observador no lineal y con

perturbaciéon ¢

190 [Grados]

104.50[Grados]

100 +

80 - ga(Azul)

60 -

40

20

0 | | J t[S]
0 5) 10 15

@ Evolucién temporal de la posicién ¢(t)

(b) Entrada de control u(t) de (3.24)

Qigura 3.5: Evolucién temporal de la posicién ¢(t) y entrada de control u(t) al implementar la
perturbacién § = 45[Nm)]

La Figura 3.5 ilustra los efectos adversos de una perturbacién constante. En la grafica (3.5a) nos
muestra como la presencia de la perturbacion constante ¢ impide el cumplimiento del objetivo de
control establecido en (2.43) debido a que la perturbacién causa una marcada discrepancia entre
q(t) y la posicién deseada g4. La entrada de control representada en la grafica (3.5b) muestra
un segundo impulso causado por la perturbacién constante, seguido por una estabilizacion del

voltaje en un valor constante.
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3.5.4. SRVO02: Analisis del péndulo con observador no lineal y con

perturbaciéon ¢

50 [Grados]

45 + —
40 +
35
30
25
20
15
10

q(t)(Rojo)
qa(Azul)

| | J t[S]
0 5) 10 15

@ Evolucién temporal de la posicién ¢(t)

0 Y 10 15

(b) Entrada de control u(t) de (3.24)

Qigura 3.6: Evolucién temporal de la posicién ¢(t) y entrada de control u(t) al implementar la
perturbaciéon § = 45[Nm] y el observador no lineal

Podemos observar en la Figura (3.6) que al aplicar el observador no lineal atin en presencia de la
perturbacién constante se logra cumplir el objetivo de control (2.43), al observar la grafica (3.6a)
vemos que la perturbacién es casi imperceptible y en comparacién a la gréfica (3.5a). La entrada
de control en la grafica (3.6b) presenta un ligero sobre impulso al agregar la perturbacién para

posteriormente oscilar entre valores cercanos al cero.



CAPITULO 3. SERVO QUANSER SRV02

26

3.5.5. Comparacion entre la perturbaciéon ¢ y la estimacion del ob-

servador no lineal

0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1
0
—0.1
—0.2
-0.3

Figura 3.7: Comparacion entre la estimacién del observador no lineal y la perturbacién §

La Figura 3.7 es una comparacion entre la perturbacion ¢ y la estimacion ¢ siendo esta misma

[N

d(Rojo)
(t)(Azul)

S

0

5

10

la grafica mostrada en azul. Vemos que la grafica azul correspondiente al observador no lineal

intenta estimar el valor de la perturbacion, pero este mismo presenta una ligera discrepancia

considerando el criterio de diseno establecido en (2.44), aunque no se consideraron fuerzas como

la friccién viscosa, o la relacién de engranes en el desarrollo de la dindmica del sistema, esto no

impidié amortiguar la presencia de la perturbacion en el sistema. La respuesta obtenida atun se

mantiene dentro de un margen aceptable.



Capitulo 4
%éndulo con rueda inercial

El péndulo de rueda de inercial accionado por par es un sistema mecanico subactuado el cual
ha sido objeto de estudio en diferentes trabajos, tales como [32], [29], [33], y [34]. Este sistema
consiste en una varilla de péndulo rigida sin friccién fisica con un disco simétrico (rueda) unido
al extremo final, que es libre de girar (gracias a un accionador de par ideal) alrededor de@n
eje paralelo al eje de rotacién de la varilla del péndulo,@ continuacion se muestra el diagrama

correspondiente a@éndulo con rueda inercial como se aprecia en la Figura 4.1.

Figura 4.1: Diagram&el péndulo con rueda inercial.

27
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4.1. Modelo dinamico

El hamiltonian(gs la suma de la funcién de energia cinética mas la funcién de energia potencial

del sistema y para el péndulo con rueda inercial estd dado por [14]

la1p} — 2a9p1p2 + asp3) &
2 [det [M]]

H(g,p) = 3[cos(q1) — 1], (4.1)

donde ¢ = [¢1 @] y p = [p1 p2]* son los vectores de posiciones generalizados y momentos,

respectivamente. La matriz de inercia M viene dada por

M= [al aQ] , (4.2)

o Aas

9 la funcion de energia potencial esta dada por

U(q1,q2) = mg[cos(q1) — 1] (4.3)

siendo ay = I1 + I, as = I, a3 = I, m3 = g(myl., +msl), donde se considera que ([ + Iy) >>
(mql?, + myl?) tal como se hizo en [14]. De la Figura 4.1,%]; y ¢, son las posiciones articulares
del péndulo y la rueda, respectivamente, y u es la entrada de par de control que actia en la
rueda. Se asume ambas articulaciones sin friccién. La Tabla 4.1 muestra el significado del resto

de parametros.

Notaciéon Unidad Descripciéon
Iy m Longitygd del péndulo
] m Distancia de®M¥entro de masa del
cl péndulo
@Ll kg Masa del péndulo
Mo kg Masa del disco
I kg-m? Momento de inercia del péndulo
I kg-m? Momento de inercia del disco
g m/s? Aceleracién de la gravedad

Tabla 4.1: Parémetrogel péndulo con rueda inercial

El modelo dindamico del péndulo de rueda de inercial accionado por par sin friccién viscosa, es
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expresando de manera compacta como:

o [ R
i q2 _ [_afﬁ[—il;/?]lm] (4 4)
dt p1 m3 sin(qy) | '
D2 u—+0

donde u es el pax@e entrada de control y 0 es una perturbacion constante desconocida.

4.2. Diseno del control robusto

T T T
Considere el modelo (4.4) con G = [0 1] . Sean a(q) = K [Q1 CD} y é(t) = K [C]dl ng}

T T
las variables seleccionadas, donde W = K = diag{k,ko} vy q4 = [le qdz] = [0 O} es
el vector de posiciones deseadas. Ndtese que el término V,H visto en (2.38) puede expresarse
como VU dado que H cuenta con la estructura vista en (4.1) donde la energia potencial U es

el tnico elemento que depende de q. Por tanto, si definimos D, como
D, = T,Gk,G'TY, (4.5)
donde T, se define a continuacién como:
T,=MWM™* (4.6)

con M definida anteriormente en (4.2), y la representaciéon de las matrices M, y W son las

siguientes
PR
M, = ' ’ ) (47)
(dy d3
P
W= (4.8)
|0 ko]

Entonces, podemos reescribir (2.38) de la siguiente manera

G [V = T,'V U] =0y, (4.9)
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T
donde G = [O 1} , tal que al desarrollar (4.9) se obtiene

[d3 — do] Vg, Uy + [dy — do] Vg, Uy = —mzsen(q1). (4.10)

Para simplificar la ecuacién diferencial parcial se seleccioné k; = ay y ke = ao. La energia
potencial deseada U, es obtenida a partir del trabajo de [35], donde la U, que satisface la EDP

mostrada en (4.10) fue la siguiente:

U — armgdet[M,] cos (qal

— +qa, | + P(2(¢a)), 4.11
et cos (24 ) + 0(:(a) (a1)
donde

2(qa) = Gas — V2401 (4.12)

con yp = EZ;:Z;; y siendo ®(z(q,)) es una funcién arbitriaria, por lo tanto la energia potencial

deseada U, se reescribe como:

a;mzdet[M,] os (qa1 ) N k,

2
P Gy — Yoqar]? 4.13
[d3 _ dQ] al +qd1 2 [q 2 ,}/Qq ] ( )

U, =
los elementos d; son seleccionados a partir a las siguientes desigualdades

dl > dg, dg > dg, (414)
dyds — d3 > 0. (4.15)

Considerando lo anterior, la entrada de control u vista en (2.39) para este caso particular, queda

U =kp (G — V2a,] — Ko [~Pay + Day] — azsen <iﬂ + qdl) —9, (4.16)
1
5 =7 + EOq.aza (417)
7260 [82+w2] + 09. (418)
con
d2 dl
S2 = [73SGH(Qa1) + k2 [Qag - 72%1“ m + Ky, [C]a2 - 72%1] m, (4'19)
W9 = kv Pa k2a1 2 — pL [klkgalag] (420)
? | det[M] det[M] ’
1
02 = — m [pa1a2k1 - pa2a1k2] . (421>
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donde las ganancias de (4.16) estdn definidas como

4.3.

p:

v =

3 =

31
kp as as ay as
——d —d —ds — —d 4.22
det[M,] H o e 2] e [al P QH’ (422
kvalag
4.2
det/M]’ (423)
ms as as
— | ——d —ds| . 4.24
[dS—dz]{ 013+a2 2} (4.24)

Analisis de estabilidad

Inspirado en el trabajo de [36], se sustituye (4.16)-(4.17) en (2.3) y retomando el cambio de

coordenadas visto en (2.5) y

(2.6)8% obtiene el sistema en lazo cerrado es el siguiente

Qa1 m [d3pa1 - d2pa2]
d QQQ det[M } [ d2pa1 + dlpaz]
E Pa,y m[:zgetg\/[] }Sen (‘1a1 + th) + ’72]517 [qu - /72(1111] - kvd{gtl[i/[?] [_pm +pa2] - b25 (425)
p? _kp [qaz - '72Qa1] - kvd[jé[i/[?] [_pm +pa2] - b o
i 0 J i det[Ma] [—askipa, + a1kopa,] — €0 dgtl[’lfgd]é |
Se puede comprobar que el origen es un equilibrio aislado de (4.25). Dado por
AT T
g = { Qav  Yas Pa; Pas 5i| = |:O 0 0 0 0i| } . (426)
Enseguida, es conveniente definir B € IR® como
da
B=1{ |p.| €R®: g, | < 2 2 " |qu| < parm (4.27)
0

Entonces, el unico equilibrio en B es el origen de los espacios de estado. Ahora, introducimos
un desarrollo inspirado en el andlisis de estabilidad presentado en [35] para asegurar estabilidad
asintotica del origen, que se basa en el teorema de Barbashin-Krasovskii’s. Retomando la funciéon
candidata de Lyapunov de (2.45):

Vi = Hao + S,
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donde H, se encuentra definida en (2.4) y S, se obtiene al desarrollar (2.14), la cual queda de

la siguiente forma

S, = 552. (4.28)

donde al desarrollar V; expresada en la ecuacién (2.49) para el sistema péndulo con rueda

inercial, se obtiene que

V. = —k, (4.29)

2
a1a2 [_pcu +pa2] e a1az 52
det [M] O det [M,]

Comentario 4. La expresion vista en (4.29) correspondiente a Vgam el sistema péndulo con

rueda inercial, se encuentra desarrollada con detalle en el Apéndice B.1.

la cual es una funcién semidefinida negativa, ta@ue se concluye que el origen es un equilibrio

estable.

Continuando con los pasos requeridos por el teorema de Barbashin-Krasovskii’s e inspirado en

[36], definimos el conjuntio S donde V; = 0 como

2
102 [~Pa; + Pay a102 5
S = B:—k, - =0 4.30
Pa| € det [M] 0 qet M) (4.30)
)
Nétese que Vi, = 0 en (4.30) se cumple si y solo si
_pal +pa2 == O? (431>
5 =0. (4.32)

Entonces, el siguiente paso es demostra@ue ninguna solucion puede permanecer idénticamente
AT T

en S, salvo la solucién trivial, es decir, {Ga, Guy Pay  Pas 5} = [0 0 0 0 0| .Estoequi-

vale a demostrar que el mayor conjunto invariante en S es esta soluciéon trivial. Con este fin,

recordamos que un conjunto invariante dentro del conjunto & debe cumplir
_pal + pag =0
Ademas, de acuerdo con la definicién (2.6), la ecuacién dentro de (4.30) puede reescribirse como

qaz - ’72qa1 = 0. (433)
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entoncesﬁltegrando la ecuacién anterior, se obtiene

/0 [G0u(0) — 261 ()] dor = 0,

[Gas () = 724a, ()] — £ =0,
donde a partir de (4.12), nos queda

Z(Qau qa2) = K. (434)

Para simplificar nuestro anédlisis, considerando (4.30), (4.31), (4.32) y (4.34) en (4.25), reducimos

el sistema de lazo cerrado (4.25) como se muestra

] r [d3—d2]pay 7
ay ~det[Ma]
[d1—d2]pay
d Qas * det[Ma]
et __ | madet|[M] qa
dt DPar | = WSGH (a_ll + Qd1> - ")/Qkp/ﬁl . (435)
paz —kpfﬂ)
L. S - - 0 -
De (4.35), se aprecia que p,, = —k,k, integrando asi respecto al tiempo es posible llegar al
siguiente resultado
pa2 - —prf{/t + Cl7 (436)

donde C; es una constante arbitraria. Anteriormente se demostré que el origen es un equilibrio
estable, entonces las trayectorias pueden garantizar que permanezca dentro de cualquier bola
especificada centrada en el origen, por lo tanto dentro de esta regién (bola especificada centrada
en el origen) p,,(t) estd acotada (no puede crecer indefinidamente con respecto al tiempo),
entonces £ = 0 y esto implica que p,, = C1 vy Pa, = 0 de (4.36) y (4.35), respectivamente; de
(4.35) significa que la variable p,, permanece constante. Considerando el resultado anterior en
(4.35) se obtiene

mgdet[M,] ( Qa, )
—————=sen | — +qq, | = 4.37
cuya unica solucion es q,, = 0 para q,, € (—%, %) Reemplezando q,, =0y k =0 en (4.34)

resulta q,, = 0, lo que implica a su vez que ¢, = ¢4, = 0, y a su vez p,, = pa, = 0. Esto significa

7T T
que el origen ?al Qay DPa;  DPas 6] = [O 000 O] es el maximo conjunto invariante en
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el conjunto S. Entonces, por el teorema de Barbashin-Krasovskii’s concluimogue el origen es
un equilibrio asintéticamente estable localmente y, por tanto, el objetivo de control (2.43) se

cumple localmente.

4.4. Resultados de simulaciones numéricas

Mediante el uso de las herramientas MatLab y Simulink se realizaron los diagramas correspon-
dientes a las expresiones vistas anteriormente, siendo estas, el modelo dindmico expresado en
(4.4), la entrada de control u(t) de (4.16) y el observador no lineal § de (4.17). Los pardmetros
correspondientes al sistema péndulo con rueda inercial utilizados en estas simulaciones fueron
recabados del trabajo de [37], mientras que todas las ganancias del controlador y el observador
no lineal fueron seleccionadas convenientemente después de una sintonia de prueba y error hasta
obtener el mejor desempeno posible. Los pardmetros y ganancias seleccionadas se encuentran

enlistadas en la tabla 4.2.

Parametro Valor [Unidad]
Il kgm2
IQ . kgm2

é 9.81 [m/s?]
1 0.3
(05} 0.2
as 0.2
k, 1
év 1.6
1 0.3
ka 0.2
dl 5
dg 2
ds 1
€0 0.55

Qabla 4.2: Parametros del péndulo con rueda inercial

La configuracion inicial de la planta fue:?l(()) ¢2(0) p1(0) po(0) S(O)}T = [270 0 0O O]T.
Las ganancias dj, dy y d3 cumplen con las desigualdades (4.14)-(4.15). Se aplicé una perturba-
cién 6 = 45 [Nm] en la respuesta en estado estacionario del péndulo con rueda inercial a los
10 [s]. La ganancia del observador con la que se obtuvo un mejor desempeno fue ¢y = 0.55.
El método de integracién utilizado para esta serie de simulacién fue ODE23, con un error de

tolerancia de 1 x 1073,
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4.4.1. Péndulo con rueda inercial sin observador y sin perturbacion

J

100 [Grados]

80

60 ¢1(t)(Rojo)

q2(t)(Azul)
40

94

20 |

01 t[s]

—20 F

_40 | | | | |
0 5 10 15 20 25

(a) Evolucién temporal de las posiciones ¢ (t)(péndulo) y ¢a(t)(rueda)

a5 [Nm]

30
25 -
20 |
15
10

_5 | | | | J
0 S 10 15 20 25

(b) Entrada de control u(t) de (4.16)
Figura 4.2: Respuestas dg evolucion temporal de la posicién y entrada de control
La Figura 4.2 nos muestra una respuesta satisfactoria del controlador disenado, donde se aprecia

que la evolucién temporal de g, (t) del péndulo y ¢2(t) de la rueda cumplen el objetivo de control

plasmado en (2.43).
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4.4.2. Péndulo con rueda inercial con observador y sin perturbacion

J

190 [Grados]

100

30 ¢1(t)(Rojo)

q2(t)(Azul)
60

40

4

20 |

04 t[s]

_20 | | | | |
0 5 10 15 20 25

(a) Evolucién temporal de las posiciones ¢ (t)(péndulo) y ¢a(t)(rueda)

50 4]
25
20
15

10

0 5 10 15 20 25

(b) Entrada de control u(t) de (4.16)

Figura 4.3: Respuestas de la evolucién de posicion y entrada de control

Podemos notar que en la Figura 4.3 al agregar el observador no lineal mostrado en (4.17)
tenemos un cambio considerable en las evoluciones temporales esbozadas en la gréfica (4.3a) del
péndulo y la rueda, demorando mas en alcanzar el punto de equilibrio, asi como también en la

entrada de control.
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4.4.3.

Al aplicar la perturbacion constante al péndulo con rueda inercia@omo se muestra en la Figura

37

Péndulo con rueda inercial sin observador y con perturbacién

J

50000 [Grados]

q1(t)(Rojo)

40000

30000

20000 +

10000 -

0

—10000 -

—20000 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0

(a) Evolucién temporal de las posiciones ¢ (t)(péndulo) y ¢a(t)(rueda)
40 N

20 -

—20 F

—40

—60

_80 | | | | J
0 5 10 15 20 25

(b) Entrada de control u(t) de (4.16)

Figura 4.4: Respuestas de la evolucién de posicion y entrada de control

4.4 sin la presencia del observador no lineal podemos ver como las evoluciones temporales se

alejan del punto de equilibrio, y por consecuencia evitando que se cumpla el objetivo de control

(2.43). Mientras qu& entrada de control como se aprecia en la gréfica (4.4b) después de aplicar

la perturbacién se encuentra oscilando entre valores cercanos a la magnitud de la pertubacion

pero con signo contrario.
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4.4.4. Péndulo con rueda inercial con observador y con perturbacion

J

150 [Grados]

100
50

0

—50

—100

—150

_200 | | | | |
0 5 10 15 20 25

(a) Evolucién temporal de las posiciones ¢ (t)(péndulo) y ¢a(t)(rueda)

40 N

30t
20
10 |
0 kA 5]
_]_O L
_20 L
_30 L
40
—50
_60 | | | | ]

(b) Entrada de control u(t) de (4.16)

Figura 4.5: Respuestas de la evolucién de posicion y entrada de control

La Figura 4.5 muestra que al implementar el observador no lineal, ain en presencia de la
perturbacién se logra cumplir el objetivo de control (2.43), podemos apreciar en la gréfica
(4.5a) que las posiciones del péndulo y la rueda muestran un ligero disturbio para posteriormente
ascentarse en el origen siento este el iinico punto de equilibrio. La entrada de control de la grafica
(4.5b) vemos como se desvanece el valor de la perturbacién constante, dando a entender que el

controlador logra estimar dicha peturbacién y la atenta.
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4.4.5. Comparacion entre la perturbacién 0 y la estimacién del ob-

servador no lineal en el péndulo con rueda inercial

50 ¢
A5 L]
40 + d(Rojo)

35 1 (t)(Azul)
30 -
25 -
20 -
15
10 -

ML
0 | | J t[S]

0 D 10 15 20 25

(9N

Figura 4.6: Comparacion entre la estimacion del observador 5 (t) y la perturbacién &

@ara fines de comparacion, en la Figura 4.6 se muestra la estimacion del observador no lineal
S(t) de (4.17) en contraste con la perturbacién . Es perceptible que el observador no lineal
consigue una estimacion efectiva de la perturbacion constante, por lo tanto, el criterio de diseno

establecido en (2.44) se cumple de manera satisfactoria.



Capitulo 5
Carro-péndulo

El carro péndulcgs un mecanismo subactuado constituido por un carro que se desplaza sobre
una superficie plana con un poste fijado mediante un pivote sin friccién sobre el carro (véase
la Fig. 5.1). Este mecanismo ha sido mencionado en trabajos como [37], [38], [39], [40]. Este
mecanismo es subactuado porqueQene dos grados de libertad, la rotacion ¢; del poste y el
desplazamiento horizontal ¢, del carro y solo tiene un actuador, la fuerza externa F' aplicada al

carro.

4,

Figura 5.1: Diagrama esquematico del carro péndulo.

40
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5.1. Modelo dinamico

En ausencia de rozamiento, un modelo dindmico del sistema carro péndulo queda de la siguiente

forma

mplf,q"l + myl,c0s(q1)ga — mygl,sin(qr) =0, (5.1)
myl cos(qz2)¢y + [M. + mp]q"Q — mply Sin(Ql)@ﬁ =F, (5.2)

donde M, denota la masa del carro, [, es la longitud del péndulo y m, su masa, F' € IR eg
entrada de control de fuerza, y g es la aceleracién de la gravedad.
Ql modelo dinamico del carro péndulo puede ser expresado en términos de@oms ecuaciones de

Euler-Lagrange, como se muestra a continuacién

-Q1- ¢
d |2 g2
dt |- | = [’an(fh)_ﬁCOS@[ﬂ—Hﬂ-ﬁSin(ql)q%H ; (5.3)
U k()]
il |l sBsinti] o costa sinta)]
21| ) _

donde

Q) - [ “ ﬁcos(gl)] . (5.4)

Beos(a) v

con o = mpl2, B =mply, v = M. +my, y w = mygl,.

Para poder desarrollar este caso particular utilizando la metodologia vista en capitulo 2, nece-

sitamos implementar el siguiente método.

5.2. Linealizaciéon parcial

La linealizacién parcial cuenta con dos ingredientes principales: el diseno del controlador se
ha desarrollado en términos de la posicién g y el momento p (formulacién hamiltoniana), y
la matriz de inercia M del modelo de la planta (2.3) se supone que es una matriz constante
(véase mas adelante (2.1). Sin embargo, el modelo de la planta (5.3) estd escrito en términos

de la posicién conjunta q y la velocidad ¢ (formulacién lagrangiana), y su matriz de inercia
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de la planta M(q) no es una matriz constante. Por lo tanto, para aplicar nuestra propuesta
es necesario cumplir la siguiente peticion: La solicitud anterior puede cumplirse de la siguiente
manera. En primer lugar, utilizamos una transformacion adecuada sobre el modelo de planta
junto con la linealizacién por realimentacion parcial mediante la entrada de control u. Para ello,
aplicamo@ método de linealizacién de realimentacién parcial descrito por [41] sobre el modelo

dinamico de la planta, que da como resultado:

¢ Q1
p .
N (5.5)
dt | ¢, 2sin(q1) — 5 cos(q1)0
¢ v
con
ad
v = . 5.6
UV e M (56)

donde ¢ es una perturbacién constante desconocidaQon la entrada de control expresada como:

«

(.

u= [thT[M]} v+ pw siwl) cos(q1) — Bsin(q1)d3, (5.7)

g

donde v es una entrada de control “auxiliar” y det [M] = ay — 32 cos?(q1).

En segundo lugar, el modelo dindmico reducido (5.5) logrado con la linealizacién por reali-
mentacién parcial puede escribirse a través de la estructura hamiltoniana (2.3). Teniendo esto
en cuenta, el modelo (5.5) puede expresarse en una formulacién hamiltoniana en términos del

vector de estado [q1 q2 p1 p2]T como se muestra a continuacién:

q1 Vle y4i
d o] _ Vi H _ P 5.9
dt | p, VU — gcos(ql)@ gsin(ql) — gcos(ql)f)
P2 VUt 0
dond@ hamiltoniano esta dado por
A
H(q1,92,p1,2) = 5" M7 'p +U(ar),
1 w
= 5[19% + p3] + - cos(q1) (5.9)
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9 el momento p = [p; po]? definido en (2.2) resulta

[“] — Mg = [Ch] (5.10)
P2 q2

Qon las matrices de “inercia” y “distribucién” relacionadas con el modelo dindmico (5.5), dadas

por

|10 B —gcos(ql)

QSi como la nueva funcién de “energia potencial” definida en (5.9), tomada de (5.5):

w

U(q) = S cos(q1)- (5.12)

5.3. Diseno del control robusto

Ty o) = K [le Qd2:|T

T T
las variables seleccionadas, donde K = I xn Vv @4 = [le qdz] = [O 0] es el vector de

T
Considere el modelo (5.8) con G = [O 1] . Sean a(q) = K [ql q2]

posiciones deseadas. Né6tese que el término V,H visto en (2.38) puede expresarse como VU
dado que H cuenta con la estructura vista en (5.9) donde la energia potencial U es el unico

elemento que depende de q. Por tanto, si definimos D, como

Da(Ga;) = koMoG(qay) G (qay ) Mo, (5.13)
entonces podemos reescribir (2.38) de la siguiente manera

G [V = T,'V U] =0y, (5.14)

Comenzamog diseno de la ley de control v fijando la matriz constante M, como se muestra a

dy d
M,=| " . (5.15)
dy d3

continuacion:

donde las constantes d; deben seleccionarse adecuadamente para garantizar que M, sea una
matriz definida positiva, es decir,®; > 0 y det[M,| = dyd3 — d3 > 0. El siguiente paso es elegir
la siguiente matriz:

GHq) = [1 gcos(ql)] (5.16)
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que asegura la propiedad de las matrices G*(q;)G(q1) = 0. Reemplazando (5.12), (5.16) en
(5.14) nos da la siguiente ecuacion diferencial parcial (EDP).
ou, ou,

C2
Gay Gas

= —det[M,|wsin(q,, ), (5.17)

&1
donde
1 = |:d3 - d2§ COS(Qa1):| 5

Cy = |:d1§ COS(qal) — dg} .

A partir del trabajo [37] la solucién para la EDP mostrada en (5.17) se obtuvo utilizando el

lenguaje simbdlico de Matlab, la cual quedé de la siguiente manera:

det[M,|w. [ daffcos(qq,) — dsa
a\Ya1sYas) — — —1
L{@ ) dy f " ( dy — dsc

1
> + §kpz2(Qa1 ) Qa2> (518)

siendo k, una constante arbitraria, una seleccién adecuada de las constantes dy y ds asegura

[d2f cos(qa,) — dsa] > 0y [doff — d3a] > 0, y la funcién z(qq,, ¢a,) estd dado por

d ”
Z(Qau qaz) = d_;Qtn + [jllarCtanh (MQ tan (%)) + Gas s (519)

donde py y po con constantes estrictamente positivas, definidas como:

2det|M, |«
= M) (5.20)

dy\/d3P? — dja?’

dgﬁ + ngé

T JER - B

Se puede comprobar que la funcién de energia potencial deseada U, (qa, , Ga,) €n (5.18) es continua

(5.21)

y diferenciable, la cual tiene un minimo en gy, ¢a,]” = [0 0]7 y también es definida positiva

cumpliendo las siguientes desigualdades:

k, >0, (5.22)
doff > dsax, (5.23)
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para todo |gq, | < € < 7, donde

€ = acos (Zz—g) (5.24)

Ademds, a partir de (5.18) el gradiente de la funcién de energia potencial deseada Uy, (qa,, qay)

viene dado por

a + k: aiy da a
Vala(das Gay) = [¢1(q 1) Ep2 (e G}l 1)] (5.25)
kpz(ay s Gaz)
con 2(qa,, a,) definida en (5.19) y las variables ¢;(qq,) en (5.25) estan dadas por:
det[M,]w sin(qa, )
a 9 5.26
qbl(q 1) (12[3(X)S(qa1) ——(13(1 ( )
d1 8 cos(qq,) — dacv
a . 2
¢2(0ar) = do3 cos(qa, ) — dzax (5.27)

A partir de [31] desarrollamos la estructura de la ley de control considerando la presencia del
observador no lineal y tomando en cuenta lo anteriormente visto en (2.29), (5.5) y (5.6), como
se muestra a continuacion

~

ad

o (5.28)

V= Ves + Vgj —

Entonces, considerando lo anterior, la entrada de control vistan en (5.28) para este caso parti-

[—g c08(a, )] [det (M| Vg,

det[M,) {1 + | fefea)| 2} Qi [ [pestu)] 1

cular, queda

U= d5V U+ Vo U] | 2V, Us = iV, o

qag qay

v =

o [ = 2 contan | - (5.29)

S =7+ € [qu + an] ) (530)
Y= Q[eo [r1 + p1] + Pay] + €0 [r2 + p2] + P, (5.31)
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con las variables definidas como

d d
r = [¢1 (qal) + kpz(qdw qd2)¢2(qd1)] Wi/” - [kpz(qdn qdz)] Wi/”’ (532>
d d
r2 = — [¢1 (qal) + kpz(Qau qaz)(bZ(qal)] det[lz\/[a] + [kpz(qam(hz)] det[ll\/la]’ (5'33>
P =k, [szm + me} , (5.34)
P2 = Ky [thn +pa2] ) (5'35)
Q= —g c08(qa, )- (5.36)

5.4. Analisis de estabilidad

Para obtener la dindmica de lazo cerrado, en términos de (2.5) y (2.6), sustituimos la accién de

control v de (5.29) en (5.89 después de algunas manipulaciones algebraicas se obtiene

_ _ [ dSchl *d2pa2 7
det[Ma)]
qal dlpal *d2pa2
q det[Ma)]
d o _¢1 <Qa1) - kpz(qala Qa2)¢2(Qa1) - yl
— P | = i (5.37)
dt — [d1Q+ do) §
Pa -
52 =V — [doQ2 + ds] 6
- - I Pay 2+ Pay, — €0 [QQ+1]S |

donde  definida en (5.32) y las ); se definen de la siguiente forma

o? «

dyav — dy 3 cos(qq, doav — dq 5 cos(q,
2 15 (q ):| Paq + 2 ! (q 1)pa2:| - kpz<qa17qa2)7 (538>

daf3 cos(qa, ) — dga] Por + daf3 cos(qa,) — d30‘pa2] ' (5.39)

V=t [-con(an) |

o? «

SN B

se puede comprobar que el origen es el tnico equilibrio (5.37) es

( 7 [ ] )
qa,
Gay

E=1 |pa| = € R’

oS O O O O

Pas
5

\ L . L Vs
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considerando el objetivo de control definido en (2.43) se considera el origen como un equilibrio

AT T
de interes, eso es, [qg pl 5} = [Og 07 0] . Por conveniencia, se define

By =< |p.| €ER®:qu € (—¢,¢) (5.40)

donde € < 7, con € definido en (5.24), entonces el origen es el tinico equilibrio en B, para los
espacios de estados. La funcién escalar vista en (2.4) con M, y U, definida en (5.15), (5.18)
y (5.19), respectivamente, juegan un rol importante: Primero, con esta funcién se obtiene el
sistema de lazo cerrado visto en (5.37), y segundo, esta calificada como funcién de Lyapunov
para demostrar la estabilidad del equilibrio deseado [qg pr 5]T = [OQT 07 0} '
Dado que el sistema de lazo cerrado (5.37) es auténomo, la estabilidad puede realizarse utilizando
eﬂlétodo directo de Lyapunov y el Teorema de Barbashin-Krasovskii.
Q continuacién, se presenta el procedimiento realizado en [37] para asegurar el objetivo de
control (2.43). Como funcién de Lyapunov para analizar (5.37), consideramos H, dada por
(2.4) con M, y U, de (5.15) y (5.18), respectivamente. Ahora, recordando lo visto anteriormente

en (2.45) retomamos la funcién candidata de Lyapunov.
Vi = Ho + Sa.

donde H, se encuentra definida en (2.4), y S, definida en (2.46), donde para este caso se define

como
S, = =02
2
Desarrollando Vp, de (2.49) para el sistema carro-péndulo, obtenemos que
l‘}L = —k, [me +pa2]2 — € [92 + 1} 52' <541>
donde Q = —§ 08 (qa, )-
Comentario 5. La expresidn de V, vista en (5.41) para el sistema carro-péndulo se encuentra

desarrollada con detalle en el Apéndice B.2.

Siguiendo los pasos solicitados porq teorema de Barbashin-Krasovskii e inspirado en [36],
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definimos el conjunto S donde V; = 0, como se muestra a continuacién

qa
S={ |p,| €B:H, +S, =0},
5
da
S={ |pa| €B:—ky[pas,Q+pa)* — e [2+1] 5% =0 . (5.42)
5

para que V;, = 0 de (5.42) debe cumplir lo siguiente

Pay 2+ Do, =0, (5.43)
5=0. (5.44)

Entonces, considerado lo anterior es importante subrayar que el conjunto invariante dentro del

conjunto S debe cumplir con:

d
% (pch +pa2) = 07

d s
E (paz - a COS(Q(Il)p(n) - 07

. B . .
Pay + a [Sen(qal)qalpal - Cos(qal)pal] = 0. (545)

Ademas, de acuerdo con la definicién (2.6), la ecuacién en (5.42) puede reescribirse como

. [dy — di £ cos(ga,)]
2 [dg - d2§ cos(qal)}

Ga; = 0.
entonces,@fcegrando la ecuacién anterior, se obtiene
[dy — dy 2 cos(q )]
o ai

/ot [d3 — da2, c08(a,)]

d o
Qay T d—lqa1 + pyarctanh <,LL2 tan (%)) — k=0,
2

qaz (U) -

q'al(a)] do =0,
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Z(qam Q(w) — k=0, (546)

esto es cierto ygue las trayectorias del sistema de lazo cerrado (5.37) en el conjunto S satisfacen

d

s
% (Z(anQCLz) - K) = Pay — a COS(Qm )pcu = 0. (547)

Para simplificar nuestro anélisis, considerando (5.42), (5.44), y (5.46) en (5.37), podemos rees-

cribir el sistema en lazo cerrado (5.37) como se muestra

- i dza—dzf cos(qa; ) Paq ]
da, o det[Ma]
o doa—d1 3 cos(qal) Pay
d das o det[Ma,)]
E Day | = _(bl (qal) - kp’§¢2(qa1) <548>
Pay —k'pli
0 0
A partir de (5.48), observe que p,, = —k,k, por lo que integrando respecto al tiempo es posible
obtener
paz —= —k‘p/{t + Cl) (549)

donde C} es una constante arbitraria. Como se ha dﬁostrado anteriormenteQ origen es un

_ T
In(®) Gua(t) Pu(®) po(t) 3(1)] del
sistema de lazo cerrado (5.37) partiendo suficientemente cerca del origen, se puede garantizar

punto de equilibrio estable, entonces las trayectorias

que las trayectorias permanezcan dentro de cualquier (bola especificada centrada en el origen)
Pay (t) esté acotada (no puede crecer indefinidamente con respecto al tiempo), entonces k = 0y
ésta implica p,, = C1 ¥ pa, = 0 de (5.48) y (5.49), respectivamente, de (5.49) significa que la

variable p,, permanece constante. Considerando el resultado anterior en (5.45) se obtiene

Sen(Qa1>qa1pa1 - COS<Qa1 )pal =0 (550)

y sustituyendo ¢,, v pa, de (5.48) junto con k = 0 se obtiene

d3a - d25 COS(qa1> p21 _
o } det [Ma] + Cos<qa1>¢1(qa1) =0, <5'51>

daf3 cos(qa,) — dza] P2, en det [M,] w cos(qa, )
a det [M,] do cos(qa, ) — dsa

sen(an) |

—sen(qa, ) H = 0. (5.52)

cuya unica solucién es q,, = 0 para q,, € (—¢,€), porque el par de sumandos dentro de los
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paréntesis son estrictamente positivos en este ¢,,, rango, una vez que por diseno hemos elegido
dy3 > dsa y € < % de acuerdo con (5.24). Sustituyendo ¢,, = 0 y & = 0 en (5.46) resulta
Ga, = 0, lo que implica ¢,, = ¢4, = 0, y a su vez se obtiene p,, = p,, = 0. Esto signiﬁcue
el punto de equilibrio en el origen [¢,, qu, Pay Pas S}T = [0 000 O}T es el conjunto
invariante mas grande dentro del conjunto S. Entonces, por el teorema de Barbashin-Krasovskii
concluimos que est&unto de equilibrio es localmente asintéticamente estable y el objetivo de

control (2.43) esta asegurado en un sentido local.

5.5. Resultados de simulaciones numéricas

Se utilizaron MatLab y Simulink para crear los diagramas que representan las expresiones
mencionadas anteriormente: el modelo dinamico descrito en (5.8), la entrada de control v(t) de
(5.29) y el observador no lineal de (5.30). Los siguientes parametros establecidos para esta serie
de simulaciones fueron recabados a partir del trabajo de [37], La configuracién de la planﬁicial
fue: |¢1(0) ¢2(0) pi(0) p2(0) S(O)]T = [10O 0000 T. Las ganancias del controlador

fueron:

Parametro Valor
k, 12
k., 0.3
d1 1
dg 2
ds 5
€0 3

Tabla 5.1: Ganancias para el controlador y el observador no lineal del carro-péndulo

La ganancia del observador seleccionada fue ¢y = 3, se introdujo una perturbacién constante
d = 45[Nm] la cual se aplicé a los [10s] de la simulacién. El método de integracién utilizado

para esta serie de simulaciones fue el ODE23, con un error de tolerancia de 1 x 1073,
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5.5.1. Carro-péndulo sin observador y sin perturbacion o

10 [Grados]
8
6
4
2
t[s]
| | | |
10 15 20 25
(a) Evolucién temporal del péndulo ¢ (t)
0.15
0.1
0.05
0 t[s]
—0.05 -
_0‘1 | | | | |
0 5 10 15 20 25

(b) Evolucién temporal del carro go(t)

Figura 5.2: Evoluciones temporales correspondientes al carro-péndulo

Qa Figura 5.2 nos muestra la evolucién temporal de ¢;(¢) correspondiente al péndulo y go(t)
correspondiente al carro, observamos que el objetivo de control de (2.43) se cumple satisfacto-
riamente ya que ambas posiciones se asientan en el origen el cual fue definido anteriormente en

la seccién 5.4 como tnico punto de equilibrio.
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5.5.2. Carro-péndulo con observador y sin perturbacién ¢

10 [Grados]
8
6
4
2
t[s]
| | | |
10 15 20 25
(a) Evolucién temporal del péndulo ¢ (t)
0.15
0.1
0.05
0 t[s]
—0.05 -
_0.1 | | | | |
0 5 10 15 20 25

(b) Evolucién temporal del carro go(t)

Figura 5.3: Evoluciones temporales correspondientes al carro-péndulo

En la Figura 5.3 se ha incorporado el observador no lineal. Observamos que, en contraste con

las graficas de la Figura 5.2, no se presentan cambios considerables que afecten las respuestas
de q1(t) ¥ ¢2(t).
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5.5.3. Comparativa de la entrada de control del carro-péndulo con

y sin observador

t[s]
_3 | | | | |
0 ) 10 15 20 25
(a) Entrada de control F(t) sin observador
N
t[s]
_3 | | | | |
0 ) 10 15 20 25

(b) Entrada de control F(t) con observador

Figura 5.4: Evoluciones temporales correspondientes al carro-péndulo

En la Figura 5.4 podemos apreciar una comparacién entre la entrada de control al con y sin la
presencia del observador no lineal, se puede notar que no hay una diferencia considerable entre

ambas respuestas.
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5.5.4. Carro-péndulo sin observador y con perturbacién ¢

20 [Grados]

20
10

0
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—20

—30

_40 | | | | |
0 5 10 15 20 25

|
<
o
\

0 bt 10 15 20 25

(b) Evolucién temporal del carro go(t)

Figura 5.5: Evoluciones temporales correspondientes al carro-péndulo

Al aplicar la perturbacién constante en el sistema carro-péndulo como lo muestra la Figura
5.5, vemos un aunmento en la respuesta del péndulo expresada en la grafica (5.5a) y en el carro
podemos ver como se aleja del punto de equilibrio y se establece en un valor fijo como lo muestra
la gréfica (5.5b), esto es indicativo que el carro tuvo que desplazarse esa distancia para poder

regular la posicion del péndulo pero a su vez se aleja del punto de equilibrio establecido.
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5.5.5. Carro-péndulo con observador y sin perturbacién ¢

|Grados]

_10 | | | | |
0 5 10 15 20 25

(a) Evolucién temporal del péndulo ¢ (t)

0.15

0.1

0.05

—0.05

_01 | | | | |

(b) Evolucién temporal del carro go(t)

Figura 5.6: Evoluciones temporales correspondientes al carro-péndulo

Al implementar el observador no lineal en presencia de la perturbacion costante como lo muestra
la Figura 5.6 vemos una mejor respuesta por parte de las posiciones y resalta que el carro, como
se muestra en la gréfica (5.6b), logra regular la posicién del péndulo y a su vez se mantiene en
el punto de equilibrio establecido. Lo cual es indicativo de que el observador no lineal plasmado

en (5.30) logra estimar la perturbacién y amortiguar sus efectos.
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5.5.6. Carro-péndulo entrada de control con y sin observador con

una perturbacién constante ¢

(b) Entrada de control F(t) con observador

Figura 5.7: Evoluciones temporales correspondientes al carro-péndulo

La Figura 5.7 se muestra a modo de comparacién entre la entrada de control con y sin el
observador no lineal, se puede resaltar que al agregar el observador no lineal la entrada de
control presenta un menor sobre impulso para lograr estimar la perturbacion constante tal

como se muestra en las graficas (5.7a) y (5.7b).
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5.5.7. Comparacion entre la perturbaciéon ¢ y la estimacion del ob-

servador no lineal del carro-péndulo

d(Rojo)
(t)(Azul)

(@9

_1 | | | | |
0 D 10 15 20 25

Figura 5.8: Comparacion entre la estimacion del observador no lineal y la perturbacién o

Como nos muestra la Figura 5.8 vemos que la estimacién del observador no lineal es casi idéntica
a la pertubacién constante, lo cual nos indica que el criterio de disefio visto en (2.44) se cumple

de manera satisfactoria.



Capitulo 6
%onclusiones

Se ha presentado un esquema de diseno de control robusto por modelo de energia para pertur-
baciones constantes en sistemas mecanicos. La evidencia mostrada en el experimento en tiempo
real y las simulaciones numéricas resalta cémo se logran cumplir tanto del objetivo de control
como el criterio de diseno establecido.

Durante las pruebas experimentales realizadas en el Servomotor SRV02 y las simulaciones
numéricas de los sistemas subactuados, se observaron resultados satisfactorios. Se logra apreciar
que con la aplicacion del observador no lineal se ha mejorado de manera significativa la robus-
tez del controlador en presencia de perturbaciones constantes. Esto se debe a la capacidad del
observador no lineal para estimar de manera precisa las perturbaciones y compensarlas, lo que
permite al sistema mantener un desempeno 6ptimo. Ademas, el enfoque basado en el modelo
de energia@a demostrado ser efectivo en la gestioén de la energia del sistema, contribuyendo a
la estabilidad y eficiencia del controlador disenado.

Ademas, de esta tesis han surgido dos articulos cientificos que han sido sometidos a revisién,
estos mismos son “Robust control joint position regulation of the inertial wheel pendulum affec-
ted by constant torque disturbance”, y “Control robusto para requlacion de posicion del sistema

carro-péndulo afectado por perturbaciones constantes”.
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A.1. Diagramas para el péndulo con rueda inercial

Péndulo con rueda inercial

C]

pendulo iwp con delta

pp->p p->qp

:I
delta vs deltag

Figura @ Diagrama de bloques del péndulo con rueda inercial

Controlador

La Figura A.1 nos muestra la estructura del diagrama de bloques utilizado para simular el
comportamiento del péndulo con rueda inercial, esto mismo, considerando todo lo anteriomente

visto en el capitulo 4.

sin —b‘y »

q — PP
D >
e J
u HL
Perturbacion
perturbacion delta constante

delta_out

Figura A.2: Planta del péndulo con rueda inercial vista en (4.4)

Podemos apreciar en la Figura A.2 nos muestra como se expresa la planta o modelo dinamico
visto en (4.4).
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w ‘ Ueg + Ui )
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Figura A.3: Controlador u(¢®el péndulo con rueda inercial vista en (4.16)

La Figura A.3 nogluestra el diagrama de bloques correspondiente a la entrada de control u(t)
de (4.16).

qaz

napl

| ((phi2*d2)+Hphi3 d3))

Figura A.4Qiagrama de bloques de ¥ del péndulo con rueda inercial

La Figura A.4 nogluestra el diagrama de bloques correspondiente a 4 visto en (4.18)
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A.2. Diagramas para el carro-péndulo

q1

, =
Carro-péndulo B Péndulo

q2 > D

Carro

>
Pp->p p->ap ap ->q _ =

Controlador

Figura A.5: Diagrama de bloques del carro-péndulo

Podemos apreciar en Figura A.5 el diagrama de bloques correspondiente al sistema carro-péndu-

lo, en donde, se encuentran todos los elementos desarrollados anteriormente en el capitulo 5.

entrada de control

v_gorro

: r}?\ ﬂ\ﬂl—
L
q1 _m\ ot
sin W=

—C0

Figura A.6: Planta del carro-péndulo vista en (5.8)

La Figura A.6 nogluestra el diagrama de bloques correspondiente a la planta vista en (5.8).
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Ves + Vi

)

delta_gormo_scope

Figura A.7: Controlador del carro-péndulo vista en (5.29)

El diagrama de bloques y sus subsistemas correspondientes al controlador v(t) visto en (5.29),

se encuentran plasmados a modo de ilustraciérﬁn la Figura A.7.

Apa)
anz
Q
amega
’?]. 1y *8 y H ,},
[ ;|} _{l\ gamma_g i o Ay >
— u D,
__ N2

ofa2

Figura A.8: Diagrama de bloques de 5 del carro-péndulo vista en (5.30)

La Figura A.8 nos muestra los diagramas de bloques y subsistemas correspondientes a la es-
tructura de ¢ vista en (5.30).
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Los procedimientos que se presentan en este apendiceéorresponden a la expresién vista en (2.49),

donde V, se desarrolla para los casos particulares del"'péndulo con rueda inercial y carro-péndulo

como se muestra a continuacion.

B.1. V; para el péndulo con rueda inercial
Retomando (2.49) como:
Vi = —p S M DM p, — e0d GTWM™'GS. (B.1)
Ahora, desarrollamos (B.1)®¥ara el sistema péndulo con rueda inercial.
Retomando D, de (4.5)
D, = T,Gk,G'TT (B.2)
donde
T, = M,WM™1 (B.3)

con Sustituyendo (B.2) obtenemos

Vi = —p T M MW M G, GTM YW M M, — 06 GTW MG,

= —kp, WM GG"M ' Wp, — 66 GTWM™'GS. (B.4)

Recuperando las definiciones de las matrices M y W vistas en (4.2) y (4.8), donde por simpli-

cidad definimos M~! como:

Y= [WM} ‘#ZM}] A [¢1 ¢2] , (B.5)

o deil[QM] de(‘:f)M] ¢2 ¢3
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A continuacién, se desarrollan los elementos H, y S, mencionados en (B.4).

Ho = —kypa . WM IGGT M1 Wp,,
ko 0] [¢1 @] 01 o 1] [qh @] [k:l 0] [p”
0 k| ¢ @3] |1 ¢y b3| |0 kol |Pan| ]|

i O ]{Z 0 al
= —k)v _klpa1¢1 +k2pa2¢2 klpa1¢2 +k2pa2¢3] [1 [O 1i| [Z: j:j [01 k’g] [i ]] 7
o @] [k 0] [pu

0 k2 _paz 7

G2 O3
] ki 0 Pa,
= —ky | | b2 [F1Pa, b2 + Pas @3] 3 [klpal¢2+pa2¢3ﬂ [0 k] [p ” |
L 2 “

= - kv DPay pag]

= —ky 0 k1pa, @2 + k2pa2¢3} [

= —k, :¢2k’1 (F1Pay @2 + KoPay @3] Psky [k1pa, P2 + Kk2pa, ¢3]] [pm]] ’

Pay

= —ky [P2ki [K1Day P2 + kaDa, @3] + dska [k1Da, G2 + Kopa, d3]]
= —k, [pil kid3 + 2¢2¢3k1kapa, Pas +p§2k§¢>§} )
== _kv [pm k1¢2 +pa2k2¢3]2 . (B6>

Considerando que ki = aq, ks = ao, y desarrollando los terminos vistos en la simplificacién

(B.5), (B.6) se reescribe como me muestra a continuacion

2
_ Pa, G102 pa2a2a1:|
)

det[M] = det[M]

— _k a102 [_pal +pa2] ?
! det[M]

Ha:—kv[
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Ahora, continuamos con el desarrollo de S, de (B.4).

S, = ed GTWM1GS,
. -'0 1] ki 0| o1 ¢2| |0 5
’ |t 0 k2] |02 @3] |1 7
I b1 ¢2- Of | =
=€y _0 k2i| [¢2 ¢3 [1]] 627

0 5
1_ 9

= 60k2¢352. (B8)

=€ :k‘2¢2 k2¢3}[

A partir de la simplificacién (B.5) y con ky = ay, obtenemos que

102 o

Sa=-— B.9
O det ML (B-9)
por lo tanto, la expresion vista en (B.1) queda
2
. a1a2 [_pm +pa2] a1a2 o
— _k, _ 192 B.10
Vi det[M] et ML) (B-10)

donde (B.10) corresponde a (4.29).

B.2. V; para el carro-péndulo
Para el carro-péndulo las matrices M y W son la identidad, con T, = M,, se define D, como:
D, = M,Gk,G" M, (B.11)
T
con G = [Q 1] , donde 2 = —§ cos(q1). Entonces Vy, de (2.49) queda;

Vi = —p M DM p, — 8 GTWM'GS,
— —kyp TCG D, — e0d GTGS. (B.12)

Ha Sa

Desarrollando H, de (B.12), obtenemos
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. [pm pw] & [Q 1] [pal paz]]’
[l I [ ]
| 1’

o ?[paﬁw@] [Pe, +pa2]} [ij” ,

b | fo 1]

= —k, [me [me + paQ] + Day [pa1Q +pa2“ )
= _kv [pzl QZ + 2pa1pagQ +p32} )
= —ky [pa, 2 +pa2]2 .

Desarrollando S, de (B.12), queda
<T T %
S, = —ed GG,
Q| ~
[E1 ]52],
1

= —60 I:QQ + 1] 52.

= —60

Por lo tanto, V;, de (2.49) para el carro-péndulo nos queda de la siguiente forma
l.}L = —ky [me +pa2]2 — €0 [92 + 1} 82-

donde (B.15) corresponde a (5.41)
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C.1. Desarrollo de elementos para el observador para el

péndulo con rueda inercial

v =G" |60 | M, Vo Ho+ My DoV, Hy | + MW, | (C.1)
E Eg E3

Desarrollando el gradiente de H, con respecto a q,, queda

vana — anl Ha — -3 Sen(q(Zl) - kp72 [qa2 - IYQQCH] 7 (02>
vqa2 Ha k:p [Qaz - 72%11]
Introduciendo «; y as como:
a1 = —73 Sen(qal) - kp72 [qaz - IVZQal] ) (C3)
Qo = kp [Qaz - ’72(]111] ) (04)
desarrollando el gradiente de H, con respecto a p,, queda
v Ha al + ag
VpaHa = = = Pay 1 7 Poy 02 ) (C5>
vpa2 Ha Da, V2 + DPay V3

para simplificar el vector expresado al desarrollar V,, H,, se definen los siguientes vectores

b1 | Pay V1 + Day V2
52 Pa, V2 + Pay U3
donde vy,v5 y v3 son elementos de M, !, como se muestra a continuacién

[“1 ”2] , (C.6)

Vg U3

>

) d1
det[Ma] det[Ma]

ds do
ML= [ det[M,] _det[Ma}]
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por lo tanto
ds
V1 =
" det M)
da
Vo = —
27 det M)
57 det [M,]’
donde
det [Ma] = d1d3 — dg
Ahora procedemos a desarrollar los elemenos seleccionados en (C.1).
Desarrollando Ej:
_|_
E, = MJIV%HQ _ U1 V2| |Q1 _ 1U1 T QpUg (C.7)
Vg Us| |2 QU9 + QU3

para simplificar los elementos presentes en el vector Fi, se definen las siguientes constantes

S1 = V1 + Qiva,

So = QU2 + QoU3,

por lo tanto

Ey

31] . (C.8)

Desarrollando el elemento D, de Ejs:
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Si Dy = TGk,GTTT =k, | M, KM 'GG"M 'K M, |, entonces:

l1

D -k k1go [dikiga + dokads|  kogs [dikipa + dakags] | |di da
‘ ° k1o [dokig + dskads|  kogs [dakipa + dskags]| |de ds ’

g

l

s

por simplicidad los elementos presenten la matriz [; se definiran como las siguientes constantes

ny = kigs [dik1¢s + dakas],
Ny = ko [dik1¢2 + dakags]
ns = ki¢g [dokipo + dskags],
ny = ko [dok1¢2 + d3kags]

por lo tanto

D —k ny MNo d1 dg . kv [n1d1 + n2d2] kv [n1d2 + ngdg]
¢ ! ng N4 dg d3 k)v [n3d1 —+ n4d2] ]fv [n3d2 + n4d3] ’

(. J/
-~

l2

por simplicidad los elementos presenten la matriz [, se definiran como las siguientes constantes

21 = ky [n1dy + nads)
2o = ky [n1dy + naods)
23 = ky [nady + nuds]
24 = ky [ns3dy + nuds)

por lo tanto, el resultado de desarrollo D,, queda

D = [Zl 22] , (C.9)

Z3 24
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Desarrollando Es:

Ey,=M;'D,V, H,

U1 V2
V2 Vs

Z1 22 51

Ba|

B [z101 + 2300) + B2 [2201 + 240]
| B1 [2102 + 2303] + B2 [2202 + 2403)]

23 24

por simplicidad los elementos en el vector F, se expresaran utilizando las siguientes constantes

wy = By [z101 + 2302] + B2 [2201 + 240],

Wy = 1 [2102 + 23v3] + P2 [2202 + 2303]

por lo tanto

By — wl] . (C.10)
Wa
Desarrollando E3
ES = Mﬁleaa

con W = K, siendo K una matriz diagonal

By — -<Z51 ¢2] [/ﬁ 0] [pzu],
(P2 P3| |0 k2| |Pas

_ _¢1k1 ¢2k2] [pm]

| P2k1 P3ka] |Pas 7

_ Day P1K1 + Doy P2ko
| Pay @21 + Pa, O3k

Para simplificar lo mostrado en el vector Fj3, se utilizaran las siguientes constantes

01 = Day@1k1 + Pay P2ka,
09 = Pay P2k1 + Day P32,
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01
02

El elemento plasmado en (C.1) se reescribe como:

por lo tanto

Ey =

f'y:GT 60[81+'LU1]+0'1 éGT hl ’
€0 [82 + wg] + 09 hg
entonces
h
3 =G | = ho,
2

por lo tanto, (C.1) para el péndulo con rueda inercial queda de la siguiente forma:
"}/ = € [82 + wg] —|—O’2.

donde

dy

s2 = [y35en(qay) + KpY2 [dar — 124a,]] det[M,]’

ds
ESREVYE k as al
det[Ma] + [ P [q 2 724 H
wy = Py [2109 + z3v3] + B2 [22v2 + 23v3],
1

727 T detM] [Pay azky — payaiks] -

78

(C.11)

(C.12)

(C.13)
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C.2. Desarrollo de elementos del observador no lineal pa-

ra el carro-péndulo

A partir de la estructura vista en (C.1) desarrollamos los elementos senalados parz@ caso del

Carro-Péndulo, como se muestra a continuacion.

N

A=G" e |M;'V, Ho+M;'D,V, H,| + M~ 'Wp,| ,
- v N 7 _ —

-

E1 E2 E3

Desarrollando el gradiente de H, con respecto a q,, queda:

V4o, Ua
Vo, Ua

Qay

an Ha -

= [¢1 (qal) + kpz(qlll ) qa2)¢2 (Q(n )]
kpz(qm ) qaz)

donde se introducen los siguientes vectores con la intencién de simplificar los calculos mas

adelante.
M| 91(4a) + Kp2(4ars Gar ) 92(4ar) (C.14)
)\2 kpZ(Qala qaz)
desarrollando el gradiente de H, con respecto a p,, queda
V Ha a a
V,, H, = | vt o [Pt T Pastz (C.15)
vp@ Ha Pa, V2 + Pas U3

para simplificar el vector expresado al desarrollar V,,, H,, se definen los siguientes vectores

Bl o Pa, V1 + PayV2
B2 Da, V2 + PayUs
donde vy,v5 ¥ v3 son elementos de M !, como se muestra a continuacién

= [Ul UQ] , (C.16)

Vg U3

a ___ds di
det[Ma)] det[Ma]

d3 _ d2
Mfl — [ det[Ma] det[Ma}]
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80
por lo tanto
v = ds
" det M)
Vg = — 2
27 det M)
57 det [M,]’
donde
det [Ma] = d1d3 — d%
Ahora procedemos a desarrollar los elemenos seleccionados en (C.1).
Desarrollando Ej:
A A A
By =M'V, H, = v U2 1| _ [ A1t Agve (C.17)
vy V3| | A2 A1U2 + AgUs

para simplificar los elementos presentes en el vector Fy, se define lo siguiente, donde

r1 = AU + AUy,

T = AUz + AgUs,

por lo tanto

En

“] . (C.18)

Desarrollando el elemento D, de Ejs:

Si By = M;'D,NVp H, = M;'D,M; " p,, desarrollando obtenemos que E; = k,GG"p,, donde
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T
G = [Q 1} , siendo ) = —g cos(qy), obtenemos:
Ey = kaGTpaa
o .
Day
ko [°Pa; + Qpa,]
ko [Qpay + Pas

Q

entonces

koo [%pay + o, ]

By =
kv [2Pa, + Das)

por lo tanto, definimos Fs de la siguiente forma

EQZ

pl] . (C.19)

P2

Para el desarrollo de E3 se hace mencién que tanto la matriz de inercial M es igual a la matriz

identidad al igual que la matriz W, entonces

Ey=p, = [p‘”] (C.20)
Pas

Entonces, a partir de lo anterior podemos reescribir para el caso del carro péndulo la estructura

vista en (C.1) de la siguiente forma:

4= or € (1 + p1] + Do A ar m ’ (C.21)
€0 [r2 + pa| + Py 0
T
recordando que G = [Q 1} , (C.21) queda:
T |
G = Qmy + . (C.22)
Up)

por lo tanto, (C.1) para el carro péndulo queda:

¥ = Qleo [r1 + p1] + pa,] + €0 [r2 + p2] + Pa,- (C.23)
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donde
dg d?
Ty = [gbl (qal) + k:pz(qal, qa2)¢2(qa1)] m - [k?pz(Qal) Qaz)] det[M ]a
d d
ry = — [01(dar) + kp2(Gar, Gas ) D2(Gay )] waa] k2 (G oo Wll\da]’

pP1 = kv [sz(n + Qpa21| )
P2 = kv [thn +pa2] .
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D.1. Parametros para el péndulo con rueda inercial

clc; clear; close all;

#Matriz de inercia (M)
m3 = 10;

I1 =0.1;

I2 = 0.2;

al = I1+I2;

a2 12;

a3 = I2;

Dm
g = 9.81;

al*a3-(a2)~2; %Determinante de M

% M inversa--————————————————————

phil = a3/Dm;

phi2 = -a2/Dm;

phi3 = al/Dm;

#Matriz deseada (Ma)---——-————————————————————————————
d:h =05k

d2 = 2;

d3 = 1;

Dma = di*d3 - (d2)~2; %Determinante de Ma

%Ma inversa—-—-—-————————
d3/Dma;
-d2/Dma;
d1/Dma;

vl
v2
v3

%Ganancias para el IWP---————————————————————————
k1 = al;
k2 = a2;
kp = 1;

%Elementos de Ta"-1-———————————————————————————————
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cl
c2
c3
c4

gamma2 = ((d1*a2/k2)-(d2*al/k1))/((d3*al/kl) - (d2*a2/k2));

((vixal) /k1)+((v2*a2) /k2);
((v2*al)/k1)+((v3*a2)/k2);
((vix*a2)/k1)+((v2*a3) /k2);
((v2*a2) /k1)+((v3*a3) /k2);

gamma3 = (—m3)/(@3*a1/k1) - (d2*a2/k2)); ;

El =
E2 =

(((-d3*a2)/(a1))+((d2*a3)/(a2)));
(((d2*a2)/(a1))-((d1*a3)/(a2)));

kp_tilde = (kp/Dma)*((E1)+ (gamma2)=*(E2));
kv_tilde = (kv*al*a2)/(Dm);
alfa3 = ((m3)/((d3*al/k1) - (d2*a2/k2)))*(E1);

D1 =
D2 =

(d1-d2);
(d2-d3) ;

%W inversa o K{diag} -1----—---—-——————————

hz{1
zl
z2
z3
z4
hw{l
wl
w2
w3
wi

k2/ (k1%k2) ;
k1/(k1xk2);

(k1*phi2)* (((d1xk1*phi2)+(d2%k2%phi3)));
(k2*phi3)* (((d1*k1*phi2)+(d2xk2%phi3)));
(k1*phi2)* (((d2xk1*phi2)+(d3*k2%phi3)));
(k2*phi3) * (((d2xk1*phi2)+(d3*k2%phi3)));

kv* (((n1*d1)+(n2%d2)));
kv (((n1*d2)+(n2+d3))) ;
kvx (((n3*d1)+(nd*d2)));
kv* (((n3*d2)+(nd*d3)));

((vi*xz1)+(v2%z3)) ;
((v1xz2)+(v2xz4)) ;
((v2*xz1)+(v3*z3));
((v2*z2) +(v3*z4)) ;
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D.2. Parametros para el carro-péndulo

clc; clear; close all;

%Parametros para el carro péndulo

.25; *a%

Mc =0

mp = 0.127; %kg

lp = 0.156; %m

Jm = 1.7893%107-5; kg m~2
Qa = 2.60; %0hms

km = 7.68%107-3;%V s/rad

kt = 7.68%107-3; %Nm / A

Keq = 0.1860; %Nm~2/V

Beq = 0.10; %Nms

b = 0.0175; Um

nm = 0.90;

lambda = 70;

Jeq = lambda * Jm;
hGravedad-—--—--—————————————————————————

g = 9.81;

WMatriz deseada--——-———————=—————-————————————o
dl = 1;

d2 = 2;

d3 = 5;

Dma = d3*d1 - (d2)°2;
%Simplificaciones—————-——————————————————————————
alfa = mp*1lp~2;

betta = mp*lp;

gamma = Mc + mp; %+ (Jeq/b~2)

delta = mp*g*lp;

D1 =(sqrt((d2°2)*(betta~2)-((d3"2)*(alfa"2))));
M1 = (2#Dma*alfa)/(d2*D1);

M2 = ((d2*betta)+(d3*alfa))/(D1);

k1 = delta/alfa;

k2 = -betta/alfa;
hGanancias———-———-—-———-—-—-—-—-——————————

kp = 12;

kv = 0.3;

e0 = 3;



APENDICE D. CODIGOS DE MATLAB

f——————————= Parametros del observador------————-———-——-——--——-
vl = d3/Dma;

v2 = -d2/Dma;

v3 = d1/Dma;

alfal = fvixvi;

alfa2 = fv2xv2;

alfa3 = fvixv2;

alfad = fv2xv3;
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