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RESUMEN

En este trabajo de investigación se presenta el estudio sobre el comportamiento dinámico y control
de un vehículo de dos ruedas. Con la finalidad de entender los aspectos importantes tomados en
cuenta en el modelado, se presenta el desarrollo de la aproximación del modelo matemático particu-
lar de una bicicleta. Se describen las condiciones, parámetros y desarrollo del modelo matemático,
así como su validación por medio de simulaciones en Simscape Multibody.

Posteriormente, se instrumenta el vehículo de dos ruedas con la finalidad de obtener datos que
dependan físicamente de su estructura y comportamiento. Con esta instrumentación, es posible
implementar algoritmos de control y analizar el comportamiento dinámico de la bicicleta.

También, se describe el acoplamiento dinámico entre la parte real del sistema (instrumentación
considerada en el vehículo), un observador de estados (algoritmo encargado de estimar los estados
no disponibles) y la ecuación diferencial que describe la dinámica del balanceo de la bicicleta, cuya
solución depende de los elementos reales y estimados.
La implementación de hardware en lazo se enfoca en el diseño del observador y la solución de
la ecuación diferencial del balanceo, a partir de los datos derivados de la instrumentación de la
bicicleta.

Finalmente, se presentan diversos sistemas de control enfocados en la estabilización del vehículo
de dos ruedas en su posición vertical, basados en un prototipo instrumentado, un observador y la
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ecuación diferencial del balanceo.
Estos sistemas de control se enfocan en validar el acoplamiento dinámico entre el sistema físico y
los algoritmos de control programados, validando así la efectividad de implementar hardware en
el lazo.



ABSTRACT

This research work presents a study on the dynamic behavior and control of a two-wheeled vehicle.
In order to understand the important aspects considered in modeling, the development of a specific
mathematical model for a bicycle is presented. The conditions, parameters, and development of
the mathematical model are described, along with its validation through simulations in Simscape
Multibody.

Subsequently, the two-wheeled vehicle is instrumented to obtain data that depend physically on
its structure and behavior. This instrumentation enables the implementation of control algorithms
and analysis of the bicycle’s dynamic behavior.

Additionally, the dynamic coupling is described between the actual part of the system (instrumen-
tation considered in the vehicle), a state observer (algorithm responsible for estimating unavailable
states), and the differential equation describing the bicycle’s balancing dynamics, whose solution
depends on both real and estimated elements.

The hardware-in-the-loop implementation focuses on designing the observer and solving the ba-
lancing differential equation based on data derived from the bicycle’s instrumentation.

Finally, various control systems focused on stabilizing the two-wheeled vehicle in its vertical po-
sition are presented. These systems are based on a instrumented prototype, an observer, and the
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balancing differential equation. They aim to validate the dynamic coupling between the physi-
cal system and the programmed control algorithms, thereby demonstrating the effectiveness of
hardware-in-the-loop implementation.
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CAPÍTULO 1

INTRODUCCIÓN

La implementación de hardware en el lazo se define como una herramienta importante en el proceso
de desarrollo de investigaciones, ya que, su aplicación permite llevar a cabo pruebas eficientes y
seguras a través de un sistema condicionado por dispositivos electrónicos (o bien, instrumentado),
cuyos datos proporcionan información de su comportamiento (Ahmadi et al., 2023).
Esta metodología optimiza los procesos de prueba y respuesta ante distintos escenarios y condi-
ciones de funcionamiento de un sistema, en un entorno seguro y controlado, mejorando la produc-
tividad y calidad del prototipo instrumentado, además de reducir el tiempo de una investigación.

En este tema de tesis trabaja el caso de estudio del vehículo de dos ruedas considerando hardware
en el lazo.

Uno de los casos relacionados directamente con el proceso de innovación es el vehículo de dos
ruedas. A lo largo de su historia, la bicicleta ha presentado avances significativos en diversos as-
pectos: diseño estructural y físico, rendimiento, tecnología aplicada, seguridad, etc. Así mismo, la
comunidad científica ha mostrado un gran interés en el estudio de su comportamiento dinámico,
ya que, naturalmente, es considerado un sistema inestable.

Diversas investigaciones definen dicho comportamiento en un modelo matemático descrito en Mei-
jaard et al. (2007) y Schwab et al. (2005), considerando ciertas condiciones y restricciones en su
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modelado. Su desarrollo implica el uso de teoría física y ecuaciones diferenciales, aplicando el prin-
cipio de D’Alembert descrito en Whipple (1899).

También, su comportamiento dinámico se ve afectado por la velocidad traslacional (o de avance),
lo cual lo define como un parámetro variable. Con esto, el sistema tiene las bases para determinarse
como un Sistema Lineal de Parámetros Variables (LPV).

En este proyecto de investigación se aborda el caso de estudio del vehículo de dos ruedas, del
cual, se realiza la aproximación del modelo matemático particular de una bicicleta seleccionada a
instrumentar para que en conjunto con el diseño de algoritmos que estabilice en posición vertical
al vehículo de dos ruedas.

1.1. Planteamiento del problema

El comportamiento dinámico y la estabilidad de una bicicleta es definido por 3 grados de libertad.

V elocidad traslacional υ (t)

Ángulo del manubrio δ (t)

Ángulo del balanceo ϕ (t)

Su estudio involucra el análisis del modelo matemático presentado en la Ec. (1.1), cuya estructura
lo define como un sistema LPV con la velocidad traslacional como parámetro variable.

Mq̈(t) + υ(t)C1q̇(t) + [gK0 + υ2K2]q(t) = f(t) (1.1)

La descripción detallada de este modelo matemático se presenta en el Capítulo 2 de este documento.

El estudio y análisis del modelo para estabilizar la bicicleta presenta un problema porque ciertos
valores de la velocidad traslacional hacen que la bicicleta sea inestable y que no mantenga su
posición vertical cuando está en movimiento.

La implementación de hardware en el lazo representa una forma factible de desarrollar y simular
diferentes algoritmos de control, ya que a través de una planta simulada se pueden detectar errores,
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problemas de diseño o validar el comportamiento del sistema sin necesidad de poner en riesgo de
avería, pérdidas económicas o materiales, etc., a la planta real.

Se diseña un controlador basado en observador que es capaz de estimar los parámetros no me-
dibles y estabilizar una bicicleta en su posición vertical. Con todo lo anterior, se diseña el sistema
con hardware en el lazo, teniendo como ventaja la capacidad de validar el diseño de diferentes al-
goritmos de control, evitar averías o pérdidas en la instrumentación de un vehículo de dos ruedas,
etc.

1.2. Justificación

Las investigaciones realizadas anteriormente implementan diferentes métodos para estabilizar un
vehículo de dos ruedas, tomando como base los estados (ángulo de balanceo y ángulo del manubrio)
del sistema y un parámetro variable (velocidad traslacional), considerándolo así un sistema LPV.
Dentro de estas, algunas implementan un controlador para estabilizar el vehículo en su posición
vertical mediante un observador que depende de los estados del sistema original y de los que este
estime, considerando la velocidad traslacional en su análisis.

La implementación de hardware en el lazo, por su parte, permite probar de manera virtual los
algoritmos y controladores diseñados. Su implementación puede considerar diferentes escenarios y
posibilidades, y trabajar sobre las dificultades que afecten los resultados finales sin generar pérdi-
das económicas y materiales.

El presente proyecto de tesis encuentra como justificación diseñar un sistema de control basado
en observador con hardware en el lazo que estabilice un vehículo de dos ruedas y que permita a
investigaciones posteriores simular, observar y validar el comportamiento de otros algoritmos de
control con la misma estructura.

1.3. Hipótesis

Diseñar una ley de control y un controlador basado en observador con hardware en lazo permitirá
estabilizar un vehículo de dos ruedas sin conductor en su posición vertical, y observar, analizar
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y validar el diseño y comportamiento de otros diferentes algoritmos de control a investigaciones
posteriores.

1.4. Objetivos

1.4.1. Objetivo general

Diseñar un controlador basado en observador con hardware en el lazo para estabilizar un vehículo
de dos ruedas modelado por un sistema LPV polinomial.

1.4.2. Objetivos específicos

1. Diseñar un observador que estime las variables no medibles del vehículo de dos ruedas.

2. Diseñar una ley de control estabilizante basada en observador para mantener en posición
vertical un vehículo de dos ruedas.

3. Diseñar un esquema de hardware en lazo para validar algoritmos de control para un vehículo
de dos ruedas.

4. Validar resultados mediante la simulación de sistemas de control diseñados a partir de un
observador con hardware en el lazo.

1.5. Sistemas lineales de parámetros variables (LPV)

Según Briat (2014), los sistemas lineales de parámetros variables (LPV) son modelos cuya represen-
tación matemática considera parámetros variantes a través del tiempo de acuerdo a las condiciones
y especificaciones propias del sistema. Estos modelos se representan en espacio de estados, defi-
niendo en su estructura coeficientes dependientes de los parámetros.
En términos matemáticos, un sistema LPV se representa de la siguiente forma:

ẋ(t) = A(ρ(t))x(t) + B(ρ(t))u(t)

y(t) = C(ρ(t))x(t) + D(ρ(t))u(t)
(1.2)

donde el vector de estado está definido por x(t) ∈ Rn, el vector de entrada por u(t) ∈ Rm,
el vector de salida por y(t) ∈ Rp y el vector de parámetros variables ρ(t) ∈ Rk. Así mismo,
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A(ρ(t)), B(ρ(t)), C(ρ(t)) y D(ρ(t)) representan matrices dependientes del parámetro variable de
dimensiones compatibles.
El vector de parámetros ρ modifica el comportamiento de entrada-salida del sistema y su estructura
a lo largo del tiempo.

1.5.1. Clasificación de los sistemas LPV

Es posible clasificar a los sistemas LPV en función del comportamiento de los parámetros variables.
Existen tres tipos comúnmente utilizados:

Sistemas LPV politópicos.

Sistemas LPV en forma de LFT (Transformación Lineal Fraccional).

Sistemas LPV afines.

Nota: Para el caso de estudio, el sistema LPV se enfocará en el estudio y análisis de sistemas afines.

1.5.1.1. Sistemas LPV afines

Esta representación es la más utilizada para sistemas con parámetros polinómicos. En los sistemas
LPV, el término polinomial refiere a que él o los parámetros variables se involucran en el sistema
en un polinomio de grado mayor a uno.
Este tipo de sistema LPV con parámetro variable ρ se define como:

ẋ = A(ρ(t))x + B(ρ(t))u

y = C(ρ(t))x
(1.3)

donde tanto A(ρ(t)), B(ρ(t)) y/o C(ρ(t)) pueden descomponerse como:

η (ρ) = η0 +
β∑

i=1
(ηiρi) (1.4)

dando lugar a un sistema LPV con representación afín. Un sistema LPV afín con dependencia po-
linomial corresponderá a aquel definido por matrices A(ρ(t)), B(ρ(t)) o C(ρ(t)) con forma general:

η(ρ) = η0 +
k∑

i=1

m∑
l=1

η{[(i−1)m]+l}ρ(t)i
l (1.5)
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para algunos k ≥ 1, donde ηl, l = 0, ..., km son matrices de dimensiones compatibles, entonces el
modelo se considera un sistema LPV polinomial.

Por ejemplo, considere a ρ ∈ R2 (dos parámetros variables ρ1 y ρ2), entonces m = 2. Sí k = 2, la
ecuación anterior se desarrolla de la siguiente manera:

η(ρ) = η0 + η1ρ1 + η2ρ2 + η3ρ
2
1 + η4ρ

2
2 (1.6)

1.6. Control por Ganancias Programadas

Por definición, todos los sistemas ingenieriles son considerados no lineales, cuyo comportamiento
dinámico cambia junto con su región de funcionamiento. Una de las limitaciones principales del
control por linealización de una planta no lineal es el hecho de contar con un único punto de
operación (Rugh, 1990). El control por ganancias programadas es una técnica que permite extender
el concepto de linealización en un punto de operación (considerando sistemas LTI) a un rango de
puntos de operación (Guo et al., 2019).

1.6.1. Características del control por programación de ganancias

Los controladores diseñados con este tipo de metodología permiten trabajar un sistema con con-
diciones de funcionamiento cambiantes. Sin embargo, es importante que las variables de progra-
mación operen ante los cambios en la dinámica del sistema ocasionados por las condiciones de
funcionamiento. Normalmente, la estabilidad de un sistema únicamente se garantiza localmente y
considerando una variación “lenta”. Debido a esto, no suele haber garantía de un buen rendimiento
y estabilidad ante cambios “rápidos” en la dinámica del sistema (Rugh, 1990).

1.6.2. Procedimiento

En términos generales, el diseño de un controlador por ganancias programadas considera cuatro
pasos (Rugh and Shamma, 2000):

Obtener el modelo lineal del sistema variable por uno o varios parámetros en torno a una
familia de puntos de equilibrio.
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Por medio de metodologías de control lineal, diseñar una familia de controladores a partir
del sistema linealizado dependiente del o los parámetros variables.

Implementar la familia de controladores considerando interpolación lineal, teniendo en cuenta
que los elementos o ganancias del controlador cambiarán de valor en función de las variables
de programación.

1.7. Observadores

Comúnmente, el diseño de sistemas de control se ve limitado a causa de la falta de información
de una planta, por lo que resulta necesario estimar aquellas variables de estado no disponibles. Un
observador es un sistema dinámico encargado de generar el vector de estado x(t) de un modelo
matemático, basándose en las entradas y salidas disponibles del sistema.

Los observadores tienen la propiedad de lograr su objetivo de estimación aun con reducidas señales
dinámicas que definan el comportamiento del sistema. Actualmente, se han utilizado observadores
de estado bajo diferentes enfoques como la estimación, detección de fallas, diseño de controladores,
etc.

1.7.1. Observador tipo Luenberger

Luenberger desarrolló una representación matemática cuya solución reconstruye el vector de esta-
dos con información de las entradas y salidas disponibles de un sistema. Esta representación toma
la siguiente forma:

˙̂x(t) = Ax̂(t) + Bu(t) + L(y(t) − Cx̂(t))

ŷ(t) = Cx̂(t)
(1.7)

donde x̂(t) ∈ Rn y ŷ(t) ∈ Rm son el vector de estados estimados y las salidas estimadas, respecti-
vamente. Así mismo, L corresponde al vector de ganancias de retroalimentación. Esto último hace
referencia al error e entre las salidas del sistema real y(t) y su representación matemática ŷ(t) que,
en conjunto con la ganancia L, se genera el vector de estados x̂ (Yuan et al., 2020).
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1.8. Estado del Arte

1.8.1. Modelado de un vehículo de dos ruedas

Schwab and Meijaard (2013a) desarrolla los elementos fundamentales de la dinámica y control
de las bicicletas de forma detallada basada en el análisis científico y técnicas avanzadas imple-
mentadas. Explica temas fundamentales respecto a los principios físico-matemático que rigen el
movimiento de una bicicleta, los factores generales que ayudan a la estabilidad y maniobrabilidad,
el desarrollo de técnicas y algoritmos de control que beneficien la estabilidad de una bicicleta con
el respectivo modelado y simulación computacional para el análisis dinámico.

Jones (2006) aborda la dinámica general de una bicicleta referente a los principios físico-matemático
que gobierna su movimiento. Desarrolla la cinemática y dinámica de los cuerpos rígidos aplicados
en el diseño de una bicicleta, los aspectos mecánicos como la geometría de cuadro, fuerzas externas
y distribución de pesos que influyen directamente en la estabilidad de la bicicleta. Basado en ese
análisis se muestran los modelos matemáticos implementados para la simulación del comporta-
miento dinámico de una bicicleta.

En Schwab and Meijaard (2013b) se caracteriza por la fundamentación del punto de contacto de
una bicicleta con el suelo, pues es un factor relevante en el comportamiento dinámico. En análisis
acerca de la geometría de cuadro, la distribución de cargas y fuerzas externas son influyentes para
la estabilidad de una bicicleta con diferentes maniobras de manejo y cambios de dirección. Se reali-
za una serie de técnicas de control para la optimización del rendimiento y seguridad de la bicicleta,
implementando la mejora del control dinámico, sistemas de asistencia electrónica y algoritmos de
control adaptativo.

Jones (1970) se centra en la mejora del diseño y rendimiento de una bicicleta tomando en cuen-
ta los factores físicos y geométricos. La estabilidad de una bicicleta se ha desarrollado en base a
teorías de estabilidad y conceptos integrados en los modelos matemáticos, así como los cambios
en las diferentes configuraciones que se han realizado para lograr una estabilidad dinámica exitosa
durante curvaturas y cambios de dirección.
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Moore et al. (2016) se enfoca en el análisis de los factores físico-matemático que gobierna el movi-
miento y la estabilidad de bicicletas y motocicletas por medio de un estudio computacional. Los
métodos de simulación empleados comprenden todos los aspectos influénciales para una estabili-
dad, maniobrabilidad y rendimiento dinámico exitoso. La diferencia entre bicicletas y motocicletas
ayuda a encontrar características mecánicas, físicas y aerodinámicas para una mejora en el diseño e
investigaciones futuras. Asimismo, la integración de nuevas tecnologías se basan en las validaciones
de modelos y las simulaciones computacionales realizadas.

1.8.2. Control de un vehículo de dos ruedas

La estructura de la bicicleta es representada por un marco general que considera un cuerpo rígi-
do, un marco frontal (manubrio y rueda delantera) y las ruedas, cuyo comportamiento dinámico
involucra la velocidad traslacional del vehículo.

La bicicleta instrumentada por Brizuela et al. (2016) tuvo como objetivo ejecutar algoritmos de
control diseñados para analizar, observar y validar el comportamiento de manera física. Dicho pro-
totipo está basado en un modelo matemático presentado en Cerone et al. (2010) que considera a
la velocidad traslacional, la posición angular del manubrio y la velocidad del ángulo de balanceo
como variables dinámicas.
Dado lo anterior, el modelo corresponde a uno lineal de parámetros variables en el tiempo (LPV)
tomando a la velocidad traslacional como el parámetro variable.

Brizuela Mendoza et al. (2016) desarrolló un controlador para estabilizar la postura vertical de
un vehículo de dos ruedas cuando este está en movimiento. Dicho diseño se basa en un control
tolerante a fallas (CTF), este tipo de control mantiene la planta en su función correspondiente
aún en presencia de fallas. Además, se incorporó un observador de fallas debido a que los sensores
implementados emiten fallas en la medición, el observador tiene como objetivo diagnosticar las
fallas y generar su aislamiento.

El trabajo de Ríos Ruiz (2016) tiene como objetivo estabilizar una bicicleta no tripulada imple-
mentando esquemas de control basados en modelos Quasi-LPV. Dichos esquemas controlan la
velocidad y la estabilización de la bicicleta por medio de un modelo LPV. Todos los esquemas
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de control, observadores y controladores diseñados en este trabajo fueron basados en modelos en
forma Takagi-Sugeno y validados por medio de simulaciones.

En Brizuela-Mendoza et al. (2017) propone estabilizar una bicicleta sin conductor a partir de la
programación de ganancia de un regulador cuadrático lineal y aplicando un par al manubrio. Es-
te sistema de control fue diseñado por acciones integrales apoyadas de un observador, donde los
resultados fueron validados experimentalmente en un prototipo instrumentado. El método de pro-
gramación de ganancia se desarrolló alrededor del punto de operación del sistema definido como
la posición perpendicular del vehículo con respecto a la horizontal. El parámetro de programación
cambia su valor a través del tiempo y, por consiguiente, también el punto de operación del sistema.

El trabajo de González et al. (2016) presenta el diseño de un controlador por retroalimentación
de estados basado en un observador de orden completo LPV para estabilizar una bicicleta. Los
resultados de este trabajo fueron validados por medio de simulaciones enfocadas a una velocidad
decreciente, analizando los valores propios, estados reales, error de estimación del observador, etc.
Una vez que la bicicleta se estabiliza en su posición vertical, esta sigue en línea recta hasta que su
velocidad de traslación v(t) llega a 0.

Bravo and Rengifo (2020) presenta el modelo cinemático y dinámico de una bicicleta robótica cuyo
objetivo es estabilizarla en posición vertical automáticamente implementando dos estrategias de
control: un controlador PID y un controlador no lineal (control por par calculado).
El algoritmo (controlador PID en forma de velocidad) tiene como objetivo suavizar los valores de
la salida ante cambios significativos en la entrada. Según el análisis realizado, la ley de control
diseñada indica que la aceleración angular del manubrio se debe mover en dirección opuesta al
ángulo de inclinación de la bicicleta.
El controlador no lineal contempla al modelo no-lineal de la bicicleta. El método consiste en linea-
lizar el modelo y diseñar un modelo estimado y una ley de control para la bicicleta que le permita
mantener su posición vertical.

Los sistemas lineales de parámetros variables (LPV) permiten analizar y manipular las no lineali-
dades de un sistema en torno a diferentes puntos de operación, creando así un control variante en
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el tiempo. Esta metodología garantiza la estabilidad y el rendimiento de sistemas no lineales.

Sename (2021) presenta un estudio de los sistemas LPV enfocado a la suspensión de vehículos.
Dado que el sistema de suspensión de un vehículo es clasificado como no lineal (por los amortigua-
dores), el estudio muestra los diferentes desarrollos y aplicaciones de los sistemas LPV con el fin
de cumplir diferentes objetivos como por ejemplo productividad de la suspensión ante la carga al
vehículo o a las condiciones del camino, colaboración del sistema de suspensión con otros subsiste-
mas del vehículo y/o control tolerante a fallas particularmente en la calidad de los amortiguadores.

Begines Gavira (2022) propone estabilizar una bicicleta por medio de un controlador PID. Se
plantea que solo para algunas velocidades el sistema se considera estable, por esta razón se realizó
un análisis de estabilidad para determinar en que valores de velocidad la bicicleta no es estable.
MATLAB fue el software utilizado para observar el comportamiento del controlador bajo diferentes
casos, tal como una determinada velocidad inicial y otros donde la velocidad era constante a causa
de un pedaleo.

1.8.3. Implementación de hardware en el lazo

El término Hardware en el lazo se refiere a la combinación entre componentes físicos de un sistema
y su interacción con un software en tiempo real, creando así un entorno de pruebas seguro ante
cambios en las condiciones de prueba.

Yang et al. (2020) desarrolló un banco de pruebas para la investigación de los vehículos eléctricos
ante posibles ataques de ciberseguridad (robo de información confidencial, control de las funciones
como aire acondicionado, música, ruta o dispositivos que se encuentren conectados a la misma red,
etc.). Este banco de pruebas con hardware en el lazo (HIL) permite observar y validar el compor-
tamiento de diferentes vehículos eléctricos ante problemas de seguridad y diseño. Se menciona el
desarrollo de simulaciones con hardware en el lazo brinda la oportunidad de recabar información
para corregir y/o mejorar el rendimiento del vehículo eléctrico simulado sin la necesidad de poner
en riesgo de avería al vehículo físico.
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Manson et al. (2021) describe que una de las primeras aplicaciones de Hardware in the Loop fue en
la industria aeroespacial, donde se desarrollaron simuladores de vuelo para capacitar a los pilotos.
En la industrial automotriz, la implementación de Hardware in the Loop ha sido de gran utilidad
para el diseño de sistemas de frenos antibloqueo, control de tracción, etc.

El desarrollo de Hardware in the Loop también ha tenido relación en el área de energías renovables,
como la aplicación de inversores y electrodomésticos inteligentes. Un modelo de Hardware in the
Loop aplicado en este ámbito es de gran utilidad porque estos dispositivos inteligentes requieren
experimentar primeramente su comportamiento bajo diferentes escenarios y condiciones reales,
pero dentro de un entorno controlado.

La agricultura optó por implementar robots para diversas tareas como aplicación de fungicidas,
remoción de maleza, plantación, fertilización, etc., y con ello aumentar la productividad y calidad
de sus productos, y al mismo tiempo salvaguardar la salud de los agricultores.

Herrera et al. (2021) desarrolló un controlador para dar seguimiento a las velocidades de un robot
agrícola implementando hardware en el lazo (HIL). El robot está diseñado para trasladarse sobre
cultivos principalmente de hortalizas. Este trabajo presenta un nuevo sistema de control de un ro-
bot denominado Ceres que cumpla con las tareas de remoción de maleza, fertilización, y fumigación
soportando una carga de 150 kg. Dados estos cambios se desarrolla un nuevo modelado y ajuste
de parámetros. La simulación con hardware en el lazo otorga flexibilidad y seguridad durante el
desarrollo de pruebas, ya que evitar provocar averías o perdidas ante la presencia de errores y con
ello proteger sistemas de alto costo como el robot Ceres.

El trabajo realizado por Mihalič et al. (2022) presenta una descripción de las diferentes aplicaciones
de la simulación Hardware in the Loop. Dicha aplicación es una configuración que simula un sistema
en condiciones físicas reales en algunos de sus subsistemas dentro de una simulación virtual en
circuito cerrado de los subsistemas restantes.
Aplicar un modelo de Hardware in the Loop a un sistema resulta de gran utilidad para evitar
daños significativos al sistema real, reducir costos de depuración o mantenimiento y/o reducir el
esfuerzo integral durante la prueba. Así mismo, el artículo presenta distintas aplicaciones utilizando
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varias plataformas como National Instruments, dSPACE, Typhoon HIL o MATLAB Simulink Real-
Time toolboxes y sistemas de hardware Speedgoat, las cuales funcionan como herramienta para el
desarrollo de investigaciones en diferentes campos.

1.9. Alcances

En este trabajo se proponen los siguientes alcances:

Aproximar el modelo matemático de una bicicleta a menor escala, considerada para instru-
mentación.

Instrumentación de la bicicleta para validar algoritmos de control.

Diseño de un observador que estime los estados no medibles en el vehículo instrumentado.

Solución de la ecuación diferencial que describe la dinámica del balanceo, con información
proveniente del hardware.

Diseño de un sistema de control que permita estabilizar en posición vertical al vehículo de
ruedas.

1.10. Aportación

De acuerdo a lo analizado en el estado del arte, este trabajo aborda una nueva alternativa en el
diseño de sistemas de control y su metodología de validación, que considera la implementación de
hardware en el lazo.

Cada sistema de control diseñado para estabilizar en posición vertical al vehículo de dos ruedas,
considera un observador cuyo propósito es estimar los estados no medibles (o no instrumentados)
del vehículo. Posteriormente, la solución de la ecuación diferencial del balanceo brindará informa-
ción de su comportamiento frente a los sistemas de control aplicados a la bicicleta instrumentada.

1.11. Originalidad

En este trabajo de tesis se aborda el desarrollo de la aproximación del modelo matemático parti-
cular de una bicicleta instrumentada.
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La instrumentación, o implementación de hardware en el lazo, representa una nueva forma de vali-
dar algoritmos de control diseñados en torno al vehículo de dos ruedas, ya que permite considerar
diferentes escenarios y posibilidades, y trabajar sobre las dificultades que afecten los resultados
finales.

En este trabajo se propone el diseño de un sistema de control basado en observador que estabilice
en posición vertical a un vehículo de dos ruedas, considerando hardware en el lazo.

1.12. Organización del documento

El contenido de este documento se encuentra dividido de la siguiente manera:

Capítulo 1: Se presentan las generalidades del trabajo de investigación. También, se pre-
sentan los conceptos básicos asociados al estudio del vehículo de dos ruedas. Finalmente, se
presenta una revisión del estado del arte en torno al vehículo de dos ruedas y las considera-
ciones importante asociadas el tema de tesis.

Capítulo 2: Se presentan las características importantes y el desarrollo del modelo matemá-
tico enfocado al caso de estudio considerado en diseño de un modelo CAD dimensionado y
parametrizado de acuerdo a la bicicleta real instrumentada. También se muestra la validación
del modelo por medio de simulaciones aplicadas al modelo CAD importado a MATLAB -
SIMULINK.

Capítulo 3: Se enfoca en las características y descripción del diseño de los sistemas de
control considerados para implementación. En él, se reportan las condiciones del vehículo
instrumentado y las características asociadas al diseño del observador y la solución de la
ecuación diferencial de ϕ.

Capítulo 4: Se presentan los resultados experimentales implementados en el vehículo de dos
ruedas, considerando lo descrito en capítulo anterior.

Capítulo 5: Se presentan las conclusiones, aportaciones y actividades adicionales.
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CAPÍTULO 2

MODELADO Y SIMULACIÓN DE UN VEHÍCULO DE DOS
RUEDAS

El propósito de este capítulo es presentar el modelo matemático de un vehículo de dos ruedas.
Al mismo tiempo, se muestra la teoría de sistemas LTI y LPV como bases fundamentales para
el desarrollo de los sistemas de control abordados posteriormente. También, se describen las ca-
racterísticas y configuraciones programadas al modelo CAD por medio de Simscape Multibody,
herramienta utilizada para validar el modelo matemático particular del vehículo seleccionado.

Este capítulo se encuentra organizado de la siguiente manera:

En la sección 2.2 se presenta el caso de estudio del tema de investigación: se abordan las generali-
dades del modelo matemático del vehículo de dos ruedas presentado el modelo CAD diseñado en
SolidWorks, herramienta utilizada para obtener los parámetros necesarios para el desarrollo de la
aproximación del modelo matemático, posteriormente su representación en espacio de estados.

En la sección 2.3 se presenta la validación del modelo matemático por medio de un análisis frente
a diferentes valores de velocidad traslacional.

En la Sección 2.4 se describen las configuraciones consideradas en el modelo CAD importado a
Simscape, buscando que su comportamiento fuera similar al de una bicicleta real.
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En la sección 2.5 y 2.6 se presentan las simulaciones y resultados de los sistemas de control diseñados
considerando al Sistema LTI y LPV.

2.1. Modelo matemático de un vehículo de dos ruedas

Los modelos matemáticos representan una forma de entender como funcionan los procesos o sis-
temas complejos, creando una representación de su comportamiento dinámico basado en teorías
matemáticas. Su desarrollo considera diversos factores (algunos de estos desconocidos), por lo que
resulta necesario delimitar el análisis a ciertas condiciones para linealizar al sistema y resolverlo
por algún método de solución.

2.2. Caso de estudio: Aproximación y validación del mode-
lo matemático con representación polinomial (LPV)
del vehículo de dos ruedas

Una vez estudiada la teoría considerada en este caso de estudio y las generalidades del modelo
matemático del vehículo de dos ruedas, se procede a obtener la información necesaria para la
aproximación del modelo matemático particular del vehículo de dos ruedas y su validación por
medio de simulaciones realizadas en MATLAB-Simulink-Simscape Multibody aplicando técnicas de
control.

Investigaciones anteriores han considerado el modelo matemático del vehículo de dos ruedas desa-
rrollado en Meijaard et al. (2007) contemplando la teoría y análisis de su comportamiento dinámico
y estabilidad estudiado en Schwab et al. (2005).

2.2.1. Modelo CAD del vehículo de dos ruedas

Previa definición del modelo matemático (LPV) del vehículo de dos ruedas, resulta necesaria la
construcción del sistema en CAD, con el objetivo de obtener los parámetros dependientes de la
geometría física del prototipo que definen la dinámica del sistema. De acuerdo con Schwab et al.
(2005), la estructura de un vehículo de dos ruedas contempla un marco general, un marco frontal,
la rueda delantera y la rueda trasera, véase en la Fig. 2.1.
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Fig. 2.1. Subsistemas del vehículo de dos ruedas.

Una de las principales aportaciones del presente trabajo refiere el considerar un vehículo de dos
ruedas real para el desarrollo de sistemas de control, y la construcción de los mecanismos que
operarán como hardware en el lazo. Por esta razón, se realizó el modelo CAD del vehículo real
considerado en el software de SolidWorks, véase en la Fig. 2.2.

Fig. 2.2. Modelo CAD del vehículo de dos ruedas en SolidWorks.

Con el objetivo de que el modelo CAD fuera diseñado con las medidas reales (o aproximadas),
el vehículo real fue desarmado a fin de separar los cuatro subsistemas que considera el modelo
matemático (marco general, marco frontal, rueda delantera y rueda trasera). Cada uno de ellos
fue pesado y parametrizado en SolidWorks con el objetivo de, mediante el software, conocer la
información de las masas y las posiciones de los centros de masa de cada subsistema. Esta consi-
deración permitió, de igual forma, obtener los momentos de inercia según los movimientos de un
vehículo real (también considerados en el modelo CAD). Dicha información se utilizó para cons-
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truir el modelo matemático del sistema, presentada posteriormente.

En la siguiente tabla se presentan los parámetros resultantes del modelo CAD considerados para
el desarrollo del modelo matemático.

Tabla 2.1. Parámetros del vehículo de dos ruedas.
Parámetro Símbolo Valor

Distancia entre ejes w 0.706 m
Punto de contacto del suelo y la rueda delantera c 0.025 m

Ángulo del marco frontal α 70°
Inclinación del eje de dirección λ π/2 − α

Gravedad g 9.81 m/s2

Rueda Trasera R
Radio rR 0.16 m
Masa mR 2.32 Kg

Momentos de inercia (IRxx, IRyy) (0.03, 0.07) Kg m2

Cuerpo trasero y conjunto marco B
Posición centro de masa (xB , zB) (0.06, 0.07) m

Masa mB 35 Kg

Momentos de inercia

IBxx 0 IBxz

0 IByy 0
IBxz 0 IBzz

 0.41 0 0.45
0 1.35 0

0.45 0 0.98

 Kg m2

Cuerpo delantero y Conjunto del marco frontal H
Posición centro de masa (xH , zH) (0.15, -0.27) m

Masa mH 2.0001 Kg

Momentos de inercia

IHxx 0 IHxz

0 IHyy 0
IHxz 0 IHzz

 0.13 0 0.03
0 0.10 0

0.03 0 0.04

 Kg m2

Rueda Delantera R
Radio rF 0.16 m
Masa mF 1.87 Kg

Momentos de inercia (IF xx, IF yy) (0.03, 0.05) Kg m2

2.2.2. Parámetros para el modelo matemático

En la Fig. 2.3, se muestra un esquema del vehículo de dos ruedas considerando los cuatro subsis-
temas (véase en la Fig. 2.1), la posición y dirección del sistema de coordenadas que requiere el
modelo y los tres grados de libertad considerados: el ángulo de balanceo ϕ, el ángulo del manubrio
δ y la velocidad traslacional v.
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Fig. 2.3. Diagrama para el modelo del vehículo de dos ruedas.

Dimensionar y parametrizar el modelo CAD del vehículo resultó de suma importancia debido a que
es necesario obtener el modelo matemático del vehículo real que será utilizado. Por consiguiente,
los parámetros que se muestran en la Tabla 2.1 fueron los que se consideraron para el desarrollo
del modelo CAD del vehículo en SolidWorks (por ejemplo dimensiones de las llantas, dimensión de
la estructura de cada subsistema, etc.) y los que resultaron a partir del modelo ya parametrizado.
Así, se obtuvieron datos relacionados con los momentos de inercia y posición de los centros de
masa, entre otros.

2.2.3. Desarrollo del modelo matemático

El procedimiento para obtener el modelo matemático particular del vehículo de dos ruedas real se
basa en Meijaard et al. (2007). En primer lugar, se considera la masa total mT y las posiciones de
los centros de masa de cada subsistema con respecto al punto O (punto de contacto ubicado en la
rueda trasera) el cual es considerado el origen del sistema de coordenadas (véase en la Fig. 2.3).

mT = mR + mB + mH + mF (2.1)

xT = xBmB + xHmH + wmF

mT

(2.2)

zT = −rRmR + zBmB + zHmH − rF mF

mT

(2.3)

Las Ecs. (2.2) y (2.3) corresponden a la ubicación de los centros de masa totales de acuerdo al eje
correspondiente. Los momentos de masa y productos de inercia respecto al punto de contacto O y
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considerando los ejes globales.

Nota: En las ecuaciones siguientes, los subíndices se definen de acuerdo a los ejes globales definidos
en la Fig. 2.3.

IT xx = IRxx + IBxx + IHxx + IF xx + mRr2
R + mBz2

B + mHz2
H + mF r2

F (2.4)

IT xz = IBxz + IHxz − mBxBzB − mHxHzH + mF wrF (2.5)

Los momentos de inercia dependientes para la rueda trasera y la rueda delantera se definen como:

IRzz = IRxx, IF zz = IF xx (2.6)

Los momentos de inercia del vehículo de dos ruedas a lo largo del eje z son:

IT zz = IRzz + IBzz + IHzz + IF zz + mBx2
B + mHz2

H + mF w2 (2.7)

Ahora, hablando particularmente del conjunto delantero (marco frontal y rueda delantera). La
masa total del conjunto delantero mA y las posiciones de los centros de masa considerados de cada
subsistema son:

mA = mH + mF (2.8)

xA = xHmH + wmF

mA

(2.9)

zA = zHmH − rF mF

mA

(2.10)

Los momentos de masa y productos de inercia respecto a la posición del centro de masa del conjunto
delantero se definen como:

IAxx = IHxx + IF xx + IHxx + mH(zH − zA)2 + mF (rF + zA)2 (2.11)

IAxz = IHxz − mH(xH − xA)(zH − zA) + mF (w − xA)(rF + zA) (2.12)

IAzz = IHzz + IF zz + mH(xH − xA)2 + mF (w − xA)2 (2.13)

Ahora bien, λ es el ángulo en el plano xz entre el eje de dirección y el eje +z, y UA es el cen-
tro de masa del conjunto delantero, el cual se localiza frente al eje de dirección a una distancia
perpendicular. Este valor fue tomado directamente del vehículo de dos ruedas.

UA = 15 cm (2.14)
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Para el conjunto delantero se consideran tres magnitudes de inercia: los momentos de inercia en
torno al eje de dirección, los momentos de inercia en relación con los ejes cruzados (tomados desde
el punto de intersección) y los pares generados por los antes mencionados sobre el eje de dirección
debido a la aceleración angular alrededor del otro.

A modo de ejemplo, el elemento λx se ubica en torno al eje de dirección y la intersección con
el plano de tierra. Esto incluye el elemento IA (momentos de inercia del conjunto delantero) que
opera sobre vectores unitarios λ =

[
sin λ 0 cos λ

]T
a lo largo del eje de dirección y a lo largo de

x, y también un elemento del eje paralelo basado en la distancia de mA a cada uno de los ejes.

IAλλ = mAu2
A + IAxx sin2 λ + 2IAxz sin λ cos λ + IAzz cos2 λ (2.15)

IAλx = −mAuAzA + IAxx sin λ + IAxz cos λ (2.16)

IAλz = mAuAxA + IAxz sin λ + IAzz cos λ (2.17)

La distancia perpendicular entre el punto de contacto de la rueda delantera detrás del eje de
dirección y la distancia entre ejes es:

µ = c

w
cos λ (2.18)

Los momentos angulares de ambas ruedas a lo largo del eje y, divididos por la velocidad de avance
(o traslacional) y la suma de ambos, forman coeficientes girostáticos:

SR = IRyy

rR

, SF = IF yy

rF

, ST = SR + SF (2.19)

También, se define un elemento estático como:

SA = mAuA + µmT xT (2.20)

Ahora bien, los coeficientes de las ecuaciones linealizadas de movimiento. En este caso, los mo-
mentos de inercia de las masas son:

Mϕϕ = IT xx Mϕδ = IAλx + µIT xz (2.21)

Mδϕ = Mϕδ Mδδ = IAλλ + 2µIAλz + µ2IT zz (2.22)

Dichos elementos forman la matriz M correspondiente a las masas:

M =
[
Mϕϕ Mϕδ

Mδϕ Mδδ

]
(2.23)
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Los elementos de rigidez dependientes de la gravedad son:

K0ϕϕ = mT zT , K0ϕδ = −SA (2.24)

K0δϕ = K0ϕδ, K0δδ = −SA sin λ (2.25)

los cuales forman la matriz K0 correspondiente a la matriz de rigidez:

K0 =
[
K0ϕϕ K0ϕδ

K0δϕ K0δδ

]
(2.26)

Los elementos de rigidez dependientes de la velocidad son:

K2ϕϕ = 0, K2ϕδ = ST − mT zT

w
cos λ (2.27)

K2δϕ = 0, K2δδ = SA + SF sin λ

w
cos λ (2.28)

los cuales forman la matriz K2 correspondiente a la matriz de rigidez:

K2 =
[
K2ϕϕ K2ϕδ

K2δϕ K2δδ

]
(2.29)

Considerando que K0 se multiplica por la gravedad g y K2 por la velocidad al cuadrado v2, resulta
que:

K = [gK0 + v2K2] (2.30)

Por último, los elementos de amortiguamiento son:

C1ϕϕ = 0, C1ϕδ = µST + SF cos λ + IT zz

w
cos λ − µmT zT (2.31)

C1δϕ = −(µST + SF cos λ), C1δδ = IAλz

w
cos λ + µ(SA + IT zz

w
cos λ) (2.32)

los cuales forman la matriz C1:
C1 =

[
C1ϕϕ C1ϕδ

C1δϕ C1δδ

]
(2.33)

Considerando a C como:
C = v C1 (2.34)
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2.2.4. Representación en espacio de estados

El modelo matemático del vehículo de dos ruedas surge a partir de ecuaciones diferenciales rela-
cionadas directamente con las leyes físicas de movimiento, dando como resultado dos ecuaciones
diferenciales: la primera se refiere a la inclinación del vehículo y la segunda a la dirección, combi-
nadas dinámicamente de la forma:

Mq̈(t) + Cq̇(t) + K̄q(t) = f(t) (2.35)

Sustituyendo las ecuaciones equivalentes a C y K̄ (Eq. (2.34) y (2.30), respectivamente) tomando
en cuenta la gravedad (g)y la velocidad traslacional (v(t)) se obtiene:

Mq̈(t) + υ(t)C1q̇(t) + [gK0 + υ2K2]q(t) = f(t) (2.36)

donde q(t) =
[
ϕ(t) δ(t)

]⊤
corresponde al vector de posiciones angulares del vehículo siendo ϕ(t)

el ángulo de balanceo (ángulo entre el marco general y la vertical) y δ(t) el ángulo del manubrio
(ángulo entre el manubrio y la perpendicular), con f(t) =

[
Tϕ(t) Tδ(t)

]⊤
representando el vector

de fuerzas de entradas generalizadas.

En f(t), Tϕ(t) y Tδ(t) representan pares mecánicos aplicados al marco general y marco frontal,
respectivamente. Los coeficientes matriciales de M, C1, K0 y K2 se obtienen a partir del desarrollo
matemático descrito previamente, y a los parámetros y dimensiones considerados en el diseño del
modelo CAD. De este modo, sustituyendo los valores presentados en la Tabla 2.1, M, C1, K0 y K2

se definen como sigue.

M =
[
1.0239 0.1602
0.1602 0.4594

]
K0 =

[
−3.6400 −0.7059
−0.7059 −0.2414

]
K2 =

[
0 5.9226
0 1.1096

]
C1 =

[
0 0.5302

−0.3796 0.8999

]
(2.37)

Con el objetivo de representar el modelo matemático descrito en la Ec. (2.36) en espacio de estados,
se adopta a ϕ(t), δ(t) y sus derivadas (o bien, velocidades angulares) como variables de estado,
donde x(t) =

[
ϕ(t) δ(t) ϕ̇(t) δ̇(t)

]⊤
. De lo anterior resulta:

ẋ(t) = A(v(t))x(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t)
(2.38)
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con:

A (v) =


0 0 1 0
0 0 0 1

3.5058 0.6422 − 5.7184(v(t))2 −0.1368v(t) −0.2235v(t)
0.3138 0.3015 − 0.4209(v(t))2 0.8739v(t) −1.8809v(t)

 , (2.39)

B =


0 0
0 0

1.0330 −0.3603
−0.3603 2.3023

 , C =
[
1 0 0 0
0 1 0 0

]

Señalar la dependencia del sistema en la velocidad traslacional v(t), resultando en un sistema LPV.
Adicionalmente, mencionar que estudios anteriores han tomado como fuerza de entrada generali-
zada a u(t) = Tδ(t) como par de dirección para estabilizar al vehículo, sin considerar Tϕ(t) como
entrada de fuerza generalizada.

En el presente trabajo y a diferencia de investigaciones anteriores, se consideran ambos pares como
fuerza de entrada al sistema, definiendo u(t):

u(t) =
[
Tϕ(t) Tδ(t)

]⊤
(2.40)

concluyendo con el modelo matemático del sistema.

Nota: Por simplicidad, el argumento (t) será omitido en el resto de la descripción.

2.3. Validación del modelo matemático

Con el objetivo de validar el comportamiento del modelo matemático respecto a los analizados en
la literatura, se realizó un análisis de los valores propios del modelo a partir de valores diferentes
de velocidad traslacional.
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Fig. 2.4. Parte real de los valores propio de la matriz A(υ(j)) del vehículo de dos ruedas.

Teniendo en cuenta que la velocidad traslacional es una característica importante que afecta di-
rectamente al vehículo de dos ruedas, la Fig. 2.4 presenta el comportamiento de la parte real de
los valores propios de la matriz A(υ) a medida que la velocidad cambia de valor (considerando
v(j) con v = x, y, z, ....). Nótese que el sistema es inestable para cada valor definido de velocidad
traslacional, a partir de los valores positivos de los valores propios del sistema no forzado.
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Fig. 2.5. Parte imaginaria de los valores propios de la matriz A(υ(j)) del vehículo de dos ruedas.

Por otro lado, la Fig. 2.5 presenta la trayectoria de los valores propios respecto a los cambios de
velocidad υ(j).
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2.4. Modelo CAD en MATLAB-Simulink-Simscape Mul-
tibody

En la disciplina de control automático, MATLAB-Simulink es un software que se utiliza para el
diseño de sistemas de control por medio de diagramas a bloque (Das, 2020). Simscape es una
herramienta particular de MATLAB-Simulink, la cual permite crear modelos de sistemas físicos y
desarrollar sistemas de control para analizar el comportamiento de dicho modelo en las primeras
etapas de desarrollo de control, o incluso antes de implementar hardware (Pena et al., 2020).

El modelo CAD diseñado y parametrizado en SolidWorks fue importado a MATLAB-Simulink a
través de la herramienta de Simscape con el objetivo de analizar el comportamiento del vehículo
frente a los diferentes sistemas de control y condiciones que estos contemplan, todo esto por medio
de simulaciones.

Para que el modelo CAD del vehículo de dos ruedas importado tuviera un comportamiento igual
al de una bicicleta real (en otras palabras, inestable) resultó necesario configurar las articulaciones
que permiten en movimiento entre los subsistemas que considera el vehículo.

En primer lugar, se consideró una articulación con el nombre de Revolute en cada una de las
ruedas de vehículo (véase en la Fig. 2.6) con el objetivo de simular un movimiento de avance del
vehículo. Para conseguir esto se configuró la articulación para recibir fuerza en forma de par y
obtener, en consecuencia, el desplazamiento traslacional del vehículo.

Fig. 2.6. Articulación de Revolute para la rueda delantera y trasera.
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La articulación Revolute también ofrece una configuración de sensado, por lo que se seleccionó la
opción de medir la velocidad de movimiento de ambas ruedas. Con esto se consigue la medición
del parámetro variable considerado en el modelo matemático.

La segunda articulación es la que tiene efecto directo sobre el marco frontal (manubrio), la cual
también se considera de tipo Revolute (véase en la Fig. 2.7). En este caso, y tomando en cuenta
que una fuerza de entrada generalizada tiene efecto directo sobre la posición angular del manubrio,
se configuró para recibir de igual forma un par mecánico.

Fig. 2.7. Articulación de Revolute para el manubrio.

Las opciones de sensado consideradas para esta articulación fueron las de velocidad y posición,
variables que se consideran en el modelo matemático del vehículo de dos ruedas.

La última articulación considerada en este caso es la que tiene efecto directo sobre el marco
general (y hasta cierto punto sobre la estructura completa del vehículo), véase en la Fig. 2.8. Esta
articulación tiene el nombre de Gimbal, el cual permite un movimiento completo sobre los ejes
X, Y y Z. En este caso, se configuró para que solo tuviera un movimiento sobre el eje X (eje que
permite cambios de posición angular sobre el eje vertical del vehículo).
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Fig. 2.8. Articulación de Gimbal aplicada al marco general.

La configuración de sensado, finalmente, consideró la velocidad y posición angular del marco ge-
neral (o bien, la velocidad y posición angular de balanceo, que definen la dinámica del vehículo).

En la Fig. 2.9 se muestra el diagrama completo de las articulaciones consideradas para el mo-
delo CAD del vehículo de dos ruedas simulado en MATLAB-Simulink a través del Simscape. La
Fig. 2.10, por su parte, presenta la interfaz del Simscape en MATLAB, a partir de la cual es posible
visualizar la dinámica del prototipo considerado.

Fig. 2.9. Diagrama y configuración del vehículo importado a MATLAB-Simulink.

28



CAPÍTULO 2. MODELADO Y SIMULACIÓN DE UN VEHÍCULO DE DOS RUEDAS

Fig. 2.10. Animación del modelo CAD del vehículo de dos ruedas en MATLAB-Simulink.

Para concluir, el modelo CAD importado a MATLAB-Simulink fue configurado a través de Sims-
cape Multibody con el objetivo de desarrollar algoritmos de control que permitan analizar el com-
portamiento del vehículo y tener en cuenta las consideraciones generales para cada controlador.
Las simulaciones realizadas se describen a continuación.

2.5. Simulaciones considerando al Sistema LTI

El diseño de los siguientes sistemas de control consideran una velocidad traslacional constante con
un valor de v = 1.271 m/s. Este valor de velocidad constante fue definido a partir de un análisis
de comportamiento dinámico del vehículo frente a distintos valores, asegurando que el sistema sea
inestable. Se menciona que cada sistema de control fue diseñado por el método de colocación de
polos.

Método de colocación de polos
Esta metodología determina el funcionamiento de un controlador por medio de la ubicación
de polos en el plano complejo, mismos que son seleccionados de acuerdo a los criterios de es-
tabilidad, frecuencia natural, amortiguamiento, etc., de un sistema (Briones Jorquera et al.,
2020).
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El entorno de MATLAB incluye un comando para diseñar controladores u observadores por
medio de esta metodología: place es un comando que calcula las ganancias deseadas en función
de los polos seleccionados por el usuario. En la siguiente ecuación se describe la sintaxis que
considera dicho comando:

K = place(A, B, poles)

donde A y B corresponden a la matriz de estados y entradas del sistema, respectivamente.
Mientras que poles se define como el vector que contiene los polos definidos por el usuario
de acuerdo al plano complejo.

A continuación, se enlistan las simulaciones realizadas orientadas a validar el modelo matemático
descrito en este capítulo.

Simulación 1. Vehículo de dos ruedas en lazo abierto.

Simulación 2. Control por retroalimentación de estados aplicado al Modelo CAD del vehícu-
lo de dos ruedas.

Simulación 3. Control por retroalimentación de estados estimados aplicado al Modelo CAD
del vehículo de dos ruedas.

Simulación 4. Control por retroalimentación de estados con acciones integrales aplicado al
Modelo CAD del vehículo de dos ruedas.

Simulación 5. Control por retroalimentación de estados estimados con acciones integrales
aplicado al Modelo CAD del vehículo de dos ruedas.

2.5.1. Simulación 1. Vehículo de dos ruedas en lazo abierto

La presente prueba tiene como objetivo poner de manifiesto la inestabilidad del modelo CAD im-
portado y simulado en Simscape. Como se mencionó anteriormente, la simulación de la bicicleta
considera articulaciones y configuraciones que permiten un comportamiento semejante al de una
bicicleta real.

Objetivo de la simulación: Analizar el comportamiento del sistema no forzado, es decir, con-
siderando al vector de fuerzas de entrada f(t) = 0 en las articulaciones que afectan directamente

30



CAPÍTULO 2. MODELADO Y SIMULACIÓN DE UN VEHÍCULO DE DOS RUEDAS

al ángulo de balanceo y al ángulo del manubrio.

Importante mencionar que para la simulación abordada las articulaciones fueron configuradas
implementando límites de movimiento o pares, por ejemplo: límite con valor de 90◦ en el ángulo
de balanceo (valor equivalente cuando el vehículo ya se encuentra caído o en el suelo), pares apli-
cados a cada rueda para simular movimiento equivalente a la velocidad traslacional, etc. Señalar
finalmente que el movimiento del marco frontal, en este caso, no presenta límite en su movimiento.

Para el análisis de esta prueba se consideraron condiciones distintas de cero en cada posición angu-
lar, teniendo como hipótesis que, a consecuencia de estas y del movimiento o velocidad traslacional,
el vehículo caerá después de cierto tiempo.
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Fig. 2.11. Sistema en lazo abierto.

Como se observa en la Fig. 2.11, el tiempo en que el vehículo cayó fue de aproximadamente 0.3
segundos. El ángulo de balanceo se ve afectado por la velocidad y el cambio de posición del manu-
brio. A medida que el tiempo de simulación avanza, el vehículo comienza a caer tomando un valor
de 85° aproximadamente en el ángulo de balanceo ϕ y 20° en el ángulo del manubrio δ.
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Debido a los resultados, se concluye que el vehículo efectivamente tiene un movimiento similar al
de uno real, en otras palabras, un comportamiento inestable.

2.5.2. Simulación 2. Control por retroalimentación de estados aplicado
al Modelo CAD del vehículo de dos ruedas

Objetivo de la simulación: Estabilizar al vehículo de dos ruedas en su posición vertical, con-
siderando todos los estados del modelo matemático como medibles.

Para ello se considera una ley de control por retroalimentación de estados de la forma:

u(t) = −Kx(t) (2.41)

donde K es el vector de ganancias calculado por medio del comando place de MATLAB y con-
siderando los polos P =

[
−2.5 −2.6 −2.4 −2.3

]
. Dado que la simulación del vehículo de dos

ruedas a través del Simscape brinda todos los estados del sistema, la matriz C particularmente en
este caso será considerada como una matriz identidad, dando lugar a y(t) = x(t).

Con todo lo anterior, la dinámica en lazo cerrado del sistema se define como:

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)

= (A − BK)x(t)
(2.42)

dando como resultado lo presentado en la Fig. 2.12. Señalar que el sistema de control considera una
velocidad traslacional constante y, con el objetivo de ser congruentes con la teoría de los sistemas
LTI (Sistema Lineal Invariante en el Tiempo), se consideró un interruptor en la simulación. Dicho
interruptor aplica la ley de control 2.5 segundos después de iniciada la prueba, asegurando así la
velocidad constante del vehículo.
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Fig. 2.12. Resultados de la Simulación 2.

Dados los resultados de la simulación, se valida que el vehículo de dos ruedas es estable si el sistema
de control y el modelo matemático cuenta con todos los estados medidos.

2.5.3. Simulación 3. Control por retroalimentación de estados estima-
dos aplicado al Modelo CAD del vehículo de dos ruedas

Objetivo de la simulación: Estabilizar al vehículo de dos ruedas, generando una ley de control
con el vector de estados estimados proveniente del observador, diseñado a partir del modelo mate-
mático descrito anteriormente. El observador seleccionado es tipo Luenberger con la estructura:

˙̂x(t) = Ax̂(t) + Bu + L(y(t) − Cx̂(t)) (2.43)

donde L es el vector de ganancias del observador calculadas a través de comando place de MATLAB
contemplando los polos Po =

[
−529 −575 −483 −529

]
. Se consideran las matrices A y C de-

claradas en la Ec. (2.39), concluyendo que el observador trabaja a partir de dos estados reales: el
ángulo de balanceo ϕ y el ángulo del manubrio δ.

Con todo lo anterior, la ley de control formulada para esta simulación se define como:

u(t) = −Kx̂(t) (2.44)
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La ganancia K se determina utilizando el comando place de MATLAB, teniendo en cuenta los
mismos polos que el controlador anterior. Inicialmente, se había considerado solamente uno de
los estados reales (el ángulo del manubrio) como medible. Sin embargo, se encontró que era ex-
tremadamente difícil lograr una dinámica estable entre el controlador y el observador con esta
configuración. Se llegó a la conclusión de que el modelo matemático no incorpora todas las ca-
racterísticas reales, como el viento, la fricción de las llantas, la superficie del suelo, entre otras.
Intentar obtener esta dinámica limitando aún más la información sería complicado, por lo que se
optó por considerar dos estados medibles.
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Fig. 2.13. Resultados de la Simulación 3.

Sintonizar el controlador con el observador resultó ser una tarea desafiante. Si el diseño consideraba
una respuesta lenta, la ley de control no sería suficiente para devolver al vehículo de dos ruedas a
su posición vertical. Por otro lado, si la respuesta era rápida, el observador generaba un sobretiro
muy alto al principio, lo que provocaba que el vehículo cayera inmediatamente, impidiendo que la
ley de control lo devolviera a su posición vertical.
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2.5.4. Simulación 4. Control por retroalimentación de estados con ac-
ciones integrales aplicado al Modelo CAD del vehículo de dos
ruedas

Una acción integral tiene como principal tarea reducir a cero la diferencia entre una referencia
deseada y el valor de la variable real, a través de un integrador que aporta a la ley de control.

Objetivo de la simulación: Estabilizar y regular el vehículo de dos ruedas para mantenerlo en
posiciones angulares específicas.

El diseño de este sistema considera que todos los estados son medibles, lo cual es una característica
compartida con la Simulación 1. Además, se incorpora en el diseño la integración de dos acciones
integrales para programar las posiciones angulares deseadas.

Para este controlador se considera una ley de control por retroalimentación de estados más dos
acciones integrales, definida de la forma:

u(t) = −Kx(t) − Kϕ

∫
eϕ(t) dt − Kδ

∫
eδ(t) dt (2.45)

donde K es el vector de ganancias del controlador, Kϕ es la ganancia asociada a la acción integral
aplicada al ángulo de balanceo y Kδ la correspondiente a la acción integral aplicada al ángulo del
manubrio. Asimismo, eϕ es el error entre ϕd (el ángulo de balanceo deseado), y ϕr (el ángulo de
balanceo real).

eϕ = ϕd − ϕr (2.46)

De igual forma eδ es el error entre δd (el ángulo del manubrio deseado), y δr (el ángulo del manubrio
real).

eδ = δd − δr (2.47)

K, Kϕ y Kδ forma parte de un solo vector de ganancias calculado con el comando place de
MATLAB contemplando los polos P =

[
−1 −1.04 −0.96 −0.92 −1.68 −1.64

]
buscando no

tener oscilaciones en su respuesta y asegurar un tiempo de convergencia tal que los estados alcancen
la referencia programada, considerando la matriz A y B como aumentadas, y la matriz C como
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identidad de dimensiones compatibles.

A =



0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0

3.5058 0.6422 − 5.7184v2 −0.1368v −0.2235v 0 0
0.3138 0.3015 − 0.4209v2 0.8739v −1.8809v 0 0

−1 0 0 0 0 0
0 −1 0 0 0 0


, B =



0 0
0 0

1.0330 −0.3603
−0.3603 2.3023

0 0
0 0


(2.48)

En la Fig. 2.14, se muestra el diagrama del controlador diseñado para estabilizar y regular el vehícu-
lo de dos ruedas considerando diferentes valores de referencia (o posiciones angulares deseadas)
durante un período de tiempo.

Fig. 2.14. Esquema de Control de la Simulación 4.

Para analizar el comportamiento dinámico del vehículo simulado en Simscape y el controlador, se
programaron cambios de referencia (o posiciones angulares deseadas) de manera no simultánea.
Esto se hizo con el objetivo de verificar el funcionamiento de las acciones integrales.

En la Fig. 2.15 se presentan los resultados obtenidos de esta simulación.
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Fig. 2.15. Resultados de la Simulación 4.

A modo de ejemplo, se programó una referencia al ángulo de balanceo de 3° aproximadamente
en t = 30s y, al ángulo del manubrio, un cambio de posición de 12° a -6° en t = 60s. En este
caso, la acción integral aplicada al ángulo del manubrio provoca que este ángulo siga la referencia
cambiando su ubicación a la posición deseada.

Así mismo, (y comprobando la dinámica entre el controlador y la simulación del vehículo en
Simscape) el ángulo de balanceo se ve afectado por el cambio de movimiento en el ángulo del
manubrio, pero al mismo tiempo la acción integral aplicada a él y la posición angular deseada
programada provocan que el ángulo regresen a la considerada inicialmente.

2.5.5. Simulación 5. Control por retroalimentación de estados estima-
dos con acciones integrales aplicado al Modelo CAD del vehículo
de dos ruedas

Objetivo de la simulación: Estabilizar y regular al vehículo de dos ruedas en posiciones an-
gulares deseadas, validando el funcionamiento del observador mediante una ley de control que
incorpora en su diseño todos los estados estimados generados por el propio observador y dos ac-
ciones integrales asociadas a cada posición angular.
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Con esto, la ley de control se define como:

u(t) = −Kx̂(t) + Kϕ

∫
eϕ(t) dt + Kδ

∫
eδ(t) dt (2.49)

donde K, Kϕ y Kδ forman parte del vector de ganancias calculado con el comando place de
MATLAB, considerando los mismos polos y las matrices aumentadas declaradas en la Simulación
5.
En la Fig. 2.16, se muestra el esquema de control diseñado en MATLAB-SIMULINK considerado
en esta simulación.

Fig. 2.16. Esquema de control de la Simulación 5.

En la Fig. 2.17, se observan los resultados del controlador diseñado, con los mismos cambios de
referencia considerados para el controlador anterior. Se corrobora entonces el cumplimiento de los
objetivos de control a partir de los estimados provenientes de un observador de Luenberger.
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Fig. 2.17. Resultados de la Simulación 5.

Con la simulación se ha evaluado el desempeño del observador por medio de la ley de control (la
cual se genera con los estados estimados) y la información contemplada para su diseño (ambas
posiciones angulares).

2.6. Simulaciones considerando Ganancias Programadas

A diferencia de lo descrito anteriormente, las simulaciones presentadas a continuación consideran
una velocidad traslacional variable con un rango de cambio de υ(t) = 3 a 0 m/s. Es importante
mencionar que, al igual que las simulaciones presentadas anteriormente, cada sistema de control
implementado al modelo CAD se diseñó utilizando el método de colocación de polos.

Debido a que los sistemas de control ahora consideran una velocidad traslacional variable, la
representación en espacio de estados del vehículo de dos ruedas la toma siguiente forma:

ẋ(t) = A(υ)x(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t)
(2.50)
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con:

A (υ) =


0 0 1 0
0 0 0 1

3.5058 0.6422 − 5.7184v2 −0.1368v −0.2235v
0.3138 0.3015 − 0.4209v2 0.8739v −1.8809v

 , B =


0 0
0 0

1.0330 −0.3603
−0.3603 2.3023

 (2.51)

C =
[
1 0 0 0
0 1 0 0

]
Donde la matriz A(υ) cambiará de valor a medida que la velocidad presente variaciones con res-
pecto al tiempo.

A continuación, se enlistan las simulaciones realizadas orientadas a validar el modelo matemático
considerando Ganancias Programadas.

Simulación 6. Control por retroalimentación de estados considerando Ganancias Progra-
madas al modelo CAD del vehículo de dos ruedas.

Simulación 7. Control por retroalimentación de estados estimados considerando Ganancias
Programadas al modelo CAD del vehículo de dos ruedas.

2.6.1. Simulación 6. Control por retroalimentación de estados consi-
derando Ganancias Programadas aplicadas al modelo CAD del
vehículo de dos ruedas

Objetivo de la simulación: Estabilizar al vehículo de dos ruedas en su posición vertical, con-
siderando una ley de control diseñada con a partir de todo el vector de estados medido.

u(t) = −K(v)x(t) (2.52)

Como ya se definió anteriormente, la velocidad traslacional se define con un comportamiento
decreciente, en este caso, tomando valores de v(t)=2.551 m/s a 0.325 m/s. En la Fig. 2.18 se
muestra la velocidad traslacional decreciente considerada para el sistema dinámico, contemplando
el cambio de velocidad en un tiempo de 18 segundos.

40



CAPÍTULO 2. MODELADO Y SIMULACIÓN DE UN VEHÍCULO DE DOS RUEDAS

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Tiempo (s)

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

M
a

g
n

it
u

d
 (

m
/s

)

Velocidad Traslacional

Fig. 2.18. Velocidad traslacional variable para la Simulación 6.

Retomando la Ec. (2.52), K(υ) es el vector de ganancias calculado por medio del comando place

de MATLAB y considerando los polos P =
[
−2.5 −2.6 −2.4 −2.3

]
, buscando no tener una

respuesta oscilatoria en los resultados de la ley de control.

Dado que K es un vector cuyos coeficientes cambian de valor en función de υ, el control con
ganancias programadas considera funciones en cada elemento del vector, las cuales aproximan el
comportamiento de cada ganancia ante el cambio de velocidad en función del tiempo. Por esta
razón, la ganancia K ahora se programa en una función dependiente de la velocidad, la cual
contiene las funciones de cada elemento que conforma dicho vector de ganancias.
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Ganancias del Controlador
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Fig. 2.19. Ganancias programadas del vector K.

Como se observa en la Fig. 2.19, las ganancias fueron calculadas considerando el rango de velocidad
traslacional de 0 a 3 m/s. En este caso, la matriz A(v) se transforma en A(j) donde el término
j es:

j = {0, 0.1, 0.2, . . . , 2.8, 2.9, 3} (2.53)

definiéndola como la discretización del rango establecido para v(t), es decir, A(j) representa a A(v)
para valor de j en:

0 m/s ≤ v(t) ≤ 3 m/s (2.54)

Con todo lo anterior y retomando la Fig. 2.19, los valores discretizados (considerando la Ec. (2.53))
de cada ganancia a partir de j en el rango de velocidad establecido se representa por medio de
asteriscos en color rojo. Debido a que la discretización considera cambios muy pequeños, estos
valores se aprecian juntos, continuos, cuando en realidad no lo son. Por esta razón, se consideraron
interpolaciones lineales para la aproximación a una función, cuya evaluación para la velocidad
traslacional se presenta en color negro.

En la Ec. (2.55), se presentan las funciones producto de la interpolación lineal, cuyo valor se verá
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afectado por la velocidad traslacional decreciente.

K11 = 9.6319

K12 = 5.9227(υ2) + 1.8735

K13 = 4.9574

K14 = 0.5302(υ) + 0.8696

K21 = 1.7201

K22 = 1.1097(υ2) + 3.1023

K23 = 0.3796(υ) + 0.8070

K24 = −0.8999(υ) + 2.2947

(2.55)

Así mismo, la etiqueta K11 (véase en la Fig. 2.19), hace referencia al elemento de K en su fila 1,
columna 1, misma interpretación a lo contenido en la figura.

Fig. 2.20. Valores propios de A(j) − BK(j) de la Simulación 6.

Es importante mencionar que al igual que el primer controlador diseñado en LTI la simulación del
vehículo de dos ruedas a través del Simscape brinda todos los estados del sistema (véase en la Fig.
2.20, la matriz C particularmente en este caso será considerada como una matriz identidad, ya que
se tienen todos los estados medibles, siendo y = x.
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Fig. 2.21. Resultados de la Simulación 6

En la Fig. 2.21 se presentan los resultados del controlador por retroalimentación de estados con-
siderando la velocidad traslacional variable (véase en la Fig. 2.18). En este caso, las posiciones
angulares indican que el vehículo de dos ruedas se encuentra estable, o llegando a su punto de
operación (ϕ con un valor de 6° y δ con -3°, aproximadamente).

Dado que el comportamiento de la velocidad traslacional presentado en la Fig. 2.18 define un valor
de 0 m/s en t = 18s es que ambas posiciones angulares no alcanzan su punto de operación (o
estabilidad). Sin embargo, de acuerdo con la respuesta de las leyes de control, se asume que el
comportamiento del vehículo se estabiliza, ya que sus valores no se desacotan.

Se llegó a esta conclusión a partir de los resultados en las velocidades angulares, ya que durante este
tiempo de simulación ambas se encuentran acercándose a 0 °/s. Lo anterior deriva en posiciones
angulares cercanas a ser constantes en ϕ y δ. Así mismo, las leyes de control continúan manteniendo
su valor para estabilizar al vehículo aun con la velocidad traslacional variable, con respecto a los
resultados presentados anteriormente. Esto se debe a que las ganancias son quienes cambian de
valor, siendo el objetivo de control el mismo, estabilizar al vehículo en su posición vertical.
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2.6.2. Simulación 7. Control por retroalimentación de estados estima-
dos considerando Ganancias Programadas aplicadas al modelo
CAD del vehículo de dos ruedas

Objetivo de la simulación: El objetivo de esta simulación es estabilizar y regular al vehículo de
dos ruedas a partir de una referencia o posición angular deseada, considerando acciones integrales
en el diseño de la ley de control.

Se considera el diseño de un observador tipo Luenberger con dos estados reales medibles, con la
estructura:

˙̂x(t) = A(v)x̂(t) + Bu + L(v)(y(t) − Cx̂(t)) (2.56)

donde L es el vector de ganancias del observador calculado por medio del comando place de
MATLAB con los polos Po =

[
−690 −750 −630 −690

]
. Dado que el vector L(v) se compone

de coeficientes cuyos valores cambian en función de υ, se programaron funciones para cada co-
eficiente, aproximando su comportamiento particular ante el cambio de velocidad en función del
tiempo.

Como se ve en la Fig. 2.22, las ganancias fueron calculadas considerando el mismo rango de
velocidad traslacional de 0 a 3 m/s.
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Fig. 2.22. Ganancias programadas del vector L.

En la Fig. 2.22 la etiqueta L11 hace referencia al elemento de L en su fila 1, columna 1, misma
interpretación a lo contenido en la figura.

En la Ec. (2.57), se presentan las funciones producto de la interpolación lineal, cuyo valor se verá
afectado por la velocidad traslacional decreciente.

L11 = −0.1000(υ) + 1320

L21 = 0.0005(υ2) + 0.9728(υ)

L31 = −180(υ) + (4.3470e + 05)

L41 = 0.5302(υ) + 0.8696

L12 = −0.0008e + 03(υ3) − 0.0016(υ2) − (1.2218e + 03)(υ) + (0.0003e + 03)

L22 = 0.0019e + 03(υ2) − (0.0007e + 03)

L32 = 0.0066(υ3) − 4.0181(υ2) − 168.0766(υ) + 0.6422

L42 = −(0.0271e + 05)(υ) + (5.1750e + 05)

(2.57)

Dado que el cálculo de las ganancias del observador depende de las matrices A(v) y C, al igual que
el controlador anterior, la matriz A(v) se transforma en A(j) discretizando de la misma manera
que en la Ec. (2.53) para el rango de velocidad establecido.
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Fig. 2.23. Valores propios de A(j) − L(j)C de la Simulación 7
.

En la Fig. 2.23, se presenta el comportamiento de los valores propios del observador en lazo cerra-
do. En este caso, la nueva matriz A(j) − L(j)C tiene definido el mismo valor de polos utilizados
para calcular la ganancia L a medida que la velocidad traslacional cambia de valor.

Con todo lo anterior, el controlador considera una ley de control por retroalimentación de estados
estimados más dos acciones integrales de la forma:

u(t) = −K(v(t))x̂(t) + Kϕ(v(t))
∫

eϕ(t) dt + Kδ(v(t))
∫

eδ(t) dt (2.58)

Nota: Por simplicidad, el argumento (t) será omitido posteriormente.

donde K(v) es el vector de ganancias del controlador, Kϕ(v) es la ganancia correspondiente a la
acción integral aplicada al ángulo de balanceo y Kδ(v) la ganancia correspondiente a la acción
integral aplicada al ángulo del manubrio.

En este caso, se considera una velocidad traslacional decreciente con un cambio de v(t)=2.897 a
1.204 m/s en un tiempo de 14.5 segundos aproximadamente (véase en la Fig. 2.24).
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Fig. 2.24. Velocidad traslacional variable para la Simulación 7.

Así mismo, eϕ es el error entre ϕd (el ángulo de balanceo deseado), y ϕr (el ángulo de balanceo
real).

eϕ = ϕd − ϕr (2.59)

De igual forma eδ es el error entre δd (el ángulo del manubrio deseado), y δr (el ángulo del manubrio
real).

eδ = δd − δr (2.60)

Ahora bien, tanto K(v), Kϕ(v) y Kδ(v) forman parte de un solo vector de ganancias calculado con
el comando place de MATLAB considerando los polos P =

[
−1.9 −2 −2.4 −2.3 −2.5 −2.1

]
.
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Ganancias del Controlador con Acciones Integrales
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Fig. 2.25. Ganancias del Controlador.

En la Ec. (2.61), se presentan las funciones producto de la interpolación lineal, cuyo valor se verá
afectado por la velocidad traslacional decreciente.

K11 = 18.3051

K12 = −5.9227(υ2) + 1.9899

K13 = 6.7251

K14 = 0.5302(υ) + 0.8225

K15 = −10.6178

K16 = −0.5571

K21 = 2.6829

K22 = −1.1097(υ2) + 6.7412

K23 = 0.3796(υ) + 0.9801

K24 = −0.8999(υ) + 0.9801

K25 = −1.3144

K26 = −4.6817

(2.61)

En la Fig. 2.25 la etiqueta K11 hace referencia al elemento de K en su fila 1, columna 1, misma
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interpretación a lo contenido en la figura.

Fig. 2.26. Valores propios de A(j) − BK(j) de la Simulación 7.

Al igual que el controlador anterior, se utiliza la misma idea de discretización de la Ec. (2.53) con-
siderando el rango de velocidad ya definido, con la única diferencia de que el modelo matemático
para este controlador es aumentado a consecuencia de las acciones integrales.

Como resulta en la Fig. 2.26, los valores propios del sistema en lazo cerrado conservan el mismo
valor de los polos declarados para estabilizar al sistema. En este caso, se consideran 6 valores pro-
pios en función de v debido al modelo matemático aumentado para la aplicación de las acciones
integrales.

Como se observa en la Fig. 2.25 tanto las ganancias del controlador y observador son declaradas
como funciones dependientes de la velocidad traslacional programada en la simulación del vehículo
importado a Simscape.
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Fig. 2.27. Resultados de la Simulación 7.

Ahora bien, en la Fig. 2.27 se presentan los resultados de la simulación. El objetivo de agregar
las acciones integrales es ayudar a la ganancia K y que el vehículo llegue a un valor deseado y se
mantenga en él.

En este caso, ambas posiciones angulares llegan a la referencia deseada. Finalmente, señalar que
las posiciones y velocidades angulares se manipulan a voluntad dentro del sistema dinámico, a
partir de la consideración de acciones integrales en la ley de control.

2.7. Conclusiones

En este capítulo se presentó una parte del trabajo realizado a lo largo de la investigación. Se
presentan las razones del desarrollo de un modelo CAD cuyo objetivo es brindar la información
necesaria para el desarrollo de la aproximación del modelo matemático particular. Por medio de
una revisión al estado del arte, se toma la decisión de considerar el modelo matemático completo
en el enfoque es este trabajo de tesis, siendo esta una de las principales aportaciones.

Se presenta el desarrollo matemático del vehículo de dos ruedas y su representación en espacio
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de estados. Posteriormente, se busca validar los resultados de este procedimiento comparando sus
resultados con los analizados en la literatura.

Finalmente, se presentan diferentes simulaciones considerando sistemas LTI y Control por Ga-
nancias Programadas aplicadas al modelo CAD importado a MATLAB Simulink por medio de
Simscape Multibody.

Estos resultados validan el modelo matemático particular de la bicicleta seleccionada, además
de cumplir su objetivo de control: Estabilizar y regular al vehículo de dos ruedas en posiciones
angulares deseadas.
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CAPÍTULO 3

DISEÑO DE SISTEMAS DE CONTROL PARA ESTABILIZAR AL
VEHÍCULO DE DOS RUEDAS

El objetivo de este capítulo es presentar la metodología utilizada para el diseño de los sistemas de
control implementados al vehículo de dos ruedas. Se describen las características y condiciones de
cada uno de los diferentes sistemas de control, su objetivo y desarrollo analítico.

El capítulo se organiza de la siguiente manera:

En la sección 3.1 y 3.2 se presenta la descripción del caso de estudio, las generalidades y aspectos
importantes a considerar en los sistemas de control.

En la sección 3.3 se describen la parametrización del vehículo de dos ruedas, las características del
observador y las condiciones para la solución de la ecuación diferencial de ϕ. Con todo lo anterior,
se describe la dinámica de acoplamiento de los tres elementos antes mencionados, a través de la
construcción de un nuevo vector de estados considerando el hardware en el lazo.

En la sección 3.4 se presentan los elementos asociados a la instrumentación del vehículo de dos
ruedas, así como las tarjetas y microcontroladores utilizados para la comunicación con el software
de LabVIEW.
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En la sección 3.5 se describen las características importantes del diseño de los sistemas de control.
En este caso, se presentan casos que describen las condiciones consideradas según el objetivo de
control.

El modelo matemático del vehículo de dos ruedas define su comportamiento dinámico como inesta-
ble dependiente de la velocidad traslacional v(t), determinándolo así un sistema LPV. No obstante,
el presente capítulo aborda el diseño de sistemas de control considerando dos enfoques: sistemas
LTI (sistema lineal e invariante en el tiempo) y Sistemas LPV.

Es importante mencionar que cada uno de los sistemas de control descritos en el presente reporte
validan la efectividad de considerar en su diseño una parte real del sistema (el marco frontal y la
rueda delantera del vehículo de dos ruedas), un observador y el hardware en lazo, contemplado
entre ellos una dinámica dependiente de cada elemento.

3.1. Formulación del problema

Retomando el modelo matemático del vehículo de dos ruedas bajo el marco de la representación
LPV-Polinomial:

ẋ(t) = A(ρ(t))x(t) + B(ρ(t))u(t)

y(t) = C(ρ(t))x(t)
(3.1)

donde el vector de estados está definido por x(t) ∈ Rn, el vector de entradas por u(t) ∈ Rm, el
vector de salidas medidas por y(t) ∈ Rp y el vector de parámetros variables ρ(t) ∈ Rk. Todas las
matrices son variables en el tiempo, debido a que ρ(t) es el parámetro que cambia de valor con el
tiempo.

Por otro lado, A y B son matrices conocidas definidas por el modelo matemático del vehículo y, en
el caso de la matriz, C corresponde a los elementos medidos por la instrumentación implementada
en el vehículo de dos ruedas descritos posteriormente.

Dadas las condiciones descritas en el modelo matemático y la limitada información generada por
la instrumentación del vehículo de dos ruedas, se considera el diseño de un observador. Por tanto,
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se debe verificar la condición de observabilidad: Prueba que permite determinan la posibilidad de
estimar los estados no medibles del sistema a partir de las salidas disponibles. Esta condición se
describe a continuación:

rank




C
CAj

...
CAn−1

j


 = n, ∀j = 1,· · · , k. (3.2)

Su diseño asume que las matrices (Aj, C), ∀j = 1, ..., k, son observables. Mientras que n es la
dimensión del vector de estados del sistema.
Del mismo modo, es importante considerar la condición de controlabilidad de un sistema, ya que
a partir de él los controladores diseñados logran los objetivos deseados (como la estabilización o el
seguimiento de referencia).

Un sistema es controlable si, para cualquier estado inicial y final, existe una serie de entradas de
control que lleva al sistema del estado inicial al estado final en un tiempo finito.
Esta condición se describe a continuación:

rank
([

B AiB A2
i B · · · An−1

i B
])

= n, ∀i = 1,· · · , k. (3.3)

Su diseño asume que las matrices (Ai, B), ∀i = 1, ..., k, son controlables. Mientras que n es la
dimensión del vector de estados del sistema.

3.2. Aspectos importantes de los sistemas de control

El trabajo desarrollado y los objetivos del tema de tesis abordan tres características importantes:

1. La instrumentación de una bicicleta real a fin de aportar mediciones reales.

2. El diseño de un observador de estados con el objetivo de estimar aquellos estados no medidos.

3. La solución de la ecuación diferencial del balanceo con la información de los elementos antes
mencionados. Esto también se considera Hardware en el lazo.
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Fig. 3.1. Estructura general de un sistema de control.

En la Fig. 3.1, se presenta el acoplamiento dinámico entre el sistema real (bicicleta instrumentada),
el observador y la ecuación diferencial que describe la dinámica del balanceo definida en la Ec.
(3.5), descrito de manera general: la información del sistema real aporta al diseño del observador
y a la solución de la ecuación diferencial del balanceo. Estos últimos comparten información entre
sí para su diseño y la generación de las leyes de control consideradas en el vehículo de dos ruedas,
de las cuales solo una se aplica en el sistema real.

3.3. Parametrización del vehículo de dos ruedas

Antes de presentar el desarrollo analítico de los sistemas de control, se presenta la parametrización
de las matrices en función de los resultados del sistema real, el observador y la ecuación diferencial
del balanceo (ϕ). Asimismo, se describe detalladamente el acoplamiento dinámico de la información
producto de los tres elementos antes descritos para la generación de las leyes de control, siendo
este uno de los objetivos principales del tema de tesis.

3.3.1. Sistema real instrumentado

El sistema real (el marco frontal y la rueda delantera) entregan únicamente un estado medido a
través del encoder o sensor de posición angular del manubrio.
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Tabla 3.1. Estado real.
Acrónimo Significado

δ Ángulo del Manubrio (◦)

3.3.2. Observador de estados

Dado que la instrumentación del vehículo no contempla todos los estados medidos que considera
el modelo matemático, el diseño del sistema de control incluye un observador.
En este caso, se seleccionó el tipo Luenberger con la estructura:

˙̂x = Ax̂ + Bu + L(y − Cx̂) (3.4)

En cada sistema de control, el observador es diseñado a partir de dos estados: un estado medido
(Tabla 3.1) y el otro derivado de la solución de la ecuación diferencial de ϕ (elemento descrito
posteriormente).

Tabla 3.2. Estados generados por el observador.

Acrónimo Significado

ϕ̂ Ángulo de Balanceo Estimado (◦)
δ̂ Ángulo del Manubrio Estimado (◦)
˙̂
ϕ Velocidad Angular del Balanceo Estimada (◦/s)
˙̂
δ Velocidad Angular del Manubrio Estimada (◦/s)

3.3.3. Ecuación Diferencial del Balanceo

El modelo matemático del vehículo de dos ruedas define a la ecuación diferencial de ϕ como:

ϕ̈ = 3.5058ϕ + (0.6422 − 5.7184v2)δ − (0.1368v)ϕ̇ − (0.2235v) ˙̂
δ + 1.0330Tϕ − 0.3603Tδ (3.5)

Su solución toma en cuenta dos estados: δ y ˙̂
δ (en este caso, un estado real y otro estimado).

Tabla 3.3. Estados generados por la Ecuación Diferencial de ϕ.

Acrónimo Significado

ϕe Ángulo de Balanceo Ecuación (◦)
ϕ̇e Velocidad Angular de Balanceo Ecuación (◦/s)
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Es importante mencionar que su diseño únicamente considera aquellos elementos asociados al
manubrio debido a que la solución entrega los elementos restantes del vector de estados, es decir,
los asociados al balanceo (véase en la Tabla 3.3).

3.3.4. Vector de estados para hardware en el lazo

Con el objetivo de manifestar el acoplamiento dinámico entre los tres elementos descritos ante-
riormente, el nuevo vector de estados (x̄) para calcular las leyes de control considera los siguientes
elementos:

Tabla 3.4. Vector de estados con hardware en el lazo.
Acrónimo Significado

ϕe Ángulo de Balanceo Ecuación (◦)
δ̂ Ángulo del Manubrio Estimado (◦)
ϕ̇e Velocidad Angular de Balanceo Ecuación (◦/s)
˙̂
δ Velocidad Angular del Manubrio Estimado (◦/s)

Con esto, x̄ adopta la siguiente representación matricial: x̄ =
[
ϕe δ̂ ϕ̇e

˙̂
δ

]⊤
, donde dos de sus

estados se generan a partir del observador y el resto por la ecuación diferencial de ϕ.

En este caso el vector de ganancias K es multiplicado por el nuevo vector de estados x̄, generando
así las dos leyes de control consideradas en el modelo matemático.

Nota: x̄ será utilizado para generar las leyes de control de cada uno de los esquemas descritos en
este capítulo.

De manera general, tanto parte del sistema real, el observador y la ecuación diferencial de ϕ inter-
actúan dinámicamente de la siguiente manera: el sistema real entrega únicamente a δ, estado que
alimenta al observador y a la ecuación diferencial ϕ.

Por otro lado, el observador genera todo el vector de estados estimados, de los cuales únicamente
se consideran aquellos asociados al manubrio. Finalmente, la solución de la ecuación diferencial de
ϕ contempla a δ y ˙̂

δ, generando así a ϕe y ϕ̇e.
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3.4. Instrumentación del vehículo de dos ruedas

Se aborda lo relacionado los componentes electrónicos, tarjetas o elementos de comunicación para
comunicar los sensores y el actuador con los sistemas de control, y el software utilizado para el
diseño de cada experimento realizado a lo largo del presente trabajo de investigación.

3.4.1. Estructura mecánica para el vehículo de dos ruedas

Dado que la propuesta para el diseño de los sistemas de control únicamente considera el marco
frontal del vehículo de dos ruedas como grado de libertad, se diseñó y construyó una estructura a
fin de ensamblarlo y que este quede suspendido, evitando que las ruedas tengan contacto con el
suelo y que el marco general se mueva.

(a) Base principal diseñada en SolidWorks. (b) Base principal construida.

Fig. 3.2. Base principal para el vehículo de dos ruedas.

La Fig. 3.2 presenta el ensamble entre la bicicleta y la base principal (diseñado en SolidWorks y
construido) que estabiliza todo el vehículo dejando al marco frontal como único subsistema con
movimiento: La Fig. 3.2a muestra el diseño modelado en el software de SolidWorks, y la Fig. 3.2b
la base principal construida y ensamblada en el vehículo de dos ruedas.

3.4.1.1. Mecanismos para instrumentación

Las consideraciones de movimiento del vehículo de dos ruedas antes descritas conlleva el diseño de
dos mecanismos importantes:

Mecanismo asociado al ángulo del manubrio δ:
Su objetivo consiste en ubicar un sensor para medir la posición angular del marco frontal
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(ángulo del manubrio) y la rueda delantera (véase en la Fig. 3.3).

Fig. 3.3. Mecanismo para el sensor de posición.

Mecanismo asociado al par aplicado al ángulo del manubrio Tδ:
Asociado a los mismos elementos que el anterior mecanismo, este contempla un actuador, el
cual tiene como principal tarea manipular el marco frontal y a la rueda delantera a fin de
dar dirección y estabilizar al vehículo (véase en la Fig. 3.4).

Fig. 3.4. Mecanismo para el actuador.
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3.4.2. Componentes electrónicos

La instrumentación del vehículo de dos ruedas únicamente contempla aquellos elementos asociados
a uno de los estados del modelo matemático, en este caso se considera como estado medible al
ángulo del manubrio δ. Por lo que los elementos considerados para dicha instrumentación son los
siguientes:

OMRON E6A2 – CWZ3E Rotary ENCODER (INCREMENTAL):
Es un dispositivo electrónico utilizado para medir posiciones angulares de ejes rotatorios de
manera precisa y confiable. Su eje genera pulsos eléctricos de acuerdo al ángulo de movimiento
en donde se encuentre ensamblado (OMRON Corporation, sf). En la Tabla 3.5 se presentan
las especificaciones importantes asociadas al sensor.

Tabla 3.5. Especificaciones Técnicas del encoder.
Especificación Descripción

Voltaje de alimentación 5 V DC ±5 %
Salida Canal A y B: Determinan la dirección de rotación o movimiento

Resolución 200 pulsos por revolución (PPR)
Frecuencia 100 kHz
Velocidad 600 revoluciones por minuto (rpm)

Este sensor es acoplado con el mecanismo asociado al ángulo del manubrio para entregar la
posición angular de los subsistemas (el marco frontal y la rueda delantera) encargados de
dar dirección al vehículo de dos ruedas.

Fig. 3.5. Sensor para medir la posición angular del manubrio δ.

Servomotor DS3225 MG:
Es un servomotor de corriente continua que ofrece potencia y presión en múltiples aplicaciones
industriales, robótica, etc. Su selección se basa en la capacidad de manipular altas cargas

61



CAPÍTULO 3. DISEÑO DE SISTEMAS DE CONTROL PARA ESTABILIZAR AL
VEHÍCULO DE DOS RUEDAS

con una precisión angular exacta en su eje giratorio y, su estructura interna, considera una
caja de engranajes de metal capaz de aumentar el par de salida del dispositivo (Teknomovo,
sf).

Tabla 3.6. Especificaciones Técnicas del Actuador.
Especificación Descripción

Voltaje de alimentación 4.8V a 6.8V
Par 20 kg-cm

Ángulo de Rotación 180◦

Tipo de Control PWM (Modulación por ancho de pulso)

Este actuador es acoplado con el mecanismo asociado al par aplicado al manubrio, permi-
tiendo el movimiento o manipulación del marco frontal y la rueda delantera, siendo este uno
de los pares considerados en el modelo matemático.

Fig. 3.6. Actuador para manipular el marco frontal del vehículo.

Fototransistor y Fotodiodo:
Un fotodiodo es un elemento electrónico conversor de energía luminosa en corriente eléctri-
ca. Algunas de sus aplicaciones son la detección de luz de otros sensores, detección óptica,
radiación magnética, etc (Garrido et al., 2024).

Un fototransistor es un dispositivo electrónico utilizado para detectar luz infrarroja, trasfor-
mándola en señales eléctricas. Su estructura considera 3 terminales: Emisor (E), Base (B) y
Colector (C). En este caso, la corriente eléctrica entre el colector y el emisor es controlada a
través de la luz incidente al fototransistor (Sánchez et al., 2022).
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Tabla 3.7. Especificaciones Técnicas del Fototransistor y Fotodiodo.
Especificación Fototransistor Fotodiodo

Voltaje de Alimentación 3-15 V DC 5-15 V DC
Señal de Salida Corriente proporcional a la intensi-

dad de luz incidente.
Corriente o voltaje proporcional a la
intensidad de luz.

Tipo de Dispositivo Semiconductor de tres terminales
(colector, base, emisor).

Semiconductor de dos terminales
(ánodo y cátodo).

Ambos elementos son ensamblados en la rueda trasera, cuyo objetivo es detectar la presencia
de elementos acoplados en los ejes de la rueda.

Fig. 3.7. Sensor para medir la velocidad traslacional υ.

El fotodiodo emite una luz infrarroja, mientras que el fototransistor envía información al emisor
de acuerdo con la luz incidente en dirección a él (en este caso la luz infrarroja).

Con esto, el fototransistor envía información cuando la luz se ve interrumpida al momento en que la
interrumpen los objetos acoplados a los ejes de la rueda trasera. Al girar la llanta, el fototransistor
envía en número de veces que la luz fue interrumpida durante un segundo. Con esto se obtiene la
frecuencia y, aplicando la fórmula:

υ = F
2π Rw

nP
(3.6)

donde F corresponde a la frecuencia, Rw el radio de la rueda trasera y nP al número de platos o
elementos ensamblados en la rueda (28), se obtiene la velocidad traslacional del vehículo.

Esta información se envía a un programa en Arduino que tiene como objetivo recibir la señal
cada cierto periodo de tiempo, en este caso cada segundo considerando la frecuencia en ciclos por
segundo.
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3.4.3. Dispositivos para comunicación

Los componentes electrónicos descritos anteriormente se comunican a nivel software a través del
programa LabVIEW, esto se logra con los dispositivos de comunicación presentados a continuación:

Microcontrolador Arduino NANO:
Es una placa electrónica basada en un microcontrolador tipo ATmega328P. Su estructura
considera 14 pines digitales (6 clasificados como salidas PWM) y 8 pines de entrada analó-
gica. Puerto USB para comunicación y alimentación con la computadora y, I2C y SPI para
comunicación con periféricos (Lamatenggo et al., 2020).

El lenguaje de programación de Arduino (en este caso enfocado a la aplicación en servo-
motores) es la modulación de ancho de pulso, o PWM, técnica para controlar dispositivos
analógicos a través de salidas digitales.

El servomotor seleccionado se comunica a través del tipo de dato específico PWM, con ello
resultó más simple enlazar este elemento con otro que recibiera el mismo tipo de información.
En este caso, se seleccionó un microcontrolador Arduino tipo NANO para emitir y recibir
información de movimiento.

Fig. 3.8. Microcontrolador Arduino NANO.

Tarjeta de adquisición de datos NI myRIO:
Es un dispositivo de National Instruments, cuya estructura considera 4 entradas analógicas
(± 10V) y 10 entradas/salidas digitales. También cuenta con conexiones Ethernet, Wifi y
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USB para conectividad con una computadora, siendo compatible con el software de Lab-
VIEW (Wang et al., 2020).

La tarjeta myRIO es el elemento encargado de recibir la información tanto del sensor de
posición angular como del microcontrolador Arduino (elemento encargado de comunicar al
actuador), además de comunicar los elementos de la instrumentación con los sistemas de
control diseñados en el software de LabVIEW.

Fig. 3.9. Tarjeta de adquisición de datos NI myRIO.

Es importante mencionar que la interfaz entre la tarjeta de adquisición de datos NI myRIO (véase
en la Fig. 3.9 y el microcontrolador Arduino (véase en la Fig. 3.8) se da a través de una comuni-
cación serial: configuración para enviar y recibir datos o información por medio de una conexión
entre puertos específicos.

La comunicación dinámica entre ambas tarjetas se da de la siguiente manera:

La tarjeta de adquisición de datos NI myRIO envía al microcontrolador la magnitud y tiempo
que este debe de mover al actuador, esto a través de los sistemas de control diseñados en el pro-
grama de LabVIEW. Por otro lado, el sensor de posición angular del manubrio (o encoder) recibe
la posición angular acorde al movimiento que registre y la envía directamente a la tarjeta de ad-
quisición de datos y a los sistemas de control.
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Es relevante mencionar que ahora se consideran dos microcontroladores Arduino (uno para la co-
municación del servo y otro para la velocidad traslacional). Se tomó esta decisión por el tema de
acoplar los tiempos de emisión y recepción de datos. El Arduino asociado a la velocidad traslacio-
nal envía y recibe información cada segundo por el tema de la frecuencia, mientras que el Arduino
asociado al servomotor envía y recibe información continuamente por la ley de control.

Con los mecanismos construidos y ensamblados, los componentes electrónicos seleccionados y los
elementos de comunicación entre los sistemas de control diseñados en el software de LabVIEW (el
microcontrolador Arduino NANO y la tarjeta de adquisición de datos NI myRIO), se obtuvieron
los resultados presentados posteriormente.

3.5. Diseño de sistemas de control para el vehículo de dos
ruedas

Con todo lo anterior, en esta sección se presenta el diseño de los sistemas de control y sus diferencias
para cada uno de los experimentos descritos posteriormente según sea el caso.

3.5.1. Caso A. Sistema de control con acción integral en el ángulo del
manubrio

Objetivo: Presentar el desarrollo analítico de un primer controlador, considerando una ley de
control para estabilizar el vehículo de dos ruedas y una acción integral para regular la posición
angular del manubrio. Con esto se propone una ley de control de la forma:

u = −K(v(t))x − Kδ(v(t))
∫

eδ(t) dt (3.7)

Nota: Por simplicidad, el argumento (t) será omitido en el resto de la descripción. Así mismo, se
utilizará la variable x como vector de estados, a fin de generalizar el diseño de sistemas de control
y ser congruentes con la teoría aplicada.

En la Ec. (3.7), K(υ) y Kδ(υ) corresponden al vector de ganancias asociado a la retroalimentación
de estados y la acción integral aplicada al ángulo del manubrio δ, respectivamente. Ambas ganancias
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se definen matricialmente de la siguiente manera:

K(υ) =
K11(υ) K12(υ) K13(υ) K14(υ)
K21(υ) K22(υ) K23(υ) K24(υ)

 , Kδ(υ) =
[
Kiϕ

(υ) Kiδ
(υ)

]⊤
(3.8)

Por otro lado, eδ se define como el error entre la posición angular deseada del manubrio y el ángulo
del manubrio, es decir:

eδ = δd − δ (3.9)

Dado que el objetivo del controlador considera una acción integral, se define un estado adicional
ėδ como:

ėδ = r − y

ėδ = r − Cx
(3.10)

con C =
[
0 1 0 0

]
y r = δd, con el objetivo de extender el vector de estados considerando la

posición angular deseada y la real del vehículo de dos ruedas. Finalmente, la dinámica del sistema
en lazo cerrado se define de la siguiente manera:

Considerando el sisiema definido en la Ec. (2.36) y el estado adicional de la Ec. (3.10), se tiene
que:  ẋ

ėδ

 =
A(υ) 0

−C 0

  x

eδ

 +
B

0

 u +
0
1

 r (3.11)

Sustituyendo la Ec. (3.7) en (3.11) ẋ

ėδ

 =
A(υ) 0

−C 0

  x

eδ

 +
−BK(υ) −BKδ(υ)

0 0

  x

eδ

 +
0
1

 r (3.12)

Simplificando la Ec. (3.12), se tiene la dinámica en lazo cerrado del sistema ẋ

ėδ

 =
A(υ) − BK(υ) −BKδ(υ)

−C 0

  x

eδ

 +
0
1

 r (3.13)

Únicamente existe un estado medido en el vehículo de dos ruedas instrumentado y los sistemas
de control requieren que el vector de estados se encuentre disponible o medible, por lo que resulta
necesario la inclusión de un observador de estados.
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El objetivo de este observador se centra en su diseño, debido a que a través de él se pretende validar
la implementación de hardware en el lazo (esto por medio de la solución de la ecuación diferencial
de ϕ).

Se demostró que el observador ofrece mejores resultados cuando su diseño incorpora más infor-
mación del modelo matemático. Con esto, se concluye que la información generada por la instru-
mentación del vehículo no es suficiente por sí sola. Por tanto, el diseño de este primer observador
considera ambas posiciones angulares: un estado medido físicamente (ángulo del manubrio δ) y
otro medido virtualmente generado por la ecuación diferencial de ϕ.

Cada sistema de control considera un observador tipo Luenberger definido como:

˙̂x = A(υ)x̂ + Bu + L(υ)(y − Cx̂) (3.14)

donde L(υ) corresponde a la ganancia del observador. Con esto, L(υ) y C quedan definidas de la
siguiente manera:

L(υ) =
L11(v) L12(v) L13(v) L14(v)
L21(v) L22(v) L23(v) L24(v)

⊤

, C =
1 0 0 0
0 1 0 0

 (3.15)

En la Tabla 3.8, se presentan los estados utilizados para el diseño de este observador, incluyendo
un estado medido físicamente y otro medido de forma virtual. En la Ec. (3.15) se presentan ambos
estados definidos matricialmente.

Tabla 3.8. Estados contemplados para el diseño del observador 1.

Acrónimo Significado

ϕe Ángulo de Balanceo Ecuación (◦)
δ Ángulo del manubrio (◦)

Es importante aclarar que el observador diseñado generará todo el vector de estados estimados,
definiéndose como uno de orden completo.

Por otro lado, la ecuación diferencial de ϕ representa aquellos elementos asociados al balanceo del
vehículo de dos ruedas. Su estructura y solución se desarrolla con los estados relacionados con el
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manubrio.

En la Tabla 3.9 se muestran los estados seleccionados para la solución de la ecuación diferencial de
ϕ. Analizando la Ec. (3.5), la solución también considera ambas fuerzas de entrada generalizada
contempladas en el modelo matemático.

Tabla 3.9. Estados contemplados para la solución de la ecuación diferencial de ϕ.

Acrónimo Significado

δ Ángulo del manubrio
˙̂
δ Velocidad Angular del Manubrio Estimado

Considerando las Ecs. (3.9) y (3.5.1), la dinámica del control basado en observador con una acción
integral, se define de la siguiente manera:

ẋ

ėδ

ė

 =


A(υ) − BK(υ) −BKδ(υ) BK(v)

−C 0 0
0 0 A(v) − L(v)C




x

eδ

e

 +


0
1
0

 r (3.16)

definiendo así la dinámica del sistema en lazo cerrado, considerando el error de estimación de
estados asociado al observador.

3.5.2. Caso B. Sistema de control con acciones integrales en el ángulo
de balanceo y manubrio

Objetivo: Presentar el desarrollo analítico del segundo controlador, considerando una ley de con-
trol para estabilizar al vehículo y dos acciones integrales para regular la posición angular del
balanceo y manubrio. Con esto, se propone una ley de control de la forma:

u = −K(υ(t))x − Kϕ(υ(t))
∫

eϕ(t) dt − Kδ(υ(t))
∫

eδ(t) dt (3.17)

Nota: Por simplicidad, el argumento (t) será omitido en el resto de la descripción. Así mismo, se
utilizará la variable x como vector de estados, a fin de generalizar el diseño de sistemas de control
y ser congruentes con la teoría aplicada.
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En la Ec. (3.17), K(υ), Kϕ(υ) y Kδ(υ) corresponden al vector de ganancias asociado a la retroali-
mentación de estados y las acciones integrales aplicadas al ángulo de balanceo ϕ y del manubrio
δ, respectivamente.

Del mismo modo, K(υ) y Kδ(υ) se definen conforme a la Ec. (3.8), mientras que Kϕ(υ) toma la
forma:

Kϕ(υ) =
Kjϕ

(υ)
Kjδ

(υ)

 (3.18)

Igualmente, eϕ se define como el error entre la posición angular deseada y el ángulo de balanceo
generado por la solución de la ecuación diferencial, es decir:

eϕ = ϕd − ϕe (3.19)

Dado que el presente controlador persigue el mismo objetivo, se considera la inclusión de un estado
adicional que contemple ambas acciones integrales, es decir:

˙̃e = r − y

˙̃e = r − Cx
(3.20)

A causa de ambas acciones integrales, C y r se reescriben como:

C =
1 0 0 0
0 1 0 0

 , r =
ϕd

δd

 (3.21)

Con todo lo anterior, la dinámica del sistema en lazo cerrado queda definida de la siguiente manera:ẋ

˙̃e

 =
A(υ) − BK(υ) −BKδ(υ)

−C 0

 x

ẽ

 +
0
1

 r (3.22)

Por otro lado, el diseño del observador considera las mismas características descritas anteriormen-
te.
En la Tabla 3.8 se presentan los estados seleccionados (ambas posiciones angulares) para su dise-
ño, la Ec. (3.15) define la matriz C declarada en la Ec. (3.14) asociada al observador de estados
considerado para este sistema de control.
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Del mismo modo, la solución de la ecuación diferencial de ϕ considera las mismas condiciones y
características descritas en el caso anterior: la Ec. (3.5) define la estructura de la ecuación diferen-
cial de ϕ y la Tabla 3.9 se presentan los elementos considerados para su solución.

Con todo lo anterior, la dinámica en lazo cerrado basado en observador queda definido de la
siguiente manera:

ẋ

˙̃e
ė

 =


A(υ) − BK(υ) −BKδ(υ) BK(v)

−C 0 0
0 0 A(v) − L(v)C



x

ẽ

e

 +


0
1
0

 r (3.23)

3.5.3. Caso C. Sistema de control con acción integral en el ángulo del
manubrio y una modificación en el observador

El observador diseñado en el Caso A considera mayor información por parte de los elementos defi-
nidos en la Tabla 3.8. Sin embargo, a nivel implementación resulta más accesible medir la velocidad
angular del balanceo que su posición angular, con ello se tomó la decisión de evaluar condiciones
distintas.

Objetivo: Validar la implementación de hardware en el lazo a través del diseño del observador.
A diferencia del anterior, este considera una distinción crucial en la información utilizada para el
diseño del observador: un estado medido físicamente y otro medido virtualmente generado por la
ecuación diferencial de ϕ (velocidad angular de balanceo ϕ̇e).

Tabla 3.10. Estados contemplados para el diseño del observador Caso C

Acrónimo Significado

δ Ángulo del manubrio (◦)
ϕ̇e Velocidad Angular de Balanceo Ecuación (◦/s)

En la Tabla 3.10 se presentan los elementos seleccionados para el diseño del observador. Retomando
la Ec. (3.14), L se define como la ganancia asociada al observador, y el elemento C es determinado
de la siguiente manera:

C =
0 1 0 0
0 0 1 0

 (3.24)
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Este sistema de control considera como ley de control a la Ec. (3.7) cuyo objetivo es estabilizar en
posición vertical al vehículo de dos ruedas y regular la posición angular del manubrio en referencias
deseadas. Con esto, las condiciones y características dadas en el Caso A de las Ecs. (3.7)-(3.14)
son iguales. Así mismo, la ecuación diferencial de ϕ y su solución contemplan los mismos elementos
definidos en la Tabla 3.9 así como las características definidas anteriormente.

3.5.4. Caso D. Sistema de control con acciones integrales en el ángulo
de balanceo y manubrio con modificación en el observador

Uno de los principales propósitos de agregar dos acciones integrales en el sistema de control, es
programar referencias angulares deseadas en ambas posiciones y con ello validar el acoplamiento
y comportamiento dinámico del sistema en lazo cerrado con el controlador diseñado. Del mismo
modo, se pretende validar la efectividad de implementar hardware en el lazo a través del diseño
del observador.

Objetivo: Estabilizar y regular la posición angular del balanceo y manubrio de un vehículo de
dos ruedas instrumentado. En él, se consideran dos acciones integrales aplicadas que afecta cada
posición angular del vehículo.

Con todo lo anterior, las características del controlador se definen en las Ecs. (3.17)-(3.19) (condi-
ciones descritas en el Caso B), mientras que la información asociada a la ecuación diferencial de
ϕ toma la misma configuración que en cada controlador descrito en este capítulo. Finalmente, el
observador es diseñado con las condiciones descritas en el Caso C.

Tabla 3.11. Estados contemplados para el diseño del observador Caso D

Acrónimo Significado

δ Ángulo del manubrio (◦)
ϕ̇e Velocidad Angular de Balanceo Ecuación (◦/s)

En la Tabla 3.11 se presentan los elementos seleccionados para el diseño del observador. Retomando
la Ec. (3.14), L se define como la ganancia asociada al observador, y el elemento C es determinada
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de la siguiente manera:

C =
0 1 0 0
0 0 1 0

 (3.25)

3.6. Conclusiones

En este capítulo se describen los aspectos importantes a considerar en el diseño de cada sistema de
control. Se muestra de manera detallada la información de cada uno de los elementos que conforma
un sistema de control: Parte real de sistema, un observador de estados y la solución de la ecuación
diferencial de ϕ.

También, se muestran los elementos considerados para la instrumentación del vehículo de dos rue-
das, además de la forma de comunicación entre la parte física-externa y a nivel software.

En este capítulo se presentan las características importantes en el diseño de cada sistema de con-
trol. Se describen cada uno de los elementos implicados en un esquema de control (una parte real,
un observador y la solución de la ecuación diferencial de ϕ). Esto último se realiza para explicar
el acoplamiento dinámico a través de la generación de un nuevo vector de estados considerando
hardware en el lazo.

En este caso, se explica detalladamente las consideraciones de cada uno de los elementos contem-
plados en un sistema de control (elementos reales, estimados y virtuales).
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CAPÍTULO 4

RESULTADOS EXPERIMENTALES

En este capítulo se presentan los resultados obtenidos en cada experimento realizado, donde cada
uno corresponde a un sistema de control diseñado con la teoría descrita en el capítulo 3 (esto
depende del caso de cada controlador y observador según el objetivo de control) y aplicado al
vehículo de dos ruedas instrumentado.

Este capítulo está organizado de la siguiente manera:

En la sección 4.1 se presentan los resultados de los experimentales considerando al sistema lineal
invariante en el tiempo. Con esto, se considera una velocidad traslacional constante, enfocando
cada experimento al control de posiciones angulares del vehículo de dos ruedas, según sea el caso.

En la sección 4.2 se describen los resultados experimentales de los sistemas de control conside-
rando Ganancias Programadas. En este caso, se consideran dos casos: una velocidad traslacional
virtual programada en el software de LabVIEW y otra contemplando a la velocidad traslacional co-
mo una medición física a través de un sensor acoplado a la rueda trasera del vehículo de dos ruedas.

El modelo matemático del vehículo de dos ruedas define su comportamiento dinámico como ines-
table y dependiente de la velocidad traslacional v, determinándolo así un sistema LPV (Sistema
lineal de parámetros variables). Sin embargo, el presente capítulo aborda el diseño de sistemas de
control considerando dos enfoques: Sistemas LTI (sistema lineal invariante en el tiempo) y Sistemas

74



CAPÍTULO 4. RESULTADOS EXPERIMENTALES

LPV.

Es importante mencionar que cada uno de los sistemas de control descritos en el presente reporte
validan la efectividad de considerar en su diseño una parte real del sistema (el marco frontal y la
rueda delantera del vehículo de dos ruedas), un observador y el hardware en lazo, contemplado
entre ellos una dinámica dependiente de cada elemento.

4.1. Estabilización de un vehículo de dos ruedas conside-
rando Sistemas LTI

El diseño de los siguientes sistemas de control contemplan una velocidad traslacional constante con
un valor de v = 1.271 m/s. Se menciona que cada sistema de control fue diseñado por el método
de colocación de polos.

A continuación, se enlistan los experimentos implementados en el vehículo de dos ruedas instru-
mentado considerando al sistema LTI:

Experimento 1. Estabilización con acción integral en el ángulo del manubrio.

Experimento 2. Estabilización con acción integral en ángulo del balanceo y manubrio.

Experimento 3. Estabilización con acción integral en el ángulo del manubrio con variante
en el observador.

Experimento 4. Estabilización con acción integral en ángulo del balanceo y manubrio con
variante en el observador.

Nota: Dado que la condición del sistema se define como LTI, el término υ será omitido durante
esta sección.

4.1.1. Experimento 1. Estabilización con acción integral en el ángulo
del manubrio

Objetivo del experimento: Estabilizar en posición vertical el vehículo de dos ruedas y regular
la posición angular del manubrio por medio de referencias deseadas. Además, se pretende validar el
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comportamiento dinámico entre una parte del sistema real, un observador y la ecuación diferencial
de ϕ.

Fig. 4.1. Esquema del Experimento 1.

Configuración del experimento: El sistema de control diseñado para este experimento hace
uso de la teoría descrita en el Caso A: Reescribiendo la ley de control definida en la Ec. (3.7), se
tiene que:

u(t) = −K ¯x(t) − Kδ

∫
eδ(t) dt (4.1)

Nota: Por simplicidad, el argumento (t) será omitido en el resto de la descripción.

donde x̄ el vector de estados definido como x̄ =
[
ϕe δ̂ ϕ̇e

˙̂
δ

]⊤
y, K, Kδ y eδ se definen en las Ecs.

(3.8)-(3.9), respectivamente. Con esto, la ley de control se puede expandir de la siguiente manera:

Tϕ = −(K11ϕe + K12δ̂ + K13
˙̂

ϕe + K14
˙̂
δ) − Kiϕ

∫
(δd − δ)dt (4.2)

Tδ = −(K21ϕe + K22δ̂ + K23
˙̂

ϕe + K24
˙̂
δ) − Kiδ

∫
(δd − δ)dt (4.3)

En esta formulación, los elementos en color rojo son generados y aplicados virtualmente por la
ecuación diferencial de ϕ, los elementos en morado son generados por el observador, y los elementos
azul son los reales. Kiϕ

y Kiδ
corresponden al vector de ganancias Kδ, matricialmente definido
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como:

Kδ =
Kiϕ

Kiδ

 (4.4)

Mientras que, δd la posición angular deseada del manubrio. Esta lógica también se considera en lo
contenido en la Fig. 4.1. Con esto se concluye que el diseño de este controlador considera en su
dinámica una parte real, una estimada y hardware en el lazo.

Los coeficientes matriciales del vector de ganancias K se calculan con el comando place de
MATLAB contemplando los polos P =

[
−1 −1.5 −2 −2.5 −3

]
, buscando no tener oscila-

ciones en su respuesta y asegurar un tiempo de convergencia ideal tal que el estado alcance la
referencia programada, teniendo como resultado:

K =
7.4737 −7.7740 4.0928 0.1028
1.2681 3.3938 1.1051 1.5823

 , Kδ =
[
−0.4011 −2.6691

]⊤
(4.5)

De igual manera, considerando al observador cuya estructura se define en la Ec. (3.14), el vector
de ganancias L se calcula con el comando place de MATLAB, teniendo en cuenta los polos Po =[
−12.1 −12.2 −12.3 −12.4

]
, dando como resultado:

L =
 24.3301 1.1972 149.0399 25.5359
−0.1688 22.1054 −13.4340 96.5953

⊤

(4.6)

Se tuvieron en cuenta ciertas condiciones para el desarrollo de la simulación:

Se utilizó el software de LabVIEW y la librería de Control & Simulation para el diseño y
simulación del sistema de control a implementar.

Se considera un paso de integración fijo de h = 0.05 con el propósito de sincronizar el tiempo
de simulación del software con el tiempo real.

La simulación considera Runge-Kutta 1 (Euler) como método de integración para el sistema
de control y el modelo matemático en general.

Finalmente, las condiciones iniciales para el sistema y el observador fueron x(0) =
[
0 0 0 0

]⊤

77



CAPÍTULO 4. RESULTADOS EXPERIMENTALES

0 20 40 60

Tiempo (s)

-1

-0.5

0

0.5

1
M

a
g
n

it
u

d
 (

°)
Ángulo de Balanceo

0 20 40 60

Tiempo (s)

-4

-2

0

2

4

M
a
g
n

it
u

d
 (

°)

Ángulo del Manubrio

0 20 40 60

Tiempo (s)

-20

0

20

M
a
g
n

it
u

d
 (

N
m

)

Ley de Control

0 20 40 60

Tiempo (s)

-20

-10

0

10

20

M
a
g
n

it
u

d
 (

N
m

)

Ley de Control

Fig. 4.2. Resultados del Experimento 1 : Posiciones Angulares y Leyes de Control.

En la Fig. 4.2, se presentan los resultados del Experimento 1 : La acción integral aplicada al ángulo
del manubrio tiene programados cambios de referencia cada 25 segundos, en la gráfica se muestra
que δ y δ̂ toman valores iguales a la posición angular deseada δd durante cierto tiempo de simulación.

En la Fig. 4.3, se muestra el resultado de la diferencia entre la posición angular deseada y δ durante
el tiempo de simulación, validando el argumento antes mencionado.
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Fig. 4.3. Resultados del Experimento 1 : Error entre δd y δ.

Retomando la Fig. 4.2, el ángulo de balanceo ϕe y ϕ̂ reportan un comportamiento idéntico durante
el tiempo de simulación. En la gráfica se analiza que la posición angular deseada δd tiene un efecto
sobre el comportamiento del ángulo de balanceo, sin embargo, su valor indica que el vehículo de
dos ruedas es estable.
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Fig. 4.4. Resultados del Experimento 1 : Velocidades angulares.

Finalmente, en la Fig. 4.4 se presentan las velocidades angulares asociadas a cada posición angular
descrita anteriormente. En este caso, el comportamiento y valor de cada estado generado por el
observador y la ecuación diferencial de ϕ son iguales. Con esto, se valida la efectividad de imple-
mentar hardware en el lazo.

Con este experimento se ha evaluado el acoplamiento entre el sistema real, el observador y la
solución de la ecuación diferencial de ϕ, verificando que el vehículo de dos ruedas se estabiliza y,
que los estados estimados y los generados por la ecuación diferencial del balanceo son similares.

4.1.2. Experimento 2. Estabilización con acción integral en el ángulo
de balanceo y manubrio

Objetivo del experimento: Estabilizar en posiciones angulares deseadas el ángulo de balanceo
y manubrio a través de acciones integrales incorporadas en la ley de control diseñada para este
sistema de control.
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Fig. 4.5. Esquema del Experimento 2.

Configuración del experimento: El sistema de control diseñado para este 2do experimento
emplea la teoría descrita en el Caso B: Reescribiendo la ley de control definida en la Ec. (3.17), se
tiene que:

u(t) = −Kx̄(t) − Kϕ

∫
eϕ(t) dt − Kδ

∫
eδ(t) dt (4.7)

Nota: Por simplicidad, el argumento (t) será omitido en el resto de la descripción.

donde x̄ el vector de estados definido como x̄ =
[
ϕe δ̂ ϕ̇e

˙̂
δ

]⊤
, mientras que las variables restantes

se definen y describen en lo contenido en el Caso B descrito anteriormente. Teniendo esto en cuenta,
la ley de control se expande de la siguiente forma:

Tϕ = −(K11ϕe + K12δ̂ + K13
˙̂

ϕe + K14
˙̂
δ) − Kjϕ

∫
(ϕd − ϕe)dt − Kiϕ

∫
(δd − δ)dt (4.8)

Tδ = −(K21ϕe + K22δ̂ + K23
˙̂

ϕe + K24
˙̂
δ) − Kjδ

∫
(ϕd − ϕe)dt − Kiδ

∫
(δd − δ)dt (4.9)

De manera similar al Experimento 1, la formulación de la ley de control considera un acoplamiento
dinámico entre los tres elementos importantes del experimento: los elementos en color rojo son
generados y aplicados virtualmente por la ecuación diferencial de ϕ, los elementos en morado son
generados por el observador, y los elementos azul son los reales. Esta lógica también se considera
en lo contenido en la Fig. 4.5.
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Kjϕ
y Kjδ

corresponden al vector de ganancias de Kϕ, mientras que Kiϕ
y Kiδ

corresponden al
vector de ganancias Kδ. Ambos vectores se definen de la siguiente manera:

Kϕ =
Kjϕ

Kjδ

 , Kδ =
Kiϕ

Kiδ

 (4.10)

Los coeficientes matriciales de cada vector de ganancias se calculan con el comando place de
MATLAB, teniendo en cuenta los polos P =

[
−2 −2.5 −3 −3.5 −4 −4.5

]
, buscando elimi-

nar oscilaciones en su respuesta y asegurar un tiempo de convergencia ideal para cada posición
angular deseada. Con esto, el vector de ganancias se define como:

K =
34.4607 −9.1334 9.8666 0.0865

3.5163 11.8375 1.7160 3.2111

 , Kϕ =
−31.1290

−1.7052

 Kδ =
 3.1586
−13.3285

 (4.11)

Y, dado que también es considerado el diseño de un observador, el vector de ganancias L de
la Ec. (3.14) es calculado con el comando place de MATLAB con los siguientes polos Po =[
−10.1 −10.2 −10.3 −10.4

]
, teniendo como resultado lo siguiente:

L =
 20.3182 1.1921 104.6081 20.8660
−0.1620 18.1174 −12.4632 61.2673

⊤

(4.12)

Se tuvieron en cuenta ciertas condiciones para el desarrollo de la simulación:

Se utilizó el software de LabVIEW y la librería de Control & Simulation para el diseño y
simulación del sistema de control a implementar.

Se considera un paso de integración fijo de h = 0.05 con el propósito de sincronizar el tiempo
de simulación del software con el tiempo real.

La simulación considera Runge-Kutta 1 (Euler) como método de integración para el sistema
de control y el modelo matemático en general.

Finalmente, las condiciones iniciales para el sistema y el observador fueron x(0) =
[
0 0 0 0

]⊤
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Fig. 4.6. Resultados del Experimento 1 : Posiciones Angulares y Leyes de Control.

En la Fig. 4.6, se presentan los resultados asociados a las posiciones angulares, donde ambos consi-
deran cambios de referencia en distinto tiempo: el ángulo del manubrio tiene programados cambios
de ±2◦ cada 25 segundos de simulación. Mientras que el ángulo de balanceo únicamente tiene
programado un cambio de referencia en t = 50s.

En las gráficas se observa que ambas posiciones angulares tienen efecto una con la otra, debido a que
su comportamiento se ve afectado por los cambios de referencia. Así mismo, los estados generados
por el observador y la ecuación diferencial de ϕ validan el funcionamiento del experimento, dado
que su comportamiento y valor es igual.
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Fig. 4.7. Resultados del Experimento 1 : Error entre (δd-δ) y (ϕd-ϕe).

En la Fig. 4.7 se presentan los resultados asociados a las acciones integrales, particularmente
hablando de las diferencias entre las referencias deseadas y el estado medido o virtual.
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Fig. 4.8. Resultados del Experimento 2 : Velocidades angulares.
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Finalmente, en la Fig. 4.8 se muestran las velocidades angulares de cada posición angular y se
realiza una comparación de cada estado estimado y generado por la ecuación diferencial de ϕ.

Con los resultados del experimento se ha evaluado el acoplamiento entre el sistema real, el ob-
servador y la solución de la ecuación diferencial de ϕ considerando la inclusión de dos acciones
integrales en el sistema de control. Se verifica que las posiciones angulares convergen a la referen-
cia, estabilizando y regulando al vehículo de dos ruedas en posiciones deseadas.

4.1.3. Experimento 3. Estabilización con acción integral en el ángulo
del manubrio con variante en el observador

Objetivo del experimento: Estabilizar y regular las posiciones angulares del vehículo de dos
ruedas en referencias deseadas programadas. Considerando el objetivo descrito en el Caso C, se
pretende validar la implementación del hardware en el lazo, incluyendo una distinción crucial en la
información utilizada para el diseño del observador. En este caso, en la Tabla 3.11 y en el esquema
de control presentado en la Fig. 4.9 se definen los estados considerados para definir su diseño.

Fig. 4.9. Esquema del Experimento 3.

Configuración del experimento: El sistema de control diseñado e implementado en este ex-
perimento incluye la teoría y características descritas en el Caso C.
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Considerando que el objetivo es similar al definido en el Experimento 1, se retoma la ley de control
definida y su descripción de las Ec. (4.1)-(4.3).

Con esto, el cálculo de los coeficientes matriciales de los vectores de ganancias asociados a la retro-
alimentación de estados y la acción integral considerada en el ángulo del manubrio se realiza por
medio del comando place de MATLAB seleccionando los polos P =

[
−2 −2.5 −3 −3.5 −4

]
,

a fin de evitar oscilaciones en su respuesta y asegurar un tiempo de convergencia ideal tal que la el
estado real alcance la posición angular deseada. Los resultados particulares dan como resultado:

K =
12.5936 −5.8232 6.1417 0.5728

2.0794 10.2156 1.4346 2.9598

 , Kδ =
 −2.2791
−10.7809

 (4.13)

Por otro lado, y a diferencia de los experimentos previamente descritos, se considera el diseño de
un observador con información generada por la solución de la ecuación diferencial de ϕ. En este
caso, se consideran dos estados: uno real (δ) y uno virtual (ϕ̇e). Con esto, la matriz C considerada
se define como:

C =
0 1 0 0
0 0 1 0

 (4.14)

Y, la inclusión del observador con la estructura definida en la Ec. (3.14), también considera
al vector de ganancias L calculado con el comando place de MATLAB con los polos, Po =[
−9.1 −9.2 −9.3 −9.4

]
generando el siguiente resultado:

L =
 7.2656 16.1209 −7.7931 46.9912
25.4964 0.1643 18.3147 3.0694

⊤

(4.15)

Se tomaron en cuenta las siguientes condiciones para el desarrollo de la simulación:

Se utilizó el software de LabVIEW y la librería de Control & Simulation para el diseño y
simulación del sistema de control a implementar.

Se considera un paso de integración fijo de h = 0.05 con el propósito de sincronizar el tiempo
de simulación del software con el tiempo real.

La simulación considera Runge-Kutta 1 (Euler) como método de integración para el sistema
de control y el modelo matemático en general.
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Finalmente, las condiciones iniciales para el sistema y el observador fueron x(0) =
[
0 0 0 0

]⊤
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Fig. 4.10. Resultados del Experimento 3 : Posiciones Angulares y Leyes de Control.

Los resultados obtenidos se muestran en la Fig. 4.10, en la cual se observa el correcto funcionamien-
to de la acción integral aplicada al ángulo del manubrio, ya que el estado converge a la referencia
deseada. Mientras que, δ̂ también valida el funcionamiento del observador, debido a que su valor
y comportamiento siguen al estado real y la referencia deseada.
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Fig. 4.11. Resultados del Experimento 3 : Error entre (δd-δ).

El efecto de la acción integral también se puede validar a través de lo presentado en la Fig. 4.11.
Sus valores muestran que la diferencia entre ambos toma un valor 0 durante cierto tiempo de
simulación.
Por otro lado, los resultados asociados al ángulo de balanceo presentados en la Fig. 4.10 verifican
que el vehículo es estable cerca de su punto de operación, a pesar de la mínima diferencia entre el
estado estimado y el virtual.
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Fig. 4.12. Resultados del Experimento 3 : Velocidades angulares.

Finalmente, en la Fig. 4.12 se muestran las velocidades angulares generadas por el observador y la
ecuación diferencial de ϕ. Sus resultados validan el acoplamiento dinámico entre ambos elementos,
ya que son similares.

Con este experimento se han evaluado las ventajas y/o posibilidades de implementar hardware en
el lazo, ya que aun considerando una variante en el diseño del observador, el sistema de control
continúa estabilizando al vehículo de dos ruedas en su posición vertical considerando posiciones
angulares deseadas en el manubrio.

4.1.4. Experimento 4. Estabilización con acción integral en el ángulo
de balanceo y manubrio con variante en el observador

Objetivo del experimento: Retomando el objetivo del experimento antes descrito, se considera
la inclusión de otra acción integral aplicada en el ángulo de balanceo (ϕe) con el fin de manipular
dicha posición angular en referencias deseadas.
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Fig. 4.13. Esquema del Experimento 4.

En la Fig. 4.13, se presenta el esquema de control asociado al presente experimento, donde cla-
ramente se muestran las acciones integrales aplicadas a las posiciones angulares y la dinámica de
acoplamiento o conexión entre el sistema real, el observador y la ecuación diferencial de ϕ.

Configuración del experimento: El sistema de control diseñado emplea la teoría y caracterís-
ticas analizadas en el Caso D descrito anteriormente. Con esto, y lo definido por el esquema de
control presentado en la Fig. 4.13, la ley de control aplicada en este experimento se describe en la
Ec. (4.7), es decir:

Tϕ = −(K11ϕe + K12δ̂ + K13
˙̂

ϕe + K14
˙̂
δ) − Kjϕ

∫
(ϕd − ϕe)dt − Kiϕ

∫
(δd − δ)dt (4.16)

Tδ = −(K21ϕe + K22δ̂ + K23
˙̂

ϕe + K24
˙̂
δ) − Kjδ

∫
(ϕd − ϕe)dt − Kiδ

∫
(δd − δ)dt (4.17)

Cada valor de coeficiente matricial K descrito en las Ecs. (4.16) y (4.17) se calcula por medio del
comando place de MATLAB seleccionando los polos P =

[
−2 −2.5 −3 −3.5 −4 −4.5

]
, cuyo

objetivo es evitar oscilaciones en su respuesta y asegurar un tiempo de convergencia ideal para
ambos estados afectados por las acciones integrales. Las ganancias de este sistema de control se
definen de la siguiente manera:

K =
34.4607 −9.1334 9.8666 0.0865

3.5163 11.8375 1.7160 3.2111

 , Kϕ =
−31.1290

−1.7052

 Kδ =
 3.1586
−13.3285

 (4.18)
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En cuanto al observador, su objetivo es idéntico al sistema de control descrito anteriormente, por
lo que la matriz C se define de acuerdo a la Ec. (4.14). Mientras que la ganancia L se calcula con el
comando place de MATLAB y con los polos Po =

[
−4 −4.2 −4.3 −4.4

]
, cuyos valores resultan

en lo siguiente:

L =
0.9753 6.0247 −8.2926 2.9827
6.1442 0.0383 8.3109 1.5613

⊤

(4.19)

Se tomaron en cuenta las siguientes condiciones para el desarrollo de la simulación:

Se utilizó el software de LabVIEW y la librería de Control & Simulation para el diseño y
simulación del sistema de control a implementar.

Se considera un paso de integración fijo de h = 0.05 con el propósito de sincronizar el tiempo
de simulación del software con el tiempo real.

La simulación considera Runge-Kutta 1 (Euler) como método de integración para el sistema
de control y el modelo matemático en general.

Finalmente, las condiciones iniciales para el sistema y el observador fueron x(0) =
[
0 0 0 0

]⊤
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Fig. 4.14. Resultados del Experimento 4 : Posiciones Angulares y Leyes de Control.
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En la Fig. 4.14, se muestran las gráficas correspondientes a las posiciones angulares afectadas por
las acciones integrales, en el cual se observa que cada estado converge a la referencia o posición
angular deseada.
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Fig. 4.15. Resultados del Experimento 4 : Error entre (ϕd-ϕe) y (δd-δ).

En la Fig. 4.15, se puede observar el correcto funcionamiento de las acciones integrales, ya que el
valor del error entre la referencia deseada y el estado toma un valor de 0 durante cierto tiempo de
simulación.
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Fig. 4.16. Resultados del Experimento 4 : Velocidades angulares.

Por otra parte, en la Fig. 4.16, se tienen los resultados de las velocidades angulares correspondien-
tes a cada estado antes presentado. Se muestra el acoplamiento dinámico entre el observador y la
ecuación diferencial de ϕ, dado que sus resultados son idénticos.

Con los resultados del experimento se ha evaluado que el desempeño del sistema de control con-
siderando la inclusión de otra acción integral aplicada al balanceo. Se verifica la dinámica entre
el comportamiento dinámico del sistema real y los resultados generados por el observador y la
ecuación diferencial de ϕ.

4.2. Estabilización de un vehículo de dos ruedas consi-
derando velocidad traslacional variable y Ganancias
Programadas

El diseño de los siguientes experimentos consideran una velocidad traslacional variable con un
rango de cambio de v(t)= 3 a 0 m/s. En este caso, se consideran dos enfoques importantes sobre
la velocidad traslacional:
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1. Una velocidad traslacional medida virtualmente, considerada también parte importante del
hardware en el lazo.

2. Una velocidad traslacional medida físicamente por medio de dos sensores de posición imple-
mentados en la rueda trasera del vehículo de dos ruedas.

Debido a que los sistemas de control consideran la velocidad traslacional como variable, la repre-
sentación en espacio de estados del vehículo de dos ruedas toma la siguiente forma:

ẋ(t) = A(v)x(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t)
(4.20)

con:

A (v) =


0 0 1 0
0 0 0 1

3.5058 0.6422 − 5.7184v2 −0.1368v −0.2235v

0.3138 0.3015 − 0.4209v2 0.8739v −1.8809v

 , B =


0 0
0 0

1.0330 −0.3603
−0.3603 2.3023

 ,

(4.21)

C =
1 0 0 0
0 1 0 0



donde A(υ) cambiará de valor a medida que la velocidad presente variaciones respecto al tiempo.

A continuación, se enlistan los experimentos implementados en el vehículo de dos ruedas instru-
mentado considerando Ganancias Programadas (GP):

Experimento 5. Estabilización con acción integral en el ángulo del manubrio y una veloci-
dad traslacional decreciente por medio de GP.

Experimento 6. Estabilización con acción integral en ángulo del balanceo y manubrio con
una velocidad traslacional decreciente por medio de GP.

Experimento 7. Estabilización con dos acciones integrales, una variante en el observador
decreciente por medio de GP.

Experimento 8. Estabilización con dos acciones integrales y una velocidad traslacional
variable por medio de GP.
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4.2.1. Experimento 5. Estabilización con acción integral en el ángulo
del manubrio y una velocidad traslacional decreciente por medio
de GP

Objetivo del experimento: Estabilizar en posición vertical al vehículo de dos ruedas y manipular
el ángulo del manubrio por medio de posiciones angulares deseadas, esto considerando una acción
integral. Además, se pretende validar la implementación de hardware en el lazo a partir de la
consideración de la velocidad traslacional variable como una medición virtual.

Fig. 4.17. Esquema del Experimento 5.

El diseño de este sistema de control considera las mismas condiciones en el sistema real, el obser-
vador y la ecuación diferencial de ϕ descritas en el Experimento 1 (véase en la Fig. 4.17).
Con esto, las leyes de control definidas en las Ecs. (4.2) y (4.3) se reescriben de la siguiente manera:

Tϕ = −(K11(υ)ϕe + K12(υ)δ̂ + K13(υ) ˙̂
ϕe + K14(υ) ˙̂

δ) − Kiϕ
(υ)

∫
(δd − δ)dt (4.22)

Tδ = −(K21(υ)ϕe + K22(υ)δ̂ + K23(υ) ˙̂
ϕe + K24(υ) ˙̂

δ) − Kiδ
(υ)

∫
(δd − δ)dt (4.23)

Además de lo ya definido, se reafirma que el diseño del sistema de control incorpora tanto parte
real como una estimada en su dinámica, junto con el hardware en el lazo.
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Como ya se definió anteriormente, la velocidad traslacional es considerada una medición virtual,
cuya programación la define como decreciente, en este caso, tomando valores de v(t)=1.5 m/s
a 0.1 m/s. En la Fig. 4.18, se presenta la velocidad traslacional considerada para el presente
experimento, contemplando el cambio de velocidad en tiempo de simulación de 35 segundos.
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Fig. 4.18. Velocidad traslacional en el Experimento 5.

Retomando la Ec. (4.2) y (4.3), el valor de cada ganancia en ambas leyes de control se calcula por
medio del comando place de MATLAB con los polos P =

[
−2 −2.5 −3 −3.5 −4

]
, buscando

no tener una respuesta oscilatoria que afecte al actuador.

Cada coeficiente perteneciente al vector de ganancias definidas en ambas leyes de control se con-
sidera dependiente de la velocidad traslacional y, dado que esta última decrece, se programaron
funciones para cada ganancia discretizando el valor de la velocidad traslacional en un rango de 0
a 3 m/s., las cuales son calculadas de la siguiente manera:
Una vez definido el rango y discretizado el valor de la velocidad, en el software de MATLAB se cal-
culan las ganancias correspondientes a cada valor de velocidad discretizado con el comando place.
Es decir, si el valor discretizado define 300 valores de j dentro del rango de velocidad definido,
el comando place a través de los polos seleccionados según sea el caso, calculará 300 ganancias
correspondientes a cada valor discretizado en cada coeficiente matricial.
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Una vez teniendo las ganancias de cada coeficiente, se procede a hacer una interpolación lineal y
obtener una función que aproxime el comportamiento de cada ganancia en función de υ. Así, cada
vez que se evalúe esta función, dará como resultado la ganancia correspondiente a dicha velocidad.

Ganancias del Controlador con Acciones Integrales
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Fig. 4.19. Ganancias programadas del vector K(v) del Experimento 5.

Como se observa en la Fig. 4.19, las ganancias fueron calculadas considerando el rango de velocidad
traslacional de 0 a 3 m/s. En este caso, y como ya se describió anteriormente, la matriz A(v) se
transforma en A(j) donde el término j es:

j = {0, 0.1, 0.2, . . . , 2.8, 2.9, 3} (4.24)

definiéndola como la discretización del rango establecido para v(t), es decir, A(j) representa a A(v)
para valor de j en:

0 m/s ≤ v(t) ≤ 3 m/s (4.25)

Con lo antes mencionado y considerando la Fig. 4.19, los valores discretizados (definidos en la Ec.
(4.24)) de cada ganancia a partir de j en el rango de velocidad establecido se representa por medio
de asteriscos en color rojo. Debido a que la discretización considera cambios muy pequeños, estos
valores se aprecian juntos y continuos, cuando en realidad no lo son. Por esta razón, se considera-
ron interpolaciones lineales para la aproximación a una función cuya evaluación para la velocidad
traslacional se presenta en color negro.
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En la Ec. (4.26), se presentan las funciones del vector de ganancias de controlador producto de la
interpolación lineal, cuyo valor se verá afectado por la velocidad traslacional decreciente.

K11 = 12.6936

K12 = −5.9227(υ2) + 3.7446

K13 = 6.1417

K14 = −0.5302(υ) + 1.2467

K15 = −2.2791

K21 = 2.0794

K22 = −1.1097(υ2) + 12.0083

K23 = 0.3796(υ) + 0.9521

K24 = −0.8999(υ) + 4.1037

K25 = −10.7809

(4.26)

Del mismo modo, es importante aclarar que, la etiqueta K11 hace referencia al elemento del vector
K en su fila 1, columna 1, misma interpretación a lo contenido en la Fig. 4.19.

Fig. 4.20. Valores propios de A(j) − BK(j) del Experimento 5.

En la Fig. 4.20, se muestra la localización y comportamiento de los valores propios del sistema
en lazo cerrado, verificando que a medida que la velocidad cambia, estos mantienen su valor de
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acuerdo a los polos definidos.

De acuerdo con el esquema de control presentado en la Fig. 4.17, se considera el diseño de un
observador tipo Luenberger con la estructura:

˙̂x(t) = A(v)x̂(t) + Bu(t) + L(v)(y(t) − Cx̂(t)) (4.27)

Donde L(v) es el vector de ganancias del observador calculado por medio del comando place

de MATLAB con los polos Po =
[
−12.1 −12.2 −12.3 −12.4

]
. Dado que el vector L(v) se

compone de coeficientes cuyos valores cambian en función de v, se programaron funciones para
cada coeficiente, aproximando su comportamiento particular ante el cambio de velocidad en función
del tiempo. Como se ve en la Fig. 4.21, las ganancias fueron calculadas considerando el mismo rango
de velocidad traslacional de 0 a 3 m/s.
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Fig. 4.21. Ganancias programadas del vector L(v) del Experimento 5.

En las Ecs. (4.28)-(4.35), se presentan las funciones del vector de ganancias de controlador producto
de la interpolación lineal, cuyo valor se verá afectado por la velocidad traslacional decreciente.

L11 =0.0042(υ9) + 0.0631(υ8) − 0.4016(υ7) + 1.4193(υ6) − 3.0319(υ5) + 3.9781(υ4)

− 3.0577(υ3) + 1.1400(υ2) − 0.1950υ + 24.4653
(4.28)
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L21 =0.0001(υ9) + 0.0092(υ8) − 0.0478(υ7) + 0.1216(υ6) − 0.1360(υ5) − 0.0197(υ4)

+ 0.2071(υ3) − 0.1946(υ2) + 0.9244υ + 0.1009
(4.29)

L31 = − 0.0514(υ9) + 0.7682(υ8) − 4.8929(υ7) + 17.2928(υ6) − 36.9448(υ5) + 48.4727(υ4)

− 37.2394(υ3) + 13.6853(υ2) − 4.0646υ + 153.1327
(4.30)

L41 = − 0.0074(υ9) + 0.0946(υ8) − 0.4810(υ7) + 1.1835(υ6) − 1.2087(υ5) − 0.4666(υ4)

+ 2.2847(υ3) − 3.7683(υ2) + 21.7247υ + 1.5521
(4.31)

L12 = − 0.0001(υ9) + 0.0003(υ8) + 0.0071(υ7) − 0.0669(υ6) + 0.2594(υ5) − 0.5489(υ4)

+ 0.6668(υ3) − 0.4478(υ2) − 0.0556υ + 0.0407
(4.32)

L22 =0.0042(υ9) + 0.0631(υ8) − 0.4016(υ7) − 1.4193(υ6) + 3.0319(υ5) − 3.9781(υ4)

+ 3.0577(υ3) − 1.1400(υ2) − 1.8226υ + 24.5347
(4.33)

L32 = − 0.0012(υ9) + 0.0039(υ8) + 0.0867(υ7) − 0.8094(υ6) + 3.1321(υ5) − 6.6106(υ4)

+ 8.0117(υ3) − 10.6500(υ2) − 3.4537υ + 1.5048
(4.34)

L42 =0.0505(υ9) − 0.7540(υ8) + 4.7936(υ7) − 16.8959(υ6) + 35.9477(υ5) − 46.8338(υ4)

+ 35.5132(υ3) − 9.9119(υ2) − 45.5343υ + 150.7922
(4.35)

Es importante señalar que cada una de las funciones se definen como polinomios de 9° orden,
buscando minimizar el error entre lo medido y los resultados generados por el observador. Este
resultado se obtuvo a través de múltiples pruebas realizadas con el prototipo instrumentado.

En la Fig. 4.21 la etiqueta L11 hace referencia al elemento de L en su fila 1, columna 1, misma
interpretación a lo contenido en la figura.
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Fig. 4.22. Valores propios de A(j) − L(j)C del Experimento 5.

Dado que el cálculo de las ganancias del observador depende de las matrices A(v) y C, la matriz
A(v) se transforma en A(j) discretizando de la misma manera que en la Ec. (4.24) para el rango
de velocidad establecido.

En la Fig. 4.22, se presenta el comportamiento de los valores propios del observador en lazo cerrado.
En este caso, la nueva matriz A(j) − L(j)C tiene definido el mismo valor de polos utilizados para
calcular la ganancia L(v) a medida que la velocidad traslacional cambia de valor. Se tomaron en
cuenta las siguientes condiciones para el desarrollo de la simulación:

Se utilizó el software de LabVIEW y la librería de Control & Simulation para el diseño y
simulación del sistema de control a implementar.

Se considera un paso de integración fijo de h = 0.05 con el propósito de sincronizar el tiempo
de simulación del software con el tiempo real.

La simulación considera Runge-Kutta 1 (Euler) como método de integración para el sistema
de control y el modelo matemático en general.

Finalmente, las condiciones iniciales para el sistema y el observador fueron x(0) =
[
0 0 0 0

]⊤
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Fig. 4.23. Resultados del Experimento 5 : Posiciones Angulares y Leyes de Control.

En la Fig. 4.23, se muestran las gráficas relacionadas con las posiciones angulares y las leyes de
control, en la cual se verifica que δ (estado afectado por la acción integral) converge a la referencia
deseada durante cierto tiempo de simulación. Así mismo, los resultados asociados al ángulo de
balanceo presentan una mínima variación en su respuesta a consecuencia del cambio de referencia
programado en δ. Sin embargo, su valor se muestra cerca del punto de operación 0◦.
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Fig. 4.24. Resultados del Experimento 5 : Error entre (δd - δ).

Por otro lado, en la Fig. 4.24 se observa la diferencia entre la posición deseada δd y δ, tomando
valores de 0 y concluyendo que el estado converge al valor deseado.
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Fig. 4.25. Resultados del Experimento 5 : Velocidades angulares.
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Finalmente, en la Fig. 4.25 se presentan las variaciones en las velocidades angulares asociadas a los
estados antes descritos. En este caso, se presenta una mínima diferencia entre el estado estimado y
el generado por la ecuación diferencial de ϕ. Sin embargo, el valor resultante de cada estado indica
que son similares.

Con este experimento se ha evaluado el desempeño del acoplamiento del sistema de control (con-
siderando al sistema real, un observador y la solución de la ecuación diferencial de ϕ) frente a una
velocidad traslacional con comportamiento decreciente. Los resultados muestran que el vehículo es
estable, aun considerando posiciones angulares deseadas en el manubrio.

4.2.2. Experimento 6. Estabilización con acción integral en el ángulo
de balanceo y manubrio con una velocidad traslacional decre-
ciente por medio de GP

Objetivo del experimento: Estabilizar y regulas las posiciones angulares de un vehículo de dos
ruedas, considerando dos acciones integrales y referencias deseadas.

Fig. 4.26. Esquema del Experimento 6.

El enlace entre la parte real del sistema, el observador y la ecuación diferencial de ϕ contempla las
mismas características definidas en el caso B y el Experimento 2. Con esto, las leyes de control
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definidas en las Ecs. (4.8) y (4.9) se reescriben de la siguiente manera:

Tϕ = −(K11(υ)ϕe + K12(υ)δ̂ + K13(υ) ˙̂
ϕe + K14(υ) ˙̂

δ) − Kjϕ
(υ)

∫
(δd − δ)dt − Kiϕ

(υ)
∫

(δd − δ)dt

(4.36)
Tδ = −(K21(υ)ϕe + K22(υ)δ̂ + K23(υ) ˙̂

ϕe + K24(υ) ˙̂
δ) − Kjδ

(υ)
∫

(ϕd − ϕe)dt − Kiδ
(υ)

∫
(δd − δ)dt

(4.37)
donde los elementos en color rojo son generados y aplicados virtualmente por la ecuación diferen-
cial de ϕ, los elementos en morado son generados por el observador, y los elementos azul son los
reales. Mientras que el resto de los elementos asociados al vector de ganancias corresponden a las
acciones integrales de cada posición angular. Con esto se concluye que el diseño de este controlador
considera en su dinámica una parte real, una estimada y hardware en el lazo.

Simplificando la Ec. (4.36) y (4.37), se tiene que:

u(t) = −K(v(t))x̄ + Kϕ(v(t))
∫

(ϕd − ϕe)(t) dt + Kδ(v(t))
∫

(δd − δ)(t) dt (4.38)

Nota: Por simplicidad, el argumento (t) será omitido en el resto de la descripción.

donde x̄ es el vector de estados definido como x̄ =
[
ϕe δ̂ ϕ̇e

˙̂
δ

]⊤
, mientras que K(v), Kϕ(v) y

Kδ(v) forman parte de un solo vector de ganancias calculado con el comando place de MATLAB
considerando los polos P =

[
−1.9 −2 −2.4 −2.3 −2.5 −2.1

]
.
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Ganancias del Controlador con Acciones Integrales
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Fig. 4.27. Ganancias programadas del vector K del Experimento 6.

En la Fig. 4.27, se presentan las ganancias del controlador calculadas utilizando la misma meto-
dología descrita en el Experimento 5. De igual forma, la etiqueta K11 hace referencia al elemento
de K en su fila 1, columna 1, misma interpretación a lo contenido en la figura.

K11 = 11.6611

K12 = −5.9227(υ2) + 3.0406

K13 = 4.9794

K14 = −0.5302(υ) + 1.1010

K15 = −4.2784

K16 = −1.8532

K21 = 2.4711

K22 = −1.1097(υ2) + 3.7603

K23 = 0.3796(υ) + 0.9310

K24 = −0.8999(υ) + 2.2101

K25 = −1.0963

K26 = −1.8532

(4.39)
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En la Ec. (4.39), se presentan las funciones del vector de ganancias de controlador producto de la
interpolación lineal, cuyo valor se verá afectado por la velocidad traslacional decreciente.

Fig. 4.28. Valores propios de A(j) − BK(j) del Experimento 6.

Al igual que el controlador anterior, se utiliza la misma idea de discretización de la Ec. (4.24)
considerando el rango definido en la Ec. (4.25). Como se puede observar en la Fig. 4.28, los valores
propios del sistema en lazo cerrado conservan el mismo valor que los definidos para estabilizar al
sistema. En este caso, se consideran 6 valores propios en función de v dada la aplicación de las
acciones integrales.

Por otro lado, el observador (estructura definida en la Ec. (4.27)) considera el mismo valor de
polos declarados en el Sistema de control anterior, concluyendo que las ganancias asociadas al
vector L(v) y los valores propios toman el mismo valor y comportamiento que los presentados
en la Fig. 4.21 y 4.20, respectivamente.

Ahora bien, la velocidad traslacional considerada es decreciente, en este caso tomando valores de
v(t)=1.5 m/s a 0.3 m/s. En la Fig. 4.29 se muestra la velocidad traslacional programada para
este sistema de control.
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Fig. 4.29. Velocidad traslacional en el Experimento 6.

Se tomaron en cuenta las siguientes condiciones para el desarrollo de la simulación:

Se utilizó el software de LabVIEW y la librería de Control & Simulation para el diseño y
simulación del sistema de control a implementar.

Se considera un paso de integración fijo de h = 0.05 con el propósito de sincronizar el tiempo
de simulación del software con el tiempo real.

La simulación considera Runge-Kutta 1 (Euler) como método de integración para el sistema
de control y el modelo matemático en general.

Finalmente, las condiciones iniciales para el sistema y el observador fueron x(0) =
[
0 0 0 0

]⊤
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Fig. 4.30. Resultados del Experimento 6 : Posiciones Angulares y Leyes de Control.

En la Fig. 4.30 se muestran las posiciones angulares y su respuesta respecto a los cambios de
referencia programados en las acciones integrales. En este caso, ambos estados convergen a las
referencias deseadas después de cierto tiempo de simulación. Así mismo, se verifica que los estados
estimados y los virtuales (o bien, los generados por la ecuación diferencial de ϕ) son iguales. Por lo
que se concluye que el acoplamiento dinámico y la sintonización tanto del controlador y observador
funcionan correctamente.
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Fig. 4.31. Resultados del Experimento 6 : Error entre (δd - δ) y (ϕd - ϕe).

Con el objetivo de validar el funcionamiento de las acciones integrales, en la Fig. 4.31 se muestra
el error en cada posición angular. En este caso se analiza que durante cierto tiempo de simulación,
el resultado toma un valor de 0, lo cual indica que el estado ha alcanzado la referencia o posición
angular deseada.
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Fig. 4.32. Resultados del Experimento 6 : Velocidades angulares.

Finalmente, en la Fig. 4.32 se presentan las velocidades angulares de cada posición angular. En las
gráficas se valida que lo estimado y lo virtual son similares, por lo que se valida el funcionamiento
del observador y la solución de la ecuación diferencial de ϕ, y del experimento en general.

4.2.3. Experimento 7. Estabilización con dos acciones integrales, una
variante en el observador, velocidad traslacional decreciente por
medio de GP

Objetivo del experimento: Estabilizar y regular las posiciones angulares del vehículo de dos
ruedas a partir de referencias deseadas. Así mismo, se busca validar la implementación de hardware
en el lazo a partir de la solución de la ecuación diferencial de ϕ y su consideración en el diseño del
observador.

El experimento descrito previamente particulariza el diseño del observador considerando dos posi-
ciones angulares, pero, a nivel implementación, medir el ángulo del balanceo del vehículo resulta
una tarea complicada, por lo que se tomó la decisión de validar un experimento considerando la
velocidad angular del balanceo.
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Fig. 4.33. Esquema del Experimento 7.

El diseño de este sistema de control considera las mismas condiciones en el sistema real, el ob-
servador y la ecuación diferencial de ϕ descritas en el Experimento 4. Y, dado que se consideran
ambas acciones integrales en el esquema de control presentado en la Fig. 4.33, las leyes de control
se definen igual que en las Ecs. (4.36)-(4.38). Y, de igual manera, este controlador considera los
polos definidos en el experimento anterior.
Por lo que, la Fig. 4.19 muestra las ganancias del vector K(v), mientras que en la Fig. 4.20 presenta
el valor y comportamiento de los valores propios del sistema en lazo cerrado.

Por otro lado, el diseño del observador (estructura definida en la Ec. (4.27)) considera un vector
de ganancias L(v), cuyos valores son calculados por medio del comando place de MATLAB con-
templando los polos Po =

[
−10 −10.2 −10.3 −10.4

]
. Cada coeficiente se calcula de la misma

manera descrita en los controladores anteriores.

112



CAPÍTULO 4. RESULTADOS EXPERIMENTALES

Ganancias del Observador
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Fig. 4.34. Ganancias programadas del vector L(v) del Experimento 7.

En la Fig. 4.34 la etiqueta L11 hace referencia al elemento de L en su fila 1, columna 1, misma
interpretación a lo contenido en la figura.

En las Ecs. (4.40)-(4.47), se presentan las funciones del vector de ganancias de controlador producto
de la interpolación lineal, cuyo valor se verá afectado por la velocidad traslacional decreciente.

L11 = − 0.0030(υ9) + 0.0434(υ8) − 0.2626(υ7) + 0.8416(υ6) − 1.5146(υ5) + 1.5084(υ4)

− 0.8067(υ3) + 0.2741(υ2) + 6.7154υ + 0.4012
(4.40)

L21 =0.0007(υ9) − 0.0106(υ8) + 0.0700(υ7) − 0.2490(υ6) + 0.4997(υ5) − 0.5280(υ4)

+ 0.2210(υ3) − 0.0100(υ2) − 1.8464υ + 20.4739
(4.41)

L31 = − 0.0010(υ9) + 0.0144(υ8) − 0.0904(υ7) + 0.3040(υ6) − 0.5848(υ5) + 0.6360(υ4)

− 0.3692(υ3) + 5.1812(υ2) + 0.0072υ + 0.7796
(4.42)

L41 =0.0072(υ9) − 0.1105(υ8) + 0.7037(υ7) − 2.3886(υ6) + 4.5109(υ5) − 4.3554(υ4)

+ 1.4575(υ3) + 3.2160(υ2) + 37.9915υ + 105.1026
(4.43)

L12 = − 0.0023(υ9) + 0.0370(υ8) − 0.2464(υ7) + 0.8827(υ6) − 1.7956(υ5) + 1.9687(υ4)

− 0.9444(υ3) + 0.1105(υ2) + 0.0452υ + 30.7498
(4.44)
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L22 = − 0.0008(υ9) + 0.0120(υ8) − 0.0736(υ7) + 0.2431(υ6) − 0.4620(υ5) + 0.4971(υ4)

− 0.2737(υ3) + 0.0624(υ2) − 0.0423υ + 0.2501
(4.45)

L32 = − 0.0007(υ9) + 0.0106(υ8) − 0.0700(υ7) + 0.2490(υ6) − 0.4997(υ5) + 0.5280(υ4)

− 0.2210(υ3) + 0.0100(υ2) − 0.1713υ + 20.4261
(4.46)

L42 = − 0.0074(υ9) + 0.1069(υ8) − 0.6443(υ7) + 2.0815(υ6) − 3.8412(υ5) + 3.9481(υ4)

− 1.9834(υ3) + 0.4101(υ2) + 0.0205υ + 3.4746
(4.47)

Cada función se define como un polinomio de 9° orden, buscando minimizar el error entre lo me-
dido y los resultados generados por el observador. Este resultado se obtuvo a través de múltiples
pruebas realizadas con el prototipo instrumentado.

Dado que el cálculo de las ganancias del observador depende de las matrices A(v) y C, la matriz
A(v) se transforma en A(j) discretizando de la misma manera que en la Ec. (4.24) para el rango
de velocidad establecido.

En la Fig. 4.35 se presenta el comportamiento de los valores propios del observador en lazo cerrado.
En este caso, la nueva matriz A(j) − L(j)C tiene definido el mismo valor de polos utilizados para
calcular la ganancia L(υ) a medida que la velocidad traslacional cambia de valor.
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Fig. 4.35. Valores propios de A(j) − L(j)C del Experimento 7.

Ahora bien, la velocidad traslacional considerada en este controlador considera un rango de cambio
de v(t)=1.5 a 0.1 m/s.
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Fig. 4.36. Velocidad traslacional en el Experimento 7.
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Se tomaron en cuenta las siguientes condiciones para el desarrollo de la simulación:

Se utilizó el software de LabVIEW y la librería de Control & Simulation para el diseño y
simulación del sistema de control a implementar.

Se considera un paso de integración fijo de h = 0.05 con el propósito de sincronizar el tiempo
de simulación del software con el tiempo real.

La simulación considera Runge-Kutta 1 (Euler) como método de integración para el sistema
de control y el modelo matemático en general.

Finalmente, las condiciones iniciales para el sistema y el observador fueron x(0) =
[
0 0 0 0

]⊤
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Fig. 4.37. Resultados del Experimento 7 : Posiciones Angulares y Leyes de Control.

En la Fig. 4.37, se observan las gráficas de las posiciones angulares afectadas por las acciones inte-
grales. En este caso, se presentan los estados estimados y los generados por la ecuación diferencial
de ϕ, cuyos resultados se ven afectados entre sí debido al acoplamiento dinámico que enlaza los
tres elementos presentados en la Fig. 4.33.
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Fig. 4.38. Resultados del Experimento 7 : Error entre (δd - δ) y (ϕd - ϕe).

Así mismo, se verifica que los estados afectados por las acciones integrales convergen a la referencia
deseada durante cierto tiempo de simulación (véase en la Fig. 4.37). Esto se puede confirmar con
lo presentado en la Fig. 4.38.
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Fig. 4.39. Resultados del Experimento 7 : Velocidades angulares.

Finalmente, en la Fig. 4.39 se presentan los resultados asociados a las velocidades angulares, ob-
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servando que lo generado por el observador y la ecuación diferencial de ϕ es idéntico, validando así
la comunicación y sintonización del controlador y observador aplicado al sistema real.

Con este experimento se valida el diseño del sistema de control, ya que ambas posiciones angulares
se encuentran dinámicamente acopladas, dado que los cambios de referencia tienen efecto en sus
respuestas. Sin embargo, las acciones integrales provocan que los estados converjan a la referencia
deseada y que el vehículo se estabilice.

4.2.4. Experimento 8. Estabilización con dos acciones integrales y una
velocidad traslacional variable por medio de GP

Objetivo del experimento: Demostrar el correcto funcionamiento del acoplamiento dinámico
entre el observador, la ecuación diferencial de ϕ y el sistema real.

Los experimentos antes descritos contemplan en su diseño a la velocidad traslacional como una
medición virtual. El presente experimento considera una variante importante en la instrumenta-
ción del vehículo de dos ruedas, con el objetivo de validar la implementación de hardware en lazo
a partir de los resultados.

En este caso, la instrumentación del vehículo de dos ruedas incluye a la velocidad traslacional como
una medición física/real en sus elementos. Esto se logra a través de dos sensores: Un fototransistor
y un led infrarrojo.

Con todo lo anterior, en la Fig. 4.40 se presenta el esquema de control aplicado a este último
experimento. También, se observan los elementos asociados a la instrumentación del vehículo de
dos ruedas.
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Fig. 4.40. Esquema del Experimento 8.

Reescribiendo las leyes de control definidas anteriormente, se tiene que:

Tϕ = −(K11(υ)ϕe + K12(υ)δ̂ + K13(υ) ˙̂
ϕe + K14(υ) ˙̂

δ) − Kjϕ
(υ)

∫
(δd − δ)dt − Kiϕ

(υ)
∫

(δd − δ)dt

(4.48)
Tδ = −(K21(υ)ϕe + K22(υ)δ̂ + K23(υ) ˙̂

ϕe + K24(υ) ˙̂
δ) − Kjδ

(υ)
∫

(ϕd − ϕe)dt − Kiδ
(υ)

∫
(δd − δ)dt

(4.49)
donde los elementos en color rojo son generados y aplicados virtualmente por la ecuación diferen-
cial de ϕ, los elementos en morado son generados por el observador, y los elementos azul son los
reales. Con esto se concluye que el diseño de este controlador considera en su dinámica una parte
real, una estimada y hardware en el lazo.

Simplificando la Ec. (4.48) y (4.49), se tiene que:

u(t) = −K(v(t))x̄(t) + Kϕ(v(t))
∫

(ϕd − ϕe)(t) dt + Kδ(v(t))
∫

(δd − δ)(t) dt (4.50)

Nota: Por simplicidad, el argumento (t) será omitido en el resto de la descripción.

donde x̄ es el vector de estados definido como x̄ =
[
ϕe δ̂ ϕ̇e

˙̂
δ

]⊤
, mientras que K(v), Kϕ(v) y

Kδ(v) forman parte de un solo vector de ganancias calculado con el comando place de MATLAB y,
considerando los polos definidos en el Experimento 6. Por lo que las ganancias y el comportamiento
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de los valores propios de A(j) − BK(j) se muestran en la Fig. 4.27 y 4.28.

Del mismo modo, el vector de ganancias asociado al observador se calcula por medio del comando
place de MATLAB, donde los polos seleccionados corresponden a los definidos en el Experimento
1, por lo que su valor y el comportamiento de los valores propios A(j) − L(j)C se observan en la
Fig. 4.19 y 4.20, respectivamente.

Ahora bien, la velocidad traslacional considerada en este experimento no se define como decre-
ciente. Su comportamiento se debe al movimiento o manipulación de la rueda trasera (subsistema
instrumentado para medir la velocidad traslacional).
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Fig. 4.41. Velocidad traslacional en el Experimento 8.

Se tomaron en cuenta las siguientes condiciones para el desarrollo de la simulación:

Se utilizó el software de LabVIEW y la librería de Control & Simulation para el diseño y
simulación del sistema de control a implementar.

Se considera un paso de integración fijo de h = 0.05 con el propósito de sincronizar el tiempo
de simulación del software con el tiempo real.

La simulación considera Runge-Kutta 1 (Euler) como método de integración para el sistema
de control y el modelo matemático en general.
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Finalmente, las condiciones iniciales para el sistema y el observador fueron x(0) =
[
0 0 0 0

]⊤
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Fig. 4.42. Resultados del Experimento 8 : Posiciones Angulares y Leyes de Control.

En la Fig. 4.42, se presentan los resultados de las posiciones angulares del vehículo de dos ruedas.
Se observa como cada estado estimado y producto de la ecuación diferencial de ϕ converge a la
referencia o posición angular deseada. También, su comportamiento se encuentra dinámicamente
enlazado, ya que los cambios de referencia programados tienen efecto en la respuesta de cada
posición.
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Fig. 4.43. Resultados del Experimento 8 : Error entre (δd-δ) y (ϕd-ϕe).

En la Fig. 4.43, se muestran las gráficas de los errores asociados a los cambios de referencia en
cada posición angular. Su resultado valida el funcionamiento y efecto de la acción integral aplicada
individualmente, ya que durante cierto tiempo de simulación su valor es igual a 0.
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Fig. 4.44. Resultados del Experimento 8 : Velocidades angulares.
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Al igual que los experimentos antes descritos, el comportamiento de las velocidades angulares ge-
neradas por el observador y la ecuación diferencial de ϕ es idéntico (véase en la Fig. 4.41). Con lo
que se concluye que el acoplamiento dinámico entre los tres elementos es ideal para el objetivo de
control enfocado en este experimento.

Los resultados de este experimento validan el desempeño del sistema de control, dado que la
velocidad traslacional medida presenta un comportamiento distinto a los experimentos anteriores.
Sin embargo, el acoplamiento dinámico y la sintonización entre el controlador y el observador
cumplen con el objetivo de estabilizar al vehículo de dos ruedas, manipulando ambas posiciones
angulares en referencias deseadas.

4.3. Conclusiones

En cada sección se describen sistemas de control implementados en el vehículo de dos ruedas ins-
trumentado, cuyo diseño se aborda con las consideraciones descritas en el capítulo 3.

Cada uno de los sistemas de control persiguen un objetivo similar; sin embargo, cada diseño tiene
particularidades y condiciones importantes que, al ser aplicados a un prototipo real, conlleva te-
ner un enfoque más completo de comportamiento y consideraciones para diseño de controladores
posteriores.

Así mismo, por medio del acoplamiento dinámico de cada sistema de control (hablando de la parte
real del sistema, el observador y la solución de ecuación diferencial de ϕ) se comprueba que es
posible perseguir distintos objetivos, condiciones o escenarios en una planta virtual y considerando
hardware en el lazo.

Los resultados obtenidos han evaluado el desempeño de cada sistema de control implementado para
estabilizar y regular las posiciones angulares del vehículo de dos ruedas en referencias deseadas.
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CONCLUSIONES

5.1. Conclusiones generales

Las conclusiones que se obtienen con los resultados del tema de investigación son los siguientes:

El desarrollo del tema de tesis consideró la selección de un vehículo de dos ruedas diferente al proto-
tipo trabajado en el Centro Nacional de Investigación y Desarrollo Tecnológico (TecNM/CENIDET).
La ventaja de esta consideración es contar con un prototipo a menor escala, ideal para la imple-
mentación de diferentes algoritmos de control bajo distintos enfoques y escenarios.

Se desarrolló el modelo CAD del vehículo de dos ruedas seleccionado a fin de obtener información
particular de su estructura física necesaria para el análisis del modelo matemático. En este caso,
se utilizó el software de SolidWorks para diseñar y parametrizar el modelo CAD a partir de refe-
rencias reales tomadas de la bicicleta seleccionada.

En este trabajo de tesis, se realizó la aproximación del modelo matemático del vehículo de dos
ruedas a instrumentar, además de validarlo por medio de simulaciones. El objetivo de esta con-
sideración es diferenciar lo realizado respecto a investigaciones anteriores, además de contemplar
ambos pares como fuerza de entrada generalizada para estabilizar al vehículo de dos ruedas.

Se importó y configuró el modelo CAD del vehículo en Simscape (herramienta de MATLAB-
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SIMULINK ), a fin de validar su comportamiento dinámico a través de sistemas de control consi-
derando la teoría de sistemas LTI y LPV. La principal ventaja de esta actividad fue obtener un
conocimiento previo del comportamiento del vehículo y diseño de controlador previo a implemen-
tación.

Se seleccionaron los componentes electrónicos, microcontroladores y tarjetas de adquisición de da-
tos para instrumentar el vehículo de dos ruedas. Estos elementos también fueron configurados en
el software de LABVIEW para crear la interfaz de comunicación entre los sistemas de control y la
información emitida y recibida por los sensores y el actuador.

Finalmente, se diseñaron distintos sistemas de control enfocados en el acoplamiento entre una parte
real del sistema, un observador y la solución de la ecuación diferencial de ϕ. Además, se comprueba
la efectividad de implementar hardware en el lazo por medio del diseño del observador, ya que su
diseño depende de la información generada por la ecuación diferencial de ϕ.

Cada uno de los sistemas de control o experimentos implementados en el vehículo de dos ruedas
consideró dos enfoques: Sistemas LTI y Sistemas LPV.

5.2. Ventajas y limitaciones

En este trabajo de investigación se presentan las siguientes ventajas:

Se desarrolla la aproximación del modelo matemático particular de la bicicleta instrumentada,
a fin de analizar e implementar cada sistema de control de manera real.

Se instrumenta un vehículo de dos ruedas real, a fin de obtener información que dependa
únicamente de su estructura y comportamiento dinámico.

Se diseña un observador para estimar aquellos estados no instrumentados en el vehículo de
dos ruedas.

Se desarrolla la solución de la ecuación diferencial que describe la dinámica del balanceo, con
información real y estimada.
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Se propone y valida el acoplamiento dinámico entre el sistema real (vehículo instrumentado),
un observador y la ecuación diferencial del balanceo, con el objetivo de diseñar sistemas de
control que estabilicen en posición vertical al vehículo de dos ruedas.

Este trabajo de investigación presenta las siguientes limitaciones:

Movimiento limitado en el mecanismo para manipular el manubrio de la bicicleta instrumen-
tada.

Rango de velocidad traslacional limitado en los resultados experimentales considerando Ga-
nancias Programadas.

5.3. Originalidad

Anteriormente, se han realizado investigaciones en torno a este caso de estudio utilizando distintas
metodologías para los objetivos particulares de cada trabajo. Sin embargo, este trabajo considera
las siguientes aportaciones que definen la diferencia de lo ya trabajado.

Se desarrolló la aproximación del modelo matemático particular del vehículo de dos ruedas a instru-
mentar, prototipo en donde fueron probados cada uno de los experimentos descritos previamente.

A diferencia de trabajos anteriores, se consideran ambos pares como fuerzas de entrada generali-
zada para el diseño de los sistemas de control. En otras palabras, este trabajo considera el modelo
matemático completo del vehículo de dos ruedas.

Este trabajo de tesis considera la implementación de hardware en el lazo como parte del sistema
de control que estabiliza en posición vertical al vehículo de dos ruedas. Este enfoque brinda una
amplia gama de herramientas para el diseño de sistemas de control, ya que permite someter al
sistema bajo distintos escenarios y observar los resultados sin la necesidad de afectar el prototipo.

5.4. Trabajos futuros

Se propone como trabajos futuros:
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A partir del prototipo instrumentado, diseñar algoritmos de control utilizando distintos enfoques:
Control tolerante a fallas, Control predictivo, Modelos Takagi-Sugeno, etc. La implementación de
hardware en el lazo permite tener un enfoque real sobre los resultados de cada algoritmo de control.

Se puede rediseñar cada mecanismo implementado en el prototipo, a fin de permitir al actuador
manipular al manubrio con mayor rango de movimiento. También se puede considerar la implemen-
tación de un motor en la rueda trasera para regular la velocidad traslacional en distintos valores
y, con esto, diseñar otro sistema de control con un enfoque más robusto.

5.5. Artículos escritos

Se escribió un primer artículo reportando el diseño y configuración del modelo CAD impor-
tado a Simscape, además de validar la utilización de softwares especializados para el análisis
dinámico de prototipos, mismo que fue sometido a la Revista Ingeniería Investigación
y Tecnología (revista indizada al padrón de Conahcyt de Revistas Científicas).

El segundo artículo reporta los sistemas de control diseñados en Simscape para controlar
el modelo CAD del vehículo considerando al Sistema LTI y LPV, el cual fue sometido a la
RIIIT Revista Internacional de Investigación e Innovación Tecnológica (revista
indizada al padrón de Conahcyt de Revistas Científicas).

Se realizó y presentó un poster en el II Congreso Internacional de Tecnología y
Ciencia Aplicada (CITCA) desarrollado en el TecNM/CENIDET del 22 al 24 de mayo
de 2024. En él, se reportan parte de los resultados obtenidos a lo largo del desarrollo del
tema de tesis.

Se escribió y sometió un artículo en el Congreso Nacional de Control Automático
(CNCA 2024), reportando los sistemas de control implementados en el vehículo de dos
ruedas considerando al sistema LTI. Dicho congreso se realizará en el mes de octubre de
2024.
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5.6. Actividades complementarias

Se impartió una conferencia titulada Integración de Software especializado para el
diseño y análisis de prototipos ingenieriles en el Centro Universitario del Sur en
las V Jornadas Académicas de la División de Ciencias Exactas, Naturales y Tecnológicas,
celebradas del 11 al 15 de septiembre de 2023.

Se impartió una ponencia en el Congreso Internacional Estrategia y Conocimiento para la
Investigación (ECI 2023) titulado Estabilización y regulación de un vehículo de dos
ruedas sin conductor mediante técnicas de control automático, el día 9 de noviem-
bre de 2023.

Se participó en la Feria de la Ciencia y la Tecnología 2023, impartiendo un taller de progra-
mación el día 7 de noviembre de 2023.
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