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Contribucion académica

Es importante que el Tecnoldgico Nacional de México cuente con apuntes de las
materias que integran las diferentes reticulas para facilitar al docente con herramientas y
material didactico al momento de impartir éstas.

El beneficio principal de tener apuntes de cada materia, revisados y avalados por las
Academias es que los conocimientos que se imparten se estandarizaran a todo el Sistema lo
cual supone una garantia de un nivel de educacion de calidad y competitividad. El
desarrollo e implementacion de material educativo, llamese apuntes, asi como sus
complementos educacionales deben suscribirse en la actualidad al desarrollo no sélo del
contexto local sino considerando también los retos nacionales e internacionales que
demanda el sistema laboral. Otro beneficio al tener apuntes de las materias que conforman
las diferentes reticulas de las carreras que ofrece en Tecnoldgico Nacional de México es la
medicion de los impactos de los procesos de autoevaluacion y acreditacion de los
programas de estudio, asi como el analisis de los modelos de evaluacion.

Los apuntes de Matematicas aplicadas a la administracion, aporta al perfil del
Licenciado en Administracion de Empresas las bases para desarrollar posteriormente la
capacidad de aplicar los conocimientos modernos de la gestion de negocios a las fases del
proceso administrativo para la optimizacion de recursos y el manejo de los cambios

organizacionales
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Introduccion

En un entorno empresarial cada vez mas competitivo y cambiante, la toma de
decisiones eficientes y fundamentadas se ha convertido en un elemento clave para el éxito
organizacional. En este contexto, las Matematicas Aplicadas a la Administracion se
presentan como una herramienta fundamental que permite analizar datos, optimizar
recursos, prever escenarios y disefar estrategias con base en métodos cuantitativos. Lejos
de ser una disciplina abstracta, las matematicas aplicadas ofrecen soluciones concretas a
problemas reales que enfrentan las empresas en areas como finanzas, produccion, logistica,
mercadotecnia y recursos humanos.

Este conjunto de técnicas y modelos matematicos proporciona a los administradores
una base logica y estructurada para interpretar informacion, resolver problemas y tomar
decisiones racionales. Entre los temas mas relevantes que se abordan en esta asignatura se
encuentran el algebra lineal, funciones, asi como el célculo tanto diferencial como integral.

La aplicacion de estos conceptos no solo mejora la eficiencia operativa, sino que
también fortalece la capacidad analitica y estratégica del administrador. Por ello, el estudio
de las matematicas aplicadas se convierte en una competencia esencial dentro de la
formacion profesional, al permitir vincular los nimeros con la realidad organizacional.

El presente documento reune apuntes clave de la materia, organizados de forma
clara y didactica, con el fin de facilitar su comprension y aplicacion. Cada seccion esta
orientada a destacar la utilidad practica de los métodos matematicos en contextos

administrativos concretos, fomentando asi un aprendizaje significativo y funcional.
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Tema 1 Funciones matematicas y ecuaciones lineales.

Competencias
Especificas:

Aplica las funciones matematicas en la solucion de problemas para representarla
graficamente.
Genéricas:

Conocimientos basicos de la carrera.

Habilidades basicas del manejo de la computacion.

Habilidades de gestion de informacion.

Solucién de problemas.

Toma de decisiones.

Trabajo en equipo.

Habilidades interpersonales.

Compromiso ético.

Capacidad de aplicar los conocimientos en las practicas.

Habilidades de investigacion.

Habilidad para trabajar en forma autonoma.

Busqueda del logro
1.1 Definicion

La nocioén de funcion es fundamental en el estudio de las matematicas. No es
solo una ecuacion o alglin espacio geométrico, sino que tienen la capacidad de
expresar y representar modelos matematicos de gran utilidad para resolver
problemas de la vida real. Podemos decir que, segin Budnick (2007) una funcion es

la regla matematica que toma un dato y lo transforma en otro. Es decir, si la funcion
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se puede visualizar como un dispositivo de entrada/salida, el dato que ingresa a la funcion
se maneja de acuerdo con la regla matematica definida la cual nos da un dato de salida.
Ejemplo 1.1

Consideremos la ecuacion y = 2x + 1. Esta regla toma un valor de entrada para la x,
y la ecuacion produce un valor de salida y que representa el doble del valor de entrada
aumentado en una unidad. Suponiendo que x = 3, entonces el valor que corresponde a y es
23)+1=17

La ecuacion es la regla que toma al 3 y lo transforma en 7.

Es importante destacar que para cada dato de entrada existe un sélo dato de salida

La notacion matematica nos permite reescribir la ecuacion anterior sustituyendo la y
por f(x) quedandonos y = f (x) en donde se expresa una relacion funcional entre las
variables x y y.

Esta ecuacion se puede expresar verbalmente como “y es igual a f de x” o “y es una
funcion de x”. Si bien x asume valores arbitrarios, f(x) asume los valores dependiendo de la
regla matematica razon por la cual x se le conoce como variable independiente mientras que
ay o, mas bien, f(x) se le conoce como variable dependiente o valor de la funcién en x.

Entonces, para el ejemplo 1 tendriamos que si x =3, y =f(3) = 7. Esto es, el valor
de la funcién en 3 es 7.

Ejemplo 1.2

Six=a+7 entonces  f(a+7)=2(a+7)+1

=2a+2(7)+1
=2a+ 14 +1

=2a+15
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Aunado a la idea anterior, existen otras formas de entender lo que una funcion es.
Aguirre Marquez et al. (2010) la establece como una regla de correspondencia que se aplica
entre los elementos de dos conjuntos dados, A y B. Dicha regla asocia a cada elemento del
conjunto A un unico elemento del conjunto B. De este modo se genera una coleccion de
pares ordenados en donde se cumple la siguiente propiedad: Si (a, b) y (a, ¢) pertenecen a
dicha coleccion, se tiene que b = ¢. Lo anterior significa que en una funcion no pueden
generarse dos pares ordenados con el mismo primer elemento.

Ejemplo 1.3

De los siguientes conjuntos de pares ordenados, defina cuales son funciones

y cudles no.
M = {(1,5), (2, 3), (8,10), (9, 11)}
N={(-2,1),(-2,5),(0,0), (1, 3)}
P=1{(1,5),3,5),(5,5),(7,5)}
R={(1,5),(1,6),(1,8), (1, 10)}
Solucién.

Los conjuntos M y P son funciones porque el primer elemento de cada uno
de los pares ordenados no se repite. Observemos que en el conjunto P el segundo
elemento es constante, pero eso no esta en contra de la nocioén de funcidn descrita
lineas arriba.

En el conjunto N el elemento -2 aparece dos veces como primer elemento, lo
cual es una doble asociacion y no unica como lo sugiere la idea de funcion.

En el conjunto R, el primer elemento aparece en los cuatro pares ordenados.
Ejemplo 1.4

Supongamos que tenemos un conjunto de numeros {0, 1, 2, 3, 4} y laregla
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que hace corresponder a cada uno de esos elementos su inverso multiplicativo o reciproco.
Entonces, los pares ordenados generados serian
(1,1),(2,'%),(3,1/3), (4, a)

Como 0 no tiene reciproco, queda fuera de toda asociacion. No obstante, el conjunto
anterior cumple con la nocién de funcion.

La regla que asigna a un nimero real su reciproco, es una funcion.
Ejemplo 1.5

Si aplicamos la regla que hace corresponder a un niumero positivo su raiz cuadrada,
obtendremos pares ordenados como los siguientes:

(1, 1), (1, -1), (4, 2), (4, -2),...

Los cuales claramente no cumplen con la nocién de funcion ya que cada nimero
positivo tiene dos raices cuadradas: una positiva, llamada raiz principal, y una negativa.

Pongamos el caso del 4: 2 es la raiz principal ya que 2 x 2 = 4. Pero -2 x -2 también
es igual 4, asi que 4 tiene dos asignaciones y, por lo tanto, aparecera dos veces en primer
lugar.
Ejemplo 1.6

Una empresa contrata a un vendedor con un sueldo fijo de $1500.00 mas comision
de $150.00 por cada articulo vendido. Expresar el salario semanal en pesos.
Solucion.

Primero debemos establecer el tipo de datos que estan relacionados en el salario
semanal:

x = Numero de unidades vendidas cada semana
y = Salario semanal en pesos

Esta relacion la podemos escribir como una ecuacion y = f{x) donde f'es el nombre



de la funcion del salario. Entonces la regla de correspondencia queda
y=f(x)=150x + 1500
Si el vendedor logra colocar 20 articulos en la semana, entonces su salario
seria
£(20) =150(20) + 1500 = 3000 + 1500 = $4500.00
Ejemplo 1.7
En la delegacion local de transito de una comunidad se planea comprar un

auto para utilizarlo como patrulla. Se ha estimado un precio de compra de $ 280

000.00 mas costos generales operativos de $ 10.00 por kilémetro recorrido.

a) (Cuadl es la funcion matematica que expresa el Costo total C por la compra 'y
operacion del automovil en funcion de los x kildmetros recorridos?

b) ¢Cudles serian los costos totales estimados si el automoévil se conduce 50000
km?

Solucion.

a) Expresamos la funcion de Costo total como una funcion del nimero x de
kilémetros conducidos, es decir el Costo total es una funcion del nimero de
kilometros conducidos, por lo que expresamos

b) Six=50000 km, obtenemos

C =10(50000) + 2800000
C =500000 + 280000
C =§$ 780 000.00
1.2 Dominio y rango restringidos
Existen varias maneras de establecer estas nociones, pero acorde a Budnick

(2007) el dominio de una funcion es el conjunto de todos los valores de entrada

14
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posibles los cuales son, en este caso, nimeros reales. Esto implica que el dominio es el
conjunto de valores reales que la variable independiente puede tomar y para los cuales se
define y es real la variable dependiente. Lo anterior es fundamental ya que es posible que al
asignarle ciertos valores a x no exista algtin valor para f'(x). Dicho de otra forma, el
dominio de una funcion es el conjunto de valores de x para los cuales la funcion nos
devuelve un resultado numérico.
Ejemplo 1.8

Supongamos que se define la funcidon que relaciona cada niumero real con su
reciproco

Recordando las propiedades de los numeros reales tenemos que si a €s un nimero
real, entonces su reciproco se define como 1/a. Esto nos lleva a:

fx)=1/x

Como no esta definida la division entre 0, entonces x puede tomar cualquier valor
real excepto el mismo 0.

Por lo tanto, se deduce que el dominio de la funcion f'(x) = 1/x estd dado por todos
los nimeros reales excepto 0. Matematicamente se dice que x debe ser distinto a 0 y
escribimos

x#0

Entonces, el dominio de la funcion f(x) = 1/x esta dado por los valores reales

distintos a 0 puede denotarse como
Dr:x#0

El resultado anterior nos indica que 0 no tiene reciproco por lo que no es reciproco

de ningtn otro numero. El rango o conjunto de valores de salida excluye también al 0.

Entonces tenemos que:
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Ry:f(x)#0

Ejemplo 1.9

Definir el dominio de la funcion f(x) = ﬁ

Solucion.
La division entre 0 no esta definida asi que el denominador debe ser distinto
a 0. En este caso especifico x — 1 debe ser distinto a 0
x—1+#0
Usando las propiedades de los numeros reales observamos que
x#1
El dominio de la funcion son todos los valores reales excepto el 1.
Dr:x#1
Una division solo puede dar como resultado 0 si el numerador puede ser
igual a 0, pero 1 no es igual a cero por lo que el rango de la funcidn esta dado por:
Ry:f(x)#0
Ejemplo 1.10
Dada la funcioén f(x) = Vx + 3, definir su dominio.
Solucion.

En el conjunto de numeros reales no esta definida la funcion de raiz
cuadrada para nimeros negativos, asi que x + 3 solo puede ser positivo o 0, es decir,
no negativo. Matematicamente esto se expresa

x+3=20
Esto es, x + 3 es mayor o igual que 0, por lo que debemos resolver la

desigualdad
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El dominio de la funcion estd dado por los nimeros mayores o iguales que 3. Esto nos lleva
a necesitar una forma mas clara e expresion que incluye a la recta numérica o de modo
simplificado se suele emplear la notacion de intervalos [-3, o).

Figura 1

Intervalo [-3, )

En los parrafos anteriores se establecieron las nociones de dominio y rango desde un
punto de vista matematico. Sin embargo, en un sentido practico es posible que aun cuando
una funcidn tenga sentido para un conjunto de numeros reales, en la practica no lo tenga.
De este modo, tanto el dominio como el rango de una funcion deben ajustarse para cada
caso en particular.

Ejemplo 1.11

Supongamos que se adquiere un equipo de computo por un valor de $ 24 000.00 y
que cada afio que pasa el valor se va depreciando a razén de $ 4 000.00. Es posible
establecer una funcion de depreciacion que nos muestre el valor residual del equipo por
cada afio que transcurra.

Tendremos, entonces, que el valor residual del equipo de computo ¥ es una funcion
de los afios transcurridos p

V(p) = 24000 — 4000p
El valor de p serd un nimero entero no negativo dado que indica afios de servicio

desde 0 hasta 6, mientras que ¥(p) tomara valores positivos mayores o iguales a 0 y 24000



18

que es el precio de compra.
Al momento de la compra han transcurrido 0 afios por lo que el valor residual sigue
siendo el valor de compra, $ 24 000.00
1(0) = 24000 — 4000(0)
J(0) =24000 -0
1(0) = 24000
Para cuando hayan transcurrido 6 afios el valor residual sera de
V (6) = 24000 — 4000(6)
V (6) = 24000 — 24000
V6)=0

Valores negativos para p no tienen sentido porque no podemos manejar aios
transcurridos con signo negativo o mayores 6 afios que es cuando el equipo pierde todo
valor. Entonces p toma valores desde 0 hasta 6, p =0, 1, 2, 3,4, 5, 6.

Igualmente, los valores de V(p) no pueden ser mayores a $ 24 000.00 que es el valor
de compra ni menores a $ 0.00 ya que el valor del equipo no puede ser negativo. Asi V(p) =
0,1,2,...,24000.

El dominio y el rango de una funcién en las matematicas aplicadas a la
administracion suelen restringirse para que la funcion sea valida dentro del contexto en el
cual se va a utilizar.

Ejemplo 1.12

Retomando el ejemplo 6, donde se establecié la funcion del Salario semanal de un

vendedor

¥ = flx) = 150x + 1500
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Tenemos que x solo toma valores enteros no negativos, es decirx =0, 1, 2, 3, ...
porque no tiene sentido decir que se han vendido, por ejemplo, -10 articulos, mientras que
el valor de y va desde 1500 en adelante dado que el sueldo fijo aunque no venda es de $
1500.00. Por cada articulo vendido su salario se incrementara de $ 150.00 en $ 150.00
1.3 Funciones multivariadas basicas

Es posible suponer que pueda existir mas de una variable independiente y extender
la nocidn de funcion con mas de dos variables. En este caso podemos decir que se tiene una
funcion multivariada.

Ejemplo 1.13

El salario base de un vendedor es de $1200.00 mensuales mas comisiones. Por cada
unidad vendida del producto 1 le corresponde § 50.00 de comision. Por cada unidad
vendida del producto 2 le corresponden § 80.00 y por cada unidad vendida del producto 3
$60.00.

Si S es el salario semanal del vendedor y p1, p2y p3 denotan la cantidad de unidades
de cada articulo, respectivamente ;Cual seria el salario semanal del vendedor si vende 20,
35 y 15 unidades de los productos respectivos?

Solucion.
Si extendemos la notacion a varias variables, podriamos escribir la funcion de la
forma siguiente
S(p1, p2, p3) =50 p1 + 80 p2 + 60 p3 + 1200
S(20, 35, 15) = 50(20) + 80(35) + 60(15) + 1200
= 1000 + 2800 + 900 + 1200
=5900

Fl salario semanal seria de $ 5900.00.
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1.4 Representaciones graficas de funciones matematicas

En el ambito algebraico, estudiaremos las funciones polinomiales del tipo constante,
lineal y cuadratica junto con las funciones racionales basicas y funciones de raiz cuadrada.
Entre las funciones trascendentes estudiaremos las funciones exponenciales y logaritmicas
basicas.

Cuando se ingresa un valor numérico a una funcion, se genera un valor de salida los
cuales se pueden agrupar en pares ordenados que se pueden ubicar en una posicion
especifica dentro del plano cartesiano. Una coleccion de pares ordenados nos dard una
sucesion de puntos en el plano cartesiano que se pueden unir generando un espacio
geométrico al cual llamamos grafica de la funcion.

Ejemplo 1.14

Retomando la situacion del ejemplo 11 en donde se tiene una funcion de

depreciacion dada por
V(p) = 24000 — 4000p

Dado que p representa el nimero de afios de servicio de un equipo de computo,
entonces podemos generar los pares ordenados y mostrarlos en la siguiente tabla
Tabla 1

Parejas ordenadas de la funcion V(p) = 24000 — 4000p

P V)
0 24000
1 20000
2 16000
3 12000
4 8000
5 4000
6 0
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Cada par ordenado contiene la informacion de los afos de servicio y el valor residual del
equipo de computo, como se muestra en la siguiente figura:
Figura 2

Funcion V(p) = 24000 — 4000p

24000
22000
20000
18000
16000
14000
12000
10000
8000
6000
4000

2000

Funciones polinomiales.

Las funciones polinomiales que estudiaremos son: la funcioén constante, la funcién
lineal y la funcién cuadratica.

Funcion constante.

Es una funcion de la forma f{x) = ¢ en donde ¢ es una constante real y x es cualquier
numero real. Entonces, a todo valor de x se le hace corresponder el nimero c.
Ejemplo 1.15

Sea f'(x) = 5, entonces tenemos una funcidon que a todo niimero real x lo asocia con

el nimero 5. Por lo que los pares ordenados se muestran en la siguiente tabla.



Tabla 2
Parejas ordenadas de la funcion f(x) =5

X

Sx)

-3

-2

-1

0

1

2

3

5
5
5
5
5
5
5

Y la gréfica resultante se muestra en la figura 3.

Figura 3

Funcion f(x)=5

Observemos que es una linea horizontal, paralela al eje X ya que al tener a f{x) siempre

igual a 5 la altura de los puntos es la misma.

Funcion lineal.

22

Una funcion lineal tiene la forma f(x) = mx + b, donde m y b son constantes reales y

m#0.

Ejemplo 1.16

La funcion f(x) = 2x + 5 es una funcién lineal conm =2y b =5

Al sustituir algunos valores en la funcidon, podemos obtener la siguiente tabla



23

Tabla 3

Parejas ordenadas de la funcion f(x) =2x + 5

X fx)
-3 -1
-2 1
-1 3
0 5
1 7
2 9
3 11

Figura 4

Funcion f(x)=2x+5

Ejemplo 1.17

En el area econdmica-administrativa existen numerosos ejemplos de funciones
lineales. Una de las mas importantes es la funcion de costos totales.

Supongamos que para producir un articulo se necesita una inversion inicial de
$ 360 000.00 y que después de un analisis de costos realizado por despacho de contadores
se estima que el costo para producir un articulo es de § 80.00, entonces podemos establecer
una funcidn de costos totales.

La funcion de costos totales se define como:

Costos totales = Costos variables + Costos fijos

Entonces, si g es el nimero de unidades a producir, tenemos que:
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C(g) = 8¢ + 360000
Una de las caracteristicas o propiedades de una funcion lineal es que el incremento
en el valor de la funcion es constante, es decir, si ¢ aumenta su valor de 1 en 1, C(q)
aumenta su valor de 80 en 80. Observemos la siguiente tabla que se obtiene al sustituir los
valores propuestos para ¢ en la funcion:
Tabla 4

Parejas ordenadas de la funcion C(g) = 8¢g + 360000

q @)

0 360000
1 360080
2 360160
3 360240
4 360320
5 360400
6 360480

Six = 10000, los costos totales serian de
C (10000) = 80(10000) + 360000 = 800000 + 360000
=116000
Figura 5

Funcion C(gq) = 8¢ + 360000

750000
700000
650000
600000
550000
500000
450000
400000
350000
300000
250000
200000
150000
100000

50000

-5000 O 5000 10000 15000 20000 25000
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Se nota una recta ascendente ya que al aumentar la produccion es claro que

aumentan los costos.

Funcion cuadratica.

Se llama asi porque la variable independiente est4 elevada al cuadrado. Una funciéon
cuadrética es de la forma f{x) = ax’> + bx + ¢ en donde a, b y ¢ son constantes reales y a # 0.
Ejemplo 1.18

La funcion f (x) = 3x* — 20x + 100 es una funcion cuadraticacona=3,b=-20y
¢ =100.

Al sustituir algunos valores en la funcién podemos obtener la siguiente tabla de

pares ordenados
Tabla 5§

Parejas ordenadas de la funcién f(x) = 3x* — 20x + 100

X S)
-3 187
-2 152
-1 123
0 100
1 83
2 72
3 67

Figura 6

Funcién f (x) = 3x* — 20x + 100

12\
100

80
60
40

20
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Ejemplo 1.19
Una funcioén de demanda es una funcion que expresa la forma en que varia la
cantidad demandada de un articulo de acuerdo con el precio que se cobra en la venta de
éste.
Supongamos que, para un producto determinado, la funcién de demanda esta dada
por
q(p) = p*—70p + 1225
donde ¢(p) es el nimero de unidades demandadas y p es el precio unitario de cada pieza.
Si el articulo se vende en p = 10 pesos se espera una demanda de
q(10)=10%—70(10) + 1225
=100-700 + 1125
= 625 unidades
A un precio de p = 30 pesos se espera una demanda de
q(30) = 30% — 70(30) + 1225
=900-2100+ 1125
= 25 unidades
Figura 7

Funcion g(p) = p* —70p + 1225

N

20 40 60 80 100 120




Resulta evidente que no podemos tomar la porcion de grafica en donde los valores de p
sean negativos ya que el precio siempre serd un valor positivo.

Funcion racional.

Es posible establece el cociente de dos funciones polinomiales. A la funcion

resultante se le llama funcidn racional. Se define como:

P(x)
Q(x)

f&) =

donde P(x) y O(x) son polinomios y Q(x) # 0.
Ejemplo 1.20
La funcion racional bésica se define como el inverso multiplicativo de un nimero

real x

1
fe =~

Resulta obvio que x debe ser distinto a 0 para que la division pueda realizarse.
Incluso dado que para que una fraccion sea igual a 0, el numerador debe ser igual a 0. En
este caso, el numerador es 1 el cual, evidentemente, es distinto a 0. Por lo tanto, /' (x) no
puede ser igual a 0.

Déndole valores a x, podemos generar la siguiente tabla

Tabla 6

Parejas ordenadas de la funcion f(x) = %

X f(x)
-3 —0.333
-2 —0.5
-1 —1

0 indefinido

1 1

2 0.5

3 0.333

27
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Figura 8

Grdfica de la funcion f(x) = i

Ejemplo 1.21

x—1
x2—4

Tabular valores para x en la funcion f(x) = y trazar su grafica.

Solucion.
x% — 4 debe ser diferente a 0. Necesitamos resolver x> — 4 # 0.
X2—4%40
Factorizando
(x=2)(x+2)#0
Cada factor se resuelve por separado
x—2#0 x+2#0
xX#£2 x£-2

Tabulando valores distintos a — 2 y 2 obtenemos
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Tabla 7
Parejas ordenadas de la funcion f(x) = ;2__14
X S)
-3 -0.8
2.5 —1.5556
-1 0.6667
0.25
1 0
25 0.6667
3 0.4
Figura 9
Grdfica de la funcion f(x) = ;2__14
2
L.-\-

=4 =2 0 2 4 6

Usando GeoGebra® se muestran puntos importantes como los que se aprecian en la grafica
anterior. Si se pulsan se muestra informacion importante:

Figura 10

x—1
x2—4

Coordenadas de la ordenada al origen de la funcion f(x) =

ordenada en el origen
(0, 0.25)

iNEREE

dr
4
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Figura 11
Raiz de la funcion f(x) = ;;_14
=9 0 2 4
Raiz
(1,0)

Ejemplo 1.22
En una empresa se ha estimado que los costos anuales por la compra y

mantenimiento de sus productos estan dados por la funcién

20000

C(q) = +0.5g + 50000

Donde ¢ es el numero de unidades de cada pedido comprado a sus proveedores.
a) (Cuadl seria el costo anual si el tamafio del pedido es igual a 2000 unidades?
b) Trace la grafica y analice si existe un dominio restringido.
Solucion.

a) En primer lugar, sustituimos ¢ = 20000 en la funcién

20000
€(2000) = o

+ 0.5(2000) + 50000

= 10+1000+50000
=51010
La respuesta es $51 000.00

b) Usando GeoGebra® obtenemos la grafica que se muestra en la figura 12:
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Figura 12
Funcién C(q) = 2"2"" +0.5q + 50000
y
20000
-100 -50 50 100 150

En donde se puede apreciar que g no puede asumir el valor de 0. Mas atn, haciendo
un analisis de la situacion, ¢ no puede asumir valores negativos tampoco dado que el
nimero de unidades adquiridas no puede ser negativo. Entonces la grafica correspondiente
excluye lo que queda a la izquierda de g = 0.

Figura 13

20000
q

Funcion C(q) = + 0.5q + 50000, con g >0

80000

60000

40000

20000

=50 0 50 100 150 200 250 300 350
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Funcion exponencial y logaritmica.

Este tipo de funciones aparecen en varias aplicaciones matematicas dentro del area

econdOmica—administrativa.

Una funcion exponencial es de la forma f(x) = a* en donde a, llamada base, es un

numero real positivo distinto a 1. Esto es a no puede ser negativo, 0 o 1.

Ejemplo 1.23
Sea la funcion f'(x) = 2* una funcion exponencial de base 2. Si le damos valores a x,

tabulamos y graficamos los pares ordenados obtenidos, tendremos la tabla siguiente.

Tabla 8
Parejas ordenadas de la funcion f(x) = 2*
x JX)
-3 0.125
-2 0.25
-1 0.5
0 1
1 2
2 4

Figura 14

Funcion f(x) = 2*

Aunque parezca que la grafica toca el eje X por el lado izquierdo, lo cierto es que
eso se debe mas a una limitacion fisica de la pantalla y no lo que en realidad sucede. 2* en

realidad es positivo siempre, asi que la grafica se extiende hasta — oo sin tocar el eje X.
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Una funcion logaritmica se define como f'(x) = log, x en donde cominmente la base
a suele ser 10, en cuyo caso solo se escribe f(x) = log x, 0 una base e conocida como la
base de los logaritmos naturales con e = 2.718282 por lo que la funcién se rescribe como
fx)=Inx.
Ejemplo 1.24

Sea la funcion f(x) = log x, donde x s6lo admite valores positivos. Si le asignamos
valores a x y tabulamos obtenemos la siguiente tabla:

Tabla 9

Parejas ordenadas de la funcion f(x) = log x

X fx)
0.25 0.6
0.5 0.3
0.75 —0.13
1 0
2 0.3
5 0.7
10 1
Figura 15
Funcion f(x) = logx
8
6
4
2
/’/
0 ( 2 2 6 8 10 12
-
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1.5 Féormula pendiente interseccion.

En el estudio de las matematicas aplicadas a la administracion, uno de los temas
fundamentales es el de la recta, como espacio geométrico, junto con sus propiedades y
formas de encontrar su ecuacion.

Esto nos lleva a analizar, de forma inicial, su concepto geométrico, que incluye el
concepto de pendiente, el cual nos lleva a situarla en el plano cartesiano por lo que
rapidamente se incorporan conceptos como el de interseccion y el de intercepcion.

Una ecuacion lineal con dos variables es una ecuacion donde se relacionan dos
variables x y y, que tiene la forma general

Ax+By+C=0
donde 4, B'y C son constantes y A y B no pueden ser ambas iguales a 0.

A las ecuaciones lineales también se les conoce como ecuaciones de primer grado
ya que los exponentes de las variables son iguales a 1.

Los siguientes son ejemplos de ecuaciones lineales
Tabla 10
Ejemplos de ecuaciones lineales.

Parametros de la ecuacion

Ecuacion A B C
2x+5y=8 2 5 -8
-3x+8y-6 ) 8 —6

2x/3 = 34 2/3 0 -34

0.5y=2 0 0.5 -2
V2x+5v+8 V2 5 8

Dada una ecuacion lineal, existe un conjunto llamado conjunto solucion formado
por todos los pares ordenados (x, y) que hacen verdadera la ecuacion, es decir que dan una

igualdad. Generalmente estos se obtienen despejando la variable y, ddndole valores
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arbitrarios a x y realizando las operaciones involucradas.
Ejemplo 1.25
Sea la ecuacion lineal 3x + 6y = 24. Encontrar cuatro pares ordenados que
pertenezcan al conjunto solucién. Encontrar la solucion general.
Solucion.
Despejando y obtenemos
3x+6y=24
6y =24 —3x
y=(24-3x)/6
y=24/6 —3x/6
y=4-x/2

la cual se puede rescribir como

4 1
=4 ——x
Y 2
Tabulando algunos valores para x obtenemos la siguiente tabla con pares ordenados

especificos que forman parte del conjunto solucion

Tabla 11

Parejas ordenadas de la funcion y = 4 — %x

x y
-3 5.5
) 5
1 45

0 4

1 3.5

2 3

3 2.5

La forma general es (x, 4 — %x). La grafica se observa en la figura 16.
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Figura 16

., 1
Ecuaciony = 4 — 5

Cada punto de la recta trazada en realidad es un par ordenado (x, 4 — %x) que forma

parte del conjunto solucion de la ecuacion lineal. Podemos decir también, que cada par
ordenado es una solucion particular de dicha ecuacion.

Como se ha podido observar, la forma general de una ecuacion lineal se puede llevar
a una forma simplificada

Ax+By+C=0

By = -Ax+C
4
Y="B B

. . A C . .
Si cambiamos — 5 por m 'y ——por b, obtenemos la forma simplificada

y=mx+b»b
donde m es la razon de cambio de la variable y con respecto al cambio en la variable x y
que se conoce también como la pendiente de la recta. A b se le conoce como ordenada al
origen y es el punto de intercepcion de la recta con el eje Y.

Los puntos de intercepcion son los puntos en los ejes X y Y por donde pasa la
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grafica de una ecuacion.

: . A .
En resumen, la pendiente m de la recta esta dada por — 5> mientras que la

. . . : . c
intercepcion con el eje Y u ordenada al origen b estd dada por — =

Ejemplo 1.26
Encontrar la pendiente e intercepcion con el eje Y de la ecuacion -5x +y +3 =0
Solucion.

=-5,B=1y C=3, por lo tanto

Por lo que la forma simplificada seria y = 5x — 3
1.6 Determinacion de la ecuacion de una linea recta
Existen varias formas de encontrar la ecuacion de una linea recta bastante ttiles
dentro de las matematicas aplicadas a la administracion:
a) Conociendo la pendiente y la intercepcion con el eje Y
b) Conociendo la pendiente y un punto.
¢) Conociendo dos puntos-
1.6.1 Pendiente e interseccion
Es la forma mas facil porque los valores estan directos.
Ejemplo 1.27
Encontrar la ecuacion de una recta si la pendiente es 5 y la intercepcion con el eje Y
es (0, 10).

Solucidn.
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Tenemos que m =5 y que b = 10, por lo tanto, la ecuacion buscada es
y=mx+b
y=>5x+10

Ejemplo 1.28

El precio de un equipo de computo al momento de la compra es de $ 35000.00
pesos y se estima que se deprecia $5000.00 cada afo de uso. Encontrar la ecuacion que
describa la depreciacion anual de dicho equipo.

Solucion.

Al momento de la compra se contabiliza como afio 0 y la razén de cambio en el
valor del equipo es de una pérdida de $5000.00 cada afio, por lo que tenemos los datos
siguientes:

(0, 35000) y m =— 5000

Entonces la ecuacion buscada es

y = —=5000x + 35000
Al haber transcurrido x = 3 afios, el valor del equipo seria de
¥ =-5000(3) + 35000
y=-15000 + 35000
y =20000 pesos
1.6.2 Pendiente y un punto

En este caso, conocemos el valor de la pendiente y un par ordenado cualquiera que

pertenece a la recta.
Ejemplo 1.29
Encontrar la ecuacion de una recta si la pendiente es —4 y que pasa por el punto

dado por las coordenadas (8, —10).
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Solucion.

En la forma simplificada y = mx + b sustituimos m=-4,x=8yy=-10

y=mx+b
y=-—4x+b
—10=-4(8)+b
—-10=-32+b
Despejando b
b=-10+ 32
b =22

Asi que la ecuacion buscada es
y=—4x+22
Ejemplo 1.30
Un vendedor tiene una comision semanal de $ 200.00 por cada articulo vendido. Si
la semana pasada recibi6 un salario semanal de $ 4500.00 al vender 8 articulos. Encontrar
la ecuacion que describa su salario semanal.
Solucion.
La comision por articulo vendido es m = 200, x = 8 articulos y y = 4500, por lo que
y=mx+b
y =200x+b
4500 = 200(8) + b
4500 = 1600+ b
Despejando b

b = 4500 — 1600
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b = 2900
Asi que la ecuacion buscada es
¥ =200x + 2900
lo cual nos indica, ademas, que su sueldo base es de $2900.00 semanales.
1.6.3 Dos puntos
Si conocemos dos pares ordenados A(xq,y1) y B(x5,,y,) que pertenezcan a la linea

recta, es posible encontrar la ecuacion de la recta usando las siguientes formulas:

Y2—YV1
X2—X1

m = que es la formula de la pendiente

y —y; = m(x — x;) llamada forma punto pendiente

Ejemplo 1.31

Al momento de la compra un activo cuesta $ 48000.00. 6 afios después, su valor es
de $6000.00. Encontrar la ecuacion lineal que describa la depreciacion de dicho activo.
Solucion.

Si x = afos de uso y y = valor del activo, entonces tenemos dos pares ordenados de
valores:

A(0,48000) y B(6,6000)
Entonces la depreciacion anual es

6000 — 48000
m= 6—0

_ —42000
N 6

= —7000
Sustituyendo en la forma punto pendiente podremos obtener la ecuacion buscada:

y — 48000 = —7000(x — 0)
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y — 48000 = —7000x
y = —=7000x + 48000
1.6.4 Aplicaciones a modelos de oferta y demanda

Segun plantea Haeussler et al. (2008) para cada nivel de precio de un producto es
posible encontrar una cantidad correspondiente de dicho producto que los consumidores
demandaran, es decir, compraran por un cierto periodo de tiempo. Es regla comun
considerar que, a mayor precio, la cantidad demandada es menor y, por el contrario, si el
precio unitario baja es posible que el nimero de unidades demandadas aumente. Si el
precio estd dado por p y el nimero de unidades demandadas estd dado por ¢, entonces una
ecuacion que relacione a ambas se le llama ecuacion de demanda, donde el nimero de
unidades es la variable independiente mientras que el precio unitario seria la variable
dependiente y la ecuacion seria de la forma g = D(p).

Por otro lado, si en respuesta a los precios del mercado se decide comercializar un
cierto numero de unidades del producto, entonces la ecuacion se denomina ecuacion de
oferta y seria de la forma g = S(p).

Ejemplo 1.32

Supongamos que la demanda semanal de un producto es de 100 unidades cuando el
precio unitario sea de $1160.00 y de 200 unidades con el precio de $1020.00. Determinar
una ecuacion de oferta asumiendo un comportamiento lineal.

Solucion.

Los datos que tenemos son de la forma (p, g), entonces tenemos los siguientes pares
ordenados:

A(1160, 100) y B(1020, 200)

Sustituyendo en las formulas de la pendiente y forma punto pendiente obtenemos
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200 — 100

™= 1020 — 1160

100

T —140

~ —0.714286

N ot

5
q =100 =~ (p — 1160)

00— 5, 5800
q T TPt
_ 22890 0o
1=—7PT™
iy = 5, 6500
q=D(p) = 7P -

q = D(p) = —0.714286p + 928.57
Esta ecuacion nos indica que por cada 7 pesos que se aumenta al precio, la demanda

disminuye en 5 unidades. Esto es, si p = 7, porque el denominador de m es 7, entonces
> 7 5
= — — %k = —
mp 7

Ejercicio 1.33

Un fabricante de refrigeradores producira 3000 unidades cuando el precio sea de
$18800.00 y 2000 unidades si el precio es de $14800.00. Asumiendo que el precio p y la
cantidad producida g tienen una relacion lineal, encuentre la ecuacion de oferta.
Solucion.

Al igual que el ejercicio 32, tenemos dos pares ordenados, pero ahora de la forma
(p, 9) en donde el nimero de unidades a ofertarse dependera del precio en el mercado.

A (18800, 3000) y B(14800, 2000)

Sustituyendo en las formulas de la pendiente y forma punto pendiente obtenemos
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2000 — 3000
™= 14800 — 18800

_ —1000
 —4000

1

1
q —3000 = (p — 18800)
1
q = 3000 = 7p — 4700
1
q = 7p — 4700 + 3000

1
q=S(p) =,p—1700

Esto nos indica que por cada cuatro pesos que aumenta el precio del articulo, el
productor pondra a la venta un articulo mas. Esto es, si p =4 porque el denominador de m

es 4, entonces

1
mp:z*él-:]_

Observemos que mientras en la ecuacion de demanda la pendiente o razén de
cambio es negativa, porque a mayor precio la demanda disminuye, en la ecuacion de oferta
sucede lo contrario.

A medida que el precio aumenta, la cantidad de producto ofertado también
aumentard, por lo que la pendiente o razoén de cambio sera positiva.

Ejercicio 1.34

Un fabricante de tenis colocaré en el mercado 50 (miles de pares) cuando el precio

sea de $3500.00 el par y de 35 (miles de pares) cuando el precio sea de $3000.00. Encontrar

la ecuacion de oferta suponiendo una relacion lineal entre el precio y la oferta.
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Solucion.
Tenemos dos pares ordenados, pero ahora de la forma (p, ¢) en donde el numero de
unidades a ofertarse dependera del precio en el mercado.
A (3500, 50) y B (3000, 30)
Hay que hacer notar que cada unidad de g equivale a mil pares de tenis. Asi que si
g = 50 en realidad son 50000 pares de tenis

Sustituyendo en las formulas de la pendiente y forma punto pendiente obtenemos

30-50

™= 3000 — 3500

—20

~ 500

1
q — 50 —E(p—3500)

1
q—50=

—p— 140
25P

1
=—p—140+50
q 25?9 +

1
=S(p) ==—=p—90
q=S(p)=7cp
Esto nos indica que por cada 25 pesos que aumenta el precio del articulo, el

productor pondra a la venta 1000 pares mas de tenis. Esto es, si p = 25 porque el

denominador de m es 25, entonces

mp = % * 25 = 1 (en miles de pares)
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Actividades de aprendizaje

a)

b)

Investigar el significado de funciones, dominio y rango y elaborar un mapa
conceptual.

Realizar ejercicios en equipos en los cuales se apliquen los conceptos de dominio y
rango restringidos.

Realizar ejercicios en equipos en los cuales efectué una combinacion de funciones.
Resolver y graficar problemas donde aplique la formula de la
pendiente/interseccion.

Determinar y analizar la ecuacion de la linea recta aplicada a la oferta, demanda,

depreciacion y prondsticos.
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Tema 2 Funciones lineales, aplicaciones y sistemas de ecuaciones lineales.
Competencias
Especificas:

Soluciona y aplica los diferentes métodos de solucion de sistemas de ecuaciones en
problemas de punto de equilibrio y equilibrio de mercado.

Genéricas:

Solucién de problemas.

Toma de decisiones.

Trabajo en equipo.

Habilidades interpersonales.

2.1 Funciones lineales

Como ya se estudio en el apartado 1.4 del capitulo anterior, una funcion lineal tiene
la forma f'(x) = mx + b, donde m y b son constantes reales y m # 0.

En este capitulo aplicaremos las funciones lineales en situaciones relacionadas con
los llamados Modelos de equilibrio que incluyen el estudio analitico y grafico del punto de
equilibrio asociado a la produccion, asi como desde el punto de vista mas practico
denominado Contribucion al costo fijo y a la utilidad, que son temas intimamente
involucrados con las matematicas aplicadas a la administracion.

2.2 Modelos de equilibrio

Dentro del modelo de punto de equilibrio se tienen que definir previamente
algunas funciones de interés tanto administrativo como econdmico que son
requisitos previos y que conforman todo un proceso de produccion o de eleccion

entre la compra de articulos de dos o mas proveedores.
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2.2.1 Modelos de punto de equilibrio aplicado a la produccion
Es requisito previo definir funciones basicas como las funciones de costos totales, ingresos
y utilidad totales ya que son los elementos matematicos y técnicos involucrados en este tipo
de modelos.

Funciones lineales de costo.
De acuerdo con Budnick (2007) se sabe que “las empresas estan interesadas en los costos
porque reflejan el dinero que sale de la empresa. Esos flujos de dinero estan dirigidos a los
pagos en salarios, compra de materias primas, provisiones, renta de equipos o bienes
inmuebles, aire acondicionado, calefaccion, servicios generales y demas costos asociados
tanto a la produccion como a mantener funcionando a la empresa”.

El costo total, se define en base a dos componentes: costo variable total y costo fijo
total. En términos matematicos escribimos:

C(x) = costo fijo total + costo variable total
En donde x representa el nimero de unidades producidas.

Ejemplo 2.1

Una empresa que produce un unico producto se interesa en determinar la funcion
que expresa el costo total anual y = C(x) como una funcion del numero x de unidades
producidas. Los contadores, después de haber realizado un andlisis de costos, determinan
los gastos fijos anuales son de $100 000.00 mientras que los costos por concepto de
adquisicion de materia prima por cada unidad producida son de $ 110.00 y que los costos
de trabajo por unidad son de $ 30.00 en el departamento de ensamble, $ 15.00 en el area de
acabado y de $ 25.00 en el departamento de empaque y distribucion.

Entonces, la funcion de costos totales anuales esta dada por:

y = C(x) = costo variable total + costo fijo total



Como los costos variables totales dependen tanto de la materia prima y los
costos del trabajo entonces tenemos que:

y = costo total de la materia prima + costo total del trabajo + costo fijo total
= 110x + (30x + 15x + 25x) + 100000
C (x) =180 x + 100000

El 180 representa el costo por la produccion de cada una de las unidades, es
decir es el costo de produccion unitario. Entonces por cada unidad extra producida
el costo e incrementa de $ 180 en $ 180.00.

Funciones lineales de ingreso.

El ingreso es el dinero que fluye hacia una empresa por concepto de venta de
productos o por la prestacion de servicios. Basicamente esta dado por el precio
unitario del producto multiplicado por el nimero de unidades vendidas:

Ingreso total = (Precio)(Unidades vendidas)
I(x) = px
Ejemplo 2.2

Tomando como referencia el ejemplo 2.1 podriamos decir que si el costo
variable de producir una unidad es de $ 180.00 entonces el precio podria estar arriba
de ese costo. Supongamos que la empresa decide vender cada unidad en $ 250.00,
entonces la funcidon de ingresos totales seria:

1(x) =250x

Si la empresa vende 50 000 unidades de su producto entonces el ingreso total

seria
1(50000) =250 (50000) = 12 500 000

Doce millones y medio de pesos
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Funciones lineales de utilidad.

Se definen basicamente como la diferencia entre los ingresos y los costos totales.
Expresado en forma de ecuacion tenemos:

Utilidad total = Ingreso total — Costos totales
Ulx) = 1(x) — C(x)
Ejemplo 2.3

Tomando como referencia los ejemplos 2.1 y 2.2 tendriamos que la utilidad total
estaria dada por:

U(x) = 250x — (180x + 100000)
U(x) = 250x — 180x — 100000
U(x) = 70x — 100000

Esto implica que iniciamos con una pérdida de $ 100,000.00 que de algiin modo es
necesario ir remontando con las ventas. Aunado a lo anterior podemos ver que 70x nos
indica que tenemos una ganancia de 70 pesos por cada articulo producido y vendido.

Es necesario observar que las utilidades totales no representan las ganancias netas
de la empresa porque no incluyen posibles gastos extraordinarios no relacionados con los
costos de produccion tales como multas o pagos por demandas, entre otros.

El modelo de punto de equilibrio aplicado a la produccion entonces, esta dirigido a
encontrar cudl es el punto de produccion en donde los costos igualan a los ingresos para
establecer el nimero de unidades que hay que producir y vender a fin de recuperar los
costos fijos que representan el adeudo inicial necesario para poder estar en condiciones de
iniciar la produccion.

Ejemplo 2.4

Encontrar el punto de equilibrio relacionado con los ejemplos 2.1y 2.2
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Solucion.
Dado que el punto de equilibrio se encuentra cuando los costos totales
igualan a los ingresos totales tendriamos que:
C(x) =1(x)
180x + 100000 = 250x
100000 = 250x — 180x
100000 = 70x
x =100000/70
x = 1428.57

Esto significa que una vez que se produzcan y vendan 1428 unidades a $
70.00 cada una, se habria recuperado el costo fijo inicial de $ 100,000.00.

Es decir, al ir ingresando de $ 70.00 en $ 70.00 por concepto de ventas se
tiene que al vender la unidad 1429 se habrian recuperado los $ 100,000.00 de costo
fijo inicial ya que

70(1429) = 100030

A partir de ahi, cada $ 70.00 que ingresa forma parte de la utilidad o
ganancia. No obstante, lo anterior, el modelo de punto de equilibrio también puede
definirse en términos de la utilidad.

El punto de equilibrio se encuentra cuando la utilidad total es igual a 0.

Ux)=0
Esto significa que /(x) — C(x) = 0, lo cual se da siempre que C(x) = I(x)
Si U(x) = 0, entonces
250x — 180x — 100000 = 0

Llevandonos a
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70x = 100000
x=100000/70
x =1428.57
x ~ 1429 unidades

El punto de equilibrio aplicado a la produccion estd dado por el nimero de unidades
que deben producirse y venderse para recuperar el costo fijo definido al inicio del proceso
de produccion.
Ejemplo 2.5

Una compaiia fabrica un producto que vende en $ 60.00 la unidad. Después de un
analisis de costos, los contadores estiman que los costos variables de produccion por unidad
son $25.00 con un costo fijo anual de $ 500,000.00. Si x representa el nimero de unidades
producidas y vendidas durante un afo:

a) Escriba la funcion lineal del costo total anual.

b) Escriba la funcion lineal de ingreso total.

c) Escriba la funcion lineal de la utilidad total.

d) (Cuadl es la utilidad anual si se producen y venden 10 000 unidades durante el

afo?
e) (Qué nivel de produccion se requiere para obtener el punto de equilibro o
utilidad cero?

Solucion.

a) C(x) = Costo variable total + Costo fijo anual

C(x) =25x + 500000
b) I(x)=60x

) Uk) = I(x) - C(x) = 60x — (25x + 500000)
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U(x) = 60x — 25x — 500000
U(x) = 35x — 500000

d) U(10000) =35(10000) — 500000 = 350000 — 500000 = — 150000

Es decir, hay una pérdida de $ 150,000.00
e) El punto de equilibrio estd dado por:

U(x) = 35x — 500000
0 =35x—-500000
35x =500000
x =1500000/35
x =14285.7 es decir 14286 unidades

En el ejemplo anterior puede verse que el punto de equilibrio, que es el
numero de unidades producidas y vendidas para recuperar los costos fijos iniciales o
tener una utilidad 0 estd dado por:

x = Costo fijo total / utilidad unitaria

La utilidad unitaria estd dada por la diferencia entre el precio de venta por unidad y
el costo por producir esa unidad (costo variable).
2.2.2 Modelo gridfico de punto de equilibrio

Este método consiste en graficar tanto la funcidon de Costos totales como la
de Ingresos totales y ubicar el punto de interseccion de ambas graficas. Es un
método intuitivo y que facilita la ubicacion del punto de equilibrio a la vez que nos
proporciona el Costo total de llegar a dicho punto.
Ejemplo 2.6

Considerando los datos del ejemplo 2.5 tendriamos las siguientes graficas:



53

Figura 17

Funciones I (x) =60xy C (x) = 25x + 500000

1400000
1200000 Hxy = 60x
1000000

C(r) = 25x + 500000

800000

600000

200000

/ocm 10000 0 10000 20000 30000
Al tocar las gréficas en la aplicacion, se muestran las coordenadas del punto de
interseccion en donde el valor de x es el valor de unidades para lograr la utilidad 0 y el
valor de y es el costo total de producir ese nimero de unidades que es igual al ingreso total
por vender ese mismo niimero de unidades.
Figura 18

Punto de equilibrio entre la Utilidad y el Costo

1400000
1200000

1000000

Interseca
(14285.714285714286, 857142.857142...
600000

—-£0000 0 20000 4000
~2000(

En la gréfica anterior se muestra que el nimero de unidades producidas y vendidas

para lograr el punto de equilibrio de 14285.71 = 14286 y que el costo de producirlas es de



$ 857,142.86. El ingreso por venderlas seria también de $ 857,142.86, dindonos una
utilidad de 0.
2.2.3 Modelo utilizando la contribucion al costo fijo y a la utilidad

Este método esta basado en el método de punto de equilibrio, pero es mucho
mas simple porque s6lo considera la utilidad unitaria o margen de utilidad, definida
como la diferencia entre el ingreso por unidad vendida menos el costo variable por
unidad producida, como la base de la medicion.

La idea es comparar el costo fijo de produccion entre la utilidad unitaria a fin
de determinar cuantas unidades del producto deben producirse y venderse a fin de
recuperar el costo fijo invertido de forma inicial.

El margen de utilidad se expresa como la diferencia entre el precio de venta,
p,y el costo variable por unidad, v:

Margen de utilidad=p — v

Al margen de utilidad también se le llama Contribucion al costo fijo y la

utilidad.

Entonces, el punto de equilibrio, o mejor aun, el Nivel de produccion del punto de
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equilibrio es el cociente del costo fijo dividido entre el margen de utilidad o contribucion al

costo fijo, CF, y a la utilidad:
Nivel de produccion del punto de equilibrio = chFv

Ejemplo 2.7
Supongamos que el costo variable de producir un articulo es de $ 25.00 y el
costo fijo anual se estima en $ 450,000.00. Obviamente para que haya utilidad el

precio de venta debe ser mayor a los $ 25.00 que cuesta producirlo. Entre mayor sea
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la diferencia, el nivel de produccion para llegar al punto de equilibrio se logra mas
rapidamente.
Supongamos que el precio de venta sera de $ 75.00 la unidad, entonces:

a) El margen de utilidad sera de

p—-v=75-25=50
Lo cual nos indica que la ganancia por unidad es de $ 50.00
b) El costo fijo es de
CF =450000

¢) Finalmente el Nivel de produccion del punto de equilibrio esta dado por:

CF 450000 )
= = 9000 unidades
p—v 50

El costo total por producir 9000 unidades es 25(9000) + 450000 = 675000 pesos

El ingreso total por vender esas 9000 unidades es 75(9000) = 675000 pesos

Esto nos indica que se tiene una utilidad 0 lo cual es el punto de equilibrio.

Vale la pena agregar que para lograr el punto de equilibrio no sélo se necesitan los $
450,000.00 para iniciar la produccion sino con al menos $ 275,000.00 mas a fin de contar
con dinero suficiente para afrontar los costos hasta llegar al punto de equilibrio. En realidad
se necesita tener un capital mayor para continuar con la produccion, pero eso ya no nos
compete aqui.

Ejemplo 2.8

Un negocio de lavado de autos se vende en $ 300,000.00 y se estima que los costos

variables por lavado de cada auto son del orden de $ 15.00. El precio por lavado se

establece en $ 65.00 ;Cuantos automoviles se deben lavar a fin de recuperar el precio de

compra que es de $ 300,000.00?
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Solucion.
El costo fijo es el precio de compra, entonces CF = 300000, el ingreso

unitario es  p = 65 y el costo variable es v =15, por lo que

CF 300000 300000
—_— = = = 6000 autos
p—v 65—15 50

Ejemplo 2.9

Una organizacion de beneficencia va a realizar su reunion anual y estan en
negociaciones con un hotel. Dicha organizacion cobrara a cada participante, por 3
dias, una tarifa de $ 10,000.00 que incluye el registro, habitacion, todos los
alimentos y propinas. De esa cuota, se destinaran por concepto de membresia anual
un total de § 2,500.00. El hotel cobrara § 500,000.00 por el uso de salas de juntas,
salon de baile e instalaciones recreativas mas $ 5,900.00 por participante.
(Cuantos participantes deben asistir para que la organizacion recupere los $ 500,000.00?
Solucion.

En este caso es necesario dividir los $ 500,000.00 entre la contribucion por
persona:

Contribucion por participante = Tarifa de registro — cargo del hotel — membresia
Contribucion por participante = 10000 — 5900 — 2500 = 1600

Esto es lo que queda libre para la organizacion

CF

Punto de equilibrio = ————
contribucion

~ 500000

1600 3125

Con 313 personas se recupera el cobro del hotel y la organizacion alcanza el
punto de equilibrio. Si se registran mas participantes, entonces tendrian una utilidad

de $ 1600.00 por cada uno.
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2.2.4 Modelos de equilibrio para tomar decisiones de comprar o producir
Este tipo de modelos van enfocados a tomar la decision de si se produce un articulo
o se compra. Es comln que, en muchos procesos de manufactura, algunos componentes se
compren a compafiias que los producen ya sea porque sale mas econdmicos, porque no se
dispone de areas propicias para la construccion de plantas de produccion, entre otro tipo de
factores. Si existe la oportunidad de decidir, entonces este tipo de analisis puede ser util.
Ejemplo 2.10
Supongamos que un fabricante compra componentes a un proveedor con un costo
de $ 190.00 la unidad. Después de analisis de costos se estima que para producirlos se
necesita de una inversion inicial de $ 1°200,000.00 y destinar $ 140.00 para producir cada
unidad.
a) Determinar la cantidad de unidades en donde los costos de produccion son
iguales a los costos de compra.
b) (Cuadl es la alternativa de costo minimo si se requieren 45000 unidades? ;Cual
es el costo minimo?
¢) Si el nimero de unidades requeridas del componente esta cerca del punto de
equilibrio ;qué factores podrian influir en la decision final de producir o
comprar?
Solucion.
a) La ecuacion de costos por compra esta dada por
C1=190x
La ecuacién de costos por produccion esta dada por
C> = 140x + 1200000

Igualando ambos costos tenemos
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190x = 140x + 1200000
Despejando x
190x — 140x = 1200000
50x = 1200000
x =1200000/50 = 24000 unidades
Producir o comprar 24000 unidades tiene el mismo costo
b) Sustituyendo 45000 en ambas ecuaciones obtenemos
C1=190x = 190 (45000)
= 8550000
C2 = 140x + 1200000 = 140(45000) + 1200000
= 6300000 + 1200000
7500000
Es claro que la alternativa 2 nos da el costo minimo y se recomienda producir
porque el ahorro es considerable. El costo minimo para 45000 componentes es de $
7°500,000.00,
¢) Aqui se necesita analizar lo que sucede si el nimero de componentes requerido es
cercano a las 24000 unidades, tanto si son menos o mas. Para entenderlo podriamos
preguntarnos qué decision tomar si, por ejemplo, se necesitan entre 23000 y 25000
unidades.
Para x = 23000 tendriamos lo siguiente:
C1=190x =190 (23000)
= 4370000
C> = 140x + 1200000 = 140(23000) + 1200000

=3220000 + 1200000
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= 4420000
La alternativa 1 es menor por lo que se recomienda comprar.
Para x = 25000 tendriamos
C1=190x =190 (25000)
= 4750000
C> = 140x + 1200000 = 140(25000) + 1200000
= 3500000 + 1200000
= 4700000
La alternativa 2, que es la producir, da el costo minimo, sin embargo, el ahorro no es
significativo. Por ahorrar 4750000 —4700000 = 50000 se tendrian que contraer
compromisos asociados con la contratacion de personal, compra e instalacion de
maquinaria y equipos que podria retrasar la produccion esfumando el ahorro estimado.
Antes de decidir, es importante considerar otro tipo de factores y a forma en que
podrian afectar el proceso final de produccion.
2.3 Sistemas de ecuaciones lineales
Un sistema de ecuaciones lineales, de acuerdo con Budnick (2007) es un conjunto
de dos 0 méas ecuaciones de lineales. Para caracterizar un sistema de este tipo se suele hacer
referencia a sus dimensiones y decimos que tenemos un sistema de m ecuaciones lineales
con n variables o incdgnitas ya que el objetivo es determinar el valor de las variables que
hacer verdaderas a las m ecuaciones de forma simultanea. Para abreviar se suele decir que
se tiene un sistema de m por n 0, mas concretamente, mXn .
A continuacion, estudiaremos algunos métodos usados en la resolucion de sistemas

de ecuaciones lineales.



2.3.1 Meétodos de eliminacion suma y resta. Sistemas de ecuaciones de 2 X2y 3 X 3

El objetivo de estos métodos es el de sumar ecuaciones a fin de eliminar una
variable y de esta forma obtener una ecuacion lineal con una sola incognita, la cual
tiene solucion tnica. Conociendo el valor de una incognita resulta muy facil
encontrar el valor de las restantes.

Sistemas 2 X 2.

Estan conformados por dos ecuaciones con dos incognitas.

Ejemplo 2.11

Supongamos que tenemos el siguiente sistema:

3x+2y=1
—S5x-3y=-1

Si sumamos ambas ecuaciones obtenemos —2x —y = 0 la cual es una
ecuacion lineal de dos incdgnitas atn, la cual tiene un numero infinito de soluciones
razén por la cual debemos realizar un paso previo a la suma de ecuaciones.

Si a la primera ecuacion se le resta la segunda obtenemos 8x + 5y =2, que al
igual que el caso anterior, no nos ayuda en nada.

Lo que tenemos que hacer es que los coeficientes de una de las dos
incognitas sean simétricos para al sumarse, o restarse, nos de 0 y de esta forma esa
incognita se elimine.

Lo mas facil es multiplicar cruzado los coeficientes, por ejemplo, para
eliminar x hacemos lo siguiente:

5) 3x+2y=1
3) Sx—-3y=-1

Como los coeficientes de x son de signos contrarios, lo unico que hay que



tomar son los valores absolutos de los coeficientes. Al multiplicar obtenemos:

I5x+ 10y =5
—15x-9y=-3

Al sumar ambas ecuaciones obtenemos

I5x — 15x=0x
10y -9y =y
5-3=2
Escribiendo como ecuacion:
Ox+y=2
Simplificando obtenemos:
y=2

Sustituyendo el resultado anterior en cualquiera de las dos ecuaciones nos dara el

valor de x:
Ix+22)=1
3x+4=1

3x=1-4

La solucion del sistema es el par ordenado (x, y) = (-1, 2)
Comprobamos sustituyendo en ambas ecuaciones:
Ix+2y=1
3-D)+22)=1

-3+4=1
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1=1
—Sx—-3y=-1

~5(-1)-3(2) =1

Observemos que en ambos casos se dan proposiciones verdaderas lo que nos
confirma que el par obtenido es la solucidn del sistema.
Ejemplo 2.12
Resolver el siguiente sistema:
10x — 5y =35
8x— 12y =152
Multiplicado cruzado los coeficientes, por ejemplo para eliminar x hacemos
lo siguiente:
-8) 10x -5y =35
10) 8x—12y =52
Como los coeficientes de x son del mismo signo uno de ellos debe tomar el
signo contrario, asi que multiplicamos la primera ecuacion por el simétrico de 8 y la
segunda por 10. Al multiplicar obtenemos:
—80x + 40y =-280
80x — 120y =520
Al sumar ambas ecuaciones obtenemos
—80x + 80x = Ox
40y — 120y =-80y

—280 + 520 =240
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Escribiendo como ecuacion:

Ox — 80 y =240
Simplificando obtenemos:
v =240/-80
y=-3

Sustituyendo el resultado anterior en cualquiera de las dos ecuaciones nos dara el
valor de x:
10x — 5y =35
10x - 5(-3)=35
10x +15=35
10x=35-15
10x =20
x=20/10
x=2
La solucion del sistema es el par ordenado (x, y) = (2, -3)
Comprobamos sustituyendo en ambas ecuaciones:
— 10x—-5y=35
10(2) - 5(-3) =35
20+ 15=35
35=35
—> 8x—12y=152
8(2) -12(-3) =52
16 +36=152

52=52
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Observemos que en ambos casos se dan proposiciones verdaderas lo que nos
confirma que el par obtenido es la solucidon del sistema.
También es posible resolver este tipo de sistemas usando un graficador.
Ejemplo 2.13
Resolver el siguiente sistema:
2x +4y =20
3x+y=10
Solucion.
Al graficar las ecuaciones buscamos las coordenadas del punto de
interseccion, que es el lugar geométrico en donde ambas rectas se cruzan:
Figura 19

Punto de interseccion o solucion del sistema
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Nota: La grafica representa la solucion del sistema de ecuaciones lineales del ejemplo 2.13.

Tomado de Matemdticas aplicadas para administracion, economia y ciencias sociales.

(Budnick, 2007, p. 93)



En este caso, la solucion del sistema esta dada por x =2 y y =4, que es el punto de

interseccion de ambas rectas.
Sistemas 3 X 3.
Estan conformados por tres ecuaciones con tres incognitas.
Ejemplo 2.14
Resolver el siguiente sistema de tres ecuaciones con tres incognitas
4x—y+3z=-1
—2x+2y—-5z=-2
—x+4y—-Tz=-1

Solucidn.

Despejamos una incognita de cualquiera de las tres ecuaciones. Normalmente

seleccionamos la que sea mas facil de despejar. Por ejemplo la primera tiene la y con
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coeficiente igual a —1, mientras que la tercera tiene el mismo coeficiente para la x. Tener 1

como coeficiente facilita la labor al evitar las fracciones.
Despejemos y en la primera ecuacion:
4x—y+3z=-1
4x y 3y que estdn sumando, pasan restando
—y=—-1-4x-3z
Multiplicando por —1 ambos lados de la ecuacion obtenemos
-1) —y=-1-4x-3z (-1)
y=1+4x+3z
Sustituimos la ecuacién anterior en la segunda y tercera ecuaciones
—2x+2y—-5z=-2

—2x+2(1 +4x +32)— 5z=-2
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—2x+2+8x+6z—-5z=-2
El 2 que estd sumando pasa restando y simplificamos términos semejantes
—2x+8x+6z—-5z=-2-2
6x+z =-4
Hacemos lo mismo con la tercera ecuacion
—~x+4y-Tz=-1
—~x+4(1+4x+32)-Tz=-1
—~x+4+16x+12z —7z=-1
l6x —x+12z-7z=-1-4
15x +5z=-5
Entonces obtenemos un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas
6x+z =4
15x +5z=-5
Que se resuelve como lo vimos en los ejemplos anteriores. Multiplicamos
los coeficientes de z cambiando el signo de uno de ellos a fin de poder realizar la
eliminacion por suma-resta
5) bx+z=-4

“1) 15x+5z=-5

Esto nos da
30x +5z =-20
—15x-28z=5
Sumando ambas ecuaciones
30x — 15x =15x

52—-5z=0z
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-20+5=-15
Obtenemos la ecuacion
15x +0z=-15
15 que multiplica a x pasa dividiendo y obtenemos
x=-15/15
x=-1
Ahora sustituimos 1 en cualquiera de las dos ecuaciones anteriores para obtener el
valor de z.
Tomando la primera
6x+z =-4
6(-1)+z=-+4
—6+z=-+4

—6 pasa con signo contrario

Y finalmente sustituimos ambos valores en la ecuacion que se despejo6 al inicio del
ejercicio
—y=—-1-4x-3z
y=1+4x+3z
y=1+4(-1)+3(2)
y=1-4+6
y=3

La solucion del sistema es la tripleta ordenada (x, y, z) = (-1, 3, 2)



2.3.2 Meétodo de eliminacion Gaussiana de sistemas 2 X 2, 3 X 3 solucion unica
La eliminacion gaussiana, también llamado método de Gauss, basicamente
trabaja con simétricos y reciprocos para ir eliminando las incognitas mediante un
proceso sistematico sumamente facil.
Un sistema de la forma
a1 X + a3y + a3z = by
Ay1X + QY + ay3Z = b,
az1X + azyy + az3z = bs
Se lleva a la forma
X+ apy +a432= ¢4
Ox+ y+ayz=c
Ox+0y+2z= c3
De donde se obtiene el sistema
X+ apy +a432= ¢4
y+azz= ¢
Z= C3
El valor de z se sustituye en la segunda ecuacion para obtener el valor de y y
ambos valores se sustituyen en la primera ecuacion para obtener el valor de x.
Ejemplo 2.15
Resolver el siguiente sistema usando el método de Gauss.
4x —y+3z=-1
—2x+2y—-5z=-2

—x+4y-Tz=-1
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Solucion.
Primera transformacion del sistema.
Paso 1. Convertir el coeficiente a;; = 4 en 1

Usamos la propiedad de los numeros reales que dice que todo ntimero real, excepto 0,

C . , . 1
multiplicado por su reciproco da 1, es decir a;; —= 1.
11

Por lo tanto, el 4 que es el coeficiente de x en la primera ecuacion se multiplica por Y4 a fin
de que nos de 1. Como multiplicar toda la ecuacién por un nimero no altera a la ecuacion,
entonces multiplicamos la ecuacion 1 por Y4

dx—-y+3z=-1

*1/4
x=Yay+¥az=-"Y

Esta ecuacion, que es la primera transformacion de la ecuacion 1, es la que vamos a utilizar

para sumarla a las dos ecuaciones restantes y poder eliminar la incognita x de ellas.

Paso 2. Convertir a,; = =2 en0

Usamos la propiedad de los niimeros reales que dice que la suma de simétricos da 0, es

decir a,; + (—ay;) = a,; —a,; = 0.

El procedimiento es el siguiente: buscamos un numero se multiplique por la primera

transformacion de la ecuacion 1, x —YVay + Yoz =—Ya.

El resultado se sumaré a la ecuacion 2 a fin de eliminar la x. Entonces buscamos un niimero

que multiplicado por el 1 de la x y sumado a —2 nos de 0, asi que 2 es el nimero buscado
X=Yay+Yaz=="

*)
X 12y+32z=—172

—2x+2y—5z=-2
Ox+32y-72z=-5/2

3/2 y—17/2 z=—-15/2 es la primera transformacion de la ecuacion 2 y como se aprecia, la x
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ya no esta.
Paso 3. Convertiraz; = —1en0
El nimero buscado es el simétrico de —1 que es 1. Asi que la primera trasformacion de la
ecuacion 1 se multiplica por 1, lo cual la deja igual, y el resultado se suma con la tercera
ecuacion.

xX=Yay+Yaz=—"4

*1
x=Yay+¥az=-"Y

—x+t4y-Tz=-1
Ox +15/4 y—25/4 z=-5/4

15/4 y — 25/4 z=— 5/4 es la primera transformacion de la ecuacion 3.
El sistema ahora nos queda de la forma
x=Yay+Yaz=—"
32y-712z=-5/2
15/4 y—25/4z=-5/4
Abhora el proceso se repite pero iniciamos con la ecuacion 2 a fin de dejar la y con
coeficiente 1 y eliminar las y de las ecuaciones 1y 3.
Segunda transformacion del sistema.
Paso 4. Convertir el coeficiente a,,=3/2 en 1.
Multiplicamos la segunda ecuacion por el reciproco de 3/2 el cual es 2/3 ya que
3/2*%2/3=6/6=1
Entonces multiplicamos la segunda ecuacion por 2/3
32y—-1712z=-5/2

*2/3
y—73z=-5/3

y—"T7/3 z=-15/3 eslasegunda transformacion de la ecuacion 2. Esta ecuacion se sumara a



la primera y tercera ecuaciones a fin de eliminar la incognita y en ellas.

Paso 5. Convertir az, = 15/4 en 0.
El nimero buscado es el simétrico de 15/4 que es — 15/4
y=13z=-5/3

*_15/4
—15/4 y + 35/4 2 = 25/4

15/4y—25/4z=-5/4
Oy +5/2z=5

La ecuacion resultante es
52z=5
z=15(2/5)
z=10/5
z=2
Entonces el sistema queda
x=Yay+Yaz=—"
y+73z=-5/3
z=2
Sustituyendo z = -2 en la segunda ecuacion obtenemos
y+73z=-5/3

y+7/3(-2)=—5/3

y—14/3=-5/3
y=-5/3+14/3
y=9/3=3

Finalmente sustituimos y =3 y z =2 en la primera ecuacion

x=Yay+Yaz=—"
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x—1/4(3) +3/42)=-1/4
x-3/4+32=-1/4
x=-1/4+3/4-3/2
x=-4/4=-1
La solucioén del sistema es la tripleta ordenada (x, y, z) = (-1, 3, 2)
2.3.3 Aplicaciones a modelos economico-administrativos
Veamos algunos ejemplos de aplicacion en donde se utilizan sistemas de
ecuaciones lineales.
Ejemplo 2.14
La ecuacion de Costos totales para producir un numero x de unidades de
cierto producto estd dada por C (x) = 250x + 1500000 y la ecuaciéon de ingreso es
I(x) = 500x. Encontrar el punto de equilibrio usando sistema de ecuaciones de dos
incognitas.
Solucion.
El sistema esta dado por
y =250x + 1500000
y=1500x
Como las y tienen el mismo coeficiente, entonces multiplicamos una
ecuacion por —1
y =250x + 1500000
—1) y=500x
Y obtenemos
y =250x + 1500000

—y=-500x



Ordenando las incognitas en el lado izquierdo
¥ —250x = 1500000
-y +500x =0
Sumando las ecuaciones
y—y=0p
—250x + 500x = 250x
1500000 — 0 = 1500000
La ecuacion resultante es
250x + 0y = 1500000
Despejando x
250x = 1500000
x =15000000/250 = 6000 unidades
Al sustituir x = 6000 en ambas ecuaciones tenemos:
y = 250x + 1500000
y=250(6000) + 1500000
y = 1500000 + 1500000
¥ =3000000
y=1500x
y =500(6000)
¥ =13000000

Esto significa que producir 6000 unidades costaria $ 3°000,000.00 y vender esas

6000 unidades daria un ingreso de $ 3°000,000.00 por lo que el punto de equilibrio es

(6000, 30000000)

Ahora bien, comprobemos el sistema:
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3000000 = 250(6000) + 1500000
3000000 = 1500000 + 1500000
3000000 = 3000000
y=1500x
3000000 = 500(6000)
3000000 = 300000
Ejemplo 2.15
Un fabricante de productos quimicos debe surtir una orden de 600 litros de
una solucion de 4cido al 25%. Tiene disponibles soluciones al 35% y al 15%
(Cuantos litros de cada una debe mezclar para surtir el pedido?
Solucion.
Sean x y y, respectivamente, el nimero de litros de las soluciones al 30% y al 15% que
deben mezclarse, entonces
x +y=1500 litros de solucion
Una solucioén al 25% de acido contiene 25% de acido puro y 75% de agua
destilada. Si estamos hablando de litros, entonces cada litro tiene 250 ml = 0.25 1 de
acido por lo que la segunda ecuaciéon queda
0.3x + 0.15y = 0.25 (500)
0.3x + 0.15y = 125 litros de acido puro
El sistema queda
x+y=500
0.3x+0.15y =125
Utilizando el método de suma resta, multiplicamos cruzados los coeficientes

de x notando que ambos son del mismo signo por lo que en una ecuacion usaremos
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el simétrico:
-0.3) x+y=500

1) 0.3x+0.15p =125

Por lo que el sistema queda
—0.3x - 0.3y =-150
0.3x+0.15y =125
Sumando ambas ecuaciones
—0.3x +0.3x =0x
—0.3y+0.15y =-0.15y
—150+125=-25

La ecuacion resultante estd dada por

Ox—0.15y=-25
Despejando y
—0.15y=-25
y =-25/-0.15

y=166.67 litros de solucion al 15%
Sustituyendo y = 166.67 en la primera ecuacién obtenemos
x+166.67 =500
x=500-166.67
x =333.33 litros de solucion al 30%
La comprobacion se deja de ejercicio.
Ejemplo 2.17

Un productor de café se interesa en la mezcla de tres tipos distintos de granos de
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café para obtener una mezcla final. Los tres granos tienen un costo de $ 24.00, §$
32.00 y $ 28.00 la libra, respectivamente. Uno de los objetivos que producir 40,000
libras de la mezcla y para ello cuenta con un presupuesto de $ 1°152,000.00. La
unica restriccion es que la cantidad usada del grano 2 debe ser el doble de la del
grano 1 a fin de evitar un sabor amargo.

Determinar si existe una combinacion de los tres tipos de grano que
produzca una mezcla final de 40,000 libras, que cueste $ 17152,000.00 y que
satisfaga la restriccion en los granos 1y 2.

Solucion.

Se definen las incégnitas que son
x = libras del granol
y = libras del grano 2
z = libras del grano 3

Entonces podemos establecer las ecuaciones por cada una de las condiciones
impuestas

El total de libras es de 40000

x+y+z=40000
Los costos por las libras de cada grano
24x + 32y +28z=1152000

Las libras del grano 2 deben ser el doble de las del grano 1

y=2x

Por lo que ya tenemos nuestro sistema de tres ecuaciones con tres incognitas

x+y+z=40000

24x + 32y + 28z = 1152000
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y=2x
En este ejemplo, ya tenemos una incognita despejada asi que solamente sustituimos
el valor de y en las dos primeras ecuaciones, obteniendo
x+2x +z=40000
24x + 32(2x) + 28z = 1152000
Simplificando
3x +z=40000
24x + 64x + 28 z= 1152000
Nos lleva al sistema
3x +z=40000
88x + 28z =1152000
Vamos a eliminar z porque es la mas facil
-28)  3x+2z=40000
1) 88x+28z=1152000
Nos da
—84x — 28z =—-1120000
88x + 28z =1152000
Sumando ambas ecuaciones
—84x + 88x = 4x
—28z+28z=0z
—1120000 + 1152000 = 368000
Y obtenemos la ecuacion
4x + 0z =32000

Que nos lleva a



x =32000/4
x = 8000 libras
Sustituyendo en 3x + z = 40000 obtenemos
3(8000) + z=40000
24000 + z =40000
z=40000 — 24000
z=16000
Finalmente sustituyendo en la ecuacion despejada y = 2x
¥ =2(8000)
y=16000
La solucion contempla 8000 libras del grano 1, 16000 libras del grano 2 y
16000 libras del grano 3. La suma nos da 40000 libras de mezcla.
Ahora bien, los costos son
24(8000) + 32(16000) + 28(16000) = 192000 + 512000 + 44800
= 1152000
Y finalmente y = 16000 libras de granos es el doble de x = 8000 libras de

grano 1.
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Actividades de aprendizaje

a)

b)

Consultar previo a clase los conceptos de funciones lineales, ingreso, costo, utilidad,
depreciacion y punto de equilibrio, elaborar un reporte.

Formular funciones en donde estén implicitos los ingresos, costos, la utilidad y la
depreciacion.

Crear y resolver modelos de punto de equilibrio, partiendo de la actividad anterior.
Graficar el punto de equilibrio.

Resolver sistemas de ecuaciones, utilizando los métodos de suma y resta,

eliminacion y Gauss Jordan, aplicar el modelo en casos practicos del area.
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Tema 3 Algebra matricial

Competencias
Especificas:

Aplica la notacion de una matriz para la representacion matricial de datos, sus
operaciones matematicas y soluciona problemas de sistemas de ecuaciones aplicando para

resolver casos del area econOmica administrativa.
Genéricas:

Solucién de problemas.

Toma de decisiones.

Trabajo en equipo.

Habilidades interpersonales.
3.1 Introduccion a las matrices

De acuerdo con Budnick (2007) una matriz es un arreglo rectangular de elementos.
En nuestro caso, esos elementos seran numeros reales y la ubicacioén de cada elemento
estara dada por el nimero de fila y de columna que ocupe.
Ejemplo 3.1

Supongamos las calificaciones de cinco alumnos en un semestre. Es posible mostrar
la informacion anterior en forma de lista o en forma matricial:

Prueba
1 2 3 4 5
75 80 78 92 88
91 95 99 89 90
77 78 85 82 76
59 65 75 78 80

55 90 98 95 80

Estudiante

DN D W N =
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Esta matriz contiene el total de las calificaciones dispuestas en cinco filas y cinco
columnas, en donde cada fila corresponde al nombre de cada uno de los estudiantes y cada
columna corresponde a la calificacion obtenida en cada una de las cinco pruebas.

La forma generalizada de una matriz A es:

ail aiz ... amn
al a2 ... am
A= a3l a2 ... anm
aml  am2 ... amn

representada por m filas y n columnas. EL tamafio de una matriz se define en base al
numero de filas y columnas, por lo que decimos que A una matriz de tamafio m X n. La
matriz del ejercicio 3.1 es una matriz de tamano 5X 5.
Los subindices indican la ubicacion de cada elemento, entonces ajj denota al
elemento que esta en la fila i, columna ;.
Ejemplo 3.2
Veamos la matriz mostrada en el ejemplo 3.1
Prueba
1 2 3 4 5
75 80 78 92 88
91 95 99 &9 90
77 78 85 82 76

59 65 75 78 80
55 90 98 95 80

Estudiante

DN AW N =

El elemento a4 es el nimero de la primera fila y la cuarta columna. Entonces a4 = 92.

El elemento as3 es el nimero de la cuarta fila y la tercera columna. Entonces a43 = 75.

El elemento as; es el nimero de la quinta fila y la primera columna. Entonces as; = 55
Los nombres de las matrices se definen con letras maytsculas y los elementos con

letras minusculas con subindices.



82

El tamafio u orden de la matriz se indican por el numero de filas y de
columnas que la conforman m X n.
Ejemplo 3.3

Determinar el tamafio de las siguientes matrices y decir de qué tamano son.

1 0 -4
1 A=[8, 2,5 —6] 2 B= [—8 10 5]
3 2 3 4 5 —4
D =
C= 1 7 2 2]
4 —4
5 3
Solucion.
1 A es de tamano 1 x 4 2 B es de tamaifio 2 x 3
3 C es de tamafio 4 x 2 4 D es de tamano 2 x 2

3.2 Tipos especiales de matrices

De acuerdo con el tamafio o a los datos que contenga la matriz, puede
denominarse de una forma especial.

Vectores.

Un vector es una matriz con una sola fila o columna. Por ejemplo, una lista
de personas puede considerarse un vector columna o la lista de calificaciones de un
estudiante puede considerarse un vector fila.

Un vector fila es una matriz que solo tiene una fila. Su tamafio es 1 X n y su
forma general est4 dada por:

A= (a11,a41, -, A1p)
Un vector columna es una matriz con una sola columna. Su tamafio es mX 1

y su forma general es:
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Matriz cuadrada.
Es aquélla que tiene el mismo numero de filas de que columnas. Su tamatfio se

define como nX n o simplemente matriz cuadrada de orden #.

Ejemplo 3.4
A= :; i es una matriz cuadrada de orden 2 0 2 X 2
[ 8 0 -1
B= _35 2 5 es una matriz cuadrada de orden3 03 X 3
- -6 8
[ 4

Matriz transpuesta.

Es aquélla en donde las filas se convierten en columnas.

Ejemplo 3.5
8 0 -1
SiA= _35 2 V5 entonces la transpuesta de A, denotada AT, es la matriz
- —6 8
4
8§ -5 -
AT= 0 2 —g|endondelafilal seconvirti6 en la columna 1, la fila 2 se convirtio en

1 V5 8

la columna 2 y la fila 3 se convirtié en la columna 3.

Si a;; es un elemento de la matriz A, entonces al transponer la matriz los elementos
cambian a aj;.

Matriz identidad o matriz unitaria.

Aquellos elementos cuyo nimero de renglon es igual al nimero de columna, es

decir i = j, se les llama diagonal principal. Son los elementos que ocupan las posiciones
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aq11, Az, A33, ... App.

Cuando una matriz tiene que los elementos de la diagonal principal son
todos iguales a 1 y los demés elementos son iguales a 0, tenemos la matriz
identidad.

Ejemplo 3.6

A= [(1) (1)] es una matriz identidad de orden 2 02 X 2

1 0 O
B=10 1 O] es una matriz cuadrada de orden3 03 X 3
0 0 1

3.3 Operaciones con matrices

Dado que las matrices son estructuras matematicas, es posible realizar cierto
tipo de operaciones con ellas bajo ciertas restricciones. En este apartado
estudiaremos la suma, resta, la multiplicacion de una matriz por un escalar, el
producto punto entre vectores y la multiplicacion de matrices.

Suma de matrices.

Dos matrices se pueden sumar si y s6lo si son del mismo tamafio. Esto es
porque se suman los elementos correspondientes, es decir, los que ocupan las
mismas posiciones en cada una de las matrices. Por ejemplo, ai1 con bi1, ai2 con by,
y asi sucesivamente.

Ejemplo 3.7
. 4 3 _[1 4 . .
Sean las matrices A = [2 1] yB —[5 gl entonces la suma esta definida
porque ambas matrices son de tamafio 2 x 2.

A+B=[4+1 3+4]=[§ (7)

2+5 1+8

Como puede observarse, ningun elemento queda libre, todos los elementos
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de ambas matrices tienen su respectiva pareja.

Ejemplo 3.8
2 9 3 5
Sean A = [ 1 6] yB=[0 1], entonces la suma no puede realizarse dado que A es
2 8

una matriz 2 x 2 y B es una matriz 2 x 3.

Si hiciéramos el intento de sumarlas tendriamos

24+3 945
A+B=]1+0 6+1
2 8

Observemos que los elementos b3 y b3z no tienen con quien sumar dado que los

elementos correspondientes as; y a2 no estan presentes en la matriz A.

Ejemplo 3.9
5 -3 8 2 6 3
SeanA=|—-1 3 0|y B=]7 —8 —4|, entonces la suma estd definida
4 2 -4 -2 9 1

porque ambas matrices son de tamafio 3 x 3.

542 -3+6 8+3

A+B=|-1+7 3-8 0—4
4-2 2+9 —4+1

7 3 11

=6 -5 —4

2 11 -3

Producto de una matriz por un escalar.

Un escalar es una forma de llamar a todo niimero real que multiplica a un vector a
una matriz. El producto de un escalar por una matriz se realiza multiplicando el escalar por
cada uno de los elementos de la matriz. Un escalar se suele representar con una letra griega

minuscula como a o B.
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Ejemplo 3.10
_ _[2 9 . .
Seana=3yA= [ 1 6]’ entonces el producto se realiza de la siguiente

forma:

3(2) 3(9)
“A=3ﬁ 2]2[3(1) 3(6)]=[g ié]

Ejemplo 3.11

Seana=—4yA= [_23 _5 4], entonces el producto se realiza de la siguiente forma:

- ~4(-3)  —4(5) -
“A=_4[ 23 —54]=[—4(2) —4(—4) =[£ 1260

Ejemplo 3.12
_ _[4 -2 . .
Seana=—1yA= [_ 5 q ], entonces el producto se realiza de la siguiente

forma:

- -4) —-(=2)_r1-
“Az‘l[fs 12]=[—(—5) —(1)]=[54 —21]

A la matriz resultante [_54 _21] se le llama inverso aditivo de A =

[_45 _12] porque al sumarse dan una matriz nula, llamada asi porque todos sus

elementos son iguales a 0 y se le denota — A.
-4 2 4 =2 —4+4 2-2 0 0
+(—A)= + = =
arem=I5 A5 TS S o
Con esto ya podemos definir la resta de matrices.
Resta de matrices.
Si a una matriz A le queremos restar una matriz B, lo que hacemos en

realidad es sumarle a la matriz A el inverso aditivo de B, que es — B.
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A-B=A+(-B)

Ejemplo 3.13

5 -3 8 2 6 3
SeanA=|—-1 3 0|y B=]7 —8 —4|, entonces laresta esta definida
4 2 -4 -2 9 1

porque ambas matrices son de tamafio 3 x 3.

Primero encontramos a — B:

-B=- - (=8 —(=4

-=2) - -

— _6 —
=—7 8 4
2 -9 -1

FI ra

5-2 -3-6 8-3
-1-7 3+8 0+4
4+2 2—9 —4-1

3 -9 5
=[-8 11 4

6 -7 =5

-2 -6 -3
—8 —4

Entonces

A-B=A+(-B)=

Producto punto.

Es un producto definido especialmente para vectores. Al igual que la suma de
matrices, en donde se suman los elementos correspondientes, el producto punto entre
vectores se realiza mediante la suma de los productos de los elementos correspondientes de

cada vector, por lo que no puede quedar un elemento sin multiplicar.
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Ejemplo 3.14

2
10], entonces el producto punto esta dado por:
-5

SeanA=[5 8 3]yB=

A*B=(5)(2)+(8)(10) + 3)(-5)=10+80-15
A*B =175
El producto punto da como resultado un nimero real.
Este producto se puede realizar porque A tiene 3 columnas y B tiene 3 filas,
entonces ningiin elemento se queda sin multiplicar.

Ejemplo 3.15

3
6
4

SeanA=[—1 9]y B =|6]|, entonces el producto punto no puede realizarse porque A

tienen dos columnas y B tiene 3 filas.
A*B=(-1D3)+O)6) + ()(4)
El producto punto no esta definido.

Producto de matrices.

El producto de matrices, AB, da como resultado una matriz cuyos elementos
se obtienen al realizar todos los productos punto entre cada una de las filas de Ay
cada una de las columnas de B. Cabe observar que cada fila de la matriz A o cada
columna de la matriz B se puede ver como un vector fila o vector columna,
respectivamente.

Ejemplo 3.16

2 3L -3 6 -4
Encontrar el producto AB,siA=| 2 1 yB—[ 1 o —1)
-4 =2
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Solucion.

A es una matriz 3x2, es decir tiene 3 filas y 2 columnas mientras que B es una
matriz 2x3 con 2 filas y 3 columnas. Los productos punto se realizaran entre las filas de Ay
las columnas de B, sin embargo, para determinar si la operacion se puede efectuar
comparamos las columnas de A con las filas de B a fin de que sean iguales. La
multiplicacion se puede realizar porque el nimero de columnas de A (2) es igual al nimero
de filas de B (2).

Llamaremos c;j al producto punto de la fila i/ de la matriz A y la columna j de la
matriz B.

Primera fila de A por primera columna de B

_3 _ _ _
en-[5 31| =3 +EH=-15+3=-12
Primera fila de A por segunda columna de B

6] _ _ _
ci2-[5 3]-[0] = (5)(6) + (3)(0) = 30 + 0 = 30
Primera fila de A por tercera columna de B

—41 _ _
ci3-[5 3]-[_1] —(5)4)+3)=1)=-20-3=-23
Segunda fila de A por primera columna de B

_3 _ _ _
-2 17 =@E)+ MW =-6+1=-5
Segunda fila de A por segunda columna de B

6] _ _ _
-2 1]-[0] = (2)(6) + ()(0)=12+0=12
Segunda fila de A por tercera columna de B

en-[2 1[Zf]= @9+ D=-8-1--9



Tercera fila de A por primera columna de B

-3

i-[-4 —2] )

] =-4E=3)+(=2)(1H=12-2=10
Tercera fila de A por segunda columna de B

6] _ _ _
cn-[-4 =21 =4O + 2)(0)=-24+0=-24
Tercera fila de A por tercera columna de B

—41 B _
o3 -[—4 —2]-[_1] A F (2 =16+2=18

Colocando los resultados anteriores en sus respectivas posiciones obtenemos

la matriz producto AB:

AB = -5 12 -9

10 -24 18

C21 €2 Cp3
C31 C32 C33

Ci1 C12 C13] [—12 30 —23]

Ejemplo 3.17

-4 5
6 -1

2 -3
3 —1f.

]YBZS 8

Encontrar el producto AB, si A = [_12

Solucion.

A es una matriz 2x3, es decir tiene 2 filas y 3 columnas mientras que B es
una matriz 3x2 con 3 filas y 2 columnas. La multiplicacion se puede realizar porque
el nimero de columnas de A (3) es igual al nimero de filas de B (3).

Primera fila de A por primera columna de B
2

cu=[1 =4 5]3|=(DQ)+=HB)+B)(5)=2-12+25=15
5

Primera fila de A por segunda columna de B

3
c-[1 —4 5]-[—1]=(1)(3)+(—4)(—1)+(5)(8)=3+4+40=47
8

90
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Segunda fila de A por primera columna de B
2
=2 6 —1]*|3[F)2)+6®)B3)+(-1)(5)=4+18-5=17
5
Segunda fila de A por segunda columna de B
3
cn-[2 6 —1]°[—1] =2)3)+O)H+=DH®B)=6-6-8=-8
8

Colocando los resultados anteriores en sus respectivas posiciones obtenemos la

matriz producto AB:

C11 C12]_ 15 47]

AB:[(321 c2l 117 -8

Ejemplo 3.18

2 -3
3 —1f.

Encontrar el producto AB, si A = [é ;}] yB=
5 8

Solucion.

A es una matriz 2x2, es decir tiene 2 filas y 2 columnas mientras que B es una
matriz 3x2 con 3 filas y 2 columnas. La multiplicacion no se puede realizar porque el
numero de columnas de A (2) no es igual al nimero de filas de B (3).

Si quisiéramos multiplicar la primera fila de A por la primera columna de B
tendriamos (1)(2) + (4)(3) + ( )(5)

Por lo que la multiplicacion no estd definida, es decir, no estd contemplada en la
definicidon de multiplicacion de matrices y por ende no se puede realizar.

3.4 Introduccion a los determinantes. Solucion de un determinante 2x2, 3x3 por
método de columnas aumentadas y cofactores

El concepto de determinante es fundamental en el algebra matricial. Segiin Budnick

(2007) si una matriz A es cuadrada, los elementos de dicha matriz se pueden combinar para
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calcular u n tnico nimero real asociado a dicha matriz llamado determinante. El
nombre lo recibe porque dicho nimero determina si una matriz cuadrada tiene
inversa o no. El determinante de A se denota det A o |A|.
Solucion de un determinante 2x2.
Si A es una matriz 2x2 entonces el determinante se calcula mediante la
diferencia de productos diagonales cruzados:
=+ _

dq7 4

C e d11 a1 a
SiA= =
ay; a

12] entonces |A| = | 12| = aq7 Ay — aqpa
L ay; Ay a 11 dz2 —azpdy

Ejemplo 3.18
Encontrar el determinante de A = [; g], B= [_01 _23] yC= [_82 —iO]'

Solucion.

|Al = g 2|=(3)(6)—(5)(2)=18—10=8

Bl=|3" S =eD@-cH0=-2+0=-2
Ic| = _82 _i0|=(—2)(4)—(—10)(8)=—8+80=72

Solucién de un determinante 3x3 por método de columnas aumentadas

Aunque hay varias formas de encontrar el determinante de una matriz 3x3, existe un
método de productos diagonales llamado método de columnas aumentadas.

di1 12 a13

dz1  dz2 323] entonces copiamos las dos primeras columnas al final de la tercera
dzp d3zz 433

SiA=

y realizamos productos diagonales de la siguiente forma:
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+ o+ + - - -
di17  d1z  djg3 11 12

Al = [a21 a2z Az3| = aAz1 az;
dzqp dzz dss 1 2

=ajjazpazz t ajpdzzasy +ajzaz sy — ag3dzpazg — apdzzadzy — A12d13a33
Como puede apreciarse, los productos diagonales de izquierda a derecha se les
antepone el signo (+) mientras que a los productos diagonales invertidos, de derecha a
izquierda se les antepone el signo ().

Ejemplo 3.19

-1 3 2
Encontrar el determinante deA=|—4 4 7 ]
1 3 -5

Solucidn.

Copiamos las dos primeras columnas al final y realizamos los productos diagonales.

+ o+ o+ - - -
-1 3 2 -1 3 2 -1 3
Al=|-4 4 7|=-4 4 7 -4 4=
1 3 -5 1 3 -5 1 3

= DAE 5 + BN + Q) (- H3) - QAN - CNB) - B)- 4 5)
=20+21-24-8+21-60
=62-92=-30

Cofactores.

Es posible ahorrar esfuerzo al calcular del determinante de una matriz 3x3 a través
del método de cofactores. En este método, primero se encuentran las matrices menores ij,
Mj;, llamadas asi porque la fila i y la columna j de A se eliminan generando una matriz con
una fila y una columna menos que las que contiene A.

A la matriz M;j; se le calcula el determinante. Si la suma i + j es par, el determinante del
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menor M;j conserva su signo, sin embargo, si la suma i +j es impar, entonces el
determinante de Mj; cambia su signo.
El cofactor se define como
A= (=)™ | M|
El determinante de A se define como
|Al = a;;A11 + 232412 + -+ apAgy
Donde a;j es elemento de la primera fila de A'y Aqj es el cofactor asociado a la primera fila.

Ejemplo 3.20

-1 3 2
Encontrar el determinante deA=|—4 4 7 ]
1 3 =5
Solucion.
Los elementos de la primera filade Asona;; = —1,a;, = 3ya;3 = 2.

Vamos a encontrar los cofactores asociados A;1, A1z ¥ Aq3.
Para encontrar A;4, necesitamos My,

M, es la matriz que resulta de eliminar la primera fila y columna de A

M1, = [;} _;]

Entonces, el cofactor seria

4 7
A= DM Myl == D2, ] = @5 - (D)
—-20-21= —41
Para encontrar A,,, necesitamos M;,

M;, es la matriz que resulta de eliminar la primera fila y la segunda columna de A

Miz = [_14 —75]
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Entonces, el cofactor seria

Ay = (DMl = DT = —UEHED) - ()

= —-1(20-7) = —-1(13)
= —13

Para encontrar A, 3, necesitamos M;;

M;3 es la matriz que resulta de eliminar la primera fila y la segunda columna de A

Miz = [_14 g]

Entonces, el cofactor seria

Ay = (DMl = DT 3= 1EHG) - @)
= —-12-4
= —16
Finalmente
|A| = a;1Aq1 + a12A12 + 213413 = —1(41) + 3(—13) + 2(—16)
=-41-39-16
=-96
3.5 Propiedades de los determinantes
Las principales propiedades de los determinantes son:
1. El determinante de una matriz y el de su transpuesta son iguales
2. Si la matriz tiene una fila o una columna en la que todos sus elementos son cero,

entonces |A|=0

3. Si la matriz tiene dos filas o dos columnas iguales, entonces su determinante

también es cero |A|=0



4. Siintercambiamos el orden de dos filas, el determinante cambia de signo.
Ejemplo 3.21

Como ya vimos en el ejemplo 3.19

2
7
-5

~1
Al = |4 = 30

w s w

Entonces la transpuesta de A, que se obtiene al colocar las filas como columnas,

-1 -4 1
AT = [ 3 4 3 ] tiene el mismo determinante. Se deja como actividad.
2 7 =5

Si intercambiamos una fila por otra o una columna por otra, el determinante

cambia de signo, esto es si

2
7
-5

~1
Al = |—4 =30

w b w

entonces, si intercambiamos la primera fila con la segunda

-4 4 7
|Al=[-1 3 2|[=30
1 3 =5
La verificacion se_deja como actividad de clase.
Ejemplo 3.22
Verificar que
-1 3 2
Al =10 0 0]|=0
1 3 -5
-1 3 0
IBl= (-4 4 0|=0
1 3 0

96
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Ejemplo 3.23

Verificar que

4 6 7

Al=[4 6 7]|=0
1 3 -5
3 3 0

IBl=14 4 o0|=0
3 3 0

3.6 Solucion a la inversa de una matriz
En los nimeros reales si un nimero a multiplicado por un nimero » nos da como
resultado 1, entonces se dice que a y b son inversos multiplicativos.

Sea a un numero real, entonces su inverso multiplicativo es 1/a dado que:
1 , . .
a-= 1 para todo ntimero real a distinto de 0.

Se deduce que 0 no tiene inverso multiplicativo ni es inverso multiplicativo de otro
numero real. En el caso del algebra matricial, si una matriz cuadrada B que multiplica a una
matriz cuadrada A, del mismo tamafo, nos da como resultado una matriz unitaria, decimos
que B es la inversa de A y se denota A™!.

Ejemplo 3.22

3 1
/10 /10

Mostrar B =
-2 /5 1 /5

3

] es la inversa de A = LZL _1]

Solucion.
Hagamos la multiplicacion AB realizando el producto punto entre cada fila de Ay
cada columna de B.

3/10 1/10]

—2/5 1/5
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R B S

4 3 Cor sz] debeseriguala[O 1]

Primera fila de A por primera columna de B

[/10

cu-[2 -—1] ] (2)(3/10)+(_1)(_2/5):3/5 +2/5:5/5:1

Primera fila de A por segunda columna de B

-2 —1]- [1/ ]—(z)(1/10)+(—1)( /=25 -%[s=0
5

Segunda fila de A por primera columna de B

[/10

cu-[4 3] ] #(3/19) + BN 2/5)=56/c -6/c=0

Segunda fila de A por segunda columna de B

_1/10

| /s

cn-[4 3] =@+ 0 Ye) =2/s +3/c=5/c =1

AB = [(1) (1) que es la matriz unitaria, o matriz identidad, de orden 2

Utilizando el calculo de determinantes, vamos a encontrar la inversa de una
matriz cuadrada a través del método de la matriz adjunta, el cual involucra a los
cofactores en una matriz llamada matriz adjunta.

La adjunta de A, adj A, es la matriz transpuesta de cofactores de A.

La inversa de una matriz se defina como el producto del reciproco del determinante

multiplicado por la matriz adjunta:

Al = 1 dj A
detAa1 )

Lo que tenemos que encontrar primero son todos los cofactores asociados a
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la matriz A, escribir a matriz de cofactores y luego la adjunta se obtiene al transponer las
filas de la matriz de cofactores escribiéndolas como columnas.

Ejemplo 3.23

Encontrar la inversa de A = [ 1 g]

Solucion
Buscamos los cofactores de A:

Recordemos que Ajj = (—1)*| M|
La matriz menor M1 se obtiene eliminando la fila 1 y la columna 1 de A
An= (=DM My | = (=15 = 1(5) =5
La matriz menor M1, se obtiene eliminando la fila 1 y la columna 2 de A
A= (=DM ] = (12 =~ 12) =
La matriz menor M»; se obtiene eliminando la fila 2 y la columna 1 de A

21 = (12 My | = (—1)*4] =~ 1(4) =~ 4
La matriz menor M»; se obtiene eliminando la fila 2 y la columna 2 de A
A = (—1)2*2|Mgp| = (—1)*|2] = 1(-1) =~ 1

Alz] [5 —2

La matriz de cofactores es [
A21 A22

Aq1q A21] _ [ 5 —4

La matriz adjunta de A es adj A = [ =
! ! A, Ay — -1

] la cual se obtiene al escribir las

filas en columnas.
El determinante de A, calculado mediante la diferencia de productos cruzados, es:
Al =(-1(6B)-#)(@2)= -5-8= -13

Si la inversa de A es:

Al=—t adia
detA
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Entonces
A_lzLI:S —4 _ /13 /13
—-131-2 -1 2/13 1/13
Comprobacion.
/13 /13]
2 1
/13 /13
-1 4 _ C11  C1i2 ' 1 0
2 5] - [c21 sz] debe ser igual a [0 1]

Primera fila de A por la primera columna de la inversa de A

¢ = D(7%/13)+ @)(¥13)="/13+8/13=1/13=1

Primer fila de A por la segunda columna de la inversa de A

c12= (- (419 +@)( Y19 =74 13+%/13=0

Segunda fila de A por la primera columna de la inversa de A

Ca1 = (2 T2/13) + 5)(%/13) = "10/15+ 10/, 2 =0

Segunda fila de A por la segunda columna de la inversa de A

C22 = (2)( 4/13) +(5)( 1/13) = 8/13 + 5/13 = 13/13 =1

Ejemplo 3.24

2 -1 3
Encontrar la inversade A=|-5 —-10 11].
14 =2 3

Solucion.

Buscamos los cofactores de A:
Recordemos que Ajj = (—1)*| M|

La matriz menor Mj; se obtiene eliminando la fila 1 y la columna 1 de A
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A= (DM = 02T =106 106) - (-2 =-30+22= -8
La matriz menor M1, se obtiene eliminando la fila 1 y la columna 2 de A

A= (D™ My ] = (D2 | L= 1EHB) - D] =- (- 15- 154 =—

| 4
1

La matriz menor M3 se obtiene eliminando la fila 1 y la columna 3 de A

Az = (_1)1+3|M13| = (_1)4

__120| = 1[(- 5)(-2) - (- 10)(14)] = 10 + 140 = 150

|—5
14
La matriz menor My se obtiene eliminando la fila 2 y la columna 1 de A

-1 3
A = (=1)** My | = (—1)° |_2 3| = HEDR) -G =-(=3+6)=-(3)=-3
La matriz menor My, se obtiene eliminando la fila 2 y la columna 2 de A
An=(-DP2IMy = (-D*| 3| = 11@IB) - ()14 =6-42=-36
La matriz menor M»3 se obtiene eliminando la fila 2 y la columna 3 de A

2 -1
An= (=D Mys| = (0P|, o= 12 - DAaH = (4 + 14 =-(10)

=-10

La matriz menor M3; se obtiene eliminando la fila 3 y la columna 1 de A

Asr = (=D Mg = (CDF| 2L 2 ] =11e Dan - G) 101= - 11+30=19

La matriz menor M3; se obtiene eliminando la fila 3 y la columna 2 de A

A= (DM = (D7 % S| =- @D - () 9 =- @2+ 15) =~ (37) = -

37

La matriz menor M33 se obtiene eliminando la fila 3 y la columna 3 de A

An = (—1* Myl = (D¢ | 2 T =116 10) - - 5] =-20 -5 =25



A1 Az Agg -8 169 150
La matriz de cofactores es [Ay; Ay Ay =|-3 =36 —10]
As; Az, Asg 19 -37 =25
A1 Ay Ay -8 =3 19
La matriz adjunta de Aesadj A= |A1; Az Azp| = [169 —36 —37] la cual se
Az Az Agg 150 —-10 =25

obtiene al escribir las filas en columnas.
El determinante de A, calculado mediante el método de menores y cofactores, es:
|Al = a;1;A11 + 1241, + 33413 = (2)(—8) + (=1)(169) + (3)(150)
=—16 — 169 + 450 = 450 — 175 = 265

Si la inversa de A es:

1
Al = adj A

detA
Entonces
1 -8 =3 19
Al = 265 169 —-36 -—-37
150 —-10 -25

8 _3 19
[ =%/265 /265 /265 |
_ 169 ~36 _37
= **"/265 /265 /265
30/s5 253 TO/s3

La comprobacion se deja como ejercicio.

_g _3 19

[ ™%/265 /265 /265 |

169/ —36/ —37/
265 265 265

30 2 s
/53 /53 /53
2 -1 3 10 0
[—5 ~10 11]= [o 1 0]
14 -2 3 0 0 1

3.7 Aplicaciones a modelos de insumo producto

Un ganador del Premio Nobel, Wassily Leontief, es mas conocido por su

102
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modelo de insumos—produccion de una economia. Una suposicion del modelo es que se
consumira cualquier cosa que se produzca. Segiin Budnick (2007) la demanda de la
produccion de una industria puede venir de dos fuentes: 1) demanda de industrias
diferentes y 2) demanda de fuentes distintas a las industriales. Para ilustrar esto, considere
el sector de energia. Las compaiiias de electricidad generan energia que: 1) es necesaria
para operar sus propias plantas; 2) es necesaria para abastecer a otras industrias sus
necesidades eléctricas, y 3) es necesaria para otros consumidores, como nosotros.

Los dos primeros de éstos son ejemplos de demanda interindustrial y la Gltima es
demanda no industrial. Normalmente, el objetivo del analisis insumos—produccion es
determinar cuanto se debe producir para que ambos tipos de demanda se satisfagan con
exactitud. Es decir ;cuanto se debe producir para equilibrar la oferta y la demanda? .

Acorde a Budnick (2007) la demanda interindustrial se resume con frecuencia como
una matriz de insumos—produccion o tecnoldgica.

Ejemplo 3.25

Basado en Budnick (2007) supongamos la siguiente matriz A de tamafio 3x3:

Usuario
1 2 3
1 03 03 02
Proveedor 2 0.1 02 03| = A
3 02 01 04

Vamos a asumir que la produccion (salida) de una industria se mide en ddlares.
Si ajj representa la cantidad de produccion de la industria i requerida para producir un délar
de salia de la industria j. Esta matriz representa una situacion de tres industrias.
El elemento a;; = 0.3 sugiere que por cada dolar de produccion de la industria 1, 30 % de

este valor es aportado por la industria 1.
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El elemento a;, = 0.3 sugiere que por cada dolar de produccion de la industria 2, 30 % de
este valor es aportado por la industria 1.
El elemento a;3 = 0.2 sugiere que por cada dolar de produccion de la industria 3, 20 % de
este valor es aportado por la industria 1.
El elemento a,; = 0.1 sugiere que por cada dolar de produccion de la industria 1, 10 % de
este valor es aportado por la industria 2.
El elemento az; = 0.2 sugiere que por cada dolar de produccion de la industria 1, 20 % de
este valor es aportado por la industria 3. Y asi sucesivamente.

Supongamos ahora que x; es igual a la produccion de la industria j (en
ddlares) y que d; es la demanda no industrial (en dolares) para la produccion de la
industria j. Entonces, se pueden formular un sistema de ecuaciones que al resolverse
determinarian los niveles de produccion x; en que la oferta total y la demanda
estarian en equilibrio.

Las ecuaciones se este sistema seria de la forma:

Produccion de la industria = demanda interindustrial + demanda no industrial

X1 = QX1 + 12X + aq3x3 +  dq

xZ = alel + azzxz + a23X3 + dz

Para nuestro ejemplo, tendriamos que:
x; =03x; +0.3x, +0.2x3 + d4
x, = 0.1x; +0.2x, + 0.3x3 + d,
x3 = 0.2x; +0.1x, + 0.4x3 + dj

Que es la forma resultante del sistema matricial
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X=AX+D
X1
Donde X es el vector de produccion, X = [X2|. A es la matriz de insumos—produccion o
X3
03 0.3 0.2 dy
tecnologica, A=10.1 0.2 0.3|y D es el vector de demanda no industrial, D = |d, |.
0.2 01 04 d;
X11 03 03 0.2][*1] [d1
X2l =101 0.2 0.3]||%2|+|d;
X3 0.2 0.1 0.41Lx3 ds

Al multiplicar la matriz A por el vector X y sumarle el vector D es que obtenemos el
sistema de ecuaciones propuesto lineas arriba:
x; =03x; +0.3x, +0.2x3 + d4
x, = 0.1x; +0.2x, + 0.3x3 + d,
x3 = 0.2x; +0.1x, + 0.4x3 + dj
A fin de resolver el sistema, lo rescribimos de la siguiente forma:
—0.3x; —0.3x, + 0.2x3 +x; = d;
—0.1x; — 0.2x, — 0.3x3 + x, = d,
—0.2x; — 0.1x, — 0.4x3 + x5 = d;
Y simplificamos por suma resta de términos semejantes:
—0.3x; + x4 — 0.3x, + 0.2x3 = d;
—0.1x; — 0.2x, + x, — 0.3x3 = d,
—0.2x; — 0.1x, — 0.4x3 + x5 = d;
Obteniendo:
0.7x; — 0.3x, + 0.2x3 = d;

_0.1x1 + 0.8x2 - 0.3x3 = dz



_O.le - 0.1x2 + 0.6x3 = d3

El cual se puede resolver de la forma preferida.

El resultado del sistema es:

X1 177 550 000
X2| = (127 370 000
X3

180 410 000

106

La industria 1 deberia producir $ 177°530,000.00 de salida; la industria 2, $127°370,000.00

y la industria 3, $ 180°410,000.00.

Si calculamos los porcentajes respectivos tendriamos:

ay; = 0.3(177 550 000) =
a;, = 0.3(127 370 000) =
a;; = 0.2(180 410 000) =
a,; = 0.3(177 550 000) =
ay, = 0.3(127 370 000) =
ay; = 0.3(180 410 000) =
az; = 0.3(177 550 000) =
az, = 0.3(127 370 000) =

asz = 0.3(180410 000) =

Por lo que la matriz de insumos-produccion original, en millones de dolares, queda:

Proveedor

53 259 000 o0 53.259 millones de dolares

38211 000 o0 38.211 millones de dolares

36 082 000 o 36.082 millones de dolares

17 753 000 o 17.753 millones de dolares

25474 000 o0 25.474 millones de dolares

54123 000 o 54.123 millones de dolares

35506 000 o 35.506 millones de dolares

12 737 000 o 12.737 millones de dolares

72 164 000 o 72.164 millones de dolares

Usuario
1 2 3

—

2 17.753  25.474 54.123

3 35.506  12.737 72.164

53.259  38.211 36.082
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Actividades de aprendizaje

a) Investigar las matrices, identificando los diversos tipos especiales.

b) Realizar ejercicios en equipos en los cuales se efectué operaciones matriciales.

¢) Resolver ejercicios con el método de columnas aumentadas y cofactores para
sistemas 2 x 2 'y 3 x 3, asi como la inversa de una matriz mediante el método de
eliminacion y cofactores. Resolver sistemas de ecuacionesde 2 x2y 3 x 3
utilizando el método de la inversa y Cramer.

d) Investigar datos de INEGI, del Banco de México y de otras instituciones, en donde
identifique la aplicacion de modelos matriciales en el manejo de sus datos.

e) Aplicar matrices para resolver casos practicos del area econémica administrativa.
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Tema 4 Diferenciacion y aplicaciones.
Competencias
Especificas:

Comprende los conceptos de limite y continuidad para la solucion de problemas
relativos a tasa promedio de cambio e incrementos y aplica reglas de diferenciacion de
maximos y minimos como la metodologia de aplicacion a ingresos, costos y utilidad.
Genéricas:

Solucién de problemas.

Toma de decisiones.

Trabajo en equipo.

Habilidades interpersonales.

4.1 Limites y continuidad

La diferenciacion se centra en el estudio de las razones de cambio que puede
presentar una variable de estudio con respecto a otra. El problema fundamental de acuerdo
con Budnick (2007) es que dada la gréafica de una funcion y un punto P (x, f(x)) ubicado en
dicha grafica ;cudl sera la pendiente de la recta tangente que pasa por dicho punto?
Responder esta pregunta es, como se va a estudiar en este tema, es equivalente a medir los
cambios que se registran en los valores de la funciéon dado un cambio dado en los valores
de x.

A fin de responder dicha pregunta, es necesario apoyarnos en el concepto de limite y
en el de continuidad, los cuales son fundamentales para construir el conocimiento necesario
para comprender y utilizar la diferenciacion o, también llamada, derivacion.

Es comun querer determinar el valor limite de una funcion a medida que la variable

independiente se aproxima a un valor real especifico. Si ese valor de la funcion existe
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entonces recibe el nombre de Limite de una funcion. Se denota
limf(x) =1L
x-a
Esta expresion se lee “El limite de una funcion cuando x se aproxima al valor a es igual a
L
Ejemplo 4.1
Sea la funcion f(x) = x° y sea x = 2. Entonces el valor de la funcion en 2 es

f(2)=2%2=4. Por lo tanto, el punto P tiene coordenadas (2, 4). La pregunta es ;A qué valor
se aproxima f'(x) si x toma valores cada vez mas cercanos a 2?

Para contestar esta pregunta, haremos una tabla de valores asignando valores a x
cada vez mas cercanos, pero sin ser igual a, 2. Notemos que la funcién tiene como dominio
a todos los niimeros reales.

Tabla 12

Pares ordenados de la funcién f (x) = x* cuando x se aproxima a 2

X f(x) =x?
1.9 3.61
1.99 3.9601
1.999 3.99001
2
2.001 4.004001
2.01 4.0401
2.1 441

A fin de expresar en la misma magnitud los valores de x, se completan las cifras

decimales a seis posiciones:
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Tabla 13

Pares ordenados de la funcién f (x) = x* cuando x se aproxima a 2

X fix)=x*
1.9 3.610000
1.99 3.960100

1.999  3.990010
2
I 2.001 4.004001

2.01 4.040100
2.1 4.410000

Nota: Las flechas indican la secuencia de asignaciones de los valores de x.

Las flechas nos muestran cdémo vamos a analizar la informacion., dado que nos
indican la aproximacion de los valores de x al 2.

Como se puede observar en la tabla, los valores de la funcion se van aproximando a
4, que es el valor de la funcién en x = 2.
Ejemplo 4.2

.y 1 ., . .
Sea la funcion f(x) = - Es una funcién racional cuyo denominador debe ser

distinto de cero, es decir
x—1#0
por lo que al despejar x obtenemos que
x#1

Six =1, existe una indefinicion.

1 1
fW=1-7=%

Sin embargo, podemos intentar descubrir si existe algin valor al que se aproxime

f(x) cuando x se aproxime a 1.
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Tabla 14

.y 1 .
Pares ordenados de la funcion f(x) = — cuando x se aproxima a 1

1
x  f=_—3
0.9 —10
0.99 — 100
0.999 — 1000
1

1.001 1000

1.01 100

1.1 10

Conforme x se aproxima a 1 por la izquierda, f'(x) va alejandose del origen con
direccion a — o. Por otro lado, cuando el valor de x se aproxima a 1 por el lado derecho el
valor de la funcidn f'(x) se aleja del origen con direccion a . Entonces observamos que el
valor de la funcion no se aproxima a ningtin valor especifico. Analicemos la siguiente
grafica

Figura 20

Funcion f(x) = i

v

—_—

A

A laizquierda de x = 1, la gréfica se dirige “hacia abajo” mientras que por el lado
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derecho la grafica se dirige “hacia arriba” Concluimos que no existe limite para la funcion
cuando x se aproxima a 1. Sin embargo, el limite puede existir para cualquier otro valor

dado de x.
Mostrar que el limite de f(x) = ﬁ es 1 cuando x se aproxima a 2.
Ejemplo 4.3
Sea la funcién f(x) = %. Es una funcién racional cuyo denominador debe ser

distinto de cero, es decir

x—3#0
por lo que al despejar x obtenemos que
xX#3
Si x = 3, existe una indefinicion.
f1) = 32—9:9—9:9
3-3 0 0

Sin embargo, podemos intentar descubrir si existe algun valor al que se aproxime

f(x) cuando x se aproxime a 3.

Tabla 15
2_
Pares ordenados de la funcion f(x) = 9;_39
2_
X f(x) = );_39

2.9 5.9

2.99 5.99

2.999 5.999

3

3.01 6.01
3.1 6.1

I 3.001 6.001




A pesar de la indefinicion, podeos observar que el valor de la funcion f(x) se

113

. . , . x%-9 .
aproxima a 6. Entonces podemos decir que el limite de f(x) = = cuando x se aproxima

a3esb6.
Escribimos
lim X =9 =
x-3 X — 3
Ejemplo 4.4

Sea la funcion f(x) = vx + 2. Es una funcion racional cuyo dominio esta dado por

todos los valores de de x que hacen a x + 2 un valor no negativo.
Esto es
x+2=0
Despejando x obtenemos
x=—2
— 2 es un valor permitido para la funcién ya que f(=2) = V=2+2=+/0=0
Entonces la funcidn tiene sentido para valores a partir del — 2 hacia la derecha.

Veamos que sucede cuando el valor de x lo aproximamos a — 2

Tabla 16
Pares ordenados de la funcion f(x) = Vx + 2

X fx)=vVx+2
l -2.1 No definido

-2.01 No definido
—2.001 No definido

-2
I —1.999 0.031623

-1.99 0.2
-19 0.31623




Los valores a la izquierda de — 2 estan fuera de dominio, por tal razéon no
nos devuelven un valor real. Si la funcion no acepta un valor real dado entonces
decimos que el valor de la funcion f'(x) es no definido, o no esta definido.

A pesar de que por la derecha de —2 hay una aproximacion a 0, por el lado
izquierdo no existen valores para f'(x) y concluimos que el limite no existe aun
cuando el valor de la funcion en — 2 si estd definido como se mostro anteriormente.

Ahora bien, el concepto de limite de una funcion nos lleva directamente al
concepto de continuidad de una funcion, el cual es fundamental para el desarrollo
del calculo diferencial e integral.

Se dice que una funcién es continua en un punto x = a, si cumple con los tres
puntos siguientes:

1. La funcion esta definida en a, es decir si f(a) es un nimero real, lo cual
implica que a pertenece al dominio de la funcion.
2. El limite de la funcion cuando x se aproxima a a existe, es decir
limf(x) =1L
xX—a
3. f(a) = )lcl_r)rcll f(x), es decir que los valores encontrados para el punto 1 y

2 son iguales.
Ejemplo 4.5
Sea la funcion f(x) = x + 2. Determinar si es continua en x = —2.
Solucion.
1. f(=2) = V=2+2=+0=0. f(—2) si esta definida, es 0.

2. Revisando la tabla del ejemplo 4.3 observamos lo siguiente
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Tabla 17
Pares ordenados de la funcion f(x) = Vx + 2

X f(x)=+vVx+2

-2.1 No definido
-2.01 No definido
v —2.001 No definido

-2
A —-1999 0.031623
-1.99 0.2
-19 0.31623

3. Dado que f'(— 2) = 0 pero el limite no existe, entonces el punto 3 no se cumple.
f(x) = vVx + 2 no es continua en x = 2. Sin embargo, si es continua en cualquier otro valor
real que pertenezca al dominio de la funcion.
Ejemplo 4.6
Sea la funcién f(x) = vx + 2. Determinar si es continua en x = 2.
Solucion.
1. f(2) = V2 +2 =4 =2. f(2) si esta definida, es 2.
2. Revisando la tabla del ejemplo 4.3 observamos lo siguiente
Tabla 18

Pares ordenados de la funcion f(x) = Vx + 2

X fx) =vx+2
1.9 1.97484
l 1.99 1.9974984
1.999 1.999749984

2
T 2.001 2.0002499

2.01 2.0024984
2.1 2.024846




lin;\/x+2 =2
X—

3.Dadoque f(2)=2 y limvx + 2 = 2, entonces decimos que la funcion es continua
q X—2

cuando x = 2.

Ejemplo 4.7

2_
Sea la funcion f(x) = Q;T;. En el ejemplo 4.3 se mostro que:

2_ —
1. f(1) = 372 =222 = 2 El valor de la funcién en x = 1 no est4 definido.
3-3 0 0

Entonces no tiene caso proseguir con el analisis al no cumplirse el primer

punto.

x2-9 . , .
flx) = ——3 o es continua en x = 1, aunque si lo es para cualquier otro valor real.

4.2 Derivadas algebraicas con formulas

La derivada de una funcidn es una herramienta poderosa que se utiliza en la
mayoria de las areas cientificas y tecnoldgicas en donde se busca medir la variacion
de una variable dependiente con respecto a la variacién de una variable
independiente. Digamos que queremos medir la variacion en la demanda de un
articulo con respecto a la variacion en el precio unitario. Entonces la derivada nos
permite realizar esa medicion y poder utilizar en resultado para analisis enfocados a
mantener una demanda adecuada por parte de los compradores.

Afortunadamente el calculo de la derivada de una funcion puede
simplificarse utilizando formulas que los matematicos han deducido a través de los

anos.
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Formulas para determinar la derivada de una funcion algebraica

)]

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

—c=0
dx
d
—x=1
dx
d d
—CV =C—7V
dx dx
d(u+v-w d d d
QZ—u+—U——W
dx dx dx dx
d _
—x"=n—x"1
dx d
d _

— vt =n—v"l—yp
dx dx dx
d d d
— U =u—v+v—u
dx dx dx

d d
d u_‘l)au—uav
dxv V2
dc c d
dxv wv?dx

d v
10) =2 = 4=

dx c c

Ejemplo 4.8

)]
2)
3)
4)
5)
6)

7)

Derivar las siguientes funciones usando las férmulas

f(x)=5
f(x) =2x
f(x)=3x-1

f(x) =x*+5x+8
fO) = (4x - 1)°
f)=V2x -1
fe) ==
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8) f(x) =x3(2x + 1)?

Z-1
9) f(x) =5

1-x2
10) () = 22
Soluciodn.

1)%5 = 0, dado que f(x) = 5 es una funcidn constante.
2)+-2x =24-x =2(1) =2

d d d d
3);(3)6— 1) —a3x—al = 3;)6—0 = 3(1) =3

4) (2 +5x+8) = “x?+5x+--8=2x2"1+5(1) +0=2x+5

5) 7 (4x — 1P = 3 (4x — P71 - (4x — 1) = 3(4x — D*(4) = 12(4x — 1)?

6):_)(%: ;_x(zx_ 1)1/3 — 1/3 (ZX— 1)1/3—1 d (ZX— 1)

dx
= 1/3 (2x — 1)_2/3( 2) = 2/3 (2x — 1)_2/3

a2 _d92__94
7) —dex = de

-2-1 _ _ a -3 _ _4.-3_ 4
— 2x = 2(2)dxx = —4x7° =

8) —x*(2x + 1)? = x3 - (20 + 1)% + (2x + 1)? 23
= x3(2)(2x + 1?71 (20 + 1) + (22 + 1)2(3)x3
=2x3(2x + 1)(2) + 3(2x + 1)%x?
=4x3(2x + 1) + 3x2(2x + 1)?

Factorizando factor comun:
=x2(2x + D[4x +3(2x + 1)] = x?(2x + 1)[4x + 6x + 3]
=x2(2x + 1)(10x + 3)

d x?-1 (xZ+1)%(x2—1)—(x2—1)%(x2+1) _(x2+1) (20— (x2-1)(2x)

dx x2+1 (x2+1)? (x2+1)2
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_2x[(x241)-(x2-1)] _ 2x(x?+1-x%+1)
N (x2+1)2 T (x2+1)2

_2x(2) 4x
T(x2+1)2 (x2+1)2

d
d 1-x2 _ 7-(1-x?)  o-2x 2x
dx 3 3 3 3

4.3 Derivadas de n-ésimo orden
Es posible volver a derivar una funcion derivada mientras no se reduzca a 0.
Entonces podriamos hablar de una primer derivada, una segunda derivada, una tercer
derivada y asi sucesivamente. De modo general, se le conoce como la n-ésima derivada.
La primer derivada suele denotarse como f”(x), segunda derivada se denota como

f7(x), la tercera como f""(x), sin embargo, de modo general podemos escribirla como
M (y) = L%
fWGE) =22
Ejemplo 4.9
Encontrar la segunda derivada de f(x) = (4x — 1)3

Solucidn.

Como se vio en el ejemplo 4.8, la primer derivada de f(x) = (4x — 1)3 es
d d d
—(x—1)3=3—Ux—-1)31—0Ux—-1) =30x —1)2(4) = 12(4x — 1)?
dx dx dx

Entonces, escribimos f'(x) = 12(4x — 1)? para indicar que tenemos la primer
derivada.

La segunda derivada se define como £ (x) = f@(x) = % 12(4x — 1)?

Resolviendo:

44 — (2 — dZ 3 d 2
fr) = fO@) = o (4x = 1D* = ——12(4x = 1)
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d
=12— (4x — 1)?
dx

_ a _1)2-14 —1) = _
=12(2) — (4x—1) — (4x—1) =24(4x - 14
=96(4x — 1)

Ejemplo 4.10

Encontrar la tercera derivada de f(x) = xz—z

Solucion.

0 = 2= £t = 2 L2t = ) = a2

P =t = 4 C3rtt — a() et = 1200 = 2
f®) = %% = %12x‘4 = 12;—x(—4)x_4_1 = 12(—4);_xx—5 — 485 = _i_?

4.4 Derivadas parciales basicas
Cuando una funcién tiene mas de una variable independiente, es posible
derivar con respecto a una sola mientras las demas permanecen constantes. Con el

fin de saber con respecto de que variable se estd derivando se usa la notacion
siguiente: axf x,v), ayf(x, y).
Ejemplo 4.11

Sea la funcioén f(x,y) = 2x%y + 3xy?. Encontrar la derivada parcial con respecto
de x.

Solucidn.

i(2x2y + 3xy?) = Zyix2 + 3y2ix
d0x dx dx
= 2y(2x) + 3y*(1)

= 4xy + 3y?
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Ejemplo 4.12
Sea la funcioén f(x,y) = 2x%y + 3xy?. Encontrar la derivada parcial con respecto
de y.

Solucion.

i(2x2y + 3xy?) = 2x? iy + 3xi 2
dy dy dy

= 2x2(1) + 3x(2y)
= 2x% + 6xy

. . d . . d
Al derivar, por ejemplo, o y? se procede de la misma forma que si fuera axz.

Ejemplo 4.13

Supongamos que una empresa tiene una funcion de beneficio B(x,y) que depende de
dos productos:

o x cantidad producida del producto A

e y cantidad producida del producto B
La funcion de beneficio esta dada por B(x,y) = 50x + 40y — 0.5x? — 0.25y% — 0.3xy
Calcular las derivadas parciales de B con respecto a x y y para analizar como cambia el
beneficio al cambiar la produccion de cada producto.

Solucion.

oB 0 5 2
i a(SOx + 40y — 0.5x* — 0.25y“ — 0.3xy)

=50—-x—-0.3y
Si un término no contiene x, se considera constante y su derivada es 0.

0B 0 ) )
3 = a(SOx + 40y — 0.5x° — 0.25y* — 0.3xy)
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= 40— 0.5y — 0.3x
Si un término no contiene y, se considera constante y su derivada es 0
Supongamos que actualmente se producen 20 unidades de A y 30 de B.

Entonces:

0B
a|x=20,y=30 =50 —(20) — 0.3(30) =21

Esto significa que aumentar en una unidad la produccion del producto A

(manteniendo B constante) aumentaria el beneficio en aproximadamente 21 pesos.

B
3 lx=20y=30 = 40 — 0.5(30) — 0.3(20) = 19

Esto significa que aumentar en una unidad la produccion del producto B
(manteniendo A constante) aumentaria el beneficio en aproximadamente 19 pesos.
4.5 Aplicaciones de la primera y segunda derivada (a maximos y minimos)

Supongamos la funcién f(x) = x? cuya grafica es la figura 21
Figura 21

Funcién f(x) = x?
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Como se puede observar, a la izquierda de x = 0 la grafica es descendente o
decreciente. A la derecha de x = 0, la gréfica se vuelve ascendente o creciente. Esto crea una
forma geométrica llamada concavidad, que en este caso abre hacia arriba. Como la
direccion de la grafica cambia en el punto donde x = 0, a ese punto se le llama punto critico
o extremo. Como la concavidad abre hacia arriba, al punto critico se le llama minimo.

Con la derivada, es posible determinar dicho extremo o punto critico y ademas si es
un minimo o, en su caso, un maximo, cuando la concavidad abre hacia abajo.

Visualmente, como se puede apreciar en la figura 19, es facil determinar si es un
minimo o si es un maximo.

Existen criterios para definir lo anterior.

Criterio de la segunda derivada

1) Un punto critico estd dado cuando f"(x) = 0. Igualamos la primer derivada con 0
y buscamos las raices de la ecuacion, es decir, los valores de x que hace la primer derivada
sea igual a 0.

2) Encontramos la segunda derivada f”"(x) y sustituimos los valores de x
encontrados en el paso anterior:

Si f”(x) < 0, entonces el punto es un maximo
Si f”(x) > 0, entonces el punto es un minimo
Si f”(x) = 0, entonces es un punto de inflexion. Ni maximo, ni minimo.

En una gréfica creciente o decreciente, el punto de inflexion mantiene la direccion.

Vamos a ilustrar un ejemplo de uso de las derivadas para determinar el punto critico
y si es minimo o méaximo, utilizando la funcién f(x) = x2, cuya grafica se muestra en la

figura 21.
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Ejemplo 4.14

Dada la funcién f(x) = x2, encontrar el punto critico, sus coordenadas y si
€S un maximo o un minimo.
Solucion.

1) Obtenemos la primera derivada
) =xt =2
f(x)= dxx = 2x

Igualamos con 0

2x =0
x=0/2
x=0

El punto critico se da cuando x = 0. Al sustituir el valor anterior en la funcion,
obtendremos las coordenadas de dicho punto critico.
f(0)=0%2=0
El punto critico tiene coordenadas (0, 0).

2) Calculamos la segunda derivada

2
f”(X) =Wx2 =—xe =2

Como 2 es positivo, es decir, 2 > 0 entonces deducimos que (0, 0) es un minimo. Si
observamos la gréafica, veremos que no hay puntos por debajo de (0, 0), por lo que decimos
que es un minimo absoluto.

Ejemplo 4.15
Dada la funcion f(x) = §x3 - ;xz + 6x — 3, encontrar el punto critico, sus

coordenadas y si es un maximo o un minimo.
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Solucion.

1) Obtenemos la primera derivada

d /1 5
’, 3 2 — 2
f(x)——(—gx ——zx + 6x 3>—x 5+ 6

Igualamos con 0
x2=-5x+6=0
Factorizando
x=3)(x—-2)=0
(x—3)=00(x—-2)=0
Despejando

(x-3)=0 (x-2)=0

Hay dos puntos criticos. Uno cuando x = 2 y el otro cuando x = 3. Al sustituir

ambos valores en la funcidn, obtendremos las coordenadas de dichos puntos criticos.

~ 1.667

w| v

1 5 8
f@)=3@*-5@)*+6@2)-3=3-10+12-3 =

F(3) =%(3)3—g(3)2+6(3)—3: 9—42—5+18—3:;= 15

o . 5 3
Los puntos criticos tienen coordenadas (2, 5) y (3, E)

2) Calculamos la segunda derivada

”()—d2(13 >y 6 3)—d 2_5x—6)=2x—-5
f(x =12 3x 2x X _dx(x x—6)=2x

Sustituimos x = 2 en la segunda derivada:
ff@=22)-5=4-5=-1

-1<0



5 .
Entonces (2, 5) €S un maximo.

Sustituimos x = 3 en la segunda derivada:

f73)=23)-5=6-5=1

1>0

3 ;.
Entonces (3, E) €s un minimo.

Ejemplo 4.16
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Trazar la grafica de f(x) = §x3 — gxz + 6x — 3 y ubicar los puntos criticos.

Solucidn.

Figura 22

. 1 5 ;.
Funcion f(x) = §x3 - Exz + 6x — 3 mostrando los extremos o puntos criticos

10

Extremos
(2, 1.6666666666667) —
4 Lo) (e}

10

Extremos

(3,1.5)

S —
8
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Como se aprecia en la grafica, existen puntos por debajo de (3, 32) y por arriba de

5 : 5 .. : 3
(2, 5) por lo que ambos son extremos relativos. (2, 5) esun maximo relativoy (3, E) es un

minimo relativo.
4.6 Aplicaciones a ingresos, costos y utilidades

Aplicaciones de ingreso.

Las aplicaciones para ingresos van dirigidas en la maximizacion de estos. Es decir,
buscar la forma de tener el maximo posible de ingresos en una operacion dada. Recordemos
que el ingreso es el dinero que entra en una organizacion por la venta de sus productos o
prestacion de servicios. Entonces, el ingreso depende del nimero de productos vendidos o
servicios prestados y del precio unitario de los mismos:

Ingreso = precio unitario x nimero de unidades vendidas

Se asume que el precio permanece constante independientemente del numero de
unidades vendidas.
Ejemplo 4.17

La demanda de un producto I (expresado en miles de pesos) que cierta compaiiia
vende varia de acuerdo con el precio p (en pesos) que se le dé al producto. Supongamos
que la empresa define al ingreso total anual dado por la funcion:

I(p) = —50p? + 500p

a) Determinas el precio que deberia cobrarse con objeto de maximizar el ingreso.

b) ¢(Cual es el valor maximo del ingreso total anual que deberia esperarse?
Solucion.

a) Aplicamos el criterio de la segunda derivada:

i) Buscamos la primer derivada de I(p) = —50p? + 500p



d1 _4 50p2 + 500
dp(p)—dp( 14 p)

= —-50 d 24500 d
B dpp dp

= —50(2)p?~1 +500(1)
= —100p + 500
i) Igualamos con cero el resultado anterior
—100p + 500 =0
—100p = =500
p = —500/-100
p = 5 pesos
iii) Evaluamos la funcion para encontrar las coordenadas del punto critico:
1(5) = —=50(5)? + 500(5)
1(5) = =50(25) + 2500
1(5) = —1250 + 2500

1(5) = 1250 miles de pesos, es decir $ 1°250,000.00

iv) Obtenemos la segunda derivada

d? d
_(— 2 - (—
dpz( 50p2 + 500p) 7 (1000 +500)

=-100 d + d 500
N dpp dp

=—-100(1)+0
=-100
Como —100 < 0, entonces el punto critico es un maximo, si cada unidad se

vende en $ 5.00 entonces el ingreso maximo seria de $ 1°250,000.00.
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Aplicaciones de costo.

Las aplicaciones para costos van dirigidas en la minimizacion de estos. Es decir,
buscar la forma de tener el gasto minimo posible en una operacion de produccion dada.
Recordemos que el costo es el dinero que se gasta en una organizacion por la produccion de
sus productos o prestacion de servicios.

Entonces, el costo total depende del costo fijo y de los costos variables:
Costo total = Costos variables + costos fijos
Ejemplo 4.18
Supongamos que en una empresa se define el costo total C(g) de la produccion de ¢
unidades de cierto producto a través de la funcion:
C(q) = 100000 + 1500q + 0.2¢*
donde C(g) es el costo total expresado en pesos. Determinar cuantas unidades g deben
producirse a fin de minimizar el costo promedio por unidad.
Solucion.
El costo promedio se determina dividiendo el costo total C(g) entre el nimero g de

unidades producidas:

— C(
C(q) =——
q
—— 100000 + 1500q + 0.2¢>
CQq) =
q
— 100000
C(q) = ———+ 1500+ 0.2q
100000

i) Buscamos la primer derivada de C(q) = + 1500 + 0.2q

q

d —— d 100000

—C(q) =

1500 + 0.2
a + + q)
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= 100000 d 14 d 1500 + 0.2 d
B dqq dq T dg

=100000(—1)g~ "1 + 0 + 0.2(1)

= —100000g~2 + 0.2

~ —100000
q2
i) Igualamos con cero el resultado anterior

—100000

+02=0
q2

—100000
T =

—100000
-0.2

q? = 500000
q = +V500000
q = £707.11 unidades
Como el valor negativo no tiene sentido, dado que no podemos producir -
—707.11 unidades, tomamos solo el valor positivo.

iii) Evaluamos la funcion para encontrar las coordenadas del punto critico:

de C(q) =7+ 1500 +0.2(701.11)

—— 100000

C(a) = ——— + 1500 + 0.2(701.11
@ =711t +0.2( )

C(q) = 1782.84 pesos en promedio por unidad producida
iv) Obtenemos la segunda derivada

—100000

d? /100000
(— + 1500 + O.Zq) = ( +0.2)

dq?
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= 100000d _2+d02
B dqq dg

== 100000(-2)q "1 +0

= 200000g 3

200000
iv) Evaluamos la segunda derivada con g = 707.11

200000
(707.11)3

C"(q) =
C""(q) = 0.00056

Como 0.00056 > 0, entonces el punto critico es un minimo. Si se producen 707.11
unidades, el costo promedio por unidad es el mas bajo posible: $ 1782.84 pesos en
promedio por unidad producida.

Obviamente, o se producen 707 o se producen 708, dado que no se contemplan
fracciones de unidades. El valor més cercano a 707.11 es 707 unidades producidas.

Aplicaciones de utilidad.

Las aplicaciones para utilidades totales van dirigidas en la maximizacion de estas.
Es decir, buscar la forma de tener la utilidad méxima posible en una operacion de
produccién y venta dada. Recordemos que la utilidad total es la ganancia neta que obtiene
una empresa como resultado de su actividad econdémica, ya sea por la produccion de sus
productos o prestacion de servicios.

Entonces, utilidad total es la diferencia entre el ingreso y los costos totales

Utilidad total = ingresos totales + costos totales

Ejemplo 4.19

Una importante compatfiia que vende cosméticos y productos de belleza casa por
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casa, estimd que en una region geografica dada, la utilidad anual U, expresada en cientos de
dolares, es una funcion del numero de representantes de ventas x, asignados a esa region.
Estimaron la siguiente funcion:

U(x) = —12.5x% + 1375x — 1500
a) (Qué numero de representantes producira la utilidad maxima?
b) (Cudl seria la utilidad maxima esperada?
Solucion.

a) La derivada de la funcion de utilidad es

U0 = —125-2x2 + 137525 — L1500
X = ' dxx dxx dx

U'(x) = —12.5(2)x*"1 +1375(1) - 0
U'(x) = —25x + 1375
Igualando con 0
—25x+1375=0
—25x = —1375
x =—1375/-25
x =55 representantes

Buscamos la segunda derivada

U’'(x) = =25 d + d 1375
x) = dxx dx

U'(x)= —=25(1)+0
U’'(x) = =25
Como —25 < 0, tenemos un maximo en x =55

b) La utilidad maxima esperada seria
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U(55) = —12.5(55)% + 1375(55) — 1500
U(55) = —37812.5 + 75625 — 1500
U(55) = 36312.5 en cientos de ddlares

Entonces, con 55 representantes se esperaria una utilidad méaxima de 3°631,250.00
dolares
4.7 Analisis marginal

Es otra forma de calcular el punto de maximizacion de la utilidad. Si una empresa
produce un determinado numero de unidades al afio, el analisis marginal se ocupa del
efecto que se refleja en la utilidad si se produce y se vende una unidad mas.

Para que este método pueda aplicarse a la maximizacion de la utilidad, se deben
cumplir dos condiciones:

a) Se deben identificar por separado las funciones de ingreso y costo total.

b) Las funciones de ingreso y costos deben formularse en términos del nivel

de produccién o del nimero de unidades producidas y vendidas.

Ingreso marginal.

Es el ingreso adicional que se obtiene al vender una unidad mas de un producto o
servicio. Si una unidad se vende a un precio constante, el ingreso marginal sera siempre
igual al precio.

Para una funcion I(q) de ingreso total, el ingreso marginal esta dado por su
derivada. Es decir, I'(q) representa el ingreso marginal, que es la razoén de cambio en el
ingreso total con respecto a un cambio unitario en el nimero de unidades vendidas.
Ejemplo 4.20

Supongamos que un producto se vende a $ 50.00 la unidad. Entonces la funcion de
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ingreso esta dada por
I(q) = 50q
La venta de cualquier unidad adicional siempre ingresara $ 50.00 sin importar el

nivel de produccion de los ¢ articulos. Ya que
d
I'(q@) =—=—50
(@) =7 70

I'(q) = 502
4) =50

'@ =50(1) =50

Ejemplo 4.21

El area administrativa contable de una empresa que produce paneles solares ha
estimado, segun Budnick (2007) que la demanda anual de paneles dependera del precio al
que se venden. La funcién de demanda est4 dada por

q = 100000 — 200p
donde ¢ es el nimero de unidades demandadas al afio y p representa el precio, en ddlares.
Los estudios del area de disefio muestran que el costo total de la produccion de g unidades
esta estimado por la funcion
C(g) = 150000 + 100g + 0.003g?

Formule la funcion de ingreso.
Solucion.

La funcioén de ingreso esta dada por

I(q) = pq
Tomamos la ecuacion de demanda y despejamos p

g = 100000 — 200p
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200p = 100000 — ¢q
p = (100000 — q)/200
p = 500 — 0.005¢q
Sustituimos en la ecuacion general de ingreso
I(q) = pq
1(q) = (500 — 0.005q)q
1(g) = 500g — 0.005¢g2
Como el ingreso no es constante porque el precio depende de la demanda, entonces

determinamos la derivada a fin de poder calcular el ingreso marginal

d
I'(q) = — (500g — 0.005q2
(q) dq( q q°)

I'(q) = SOOiq — O.OOSiq2
dq dq
I'(q) = 500(1) — 0.005(2)g?*?
I'(q@) =500 —0.01q
Por ejemplo, Si el nivel de produccion es de ¢ = 100 unidades, el ingreso total seria
de
1(100) = 500(100) — 0.005(100)?
1(100) = 50000 — 0.005(10000)
1(100) = 50000 — 50
1(100) = 49950
Y el ingreso marginal por vender una pieza adicional, es decir, 100 + 1, seria
1'(100) = 500 — 0.01(100)

1'(100) =500 — 1
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1'(100) = 499

Lo anterior nos muestra que, si se vende el panel 101, el ingreso total estimado seria

de
1(q) = 49950 + 499
1(q) = 50449

Costo Marginal.

Es el costo adicional que se tiene al producir y vender una unidad adicional de un
producto o servicio. Si el costo es lineal, es decir, si el nivel de produccion no modifica el
costo, esto es, si producir 100 unidades o producir 1000 unidades nos lleva al mismo costo
unitario, entonces el costo marginal es el mismo. Por ejemplo, si el costo de producir 100
unidades es de $ 500.00 o producir 1000 unidades es de $ 5000.00, el costo unitario seria el
mismo ($ 5.00 la unidad), entonces producir una unidad adicional saldria en los mismos
$ 5.00.

Para una funcion C(q) de costo total, el costo marginal esta dado por su derivada.
Es decir, C'(q) representa el costo marginal, que es la razén de cambio instantanea en el
costo total con respecto a un cambio unitario en el nimero de unidades producidas.
Ejemplo 4.22

Supongamos que el costo de producir un articulo esta dado por la funcion

C(q) = 50000 + 5¢
donde el costo fijo es de $ 50000.00 y el costo variable es de $ 5.00 por cada unidad.

Entonces el costo marginal seria

d
C'(q) = d—q(SOOOO + 5¢q)
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C'(q) = d 50000 + 5 d
1 dq dq

C'(q) =0+5(1)
C'(q) =5

Esto es, no importa cuantas unidades se produzcan, cada unidad adicional costara lo
mismo: $ 5.00
Ejemplo 4.23

Supongamos que la produccion de ciertas piezas para computadoras de alto
desempefio, tengan la siguiente funcion de costos

C(g) = 150000 + 100g + 0.003g?

Entonces, la funcion de costo marginal esta dada por

d
C'(q) = d—q(lSOOOO + 100q + 0.003¢?)

, d d d ,
C'(q) = 5150000 +1005-q +0.003 7

C'(q) =0+ 100(1) + 0.003(2)q
C'(q) = 100 + 0.006q

Supongamos que el nivel de produccion es de g = 100 unidades, entonces el costo total
seria de

€(100) = 150000 + 100(100) + 0.003(100)>

€(100) = 150000 + 10000 + 0.003(10000)

€(100) = 160030
El costo marginal por producir la pieza 101 seria de
C'(101) =100 + 0.006(100)

C'(101) =100 + 0.6
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C'(101) = 100.06
El costo total estimado de producir 100 + 1 unidades seria
C = 160030 + 100.06
C =160130.06

Analisis de la utilidad marginal.

Este analisis se ocupa para determinar si se produce y vende una unidad adicional.
Si el ingreso adicional (IM) conseguido con la venta de la siguiente unidad sea mayor al
costo de producirla y venderla (CM), habra una utilidad neta aumentando la utilidad total.
Sin embargo, si el ingreso adicional (IM) es menor al costo de producirla y venderla (CM),
entonces habra una pérdida neta y disminuira la utilidad total.

Si IM > CM entonces se producira la unidad adicional

Si IM < CM no se producira la unidad adicional.

En diversas situaciones de produccion, el ingreso marginal rebasa al costo marginal
en niveles bajos de produccion. Sin embargo, a medida que el nivel de produccion va
aumentando, la cantidad en que el ingreso marginal excede al costo marginal va decayendo
hasta que el ingreso marginal es igual al costo marginal (IM = CM). Mas alla de este punto,
cuando IM < CM, la utilidad disminuye al incrementarse la produccion. Esto es, no siempre
producir més va a darnos mas utilidades porque el costo de produccion puede
incrementarse mas.

Asi, si es posible determinar el punto de produccion en el cual el ingreso marginal
es igual a costo marginal para la tltima unidad producida y vendida, la utilidad total sera la
maxima. Este nivel de produccién que maximiza la utilidad puede identificarse mediante la

ecuacion
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IM =CM

Expresado en términos de derivadas, lo anterior, llamado criterio de maximizacion

de la utilidad nos lleva a
I'(@) = C'(q)

Como ya se defini6 previamente, la funcion de utilidad total es la diferencia de la

funcién de ingreso total menos la funcion de costo total
U(q) =1(q) — C(q)
y esto nos lleva a que
I(q) = C(q)
Aplicando derivada a ambos lados de la ecuacion es que llegamos al resultado
I'(@)—C'(q) <0

Ahora bien, siguiendo el criterio de la segunda derivada, la maximizacion de la

utilidad seria cuando la segunda derivada de la funcién de utilidad sea negativa.
U"(q) <0
Pero si
U'(q) =1"(q) = C"(q)
Entonces tenemos que
I"(q)—C"(q) <0
Y esto es posible siempre que
I"(q) < C"(q)
Al resultado anterior se le conoce como condicion suficiente para la maximizacion

de la utilidad.
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Ejemplo 4.24
Tomemos como referencia el ejemplo 4.21, donde I(g) = 500 — 0.005q2
y C(q) = 150000 + 100q + 0.003g?2. Realizar el analisis de utilidad marginal.
Solucion.
Obtenemos las derivadas
I'(q) =500 —0.01q
C'(q) = 100 + 0.006¢q
Igualando
I'(9) = C'(q)
500 — 0.01q = 100 + 0.006q
—0.01q — 0.006g = 100 — 500
—0.016q = —400
q = —500/-0.016
q = 25000 unidades
Obtenemos la segunda derivada
I'"(q) = —0.01
C'"'(q) = 0.006
Utilizando el criterio de la condicion suficiente para la maximizacion de la utilidad
I'(q) < C"(q)
—0.01 < 0.006
deducimos que existe una maximizacion de la utilidad cuando ¢ = 25000 unidades.

En conclusion, no deben producirse mas de 25000 unidades.
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Figura 23

Analisis marginal grdfico: maximizacion de la utilidad

A
14 000 000 -

12 000 000 | R =500q -0.0052 D
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25000

Unidades producidas y vendidas
Nota: El grafico representa el punto de interseccion de las funciones de ingreso y costo del
ejemplo 4.24, donde se muestra la utilidad maxima. Tomado de Matematicas aplicadas

para administracion, economia y ciencias sociales. (Budnick, 2007, p. 828)
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Actividades de aprendizaje
a) Aplicar propiedades de los limites y continuidad para resolver problemas.
b) Aplicar propiedades de tasa de cambio para resolver problemas.
¢) Aplicar las formulas basicas de diferenciacion para resolver ejercicios.
d) Aplicar las derivadas algebraicas para la obtencion de las derivadas parciales
algebraicas. Identificar y determinar los puntos criticos de una ecuacion.
e) Utilizar la aproximacion marginal a la maximizacion de utilidades a través del

criterio de la primera y segunda derivada en casos del area.
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Tema 5 Integracion y aplicaciones

Competencias
Especificas:

Aplica las reglas de integracion para resolver problemas de integrales definidas en
la aplicacion de inconvenientes relativos a area economico y administrativo.
Genéricas:

Solucién de problemas.

Toma de decisiones.

Trabajo en equipo.

Habilidades interpersonales.
5.1 Concepto de antiderivada

De acuerdo con Haeussler et al. (2008) una antiderivada de una funcién f'es una
funcion cuya derivada es precisamente f. Esto es, dada una funcion £, si F' es una funcion
tal que

F(x) = f ()

entonces a F' se le llama antiderivada de f.
Ejemplo 5.1

Se sabe que la derivada de f(x) = x? es f'(x) = 2x. Para obtener ese resultado,
primero el exponente 2 pasa multiplicando a la variable y luego al exponente se le resta una

unidad de acuerdo con la formula de derivacion de potencias de x

d n —
ax =nx

n-1

Para regresar de f'(x) = 2x a f(x) = x? realizamos el procedimiento invertido,

primero al exponente le sumamos 1 y posteriormente dividimos entre el valor que resulte de
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esa suma
xH1
n+1
lo que nos lleva a
x1+1 x2 5
Ty 47T

Ahora bien, si renombramos las funciones como f(x) = 2x y F(x) = x?2, entonces

veémaos que como

d
F'(x) = Exz = 2x

decimos que F(x) = x? es la antiderivada de f(x) = 2x. La antiderivada es la funcién
originaria de donde se derivo f(x) = 2x.
Ejemplo 5.2

Encontrar las derivadas de

filx) = x* +8

fa(x) = x* =5

f3(0) = x*+3

filx) = x%—1
Solucion.

Si nos damos cuenta, la tinica diferencia que hay entre todas las funciones del
ejemplo es el valor de la constante. Estamos hablando de una familia de funciones
representada de modo general por f(x) = x% + C, donde C es un valor real cualquiera.
Como la derivada de una constante es 0, entonces las funciones de una misma familia

tienen la misma derivada.

fli=fa=fs=f1=2x
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Al intentar encontrar la antiderivada de una funcion nosotros no tenemos forma de
saber cudl era el valor de la constante original, por lo que al escribir la antiderivada usamos
la letra C. Escribimos entonces

F(x) = x% + C es la antiderivada de f(x) = 2x, ya que
F'()—d 2+0)=2x+0=2
x —a(x ) = 2x = 2x

Debido a que no siempre es posible revertir los pasos realizados mediante la
derivacion, se desarrollaron formulas especiales para poder encontrar las antiderivadas de
cada funcion.

A la antiderivada también se le llama integral indefinida, la cual se expresa mediante

una S estilizada [

F'(x) = ]f(x)dx

Estas antiderivadas o integrales indefinidas, se pueden encontrar a través de
formulas o reglas conocidas.
5.2 Reglas de integracion directas

También llamadas integrales inmediatas. Las mas utilizadas en el &mbito
econdmico-administrativo son:
) f(du+dv—dw) = [du+ [dv— [dw
2) [adu =a [ du

3)fdx=x+C
4) [x"dx =2t ¢ n#-1
n+1

n+1
5)fu"du=%+€ n=*—1



6)f%= [x7tdx = In|x| + C
7)fi—u=fu‘1du = Inlu|+C

8)) [e*dx =e*+C

9) [e*du=e“+C
10) [ a¥du =" +C
w gy = &

) fa*du=—+C

Ejemplo 5.3

Encontrar la antiderivada o integral indefinida de las siguientes funciones

1) [ 5dx

2)[ 2xdx

3) [(3x — 1)dx

4) [ x2dx

5) [(2x% + 6x — 1)dx
6) [ 2%dx

7) [ e*dx

8) [ 5 dx

NI(G+a—m)w

10) [ (2x — 3)%dx

Solucion.

1) [5dx=5[dx=5(x)=5x+C

X1+1 2 2

2)[ 2xdx =2 [xdx =2 == =x2+C

1+1 2

146
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x1t1
1+1

3) fBx—1)dx=3[xdx— [dx =3

—x=§x2+x+C

2+1 3
4) [xlde=5—=X=1x34¢C
2+1 3 3

5 f(2x*+6x—1)dx =2 [x*dx+ 6 [xdx — [dx

2+1 1+1

X X

=2

2 6 2
—x==x34+-x?—-x==x3+3x>—x+C
2+1 1+1 3 2 3

Xy = 2
6) [ 2%dx = =—+C

7) [eXdx=e*+C

—2+1 -1
§) fadr =[x ?de =S 1= =~ + C =~ 4 C
i i —_ i — -1 -2 _ -3 . x—1+1 x—2+1 _ x—3+1
9)f(x+x2 xs)dx—4fx dx+2 [x2dx— [x dx = 4——+2>————

-1 -2 -2
=4nlx|+2—=-—=4n|x| - 2x 1+
-1 -2 2
=4ln|x|—3+%+C
x 2x

10) Desarrollamos el binomio al cuadrado e integramos término por término

[(2x — 3)2%dx = [[(2x)? + 2(2x)(—3) + (—3)?]dx

X1+1

2+1
=4[x*dx — [12xdx+9 [dx = 47—~ 12—+ 9

1+1
=§x3—12—2x2+9x=§x3—6x2+9x+6
Ejemplo 5.4

Encontrar la antiderivada o integral indefinida de las siguientes funciones
1) [ (2x — 1)%dx
2)[ [ (2x — 1)*dx

Solucién

1) Desarrollamos el binomio al cuadrado e integramos término por término
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J (2x — 1)2%dx = [[(2x)? + 2(2x)(=1) + (=1)?]dx

2+1 1+1
X X
—4
2+1 1+1

=4 [x*dx—4[xdx+1[dx =14

+ X
=§x3—%x2+x=§x3—2x2+x+6

2) Aunque podriamos desarrollar el binomio a la décima potencia, el procedimiento seria

un+1

n+1

algo largo. Aqui recurrimos a loa regla [ u™du = +C n+-1

Si [(2x — 1)1%dx, entonces u = 2x — 1y du es el diferencial de u.
El diferencial de una funcion esta dado por el producto de la derivada de la funcion
y dx

du =g
u—dxx

Entonces derivamos u

d —d(z +1)—2d +d1—2(1)+0—2
dxu_dx x B dxx dx N

El diferencial de u es

du d
du=—dx =—2x+ 1) dx = 2dx
dx dx

Entonces, completamos el diferencial con el factor 2

]u"du = f(Zx — 1)192dx
Sin embargo, al adicionar el factor 2 para completar el diferencial, alteramos la
funcion original por lo que para retornar a ella multiplicamos por % ya que 2 % = 1ytoda

funcion multiplicada por 1 queda igual.

Balanceando la integral obtenemos

1 1
EJ-(Zx - 1)1%2dx =§fu1° du
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Aplicando la regla llegamos a

10+1 1u11 11 1

1 1u u
j— —_— = —Uu

2,004, — = _ v 11
2]“ YEo10+1 211 22 22

Pero como u = 2x — 1, el resultado es
1
J-(Zx —1)¥%gx = E(Zx -D1+cC

Esto es importante porque una funcidn cuya variable x estd multiplicada por alguno

valor diferente a 1 o forma parte de una expresion que involucra operaciones con otros

términos y estd elevada a un exponente necesita ajustar el valor del diferencial de u, de otro

modo el resultado seria erroneo.

Ejemplo 5.5

Encontrar la antiderivada o integral indefinida de las siguientes funciones

D fx) =e*
2) f(x) =e*
3) f(x) = e%*
4 f) =~
I =55
6) f(x) =

1
NI =y
Solucion

1) feXdx=e*+C

2) f(x) =e*

d d
Sea u = 2x, entonces du = Eezxdx = eszZxdx = e2*(2dx)



Por lo que completamos el diferencial

]ezxdx = 1]ez’Cde = lf etdu
2 2

=le”=lezx+C
2 2

3) f(x) = e
Sea u = 3x, entonces du = :—xe3"dx = e3x%3xdx = e?*(3dx)

Por lo que completamos el diferencial

]ezxdx = 1]ele%dx = lf etdu
3 3

=le”=le3x+C
3 3

4)f§dx=fx_1dx=1n|x| +C

5) [ ——dx = [(4x —9)~dx

4x+9

Seau = 4x — 9, entonces du = :—x (4x — 9)dx

d d
_ (4—x ——9) dx = (4 — 0)dx = 4dx
dx dx

Por lo que completamos el diferencial

—1f(4 9)~14d —lf Ly = SInj4x — 9] + €
—-4 X X —-4 u u= 4 njax

x—271 x3 2 _ 2
=2 _—=x3="_r4(C

—2-1 -3 3 3x3

6)fxizdx=fx‘2dx=—2

7) [ ——dx = [(3x + 1) "3 dx

(3x+1)3

Sea u = 3x + 1, entonces du = j—x(Bx + 1)dx

d d
_ (3—x——1> dx = (3 — 0)dx = 3dx
dx dx

150



151

Por lo que completamos el diferencial

u—3+1

-3+1

—lj(3 +1)733d —1] 3y = »
—3 X X—3 u u—3

u=? u=? 1

T3(—4) —12 12u?

Como u = 3x — 1, sustituimos y obtenemos

1
- TG —12 T

C
5.3 Integral definida

De acuerdo con Aguirre Marquez et al. (2010) la integral definida representa el area
delimitada por la grafica de la funcion f'(x) con el eje X en el intervalo dado [a, b] siempre
que la funcion esté definida en todo el intervalo referido. En la siguiente figura podemos
visualizarlo.

Figura 24

Representacion grdfica de la integral definida

YA
y =f(x)

>

0 X

Nota: El grafico representa el area delimitada por la grafica de la funcion f(x) con el eje X
en el intervalo dado [a, b]. Tomado de Matematicas simplificadas. (Aguilar, 2009, p. 1391)
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La integral indefinida se denota como

]bf(x) dx

Si F(x) es la antiderivada o integral indefinida de f(x), entonces F(b) es la

antiderivada evaluada en by F(a) es la antiderivada evaluada en a. Entonces tenemos que

b
f f() dx = F(b) — F(a)

Esto quiere decir:
a) Obtener primero la integral indefinida de f(x) denotada como F(x)
b) Evaluar F(x) con by con a. Esto es, obtener F(b) y F(a).
¢) Realizar la diferencia F(b) — F(a)
Veamos el siguiente ejemplo para ilustrar el proceso de obtencion de una integral
definida.
Ejemplo 5.6
Encontrar la integral definida de f(x) = x? en el intervalo [1, 3].

Solucion

2+1 3

X

a) F(x) = f13x2dx =1

241 3

b) F(b)=F(3)=§=23—7=9 F(a)=F(1)=13—3:§

¢) F(b) - F(a) =§|i= E]-[5|=9-1=%=85~86667

Como el resultado representa un area, entonces el resultado se expresa en unidades

cubicas:

3
f x2dx = 8.6 ~ 8.6667 u3
1
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Figura 25

Representacion grdfica de la integral definida |. 13 x2dx

En lo sucesivo y especialmente para problemas de aplicacion, no necesitamos trazar
el area en cada uno de ellos. En los problemas del ambito econdmico-administrativo nos
basta con obtener el resultado numérico y darle la interpretacion correcta.

Ejemplo 5.7

Evaluar las siguientes integrales definidas
2
1) [° | 5dx
4
2) ,2xdx
3) [/(2x? + 6x — 1)dx
3
4) 7, 2%dx
3
5) J, e*dx
Solucion

Tomando como referencia el ejemplo 5.3 tenemos que
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1) 7 5dx
dex =5x+tc
J25dx = 5x| % =5(2) = 5(-1) = 10+5 = 15
4
2)J ,2xdx

J-Zxdx=x2+c

4
] 2x dx =x2|_42 42 (=22 =16—4=12
-2

3) /(2% + 6x — 1)dx
2
](2x2+6x—1)dx=§x3+3x2—x+C

2

f02(2x2 + 6x —1)dx = (§x3 + 3x% — x)| 0

= (2 4327 - @)] - [5 (0 + 3x(0)* - ()]

16 46
=5 +12-2-0-0+0=~—

3
3
4) 7, 2%dx
2x
fo dx=—+c
Inx
3 oxg, 25| 3 _ 20 27t _ 8 05 _ _ ~
f_12 dx = mxl—1 = e R 11.54156 — 0.72135 =~ 10.82021
3
5) J, e*dx

J-exdxzex+C

Jy exdx = eX] = ¢? - ¢® ~ 20.08554 — 1 = 19.08554
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5.4 Aplicaciones del calculo integral a problemas de las areas administrativas

En este apartado vamos a retomar el estudio de marginales pero ahora apoyandonos
con el uso de integrales. En la unidad anterior se vio que una funcién como la de costos
marginales se obtiene derivando una funcion de costos totales. Lo mismo sucede con las
funciones de ingresos y utilidad marginales. En este caso, si conocemos las funciones
marginales, a través del uso de integrales podemos encontrar las funciones de costos
totales, ingresos totales y utilidades totales originales.

A continuacion vamos a estudiar diferentes ejemplos de aplicaciones del calculo
integral dentro del ambito de las matematicas aplicadas a la administracion.
Ejemplo 5.8

Supongamos que el precio de venta de un producto es de $ 25.00 independiente del
volumen de produccion y de venta. Entonces, el ingreso marginal /M = 25, porque por cada
venta adicional de una unidad ingresara $ 10.00 a la empresa. Si ¢ es el numero de unidades

vendidas tendremos entonces que
I=J-25dx=25fdx=25x+c

como funcion de ingresos totales. Ahora bien, para poder entender mejor esta idea,
supongamos que queremos evaluar el ingreso total de vender 1500 unidades de dicho

producto, entonces usamos la integral definida
3000 3000
I = f 25 dx = zsf dx = 253200y
0 0 0

= 25(3000 — 0) = 25(3000) = 75000 pesos
Con esto podemos ver que aunque solo dispongamos de la funcién de ingresos

marginales, es posible calcular los ingresos totales para un numero de unidades por vender.
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Ejemplo 5.9
Determinar el ingreso total si se incrementan las ventas de 3000 a 4000 unidades.
Solucion.

Aplicamos la integral definida en el rango dado y obtenemos

4000 4000
I = ] 25 dx = 25] dx = 25(x|*000,
3000 3000 3000

= 25(4000 — 3000) = 25(1000) = 25000 pesos
Ejemplo 5.10
Acorde con Budnick (2007) un fabricante de autos estima que la tasa anual de
gastos 7 (¢) para dar mantenimiento a uno de sus modelos estad dado por
r(t) = 100 + 10t
donde 7 es la edad en afios del automévil y 7 (¢) se mide en ddlares por aino. Por ejemplo, al
afno de haberse adquirido, los gastos por mantenimiento se haran a una tasa de
r(1) = 100 + 10(1)? = 100 + 10 = 110 por afio
Cuando tenga tres afios de uso el mantenimiento estaria realizandose a una tasa de
r(3) = 100 + 10(3)% = 100 + 10(9) = 100 + 90 = 190 por afio
Parece razonable suponer que por cada aino mas que el automovil esté en uso mayor
seran los gastos de mantenimiento. Podriamos ir calculando afio tras afio o hacerlo para

intervalos definidos. Por ejemplo, la tasa de mantenimiento por los primeros seis afos seria

6 6 6 6 10 6
2 _ 2 34 _ V(.3
fo(100+10t)dt_100f0dt+10f0t dt—lOO(t|0)+ . (t |0)

10 10
= 100(6 = 0) + —-(6° = 0%) = 100(6) + —-(216)

=600 + 720 = 1320 por afio
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Ejemplo 5.11

Acorde con Budnick (2007) el banco de sangre de un hospital ha emprendido una
campafia de donacién de sangre para reponer su inventario. Se ha hecho un estudio y se
estima que la gente donara sangre a una tasa de d (¢) litros por dia, donde

d(t) = 500e %4

donde 7 es la duracion de la campana en dias. Si el objetivo es alcanzar los 1000 litros de
sangre ;en cuantos dias se lograria el objetivo?
Solucion.

El banco de sangre alcanzara su meta cuando

0t500e—-0.4tdt = 1500

t
j 500e~%4t dt = 1000
o
Como u = —0.4t, entonces du = :—x — 0.4t dt = —0.4 completamos el diferencial

1 n
_ﬁf 500e %4t (—0.4)dt = 1000
: o

500 ™

2| e~04t (—0.4)dt = 1000
0z ) ¢ 0D

n
—1250f e du = 1000
o

—~1250(e¥|y) = 1000
Pero u = —0.4t por lo que realizamos la sustitucion y evaluamos
—0.4t| 1
—1250(e IO) = 1000
—1250(e™%4" — ¢70=*(©) = 1000

—1250e%4" — 1250(—1) = 1000



—1250e7%4" + 1250 = 1000
—1250e7%4" = 1000 — 1250

—1250e7%4" = —250

—250
-0.4n — — 02
¢ ~1250

Aplicando logaritmo natural a ambos lados

Ine 04" =1n0.2

—0.4n =1n0.2
—1.6094
[a—

n =~ 4.0235 dias

El banco de sangre del hospital alcanzaria la meta durante el quinto dia dado que el

resultado es mayor a 4 dias.
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Actividades de aprendizaje

a)
b)

¢)

d)

Consultar el concepto de antiderivada y las reglas de integracion basicas.
Resolver ejercicios sobre reglas de integracion bésicas.

Realizar ejercicios en equipos para diferenciar entre una integral definida y una
indefinida. Resolver en equipo ejercicios de integral definidas.

Aplicar las integrales definidas a problemas del area econdmica administrativas
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Esta asignatura aporta al perfil del Licenciado en Administracion:

- Aplicar los conocimientos modernos de la gestion de negocios a las fases del proceso administrativo para la
optimizacién de recursos y el manejo de los cambios organizacionales.
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vanguardia, con un enfoque estratégico, multicultural y humanista.

Esta asignatura se ubica en el primer semestre de la carrera y se estructura en tres momentos: primero un recorrido
sobre los antecedentes de las funciones matematicas y su aplicacién, en el segundo momento los modelos de oferta,
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demanda y la tasa marginal y un tercer momento, el estudio del area bajo las graficas de ingreso marginal, de la linea
de demanda y oferta, etc.

2. Intencion didactica

Considerando que el Licenciado en Administracion tenga una base sélida sobre aspectos matematicos, se plantea que
el estudiante conozca los antecedentes, asi como los principales modelos lineales y sus representaciones graficas para
el apoyo en la aplicacién a los modelos de oferta y demanda, analizando el concepto de ingreso, costo, punto de
equilibrio, equilibrio en el mercado, asi como la solucién de sistemas de ecuaciones para su aplicacion en los
conceptos anteriores.

La aplicaciéon de matrices y calculo diferencial como un principio a la programacién administrativa en el analisis insumo-
producto, ya que en el analisis matematico en Administracion y Economia trata frecuentemente de cambios.

El analisis marginal es quiza la aplicacion mas directa del Calculo en las ciencias administrativas y econdmicas; la
relacion de cambio marginal, o sea, la variacién en el margen se expresa analiticamente como la primera derivada.

En la Economia y la Administracién puede utilizarse la integracion para establecer la funcién de costo total cuando se
da la funcion de costo marginal; para establecer la funcién de ingreso total cuando se conoce la funcion de ingreso
marginal; etc.

Esta asignatura es el inicio de la aplicacion de los modelos matematicos en los conceptos econémicos, asi como en
una cadena de asignaturas que proporcionan los conocimientos, habilidades y actitudes que propicien el desarrollo del
Licenciado en Administracion.
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Analizar y aplicar los criterios matematicos como funciones lineales, sistemas de ecuaciones, matrices, calculo
diferencial e integral para mejorar el analisis de las técnicas cuantitativas aplicadas a modelos econémicos

administrativos.
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representarlas graficamente.

Descripcion:  Aplicar las funciones matematicas en la solucion de problemas y

1.2 Dominio y rango
restringidos

1.3 Funciones
multivariadas basicas

1.4 Representaciones
graficas de funciones

matematicas

1.5 Formula pendiente
interseccion

1.6 Determinacion de la
ecuacion de una linea

recta

dominio y rango.

* Realizar ejercicios en equipos en los
cuales se apliquen los conceptos de
dominio y rango restringidos.

* Realizar ejercicios en equipos en los
cuales efectué una combinacion de
funciones.

* Resolver y graficar problemas donde
aplique la formula de la

pendiente/interseccion.

deduccion y analisis-sintesis, las cuales |o|
encaminan hacia la
aplicacion de conocimientos y la solucion de|
problemas.

e Propiciar actividades de busqueda,
seleccion y analisis de informacion en
distintas fuentes.

e Propiciar el uso de las
tecnologias en el
contenidos de la asignatura.

nuevas|

e Fomentar
propicien la comunicacioén, el intercambio
argumentado de ideas, la reflexion, la
integracion y la colaboracion entre los
estudiantes.

e Llevar a cabo actividades practicas que
promuevan el desarrollo de habilidades para
la experimentacion, tales como:
observacion, identificacion manejo y control

investigacion, la|,

desarrollo de los|
L

actividades grupales que|

Capacidad de analisis y sintesis.
Capacidad de organizar y planificar.
= Conocimientos generales basicos.

= Conocimientos basicos de la
carrera.

= Comunicacién oral y escrita en su
propia lengua.

Conocimiento de una segunda
lengua.

Habilidades basicas de manejo de
la computadora.

= Habilidades de gestion de
informacion (habilidad para buscar y
analizar informacion proveniente de
fuentes diversas.

= Solucion de problemas.

Temas y
subtemas para . . . . .
desarrollar Actividades de Actividades de Desarrollo de Horas teodrico-
la competencia aprendlzaje ensenanza competenmas genericas practlca
especifica
1.1 Definicién + Consultar el significado de funciones, ¢ Propiciar, en el estudiante, el desarrollo] Competencias instrumentales.
de actividades intelectuales de induccion- 9-6
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1.6.1 Pendiente e
interseccion

1.6.2 Pendiente y un punto
1.6.3 Dos puntos

1.6.4 Aplicaciones a
modelos de oferta y

demanda

*» Determinar y analizar la ecuacion de la
linea recta aplicada a la oferta,

demanda, depreciacion y prondésticos.

de de variables y datos relevantes,
planteamiento de hipotesis, de trabajo en
equipo.

e Desarrollar actividades de aprendizaje
que propicien la aplicacion de
conceptos, modelos y metodologias que se|
van aprendiendo en el desarrollo de la
asignatura.

o Propiciar el uso adecuado de conceptos,
y de terminologia cientifico-tecnolégica.

e Proponer problemas que permitan al
estudiante la integracion de contenidos|
dela asignatura y entre distintas|
asignaturas, para su analisis y solucion.

e Relacionar los contenidos de Ia
asignatura con el cuidado del medio
ambiente; asi como con las practicas de una|
ingenieria con enfoque sustentable.

e Observar y analizar fendmenos V|
problematicas propias del campo
ocupacional.

e Relacionar los contenidos de esta
asignatura con las demas del plan de|
estudios para desarrollar una vision
interdisciplinaria en el estudiante.

los|
L]

= Toma de decisiones.

Competencias interpersonales.

e Capacidad critica y autocritica.
Trabajo en equipo.
o Habilidades interpersonales.

e Capacidad de trabajar en equipo
interdisciplinario.

e Capacidad de comunicarse con
profesionales de otras areas.

e Apreciacion de la diversidad y
multiculturalidad.

e Habilidad para trabajar en un
ambiente laboral.

e Compromiso ético.
Competencias sistémicas.

e Capacidad de aplicar los

conocimientos en la practica.
Habilidades de investigacion.
e Capacidad de aprender.

e Capacidad de adaptarse a nuevas
situaciones.

e Capacidad de generar nuevas ideas|
(creatividad).

e Liderazgo.

e Conocimiento de culturas 'y
costumbres de otros paises.

e Habilidad para trabajar en forma
auténoma.
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e Capacidad para disefiar y gestionar|
proyectos.
¢ |Iniciativa y espiritu emprendedor.
e Preocupacion por la calidad.
e Busqueda del logro.
Indicadores de alcance Valor del indicador
A. Se adapta a situaciones y contextos complejos. 3%
B. Hace aportaciones a las actividades académicas 10%
desarrolladas.
C. Propone y/o explica soluciones o procedimientos no vistos en 50%
(o]
clase.
D. Introduce recursos y experiencias que promueven un
pensamiento critico. 10%
E. Incorpora conocimientos y actividades interdisciplinarias en su
aprendizaje.
P J 24%

F. Realiza su trabajo de manera autonoma y autorregulada.

3%
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Niveles de desempeno:

Desempenio

Nivel de desempeio

Indicadores de alcance

Valoracién numérica

Competencia alcanzada

Excelente

Cumple al menos cinco de los
indicadores de alcance.

95-100

Notable

Cumple cuatro de los
indicadores definidos en
desempenfio excelente.

85-94

Bueno

Cumple tres de los
indicadores definidos en
desempeno excelente.

75-84

Suficiente

Cumple dos de los
indicadores definidos en
desempenfio excelente.

70-74

Competencia no alcanzada

Insuficiente

No se cumple con el 100% de
evidencias conceptuales,
procedimentales y
actitudinales de los
indicadores definidos en el
desempenfio excelente.

NA
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Matriz de evaluacion:

Indicador de alcance Evaluacion formativa de la
Evidencia de aprendizaje %
A B|C|D]|E F competencia

So’Iuc.:lon de problemas (Entrega de 37 3 10 | 24 Rubrica y apuntes
practicas)

Mapa conceptual 13 10 3 Rubrica
Evaluacion del conocimiento 50 50 Examen
(Examen)

Total 3 |10 (50|10 | 24| 3
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Competencia No.. 2 Descripcion:  Solucionar y aplicar los diferentes métodos de solucion de sistemas de
ecuaciones en problemas de punto de equilibrio y equilibrio en el mercado.
Temas y
subtemas para H
. . . . oras
desarrollar Actividades de Actividades de Desarrollo de e
teorico-
la aprendizaje ensefanza competencias genéricas ractica
competencia P
especifica
2.1 Funciones lineales | * Consultar previo a clase los conceptos e Propiciar, en el estudiante, el desarrollo Competencias instrumentales.
de actividades intelectuales de induccion- 9-6

2.2 Modelos de de funciones lineales, ingreso, costo,
equilibrio
utilidad, depreciacion y punto de
2.2.1 Modelo de punto
de equilibrio aplicado equilibrio.

a la produccion » Formular funciones en donde estén

2.2.2 Modelo grafico de implicitos los ingresos, costos, la

punto de equilibrio. utilidad y la depreciacion.

2.2.3 Modelo utilizando

S « Crear y resolver modelos de punto de
la contribucion al

costo fijo y a la utilidad. equilibrio, partiendo de la actividad

anterior.

deduccion y analisis-sintesis, las cuales lo
encaminan hacia la investigacion, la
aplicacion de conocimientos y la solucion de
problemas.

e Propiciar actividades de busqueda,
seleccion y andlisis de informacion en
distintas fuentes.

o Propiciar el uso de las nuevas tecnologias
en el desarrollo de los contenidos de la
asignatura.

e Fomentar actividades grupales que
propicien la comunicacion, el intercambio
argumentado de ideas, la reflexion, la
integracion y la colaboraciéon entre los
estudiantes.

e Llevar a cabo actividades practicas que
promuevan el desarrollo de habilidades para

= Capacidad de analisis y sintesis.

= Capacidad de organizar y planificar.
= Conocimientos generales basicos.

= Conocimientos basicos de la carrera.

= Comunicacién oral y escrita en su
propia lengua.

= Conocimiento de una segunda
lengua.

= Habilidades basicas de manejo de la
computadora.

= Habilidades de gestion de
informacion (habilidad para buscar y
analizar informacion proveniente de
fuentes diversas.




2.2.4 Modelos de
equilibrio para tomar

decisiones de comprar
o producir

2.3 Sistemas de
ecuaciones lineales

2.3.1 Sistemas de
ecuaciones de 2x2 'y
3x3.

Métodos de eliminacion
suma y resta.

2.3.2 Método de
eliminacién Gaussiana
de

sistemas 2x2, 3x3
solucion Unica.

2.3.3 Aplicaciones
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« Graficar el punto de equilibrio.

« Resolver sistemas de ecuaciones, utilizando
los métodos de suma y resta,

eliminacion y Gauss Jordan, aplicar el

modelo en casos practicos del area.

la experimentacion, tales como:
observacion, identificacion manejo y control
de de variables y datos relevantes,
planteamiento de hipétesis, de trabajo en
equipo.

o Desarrollar actividades de aprendizaje
que propicien la aplicacion de los conceptos,
modelos y metodologias que se van
aprendiendo en el desarrollo de la
asignatura.

o Propiciar el uso adecuado de conceptos,
y de terminologia cientifico-tecnoldgica.

e Proponer problemas que permitan al
estudiante la integracién de contenidos de la
asignatura y entre distintas asignaturas, para
su analisis y solucion.

e Relacionar los contenidos de la
asignatura con el cuidado del medio
ambiente; asi como con las practicas de una
ingenieria con enfoque sustentable.

e Observar y analizar fenémenos vy
problematicas propias del campo
ocupacional.

e Relacionar los contenidos de esta
asignatura con las demas del plan de
estudios para desarrollar una vision
interdisciplinaria en el estudiante.

= Solucion de problemas.

= Toma de decisiones.

Competencias interpersonales.

e Capacidad critica y autocritica.

e Trabajo en equipo.

o Habilidades interpersonales.

e Capacidad de trabajar en equipo

interdisciplinario.

e Capacidad de comunicarse con
profesionales de otras areas.

e Apreciacion de la diversidad y

multiculturalidad.

e Habilidad para trabajar en un

ambiente laboral.

e Compromiso ético.

Competencias sistémicas.

e Capacidad de

aplicar

conocimientos en la practica.

e Habilidades de investigacion.

e Capacidad de aprender.

los

e Capacidad de adaptarse a nuevas

situaciones.

e Capacidad de generar nuevas ideas

(creatividad).
e Liderazgo.

e Conocimiento de

culturas

costumbres de otros paises.

y
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e Habilidad para trabajar en forma
auténoma.

e Capacidad para disefiar y gestionar
proyectos.

¢ |Iniciativa y espiritu emprendedor.
e Preocupacion por la calidad.

e Busqueda del logro.

Indicadores de alcance Valor del indicador

A. Se adapta a situaciones y contextos complejos.

B. Hace aportaciones a las actividades académicas

desarrolladas.

C. Propone y/o explica soluciones o procedimientos no vistos en

clase.

D. Introduce recursos y experiencias que promueven un
pensamiento critico.

E. Incorpora conocimientos y actividades interdisciplinarias en su

aprendizaje.

F. Realiza su trabajo de manera autonoma y autorregulada.

3%
10%

50%

10%

24%
3%
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Niveles de desempeno:

Desempenio

Nivel de desempeio

Indicadores de alcance

Valoracién numérica

Competencia alcanzada

Excelente

Cumple al menos cinco de los
indicadores de alcance

95-100

Notable

Cumple cuatro de los
indicadores definidos en
desemperio excelente..

85-94

Bueno

Cumple tres de los
indicadores definidos en
desempeno excelente.

75-84

Suficiente

Cumple dos de los
indicadores definidos en
desempenfio excelente.

70-74

Competencia no alcanzada

Insuficiente

No se cumple con el 100% de
evidencias conceptuales,
procedimentales y
actitudinales de los
indicadores definidos en el
desempenfio excelente.

NA
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Matriz de evaluacion:

Indicador de alcance Evaluacion formativa de la
Evidencia de aprendizaje %
A B|C|D]|E F competencia

So’Iuc.:lon de problemas (Entrega de 37 3 10 | 24 Rubrica y apuntes
practicas)

Trabajo de investigacion 13 10 3 Rubrica
Evaluacion del conocimiento 50 50 Examen
(Examen)

Total 3 |10 (50|10 | 24| 3
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Descripcién: Aplicar la notacion de una matriz para la representacion matricial de datos, sus operaciones matematicas y
solucionar problemas de sistemas de ecuaciones aplicando para resolver casos del area econémica
administrativa.

Temas y Actividades de Actividades de Desarrollo de Horas

subtemas para .. - . . . tedrico-

desarrollar aprendlzaje ensenanza competenmas genericas

practica
la
competencia

especifica
3.1 Introduccion a las « Investigar las matrices, identificando * Propiciar, en el estudiante, el desarrollo Competencias instrumentales.
matrices de actividades intelectuales de induccion- 9-6

3.2 Tipos especiales de
matrices

3.3 Operaciones con
matrices
3.4 Introduccién a los

determinantes.
Solucion

de un determinante de
2x2, 3x3 por método de

columnas aumentadas
y cofactores

3.5 Propiedades de los
determinantes

los diversos tipos especiales.

» Realizar ejercicios en equipos en los
cuales se efectué operaciones
matriciales.

* Resolver ejercicios con el método de
columnas aumentadas y cofactores
para sistemas 2 x 2y 3 x 3, asi

como la inversa de una matriz
mediante el método de eliminacién y
cofactores.

* Resolver sistemas de ecuaciones de

deduccion y andlisis-sintesis, las cuales lo
encaminan hacia la investigacion, la
aplicacion de conocimientos y la solucién de
problemas.

e Propiciar actividades de busqueda,
seleccion y andlisis de informacion en
distintas fuentes.

e Propiciar el uso de las nuevas tecnologias
en el desarrollo de los contenidos de la
asignatura.

e Fomentar actividades grupales que
propicien la comunicacion, el intercambio
argumentado de ideas, la reflexion, la
integracion y la colaboracion entre los
estudiantes.

e Llevar a cabo actividades practicas que
promuevan el desarrollo de habilidades para
la experimentacion, tales como:
observacion, identificaciéon manejo y control

= Capacidad de analisis y sintesis.
= Capacidad de organizar y planificar.

= Conocimientos generales basicos.

= Conocimientos basicos de la carrera.

= Comunicacion oral y escrita en su
propia lengua.

= Conocimiento de una segunda
lengua.

= Habilidades basicas de manejo de la
computadora.

= Habilidades de gestion de
informacion (habilidad para buscar y
analizar informacion proveniente de
fuentes diversas.

= Solucion de problemas.

= Toma de decisiones.
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2 x 2 'y 3 x 3 utilizando el método de
la inversa y Cramer.

« Investigar datos de INEGI, del
Banco de México y de otras
instituciones, en donde identifique la
aplicacion de modelos matriciales en
el manejo de sus datos.

« Aplicar matrices para resolver casos
practicos del area econémica

administrativa.

de de variables y datos relevantes,
planteamiento de hipdtesis, de trabajo en
equipo.

e Desarrollar actividades de aprendizaje
que propicien la aplicacién de los conceptos,
modelos y metodologias que se van
aprendiendo en el desarrollo de la
asignatura.

o Propiciar el uso adecuado de conceptos,
y de terminologia cientifico-tecnolégica.

e Proponer problemas que permitan al
estudiante la integracién de contenidos de la
asignatura y entre distintas asignaturas, para
su analisis y solucion.

e Relacionar los contenidos de la
asignatura con el cuidado del medio
ambiente; asi como con las practicas de una
ingenieria con enfoque sustentable.

e Observar y analizar fendmenos vy
problematicas propias del campo
ocupacional.

e Relacionar los contenidos de esta
asignatura con las demas del plan de
estudios para desarrollar una vision
interdisciplinaria en el estudiante.

Competencias interpersonales.
e Capacidad critica y autocritica.
e Trabajo en equipo.

e Habilidades interpersonales.

e Capacidad de trabajar en equipo
interdisciplinario.

e Capacidad de comunicarse con
profesionales de otras areas.

e Apreciacion de la diversidad y
multiculturalidad.

e Habilidad para trabajar en un
ambiente laboral.

e Compromiso ético.

Competencias sistémicas.

e Capacidad de aplicar los
conocimientos en la practica.

¢ Habilidades de investigacion.
e Capacidad de aprender.

e Capacidad de adaptarse a nuevas
situaciones.

e Capacidad de generar nuevas ideas
(creatividad).

e Liderazgo.

e Conocimiento de culturas vy
costumbres de otros paises.

e Habilidad para trabajar en forma
auténoma.

e Capacidad para disefiar y gestionar
proyectos.
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¢ |Iniciativa y espiritu emprendedor.

e Preocupacion por la calidad.

e Busqueda del logro

Indicadores de alcance Valor del indicador

A. Se adapta a situaciones y contextos complejos.

B. Hace aportaciones a las actividades académicas

desarrolladas.

C. Propone y/o explica soluciones o procedimientos no vistos en

clase.

D. Introduce recursos y experiencias que promueven un
pensamiento critico.

E. Incorpora conocimientos y actividades interdisciplinarias en su

aprendizaje.

F. Realiza su trabajo de manera autonoma y autorregulada.

3%
10%

50%

10%

24%
3%
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Niveles de desempeno:

Desempenio

Nivel de desempeio

Indicadores de alcance

Valoracién numérica

Competencia alcanzada

Excelente

Cumple al menos cinco de los
indicadores de alcance

95-100

Notable

Cumple cuatro de los
indicadores definidos en
desemperio excelente..

85-94

Bueno

Cumple tres de los
indicadores definidos en
desempeno excelente.

75-84

Suficiente

Cumple dos de los
indicadores definidos en
desempenfio excelente.

70-74

Competencia no alcanzada

Insuficiente

No se cumple con el 100% de
evidencias conceptuales,
procedimentales y
actitudinales de los
indicadores definidos en el
desempenfio excelente.

NA
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Matriz de evaluacion:

Indicador de alcance Evaluacion formativa de la
Evidencia de aprendizaje %
A B|C|D]|E F competencia

So’Iuc.:lon de problemas (Entrega de 37 3 10 | 24 Rubrica y apuntes
practicas)

Trabajo de investigacion 13 10 3 Rubrica
Evaluacion del conocimiento 50 50 Examen
(Examen)

Total 3 |10 (50|10 | 24| 3
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Descripcién: Comprender los conceptos de limite y continuidad para la solucién de problemas relativos a tasa promedio de
cambio e incrementos y aplicar las reglas de diferenciacion a problemas de maximos y minimos como la
metodologia en la aplicacion a ingresos, costos y utilidad.

Temas y Actividades de Actividades de Desarrollo de Horas

subtemas para .. - . . . tedrico-

desarrollar aprendlzaje ensenanza competenmas genericas

practica
la
competencia

especifica
4.1 Limites y « Aplicar propiedades de los limites y o Propiciar, en el estudiante, el desarrollo Competencias instrumentales.
continuidad de actividades intelectuales de induccion- 15-10

4.2 Derivadas
algebraicas con
formulas

4.3 Derivada de n-
ésimo orden

4.4 Derivadas parciales
bésicas

4.5 Aplicaciones de la
primera y segunda

derivada (a maximos y
minimos).

4.6 Aplicaciones a
ingresos costos y
utilidades

continuidad para resolver
problemas.

« Aplicar propiedades de tasa de
cambio para resolver problemas.

« Aplicar las formulas basicas de

diferenciacion para resolver ejercicios.

« Aplicar las derivadas algebraicas

para la obtencién de las derivadas

parciales algebraicas.

* |dentificar y determinar los puntos

criticos de una ecuacion.

deduccion y andlisis-sintesis, las cuales lo
encaminan hacia la investigacion, la
aplicacion de conocimientos y la solucién de
problemas.

e Propiciar actividades de busqueda,
seleccion y andlisis de informacion en
distintas fuentes.

e Propiciar el uso de las nuevas tecnologias
en el desarrollo de los contenidos de la
asignatura.

e Fomentar actividades grupales que
propicien la comunicacion, el intercambio
argumentado de ideas, la reflexion, la
integracion y la colaboracion entre los
estudiantes.

e Llevar a cabo actividades practicas que
promuevan el desarrollo de habilidades para
la experimentacion, tales como:
observacion, identificacion manejo y control

= Capacidad de analisis y sintesis.
= Capacidad de organizar y planificar.

= Conocimientos generales basicos.

= Conocimientos basicos de la carrera.

= Comunicacion oral y escrita en su
propia lengua.

= Conocimiento de una segunda
lengua.

= Habilidades basicas de manejo de la
computadora.

= Habilidades de gestion de
informacion (habilidad para buscar y
analizar informacion proveniente de
fuentes diversas.

= Solucion de problemas.

= Toma de decisiones.
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« Utilizar la aproximacién marginal a la
maximizacion de utilidades a través
del criterio de la primera y segunda

derivada en casos del area.

de de variables y datos relevantes,
planteamiento de hipdtesis, de trabajo en
equipo.

e Desarrollar actividades de aprendizaje
que propicien la aplicacién de los conceptos,
modelos y metodologias que se van
aprendiendo en el desarrollo de la
asignatura.

o Propiciar el uso adecuado de conceptos,
y de terminologia cientifico-tecnolégica.

e Proponer problemas que permitan al
estudiante la integracién de contenidos de la
asignatura y entre distintas asignaturas, para
su analisis y solucion.

e Relacionar los contenidos de la
asignatura con el cuidado del medio
ambiente; asi como con las practicas de una
ingenieria con enfoque sustentable.

e Observar y analizar fendmenos vy
problematicas propias del campo
ocupacional.

e Relacionar los contenidos de esta
asignatura con las demas del plan de
estudios para desarrollar una vision
interdisciplinaria en el estudiante.

Competencias interpersonales.
e Capacidad critica y autocritica.
e Trabajo en equipo.

e Habilidades interpersonales.

e Capacidad de trabajar en equipo
interdisciplinario.

e Capacidad de comunicarse con
profesionales de otras areas.

e Apreciacion de la diversidad y
multiculturalidad.

e Habilidad para trabajar en un
ambiente laboral.

e Compromiso ético.

Competencias sistémicas.

e Capacidad de aplicar los
conocimientos en la practica.

¢ Habilidades de investigacion.
e Capacidad de aprender.

e Capacidad de adaptarse a nuevas
situaciones.

e Capacidad de generar nuevas ideas
(creatividad).

e Liderazgo.

e Conocimiento de culturas vy
costumbres de otros paises.

e Habilidad para trabajar en forma
auténoma.

e Capacidad para disefiar y gestionar
proyectos.




CERTIFICADOD 150 2007

Competencias

Instrumentacion Didactica para la formacion y desarrollo de | c4digo: ITCG-AC-P0O-003-02

Revision: O

% Referencia a la Norma ISO 9001:2015 8.1,8.2.2,8.5.1

Pagina 181 de 190

¢ |Iniciativa y espiritu emprendedor.
e Preocupacion por la calidad.

e Busqueda del logro.

Indicadores de alcance

Valor del indicador

A. Se adapta a situaciones y contextos complejos.

B. Hace aportaciones a las actividades académicas
desarrolladas.

C. Propone y/o explica soluciones o procedimientos no vistos en
clase.

D. Introduce recursos y experiencias que promueven un
pensamiento critico.

E. Incorpora conocimientos y actividades interdisciplinarias en su
aprendizaje.

F. Realiza su trabajo de manera auténoma y autorregulada.

3%
10%

50%

10%

24%
3%
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Niveles de desempeno:

Desempenio

Nivel de desempeio

Indicadores de alcance

Valoracién numérica

Competencia alcanzada

Excelente

Cumple al menos cinco de los
indicadores de alcance

95-100

Notable

Cumple cuatro de los
indicadores definidos en
desemperio excelente..

85-94

Bueno

Cumple tres de los
indicadores definidos en
desempeno excelente.

75-84

Suficiente

Cumple dos de los
indicadores definidos en
desempenfio excelente.

70-74

Competencia no alcanzada

Insuficiente

No se cumple con el 100% de
evidencias conceptuales,
procedimentales y
actitudinales de los
indicadores definidos en el
desempenfio excelente.

NA
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Indicador de alcance Evaluacion formativa de la
Evidencia de aprendizaje %
A B|C|D]|E F competencia
So’Iuc.:lon de problemas (Entrega de 37 3 10 | 24 Rubrica y apuntes
practicas)
Trabajo de investigacion 13 10 3 Rubrica
Evaluacion del conocimiento 50 50 Examen
(Examen)
Total 3 1050|1024 | 3
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Competencia No.: 5 Descripcién: Aplicar las reglas de integracién para resolver problemas de integrales definidas en la aplicacion de problemas
relativos a area econémico y administrativo.
Temas y Actividades de Actividades de Desarrollo de Horas
subtemas para . - . . . tedrico-
desarrollar aprendlzaje ensenanza competenmas genericas
practica
la
competencia
especifica
5.1 Concepto de » Consultar el concepto de antiderivada y e Propiciar, en el estudiante, el desarrollo Competencias instrumentales.
antiderivada de actividades intelectuales de induccion- . o o 6-4
las reglas de integracion basicas. deduccion y andlisis-sintesis, las cuales lo | * Capacidad de andlisis y sintesis.
5.2 Reglas de encaminan hacia la investigacion, la|,

integracion directas
5.3 Integral definida

5.4 Aplicaciones del
calculo integral a

problemas de las
areas
administrativas

 Resolver ejercicios sobre reglas de
integracion basicas.

« Realizar ejercicios en equipos para
diferenciar entre una integral definida y
una indefinida.

» Resolver en equipo ejercicios de
integral definidas.

* Aplicar las integrales definidas a
problemas del area econémica

administrativas

aplicacion de conocimientos y la solucion de
problemas.

e Propiciar actividades de busqueda,
seleccion y andlisis de informacion en
distintas fuentes.

o Propiciar el uso de las nuevas tecnologias
en el desarrollo de los contenidos de la
asignatura.

e Fomentar actividades grupales que
propicien la comunicacion, el intercambio
argumentado de ideas, la reflexion, la
integracion y la colaboraciéon entre los
estudiantes.

e Llevar a cabo actividades practicas que
promuevan el desarrollo de habilidades para
la experimentacion, tales como:
observacion, identificacion manejo y control
de de \variables y datos relevantes,

Capacidad de organizar y planificar.

Conocimientos generales basicos.

Conocimientos basicos de la carrera.

Comunicacion oral y escrita en su

propia lengua.

Conocimiento de una segunda

lengua.

Habilidades basicas de manejo de la

computadora.

Habilidades de gestion de

informacion (habilidad para buscar y
analizar informacion proveniente de
fuentes diversas.

Solucién de problemas.

Toma de decisiones.
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planteamiento de hipétesis, de trabajo en
equipo.

o Desarrollar actividades de aprendizaje
que propicien la aplicacion de los conceptos,
modelos y metodologias que se van
aprendiendo en el desarrollo de la
asignatura.

o Propiciar el uso adecuado de conceptos,
y de terminologia cientifico-tecnoldgica.

e Proponer problemas que permitan al
estudiante la integracién de contenidos de la
asignatura y entre distintas asignaturas, para
su analisis y solucion.

e Relacionar los contenidos de la
asignatura con el cuidado del medio
ambiente; asi como con las practicas de una
ingenieria con enfoque sustentable.

e Observar y analizar fenémenos vy
problematicas propias del campo
ocupacional.

e Relacionar los contenidos de esta
asignatura con las demas del plan de
estudios para desarrollar una vision
interdisciplinaria en el estudiante.

Competencias interpersonales.
e Capacidad critica y autocritica.
e Trabajo en equipo.

e Habilidades interpersonales.

e Capacidad de trabajar en equipo
interdisciplinario.

e Capacidad de comunicarse con
profesionales de otras areas.

e Apreciacion de la diversidad y
multiculturalidad.

e Habilidad para trabajar en un
ambiente laboral.

e Compromiso ético.
Competencias sistémicas.

e Capacidad de aplicar los
conocimientos en la practica.

¢ Habilidades de investigacion.
e Capacidad de aprender.

e Capacidad de adaptarse a nuevas
situaciones.

e Capacidad de generar nuevas ideas
(creatividad).

e Liderazgo.

e Conocimiento de culturas vy
costumbres de otros paises.

e Habilidad para trabajar en forma
auténoma.

e Capacidad para disefiar y gestionar
proyectos.
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¢ |Iniciativa y espiritu emprendedor.
e Preocupacion por la calidad.

e Busqueda del logro.

Indicadores de alcance

Valor del indicador

A. Se adapta a situaciones y contextos complejos.

B. Hace aportaciones a las actividades académicas
desarrolladas.

C. Propone y/o explica soluciones o procedimientos no vistos en
clase.

D. Introduce recursos y experiencias que promueven un
pensamiento critico.

E. Incorpora conocimientos y actividades interdisciplinarias en su
aprendizaje.

F. Realiza su trabajo de manera autonoma y autorregulada.

3%
10%

50%

10%

24%
3%
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Niveles de desempeno:

Desempenio

Nivel de desempeio

Indicadores de alcance

Valoracién numérica

Competencia alcanzada

Excelente

Cumple al menos cinco de los
indicadores de alcance

95-100

Notable

Cumple cuatro de los
indicadores definidos en
desemperio excelente..

85-94

Bueno

Cumple tres de los
indicadores definidos en
desempeno excelente.

75-84

Suficiente

Cumple dos de los
indicadores definidos en
desempenfio excelente.

70-74

Competencia no alcanzada

Insuficiente

No se cumple con el 100% de
evidencias conceptuales,
procedimentales y
actitudinales de los
indicadores definidos en el
desempenfio excelente.

NA
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Indicador de alcance Evaluacion formativa de la
Evidencia de aprendizaje %
A B|C|D]|E F competencia
So’Iuc.:lon de problemas (Entrega de 37 3 10 | 24 Rubrica y apuntes
practicas)
Trabajo de investigacion 13 10 3 Rubrica
Evaluacion del conocimiento 50 50 Examen
(Examen)
Total 3 1050|1024 | 3
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5. Fuentes de informacién y apoyos didacticos

Fuentes de informacion:

Apoyos didacticos:

1. Jean E. Weber. Matematicas Para Administracion y Economia, 42 ed. Oxford
Univercity Press México, S. A. de C.V., 1984.

2. Frank S. Budnick. Mateméticas aplicadas para administracion, economia y
ciencias sociales. Editorial: McGrawHill.

3. Arya. Matematicas aplicadas a la administracion y economia. Editorial:
Iberoamericana.

4. Draper J.E. Matematicas para administraciéon y economia. Editorial: Harla.

5. Ernest-Haeussler Jr. Richar S. Paul. Matematicas para administracion,
economia,

ciencias sociales y de la vida. Editorial: Prentice Hall.
6 Mizrahi-Sullivan. Matematicas finitas con aplicaciones a la administracién y
economia. Editorial: Limusa-Wiley.

7 Software: Mathcad, Drive 6

Video proyector
Laptop
Software de simulacion

Pintarron y marcadores
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de evaluacién en semanas (6):

Semana |1 2

3 4 5 6 7 8 9 10 |11 12 |13 |14 |15 |16
TP ED |EF1 | EF1 | ES1 | EF2 | EF2 | ES2 | EF3 | ES3 | EF4 | EF4 | EF4 | ES4 | EF5 | EF5 | ES5
EF1 EF1 EF3 EF4 EF5
TR
SD
TP=tiempo planeado TR=tiempo real SD=seguimiento departamental

ED=evaluacion diagnéstica  EFn=evaluacion formativa (competencia especifica n)

ES=evaluacion sumativa

Fecha de elaboracion: 19 de enero 2025

ERIC RAFAEL MENDEZ MARQUEZ

Docente

MARIA DE LOURDES FIERRO MONTALVO

Encargada del Departamento de Ciencias Basicas



