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Contribuciéon académica

La asignatura de Teoria Electromagnética consiste en el analisis de los campos
electromagnéticos y su comportamiento sobre los diferentes medios. Por tal motivo,
esta asighatura le permite al estudiante desarrollar las habilidades necesarias para
aplicar los conceptos de campos electromagnéticos principalmente dentro de las
comunicaciones, control e instrumentacién. La importancia de la Teoria
Electromagnética esta en los fundamentos que rigen y explican el comportamiento
de las ondas y su propagacion, tanto por medios guiados (lineas de transmisiony
guias de onda) como no guiados (antenas). aporta al perfil del egresado a la carrera
de ingenieria electrénica las competencias que le permiten comprendery aplicar los
conocimientos tedricos en la modelacion, analisis y sintesis de sistemas de
comunicacion, adquiridos en las diversas materias cursadas durante su formacion
como ingeniero electrénico para su aplicacién en las areas industrial, comercialy de
servicios asociados con sefales fisicas, y sirviendo como antecedente
principalmente a los conocimientos de las asignaturas de Optoelectrdnica e
Instrumentacion, entre otras.

La asignatura de Teoria Electromagnética proporciona las bases que permitiran a los
alumnos que deseen profundizar sus conocimientos en comunicaciones o alguna
materia en particular o iniciar su propia empresa desarrollando proyectos de acuerdo
con su experiencia.
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Introduccion

Con estos apuntes para la asignatura de Teoria Electromagnética, se pretende que los
estudiantes (principalmente) y docentes, tengan material de utilidad no solo durante
el desarrollo de la asignatura, sino también les sirva de referencia para asignaturas
posteriores.

En el caso de los estudiantes, les pueda ser de utilidad en su vida profesional. Esto se
obtendra por medio de ejemplos desarrollados paso a paso, empleo de evaluaciones
numéricas, sugerencias, entre otras posibles herramientas dependiendo del tema
abordado.

Uno de los objetivos de estos apuntes es que el estudiante tenga una mejor
preparacidony los docentes tengan tiempo para preparar mejor sus exposiciones
frente a grupo.



1. Ecs. de Maxwell y Propagacion de las ondas electromagnéticas
1.1. Introducciodn a la electrostatica y magnetostatica

Como es expuesto por [1] p 14: La fuerza electromagnética consiste en una fuerza
eléctrica Fe y una fuerza magnética Fm. El origen del campo eléctrico es la carga
eléctrica, que varia inversamente al cuadrado de la distancia a su origen respectivo,
la carga eléctrica puede tener polaridad positiva o negativa.

Gracias a la fisica atdmica, se sabe que toda la materia contiene una mezcla de
neutrones, protones positivamente cargados y electrones negativamente cargados, y
la cantidad de carga fundamental es la de un solo electrén, denotada en general por
la letra e. La unidad con la cual se mide la carga eléctrica es el coulomb (C),
nombrada en honor del cientifico francés Charles Augustin de Coulomb (1736-1806).

La magnitud de e es e=1.6x10"" (C).

La carga de un solo electron es g, = —e y de la de un proton es de igual magnitud pero

de polaridad opuesta: g, =e. Los experimentos de Coulomb demostraron que:

1. dos cargas iguales se repelen entre si, mientras que dos cargas de polaridad
opuesta se atraen,

2. lafuerza actua a lo largo de la linea que une las cargas, y

3. suintensidad es proporcional al producto de las magnitudes de las dos cargas e
inversamente proporcional al cuadrado de la distancia que las separa.

Estas propiedades constituyen lo que actualmente se conoce como ley de Coulomb,
que se expresa matematicamente mediante la siguiente ecuacion:

o 9.9, T
=R,———=— (N) (enelespacio libre
 47g, RY (V) ( P )

€

Donde Fe21 es la fuerza eléctrica que actua en la carga g, producida por la

carga g, (como lo muestra la figura 1.1), g, €s una constante universal llamada

permitividad eléctrica del espacio libre ¢, =8.854x10™'"* farads por metro (F/m).
Se supone que las dos cargas estan en el espacio libre (vacio) y aisladas de todas
las demas cargas. La fuerza Fe21 que actua en la carga ¢, producida por la carga

q,es igual a la fuerza Fe21 en magnitud, pero opuesta en direccion; Fe12 =-F

€1
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Figura 1.1 Fuerzas eléctricas que actlan en dos cargas puntuales positivas en el
espacio libre.

La expresion de la ecuacion para la fuerza eléctrica se puede ampliar definiendo
la existencia de una intensidad de canmpo eléctrico E ocasionada por cualquier
carga g como sigue:

E-R—1 _ (V/m) (en el espacio libre)

4rg, R
La carga eléctrica tiene dos propiedades importantes. La primera es la ley de la
conservacion de la carga eléctrica, que establece que la carga eléctrica (neta)
no se crea nise destruye.Siunvolumen contiene n, protones y n, electrones,

entonces la carga total es
q:npe_nee:(np_ne)e (C)

Aun cuando algunos de los protones se combinaran con un numero igual de
electrones para producir neutrones u otras particulas elementales, la carga neta
g no cambia. En la materia, las leyes de la mecanica cuantica que rigen el
comportamiento de los protones dentro del nldcleo del &tomo y los electrones
afuera de él no permiten que se combinen.

La segunda propiedad importante de la carga eléctrica es elprincipio de
supeiposicion lineal, que establece que el vector campo eléctrico total en un
punto del espacioproducido por un sistema de cargas puntuales es igual a la
suma vectorial de los campos eléctricos en ese punto producidos por las cargas
individuales. Este concepto aparentemente simple permitira calcular el campo
eléctrico generado por distribuciones de carga complejas sin tener que
preocuparse por las fuerzas que actlan en cada carga individual generadas por los
campos producidos por todas las demas cargas.



Si deseamos obtener la intensidad de campo eléctrico E ocasionada por
cualquier carga g en cualquier medio, la permitividad de espacio libre ¢, se
reemplaza con ¢, donde ¢ ahora es la permitividad del material en el cual se mide el
campo eléctrico y es, por consiguiente, caracteristico de ese material particular. Por
tanto,

E-R—L_ (v/m).

4zeR?

¢ seexpresaen laforma ¢ =¢ ¢, (F/m), donde ¢, es una cantidad sin unidades

llamada permitividad relativa o constante dieléctrica del material. En el caso del
vacio, ¢ =1; para aire cerca de la superficie terrestre ¢ =1.0006 .

Ademas de la intensidad del campo eléctrico E , con frecuencia se vera que es
conveniente utilizar una cantidad relacionada llamada densidad de flujo eléctrico

D, determinada por D = ¢E (C/mz).

Alrededor del afio 800 a.C., los griegos descubrieron que ciertas clases de rocas
exhiben una fuerza que atrae limaduras de hierro. Estas rocas ahora se conocen con
el nombre de magnetita (Fe304)y el fendmeno que se presenta en ellas es el
magnetismo. En el siglo XIll, cientificos franceses descubrieron que, cuando se
colocaba una hoja sobre la superficie de un iman natural esférico, esta se orientaba a
lo largo en distintas direcciones en diferentes lugares deliman. Trazando las
direcciones tomadas por la aguja, se determind que la fuerza magnética formaba
lineas de campo magnético que rodeaban la esfera y parecia que pasaban a través de
dos puntos diametralmente opuestos entre si. Se encontrd que estos puntos,
llamados polos norte y sur del iman, existen en todo iman, sin importar su forma.

También se observé que los polos semejantes de imanes diferentes se repeleny los
distintos se atraen. Esta propiedad de atraccién-repulsién es similar a la fuerza
eléctrica entre cargas eléctricas, excepto por una importante diferencia: las cargas
eléctricas pueden estar aisladas, pero los polos magnéticos siempre existen en
pares. Si un iman permanente se corta en pedazos, sin importar cuan pequefo sea
cada trozo, siempre tendra un polo norte y un polo sur.

Las lineas magnéticas que circundan un iman se llaman lineas de campo magnético
y representan la existencia de un campo magnético llamado densidad de flujo
magnético B . No solo existe un campo magnético alrededor de los imanes
permanentes, sino que también puede crearse mediante corriente eléctrica. En 1819
el cientifico danés Hans Oersted (1777-1851) descubrié esta conexién entre



electricidad y magnetismo. Oersted encontrd que una corriente eléctrica presente en
un alambre hacia que la aguja de una brujula colocada cerca de él se desviara, y que
la aguja giraba de tal forma que su direccidon siempre era perpendicular alalambrey a
la linea radial que conectaba el alambre con la aguja. A partir de estas observaciones,
dedujo que el alambre que conducia corriente inducia un campo magnético que
formaba circulos alrededor del alambre.

Poco tiempo después del descubrimiento de Oersted, los cientificos franceses Jean
Baptiste Biot y Felix Sabat desarrollaron una expresién que relaciona la densidad del
flujo magnético B en un punto en el espacio con la corriente I en el conductor.

Figura 1.2 Campo magnético inducido por una corriente constante que fluye en la
direccion z.

La aplicacion de su formula, conocida en la actualidad como ley de Biot-Sabat, para
un conductor muy largo se muestra en la figura 1.2, y nos lleva al resultado de que la
densidad de flujo magnético B inducida por una corriente constante I que fluye en
la direccién z esta dada por

-~ Mol
B = uH. B=¢p— T
H ¢27zr ( )
donde r es la distanciaradial a la corrientey ¢A§ es un vector unitario azimutal que
denota el hecho que la direccion del campo magnético es tangencial al circulo que
circunda la corriente. EL campo magnético se mide en teslas (T) en honor a Nikola

Tesla (1856-1943), un ingeniero electricista croata-estadounidense, cuyo trabajo
sobre transformadores hizo posible transportar electricidad a través de conductores



largos sin demasiadas perdidas. La cantidad g, se llama permeabilidad magnética
del espacio libre [ y, = 47x107" henrys por metro (H/m) ],yesanalogaala

permitividad eléctrica ¢, . El producto de ¢, y x4, especifica c, la velocidad de la luz

en el espacio libre, como sigue: ¢ = =3x10* (m/s) La mayoria de los

Ho&y
materiales naturales son no magnéticos, esto es, exhiben una permeabilidad
magneética u = u, . Para materiales ferromagnéticos, tales como el hierro y el niquel,

4 es mucho mas grande que 4, .

La permeabilidad magnética u explica las propiedades de magnetizacion de un
material. La x# de un material particular se define como u =, (H/m) donde 4,

es una cantidad sin unidades llamada permeabilidad magnética relativa del
material.

Asicomo E y D constituyen un par de cantidades de campo electromagnético, B y
laintensidad de campo magnético H, que se relacionan entre si mediante u:

B = 4H. También B y H constituyen un par de cantidades de campo

electromagnético.
Electroestaticay Magnetostatica

El campo eléctrico E estaregido por la carga g y el campo magnético H esta regido
por [ =dq/dt ,y puestoque g y I =dq/dt sonvariables independientes, los campos
eléctrico y magnético inducidos son independientes uno de otro en tanto /
permanezca constante. Para demostrar la validez de este enunciado, considere por
ejemplo una pequena seccidon de un haz de particulas cargadas que se mueven auna
velocidad constante. Las cargas en movimiento constituyen una corriente directa. La
carga total g contenida en esa seccién del haz determina el campo eléctrico. El
campo magnético no depende de ¢, sino de la taza de carga (corriente) que fluye a
través de esa seccidén. Pocas cargas que se mueven muy rapido pueden constituir la
misma corriente que muchas cargas que se mueven lentamente. En estos dos casos,
el campo magnético inducido sera el mismo porque la corriente I esla misma, pero
el campo eléctrico inducido sera bastante diferente porque los numeros de cargas no
son los mismos. La electrostatica y magnetostatica correspondientes a cargas
estacionarias y corrientes constantes respectivamente, son casos especiales del
electromagnetismo. Representan dos ramas independientes, caracterizadas asi
porque los campos eléctrico y magnético inducidos no estan acoplados entre si. La
dinamica, la terceray mas general rama de la electromagnética, implica campos



variables con el tiempo inducidos por fuentes variables con el tiempo, es decir,
corrientes y densidades de carga. Si la corriente asociada con el haz de particulas
cargadas en movimiento varia con el tiempo, entonces la cantidad de carga presente
en una seccion dada del haz también varia con el tiempo y viceversa.

Segun [1] p 152: La electrostatica es un importante campo de estudio. Muchos
artefactos y sistema electrénicos estan basados en los principios de la electrostatica.
Entre ellos se incluyen maquinas de rayos X, osciloscopios, impresoras
electrostaticas de inyeccion de tinta, pantallas de cristal liquido, maquinas
copiadoras, teclados de capacitancia y muchos dispositivos de control
transistorizados. La electrostatica también se utiliza en el disefio de sensores de
diagndstico médico, tales como el electrocardiograma (para registrar el patron de
bombeo del corazén)y el electroencefalograma (para registrar la actividad del
cerebro), asi como en numerosas aplicaciones industriales.

Distribuciones de carga y corriente. Se presentan varias distribuciones de carga
eléctrica, y si las cargas estan en movimiento, constituyen distribuciones de
corriente. La carga puede distribuirse en un volumen de espacio, a través de una
superficie o a lo largo de una linea.

Densidades de carga. A escala atdmica, la distribucidon de carga en un material es
discreta, es decir, existe carga solo donde hay electrones y nicleos, y en ninguna otra
parte. En la teoria electromagnética, el interés casi siempre se concentra en el
estudio de fendmenos a una escala mucho mayor, por lo general tres 0 més ordenes
de magnitudes mas grandes que la separacidn entre atomos adyacentes. A
semejante escala macroscépica, se puede pasar por alto la naturaleza discontinua
de la distribucion de carga y tratar la carga neta contenida en un volumen elemental
Av como si estuviera uniformemente distribuida dentro de él. Asi pues, la densidad

de carga en unvolumen p, se define como p, = lim A9 = 4q (C/m3) ,donde Ag

Av—0 Av dv

es la carga contenida en Av. En general, p, se define en un punto dado en el espacio,
especificado por (x, y,z) en un sistema de coordenadas cartesianas en un instante

dado ¢. Por lo tanto, p, =(x,y,z,t).

Fisicamente, p, representa la carga promedio por unidad de volumen para un

volumen Ay con centro en (x,y,z) con Av suficientemente grande para contener un

gran numero de atomos pero al mismo tiempo suficientemente pequefio como para
verse como un punto a la escala macroscopica considerada. La variacion de p, con

la ubicacion en el espacio se llama distribucion espacial, o simplemente



distribucion. La carga total contenida en un volumen dado v se determina mediante

0 =.[ p,dv (C) En algunos casos, sobre todo cuando se trata de conductores, la

carga eléctrica puede estar distribuida a través de la superficie de un material, en
cuyo caso la cantidad relevante de interés es la densidad de carga superficial p,_,

definida como p, = lim % =% (C/mz), donde Aq es la carga presente a través
X As—0 Ag S

de un area de superficie elemental As . Asimismo, si la carga esta distribuida a lo
largo de unalinea, la cual no tiene que ser recta, la distribucidn se caracteriza en
funcion de la densidad de carga lineal p,, definida como

_im 2 _d
P _MOA_[_ dl (C/m).

EJEMPLO 1: Calcule la carga total Q contenida en un tubo cilindrico de carga
orientado a lo largo del eje z como se muestra en la figura 1.3. La densidad de carga
lineales p, =2z, donde z es la distancia en metros al extremo inferior del tubo. La

longitud de este es 10 cm.

10} cmeh

X
Figura 1.3 Distribucién de carga lineal.

0.1 0.1 5101 -
La cargatotal Q es Q:J'0 pldz=I0 2zdz =z ‘0 =0.01=10"C.
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Figura 1.4 Distribucién de carga superficial.



EJEMPLO 2: El disco circular de carga eléctrica que se ilustra en la figura 1.4 esta
caracterizado por una densidad de carga superficial azimutalmente simétrica que se

incrementa de forma lineal con » desde cero en el centro hasta 6C/m2 con r=3cm.

Calcule la carga total presente en la superficie del disco.

Como p, es simétrica respecto al angulo azimutal ¢ , su forma funcional solo

depende de r y esta dada por p, = =2x10*r C/m2 , donde r estd en metros.

_or
3x107"
En coordenadas polares, un elemento de area es ds =rdrd¢g y para el disco mostrado
en la figura, los limites de integracion son de 0a27r(md) para ¢ yde 0a3x107 m
para r. Por lo tanto,

-2
3 3x10

0=| pds= I;_’rofj_toz(zXlozr)Vdrd(Iﬁ = 2frx2x102% ~11.31mC.

0

As'
/P\
( /—> u ( Aq' = p uAs'At

e—Al—
(a)
As "
/p\ As = nAs
/ b
—u Ag = p,u-AsAt
= p uAsAt cos 0

(b)

Figura 1.5 Cargas con velocidad u moviéndose a través de una seccion transversal
As'ena)y As enb).

Densidad de corriente Considere un tubo de carga cuya densidad de carga
volumétrica es p,, como se ilustra en la figura 1.5a. Las cargas se mueven con una
velocidad media u a lo largo del eje del tubo. Durante un periodo Atf , las cargas

recorren una distancia A/ =uAt . La cantidad de carga que atraviesa la superficie de
seccion transversal As' deltubo en elinstante Ar es, por consiguiente

Aq'= p Av=p AlAs'= p uAs'At. Considere ahora el caso méas general en el que las
cargas fluyen a través de una superficie As cuya normal 7 no es necesariamente
paralela a u , como se observa en la figura 1.5b. En este caso, la cantidad de carga
Aq que fluye através de As es Ag = p ue AsAt,y la corriente correspondiente es



= % =p,ueAs=JeAs Donde J=pu A/m2 se define como la densidad de
t
corriente en amperes por metro cuadrado. Para una superficie arbitraria S, la

corriente total que fluye a través de ella esta determinada entonces por
I=[Jeds (4)

Cuando el movimiento de la materia eléctricamente cargada genera la corriente, se
llama corriente convectivay J se llama densidad de corriente de conveccion. Una
nube cargada por el viento, por ejemplo, produce una corriente de conveccién. En
algunos casos, la materia cargada que constituye la corriente de conveccion se
compone Unicamente de particulas cargadas, tales como los electrones de un haz de
electrones presente en un tubo de rayos catédicos (el cinescopio de televisores 'y
monitores de computadora).

Esta es distinta de una corriente de conduccién, donde los atomos del medio
conductor no se mueven. En un alambre metalico, hay cantidades iguales de cargas
positivas (en los nucleos atdmicos) y cargas negativas (en las capas de electrones del
atomo). Todas las cargas positivas y la mayoria de las negativas no se mueven; solo
aquellos electrones en las capas electronicas mas externas de los atomos pueden
ser empujados con facilidad de un atomo al siguiente si se aplica un voltaje entre los
extremos del alambre. Este movimiento de electrones de un atomo a otro produce
corriente de conduccion. Los electrones que emergen del alambre no
necesariamente son los mismos que entran a él por el otro extremo. Como los dos
tipos de corriente son generados por diferentes mecanismos fisicos, la corriente de
conduccioén obedece la ley de Ohm, en tanto que la de conveccién no lo hace.

En[1] p. 155, se expresa que: Ley de Coulomb (Continuacidon) Requerimos mas
expresiones que relacionen la intensidad de campo eléctrico E con la densidad de
flujo eléctrico D asociada con cualquier distribucién de carga especificada.

>
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Figura 1.6 Lineas del campo eléctrico provocado por una carga ¢ .



La ley de Coulomb, que se presentd por primera vez para cargas eléctricas en aire 'y
mas tarde se generalizé a medios materiales, establece que

1. Una carga aislada g induce un campo eléctrico E en todos los puntos del espacio
y en cualquier punto especifico P,y que E se determina mediante

E=R 2 qu (V/m), donde R es un vector unitario que apunta de g a P (ver
e

figura 1.6), R es la distancia entre ellos, y ¢ es la permitividad eléctrica del medio
que contiene el punto de observaciéon P; y

2. Enlapresencia de un campo eléctrico E en un punto dado en el espacio, que
puede deberse a una sola carga o una distribucion de muchas, la fuerza que actua
en una carga de prueba ¢', cuando ésta se coloca en ese punto, se determina por

F=¢'E  (N).Con Fmedidaen newtons (N)y ¢' en coulombs (C), la unidad
de E es (N/C)=(V/m).
Para un material con permitividad eléctrica ¢, las cantidades de campo eléctrico D y
E estanrelacionadas porD =¢Econ ¢ =¢,¢,, donde
&, =8.85x107"" =(1/367)x10”  (F/m) es la permitividad eléctrica del espacio libre
y &g = g/g0 se llama permitividad relativa (o constante dieléctrica) del material.

Para la mayoria de los materiales y en la mayoria de las condiciones, su & tiene un
valor constante independiente tanto de la magnitud como de la direccionde E . Si ¢
es independiente de la magnitud de E , entonces se dice que el material es lineal
porque Dy E estan relacionados linealmente y si es independiente de la direccion de
E , se dice que el material es isotrépico.

>y

X

Figura 1.7 ELcampo eléctrico E en P producido por dos cargas es igual a la suma
vectorialde E, y E, .



Campo eléctrico producido por miultiples cargas puntuales La expresion conocida
para conocer el campo E producido por una carga puntual la extendemos a multiples
cargas puntuales. Sean ¢, y g, localizadas con vectores de posicion R, y R, a partir

del origen de un sistema de coordenadas dadas, como se ilustra en la figura 1.7. EL

campo eléctrico E tiene que evaluarse en un punto P con el vector de posicidn R.
En P, elcampo eléctrico E, producido solo por g, esta determinado por

1 :ql(R—_Rl)3 (V/m). Con R, la distancia entre ¢, y P (|R—Rl|) y el vector
47s|R-R ||

unitario (R—R1 )/|R—R1|. El campo eléctrico producido solo por g, es

R-R
E, = 6]2(—2)3 (V/m) Aplicando el principio de superposicion lineal, el
47s|R-R,|

campo eléctrico total E en cualquier punto en el espacio es igual a la suma vectorial
de los campos eléctricos inducidos por todas las cargas individuales. En este caso

1 %(R_Rl) qz(R_Rz) .
dze| [R-R[ [R-R,/

tenemos: E=E, +E, =

Una generalizacion al caso de N cargas puntuales, el campo eléctrico E en el vector
de posicion R provocado por las cargas ¢,,¢,,...,q, localizadas en punto con

vectores de posicion R, R,,..., R, , se determina mediante

£ 1 ZN C]i(R—Ri) (V/m)

Qe “—i= |R _ R,-|3

EJEMPLO 3: Dos cargas puntuales con ¢, =2x107C y g, =—4x107C estén
localizadas en el espacio libre en (1,3,-1) y (-3,1,-2), respectivamente, en un sistema
de coordenadas cartesianas. Calcule a) el campo eléctrico E en (3,1,-2) yb) La

fuerza sobre una carga de 8x107° localizada en ese punto. Todas las distancias estan
en metros

Para a) El campo eléctrico E con ¢ = ¢, (espacio libre) se determina por

1 R-R R-R
E = Al ) + A ) , Los vectores R,R, y R estén dados por

dze| [R-R[  |R-R,|




R =x+)3-2
R, =—Xx3+y-22 por lo que:
R=x3+y-22

L {2(x2—y2—z)_(4()66)HX10—5=L4_Z2x10‘5 (V/m).

47z, 27 216 1087z,
Para b)
F=qE=8x10"x X Y4722 455 X27¥8724 10 (),
8re, 2T e,
P
<

Figura 1.8. Campo eléctrico producido por una distribucion de carga volumeétrica.

Campo eléctrico producido por una distribucion de carga Considere el volumen v
mostrado en la figura 1.8. Contiene una distribucidn de carga eléctrica caracterizada
por una densidad de carga volumétrica p, , cuya magnitud varia con la ubicacion en

el espacio dentrode p, Elcampo eléctrico diferencial en un punto P producido por

una cantidad de carga diferencial dg = p,dv' contenido en un volumen diferencial

dv'es dE=R dq = =R pvdv'z , donde R'es el vector del volumen diferencial dv'
4reR dreR

al punto P . Aplicando el principio de superposicion lineal, el campo eléctrico total E

se obtiene integrando los campos contribuidos por todas las cargas que forman la

distribucion de carga. Por lo tanto E :I dE = 41 J.li p;z;v (Distribucion de
v TE 14

volumen).

Es importante sefialar que, en general, tanto R’ como R varian como una funcién de

la posicidn sobre el volumen de integracién v . Si la carga se distribuye a través de
una superficie s' con densidad de carga p,, entonces dg = p.ds'y si se distribuye a lo

largo de unalinea /' con una densidad de carga lineal p,, entonces, dg = p,dl'. Por lo

tanto,



1

~opdst
E= R'=—=— (distribucion de carga),
dre L' R? ( ga)
E:LJ. R’% (distribuciénlineal).
dre?l" R

(a) ' (b)

Figura 1.9 Anillo de carga con densidad lineal p, . a) Elcampo JdE, producido por el
segmento infinitesimal 1y b) los campos dE, y dE, producidos por segmentos

diametralmente opuestos.

EJEMPLO 4: Un anillo de carga de radio b se caracteriza por una densidad de carga
uniforme de polaridad positiva p,. Con el anillo en el espacio libre y colocado en el

plano x-y cono se aprecia en la figura 1.9, determine la intensidad de campo eléctrico

E enun punto P(0,0,h) a lo largo del eje del anillo a una distancia h de su centro.
Se considera el campo eléctrico generado por un segmento diferencial del anillo, tal
como un segmento 1 localizado en (b, ¢,0) . La longitud del segmento es dl =bd¢ y

contiene una carga dq = p,dl = p,bd¢ . El vector de distancia R, del segmento 1 al

punto P(0,0,h) es R, =—Fb+2h, obteniendo que R, :‘R'l‘ =+/b* +h* porlo que

li' R; —rb+2zh

=TT . ELcampo eléctrico en P(0,0,h) producido por la carga del
YN/

1 R pdl  pb —tb+ih

= dg.
4z, ' R?  drme, (b2+h2)3/2 /

segmento 1 es dE, =



Elcampo dE, tiene el componente dE,, alo largo de —7 y el componente dE,_ a lo
largo de Z . Por consideraciones de simetria, el campo dE, generado por el segmento
2 en la figura, que es diametralmente opuesto al segmento 1, es idéntico a dE,
excepto que el componente 7 de dE, es opuesto al de dE,. Por consiguiente, los

componentes 7 de la suma se eliminany las contribuciones z se suman. La suma de
,pbh_ df
278, (b + 1)

las dos contribuciones es dE =dE, +dE, = 75

Como por cada segmento anular localizado en el semicirculo definido en el rango

0 < ¢ < 7 (la mitad derecha de anillo circular) existe un segmento correspondiente
diametralmente opuesto en (¢+7z) , Se puede obtener el campo total generado por el
anillo integrandola ultima ecuacién sobre un semicirculo entonces:

bh z R bh R h
P12 ; 3/2_[ dp=1 £ =7 77 0. donde O =27bp,
27z, (b + 1)

E=z i =
2¢,(b* +17) 4re, (b* + 1)

es la carga total contenida en el anillo.

1.2 Forma integral y diferencial de las ecuaciones de Maxwelly sus aplicaciones
Segln [2] p 677: Sea F una funcién vectorial con derivadas continuas, entonces:
Teorema de la divergencia de Gauss

La divergencia de un campo vectorial nos lleva a escribirla de la siguiente manera:

@AFOdg = IJIV?OFdV el campo tiene divergencia positiva si el flujo neto que

sale de la superficie S es positivo, lo cual podria verse como si el volumen contuviera
una fuente de flujo. Si la divergencia es negativa, puede ser visto como un sumidero
porque el flujo neto es hacia dentro. Para un campo uniforme, la misma cantidad de
flujo que entra, sale de él; por lo tanto, su divergencia es cero y se dice que el campo
es sin divergencia.

Teorema de Stokes

Este teorema convierte la integral de superficie del rotacional de un vector sobre una

c‘ﬁcﬁ:oa’f = .”'Aﬁxﬁoa@ superficie abierta S en una integral lineal del vector a lo

largo del contorno C que limita la superficie S.



Sabemos que: D =¢E con ¢ =¢,¢, yque & =8.85x107% =(1/367)x10” (F/m),
también p, esla densidad de carga volumétrica. Entonces: .[ p,dv =0 eslacarga

total en un volumen dado.

[1]p 160, expone que: El teorema de la divergencia establece que la integral de
volumen de la divergencia de cualquier vector sobre un volumen V es igual al flujo
total hacia afuera de ese vector a través de la superficie S que encierra a V. Por lo

tanto, para el vector D, .[ VeDdv= 95SD0ds.

Comparando el término a la derecha de la ultima ecuacidon con la anterior, tenemos:

qSSD eds = por lotanto I Vode:I p,dv =0, eliminando integrales llegamos a:

VeD = p, queesunade las ecuaciones de Maxwell, en este caso para la

electrostatica.

Por otro lado, sabemos que para electrostatica todas las cargas estan
permanentemente fijas en el espacio, o, si se mueven, lo hacen a una taza constante,
de manera que p, y J permanecen constantes en el transcurso deltiempo.

Sabemos que el rotor, rotacional, circulacién o curl de un campo estatico, invariable
en el tiempo es cero, esto nos lleva directamente a la expresion: VxE =0 que es otra
de las ecuaciones de Maxwell para la electrostatica.

Los campos eléctrico y magnético no estan interconectados en el caso estatico.

La densidad de flujo magnético B y la intensidad del campo magnético H estan
relacionados por B = uH . Con la excepcion para los materiales ferromagnéticos,

para los cuales la relaciéon entre B y H no es lineal. La mayoria de los materiales se
caracterizan por permeabilidades magnéticas constantes. Ademas, u = u, para la

mayoria de los dieléctricos y metales (excluidos los materiales ferromagnéticos).

Asi como el campo eléctrico E en un punto en el espaciose definiéo como fuerza
eléctrica F, porunidad de carga que actua en una carga de prueba cuando se coloca

en ese punto. Ahora se define la densidad de flujo magnético B en un punto del
espacio en funcion de la fuerza magnética F, que seria ejercida en una particula

cargada, que se mueve con una velocidad u como si estuviera pasando a través de
ese punto. La fuerza magnética F, , que actua en una particula de carga q, se expresa

como F, =quxB (N) Por consiguiente, la intensidad de B se mide en newtons/(C-

m/s), unidad que también se conoce como Tesla (T). Para una particula positivamente



cargada, la direccion de F, coincide con la direccion del producto cruz ux B, que es

perpendicular al plano que contiene uy B, y que esta regida por la regla de la mano
derecha.

1. Lafuerza eléctrica siempre tiene la direccién del campo eléctrico, en tanto
que la fuerza magnética siempre es perpendicular al campo magnético.

2. Lafuerza eléctrica actla en una particula cargada, ya sea que se esté
moviendo o no, mientras que la fuerza magnética actua en ella sélo cuando
esta en movimiento.

3. Lafuerza eléctrica gasta energia al desplazar una particula cargada, en tanto
que la fuerza magnética no trabaja cuando desplaza una particula.

Como no se realiza trabajo, un campo magnético no altera la energia cinética de
una particula cargada; el campo magnético puede cambiar la direccién de
movimiento de una particula cargada, pero no su rapidez.

De electrostatica sabemos que el flujo hacia fuera neto de la densidad de flujo
eléctrico D a través de una superficie cerrada que encierra una carga neta Q es igual

a Q. Esta propiedad se conoce como ley de Gauss (para electricidad).

Matematicamente lo expresamos VeD = p = qss Deds = Q.

La conversidn de la forma diferencial a integral se logré aplicando el teorema de
divergencia a un volumen v encerrado por una superficie S que contiene carga. El
analogo magnético de una carga puntual es un polo magnético, pero mientras que es
posible que las cargas eléctricas existan aisladas, no sucede lo mismo con los polos
magnéticos. Estos ultimos siempre se presentan en pares; no importa cuantas veces
se subdivida un iman permanente, cada nuevo trozo siempre tendra un polo norte y
uno sur, incluso si el proceso se siguiera hasta el nivel atdmico. Por eso es que no
existe equivalencia magnética de un carga Q o una densidad de carga p, y, por

consiguiente, no sorprende que la ley de Gauss para magnetismo este dada por

VeB=0= <_[>SB-ds =0.

La ley circuital de Ampeére (o simplemente ley de Ampére) en condiciones
magnetostaticas (corrientes estacionarias). Se obtiene integrando ambos lados de la

ecuacién V x H = J sobre una superficie abierta S . J.S(Vx H)eds = L Jeds , y luego se
recurre al teorema de Stokes, para obtener el resultado 4>CH-dI =1 queeslaleyde

Ampeére, donde J es la densidad de corriente volumétrica en (A/mz).



Segun [2] p 47: La ley de induccion de Faraday Faraday descubrié que un flujo
magnético variable en el tiempo pasando a través de un circuito conductor cerrado
da como resultado la generacién de una corriente alrededor de dicho circuito. El flujo
del campo magnético a través de un area abierta A (como se muestra en fig. 1.10),

limitada por el circuito conductor esta dada por @,, = JL B+dS . Lafuerza

electromotriz (fem) inducida o producida alrededor del circuito es fem = — df;M , sin
t

embargo la fem solo existe como resultado de un campo eléctrico dado por

fem = 4) E-dl.Entones combinando las tres ecuaciones anteriores obtenemos
C

R OB
§.Eedl =[] =

estara asociado con un campo eléctrico.

«dS indicando que un campo magnético variable en el tiempo

Figura 1.10 Campo B através de un area abierta A, la cual es acotada por la curva
cerrada C.

La ley de Gauss Eléctrica La ley de Gauss eléctrica relaciona el flujo de la intensidad
del campo eléctrico a través de una superficie cerrada A con la carga total encerrada

(como se muestra en la figura 1.11a), y estd dada por ®, = #Aﬁodg

| {E td ] £
! f/'-' /!’ ,-;
! ‘ /
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% 4 ¥ / /
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a) b)

Figura1.11 a) Campo E através de un area cerrada A, b) Campo B através de un
area cerrada A.



Si el volumen encerrado por A es Vy si dentro de ella hay una distribucién continua de
carga de densidad p entonces @, = CJ.;[) E+dS :lcmg pdV donde ¢ es la constante
A £ 14

de permitividad eléctrica del medio. La permitividad expresa el comportamiento
eléctrico del medio, es una medida de permeabilidad del material al campo eléctrico.

La ley de Gauss Magnética Al contrario de las cargas eléctricas, no existen cargas
magnéticas aisladas. Esto es, no existen los monopolos. A diferencia del campo
eléctrico, el campo magnético no converge o diverge hacia alguna carga magnética.
Cualquier superficie cerrada en una regidon de campo magnético tiene un numero

igual de lineas B entrando y saliendo de ésta (como se muestra en la figura 1.11b). El
flujo del campo magnético @, a través de dicha superficie es cero, entonces

escribimos @, :#Aéodg =0.

7

Figura 1.12 Densidad de corriente a través de un area abierta A

La ley circuital de Ampeére Esta ley relaciona la integral de linea de la componente de
B tangente a una curva cerrada C, con la corriente total i que atraviesa un area
limitada por C, esto es @Céodf = 'LlJ‘J-A JedS = ui donde la superficie abierta A esta

limitada por C, y J es la corriente por unidad de area (como lo muestra la figura 1.12).

u eslapermeabilidad del medio, y en elvacio y, = 47zE—7Ns2/C2.

La ecuacién estd incompleta puesto que no considera el hecho de que al existir un
campo magnético debera existir un campo eléctrico. Maxwell solucioné el problema
suponiendo la existencia de un mecanismo a que llamo la corriente de

desplazamiento jD que es definida como jD = gaa—E llegando a la ecuacién
¢



%E.ﬂ - yHA(j+gaa—E]o dS = pilo que significa que incluso cuando J =0, un
t

campo E variable en el tiempo estara acompanado por un campo B.

Otra manera de emplear la ley de Ampére en forma diferenciales VxH =J +8—D .

ot
Si se toma la integral de superficie de ambos lados de la ecuacién anterior sobre una
superficie abierta arbitraria S con contorno C, se tiene
oD
ods.
ot

jS(vXH)-ds = jSJ-ds+jS

La integral de superficie de J esigual a la corriente de conduccion . que fluye a

través de S,y laintegral de superficie VxH puede convertirse en una integral de
linea H alo largo del contorno C mediante el teorema de Stokes. Por consiguiente,

oD
¢ Hedl=I.+] s

El segundo término del lado derecho de la ecuacion anterior debe tener la misma
unidad (amperes) que la corriente /.,y como es proporcional a la derivada con

respecto al tiempo de la densidad de flujo eléctrico D (que también se llama
desplazamiento eléctrico), se conoce como corriente de desplazamiento /,. Es decir,

I = LJd°dS - J.S >

ot
desplazamiento. De acuerdo con la ultima ecuacion, gSC Hedl=1,+1,=1, donde [

«ds , donde J, =D/ot representa una densidad de corriente de

es la corriente total. En electrostatica, oD/or =0,y portanto, I, =0 e I =1 . Fue

James Clerk Maxwell quien en 1873 introdujo el concepto de corriente de
desplazamiento, en el marco de su exitoso intento por establecer una conexién
unificada entre los campos eléctricos y magnéticos en condiciones que cambian con
eltiempo.
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Figura 1.13 a) Ondas longitudinales y b) Ondas transversales

1.3 La ecuacion de onda. Ondas viajeras y ondas planas uniformes

Como lo expone [2] p 18. Ondas unidimensionales y ondas armodnicas las ondas mas
comunes y faciles de visualizar son las ondas mecanicas, entre las cuales se
encuentran las ondas de una cuerda, las ondas superficiales de los liquidos, las
ondas sonoras en el aire, etc. Las ondas sonoras son longitudinales — el medio se
desplaza en la direcciéon del movimiento de la onda. Las ondas de una cuerda (y las
electromagnéticas) son transversales — el medio se desplaza en una direccién
perpendicular a la del movimiento de la onda. La figura 1.13, ilustra estos tipos de
ondas.

El significado de unidimensional es debido a la forma en la que esta onda se propaga
o viaja (linea recta). En consecuencia, una onda bidimensional se propagara en un
plano, pues requerira dos variables espaciales para representarla, y una
tridimensional requerira tres variables espaciales.

La ecuacion diferencial de onda es debida a d’Alembert quien la propuso en 1747,y
es usada para definir cualquier clase de onda.

Oy _ 10

e EapYe Esta es la ecuacion diferencial de onda unidimensional.
X % t

Ondas Armonicas Es bien conocido que las ondas arménicas mas simples son las
ondas sinusoidales y/o cosinusoidales. Entonces,

w(x,t)‘tzo =y (x)= 4sin(kx) = f(x) donde k es una constante positiva conocida



como el nimero de onda, mientras que A es la amplitud de la onda. La misma onda
representada como una onda viajera desplazdndose a velocidad constante seria:

l//(x,t):Asink(x—vt):f(x—vt).

No es dificil concluir que esta onda es periédica tanto en el espacio como en el

tiempo. El periodo espacial se conoce como longitud de onda (/1) medida en

nanémetros, micrometros o angstroms. Sabemos que una onda sinusoidal es

- . 2r -
periddica en 27, concluimos entonces que k = 7 El argumento de la funcién

sinusoidal es conocido como la fase (¢).

El periodo temporal (z') ,es definido como la cantidad de tiempo que una onda

. . A
completa tarda en superar a un observador estacionario, por lo tanto 7 =—, cuyo
\%

: : 1 ]
inverso es la frecuencia temporal v=—,deaquique v=vA.
T

Es también frecuente encontrar la frecuencia temporal angular definida como

2
a)=—7[=27rv.
T

. . , . 1
La frecuencia espacial o numero de onda se define como « = z

Fase y Velocidad de Fase en parrafos anteriores mencionamos que el argumento de

la funcidn sinusoidal es conocido como la fase (gﬁ) de laonda. De la Ec. De onda

viajera desplazandose a velocidad constante, podemos escribir

w(x,t) = Asink(x—vt)= Asin(kx—kvt), pero sabemos qué k = 277[, y conocemos que

A ., 2 .
T ==, también sabemos que w === Sustituyendo en y (x,¢) obtenemos
v T

Q= (kx— a)t) gue es otra manera de representar la fase de nuestra sinusoide.

Reescribiendo la ultima ecuacién para ;//(x,t) de una manera mas general
w (x,t)=Asin(kx—wt +¢), donde ¢ es una fase inicial, por lo tanto la fase de nuestra
sinusoide resulta ser ¢(x,7) = (kx— ot + ).

Una expresién que indica la rapidez del cambio de la fase respecto al tiempo es
encontrada derivando parcialmente la fase respecto al tiempo, obteniendo,



op(x,t
M = m, mientras que la expresién que indica la rapidez del cambio de fase

ot
respecto a la distancia se encuentra derivando parcialmente la fase respecto a la
op(x,t
distancia, lo cual resulta que % =k.
X

Por otro lado, la rapidez de propagacion respecto al tiempo (velocidad de

- L . ox w
propagacion) de la condicion de fase constante, es simplemente (a—) = i; =dv.
t
4

Esta es la velocidad con la que se mueve el perfil o forma de la onda y se conoce
como la velocidad de fase de la onda.

Puesto que la fase es constante tenemos entonces que dga(x,t)/dt =0, empleando la
ecuacion més reciente para v (x,t) facilmente deducimos que y (x,1)/dt =0,

Oy ot

llegando asi a la expresion v =— .
Oy |ox

Puesto que la fase es constante tenemos entonces que dga(x,t)/dt =0, empleando la
ecuacion mas reciente para y (x,t) facilmente deducimos que v (x,¢)/dt =0,

Oy /ot
oy [ox’

llegando asi a la expresion tv =—

Las ondas tridimensionales adoptan muchas formas diferentes; incluyen ondas
planas, ondas cilindricas y ondas esféricas. Una onda plana se caracteriza por una
perturbacién que en un punto dado en el tiempo tiene propiedades uniformes a
través de un plano infinito perpendicular a la direcciéon de propagacién de la onday
de forma similar, en el caso de ondas cilindricas y esféricas las perturbaciones son
uniformes a través de superficies cilindricas y esféricas, en la figura 1.15 se muestran
diversas ondas.



Frente de ondas cilindricas ~ Frente de ondas esféricas

i ) Frente de ondas
Onda bidimensional )

\ planas

(a) Ondas circulares (b) Ondas planas y cilindricas (c) Ondas esféricas
Figura 1.15 Diversos tipos de ondas, bidimensionales y tridimensionales.

Como lo expone [1] p 288: En el caso de variaciéon con el tiempo, los campos
eléctricos y magnéticos E,D,ByH, y sus fuentes, la densidad de carga p, yla

densidad de corriente J, son (cada unoy en general) una funcidn de las coordenadas

espaciales (x, y,z) y lavariable de tiempo ¢. Si su variacién con el tiempo es una
funcién sinusoidal con frecuencia angular @, cada una de estas cantidades se
representa por un fasor independiente del tiempo que depende solo de (x, y,z). Por
lo tanto, el fasor vectorial E(x, y,z) correspondiente al campo instantaneo
E(x,y,z;t)se define de acuerdo con E(x, y,z;t) = %e[ﬁ(x,y,z)ej”’] y definiciones
similares son aplicables a los demas camposya p, y J.Paraun medio lineal,

isotropico y homogéneo caracterizado por la permitividad eléctrica ¢, permeabilidad
magnética xy conductividad o, se recuerda que la diferenciacion en el dominio del

tiempo corresponde a multiplicar por jw en el dominio fasorial.

Las ecuaciones de Maxwell en el dominio fasorial llegan a ser:

V-E=p, /e,
VxE =—jouH,
V-H =0,

VxH=J +ja),uE
Donde se emplearon las relaciones D=¢E y B= yH.

Permitividad compleja En un medio con conductividad o, la densidad de corriente
J estarelacionada con E por J =cE. En consecuencia,



foi=j+jw€E:(G+ngﬂi:jw(g—quﬁiLapewmﬁWdadcmanaesdeﬁMda
w

A .0 . el L
como ¢, =¢—j—,ysi¢ =¢,& =—. Paraun medio sin pérdidas con o =0, se
w w

desprende que & =0 yeE, = g =¢

Ecuaciones de onda para un medio libre de cargas Se dice que un medio esta libre
de cargas si no contiene cargas en exceso, es decir, si p, =0. Por lo que las

ecuaciones de Maxwell para un medio libre de cargas se convierten en

V-E =0,

VxE =—jouH,

V.H =0,

VxH = ja)gcfl.
Si se aplica el operador rotacional de ambos lados de la ecuacién para el rotacional
de laintensidad de campo eléctrico, obtendremos V’E + a)z,ugcﬁ =0, que se conoce
como ecuacion de onda homogénea para E donde V°E esel laplaciano de E yes
o> o 0
ox’ " oy’ " oz’

expresado como V’E =( ]E Alintroducir la constante de

A

propagacion y definida de tal manera que 7/2 —a)z,ugc, permite reescribir la

ecuacion de onda homogénea como V°E —»’E =0.

Propagacion de ondas planas en un medio sin pérdidas La propiedades de
propagacioén de una onda electromagnética, como su velocidad de fase u,y longitud
de onda A, estan restringidas por la frecuencia angular o y los tres parametros
constitutivos del medio: ¢, 1 y o . Si el medio es no conductor (o =0), laonda no

sufre atenuacion al viajar a través del medio y entonces se dice que éste es sin

- - N L .
pérdidas. De acuerdo con la ecuacion ¢, 2 &—j—, &, =&enunmedio sin perdidas en
w

A

cuyo caso la ecuacién y’ —a)zygc se escribe y° = —w’ue. Cuando el medio es sin

pérdidas, se acostumbra introducir el ndmero de onda k definido por k = w\/ uc.
Por lo que »* =—k> y entonces V’E+k’E =0.

Para un fasor de campo eléctrico definido en coordenadas cartesianas como

E=RXE, +JE, +2E. \asustitucién del Laplaciano en V’E+k’E =0 resulta en



o> o 0
+—+
(axz oy* oz’

ecuacioén, cada componente vectorial de su lado izquierdo tiene que ser igual a cero.

j(f(ﬁx +yE, +2EZ)+k2 (ﬁEx +3E, +2EZ) =0,y para satisfacer esta

2 2 2
De esta forma, (—+8—+8—+k2]Ex =0, y expresiones similares se aplican a

E yE..

Una onda plana uniforme se caracteriza por campos eléctricos y magnéticos que
tienen propiedades uniformes en todos los puntos a través de un plano infinito. Si
este es el plano x-y, entonces Ey H novarian con xy y. Asi,

00 & . d°E, -
(—+—+—+k2jE)r =0,sereduce a d—z"+k2Ex =0, y expresiones similares se
4

aplicana Ey, I:Ix y Hy. También EZ = ]:IZ =0, esto significa que una onda plana no

tiene componentes eléctricos ni magnéticos a lo largo de su direccidon de
propagacion.

Las soluciones : E(z)=3%E! (z)=%Ej e/, H(z)=§— (2) = ﬁhe‘ﬂ”. Los campos
n n

eléctrico y magnético son perpendiculares entre si, y ambos son perpendiculares a la

direccion del recorrido de las ondas. Aqui, E:O €s una constante que tiene que ser

determinada de las condiciones de frontera, mientras que 7 es laimpedancia

intrinseca de un medio sin pérdidas, se define como 7 = OH__of _ K (Q) .

k o\ ue Ve
Si el medio es vacio, ¢ =&,y 1= y,,en cuyo caso laimpedancia intrinseca 7 se
vuelve 7 =7, = \/’Z—T =377(Q) =120z (). 7, se conoce como impedancia
0
intrinseca de espacio libre.

1.4 Propagacion de las ondas electromagnéticas planas en medios con pérdidas

Partiendo de la ecuacion de onda homogénea V’E —7/21:3 =0,empleada en la seccion
anterior. Donde y° = -’ ug, :—a)z/,z(g' —jg"), con ¢ =¢ye=c/w. y escomplejo,

y es expresado como y =a + jf5, donde « es la constante de atenuacion del medio



y f es su constante de fase. De esta manera obtendremos

12

s j |t (rad/m).

Para una onda plana uniforme con un campo eléctrico E = XE_ (z) queviajaenla

direccién positiva de z, la ecuacién de onda de la ecuacién V’E—y°E =0 se reduce

-
a d?—xz(z)—)/zﬁx( )=0 consolucién: E(z)=%E, (z)=RE e " =XE e “e /",
y4

()57, 1) 5 )y B con = - i1 jm(m-

De la solucién para el campo eléctrico se observa que
£ (2)=|Ege e

=|E,,|e™* es claro que su magnitud se reduce

exponencialmente con z auna tasa especificada por la constante de atenuacion « .
El campo magnético se reduce en la misma proporcién. El proceso de atenuacion
convierte una parte de la energia transportada por la onda electromagnética en calor
a consecuencia de la conduccién en el medio. A lo largo de una distancia z =9, de

manera que J, = l (m), 0., lamada profundidad de penetracion del medio
a

caracteriza qué tan bien una onda electromagnética logra penetrar el medio
conductor.

En la practica, el medio se considera como dieléctrico de bajas pérdidas si

e"le'< 107, como buen conductor si g"le'> 10%, y como cuasi-conductor si

1072 <eg"/e'<10%.
1.5 Polarizacién, Potencia y Vector de Poynting

Segun [2] p 338 : La polarizacion de una onda plana uniforme describe la forma y
lugar geométrico de la punta del vector E (en el plano ortogonal a la direccion de
propagacion) en un punto dado del espacio en funcién del tiempo. En el caso mas
general, el lugar geométrico de E es una elipse y la onda se conoce como
elipticamente polarizada. En ciertas condiciones, la elipse puede degenerar en un
circulo o en un segmento de linea recta, en cuyo caso el estado de polarizacion
recibe el nombre de circular o lineal, respectivamente.



Figura 1.16 Polarizacion lineal del campo E con ondas en fase. a) Enel primery

tercer cuadrante. b) En el segundo y cuarto cuadrante.
Polarizacion lineal o plana Sean las perturbaciones ortogonales de la forma
E (z,t)=iE, cos(kz—at) y E,(z,t)= jE,, cos(kz — ot + ) \a perturbacién resultante

es la suma vectorial de estas dos ondas perpendiculares : E(z,t) =K, (z,t)+Ey (z.1).

Si ¢ es cero o multiplo entero de 27, decimos que las ondas estan en fase.

Escribiendo E = (fEOX +}E0y)cos(kz—a)t). La onda resultante es también linealmente

polarizada ya que tendra una amplitud fija igual a (fEOx +}'E0y), como lo muestra la

Figura 1.16.

Si ¢ es multiplo entero impar de 7, las ondas estan fuera de fase en 180° resultando
E= (fEOx —jEOy)cos(kz —ot).La onda también es linealmente polarizada pero su
plano de vibracion se ha girado respecto al encontrado anteriormente y es mostrado

en la Figura 1.17.

Polarizacién circular Si las dos ondas tienen la misma amplitud (EOX =k, = EO)
pero la diferencia de fase ¢ = —7/2+2mz con m=0,£1,£2,---, obtendremos

E (z,t)=iE,cos(kz—at) y E,(z,t)= jE,sin(kz—t). En consecuencia

E=E, ([fcos(kz—a)t)+}sin(kz—a)t)]) como lo muestra la Figura 1.18. Debe ser

notado que la direccién de E es variable con el tiempo y no permanece en un mismo

plano. El vector del campo eléctrico E resultante gira en el sentido de las agujas del



reloj con una frecuencia angular o . Esta onda tiene polarizacion circular a derechas,
como lo muestra la figura. Si & = 7/2+ 2mzx con m=0,£1,42,---, obtendremos

E=E, ([fcos(kz—a)t)—]'sin(kz—a)t)]) con lo cual la onda tiene polarizacién circular

aizquierdas. Aqui un punto importante, si sumamos la onda circular a derechasy la
onda circular a izquierdas teniendo ambas la misma amplitud obtendremos una onda

linealmente polarizada, ya que E = 2iE, cos(kz—ot).

Figura 1.17 Polarizacion lineal del campo E con ondas desfasadas 180°.



Figura 1.18 Polarizacion circular a derechas.

Polarizacion eliptica Las ondas linealmente polarizadas y las circularmente
polarizadas son casos especiales de la polarizacién eliptica. Para la polarizacion

eliptica la magnitud del campo E y su direccion son variables. Es posible demostrar

2 2
E E E E .
que ( z ] +( - ] —2( z ]( - )cos(s:snges la ecuacion de una elipse que

EOy EOx EOy 0x
) . 2E, E, cos¢
forma un angulo a con el sistema coordenado dado por tan 2« :ﬁ. Sin
Ox Oy
2 2
embargo, si ¢ =+7/2,+37/2,£57/2,--- obtendremos —-+—3-=1, ecuacién que
Oy 0x

puede ser reducida aun mas si consideramos que £, = E, = E; llegando

E!+E; =E, que es la ecuacion de un circulo. Si ¢ es un mdltiplo entero par de +7,

E
.. . 0
la ecuacion de salida toma la forma de Ey :—yEx, de otra manera, cuando ¢ es
Ox

E
multiplo entero impar de £z , obtendremos £ = —iEx y no es dificil reconocer
Ox



que las dos ultimas ecuaciones, son lineas rectas con diferentes pendientes, con lo
cual obtendremos ondas linealmente polarizadas. También se pueden obtener ondas
polarizadas elipticamente a partir de la suma de dos ondas una circularmente
polarizada a derechas .# con amplitud diferente a otra circularmente polarizada a
izquierdas «, como se muestra en la figura 1.19.

Figura 1.19 Polarizacion eliptica como una superposicion de estados derecho .7 e
izquierdo &

El vector de Poynting y Potencia Una de las propiedades mas interesantes 'y
sobresalientes de la onda electromagnética es que transporta energia y momento. Ya
que las ondas electromagnéticas existen en el espacio, es natural considerar la
energia radiante por unidad de volumen o densidad de energia, u . La energia que
fluye en el espacio en forma de onda electromagnética es transportada por igual por
los campos eléctricos (u, ) y magnéticos (u,, ), estoes u =u, +u,, . Por lo cual

1 . - .
u= 50E2 =— B*. Lafigura 1.20 muestra una onda electromagnética que viaja con
Hy

una velocidad ¢ através de un area A. Si S representa el transporte de energia por
unidad de tiempo (esto es la potencia en W/m2 ) a través del area unitaria, durante un

pequeno intervalo de tiempo Ar solo la energia contenida en el volumen cilindrico,

EB
u(cAtA) cruzara por A. Por lo tanto S =uc =—— . Para medios is6tropos la energia
Hy

fluye en la direccidon de propagacion de la onda. El vector estara dado por

S=—FExB= czgoExE. La magnitud de S esla potencia por unidad de area que
Hy

cruza una superficie cuya normal es paralela a S . Este es el vector de Poynting. En el
caso de una onda armoénica linealmente polarizada donde E y B son fijos, viajando

en la direccion de k , tenemos E= Eo cos(lg o?—a)t), B= EO cos(E oy — a)t), aplicando



la ultima ecuacion encontraremos que S =c’¢,E, x B, cos’ (k o7 — a)t) siendo este el

flujo instantaneo de energia por unidad de area por unidad de tiempo.

Figura 1.20 Flujo de energia electromagnética.
1.6 Reflexion de Ondas en incidencia normaly oblicua.
En este subtema:
Los super o subindices i, r o t hacen referencia a incidente, reflejada o transmitida.

Los numerales 1 0 2 hacen referencia a medio 1 o medio 2.

Onda
reflejada Onda
transmitida
Vb
_o AN Wi _.
.
Onda
incidente
Medio | Medio 2
T 2

Figura1.21 Concepto grafico para onda incidente, reflejaday transmitida.



En el medio 1, una onda plana incidente polarizada en la direccion x con campos

(Ei,Hi) viaja en la direccion ﬁi =7 hacia el medio 2. La reflexiony la transmisién en
la frontera discontinua origina una onda reflejada (E“,Hr) con ﬁr =—7 enelmedio 1
y una onda transmitida (E‘,H‘) con k, =—2 en el medio 2.

Las tres ondas se describen en forma fasorial como sigue:

Ei (Z) < E(i)e—jklz .

Ondaincidente  E'(z)=%Ele ™, W (z)=2x——2=7¥
i h
. r sr jkz (3T S Er(z) AES ik, z
Onda reflejada E"(z)=XEje™, H' (z)=(-2)x R
h )
_ t
Onda transmitida E'(z)=3%E;e /", H'(z)=12x E () =y Eq gk
m Up

Las cantidades E(‘) Eyy E; son, respectivamente, las amplitudes de los campos

eléctricos incidente, reflejado y transmitido, todos especificadoscon =0y z=0 (la
frontera entre los dos medios).

El nimero de onda y la impedancia intrinseca del medio 1 y medio 2 son:

medio 1 ki=oJue vy m=\u/e
medio 2 ky=w\tme, y n,=+t/&,

El campo eléctrico total El (z) en el medio 1 es la suma de los campos eléctricos de

las ondas incidente y reflejada, y un enunciado similar es valido para el campo

magnético 1:11(2) . Asi,

medio1 B, (2)=E'()+ B (2) =X (B M+ Eje),
B, (=) = B (2)+ () = § —( Eje  — Ere).
m

Solo con la onda transmitida presente en el medio 2, los campos son

t

medio2 E,(2) ' (z) =kEle ()= R (2) =5 e



En la frontera (z = O) , los componentes tangenciales de los campos eléctricoy
magnético son continuos. En consecuencia,

B _E_E

moono

Las soluciones simultaneas para E; y E; en funcién de E, dan

E (0)=E,(0) o E,+E;j=E,, H/(0)=H,(0) o

E; = (MJ E,=TE), E; = (iJ E,=1E,,donde T es el coeficiente de
m,+1n m,+1n,

reflexiony 7 es el coeficiente de transmision, para incidencia normal.

By =i N/

== .
Ey n,+m’ Ey m,+m,

, t=1+T".

A e
f F e+
donde 7, es laimpedancia intrinseca del espacio libre, en cuyo caso la ecuacion I"se

Para medios no magnéticos, 7, =

reformulacomo I' =

Onda reflejada 4
Onda
transmitida
L 1.0'
AZS /| N
Ail \
02rf\ A \0‘ _
A (@) -
Onda incidente
Medio 1 (&1, ) Medio 2 (&2, L)

Figura 1.22 Reflexién y refraccion de ondas en una frontera plana entre medios
diferentes.

Para incidencia oblicua el fendmeno es ilustrado en la figura 1.22. Elplano z=0 esla
frontera entre dos medios dieléctricos caracterizados por (51,/,11) paraelmedio1y

(52,/,12) para el medio 2. Las dos lineas con direccion k, representan rayos trazados

normales al frente de la onda incidente y, asimismo, aquellas a lo largo de ﬁr y Rt
representan la onda reflejada y transmitida, respectivamente. Definidos con respecto
a lanormal a la frontera (el eje z) , los angulos de incidencia, reflexiony transmision



(o refraccion) son, respectivamente 6,, 6.y 0, . Estos tres angulos estan
interrelacionados por las leyes de Snell. La onda incidente se propaga en el medio 1
con velocidad de fase u, = l/wl,ulg1 , Y la onda transmitida en el medio 2 se propaga

con una velocidad u,, :1/,/;1252 .
0, = 0. (ley de reflexion de Snell),

i u
_s%n % o K& (ley de refraccion de Snell).
sin, u, HE,

La ley de reflexion de Snell establece que el angulo de reflexion es igual al angulo de
incidenciay la ley de refraccion de Snell proporciona una relacion entre sin g, y
sing; en funcion de la razon velocidades de fase. El indice de refracciéon de un
medio, n, se define como la razén entre la velocidad de fase del espacio libre (es
decir, larapidez de la luz ¢) y la velocidad de fase en el medio. Por lo tanto,

c £ . e .
n="=z [ £ J#.€, - Empleando esta ecuacion en la ultima se tiene

up /Ll()go

sin @ M€ . -
S _h _ 7% para materiales no ma néticos, 1. = u._ =1, en cuyo caso
. 0 T T,
sing, 7, \ 4,6,

sin@t:i_ &y 772(

= con donde /& eslaimpedanciaintrinseca de
sing, n, \& =) 1= P

un medio dieléctrico.
Elaire, con u, =¢, =1, tiene unindice de refraccion n, =1. Como para materiales no

magnéticos n=./&, , con frecuencia se hace referencia a un material como mas

denso que un segundo material si el indice de refraccidon del primero es mas grande
que el del segundo.

9(>9i

___Q"E_____\Qt_ ___(ff(_ Y% ____E By i1 08

0; 0i
ni n ni n n na
(a) n; < no (b) ny >n» (c)nm>nyy0;=0,

Figura 1.23 Las leyes de Snell graficamente.
Conincidencia normal (¢, =0), 6, =0,y con incidencia oblicua 6, <, cuando n, > n,

y 6, > 6, cuando n, < n,. Es decir, sila onda en el medio 1 incide en un medio mas



denso, como en la figura 1.23a, la onda transmitida se refracta hacia el eje z, y lo
opuesto es cierto sila onda incide en un medio menos denso figura 1.23b. Un caso de
interés particular es cuando 6, = 7z/2 , como se ilustra en la figura 1.23c; en este caso,

la onda reflejada fluye a lo largo de la superficie y no se transmite energia al medio 2.
Elvalor del angulo de incidencia 6, correspondiente a 6, = z/2 se llama angulo

critico @, y se obtiene con

. n, .
sin@, =—2sin 6,

n, 6,=n/2 -

Si 6, excede a 6_, la onda incidente se refleja en su totalidad y la onda refractada se

transforma en una onda superficial no uniforme que viaja a lo largo de la frontera
entre los dos medios. Este comportamiento de onda se conoce como reflexion
interna total.

Recordatorio de fasores

Como lo expone [1] p 31: Fasores Muchos problemas de ingenieria se plantean en la
forma de ecuaciones integro-diferenciales lineales. Si la excitacion, mas
comunmente conocida como funcion forzadora, varia de forma sinusoidal con el
tiempo, el uso de la notacién fasorial para representar variables dependientes del
tiempo permite convertir la ecuacion integro-diferencial en una ecuacién lineal sin
funciones sinusoidales, con lo cual se simplifica el método de solucién. Luego de
resolver para la variable deseada, tal como voltaje o corriente en un circuito, la
conversion del dominio fasorial de regreso al dominio del tiempo da el resultado
deseado.

[

Figura 1.24 Circuito RC conectado a una fuente de voltaje U (t) .

La figura 1.24 muestra un circuito RC simple que contiene una fuente de voltaje que

varia de forma sinusoidal con el tiempo determinada por U (¢) =V,sen(wt +¢,),

donde ¥, es laamplitud, @ es lafrecuencia angulary ¢, es una fase de referencia. La



aplicacién de la ley de voltaje de Kirchhoff da la siguiente ecuacién para una

trayectoria cerrada: Ri(t)+%ji(t)dt = (¢)

El proceso consta de 5 pasos basicos:

1 Adopte una referencia coseno Se debera expresar la funcién forzadora como un
coseno, si aln no esta en esa forma; por consiguiente, todas los funciones que varian
con el tiempo, como la corriente presente en el circuito y el voltaje a travésde RyC,

también tendran una referencia coseno. Asi,

s

V(1) =V,sen(at+@,)=V, cos(%—wt—%j =V, cos(wt+(00 —%) Donde se emplean
las identidades sin x = cos(7/2—x) y cos(—x)=cosx.
2 Exprese las variables dependientes del tiempo como fasores Cualquier funcion que

varia con el tiempo de forma cosenoidal z(¢) se expresa como z(¢) = ‘R[Zej’”’],

donde Z es una funcion independiente del tiempo llamada fasor de la funcién

instantanea z(t) . Para distinguir las cantidades instantaneas de sus contrapartes

fasoriales, a la letra que denota un fasor se le coloca una tilde encima. El voltaje ¥ (t)
se escribe en laforma ¥ (1) = %e[lf()e‘f(”t+¢°_”/2)J = %e[%ej(%_”/z)ej"”} = %e[lﬁe‘”‘”], con

7 =),

El fasor I% , correspondiente a la funcién de tiempo U (t) , contiene informacién de
amplitud y fase pero es independiente de la variable de tiempo ¢. A continuacion se
define la variable desconocida i(t) en funcién de un fasor I como i(t) = ‘ﬁe(fej”” ), y

si la ecuacién que se esta tratando de resolver contiene derivadas o integrales, se
utilizan las dos siguientes propiedades:

% ) %[%e(fe-"”’ )]= m{%(i@m )} =Re| jole™ |, y

j idt = j Re(le'™ )dt = me( j fejw’dt) - m{jiwefw].

Por lo tanto, la diferenciacion de la funcidn de tiempo i(t) equivale a multiplicar su

fasor 1 por jw,y laintegracion equivale a dividirentre jo.



3 Reescriba la ecuacidn diferencial/integral en forma fasorial Al Utilizar las
ecuaciones obtenidas en la ecuacién aplicando Kirchhoff, se tiene

me(fefw)%m{jiweﬂw}me(zew).

Comotanto R como C son cantidades reales y la operacién 9%( ) es distributiva, la

. 1 -
ultima ecuacion se simplifica a I[R+.—) =V.
joC ‘

/" desaparecié porque se encontraba en los tres términos. La

Elfactor de tiempo e
ecuacion obtenida empleando Kirchhoff es el equivalente en el dominio fasorial de la

ultima ecuacion.

4 Resuelva la ecuacion Enel dominio fasorial De acuerdo con la Ultima ecuacion la

~ ~ V
corriente fasorial / esta dada por [ = 2

R+1/(joC)

Antes de aplicar el siguiente paso, hay que convertir el lado derecho de la ultima

ecuacion en la forma ¢’ con I, como cantidad real. Por tanto,

9

Foy | _JoC | | oCe™ Vo€ itaa)
‘ 1+ joRC | °

- N+’ R2CPe™ | Y1+’ RC

Donde se ha utilizado la identidad j =’”. Eléngulo de fase ¢, = tan™' (wRC) y se

encuentra en el primer cuadrante del plano complejo.

5 Determine el valor instantaneo

Para determinar i(¢), simplemente se aplica la ecuacion i(t)= i)%e(fe"‘”). Es decir, se

- . V.awC L 4
multiplica el fasor I de [ =Lej(¢° %) por &’ yluego se toma la parte real:
Y1+ &*R*C?
. V.oC (h—d) V. aoC
i(1) = Re(le™™ ) = Pe| L/ e | = = __cos(ar+4¢,—4,). En

1+ @’ R*C? {1+ 0*R*C?
resumen, todas las cantidades que varian con el tiempo se transforman al dominio

fasorial, se resuelven para el fasor I de la corriente instantanea deseada i(t) y luego

se transforma de regreso al dominio del tiempo con el fin de obtener una expresion

para i(t) . LaTabla 1.1 muestra algunos pares Funciones sinusoidales en el dominio

del tiempoy sus equivalentes coseno de referencia en el dominio fasorial.



(1) 7
A cos wt <> 4
A cos(wt + ¢g) <> peldo
A cos(wt + Bx + ¢p) <>  ApJ(Bx +do)
Ae™ % cos(wt + Bx + o) € Ae~ % B +do)
A senwt <> pp-in/2
A sen(wt + ¢) <>  ppildo=n/2)
d .
—(z1(1)) <> jo Z,
dt

E.
>
N

§

d |
—[A cos(wt + ¢p)]
dt

1 ~
/:1(1‘)0’1 <> _7
Jw
1 ,
/A sen(wt + ¢g) dt <> ,—A(?j(d)o_m")
Jjw

Tabla 1.1 Funciones sinusoidales en el dominio del tiempo z(t) y sus equivalentes

coseno de referencia en el dominio fasorial Z , donde z(t)= S}{[Zefw’],



2. Lineas de Transmision
2.1 Ecuaciones y parametros de las lineas de transmisidn.

[1] p 43 expone: En las lineas de transmision transversales electromagnéticas las
ondas que se propagan a lo largo de estas lineas se caracterizan por campos
eléctricos y magnéticos que son totalmente transversales a la direccion de
propagacion. Este modo de propagacion se conoce como modo TEM.

(b) Linea de dos alambres (¢) Linea de placas paralelas
R'Az LAz R'Az  L'Az R'Az LAz R'Az  L'Az
o—\/\\— —_— o e — o—\/\/\ — —_——D
[ [ [ r
G'Az } C'Az G'Az } C'Az G'Az Jl C'Az G'Az —l C'Az
o o o o LH o
| Az > Az | Az > Az >

Figura 2.1 En la parte superior: Lineas de transmisién TEM Coaxial, de dos alambres 'y
de placas paralelas. En la parte inferior: Representacion de una linea de transmision
empleando circuitos equivalentes en secciones diferenciales.

Una caracteristica sobresaliente comun entre las lineas TEM es que se componen de
dos superficies conductoras paralelas. Esta es una de las razones por las cuales una
linea de transmision sera representada mediante una configuracion de alambres
paralelos, como se muestra en la figura 2.1, sin importar la forma especifica de la
linea considerada. La funcionalidad de un circuito electrénico normalmente es
representada con un circuito equivalente compuesto de fuentes, resistores y
capacitores. Se aplicara el mismo método a la linea de transmision orientandola a lo
largo de ladireccion z , subdividiéndola en secciones diferenciales, cada una con
una longitud Az yluego representando cada seccion por un circuito equivalente. Esta
representacion, se conoce como modelo de circuito de elementos concentrados,
consta de cuatro elementos basicos, que seran los parametros de linea de
transmision.



Los parametros de linea de transmision son: R', L', C ', laresistencia, la
inductanciay la capacitancia de los dos conductores por unidad de longitud, con

unidades O/m, H/m y F/m respectivamente, mientras que G ' la conductancia

del medio aislante por unidad de longitud, en S/m.

El apostrofo indica que los parametros de linea son cantidades diferenciales cuyas
unidades se dan por unidad de longitud.

Todas las lineas de transmisién TEM comparten las siguientes relaciones Utiles:

L'C'=pe vy _

G'_o
c' ¢

Si el medio aislante entre los conductores es aire, la linea de transmisién se llama
linea aérea (por ejemplo, linea aérea coaxial o linea aérea de dos conductores).

La Tabla 2.1 muestra los parametros de linea de transmisién R', L', G 'y C ' para
tres tipos de lineas.

Tabla 2.1 Parametros de linea de transmisiéon R', L', G 'y C ' paratrestipos de

lineas.
) Ry (1 1 Ry 2R
R -+ — Q/m
21t \a b ta w
{
L B iy Emn [<(//2a)+,/u//2a)3— I] #e H/m
27 T w
. 2no no ow
7 — S/m
In(b/a) In|(d/20) +/@dI2a? = 1] d
, 2me ne ew
C — F/m
In(b/a) In [(d/ 2a) + /(d] 2a)% - 1] d

Notas: 1. Remitase a la figura 2.4 para definiciones de dimensiones. 2. wu, € y o pertenecen al ma-
terial aislante entre los conductores. 3. Ry = /7 f jtc/0c 4. .y o, pertenecen a los conductores.

5. Si (d/2a)* > 1. entonces [((1/2(1) + (d/2a)* - I] = In(d/a).




2.2 Comportamiento de la linea de transmisién con carga, Impedancia de entrada
y Relacion de Onda Estacionaria.

Segln [1] p 50: Las ecuaciones de linea de transmision, llamadas también
ecuaciones del telegrafista son ecuaciones diferenciales de primer orden en el
dominio del tiempo y son expresadas como:
_av(z,t) :R'i(z,z‘)+L'ai(Z’t) y _61'(2,1‘)
oz ot oz
embargo, nuestras fuentes seran sinusoidales, razén por la cual es conveniente

= G'v(z,l‘)+C'¥. Sin

emplear fasores. Por lo tanto, se definen V(Z,t) = %g[ﬁ(z)emﬂ y

i(z,t) =9?e[i(z) e’”] . Obteniendo asi las ecuaciones del telegrafista en forma

ov . ol 8
fasorial: —#Z(R"I‘]'CUL')](Z) y —#:(G%ja)(?')V(z) .Se dice
z z

que este par de ecuaciones de primer orden estan acopladas, siendo una expresion
usual la siguiente:

FP(z) +1(2)
2\ (=0 2\
dZZ 7/ (Z) dZZ

I

—yzf(z)=0, con }/=\/(R'+ja)L')(G'+ja)C') .

Estas son las ecuaciones de onda para V (z) el (z) , respectivamentey y esla
constante de propagacion compleja de la linea de transmision. y consta de una
parte real &, llamada constante de atenuacion de la linea con unidades de Np/m,
y una parte imaginaria [, llamada constante de fase de la linea con unidades de

rad/m . Por lo tanto, y=a+jp.

Las ecuaciones de onda tienen soluciones de onda viajera de la siguiente forma:
V(z)=Vie +V e (V) 'y I(z)=Ije”" +I,e¢”* (A).Despuésderesolver

permitira definir la impedancia caracteristica de la linea, como:

Z,= R+ jol’_ |R%joL .Las amplitudes de onda V" y V;” en general, cada una
14 G+ joC'

vile y vy =|ri]e.

sera un cantidad compleja, entonces: VO+ =

Ahora se tienen las condiciones para regresar al dominio del tiempo y obtener una
expresion para v (z,t) , el voltaje instantaneo en la linea:



v(z,t) = ﬂfe(V(z)ej”’ ) = RHe [(Vge’” +V, e )ej“"]

Ec. 2.1 :ﬂi’e[

I/O+

o9 ol g (@ iB)e | ‘Vo_ ‘ ool e(mm)z]

N

e cos(a)t—ﬁz +¢*)+‘V0’

e” cos(a)t +ﬂz+¢’)

En Ec. 2.1 observamos la presencia de dos ondas en la linea que se propagan en
direcciones opuestas (un exponencial con argumento negativo ¢ *“ indicando que la

onda se propaga en direccién positiva y el otro con argumento positivo ¢** indicando
el desplazamiento en direccién negativa) esto produce una onda estacionaria.

EJEMPLO 1:Una linea aérea es una linea de transmisién en la cual el aire es el
material dieléctrico presente entre los dos conductores, porlo que G '= 0 . Ademas,
los conductores estan hechos de un material con alta conductividad, de manera que
R '= 0 .Paraunalinea aérea con impedancia caracteristica de 50Q y constante de

fase de 20rad/m a 700 MHz, determine la inductancia y la capacitancia por metro de

la linea.

Se sabe que: Z, =50Q, f=20rad/m, f =700MHz =7x10°Hz. Porlo que

empleando:

N )

p = Im(|J(joL")(joC")) = Tm(joI'C")= oL
y ZO=R+]a)L _ Rv+].a)L'
¥ \}G+]a)C
7, - [JeL _ L
joC' \C'

Entonces: ﬁ =awC'
ZO

Cr B 20
wZ, 2xxTx10°x50

=9.09x10" (F/m)=90.9(pF/m).

L'=Z72C"=(50)"x90.9x10™"
=2.27x107 (H/m) =227 (nH/m).



Cuando la velocidad de fase de un medio es independiente de la frecuencia, el medio
se conoce como no dispersor, que claramente es el caso para una linea de
transmision TEM sin pérdidas.

Con y=jf parala linea sin pérdidas, las expresiones de las ecuaciones para el
voltaje y corriente totales en la linea son:
~ . . jad V0+ —jﬂZ 07 jﬂZ
V(z)=V,Se 7" +V, e, [(Z)=—€ ———e.
ZO ZO
Estas expresiones contienen dos incognitas, V" y ¥, las amplitudes de voltaje de
las ondas incidente y reflejada, respectivamente. Para determinar V" y V se tiene

que considerar la linea de transmision sin pérdidas en el contexto del circuito
completo, incluido un circuito generador, en sus terminales de entrada y una carga en
sus terminales de salida, como lo muestra la figura 2.2.

L
Zo
A maEry T N

z = —I[ z=0

Figura 2.2 Linea de transmision de longitud / conectada por un extremo a un circuito
generadory por el otro aunacarga Z, . La carga se localizaen z = 0 ylas terminales

del generadorestanen z=—/.

En lafigura 2.2 la linea, de longitud 7, termina en una impedancia de carga arbitraria
Z, . Por conveniencia, la referencia de la coordenada espacial Z se elige de manera

que z = 0 corresponda a la ubicacion de la carga. En el extremo emisorcon z=-/, la
linea esta conectada a una fuente de voltaje sinusoidal con fasor I?'g y unaimpedancia



interna Zg . En la carga, el voltaje fasorial a traes de ella, V, y la corriente fasorial, fL,

estan relacionados por laimpedancia de carga Z, como sigue: Z, ==

b:\“| <0

Elvoltaje 7, es igual al voltaje totalen la linea ¥ (z) e I, esiguala [ (z), ambos

- - ~ s AN
evaluadoscon z =0:V, =V (z=0)=V,+V,, I, :I(z:O):Z—O—Z—O. Al utilizar
0 0

estas expresiones en la ecuacién inmediata anterior, se obtiene el resultado:

Z, = M Z,,yen consecuencia: v, = M V0+.
Vi -vy Z,+Z,

La relaciéon de la amplitud entre la onda de voltaje reflejada y la amplitud de voltaje
incidente en la carga se conoce como coeficiente de reflexion de voltaje 1" . Con la

V- Z -Z Z. /7 —1
ecuacion anterior, esta definicion da el resultado ' =+ =—£t—0 = /2 ,
vy Z,+Z, Z,/Z,+1

I 9
relacion de las amplitudes de corriente es [—°+ = —V—"+ =-T
0 0

I =|l|e’” , normalmente I" es complejo,

F| es lamagnitudde I' y 6 es su angulo
de fase. Observe que |F| <1.Sedice que una carga esta acoplada a la linea si

Z, =Z, porque en ese caso no habra reflexiéon por partede lacaga(r =oyV, =0
) . Por otra parte, cuando la carga es un circuito abierto (Z, =), L =1y Vy =Vy

cuando esta en corto circuito (ZL = 0), T=-1yV, ==V .

EJEMPLO 2: Una linea de transmision de 100Q esta conectada una carga compuesta
de un resistor de 50Q en serie con un capacitor de 10 pF . Determine el coeficiente de

reflexion en la carga para una sefial de 100 MHz .

Laimpedanciaenlacargaes Z, =R, —j/a)CL =50— =(50-,159)Q

1
27 x10°x107"

El coeficiente de reflexidon de voltaje es:

r_Zy/Z =1 _05-j159-1 0.5 j1.59
Z,/Z,+1 05-j159+1 1.5-,1.59
~1.67¢/™

= W = _0~76€j119'30
. e



Este resultado se convierte en una forma con magnitud positiva de I' reemplazando

. — j180°
el signo menos con ¢/

[=0.76¢"""¢”™ =0.76¢"*" = 0.76£—60.7° .Por lo tanto |I| = 0.76 y 6, = —60.7°.

. Por lo tanto,

Tabla 2.2 Parametros caracteristicos de lineas de transmision.

vy=a+jB u, Z,
(R"+ jwL')
Caso general = /(R + joL' (G + jwC")y up=w/p Zy= |———
g y=v g J , (G'+ joC')
Sin pérdidas a=0, B=w/&/c up=c/Je&r Zo=.L/C’
Coaxial sin pérdidas | « =0, B = w /& /c up =c/J& Zo=(60//&)In(b/a}
Dos conductores a=0, B=w/e/c up =c/ & Zo=(120//%)
sin pérdidas -In[(d/2a) + /(d/2a)® — 1]
Zy = (120/ /&) In(d /a).
sid > a
P-laca’s p.aralela a=0, B=o/&/ up =c/J& Zo=(120m//5) (d/w;
sin pérdidas
Notas: 1. u = p. & = €84 ¢ = 1/\/I€y Y Vo /Eo = (1207) 2. donde ¢ es la permitividad relativa del material ais-
lante. 2. Para linea coaxial, @ y b son los radios de los conductores interno y externo. 3. Para una linea de dos con-
ductores, a = radio del conductor y d = separacion entre los centros de los conductores. 4. Para linea de placas pa-
ralelas, w = ancho de placas y d = separacion entre placas.

_ -
Ondas estacionarias Sabemos que —‘1:——‘1:—1“ porloque V; =TV y
0 0
- 5 i e T Vo ise _ Yo i
sustituyendo en 7 (z) =V, e + Ve, I(z)=e - empleando
0 0

r= |F|ef"f , en la ecuacidn para voltaje, es posible demostrar que

7 (=)=

(14 +2ricos(242+)]

Una expresion similar para la magnitud de la corriente fasorial es encontrada
siguiendo los pasos anteriores.

En lafigura 2.3 se muestran las variaciones de ‘17(2)‘ y ‘f(z)‘ en funcion de z para una

linea con ‘VJ‘ =1,

r| =0.3, 6 =30°y Z,=50Q . El patron sinusoidal se llama onda
estacionariay es provocado por la interferencia de dos ondas. El valor maximo de un

patron de onda estacionaria de ‘V(z)‘ correspondera a la posicion en la linea donde



las ondas incidente y reflejada estén en fase 25z + 6. =—-2nx y, por consiguiente, se

=1.3V. Elvalor minimo

suman constructivamente para dar un valor igual a (1+|1“|)‘V0+

de ‘V(Z)‘ corresponde a la interferencia destructiva, que ocurre cuando las ondas

incidente y reflejada estan en oposicion de fase (2,Bz +0,=—-(2n+ 1)7r) .Eneste
caso ‘17(2)‘ :(1—|F|)‘V0+

ondas incidente y reflejada individualmente, el periodo repetitivo del patrén de onda

=(0.7V . En tanto que el periodo de repeticién sea 1 para las

estacionariaes 1/2 .

V(2)l 1(z)l
H7|nzi.\' (N A e e ] e AN i 30 mA
B 1.9 M ax e S 425
s 20
|V|u~“’n S = = wm [ - = == |- 0.6 ”Inu'n =% L e Nt = o215
0.4 10
0.2 5
' - : 3 o=t Z ' ; g : ! z
"y 3% i Iinn i [nax O 2 _3_’1 A __l 0
4 42 4 4 2 4
(a) V(2| contra z (b) U(z)l contra z
Figura 2.3: Patrén de onda estacionaria de a) |V(:} y b) f{;:‘ para una linea de transmision sin pérdidas
de impedancia caracteristica Z, = 50 €2, terminada en una carga con coeficiente de reflexion [' = 0.3¢/3".
La magnitud de la onda incidente V[ﬂ = 1 V. Larazén de onda estacionaria es

S = |V]us/ IV lua = 1.3/0.7 = 1.86.

La variacion cresta a cresta del patrén depende de |F ,quevariaentre 0y 1. Enel

caso especial de unalinea acopladacon Z, = Z, se tiene |r| =0y ‘V(Z)‘ :‘VJ‘ para
todos los valores de Z , como se muestra en la figura2.4 a. Sin onda reflejada
presente, no habra interferencia ni ondas estacionarias. El otro extremo de la escala
I

circuito abierto (I' =1). Los patrones de onda estacionaria en estos casos se

,en |F| =1, corresponde a cuando la carga esta en cortocircuito (I' =-1) oun

muestran en las figuras 2.4by 2.4c, los cuales tienen maximos iguales a Z‘VJ‘ y
minimos iguales a cero, perolos dos patrones estan desplazados en Z uno con
respecto a otro por una distancia de 2/4 .De ‘17(2)‘ es facil determinar que hay un

maximo cuando el argumento del coseno es CERO o multiplos de 2~ . Tomando en
cuenta gque la ubicacién en la linea siempre corresponde a valores negativos de Z
puesto que la cargaestaen z = 0,si /[ , =—z se denotacomo la distancia de la carga

en la cual ‘V(Z)‘ es un méximo, entonces ‘V(z)‘ :‘V‘M :‘VO+ [1+]T] ] y éste ocurre



cuando 28z+6. =-2pl . +6 =-2nr,con n = 0 0un entero positivo. Resolviendo la
0. +2nm l9r/1+ﬁ

—z= lmax >
2/ 4r 2

ecuacion anterior para lmdx’ se tiene: .
n=12,... si@. <0,
n=0,1,2,... sif =0.

176 Y Wizl n 176
f—3%— s g .
< 21V 2Vl
Linea acoplada V'l
* 3 & 4 L W/ W Y | [ W R W Q
4 2 4 4 2 4 4 2 4
(a) Z.=Z (b) 7. =0 (cortocircuito) (c) Z. = (circuito abierto)
Figura 2.4: Patrones de onda estacionaria de voltaje correspondientes a a) una carga acoplada, b) una lfnea en cortocircuito y ¢) una linea en circuito abierto.

Como en el caso anterior (figura 2.4 b) las ubicaciones en la linea correspondientes a
maximos de voltaje también corresponden a minimos de corriente y viceversa.

Los valores minimos de ‘V(Z)‘ ocurren a distancias /

min

=—z correspondientes a

cuando el argumento de la funcion coseno es iguala — (2n +1) 7 , que da el resultado

7=

[1—|1“|], con —z <@ < .Elprimerminimo correspondea » =0 . La

min
separaciénentre [ . yla I . adyacentees /4. Por consiguiente, el primer minimo

{I,m +A/4, sil,, <2/4,
ocurre con I,m'n = ; ;

. —A/4 sil, >2/4.

La razén entre ‘17 oy ‘17 ~ se llama razon de onda estacionaria de voltaje S, que
) Vo 14T
secalculaasi § = —méx - T 1
| 1T

Esta cantidad, cuyo acrénimo en inglés es VSWR o SWR, mide la desproporcién entre
la cargay la linea de transmision.

EJEMPLO 3: Una linea de transmision de 50Q termina en una carga con
Z, =(100+ j50)Q . Calcule el coeficiente de reflexion de voltaje y la razdn de onda

estacionaria de voltaje (SWR).

r_Z=2, _ (100+j50)-50 _ 50+ 50 .
Z,+Z, (100+50)+50 150+ ;50

j45°
- 70.7¢ _
158.1¢"™

=0.45¢"7



140 1+045
-0 1-045

Impedancia de entrada de una linea sin perdidas Los patrones de onda
estacionaria indican que para una linea desacoplada las magnitudes del voltaje y
corriente son oscilatorias con la posicién en la linea y estdn en oposicién de fase
entre si. Por consiguiente, la razon entre voltaje y corriente, llamada impedancia de
entrada Z

ent ?

también debe variar con la posicién. Empleando

V0+ -jBz _ Vo_ejﬁz

V(z)=V e +V, e, I(z)= obtendremos

ZO ZO
Viz) ¥ [ "ﬂZ+FefﬁZ} 1+ Te/?F 0
) v orer ]~ e | (@)

zZ,, (z) =

Observe que 7, (z) es larazon entre el voltaje total (voltajes de ondas incidente y

reflejada) y la corriente total en cualquier punto z en la linea, en contraste con la
impedancia caracteristica de la linea Z , la cual relaciona el voltaje y la corriente de

cada una de las ondas individualmente.

En muchos problemas de linea de transmisién es laimpedancia a la entrada de la

et mﬂq {HFe‘”’”

} . Empleando

las identidades de Eulery la expresion para I' enfuncionde Z, y Z, obtendremos

zZ,, (_1) =Z, Z, cos pl+ jZ, sin pl =7 Z, +JZ, tan Bl . Desde el punto de vista del
Z,cos Bl + jZ, sin Bl Z,+ jZ, tan Bl

circuito generador, la linea de transmision puede reemplazarse con una impedancia
V~ Zent
Z,.,como seilustra en la figura 2.5, entones: J, = [.Z, = —£—"_ pero desde el
Z +Z
g ent

punto de vista de la linea de transmisidon, el voltaje a través de ella en la entrada de la

linea se determina mediante 171 = 17(—1) =V [e’ﬂl +Fe_jﬁl].

Igualando las dos ultimas ecuaciones y luego resolviendo para V" se llega a:

V Z,, ( 1 j
vy = - . — |.
"\ z,+z, " +Te”




— [ | emp—() 0+_
: e 1;
L
+
V. v w4
g i Zent Z L
% r
le o1
=1
z=- z=0

SE

Q-

chl

Figura 2.5: En el extremo del generador, el resto de lalinea de transmision puede reemplazarse

con la impedancia de entrada de la linea Z_.

EJEMPLO 4: Un circuito generador de 1.05GHz con impedancia en serie Z, =10Q y

una fuente de voltaje v, () =10sin(wz+30°) (V) esta conectada a una carga

Z, =(100+ j50) Q por medio de una linea de transmision sin pérdidas de 50Q2y

67cm de largo. La velocidad de fase de la linea es de 0.7¢, donde ¢ es la velocidad

de la luzen elvacio. Localice v(z,r) e i(z,¢) enlalinea.

Conu,=A4f,obtendremos la longitud de onda:

_u, 0.7x3x10°

£ 1.05x10°

27 2w
tan( B/)=tan| —/ |=tan| —x0.67
(A1) ( A j (0.2 j

=tan6.77 =tan0.77 =tan126°

El coeficiente de reflexidn de voltaje en la carga es:

r_Z=2, _(100+)50)-50

= = =0.45¢"%"
Z,+Z, (100+ /50)+50

La impedancia de entrada de la linea es:

7 —z ZL+]"ZOtanﬂl}
| Z, + jZ, tan Bl

_ Z,/Z,+ jtan Bl
1+ j(Z,/Z,)tan pl

=50

(2+ j1)+ jtan126°
|1+ /(2+ j1)tan126°
=(21.9+ j17.4) Q.



v, (1) =10sin (et +30°)
=10cos(7/2 -t —30°)
=10cos (wr —60°)
= 9e[ 10 /™ |
= %e[ﬁge-’””} (V).

Por lo que el voltaje fasorial es:

V, =10 (V)=10£-60° (V)

aplicando la ecuacion para V" :

vz, ( | ]
V= : |,
"\ z,+2, \e”+Te”

obtendremos

pe | 10e7 (2194 /17.4)
1 10+21.9+ /174

'I:e_/‘126° +O.4Se_j26.6°e—_/126°i|71
=10.2¢"" (V)
=10.2£159° (V)

Entonces el voltaje fasorial en la linea es

7(2) =y (e +Te”)
=10.2¢"" ( e /P 10 45¢726° ejﬂZ)

por lo que el voltaje instantaneo v (z,t) es

v(z,t) = %g[ﬁ(z)eia}t}

=10.2cos(or — Sz +159°)
+4.55cos (ot + 2 +185.6°) (V)

empleando V" se llega



I(2)=0.20e" (e ~0.45¢" "),
i(z,t)=0.20cos(wrt — Sz +19°)
+0.091cos(awr + Bz +5.6°)  (4)
La Tabla 2.3 es un resumen de la propiedades de las ondas estacionarias en una linea
de transmision sin pérdidas, segun [1] p 69.

Tabla 2.3:Propiedades de ondas estacionarias en una linea de transmision sin pérdidas.

Miximo de voltaje ¥ |t = | V¥ I[1 + | T[]
Minimo de voltaje |V |min = | Vg I[1 = |T]
0.k A
Posiciones de maximos de voltaje I = 4rﬂ + % 1=10,1,2,...
(también posiciones de minimos =
de corriente) 6.3,
= sils B,=m
Posicion de primer maximo (también lingx = 46
posicion de primer minimo de corriente) % + E si—msfs0
4ar 2" ;
Posiciones de minimos de voltaje BA (2n+ 1 B 5
{también posiciones de primer lmin = ar P s 0, L2
maximo de corriente)
Posiciones de primer minimo (también Y 8
posicion de primer maximo de primer lmin = 4 L+ E)
maximo de corriente)
ZL+ jZ ot {
Impedancia de entrada Zani= Zy w
Zo+ jZ tan B
Posiciones donde Z_ |, es real maximos v minimos de voltaje
oo ; 14T
Z .o 8 maximos de voltaje Zam= Zop |—|I|
. . 1=|T|
Z o @ minimos de voltaje Zomi= Zp TM
Z o de linea en cortocircuito Z¥ = jZotan Bl
Z ot de linea en circuito abierto Z:ﬁ[ =— jZ g cot Bl
Z oqr de linea de longitud | = nh/2 Zow=2Z1, m=01,2,...

Z on de linea de longitud I=h/4 + nh/2 | Zop= Z% {Z a=051200

Z o de linea acoplada Zan=-Fn

|V, | = amplitud de onda incidente, T = |T'le’ con —m < 8, < m; 0, en radianes.

2.3 Carta de Smith.

La carta de Smith fue propuesta por P. H. Smith en 1939 en un intento de facilitar los
diversos calculos de lineas de transmisidon como acoplamientos y disefio. La carta de



Smith es una herramienta grafica que permite realizar calculos complejos con relativa
facilidad y se sitla en el plano complejode IT".
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Figura 2.6: Plano complejo I' mostrando el punto A que esta en
I,=03+;0.4=0.5¢" yelpuntoBestden I', =-0.5- j0.2 =0.54¢’*"*". El circulo
unitario corresponde a |F| =1. EnelpuntoC, I =1, correspondiente a una carga en

circuito abiertoy el punto D, T" = -1, correspondiente a un cortocircuito.

El circulo unitario que se ilustra en la figura 2.6 corresponde a |F| =1,y los calculos
relacionados con lineas de transmisién, donde T <1 seran los Unicos que tengan

significado fisico.

En la carta de Smith, las impedancias se representan por valores normalizados,
empleando como constante de normalizacién la impedancia caracteristica de la
linea Z, . Las impedancias normalizadas se denotan por letras minusculas como en

z, = ZL/Z0 (sin dimensidn) que es la impedancia de carga normalizada, y también

z, =(1+T)/(1-T).



La impedancia de carga normalizada z, es, en general, una cantidad compleja
compuesta de una resistencia de carga normalizada r, y una reactancia de carga

normalizada x, :
Z, =1t X, .

I porlo general es una cantidad compleja, constando de una magnitud |F | yun

angulo de fase 6., de manera que
I =[|e/ =T, +,I,.

(1+T,)+ T,

Empleando las dos ultimas ecuaciones llegaremos a r, + jx, = m
—L1,)=JL;

. De aqui

que cuando graficamos una gran cantidad de puntos para r, y otra gran cantidad de
puntos para x, , obtendremos circulos. Los circulos para r, siempre estaran centrados
sobre el eje real del plano complejo I' (7, siempre es positiva, y valores negativos no
tienen significado fisico), mientras los circulos correspondientes a x, siempre
pasaran por (1,0) del plano complejo I, y su desarrollo algunas veces estara en el
primer cuadrante de I' cuando x, sea positivay cuando x, es negativa el desarrollo
estara en el cuarto cuadrante de I'. La figura 2.7 muestra algunos de esos circulos r,

y x, indicando su radio.

El punto P de la figura 2.8, representa una impedancia de caga normalizada
z, =2—jl, conun coeficiente de reflexion de voltaje correspondiente

I'=0.45exp(-,26.6°).Lamagnitud |I'|=0.45 se obtiene dividiendo la longitud de la

linea entre el centro de la carta de Smith y el punto P por la longitud de la linea entre
el centro de la carta de Smith y el borde del circulo unitario (el radio de un circulo
unitario corresponde a |F| =1). El perimetro de la carta de Smith contiene tres escalas

concéntricas. La escala mas interna esta rotulada como angulo del coeficiente de
reflexién en grados. Esta es la escala para 6.. Como se indica en la figura 2.8,

0. =-26.6° para el punto P.



Figura 2.7: Familias de circulos 7, y x, dentro del dominio |I'|<1.

De la seccidon 2.2 sabemos gue la impedancia de entrada viendo hacia la carga a una

1+ Te/?”

distancia / de ésta se determina empleando 7 =2y ———
"” 1-Te/?”

},y para emplear la

carta de Smith se requiere de la normalizacién de las impedancias a la impedancia
caracteristica por lo que la impedancia de entrada normalizada es

Z,. {1 +Te /!

: (sin dimension).
“Z I—Fe”zﬂl}

0
Porotrolado T = |1“|ef9r es el coeficiente de reflexion de voltaje en la carga, y si se
define I, =T'e/*” :‘F‘ e =m ") como el coeficiente de reflexién de
voltaje desfasado, significando que I’ tiene la misma magnitud que I", pero su fase
estd desplazada 2/ conrespectoalade I' . Enfuncién de I',, podemos escribir

1+T,
Zent =
1-T,
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Figura 2.8: El punto P representa una impedancia de carga normalizada z, =2 - j1. El

coeficiente de reflexién tiene una magnitud m =0P/0R=0.45 y un angulo
6. =-26.6°. El punto R es un punto arbitrario en el circulo », =0 (que también es el

circulo 1| =1).

La similitud de forma sugiere que si I' se transformaen I}, z, se transformaen z,,.
En la carta de Smith, transformar I' en I, significa mantener |F| constantey

disminuir la fase 6. en 21, lo que corresponde a una rotacién en el sentido de las

manecillas del reloj en la carta de Smith. Observando que una rotacién completa
alrededor de la carta de Smith es igual a un cambio de fase de 2~ , la longitud /



correspondiente a semejante cambio se obtiene con 24/ = 2277[1 =27 0 12/1/2. La

escala mas externa alrededor del perimetro de la carta de Smith (figura 2.8), llamada
escala de longitudes de onda hacia el generador (wavelengths toward generator,
WTG), se construyd para denotar movimiento en la linea de transmisién hacia el
generador, en unidades de longitud de onda 1 . Lo que es lo mismo, / se mide en
longitudes de onda y una rotacién completa corresponde a l=ﬂ./2. En algunos
problemas de linea de transmision, sera necesario moverse de algun punto sobre la
linea de transmisién hacia otro mas cercano a la carga; en tal caso, la fase se
incrementa, lo que corresponde a una rotaciéon en sentido contrario a las manecillas
del reloj. Por conveniencia, la carta de Smith contiene una tercera escala alrededor
de su perimetro (entre la escala 6. y la escala WTG) para ocuparse de dicha

necesidad. Se llama escala de longitudes de onda hacia la carga (wavelengths
toward load, WTL).

Emplearemos la carta de Smith para encontrar z,_, considere una linea de

ent ?

transmision de 50Q terminada en unaimpedancia de carga z, = (100- j50)Q . El
objetivo es encontrar Z,, a unadistancia / = 0.14 de la carga. Laimpedancia de carga
normalizadaes z, =Z, /Z, =2— jl y se denota como el punto A en la carta de Smith

de la figura 2.9. En la escala WTG, la ubicaciéon del punto A estd en 0.2874 .
Empleando un compas, se traza un circulo a través del punto A, con su centro
localizado en el centro de la carta de Smith. Como el centro de la carta de Smith es el
punto de interseccion de los ejes I', y I';, todos los puntos en el circulo trazado

tienen el mismo valor de |F | . Este se llama circulo de |F | constante o circulo SWR.

Como fue estudiado en seccidén 2.2, la razén de onda estacionaria de voltaje esta
1+|T|
dada por S = 1—|F| . Por lo que un valor constante de |F| corresponde a unvalor

especifico de S. Como se mostré con anterioridad, para transformar z, en z

en> ||
debe mantenerse constante, lo que significa permanecer en el circulo SWRYy
disminuir la fase de T en 2! . Esto equivale moverse una distancia / = 0.14 hacia el
generador en la escala WTG. Como el punto A se encuentraen 0.287.1, hay que

moverse a 0.2871 +0.14 = 0.387 1 en laescala WTG.

Una linea radial trazada a través de esta nueva posicién en la escala WTG interseca el
circulo SWR en el punto B. Este punto representa z,,,ysuvalores z,, =0.6—j0.66.

Por dltimo, se desnormaliza z,, multiplicandolo por Z;, =50€2 para obtener

ent



Z,, =(30-;33)Q . Este resultado se comprueba analiticamente con

1+ e /2 }

Zon =2 L—r—/’

Los puntos entre Ay B en el circulo SWR representan puntos diferentes a lo largo de la
linea de transmision.

Figura 2.9: El punto A representa una carga normalizada z, =2 - jl en 0.2871 dela

escala WTG. El punto B representa la entrada a lalineaen 0.14 de la carga. En B,
z,, =0.6—;0.66.



Transformaciones de impedancia a admitancia Algunas veces es conveniente
trabajar con admitancias y no con impedancias. Sabemos que la impedancia esta
dadapor Z =R+ jX (Q),donde R eslaresistenciay X algunareactancia. La

admitancia Y correspondientea Z eselreciprocode Z :

(S).

La parterealde Y esla conductancia Gy la parte imaginariade Y esla

11 R-jX
Z R+jX R+X

susceptancia B . De aqui que
Y=G+,jB (S).
Por comparacion de las dos ultimas ecuaciones llegamos a

R -X
G=—— (5), B=——"— (5).
R*+ X? (5) R+ X? (5)

Y si deseamos trabajar con la carta de Smith, requerimos normalizar de la siguiente

manera:

Y G+.B Y jb (sindi i6n)
=—=—+j—= sin dimensién),
d Y, Y, JX) &

donde Y, =1/Z, es la admitancia caracteristica de la linea 'y
g=G/Y, =GZ, (sin dimension),
b=B/Y,=BZ, (sin dimension).

Las cantidades g y » representan la conductanciay la susceptancia normalizadas
de y.Laadmitancia normalizada y es elreciproco de laimpedancia normalizada z ,
Y 7, 1
y:— =—=—
Y, 7Z =z
La admitancia de carga normalizada y, es
1 1-T

B TIT

(sin dimensiodn).

Considere la impedancia de entrada normalizada z

carga. Y si 23l =4rxl/A =471/4) = & se obtiene

a una distancia /=14/4 dela

ent



1+Te’” 1-T _
1-Te?” 1+T

Zent(l:/l/4): yL'
Por lo tanto, la rotacién de A/4 en la carta de Smith transforma z, en y, . En la figura
2.10, los puntos que representan z, y y, sondiametralmente opuestos entre sien el

circulo SWR. En realidad, semejante transformacion en la carta de Smith se emplea
para determinar cualquier admitancia normalizada a partir de su correspondiente
impedancia normalizaday viceversa.

-
)=
1

41
COMPONENT(G/

Figura 2.10: El punto A representa una carga normalizada z, = 0.6+ j1.4. Su

admitancia normalizada correspondiente es y, =0.25- 0.6 y esta en el punto B.



La carta de Smith se emplea con impedancias o admitancias normalizadas. Como
una carta de impedancia, la carta de Smith se compone de circulos 7, y x,, que

representan la resistencia normalizada y la reactancia de una impedancia de carga
normalizada z, . Cuando se emplea como carta de admitancia los circulos 7, se
vuelven circulos g, ylos circulos x, se vuelven circulos b,,donde g, y b, sonla
conductancia y susceptancia normalizadas de la admitancia de carga normalizada

y, ,respectivamente.

8.

. { ~
OAFONENT () 701, O CONDUXTANGE COMPONENT (G/Ya)
02

A

Figura 2.11: Solucion del ejemplo 5. El punto A denota que S=3, El punto B representa
la ubicacién del minimo de voltaje, y el punto C representa la cargaen 0.1254 enla
escala WTL conrespecto al punto B.EnC, z, =0.6—-0.8.

EJEMPLO 5: Si larazén de onda estacionaria de voltaje es S=3 en una linea de 50Q), el
primer minimo de voltaje ocurre a5 cm de la carga y la distancia entre minimos
sucesivos es de 20 cm, encuentre la impedancia de carga.



La distancia entre minimos sucesivos es igual a /1/2 . Porlotanto, A =40cm . En

unidades de longitud de onda, el primer minimo de voltaje esta en

[ =i=0.125/1.
40

min

El punto A en la carta de Smith en la figura 2.11 corresponde a r, =S5 =3. Conun
compas, el circulo S constante se traza a través del punto A. El punto B corresponde a
las ubicaciones de minimos de voltaje. Almoverse 0.1254 desde el punto B hacia la
carga en la escala WTL, (en sentido contrario a las manecillas del reloj), se llega al
punto C, que representa la ubicacidon de la carga. La impedancia de carga
normalizada en el punto C es

z, =0.6—-;0.8.
Multiplicando por Z, = 509, se obtiene Z, =50(0.6—j0.8)=(30— j40)Q.
2.4 Acoplamiento de una linea de transmisién.

Se dice que una carga esta acoplada a la linea si Z, = Z, porque en ese caso no
habra reflexion por parte de la carga (T = 0 y ¥V, = 0). Por otra parte, cuando la carga

es un circuito abierto (Z, =»), I' =1 y ¥ =V y cuando esta en cortocircuito

(ZLZO)’ F=-1yVy=-V.

Generalmente, una linea de transmisidn se conecta a un circuito generador por un
extremo y a una caga por el otro. La carga puede ser una antena o cualquier circuito
con una impedancia de entrada equivalente Z, . Se dice que la linea de transmision

esta acoplada a la carga cuando su impedancia caracteristica Z, = Z, ; en tal caso,

no ocurre reflexién en el extremo de la carga de la linea. Como los usos primordiales
de las lineas de transmisidn son para transportar energia y para transmitir sefiales
codificadas (como datos digitales), una carga acoplada garantiza que la potencia
suministrada a la carga sea un maximo. La solucién mas simple para acoplar una
caga a una linea de transmision es disefar un circuito de carga de manera que su
impedancia Z, = Z, . Por desgracia, esto no es posible en la practica porque el

circuito de carga tiene que satisfacer otros requerimientos. Una solucién alternativa
es colocar una red acopladora de impedancia entre la cargay la linea de
transmision o emplear una red acopladora de una sola rama. La red acopladora de
una sola rama se muestra en la figura 2.12 y se compone de dos secciones de linea
de transmisioén, una de longitud d que conecta la carga a la linea de alimentacién en



MM’y otra de longitud / conectada en paralelo con las otras dos lineas en MM’ . Esta
segunda linea se conoce como ramay en general termina en un cortocircuito o en un
circuito abierto. La rama de la figura 2.12 termina en un corto circuito. Como en MM’
la rama se agrega en paralelo a la linea (y, por lo tanto, se conoce como rama en
derivacion), es mas facil trabajar con admitancias que con impedancias. El
procedimiento de acoplamiento consiste en dos pasos basicos. En el primero, la
distancia d se selecciona como para transformar la admitancia de carga ¥, =1/Z, en

una admitancia de laforma Y, =Y, + jB, cuando se ve hacia la carga en MM’. Luego,

en el segundo paso, se selecciona la longitud / de la rama de manera que su
admitancia de entrada Y, en MM’ seaigual a —jB . La suma en paralelo de las dos

admitancias en MM’ da Y, , la admitancia caracteristica de la linea.

M} d -] M
"] L
}:.' ]:.'H' }J 3 }lil ¥ }::m }'J }‘
M g P

Rama en
COrtoCircuito

Figura 2.12: Red acopladora con una rama en cortocircuito.

EJEMPLO 6: Se conecta una linea de transmisién de 50Q2 a una antena con

impedancia de carga Z, = (25—j50)Q. Determine la posicidny la longitud de la rama
en cortocircuito requerida para igualar la linea.

Z, _25-j50
Z, 50

localizada en el punto A en la carta de Smith de la figura 2.13. Se traza el circulo S

La impedancia de carga normalizada es z, = =0.5+j1,que esta

constante a través del punto A. La carga normalizada y, se encuentra en el punto B

que se obtiene trazando una linea desde el punto A a través del centro hasta el punto
imagen en el circulo S. Elvalorde y, enBes y, =0.4+ ;0.8 y esté localizado en la

posicion 0.1154 en la escala WTG.

Para lograr el acoplamiento, hay que moverse una distancia d a partir de la caga hacia
el generador de forma que la admitancia de entrada normalizada y, de la linea

terminada en la carga (figura 2.12) tenga una parte realigual a 1. Esta condicion es



satisfecha por cualquiera de los puntos de acoplamiento C o D en las cartas de Smith
de las figuras 2.13y 2.14, respectivamente, correspondientes a las intersecciones del
circulo S conelcirculo g, =1. Los puntos Cy D representan dos posibles soluciones

para la distancia d en la figura 2.12.
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Figura 2.13: Solucién para el punto C del ejemplo 6. El punto A es la carga
normalizada con z, =0.5—jl;elpuntoBes y, =0.4+ j0.8.Elpunto Ces la

interseccién del circulo SWR con el circulo g, =1. Ladistanciade BaCes d, =0.631

La longitud de la rama en cortocircuito (Ea F) es [, = 0.094.

Solucién para el punto C [figura 2.13]. En C, y, =1+ j1.58, y esta localizado en

0.1784 en la escala WTG. La distancia entre los puntos By C es

d, =(0.178-0.115) A = 0.063 .



Viendo desde el generador hacia la combinacién en paralelo de la linea conectada la
cargay la rama en cortocircuito, la admitancia de entrada normalizada en la unién es

yent :yx+yd’

donde y, esla admitancia de entrada normalizada de la linea de la rama. Para igualar

la linea de alimentacidn a las combinaciones en paralelo, se necesita que

Yo =1+ jO. Porlo tanto, 1+ jO=y +1+ j1.58, o
v, =—jl.58.

La admitancia normalizada de un corto circuito es —jo y esta localizada en el punto

E en la carta de Smith, cuya posicién esta en 0.251 en la escala WTG. Una admitancia
de entrada de —/1.58 se localiza en el punto Fy esta en la posicion 0.344 en la escala

WTG. Por lo tanto,

I, =(0.34-0.25)2=0.094.

Solucién para el punto D (figura 2.14) : En el punto D, y, =1-j1.58,y la distancia

entre los puntos By D es

d, =(0.322-0.115) 2 =0.207 1.

La admitancia de entrada normalizada requerida de laramaes y =+,1.58, que se
localiza en el punto G en la posicion 0.164 en la escala WTG. Girar desde el punto E

hasta el punto G implica una rotacion de 0.254 mads una rotacién adicional de 0.164,

0/,=(025+0.16)1=0.414.



Figura 2.14: Solucion para el punto D del Ejemplo 2.6. El punto D es el segundo punto
de interseccion del circulo SWRy el circulo y, =1. LadistanciaBaDda d, =0.2074 y

la distanciade EaGda [, =0.4104.

2.5 Analisis y disefo con lineas de transmision.
Linea en cortocircuito

La linea de transmision mostrada en la figura 2.15(a) termina en un cortocircuito,
Z, =0. Por consiguiente, el coeficiente de reflexion de voltaje definido por la

ecuaciéon I'=-1, y larazén de onda estacionaria definida por § = . Segun las
- . ) - | A
ecuaciones V(Z) = V0+e_fﬁz + Vo_e/ﬂz y ](z) = Ziefjﬁz —Z—Oejﬂz , elvoltaje y la corriente

0 0
en una linea de transmisidn en cortocircuito sin pérdidas estan dados por

V (z):V(f[e*jﬁz—ejﬂz]=—2jVo+sinﬂz, I (z):zl[ejﬁz+ejﬂz]:22—°cos,[)’z.

sc sc
0 0
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Figura 2.15: Linea de transmisién terminada en un cortocircuito: a) representacion
esquematica, b) voltaje normalizado en la linea, c) corriente normalizaday d)
impedancia de entrada normalizada.

Elvoltaje 7, (z) es cero en la carga (z =0), como debe de ser con un cortocircuito, y

su amplitud varia como sin Bz, en tanto que la corriente [ (z) alcanza su valor

maximo en la carga y varia como cos ffz . Ambas cantidades aparecen en la figura

2.15 como una funcién de z negativa.

La impedancia de entrada de la linea en z =/ esta definida por la razon entre I7sc (—l)
y fsc (—l) .Denotando Z;, como laimpedancia de entrada para la linea en

V(-1
cortocircuito, se tiene Z, = % = jZ,tan Bl. En general, laimpedancia de entrada

sc



Z, =R, +1X, . Enelcasode lalinea sin pérdidas en cortocircuito, laimpedancia de
entrada es puramente reactiva (Rem = O). Si tan S/ >0, la linea parece inductiva ya que

actua como un inductor equivalente L, cuyaimpedancia esiguala Z, . Por lo tanto,

. Z, tan Sl
JoL, = jZ,tan Bl, sitanfl>0 o L, =—"—— z)nﬂ (H).

La longitud de linea minima / que producira una impedancia de entrada Z’,

. , . : 1. (oL,
equivalente a la de un inductor de inductancia L, es / =—tan L1 (m).
0

También, si tan S/ <0, laimpedancia de entrada es capacitiva, en cuyo caso la linea

actla como un capacitor equivalente Ceq, de tal forma que

! 1
=jZ,tan pl,sitanpl <0,0C =—-————— (F).
2 tnf 4 “  Z,wtan Sl (F)

ja)Ceq

Como [ es un numero positivo, la longitud mas corta / con la cual tanf/ <0,

corresponde alintervalo z/2 < BI < z. Por consiguiente, la longitud de linea minima /

que produciria una impedancia de entrada Z, equivalente a la de un capacitor de

capacitancia C, , es 1= 7 —tan| (m).
7 Yij wC, Z,

Estos resultados indican que, con la seleccién apropiada de la longitud de una linea

en cortocircuito, se pueden sustituir capacitores e inductores con cualquier
reactancia deseada. En realidad, esta practica es comun en el disefo de circuitos de
microondas y circuitos integrados de alta velocidad, porque fabricar un capacitor o
inductor real con frecuencia es mas dificil que poner una linea en cortocircuito.

EJEMPLO 7: Elija la longitud de una linea de transmision sin pérdidas de 50Q2 en
cortocircuito de forma que su impedancia de entrada a 2.25GHz sea equivalente a la

reactancia de un capacitor con capacitancia Ceq =4pF. lavelocidad de ondaen la

lineaes de 0.75¢.

9
La constante de fase es ﬁzz—ﬂ: 2nf _ 2ﬂX2'25X;O =62.8 (rad/m)
A w,  2.25x10

1 1
Z,wC,  50x27x2.25x10°x4x10"

tan Bl = — =—0.354.



28 2.8

Sol. C2 Pl =28rad ol =—=——=4.46cm.
g 628
Sol. C4 Bl =59 radol, = % =9.46 cm.

La longitud /, es mas grande que /, exactamente por //2. Cualquier longitud

[ =4.46 cm+nA/2, donde n es un entero positivo, también es una solucion.

Linea en circuito abierto

o] o]
(@) Zent Zy
O o
Voc(@
A2V '()+
i =1
| N
I
I
(b) —+ } } - >
A 3N\ 2 A
| 4 2 4
| . i
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(d) ' s T T L
A BN 2 A
| 2 i
| 1
| |

Figura 2.16: Linea de transmisién terminada en un circuito abierto: a) representacion
esquematica, b) voltaje normalizado en la linea, c) corriente normalizaday d)
impedancia de entrada normalizada.



Con Z, =, como se ilustra en la figura 2.16, se tiene I' =1, S = y el voltaje,

corriente e impedancia de entrada se definen mediante

V.(z)=Vy [e*"ﬁz +e-’ﬁZ] =2V, cos Bz, I,(z)= Z—O[e-’ﬁz —e’ﬁzj = 2Jé—Vosin Bz,
0 0

=—jZ,cot Bl.

Aplicacion de mediciones en cortocircuito y circuito abierto. La combinacién de
las mediciones (laimpedancia de entrada de una linea sin pérdidas terminada en un
corto circuito y laimpedancia de entrada de la linea cuando termina en circuito
abierto) sirve para determinar laimpedancia caracteristica de la linea Z y su

constante de fase f.
sc oc _Z;‘;t
ZO = WthZem Yy tanﬂl = 7
ent

Como la ambigledad de fase 7 asociada con la funcion tangente, la longitud /
deberd ser menor que o igual a 1/2 para obtener un resultado no ambiguo.

Linea sin pérdidas de media y un cuarto longitud de onda

Si /=n1/2, donde n es un entero, tan Bl = tan[ (27/2)(n4/2) | = tan nz = 0. Por lo

tanto Z,, =Z,,con [ =nl/2, esto significa que una linea con media longitud de onda
(o cualquier multiplo entero de 1/2) no modifica la impedancia de carga. De aqui

que, un generador conectado a una carga mediante una linea sin pérdidas de media
longitud de onda induciria el mismo voltaje a través de la carga y la corriente a través
de ella como cuando la linea no esta alli.

Cuando la longitud de la linea es de un cuarto de la longitud de onda (0 1/4+n1/2),

donde 7 =0 0 un entero positivo, correspondiente a Bl =(27/1)(1/4)=7x/2. La

ZZ
impedancia de entradaes Z,, :Z—O, para [=1/4+ni/2.
L

EJEMPLO 8: Se quiere igualar una linea de transmision sin pérdidas de 50Q2 auna
impedancia de carga resistiva con Z, =100€2 mediante una seccion de cuarto de
onda como se muestra en la figura 2.17, con lo cual se eliminan las reflexiones a lo

largo de la linea de alimentacién. Determine la impedancia caracteristica del
transformador de cuarto de onda.



oA , .
transformador A/4

Zon=50Q Zen Zyp ZL=100Q

o
o oA’
| ———A/d—]
Figura 2.17: Configuracion para el ejemplo 8.

Para eliminar las reflexiones en la terminal AA’, la impedancia de entrada Z,, viendo

hacia la linea de cuarto de onda debera seriguala Z , laimpedancia caracteristica

ZZ
de la linea de alimentacién. Entonces: Z, :Z—OZ, y Zy, = \/ZMZL =/50x100 =70.7C0..

L

Esto elimina las reflexiones en la linea de alimentacidn, no las elimina en la linea de
A/4 . Sin embargo, como las lineas son sin pérdidas, toda la potencia incidente sera

transferida a lacarga Z, .

2.6 Ecuaciones de Maxwell aplicadas a lineas de transmision. Lineas de
transmision de microcintas.

Segun [3] p 524: Las lineas de microcinta pertenecen al grupo de lineas conocidas
como lineas de transmisidn de placas paralelas. Estas son muy empleadas en
electrénica, son la manera mas cominmente empleada como linea de transmisioén
en circuitos de microondas, también son empleadas como componentes (filtros,
resonadores, acopladores, antenas, etc.). En comparacion con la linea coaxial, las
microcintas permiten gran flexibilidad y disenos compactos. Una linea de microcinta
esta compuesta de un plano de tierra y un conductor separados por un substrato
dieléctrico como se muestra en la figura 2.18. Estas son construidas por los procesos
fotograficos empleados para circuitos integrados. Debido a la estructura abierta de la
linea de microcinta, el campo electromagnético no es confinado en el dieléctrico,
éste esta también en el aire, como se muestra en la figura 2.19. Para propdsitos
practicos la linea de microcinta propagara una onda TEM. Su permitividad relativa

efectiva ¢, es menor que la permitividad relativa ¢, del substrato. w es elancho de

lalinea, y & el grosor del substrato, la expresion para ¢, esta dada por:

eff
. (+1),  (&-1)

T2 2 l+12h/w




La impedancia caracteristica es:

60 1n(%+ﬂ} W/hSl
Eyp w h
“s 1 120
- , wh=1
Jeu [ W/h+1.393+0.667In(w/h+1.444)]

Cinta
Conductora

k Substralo &, p

Plano de ticrra

Figura 2.18: Linea de microcinta.

Campno magnatico
\

Figura 2.19: Distribucidn de los campos eléctrico y magnético en la linea de
microcinta.



Para propésitos de disefio, si ¢, y Z, son conocidas, la relacién w/h necesaria para

tener Z, es dada por:

wih<?2

w €2A—2 /
h 3{3—1—1n(23—1)+‘9r_1{1n(3—1)+o.39—ﬁ}} w/h>2

V4 2¢, g,
donde:

_ _ 2

Azé g, 1+g,, 10‘23+0.11 y B 607 ‘

60\ 2 & +1 € ZyJe,

La constante de fase y la velocidad de fase de una onda propagandose por la
microcinta esta dada por:
_ a)geﬁ. C

p=

c g,

con ¢ lavelocidad de la luz en el vacio. La atenuacién debido a las pérdidas por

. R 1
conduccion (u Ohmicas) son (dB/m) «, =8.686 2 donde R =—— es laresistencia
wZ, o

c

superficial del conductor. La atenuacion debido a las pérdidas en el dieléctrico

(geﬁw —l)gr tan 6
(&, —1)eyA

tan @ = o/we es la pérdida tangencial del substrato. La constante de atenuacion total

(dB/m) a, =27.3

con A =u/ f es lalongitud de onda de la lineay

esentonces a=a, +a,.

Las lineas de transmision de microcintas no son utiles para largas transmisiones
debido a la atenuacidon excesiva. Aunque la lineas de transmision de microcinta
sean flexibles y compactas.

EJEMPLO 9: Una linea de microcinta emplea cuarzo como substrato (gr = 3.8). Sila

razén ancho de la linea a grosor del substrato es w/h = 4.5, determine: a)la

permitividad relativa efectiva del substrato, b) la impedancia caracteristica de la
linea, c) la longitud de onda de la linea a 10GHz.

a) ¢
4.5

_ 1/2
e/f=(g’+1)+ Cha) =ﬁ+ﬁ[1+12} =3.131
! 2 21+2h/w 2 2



1 1207

7 =
" Je, [W/h+1.393+0.667In(w/h+1.444)]

b = 1207
V3.131[4.5+1.393+0.667In (4.5+1.444) |
=9.576Q2

8
c) A=—=—0 A0 ) 69x102m=16.9mm

l:—: =
[ fe, 10°43.131



3. Guias de onda.

3.1. Ecuaciones y parametros de las guias de onda rectangulares.

Twist ' Codo 907

Figura 3.1 Guias de onda tipicas (Mostradas por [3] p 543).

Segln [1] p 349. Las lineas de transmisidn (Tema 2) se dividieron en dos grupos:
aquellas que soportan modos transversales electromagnéticos (TEM) y aquellas que
no. Las integrantes del grupo TEM, que incluyen la linea coaxial, la linea de dos
alambres y la linea de placas paralelas, entre otras, satisfacen el requerimiento TEM
de que E, H y la direccion de propagacion siempre son ortogonales entre si. Para el

otro grupo, que se conoce como lineas de transmision de alto orden,yasea E o H
puede ser ortogonal a la direccién de propagacion ﬁ, pero no ambos al mismo
tiempo. Asi, por lo menos un componente de E o H siempre apunta en la direccion
de ﬁ .Si E estransversal a ﬁ, entonces se conoce como modo transversal
eléctrico (TE)y si H es transversal a ﬁ, se conoce como modo transversal
magnético (TM). Entre las lineas de transmision de alto orden, las dos mas
comunmente empleadas son la fibra dptica y la guia de onda metalica. Una onda
6pticaviaja a lo largo de la fibra en zigzag aprovechando la reflexién total internaen la
frontera entre el ndcleo (interno) y el revestimiento (externo). Otra forma de obtener

reflexiéon interna en la frontera del nucleo es que la superficie esté hecha de un
material conductor. En las condiciones apropiadas, una onda excitada en el interior



de un tubo conductor hueco, como las guias de onda circulares o rectangulares
mostradas en las figuras 3.1y 3.2, experimentara el mismo mecanismo que en la fibra
Optica, y el resultado serd una propagacion exitosa a lo largo del tubo.

Figura 3.2: Seccidon de una guia de onda rectangular.

La mayoria de las aplicaciones de guia de ondas demandan guias llenas de aire, pero
en algunos casos, la guia de onda puede estar rellena de un material dieléctrico para
modificar su velocidad de propagacion de onda, o bien, puede bombearse al vacio
para eliminar las moléculas de aire e incrementar asi su capacidad de manejo de
potencia. Se elegira el sistema de coordenadas que se ilustra en la figura 3.2, donde
la direccion de propagacion se definié a lo largo de Z .

La forma general para los campos E y H en el dominio fasorial:
E=%E +JE +2E, H=3%H +9H +2H_.

En general, los seis componentes de E y H pueden depender de (x, y, z) y mientras
aun no se conozca la forma funcional de su dependencia en (x, y), la experiencia

previa sugiere que E y H de una onda que viaja a lo largo de la direccidén +z debera
exhibir una dependencia en z de la forma ¢//*, donde S es una constante de
propagacion de la onda en el interior de la guia. Por consiguiente, se adoptara la
forma E, (x,y,z)=¢ (x,y)e”” donde & (x,y) describe la dependencia de E, (x,7,2)

en (x, y) unicamente. Para todos los demas componentes de E y H se implica la

formade E, (x,»,z) . Por lo tanto,

E=(%2,+ e, +2éz)e‘jﬁz, H= (fcfzx +Ph, + éfzz)e‘jﬁz.



La notacidn pretende distinguir entre E y H mayusculas, que pueden variar con
(x,y,z)y &y h, que podran variar con (x,y) dnicamente . En un medio sin fuentes (el

volumen interno de la guia de onda) caracterizado por la permitividad ¢ y la
permeabilidad u (y conductividad o =0), las ecuaciones del rotacional de Maxwell
con J=0. VxE = —ja)yI:I, VxH= ja)gﬁl que al aplicarlas al par de ecuaciones
inmediato anterior nos lleva a

- —j( OE oH - OF oH
E="Ip%you®e| B =t g%y |,
' kf(ﬂax ”ay] ’ kf(ﬂay o

=L e ) g ] e g,
k; Oy ox Ok Ox oy

donde k' =k’ - * =@’ ue— 5’ y k es el nimero de onda de propagacién sin
frontera definido como k = w4/ 1€ . La constante k, se llama niumero de onda de
corte. Este grupo de 4 ecuaciones son las expresiones para las componentes x y y

de E y H en funcién de sus componentes z.
3.2. Analisis de los Modos magnéticos transversales (MT).

Empleando el grupo de 4 ecuaciones del subtema anterior, los componentes x y y
de E y H pueden ser determinados, mientras se conozcan las formas funcionales de

Ez y ﬁz. En elmodo TE, Ez =0, asi que todo lo que se requiere conocer es I:]z ylo

inverso es cierto en el caso TM. Ya contamos con expresiones para EX,EN_V,I:IX yI:Iy
todas en funcion de E"z y FIZ. Como FIZ =0 en el modo TM, la tarea se reduce a
obtener una solucién para EZ . El punto de partida sera la ecuacion de onda
homogénea para E. Para un medio sin pérdidas caracterizado por una constante de
propagacion sin frontera &, la ecuaciéon de onda esta determinada por la ecuacion
V2E + k*E =0 y para satisfacerla, cada uno de sus componentes X,yyz tiene que
satisfacerse de forma independiente. Su componente Z se determina por medio de :
O’E. 0'E. 0E
2 + 2 + 2
ox oy 0z

£ +k2EZ =0, yempleando su forma funcional

2~ 2~
Ez(x,y,z):éz(x,y)e‘jﬂz, la reducimos a Zez +%+k§éz =0 puesto que &_(x, )
X’ oy

puede ser descompuesta en un par de funciones separables, obtendremos



d*X d’Y

—+klX =0, 0 +kY =0,

é.(x,y)=X(x)Y(y). En consecuencia llegaremos a:

-z 2 _ g2 2 .
conk_y ky las constantes de separaciony k. =k, +ky. Para proponer soluciones a

estas ecuaciones diferenciales es necesario considerar que: El campo eléctrico E"z

es paralelo a las cuatro paredes de la guia de onda. Como E =0 en las paredes
conductoras, las condiciones de frontera requieren que EZ en la cavidad de la guia de
onda tienda a cero conforme x se aproximeaOy a,yconforme y tiendaOy b . Para
satisfacer estas condiciones de frontera, se eligen soluciones sinusoidales para

X (x)Y(y) como sigue: &, :(Acoskxx+Bsinkxx)(Ccoskyy+Dsinkyy)

e.=0conx=0ya,
e.=0cony=0yb.

La satisfaccionde e. =0 en x=ay y =D requiere: k_ :@, m=1273,...y
a

nrw

k,=—,n=12,3,... respectivamente. Por lo que

y

z

ﬂxjsin(?je"ﬁz donde E, = BD es unaamplitud
a

~ ~ _iBs . m
E =ee JP =K, sm(
relacionada con la intensidad de la onda en la guia.

Teniendo en cuenta que Ez =0 en el modo TM, los componentes transversales de E

y H pueden se obtenidos aplicando el grupo de 4 ecuaciones del subtema anterior.

o
I

| (2) Eocos (™X£) sen(*FX) e—/P?,
%) Eosen(2Z¥) cos (12) e~/P7,
") Egsen(ZZ£) cos (“52) e /e,

mZ) Epcos (22£) sen(“5X) e~iPe,

_*:"1‘]3
Il
i
s
—

[
=
Il
=I5
%
S—
‘H|-4 "‘lr.l

ES
Il
E 3

Cada combinacién de los enteros my n representa una solucién viable, o un modo,
denotado 7M. Las distribuciones de campo especificas para la region en el interior

de la guia estan asociadas con cada modo mn . La figura 3.3 ilustra las lineas de
campo E y H enelmodo TM,, a través de dos secciones transversales diferentes de

la guia.



2 2
Una expresion para f es: =4k’ -k’ = afyg—(%j —(%) (TEyTM)
a

v
t ¥ Campo H hacia
b

Campo H Campo E
e — dentro de la pdgina Campo E

ey

R

R

(a) Vista frontal de lineas de campo (b) Vista lateral de lineas de campo

Campo H hacia fuera de la pdgina

F.
J

Figura 3.3: Lineas de campo eléctrico y magnético en modo TM11 a través de dos
planos de seccién transversal.

El exponencial e/ describe una onda que viaja en la direccién +z, pero solo si £ es

real, lo que corresponde a k > k. Si k<k,, [ sevuelveimaginaria: f=—ja con a

real, en cuyo caso e % =™ Tal condicién representa una onda evanescente,

caracterizada por una amplitud que decae rapidamente con z a causa de lafuncién

de atenuacion e “* . Correspondiente a cada modo, especificada por valores enteros

de m y n, existe una frecuencia de corte f, alacual f=0.

mn

2 2
u
Con =0, setiene f, :?” (ﬂj +(§j .(TE y TM) donde u,, —1/Jus esla

velocidad de fase de una onda TEM en un medio sin fronteras con parametros
constitutivos 1 y ¢.

Una onda, en un modo dado, puede propagarse a través de la guia solo si su
frecuencia f > f, Elmodo con la frecuencia de corte mas baja se conoce como el

modo dominante. El modo dominante es TM,, entre los modos TM, y TE,, entre los
modos TE. Mientras que en los modos TE se permite un valor de cero paramon, en
los modos TM no (porque si m o n es cero, Ez llega a ser cero y todos los demas

componentes de campo también se desvaneceran).



2
[ se expresa en funciénde f, cémo: S -9 1—(%} (TE y TM). La velocidad

u,

de fase de unaonda TE o TM en una guia de onda se determina de la siguiente

- (TEyT™).
1= )

manera: up =

ASSIRS

El campo eléctrico transversal esta integrado por componentes Ex y Ey , de acuerdo
con las ecuaciones en recuadro. Para una onda que viaja en la direccidon +z, el
campo asociado con Ex es I:Iy y (segun la regla de la mano derecha), y asimismo, el
campo magnético asociado con Ey es —I:Ix. Las razones obtenidas con las

ecuaciones (del recuadro) constituyen la impedancia de onda en la guia,

~ E 2
Ly, = £, ———y:ﬁ:n 1—[%} donde n=./u/¢ eslaimpedancia intrinseca

"oH, H, k

y X

del material dieléctrico que llena la guia.

EJEMPLO1: Una onda TM, que se propaga en una guia de onda llena de un dieléctrico
con permitividad desconocida, tiene un componente de campo magnético que se

define como H = 6cos(257rx)sin(lOO;zy)sin(l.S;z><101°t—1097rz) (mA/m). Silas

dimensiones de la guia son a =2b =4 cm, determine: a) el nUmero de modo, b) la
permitividad relativa del material en la guia, c) la velocidad de fase y d) la expresion
para E .

a) Porcomparacion con la expresion para H, de la ecuacion en el recuadro, se

deduce que el argumento de x es (mz/a) y que elargumento de y es (nz/b).

Por lo tanto 257 = m7z72 y 1007 = nr — lascualesdan m=1y n=2. Porlo
4x10 2x10

tanto elmodoes TM,, .

b) Lasegunda funcién seno en la expresion para H},, representa sin(a)t—ﬁz), lo
que significa que @ =1.57x10" (rad/s)o f =7.5GHz, f=109x (rad/m). Se
reformula la ultima ecuacién para £ con lafinalidad de obtener una expresién

para ¢, = ¢/¢, enfuncién de las otras cantidades, y se tiene



2 2 2
g zc—{ﬂz +(m—”j +(%} } donde c¢ es la velocidad de la luz. Asi

@ a
2
3x10° ? ?
5r=(—)2 (10%)%(%) +( 2”2j —9,
(1.57Z'><1010) 4x10 2x10
10
C) u =2 :M =1.38x10” m/s jque es mas rapida que la velocidad de la
B 1097

luz! La velocidad de fase en una guia de onda si puede ser mayor que c, pero
la velocidad con la cual la energia es transportada por la guia es la velocidad

de grupo u,, nunca es mayor que c.

2 2 2
u
d) Aplicando Z,,, =n,[1- Jon con fi, = f,, =" (ﬂj +(£) =5.15GHz,
f 2 a b

f=7.5GHz ycon = \/,u_/g = \/T/go/gr = 377/\/5 =125.67Q2 se tiene que
Zy =91.3Q porlo que
E =Z,H,
=91.3x6cos(257x)sin (1007y) xsin (1.57x10"°t =1097z) (mV /m)
=0.55c0s(257x) sin(lOO;zy)xsin(l.S;leOlOt—1097rz) (V/m).

3.3. Analisis de los Modos eléctricos transversales (ET).

En elcaso TM, en el cual la onda no tiene componente de campo magnético a lo largo

de la direccion z (I:Iz = O), el tratamiento se inicid obteniendo una solucién para E"z y

luego se le utilizo para deducir expresiones para los componentes tangenciales de E
y H.ElcasoTE sigue el mismo procedimiento basico, con excepcidn de la inversion
de los roles de Ezy I:IZ . Tal proceso conduce al conjunto de 5 ecuaciones en recuadro
doble de la pagina siguiente y de estas ecuaciones resaltamos el hecho Ez =0. Las

expresiones para f

mn?

p y u,, no cambian. Sin embargo, como no todos los campos
se desvanecen si m o n adoptan un valor de cero, el modo TE de menor grado es TE,,
sia>b o TE, si a <b. Se acostumbra asignar a a la dimensién mas larga, en cuyo
caso elmodo TE, siempre es el modo dominante. Otra diferencia entre los modos
TE y TM esta asociado con la expresion para laimpedancia de onda. Para TE

, _E __E _ 7

A, A iy




~ ] niw nmTXx nwy -
E, = "'aiu (—) Hgcos (jl )sen (—}) e IPz,
kz b a b
E, = 7_'!?H (E) Husen(”mx )cos (rmy) e Pz,
' k2 a a b
~ B srmim mimx nwy .
HI‘- = ﬁ (—) Hnsen( )COS (_.,) 6’_‘”‘{‘.
ki \ a a b
H, = ﬁ (E) H cos(nmx)sen(!m'v) g I,
E k; b a b
& M x AR . en.
H::Hn-::os( )cos(—') e IP?,
a b

Tabla 3.1 Propiedades de onda para modos TE ¥y TM en una guia de onda rectangular con dimensiones
a % b, rellena con un material dieléctrico con pardmetros constitutivos & y u. El caso TEM, mostrado
como referencia, corresponde a la propagacion de ondas planas en un medio sin fronteras.

E, = -T"_E l::,—"'} Hycos [w} sen f%‘—} e 1Bz E, = —:'_E (=E) Egcos (#E=) sen I{%r-— 7B\ E =E e B
Ey = 32 (20 Ho sen ("2) cos () e 2 | By = I (4F) Eosen (252) cos (1) e 72 | By = Eype 75
E. =0 E. =Ey sen(.%) sen (2 ¢ 3Bz E.=0
HL = —ZTEE__, E’.\ = _ZTME__\ _F-_f_l = _T?'E"-
H, =Zrek; H, = ZmuE, H, =E,
H. = Hycos [:l""i_“ ) cos f%} e ifs H =0 H. =0
Ze =0/ V1 —(fef ) Zrm = V1 —(felf)? 7= vple
fo= '”A ‘\EN_;)_ + [C'J—J fe = no aplicable
B = k1 — (feif)? k = w, /e
Hp = % =up /N1 — (felf ) up, = 1//pe

3.4. Propagacion de las ondas en la guia de onda.

Como lo expone [1] p 358: Cuando se emplea una onda como portadora para
transmitir informacién a través de un cierto medio o lo largo de una linea de
transmision, el mensaje de interés se codifica en la amplitud, frecuencia o fase de la
onda. Un ejemplo simple se muestra en la figura 3.4, donde una onda sinusoidal de
alta frecuencia f es modulada en amplitud por un pulso de forma gaussiana.
Mediante un analisis de Fourier, la formade onda en la figura b) equivale a la
superposicion de un grupo de ondas sinusoidales con amplitudes y frecuencias
especificas. La equivalencia exacta puede requerir un nimero grande o infinito de
componentes de frecuencia, pero en la practica, casi siempre es posible
representarla forma de onda modulada, con un alto grado de fidelidad con un grupo



de ondas que se extienden a lo largo de un ancho de banda relativamente angosto
que rodea la portadora de alta frecuencia f . Lavelocidad con la que la envolvente —
o, de forma equivalente, el grupo de ondas—viaja a través del medio se llama

velocidad de grupo u,. Como tal, u, es la velocidad de la energia transportada por el

grupo de ondas y la informacién codificada presente en él.

Pulso gaussiano Portadora de
\ alta frecuencia
1
\' Forma

\ -~ de onda de
amplitud
modulada

(a) (b)
Figura 3.4 : La forma de onda de alta frecuencia de amplitud modulada en &) es el producto del pulso

gaussiano por la portadora de alla frecuencia sinusoidal en a).

Dependiendo de si el medio de propagacioén es dispersor o no, u, puede no serigual a
la velocidad de fase u,,, Se describié una “linea de transmisién dispersiva como una

en la que la velocidad de fase no es una funcidén constante de frecuencia”; la
consecuencia de ello es que la forma de un pulso transmitido a través de ella se
distorsionara progresivamente conforme avanza por la linea. Los medios que
soportan ondas TEM no son dispersivos.

Una guia de onda rectangular no califica como linea de transmisién dispersiva porque
la velocidad de fase de un modo TE o TM que se propaga a través de ella es una fuerte
funcion de frecuencia, particularmente a frecuencias préximas a la de corte f, . Si

f>f ., losmodos TEyTM se vuelven aproximadamente de caracter TEM, no sélo en

funcién de la disposicidn direccional de los campos eléctrico y magnético, sino
también en funcién de la dependencia en la frecuencia de la velocidad de fase. La
velocidad de fase, definida como la velocidad del patrén sinusoidal de la onda, se

determina mediante u,=—1y la velocidad de grupo u, es

1 2
U, =———=u_+/1- donde, como antes, u_ es lavelocidad de fase en un
g dﬂ/da) Po (f"ml/f) Do

medio dieléctrico sin fronterasy para la velocidad de fase u,, uu, = uio.
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Figura 3.5 : Diagrama w-b para modos TE y TM en
una gufa de onda rectangular hueca. La linea recta co-
rresponde a la propagacion en un medio sin fronteras
o por una linea de transmisidén TEM.

Por encima del corte (f > f,,), u, >u, yu, <u, .Conforme f — o, 0mas
precisamente, conforme (fmn /f) — 0, los modos TEy TM se aproximan al caso TEM,
enelcual u, =u, =u, . Una herramienta gréafica util para describir las propiedades de
propagacién de un medio linea de transmision es el diagrama w— £ . En la figura 3.5,

la linea recta que pate del origen representa la relacion w— £ parauna onda TEM que

se propaga en un medio sin fronteras (o por una linea de transmision TEM). La linea
TEM da una referencia con la cual las curvas @— £ de los modos TE/TM pueden

compararse. En un lugar dado sobre la linea o curva w— £, la razdén del valor de @

conelde fdefine u,= a)/ﬂ, mientras que la pendiente dw/d 8 de la curva en ese
punto define la velocidad de grupo u, . Para la linea TEM, larazény la pendiente

tienen valores idénticos (por lo tanto, u,=u,)yla linea seiniciaen w=0.En

contraste, la curva de cada uno de los modos TE/TM indicados se inicia en una
frecuencia de corte propia de ese modo, por debajo de la cual la guia de onda no
puede soportar la propagacidon de una onda en ese modo. A frecuencias proximas a la

de corte, u,yu, adoptan valores muy diferentes; de hecho, en el corte
Uu,=0yu, = 0. En el otro extremo del espectro de frecuencia, a frecuencias mucho

mas altas que f

mn ?

las curvas w— £ de los modos TE/TM se aproximan a la linea TEM.



Es de hacerse notar que en los modos TEy TM, es facil que u, exceda la velocidad de

la luz, pero u, no lo hara, y puesto que u, eslaque representa el transporte real de

energia, no se viola la afirmacién de Einstein. Considere el caso relativamente simple
delmodo TE,,. Con m=1yn=0, el inico componente no cero del campo eléctrico

de las ecuaciones en doble recuadro es Ey .

Ey =— '%(EJHO sin (ﬂjemz que empleando la identidad del seno
~\a a

E — a)ﬂﬂ-HO (e—jmc/a _ejﬁx/a)e—j/i’z
! 2k’a
— E(') (e—jﬂ(z-%—zzx/ﬂa) _ e—jﬂ(z—ﬂ'x/ﬂa))
=B (e —e ),
donde se agruparon términos constantes en la constante E0 . El primer término

exponencial representa una onda con contante de propagaciéon £ que viaja en la

. . X A _
direccion z', donde z'=z+— yelsegundo término representa una onda que viaja

pa
H 1A n n X
en la direccién z"con z"=z——.
pa
I X iy
e G- m—
d=rsen ¥+ romt \m
" E Upaly o = tip,/send
L o &
Zo7 Y3
E i e = U, sen B
T &)
2 = = sen 8 + zoosd” ]:/m y )
————;
(a) direcciones de propagacidn z" y 2" (b) Ondas TEM

Figura 3.6: El modo TE,, puede construirse como lasuma de dos ondas TEM.

En la figura 3.6 (a), se observa que ladireccion z' forma un angulo @' conrespecto a
z,yque ladireccion z" forma un angulo #"=-8". Esto significa que el campo
eléctrico Ey (y su campo magnético asociado ﬁ) del modo TE,, se compone de dos
ondas TEM, como lo muestra la figura 3.6 (b), que viajan en la direccién +z
zigzagueando entre las paredes opuestas de la guia de onda. A lo largo de la

direcciones en zigzag (z'y z"), la velocidad de fase de los componentes de onda



individuales es u, ,pero la velocidad de fase de la combinacién de las dos ondas a lo

largo de z es u,. Tome en cuenta que 0'=tan"' (z/fa).y 0"=—tan"' (z/ fa).

3.5. Transmisién de potencia y atenuacion.

Para cualquier onda con campo eléctrico E y campo magnético H, el vector de

Poynting S se definecomo S=ExH (W/mz).

La direccion de S es a lo largo de la direccidon de propagacion de la onda, k. Por lo
tanto, S representa la potencia por unidad de area (densidad de potencia) que
transporta la onda, y si ésta incide en una abertura de area 4 con vector unitario
superficial dirigido hacia fuera n, entonces la potencia total que fluye a través de la

abertura o que es interceptada porellaes P = L SendA (W)

Para un onda plana uniforme que se propaga en una direccién ﬁ, que formaun
angulo @ con f, P=S4cosd, donde S =|S|.

Como Evy H son funciones de tiempo, también lo es el vector de Poynting S. Sin
embargo, en la practica, la cantidad de mayor interés es la densidad de potencia

promedio de laonda S que es el valor promedio con respecto altiempode S.

prom?

S .. €sdeterminada por S =%f)i‘e[]:3><fl*] (W/mz).

prom prom

Una onda incidente y una onda reflejada se encuentran en un medio (medio1), que

juntas producen los campos eléctrico y magnético ]731 (z) y I:I1 (z) , ladensidad de

potencia promedio neta que fluye en el medio 1 es
1 ~ o
S om :E}?‘fe[El (Z)><H1 (Z):|

= %%E{IZES (eijk‘z +Fejk‘z)x§rEn_€<(efklz e ke )}
Ef
I
-2 (1=[T7)

El primer término de la ecuacién representa la densidad de potencia promedio de la

onda incidente y el segundo término (proporcional a |1"|2 ) representa la densidad de



potencia promedio de la onda reflejada. Por lo tanto, S =S 18 con

prom; prom prom

i

i A 0 r A

Sprom _ZZ > Sprom =-Z
1

‘2 ‘2

2‘Eé _ 2 i
T| oy =[S’

Aunque I' es puramente real cuando ambos medios son dieléctricos sin pérdidas, se
elige considerarlo como complejo, con lo cual la penultima ecuacion brinda una
expresion que también es valida cuando el medio 2 es conductor. Para un medio sin

pérdidas S =S . Este resultado es el esperado con base en consideraciones de

rom, rom
1 2

conservacion de potencia.

Segun [3] p 570: Sabemos que S

prom prom

:%%e[f@xﬁ] yque P =jASP,UmdA (W). En

el caso actual, la onda TE o TM se desplaza en la guia de onda en direccion de +z, por

2 2
| * . B +E] .
locual S, :ERe[EXHy —Eny]z :Tz CON 77 =1 O1 =1y
La potencia total promedio transmitida a través de la seccién transversal de la guia de
a b |Ex ’ + Ey i . . P
ondaes P, = L S promdS :Jx=oj)=o 2 dydx . De importancia practica es la

atenuacién en una guia de ondas con pérdidas (a =0,0, =0, =0,y = jﬂ). Cuando
el medio dieléctrico es con pérdidas y las paredes de la guia no son perfectamente
conductoras, existe una continua pérdida de potencia sea conservando la razéon de
decaimientoen P debe serigual al promedio temporal de pérdida de potencia P,

prom

. . dp rom P
por unidad de longitud. P, =——**==2aP, oo =—>*
dz i 2P

prom

Engeneral o = o, + a, donde «, y a, son las constantes de atenuacion debido a

pérdidas dhmicas o de conducciény a las pérdidas en el dieléctrico,

. 1 : : .
respectivamente. R, =—— es la resistencia superficial de la pared conductora. J es
o

c

la profundidad de la superficie.
3.6. Resonadores y filtros en las guias de onda.

Segun [1] p 363: Una guia de onda rectangular tiene paredes de metal en sus cuatro
lados. Cuando los dos lados restantes se terminan con paredes conductoras, la guia
de onda se transforma en una cavidad. Si las cavidades se disefan para que
resuenen a frecuencias especificas, pueden utilizarse como elementos de circuito en



osciladores de microondas, amplificadores y filtros pasabandas. La cavidad

rectangular que se ilustra en la figura 3.7 (a)con dimensiones (a xbxc), esta

conectada a dos cables coaxiales, una con un sensor de entraday el otro con un
sensor de salida.

Cavidad
¥ 1 resonante
2 1 ’/ i
1
b -
!
1
1 . |.ﬂ,- ------- !
; v |
e === fo——— o
K d Sefial ---- AVZ
L I L "de salida /P’”““““—"‘"“‘-M
) e
x . = / \ [
a I 0
l adl ! f ——"’) ! e = i
— ' o ¥ o
Senal de entrada .
(a) Cavidad resonante (b) Espectro de entrada (c) Espectro de salida
Figura 3.7 : Una cavidad resonante soporta un ancho de banda muy angosto alrededor de su frecuencia resonante, f,.

Como filtro pasabandas, la funcidn de una cavidad resonante es filtrar todos los
componentes de frecuencia contenidos en la sefial de entrada excepto aquellos
cuyas frecuencias quedan comprendidas dentro de una banda angosta alrededor de
una frecuencia central especifica f. La cavidad est4 disefiada de manera que su

frecuencia resonante sea f,. La comparacion del espectro de la figura 3.7 (b), que

describe el intervalo de frecuencias que podrian estar contenidas en una senal de
entrada tipica, con el espectro de salida angosto mostrado en la figura 3.7 (c)
demuestra la accion filtrante impartida por la cavidad.

En una guia de onda rectangular, los campos constituyen ondas estacionarias a lo
largo de las direcciones xy y,y unaonda que se propaga a lo largo de Z . Los
términos TE y TM se definieron respecto a la direccion de propagacion; TE significa
que E es totalmente transversal a z . En una cavidad, no hay una direccién de
propagacion unica, porque no hay propagacion. En lugar de ello, existen ondas
estacionarias a lo largo de las tres direcciones. Por consiguiente, los términos TEy TM
tienen que modificarse definiendo los campos con respecto a uno de los tres ejes
rectangulares.

Por consistencia, se continuara definiendo la direccidn transversal como cualquier
direccién contenida en el plano cuya normal es z . ELmodo TE en la guia de onda

rectangular consta de una sola onda que se propaga cuyo componente f_se

o mz
encuentra con la ecuacién H, = H, cos(

x)cos(%je/ﬁz donde el factor de fase
a



e /P significa que la direccién de propagacion es a lo largo de +z . Como la cavidad
tiene paredes conductoras tantoen z =0 como en z =d, contendra dos ondas, una

con amplitud H, que se mueve a lo largo +Z,y otra con amplitud que se mueve a lo

largo de H,. De esta forma, H. =(Hoe_’ﬁz +H0'e’ﬂz)cos(mﬁxjcos(m[jyj. Las
a

condiciones de frontera requieren que el componente normal de H seaceroenla
frontera conductora. Por consiguiente, H_ debe serceroen z=0y z=d . Para
satisfacer estas condiciones, es necesarioque H, =—H,y fd = px, con

p=1,2,3,..., en cuyo caso la ecuacion se escribe

]:Iz =-2jH, cos(mﬁx)cos(nzyjsin(p;rz). Dado que Ez =0 paralos modos TE,
a

todos los demas componentes de E y H son faciles de determinar. Se sigue un
procedimiento similar en el caso TM.

Frecuencia resonante La consecuencia de la condicion de cuantizacién impuesta a
p,esdecir, = p7z'/a’ donde p solo adopta valores enteros, es que con cualquier

conjunto especifico de valores enteros de (m,n,p), la onda en elinterior de la

cavidad puede existir a sélo una frecuencia resonante, f

mnp *

2 2 2
u
La expresion resultante para f, .es f, = ;‘) \/(ﬂj +(%) +(§] .
a

Factor de calidad En el caso ideal, si se introduce un grupo de frecuencias en la

cavidad para excitar un cierto modo TE o0 TM, solo el componente a la frecuencia

exactade f

.,y d€ ese modo sobrevivira, y todos los demas se atenuaran, al igual que
las ondas evanescentes. Si se emplea un sensor para acoplar una muestra de la onda

resonante que sale de la cavidad, la sefal de salida sera una onda sinusoidal
monocromatica a f,, . En la practica, la cavidad exhibe una respuesta de frecuencia

similar a la mostrada en figura 3.7 (c), la cual es muy angosta, pero no un transitorio
abrupto perfecto.

Elancho de banda Af de la cavidad se define como el intervalo de frecuencia entre

las dos frecuencias (a ambos lados de f, ) alacuallaamplitud es 1/J§ dela

mnp

amplitud maxima (a f,,,,). ELancho de banda normalizado, definido como Af/fmnp ,

es aproximadamente igual al reciproco del factor de calidad Q de la cavidad,



J,

O~ AL}” El factor de calidad se define en funcion de la razon entre la energia

almacenada en el volumen de cavidad y la energia disipada en sus paredes por la
conduccion (la pérdida />R, donde I se relaciona con el campo magnético
tangencialy R es la resistencia del material de la pared). Para una cavidad ideal con
paredes hechas de un conductor perfecto, no se pierde energia, por lo que Q es
infinitoy Af =0. Los metales tienen conductividades muy altas, pero no infinitas, asi
que una cavidad real con paredes metalicas almacenara la mayor parte de la energia
acoplada a ella en su volumen, pero también perdera una parte de ella por
conduccioén de calor. Un valor tipico para Q es del orden de 10,000, el cual es mucho

mas alto que el que se obtiene con circuitos RLC concentrados en un solo punto.

EJEMPLO 2: El factor de calidad de una cavidad resonante hueca que opera en el

1 abd(a* +d*)
modo TE101 se determina de la siguiente forma: Q =—
6, [a*(d+2b)+d*(a+2b)]

donde J, = 1/4 /ﬂfmnpyoac es la profundidad de penetraciony o, es la conductividad

de las paredes conductoras. Disefie una cavidad cubica con una frecuencia
resonante de 12.6 GHz para un modo TE,, y evalie su ancho de banda. Las paredes

de la cavidad son de cobre.

Cona=b=d,m=1,n=0,p=1yu, =c=3x10"(m/s) empleando f,,, ysustituyendo

2 2 2 3

2\l b 24
Jio1 =12.6 GHz se obtiene a =1.68 cmtambién con f,,, y sabiendo que la profundidad

de penetracion del cobre con o, =5.8x10 (S/m) es

1 1

0, = 7= 7 =5.89x107" m.
[7finmo.]” [7x12.6x10° x4z x107 x5.8x10"]
-2
Con a =b=d paraobtener que in:Lloq:%SlZ.
30, 3x5.89x10
9
Por lo tanto, el ancho de banda de la cavidad es Af ~ Jo = 12.6x10 =1.32 MHz.

0 9512



4. Antenas.
4.1. Parametros y caracteristicas basicas de una antena.

Como expone [1] p373: Una antena se define como un transductor entre una onda
guiada que se propaga a través de una linea de transmisién y una onda
electromagnética que se propaga a través de un medio sin fronteras (por lo general el
espacio libre), o viceversa. La figura 4.1 muestra cdmo es que una antena tipo bocina
emite una onda; la bocina actlia como transicién entre la guia de la onda y el espacio
libre. Aunque cualquier estructura conductora o dieléctrica es capaz de realizar esta
funcidn, una antena esta disefada para radiar o recibir energia electromagnética con
propiedades direccionales y de polarizacién adecuadas para la aplicacién
pretendida. Ademas, para reducir al minimo la reflexién en la unién linea de
transmisidn-antena, es importante conocer la impedancia de la antena e igualarla a
la linea de transmision.

© Reflector |
é de placas ||

- L] L] L]
- L3 L .
circulares
(a) Dipolo (b) Dipolo biconico  (c¢) Lazo (d) Hélice (e) Periodica
delgado logaritmica

Franja de Alimentacion

. Desfasadores
radiaciéon ~ coaxial -

Sustrato
dieléctrico

7
yr 4 Punto
5 de
t alimentacién

| ‘ Plano metilico
de tierra

T

(f) Reflector de (g) Bocina (h) Microcinta (1) Arreglo
plato parabdlico de antenas

Figura 4.1: Varios tipos de antenas.

Las antenas se fabrican en varias formas y tamafnos y se utilizan en la transmisién y
recepcion de radio y televisidn, en sistemas de comunicacidon de ondas de radio, en
teléfonos celulares, en sistemas de radar y sensores anticolision para automoéviles,
entre muchas otras aplicaciones. Las propiedades de radiacién e impedancia de una
antena estan regidas por su formay tamanfo, asi como por el material del cual esta
hecha.



Las dimensiones de una antena generalmente se miden en unidades de longitud de
onda de la onda que emite o recibe; una antena dipolo de 1 m de largo que opera con
una longitud de onda de 2 m exhibe las mismas propiedades que un dipolode 1 cm
de largo que opera con A =2 cm. De ahi que, en la mayoria de los planteamientos se

hacen en referencia a las dimensiones de la antena en unidades de longitud de onda.

La funcion direccional que caracteriza la distribucién de potencia relativa radiada por
una antena se conoce como patron de radiacion de antena o simplemente como
patron de antena. Una antena isotrépica es una antena hipotética que radia de igual
manera en todas las direcciones, y a menudo se utiliza como radiador de referencia
cuando se describen las propiedades de radiacidon de las antenas reales. La mayoria
de las antenas son dispositivos reciprocos, que exhiben el mismo patréon de
radiacién para transmision que para recepcion. Reciprocidad significa que, si en el
modo de transmision, una determinada antena transmite en la direccion 4 100 veces
la potencia que transmite en la direccién B, entonces, cuando se le utiliza en el

modo de recepcion, serd 100 veces mas sensible a la radiacion electromagnética
incidente de la direccion 4 que de la B. Todas las antenas que se ilustran en la figura
4.1 obedecen la ley de reciprocidad, pero no todas son dispositivos reciprocos.
Algunas antenas transistorizadas compuestas de semiconductores no lineales o
materiales de ferrita no pueden mantener la reciprocidad. La propiedad de
reciprocidad es muy conveniente porque permite calcular el patrén de radiacion de
una antena en el modo de transmisidn, aun cuando la antena esté destinada a operar
como receptora. El desempeino de una antena consta de dos aspectos: sus
propiedades de radiacidony su impedancia. Las propiedades de radiacién incluyen su
patron de radiacion direccionaly el estado de polarizacién asociado de la onda
radiada cuando la antena se utiliza en el modo de transmisién. Este estado de
polarizacién se conoce como polarizacion de antena.

Por ser un dispositivo reciproco, una antena, cuando opera en el modo de recepcioén,
puede extraer de una onda incidente sélo aquel componente de la onda cuyo campo
eléctrico sea paralelo al de la direccidn de polarizacién de la antena. El segundo
aspecto, laimpedancia de la antena, corresponde a la transferencia de potencia de
un generador a la antena cuando ésta se utiliza como transmisory, a la inversa, la
transferencia de potencia de la antena a una carga cuando se le utiliza como
receptor.

Las fuentes de radiacién quedan comprendidas dentro de dos grupos: corrientes 'y
campos de apertura. Las antenas de espiray dipolo son ejemplos de fuentes de
corriente; las corrientes variables con el tiempo que fluyen en los alambres



conductores originan el campo electromagnético radiado. Una antena en forma de
bocina es un ejemplo del segundo grupo porque los campos eléctrico y magnético a
través de la apertura de la bocina actian como fuentes del campo radiado. Los
campos de apertura son inducidos por corrientes que varian con el tiempo. La
seleccidén de corrientes o aperturas como fuentes es simplemente una conveniencia
computacional dictada por la estructura de la antena.

Caracteristicas de interés en las Antenas:

Segln [3] p 609: Patron de Radiacion o Patron de Antena Es una grafica 3D de su
radiacidon en campo lejano.

Intensidad de la Radiacion Es una medicion en W/estereorradian (W/sr).

Ganancia Direccional De una antena es una medicidn de la potencia radiada en una
direccion particular.

Directividad De una antena es una relacién de la radiacién de intensidad maxima a la
intensidad de radiacién promedio.

4.2. Radiacion.

Segun [1] p 375: Si se considera una antena lineal como compuesta de un gran
numero de elementos conductores infinitesimalmente cortos, cada uno de los cuales
es tan corto que la corriente puede considerarse uniforme a lo largo de él, el campo
de toda la antena se obtiene integrando los campos de todas estas antenas
diferenciales, tomando en cuenta las magnitudes y fases apropiadas. Primero se
examinaran las propiedades de radiacion de semejante antena diferencial, conocida
como dipolo corto. Un dipolo corto, también llamado dipolo hertziano, es un
delgado conductor lineal cuya longitud / es muy corta en comparacion con la
longitud de onda A ; para satisfacer la suposicién de corriente uniforme, / no debera
exceder de 1/50. El alambre, orientado a lo largo de la direccidon +z como se indica
en la figura 4.2, transporta una corriente que varia sinusoidalmente

i(t)=1,coswt = %e[loej“”} (4), donde I, es suamplitud. La corriente fasorial

I =1,.Aun cuando la corriente tiene que reducirse a cero en los extremos del dipolo,

se considerara como constante a todo lo largo de él. ELmétodo acostumbrado de
calcular los campos eléctrico y magnético en un punto Q del espacio, que se debe a

la radiacion producida por una fuente de corriente, es mediante el potencial vectorial

retardado A . El potencial vectorial retardado fasorial A(R) a un vector de distancia

R de unvolumen v' que contiene una distribucién de corriente fasorial J es



N 7, /R
A(R) =f_70[J.V.JerV'- donde g, es la permeabilidad magnética del espacio libre

(ya que el punto de observacion estd situado en aire) y k = w/c =2z/1 es el nimero

de onda.

O(R. 6. ¢)

Figura 4.2: Dipolo corto colocado en el origen de un
sistema de coordenadas esféricas.

Para el dipolo, la densidad de corriente es simplemente J= i(lo/s), donde s esel

area de seccion transversal del conductor dipolo, dv'=sdz y los limites de integracion
sonde z=-1/2 a z=1/2.Enlafigura 4.2, la distancia R'entre el punto de
observacion y un punto dado a lo largo del dipolo no es la misma que la distancia a su
centro, R, pero como se trata de un dipolo muy corto, se puede hacer R'= R.

— jkR

[ a1,dz =220 1,0 €
4r R

-1/2

5 — jkR
Por lo tanto, A = Ho €
47 R

]. La funcion (e **/R), lamada

factor de propagacion esférica, da cuenta de la reduccién 1/R de la magnitud con la
distancia, asi como también del cambio de fase representado por e

La direccion de A esta dictada por la direccién de flujo de la corriente (direccion z).
Como el objetivo es caracterizar la direccién de la potencia radiada a una distancia
fija R de la antena, el sistema de coordenadas esféricas de la figura 4.3 se considera
adecuado para la presentacién de curvas de patrén de antena, con las variables

R, 0y ¢ denotadas rango, angulo zenital y angulo azimutal, respectivamente. Para

tal efecto, se tiene que escribir A en funcién de sus componentes en coordenadas



esféricas, lo que se realiza expresando z en funcién de los vectores unitarios del

sistema de coordenadas esféricas: Z=Rcos@—0sind, y al sustituir esta ecuacion en

~ A A kR A A~ oae
la anterior, llegamos a A = (R cos @ —0sin 6’)’”0—101(6—) =Rd4, +04,+¢4,, con
4 R
~ 1l R Il . R ~
AR:’UO—OCOSH ¢ , AH:—’UO—Osmé? ¢ ,y 4,=0.
4r R 4r R

Figura 4.3: Sistema de coordenadas esféricas.

Con los componentes en coordenadas esféricas de A conocidos, se aplican las

~ 1 - - ~
relaciones de espacio libre H=—VxA, E = V xH para obtener

Ho Jjos,
2 . 2
I:I¢ = [O_Zk e L"' 1 2 sin 0, ER = 2Lk 770€_ij ! 2 1 3 cos@y
4 kR (kR) 4 (kR) (kR)
N <P B 1.
E, =20 e ™| -+ —————|sin@, donde 1, =~/ 14, /&, =120 esla
9 47[ 770 {kR (kR)2 (kR)3] 770 :uO/ 0

impedancia intrinseca del espacio libre. Los componentes restantes (ﬁR, H,y E¢)



dondequiera son cero. La figura 4.4 ilustra las lineas de campo eléctrico de la onda
radiada por el dipolo corto. En la mayoria de las aplicaciones de antenas, interesa
principalmente el patrén de radiacion de la antena a grandes distancias de la fuente.
En el caso del dipolo eléctrico, esto corresponde a distancias R de tal manera que
R > A, deforma equivalente, kR = 27rR//’L > 1.

Eje del
dipolo

-+
L o]
=

5
L
=

s
=

Figura 4.4: Lineas de campo eléctrico que circundan un dipolo oscilante en un instante dado.

Esta condicion permite omitir los términos que varian como 1/(kR)2 yl/(kR)3 a favor

de los términos que varian como l/kR, lo que da las expresiones para campo lejano

3 . kR B E 5
E, :ﬂfﬂ(%jsine (V/m), H,=—% (4/m),y E, esinsignificante. En el punto
V4 un

de observacion Q, la onda ahora se parece a una onda plana uniforme con sus



campos eléctrico y magnético en fase con respecto al tiempo, relacionados por la
impedancia intrinseca del medio 7, y ortogonales entre siy la direccion de

propagacion (ﬁ) Ambos campos son proporcionales a sin @ e independientes de ¢

(que es lo que se esperaba por consideraciones de simetria).

Dados E y H en forma fasorial, el vector de Poynting promedio en el dominio del
tiempo de la onda radiada, que también se llama densidad de potencia, esta dada

por S =ﬁS(R,l9) con

prom prom

:%,’%’e(f}xﬁ*) (w/m). Para el dipolo corto S

271272
S(R,0)= (%] sin’ @ =S, sin’ @ (W/mz) El patrén direccional de cualquier
n

antena se describe en funcién de la intensidad de radiacion normalizada F(6’,¢)

definida como la razdn entre la densidad de potencia S(R,0,¢) y S ,elvalor

max >

maximo de S(R,0,¢) ,conunrango R especificado: F . Para el

S(R.0,9)

0,0)=———=
( ¢) Smdx

dipolo hertziano, la dependencia en sin’ @ indica que la radiacidon es maximaen la

direccioén del lado ancho (0 = 7r/2), correspondiente al plano azimutal, y se

determina mediante S, , =S, = P

las relaciones k =27/ y n, =1207z. Se observa que S

2 2 2
Zozk IRI 151;[2[0 (lj (W/mz),donde se utilizaron
V4

i €S directamente

proporcional a ](f ya I (con / medida en longitudes de onda), y se reduce con la

distancia como 1/R’.

i F(e
T\ 0=90°

T Ol JB=o071 2 M
”/\ \deD
0.5«
Y 9,=135
(a) Patron de elevacion (b) Patrén azimutal

Figura 4.5: Patrones de radiacion de un dipolo corto.



De la definicién de la intensidad de radiacién normalizada se tiene que
F(0,4)=F(6)=sen’d. En lafigura 4.5 se presentan las graficas de F(6) tanto en el
plano de elevacion (también llamado plano @) como en el plano azimutal (plano ¢).
Eldipolo no irradia energia a lo largo de la direccidn de su eje y la radiacién maxima

(F =1) ocurre en la direccion transversal del eje. Como F(8) es independiente de ¢,

el patrén tiene forma de dona en el espacio 6—¢.

L /. ~
f L
"__---—n
.‘I.
i

P

X

Figura 4.6: Definicion de dngulo sélido df2 = sen #
df dd.

Un patron de antena describe la propiedades direccionales de campo lejano de una
antena cuando se miden a una distancia fija de la antena. En general, el patrén de
antena es una curva tridimensional que muestra la intensidad del campo radiado o
densidad de potencia en funcién de la direccién especificada por el angulo zenital €
y el angulo azimutal ¢ . En virtud del teorema de reciprocidad, una antena receptora

tiene el mismo patrén de una antena direccional que el patrén que exhibe cuando
opera en el modo transmision. Sea una antena transmisora colocada en el origen de
la esfera de observacion mostrada en figura 4.6. La potencia diferencial radiada por la

antena a través de un area elemental dd es dP,, =S, +dA=S,  <RdA=Sd4 (W),

prom prom
donde S es el componente radial del vector de Poynting promedio con respecto al

tiempo S En la regién de campo lejano de cualquier antena, S siempre esta en

prom * prom

direccion radial. En un sistema de coordenadas esféricas d4 = R*sin0d0d ¢, y el

angulo solido dQ asociado con dA, definido como el area subtendida dividida entre



R?, se determina como dQ = % =sinfdOd¢ (sr). En lafigura 4.6, mientras un

angulo plano se mide en radianes y la medida angular de un circulo completo es

2 (rad), un angulo solido se mide en estereorradianes (sr) y la medida angular de
una superficie esféricaes Q = (47rR2)/R2 =4x (sr). ELangulo solido de un

hemisferio es 27 (sr). Empleando la relacion d4 = R’dQ, dP,,, se reescribe como

dP

rad

= RZS(R,0,¢)dQ.. La potencia total radiada por una antena a través de una

superficie esférica a una distancia fija R se obtiene integrando la ecuacion anterior.

P, =R j ’ j (R,0,4)sin 0dOdg =R Sj j F(0,4)sin 0d0dy

= Rszdx”MF(H,g/ﬁ)dQ (W), donde F(6,¢) es laintensidad de radiacion
normalizada definida anteriormente. El simbolo 47 bajo el signo de integral se utiliza
como abreviatura de los limites indicados para 8y ¢ . Formalmente, P, se conoce
como potencia radiada total. Cada combinacion especifica del angulo zenital 8 y el

angulo azimutal ¢ denota una direccién especifica en el sistema de coordenadas

esféricas de la figura 4.6. La intensidad de radiacién normalizada F(6’,¢) caracteriza

el patréon direccional de energia radiada por una antena y una curva de F(@,(,iﬁ) en

funcion tanto de & como de ¢ constituye un patrén tridimensional, un ejemplo de

ello lo muestra la figura 4.7.

Con frecuencia, es de interés caracterizar la variaciéon de F(0,¢) en laforma de dos

curvas bidimensionales en planos especificos en el sistema de coordenadas
esféricas. Los dos planos mas comunmente especificados para este propdsito son
los planos de elevacion y azimutal. El plano de elevacion, también llamado plano 4,
es el plano correspondiente a un valor constante de ¢ . Por ejemplo, ¢ =0 define el

plano x—z y ¢ =90° define el plano y—z, los cuales son planos de elevacion (ver
figura 4.6). Una curva de F(6’,¢) contra @ en cualquiera de estos planos constituye

un patrén bidimensional en el plano de elevacién. Sin embargo, esto no implica que el
patron de plano de elevacion sea necesariamente el mismo en todos los planos de
elevacion. El plano azimutal, también llamado plano ¢, esté especificado por

0 =90° y corresponde al plano x-y. Los planos de elevacion y azimutal a menudo se
conocen como los dos planos principales del sistema de coordenadas esféricas.
Algunas antenas exhiben patrones altamente directivos con haces angostos, en cuyo



caso conviene trazar la curva del patrén de antena en una escala de decibeles con F
expresado en decibeles:

.;:':':':":;‘feu:.
.-;:::::;I i:: il ﬁm“-.-
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Figura 4.7: Patr6n tridimensional de una antena de
haz angosto.

F(dB)=10logF.

El patron de antena mostrado en la figura 4.8 (a) esta graficado en una escala de
decibeles en coordenadas polares, con la intensidad como variable radial. Este
formato permite una interpretacion visual conveniente de la distribucién direccional
de los [6bulos de radiacion. Otro formato comunmente empleado para inspeccionar
el patron de una antena de haz angosto es la imagen rectangular mostrada en la figura
4.8 (b), la que permite que el patrén sea expandido con facilidad cambiando la escala
del eje horizontal. Esta curvas representan la variacién en un solo plano de la esfera
de observacion, el plano ¢ =0. A menos que el patrén sea simétrico en ¢, se

requieren patrones adicionales para definir la variacion de F(9,¢) con 0y ¢.El

angulo polar @ siempre es positivo, y se define dentro del intervalo de 0° (direccién z
)a 180° (direccion z )y no obstante el eje @ en lafigura 4.8 (b) aparece tanto con



valores positivos como negativos. Esto no es una contradiccién, sino mas bien una
forma diferente de trazar patrones de antena. La mitad derecha de la curva

representa la variaciéon de F(dB) con @ conforme @ se incrementa en el sentido de

las manecillas delreloj en el plano x —z [véase la insercion en la figura 4.8 (b)],
correspondiente a ¢ =0, mientras que la mitad izquierda de la curva representa la

variaciéon de F(dB) con @ conforme @ se incrementa en sentido contrario al de las
manecillas del reloj a ¢ =180°. Por lo tanto, un valor negativo de 6 simplemente

denota que la direccidn de (9,¢) es a lo largo de la mitad izquierda del plano x—z.
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(a) Diagrama polar (b) Diagrama rectangular
Figura 4.8: Curvas representativas del patrén de radiacion normalizado de una antena de microondas en a)
forma polar y b) forma rectangular.

El patron mostrado en la figura 4.8 (a) indica que la antena es claramente directiva,
puesto que la mayor parte de la energia se irradia a través de un intervalo angosto
llamado lébulo principal. Ademas del lébulo principal, el patrén exhibe varios
l6bulos laterales y también [6bulos traseros. En la mayoria de las aplicaciones,
estos lébulos extra se consideran indeseables porque representan energia
desperdiciada por antenas transmisoras y direcciones de interferencia potenciales de
antenas receptoras.



Para una antena con un solo lébulo principal, el angulo sélido de patréon Qp describe

el ancho equivalente de l6bulo principal del patréon de antena [figura 4.9]. Se define

como la integral de la intensidad de radiaciéon normalizada F(0,¢) sobre una esfera:

Q, =[] F(6.4)dQ (sr).

F =1 dentro
del cono
Qp
(a) Patron real (b) fiﬂgll]-:} solido

equivalente

Figura 4.9: El dngulo sélido de patrén Q define un
cono equivalente sobre el cual toda la radiacion de la
antena real se concentra con intensidad igual a la ma-
xima del patrén real.

Para una antena isotrépica con F(6,¢)=1 en todas las direcciones, Q =4z (sr). EL

angulo solido del patron caracteriza las propiedades direccionales del patron de
radiacién tridimensional. Para caracterizar el ancho del lébulo principal en un plano
determinado, el término que se utiliza es ancho de haz. El ancho de haz a media
potencia, o simplemente ancho de haz £ se define como el ancho angular del lébulo

principal entre los dos angulos con los cuales la magnitud de F(0,¢) esigualala

mitad de su valor pico (-3 dB en una escala de decibeles). Por ejemplo, para el patron
que ilustra la figura 4.8 (b), S se determina mediante =6, -6, donde 6, y 6, son los

angulos a media potencia con los cuales F(H,O) =0.5 (donde 6, denota el valor
mas grandey 6, el mas pequefio, como se indica en la figura 4.8 (b)). Si el patrén es
simétricoy el valor pico de F(0,¢) ocurre con #=0, entonces S=26,. Para el patrén

de dipolo corto F () es maximo con §=90°, 6, esde 135°y 6, de 45°. En este



caso, #=135°-45°=90°. Elancho de banda £ también se conoce como ancho de
banda a 3 dB. Ademas del ancho de banda a media potencia, otras dimensiones del
haz resultan de interés en ciertas aplicaciones, tales como el ancho de banda nulo
B....» due es elancho de la separacién entre los primeros nulos a ambos lados del

valor pico [figura 4.8 (b)].

La directividad D de una antena se define como la razén entre su intensidad de
radiacion maxima normalizada, F

max

(la que por definicion esiguala 1) y el valor

promedio de F(6,¢) en elespacio 4r: D= Foin _ ; ! _4r donde
Fyom [[. F(0.4)a0> Q,
4y oo4n

Qp es el angulo solido patrén. Por lo tanto, cuanto mas angosto es el Qp de un

patron de antena, mayor es la directividad de la antena. Para una antena isotropica,

150

Qp =47 : por consiguiente, su directividad es D, =1.

2
ATRS = S , donde §, . :Pmd/(47zR2) es elvalor

rad prom

D se expresacomo D =

promedio de la densidad de potencia radiada y es igual a la potencia total radiada por
la antena, P_, dividida entre el area de la superficie de una esfera de radio R . Como

S .=

prom iso

donde S, es la densidad de potencia radiada por una antena isotropica,

D representa la razén entre la densidad de potencia maxima radiada por una antena
consideraday la densidad de potencia radiada por una antena isotropica, ambas
medidas en el mismo rango R y excitadas por la misma cantidad de potencia de

entrada. Casi siempre, D se expresa en decibeles: D(dB) =10log D. Para una antena

con un solo lébulo principal que apunta en la direcciéon z como se aprecia en la figura

4.10, Qp puede aproximarse como el producto de los anchos de banda a media

4 4
potencia Sy f,. (enradianes): Qz = f_f _, y, por lo tanto, p=_F__7

Qp ﬂxzﬂyz

Aunque aproximada, esta relacion ofrece un método util de estimar la directividad de
una antena a partir de mediciones de los anchos de banda en los dos planos
ortogonales cuya interseccion es el eje del lébulo principal.
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Figura 4.10: El dngulo sélido de un patron de radiacion unidireccional es aproximadamente igual al producto
de los anchos de haz a media potencia en los dos planos principales, es decir. Qp = 8.8

EJEMPLO 1: Determine a) la direccién de maxima radiacién, b) el angulo sélido
patréon, c) la directividad y d) el ancho de banda a media potencia en el plano y-z para
una antena que irradia sélo hacia el hemisferio superior y cuya intensidad de

radiacion normalizada esta determinada por F(¢9,¢) =cos’ 6.

A
1

/F{{?) =cosZ2 0
-45° 45°

Figura 4.11: Diagrama polar de F(6) = cos” 6.



Matematicamente, la aseveracidon de que la antena irradia a lo largo de direcciones
que abarcan solo el hemisferio superior se enuncia como

cos’f, para0 <6 =m/2
y0=d¢ =2,

0, en cualquier otra
parte.

A 4) = HE) =

a) Lafuncion F(8)=cos’ 6§ esindependiente de ¢ y es méximo cuando 6 =0°.

En la figura 4.11 se muestra un diagrama polar de F(6).

Q, ” (6,4)dO

_ 2z /2 9 040

= HU‘ cos” @sin 6d }a’¢
b) Elangulo sdlido patron Q es _cos 39 7/2

0
_ j ld =27 (sr).
3

3

c) Ladirectividad es D— —47{2—) 6, que corresponde a

D (dB) =10log6="7.78 dB.
d) Elancho de banda a media potencia £ se obtiene con F(@) =cos’0=0.5 que

da los dngulos a media potencia 6, =-45° y 6, =45° . Por lo tanto,
B=6,-6=90°.

EJEMPLO 2: Calcule la directividad del dipolo hertziano.

De la secciéon del dipolo hertziano obtenemos la ecuaciéon con F(Q) =sin’ @y
desarrollamos para D con lo que llegamos a
4r B 4 _Ar

= ; BT =25 115.01.76dB.
[I..F(0.9)sin0dbag " [* sin'6dodg 87/

De la potencia total P, (potencia del transmisor) suministrada a la antena, una parte,

P

rad ®

se irradia hacia el espacioy el resto, P, .., s€ disipa como pérdida de calor en
la estructura de la antena. La eficiencia de radiacién & se define como la razén

P . 4zR’S .
entre P,y P:¢& =%". La ganancia de una antena se define como G =T’”‘”‘

t t



que es de forma similar a la expresién de la directividad D excepto que se refiere a la
potencia de entrada a la antena, P, en lugar de la potencia radiada P, .

Empleando la eficiencia de radiacion &, G =¢£D. La ganancia se ocupa de las

pérdidas dhmicas en el material de la antena, mientras que la directividad no. Para
una antena sin pérdidas, & =1.

Para la linea de transmision conectada a su terminal, una antena es simplemente una
impedancia. Si la linea de transmisidn esta acoplada a laimpedancia de la antena,
una parte de P, la potencia suministrada por el generador se irradia hacia el espacio

y el resto se disipa como calor en la antena. La parte de resistencia de laimpedancia
de la antena se define como compuesta por una resistencia de radiacién R_, y una

resistencia de pérdidas R La potencia radiada con respecto al tiempo

pérdida *

correspondiente P

rad 7 rad >

e 1
y la potencia disipada P, son P, 25[02R

1

P iriida = EIOZRPéWa, donde /; es la amplitud de la corriente sinusoidal que excita la

antena. Como se defini6 antes, la eficiencia de radiacion es larazonentre P,y P.

§ — B’ad — Prad — Rmd
ljt I)md + Ppérdida Rmd + Rpérdida

EJEMPLO 3: Se utiliza un dipolo con alimentacién central de 4 cm de largo como
antena a 75 MHz. El hilo de la antena es de cobre y su radio mide a =0.4 mm. La

resistencia de pérdidas de un hilo circular de longitud / se determina mediante

I |nfu,
27a o

c

pérdida

, donde p, y o, sonla permeabilidad magnéticay la

conductividad del hilo, respectivamente. Calcule la resistencia de radiaciény la
eficiencia de radiacién de la antena dipolo.

3x10°
A75MHz, 4 . :X—7 =4m. Larazén de la longitud de la antena a la longitud de
f 7.5x10
onda es I/1 =4cm/4m =10"". Por consiguiente, éste es un dipolo corto. P, es
4R’ 2 2
P.,= d S ... Paraeldipolo hertziano, § . = 1517;2[0 (%) y del Ejemplo 2 se tiene

que D=1.5. Entonces P, =

2 2 2
R 15”210 (Lj =407°1; (lj . Igualando este
1.5 R A A



resultado con P, :%IgR.ad,ydespejando para R, , setiene R , =807°(I/4)" (Q).

14

Con [/A=10", R_, =0.08 Q. Vamos por R Para cobre, =y, =47x107 H/m y

pérdida *

4x107 ax75%10% x4 %1077 v

0,=58x10" S/m. Asi R , ... = =0.036 Q..

‘ / Pt DX 4x107™ 5.8x10

Y asi la eficiencia de radiacién es & = R = 0.08 =0.69. 069%
R+ R s 0.08+0.036

eficiente.

4.3. Analisis del dipolo eléctrico elemental y de media onda.

En el subtema anterior se desarrollaron expresiones para los campos eléctricoy
magnético radiados por un dipolo corto de longitud mucho mas cortaque 4. A
continuacion se utilizaran estas expresiones como bloque de construccién para
obtener expresiones para los campos radiados por una antena dipolo de media onda,
llamada asi por su longitud /= 1/2.

Distribucién de corriente O(R. 0, )
I(z)y=Iycos kz

3 r-f

Linea de 1)

1 transmision
I=\72 _..ﬁ—'-4

Antena —| | [i(r)
dipolo —z= —HT

(a) (b)

Figura 4.12: Dipolo de media onda con alimentacion central.

Como lo muestra la figura 4.12, el dipolo de media onda se compone de un delgado
hilo conductor alimentado en su entro por un generador conectado a las terminales
de la antena mediante una linea de transmisién. La corriente que fluye a través del

hilo conductor tiene una distribucion simétrica con respecto al centro del dipolo y la

corriente tiene que ser cero en los extremos. Matematicamente, i(t) se determina



asi: i(t) =1, coswt cos(kz) = He [10 cos(kz)ef“”] cuyo fasor de corriente es

1(z)=1,cos(kz), —%Szé% yk=2xz/A

JLolkn,
47

e

. KR .
La ecuacion E, = [ Jsin@ da una expresion para E, , el campo lejano (a

una distancia R ) radiado por un dipolo corto de longitud / cuando se excita mediante
una corriente /. Adaptemos esa expresion a un segmento de dipolo infinitesimal de

longitud dz, excitado por una corriente 1~(z) y localizado a una distancia s del punto

_ . - —jks
de observacion [figura 4.12 (b)]. Por lo tanto, dE,(z) = jj:il (z)(e jsin 0.dz y el
r s

campo magnético asociado es dF]¢ (z) = z . El.campo lejano producido por la

radiaciéon de toda la antena se obtiene integrando los campos de todos los dipolos

~ /4 ~
hertzianos que forman la antena: £, = .[j MdEg. De la figura 4.12 (b), es facil observar

gue s = R—zcos @, sustituyendo ésta ecuacién para s en el factor de fase de dEQ (z) y

reemplazando s con R y 8, con @ en cualquier parte de la expresion, insertando el

resultado como argumento de la ultima integral e integrando se obtendra

£ = j6ol, {cos I:(ﬂ/Z)cos H:I:l[e—jm J’ i, :5.

sin® R 7,

La densidad de potencia promedio con respecto al tiempo es

sino)-2l sl L)) feollotenc]

2n, R’ sin® @ sin® @

2

=S, = 7Z'Rg . Por lo que, la

S(R.6) _ l:cos[(ﬁ/2)cos e]T

S, sin @

S(R,0) es maxima cuando 6 =7/2 ysuvalores S

max

intensidad de radiacién normalizada es F(6’) =

El patron de radiacion del dipolo de media onda exhibe aproximadamente la misma
forma de dona antes mostrada para el dipolo corto. Su directividad es un poco mas
grande (1.64 comparada con 1.5 para el dipolo corto), pero su resistencia de
radiacion es de 73 ), que es mas grande en ordenes de magnitud que la de un dipolo

corto.



Para evaluar tanto la directividad D como la resistencia de radiacion R, del dipolo

de media onda, primero se tiene que calcular la potencia radiada total

P, :RZJ-L”S(R, 15[ J-z;rj-;zl:cos[ (7/2) 0056]} sin 6d6ds,

sin &

La integracién sobre ¢ esiguala 27 y la evaluacion numérica de la integracion 6 da

elvalor 1.22. Por lo que, P, =36.61; (W). Se encontré que S, :1513/(7rR2).

- . 47R*S . S . . .
Utilizando la expresidnen D = 7 i — i " se obtiene el siguiente resultado
rad prom

para la directividad D del dipolo de media onda: D =

47 R (15102

> > =1.64 o de forma
36.61; \ 7R

equivalente, 2.15dB. Al relacionar la resistencia de radiacién R

rad
2P,, 2x36.61;
radiada total P ., se tiene R, = 2rad — 2%

rad ? rad ~— 12 12
0

con la potencia

=730Q. Como se sefald en el

Ejemplo 3, como la resistencia de radiacion de un dipolo corto es comparable en

magnitud a la de su resistencia de pérdidas R su eficiencia de radiacién & es

pérdida ?
minima. Para el dipolo de 4 cm de largo del Ejemplo 3, R , =0.08 Q2 (a 75MHz)y

R =0.036 Q). Silafrecuencia se mantiene igualy se incrementa la longitud del

pérdida

dipolo a2m (A =4 con75MHz), R

rad

sevuelve 73Q y R seincrementaa 1.8Q.

pérdida
La eficiencia de radiaciéon se incrementa de 69% para el dipolo corto a 98% para el
dipolo de media onda. Mas significativo es el hecho de que resulta practicamente
imposible acoplar una linea de transmisidon a una antena con una resistencia del

orden de 0.1Q), en tanto que es bastante facil hacerlo cuando R , =73 Q.

Otra interesante caracteristica del dipolo de media onda tiene que ver con su
reactancia. Vista por una linea de transmisién, una antena puede estar representada
por unaimpedancia de entrada conectada a la linea en las terminales de la antena.

La impedancia de entrada Z,, se compone de una partereal R, yuna parte

ent

donde R,, eslasuma de la resistencia de radiacion

R =R _,+R

ent rad pérdida *

imaginaria X, :Z, =R, +X, .,
R
onda, R

y la resistencia de pérdida R Para el dipolo de media

rad pérdida

oaiza €S MUChO Mas pequefia que R, y puede omitirse. Por consiguiente,

Z, =R _,+jX, .Laobtencion de unaexpresionpara X, enelcasodeldipolo de

ent

media onda es bastante compleja. Sin embargo, es necesario sefialar que X,

depende fuertemente de //1 y se reduce de 42 Q con //A=0.5 acero con



/2 =0.48, mientras que R, permanece aproximadamente igual. Por consiguiente,
si la longitud del dipolo de media onda se reduce en un 4%, Z, se vuelve puramente

real e iguala 73Q, con lo cual es posible acoplar el dipolo a una linea de transmision
de 75 Q sin utilizar una red de acoplamiento.

" Plano
! A 14 }nduc or dJ

(a) (b)

Figura 4.13: Un monopolo de cuarto de onda sobre un plano conductor equivale a
un dipolo de media onda en el espacio libre.

Cuando una antena monopolo de cuarto de onda excitada por una fuente en su base
[figura 4.13 (a)] se coloca sobre una plano de tierra conductor exhibe el mismo patrén
de radiacion en la region sobre el plano de tierra que un dipolo de media onda en el
espacio libre. Esto es porque, segun la teoria de imagenes, el plano conductor puede
reemplazarse con laimagen del monopolo 1/4, como se ilustra en la figura 4.13 (b).

Por lo tanto, el monopolo de 1/4 radiard un campo eléctrico y su intensidad de
radiacion normalizada seran idénticos a los del dipolo /2 ; pero la radiacién esté

limitada a la mitad superior del espacio definido por 0 <6 < z/2.

Por eso, un monopolo irradia solo la mitad de potencia que el dipolo. Por
consiguiente, para un monopolo A/4, P,, =18.3I; y su resistencia de radiacién
R, =36.5 €. Elmétodo utilizado para el monopolo de cuarto de onda también es

valido para cualquier antena vertical colocada sobre el plano conductor, incluido un
monopolo hertziano.

Se han examinado las propiedades de radiacién del dipolo hertziano corto y el dipolo
de media onda. Ahora se considerara el caso mas general de un dipolo lineal de
cualquier longitud arbitraria /, como se muestra en la figura 4.14, las corrientes que
fluyen a través de sus dos mitades son simétricas y deben reducirse a cero en sus



extremos. Por consiguiente, el fasor de corriente I(Z) se expresa como una funcion

seno con un argumento que se reduce a cero con z =+//2:

[ Iosin[k(l/2—z)], con 0<z<//2,
(=)= I,sin[k(l/2+z)], con-1/2<z<0.

donde /, es la amplitud de la corriente.

I(2)
I
i 1(z)
— — —
(a) =42 (b) =4 (c) =302

Figura 4.14: Distribucién de corriente para tres
dipolos con alimentacion central.

El procedimiento para calcular los campos eléctrico y magnético y la densidad de
potencia asociada de la onda radiada por semejante antena es basicamente la
misma que la que se utilizd antes en relacién con la antena dipolo de media onda. La

Unica diferencia es la distribucién de corriente f(z) . Si se inserta la ultima expresion
para f(z) en la expresiodn para el campo eléctrico diferencial dEa de la onda radiada
por una longitud elemental dz en la ubicacién z a lo largo del dipolo:

dE'g:ij_OIO eiij Singejkzcosedzx S?nl:k(l/z_z):la COHOSZSI/Z’
4 Sm[k(l/2+2)], con —1/2<z<0.



iR cos(2 cos Gj—cos(z)
El campo total radiado por el dipolo es Eg =j601, ¢ - .
R sin &

La densidad de potencia promedio con respecto al tiempo correspondiente radiada
por la antena dipolo se determina mediante

‘E ‘z {572 cos(zlcos@j—cos(?j 2
§(0)=" =0

2n, #R’ sin @

4.4. Analisis de otros tipos de antena especiales.

En los ultimos subtemas se han examinado las caracteristicas de radiacion de
antenas considerandolas como radiadores de energia suministrada por una fuente.
Ahora se considerara el proceso inverso, es decir, cdmo una antena receptora extrae
energia de una onda incidente y la suministra a una carga. La capacidad de una
antena de capturar energia proveniente de una onda incidente de densidad de

potencia S, (W/mz) y de convertirla en una potencia interceptada F, (W) para

suministrarla a una carga acoplada se caracteriza por el drea efectiva A4, :
P

A = (m?).
¢ Si ( )
T T e e e s T A el 1
I
! —
! I
I I
o . . | i e ! |
| | .
: i ; : 7L =Ri+ jXL
I ! ! I
— ] I
: f 2L 1 1
I I
: L Caga ' ? Carga
Loy a kR i 1 | st s b itoo et d s el | =]
(a) Antena receptora (b) Circuito equivalente

Figura 4.15: Antena receptora representada por un circuito equivalente.

Otros nombres comunmente utilizados para 4, incluyen apertura efectiva'y seccion

transversal receptora. El proceso de recepcidn de la antena puede modelarse en la
forma de un circuito equivalente de Thévenin, como se muestra en la figura 4.15 (b),



donde 1700 es el fasor de voltaje de circuito abierto (open-circuit) inducido en la
antena receptora por la onda incidente, Z, es laimpedanciade laantenay Z, esla

impedancia de carga para la cual esta pensada la potencia recibida. En general, tanto
+jX Z, =R, +jX,,donde R

ont> denotala
resistencia de radiaciéon de la antena y se supone gue su resistencia de pérdida es

Z, como Z, soncomplejas Z, =R

rad rad

mucho menor que R _,, por lo que se ignora. Para una transferencia de potencia
maxima, la impedancia de carga debe elegirse de manera que
Z,=Z,,0R =R,y X ==X

in? ent ?

en cuyo caso el circuito se reduce a una fuente V,

conectada entre los extremos de una resistencia iguala 2R_,.Como V, es un fasor

rad

de voltaje sinusoidal, la potencia promedio suministrada a la carga con respecto al

2 2

tiempoes P, :l‘i ‘2R _1 ~— = Vo donde I, =V /(2R ) esla
L 2 L rad 2 2 Rmd rad 8 R H L oc rad

oc

rad

corriente fasorial que fluye a través del circuito. Como la antena no presenta

pérdidas, toda la potencia interceptada P, termina en la resistencia de carga R, . Por
~ 2
Voc
8R

rad

consiguiente, P, =F, =

Para una onda incidente con campo eléctrico E,, paralelo a la direccion de

polarizacién de la antena, la densidad de potencia que transporta la onda es

~ 12 ~ |2
, E
S, =u = ‘ " . Larazon de los resultados de las dos ultimas ecuaciones da
2n, 2407
p. 30zl [ o
, = ;‘ =—~‘2. Elvoltaje de circuito abierto V. inducido en la antena receptora
i Rrad El

se debe al campo incidente E,-, pero la relacién entre ellos depende de la antena

especifica considerada.

Comoilustracién, considere el caso de la antena dipolo corto. Como la longitud / del
dipolo corto es pequefia comparada con A, la corriente inducida por el campo
incidente serd uniforme a través de su longitud y el voltaje de circuito abierto

simplemente sera V= E 1. Observando que R, = 807" (l//l)2 para el dipolo cortoy

2

5 = 34
utilizando V. = El. la ecuacién anterior se simplifica como 4, = . (mz) (dipolo
V4

corto).



En el Ejemplo 2 se encontré que para el dipolo corto, la directividad D =1.5. En

A’D
funcionde D, A4, la podemos expresar como A4, =4—(m2) (cualquier antena). A
Vs

pesar del hecho de que la relacion entre 4, y D expresada en la ultima ecuacion se

obtuvo para un dipolo corto, es posible demostrar que también es valida para
cualquier antena en condiciones de impedancia acoplada.

EJEMPLO 4: El circuito de la figura 4.15 (b) consiste en un generador compuesto de un

fasor de voltaje I7OC y unaimpedanciainterna Z, conectada aunacarga Z, . Si

Zin = Rrad + ]X

ent?

Z, =R, +jX,, (Quévaloresde R, y X, dan latransferencia

maxima de potencia del generador a la carga?

Elfasor de la corriente que fluye a través del circuito es

» vV vV . :

I, = o©— = o , ¥ la potencia promedio con respecto al
Z,+Z, (R, +R)+j(X,, +X,)

ent

tiempo disipada en la resistencia de la carga R, es

11~ 2 R e
>V - . Latarea es especificar los

(Rrad +RL )2 +(Xent +XL )2

By :%‘iL‘z R, =

parametros de la carga, R, y X,, que incrementen al maximo P, . Esto se logra

diferenciando la expresion para P, con respecto a R, , igualandola a ceroy luego

repitiendo el proceso con respectoa X, . Elresultadoes Z, =Z, .

Ya

Figura 4.16: Una antena de bocina con distribu-
cién de campo E (x,, y,) en la apertura.

Para antenas de alambre, las fuentes de radiacion son los elementos de corriente
infinitesimales que comprenden la distribucién de corriente a lo largo del alambre, y
el campo radiado total en un punto dado del espacio es igual a la suma, o integral, de
los campos radiados por todos los elementos. Un arreglo paralelo se aplica a las
antenas de apertura, excepto que ahora la fuente de radiacion es la distribuciéon de



campo eléctrico a través de la apertura. Considere la antena en forma de bocina
mostrada en la figura 4.16 —que esta conectada a una fuente por medio de unalinea
de transmisién coaxial--, con el conductor externo de la linea coaxial conectado al
cuerpo metalico de la bocinay el conductor interno que sale a través de un pequefo
agujero, parcialmente hacia la garganta de la bocina. El conductor saliente actua
como antena monopolo, que genera ondas que irradian hacia fuera de la bocina a
través de su apertura. EL campo eléctrico de la energia que llega a la apertura, que
puede variar como una funcion de x, y y, através de la apertura de la bocina, se

conoce como distribucion a través de una apertura del campo eléctrico, £ (xa,ya).

a
En elinterior de la bocina, la propagacion de las ondas es guiada por su geometria;
pero conforme las ondas cambian de guiadas a ondas sin fronteras, cada punto de su
frente sirve como fuente de ondas secundarias esféricas. La apertura entonces
puede representarse como una distribucién de radiadores isotrépicos, cada uno con

una intensidad proporcional al campo eléctrico £

.(x,,7,). en su ubicacion (x,,y,).
En un punto distante Q, la combinacién de todas las ondas que llegan desde todos
estos radiadores constituye la onda total que observaria un receptor colocado en ese
punto. El proceso de radiacién descrito para la antena de bocina es igualmente

aplicable a cualquier apertura en la cual incide una onda electromagnética.

-‘15“ Ey(xs ¥a)
'\-\.é.—"
PN ‘
.\'ﬂ/
(a) Aperturaen una pantalla opaca (b) Antena reflectora parabdlica
Figura 4.17: Radiacién por aperturas: a) una apertura en una pantalla opaca iluminada por

una fuente luminosa a través lentes colimadores y &) un reflector de plato parabdlico iluminado
por una pequefia antena de bocina.

Si se emplea unafuente luminosa para iluminar una apertura en una pantalla opaca
mediante lentes colimadores, como lo muestra la figura 4.17 (a), la apertura se



transforma en una fuente de ondas esféricas secundarias, en gran parte como la
apertura de una antena de bocina. En el caso del reflector parabélico mostrado en la
figura 4.17 (b), puede describirse en funcidon de una apertura imaginaria que
representa las distribuciones de campo eléctrico a través de un plano en frente del
reflector. ELmétodo que emplearemos es conocido como de difraccidn escalar, en
parte por su inherente simplicidad y también porque es aplicable a una amplia
variedad de casos practicos. El requerimiento clave para la validez de la formulacidn
escalar es que la apertura de antena sea por lo menos de varias longitudes de onda
de largo en sus dimensiones principales.

Una caracteristica distintiva de una antena asi es su alta directividad y su
correspondiente haz angosto, lo que la hace atractiva para sistemas de radary
sistemas de comunicaciones de microondas en el espacio libre. Elintervalo de
frecuencia comunmente empleado en estas aplicaciones es la banda de microondas
de 1 a 30 GHz. Como el intervalo de longitud de onda correspondiente es de 30 a 1
cm, respectivamente, es bastante practico construir y utilizar antenas (en este
intervalo de frecuencia) con dimensiones de apertura de muchas longitudes de onda.

Huminacion a través
de una apertura

Ya

Plano de apertura A

Plano de observacion O
Figura 4.18: Radiacion por medio de una apertura en el plano x; — y,enz = 0.

Elplano x, —y, en la figura 4.18, denotado plano 4, contiene una apertura con una

distribucion de campo eléctrico £ (xa,ya ), casi siempre llamada iluminacién de

a

apertura. Por conveniencia, la apertura se eligié de forma rectangular con

dimensiones / alolargo de x, y /, alo largo de y,, aun cuando la formulacién a



punto de explicarse en general es suficiente para acomodar cualquier distribucién de
apertura bidimensional, incluidas las asociadas con aperturas circulares y elipticas.
A una distancia z del plano A4 de la apertura, hay un plano de observaciéon O con

ejes (x, ).

Los dos planos tienen ejes paralelos y estan separados por una distancia z que es
suficientemente grande de manera que cualquier punto Q en el plano de

observacion se encuentra en la region de campo lejano de la apertura. Para satisfacer
la condicidon de campo lejano, es necesario que R > 2d2//1, donde d esladimension
lineal mas larga de la apertura de radiacion. La posicién del punto Q de observacion
estd especificada por el alcance R entre el centro de la aperturay el punto Q, asi
como por los dngulos 8 y ¢ indicados en la figura 4.18, los que juntos definen la
direccion del punto de observacidon con respecto al sistema de coordenadas de la

apertura. El fasor de campo eléctrico de la onda que incide en el punto Q esta

denotado por E(R,0,¢). La teoria de difraccién escalar de Kirchhoff da la siguiente

relacion entre el campo radiado E(R,0,¢) y lailuminacion de apertura Ea (xa,ya) :

E(R,0,4)= %(e;m jﬁ(@,qﬁ),donde
5(9,¢) = _”i E, (x,., )exp[jk sin@(x, cosg+y, sin ¢)}dxadya.

A ft(@,¢) se le conoce como factor de forma de E(R,9,¢). Su integral se escribe con

limites infinitos, en el entendido de que E

a

(x,,v,) esidénticamente cero afuera de la
apertura. El factor de propagacion esférica (e’ij/R) explica la propagacion de onda

entre el centro de la aperturay el punto de observaciény ft(@,¢) representa una

integracion del campo de excitacion E~’a (xa,ya) a lo largo de la apertura, teniendo en

cuenta la desviacion aproximada de la distancia entre R y s, donde s es la distancia

a cualquier punto (xa,ya) en el plano de la apertura[ver figura 4.18]. La direccidon de
polarizacién de campo radiado E(R,9,¢). es la misma que la del campo de apertura
E,(x,,y,),yladensidad de potencia de la onda radiada es

- |E(R,0,¢) i \ﬁ(e,¢)\2

S(R,0, .
( ¢ 27, 2n,A°R’




Considere una apertura rectangular de altura /_y ancho ly, con ambas dimensiones

de por lo menos unas cuantas longitudes de onda de largo. La apertura se excita por
medio de una distribucién de campo uniforme que se determina como

B ( - Ey,para—[ [2<x <[ /2y ~l [2<y, <] /2,
a\FarYa) = 0, de otra forma.

Un patrén de radiacion a un alcance fijo R enelplano x—z, correspondiente a ¢ =0,

simplifica el problema, resultando que:

~ 2E,[ i [ sin@/A

7(0) = 5—"—sin (1, sin 0/ 1) = B, sin (1, sin 0/2)
Zfsin&’ 7l sin6/ A

= E,A,sinc(7zl, sind/A), donde

Ap = lxly es el area fisica de la apertura y donde se utilizé la definicidén estdndar de la
o . . . sint
funcion sinc, la que, con cualquier argumento ¢, se define como sinct =——.
t
~ 2 ~ 2
E(R.0.0) |0(0.9)
21, 2m,A°R?
densidad de potencia de la onda radiada en el punto de observacién:
S(R,0)=S,sinc’ (7l sin§/1)(plano x—y), donde S, = EozA;/(Zno/lsz )-La funcion

Empleando S(R,0,¢)=

. se obtiene la expresion para la

sinc alcanza su valor maximo cuando su argumento es igual a cero y su valor es igual

a la unidad. Por lo tanto, a una distancia R fija, S, =S5(0=0)=S,. Laintensidad de

radiacion normalizada se determina entonces mediante

S(R.6)

F(0)= =sinc’ (7l sin6/ 1) =sinc’ (zy ) (plano x—y), y se trazé (en una escala

de dB) en la figura 4.19, como una funcién de la variable intermedia y = (lx//l)sin 0. El

patrén exhibe nulos con valores enteros no cerode .

La intensidad de radiacién normalizada F(H) es simétrica en el plano x—z y suvalor

maximo ocurre a lo largo de la direccién del eje 6ptico de la antena (6 =0 en este
caso). Su ancho de haz a media potencia B_ =6, -06,, donde 6, y 6, son los valores

de @ con los cuales F(H,O) =0.5 (0 -3dB en una escala de decibeles), como se
muestra en la figura 4.19. Como el patrén es simétrico con respectoa 8 =0, 6, =-0,

y B. =20,. Elangulo 6, se obtiene a partir de la solucién de

F(6,)=sinc’ (zl sin6/1) =0.5. Esta ecuacion se satisface con sin 6, = 0.4411. Como

X



ﬂ,/lx < 1 (una condicidon fundamental de la teoria de difraccion escalar es que las
dimensiones de la apertura sean mucho mas grandes que la longitud de onda 1), 6,
es un angulo pequerio, en cuyo caso se utiliza la aproximacioén sin 8, = 6,. Por

consiguiente, f_ =26, =2sin6, = 0.881i (rad).

X
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Figura 4.19: Patron de radiacidn normalizado de
una apertura rectangular uniformemente ilumina-
da en el plano x—z (¢ = 0).

A
Una solucion similar para el plano y—z (¢ =7/2) da S, = O.88l—(md).

y

Algo importante es que la distribucion de apertura uniforme Ea = FE, através de una

apertura da un patrén de campo lejano con el ancho de haz méas angosto posible. El
primer nivel del l6bulo lateral estda a 13.2 dB por debajo del valor pico [ver figura 4.19],
que equivale al 4.8% del valor pico.

Si la aplicacién que se pretende realizar demanda un patrén con un nivel de l6bulo
lateral mas bajo (para evitar la interferencia con las sefales provenientes de fuentes a
lo largo de direcciones afuera del haz principal del patréon de antena), esto se logra
con una distribucion de apertura ahusada, que presenta un maximo en el centro de
la apertura y disminuye hacia los bordes. Una distribucién ahusada da un patrén con
l6bulos laterales mas bajos, pero el principal se ensancha. Cuanto mayor es el
ahusamiento, mas bajos son los l6bulos laterales y mas ancho es el lédbulo principal.
En general, elancho del haz en un plano dado, por ejemplo el plano x—z, se



determinacomo S_ =k —, donde k, es una constante relacionada con la

A
L,
inclinacion del ahusamiento, sin ahusamiento k= 0.88, y para una distribucion

sumamente ahusada, k, = 2. En el caso tipico, k, =1. Parailustrar la relacion entre

las dimensiones de la antenay la forma del haz correspondiente, en la figura 4.20 se
muestran los patrones de radiaciéon de un reflector circular y un reflector cilindrico.

SR ) ik
Lébulos laterales _ ,B,L-:_»F—l_
s 55T LI
T — i
(a) Haz en lorma de lapiz {b) Har en forma de abanico

Figura 4.20: Pairones de radiacién de a) un reflector circular v b) un reflector cilindrico (16bulos

laterales no mostrados).
El reflector circular tiene un patrén circularmente simétrico, en tanto que el de un
reflector cilindrico tiene un haz angosto en el plano azimutal correspondiente a su
dimension largay un haz ancho en el plano de elevacién correspondiendo a su
dimension angosta. Para un patrén de antena circularmente simétrico, el ancho del
haz S esté relacionado con el didmetro d por medio de la relacién aproximada

B=2/d.
Conocemos una expresion aproximada para la directividad de la antena D en funcién
de los anchos del haz a media potencia Sy f8,. para antenas caracterizadas por un

solo lébulo mayor cuyo eje 6ptico se encuentra a lo largo de la direccion z:

4
D=—2_. Empleando las relaciones aproximadas S, = A/l y . = A/l , setiene
xzl7yz
drll, 4rd, ] ) o ] )
D= P = FERS Para cualquier antena, su directividad esta relacionada con su

, . . 4 A ..
area efectiva 4, mediante D = e <. Por consiguiente, para antenas de apertura, sus

aperturas efectivas son aproximadamente iguales a sus aperturas fisicas; es decir,
A=A "



4.5. Adaptacion de antenas.

Para que la teoria de ANTENAS se cumpla a cabalidad, es necesario que antena esté
adecuadamente acoplada a la linea de transmision conectada sus terminales,
con lo que se evitan las reflexiones y sus problemas asociados.

En la seccion 4.3 se mostré que para un dipolo de onda de 4/2 su R, = 73Q. Sin
embargo, la obtencion de una expresion para X, en el caso del dipolo de media
onda es bastante compleja. Pero tomando en cuenta que X, depende fuertemente
de //Aysereduce de 42Q con /[/1=0.5, acero con //A1 =0.48, mientras que R ,

permanece aproximadamente igual. Por consiguiente, si la longitud del dipolo de
media onda se reduce en un 4%, Z,  se vuelve puramente real e iguala 73C2, con lo

cual es posible acoplar el dipolo a una linea de transmisién de 75Q sin utilizar una
red de acoplamiento.

También, como lo expone [3] p 629: “La formula de transmisién de Friis (que es el
tema de la préxima seccidn 4.7) caracteriza el acoplamiento entre dos antenas en
términos de sus ganancias de directividad, distancia de separacién, y frecuencia de
operacion ”, implicando con esto modificar alguna o algunas de las variables
involucradas con el animo de obtenerlos resultados deseados.

4.6. Arreglos de antena.

Segun [1] p 403: Los servicios de radiodifusiéon de AM operan en la banda de 535 a
1605 kHz. Las antenas que utilizan son basicamente dipolos verticales montados a lo
largo de altas torres. La altura de las antenas varia de 1/6 a 51/8, segun las

caracteristicas de operacion deseadas y otras consideraciones. Sus alturas fisicas
varian de 46m (150 pies) a 274m (900 pies); la longitud de onda a 1MHz,
aproximadamente a la mitad de la banda de AM, es de 300m. Como el campo radiado
por un dipolo simple es uniforme en el plano horizontal, es necesario utilizar mas de
una torre de antena para dirigir el patron de antena horizontal a lo largo de las
direcciones de interés (como una ciudad) y para reducirlo al minimo a lo largo de
direcciones de baja densidad de poblacién o en una direccién correspondiente a un
area a la que sirve otra estacion con la misma frecuencia (para evitar efectos de
interferencia indeseables). Cuando dos o mas antenas se utilizan juntas, la
combinacion se llama arreglos de antenas. El arreglo de antenas de radiodifusion de
AM es solo un ejemplo de aplicacion de los arreglos; se utilizan extensamente en
numerosos sistemas de comunicaciéon y también en aplicaciones de radar. Los
arreglos de antenas permiten al disefiador la flexibilidad de obtener una alta
directividad, haces angostos, bajos lobulos laterales, haces dirigibles y patrones de



antena conformados. Aun cuando un arreglo no tiene que estar compuesto de
elementos radiadores similares, la mayoria de ellos casi siempre utilizan elementos
idénticos, tales como dipolos, ranuras, antenas de bocina o platos parabdlicos,
excitados por el mismo tipo de corriente o distribucién de campo. Los elementos de
antena que constituyen un arreglo pueden estar dispuestos en varias
configuraciones, pero la mas comun es la configuracion lineal unidimensional, en
donde los elementos se acomodan a lo largo de una linea recta, y la configuracion
reticulada bidimensional, en donde los elementos forman una reticula rectangular. La
forma deseada del patrén de radiacién de campo lejano del arreglo puede
sintetizarse controlando las amplitudes relativas de los elementos del arreglo.

Desfa- Amphificadores
sadores (0 atenuadores) Elementos

de antena
Ay (R, 4, @)
-:.I'T

O
O C

(a) Elementos de un arreglo con control (b) Geometria del arreglo con respecto
individual de amplitud y fase a un punto de observacion

=
<
|
=
=

s o m— — ] — ]
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Figura4.21: Configuracion y geometria de un arreglo lineal.

Los radiadores son alimentados por un oscilador comtin mediante una red de
ramales. En cada rama, un atenuador (o amplificador) y un desfasador estan
insertados en serie para controlar la amplitud y la fase de la sefial que alimenta al
elemento de antena en esa rama. En la regién de campo lejano de cualquier elemento

radiador, la intensidad del campo eléctrico fasorial Ee (R,H, ¢) se expresa como el
producto de dos funciones, el factor de propagacién esférica e’j"R/R, que se ocupa
de ladependenciaenelalcance R y fe (6’,¢), que se ocupa de la dependencia
direccional del campo eléctrico del elemento. Por lo tanto, para un elemento aislado,

—jkR
e J!

el campo radiado es E, (R,0,¢)= f. (6,¢), y la densidad de potencia

correspondiente S, es S, (R,6 qﬁ):L E,(R,0 ¢)‘2 1
e e s Uy 2770 e U, 2770R2

2

7.(6.9)

Los elementos del arreglo mostrado en la figura 4.21 (a), el campo de zona lejana
originado por el elemento i a una distancia R, del punto de observacién Q se expresa



— JkR;
e J'

entonces en la forma £, (R, 0,4) = £.(6.8), donde 4, =ae’ esun

i

coeficiente de alimentacion complejo que representa la amplitud a, y la fase y, de

la excitacion que origina a E;, con respecto a una excitacion de referencia.

En la practica, la excitacion de uno de los elementos se utiliza como referencia.
Observe que R, y 4, pueden ser diferentes para los distintos elementos que

constituyen el arreglo, pero fe (6’,¢) es la misma para todos los elementos puesto
que se suponen idénticos y por ende, exhiben patrones direccionales idénticos. El

campo total en el punto de observacioén Q(R,9,¢) es la suma de los campos

N—- 1

7]kR
producidos porlos N elementos: E (R,.0.4)=) E, RI,H é) {ZA }/ (0,9).

i=0

donde R, denota el alcance de QO a partir del centro del sistema de coordenadas,

que coincide con la ubicacién del elemento cero.

Con el fin de satisfacer la condicién de campo lejano de la ecuaciéon R > 2d2//1, para
un arreglo de longitud / = (N—l)d, donde d es la separacion entre elementos, el
alcance R, debera ser suficientemente grande de manera que

2 _2(N-1)'d’
2 A
distancias de Q alos elementos individuales por lo que se refiere a la magnitud del

R, = . Esta condicidon permite ignorar las diferencias en las

campo radiado. Por lo tanto, se establece R, = R, en el denominador la ultima
expresion para E(R0,9,¢) cambiando R, por R, . Porlo que se refiere a la parte que

tiene que ver con la fase del factor de propagacion, se utiliza la aproximacién del rayo
paralelo R, = R~z cosf =R, —id cos0, donde z, =id es la distancia entre el

elemento i —ésimo Yy el elemento cero [figura 4.22].
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d

Elemento |

= Elemenio 0

Figura 4.22: Los rayos entre los elementos v un
punto de observacion alejado som aproximada-
mente lineas paralelas. Por consiguiente, la distan-
cia R, = Ry — idcos 8.

Si se emplean estas dos aproximaciones en la ecuacidn anteriormente referida se

- - —JkRy \[ N-1 )
tiene £ (R, 0,¢)= /. (9,¢)[6R ][Z Aie”"dc°sg}, y la densidad de potencia del
0 i=0

arreglo de antena direccional es

2

I = 2 | N
S R ,9, :—E R ,9, = 9, A Jikd cos@
(B.0.9) =3 E(R.0.9)f =257 (0.0)] |3 4e
N-1 ) 2
:Se (R0’9,¢) ZAiejzkdcose ,
i=0

Esta expresion es un producto de dos factores. El primero, S, (R0,0,¢), es la densidad

de potencia de la energia radiada por un elemento individual, y el segundo, por lo
general llamado factor de arreglo, es una funcioén de las posiciones de los elementos
individuales y de sus coeficientes de alimentacion, pero no del tipo especifico de
radiadores utilizados. El factor de arreglo representa la intensidad de la radiacion de
campo lejano de los N elementos, si éstos hubieran sido radiadores isotrépicos.

N-1 2
Jikd cos @
2 Ae

i=0

como S(R,,0,¢)=S,(R,.0,.4)F,(0), que es el principio de multiplicacién de

Denotando el factor de arreglo por F, (6’) = , ¥ la densidad de potencia

patron.

El coeficiente de alimentacion 4, es, en general, una amplitud compleja compuesta

de un factor de amplitud a, y un factor de fase y,: 4, =a,e”. Por lo que



N-1 2

jv; _ jikd cos@
z a, eViel
i=0

F,(0)=

a

. Elfactor del arreglo esta regido por dos funciones de

entrada: la distribucion de amplitud del arreglo dado por las a, y la distribucién de
fase del arreglo dado por las y, . La distribucion de amplitud sirve para controlar la

forma del patrén de radiacién del arreglo, mientras que la distribucion de fase se
utiliza para dirigir su direccion.

F(f)

(norte)

b
l—

" desfa-
sadores

ag=1 ar=1
=0 Yy =—m2 ¥ (sur)

¥

(a) Arreglo de antenas dipolo (b} Plano de observacion (c) Patron de plano horizontal
Figura 4.23: Arreglo de antenas dipolo de dos medias ondas de ejemplo .

EJEMPLO 5: Una estacidén de radio AM utiliza dos dipolos de media onda
verticalmente orientados y separados por un distancia de /1/2, como se muestra en

la figura 4.23 (a). El vector que va de la ubicacion del primer dipolo a la ubicacién del
segundo dipolo apunta al este. Los dos dipolos se alimentan con excitaciones de
igual amplitud y el dipolo mas hacia el este se excita con un desplazamiento de fase
de —z/2 con respecto al otro. Determine y trace el patrén del arreglo de antenas en el

plano horizontal.

El factor de arreglo se obtuvo para radiadores dispuestos a lo largo del eje z . Para
mantener igual el sistema de coordenadas, se elige la direccion hacia el este como
eje z, [figura 4.23 (b)]y el primer dipolo se coloca en z =-1/4 y el segundo en
z=A4/4 . Eldipolo de media onda radia uniformemente en el plano perpendicular a su
eje, el que en este caso es el plano horizontal. Por consiguiente, S, = §, paratodos
los angulos @ en lafigura referida, donde S, es el valor maximo de la densidad de
potencia radiada por cada dipolo individual. En consecuencia, la densidad de

potencia radiada por el arreglo de dos dipolos es S(R,0)=S,F, (0). Para los dos

elementos separados por d = 1/2 y excitados con amplitudes iguales (ao =aq, = 1) y



con éngulos de fase y, =0y y, =—7x/2, F,(6)=4cos’ (%cosﬁ—%). Entonces, la
densidad de potencia radiada por el arreglo de antenas es

=4S, y ocurre

S(R,0)=S,F,(0)=4S,cos’ (%cos&—%}, tiene un valor méximo S, .
cuando @ =60°. La intensidad de radiacion normalizada

S(R,0
F(0) :(—’) —cos?| Zcoso-Z | EL patrén de F(6) se muestra en figura 4.23 (c).
S 2 4

madx
F(i)
—¥{nore) X
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(a) Configuracion del arreglo de antenas (b) Patrén del arreglo
Figura 4.24: a) Dos dipolos verticales separados por una distancia d a lo largo del eje z:
b) patrdn de arreglo de antenas normalizado en el plano yv-z cona, = a, = L.

iy =i, = —myd= AL

EJEMPLO 6: Dados dos dipolos verticales, como se ilustra en la figura 4.23 (b),
especifique los parametros que haran que el arreglo exhiba radiaciéon maxima hacia el
este y ninguna radiacién hacia el norte o sur.

De acuerdo con el ejemplo anterior, se establecié que como cada dipolo radia por
igual a lo largo de todas direcciones en el plano y—z, el patrdon de radiacion del

arreglo de dos dipolos en ese plano esta regido Unicamente por el factor de arreglo

F (0) La forma del patrén del factor del arreglo depende de tres parametros: la

razén de amplitud al/ao, la diferencia de fase y, -y, y la separacion d [en figura 4.23
(a)]. Por conveniencia, se elige a, =1y y, =0. Asi considerando la especificacion que
requiere que F, seaigual a cero cuando 6 =90° (direcciones nortey sur de la figura
referida). Desde cualquier punto de observacion sobre el eje y, los alcances R, y R,

indicados en la figura referida son iguales, lo que significa que las fases de
propagacioén asociadas con el tiempo de recorrido de las ondas radiadas por los dos
en ese punto dipolos son idénticas. Asi, para satisfacer la condicion establecida, se



tiene que elegir a, =a, y v, =+x. Con estas opciones, las sefales radiadas por los

dos dipolos tendran amplitudes iguales y fases opuestas, por lo que interferiran
destructivamente. Esto se prueba evaluando el factor del arreglo con 8 =90°,
a,=a,=1yy, =*r. Losdosvaloresde y,, 7 y —7 conducen a la misma solucion

para la separaciéon d cuando se considera la especificacion en el sentido de que el
patrén de radiacion debera tener un maximo hacia el este, correspondiente a 8 = 0°.

Cony,=-7ry0=0°yque F, (0: 0) sea maximo, se requiere que el angulo de fase

del segundo término sea cero o multiplo de 27 y se logra con

A
d=(2n+1)5,n=0,l,2,... con d = 1/2, elfactor del arreglo a cualquier angulo 6 se

determina mediante £ (9) = 4sin’ (%cos 9). Las direcciones a lo largo de las cuales

F (0) es un maximo, son aquellas correspondientes a 8 =0° (este)y 6 =180°

(oeste), como se muestra en la figura 4.24 (b).
Arreglo de N elementos con distribucion de fase uniforme

Considere un arreglo de N elementos con igual separaciéon d y excitaciones de fase
iguales; es decir, y, =y, para i=1,2,...,N—1. Tal arreglo de elementos en fase en

ocasiones se conoce como arreglo de radiacion transversal al eje porque el haz

principal del patrén de radiacién de su factor del arreglo siempre ocurre en la
Zaie/u/,- e/zkdcosé

i=0

direccion transversal al eje del arreglo. Partiendo de F, (49) = y

2
tomando en cuenta las condiciones impuestas, llegaremos a F, (49) =

N-1

jikd cos @
2ae”
i=0

La diferencia de fase entre los campos radiados por elementos adyacentes es
y =kd cos8 = %cos 6. Empleando la ecuacion para gama obtendremos las

expresiones para factor de arreglo con fase uniforme y la de con fase y amplitud
uniformes.

(fase uniforme).

_sin®(Ny/2)

S0 (fase y amplitud uniformes).



Es posible demostrar que el valor méaximo de F, () ocurre con y =0(0 8 =7/2) yes

igual a N*. Por consiguiente, el factor del arreglo normalizado se determina mediante

Nrxd

sin’ cos@

F(y)zFaO/): [ }
an Fa,mdx N2 Sinz |:7;dCOS 0i|

Direccidn transversal al eje
del arreplo de antenas (§ =907
Direccion transversal al eje del R

arreglo de antenss (8 =907

a) b)

Figura4.25: a) Paidn nosmalizado de un asreglo de seis elementos uniformemente excitados con una separacitn entre los elementos d = A/2. b) Pardn normalizado de wn arreglo de dos

elementos con una separucidn entre ellos 4 = TAJ2,

En la figura 4.25 a) se muestra una curva polar de F,, ((9) con N=6yd=21/2,esuna

curva del patrén de radiacidn del factor del arreglo solo; el patréon del arreglo de
antenas es igual al producto de este patrén por el de un solo elemento (ver seccién
correspondiente al principio de multiplicacién del patrén).

EJEMPLO 7: Obtenga una expresion para el factor del arreglo de dos elementos con
igual excitaciony separacion d =74/2, y luego trace el patrén del arreglo.

El factor del arreglo de dos elementos (N =2) con igual excitacion (a, =g, =1) se

1
a(y)=\zaieff7
=0

= ‘e”/zr ‘e‘”/z +e”/2‘2 =4cos’(y/2),

2
2

‘2

=‘l+e”

ej7/2 (eij/z +ej7/2)
obtiene de

donde y =(27d/A)cos 6.

El patron del arreglo normalizado, mostrado en la figura 4.25 b), consta de 7 haces,
todos con el mismo valor pico, pero no el mismo ancho angular. EL nimero de haces
en elrango angularentre =0y 8 =z esigual a la separacion entre los elementos
del arreglo, d , medida en unidades de 1/2.



4.7. Area efectiva y formula de transmision de Friis.

Antena Antena
transmisora recepior

Figura 4.26: Configuracion de transmisor-receptor.

Segun [1] p 395: Las dos antenas mostradas en la figura 4.26 forman parte de un
enlace de comunicaciones a través del espacio libre, con la separacion entre las
antenas, R, suficientemente grande para que cada antena esté en la regién de
campo lejano de la otra. Las antenas transmisora y receptora tienen areas efectivas
A y A vy eficiencias de radiacion & y & respectivamente. El objetivo es determinar

una relacion entre P, la potencia del transmisor suministrada a la antena
transmisora,y P, la potencia suministrada al receptor por la antena receptora.

Como siempre, se supone que laimpedancia de ambas antenas esta acoplada a la
de sus respectivas lineas de transmisioén. Inicialmente, se considerara el caso en el
que las dos antenas estan orientadas de manera que la cresta del patrén de radiacién
apunta en la direccion de la otra. Primero se tratara la antena transmisora como
radiador isotrépico sin pérdidas. En este caso, la densidad de potencia que incide en
la antena receptora a una distancia R de una antena transmisora isotrdpica es
simplemente igual a la potencia del transmisor P, dividida entre el area de la

i , P, ,
superficie de una esferaderadio R: S, = 2 }22 . La antena transmisora real no es
T

una sin pérdidas ni una isotrépica. Por consiguiente, la densidad de potencia S,

_sDF,

originada por la antena real se determinacomo S, =G,S, =&D.S,, = 4 th , donde,
P

mediante la ganancia G, = £ D,P,. explica el hecho de que solo una parte de la

potencia P suministrada a la antena se irradia en realidad hacia el espacioy D, da

cuenta de la directividad de la antena transmisora (en la direcciéon de la antena

A’D
receptora). Utilizando la ecuacion 4, =—(m2), la ultima ecuacion puede

4

g . . , sDF,

expresarse en funcion del area efectiva 4, de la antena transmisora: S, = AR Del
Vs

lado de la antena receptora, la potencia interceptada por la antena receptora es igual

al producto de la densidad de potencia incidente S, por el area efectiva



AAP
AP, =84 :ét—R’Z’. La potencia recibida P, suministrada al receptor es igual a

T nt r or 2

la potencia interceptada P

int

multiplicada por la eficiencia de radiacién de la antena

receptora & . Porlo tanto, P, =& P, lo que conduce alresultado

2
B _oo Al _ GG, (L] . Estarelacion se conoce como la férmula de

4R

P A’R?

t

transmision de Friis.

A la férmula de transmision de Friis, que es larelacion P, /P y que en ocasiones se

le llama razdn de transferencia de potencia. En la obtencion de la formula de Friis
que implica las ganancias G, y G, de las antenas transmisora y receptora, se utilizo el

hecho de que &4, = £D,A> /4 = G,A* [4rr, y relaciones similares se aplican a la

antena receptora. Si ninguna de las dos antenas estan orientadas en la direccién de
transferencia de potencia maxima, la ultima ecuacion se reescribe en la forma

2
general i:GtG, (ﬁj F,(6,.,)F.(6,.4,), donde F,(6,,4,) eslaintensidad de
n

t
radiacion normalizada de la antena transmisora, evaluada en la direccion (0,,¢,)
correspondiente a la direccidn de la antena receptora (desde el punto de vista del
patrén de antena de la antena transmisora) y una definicién similar se aplica a

F.(0..¢,) parala antena receptora.

EJEMPLO 8: Un sistema satelital de TV de transmisién directa de 6 GHz transmite 100
W por medio de una antena parabodlica de 2 m de didametro desde una distancia
aproximadamente 40,000 km sobre la superficie de la Tierra. Cada canal de TV ocupa
un ancho de banda de 5 MHz. A causa del ruido electromagnético captado por la
antenay por elruido que genera la electronica del receptor, una estacion de TV

receptora en tierra tiene un nivel de ruido que se determina mediante P = KT, B (W),

Sis

donde 7, [medida en kelvin (K)] es una figura de mérito, llamada temperatura del
ruido del sistema, que caracteriza el desempeno frente al ruido de la combinacion

receptor-antena, K es la constante de Boltzmann [1.38><10’23 (J/K)], y B esel

ancho de banda del receptor en Hz. La razén sefal a ruido S, (qQue no debera

confundirse con la densidad de potencia S) se define como larazénentre P_ , la

rec ?

potencia de la sefial recibida del transmisor,y P, : S, = P,./P,. Para un receptor con
T,

Sis

=580K, ;Qué diametro minimo de una antena receptora parabdlica se requiere

para recepcion de TV de alta calidad con S, =40dB? Se supone que las antenas



satelital y receptora en tierra no tienen pérdidas y que sus areas efectivas son iguales
a sus aperturas fisicas.

Como datos se dan las siguientes cantidades:
P =100, f =6GHz=6x10"Hz, S, =10",

diametro de la antena transmisora d, =2m y el area de la antena satelital transmisora

es 4,=(nd} [4)=n(m").

La potencia de ruido del receptores P, = KT, B=1.38x107 x580x5x10° =4x107"* .

NAY

Para antenas sin pérdidas (g‘t =£ = 1), la potenciade la sefal recibida es
_PAA 10074,
AR (5x107) (4x107)

=7.85x107" 4.

El area de la antena receptora, 4,, se obtiene igualando larazén P, /P, a

7.85x107" 4,
4x10™

minimo requerido es d, =44, /7 =2.55m.

S, =10*:10* = , la cual da como resultado para 4, =5.1m". ELdidmetro
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Para el llenado de este formato considere la informacion de la cédula 3.3.2 de CACEI, el programa de la asignatura y la informacién que se solicita
en el SlI2. Esta informacion debe capturarse en el sistema por un solo docente y podra ser exportada por los demas. Se pueden realizar ajustes a
esta instrumentacion cuando los docentes asi lo consideren, pero al menos se debe hacer una revision anual. Es importante indicar que estrategias
de evaluacion miden la evaluacion del logro del atributo o atributos a los que contribuye la materia.

Recuerde que la informacién que se defina en este formato es la misma que se debe definir en los formatos mencionados en el parrafo anterior y

por lo tanto servira para el llenado de los mismos. Es ademas la evidencia del trabajo colegiado ante el Sistema de Gestidn Integral.

DATOS GENERALES

Carrera Ingenieria Electrénica
Nombre de la Asignatura Teoria Electromagnética
Clave de la Asignatura ETF-1026
(Programa de estudio)
Fecha de Revisién 1/20/2023
¢ Existe un acuerdo de Academia = Si Folio del acuerdo:
para una adecuacién al programa? % No
. Atributo Nivel de contribucion: Medio
Atributos de Egreso a los que ‘ R 1 bl dol .
contribuye la materia en orden de csuclve probiemas de Thgenieria - PR .
importancia de mayor a menor y de Atrlbuto‘ _ Nivel de contribucién:  Medio
acuerdo a la cédula 3.3.2 Experimentacion
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ACUERDOS POR UNIDAD

UNIDAD 1: Ecuaciones de Maxwell y propagacion de ondas electromagnéticas.

Tiempo: 20 horas

Actividades de ensenanza (métodos, técnicas y ambientes de aprendizaje)

| Discutir y analizar las ecuaciones de Maxwell, utilizar software de desarrollo matematico.

Actividades de aprendizaje (métodos, técnicas e instrumentos) por unidad

\ Comprension y solucién de problemas en la aplicacién de ondas electromagnéticas.

Indicadores de alcance (agregue o quite indicadores segtin corresponda)

A 50%
| Distingue los conceptos de ondas electromagnéticas |
B 50%

‘ Resuelve problemas usando las ecuaciones de Maxwell en propagacion de ondas electromagnéticas

MATRIZ DE EVALUACION (Solamente es necesario llenar esta matriz en forma colegiada si contiene las evidencias de aprendizaje que

contribuyen a los Atributos de Egreso)

Evidencia de Total Indicador de alcance Evaluacion formativa de la competencia Nombre
aprendizaje % A B C D E F (instrumento de evaluacion) abreviado del
AE del PE al
que contribuye

Si aplica

Examen 40 25 | 25 Se evalua el conocimiento adquirido de la Resuelve
competencia. problemas de

ingenieria

Portafolio de 60 25 25 Rubrica
evidencias

Total 100
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Principales practicas/proyecto (de acuerdo a cédula 3.3.2)

UNIDAD 2: Lineas de transmision
Tiempo: 25 horas

Actividades de ensenanza (métodos, técnicas y ambientes de aprendizaje)

| Discutir y analizar las caracteristicas de una linea de transmision. |
Actividades de aprendizaje (métodos, técnicas e instrumentos) por unidad

\ Comprension y solucidn de problemas en la aplicacién lineas de transmision. \
Indicadores de alcance (agregue o quite indicadores segtin corresponda)

A 50%
| Reconoce los conceptos fundamentales de una linea de transmisidn |
B 50%

‘ Resuelve problemas de lineas de transmisién ‘

MATRIZ DE EVALUACION (Solamente es necesario llenar esta matriz en forma colegiada si contiene las evidencias de aprendizaje que
contribuyen a los Atributos de Egreso)

Evidencia de Total Indicador de alcance Evaluacion formativa de la competencia Nombre
aprendizaje % A B C D E F (instrumento de evaluacion) abreviado del
AE del PE al
que contribuye
Si aplica
Examen 40 25 | 25 Se evalua el conocimiento adquirido de la Resuelve
competencia. problemas de
ingenieria
Portafolio de 60 25 | 25 Rubrica
evidencias
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Principales practicas/proyecto (de acuerdo a cédula 3.3.2)

UNIDAD 3: Guias de onda.
Tiempo: 15 horas

Actividades de ensenanza (métodos, técnicas y ambientes de aprendizaje)

\ Analizar y clasificar las caracteristicas propias de una linea de las guias de onda. \
Actividades de aprendizaje (métodos, técnicas e instrumentos) por unidad

\ Comprension y solucion de problemas en la aplicacion de lineas de las guias de onda. \
Indicadores de alcance (agregue o quite indicadores segun corresponda)

A 50%
| Aplica los conceptos fundamentales de una guia de onda |
B 50%

‘ Resuelve problemas de guias de onda |

MATRIZ DE EVALUACION (Solamente es necesario llenar esta matriz en forma colegiada si contiene las evidencias de aprendizaje que
contribuyen a los Atributos de Egreso)

Evidencia de Total Indicador de alcance Evaluacion formativa de la competencia Nombre
aprendizaje % A B C D E F (instrumento de evaluacion) abreviado del
AE del PE al

que contribuye
Si aplica
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Examen 40 25 | 25 Se evalua el conocimiento adquirido de la Resuelve
competencia. problemas de
ingenieria
Portafolio de 60 25 | 25 Rubrica
evidencias
Total 100

Principales practicas/proyecto (de acuerdo a cédula 3.3.2)

UNIDAD 4: Antenas.
Tiempo: 20 horas

Actividades de ensenanza (métodos, técnicas y ambientes de aprendizaje)

\ Analizar y describir los conceptos del funcionamiento de las antenas. \
Actividades de aprendizaje (métodos, técnicas e instrumentos) por unidad

\ Resolver problemas en la aplicacion de antenas. \
Indicadores de alcance (agregue o quite indicadores segtin corresponda)

A 50%
| Analiza y aplica los conceptos principios de antenas |
B 50%

‘ Resuelve problemas de antenas ‘

MATRIZ DE EVALUACION (Solamente es necesario llenar esta matriz en forma colegiada si contiene las evidencias de aprendizaje que
contribuyen a los Atributos de Egreso)
Evidencia de Total Indicador de alcance Evaluacion formativa de la competencia Nombre
aprendizaje % Al B|]C|DJ]E]F (instrumento de evaluacion) abreviado del
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A\

AE del PE al
que contribuye
Si aplica
Examen 40 25 | 25 Se evalua el conocimiento adquirido de la Resuelve
competencia. problemas de
ingenieria
Portafolio de 60 25 | 25 Rdabrica
evidencias
Total 100

Principales practicas/proyecto (de acuerdo a cédula 3.3.2)

FIRMAS DE LOS DOCENTES

Nombre Firma

f —

Dr. Ismael Lara Velazquez e

Ing. Pablo Torres Flores

Dr. Saul Almazan Cuéllar i
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