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METODOS DE PRONOSTICO DE SISTEMAS DINAMICOS EN ESPACIO DE
ESTADOS.

JOSE CHRISTIAN DE JESUS GALICIA GONZALEZ

Resumen

Los métodos de pronostico de sistemas dindmicos presentan una disminucion en su
desempefio conforme aumenta la complejidad de las series de tiempo. En este contexto, las
competencias de Makridakis destacan la necesidad de un método general y efectivo.

Los métodos clasicos, como Holt-Winters, ARIMA y SSA, son efectivos para pronosticos a
corto plazo, pero su precision disminuye significativamente a mediano y largo plazo. Segun
el tamano de las series de tiempo, se elige entre el analisis de componentes singulares (SSA)
o técnicas de aprendizaje profundo, como las redes neuronales LSTM (Long Short Term
Memory) y CNN (Convolutional Neural Network), dependiendo de su desempefio en la etapa
de validacion.

Aunque ambos enfoques son robustos, su desempefio es afectado por el ruido en las series de
tiempo (Rosenberg y Maurer, 2008; Othman et al., 2021). Para mitigar este problema, se
implementan dos enfoques de filtrado: el Promedio Movil Simple (SMA, por sus siglas en
inglés) y el Filtro de Kalman. Segun las caracteristicas de la sefial filtrada, se selecciona el
método mas adecuado para el pronostico inicial. Posteriormente, este prondstico es refinado
mediante un analisis de los datos residuales, obtenidos al restar la sefial filtrada de la sefal
real. Los residuales se pronostican utilizando el enfoque mas apropiado para sus
caracteristicas, y finalmente, este prondstico residual se suma al prondstico de la sefial filtrada
para generar el prondstico final.

La generalidad del método se valida mediante pruebas en tres horizontes clave de la
pandemia de COVID-19: el inicio, el pico de contagios y un afio después del inicio. Estos
experimentos se realizan en cuatro paises de América: México, Estados Unidos, Brasil y

Colombia.
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Este enfoque permite dividir el problema en dos etapas gracias al filtrado, que no solo reduce
el ruido, sino que también proporciona flexibilidad para seleccionar el método de prondstico
optimo en cada caso. Como resultado, se logra una mejora en el RMSE (Raiz del Error
Cuadratico Medio) del prondstico en las tres etapas de la pandemia para los cuatro paises

analizados, en comparacion con los métodos clasicos y el estado del arte.



FORECASTING METHODS FOR DYNAMIC SYSTEMS IN STATE SPACE

JOSE CHRISTIAN DE JESUS GALICIA GONZALEZ

Abstract

Forecasting methods for dynamic systems experience a decline in performance as the
complexity of time series increases. In this context, the Makridakis Competitions highlight
the need for a general and effective method.

Classical methods, such as Holt-Winters, ARIMA, and SSA, are effective for short-term
forecasts but lose accuracy significantly in medium- and long-term horizons. Depending on
the size of the time series, either singular spectrum analysis (SSA) or deep learning
techniques, such as LSTM (Long Short Term Memory) and CNN (Convolutional Neural
Network), are chosen based on their validation performance.

Although both approaches are robust, their performance is affected by noise in the time series
(Rosenberg and Maurer, 2008; Othman et al., 2021). To address this issue, two filtering
techniques are implemented: Simple Moving Average (SMA) and the Kalman Filter.
Depending on the characteristics of the filtered signal, the most suitable method is selected
for the initial forecast. Subsequently, this forecast is refined by analyzing residual data,
obtained by subtracting the filtered signal from the actual signal. The residuals are forecasted
using the most appropriate method for their characteristics, and finally, this residual forecast
is added to the filtered signal forecast to produce the final forecast.

The generality of the method is validated by testing it in three key phases of the COVID-19
pandemic: the onset, the peak of infections, and one year after the start of the pandemic.
These experiments are conducted in four American countries: Mexico, the United States,
Brazil, and Colombia.

This approach divides the problem into two stages through filtering, which not only reduces
noise but also provides flexibility to select the optimal forecasting method in each case. As a

result, an improvement in the RMSE (Root Mean Squared Error) of the forecast is achieved
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in the three phases of the pandemic for the four analyzed countries, compared to classical

methods and the state-of-the-art.
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1 Introduccion

El futuro puede entenderse como una consecuencia de una serie de eventos pasados.
Bajo esta premisa, realizar predicciones no solo es razonable, sino también factible. Sin
embargo, la tarea de pronosticar se vuelve progresivamente mas compleja y menos precisa a
medida que se incorporan variables adicionales, grados de libertad y no linealidades

inherentes a la dinamica de los sistemas [21, 33].

El andlisis de series de tiempo, que ha captado el interés de estadisticos, ingenieros,
investigadores de operaciones y economistas durante las ultimas décadas, se ha consolidado
como una herramienta esencial en la generacion de prondsticos [22]. Este campo resulta
crucial debido a su capacidad para automatizar predicciones, integrando diversas

caracteristicas de los datos y permitiendo asi la toma de decisiones informadas en multiples

areas [36].

Por ejemplo, en la gestion de la cadena de suministro, el analisis de series de tiempo es
indispensable para mantener prondsticos actualizados de la demanda. Esto permite planificar
niveles 0ptimos de inventario, garantizando un desempefio que cumpla con los estandares de
servicio al cliente. De manera similar, en el suministro de energia eléctrica, no basta con
analizar una uUnica variable; es necesario identificar patrones estacionales y otros factores
dindmicos para realizar predicciones precisas [26]. En estos casos, los métodos basados en
el espacio de estados han emergido como herramientas prometedoras para abordar la

complejidad de los sistemas [7, 3].

La precision en el prondstico de series de tiempo, sin embargo, se ve comprometida por el
ruido, el cual incluye tanto errores de medicion como el ruido intrinseco del sistema [Mbaye
et al. (2018), De Bézenac et al. (2020)]. Separar este ruido del comportamiento real del
sistema es un paso critico para obtener resultados precisos. Esto se logra mediante el analisis

de las caracteristicas inherentes de la serie, empleando herramientas como la autocorrelacion
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o métodos espectrales, para posteriormente aplicar técnicas especificas de prondstico

[Golyandina (2020), Kang et al. (2017)].

Los métodos de pronostico de series de tiempo se utilizan para estimar valores pasados,
presentes y futuros, facilitando un control mas eficaz de los procesos. Si bien cada método
tiene sus ventajas y limitaciones, la practica ha demostrado que las soluciones hibridas, que
combinan diferentes enfoques, suelen ser mas efectivas. En este contexto, los métodos
basados en espacio de estados han ganado protagonismo recientemente, mostrando un

desempefio prometedor en la mejora de la precision y la robustez de los pronodsticos.

1.1 Estado del Arte

Con el objetivo de formular una hipoétesis clara y especifica, en esta seccion se realiza un
analisis detallado del estado del arte. Este andlisis sirve como base para justificar el

planteamiento del problema y contextualizar la contribucion de esta investigacion.

Las competiciones de Makridakis han sido fundamentales para establecer referencias
objetivas sobre la efectividad de los métodos de pronostico. Estas competencias proporcionan
resultados experimentales comparativos entre técnicas actuales, destacando el mejor

algoritmo segun los requisitos de cada caso [Makridakis et al., 2020].

En la competicion M1, se encontrd que los métodos simples podian ser tan precisos como
los mas sofisticados.

La competicion M2 demostré que la incorporacion de informacion adicional o el juicio de
expertos no necesariamente mejora la precision de los pronosticos [Makridakis et al., 2018].
En la competicion M3, se reafirmaron los hallazgos del M1 y se introdujeron métodos mas
precisos, mientras que la M4 destacd el valor de los enfoques hibridos, integrando algoritmos
de aprendizaje automatico para ajustar pesos y lograr una mayor precision [Makridakis et al.,

2020].

1.1.1 Métodos clasicos de pronostico
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Entre los enfoques clasicos destacan los modelos ARMA y ARIMA, reconocidos por su
capacidad para manejar ruido en las series de tiempo mediante estimaciones iniciales y
algoritmos recursivos [Pankratz, 1983; Baptista et al., 2018]. Por otro lado, los modelos de
suavizado exponencial, propuestos por Robert G. Brown, son variantes d¢ ARMA y son
particularmente efectivos en series con tendencias y estacionalidades especificas [Svetunkov,

2017; de Livera et al., 2011].

Si bien estos métodos ofrecen mejoras significativas al incorporar elementos estocasticos y
calculos probabilisticos, su desempefio se ve limitado en escenarios con patrones estacionales
complejos o multiples variables, como en la prediccion de la demanda eléctrica [Nagbe et
al., 2018; Lopez, 2015]. En estos casos, los modelos en espacio de estados han demostrado
ser superiores, ya que consideran multiples interacciones dentro de un sistema y proporcionan

estimaciones mas precisas [Mbaye et al., 2018; de Bézenac et al., 2020].

1.1.2 Métodos hibridos y combinados

Los métodos hibridos integran las fortalezas de diferentes técnicas, compensando sus
debilidades. Por ejemplo, los modelos de suavizado exponencial pueden abordar tendencias,
mientras que ARIMA maneja la estacionalidad [Smyl, 2020; Xu and Ren, 2019]. Otros
enfoques, como los modelos combinados, no implican interacciones directas entre técnicas
individuales, pero sus resultados finales son superiores [Bergmeir et al., 2016; Petropoulos

et al., 2018].

En un caso exitoso, Lu et al. [2010] utilizaron modelos conmutados de Markov, basados en
espacio de estados y ajustados mediante ARIMA, para analizar la expansion de
enfermedades. Aunque efectivo, este enfoque present6 limitaciones frente a series no lineales
como las observadas durante la pandemia de COVID-19. Para abordar estas no linealidades,

Chimmula y Zhang [2020] aplicaron redes neuronales LSTM, demostrando su capacidad
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para identificar patrones a lo largo del tiempo. Sin embargo, su desempeinio disminuyd mas

alla de un horizonte de 17 dias, principalmente debido a la limitada cantidad de datos.

Por su parte, Zain y Alturki [2021] emplearon redes neuronales convolucionales (CNN), las
cuales reorganizan la dimension temporal como espacial para identificar patrones. Aunque
demostraron ser comparables a LSTM, se observo que CNN es mas adecuada para series

cortas, mientras que LSTM funciona mejor con datos mas extensos [Zeroual et al., 2020].

Un enfoque notable es el de Frausto-Solis et al. [2021], quienes combinaron métodos clésicos
y de aprendizaje profundo para un horizonte de 21 dias. Este hibrido utilizé componentes
semanales para mejorar la precision en series ruidosas y se prob6 en México, Estados Unidos,

Brasil y Colombia, logrando configuraciones 0ptimas especificas para cada pais.

1.1.3 Enfoques en espacio de estados

Los métodos en espacio de estados permiten una representacion mas precisa de sistemas
dindmicos al modelar multiples variables simultdneamente. Estos enfoques han mostrado
resultados superiores en problemas complejos donde los métodos clasicos o hibridos no
logran un desempefio adecuado [Semenoglou et al., 2021]. Ademas, la combinacion de filtros
como el de Kalman y técnicas estocésticas ha permitido mitigar el ruido y mejorar la
reconstruccion de las series de tiempo, ofreciendo un camino prometedor para el desarrollo

de técnicas de prondstico mas robustas.

En sintesis, los métodos hibridos y combinados representan el estado del arte en prondsticos
de series de tiempo, destacandose especialmente en sistemas complejos modelados en
espacio de estados. Sin embargo, su efectividad depende de la integracion adecuada de
técnicas y del tratamiento del ruido, elementos clave para avanzar hacia soluciones mas

precisas y generalizables.
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1.2 Hipétesis

Los métodos de prondstico de sistemas dinamicos para series de tiempo en espacio de estados

tienen un desempeio superior a los mejores métodos en el estado del arte.

1.3 Planteamiento del Problema

La mayoria de los sistemas dindmicos conocidos son no lineales, y su comportamiento puede
ser tan cadtico que predecirlo se convierte en un desafio significativo [Bianchi et al. (2017),
Slawek Smyl (2020)]. Este reto se agrava por la inherente falta de fiabilidad en los datos
obtenidos de una serie de tiempo, ya que suelen estar contaminados por errores de medicion
y ruido intrinseco del sistema como se aprecia en la Figura 1.3 [de Bézenac et al. (2020),

Alzubaidi et al. (2021)].

Antes de identificar un modelo adecuado para el sistema, es indispensable realizar un analisis
exhaustivo de la serie de tiempo. Métodos tradicionales como ARMA, suavizamiento
exponencial y Box-Jenkins han demostrado ser utiles para ciertas aplicaciones, pero

presentan limitaciones importantes al abordar dinamicas complejas o multivariables.

Ruido
de medicion

Sistema Real
@ Serie de Tiempo

Tratamiento de la
serie de tiempo.

Ruido
- _ de
Serie de Tiempo medicion

limpia
T O
Reconstruccion ]Islalfg:s
del Modelo ’
Modelo Estimado Pronéstico

Figura 1.1 Diagrama a Bloques de un Prondstico con ruido.
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En muchos casos, no solo es necesario predecir una variable, sino también modelar la
interaccion entre multiples variables. Para este proposito, se propone el Método de Analisis
de Series de Tiempo por Espacio de Estados, que extiende las metodologias univariables para
permitir predicciones multivariables. Este enfoque no solo realiza predicciones
independientes para cada variable, sino que, también valida las interacciones entre ellas,

ofreciendo una vision mas integral del sistema.

Si bien el andlisis en espacio de estados ofrece numerosas ventajas, su implementacion
requiere manejar un alto costo computacional, especialmente cuando se consideran multiples
variables simultaneamente. Este costo puede ser prohibitivo en aplicaciones que demandan
respuestas en linea o en tiempo real, donde la precision debe equilibrarse cuidadosamente

con la velocidad de calculo.

Para abordar esta problematica, los métodos recursivos como el suavizamiento exponencial
y los filtros de Kalman han demostrado ser efectivos, proporcionando un compromiso
razonable entre precision y eficiencia computacional. Sin embargo, estas técnicas todavia
enfrentan desafios al manejar dinamicas complejas y datos ruidosos [Klein, N., Smith, M.

S., & Nott, D. J. (2020)].

Con el objetivo de superar el desempefio de los modelos de prondstico tradicionales y reducir
los tiempos de estimacion, se plantea la posibilidad de hibridar las metodologias clasicas con
enfoques modernos de inteligencia artificial. Estas hibridaciones integrarian técnicas de
aprendizaje automatico para identificar patrones y comportamientos subyacentes en los

datos, lo que permitiria enfocar de manera mas precisa las estimaciones del filtro de Kalman.

El desarrollo de una metodologia hibrida eficaz no solo mejoraria la precision de las
predicciones, sino que también optimizaria los recursos computacionales, garantizando una
respuesta en tiempo real que cumpla con los requisitos establecidos. Este enfoque no solo

contribuye al avance del campo de los pronosticos de series de tiempo, sino que también abre
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nuevas posibilidades para abordar sistemas dinamicos complejos en diversas aplicaciones

practicas.

1.4 Justificacion

Es fundamental desarrollar un modelo de prondstico para series de tiempo que integre
multiples caracteristicas del sistema analizado, tales como las interacciones entre variables,
patrones estacionales y las posibles dindmicas no lineales presentes en los datos. Este enfoque
debe ir mas alla de la prediccion univariante y permitir un analisis multivariable que capture

las relaciones complejas entre los distintos componentes del sistema.

Para lograrlo, se requiere un método con la flexibilidad suficiente para manejar datos con alta
dimensionalidad y dinamicas complejas sin generar cuellos de botella en términos de costo
computacional. Esto es especialmente importante en aplicaciones donde se necesitan
respuestas en tiempo real o predicciones a mediano y largo plazo, donde los métodos

tradicionales suelen quedarse cortos en precision y eficiencia.

El estado del arte actual evidencia que la combinacién de enfoques cldsicos con técnicas
modernas, como los métodos de aprendizaje automatico, proporciona resultados superiores
en comparacion con el uso aislado de cualquiera de ellos. Esta combinacion permite
aprovechar las fortalezas de ambos enfoques: la robustez y simplicidad de los métodos
tradicionales y la capacidad de los modelos actuales para manejar grandes cantidades de datos

y patrones no lineales.

Por lo tanto, es necesario desarrollar un método hibrido o combinado que no solo pueda
abordar problematicas multivariables, sino que también sea lo suficientemente versatil para
adaptarse a diferentes caracteristicas de las series de tiempo. Este tipo de metodologia
contribuiria al avance del campo de los prondsticos, permitiendo soluciones mas precisas y

aplicables a una amplia gama de sistemas dinamicos.
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1.5 Objetivos

Objetivo General

Desarrollar un método de prondstico de series de tiempo por espacio de estados que resuelva
problemas donde: se necesite un enfoque multivariable, se necesite informacion extra sobre
la estacionalidad de la serie de tiempo, rango de los datos, volatilidad de los datos, etc.,
combinando diversas metodologias de pronosticos para obtener un desempefio superior al

visto en el estado del arte.

Objetivos especificos

1. Identificacion de implementaciones exitosas mediante experimentacion utilizando casos

de prueba comunmente utilizadas en la literatura especializada.

2. Diseno de un enfoque multivariable en espacio de estados de las implementaciones mas
exitosas segun el horizonte de pronoéstico, cantidad de datos presentes en la serie de tiempo,

intervalos de tiempo, entre otras necesidades especificas.

3. Disefiar un algoritmo de pronoéstico adaptable al ruido que provea un desempefio igual o

superior al estado del arte.
4. Lograr un tratamiento efectivo contra el ruido presente en las series de tiempo.

5. Escritura de articulos para publicacion en revistas indexadas.

1.6 Metodologia Experimental

La experimentacion se realizara en el cluster EHECATL que se encuentra fisicamente en el
LANTI (Laboratorio Nacional de Tecnologias de la Informacion) del Campus 3 del Instituto
Tecnologico de Ciudad Madero, utilizando software libre como Scilab, Python, o R, entre

otros.
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Los pasos propuestos por (Montgomery entre otros, 2008) para el proceso de prondstico de

series de tiempo son:

1. Definicion del problema: Este paso consisten en entender cémo sera utilizando el
pronostico con las expectativas de cliente. Se deben de realizar preguntas tales como el
horizonte de proyeccion o el tiempo de espera, los intervalos de tiempo y el nivel de precision

del pronostico.

2. Recoleccion de datos: Consisten en obtener datos historicos relevante de las variables que
se desean pronosticar. A menudo es necesario tratar con valores faltantes de algunas

variables.

3. Analisis de los datos: Es un paso preliminar para la seleccion del modelo a utilizar pues es
importante identificar en las series de tiempo los componentes de la tendencia, patrones

estacionales y ciclicos.

4. Seleccion de modelo y ajuste: Consiste en seleccionar, uno o mas modelos de pronosticos,

asi como el ajuste del modelo de los datos.

5. Validacion del modelo: Consisten la evaluacion del modelo de prondsticos para determinar

el desempefio para una determinada aplicacion.

6. Implementacion del modelo de pronostico: Implica la ejecucion del modelo y los

resultados del pronostico usados por el cliente.

7. Monitoreo del desempefio del modelo de prondstico: Debe ser una actividad que se realice
cuando el modelo ha sido utilizado, para asegurarse que se esta ejecutando de manera
satisfactoria, la naturaleza del prondstico es que las condiciones cambian sobre el tiempo y

el modelo que se ejecuto bien en el pasado podra alterar su desempeiio.
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Definicion del Coleccién de Anélisis de datos Seleccion del validacién del Implementacion
problema datos modelo y ajuste modelo del modelo

Figura 1.2 El proceso del prondstico.

1.7 Resultados Esperados

El desarrollo del algoritmo de prondstico por series de tiempo en espacio de estados
utilizando Filtro de Kalman tendra resultados similares o superiores a los que se reportan en
el estado del arte. De esta forma se espera obtener un método novedoso que permita realizar
prondsticos de cambio climatico, Epidemioldgicos, financieros, de cadena de suministros,
etc. a corto, mediano y largo plazo. Adicionalmente se espera que, durante el periodo de esta
investigacion, al menos dos de las publicaciones realizadas y producto de la tesis a desarrollar

sean aceptadas para su publicacion en revistas indexadas.

1.8 Estructura de la tesis

La presente tesis esta compuesta por 6 capitulos ordenados adecuadamente para que el lector

pueda comprender los pasos tomados para resolver la hipdtesis de esta tesis.
En el Capitulo 2 se presentan los filtros de Simple Media Movil y de Kalman utilizados como
auxiliares en disminucion de la complejidad de la serie de tiempo, facilitando la construccion

de los métodos presentados en esta tesis.

En el Capitulo 3 se presenta un método de Analisis de Espectro Singular (SSA) automatico

basado en el desempefio de validacion con andlisis de residuales.
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En el Capitulo 4 se presentan las metodologias mas exitosas de aprendizaje profundo: CNN
y LSTM, asi como sus principales ventajas y desventajas en el uso de pronostico de series de

tiempo.
En el Capitulo 5 se presentan métodos Hibridos desarrollados para este trabajo de tesis: 1.
FMFRA: Método de Pronodstico con Filtros y Analisis de Residuales por sus siglas en inglés.

2. H&W con Filtro de Kalman.

En el Capitulo 6 se presentan las conclusiones de esta tesis.

11
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2 Filtrado de Series de Tiempo

El prondstico de series de tiempo cadticas ha despertado un interés creciente en afos
recientes debido a su alta complejidad, marcada no estacionalidad y considerable volatilidad.
Estas caracteristicas hacen que no exista un método universalmente superior para su
pronostico. En este contexto, los enfoques que combinan o hibridan diferentes técnicas han

demostrado un desempeiio significativamente mejor que los métodos tradicionales.

De acuerdo con el estado del arte, el desempefio de los métodos de prondstico esta
intrinsecamente ligado a la complejidad de la serie de tiempo. Esta complejidad se define
como una medida del nivel de dificultad requerido para describir o predecir las propiedades
de un sistema [Lopez-Ruiz et al., 1995]. Factores clave que influyen directamente en esta

complejidad incluyen:

Frecuencia de muestreo: El espaciamiento temporal de los datos puede variar desde segundos
hasta afios. Una frecuencia de muestreo mas amplia (por ejemplo, anual) puede provocar una
pérdida significativa de informacion, mientras que una frecuencia mas alta aumenta la
cantidad de datos disponibles, pero también incrementa la complejidad del sistema debido a
la mayor densidad de puntos a analizar. Este balance entre pérdida de informacion y

complejidad computacional es critico en la seleccion de la frecuencia de muestreo adecuada.

Ruido en la serie de tiempo: El ruido puede manifestarse en forma de datos faltantes, valores

atipicos, errores de captura o limitaciones en los métodos de medicion que originan la serie
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de tiempo. Este ruido introduce incertidumbre en las predicciones y complica la modelizaciéon
precisa del sistema. La presencia de ruido en una serie de tiempo puede ser modelada
matematicamente mediante la Ecuacién 2.1:

i =X¢+R; Ecuacion 2.1
Donde:
Y:: Es un vector con las observaciones de la serie de tiempo.
X;: Es un vector con los estados sin ruido de una serie de tiempo.

R;: Son los ruidos asociados a los estados de la serie de tiempo.

El ruido en una serie de tiempo es indeseable, ya que el propdsito principal de un prondstico
es anticipar los estados futuros del sistema de la manera mds precisa posible, y no
simplemente predecir las observaciones futuras de la serie de tiempo, las cuales incluyen

ruido.

Para mitigar los efectos del ruido en las series de tiempo, se emplean diferentes tipos de filtros
de sefiales. La eleccion del filtro depende de las caracteristicas del ruido presente y las

propiedades de la serie de tiempo. A continuacion, se describen las categorias principales:

Filtros Simples
Estos filtros son directos y efectivos para escenarios donde el ruido tiene caracteristicas bien

definidas, como un rango de frecuencias conocido.

SMA (Simple Media Mévil): Calcula el promedio de un ntimero fijo de puntos consecutivos,
actuando como un filtro pasa bajas que suaviza las fluctuaciones de corto plazo en la serie.
Suavizado Exponencial: Pone mayor peso en observaciones recientes para capturar

tendencias y reducir el impacto del ruido.

13
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En aplicaciones donde los datos provienen de sensores, el ruido de medicion generalmente
se encuentra dentro de un rango de frecuencias conocidas. Esto permite el uso de filtros

simples, como los mencionados, sin necesidad de analisis estadisticos mas complejos.

Filtros Estocasticos
Estos filtros realizan un analisis distributivo de los datos para eliminar valores que no

pertenecen a la distribucion esperada del sistema. Algunos ejemplos destacados son:

Filtro de Box-Cox: Normaliza las series de tiempo y reduce el sesgo de los datos [Bergmeir

etal., 2016].

Analisis de Espectro Singular (SSA): Descompone la serie de tiempo en componentes

principales para identificar y eliminar ruido [Othman et al., 2021].

Filtro de Kalman: Evalta estadisticamente las observaciones para determinar cuanto de la
sefal es ruido y cudnto es real, ofreciendo una estimacion Optima del estado del sistema

[Alferov y Klimova, 2020; Assimakis et al.].

En este estudio, se analizaran las implicaciones de ambos tipos de filtros con énfasis
en Simple Media Movil (SMA): Actuando como filtro pasa bajas, se utiliza para atenuar las
fluctuaciones de alta frecuencia, que suelen representar ruido, y resaltar las tendencias
subyacentes en la serie de tiempo. Y Filtro de Kalman: Este método evalua estadisticamente
las observaciones de la serie, diferenciando entre la sefial real y el ruido. Su capacidad para
ajustarse dindmicamente a nuevas observaciones lo convierte en una herramienta poderosa

para el pronostico de sistemas dinamicos.

2.1 Filtros de Simple Media Movil

En senales eléctricas donde el ruido esta caracterizado y se conoce su frecuencia, se

utilizan filtros de frecuencia para eliminar componentes no deseadas. Por ejemplo, si el ruido

14
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tiene una frecuencia alta, se emplea un filtro pasa bajas para discriminar las sefales con

frecuencias superiores a un umbral especificado.

Estos filtros pasan bajas funcionan mediante la acumulacion de datos. En sistemas eléctricos,
esta acumulacion es lograda mediante un capacitor, mientras que, en series de tiempo, el
acumulador puede representarse mediante el Simple Media Mévil (SMA). En casos donde la
frecuencia del ruido esta bien definida, el Simple Media Mo6vil Ponderada permite ajustar

con mayor precision la frecuencia de corte deseada.

El Simple Media Mévil consiste en tomar un numero definido de datos, n, hacia atras en la
serie, calcular su promedio y asignar este valor como el nuevo dato en la serie filtrada. Este
proceso acumula los valores y se resiste a cambios abruptos hasta n pasos atras, actuando

como un filtro pasa bajas que atenua las fluctuaciones rapidas en la senal.

La representacion matematica del filtro SMA esta dada por la Ecuacion 2.2:

1 n Ecuacion 2.2
SMAn ==,
i=1

Donde:
SMA,;: Es el ith elemento de la nueva serie de tiempo filtrada
n: Es el nimero de datos a promediar.

y;: Es el ith elemento de la serie de tiempo.

A medida que el valor de n aumenta, mas armonicos de alta frecuencia son filtrados, lo que

permite separar tendencias y componentes estacionales principales.

Un caso practico del uso del filtro SMA se muestra en la Figura 2.1, donde se analizan series
de tiempo correspondientes a los nuevos casos diarios de COVID-19 en cuatro paises del
continente americano. Los datos fueron filtrados utilizando n = 3,5,7, y 100. Los mejores

resultados en el prondstico final se obtuvieron con n = 3 y n =7, por las siguientes razones:

15
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SMAT7: Al tomar el promedio de siete dias, captura efectivamente la estacionalidad semanal
de la serie de tiempo, suavizando los picos abruptos.
SMA3: Refleja la dinamica de fines de semana, reduciendo los efectos de los picos asociados

a dias festivos o anomalias.

—— Normalized

—— Normalized
—e— SMA_3

Figura 2.1 Filtros SMA de nuevos casos de COVID-19 en: a) México, b) EEUU, ¢)
Colombia, d) Brasil.

En la Figura 2.1, los datos normalizados de cada pais se presentan en color azul para
ilustrar las dinamicas de los casos diarios entre paises con diferentes poblaciones. Las senales
filtradas se representan con los siguientes colores: rojo para n=3, verde para n=5, morado

para n=7, naranja para n=14 y azul celeste para n=100.

La normalizacion de los datos permite comparar las dindmicas entre paises, mostrando como

los filtros SMA atentian el ruido y resaltan las tendencias relevantes.

A medida que el valor de n aumenta, se observa un desfase temporal caracteristico del

proceso de acumulacion de informacion en un Unico punto. Este desfase puede limitar la

16



Capitulo 2. Filtros de Series de Tiempo

utilidad del filtro en ciertas aplicaciones, especialmente en pronosticos en linea donde la

informacion debe ser procesada en tiempo real.

Para abordar el problema de datos faltantes, es factible utilizar SMA centrados, los cuales
toman en cuenta tanto datos anteriores como posteriores al punto en analisis. Sin embargo,
este enfoque tiene una limitacion significativa: requiere informacion futura, lo que lo hace

inviable para aplicaciones en tiempo real donde los datos hacia adelante no estan disponibles.

En el analisis de series temporales de paises americanos, se observa una relacion mas estrecha
entre paises vecinos debido a dindmicas similares en sus patrones sociales, econdémicos o
sanitarios. Por ejemplo, México y Estados Unidos de América presentan series de tiempo con
alta similitud, por otro lado, Colombia y Brasil comparten caracteristicas similares en sus
series temporales. Sin embargo, al incrementar el valor de n, las diferencias locales tienden
a suavizarse, y las series de paises mas distantes comienzan a asemejarse. Esto permite a los
algoritmos de aprendizaje profundo identificar patrones generales, eliminando fluctuaciones

especificas de cada pais y favoreciendo la extraccion de caracteristicas globales.

2.2 Filtro de Kalman

El Filtro de Kalman es una herramienta matematica sumamente poderosa para el
control de sistemas con ruido significativo en las mediciones. Su capacidad radica en
combinar diversos fundamentos matematicos, como se ilustra en la Figura 2.2. Esta
combinacion de principios lo hace excepcional para estimar el valor siguiente en una serie

temporal, incluso en condiciones de alta incertidumbre.

El Filtro de Kalman no solo filtra el ruido, sino que también ofrece una base matematica
robusta para predecir estados futuros. Esto lo convierte en una herramienta clave en el analisis
de sistemas dindmicos y series temporales donde los datos estan sujetos a ruido de medicion

o condiciones altamente variables.
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Filtro de Kalman

Minimos
Cuadrados
Medios

Sistemas
Estocasticos

Minimos Teoria de Sistemas
Cuadrados Probabilidades Dindmicos

Fundamentacion Matematica
Figura 2.2 Fundamentacion del Filtro de Kalman.

El Filtro de Kalman es un algoritmo que permite estimar los estados de un sistema
mediante una ponderacion estadistica entre la prediccion proporcionada por el modelo
matematico del sistema y las observaciones previas. Este enfoque lo hace particularmente
util en sistemas donde las mediciones estan contaminadas por ruido y es necesario obtener

estimaciones precisas en tiempo real.

Originalmente disefiado para sistemas discretos, el Filtro de Kalman utiliza un modelo del

sistema definido por las Ecuaciones de Estado (2.3) y la Ecuacion de Medida (2.4):

ax = Trag_q1 + Reny Ecuacién 2.3
N~N(0, Qx)

Donde:

ay: Vector de estados actual.

ay_1: Vector de estados pasado.

T).: Matriz caracteristica del sistema, describe como los estados evolucionan en el tiempo.
Ry.: Matriz que determina como el ruido afecta los estados.

Ny: Vector de ruido en las entradas, que sigue una distribucion normal con media cero y

matriz de covarianzas Q.
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Yk = Zkak_l + Ek Ecuacion 2.3
ex~N(0, Hy)

Donde:

Y,: Vector de medidas, que corresponde a los datos observados en la
serie de tiempo.

Z: Matriz que selecciona los estados relevantes para la salida.

Nk: Vector de ruido de medicioén, que también sigue una distribucion

normal con media cero y matriz de covarianzas H,.

La estimacion de los estados se realiza utilizando un observador de orden completo,
el cual considera tanto las observaciones disponibles como la dindmica del sistema modelada
por las ecuaciones anteriores. Este proceso se ilustra en la Figura 2.3, donde se representa
graficamente la interaccion entre las predicciones del modelo y las correcciones basadas en

las observaciones.

| Planta ak+1 = Tk + Rien Ek :
: e ~ N (0, Qk) :
: Nk + _ Okt r Qg +4 b Yk
| Rk - | v Zk
: HT |
| { Y = Zxak + €k
. — T ek ~ N (0, Hk)
i Filtro ;? i
: k A A A
} Gpk = Gpk—1 + Kk (Yk = Zka‘k|k—1>
: | _Z/k L1, Gl Qglk—1 |
@) K« H@8— z'1 | 1 Zk |
| +
: |
' 7-k o~ Yk :

Figura 2.3 Estimador del Filtro de Kalman.
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Un observador de orden completo consiste en duplicar el modelo matematico del sistema

cuya entrada sera el vector de medida Y}, y se expresa mediante la Ecuacion 2.5.

A = Qi1 + K (Tre — ZiQpjie-1) Ecuacién 2.5

Donde:

Qi k: Es la estimacion del vector de estados en el tiempo k debido a la observacion en el
tiempo k.

@y k—1: Es la estimacion del estado en el tiempo k debido a la observacion k — 1.

K;.: Matriz de ganancias de Kalman.

Yi: Vector de medidas, que corresponde a los datos observados en la serie de tiempo.

De este modo, el Filtro de Kalman estima el vector de estados actual al actualizar la
prediccion previa del vector de estados con la medida de la salida. Este proceso se realiza
mediante una ponderacion conocida como Ganancia de Kalman (K}), la cual ajusta el balance
entre la prediccion del modelo y las observaciones disponibles. La Ganancia de Kalman se
calcula teniendo en cuenta el ruido presente en las mediciones y las caracteristicas del modelo
del sistema, permitiendo reducir la incertidumbre del vector de estados estimado [de Bézenac

etal., 2020].

Tal como se ilustra en la Figura 2.3, este proceso iterativo consiste en:

Prediccion: El sistema utiliza las ecuaciones de estado para estimar el vector de estados y la
incertidumbre asociada (covarianza).

Actualizacion: Una vez que se obtiene una nueva medida de la salida, se utiliza la Ganancia
de Kalman para ajustar la prediccion, disminuyendo la incertidumbre en el estado estimado

y mejorando la precision general.
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Figura 2.4 Estimador del Filtro de Kalman.

La Figura 2.4 representa graficamente como la incertidumbre asociada a la prediccion del
estado disminuye tras incorporar la nueva medida de la salida. Este ajuste continuo es el
nucleo del algoritmo de Kalman y lo que lo hace eficaz para sistemas dindmicos con ruido e

incertidumbre.

Este proceso de actualizacion y correccion se realiza de manera iterativa, como se muestra

en la Figura 2.3, permitiendo una estimacion continua y en tiempo real de los estados del

sistema.
OUTPUTS INPUTS
States Estimations Initial State
E’stimation.l - Initial state uncertainty
Uncertanties .
i
i
KALMAN FILTER H
‘ 2 ]
MEASUREMENTS E‘“'“"“‘" i
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Figura 2.5 Estimador del Filtro de Kalman.

El Filtro de Kalman consta de dos fases fundamentales que se ejecutan de manera iterativa:

Prediccion y Actualizacion. Estas fases permiten estimar el estado real de un sistema

21



Capitulo 2. Filtros de Series de Tiempo

dinamico junto con su incertidumbre, minimizando la influencia del ruido de medicion (Q) y

del ruido intrinseco del sistema (H) en la senal filtrada.

Fase 1: Prediccion

Para realizar la prediccion inicial, es necesario definir el vector de estados iniciales (@) y su
matriz de varianzas y covarianzas (Py). A partir de estas condiciones iniciales, se calcula la
prediccion del estado en el instante k utilizando la siguiente ecuacion:

&k|k—1 == Tk é\(k—1|k—1 + BkUk) Ecuacion 2.6

Donde:

@ k-1: Prediccion del vector de estados en el instante k basada en el estado previo k-1.
@) —1)k-1: Es la estimacion del estado anterior k — 1 debido a la observacion k — 1.

T}, : Matriz de transicion de estados, que define el comportamiento del sistema.

Bj.: Matriz de seleccion de entradas del sistema.

Up: Vector de entradas del sistema.

Simultaneamente, se actualiza la matriz de varianzas y covarianzas asociada a la prediccion
mediante la ecuacion:

Pk|k—1 = Tk Pk—1|k—1T]’(T+Qk) Ecuacién 2.7

Donde:

Py |k—1: Estimacion de la matriz de covarianzas en el instante k basada en el instante k-1.
Py _1jk—1: Matriz de covarianzas en el instante k — 1.

Qr: Matriz de varianzas y covarianzas del ruido del modelo matematico.

Fase 2: Actualizacion
En la fase de actualizacion, se incorpora la nueva medicion (Yy) al modelo para ajustar la
prediccion del estado. La estimacion del estado actualizado se calcula con la Ecuacion 2.5.

La Ganancia de Kalman (K}) se calcula con:
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Ky = Pec1j—1Z (ZyPu—1Zx, + H) ™ Ecuacion 2.8

Donde:
Hj,: Es la matriz de varianzas y covarianzas del ruido de medicion.
Finalmente, la matriz de incertidumbre se actualiza segln:
Pee = I — K Zy ) Pejk—1 Ecuacion 2.9
Donde:

Py k: Es la matriz de varianzas y covarianzas actualizada.

I: Es una matriz identidad de las mismas dimensiones que Py

El Filtro de Kalman es una herramienta matematica poderosa para estimar estados y
pronosticar series de tiempo, siempre que se disponga de un modelo matematico confiable
del sistema. Sin embargo, en muchos casos practicos, como el andlisis de pandemias, no se
cuenta con un modelo predefinido. En estos escenarios, se puede tratar el modelo matematico

como una caminata aleatoria, simplificada en las siguientes ecuaciones:

Ars1 = Tpag_1 + Riny conni.~N (0, Qr) Ecuacion 2.10
Vi = Zpay + & con g,~N(0,Hy) Ecuacion 2.11
Donde:

ag41: Vector de estados en el siguiente instante.
Ry.: Matriz de seleccion de entradas.
Nk Ruido del sistema, con distribucién normal.
Vi Medicion del vector de estados.

&k: Ruido de medicion

Aunque utilizar un modelo simplificado como una caminata aleatoria puede disminuir
la precision del filtro como pronosticador, esta simplificacion permite separar la serie de
tiempo en componentes de menor complejidad, facilitando el analisis de tendencias y

estacionalidades. La Figura 2.6 muestra como el filtro de Kalman, aplicado como caminata
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aleatoria unitaria, suaviza la serie de tiempo normalizada (en azul), produciendo una sefal

filtrada (en rojo) que es robusta al ruido.

a) " Normalized b =~ Normalized
—— Kalman Filter 1x1 [ | —— Kalman Filter 1x1

il - 2

; | Wﬁﬂw

Y/
|
i

"MWWWJWWWM |

c) 0 Normalized
—— Kalman Filter 1x1

Figura 2.6 Filtro de Kalman para nuevos casos de COVID-19 en a) México, b) Estados
Unidos de América, ¢) Colombia y d) Brasil.

En el caso de estudio de la pandemia de COVID-19, donde no existian precedentes
claros, el filtro de Kalman permitié dividir la serie en componentes mas manejables,

destacando patrones generales y tendencias.

2.3 Conclusiones.

En este capitulo se analizaron los filtros utilizados en esta tesis, cuyo proposito principal es
dividir la serie de tiempo en dos componentes: Serie Filtrada y Serie de Residuales. Este
enfoque permite una mejor comprension y manejo de la complejidad inherente a las series

temporales.

La Serie Filtrada reduce la complejidad al eliminar ruido y preservar elementos clave como
la tendencia y los armodnicos principales. Esto facilita la extraccion de patrones
fundamentales, lo que resulta crucial para mejorar la calidad de los prondsticos en sistemas

dinamicos. Por otro lado, al restar la sefial filtrada de la sefial original, se obtiene la Serie de

24



Capitulo 2. Filtros de Series de Tiempo

Residuales, caracterizada por la ausencia de tendencia y una minima presencia de
estacionalidad. Esta sefal residual concentra armdnicos menores y ruido que, aunque no son

predominantes, pueden contener informacion util para ajustar los pronosticos finales.

Este proceso de division ofrece ventajas significativas:

e Prondstico de senales con poco ruido:

La sefial filtrada, al ser mas limpia, permite aplicar métodos de pronostico clasicos con
sintonizaciones especificas para extraer patrones claros y confiables.

e Optimizacion de los residuales:

La senal residual, que conserva informacion mas compleja como armonicos pequefios y
ruido, se beneficia de métodos especializados en separar componentes sutiles de la serie

de tiempo.

Ambos enfoques permiten ajustar las técnicas de prondstico a las caracteristicas particulares
de cada componente, mejorando asi la precision general del modelo. En capitulos posteriores,
especificamente en el Capitulo 4, se analiza en detalle la seleccion de métodos de pronostico

y las sintonizaciones empleadas para cada una de estas series.
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3 Analisis de Espectro Singular

El Anélisis de Espectro Singular (SSA, por sus siglas en inglés) es una técnica
ampliamente utilizada para extraer componentes principales, tanto en imagenes como en
series de tiempo. Es, en esencia, un método de filtrado que permite aislar la sefal real a partir
de los datos medidos. Antes de profundizar en los métodos de pronodstico aplicados a sefales

filtradas, exploraremos cémo realizar un prondstico de series de tiempo utilizando SSA.

La aplicacion de SSA comienza con la Hankelizacion de la serie de tiempo, que implica
organizar los datos en una matriz de Hankel. Este tipo de matriz, nombrada en honor a
Hermann Hankel, es una matriz simétrica donde las diagonales paralelas (de izquierda a
derecha) contienen elementos numéricamente iguales, segin lo descrito por Golyandina

[2020].

3.1 Entrenamiento

El proceso de entrenamiento en SSA consiste en transformar una serie de tiempo de longitud
N en una matriz de trayectorias X, con L columnasy K = N — L + 1 filas. Esto se realiza a

través de la Ecuacion (3.1):

X1 X X3 e X Ecuacion 3.1
X2 X3 Xa XLy

X=1X3 Xg X5 =t Xp42 | € REL
Xk  Xk+1 Xg+2 0 Xy

Donde:
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X: Es llamada matriz trayectoria.

x;: Es el i-ésimo valor de la serie de tiempo.

N: Es el total de datos en la serie de tiempo.

L: Es el ancho de ventana definido para la serie.

K: Es el numero de ventanas calculadas, dadopor K = N — L + 1.

Dado que la matriz X no es necesariamente cuadrada, no tiene autovalores en su forma
original. Sin embargo, cualquier matriz rectangular H € R¥'* admite una Descomposicién en
Valores Singulares (SVD, por sus siglas en inglés):

X=Uzv’ Ecuacion 3.2
Donde:
X: Es llamada matriz trayectoria.
U € RXX: Es una matriz ortonormal de dimensiones K X K.
¥ € RUX: Es una matriz diagonal que contiene los valores singulares.

VT € RYL: Es una matriz ortonormal de dimensiones L X L.

Los valores singulares, g, se encuentran en la diagonal principal de la matriz X y se calculan

a partir de los autovalores de la matriz cuadrada XT X mediante las siguientes ecuaciones:
o=VA Ecuacion 3.3

Donde:

o€ RE: Vector de valores singulares, ordenados de mayor a menor.

A € RL: Vector de autovalores de la matriz cuadratica X7 X.

Los autovalores, A, se obtienen resolviendo la ecuacion caracteristica:

IXTX —AI'|=0 Ecuacion 3.4
Donde:
XTX € RUE: Es la forma cuadratica de la matriz trayectoria X.

I € RE: Matriz identidad.
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El tercer elemento, V7, corresponde a la matriz de autovectores unitarios asociados a los
autovalores de X7 X. Para calcular el primer elemento, U, se utiliza la relacion ortonormal de
las matrices en la descomposicion:

XV =UX Ecuacion 3.5
En muchos casos, se tiene que K > L. En esta situacion, la matriz X contendré al menos K —

L vectores columna nulos:

cp 0 O - O Ecuacion 3.6
r=|0 o, 0 - 0
0 0 o - 0

La obtencion de la matriz U en la descomposicion en valores singulares (SVD) requiere dos
fases principales, debido a que algunos vectores asociados a los valores singulares son nulos.
Estas fases son:
Fase 1: Calculo de los primeros L vectores fila
Dado que al menos L valores singulares (gL) son diferentes de cero, es posible calcular los
primeros L vectores fila de U usando la siguiente ecuacion:
1 Ecuacion 3.7

u, = G—LX VL
Donde:
u;: Es el L-ésimo vector fila de la matriz U.

o.: Es el L-ésimo valor singular correspondiente.

Xv;: Es el L-ésimo vector fila obtenido al multiplicar la matriz X por v;.

Este calculo asegura que los vectores fila de U asociados a los valores singulares no

nulos estan correctamente definidos.

Fase 2: Completar U con vectores ortogonales.

A partir del L-ésimo vector fila, los valores singulares restantes son nulos (o,+1,..., ox = 0),
lo que implica que no hay contribuciones adicionales de X en esos componentes. Por lo tanto,
para completar U, se deben encontrar K—L vectores fila adicionales que cumplan con la

condicion de ortonormalidad:
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W € REX-L = span(uy)?t Ecuacién 3.8
Donde:
W: Representa los K — L vectores fila unitarios que son ortogonales a los vectores definidos
en la Fase 1.

span(u;)t: Es el espacio ortogonal generado por los vectores u; .

Con esto, U queda completamente definido, manteniendo su propiedad de ortonormalidad.

Una vez que se ha obtenido la descomposicion en valores singulares de X, cuyos valores
singulares (o) estan ponderados de mayor a menor en la diagonal principal de X, es posible

reconstruir la matriz X utilizando Gnicamente un subconjunto de estos valores singulares.

Para reconstruir X con r valores singulares (r < L), la idea es excluir los valores singulares
asociados al ruido y conservar Unicamente aquellos que representan las caracteristicas

principales de la serie de tiempo, como la tendencia y la estacionalidad. Esto permite:

1. Reduccion de ruido:
Al omitir los valores singulares mas pequeios, se eliminan componentes irrelevantes

que pueden estar asociadas a fluctuaciones no significativas en la serie.

2. Conservacion de informacion clave:
Los valores singulares mayores representan las componentes principales de la sefial,

asegurando que se preserven los patrones relevantes.

3.2 Realizacion del Pronostico

Una vez obtenida la reconstruccion de la serie de tiempo a partir de los valores singulares
seleccionados, se procede al prondstico. Este se realiza comunmente utilizando un modelo
de regresion lineal basado en la matriz trayectoria A, el vector pendiente p, y el vector

objetivo b, como se define en la Ecuacion (3.9):
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Ap=>b Ecuacion 3.9
Donde:
A: Es la matriz trayectoria X, truncada eliminando su ultima columna.
p: Vector columna de pendientes, de dimensiones L X 1.

b: Vector columna correspondiente a los valores observados, truncado de la matriz X.

Estas matrices y vectores se definen como:

[x1 X2 X3 xL—l'l [P1
X2 X3 X4 XL

A= |x3 X4 X5 XL+t

]
|
SRR N I 5 I

Para calcular p, se sustituye A por su descomposicion en valores singulares (SVD):

UzVvip =b

[ XL } Ecuacién 3.10
, b=

Premultiplicando ambos lados por la pseudo-inversa de Moore-Penrose (HT), definida como
HT =vX~1UT | se obtiene:
vELUTUEVTp = vE-WUTD

Dado que U y V son ortonormales (UTU = 1,271 = I, VVT = I, la solucién estimada
de p es:
p= vE-1yTph Ecuacion 3.11

Debido al ancho de ventana L podemos tener dos casos:

1. Subdeterminado (K < L):

No hay suficientes observaciones en b para determinar una solucion tinica en p. Esto
lleva a soluciones multiples o aproximadas.
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K
K

Figura 3.1 Caso subdeterminado de Ap = b

2. Sobredeterminado (K > L):

Hay mas observaciones que parametros a ajustar, lo que permite obtener una solucion
unica mediante minimos cuadrados.

K A b

K

L

Figura 3.2 Caso sobredeterminado de Ap = b

Una vez calculado el vector pendiente p, se actualiza la matriz A para formar una
nueva matriz A,,,,. Esta matriz se construye desplazando las columnas de A hacia la
izquierda y colocando el vector de resultados b en la iltima columna. Entonces se procede
con el calculo del nuevo vector b cuyo tUnico valor nuevo sera el dltimo, esto significa que

por cada operacion se logra pronosticar un paso adelante.
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En la Figura 3.3 se muestra el proceso de inicializacién de la matriz 4,,,,, en el
inciso a) se muestra la matriz inicial que consiste en devolver el vector de resultados,
truncado anteriormente, a la matriz y al realizar la multiplicacién con el vector

pendiente p se obtiene la primer estimacion del vector de resultados b.

a) | . b) | :
: p | p
A(f)cast A — b1 A{CGStEI;, L — b,»ﬂ
g—z K i:Z—z K
H/_/ H/_/
L L
Figura 3.3 Construccion de la matriz Ag cast

De igual forma en la Figura 3.3 en el inciso b) se muestra el procedimiento para
extender el horizonte de pronodstico mas alld de un paso, es necesario actualizar
iterativamente la matriz A4,,,,. Este proceso consiste en actualizar la iltima columna de A4,,,,
del paso anterior con el vector b, pronosticado en el paso anterior, y sustituirlo en la Gltima
columna de la matriz A,,,,, luego se desplazan el resto de las columnas hacia la izquierda

para realizar el siguiente pronostico:

fecast __ ,fcast -7
b; =A"""p Ecuacion 3.12

Donde:

cast . . sy 1 ..
bif : Vector pronosticado en la iteracion i, donde el tltimo valor representa el prondstico

de un paso adelante en esa iteracion.
cast . s1: . .7 . cast . .
A{_l : Matriz utilizada en la iteracion i — 1 para calcular bif . Esta matriz se actualiza

desplazando las columnas y reemplazando la tltima con blf_cf st
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p: Mejor aproximacion de la pendiente, calculada previamente mediante la pseudo-inversa

de la matriz trayectoria X.

3.3 Validacion y Prueba

Para evaluar el desempefio del Analisis de Espectro Singular (SSA), se utiliza una serie
de tiempo dividida en entrenamiento, validacién, y prueba. Los datos de entrenamiento
(X¢rqin k) s¢ Hankelizan para formar la matriz X4, que entrena al modelo. El objetivo es
realizar un pronostico (X,4; ) mediante los siguientes pasos:

1. Separacion de los datos en entrenamiento y validacion.
Se elige una separacion adecuada de los conjuntos de entrenamiento y validacion para
medir el desempeno del modelo.
La Figura 3.4 muestra cémo se realiza esta separacion, el proposito de esta
configuracion es encontrar el vector de pendientes p a partir de los datos de

entrenamiento, cuyo desempefio se evaluaré con los datos de validacion.

train Lp l train
n| A nl |?
] —
val val
kn| A K-n| (b
L 1

Figura 3.4 Matrices de entrenamiento y validacion en formato para regresion lineal.

2. Entrenamiento del Modelo.
A partir de los datos de entrenamiento, se calcula el vector pendiente siguiendo estos

pasos:

e Formulacion de Agrgin Y Derain:
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Atrain® = berain = UtrainztrainVTtrainx = Dirain Ecuacion 3.13
e (élculo de p:
El vector pendiente se calcula utilizando la pseudo-inversa de Moore-Penrose, como se
muestra en la Ecuacion (3.14):

— -1 T : 4
p = Vtrainz trainU trainbtrain Ecuacion 3.14

2. Validacion del Modelo

Con p obtenido, se realiza el pronostico de validacion utilizando los datos de validacion

(Aval):

e Pronoéstico de validacion:

~

Apap = bya Ecuacidén 3.15

e El desempeiio del modelo se mide calculando el RMSE entre b,; y los valores reales
de validacion by, .
3. Optimizacion de Pardmetros
Para optimizar el desempefio del SSA se deben optimizar los parametros de acuerdo al
tamafio del conjunto de datos, en este trabajo utilizaremos el ejemplo de prondstico de nuevos
casos de COVID-19, como los datos con los que se probd estaban limitados a poco més de
un afio, se contaba con aproximadamente 400 datos, para esta aplicacion se prueban

diferentes configuraciones de los siguientes parametros:

e Ancho de ventana L. Se prueba con valores de L desde 7 hasta 40, ya que para L > 40
no se observd mejora significativa en el prondstico.

e Numero de valores singulares r. En la descomposicion, el rango del vector de valores
singulares es:

range(o;) =L Ecuacion 3.16

e Para el pronostico, se utilizan r < L valores singulares:
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range(o,) <range(oy) Ecuacion 3.17

e Se prueban diferentes valores de r, desde 1 hasta L, y se mide el RMSE para

identificar el r con mejor desempefio.

4. Seleccion de los Mejores Parametros.
e Una vez completado el horizonte de pronostico para todos los valores de L y r, se
selecciona la combinacion de L y r que minimiza el RMSE.

e El diagrama de bloques del proceso se muestra en la Figura 3.5.

/ Singular Spectral Analysis \

i e T e e —

A~ Test

o+ ) > Forecasting
g gtest

! Residual Analysis |
’\* Yis Res@ual . Singular V.a]'uc ) S Bessnsiaiion. I
A Series Decomposition 1

\‘\ oD —— T =

Figura 3.5 Modelo 1: Anélisis de Espectro Singular.

! Filtering | I Forecasting |
! »  Trend »
!

Train x£7en | Singular Value

- e > ic
| Decomposition Harmonics

o e i
Validation x4

Una vez identificado el mejor modelo en la etapa de validacion, se procede a realizar
el pronostico de prueba. Este proceso incluye la combinacion de los conjuntos de
entrenamiento y validacién en una tnica serie de tiempo, la cual se Hankeliza utilizando el

ancho de ventana L previamente optimizado durante la etapa de validacion.

En esta metodologia de Andlisis de Espectro Singular (SSA), se realiza un analisis adicional

mediante la reconstruccion de la serie de tiempo con los parametros L y r obtenidos durante
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la validacion. La serie reconstruida (X},) se resta de la serie original (xj) para generar la serie
de residuales (e):

ex = X — X Ecuacion 3.18

Donde:
er: Serie de tiempo de residuales.
Xy: Concatenacion de las series

X: Reconstruccion de la serie de tiempo con los valores L y r optimizados.

La serie de residuales e, representa los componentes de alta frecuencia (armonicos)
y ruido, ya que los elementos de tendencia fueron eliminados durante la reconstruccion. A
esta serie se le aplica nuevamente la metodologia del SSA para identificar y modelar los

armonicos presentes.

1. Valores Singulares de los Residuales:
Los valores singulares obtenidos en este paso no contienen tendencia; estan enfocados

unicamente en los armoénicos y el ruido.

2. Reconstruccion de los Residuales:
La reconstruccion incluye inicamente los armonicos mas relevantes, descartando el ruido

no significativo.

El pronéstico final combina los componentes reconstruidos de tendencia y armoénicos de la
serie original con los armoénicos identificados en el andlisis de residuales. Este proceso
garantiza que el modelo capte tanto las caracteristicas principales de la serie como los detalles

adicionales encontrados en los residuales.
Pararealizar el prondstico de prueba, se utiliza nuevamente la formulacion de regresion lineal

con la matriz actualizada y el vector pendiente p, aplicando el modelo sobre los datos

concatenados de entrenamiento y validacion.
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3.4 Conclusiones

El método de Analisis de Espectro Singular (SSA) empleado en este capitulo destaca por su
capacidad de realizar un analisis detallado de componentes principales basado en el mejor
desempefio obtenido durante la etapa de validacion. Este enfoque asegura capturar de manera
efectiva las dindmicas mas recientes exhibidas por la serie de tiempo, maximizando la

utilidad de los valores singulares seleccionados.

Una de las principales ventajas del SSA es su capacidad para descomponer la serie en
componentes de tendencia, estacionalidad y ruido. Sin embargo, los valores singulares son
discretos, lo que puede dejar fuera ciertas dindmicas relevantes que no se ajustan a la
distribucion predominante. En este contexto, el andlisis de residuales juega un papel
fundamental al permitir un ajuste adicional al pronostico final, incorporando armoénicos que

no fueron capturados en la primera etapa de reconstruccion.

Aunque el SSA es una herramienta robusta para el andlisis y filtrado de series de tiempo, su
principal limitacidn radica en el uso de una regresion lineal simple para el prondstico. Este
enfoque, aunque eficiente, restringe su capacidad para anticiparse a cambios abruptos en la
serie. Métodos mdas avanzados, como los basados en aprendizaje profundo, podrian
complementar al SSA para abordar estas dindmicas esporadicas, mejorando asi la precision

y robustez del modelo.
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4 Aprendizaje Profundo

El aprendizaje profundo ha demostrado ser altamente eficaz en el manejo de problemas
complejos donde las soluciones evolucionan dinamicamente con el tiempo. En este capitulo,
se exploraran dos de los métodos méas avanzados basados en Redes Neuronales Recurrentes
(RNN, por sus siglas en inglés): las Redes LSTM (Long Short-Term Memory) y las Redes
Neuronales Convolucionales (CNN, por sus siglas en inglés). Estos métodos han mostrado

resultados sobresalientes en aplicaciones como:

e Prediccion del mercado de valores [Moghaddam et al., 2016; Lopez, 2015].
e Pronosticos meteoroldgicos [Alferov y Klimova, 2020].

e Seguimiento de casos de COVID-19 [Frausto-Solis et al., 2021].

Las Redes LSTM y CNN son modelos poderosos que destacan en un amplio rango de tareas
de aprendizaje automatico supervisadas y no supervisadas. En particular, son altamente
eficaces para problemas donde los datos y las caracteristicas de las series de tiempo no son
directamente interpretables, ya que aprenden representaciones jerarquicas de los datos

[Alzubaidi et al., 2021].

La principal ventaja del aprendizaje profundo es su capacidad para modelar sistemas no
lineales mediante la inclusion de pequefias no linealidades en las funciones de activacion de
cada neurona. Esto permite una mejor aproximacion del modelo real del sistema. Con el

aumento en el tamafio de las bases de datos y los avances en computo paralelo, los métodos
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de aprendizaje profundo pueden aprovechar eficientemente los recursos computacionales
actuales, superando las limitaciones de métodos mas simples, que suelen sufrir de subajuste

al no capturar la complejidad de los datos [Bianchi et al., 2017].

4.1 Notacion

En un proceso de prondstico de series de tiempo con RNN, la entrada se define como una
secuencia de datos ponderados, donde los valores mas recientes tienen mayor relevancia para

predecir el siguiente paso. La notacion es la siguiente:

e Secuencia de entrada: x(1), x(2),...,x(T), donde cada x(t) es un vector de valores

reales.

e Secuencia de objetivo: y(1), y(2),...,y(T)

Un conjunto de entrenamiento se compone de pares de secuencias de entrada y objetivo.

Cuando estas secuencias son finitas, el indice de tiempo maximo se denota como 7.

Una red neuronal consiste en un conjunto de neuronas artificiales, también llamadas nodos o
unidades, y los enlaces dirigidos entre ellas, que representan sinapsis en una red bioldgica.

Cada entrada de la neurona (j") esta ponderada por un peso (wjj,). La salida de la neurona es

el resultado de aplicar una funcién de activacion (£(.)) a la suma ponderada de las entradas.

El valor de activacion v; de una neurona j se calcula como:

v =4 Z Wjjr - Vji
jr

Ecuacion 4.1

Donde:
v;: Es el valor de activacion de la neurona j.
vj,: Es el valor de activacion de la neurona de entrada j '

. . i
w;j: Es el peso entre las neuronas j y j.
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{’j: Es la funcidn de activacion.

®
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Figura 4.1 Modelo 1: Neurona Artificial.

La Figura 4.1 muestra una representacion esquematica de una neurona artificial,
destacando las conexiones de entrada, los pesos asociados, y la funcién de activacion que
determina la salida. Este modelo es la base para arquitecturas mas avanzadas como las LSTM

y CNN.

El proceso de aprendizaje en redes neuronales consiste en la actualizacion iterativa de los
pesos para minimizar una funcion de pérdida L(J,y), la cual penaliza la diferencia entre la
salida estimada () la salida real (y). Esta optimizacion se realiza con el objetivo de mejorar

la precision del modelo al ajustar los pardmetros de la red.

El algoritmo mas ampliamente utilizado para entrenar redes neuronales es la
retropropagacion. Este método emplea la regla de la cadena para calcular la derivada de la
funcion de pérdida con respecto a los parametros de la red, permitiendo ajustar los pesos

mediante gradiente descendente.

Sin embargo, debido a la naturaleza no convexa de la superficie de la funcion de pérdida, no
hay garantia de alcanzar el minimo global. En cambio, el proceso puede converger hacia un
minimo local. Este problema, intrinsecamente complejo y clasificado como NP-duro, ha

impulsado el desarrollo de numerosos enfoques heuristicos para preentrenamiento y
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optimizacion, los cuales han demostrado resultados impresionantes en diversas tareas de

aprendizaje supervisado.

En la actualidad, las redes neuronales son entrenadas comunmente utilizando el gradiente
descendente estocastico (SGD, por sus siglas en inglés) en combinacion con mini lotes.
Cuando el tamafio del lote es igual a uno, la ecuacion de actualizacion del gradiente
estocastico se expresa como:

w < w—nV,F Ecuacion 4.2
Donde:
7n: Es la tasa de aprendizaje, que determina el tamafio de los pesos.

Vi, Fi: Es el gradiente de la funcion objetivo con respecto a los pardmetros w.

El SGD permite un entrenamiento mas eficiente al calcular actualizaciones de los
pesos basadas en subconjuntos aleatorios de los datos, reduciendo significativamente los

costos computacionales y acelerando la convergencia.

4.2 Desvanecimiento del Gradiente

Una de las principales desventajas de las RNN tradicionales es la aparicion de dos problemas
comunes durante el entrenamiento: el Desvanecimiento del Gradiente y el Gradiente
Explosivo (Vanishing Gradient y Exploding Gradient). Estos problemas surgen durante la
retropropagacion, cuando la derivada de la funcion de activacion alcanza valores extremos,

ya sea muy cercanos a cero o demasiado grandes. Esto provoca:

1. Desvanecimiento del Gradiente:
El error asociado a la neurona es tan pequefio que su contribucién al ajuste de los pesos

en capas anteriores se reduce significativamente, ralentizando el entrenamiento.

2. Gradiente Explosivo:
Por el contrario, si el gradiente es muy grande, los ajustes de los pesos se vuelven

descontrolados, lo que puede provocar inestabilidad en el modelo.
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En la retropropagacion, el calculo del gradiente se realiza utilizando la regla de la cadena.
Cuando las derivadas parciales de las funciones de activacion, como la tangente hiperbdlica
(tanh) o el seno hiperbdlico (sinh), toman valores cercanos a sus extremos (0 o 1), el
entrenamiento puede volverse:

e Demasiado lento: Debido al desvanecimiento del gradiente.

e Erratico e inestable: Por el gradiente explosivo.

La Figura 4.2, que muestra como la derivada de tanh disminuye drasticamente a medida que

los valores se acercan a sus limites.

a X +,.*** df /dx

. X
Exploding / % Vanishing
. -

-0.6 Nanishing # 1

-3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 4.2. Derivada parcial de la funcion de activacion de tangente hiperbdlica.

Aunque cambiar la funcion de activacion por una lineal podria mitigar estos problemas, este
cambio elimina la capacidad de las RNN para modelar sistemas no lineales, una de sus

principales ventajas.
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Para abordar estos problemas, surgieron arquitecturas mas avanzadas y estables, como las
LSTM vy las CNN, disenadas especificamente para manejar el desvanecimiento y explosion

del gradiente [Smyl, 2020, Talagala et al., 2018].

e LSTM (Long Short-Term Memory):
Esta arquitectura resuelve el desvanecimiento del gradiente al mantener un flujo
constante de error durante la retropropagacion. Lo logra mediante puertas de entrada,

salida y olvido, que permiten un control mas preciso de la informacion retenida o

descartada [Bianchi et al., 2017].

e (NN (Redes Neuronales Convolucionales):

Las CNN identifican caracteristicas relevantes de los datos de entrada mediante
convoluciones jerarquicas. Inspiradas en la corteza visual de los gatos, estas redes emulan
la capacidad biologica de reconocer patrones complejos en las imagenes, lo que las hace

robustas y estables para tareas de percepcion [Alzubaidi et al., 2021].

4.3 Larga Memoria de Corto Plazo (LSTM)

Las redes neuronales recurrentes (RNN) son eficaces porque los patrones mas recientes
tienen un mayor impacto en las predicciones que los patrones mas antiguos. Sin embargo,
esta ventaja se convierte en una limitacion cuando se trata de series de tiempo con doble
estacionalidad o patrones de largo plazo. Para superar estas dificultades, se introdujeron los
bloques LSTM (Long Short-Term Memory), inventados en 1997 por Hochreiter y
Schmidhuber, especificamente para abordar la dependencia a corto plazo y ponderar de

manera adecuada los patrones pasados.
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Figura 4.3. Arquitectura de una LSTM compuesta por cuatro capas interactuantes.

Las LSTM reemplazan las neuronas tnicas de una RNN tradicional con bloques
modulares de cuatro capas interactivas, como se muestra en la Figura 4.3. Estos bloques estan
compuestos por:

1. Celda de Memoria: Retiene la informacion relevante a lo largo del tiempo.
2. Puerta de Olvido: Decide qué informacion debe eliminarse de la celda de memoria.
3. Puerta de Entrada: Determina qué nueva informacion debe ser almacenada.

4. Puerta de Salida: Decide qué informacion debe emitirse como salida.
En la Figura 4.4 se muestra la estructura detallada de una celda LSTM. Las celdas

LSTM pueden recordar valores independientemente de los intervalos temporales gracias a

las tres puertas que regulan el flujo de informacion entrante y saliente.
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. vector addition @ tanh neural networks

- tangent function

. vector multiplication sigmod neural networks

Figura 4.4. Arquitectura de una celda LSTM.

Cada linea en el diagrama comunica un vector desde la salida de un nodo hasta la
entrada de otro. Los circulos representan operaciones matematicas como suma o
multiplicacion, y las cajas amarillas corresponden a redes neuronales que procesan la

informacion.

Las tres puertas utilizan la funcién sigmoide (o) como funcién de activacion. Esta funcion
produce valores entre 0 y 1, lo que indica el grado de bloqueo o paso de la informacion:

e 0: Bloquea completamente la informacion.

e [: Permite pasar toda la informacion.

Las ecuaciones de las puertas son las siguientes:

ft = o(wf [he_1, x¢] + bf) Ecuacion 4.3
ir = o(wi[hi_q, x¢] + b;) Ecuacion 4.4
0 = o(W,[ht_1,x¢] + b,) Ecuacion 4.5

Donde:
f¢: Puerta de olvido.
i;: Puerta de entrada.

0;: Puerta de salida.
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o: Funcion sigmoide.

w,.: Pesos asociados a cada puerta.
h;_4: Salida previa.

x;: Vector de entrada actual.

b¢: Bias asociado a cada puerta.

El funcionamiento interno de una celda LSTM se define por las siguientes ecuaciones:
1. Celda de Estado Candidata:

C, = tanh(w,[he_1,x;] + b.) Ecuacién 4.6

2. Actualizacion de la Celda de Estado:

Ct = ft . Ct—l + it . Ct Ecuacion 4.7

3. Salida Actual:
h; = o, - tanh (Cy) Ecuacion 4.8

Donde:
C;: Celda de estado candidata.
C;: Celda de estado actual.
C¢_1: Celda de estado anterior.
h;: Salida actual.
tanh: Funcion de tangente hiperbolica.
w,..: Pesos asociados a la celda de estado.

b.: Bias asociado a la celta de estado.

En la primera iteracion, h;_; y C;_4 son inicializados en cero. Esto hace que la celda de
estado candidata C, dependa tinicamente del vector de entrada procesado por la funcion
tanh.

En las siguientes iteraciones, la celda de memoria C; se actualiza con los patrones mas
relevantes y elimina aquellos menos significativos, independientemente del espaciado
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temporal. La salida actual h; siempre esta ponderada por la celda de memoria candidata
actualizada.

4.4 Redes Neuronales Convolucionales (CNN).

Las redes neuronales convolucionales (CNN, por sus siglas en inglés) son uno de los
algoritmos mas famosos y comunmente utilizados en el aprendizaje profundo. Estas redes
destacan por su capacidad para identificar automaticamente caracteristicas relevantes en los

datos sin necesidad de supervision humana directa.

La estructura de una CNN fue inspirada en la compleja secuencia de celdas en la corteza
visual del cerebro de los gatos, lo que ha permitido su aplicacién en diversos campos como
vision computacional, procesamiento del habla, reconocimiento facial, entre otros [Alzubaidi

etal., 2021].
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Capas convolucionales F Capas totalmente conectadas
L Capas de pooling | [ Capa de salida
. ' T ‘ T
Entrada Extraccion de caracteristicas Clasificacion

Figura 4.5. Ejemplo de arquitectura CNN para clasificacion.

En la Figura 4.5 se presenta un ejemplo de arquitectura tipica de una CNN para tareas de

clasificacion. Esta arquitectura consiste en los siguientes pasos:

1. Capas Convolucionales:
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Extraen caracteristicas relevantes de los datos utilizando filtros o kernels.

2. Capas de Pooling:
Reducen el tamano de los datos procesados, lo que disminuye la complejidad

computacional y ayuda a evitar el sobre-entrenamiento.

3. Capas Adicionales (Opcional):
Se pueden agregar mas capas convolucionales y de pooling dependiendo de la

arquitectura y la tarea especifica.

4. Redes Recurrentes (Opcional):
En algunos casos, los datos procesados por las capas convolucionales se introducen en

una RNN para tareas de clasificacion o prediccion temporal.

5. Capa de Salida:

Proporciona la interpretacion final de los datos procesados.

Cada entrada x en un modelo CNN tiene tres dimensiones: Altura (m), es el numero de filas
en los datos de entrada, ancho (m) que es el numero de columnas en los datos de entrada y
profundidad () que es el nimero de canales. Por ejemplo:

e Enimagenes RGB, cada canal representa un color primario (rojo, verde, azul).

e En series de tiempo, otros canales pueden representar variables adicionales.
La ventana o kernel es una matriz cuadrada de dimensiones nxn donde n <Km, y su

profundidad coincide con el nimero de canales 7.
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Figura 4.6. Primera Convolucion de una CNN.

En la Figura 4.6 se observa un ejemplo de la primera convolucion de una CNN. La
entrada es una imagen de tamafio 28x28x1 que recibe 32 kernels o filtros, cada uno con una
funcién de activacion ReLU. Los kernels (k) tienen dimensiones nxnxr, donde n es

significativamente menor que m.

La salida de la capa convolucional se calcula como el producto punto entre la entrada y los
pesos asociados a los filtros, como se describe en la Ecuacion 4.9:

h, = f(Wy *x + by) Ecuacion 4.9
Donde:
h;: Es el mapa caracteristico generado por la capa convolucional.
f(.): Es la funcién de activacion, cominmente ReLU.
Wi.: Son los pesos asociados al filtro.

b : Es el bias asociado al filtro k.
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Los mapas caracteristicos hj generados por las capas convolucionales tienen un tamafio
reducido a m—n—1. Este resultado es posteriormente procesado por una capa de pooling con

ventanas de tamafo pxp. Las capas de pooling tienen dos objetivos principales:

1. Reducir Dimensionalidad:
Disminuyen el tamafo de los mapas caracteristicos, lo que acelera el entrenamiento

y reduce la carga computacional.

2. Evitar Sobre-entrenamiento:
Resumen las caracteristicas mds importantes de los datos, mejorando la

generalizacion del modelo.

4.5 Pronostico

El desempefio de las redes neuronales como LSTM y CNN se evalua utilizando datos de
entrenamiento (Xyrqin) transformados en un formato de aprendizaje supervisado. Este
proceso entrena el modelo para generar prondsticos (X,4;) y seleccionar la mejor metodologia

entre SSA y redes neuronales, como se ilustra en la Figura 4.7.
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Figura 4.7. Modelo 2: Diagrama a bloques del método de prondstico por CNN y LSTM.

Para simplificar la serie de tiempo y aislar tendencias o estacionalidades principales
del ruido, se aplican los filtros SMA3, SMA7 y el Filtro de Kalman (Capitulo 2). Los
parametros de estos filtros se seleccionaron previamente en funcidén de su desempeio en

validacion.

El proceso de pronostico involucra los siguientes pasos:

1. Transformacion a Aprendizaje Supervisado:

La serie filtrada (Wg.q;,) se transforma en un formato supervisado similar a la
hankelizacién, utilizando un ancho de ventana de 8 dias (7 dias de contexto mas 1 dia
como objetivo).

2. Entrenamiento del Modelo:

Los modelos LSTM y CNN se entrenan utilizando las arquitecturas especificadas en la

Tabla 4.1:

Tabla 4.1 Arquitecturas para LSTM y CNN para prondstico de la sefial filtrada wyy4i,.
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Arquitectura Capa de entrada Capas ocultas Capa de salida
LSTM 7 LSTM 42 LSTM IRNN
CNN 50 CNN | M.P. size:2 S50RNN IRNN

Ambas arquitecturas tienen un batch size de 10, con funcién de activacion ReLU para la

capa de entrada, tanh para la capa oculta y ReLU para la capa de salida y son entrenadas

durante 50 épocas.

3. Mitigacion de Varianza:

Debido a la variabilidad inherente al entrenamiento de RNN (causada por la inicializacioén

aleatoria de los pesos), se entrena cada modelo varias veces (m) y se selecciona el modelo

con el mejor desempefio en validacion.

En la Figura 4.8 se muestra como los errores cuadraticos medios (MSE) varian

significativamente con la misma configuracion, justificando esta estrategia.
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Figura 4.8. Comparacion del error cuadratico medio entre pronosticos realizados con la
misma configuracion.

4. Pronostico de Residuales:
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Se calcula la serie de residuales (e;-4in) @ partir de la serie original y su reconstruccion

filtrada. Esta serie recibe el mismo tratamiento de transformacién y entrenamiento

utilizando las configuraciones de la Tabla 4.2:

Tabla 4.2 Arquitecturas para LSTM y CNN para pronostico de la sefial filtrada e;;.q .

Arquitectura Capa de entrada Capas ocultas Capa de salida
LSTM 7 LSTM 42 LSTM IRNN
CNN 21 CNN | M.P. size:2 50RNN IRNN

Ambas arquitecturas tienen un batch size de 14, con funcion de activacion ReLU para la

capa de entrada, tanh para la capa oculta y ReLU para la capa de salida y son entrenadas

durante 60 épocas.

5. Prondstico de Prueba:

El mejor modelo (LSTM o CNN) seleccionado en validacion se utiliza para realizar el

pronostico final de prueba.

La serie de entrenamiento y validacidon se concatenan y se aplica el filtro identificado en

validacion antes de entrenar segun las configuraciones seleccionadas.

4.6 Seleccionando el Mejor Prondstico en Validacion

Como se menciond en el paso 3 de la Subseccion 4.5, el mejor modelo en validacion se

selecciona repitiendo la configuracion de la Tabla 4.5 un total de m veces. De cada iteracion,

se elige el modelo que logra el menor MAPE en validacion. Los resultados de esta seleccion

se presentan en la Figura 4.9, donde se muestra la desviacion estdndar de los MAPEs

obtenidos.
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Figura 4.9. Desviacion Estandar de los MAPES en Validacion al tomar el mejor de

m pronosticos.

Para determinar el valor 6ptimo de m, se realiz6 una busqueda exploratoria variando m desde
1 hasta 25. Se midié la desviacion estdndar de los errores de validacion para un horizonte de
pronostico de 21 dias. Esta evaluacion se repitié 30 veces para cumplir con el Teorema del

Limite Central, asegurando resultados estadisticamente significativos.

e Procedimiento:

1. Para cada valor de m, se entrenaron m modelos utilizando los datos de validacion.

2. Se selecciono el modelo con el menor MAPE en validacion y se generd un pronostico.

3. El proceso completo se repitid 30 veces para cada m, generando 30 prondsticos
independientes.

4. Se calcul¢ la desviacion estandar de los errores para cada m.

e Resultados:
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o A medida que aumenta m, la desviacion estandar disminuye, lo que indica
una mejora en la estabilidad del modelo.
o Mas alla de cierto valor de m, los beneficios adicionales son marginales en

comparacion con el costo computacional.

La metodologia asegura que el modelo seleccionado no solo minimice el error de validacion,
sino que también sea robusto frente a la variabilidad inherente al entrenamiento de redes

neuronales.
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Figura 4.10. Desviacion estandar en MAPE de los prondsticos en validacion eligiendo

diferentes valores de m.

De acuerdo con la Figura 4.10, se observa que seleccionar el mejor modelo de entre
m = 20 repeticiones produce el prondstico mas preciso en validacion. Para valores de m >

20, no se detecta una mejora significativa en el desempefio del modelo.
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Desde otra perspectiva, al calcular el MAPE de los 30 pronosticos generados para diferentes
valores de m y medir su desviacion estandar, se observa en la Figura 4.11 que, a medida que
aumenta m, los prondsticos atipicos disminuyen. Este comportamiento se traduce en un
mejor promedio del MAPE cuando m = 20, destacando ademas que la mayoria de los
pronodsticos generados presentan errores cercanos al 0%. Esto respalda que m =20 es el valor

Optimo para garantizar la estabilidad y precision del modelo.
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Figura 4.11. Desviacion estandar en MAPE de los prondsticos en validacion eligiendo
diferentes valores de m.

Para el pronostico de la serie de residuales, se aplica el mismo procedimiento descrito
previamente, con el objetivo de maximizar la precision del resultado final. Este enfoque
asegura que tanto la serie filtrada como los residuales sean tratados con configuraciones que

minimicen errores y optimicen el rendimiento del modelo.
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4.7 Conclusiones

Los métodos de aprendizaje profundo, como LSTM y CNN, han demostrado ser altamente
eficaces para el pronostico de series de tiempo con niveles moderados de complejidad. Sin
embargo, ajustar unicamente los parametros de estos modelos no es suficiente para manejar
series de tiempo altamente caoticas y complejas. Para abordar este desafio, se propuso una

estrategia basada en la separacion de la serie de tiempo en dos componentes principales:

e Serie de tiempo suavizada: Esta contiene la tendencia principal y las estacionalidades
mas evidentes, lo que permite una sintonizacion mas efectiva de los modelos LSTM
y CNN.

e Serie de residuales: Esta retiene el ruido y los armonicos adicionales, eliminando la
tendencia y estacionalidades principales, facilitando asi un enfoque especifico para

identificar patrones residuales.

La estrategia de repetir el entrenamiento del modelo m veces y seleccionar el mejor
desempetio en validacion mostré resultados sobresalientes en la prediccion de nuevos casos
de COVID-19. No obstante, para otras series de tiempo, es fundamental realizar un analisis
exhaustivo para determinar un valor 6ptimo de m que no sobreajuste el modelo y maximice

su rendimiento general.

Por ultimo, el analisis de residuales representa una fase crucial para mejorar el pronostico,
ya que permite incorporar informacion que no estd presente en la serie suavizada. Sin esta
etapa, el modelo se limitaria a trabajar Unicamente sobre datos filtrados, sin capturar la
complejidad de los datos originales. Este enfoque marca una diferencia importante con
respecto al SSA, donde el andlisis de residuales no siempre garantiza una mejora en el
pronostico final, subrayando asi la ventaja de los modelos basados en aprendizaje profundo

en escenarios de alta complejidad.
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5 Hibridaciones de Métodos de Prondstico

La creciente necesidad de mayor precision en los prondsticos, impulsada por la
especializacion de las series de tiempo, ha llevado a la implementacion de hibridaciones de
métodos especializados. Por ejemplo, en el prondstico del mercado de valores, es crucial
predecir con precision la tendencia. Sin embargo, los métodos que mejor predicen tendencias
son altamente sensibles al ruido, lo que hace necesario integrar técnicas de control de ruido

para mejorar el rendimiento del prondstico final.

Pese a su relevancia, la mayoria de las hibridaciones no han sido ampliamente exploradas.
Los estudios recientes se centran principalmente en modelos basados en caracteristicas, meta-
aprendizajes o combinaciones de métodos tradicionales. Solo un numero limitado de
investigaciones aborda la construccion de auténticas hibridaciones que integren

metodologias de manera estructurada y efectiva [Makridakis et al., 2020].

5.1 Método de Pronéstico con Filtros y Analisis Residual (FMFRA)

El Método de Pronostico con Filtros y Analisis Residual (FMFRA) es una técnica
hibrida disefiada especificamente para series de tiempo complejas, como las relacionadas con
COVID-19. Este método se basa en la separacion de series de tiempo mediante filtros,
simplificando las tareas de prondstico para series con grandes volimenes de datos y altas no
linealidades. Para series mas cortas, el FMFRA emplea un enfoque automatico de SSA con

andlisis de residuales, logrando un rendimiento superior al SSA tradicional.
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No existe un método Unico para todas las series de tiempo, por lo que cada serie posee

caracteristicas Unicas en términos de complejidad y ruido intrinseco. Esto requiere la

adaptacion de las estrategias de prondstico a las caracteristicas particulares de cada serie.

Como se presento en el Capitulo 4, el éxito de los métodos de aprendizaje profundo

depende de su capacidad para identificar multiples grados de libertad en las series analizadas.

En series extremadamente complejas, es necesario incluir mas capas intermedias para

capturar la dindmica. Sin embargo, esto incrementa el riesgo del problema del gradiente

desvaneciente, dificultando la convergencia hacia una solucién 6ptima.

Se identificaron las siguientes estrategias complementarias como las mas efectivas

para prondstico de series de tiempo cadticas:

Repeticion de m prondsticos: Repetir el proceso de prediccion m veces y seleccionar
el mejor desempefio en validacion.

Division de la serie en dos: Separar la serie original en tendencias y estacionalidades
principales para ser procesadas con algoritmos de LSTM y CNN.

Ajuste de residuales: Analizados con métodos clasificadores de aprendizaje

automatico para diferenciar entre ruido y estacionalidades menores.

El FMFRA busca resolver las limitaciones mencionadas al combinar los enfoques de

SSA 'y aprendizaje profundo, siguiendo tres fases principales:

Filtrado: Reducir la complejidad de la serie mediante técnicas especificas (SMA,
Filtro de Kalman, entre otros).

Prondstico: Aplicar algoritmos avanzados (LSTM, CNN o SSA) para predecir las
series filtradas.

Analisis Residual: Analizar los residuos para identificar componentes armonicos o

ruido residual que puedan mejorar el modelo final.
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La Figura 5.1 muestra el flujo completo del método FMFRA, destacando la

interaccion entre las fases de filtrado, prondstico y analisis residual.
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Figura 5.1. Método FMFRA.

En el método FMFRA, la serie de tiempo es normalizada para garantizar que el
aprendizaje profundo no distinga entre paises con poblaciones diferentes, permitiendo que
los patrones subyacentes sean analizados sin sesgos debido a magnitudes absolutas.

Posteriormente, la serie es dividida en tres conjuntos: entrenamiento, validacion y prueba.

El conjunto de entrenamiento se utiliza para calibrar los modelos de aprendizaje
profundo y SSA, mientras que el conjunto de validacion se emplea para evaluar el desempefio
de estos modelos. El método que presenta el mejor desempenio en el conjunto de validacion
es seleccionado para realizar el pronostico en el conjunto de prueba, como se ilustra en la

Figura 5.1.
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Figura 5.2. Seleccion del mejor prondstico por desempefio en validacion.

Tal como se explico en los capitulos correspondientes, tanto el SSA como el
Aprendizaje Profundo presentan diferentes especializaciones, sensibilidades al ruido
y capacidades para tratar las no linealidades inherentes de las series de tiempo.
Mientras que el Aprendizaje Profundo puede almacenar patrones relevantes en su
estructura de memoria, el SSA pondera de manera uniforme las dinamicas
representadas por sus valores singulares dentro de la matriz trayectoria A. Esta
diferencia convierte al Aprendizaje Profundo en una opcidon mas adecuada para series
de tiempo con suficientes datos representativos, mientras que el SSA resulta mas
efectivo en series de tiempo limitadas, ya que puede truncar informacion irrelevante

hasta obtener un pronostico satisfactorio en validacion.

Los métodos de prondstico que combinan diversas técnicas generalmente se
adaptan a las caracteristicas especificas de las series de tiempo. En contraste, el
FMFRA se ajusta dindmicamente a los resultados de validacion, permitiendo gran

flexibilidad ante cambios abruptos o situaciones inéditas en la serie de tiempo. Esta
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capacidad adaptativa le permite superar los métodos del estado del arte en tres

instancias clave de la pandemia:

1. Inicios de la Pandemia

Durante los primeros meses de la pandemia de COVID-19 en el continente
americano, se requeria un método de prondstico eficaz pese a la escasez de datos en
las series de tiempo. Esta metodologia fue evaluada en los primeros seis meses de la
pandemia (del 3 de marzo al 5 de septiembre de 2020). En este periodo, los métodos
basados en Aprendizaje Profundo no lograron resultados satisfactorios debido a la
limitada cantidad de datos. En contraste, el enfoque FMFRA con SSA (es decir, el
componente de FMFRA basado en Analisis de Espectro Singular) demostré un
desempefio superior, como se muestra en la Tabla 5.1, al adaptarse mejor a escenarios

con poca informacidn y alta incertidumbre.

Tabla 5.1: Resultados del FMFRA al inicio de la Pandemia.

La Tabla 5.1 presenta los resultados obtenidos por diferentes modelos durante

los primeros seis meses de la pandemia de COVID-19. Puede observarse que el enfoque
propuesto FMFRA obtuvo los mejores resultados promedio en términos de MAPE
(12.63%), DA (68.75%) y RMSE (3436), superando tanto a los modelos clasicos como a
los métodos de aprendizaje automatico. Cabe destacar que FMFRA no representa un
unico modelo, sino una estrategia hibrida cuya configuracion se ajusta por pais. En

particular, el componente de pronostico que proporciond mejores resultados para Estados
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EEUU Brasil México Colombia AVERAGE

2l |8 |8 <8 |8 |< |88 |<|8|8|< |8
SSA 15.7 75 6851 21.28 55 6906 | 21.29 85 1259 | 15.72 40 1253 18.5 | 63.75 | 4067
Kalantari | 29.26 75 11973 | 33.47 75 8158 | 48.55 70 1728 | 12.52 55 1058 | 30.95 | 68.75 | 5729
XGBoost | 11.66 75 5451 32.31 75 9497 | 29.97 80 1481 | 29.29 55 2156 | 26.38 | 71.25 | 4646
RFR 25.5 85 8008 | 47.03 60 10417 | 33.46 90 1647 | 45.71 40 3273 | 37.93 | 68.75 | 5836
LR 6.97 80 6455 | 34.08 60 8695 | 21.67 80 1372 | 16.77 30 1444 | 19.87 | 62.5 | 4432
11.05 75 4877 | 20.15 55 6865 | 17.19 85 954 | 12.14 60 1048 | 12.63 | 68.75 | 3436

FMERA SMA; — LSTM SSA — Residuals SMA; — LSTM SSA — Residuals
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Unidos de América y México fue SMA; — LSTM, mientras que para Brasil y Colombia

fue SSA — Residuals, es decir, un modelo FMFRA basado en analisis de espectro

singular y ajuste de residuales.

El FMFRA demuestra un desempefio superior en comparacion con los métodos
del estado del arte. Aunque técnicas como XGBoost y RFR muestran una aceptable
precision en la direccion de ajuste (DA), no logran resultados satisfactorios en

términos de MAPE y RMSE, reafirmando la superioridad del FMFRA.

2. Picos de Contagio

Las series de tiempo asociadas a enfermedades infecciosas presentan un
comportamiento mas cadtico durante los picos de contagios. Este incremento en la
volatilidad se debe no solo al aumento acelerado en el nimero de casos, sino también
al ruido en los datos, ocasionado por la incapacidad de los hospitales para registrar

adecuadamente cada caso en tiempo real.

En este contexto, el FMFRA destaca por su capacidad de adaptacion a estas
condiciones de alta complejidad. La Tabla 5.2 muestra el desempeio de esta
metodologia durante los picos de contagios en América, en el periodo comprendido

entre el 3 de marzo y el 18 de noviembre de 2020.

Tabla 5.2: Resultados del FMFRA en picos de contagio en América.

EEUU Brasil México Colombia AVERAGE

& « 7 & « 7 & « 7 & « 7 & « 7

s > g > g > g b= g b=

s |[f |2 |5 | |2 |5 |® |2 |5 ||z |5 |°|=
SSA 17.14 | 60 | 46572 | 24.08 | 55 | 11045 | 29.65 | 65 | 6156 | 23.58 | 65 | 4641 | 23.61 | 61.25 | 17102
XGBoost | 20.15 | 50 | 53961 | 3447 | 75 | 15041 | 31.81 | 80 | 6192 | 38.97 | 45 | 6970 | 31.35 | 62.5 | 20541
RFR 1547 | 40 | 43731 | 2225 | 60 | 10202 | 3849 | 65 | 6660 | 403 | 50 | 7316 | 29.13 | 53.75 | 16977
LR 36.7 | 40 | 80970 | 13.69 | 70 | 7196 | 3225 | 70 | 7498 | 24.84 | 70 | 4809 | 26.87 | 62.5 | 25118
945 | 50 | 28864 | 1034 | 85 | 5442 | 2429 | 70 | 6167 | 2355 | 65 | 4633 | 16.92 | 67.5 | 11279

FMFRA
SMA, — LSTM SMA, — LSTM SSA — Residuals SSA — Residuals
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La mayoria de los métodos de aprendizaje profundo enfrentan dificultades para predecir
los picos de contagios de COVID-19 debido a que las pronunciadas tendencias de cambio en
las series de tiempo pueden confundirse facilmente con ruido. Sin embargo, mediante la
descomposicion de la serie de tiempo con filtros, el FMFRA logra que la tendencia sea
correctamente aprendida, ya sea por LSTM o CNN. A pesar de esto, en paises con
poblaciones muy grandes, como México, la tendencia es mas facil de aprender debido a la
mayor cantidad de datos representativos. Por otro lado, en paises con poblaciones mas
pequeiias, como Colombia, los métodos de aprendizaje profundo fueron superados por SSA,

que mostrd un mejor desempefio al gestionar la menor cantidad de datos y el ruido inherente.

3. Un afio de contagios
El desempefio del FMFRA fue evaluado durante un afo completo, del 3 de marzo de
2020 al 3 de marzo de 2021, lo que permitié capturar la estacionalidad anual completa. Este
periodo permitid a los métodos de aprendizaje profundo, como LSTM y CNN, capturar mejor
la tendencia debido a la mayor disponibilidad de datos representativos y patrones
consistentes. Sin embargo, dado que la volatilidad fue baja en este periodo debido a los
menores niveles de contagios de COVID-19, el SSA demostré un desempefio superior, tal

como se muestra en la Tabla 5.3.

Tabla 5.3: Resultados del FMFRA al afo de pandemia en América.

FMFRA

EEUU Brasil México Colombia AVERAGE
& < g & < g £ < g £ < 2 & < 7

< < < < <
S |9 | 2 S |9 |z S |82z |S | |2 |5 |° |2
SSA | 2207 | 85 | 8043 | 9.06 | 95 | 5344 | 5733 | 95 | 1134 | 14.67 | 50 | 2846 | 25.16 | 81.25 | 4326
XGBoost | 2022 | 90 | 7253 | 17.83 | 80 | 13784 | 89.42 | 80 | 1525 | 33 | 35 | 6138 | 40.12 | 71.25 | 7175
RFR | 42.69 | 85 | 14872 | 1467 | 85 | 9205 | 6832 | 100 | 1269 | 32.54 | 50 | 6021 | 39.56 | 80 | 7034
LR 40.06 | 85 | 14510 | 13.33 | 80 | 8384 | 10045 | 100 | 1578 | 19.12 | 55 | 3662 | 4324 | 80 | 7541
1911 | 90 | 6931 | 8.83 | 90 | 5328 | 54.82 | 95 | 1071 | 915 | 70 | 1734 | 22.98 | 86.25 | 3766

SSA — Residuals SSA — Residuals SSA — Residuals SSA — Residuals

La Tabla 5.3 muestra el desempefio del método FMFRA al analizar un afio completo

de contagios en América. Los resultados evidencian que el FMFRA logra un equilibrio
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destacado entre precision y robustez en todas las métricas, con el mejor desempeiio promedio
en MAPE (22.98) y RMSE (3766), ademas de un indice de direccion acertada (DA)
competitivo del 86.25%. Esto resalta su capacidad para adaptarse tanto a la tendencia como

a las estacionalidades presentes en las series de tiempo.

En comparacion, el SSA obtuvo un desempefio similar en métricas globales,
especialmente en paises con menor volatilidad como Brasil y Colombia, donde la menor
complejidad de la serie de tiempo favorecid su enfoque. Sin embargo, métodos como
XGBoost, RFR y LR demostraron ser menos efectivos en manejar la combinacion de ruido
y no linealidades, especialmente en paises con series de tiempo mads caoticas, como México

y Estados Unidos.

El uso del andlisis de residuales en el FMFRA permite un ajuste fino en los
prondsticos, proporcionando una ventaja significativa frente a los demas métodos al
mantener una precision consistente en distintos escenarios de datos. Esto confirma la
flexibilidad y robustez del FMFRA como una herramienta eficaz para abordar la complejidad

de los datos pandémicos.

5.2 Filtro de Kalman con Holt and Winters (FK — H&W).

El Filtro de Kalman con Holt and Winters (FK-H&W) combina lo mejor de dos
mundos: la robustez y versatilidad de Holt and Winters (H&W) para capturar patrones de
nivel, tendencia y estacionalidad, y la capacidad del Filtro de Kalman para responder

dindmicamente a cambios abruptos en las series de tiempo.

H&W es una técnica clasica y poderosa, ampliamente reconocida en el dmbito del
prondstico de series de tiempo. Su capacidad para dividir las tareas de estimacion en tres
componentes principales: nivel, tendencia y estacionalidad, le permite adaptarse
eficientemente a patrones complejos. Sin embargo, su debilidad principal radica en su
sensibilidad a la volatilidad, es decir, cambios bruscos en la tendencia o el nivel pueden ser

subestimados debido a una sintonizacién conservadora. En estas situaciones, H&W puede
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fallar al reflejar adecuadamente la realidad, por esta razon, H&W se ha utilizado como base
en metodologias hibridas exitosas, donde la tendencia o estacionalidad es reemplazada o
ajustada por métodos mas avanzados, como LSTM, CNN, o técnicas de aprendizaje

automatico.

Por otro lado, el Filtro de Kalman es excepcional cuando se cumplen las siguientes
condiciones:

e Modelo Matematico Preciso: Si el modelo describe al menos el 95 % del
comportamiento observado para un pronostico de maximo 7 pasos adelante.

e Ruido Bien Modelado: La identificacion adecuada de los diferentes tipos de ruido
(medicidn e intrinseco) permite estimaciones mas precisas.

e Estimaciones de maxima verosimilitud para los valores futuros.

e Una medida de incertidumbre estadistica ponderada por los datos historicos.

No obstante, en la practica, rara vez se cuenta con un modelo matematico suficientemente

preciso, y el ruido no siempre puede ser modelado con exactitud, lo que limita su efectividad.

La hibridaciéon FK-H&W resuelve estas limitaciones al combinar las fortalezas de ambas
técnicas, pues H&W proporciona el modelo matemadtico base, suficientemente preciso para

condiciones normales de operacion y con una medida confiable de incertidumbre.
El Filtro de Kalman responde a condiciones anormales, como cambios abruptos en la
serie de tiempo. Gracias a su capacidad de medir la incertidumbre del prondstico, el filtro

permite ajustar en tiempo real el modelo de H&W, seleccionando pardmetros que mejor se

adapten a las nuevas caracteristicas de la serie.

5.2.1 Ventajas de FK-H&W

e Adaptabilidad Dinamica: La capacidad de resintonizacion en linea del modelo de

H&W permite enfrentar escenarios de alta volatilidad sin comprometer la precision.
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e Mejor Manejo de la Incertidumbre: Mientras H&W captura patrones de largo
plazo, el Filtro de Kalman asegura que las desviaciones significativas sean detectadas
y gestionadas oportunamente.

¢ Robustez para Series Caédticas: En condiciones de alta complejidad y ruido, FK-
H&W logra combinar la estabilidad de H&W con la precision adaptativa del Filtro

de Kalman, ofreciendo un prondstico mas confiable.

En resumen, FK-H&W se presenta como una metodologia hibrida innovadora, capaz de
combinar la modelacion clasica de series de tiempo con técnicas avanzadas de estimacion
dindmica, ampliando las posibilidades de prondstico en escenarios complejos y altamente

volatiles.

5.2.2. Metodologia.

La Figura 5.3 presenta el diagrama de bloques del Método de Pronéstico Hibrido en Linea
Holt & Winter con Filtro de Kalman (H&W — FK). Este modelo combina las fortalezas del
suavizado exponencial y el filtro de Kalman, integrando estrategias probadas en

competencias de prondstico [Semenoglou et al., 2021; Makridakis et al., 2020].

Ademas, permite seleccionar entre al menos ocho configuraciones distintas, optimizando
la interaccion de estos componentes para mejorar la precision del prondstico. Estas
configuraciones corresponden a las variaciones del modelo Holt & Winters, donde la
tendencia y la estacionalidad pueden ser aditivas o multiplicativas, resultando en las
siguientes combinaciones: HW-AA, HW-AM, HW-MA y HW-MM. Adicionalmente, cada
una de estas configuraciones puede incluir o no un factor de amortiguacion, lo que da lugar

a un total de ocho modelos distintos.

Esta flexibilidad permite adaptar el modelo para capturar de manera mas precisa las

caracteristicas especificas de los datos, considerando tanto cambios suaves como
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co

fluctuaciones mas dinamicas. Con las configuraciones definidas, el modelo se formula en el

espacio de estados y se evalia mediante el RMSE para medir el error de estimacion.

Posteriormente, se introduce el Filtro de Kalman, que proporciona capacidades

avanzadas, como la identificacion de datos atipicos, la evaluacion dinamica de incertidumbre

y el manejo de valores faltantes. Este filtro permite realizar prondsticos en tiempo real

ajustando la incertidumbre segln los limites definidos por el usuario.

Si el modelo cumple con los criterios de aceptacion establecidos, el pronostico procede

utilizando las configuraciones y ajustes determinados. En caso contrario, se requiere una

reevaluacion y ajuste del modelo basado en los datos mas recientes ingresados al sistema.

H&W-FK

consolidated basis
Holt & Winters

Divides the —| [Emrul et al., 2018,
Forecasting Smyl, 20]9] /1

task

Level
Trend

1 Seasonalities :
Allow to
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TRUE
X \
Foreasting with
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uncertainty

Figura 5.3. Método Hibrido H&W-FK.

Se destacan varias ventajas significativas al realizar un modelo en espacio de estados

que se ajusta automaticamente en linea, especialmente para tareas cruciales como el
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pronostico de la demanda en sectores tales como energia, agua, cadena de suministros, y

mercados financieros. Estas ventajas incluyen:

Adaptabilidad en Tiempo Real: Se permite una adaptabilidad instantanea a los
cambios en los datos de entrada, lo que es crucial en entornos dinamicos como los
mercados de energia o financieros.

Manejo de Datos No Estacionarios: La capacidad para manejar datos cuyas
propiedades estadisticas cambian con el tiempo es proporcionada por estos modelos,
lo que permite seguir efectivamente las tendencias y patrones cambiantes sin la
necesidad de recalibracion manual.

Incorporacion de Multiples Fuentes de Datos: Se facilita la integracion de multiples
fuentes y tipos de datos, como datos histdricos, en tiempo real y variables exogenas,
lo que resulta valioso en la prediccion de demanda donde factores externos pueden
influir significativamente.

Mejor Gestion de la Incertidumbre: La capacidad de estos modelos para estimar y
actualizar las incertidumbres asociadas con las predicciones en tiempo real es
proporcionada, permitiendo a los usuarios tomar decisiones mdas informadas y
gestionar riesgos de manera efectiva.

Eficiencia en la Estimacion de Componentes Ocultos: La eficacia para estimar
componentes ocultos o no observables de los procesos, como tendencias subyacentes
y ciclos estacionales, es una ventaja clave de estos modelos.

Optimizacion de Recursos: Por medio de estos modelos, se permite una asignacion
mas eficiente y un uso mas racional de los recursos, lo que puede reducir costos y
mejorar la sostenibilidad en la gestion de energia y agua.

Resiliencia ante Fallos y Valores Atipicos: Se hace posible la filtracion de ruido y el
manejo de valores atipicos de forma automdtica, lo que otorga robustez y

confiabilidad a los modelos para la toma de decisiones criticas.

Los modelos en espacio de estados que se sintonizan automaticamente en linea como

herramientas poderosas para la prediccion en sectores criticos, ofreciendo adaptabilidad,

precision y una eficiencia mejorada en la toma de decisiones basadas en datos complejos y
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cambiantes. Para series de tiempo donde la estacionalidad y la tendencia son parsimoniosas,

el modelo con tendencia y estacionalidad aditiva H&W(AA) ha mostrado mejores resultados.

5.2.3. Modelo matematico por H&W.

El proposito de definir un modelo en espacio de estados es para poder aplicar las ventajas
del algebra matricial y poder controlar el sistema o estimarlo, definido por la Ecuacion 5.1:
U =Llg + by + s¢_p, Ecuacion 5.1
Donde:
Us: Es el pronostico en el instante t.
l;: Es el nivel en el instante t.
b;: Es la tendencia en el instante t.

S¢—n: Es la estacionalidad en el instante t y h es el tamafio de la estacionalidad.

A su vez, cada uno de los 3 términos de la Ecuacién 5.1 que son el nivel, la
tendencia y la estacionalidad respectivamente, estan definidas por las Ecuaciones 5.2,
5.3y 5.4 que incorporan un término del error de estimacion con el propodsito de

sintonizar los parametros al minimizar este error:

lt = lt—l + bt—l + (0659 Ecuacién 5.2
by = ¢b,_; + afg; Ecuacion 5.3
St = St_p T Y& Ecuacion 5.4

Donde:

l;_,: Es el nivel del instante anterior.

b;_,: Es la tendencia del instante anterior.

a, By y: Son los parametros de sintonizacion del triple suavizamiento exponencial.
€:: Se define como el error de estimacion.

¢: Es el amortiguamiento de la tendencia que a su vez es otro parametro a estimar.
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S¢_p: Esla estacionalidad en el instante t — h.

De esta forma quedan listas las ecuaciones de prondstico para representarlas en
espacio de estados definida por las Ecuaciones 5.5 y 5.6:
Y =7Zx; + & Ecuacion 5.5
Xe—1 = Tx¢ + R Ecuacion 5.6
Donde:
Y:: Es el vector de medidas.
Z: Es la matriz de seleccion de estados.
x;: Es el vector de estados en el instante actual cuyos estados estan formado por x; =
[l by St St_1 St_z Si—3 Si—s Si—s St—¢)! para una estacionalidad semanal.
€:: Es el término del error.
x¢_1: Es el vector de estados del siguiente instante.
T: Es la matriz caracteristica del sistema.
R: Es una matriz que define como se incorpora el ruido de medicion en la ecuacion,

llamada matriz de ruidos o perturbaciones.

La Ecuacién 5.6 para una estacionalidad semanal queda definida:

L7 11 0 0 0 0 0 0 O[le—1] oy
b, 0 & 0 0 0 0 0 O Of]lbe—1 af
St 0 0 00O O 0 0 1]lSt-1 Y
seeal 0001 0 0 0 0 0 ofse| |0
Se—2/=[0 0 0 1 0 0 0 O O||[se—s3|+|0 |n, Ecuacion 5.7
St-3 0 0 0 OO1T 0 0 O Of]St-a 0
St—4 0 0 00O 1 0 O OffSts 0
St-5 0 0 0O OO O 1 0 Of]Sts 0
s, el O 0O OO O 0 0 1 0llsg_,4 LO-

Con este planteamiento en espacio de estados en funcidn del error de estimacion nt,
se puede plantear una busqueda de parametros o, B y y dentro de la matriz R que minimicen
el error de estimacion a fin de encontrar el mejor modelo de Holt& Winters con tendencia y

estacionalidad aditivas (H&W(AA)) para los datos de entrenamiento.
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Para un modelo H&W(AM) la estimacion seria:

we = (e +be_g)sep Ecuacion 5.8
ly =11 +beq +ag/seop Ecuacion 5.9
by = dby_q + agr/S¢_p Ecuacion 5.10
St = Se—n tve,/(le—1+ beq) Ecuacion 5.11

El modelo matematico de Holt & Winters proporciona una so6lida base para representar
series de tiempo con multiples componentes dinamicos, como el nivel, la tendencia y la
estacionalidad, dentro de un espacio de estados. Esta formulacién permite utilizar
herramientas avanzadas de algebra matricial para la estimacion y el control del sistema,
optimizando los pardmetros para minimizar el error de estimacidon. Sin embargo, en
situaciones donde las series de tiempo presentan alta volatilidad o cambios abruptos, como
se explorard en la siguiente seccion, la capacidad del modelo puede verse limitada. Para
abordar esta problematica, se introduce el Filtro de Kalman, que complementa y potencia el
enfoque al proporcionar una medida en tiempo real de la incertidumbre, permitiendo ajustes
dinamicos de los parametros y una mayor adaptabilidad a las variaciones en la serie de

tiempo.

5.2.4. Filtro de Kalman

En [Smyl, 2020], se descubriod que, al tratar con series de tiempo complejas, el parametro
de la tendencia dejaba de ser valido en las partes mas volatiles de la serie de tiempo. Su
solucién fue introducir un modelo LSTM dilatado y modificado para ajustarse a diferentes
estacionalidades, con el proposito exclusivo de pronosticar la tendencia. Sin embargo, esta
estrategia, aunque efectiva, depende de validacion cruzada con diferentes series de tiempo
que describen fenomenos fisicos parecidos, entre otras técnicas. En este trabajo de tesis, nos
enfocamos en métodos de prondstico cuya unica informacion disponible es la serie de tiempo

en si misma.
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El Filtro de Kalman proporciona una medida de la incertidumbre asociada al nivel,
tendencia y estacionalidad, permitiendo la resintonizacion en linea de los parametros para
ajustarse a nuevos eventos conforme son medidos. Este método utiliza el modelo matematico
establecido por las Ecuaciones de medicion (5.5) y de estados (5.6) para formar la planta
presentada en la Figura 5.3. Procedemos a definir la matriz de varianzas y covarianzas del
ruido de observacion Hy, descrita en la Ecuacion 2.4, que representa la incertidumbre en las
observaciones. Si asumimos que las observaciones presentan un ruido independiente y
distribuido normalmente, H;, se define como la varianza del error de observacion ¢, de la
ecuacion de observacion. En este caso, se inicializa como la varianza de los residuos del

modelo de suavizamiento exponencial con respecto a la serie de tiempo original.

Por otro lado, la matriz de varianzas y covarianzas del ruido intrinseco @y, representa el
ruido inherente en la evolucion del proceso (en el vector de estados). Si asumimos que el
ruido del proceso es independiente para cada componente del estado y tiene varianza
constante, @, serd una matriz diagonal con estas varianzas. Inicialmente, asumimos una
varianza pequefia para el nivel y la tendencia, y una mayor varianza para la estacionalidad,
proporcionando al modelo més flexibilidad para realizar estimaciones, como se describe en

la Ecuacion 5.12:

Q, = Qtrend 0
k 0 Qseasonal
2’ «a 0O 0 0 0 0 0 07
af B> 0 0 O O O O O
0 0O y2 0 0 0 0O 0 O
0 0 0 2 0 0 O 0 O Ecuacion 5.12
=10 0 0 0 y2 0 0 0 O
0 0 0 0 0 y2 0 0 O
0 0 0 0 0O 0 2 0 O
0 0 0 0 0O 0 0 y2 0
L 0 0O 0 0 0O 0 0 0 y2

Para las condiciones iniciales, es necesario definir el vector de estados inicial x0, el cual

contendra las estimaciones iniciales de los componentes del estado. En este método, estas
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estimaciones se basan en los primeros valores conocidos de la serie de tiempo. Ademas, se
debe establecer la matriz de covarianza inicial PO, que representara la incertidumbre asociada

a las estimaciones iniciales del estado.

5.2.5. Resultados
Mediante una busqueda de cuadricula, se determind el modelo de Holt & Winters (H&W)
optimo para la serie de tiempo de nuevos casos de COVID-19 en Brasil, representado en la

Figura 5.4.

- Datos Reales
, Modelo Holt-Winter

Numero de nueyos casos

0 50 100 150 200 250

Fecha

Figura 5.4. Comparacion entre los datos reales y las predicciones del modelo H&W (44)

La linea azul muestra los datos reales, mientras que la linea roja representa el ajuste
del modelo durante el entrenamiento, con los parametros de suavizamiento a=0.2171,
$=0.0001, y y=0.2505. Las condiciones iniciales establecidas fueron [(=955.067, by=77.788,
y los valores estacionales iniciales s;_j, = [-646.555, —48.198, 509.088, 331.081, 278.373,
303.445, —727.234].

Con este modelo matematico, se procedié a implementar el filtro de Kalman, que
consta de dos fases principales: la fase de pronostico, en la que se calcula el estado y la
incertidumbre (covarianza) asociada, y la fase de actualizacion, donde las predicciones son
ajustadas con base en nuevas observaciones. Para esta implementacion, se utilizaron los
parametros del modelo H&W como valores iniciales para el filtro de Kalman, incluyendo los

coeficientes de suavizamiento y los valores iniciales del nivel, tendencia y estacionalidad.
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Aunque el filtro de Kalman es sensible a la configuracion inicial, este tiende a
converger hacia los estados y covarianzas reales conforme se observan mas datos. Por lo
tanto, los estados iniciales fueron definidos como x, = [y, b, Sg, S1,---,Se], ¥ S€ asumi6 una

alta incertidumbre inicial representada por Py = [-x,-1000.

Es crucial destacar que, aunque los estados estimados del modelo abarcan todos los
componentes (¢, by, y S¢), solo el nivel (l;), la tendencia (b;) y la primera componente
estacional (s,) contribuyen directamente a la salida, como se describe en la Ecuacion 5.1. La
matriz de seleccion de salidas se define dOe la siguiente manera en la Ecuacion 5.13:

Z=[1 1 1 0 0 0 0 0 O] Ecuacién 5.13

Entonces, la salida estimada (y,s;) se calcula como: y,o = Z * X,5:. Mientras que la
incertidumbre (o) se estima considerando Unicamente los componentes [, b; y s, segln la

Ecuacion 5.14.

o= WVar(l,) +Var(b,) + Var(sy) + 2 * Cov(l:b;) + 2 * Cov(l:Sy)
Ecuacion 5.14

1
+ 2 x Cov(b:sy))2

En esta ecuacion, Var(lt), Var(bt) y Var(s0) son las varianzas de los estados I, by y
So, respectivamente, obtenidas de los elementos diagonales de la matriz de covarianzas P.
Por otro lado, las Cov(l:b;), Cov(l;sq) y Cov(b,Sy) representan las covarianzas entre estos
estados, extraidas de los elementos fuera de la diagonal de P. Estas covarianzas se multiplican

por dos debido a la simetria de la matriz P.

En la Figura 5.2.2 se muestra el desempeio de las estimaciones obtenidas con nuestro
modelo en espacio de estados para un H&W(AA), utilizando una matriz Q conservadora
que prioriza el modelo sobre las mediciones. El analisis comprende las fechas del 30 de
marzo al 17 de mayo de 2020, donde la linea azul representa los datos reales de nuevos casos
de COVID-19 registrados en Brasil. En contraste, la linea roja muestra las estimaciones del

método KF-H&W, mientras que la sombra gris refleja la incertidumbre del pronostico,
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correspondiente a la desviacion estdndar calculada a partir de la matriz de covarianzas P,

como se describe en la Ecuacion 5.14.

15k Limite Inferior

Limite Superior
10k ~—— Estimaciones de Kalman
~—— Datos Reales

walor
L
Eo

0

wWw O O O O O = = = = = N N N M N OoO O O O O = o =
L R I L e - L e L L
8000OOOOOOOOOOOO&&&&&&&&&
YR E2EEEE R L P EE L L FE2 O 00 000 0 00
L N N N N T T T N N T T S TN
o O o O o oo o o o O o O o O o oo o o o O O o O O QO
L N N N s T T T R T R T N S TN
o O o O o o o o o O o o o O o o o o o o O o o O O

Fecha

Figura 5.5. Comparacion de datos reales contra estimaciones de Kalman con
incertidumbre Qj, conservadora.

Dentro de los parametros de sintonizacion del Filtro de Kalman, se encuentran la
matriz de ruido de medicion (Rj) y la matriz de ruido del proceso (Qy). Estas matrices se
ajustan generalmente mediante un andlisis de los residuos del modelo, lo que permite
determinar si el ruido proviene principalmente del instrumento de medicion o si es intrinseco

al proceso.
En este caso, la sintonizacion de Qy, se realiza en funcién de los residuos del modelo

Holt & Winters (H&W(AA)) utilizado para describir el sistema, como se define en la

Ecuacidon 5.15:
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Q 0
Qk — trend

0 Qseasonal
VAT, 0 0 0 0 0 0 0 0
0  var, 0 0 0 0 0 0 0
var,
0 —= 9 0 0 0 0 0
var,
0 0 0 % 0 0 0 0 0
var, 1)
0 0 0 Tes 0 0 0 0 Ecuacion 5.15
= var,
0 0 0 0 2”” 0 0 0
var,
0 0 0 0 0 0 s 0
var,
0 0 0 0 0 0 —r=
var,
0 0 0 0 0 0 0 —
2
Donde:

Qg: Es la matriz de ruido del proceso.

Q¢rena: Es la matriz de la tendencia y el nivel.

Qseasonar: Es 1a matriz de ruido de la estacionalidad.

vary,.s: Es la varianza de los residuos calculados al sustraer la serie de tiempo real de la

estimada por el modelo simple de H&W (AA).

Para esta configuracidn, se establece un valor grande para el ruido asociado al
nivel y la tendencia (Q¢renq), debido a la elevada varianza observada en estos
componentes. En contraste, el ruido de la estacionalidad (Qgeqs0nai) S€ define como la
mitad de dicha varianza. En comparacion con configuraciones previas, esta Q; presenta
valores significativamente mayores, lo que implica una mayor ponderacion de los datos

medidos sobre los datos estimados.

La Figura 5.16 ilustra el comportamiento de las estimaciones de nuestro modelo
en espacio de estados utilizando H&W(AA) con una configuracion ampliada de Q. El
periodo analizado abarca las fechas del 30 de marzo al 14 de agosto de 2020. En la
figura, la linea azul representa los datos reales de nuevos casos registrados de COVID-

19 en Brasil, mientras que la linea roja corresponde a las estimaciones del modelo KF -
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H&W. La sombra gris indica la incertidumbre asociada al pronéstico, calculada como la
desviacién estandar de las predicciones, extraida de la matriz de varianzas y
covarianzas P segun la Ecuacién 5.14.
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Figura 5.6. Comparacion de datos reales contra estimaciones de Kalman con
incertidumbre Q;, mayor.

Dado que Q; es mayor, la incertidumbre inicial en las estimaciones es
significativamente superior en comparacion con la mostrada en la Figura 5.5, que utiliza
una configuracion conservadora de Q. Sin embargo, esta mayor permite una
convergencia mas rapida de los estados, reduciendo progresivamente la incertidumbre
a medida que se obtienen nuevas observaciones. Esto facilita que el modelo en espacio

de estados realice predicciones mas precisas para los estados futuros.

Es importante destacar que el modelo matematico H&W(AA) no es valido para
toda la serie de tiempo. Por lo tanto, debe ser actualizado con alguna de sus variantes,
como H&W(AM), H&W(MA) o H&W(MM), y acompafiado de una resintonizacién de los

parametros a, B,y y ¢, segun las caracteristicas de la serie.
Para complementar el analisis visual presentado en la Figura 5.6 y atender las

observaciones de los revisores, se calcularon las métricas MAPE, RMSE y DA para

comparar el desempefio del modelo con dos configuraciones distintas de Qy.:
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Configuracién de | MAPE (%) RMSE DA (%)
Q.

Conservadora 12.83 5487 72.5
(Figura 5.5)

Ajustada (Figura | 10.96 4372 77.5
5.6)

Tabla 5.4 Comparaciones de sintonizacion utilizando Q.

Estos resultados muestran que incrementar Q_k mejora significativamente la
precision del modelo en términos de MAPE y RMSE, ademas de aumentar el porcentaje
de direcciones acertadas (DA). Esta mejora se atribuye a la mayor adaptabilidad del
modelo ante cambios abruptos en la dinamica de la serie de tiempo.

Cabe destacar que, si bien una configuraciéon mas grande de Q_k introduce inicialmente
una mayor incertidumbre, esta se ve compensada por una convergencia mas rapida del

filtro, lo cual reduce la incertidumbre conforme se incorporan nuevas observaciones.

Gracias a la formulacion del modelo en espacio de estados y en funcion del error
de prediccidn, la sintonizacién del Filtro de Kalman puede aprovechar herramientas
avanzadas de control moderno (Control Proporcional, Integral y Derivativo, Estabilidad
de Lyapunov, Logica Difusa, entre otras), aprendizaje automatico (Descenso del
Gradiente, LightGBM, XGBoost, RFR, etc.) y aprendizaje profundo (LSTM, CNN, GRU,

Transformers, entre otros).

5.1 Conclusiones

Las series de tiempo, especialmente aquellas asociadas a fendmenos complejos como
epidemias, suelen contener un alto nivel de ruido que dificulta el desempeno de los métodos
de pronostico tradicionales. La técnica de filtrado aplicada en este trabajo no solo mitiga este

problema, sino que permite descomponer la serie en dos componentes: una serie filtrada y
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una serie de residuales. Esta descomposicion posibilita el desarrollo de prondsticos
especializados y optimizados para cada componente, maximizando la precision de las

predicciones.

El analisis del estado del arte revela que no existe un método general que ofrezca un
desempefio consistente bajo diversas condiciones. Esto se hace evidente al observar como un
mismo método puede fallar al pronosticar en diferentes contextos, como entre paises con
caracteristicas epidemioldgicas y poblacionales distintas. Para abordar esta limitacion, se
propuso el método FMFRA, que selecciona dindmicamente el enfoque mas adecuado en
funcién de la cantidad de datos disponibles y las caracteristicas especificas de la serie de
tiempo. Por otro lado, el método FK—H&W introduce una estimacion en linea personalizada
que permite ajustar los pardmetros del modelo de manera dindmica, adaptandose a las

necesidades actuales del sistema.

Ambos enfoques han demostrado ser soluciones flexibles y robustas frente a las variaciones
y desafios inherentes al prondstico de series de tiempo caéticas, marcando un avance
significativo respecto a los métodos tradicionales.

complejidad.
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6 Conclusiones y Trabajos Futuros

6.1 Conclusiones

En esta tesis se propuso el Método de Prondstico con Filtros y Analisis Residual
(FMFRA) como una estrategia hibrida para abordar el prondstico de series de tiempo
complejas, con aplicaciones particulares al estudio del comportamiento de la pandemia
de COVID-19. A través de la combinacién de técnicas de filtrado (SMA y Filtro de
Kalman), analisis espectral (SSA) y modelos avanzados de aprendizaje profundo (LSTM
y CNN), el FMFRA logré una separacion efectiva entre componentes principales y

residuales de las series, lo cual permitié aplicar modelos especializados a cada parte.

Los resultados obtenidos muestran que FMFRA supera a métodos clasicos y
modernos como XGBoost, Random Forest, Kalantari y SSA puro, en métricas clave como
MAPE, RMSE y porcentaje de direcciones acertadas (DA), especialmente en los
primeros meses de la pandemia, cuando la disponibilidad de datos era limitada. Esta
superioridad se evidencio tanto en el componente basado en aprendizaje profundo
como en su variante basada en SSA, adaptandose segun la disponibilidad y calidad de

los datos de cada pais.

Una solucién clave presentada en este trabajo es la repeticion del entrenamiento
del modelo LSTM o CNN hasta alcanzar configuraciones o6ptimas, lo que mejora
significativamente los prondsticos al seleccionar los pesos mas adecuados dentro de un
conjunto de soluciones. Sin embargo, este enfoque también tiene limitaciones practicas,
ya que el costo computacional crece rapidamente con el nimero de repeticiones. Se
identific6 un nimero 6ptimo de 15 repeticiones, considerando que el prondstico se
realiza sobre una sefial previamente filtrada, lo que reduce la necesidad de aprender

interacciones complejas causadas por el ruido o los datos atipicos.
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Los filtros que demostraron mayor eficacia en este trabajo fueron SMA3, SMA7
y un Filtro de Kalman basado en una caminata aleatoria simple. No obstante, se sefiala
que otras técnicas de filtrado, como Holt-Winters y SARIMA, también tienen potencial
cuando el andlisis de residuales no es necesario. Estos métodos, aunque efectivos en
contextos especificos, son menos recomendables cuando se aplica el analisis de

residuales, el cual es un punto central de este trabajo.

Se destaca que la integracion de métodos de filtrado con analisis de residuales y
aprendizaje profundo es particularmente robusta frente a las complejidades de las
series de tiempo. Esta metodologia puede ser ampliada para abordar problemas adn
mas complejos y explorar el uso de modelos hibridos que combinen técnicas clasicas y

modernas.

6.2 Recomendaciones y Trabajo Futuro

Para trabajos futuros, se propone el desarrollo de un Filtro de Kalman basado en
una triple caminata aleatoria, similar al modelo matematico de Holt-Winters. Este
enfoque podria combinar las ventajas del suavizado exponencial con la robustez al
ruido que ofrece el Filtro de Kalman. Ademas, se recomienda formular este filtro en
funcién del error, permitiendo su representacion en espacio de estados, de forma
analoga al modelo SARIMAX, pero con un enfoque mas preciso y adaptable al

comportamiento dinamico de la serie de tiempo.

Finalmente, el avance hacia métodos de prondéstico mas flexibles y adaptativos
puede abrir nuevas oportunidades en el analisis de series de tiempo altamente cadticas
y de multiples dimensiones. La combinacion de técnicas de aprendizaje profundo,
analisis de residuales y modelos estadisticos avanzados puede consolidarse como una
herramienta esencial en disciplinas que requieren alta precision y capacidad de

adaptacion frente a datos volatiles.
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[10]; como ejemplo, la figura 2-1 corresponde al grafico de una serie de tiempo

correspondiente al precio de un activo. [10]
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