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PROLOGO

El presente trabajo se ha desarrollado tomando como base la estructura tematica
de la materia de Célculo Diferencial Clave ACF-0901 que se imparte en todas
las carreras de ingenieria del Tecnologico Nacional de México, esta forma de
estructurar el contenido de la materia, permitird al alumno seguir de manera
ordenada el desarrollo de la asignatura.

La exposicion de algunos conceptos teoricos y resultados obtenidos
analiticamente, en la medida de lo posible, se han interpretado geométricamente
con el fin de visualizarlos, y de esta manera mejorar la comprension de los
MisMos.

Aungue si bien no es un trabajo de andlisis tedrico exhaustivo, se han incluido
algunos teoremas con su correspondiente demostracion, para que el alumno
visualice el tratamiento légico, en la obtencion de las formulas que aplica en la
resolucién de problemas.

Si el lector considera necesario, profundizar o ampliar el tema, se debera
consultar la bibliografia especializada al respecto.



INTRODUCION

En el capitulo 1 se exponen los conceptos basicos relacionados con los nimeros
reales, su clasificacion, su representacion geométrica en la recta real, el valor
absoluto de un numero, asi como sus axiomas y propiedades, que permiten
resolver desigualdades de primer y segundo grado con una incégnita incluyendo
desigualdades con valor absoluto.

En el capitulo 2 se define y desarrolla el concepto de funcion real de variable
real, sus diferentes representaciones, tipos, graficas y clasificaciones.

En el capitulo 3 se expone el concepto de limite desde un punto de vista intuitivo,
asi como su definicién formal, el concepto de limites laterales, limites infinitos y
limites al infinito, sus propiedades y algunos métodos analiticos para su célculo.
Ademas se expone el concepto de discontinuidad de una funcién en un punto,
un intervalo y los diferentes tipos de discontinuidades.

En el capitulo 4 se presenta la definicibon de derivada, su interpretacion
geomeétrica, el concepto de incremento y de razén de cambio, el concepto de
diferencial, las propiedades de la derivada, asi como las diferentes formulas o
reglas que se aplican para derivar una funcién algebraica o trascendente.

En el capitulo 5, se exponen algunas aplicaciones representativas de la derivada
de una funcidn, tales como, su aplicacion para obtener la ecuacion de una recta
normal a una curva, describir el caracter creciente o decreciente de una funcion,
la obtencion de sus valores maximos o minimos, la concavidad y los puntos de
inflexibn de una curva, el calculo de aproximaciones usando el diferencial, la
resolucién de problemas de optimizacion y tazas relacionadas, terminando con
la aplicacion de la regla de L'Hépital al calculo limites de formas indeterminadas.
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Céalculo Diferencial Numeros Reales

CAPITULO 1

NUMEROS REALES

COMPETENCIA ESPECIFICA A DESARROLLAR

Comprender las propiedades de los nameros reales, para resolver desigualdades de
primer y segundo grado con una incognita y desigualdades con valor absoluto,
representando las soluciones en la recta numérica real.
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Céalculo Diferencial Numeros Reales

1.1 CLASIFICACION DE LOS NUMEROS REALES

Para el estudio de los temas relacionados con el calculo diferencial, es necesario tener un
conocimiento apropiado de los axiomas, propiedades o leyes de los numeros reales.
Denotados por R | Se inicia su estudio con una descripcion de los diferentes subconjuntos de
nameros que lo constituyen. Tomando como primer subconjunto a los ndmeros naturales,
denotados por N, ampliando éste a los nimeros enteros, simbolizados por 7, los que a su
vez se extienden a los nimeros racionales @, completando con los nimeros irracionales I,

para finalmente obtener los ndmeros reales como la uniébn de los racionales con los
irracionales.

a) Nameros naturales

Los numeros naturales son aquellos que se han utilizado para contar los objetos de las
diversas colecciones de cosas, dandoles asi una utilidad practica

Se define por:

N={1,2,3,..}obien N={1,2,3,..,n,n+1..} neN.
Es importante sefialar que el primer elemento del conjunto es el numero uno 1, el cual no tiene

elemento anterior (antecesor) y a partir de éste nimero se obtienen los demas, cada elemento
siguiente (sucesivo) se obtiene del que le precede adicionando el humero uno.

Las siguientes son las propiedades de las operaciones que se realizan con los numeros
naturales.

v Adicion y multiplicacion
Con los ndmeros naturales se realizan las operaciones de suma o adicion (+) y multiplicacion
() con las siguientes propiedades.

Propiedades de los niumeros naturales
Sean a,b,c nimeros naturales, entonces se tiene

Paralaadicion

1.a+beN Clasuradela suma.
2.a+b=b+a Conmutatividad de la suma.
3.a+(b+c)=(a+h)+c Asociatividad de la suma.

Para la multiplicacion

4.abeN Clausura de la multiplicacion.
5.ab=ba Conmutatividad de la multiplicacion.
6.a(bc)=(ab)c Asociatividad de la multiplicacion.
7.a=a Neutro multiplicativo.

Suma y multiplicacién
8.a(b+c)=ab+ac Distributividad.

Las propiedades 1 y 4 establecen que la suma y la multiplicacién de ndmeros naturales, dan
como resultado un nimero natural.

Las propiedades 2 y 5 indican que no importa el orden de los elementos que intervienen en las
operaciones, su resultado no cambia.

Las propiedades 3 y 6 indican que se pueden realizar las operaciones asociando los elementos
de manera diferente y el resultado no se altera.

A.RAMIREZ Q.



Céalculo Diferencial Numeros Reales

La propiedad 7 muestra que la multiplicacién de cualquier nimero natural por el nUmero natural
uno no lo altera.

Finalmente, la propiedad 8 establece que la multiplicacién de un nimero natural por la suma de
otros es igual a la suma de los correspondientes productos.

b) NiOmeros enteros
La necesidad de resolver ecuaciones tales como la siguiente a+Xx=Db, en dondea,b,xe N,

propicié la aparicion de los numeros...-3,-2,-1,0, ya que al resolverla se presentan las
siguientes situaciones:

1. Si a menor b entonces el nimero X =Db—a es un nimero natural.

2. Si a mayor b entonces el nimero X =b—ano es un nimero natural, a éste nimero se le
llamo negativo o inverso aditivo.

3. Si a igual b entonces el nimero X =0 que se obtiene de: Xx=b—a=a—-a=0,puesto
queb = a, se denomind cero o neutro aditivo.

Estos resultados permitieron extender el conjunto de los nimeros naturales a otro conjunto
denominado enteros definidos por:

7={..-3,2-1,01,23,..} obien Z={.,-(n+1),1,..,-3,-2-1,0,1,2,3,..nn+1..} neN

Con estos numeros se pueden describir situaciones de pérdida, temperaturas menores a cero o
localizar altitudes de Ilugares situados debajo del nivel del mar, etc. La

expresion:b—a=b+ (—a) , define la operacion resta o diferencia como la suma de un nimero

con el inverso aditivo de otro.

Este nuevo conjunto de nimeros, preserva las operaciones de adicién y multiplicacion con los
numeros naturales, incluye el neutro aditivo y el inverso aditivo, de manera que se amplian las
propiedades de las operaciones suma y multiplicacion a las siguientes.

Propiedades de los nimeros enteros
Sean a,b,c numeros naturales, entonces se tiene

Parala adicion

l.a+beN Clasura de la suma.

2.a+tb=b+a Conmutatividad de la suma.

3.a+(b+c)=(a+b)+c Asociatividad de la suma.

4.Existe uno y solo un elemento denotado por O tal que para todo a se tiene
a+0=0+a=a

5.Para cada a existe uno y solo un elemento denotado por - a tal que
a+(-a) =-a+a=0

Para la multiplicacién

6.abeN Clausura de lamultiplicacion.
7.ab=ba Conmutatividad de la multiplicacion.
8.a(hc)=(ab)c Asociatividad de la multiplicacion.
9.a=a Neutro multiplicativo.

Suma y multiplicacién
10. a(b+c)=ab+ac Distributividad.

A.RAMIREZ Q.
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c) Numeros racionales

En el proceso de medir propiedades fisicas, tales como longitud, superficies, masa, volumen,
etc., el uso de nimeros enteros resulta satisfactorio cuando la magnitud a medir es un multiplo
entero de la unidad de medicién, si no es asi, entonces a la unidad de medicién se divide en n

, , 1 , : L
partes iguales (neZ"), se escribe — ,ahora si la magnitud a medir, tiene mpartes de
n

n n

fraccion o razon de dos enteros.
El conjunto de numeros de esta forma, incluidos los enteros se denomina, numeros
racionales_se denota por Q y se definen como:

@={§|p,qu;q¢O}

Es decir, el conjunto de numeros racionales es dado por la razén de dos numeros enteros
exceptuando cero como denominador.

1 . : . 1 . . :
— ,entonces la medida de tal magnitud sera m[—} unidades, a esta expresion se denomina

En este conjunto de nimeros se tiene las siguientes definiciones:
v' Elemento neutro aditivo

+ con a,c distintodecero.

0
—=0 talque
a

oo
o|loT

b
c

v' Elemento neutro multiplicativo

E=1 tal que (EJ(Ejlz[Ej con a,c distintodecero.
a aj\c c

v Inverso multiplicativo

a por (E] tal que (Ej(gj =1 con a,b distinto de cero.
b a b/\a
v’ Division

La siguiente expresion, define la division, como la multiplicacién de un nimero por el inverso
multiplicativo de otro.

— = a(l) = a(b_l) con b distinto de cero.

Representacién decimal de los nimeros racionales

Al realizar la division deB, con g = 0, el cociente es su representacion decimal expresada por:

1. abb,..b, donde aceZ, ylashsonlos digitos (0,12,...,9) neN, se denomina expansién
decimal finita.

2. abb,..bcc,..c cC,..c....donde a€Z, ylas b,c los digitos (0,1,2,...,9) neN.
Se denomina expansién decimal periddica infinita.

El grupo de cifras sobre las que se traza la linea se llama periodo y son las que se repiten de
forma indefinida indicandose con los tres puntos suspensivos.

A.RAMIREZ Q.
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Para obtener el racional cuya expansién decimal es finita se procede de la siguiente manera:
Sea x=abb,..b, entonces
x=abb,..b,  multiplicar por10"
10" x =ahbh,..b, despejar x,simplificar para obtener Q
‘o abllbér.]. b, .

Ejemplo 1.1.1

Obtenga el niumero racional con expansion decimal infinita 2.123454545...
Solucion

Sea x=2.123454545...  entonces

X =2.123454545...  multiplicar por10®

10°x =2123.454545... multiplicar por10?
10° x = 212345.45 a ésta expresion restar la anterior
10°x-10°x=210222 despejar x,simplificar para obtener Q
= 10511 .
495000

Como se puede observar, el conjunto de niumeros naturales esta contenido en el conjunto de
los nimeros enteros, los que a su vez, estan contenidos en el conjunto de niameros racionales,
en notacion de conjuntos se escribe Nc Z < Q

d) Numero irracionales
La medida de la longitud de la diagonal d de un cuadrado de lado uno, segun el teorema de

Pitagoras es:
d =1 +12 =2.

Este nimero no es posible representarlo como razén de dos nimeros enteros, es decir, no es
un numero racional, su representacién decimal es una expansién decimal infinita no periédica,
algunos otros ejemplos de este tipo de nimeros son:

J2,B,\7, 7, etc.

El conjunto de este tipo de nimeros se denomina se nimeros irracionales y se define por:
I = {a|a €s una expansion decimal infinita no peri(’)dica} ol= {a|a eR,ag @} .

El conjunto de nimeros racionales y el conjunto nimeros irracionales son conjuntos disjuntos,
es decir no tienen elementos comunes. La union estos dos conjuntos, forman el conjunto de
numeros reales, en notacion de conjuntos se escribe:

R=Qul

1.2 LA RECTA NUMERICA

Un aspecto muy importante de los nimeros reales es su representacion geométrica. En una
linea recta, que se denomina recta numérica, recta real o recta de los numeros reales, en

5
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ella, se elige un punto arbitrario O, al que se le asigna el nUmero cero y a la derecha un punto
A, al que se le asigna el numero uno, estableciendo asi, un segmento de longitud unidad, figura
1.2.1 el cual se extiende sobre la recta, marcando los multiplos de esta longitud en ambas
direcciones del punto O. obteniendo, asi puntos en la recta que corresponden a cada namero
entero.

Los puntos a la derecha del punto cero, se les asignan nameros positivos y negativos a los
de laizquierda.

El nimero asignado a cada punto, se le llama, coordenada del punto, de esta manera se

establece una correspondencia de puntos a nimeros, y de niUmeros a puntos.

-3 -2 -1 0 1 2 3

]
]
[ ]
L ]

F E D 0 A B C

Figura 1.2.1 Representacion geométrica de los NUmeros Reales

Para representar fracciones con denominador n se divide el segmento unitario en n partes
iguales, de modo que cada punto de la subdivisién representa la fraccion.

La expansion decimal de un nimero irracionales se utiliza para localizarlo en la recta.

Ejemplo 1.2.1
. L. , 3 1 5
Localizar en la recta numérica al nimero a=0.315...= —+ — + —+...
10 10 10
Solucioén

Se divide el segmento unitario en 10 partes iguales, cada punto de la divisidn corresponde a los
nameros 0, .1, .2, .3, 4,..., .8, .9, 1, por lo que el nUmero a esté localizado entre .3y .4.

Se divide el segmento de .3 a.4 en 10 partes iguales en la que a cada punto de la nueva
subdivisién le corresponde los numeros .30, .31, .32, .33,..., .38, .39, .40

Ahora a esta entre .31y .32.

Nuevamente se divide el segmento de .31 a .32 en 10 partes iguales y cada punto de la
division corresponde a los numeros .31, .311, .312, .313,..., .318, .319, .32 continuando con
este proceso, se localiza en la recta numérica, el punto que corresponda al nimero irracional
con la precision que se requiera. En la figura 1.2.2 se muestran algunos de los puntos.

A.RAMIREZ Q.
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1.3 PROPIEDADES DE LOS NUMEROS REALES

En el conjunto de los nimeros reales, cada par de nimeros a,b, se asocia con uno y solo un
nimero real, denotado por a+b, en la operaciéon suma y a-b, para el nimero real que se
obtiene en la operacién multiplicacion, y a los axiomas relativos se denominan: axiomas de
cuerpo, se establece una relacion de orden simbolizada por “<” , se lee menor que, y a los
axiomas que rigen estas relaciones: axiomas de orden; ademas, se cumple el axioma del
supremo, a lo anterior se denomina sistema de los nameros reales.

Se enuncian los axiomas, y algunas propiedades derivadas de ellos, en dondea,b,c,

representan numeros reales cualesquiera.
A) Axiomas de cuerpo

Axioma 1. Propiedad conmutativa.
a. La suma es un numero real, y es independiente del orden de los sumandos

a+b=b+a
b. El producto es un nimero real y es independiente del orden de los factores
ab = ba.

Axioma 2. Propiedad asociativa.
a. Los sumandos se pueden asociar de manera indistinta
a+((b+c)=(a+b)+c.
b. Los factores se pueden asociar de distinta manera.
a(bc) = (ab)c.
Axioma 3. Propiedad distributiva
Multiplicacién de una suma: a(b+c)=ab+ac.

Axioma 4. Existencia de elementos neutros
a. Existencia de elemento neutro aditivo.-Existe uno y solo un elemento denotado por
0 tal que para todo a, se tiene:
a+0=0+a=a
b. Existencia de elemento neutro multiplicativo.-Existe uno y solo un elemento denotado
por 1 tal que para todo a, se tiene:
. l-a=a-1=a
Axioma 5. Existencia de elementos inversos
a. Existencia del negativo o inverso aditivo.- Para cadaa, existe uno y solo un elemento
denotado por —a, tal que:
a+(-a) =—a+a=0.
b. Existencia del inverso multiplicativo o reciproco.- Para cada a, distinto de cero, existe uno y

solo un elemento denotado por a™, tal que:

ata= aala(lj =1.
a

Una aplicacion del axioma 5a, es la definicion de resta o diferencia, asi como la definicion de la
division.

Definicién deresta 1.3.1

Sean a,be Rentoncesa—b=a+(-b).

A.RAMIREZ Q.
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La operacion resta, suma de un nimero real con el inverso aditivo de otro.

Definicién de divisién 1.3.2

Sean a,be R entonces ah™1= —: b=0.

Multiplicacién de un namero real con el inverso multiplicativo de otro a excepcion del nimero
cero.

Las propiedades de las operaciones usuales en algebra, se derivan de estos axiomas, se
mencionan algunas basicas.

Teoremas relacionados con laigualdad enR .
Sean a,b,c, nimeros reales cualesquiera, se tiene:
Teoremall. Sia-0=0-a =0.
Teoremal2. Si a+X =D, Xse designa por b—a.

Teoremal3.Sia+b =a+c,entoncesbh=c.

Teorema l4. Si ab =acy a=#0, entoncesb=c.
Teoremal5. Si ab =0,entonceso a=0 o b=0.

Teorema 16. Si a = 0, entonces (a™)" = a.
Teoremal7. —(-a) =a.

Teorema 8. (—a)b =—(ab)y (—a)(-b)=ab.
Teorema 19. (%4)+(%) = ad+bc/j sib=0yd=0.
Teorema 110.(24)(%) = AS|b¢0yd¢O

a
Teorema I11. M’)(C )= (ad% sib#0,c=20yd=0.
d

B) Axiomas de orden

Se inicia por definir que es un ndmero positivo, y a partir de éste concepto decidir cuando un
ndmero es mayor 0 menor que otro.

Se supone que el conjunto de los numeros reales contiene un subconjunto de numeros
denominado, nimeros positivos, denotado por R*, que cumplen con los axiomas siguientes:

Axioma 6. (De la clausura).Si a,b pertenecena R", también a+b vy a-b.

Axioma 7. (De la tricotomia). Para todo numero real x, unay solo una de las proposiciones
siguientes se cumple i.x e R". ii.(—x)eR". iii. x=0.

Axioma 8. 0¢R".

Una vez que se conocen las proposiciones que cumplen los nimeros positivos, se definen los
simbolos <,>, <,>, denominados menor que, mayor que, menor o igual que, mayor o igual que.

A.RAMIREZ Q.
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v" Relaciones de orden

Seanx,yeRR, las relaciones de orden <,>, <, >, se definen mediante:
1. x<y siysoélosi (y—x)eR".

2. x>ysiysolosi y<xsiysoélosi (x—y)eR"

3. x<ysiysodlosi (x<y)o (x=y).

4. x>y siysoélosi (x>y)o(x=y).

Las relaciones de orden se conocen como desigualdades estrictas si utilizan el simbolo <o >,y
no estrictas cuando se emplea < 0 > .

Las propiedades o teoremas relacionados con las desigualdades, se derivan de los axiomas de
orden dados, algunas de las mas importantes son:

Teoremas de la desigualdad en R

Seana,b,c,d, x , nUmeros reales cualesquiera.

Teorema D1. x>0 siysolosi xeR".

Teorema D2. x esnegativo, siy sélosi x<0.

Teorema D3. (Tricotomia) Sean a,b numeros reales cualesquiera, una y sélo una de las
proposiciones se cumple i.a<b. ii.b<a. iii.a=Db.

Teorema D4. (Transitiva)Si a<b y b<c, entonces a<c.

Teorema D5. Si a<b entonces a+c<b+c.

Teorema D6. Si a<b y c¢>0, entonces ac<bc.

Teorema D7. Si a=0 entonces a*>0.

Teorema D8. Si a<b y c<0, entonces ac >hc.

Teorema D9. Si a<b entonces —a>-h. Si a<0, entonces —a>0.

Teorema D10. Siab >0 entonces a y b son ambos positivos 0o ambos negativos .
Teorema D11. Si a<cyb<d, entoncesa+b<c+d.

Se demuestra el teorema DA4.

Demostracion:
Por definicion de relacion de orden.

Si a<b, entonces(b—-a)eR", ysi b<c, entonces (c—b)eR".

Por axioma 6

(b—a)+(c—b)=bh.—a+c—b=(-b+b)+(-a+c)=0+(c—a)eR", portantoa<c.
Fin de la prueba.

1.3.1Tricotomia

Teorema D3. (Tricotomia) Sean a,b numeros reales cualesquiera, una y solo una de las
proposiciones se cumple i.a<b. ii.b<a. iii.a=Db.

A.RAMIREZ Q.




Céalculo Diferencial Numeros Reales

Demostracion:
Se desea demostrar que un numero real cualesquiera, cumple una y solo una de las
proposiciones del teorema.

Sea X=Db-—a, un naimero real, entonces del axioma 7,X cumple una y solo una de las
siguientes proposiciones: i.xeR". ii.(—x)eR*. iii.x=0.Si cumple i, entonces a<b,si

cumple ii, entoncesa > b, y si cumple iii, a =b. Fin de la prueba.

La relacion de orden se puede visualizar geométricamente en la recta real.
Sean A y B dos puntos cualesquiera de la recta real con B a la derecha de A. Figura 1.3.1.1,
entonces al punto A le corresponde el nimero real ay b al punto B.

La relacion a < b, indica geométricamente que el nimero real a esta a la izquierda del nimero
b . Andlogamente a > b, indica que el punto A, esta a la derecha del punto B, finalmente si
a=>b, entonces Ay B localizan al mismo punto

a a<b

A

me =
v

Figura 1.3.1.1 Representacion geométrica de a < b

1.3.2 Transitividad
Teorema D4. (Transitiva).Si a<b y b<c, entonces a<c.

Por lo visto en el punto anterior, si a <b significa que el punto A en la recta real, figura 1.3.2.1,
esta a la izquierda del punto B, y como el punto B a su vez esta a la izquierda del punto C,
entonces b<c, se puede concluir que si a<b y b<c entonces geométricamente se

visualiza quea < € , es decir el punto A esta a la izquierda del punto C.

-
L

c
C

rew
oe =

Figura 1.3.2.1 Representacion geométrica de a < b entonces a< ¢

1.3.3 Densidad

Se dice que el conjunto de nimeros reales es un conjunto denso, ya que, entre cada dos
nameros reales cualesquiera siempre existe un numero real, el siguiente teorema puntualiza
este hecho.

Teorema 1.3.3.1

Los racionales son densos en los nimeros reales. Es decir, dados dos numeros reales a,b
cualesquiera con a < b, existe un racional ¢, tal que a<c<bh.

1.3.4 Axioma del supremo (de completitud)
Antes de enunciar el axioma del supremo es necesario introducir algunos conceptos
relacionados con el tema.

, 10
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Cota superior de un conjunto
Definicion 1.3.1

Sea S un conjunto no vacio de nimeros reales. Si existe un nimero real b, tal que para todo
X €S, se tiene X<b, se dice que, b es una cota superior de S, y que el conjunto S esta
acotado superiormente porb .

Si b es elemento de S, se denomina maximo de S se escribeb =maxsS.

Si el conjunto S no tiene cota superior, se dice no acotado superiormente.

Cotainferior de un conjunto
Definicion 1.3.2

Sea S un conjunto no vacio de numeros reales. Si existe un numero real a, tal que para todo
X eS, se tiene a <X, se dice que, a es una cota inferior de S, y que el conjunto S esti
acotado inferiormente por a.

Si a es elemento de S, se denomina minimo de S se escribe a=minS.

Si el conjunto S no tiene cota inferior se dice no acotado inferiormente.

Ejemplo 1.3.2
El intervalo (1, 6), esta acotado superiormente, 6 es una cota superior, el conjunto de cotas

superiores es el intervalo[6,oo).Esté acotado inferiormente, 1 es una cota inferior, el conjunto

de cotas inferiores es(—OO,l] .El intervalo dado no tiene maximo no tiene minimo.

Conjunto acotado
Definicion 1.3.3

Un conjunto S de numeros reales, se dice acotado si y s6lo si esta acotado superiormente e
inferiormente.

Supremo de un conjunto
Definicion 1.3.4

Sea S un conjunto no vacio de nimeros reales, acotado superiormente por b y no existe cota
superior de S menor que b entonces b se denomina supremo de S se escribe b = supS.

infimo de un conjunto
Definicion 1.3.5

Sea S un conjunto de nimeros reales, acotado inferiormente por a y no existe cota inferior de
S menor que aentonces a se denomina infimo de S se escribe a=inf S.

De las definiciones anteriores, el supremo es la menor de las cota superiores y el infimo es la
mayor de las cotas inferiores. Es importante indicar que, determinar el supremo o el infimo de
un conjunto no es tarea facil.

Ejemplo 1.3.3
Para el conjunto C = {x‘x2 <2, Xe Q+} se tiene:
1. Dos es cota superior.

2. Cero es cota inferior.

, 11
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3. Dos es cota superior pero no es elemento de C por lo que no es maximo.

4. Cero es cota inferior pero no esta contenido en C por lo que no es minimo.

5. Cero es el infimo ya que es la mayor cota inferior.

6. Dos no es supremo de C ya que ningun nimero racional al cuadrado es igual a 2.

Ejemplo 1.3.4
Sea A= {X|0 <x<1 Xxe R} determinar si tiene cota superior, cota inferior, maximo, minimo,

supremo, infimo.

Solucién

. Uno es la cota superior.

. Cero es cota inferior.

. Uno es cota superior pero no es elemento de A, por lo que no es maximo.
. Cero es cota inferior, esta contenido en A, por lo tanto es minimo.

. Uno es el supremo, ya que es el menor de todas las cotas mayores de A
. Cero es el infimo, ya que es la mayor de las cotas menores de A.

. El conjunto A, es un conjunto acotado.

N o o, WN PR

Para terminar con los axiomas que satisfacen los nimeros reales, se enuncia el axioma del
supremo, denominado también, axioma de complitud o de completitud.

El axioma del supremo permite afirmar la existencia de los himeros irracionales, con lo cual el
conjunto de los numeros reales es un conjunto denso.

C) Axioma del supremo
h’odo conjunto no vacio y acotado superiormente posee supremo. |

1.4 INTERVALOS Y SU INTERPRETACION MEDIANTE DESIGUALDADES

De la relaciébn de orden de los numeros reales, el subconjunto de numeros reales que
satisfacen una determinada desigualdad se denomina intervalo y dependiendo de la relacion de
orden existen diferentes tipos:

1. Intervalo abierto(a,b).- es el conjunto de nimeros X que son mayores que el numero real
a, y menores que el nimero real b, y satisfacen la relacion a<x<b o]
bien(a,b) = {X|a <X< b} .Geomeétricamente:

X
+«—— 0 o—» R

a b

2. Intervalo cerrado[a,b] .-Conjunto de numeros reales X, que son mayor o igual que el
nimero real a,y menor o igual que el nimero real b, satisfacen la relacion a<x<b o

[a,b] = {X|a <x< b} geométricamente

«— —— [
a b

, 12
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Con la combinacion de estas desigualdades se obtienen los siguientes intervalos:

3. Intervalos semiabiertos

(a,b]={xjJa<x<b} D S
a b

[a,b)={x|a£x<b} — e R
a b

4, Intervalos infinitos

(a,0)={xJa<x] “«— X » R
a

[a,00) = {x[a < x} — e » R
a

< X o—» R

(—o0,b) ={x|x <b} b

(—o0,b] ={x|x < b} < e ’ > R

(—oo,oo):{X|XeR}:]R < X » R

1.5 RESOLUCIONES DE DESIGUALDADES DE PRIMER GRADO CON UNA INCOGNITA Y
DESIGUALDADES CUADRATICAS CON UNA INCOGNITA.

Resolver una desigualdad con incégnita X es encontrar todos los valores, tales que hagan
verdadera la proposicién dada, utilizando los axiomas de los niUmeros reales.

La solucion de una desigualdad, generalmente es expresada, en notacion de intervalo o union
de ellos, cuando las desigualdades son estrictas, los extremos del intervalo no son parte de la,
solucidn y son parte de ella, si las desigualdades son no estrictas.

Desigualdades de primer grado con unaincégnita
Son aquellas de la forma ax+b>0, a#0 y en su soluciébn se aplican los axiomas y

propiedades de la seccién 1.3 relativo a los nimeros reales.

Ejemplo 1.5.1
Resolver la desigualdad ax+b >0, a=0 e indicar los axiomas utilizados.

Solucion
Setiene ax+b>0, a#0  aplicar A5a

, 13
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ax+b+(-b) >0+ (-b) sumar (-b) enambos lados, simplificar
ax+0>-b multiplicar por a *(A5b)
a‘ax>a(-b) a‘'a=1(Adb)

x> —-ba™ aplicar A5b

X=>—— si a >0, Elconjunto soluciones x e {—g,oo}
a

. b . : b
y sia<0 entonces x<—— vy porlotanto el conjunto soluciones x €| —o,— |.
a a

Interpretacion geométrica
Si en la desigualdad ax+bh>0,a>0 se tomay, =ax+b, y y,=0, entonces Y, 2Y,, significa

geomeétricamente que en x = 73; y; = Y,, €s decir, en este valor de X, las rectas se intersecan.
a

b
Para todo valor de x, en el intervalo(—,wj ,se cumple que Y, >Y,es decir, larecta dada por
a

Yy, esta arriba de larecta Y, ver figura 1.5.1

vy =ax+b

Figura 1.5.1 Visualizacion de la soluciona ax+b >0, a=0.

Ejemplo 1.5.2.
Resolver la desigualdad % x+3>0.
Solucién

Se tiene % X+3>0sumar (-3), A5a.

3X+3+(-3)20+(-3) simplificar

N
vV

X>-3 aplicar A5b

2(;)X >2(-3) aplicar Alb y A4

X > —6.

En notacion de intervalo x e [—6,)..

] 14
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Geomeétricamente

De la desigualdad%x+32 0,8, y, = tx+3 y ¥, =0, enX=06, las rectas se intersecan. Para
2

todo valor de X, en el intervalo (6,00) se cumple
quey, >Y,, es decir, la recta dada pory, = 1x+3,
2

esta arriba de la recta y, =0, que corresponde al
eje X, ver figura 1.5.2.

Ejemplo 1.5.3

Resolver la desigualdad _3x+2>0.
4

Solucioén

Se tiene — 2 x+2>0sumar (-2), aplicar A5a.
4

_; X+2+(~2)>0+(-2) simplificar

_%xz—z aplicar A5b, Adb
(_ 3) (_ 4) X< (-2) (_ 4) simplificar
4 3 3
8
X< -,
3

., . 8 .
En notacion de mtervaIOXE(_w,} .es el conjunto
3

muestra en la figura 1.5.3.

Ejemplo 1.5.4

Resolver la desigualdad 3 -2x > 4x + 1
2

Solucioén

A

y.=0

Yi=pxt

N

-6

Figura 1.5.2 Visualizacion de la

solucién a la desigualdad % X+3>0.

o =——x+2

w e

Figura 1.5.3 Visualizacién de la

., . 3
solucion a la desigualdad - —x +2>0
4

Se tiene 3—2x > 4x + - , sumar (_1J aplicar Aba, y TD5
2 2

A.RAMIREZ Q.
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3+ (—ij -2X 42X > AX 42X + % + (—i) simplificar

1
5 . y, =4x + =
x> 6X aplicar A5b 2
2
1)5 1 o
Zl=x>| = |6x simplificar
6)2 6
y;1 =3—-2x
5 . 5
—>X 0 bienx<—.
12 12

v

"
5o e

., ) 5
En notacion de intervalo Xe(—oo, j
12

Geométricamente Figura 1.5.4 Visualizacion de la solucion a

: . 1
De la desigualdad 3 - 2x > 4x + =, la desigualdad 3 —2x > 4x + .
2
Si y,=3-2xvy y,=4x+ 1 entonces y, >, , Significa,
2
f _ 5
geométricamente, que para todos los valores de X, en el intervalo _OO'E , la recta dada por

y, =3-2x, estaarriba delarecta y, =4x+ 1 ver figura 1.5.4.
2

Ejemplo 1.5.5

Resolver la desigualdad3x —1<x -2 < Lyso.
2

Solucién

La desigualdad se cumple siy s6lo si 3x-1<x-2,y x—2<1x+2 .
2

Al resolver la primera parte:

3X-1<x-2 sumar (—x),aplicar A5a, TD5
3X+(—Xx)-1+1<x+(-x)-2+1 simplificar
2x<-1 aplicarA5b
[1j 2x < —1[1j simplificar
2 2
1
X< ——.
2

1

La solucién en forma de intervalo es Xe (oo,z} .

, 16
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Al resolver la segunda parte:

x—2<1x+ 2 sumar [—1xj,aplicarA5a, TD5
2 2

X+(—;x)—2+2<%x+(—;xj+2+2 simplificar

@] Xx<4 aplicarA5b
2@) X < (2)4 simplificar
X <8.

La soluciéon en forma de intervalo es X € (—oo,8).

Como los valores deXx, deben cumplir la primera desigualdad y la segunda, entonces el
conjunto solucién debe ser la interseccion de los conjuntos solucion esto es

X e [—oo, —ﬂ N (—,8)= (—oo, —ﬂ 0 bien xe (—oo, —ﬂ

Geomeétricamente

yl
De la desigualdad 3x —1< x—2<£x+2, /

9 y3=Ex+2

Siy,=3x-1, y,=x-2,y y3=%x+2,entonces

Y, £Y, <Y, significa, geométricamente que, para todos

. 1 .
los valores de X, en el intervalo (—w,—z] la recta Y, esta

arriba de la recta y,, y abajo de larectay;, en x= _1, la
2

rectay; se interseca con larectay,, ver figura 1.5.5.

Figura 1.5.5 Visualizacién de la solucion a

Iadesigualdad3x—1£X—2<EX+2.
2

v' Desigualdades cuadraticas con unaincégnita.
(Desigualdades de la formaax® +bx+c¢>0, a=0.).

Este tipo de desigualdades es conveniente expresarla como producto y entonces resolverla.

Ejemplo 1.5.6
Resolver la desigualdad 2x° +%x-6>0 ,y expresar la solucion en forma de intervalo.

] 17
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Solucioén

3
La desigualdad 2x* +x—6>0, es equivalente a(X + 2)(X - 2] >0, en esta Ultima, se tienen dos

factores cuyo producto debe ser un nimero positivo, que se obtiene, si los factores tienen igual
signo, se presentan dos casos:

3 3
Caso A: X_E>0'y (x+2)>0, o bien Caso B: X_E<O’y(x+2)<0'

Para el caso A

X—-—>0 y X+2>0 aplicar A5a, TD5

x—§<0 y X+2<0 aplicar A5a, TD5

3 3 3 o
X——+—<— y X+2-2<-2 simplificar
2 2 2
3
X< — X<=2
5 y
3 . L .
(—OO,J y (—0,-2) conjunto solucion respectivamente
2

Xe (—oo, 2] N (—o0,—2) =(—o0,—2) conjunto solucién para el caso B.

La solucion de la desigualdad es la union de la solucion de los dos casos: X e(—w,—Z)U(z,wj-

Interpretacion geométrica
De la desigualdad2x’ +x—-6>0,si y,=2x* +x—6,y,=0 entonces Yy,>y, significa

3
geométricamente que, para todos los valores de X, en el conjunto (—oo,—Z)U(Z,OOJ, la gréfica

de Y, , que corresponde a una parabola esta arriba de la rectay, =0, que corresponde al
eje X, ver figura 1.5.6

Ejemplo 1.5.7

Resolver la desigualdad 2x* + x—6>0, y expresar la solucién en forma de intervalo.

Solucién
Del ejemplo anterior, observamos que so6lo cambia el sentido de la desigualdad, de manera que
ahora se buscan los valores deX, tales que sustituidos en la desigualdad se obtenga un

, 18
A.RAMIREZ Q.



Céalculo Diferencial Numeros Reales

3
ndmero negativo, ya que los valores dexe(—oo,—Z)u(z,ooj, »4

sustituidos en la desigualdad dan ndameros positivos,

Nl w

, . 3 ,
entonces los numeros del intervalo (—2,2), seran

ndmeros negativos, por lo tanto, son la solucibn a la
desigualdad. Geométricamente corresponde a la parte de la
grafica de la pardbola situada abajo del ejeX. Ver figura

1.5.6.
Figura 1.5.6 Visualizacién de la solucion a
la desigualdad 2x* +Xx—6>0.

1

Ejemplol1.5.8

Resolver la desigualdad 2x* —9x+7>-Xx* +x+6, y expresar la solucién en forma de intervalo.

Solucién
Para resolver la desigualdad, se simplifica la expresion algebraica, para transformarla a la

forma ax’ +bx+c¢> 0, y resolverla como en los casos anteriores.
Se tiene:
2X° —9X+7>-X* +x+6
S2X° +x2-9x+7-6>0

< 3x% —10x+1>0

c>(3x—5+\/§)(3x—5—\/§)>0.

La desigualdad es verdadera cuando se cumple que:
Caso A (3X—5+\/Z)>0 y (3X—5—«/5)>0 o bien

Caso B(3x-5++22)<0 y (3x-5-+22)<0

Resolver caso A

(3x—5+@)>0 y (3x—5—@)>0

3x>5-22 y 3x>5++/22
522 5122
X > A y X > A

Rl

[ T J (5 i ) - | |
,00 y , 00 conjunto solucién correspondiente
3 3

5- \/Z 5+ \/Z 5+ «/Z ) )
Xe ,00 [M ,00 | = ,00 | conjunto solucién para el caso A.

3 3

, 19
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Resolver caso B

(3x-5+422)<0 'y  (3x-5-+22)<0

3x<5-+/22 y 3x<5++/22
X < 522 y X < 5422
3 3
(—00, ° _;/Z] Yy (—OO, > +;/§] conjunto solucion para cada desigualdad

522 54422 52| _
Xe| —0o, M| —o0, =| —00, conjunto solucién para el caso B.
3 3 3

La solucién de la desigualdad es la unién de la solucion de los dos casos:

SR
Xe| —0, U , 00 .

3 3

ax+b
cx +d

Estrategia para resolver desigualdades de la forma >m

1. Considerar que el denominador debe ser diferente de cero.

. e L, X+
2. Realizar y simplificar la operamonaX—Jrs —-m>0, para obtener u >0.

cX + cX+d;

3. Como la division de dos numeros debe ser un nimero positivo, entonces el humerador vy
denominador deben tener el mismo signo, dando lugar a dos posibles casos:

Caso A 8X+hb >0 y ¢x+d, >0.
Caso B ax+h <0 y ¢x+d, <0,

Ejemplo 1.5.9
3x-2

Resolver la siguiente desigualdad A E
X J—

>06.

Solucioén

1. El denominador debe ser diferente de cero,4x —5=0, si x = s,
4

2. Realizar operaciones y simplificar
3x -2
4x -5
33X -2
4x -5
3x—-2
4x -5
3x—2-24x+30

4x -5

28 — 21x 20
4x -5
4-3x > 0.
4x -5

>6 sumar(-6)

+ (-6) > 6 + (-6) simplificar

-6>0 realizar operacion

>0  simplificar terminos semejantes

, 20
A.RAMIREZ Q.



Céalculo Diferencial Numeros Reales

3. Resolver por casos

Caso A.
4-3x>0 vy 4x-5>0 sumar 3x en la primera desigualdad y sumar 5 en la segunda

1 1
4-3x+3x>0+3x ¥y 4x—5+5>0+5 simplificar y multiplicar por (j la primera desigualdad y por (j la segunda
3 4

2% y
3

4 5 .
_w,i P
3 4
4 5 4 .,
Xe| —o,— [N =| —,— | soluciénparaelcaso A.
3 4 3

Caso B.
4-3x<0 vy 4x-5<0
4<3x y 4x <5

5
4

4 5
—<X vy X<—
3 4
4 5 - .
[ , ooj y (—oo, j solucion para cada desigualdad
3 4

5 4 ”
Xe| —o,— |N| =, | =& nohay solucion para el caso B.
4 3

4. Solucién para la desigualdad propuesta.

5 5
Solucién del caso A unién con la del caso B: (—w,j v = (—w,j )
4 4

1. 6 VALOR ABSOLUTO Y SUS PROPIEDADES
La siguiente es la definicion del valor absoluto de un niumero real x.

Definicién de valor absoluto 1.6.1

Sea x, un nimero real. Entonces su valor absoluto, denotado por|x| es definido por

X, Six=0
|X|: -X, si x<0.

Geométricamente, representa en la recta real, la distancia que hay del origen al punto X.Ver

figural.6.1
i s
. » R

Figura 1.6.1 Representacion geométrica de|X| .
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e M—

v
=

a b

Figura 1.6.2 Representacion geométrica de la distancia entre dos nimeros.

Ejemplo 1.6.1

Utilice la definicion de valor absoluto para determinar el valor absoluto de 5 y de -5

Solucioén

Puesto que x =5, entonces x>0, se aplica la primera parte de la definicion, es decir|X| =X=5,

Si  x=-5, entonces x<0, se aplica la segunda parte de

decir|x| =-x=-(-5)=5.

Ejemplo 1.6.2
Resuelva la siguiente igualdad |[x+1]=2.

Solucién
De la definicion de valor absoluto, se tiene que:

X+1=2 x=2-1 x=1
|x+1|:2<:> o o ,
X+1=-2 x=-2-1 X=-3.

Por lo tanto la solucién esX=1y x=-3.

Ejemplo 1.6.3

Resuelva la siguiente igualdad ‘xz - 2‘ =1.

Solucién
De la definicion de valor absoluto, se tiene que:
x*-2=1 X =1+2 x* =3
‘xz —2‘:1<:> , = =¥ _
X*—-2=-1 X"=-1-2 X" =-3.

la definicion,

es

Despejar X de la primera parte, la solucion esx=i\/§. Para la segunda parte no existe

solucion.

A.RAMIREZ Q.
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Propiedades del valor absoluto
Sean a, X, y nUmeros reales caulesquiera entonces

T.1.6.1 |x|>0.
T.1.6.2 |x=0 si ys6losi x=0.
T.1.6.3 |x|=|-x.
T.1.6.4 |xy|=|x|y|-
X
:u, ly| 0.

|yl

T.1.6.6 [x—y|=0 si ysoélosi x=y.

X

T.1.6.5

Propiedades de las desigualdades con valor absoluto
T.1.6.7 —|x|<x<|x].
T.1.6.8 |x+y|<|x+|y] Desigualdad del triangulo.
. . .. | x=a, si x20
T.1.6.9 Sia>0, entonces |x|=a siy solo si _
Xx=-a, si x<0
T.1.6.10 |[x|<a si ys6losi —a<x<a.

T.1.6.11|x|>a siysoélosi x<-a o0 x>a

Propiedad T1.6.8
Demostracion
Para dos numeros reales X,y cualesquiera, por T.1.6.7 se tiene:

Para x: —[x|<x<|¥
ypara y: —lyl=y<lyl
al sumar las dos expresiones
—(IX[+|y))<x+y<(]x+]y]) y por T.1.6.7
X+ y|<|x|+]y] se obtiene el resultado.

1.7 RESOLUCION DE DESIGUALDADES QUE INCLUYEN VALOR ABSOLUTO.

Las propiedades del valor absoluto se aplican en la resolucion de las desigualdades con valor
absoluto.

Ejemplo 1.7.1
Resolver la desigualdad |x+2|<3, y escribir la solucién en forma de intervalo.

Soluciodn.
Setiene |x+2/<3 aplicar teorema T.1.6.10

|X + 2| <3 siysblosi —3<x+2<3 aplicar(-2) aplicar AA5, AO3 y simplificar
siysolosi —3+(-2)<x+2+(-2)<3+(-2) simplificar
si y s6lo si -5<x<1.
La solucién en forma de intervalo X (-5,1).

, 23
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Interpretacion geométrica
a. Significa que la distancia del punto con coordenada -2 al punto con coordenadaX,
debe ser menor que 3 unidades, ver figura 1.7.1.

-5 -2 1

Figura 1.7.1 Representacién geométrica de |X + 2| <3.

b. De la desigualdad |x+2|<3, si Y= |X+2| y Y, =3, entonces Y, <Y,, como el valor de Y, es

positivo, o igual a cero, entonces la grafica dey,, interseca al eje X, o esta arriba de él, sin

embargo debe estar abajo de la grafica de la recta y, =3.Ver figura 1.7.2

A

y
y = |x +2|

I
w

13’2

v

Figura 1.7.2 Interpretacién geométrica de la desigualdad |X + 2| <3.

Ejemplo 1.7.2

Determine los valores de X, que satisfacen la siguiente desigualdad |3x—4|22, escribir la

soluciéon en forma de intervalo.

Solucioén.
Se tiene |3x - 4| > 2, aplicarT.1.6.11

3X—4<-2 o] 3Xx—4>2 aplicar A5a, TD5, resolver las dos desigualdades y simplificar
IX—4+4<-2+4 0 3x—4+4>2+4 simplificar
1
3x<L2 o] 3x>6 multiplicar por (]
3
1 1 1 1
—13x<L2 = 0 ~13x>6| = | simplificar
3 3 3 3
2 . .
X< () (o] X2 (2) en notacion de intervalo
3

>
m
|
8

w |

2
. :l 0 Xe [2,00) solucién parcial.
. : L . 2
La solucion de la desigualdad en notacién de intervalo es x € (oo:| U [2,oo).
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Interpretacion geométrica

a. Significa que la distancia del punto de coordenada %, al punto de coordenadaX, debe ser

mayor o igual que % de la unidad. Ver figura 1.7.3.

Analiticamente

4
X——|>22& >
3

w N

>2e 3

Bx- 4225 ‘3[x—4J x-2
3 3

=
mIN'T
Wl r
Wl M
"_l—
=
v

b. De la desigualdad [3x-4>2, siy,=[3x-4y y,=2,

entoncesy, >Y,, como el valor dey,, es positivo, su grafica
interseca o esta arriba del eje X, ademas como es mayor o igual
quey, =2 lainterseca o esta arriba de su grafica. Ver figura 1.7.4

Figura 1.7.4 Interpretacion geométrica

de la desigualdad |3X - 4| >2.

Ejemplo 1.7.3
Resolver la siguiente desigualdad |x + 5= +g - Escribir la solucién en forma de intervalo.
Solucién
. 1 3 .
Se tiene |x+ > =X+ 2 aplicar teorema T1.6.11
1 3 1 3 _ _ N
X+ —-< —(X + ) (0] X+ —> X+ — aplicar AA5, AO3 a las dos desigualdades y simplificar
2 2 2 2
1 3 1 3 1 _ .
X+—=<—-X—— 0 X+E> X+ — sumar xy| —— [, alaprimera desigualdad, ala segunda
2 2

sumar (-x)y(—l),

2

1
2x <=2 (o] 0>1 multiplicar por (j
2
x<-1 (0] no hay solucién parala segunda parte de la desigualdad.
Asi, la solucion en forma de intervalo es x e (—oo,—l).

, 25
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Interpretacion geométrica 4

3
2X+_—,sly =

De la desigualdad 2

_| L
L

1
X+ =
2

1
X+ =/,
:

3
yY, =X+ > entonces y, >y, , significa que

para cualquier X, en el intervalo (—00,1) larecta Y, ,

esté arriba de la recta Y, .Ver figura 1.7.5

v

Figura 1.7.5 Interpretacién geométrica

de la desigualdad |y 4+ 1
2 2

Ejemplo 1.7.4

Resolver la desigualdad |2x +1| > |2X + 3| . Escribir la solucién en forma de intervalo.

Solucion
Se tiene |2x+1| > |2x+3.Aplicar AM5.

2X +1]
|2X+1|>|2X+3|<:> | | >le 2x+1 aplicar T1.6.11
|2x +3| 2x+3
2x+1 2x+1 ) N
<-1 (o] >1 aplicar AA5, AO3 y simplificar
2x+3 2x+3
2x+1 +1<0 0 2x+1 -1>0 efectuar la operacion
2X+3 2X+3
2X+1+2x+3 2x+1-2x-3 o
— <0 0 ———— > Osimplificar
2x+3 2X+3
4x + 4 - 1 , 1
<0 0 >0 multiplicar por | — Iaprlmeraypor(jlasegunda
2x+3 2x+3 4 2
x+1 -1 )
<0 0 >0 resolver cada una de las desigualdades.
2x+3 2x+3
. . X+1
Resolver la primera desigualdad <0.
2X+3
x+1
> 3<0<:>x+1>0 y 2x+3<0 o0 x+1<0 y 2x+3>0
X+

3 3
S x>-1 y X<—= o] X<-1y X>-——
2 2
3 3
< xe(-Lwo) y xe _OO’_E 0 xe(—wo,-1) Yy xe _E’OO .
o . 3
Solucion para la primera parte: xG(—l,oo)m(—oo,—Ej=®

Solucién para la segunda primera parte: x e (—oo. —1) M (—g , ooj = (_g , —1)

3
>xX+>-

Solucién para la desigualdad, la unioén de la solucién de la primera parte con la solucién de la

segunda xeJ u(—i—l}:(—i—l}.
2 2
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-1
De forma analoga para la segunda desigualdad %13 >0,

-1
2X+3

>0 2x+3<0

3 3
< X< —E Solucién parala segunda desigualdad X € (—oo, —j
2

Finalmente se tiene la solucion a la desigualdad dada

RS NERNE i

Interpretacion geométrica
a. De la desigualdad |2x+1) > [2x+3si

y
yi=12x+1] Y2
N1

y,= [2x+1 y y, =|2x+3|entonces Y, > Y,, significa que para Y2~ +3l
cualquier valor de X, en el intervalo (—OO,—l) la rectay,, esta

arriba de la recta y, .Ver figura 1.7.6

Figura 1.7.6 Interpretacion geométrica

de la desigualdad [2X+1] > [2x+3).

b. Respecto de la distancia de un punto a otro, se tiene qué, para cualquier valor de X, en el

intervalo (—,-1), la distancia de éste punto, al punto —%, es mayor qué del puntoX, al

punto—E
5

Analiticamente

> 2 >

|2x+1] > |2x+ 3| < ‘2[x+%j >

3]

&

3],

2(x+§j‘<:> 2
2

&

1
—— frl ——
«— |t El—’l . _
—x 3 -1 1
= -3

Figura 1.7.7 Interpretaciéon como distancia de un punto a otro |2X +1| > |2X + 3|

] 27
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Unidad 1
Ejercicios propuestos

Expresar el nimero racional como una expansion decimal finita o bien como expansion decimal
infinita.

1 ¥ -l o5 %

Ll ol .
8 21 3 13 7

Expresar en forma P con p,q € Z m las siguientes expansiones decimales
q

6) 0.123. 7) 0142, 8) 2145. 9) 3.1819. 10) 0.5122.
Sobre la recta real localice los puntos de coordenadas

1 4 1
1) 3. 12) -2 13) 3.14) —i. 15)—%16) 1.75.17) -2.15. 18)+/3. 19)—/5.

Para los siguientes nimeros racionales determine su relacion de orden

13 22 2 41 25 23
20) —y —. 21) ——y—-—. 22) —y —.
)16y9 ) 5y 100 )46y40

Para los siguientes conjuntos determine si es que existe:

a) Cota superior b) cota inferior c¢) maximo d) minimo e) supremo f) infimo
23) A= {—%,0,1}. 24) B=[a,b). 25) A={x|x>1}.26)C= {2—1|n = 3,4,...} .
n
Escriba como una desigualdad los siguientes intervalos

27) (—»,3]. 28)(—%,%] 29){2,00]. 30)(—%,2] 31)(-%,3.

Represente geométricamente las siguientes desigualdades y escribalas con notacién de
intervalo

2
32)x <0. 33) -5 <x<4. 34) x<—/2. 35) 5>x. 36) x>1.
Resuelva las siguientes desigualdades lineales
1 2 1
37)x+3<1. 38) 3x+4<2x-3. 39) 11x—5£2x+1. 40) 7X—§>EX—8.

41) lx—ﬂzzx+z. 42) gx—§2—£x—10 : 43) —x—421x—5.
2 5 3 8 3 7 3 2

, 28
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44) —§x+2£—lx—g. 45) §x—i<—1x—2<§x+2.
2 4 5 3 5 3 2

Resuelva las siguientes desigualdades cuadréticas

50) x* +2x—8<0. 51) —x* =6x—-8>0.52) 2x* —x-10>0.53) —x* +3x—-3>0.
2 2 1 3 2
54) 2x° +6x+8<0. 55) x s5x+5. 56) —4x—2>5x . 57) 9x+18 > 2x

15 5 1 6 3 4 2
58) ——>x% - 2y« Zx4—. 59) -3x——< —X* +—X.
12 14 2 49 2 5 5

Determine si cada una de las afirmaciones es falsa o verdadera
60) [|=vx* . 61)[x=|-x|. 62) d(a0)=d(0,a). 63)d(ab)=d(ba).
64) d(a,b)<0. 65) d(x,1)=|x—1.66) d(x,~1)=[x—=1|. 67) d(x,~1)=|x+1.
Verifigue graficamente que
68) Si |X| <1 entonces x> x*. 69) Si |x|>1 entonces x < x*.
Resuelva las siguientes ecuaciones.
70) x| =5. 71) [x-1=2. 72) 3x-1=x+7. 73)|x-2|=|2x+1.
74) [ -4=2. 75X -2=x. 76)[x*-4=]4-x|.

Determinar el conjunto de nimeros que satisfacen la desigualdad. Expresar la solucion en
notacién de intervalo y graficamente.

77) [2x+3/<1.  78)[3x-2|<1.  79)[l-X>4. 80) [3—2X| < x.
81) [2—3x| > x. 82)‘———x <2Xx. 83) ‘———x> -X. 84) x—%< —2X.
85) 1—%>2. 86) 1+§SX. 87) ‘——— 2. se) X
89) i‘%i>3. 90) [x* -2|=3.  91) [(x-1)(x+2)|<5. 92) [q<|x-1.

93) [2x -3 |x+1. 94) [x-2<[4—-X’|.
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CAPITULO 2

FUNCIONES

COMPETENCIA ESPECIFICA A DESARROLLAR

Comprender el concepto de funcidn real, y tipos de funciones, asi como sus propieda-
des y operaciones.
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2.1 DEFINICION DE FUNCION

Ademas de los nimeros reales, otro concepto fundamental relacionado con el célculo es el de
funcién, que en términos generales es una manera de asociar los elementos de un conjunto A
con los elementos de un conjunto B, sin importar la naturaleza de los elementos que forman a
los conjuntos.

Cuando los elementos de los conjuntos A y B son nameros reales la funcion se denomina fun-
cion real de variable real .Su notacion f :R —»R selee“fderenr”.

Definicién de funcién 2.1.1

Sean Ay B subconjuntos de numeros reales. Una funcién f es una regla que asocia a cada
elemento X del conjunto A uno y solo un elemento Yy del conjunto B.

Al conjunto A se llama dominio de la funcién, y codominio al conjunto B, se ilustra esta rela-
cién en la figura 2.1.1

Se denomina imagen de X, al Unico elemento Y en el conjunto B, que la regla de correspon-

dencia lo asocia con el elemento X del dominio, se escribey = f (X) selee “f de X”yrepre-
senta el valor de la funcién para el valor correspondiente de X.

Al conjunto de todas las imagenes f (X) en B, se denomina rango o recorrido de la funcion se

escribe R; y D, para el dominio.

Puesto que los valores de y = f (x) dependen del elemento X elegido, aX se denomina varia-
ble independiente y variable dependientea VY .

A B

Dominio Codominio

Figura 2.1.1 Relacion grafica de los elementos de una funcion

Representacion de una funcién:
Existen diferentes formas de representar una funcién siendo las mas usuales las siguientes:

1) Mediante un enunciado, es decir describiéndola con palabras.

2) Mediante el uso de tablas es decir por medio de una relacion numérica.

3) Utilizando una expresion algebraica, es decir en forma analitica.

4) Mediante una gréfica, diagrama de flechas etc., esto es, utilizando una representacion visual.
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Ejemplo 2.1.1
Representacion de una funcion en diferentes formas
1) Mediante un enunciado: “Asignar a cada numero natural par menor que 8 su cuadrado”.
2) Uso de tablas.
3) Utilizando una expresién algebraica:
y=x* D; ={x|x=2nneN;n<4} R, ={4,16,36}.

4) Mediante una grafica figura 2.2.2
La transicion de una forma a otra de representar una funcién, constituye una habilidad, que

permite plantear y resolver problemas relacionados con las diferentes materias que utilizan el
calculo en su aplicacion.

F 3
y
36 .
16 .
4 .
x,
2 4 6

Figura 2.2.2 Representacion grafica de una funcion

2.2 CONCEPTO DE VARIABLE, FUNCION DOMINIO, CODOMINIO Y RECORRIDO DE UNA
FUNCION

Cuando una cantidad o magnitud depende de otra, se dice que la primera es funcion de la se-
gunda, y su magnitud puede ser afectada por la variacién de la segunda, en tal situacién, se
dice que la primera magnitud, es una variable dependiente y variable dependiente a la segunda
En las funciones reales de variable real, la variable independiente se representa por la le-
tra X ,representa un elemento cualesquiera del dominio de la funcién, sus valores generalmente
se localizan geométricamente en el eje de las abscisas y a la variable dependiente se le repre-
senta por Y, y sus valores se localizan en el eje de las ordenadas, la notacion funcional que las

relaciona es dada por

y=f(x).

Dependiendo de los valores que tomen las variables, éstas pueden ser, continuas si tienen
cualquier valor entre dos numeros y discretas cuando no toman valores intermedios.

Ejemplo 2.2 1
En la funcion f definida por: “Asignar a cada ndmero natural par menor que 8, su cuadrado” la

variable dependiente y la independiente son variables discretas.
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Ejemplo 2.2.2
En la funcion f definida por: “Asignar a cada ndmero real su cubo” las dos variables son conti-

nuas.

No necesariamente deben ser las letras X, Y las que se utilicen para denotar las variables, se
pueden utilizar otros simbolos.

v' Dominio de una funcién.
El dominio de una funcion real de variable real, lo forman todos los valores que la variable in-
dependiente puede tomar de un conjunto finito o infinito de niumeros reales, para los cuales el
valor de la funcion también es un numero real, y puede ser de forma explicita o implicita en
éste caso, se denomina dominio natural.

El contexto de la funcién define su dominio y cuando esta definido por una expresién algebraica
se debe determinar las restricciones en los valores de la variable independiente, eligiendo solo
aguellos cuya imagen sea un namero real.

Ejemplo 2.2.3
Determinar el dominio de la funcién que relaciona el radio de una esfera con su area superfi-
cial.

Solucioén

La férmula para calcular el area de una esfera es A= 47r® . En esta expresion la magnitud del
area A, depende del valor del radio I de la esfera, con lo que se establece una relacién funcio-
nal entre el radio y el area de la esfera, es decir A es funcién de I, identificando al radio como
la variable independiente y A como la variable dependiente. Ademas, para que exista la esfera,
el valor del radio debe ser un nimero positivo, con lo cual el dominio de la funcién es:

D, = {r ‘r e R+}
. .. 2 . . P
Por otra parte si la expresion, A=47zT° no se limita a determinar el area de la esfera, los valores

de la variable independiente I, seran todos los numeros reales, ya que cualquier nimero real al
cuadrado es también un numero real, asi el dominio de la funcién ahora es:

D; ={r[reR}.
Ejemplo 2.2.4
Determine el dominio de las siguientes funciones.
1 X x—-1
a)f(x)=——. b)g(X)=—7F——=. c)h(x)=,——.
)= )9(x) 6X” + X~ 2 () 4—x

Solucion
a) Se observa que el Unico valor de x que no tiene imagen es 2 ya que al sustituirlo en la ex-
presion algebraica el denominador es cero.

Asi el dominio es D¢ ={x|xeR,x#2} 0 D; =(-,2)u(2,%) .

A.RAMIREZ Q 35



Céalculo Diferencial Funciones

b) Como el valor de la funcién es dado por una division entonces para que exista se debe evi-

: 1 2
tar que el denominador sea cero, lo cual ocurre cuando x=- 0 x=--, de manera que el do-

2 3
minio la funcion es;:
1 3 2 21 1
D; =ix|xeR,x#—-,-—p 0 D =|-0,—— |U|-=,—- |U|=,0|.
2 2 f 3 32 2

c) Como el valor de la funcién es dado por la raiz cuadrada de un nimero real, éste debe ser
x—-1
4-xX

no negativo, es decir, los valores de la variable x, deben cumplir con la desigualdad >0,

que tiene como solucién el intervalo[1,4),el cual corresponde al dominio de la fun-

cion D; =[1.4).

v" Rango de una funcion
En el codominio se localizan las imagenes de los elementos del dominio y su conjunto se de-
nomina rango de la funcién, el cual puede ser el total del codominio o solo un subconjunto de
él, puesto que la manera de asignar a cada elemento del dominio con su imagen depende de la
regla de correspondencia, se dice que el rango de una funcion, queda determinado por su do-
minio y la regla de correspondencia.

Ejemplo 2.2.5
Determine el rango de las siguientes funciones.
1 X x—1
a)f(x)=——. b)g(X)=—7——=. c)h(x)=,——.
) 109=353 )9 6X° +X—2 n(x) 4-x
Solucién

a) Del dominio de la funcion es D; ={X|xeR,x#2} 0 D; =(-%,2)U(2,»), se elige un valor

dex <2, entonces el denominador es negativo(X—2 < 0),asi que, el cociente es un numero

real negativo cualesquiera, si ahora se elige x > 2, el denominador es un numero real positivo
cualesquiera, finalmente el valor de la funcién no puede ser cero puesto que el nhumerador, no
es cero, obteniendo de esta manera, el rango de la funcion es Rf = (_oo,o) u(o,oo)

b) Como el valor de la funcién es dado por una division, entonces para que exista, se debe

, . 1 2 -
evitar que el denominador sea cero, lo cual ocurre, cuando x = > 0 X= -3 La funcion es cero

en X =0. Formar intervalos con esto niUmeros como extremos, y determinar la tendencia en los
valores de la funcién para cada uno de ellos, se tiene

. 2 , . .
Sixe (—oo, —) el valor de la funcion es un numero negativo, es decir f(x)<0
3
. 2 . " ,
Sixe (— , Oj el valor de la funcion es un numero positivo, es decir  f(x) >0
3
. 1 . , .
Sixe (0, ) el valor de la funcion es un numero negativo, es decir f(x) <0
2

Sixe (; , ooj el valor de la funcion es un numero positivo, esdecir f(x)>0
y finalmente, si x=0 el valor de la funcion es cero,esdecir f(x)=0.
A.RAMIREZ Q 36




Céalculo Diferencial Funciones

De manera que el rango de la funcién son todos los numeros reales.

c) Como el valor de la funcion, es dado por la raiz cuadrada de un namero, y puesto que el
valor minimo de la raiz cuadrada de un nimero es cero, en este caso, cuando x =1, se analiza
que valores toma la funcion para los valores de x en el intervalo del dominio, es decir, cuando

X e[l, 4) , al hacer esto se observa que cuando x se aproxima a 4, los valores de la funcién con-

tinban aumentando indefinidamente, asi el rango de la funcién es el intervalo [0,00).

2.3 FUNCION INYECTIVA, SUPRAYECTIVA Y BIYECTIVA.

Tomando como base la relacién entre los elementos del domino de la funcién con sus corres-
pondientes imagenes, las funciones se clasifican en: inyectiva, suprayectiva y biyectiva.

Definicién 2.3.1

Funcién inyectiva o uno a uno.-Es aquella funcién en la cual, cada uno de los elementos del
codominio, es como maximo imagen de uno del dominio, o bien no es imagen de ninguno.

En este tipo de funciones se verifica que: si X, # X,entonces f(x)# f(X,) .

Ejemplo 2.3.1
Determine si las siguientes funciones son inyectivas en el dominio indicado y en su dominio
natural.

a) f(x)=1-x, D, ={x|Xe(—oo,0)}. b) g(x)=x, Dg:{x|XE[O,oo)}.

Solucién

a) Se tiene f(x):l—x y Dy ={X|XE(—O0,0)}

Si X # X, para cualesquier X, X, €(—,0) entonces f(x)# f(x,)

Asif(x)=1-x y f(x)=1-Xx,comoX #X,, entonces f(x)#f(x,) porloque f es inyecti-

va en el dominio dado. ElI dominio natural de f son todos los niUmeros reales, y para X, X, na-
meros reales también se verifica lo anterior por lo que también es inyectiva.

b) Se tiene g(x)=x* y Dg Z{X|X€[0,OO)}

Si X #X, , para cualesquiera X;,X, €[0,) entonces g(¥)#d(x,).

Asi, g(x)=(4)’Y g(%)=(x)?comoX #X, , entonces se verifica que (%) #9(X,) por lo que
g es inyectiva en el dominio dado. El dominio natural de g son todos los numeros reales, y

para X, X, nimeros reales, no se verifica lo anterior ya que, si X, # X, puede suceder que
g(x)=09(X,), por lo tanto no es inyectiva.

Comprobacion grafica: Es inyectiva si y sélo, si su gréafica se interseca en uno y solo un punto
con toda recta paralela al eje X .
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Definicién 2.3.2

Funcién suprayectiva o sobre.-Si todos los elementos del codominio son imagen de por lo
menos un elemento del dominio.

Ejemplo 2.3.2
Determine si las siguientes funciones, son suprayectivas.

a) f(x)=1-x". b) g(x)=2-x*. c) h(x)=vx.
Solucién

a) Se tiene f(x):l—xs. El rango de la funcién son todos los numeros reales y el codominio

también y para todo nimero real en el codominio existe otro en el dominio de la funcién, por lo
gue la funcién es suprayectiva o sobre.

b) Se tiene g(x)=2—x2 Y Ry =(-»,2]. Si el codominio de la funcion es igual que el rango en-

tonces la funcién es suprayectiva, si no es asi entonces no lo es.

c) Se tiene h(x)=+/x, D, =[0,)y R =[0,e0). Silafuncién hse define como h: [0,0) > [0,0),,

entonces es funcion suprayectiva o sobre, si no es asi, no.

Definicién 2.3.3

Funcion biyectiva o biunivoca.-Es aquella funcién que es inyectiva y suprayectiva, es decir a
cada elemento del dominio le corresponde solo un elemento del codominio y a cada elemento
del codominio le corresponde uno solo del dominio.

Ejemplo 2.3.3
Determine si las siguientes funciones son biyectivas o biunivocas.

a) f(x)=1-x b) g(x):%\/l—_x, g9:(-0,1] >[0,:0). «¢) h(x):%, h:R-{0} - R-{0}.

Solucién
a) Se tiene f(x)=1-x definidacomo f : ® — &, conD, =R, yR, =R ; en donde para cada
namero real en el dominio, existe, uno y sélo uno, en el codominio, dandose una correspon-

dencia de elementos uno a uno. Por otra parte, el rango es igual al codominio obteniendo una
funcion sobre por lo tanto la funcién es biyectiva.

b) Se tiene g(x)zéx/l—_x g:(—00,1] >[0,0)

Se verifica que para cada elemento del codominio, existe un Unico elemento del dominio, dan-
do lugar a una relacion uno a uno, y como el codominio es igual al rango, se tiene una corres-
pondencia sobre por lo que la funcién es biyectiva.

c) Setiene h(x)== h:R-{0} > R-{0}.

X |~
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2.4 FUNCION REAL DE VARIABLE REAL Y SU REPRESENTACION GRAFICA.

Una funcion real de variable real también se define como:” Conjunto de pares ordenados de
nameros reales(x, y)tales gue no existen pares diferentes que tengan el mismo primer elemen-

to”. Si a cada par ordenado(x, y) se hace corresponder con un punto del plano cartesiano, en-

tonces se puede obtener la grafica de la funcion, el par ordenado (X, y)se denomina coordena-
das del punto.

El primer elemento (X) del par ordenado, corresponde al dominio de ,

la funcion, y se localiza sobre el eje X, representa la distancia dirigi-
da del punto de coordenadas (x,y) al eje Y. 3:&1") ,

El segundo ( y) elemento del par ordenado, corresponde a la imagen |

A J

del elemento del dominio, se escribe y = f (x)y se localiza sobre el

eje Y, representa la distancia dirigida del punto de coordenadas Figura2.4.1 Localizacién de

(X, y) al ejex. Ver figura 2.4.1 un par ordenado (x, y)

Cuando el conjunto de pares ordenados de nimeros reales no es muy extenso se pueden loca-
lizar todos los puntos y de esta manera obtener la representacion grafica de la funcion.

Ejemplo 2.4.1
Represente graficamente la funcion f definida por: “Asigne a cada entero mayor que -4 y me-

nor que 3 su valor absoluto”.

Solucion. y
Dominio de la funcion: D, ={-3,-2,-1,0,1,2} ] 3

Rango de la funcién: R, ={0,1,2,3}

Funcion como conjunto de pares:

f ={(-29)(-22),(-11),(00). (1), (2.2) A

Figura 2.4.2 Grafica de la funcion

Lo complicado al trazar la grafica de una funcion depende de la regla de correspondencia, es

decir de la expresion analitica que la define, si es de la forma, y = mx + b la grafica es una recta
. . .. 2 z

y para trazarla es suficiente un par de puntos, si tiene la forma Yy = ax” +bx + C es una parabola,

y requiere de algunos puntos mas para graficarla los que se unen mediante una curva suave,
para otros casos, resulta conveniente considerar los siguientes puntos:
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e Determinar los elementos del dominio, aquellos que no lo son y determinar signo de la
funcion en los intervalos del dominio.

e Determinar los puntos de interseccion con los ejes coordenados.

e Observar el comportamiento tendencial del valor de la funcion cuando la variable inde-
pendiente tiende al extremo de un intervalo abierto.

e Hacer una tabla con los pares obtenidos y localizarlos en el plano, unirlos mediante una
curva suave (en temas posteriores se veran otros aspectos importantes para trazar gra-

ficas).
Ejemplo2.4.2
Trazar la gréfica de las siguientes funciones
X+4
a) f(x)=2x-3. b)y:3x2—2x—5. c) f(X)=——.
( ) ( ) 3x% —2x-5
Solucion A
a) La grafica es una recta, los dos puntos para graficarla son las Y
intersecciones con los ejes de coordenadas, es decir los pares:
(0,f(0)) y (x,0). Asi six=0,entonces f (0) =-3, si y=0,enton-
ces0=2x-3; y X=E.
2 X,
3
Por consiguiente los puntos de interseccion son:(0,-3) y (2,0]_ /
Ver figura 2.4.3 /

Figura 2.4.3 Gréfica de la funcion
f(x)=2x-3

b) El dominio de la funcién y =3x? —2x -5, son todos los niimeros reales.
- Interseccién con los ejes coordenados.
- Con el eje Y se tiene: (0, f(0)) si x=0 entonces f(0) =-5, se obtiene el punto(0,-5)

. . . 5
- Con el ejeX :(x,O) si y=0 entonces 0=3x"—2x—5,alresolver setiene x=—-1, x=—, Se
3

5
obtienen los puntos(-1,0), (3 , 0) :

Signo de la funcién en los intervalos del dominio.
Se elabora una tabla con los intervalos del dominio de la funcién para determinar el signo de la
ésta.
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Tabla 2.4.1
Intervalo | X de prueba | signo de f
(_OO! _1) -2 +

CIERE

De los datos de la tabla se tiene:
En el intervalo (—00,—1)el signo de la funcién es positivo asi que la gréafica esta “arriba” del

ejex.

En el intervalo (—1, 3), la funcion es negativa, la grafica esta “abajo” del eje x.

. 5 .z e e ¥4 “* H ” 1
En el intervalo (Ooj la funcion es positiva, asi que, la grafica esta “arriba” del eje x .
3

Con la informacion obtenida se realiza el bosquejo de la gréafica .Ver Figura 2.4.4

(_ 1-0)

Figura 2.4.4 Gréfica de la funcién y = 3x% - 2x-5.

. X+4 o y 5 5
c) Se tlenef(X)=m, el dominio de la funcion D =(—00,—1)u -1yl =0 .

Interseccion con los ejes coordenados.

. 4 . 4
Con el eje ¥ se tiene: (0, f(0)) si x=0 entonces f(0)=-- se obtiene el punto (0,—) ,
5 5

Con el ejeX:

X+4

2

(x,0) si y=0 entonces 0=
3x° —2x-5

,alresolver la ecuacion se tiene x=-4, se obtiene el

punto(—4,0).
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Signo de la funcién en los intervalos del dominio.
Se elabora una tabla con los intervalos obtenidos, para determinar el signo de la funcion.

Tabla 2.4.1
Intervalo | X de prueba | signo de f

(=) | s -

(-4,-1) ) *

De los datos de la tabla se tiene:
En el intervalo (—%,—4), el signo de la funcién es negativo, asi que, la grafica esta “abajo” del

ejeX. En el intervalo (—4,-1), el signo de la funcién es positivo, la grafica esta “arriba” del

eje x.En el intervalo (—1, 3] , el signo de la funcién es negativo, por lo que la gréfica esta “aba-

jo” del eje x.En el intervalo (3,%], el signo de la funcién es positivo. Por lo que la grafica esta

“arriba” del eje x.

Tendencia de la funcién
En el intervalo (—00, —4) , Sixes cada vez menor, el valor de la funcién, es cada vez mayor.

. 5 : o
En el intervalo [00) , Sixes cada vez mayor el valor de la funcion, es cada vez menor.
3

Para valores de X cada vez mas proximos a -1 por la izquierda, el valor de la funcién, es cada
vez mayor.

Para valores de X, cada vez mas préximos a -1 por la derecha, el valor de la funcién, es cada
vez menor.

Para valores de x, cada vez mas préximos a — por la izquierda, el valor de la funcion, es cada
3
vez menor.
. - 5 ..
Para valores de x cada vez mas proximos a — por la derecha, el valor de la funcion, es cada
3

vez mayor.

Con ésta informacion las ecuaciones x = -1, x =§, corresponden a las rectas asintotas vertica-
3

les a la gréfica de la funcion, y la ecuacion y = 0, es la asintota horizontal.

Con la informacién obtenida se hace el bosquejo de la grafica de la funcién .Ver Figura 2.4.5
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wlu;

X+4

Figura 2.4.5 Gréfica de la funcion f (X) REV

2.5 CLASIFICACION DE LAS FUNCIONES POR SU NATURALEZA, ALGEBRAICAS Y
TRASCENDENTES.

Las funciones reales de variable real, también se clasifican en funciones algebraicas y trascen-
dentes, segun la expresion analitica que la defina, siendo las primeras aquellas que se obtie-
nen efectuando con la funcién constante y la funcién identidad un nimero finito de operaciones
de adicién, sustraccién, multiplicacién, divisién, potenciacién y extraccién de raiz. Si una fun-
cién no es algebraica es trascendente.

Ejemplo 2.5.1
Son funciones algebraicas:
TX+4 TX+4 3
a)f(X)=———— b)g(X)=—=——. c)hx=2x—54.
() \3x? —2x -5 () \3x* —2x-5 (9= )

Son funciones trascendentes: las funciones trigonométricas, trigonométricas inversas, logarit-
micas, exponenciales.

2.5.1 Funcién polinomial
Un polinomio enX de gradon es una expresion de la forma p(x)=a,x" +a, X" +...+ aXx+a,

en donden es un ndamero entero no negativo yd,,d, ,...d, +d,son numeros reales llamados
coeficientes del polinomio.

Si una funcién es definida por un polinomio, entonces de denomina funcion polinomial, el domi-
nio son todos los numeros reales, en cuanto al rango éste difiere, si el polinomio es de grado
impar son todos los nimeros reales, en el caso del polinomio de grado cero el rango es solo el
elemento cero, el rango de una funcién polinomial de grado par se trata en temas posteriores,
se veran alguno ejemplos.
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v Funcién constante
El polinomio de grado cero, define la funcion constante, deno-

tada por f (x):co Yy =C, su gréafica es una recta paralela al y=c

ejeX, el rango consta de un solo elemento denotado por
R; ={c}. Ver Figura 2.5.1.1

v

Figura 2.5.1.1 Gréfica de la funcion
f(x)=c,c>0.
v" Funcién identidad
Si en la funcién lineal m=1y b =0, se obtiene la funcién f (x) =X, o y =X, denominada fun-
cion identidad. Ver Figura 2.5.1.2

Figura 2.5.1.2 Gréfica de la funcion f (X)=X .

v" Funcién lineal

El polinomio de grado uno denotado generalmente por A
y = mx + b define la funcion lineal, su grafica es una linea y y=mx+b
recta. Las coordenadas de los puntos de interseccion tie- o b)
b 0,

b . . (——,0)
nen la forma (O,b) ,(—,Oj con el eje Xy con el eje Y res- ™

a >

. . X

pectivamente. Ver Figura 2.5.1.3

Figura 2.5.1.3 Grafica de la funcion y = mx +b .

v" Funcién cuadratica
Es la funcion definida por un polinomio de grado dos, su grafica es una parabola con eje de
simetria paralelo al eje y .

Consideraciones para graficar la funcion.
e Si a, >0 la parabola abre hacia arriba.

e Si a, <0la parabola abre hacia abajo.
e Si a, >0 lainterseccion con el eje Y esta por encima del origen.

e Si a,<0 interseccion con el eje y esta por abajo del origen.

A.RAMIREZ Q 44



Céalculo Diferencial Funciones

e Si f(a) =0 entoncesa es una raiz, el nUmero maximo de raices es dos, se obtienen
por diferentes métodos, el mas usual la formula general, la abscisa del punto mas alto o

mas bajo se llama vértice, es dada por x = i y la ordenada o f [%] .
a
2 2

Ejemplo 2.5.1.1
Trazar la grafica de la funcién f definida por f (x) =-2x" +x+10.

Solucion
Identificar constantesa, =-2 a, =1 a,=10. g

Puesto que:

a, =-2<0, la parabola abre hacia abajo

8, =10 >0, la interseccion con el eje y esta por encima de origen X,
_2 5
Se resuelve la ecuacion 0=—-2x> +x+10 para obtener las rai- / \E
ces: X =-2 X, = g .Coordenadas del vertice:
11 1) 81 Figura 2.5.1.4 Gréfica de la funcion
x=——=-, f| = |=—. VerFigura 2.5.1.4 f(x)=-2x2+x+10.
2(-2) 4 4) 8

En la figura 2.5.1.5, se observan gréficas de funciones polinomiales de tercer y cuarto grado

A
Y1 R
f.grado 3
-~
7\ " D;
L\ A + 3 >
Fo \/ \

! A \ X
I g,grado 4

Figura 2.5.1.5 Gréficas de funciones polinomiales de tercero y cuarto grado

2.5.2 Funcién racional
Sean pyq polinomios enxde grado Ny M respectivamente  dados  por

p(X)=a,x"+a, X" +..+ax+a,, q(x)=bx"+b X" +..+bx+h entonces la fun-

cion f definida por f(x)= % se denomina funcién racional con dominio todos los valores
q(x

dex tales que el polinomio q(X)#0.
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Ejemplo2.5.2.1
Determine el dominio de las siguientes funciones e identifique si son racionales.
-1
a)f(x)=1. b)g(x)=5+(x+2). c)h(x)=(4-x)z.
X
Solucién

a) El numerador es un polinomio de grado cero y de grado uno el denominador por lo tanto es
funcién racional, el denominador es cero si X =0, asi el dominio son todos los nimeros reales
excepto cero.

b) La funcion se puede expresar como

2
g(x)=5+(X+2)_2=5+ L ~=5+— 1 :5X2+20X+21
(x+2) X2 +ax+4 X +ax+4

Donde el numerador y denominador son polinomios de grado dos, asi pues es racional la fun-
cion, el denominador es cero si X =-2, por consiguiente el dominio son todos los nimeros

reales excepto -2.
-1
c) La funcion h(X) = (4 - X)? se puede expresar como
-1
h(x)=(4-x)z =— > =1
(4-x)z VA=X

Ya que el denominador no es un polinomio, la funcién no es racional. Para determinar el domi-
nio, el denominador no debe ser cero, ademas el radicando debe ser no negativo, es de-

cird—x>0<>4>x,porloqueD; =(-x,4).

Considerar los siguientes puntos para trazar la grafica de una funcién racional:

1) Determinar los ceros del denominador y obtener el dominio de la funcién.
2) Observar el comportamiento de la funcién cerca de los ceros del denominador.
eSji X =a, es cero del denominador, entonces la rectaX = a es una asintota vertical, si
para valores de X, cerca dea por la izquierda o por la derecha, los valores de la funcion
aumentan o disminuyen sin cota.
¢ Si el cero del numerador también es cero del denominador verificar que X =a es 0 no
asintota vertical.
3) Interseccion con los ejes:
e Con el eje x verificar que f(x)=0 para algunXx, con el eje Y verificar que f (a) existe.
4) Determinar signos de la funcion en los intervalos del dominio.
e Si el signo de la funcion es positivo, la grafica esta arriba del eje X .
e Si el signo de la funcion es negativo, la grafica est4 abajo del eje X .

5) Observar el comportamiento o tendencia de la funcion cuando |X| es cada vez mayor.

6) Siel numerador y el denominador son factores primos.
e Sia es un cero del denominador X = @, es una asintota vertical.
¢ Si n<m entonces el eje X es una asintota horizontal.
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: a , )
¢ SiN=mM entonces y = 1 es una asintota horizontal.
m
¢ Si N>M entonces no hay asintota horizontal.
¢ Sin=m+1 entonces el cociente de la divisiéon es la asintota oblicua.

7) Calcular algunos puntos y localizarlos en el plano.

Ejemplo 2.5.2.2
Trazar la gréfica de las funciones.
2
1 0 XS —X-2
a)f(x)==. b)g(x)=5+(x+2)°. c)h(x)=—45——.
(=" Dlg(x)=5+(x+2) ()=
Solucion.

a) Se tiene f (x) = 1
X
1) Determinar los ceros del denominador X =0, asi D; =(-o,0)U(0,).

2) Observar el comportamiento de la funcién cerca de los ceros del denominador.
¢ El cero del denominador es X =0, entonces la asintota vertical tiene como ecuacion x =0,
ya que para valores de X proximos a cero por la izquierda y por la derecha, la funcién dismi-
nuye y aumenta sin cota sin respectivamente. Observar las Tablas 2.5.2.1,y 2.5.2.2.

Sucesién de valores de X, cada vez mayores pero menores que cero, los valores de la funcién
disminuyen sin cota.

Tabla 2.5.2.1
X -1 -0.1 -0.01 -0.001
f(x) -1 -10 -100 -1000

Sucesién de valores de X cada vez menores pero mayores que cero, los valores de la funcién
aumentan sin cota.

Tabla 2.5.2.2
X 1 0.1 0.01 0.001
f(x) 1 10 100 1000

3) Interseccion con los ejes.
e Con el eje X, no existe ningun valor de X tal que f (x) = 0, asi que no hay interseccion con el

ejeX, paraeleje Y, no existe f (0), por lo tanto no hay interseccion.
4) Determinar signos de la funcién en los intervalos del dominio.

eSi Xe (—00, 0) el signo de la funcién es negativo, la grafica esta abajo del eje X .
eSi Xe (0, OO) el signo de la funcién es positivo, la gréfica esta arriba del eje X .

5) Observar el comportamiento o tendencia de la funcién cuando |X| es cada vez mayor. Ver

Tablas 2.5.2.3y 2.5.2.4.
Cuando X aumenta indefinidamente, el valor de la funcién se aproxima a cero.

Tabla 2.5.2.3
X 1 10 100 1000
f(x) 1 -0.1 0.01 -1000
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Cuando x disminuye indefinidamente, el valor de la funcion se aproxima a cero.

Tabla 2.5.2.4
X ] 10 -100 ~1000
f(x) 1 0.1 -0.01 -0.001

6) Como el numerador y el denominador son factores primos
y cero es un cero del denominador entonces X = 0es la ecua-
cibn de la asintota vertical, ademas se cumple que
n=0<m=1, entonces el eje X, es una asintota horizontal.

7) Los puntos para la gréfica pueden ser tomados de las ta-
blas. o

Con la informacion anterior se traza la grafica, Figura 2.5.2.1.

Figura 2.5.2.1 Gréfica de la funcién

1
f(x):;.
2
b) Se tiene g (x)=5+(x+2) >, en forma racional f (x) zw.
X*+4x+4
Solucién.

1) Cero del denominador x = -2, Dy =(—00,—2) U(-2,0).

2) Observar el comportamiento de la funcién cerca de X =—2.

e Como X =—2, es cero del denominador, entonces la recta X =—2, es asintota vertical, ya
gue, como muestran los datos de las tablas, los valores de la funcién aumentan sin cota
para valores de X pré6ximos a -2, por la izquierda y por la derecha.

Sucesién de valores de X menores que -2, pero cada vez mayores los valores de la funcion
aumentan sin cota.

Tabla 2.5.2.5
X -3 -2.1 -2.01
g(x) 6 105 10005

Sucesién de valores de X mayores que -2 pero cada vez menores, los valores de la funcién au-
menta sin cota.

Tabla 2.5.2.6
X 1 -1.9 -1.99
g(x) 6 105 10005

3) Interseccion con los ejes:
e No existe ningun valor de X tal que f (x) =0, asi que no hay interseccion con el eje X,

21
paraelejey , f(0)= % por lo tanto hay interseccion en el punto [O’Tj :

4) Los signos de la funcion en los intervalos del dominio se muestran en la siguiente Tabla:
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Tabla 2.5.2.7
Intervalo x de Prueba | Signo f
(—oo’—Z) -3 +
(-2,0) 0 +

o SiXe (—OO, —2) el signo de la funcién es positivo, la grafica esta arriba del eje X.

e SiXe (—2, 00) el signo de la funcién es positivo, la gréfica esta arriba del eje X.
5) El valor de la funcién se aproxima a 5 cuando |X| es cada vez mayor, como se observa en
las Tablas 2.5.2.8-9.
Cuando X aumenta indefinidamente el valor de la funcion se aproxima a 5.
Tabla 2.5.2.8

X 1 10 100
g(x) 5.1111 5.0069 5.00009

Cuando x disminuye indefinidamente el valor de la funcion se aproxima a 5.

Tabla 2.5.2.9
X -3 -10 -100
g(x) 6 5.0156 5.0001

6) Puesto que el numerador y el denominador son factores primos 'y n =2 =m, entonces
y =5, es la ecuacion de la asintota horizontal.

7) Los puntos se obtienen de la Tabla 2.5.2.7.

Con la informacion anterior se traza la gréfica, Figura 2.5.2.2.

Figura 2.5.2.2 Gréfica de la funcion g(x) =5+ (x+2)*.
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2_ —_—
c) Setieneh(x)zxz—xé.
X* + X —

Solucién.
1) Cero del denominador se resuelve X° +X—-6=0, soluciénx = —3, x = 2. Asf:
D, =(—0,-3)U(2,).

2) Observar el comportamiento de la funcién cerca de los ceros del denominador:
Cuando x=-3.

Sucesion de valores de X menores que -3, pero cada vez mas proximos a -3.

Tabla 2.5.2.9
X -4 -31 -3.01
h(x) 3 21 201

Sucesién de valores de X, cada vez menores pero mayores que -3.

Tabla 2.5.2.10
X -2 -2.9 -2.99
h(x) 1 -19 -199

En los dos casos, los valores numéricos de la funcidn aumentan sin cota, asi,X=-3 es la
ecuacion de la asintota vertical

Un proceso similar para x = 2.

Sucesién de valores de X cada vez mayores pero menores que 2.

Tabla2.5.2.11
X 1 1.9 1.99 1.999
1 29 299 2999
h(x) ES = =
2 19 499 4999

Sucesién de valores de X cada vez menores pero mayores que 2.

Tabla 2.5.2.11
X 3 21 201 2.001
2 31 301 3001
h(x) 3 |5 501 5001

En los dos casos se observa un comportamiento tendencial en los valores de la funcién hacia

un mismo namero, el nimero = .Se verifica al simplificar la expresion:

X -x-2_(x+1)(x=2) _(x+) _,
X +x-6 (x+3)(x-2) (x+3)
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: - (x+1) : 3
Se obtiene una nueva funcion hy =( 3) que evaluada en X = 2proporciona el punto 2,g ,
X+

que no forma parte de la gréfica de la funcion.
3) Interseccion con los ejes:

eEn el ejex se cumple que f(x)=0, para el valor de X =-1, asi el punto(-1,0) es la in-

terseccion.
e Para el eje Y, se evalla la funcion con X =0 se obtiene como punto de interseccién

D

4) Los signos de la funcién en los intervalos del dominio son:
e SiXe (—00, —3) el signo de la funcién es positivo, la gréfica esta arriba del eje X.

o SiXe (—3, 0) el signo de la funcién es negativo, la grafica esta abajo del eje X .
e SiXe (O, 2)e| signo de la funcion es positivo, la gréfica esta arriba del eje X .

e SiXe (2,00) el signo de la funcién es positivo, la gréfica esta arriba del eje X.

5) Como el numerador y el denominador son del mismo grado, la asintota horizontal es el co-
ciente de los correspondientes coeficientes de los términos de mayor grado en numerador y
denominador, y =1.

6) Los puntos para el bosquejo de la grafica, se obtienen de la Tabla 2.5.2.9-10-11-12.

Con la informacion anterior se traza la gréafica, Figura 2.5.2.3.

L y=1

X2—x—-2

Figura 2.5.2.3 Gréfica de la funcién h(x)= Y
+ a—

2.5.3 Funcién raiz n-ésima

1
Una funcién de la forma  f (x)=x" = X en donde neN, se denomina funcién raiz. Sin es

par, el radicando X debe ser un nimero no negativo, es decir X >0, el dominio y el rango son
iguales Dy :[0,00), su gréafica se muestra en la Figura 2.5.3.1.

Para valores pares de n>2, la grafica de la funcién es similar a la mostrada en la Figura
2.5.3.2.
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A
y
y=qx
r'/(./ :
I“} ., _
X -
X
Figura 2.5.3.1 Gréafica de la funcion f(x)=+/x . Figura 2.5.3.2 Gréfica de la funcion f(x)= Yx y f(x)= .

Si n, es impar el dominio son todos los nimeros reales Df =R, e igual que el rango, y la gra-

fica tiene una forma similar a la figura 2.5.3.3.

A
¥

'r:li_
y=dx

X

Figura 2.5.3.3Gréfica de la funcion f(x) = Ux.

2.5.4 Funciénes trigonométricas
Antes de definir las funciones trigonométricas es importante recordar aspectos relacionados
con las medidas angulares.

La medicion de angulos se puede hacer en grados sexagesimales (°) o en radianes (rad), la
relacién fundamental entre estas medidas se obtiene al considerar que el angulo determinado
por una vuelta completa contiene 360° sexagesimales y en radianes 27 de manera que360°
es equivalente a 2z o bien 180°%s equivalente a iz radianes.

180°
pa

~ 57.295° (2)

Con la regla de conversion 1°0= %rad ~0.017radylrad =

Ejemplo 2.5.4.1
a) Expresar en radianes como multiplo del nimero 7z , el angulo de 75°.

b) Expresar el angulo _37” rad, en grados sexagesimales.

Solucioén.

a) De la relacion: 1°= ~_rad ~0.017rad  se tiene 75°= 75 "_rad = 57 d.
180 180 12

3 37 1180°
b) De larelacién: 1 rad= 180% 57.295° se tiene —Tﬁrad = (_THJ =-135°,
T T
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La siguiente Tabla muestra los valores mas comunes en grados y radianes.

Tabla 2.5.4.1
Grados 0° | 30° | 45° | 60° | 90° | 120° | 135° | 150° | 180° | 270° | 360°
Radianes |0 | | » | n | « 27 | 37 | 57 | @ 3r | 27
6|4 |3 |23 |4 |6 2

La relacion entre la longitud de arco de una circunferencia denotado por S, el &ngulo central
denotado por@y el radior, se obtiene al considerar que la longitud de arco S es proporcional al
angulo centralﬁ, y que la longitud total de la circunferencia es de 2zr , cuando el angulo cen-

tral 8=2r, asi se obtiene la relacion:
S o

—_— = (2) dedonde S=60r—-——(3) si ahorar=1 entonces S=60—-—-(4)
2zr  2rx

Es decir, en un circulo unitario la longitud de arco, es igual al &ngulo central medido en radia-
nes, de modo que un radian es el angulo central en una circunferencia que corresponde a un
arco de longitud igual al radio. Ver figuras 2.5.4.1 vy figura 2.5.4.2

A A
y y

A J

A 4
~

2 2 _ 2 2 2
Figuras 2.5.4.1Gréfica de la ecuacion X + Y™ =1", Figura 2.5.4.2 Grafica de la ecuacion X~ + y° =1,

Las funciones trigonométricas seno, coseno, tangente cotangente, secante y cosecante (abre-
viadas sen, cos, tan, cot, sec y csc respectivamente) se definen como la razén entre los lados

de un triangulo rectangulo respecto de un angulo agudo denotado porfdonde 0 <9 <Z de
2

. - . e , . T
esta, manera el domino de definicion son los nimeros reales positivo menores que —, se am-
2

plia el dominio al intervalo 8 € [O, Zﬂ]cuando se definen como funciones circulares del modo si-

guiente.

2 2 y . . . .
Sea X +Yy°=1, la ecuacién de una circunferencia de radio uno, centrada en el origen,d la
medida angular en radianes y P(x,y) un punto sobre la circunferencia, figura 2.5.4.3 que cuan-

do la recorre en sentido contrario a las manecillas del reloj los valores de 6 son positivos, y
negativos cuando la recorre en el mismo sentido, entonces las funciones trigonométricas se
definen por:
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1 1
send =y, cosé = x, tanazz, X # 0. cotH:i,y::O. secd=—,x#0. cscd=—,y#0.--(5)
X y X y

P (%)

y\e

. . U2 2
Figura 2.5.4.3 Grafica de la ecuacion X~ + y* =1,

Como se puede observar las coordenadas (x,y)del punto P, pueden sustituirse por cosé vy

senéd respectivamente, de esta manera el signo que tengan las funciones trigonométricas
dependera de la ubicacion del punto P en el plano XY.

En la tabla 2.5.4.1se muestra el signo de la funcion trigonométrica, segun el cuadrante en don-
de se localiza el punto P.

Tabla 2.5.4.1
Cuadrante | valores de @ senéd cosé tan 6 cot @ secd csco
|
(074) + |+ |+ |+ |+ |+

N 77 R e e e e
11 (7;‘3%) - - + + _ _
B (73 e N R A

Ademas ,como el punto P(cos#,senf) puede recorrer la circunferencia, en sentido de las

manecillas del reloj tantas veces como se desee entoncesf puede tomar cualquier nimero
R™, de manera similar si el punto P realiza el recorrido en sentido contrario, entonces f puede

tomar cualquier nimero R, asi 6 puede tomar cualquier R de modo que el dominio de la
funcién seno y coseno son todos los numeros reales.

El rango de la funcién seno y coseno, de la figura 2.5.4. se observa que al realizar el punto
P(Cosé’, sen 0), el recorrido sobre la circunferencia y completar una vuelta el valor maximo de

send, es uno cuando g=", y -1es sumaximo cuando ¢ = 3 ,de manera que el rango de la
2 2

funcién es [—1,1] , para la funcién coseno su valor maximo es de uno cuando #=0,y -1 essu
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minimo cuando 6 = = ,de esta manera se tiene que el rango es igual para las dos funciones. Ver
figura 2.5.4.4

P T Plcosf.send)
e :f\‘ g
.l'-. ra _'II l"'.l

(=10} f - . I‘_l_u]

o1

. g y2 2
Figura 2.5.4.4Gréfica de la ecuacion X~ + y“ =1,

v Gréfica de la funcion seno
Para realizar la grafica de la funcion seno,y = sen@, se obtienen algunos pares ordena-

dos(&, Senﬁ) , Sé localizan en el plano y se unen mediante una curva suave.

Algunos valores de la funcion y = sen@ en el intervalo [O, 27[] , con subintervalos iguales a %

se muestran en la tabla 2.5.4.2. , se visualizan en la figura2.5.4.5.

Tabla 2.5.4.2
0 0| - 27 Vs 2 57 VA 7 4 3z 57z 117 2r
6 2 6 6 3 2 3 6
= O
y=seno % 1l a1 [t o | ] Bt |t
2 T T 2 2 - - 2
2 2 2 2

Es importante observar que después de una vuelta, los valores de la funcién se repiten,

. r T T r )
asisen 5 +27 |=sen o ,sen 3 + 27 |=sen 3] etc., esto en general se denomina
sen(6+2r)=sen(), y se dice que la funcién es periédica. Una funcién f es periddica si exis-

te un namero p tal que f (0+p) = f (9) para todos los nimeros realesd, en el dominio de la
funcion, en este caso p = 2, por lo que la funcién es periddica, con periodo 2z .

Interseccion con los ejes
Con el ejed, se cumple f (6) =0, para 0=0,7,2x,..,n7; ne.

Con el eje y, se cumple f(0)=0.
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Las funciones periddicas pueden trazarse al repetir el ciclo de su grafica. Un ciclo es la parte de
la grafica comprendida en un intervalo de la variable independiente igual al periodo, para este

caso, el primer ciclo empieza en el origen y termina en el punto (27r,0), de esta manera se
obtiene la gréfica, figura 2.5.4.6

A
y
8 = 90°
T
9 =120° 2 8 = 60°
21 E
) 3
3 6 = 30°
0 = 150° T
57 6
6
0 = 180° 6=0 _
s 27 X
11w
i —_
6 =330°
8 =210° 5
4 _n
3 3 3
3T 8 = 300°
g = 240° 2
0 =270°

Figura 2.5.4.5 Valores de @ con intervalos de %, .

v' Gréficade lafuncién coseno
De manera similar se obtiene la grafica de la funcién coseno, x = cosé, se obtienen algunos

pares ordenados(@, 0059), se localizan en el plano y se unen mediante una curva suave.

Algunos valores de la funcién x = cosé@ en el intervalo [0,27[], tomando subintervalos iguales

a ” , se muestran en la Tabla 2.5.4.3.
6

Tabla 2.5.4.3
o 0 V4 2 4 2 57 7 7z A 3 57 11z 2z
6 6 6 3 2 3 6

X =cosé@ 1

E

2

N
N

y =send 0

|

2

AR I o
\
o
|
| ~
R | Sy
|
o
| P
&
=

1
2

~ | 2

Al analizar los datos de la Tabla 2.4.4.3, se observa que:
e Los valores de la funcion coseno también se repiten por ejemplo,
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&

b4 7 T T 1
cos(0)=cos2z =1 ,cos| = |=cos| = +27 |=— , COS[) = cos(+ Z;zj =—, efc,, en
6 6 2 3 3 2
general se tiene €os(8)=cos(6+2r), se dice que la funcién coseno también es periddica

con periodo 2 .

e Las siguientes expresiones muestran la relacién entre los valores del coseno y los del
seno.

cos(0)= sen(o + Zj =1

3
cos(* =sen( 7. 7 |-V
6 6 2 2

T T T
cos[j = sen( + j =0
2 2 2

cos(9)=sen(9+”j
2
A partir de estos resultados se puede inferir que la grafica de la funcién coseno es igual a la

gréfica de la funcion seno desplazada ™ horizontalmente a la izquierda. Figura 2.5.4.7.
2

1 1
9 / \ /
-2 3 - _T T T 3n o o
7 2 2 2 21 3 —r i T P I .
2 2 T \IT > : S v
-1
1

Figura 2.5.4.6 Grafica de la funcion y = sené. Figura 2.5.4.7 Grafica de la funcion y = cosé.

Dominio, rango y gréafica de las funciones tangente, cotangente, secante y cosecante. Al susti-

tuirx=cosdy Yy =sené en tand = X, x # 0, dado en (5) se obtiene:
X

_Send 'y para la funcién secante secd =

tané@ :
cosé cosé

T
Asi el dominio de estas funciones es:{9‘9¢(2n+1)2,nez}, los valores de

0 = (2n +1)Z, neZ , corresponden a los ceros de la funciéon coseno, asi como a las asintotas
2

verticales de la grafica de estas funciones.

A.RAMIREZ Q 57



Céalculo Diferencial Funciones

La funcién cotangente y cosecante se obtienen, al sustituir x=cos@, y Y =sSené, en

X
cotd=—, y#0, dado en (5), se obtiene coté = COSQ, y para la funcién cosecante

y send

cscl =

send

Asi el dominio de estas funciones es: {9|9 #N7z,Ne 7} , ahora los valores de 6 =nz,n e Z,

corresponden a los ceros de la funcion seno, asi como a las asintotas verticales de la gréfica.

De la gréfica de las funciones, se observa que el rango de la funcién tangente y cotangente es
(—00,00), con periodo . Para las funciones secante y cosecante el rango es (—OO,—l]u[l,OO),

con periodo 27 . Ver Figura 2.5.4.8.

r 3
y
1 y ]
H : i : ! !
' ' 1 ' ! !
: : i : ! !
1 i | i : |
i i i 1
i i i i
1 ) ] )
1 ) ] ]
1 ) ] )
1 ) ] ]
1 ) ] )
i i i i i i
A - L\ %
3m) -t | ° ] T 137 " _37” T -3 g ' 7 371-[
T2 P2 2} 12
i 1 i i
i i i 1
i i i i
' ' i 1
i ' i i
) ) ] )
) ) [} )
H H H :/ y =cot@
y =tané@
' 1 '
: g :
i i i i i i
1 1 1 ] ) 1
: : : : : :
: H i i ! '
E : i i : :
1 1 1 | 1 10
: : : L o ; —
: =i = — -my T TooaT
3T | i 1 3T ] 2 I
—— ey 15 | — 1 2 1
2 | 2 ;2 E ' '
] 1 1 1 : :
i i i i ! ]
) 1 1 1 1 ]
1 1 1 1 1 1
' | 1 i 1 1
H : : : i |
1 1
1 1
y =sec@ ! !
v = csch

Figura 2.5.4.8 Grafica de la funcion tangente, cotangente, secante y cosecante respectivamente.
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Pardmetros asociados a las funciones seno y coseno
Ahora se utiliza como variable independiente la letra x en las funciones trigonométricas.

Sean y=asen(bx+c), y y=acos(bx+c), donde a,b,c sonconstantes.

El valor dea, representa una expansion vertical sia >1, y una compresion si a <1.Su valor

absoluto |a|, se denomina amplitud. El valor deb , esta relacionado con expansiones o com-

presiones horizontales de la gréafica, que modifican su periodo segun el numero%_

El parametroc, representa desplazamientos horizontales iguales ac, sic<0 a la izquierda y a
la derechasi ¢ > 0.

Ejemplo 2.5.4.2
Trazar la grafica de la funcion f definida por y=3sen(2X+Zj, y determinar la amplitud y el

periodo.

Solucién.
Identificacién de parametros: a=3, b=2, ¢ =% .

Puesto |a| = |3| =3, entonces la amplitud de la gréafica es 3, y corresponde al mayor valor de la

funcién y el valor minimo a -3.

El periodo se obtiene del cociente ZT” con b =2, asi el periodo es , de esta forma en cada

intervalo de longitud  , la gréfica tendra un ciclo.

T

Como ¢ =2, entonces la grafica esta desplazada hacia la izquierda ” , respecto de la gréfica
4 4

dey=senx.

Interseccion con los ejes
Con el eje y : cuando x =0, entonces

o o) oo |

Con el eje X : cuando y =0, entonces0 =33en(2x+’n ,

. 4 . . T >
se cumple si2X + 7 =0, despejando X se tiene X = e m —m\ _T[]o 3n

Puesto que el periodo es 7z , entonces un primer ciclo se

VA
tendré en el intervalo| ——.— |, los ceros de la funcién se
8 8 y = 3sen(2x + g)

obtienen adicionando a - % nZ necz. La gréfica se Figura 2.5.4.9 Gréafica de la funcién
8 2

muestra en la Figura 2.5.4.9.
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Identidades pitagéricas
Ya que un punto P de coordenadas (x, y), en la circunferencia unitaria

XZ _|_y2 :1 ------------ (1)

Puede ser representado por (0039, sen 0), en donde

X =Cosé, y = sen @ ---------------- (2)
Al sustituir (2) en (1) se tiene

COS%0 + Sen® @ = L-----------memmmnnnnn ©))
Al dividir (3) porsen?® @, se tienel+tan® 6 =1

1+tan’ @ =1--------=m------ (4)
Al dividir (3) porcos®é , se tiene
1+ cot?d = cSC? @ ---------------- (5)

3,4 y 5 se denominan identidades pitagoricas.

2.5.5 Funcién exponencial
Una expresion de la forma f (x):ax , cona >0, se denomina funcién exponencial, en don-
dea, sellama base y X, exponente.

El dominio de este tipo de funciones son todos los R, y los nimeros positivos el rango. Para
exponente un ndmero racional se tiene:

Si x=0, a*=a’=1

. _ 1
Si x=-n a*=a"=—, neN
a
m 1 m
m m 1
Si x=— a*=a"=|a"
n
m
=(Va)
=Vam.

Para exponente un nimero irracional se toma su representacién decimal para aproximar el va-
lor de la funcion tanto como sea requerido.

Ejemplo 2.5.5.1

Dada la funcién exponencial f(x):ZX, determinar su valor para X:\/g, hasta cuatro cifras

decimales

Solucion
Si x=+/5, entonces f(\/g):zjg.

La representacion decimal de \/522.236067978...ah0ra se utilizan como exponentes la sucesion

de numeros racionales 2, 2.2, 2.236, 2.23606, 2.236067,...hasta que las cuatro primeras cifras
decimales de los resultados no cambien.
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Asi f(\6)= 25 ~a7111

Respecto de la base a, existen tres tipos de funciones exponenciales si
O<ax<l a=1 y a>1

Ejemplo 2.5.5.2
Trazar la gréfica de las siguientes funciones.

a)_lx b_lX —1X X _3X x X
y—g . )y—g . C)y—z . d)y=1 e)y—g f) y=2" g).y=3"

Solucién
Para trazar la grafica se obtienen algunos pares ordenados de numeros, se localizan en el
plano xy Yy se unen con una curva suave, ver figura 2.5.5.1

Tabla 2.5.5.1
X -3 -2 -1 1011 2 3 X -3 -2 -1 0] 1 2 3
AT I I T e R T A T 3 \X 8 |4 |2 |13 27
y= N 4 | 16 | 64 y= 5 27 | 9 | 3 2 8
REEEEREEEER R y=2" L |1 |1 ]1]2 [4]s8
y= 3 3 | 9 | 27 8 4 | 2
N y:Sx 1 1|1 |13 927
y= 5 2 | 4 | 8 27 | 9 3
X 1 |1 |1 |11 |1 |1
y=1

De la tabla de valores y de la Figura 2.5.5.1 se puede observar lo siguiente:
o Las gréaficas intersecan al eje Y , en el punto(0,1).

e Las graficas tienen al eje X , como asintota horizontal.

e Las graficas estan arriba del eje x .

e Las funciones con base a>1, son crecientes, es decir, si los valores de x, son cada
vez mayores los valores de la funcién también.

e Las funciones con base O<a<1, son decrecientes, es decir, si los valores de X son
cada vez mayores los valores de la funcién son cada vez menores.

e La funcién exponencial es inyectiva es decir es uno a uno.

Figura 2.5.5.1 Gréaficas de las funciones logaritmicas.
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v" Funcién exponencial natural
Existen un numero con caracteristicas muy particulares denominado nimero de Euler, denota-
do por e =~ 2.718281y definido por:

X—0 X

1) h
e= lim [1+—j o bien e = lim (1+ h) .
h—0

El cual cuando se utiliza como base en la funcién exponencial A

<
Il
3+

ésta se denomina funcién exponencial natural, f(x):eX Ly y
es particularmente importante.

Como en esta funcién la basea=e >1, entonces se compor-
ta como aquellas para la cualesa >1.Ver gréafica en la Figura X
2.5.5.2.

v

Figura 2.5.5.2 Gréafica de la funcién
exponencial natural.

Se exponen las leyes de los exponentes.

Sean a,b numeros positivos, X, y numeros reales entonces

X X
1a¥a) = x+y.261_= -y 4 XV _(aY\ XY 4y (ab) = a¥bX. S(EJ :a__
ya*a¥ =a )ax a ) (a%) (a) a ) (ab)” =a ) o) =3

2.5.6 Funcién logaritmica.

Sea f la funcién exponencial y:ax, a>0, azl, se tiene gue, no existen dos elementos
de f que tengan la misma imagen, entonces el proceso de asignar elementos X del dominio
de f con los elementos Y del rango de f ,se puede invertir y formar una nueva funcion, a ésta
se denomina inversa de f y se denota por f *,de esta manera el rango de f constituye el do-
mino de f 'y el dominio de f forma el rango 4 V= eX

y=x
de f*,ademas si los pares ordenados y

de f son (X, y)los de f™ seran (y,x), la gra-

-1 = Inx
fica de f,es simétrica respecto a la recta (0,1) /f-y
— —>
x

y=X.La funcién f ' se denomina funcién lo- (1,0)
garitmica y se escribe: I
y =log,x siysolosi x=a’--------------- (1)

Las graficas deyzax, y de su inversa

y =log, x se muestran en la Figura 2.5.6.1

Figura 2.5.6.1Graficas de la funcion f definida

Por Yy=2a", y de suinversa.
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Ejemplo 2.5.6.1
X
Si f es definida por y= Cj , entonces ™ es dada pory = Iog%x.

Algunos pares ordenados de f son:

{(—3,8),(—2, 4),(-1,2),(0,1), (1, ;Mzij(s ;j} .

En tanto que los correspondientes para f™:

{(8, -3),(4,-2),(2 —1),(1,0),@,1),[:2],(;,3}

Nota: Dos puntos son simétricos respecto de una recta si esta es la mediatriz del segmento que
los une.

X
Las gréficas de y = @j , ¥ de su inversa se muestran en la Figura 2.5.6.2.

/ . (10)
y = logix

2

X
Figura 2.5.6.2 Graficas de la funcién f definida pory = g) , y de su inversa

Las graficas de la funcién logaritmica con base a tal que 0 < a <1son decrecientes y crecientes
si a >1, tienen como asintota vertical el eje Y .

v' Funcion logaritmo natural
Definicién 2.5.6.1

- X _ .
Sea f definida pory=¢€" entonces f ' es y=10ggX, generalmente se escribe y = Inx se de-
nomina logaritmo natural.

La gréfica de la funcién exponencial y logaritmo natural se muestran en la Figura 2.5.6.5

y—x
I
(0.1) /f_l,y = Inx
(1.0) X >

Figura 2.5.6.5 Gréfica de la funcidon exponencial y logaritmo.
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Para obtener el dominio de la funcién logaritmica, es necesario tomar en cuenta que el argu-
mento debe ser un nimero real positivo.

Ejemplo 2.5.6.2

Determinar el dominio de la funciéon dada por Y :In(25— X2) .

Solucién

Como el argumento es25-— x*, entonces para que exista la funciébn se debe cumplir
que 25— x> >0, la solucién de la desigualdad es el intervalo (—5, 5), namero positivo, de mane-
raque D; =(-5,5).

Recordar las propiedades de los logaritmos es recomendable cuando se estudia la funcion lo-
garitmica

Leyes de los logaritmos

Seaa>0,a=%l X,y numeros positivos, b cualquier numero real entonces

1) logg xy =loggx +logyy. 2).logy [?J =loggx—logyy. 3). Iogaxb =blogg x.

Los logaritmos de cualquier basea estan relacionados con el logaritmo natural mediante la
expresion
In x

loggx=—-.
" na

Que se obtiene de y=logyX, siy solo si x:ay, al tomar logaritmo natural de esta Ultima
expresion.

El uso de propiedades de logaritmos permite resolver ecuaciones con la variable X en el expo-
nente, o bien en el argumento de la funcién logaritmo.

Ejemplo 2.5.6.3

. 1 x#2
Obtener el valor de X en la ecuacion 4 =¢*".

Solucioén

En la expresion 44 =g , se toma logaritmo natural en ambos lados
In4*" =Ine**? Aplicar propiedades de logaritmos (Ine =1)
(x+1)in4=(x+2)Ine
XIn4+In4 =x+2 Realizar operaciones y simplificar
x(In4+1)=2-In4
2—In4

X = ~1.5886.
n4-1
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Ejemplo 2.5.6.4

Obtener el valor dex que cumple la ecuaciénin 2x+In(x—1) =In4.

Solucién
En la expresion In2x + In(x —1) =Ind. Aplicar propiedades de logaritmos
In2x(x—1)-In4=0
ln(Zx(z—l)
2x(x-1)
4

):0 puesto quelnl=0 entonces

=1  al realizar operaciones y simplificar se tiene

1+17

X= .
2

2.5.7 Funcion definida parte por parte

Una funcién definida por mas de una regla de correspondencia, se denomina funcién parte por
parte. El dominio de este tipo de funciones es la union de los dominios de cada regla de co-
rrespondencia que la define.

Ejemplo2.5.7.1

Xx+1, x<0.
Determine el dominio de la funcion f definida por: f(x)=1 1, 1<x<2.

1-x, 2<Xx
Solucién
La funcion f es definida por tres reglas de corresponden- y“
cia, asi que, es una funcion por partes. 1 o—=
El dominio de la primera regla de correspondencia es
(—0,0),(L2), para la segunday (2,») para la tercera, X,
por lo tanto el dominio de la funcién f /l toe
esD, =(-0,0)u(L2)u(2,%)yelrango R, =(-x,1).

La gréfica se muestra en la Figura 2.5.7.1

Figura2.5.7.1 Gréfica de la funcién
x+1 x<0.

1, 1<x<2.
1-x  2<x

fx)=

2.5.8 Funcion inversa

En el punto 2.5.6 se utilizé el concepto de funcién inversa para definir la funcion logaritmo, co-
mo la inversa de la funcion exponencial, en este parte se define tal funcion, utilizando a su vez
el concepto de funcién uno a uno.
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Definicion 2.5.8.1

Si f es una funcién uno a uno, con dominio Ay rango B, entonces f'se denomina inversa de
f con dominio B y rango A, asi

f*(y)=x siy solo si y=f(x) parayenB.———-—————— (€}

En la Figura 2.5.8.1 se esquematiza la relacién de una funcién f vy suinversa f™

A B

D
r
Rf-—l Df—l

Figura 2.5.8.1Relacién graficade f yf™.

En la Figura 2.5.8.1 se puede observar que el dominio de f™, es el rango de f , el rango de
f*, es el dominio de f , ademas si, f es uno auno f también lo es, como f™ es uno a

uno entonces también tiene inversa, es decir lainversade f™* es f .
De la definicion 2.5.8.1 se tiene que la relacidn entre las dos funciones es:

f*(y)=x siy solo si y=f(x) ,paracualquier Y enelrangode f.--—-- 2
Al intercambiar las variables X, Y larelacion entre f y f'se puede escribir:
f*(x)=y siy sélo si x=f(y), paracualquierX en el dominio de f*.----- (3)

En el primer caso se dice que f™ cancela el efecto de f yenelsegundo f cancela el efecto
de f™.Se escribe:
f*(f(x))=x paratoda x eneldominiode f.————-—- (4)

f(f*(x))=x paratoda x eneldominiode f*.—--—- (5)
A las expresiones 4 y 5 se les llama formulas de cancelacion.
Al aplicar las férmulas anteriores a la funcion exponencial y a su inversa se tiene:

f(f(x))=f"(@")=logga* =x, paratoda x eneldominiode f.-—-—(6)

FFH0)=f(f'(x)="f (logaax)=alogaax =x, paratoda x>0.————— (7
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Si X =1, se sustituye en (6) y en (7) se tiene.

logga=1 yaque a= al. - 8
al°%?t _ 1, yaque a®=1-———- 9
De la definicion de funcion logaritmo natural:
y=Inxsisolosix=¢’.————— (10)
Al aplicar 6 y 7 a 10 se tiene:
f1(f(x)=f"(")=Ine’ =x, paratoda xeR. —-—(11)
f(f*(x)=f(Inx)=eX=x, paratoda x>0.———--- (12)
Si X =1, se sustituye en (11) y en (12) se tiene.
Ine=1, yaque e= et~ @3)
e? = 1, yaquelnl=0.—————— @4

La expresiéon 11 permite representar un nimero real X cualesquiera, y la 12 un nimero positivo.

Guia para obtener lainversa de una funcién

Sea y = f(x) funcion inyectiva (uno a uno).

1) Escribiry = f (x)

2) Resolver la ecuacion y = f (x) parax en términos de y (cuando sea posible). Se obtiene
x=f7(y).

3) Expresar f "en términos de X , intercambiando las variables X, Y para obtener

y=f ().

Ejemplo 2.5.8.1
a) Dada la funcién f definida por f(x) = x+2 obtener f .

Solucién
a)Setiene f(x)=x+2, paso 1
y—-2=X paso 2
X-2=y paso 3
y="17(9
y=x-2
X—2

b) Dada la funcion f definida por f(x) = 3,obtenerf‘1

X_

Solucioén

b) Setiene f(x)= e 2 paso 1
X_
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(x=3)y=x-2 paso 2
Xy -3y =x-2
Xy-x-3y=2
X= 2+3y, X = f"l(y) paso 3
y-1
_3x+2
x-1
y=f"(x)
y_3x+2
x-1
f_l(x):3x+2.
X_

Graficade f*

Si los pares de f son de la forma (x,y) entonces los de f™, son (y,x) que corresponden a
reflexiones de los pares (x,y) respecto de larecta Y =X

Ejemplo 2.5.8.2
Sea f la funcion definida por f(x) = x + 2. Trazar la grafica de f .

Solucioén
Puesto que la f definida por f (x) = x + 2 es una funcion lineal entonces es suficiente obtener

dos puntos para graficarla, los cuales pueden ser (0,2) y (-2,0), entonces los correspondientes
para T son (2,0)y (0,-2). La gréfica se muestra en la Figura 2.5.8.2

A

Y fry=x+2 y=x

(0,=2)| f1
(=2,0)

~

Figura 2.5.8.2 Gréfica de la funcién f(x)=x+2.

>

X

Ejemplo 2.5.8.3

Sea f la funcion definida por f(x) =X—_§. Trazar la grafica de f'a partir de la gréafica de f
X p—

en el intervalo(—00,3) )
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Solucion
Para la gréfica de f se obtiene la siguiente informacion:

-Dominio de la funcion (—00,3).

-Interseccioén con el eje X : si y =0, entonces X =2 punto de interseccién (2,0).

2
-Interseccion con el eje Y :si Xx=0, entonces y = % punto de interseccién (0,3)

-Ecuacion de la asintota vertical: X = 3.
-Ecuacion de la asintota horizontal: y =1.

Con la informacion anterior se traza la grafica de
f se muestra en la Figura 2.5.8.3

Para la gréafica de f™ se tiene segun lo que se

visto se tiene.

2
Interseccion con el eje X :(0, 3)

Interseccion con el eje Y :(2,0)

Ecuacion de la asintota vertical: X =1.
Ecuacion de la asintota horizontal: y = 3.

La gréfica de f™ se muestra en la Figura 2.5.8.3

X—2

Figura 2.5.8.3 Grafica de la funcion f(x) =

x—3'

. 1
ysuinversa f .

2.5.9 Funcioén implicita
Cuando una funcion f de variable dependiente Y y de variable independiente X, es dada por

una ecuacion en donde Y esta despejada, es decir esta dada solo en términos de la variable
independiente X se dice que f es una funcion explicita, cuando no es asi f se denomina
implicita.

En la siguiente ecuacion se define f de manera explicita

y = 4sen X+%X ——————— @.
La misma funcion f esta definida de forma implicita en la ecuacion
125enx+x—%x=0 ——————— (2).
Una expresion como 2 en general se escribe como:
F(x,y)=0-———————- ).
Si ademas, en 2 se define a Y como funcion de X , entonces 3 se escribe
F(x, f(x))=0-———————— (4).
Por lo que 2 se puede escribir
12senx+x—-3f(X)=0——————— (5).
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2.5.10 Funcion valor absoluto
Definicién 2.5.10.1

La funcién valor absoluto se define por la expresion
X x>0,

f(x)=x--——-- (1) obien f(x):{ ————— (2).

-X x<0.

Con todos los numeros reales como dominio y rango el intervalo[0,00) :

La grafica de la funcion valor absoluto se muestra en la
Figura 2.5.10.1

Figura 2.5.10.1 Grafica de la funcion f (x) =|x .

Para trazar la grafica de una funcién con valor absoluto, se utiliza la definicion y graficarla co-
mo una funcién por partes.

Ejemplo 2.5.10.1

Trazar la gréfica de la funciéon f definida por f(X) = ‘4 - Xz‘ .

Solucion
Se tiene f(x)= ‘4 - Xz‘ , De la definicion se utiliza (2) para escribirla como
2 .

. f(x)=‘4—x2‘={ 4—x2, s 4—xz >0,

—(4—x ) si 4—x%<0.
Ahora se grafica como una funcién por partes
Para la primera parte: f, =4—x* si 4—x* >0,al resolver se tiene X [—2, 2] .
Para la segunda parte: f, = —4+ x> si 4—x° <0 al resolver se tiene X & (—0,~2) U(2,»)
La grafica se muestra en la Figura 2.5.10.2

Figura 2.5.10.2 Grafica de la funcién f(X) :‘4—X2‘ .
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2.5.11 Funciones trigonométricas inversas

Como se vio en la seccion 2.5.8 las funciones que tienen inversa deben ser funciones uno a
uno, y las funciones trigpnométricas no lo son, sin embargo se puede restringir el dominio para
gue en algun intervalo de la variable independiente se comporten como tales.

En la siguiente Tabla, se muestran las funciones trigonométricas con su dominio, en donde se
comportan como funciones uno a uno y su correspondiente funcion inversa.

Obsérvese también que el dominio de f es el rango de f "de:

Tabla 2.5.11.1
Funcion f | Dominio f Rango f Euncien T | Dominio ! Rango f
sen X [_%%} [71’1] arc sen X [ 11] [_%%}
cos X [O, 7[] [_1’ 1] arccos X [ a1 1] (O, ”)
tan X (_%%) (_w‘w) arc tan X ( OOOO) (_%%)
cot X (0’ 72') (—oo, oo) arc cot X ( —o, ) (0’ 72')
sec X [O’%)U(%”] (700’71]U[1’w) arc sec X ( . 1] [1 o) [O’%)u(%‘ﬁ]
csc X [_% | 0) § (0, %] (=t Ofr) | @ X | (L] Ofue) [_% | 0) § (O, %]

En la Figura 2.5.11.1 se muestran las gréficas de las funciones trigopnométricas en el intervalo
en donde son uno a uno y su funcién inversa correspondiente

4
y 4
y
1 T
2
X
bi T g X
-3 E -1 1
-1 i
2
Yy =senx y = arc senx
A -
y . y
1
X . \
0
n
xh
. -1 0 1
y =cosx Yy = arc cos x

A.RAMIREZ Q 71



Céalculo Diferencial Funciones

<
<

v

T T 7 eeeeeeeeceejeccec———————— - -
- = 2
2 2
y = arc tan x
y =tanx
Y i
i y
]
]
— T
1 x ¥
T T . >
2 0 x
y = arccotx
y = cotx
r 3
I b
Y : y
| n
| —/ T
1 X O o - Sl — — - - =
ml s g Z /—
_| .
2 >
: I ;
|
: y = arc secx
Yy =s5ecx
»
¥y
r
y
b
1 2 \
= 1 > -
2 -1 7 " ‘\‘1 1 x
T
2
Yy = arc cscx
Yy =cscx

Figura 2.5.11.1 Graficas de las funciones trigonométricas en el intervalo en donde son
uno a uno y su funcién inversa correspondiente.
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La notacién para arcsenx,también essen™ x , ycos™ x, tan™ x, cot™ x, sec™ x y csc™ x
Para arc cosx, arc tanx, arc cot X, arcsec X y arc csc X respectivamente.

Ademas se debe tener presente que en el dominio de f en donde es uno a uno, f™ es:

. . T T
y=arcsenx si y solo si x=seny y --<y<->
2 2

y=arccosx siy solo si x=cosy y 0<y<nr«
. . T T
y=arctanx si y solo si x=tany y - —<y<-—
2 2

y=arccotx siy solosi x=coty vy O<y<nx

y=arcsecx si y solo si x=secy y ye{o,”ju(”,ﬁ}
2 2

y=arccscx si y solo si x=cscy y y€|:—”,0ju(0,7r]
2

v' Obtencidn del valor de una funcién trigonométrica inversa

Ejemplo 2.5.11.1

. 1
Obtener el valor de las expresiones: a)arcsen (j b)arc tan\/g. c)arcsecl.

N

Solucién
a) De la relacion de una funcién con su inversa:

1 . . 1
y =arcsen| — |, siysolosi —==seny.
(&j V2

Una forma de visualizar el problema es construir un triangulo rec-
tangulo con la informacién dada, como el seno es la razén del cateto
opuesto a la hipotenusa, entonces el cateto opuesto es 1 y la hipo-
tenusa /2 ; con esta informacion se traza el triangulo rectangulo de
angulo Y, con cateto adyacente 1, obtenido al aplicar el teorema T

=

Figura 2.5.11.2 Tridngulo
rectangulo auxiliar.

de Pitagoras, asi quey =" . Ver Figura 2.5.11.2.
4

Solucioén

b) Se tiene arc tany/3.
De la relacién de una funcién con su inversa:

y=arctany3, siy solosi3=tany.
De manera similar, como la tangente es la razén entre el cateto

opuesto y el adyacente, entonces el cateto opuesto eS\ig y1lel
adyacente; y al aplicar el teorema de Pitdgoras la hipotenusa es 2.
Con esta informaciéon se traza el triangulo rectangulo de

angulo Y. Ver Figura 2.5.11.3 Figura 2.5.11.3 Triangulo
rectangulo auxiliar
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Puesto que tan(:jm@, entonces yzg, por lo tanto y=arc tan\/_:g.

Solucién
c) Se tiene y = arc secl.

De la relacion de una funcién con su inversa: y = arc secl siy solo sil=sec y.
N . " 1
De la identidad trigonométrica Sec y:Fsy’ y puesto que SeC Y =1, entonces C0SYy debe

ser1,cosy =1si y=0, porlotanto
y =arcsecl=0.

Aplicacion de las formulas ffl(f(X)) y f(ffl(X))aIas funciones trigonométricas
Al aplicar f™(f(x)) sobre f(x)=senx, se tiene:

f(f(x))=f"(senx)=arc sen(senx)=x.
Para toda x en el dominio de f es decir paraXe {—Zﬂ .

Al aplicar f ( ffl(X)) sobre f*(x)=arcsenx se tiene
f ( f ’1(x)) = f (arcsenx)=sen(arc senx)=x.
Para toda x en el dominio de f ™, es decir paraX € [1—1].

Se procede de manera similar para las funciones restantes

Ejemplo 2.2.5.11.2
Evaluar

a)sen (arcsen 1). b)arc Cos(cos Zj c)arc cos (cos (— ”D .
2

Solucion
a) Se tiene y =sen(arcsenl).

Ya que 1 esta en el dominio de f debe estar en el rangode f ycomoel R, = [—1,1] enton-

cessen(arcsenl) =1,
b) Se tiene y =arc cos (cos :j

Puesto que % esta en el dominio de f , debe estar en el rango de f*, ya que Rf . [0, n].

Entonces

T T
arc cCos| Cos — |=—.
3 3

c) Se tiene y =arc cos (cos (—ZD .
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Puesto que —” no esta en el dominio de f , por lo tanto no esta en el rango de f*, asi que,
2

. s . - - .

se evalla co0s (_zj =0; puesto que cero esta en el dominio de f ' se tiene que:

arc cos(0) =

NN

2.6 FUNCION DEFINIDA POR MAS DE UNA REGLA DE CORRESPONDENCIA

Continuando con lo que se vio en la seccion 2.5.7
Una expresion de la forma:

f,(x) XeDfl,
f,(x) xeDy,

f(x)=

fo(x) xeDj .

n

En donde f,f,,...f, son a su vez funciones de x , se denomina funcion definida por mas de
una regla de correspondencia. El dominio de f es la union de los dominios de las n funcio-
nes, y la unién del rango de las n funciones forma el rango de f .

Algunos ejemplos son:

1) Funcion valor absoluto dada por f (x) =|x|={ XX : iig
En donde:
f.(x)=x vy Dflz[O,oo), Rf1=[o,oo),
f,(x)=—x vy sz =(0,00), szz[o,oo).
AsiD, =D; UD; =R, R;=R; UR; =[0,).
1 2 1 2

2) Funcién méximo entero denotada por
f(x)=[x], donde [x]=n si n<x<n+1 neZ,
D; =R, R;=Z

—_ e W S

: Afi i4 -2 -
La Figura 2.6.1 muestra la grafica de la funcidon dada /_1 1 2
por f(X)=[x]+ X, en el intervalo[—2, 2].

Figura 2.6.1 Grafica de la funcion
maximo entero f(X) =[x]+x. .
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3. Funcién signo denotada por

-1 si x<0, J’“
f(x)=4 0 six=0, 1

1 six>0. x
D; =R, R; ={-1,0,1}La Figura 2.6.2 muestra la grafica de 0 !
esta funcion D

Figura 2.6.2 Grafica de la funcién signo
2.7 OPERACIONES CON FUNCIONES: ADICION, MULTIPLICACION, COMPOSICION.
Las operaciones de adicién, multiplicacion y division se efectian con funciones al definirlas
como sigue:

Definicién 2.7.1

Sean f y g funciones real de variable real. Entonces

a) La sumade f con g, denotada por f + g, es definida por (f +g)(x)=f(x)+g(x).
b) Laresta de f con g denotada por f — g, es definida por (f —g)(x)=f(x)—g(x).

c) La multiplicaciéon de f con g, denotada por f - g, es definida por(f )(x) =f(x)g(x).

109

f
d) La division de f entre g , denotada por 1 es definida por (éJ(X): 000

En todos los casos, el dominio de la funcién asi obtenida, es la interseccién de los dominios de
cada funcion, con la restriccion adicional para la division, en donde se debe excluir el o los va-
lores de x , tales que g(x) =0

Ejemplo 2.7.1
Sean f y g funciones definidas por f(x) =+1-x y g(x) = —respectlvamente Efectuar las

operaciones indicadas y determinar el dominio de la funcién resultante.

f
ayf+g. b)f-g. c¢)f-g. d)E.
Solucién

a) (f +g)(x):\/1—_x+%.
b) (f-g)(x)zx/l—_—i.
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Puesto que el dominio de la funcién resultante, es la interseccion de los dominios de las funcio-
nes con las cuales se lleva a cabo la operacion, es necesario determinar el dominio de cada
una de ellas. Asi el dominio de cada una de las funciones f ,y g es:

Df :(—oo,l] Dg :(—oo,O)U(O,oo).

Y el correspondiente a la funcién resultante

a) D]chg =D; nDyg =(—o0,1] " (=o0,0) U (0,90) =(—0,0) LU(0,1].

b) D¢_q =D NDyg =(—o0,1] " (=o0,0) U (0,90) =(—0,0) LU(0,1].

c) Df.g =D; N Dy =(—o0,1] " (—o0,0) U (0,90) =(—0,0) LU(0,1].

d) Df/g =D; N Dy =(—00,1] " (—o0,0) U (0,0) =(—0,0) U (0,1].

En éste ultimo caso, la funcién resultante se puede evaluar en el nimero x =0, sin embargo
la funcién g , con la cual se realiza la operacion, no esta definida para éste valor de x .

Ademas de las operaciones anteriores, existe otra operacién denominada funcién composicion,
se define a continuacion.

Definicién 2.7.2

Sean fy (g funciones entonces la funcion composicién de f cond denotada por f og se
define por

(feg)(x)="F(g(3)

El dominio de f o g son todos los nimeros X, en el dominio de g .tal que, g(x) esta en el
dominio de f , es decir.

Dfog ={X‘Xe Dg,g(x)e D; }

Definicién 2.7.3

La composicion de g con f denotada por g o f se define por

(9°F)(x)=9(f(x)

El dominio de g - f son todos los numeros x en el dominio de f ,tal que f (x)esta en el do-
mino de g, o bien

D X‘XEDf,f(X)EDg}.

gef ={

La visualizacién de una funcion como composicién de funciones es comun, y en algunos casos

conveniente, asi la funcion f definida por f (x) =+1—x? , puede ser representada por:

f(x)=g(h(x)), donde g(x)=+/x,y h(x)=1-x* Asi:

f(x)=g(h(x))= g(l—xz)zx/l—T. Dénde Dy.h =[-11].
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2.8 FUNCION INVERSA, FUNCION LOGARITMICA

Se continda con los conceptos de funcién logaritmica y funcion inversa vistos en la seccién
2.5.6 y 2.5.8 respectivamente.

El concepto de funcion inversa permite determinar elementos del dominio de una funcion que
tenga inversa, es decir, dada una funcion f con dominio el conjunto A y rango o imagen el con-

junto B, se desea conocer que elemento x del conjunto A corresponde a un elemento Y cono-
cido del rango B. Por ejemplo.

Ejemplo 2.8.1

Sea f una funcion definida porf(X):X?’determine el elementox, del dominio de f si
f (x) = 64

Solucién
Sea y=f(x) entonces
y= x3 ademas
X3 = 64 extraer raiz cubica
Yx3 =3f6a
x=4,
Asi f (4) =64

En esta relacion se tieney=x* y X :i/y.
Esta expresiéon permite conocer los elementos X, del dominio de f dados los elementos Y
del rango o imagen.

La expresion X=\/y define una funcion g, con dominio B y rango A, como los simbolos de
las variables son convencionales, entonces se pueden intercambiar y escribiryzi/; 0 bien

9(x) =3/x.

Efectuando la composicion de f con g, se tiene:(f o g)x = f (3/;) = ((3/;))3 =X . A su vez,

la composicion de g con f @ (g f)x:g(XS):((3x3)):x.

Esta relacion entre f y g solo es cierta si para cada elemento Y en B existe un unico ele-

mento x en A, que como se vio en la seccién 2.5.8 corresponde a la relacién de una funcién
con su inversa.

v" Una funcién que no es inyectiva pero tiene inversa
Para obtener la inversa de una funcion es béasico que sea inyectiva (uno a uno), en caso que no
lo sea, el dominio de definicién se restringe a un intervalo en donde se comporte como tal.

Ejemplo 2.8.2

-z .. 2 y . . .
La funcién f definida por f(X) = X", no es una funcién inyectiva, ya que existen dos valores
de X , en el dominio natural de la funcidn que tienen la misma imagen es decir;
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f)=f(=x)=x"

Sin embargo, se puede restringir el dominio al intervalo [0,00), en el cual es uno a uno, y asi

obtener: f *(x) =X para todo X e [0,0).

Las graficasde f y f son simétricas respecto de larectay = x . Ver Figura 2.8.1

A f

Figura 2.8.1 Graficasde f y f™.

Funcion logaritmica
Puesto que la funcion logaritmica y la funcién exponencial son funciones inversas, se puede

definir una en funcién de la otra, asi la funcién logaritmo con basea, dondea es un ndmero
positivo diferente de 1, denotada porlog, X se define por:

y=logy x siysotlosi x=aY - 1)

Las siguientes expresiones muestran la relacion entre estas dos funciones:

1

2
1)log, =2 puesto que ::(;j 5)log,2=1 puesto que 2=(2) .

w -
© |

1
2) Ioglézl puesto que %:(;j . 6)log,4=2 puesto que 4=(2)2.
3

2
3)Iogl%=2 puesto que iz(i) 7) log,3=1 puesto que 3=(3)1.

2
2

2
4)Iogl%=1 puesto que ;:[;J 8) log;9=2 puesto que 9=(3)".
2

0 0
9)log,1=log, 1=log,1=log,1=0 puesto que (%) =(%j =2°=3"=1.
3 2

De esta manera si f es una funcién definida por
f(x) =loggx donde x>0, xeD;, a>0, a#1.------ ).

Entonces
f*(x)=a* donde xeD ;, a>0 a#l - 3).
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Aplicando composicion de funciones con (2) y (3) se tiene

fr(fx)="f" (Iogax)=a|09ax =X para XeDj. - (4).

f(fH(0)=f(a*)=logga* =x para xeD_.--m--mmmm- (5).

Propiedades de logaritmos

Teorema 2.8.1

Sia>0,a=1

l.logzx esta definida solo si x>0. 4.Si a>1 y 0<x<l loggzx<0.
2..logga=1. 5Sia>1 vy x>1, loggx>0.
3..1oga1=0.

La relacion entre la funcion exponencial y la funcion logaritmo natural se obtiene de (4) y (5) al
sustituira por €.

De (4)x=e"™, x>0.————————— (6).
De(5)x=Ine, xeR.————————— .

Aplicacion de las propiedades

Ejemplo 2.8.3
Represente por una sola expresion log, 27% + Iog381x.

Solucién
Por propiedades de logaritmos se escribe

log; 27% +10g,81* =log, (27% )(81).

Por propiedades de exponentes: 27X =(33)X =33, g1 :(34)X =3%,
Asi que:

log, 27% +log;81* =log, (27 )(81").

=log, (33X)(34X) por propiedades de exponentes

=log, (37X) por propiedades de logaritmos

=T7xlog,3
=T7X.

Ejemplo 2.8.4
Resuelva la ecuacion 4In(1-x) =5.

Solucién

Por propiedades de logaritmos se escribe In(1— x)4 =5.

De la relacion con la funcién exponencial In(1— x)4 =5 siysllosi (1- x)4 =e°.
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5

Extraer raiz cuarta en ambos lados de la ecuacion 1- x=e4.
5

Despejar x, y aproximarx =1— gd=1- edfe~—2.61.

Gréficas de funciones logaritmicas con diferente base

Ejemplo 2.8.4

En la Figura 2.8.2 se muestran graficas de funciones logaritmicas con diferente base.

A :Iogl X, Y, :Iogl X, Y; =log,x, vy, =log,Xx, Y: =Inx, ys=logx.
3 2

Figura 2.8.2 Graficas de funciones logaritmicas con diferente base.
Las siguientes son algunas de las propiedades de las funciones logaritmicas.

Propiedades de la funcién logaritmica

1) Dominio (0, ). 2)Rango R.

3)Biyectiva (unoauno). 4)Nointersecta al eje .
5)Intersecta al eje x en elpunto (1,0). 6)Eleje y es asintota vertical.
7)Sia>1ly x<1 log, x<O0. 8)Sia>1ly x>1 log, x>0.
9)Si a<ly x<1 log,x>0. 10)Si a<ly x>1 log, x<O0.

2.9 FUNCIONES CON DOMINIO EN LOS NUMEROS NATURALES Y RECORRIDO EN LOS
NUMEROS REALES: LAS SUCESIONES INFINITAS.

Cuando un conjunto de objetos o elementos estan dados en un orden especifico se dice que
estan en secuencia, en matematicas tal conjunto se denomina sucesion y se define por.
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Definicién 2.9.1

Sucesion
Una sucesion es una funcién que tiene como dominio los nUmeros enteros positivos y recorri-
dos los nameros reales.

Una sucesion generalmente se denota por{an} , en lugar de f(n),y alos niumeros del reco-
rrido se les denomina elementos o términos de la sucesion.

En una sucesion{ay |, a cada nimero entero positivon se le asigna un elemento del recorrido

dn, formando un conjunto ordenado de elementosd,,d,,a,,...,d,,...donde.d. se denomina

primer elemento d,,segundo elemento, etc.,d,, n-ésimo elemento, el termino que antecede a

dp, se escribed , y &, al que sigue de Q.

En la sucesion {an} ,dn define la manera en que son obtenidos los elementos de ella.

Ejemplo 2.9.1
Para cada sucesion, escribir los primeros cinco términos.

1){an}:{ni2}. 2){bn}:{”2_+nl}.

Solucioén

1) Como los términos de la sucesion se obtiene a partir de la expresion {—2 con n entero
n

» in=1 _1_1 N=? _1_1 _1 1
positivo, entoncesS! N =1, 81——2— » N=4, 3, ——Z—Z, a3 =5 5 y asi sucesivamen-
1 2 3
te formando la sucesion1, 1 1 i i
4'9'16'25"

n+1
2) Los elementos bn de la sucesion se obtienen de{ﬁ}, procediendo de forma similar al

13253

4 3'8'10°"

En ocasiones, se requiere obtener la regla general que determina la forma en que se generan
los términos de la sucesion, a partir de algunos términos consecutivos dados.

ejercicio anterior se tiene:

Ejemplo 2.9.2
Obtener una expresion analitica para el n-ésimo término de la sucesion a partir de los siguien-

tes términos: 2, § ﬂ E §

3'5'7'9"
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Solucion
El numerador es de la forma (n+1) y el denominador de la forma (2n-1), de esta manera
n+1
an = :
2n-1

Obtener una regla que permita obtener el término general no siempre es sencillo.

La grafica de una sucesion, se obtiene al localizar en el plano los pares ordenados(n, a, ) .

Ejemplo 2.9.3

En la Figura 2.9.1 se muestra graficamente los primeros cinco términos de la sucesion {—2}
n

n

b

ay

1 ]

3

4

1

2

1 .

4 et o o N
1 2 3 4 5 n

Figura 2.9.1 Gréfica de la sucesion {%}
n

Sucesién mondétona
Definicion2.9.2

Se dice que una sucesion {ap | es creciente si & <&, <@ <...<a, <& ; <... yes decrecien-

tesia, 2, >8,>...2a,>a,, >..

La sucesion {ap } es monétona si es creciente o decreciente.

Ejemplo 2.9.4

. . ., | n+2 .
Verificar si la sucesion {3—1} €s creciente.
n+

Solucioén.

. L L, n+2 _ n+3
El termino n-ésimo de la sucesion es dado pora,, = , ¥ el siguiente por a,,; =—.
3n+1 3n+4

Si la sucesion es creciente, se debe cumplir que, para cualquier n entero positivo:

8 S g e (1)

Al sustituird, , ya, 1, en (1) se tiene la siguiente desigualdad:
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n+2 < n+3
3n+1 3n+4

Si la desigualdad es cierta para todo n entero positivo, la sucesion es creciente.

n+2 n+3
<

Se resuelve < .

3n+1 3n+4
n+2 < n+3 <:>(n+2)(3n+4)s(n+3)(3n+1) Como(3n+1)y(3n+4) son positivos
3n+1 3n+4

no cambia el sentido de la desigualdad

& 3n2 +4n+6n+8< 3n2 + N+ 9n + 3 alsimplificar se tiene
< 8<3.

Como la desigualdad equivalente no es cierta, entonces la sucesion es decreciente y por lo
tanto mondétona.

Ejemplo 2.9.5
. . . [(=D)"n )
Verificar si la sucesion > , €S monétona.
n“ +1
Solucion
o L : : 5 (-D"n
Los términos de la sucesion se obtienen a partir de la expresiénay, = Tl con n entero
+
. (DO _ 1 (-1°(2) _2 3 . _4
ositivo, entonces Si n=1, a = =——, N=2, 8=—5—"=—, &@=———,8, = —...,
g " T R A T A

. . 12 4
asi sucesivamente formando la sucesion—=, = — 3 5

2’5’ 10'17 26

Se observa que ap < d,,1 no se cumple por la alternancia en los valores positivos y negativos

de los términos por la misma razén a, < a,,1tampoco se cumple. Por lo tanto la sucesion no

es mondtona.

Ejemplo 2.9.6
o . [e" .
Determine si la sucesion {—l} , €S creciente.
n!
Solucién
Si la sucesién es creciente se debe cumplir, para cualquier n entero positivo que
Ay S Qp g - 1)
Doénde:
n n+1
e e
a, =— a .= (2).
" Y T T )
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Al sustituir (2) en (1) se tiene la desigualdad:

en en+1

ET s T )

Si la desigualdad es cierta para todo n entero positivo, la sucesion es creciente.
n n+1

e e
Se resuelve; — < )
nt  (n+1)!

n en+1

n' (n+1)!

n+1n!

< (n +1)!e” <e Como (n!) y (n +1)! son positivos

no cambia el sentido de la desigualdad
< (n +1) nle" <e"en! simplificar

< (n+1)<e.

Como a, 24,4 para nx2, la desigualdad se cumple, la sucesion es decreciente y por con-

siguiente monoétona.

2.10 FUNCION IMPLICITA

Cuando una funcion f con variable dependiente Y , variable independiente X, es definida

por: f(x) = 3x2 —%x +% ————— (1).Se dice que f es una funcion explicita.

Si (1) se escribe:18x% —3x — 6y = = ------ ()

Se dice que la funcidon f , estd implicita en (2) ya que al despejar Y se obtiene (1)

En la ecuacién de dos variables X, Y, representada por F(x,y) =0, los puntos (x,y) que la
satisfacen forman la gréafica de la ecuacion. Por otra parte los puntos (x, f (x)) que la satisfacen
tal que y= f(x) forman la grafica de la funcion implicita, es decir la parte de la grafica de la
ecuacién en donde para cada valor de x , le corresponde uno sélo de Y.

Ejemplo 2.10.1

2 2

En la ecuacion ry + yT =1, estd definida y como funcién implicita de x, es decir y = f (x).

Obtener tres funciones implicitas.

Solucién.
2 2

De —+ ¥y =1 (1) despejar y en términos de x .

9 4
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De (2) se obtienen dos funciones:

2Jo-x  _3<x<0,

- 9-x* 0<x<3.

Todas las combinaciones de (3) y (4), tal que la relacién entre X, Y cumpla con la definicion de
funcioén sera una funcion implicita en (1).

Las graficas de f,, f, y f,, se muestran en la Figura 2.10.1.

2
y f200 = =59 - 22,

2

fi ¥
x x
x
-3 3 a
= fa u
-2

fi1(x0) = ;V‘? —xk

Figura 2.10.1 Gréficas de las funciones implicitas.

Si en el ejemplo anterior se hubiera despejado x , se tendria una funcién implicita con variable
independiente Y .

2.11 CLASIFICACION DE LAS FUNCIONES POR SUS PROPIEDADES

Ademas de clasificar las funciones como inyectivas, suprayectivas, biyectivas, algebraicas,
trascendentes, también se clasifican segun sus propiedades en: crecientes, decrecientes, patr,
impar, simétricas y periédicas.

2.11.1 Funcidn creciente y decreciente.
La idea de funcién creciente y decreciente se puntualiza en la siguiente definicion.
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Definicién 2.11.1

Funcién creciente y decreciente
Sea f una funcion definida en un intervalo I con x,,x, 1 talque x, < x, entonces

a) La funcién f es creciente si f (x, )< f(x,).
b) La funcién f es decreciente si f (x )= f(x,).
c) Lafuncion f es estrictamente creciente si f (x, )< f (x,).

d) La funcién f es estrictamente decreciente si f (x,)> f(x,).

Por ejemplo, en la Figura 2.11.1, se observa que al aumentar los valores de x , de -1 a 2, los
valores de la funcion aumentan de 0 a 9, y disminuyen de 9 a 0 al aumentar los valores de x de
2 a5, en el primer caso se dice que la funcion es creciente y decreciente en el segundo.

y=-x>+4x+5

[SS]) A

—ll 0

Figura 2.11.1 Gréfica de una funcion creciente y decreciente.
Ejemplos de funciones crecientes y decrecientes.

Ejemplo 2.11.1

a) La funcién f definida por f(x)=e*, es estrictamente creciente, ya que para cualquier par

de valores X, <X, setiene: f(x)< f (x2 ) es decir e <e*2 . Ver Figura 2.11.2.a

b) La funcion f definida por f(x)=Inx es estrictamente creciente, ya que para cualquier
par de valores X <X,€D, se cumple que f(xl)< i (Xz) ya que Inx <Inx . Ver Figura
2.11.2.b.
c) La funcion f definida por f(x) = 1 es estrictamente decreciente en su dominio ya que
X
para cualesquieraX <X, € D; se cumple que f (xl ) > f (x2 ) puesto que 1 > i. Ver Figura
X X

1 2

2.11.3.c.
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A
y F 3
ﬂ y y=Inx
y:ek /
x Ll
/ |
xr
(b)

(@)

Figura 2.11.1 (a) y (b) Grafica de funciones crecientes.

(c)

Figura 2.11.1 (c) Gréfica de una funcion decreciente.

Propiedades

1. Una funcion f estrictamente creciente o estrictamente decreciente es inyectiva (uno a uno).
2. Una funcién f estrictamente creciente o estrictamente decreciente tiene inversa.

Una mirada a las graficas de la Figura 2.11.2 a 'y b, muestra que al trazar una recta tangente en
algun punto de la grafica, la pendiente de la recta tangente es positiva, en tanto que es negati-
va para la Figura 2.11.3.c, en temas posteriores se hara hincapié en esta caracteristica.

2.11.2 Funcién par e impar
Un punto P’ (—X, y) es simétrico del punto P(X, y)respecto del eje Y, si este eje, es la media-

triz del segmento PP . Ver Figura 2.11.2.(a)
Si la grafica de una funciobn f es simétrica respecto del eje Y , se dice que es funcién par y

satisface f (—x) = f(x) para todo X € D; .
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. *» Plx,y)

e
&

/.[:;‘ X
] d ~ i
P'(—x,—¥) Punto medio

>

(@)

Figura 2.11.2 (a) P’ simétrico de P respecto del eje

Un punto P’ (—x,—y), es simétrico del puntoP(X, y) respecto del origen O, si O es el punto

medio del segmento determinado por P y P'. Ver Figura 2.11.2. (b).
Si la gréafica de una funcion f es simétrica respecto del origen, se dice que f es funcién im-

par y satisface f (—x)=—f(X) paratodo X €D .

F 3
Y
PO | P(x.)
— X >
(b) \ Mediatriz

Figura 2.11.2 (b) P’ simétrico de P respecto del origen.

Ejemplo 2.11.2
En cada caso, determinar si la funcion f dada es par, impar o ninguna de las dos cosas.

a) f (x)=x*+x%.
Solucion
Se tiene f (x)=x* +x*, evaluando con —x
f(=x)=(—x)" +(=x)* =x* +x% = f (x).
Asi, f es par.
b) f (x)=x>-x
Solucion
Se tiene f(x)=x® —x, evaluando con—x

f (—x):(—x)3 —(-x)=-x*+ x=—(x3 - x):—f (x)..
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Asi, f esimpar.

c) f(x)=x+x* +x

Solucién

Se tiene f(x)=x®+x* +x evaluando con —x

3 2
F(=x)=(=%)" +(=%)" + (=x)
=—x3 +x% —x= f(x)
—(x3 - X +x)¢—f (x).
Como f(—x)= f(x)entonces f no es funcion par, ademas f(—x) = —f (x) por lo que tam-
poco es impar.

d) f (x)=senx.
Solucion
Se tiene f(x)=sen x evaluando con —x

f (-x)=sen(-x) =-senx=—f (x)

Como f (—x) = —f (x), entonces f esimpar.

e) f(x)=cosx.

Solucién

Se tiene f(x)=cosx, evaluar con—x

f (-x)=cos(-x) =cosx = f (x).

Como f (—x) = f(x), entonces f es par.

2.11.3 Funcioén simétrica.
En la traficacién de funciones, es (til conocer si la grafica de una funcion f es simétrica res-

pecto de un punto, o de una recta. En el plano de coordenadas XY, usualmente el punto es el
origen y la recta, el eje Y , para trazar la gréfica de la inversa de una funcion, es util la recta

y=X.

La propiedad de una funcién de ser par o impar, permite saber si la grafica tiene simetria res-
pecto del eje y o respecto del origen, la grafica de una funcion f es simétrica respecto del

eje Y , si es funcion par, es decir si cumple f (—x)= f(x) para todo xeD;, es simétrica respec-

to del origen, si es funcién impar, es decir si cumple f (—x)=—f (x) para todo xe Dy .

Si la funcion f es par, al hacer su gréafica es suficiente graficar puntos(x, y), parax>0,y re-

flejarla respecto del eje Y para obtener la grafica de X <0.

Si la funcién f es impar es suficiente graficar puntos(x, y) paraX >0, y reflejarla respecto del
origen.
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Ejemplo 2.11.3
Utilizar el concepto de simetria para trazar la grafica de la funcion f (x)= x* + x2.

Solucion.
Se tiene f(x)= x* + x% , como la funcién es par, (ver ejemplo 2.11.2.a), se determinan algunos

puntos parax >0.

y=1(x) [o|2]20]090

Interseccion con los ejes:
Coneleje Y:Si x=0, entonces y =0, se obtiene el punto de interseccién (0, 0) .

Conel ejex: Si y=0, entoncesx* +x? =0 . Al resolver la ecuacion se obtiene el punto de inter-

seccion (0,0).

La grafica para X >0se muestra en la Figura 2.11.3.(a) y la grafica completa en la figura
2.11.3.(b)

r 3 F 3
Y y
x
X >
y=x*+x%x20 y=x*+x%x €2 Dy
Figura 2.11.3. (a) Gréfica de la funcién Figura 2.11.3. (b). Grafica de la funcion
f(x)=x*+x*, parax >0 . f (x)=x*+x?, parax € Ds

Ejemplo 2.11.4
Utilizar el concepto de simetria para trazar la grafica de la funcion f (x)= X3 —X.

Solucion.
Se tiene f (x)=x*-x, como la funcién es impar, ver ejemplo 2.11.2.b, se determinan algunos

puntos paraX >0

[y

N
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Interseccion con los ejes:
ConelejeyY :Si x=0 entonces y = 0 se obtiene el punto de interseccién (0,0).

Con el ejex: Si y=0 entonces 0=x*-x se resuelve la ecuacion para obtener el punto de

interseccion.

Se obtienen los puntos(0,0),(-1,0)y (1,0).

La grafica para Xx>0se muestra en la Figura 2.11.6 y la grafica completa en la Figura
2.11.4.(a)y 2.11.4.(b).

A 2, 6)
y S
VAR RN
1 2
y=x3—xx=0
Figura 2.11.4. (a) Gréfica de Figura 2.11.4. (b) Grafica de
f (x)=x3—x, para x >0 f (x)=x3 —x, parax e Dt .

2.11.4 Funcién periddica
Una funcién f , tal que f (X+ p) = f(X), se dice que es periddica de periodo P . Al menor

namero positivo P , que cumple la propiedad se denomina periodo fundamental.

Las funciones periddicas comunes son las funciones trigonométricas, asi se tiene que:
f(x)=senx, entonces f(x+p)=sen(x+p)=senx, p=2x.

f(x)=cosx, entonces f(x+ p)=cos(x+p)=cosx, p=2r.

f(x)=tanx, entonces f(x+p)=tan (x+p)=tanx, p=r.

f(x)=cotx, entonces f(x+p)=cot(x+p)=cotx, p=r.
f(x)=sec x, entonces f(x+ p)=sec(x+p)=secx, p=2x.

f(x)=csc x, entonces f(x+ p)=csc(x+p)=cscx, p=2r.
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Ejemplo 2.11.5

Verificar que el valor funcional de f (x) = senx, para x, =—" |y x, =—_ + 27, Son iguales.
4 4

Solucioén.

Vs Vs 1
Evaluar f (X) =senxen x =—Z,yenx2 =——+2r=—".
4 4

Ya que la funcién seno es impar:
1 T T &4 1
( 4) sen(4 NA y 4+ T 2 sen 2 NA

Solucién alternativa
Se tiene f(x) =senx.

De la identidad trigonométrica sen(A+B)=senAcosB + cosAsenB

Aplicar a f(x)=sen(x+2x).
f (X) = sen (x+ 27) = sen xcos2rz + Sen 27 CoSs X
=sen x(1) + (0) cos x

=Ssen X

Porloque: f| -7 | = _z ): (_”J:_ (”):_1_
qu f( 4) sen( 4+27r sen 4 sen 4 \/5

Las siguientes funciones también son periddicas.

Ejemplo 2.11.6
Grafique la siguiente funcién periddica.

1 OS 1! .
f(x) ={X X< periodo 1.
0, x=1.

Algunos pares ordenados son

1 3
X 11213 2 | 4
1 3
f(X)oos“' 2 | 4
En la Figura 2.11.5 se muestra la gréfica
F 3
y
VL -,
q 1 2 3

x <1, .
_1 periodo 1.

0<
Figura 2.11.5. Grafica de la funcion f(x) = {3
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Ejemplo 2.11.7

. _ . L X 0<x<«], i
Grafique la siguiente funcién periédica. f(x)= periodo 2.
-X 1<x<2.

Para valores de x en el intervalo[O.l) , la gréfica de f es la funcion identidad y paraX e [1,2) ,

es la negativa de la identidad. En la Figura 2.11.6, se muestra la grafica:

X 0<x<1]

Figura 2.11.6 Gréfica de la funcidon f(x) = {
-X 1<x<2

" periodo 2.

2.12 TRASLACION DE FUNCIONES

Una traslacion de la gréfica de una funcién es un tipo de transformacién rigida que solo la cam-
bia de posicidon en el plano Xy, conservando su forma.

Se consideran cuatro tipos de traslaciones para la grafica de la funcion f definida por
y=f(x).

Sea y= f(x) y cuna constante positiva, se tiene

1)y = f(x) +ces lagréficade f ,trasladadac unidades verticalmente hacia arriba.

2)y = f(x) —ceslagraficade f ,trasladadac unidades verticalmente hacia abajo.

3)y = f(x+c)eslagraficade f ,trasladadac unidades horizontalmente hacia la izquierda.
4)y = f(x—c)es lagraficade f ,trasladadac unidades horizontalmente hacia la derecha.

Ejemplo 2.12.1
En la Figura 2.12.1 se muestra las traslaciones verticales y horizontales de la funciéon f defi-

nida por f(x)=x3cuando c=1.

rF 3 y
y y ¢
/- x
X /
¥ s

y=x3+1 y=x°-1
y=x°
a. Posicion inicial de f . b f trasladada 1 unidad verticalmente c. f trasladada 1 unidad verticalmente
hacia arriba hacia abajo
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x;
X

/ y=@-1)

y=(x+1)

d. f trasladada 1 unidad horizontalmente hacia la izquierda c. f trasladada 1 unidad horizontalmente hacia

la derecha

Figura 2.12.1 Grafica de la funcion f(x) = x2 con traslaciones cuando ¢ =1.

La grafica de una funcién f se puede obtener como resultado de traslaciones verticales y hori-
zontales. Como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.12.2
Mostrar una secuencia de traslaciones verticales y horizontales que indiguen como se obtiene

la grafica de la funcion f (x) = cos[x — ”j +2.
2

Solucién

T

Se tiene f (x) =cos(x—2)+ 2.

A. Tomar g (x)=cosx, COmo funcion inicial, trasladar Z unidades horizontalmente hacia la
2

derecha, se obtiene:
g (x)=cos( x—”j.
2 2

B. Trasladar 2 unidades verticalmente hacia arriba, se obtiene:

gg(x):cos( x—%}+2

C. Se obtiene asi la funcion original: f (x) :cos[x _”j +2. Ver Figura 2.12.2.
2
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Y
ENGZE I NG : e
-3 2 4 2 2T 57 . 2 37
«— P=2r —>»
«— 1 ciclo—p‘
A
1
y
.\ :
3 T n T 3
--n —-= 2 -
2 2
c
Figura 2.12.2 Gréfica de la funcién como resultado de traslaciones.
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Unidad 2
Ejercicios propuestos
Determine el dominio de las siguientes funciones.

X

1)f(x)=%. 2)f(x)=\/ji(r_5. 3)f(x)=\/a+\/m.

Determine si la funcién dada es inyectiva, suprayectiva, biyectiva o ninguna de las dos cosas.

4) f(x)=x*+5 5) f(x)=x"+x*-x-1  6) f(x)=x+1.

Determine el dominio y haga un bosquejo de la gréafica para la funcién dada

7) f(x)=vx*+1. 8) f(x):zzx—_l. 9) f(x)=vx*-x.

X*—=Xx=2
10) f(x):zli. 11)f(x)=)f__xl. 12) f (x) = —+3.
13) f(x)=+1-2x. 14)f(x)=\/11_. 15) f(x):sen(x+1j.
- X

T

16) f(x):2cos(x+§j—l. 17) f(x):sen(Zx—4j+1. 18) f(x)=log,x.

X, x<l1

19) f(x)=logx—-2.  20) f(x)=2n(x-1). 21) f(x)={_x o1

X2, x<0
22) f(x)=|x+4. 23) f(x)=1 senx, 0<x<rz .
1-x, T<X

Determine si la funcién dada es uno a uno. En caso afirmativo obtenga su inversa. Grafique la
funcién y su inversa.

24) f(x)=x"+3. 25) f(x)="x*+8. 26)f(x)=2¢". 27) f(x)=e"".

Suponga que en la ecuacion dada existe una funcion f implicita tal que .Obtenga por lo menos
tres funciones implicitas y grafiquelas.

28) 3x* +4y* -5=0. 29) xy* -1=0 .
Grafique las siguientes funciones

30) f (x) =|-2sen(2x)|. 31) f(x)=arcsenx-1. 32) f(x)=arctanx+2 .
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Determine el periodo en las siguientes funciones.

33) f(x)=4sen(r-2x). 34) f(x):5cos(Z- 3Xj :

Sin utilizar calculadora obtenga el valor exacto de la expresién dada.

35) arcsen (\/jj : 36)arc cos (\/fj : 37) arcsen (Zj :

Sean las funciones f,g,h definidas por f (x)=v1-x, g(x):l, h(x)=x*+1, efectuar las
X

operaciones indicadas y determinar el dominio de la funcién obtenida.
38) f+g. 39 (f)(g). 40) % 41) g—h. 42) fog. 43) hof.44) fof.
Obtenga una formula para el término a, para las sucesiones.

e 1 1 1

w35 7
16 32 64

@ |-

Determine si la sucesién dada es creciente, decreciente o ninguna de las dos cosas.

8" n—2
47) {F} 48) {nz +1}.

Determine si la funcién dada es par, impar o ninguna de las dos cosas. Verifique si las gréaficas
de las funciones son simétricas respecto del eje y , del origen o ninguna de las dos cosas.

49) f(x)=xsenx. 50) f(x):x—_i. 51) f(x):izcosx.
X + X

Obtenga la ecuacion final que define la funcién f , después de que a su gréfica, se le han apli-
cado las traslaciones indicadas. Dibuje la gréfica final.

52) f(x)= iz Trasladada dos unidades a la izquierda y cinco unidades hacia abajo.
X

53) f (x) == 1.Traslada dos unidades a la izquierda y cuatro unidades hacia arriba.

54) f (x) - sen x. Traslada ” unidades a la izquierda, dos unidades hacia abajo y expandida
2

por un factor de tres.

A la funcion f definida por f (x)=i2—%x, aplique las transformaciones indicadas y grafique
X

la funcién asi obtenida.
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55) g(x)=f(x)-3.  56) g(x)=f(x)+2. 57) g(x)=f(x-3).

58) g(x)=f(x+2). 59) g(x)=-f(x). 60) g(x)=2f(x).

61) g(x):;f(x). 62) g(x) = f(-x).
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CAPITULO 3

LIMITES Y CONTINUIDAD

COMPETENCIA ESPECIFICA A DESARROLLAR

Comprender el concepto de limite de funciones, y aplicarlo, para determinar
analiticamente la continuidad de una funciéon en un punto, o en un intervalo, y mostrar
graficamente los diferentes tipos de discontinuidad.

A.RAMIREZ Q. 100



Calculo Diferencial Limites y Continuidad
3.1 NOCION DE LIMITE

Un enfoque intuitivo del limite de una funcién, se obtiene cuando se observa cémo es su
comportamiento, es decir, hacia qué valor se acerca cuando la variable independiente toma
valores sucesivos cada vez mas préximos a un valor dado. La idea se ilustra con el siguiente
ejemplo.

Sea f una funcion definida por f (X) =x*—X.

Determinar hacia qué valor se aproxima la funcién, cuando la variable independiente se acerca
a,-1.

Solucion
Para observar el comportamiento de la funcion, se elabora una tabla con valores sucesivos de la

variable independiente X, , que sean menores que el nimero-1 pero que estén cada vez més
proximos a él, y valores sucesivos de X, , que sean mayores que el nimero—1, pero que a su vez

estén también mas proximos a—1.

Tabla 3.1.1
Valores sucesivos de X, menores y mayores qué, -1 pero cada vez mas préximos a-1.

X -1.2 -11 -1.01 -1.001 —1 | 0999 | 099 | -0.9 -0.8
f(x) | 2.6400 2.3100 2.0301 | 2.0030 2 19970 | 19701 | 1.7100 | 1.4400

De los datos de la Tabla se tiene:
Cuando X, toma valores sucesivos menores a —1, pero cada vez mas préximos a él, los valores

de la funcién, se aproximan cada vez mas a 2.
En notacion de limites se escribe:

lim (Xz—x):Z. ........... (1).
x—-1"
Se lee “el limite de la funcién cuando X, tiende a menos uno por la izquierda es dos”.
Cuando X, toma valores sucesivos mayores a—1, pero cada vez mas cerca de él, los valores de
la funcién se aproximan cada vez mas a 2. En notacién de limites se escribe:

lim (Xz—x): p 2).

x—-1"
Se lee “el limite de la funcion cuandoX tiende a menos uno por la derecha, es dos”
En ambos casos, el valor de la funcién se puede aproximar tanto al nUmero 2 como se quiera,
siempre y cuando, la variable X, , se aproxime lo suficiente al nimero —1. En notacién de limite
se escribe:

lim (xz—x): 2, mmmmmmmee- (3).

x—>-1
Con esta notacién se expresa que el limite lateral por la izquierda, como se denomina (1), y el
limite lateral por la derecha, como se denomina (2), son iguales, (3) generalmente se denomina
l[imite bilateral, o solamente, limite de la funcién. En notacién de limites:

Si lim f(x)=L, y lim f(x)=L. Entonces lim f (x) = L .-----(4)
X—a x—a’ X—a

Cuando los limites laterales no son iguales, se dice que el limite de la funcién no existe.
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En la Figura 3.1.1 se visualiza el comportamiento de la funcion f cerca deXx=-1.

f(x) tiendea 2
2

>
-1
x tiendea — 1

-

Figura 3.1.1 Valores de X proximos a —1 para la funcion f (x) = x* — x.

Definicion informal de limite
La siguiente es una definicion informal del concepto de limite de una funcion:

Si los valores de f(x) se pueden aproximar arbitrariamente al nimerol, tomando valores de
X, cercadea,, peronoigual a a,, el limite de f(x) cuandoX tiende a a, es L. Se escribe:
Iimf(x)=L ------------ (5)

X—a

El nimeroa,, al que tiende la variable X, para obtener el lim f (x) , no necesariamente tiene que

X—a

estar en el dominio de la funcion.

Ejemplo 3.1.1
x* -9

Determinar el limite de la funcién definida por f (X) = cuando X, tiende a 3.

Solucién
Al evaluar la funcion con valores de X, proximos a 3, por la izquierda lim f (x),, y por la derecha
Xx—3"

lim f(x),, se obtienen losvalores que se muestran en la siguiente tabla.
X—3

Tabla 3.1.2
Valores sucesivos de X, menores y mayores que 3 pero cada vez mas proximos a3.
2.8 2.9 2.99 2.999 3 3.001 3.01 31 3.2

X
f(x) 59 5.99 5.999 5.999 6 6.001 6.01 6.1 6.2

De los datos de la Tabla se observa que:
CuandoXx—> 3, f(x) > 6y cuando X -3, f(x)>6.
Como en los dos casos la tendencia en los valores de la funcién es hacia 6 entonces se escribe:
2

. X°=9

lim

x—3 X—3
En la Figura 3.1.2 se visualiza el comportamiento de la funcién f cercadeX =3
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y

f(x) tiende a 6
6

. x
3
x tiende a 3

Figura 3.1.2 Valores dexpréximos a 3 para la funcién f (x) =

Limite de una funcion definida por partes.

Ejemplo 3.1.2
2
Determine lim f(x), sif(x)=4 . +1, x<1l
>t —x*+2x+1, x>1

Solucion
Se evalla la funcion con valores de X, proximos a 1 por la izquierda, lim f (x), y por laderecha
x—1"

lim f(x), se muestran los resultados en la Tabla 3.1.3.

x—1

Tabla 3.1.3
Valores sucesivos de Xmenores y mayores quelpero cada vez mas proximos al.
X 08 0.9 0.99 0.999 1 1.001 101 11 12

f(x) | 1.6400 | 17100 | 19701 | 1.9970 | » 1.9999 | 1.9999 | 1.9900 | 1.9600

Es importante observar que los valores de la funcion, se obtienen evaluando f(x) = x? +1 ,
cuando los valores sucesivos de X, son por la izquierda, ya que para X <1, la funcién es definida
por la primera parte.

Y por la derecha con f (X) =—X* +2X+1, ya que los valores de x >1, definen la segunda parte de
la funcion.

A partir de los datos de la Tabla 3.1.3 se tiene que:

Cuando X =1, f(X) > 2, es decir lim f(x)=2.

x—1"

Y cuando X > 1", f(X) > 2, es decir Iim (x) = 2.

x—1t

Como el comportamiento de la funcién es igual para los dos casos entonces se concluye que
limf(x)=2.
x—1
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En la Figura 3.1.3 se muestra geomeétricamente la tendencia de la funcion.

f(x) tiende a2

\

xtiendeal

X2 +1, x <1.

Figura 3.1.3 Valores dexpréximos a 3 para la funcion f (X) = )
—X*+2x+1, x>1.

El siguiente ejemplo muestra que no siempre existe el limite de la funcién.

Ejemplo 3.1.3

X2 +2, x<1.

Sea f una funcion definida por f (x) ={ . Determineh’rr11 f(x).
X—>!

X+1, x>1

Solucion
La Tabla 3.1.4 muestra los valores de la funcion para los correspondientes de X, los valores de

la funcion cuandoX, tiende a 1 por la izquierda se obtienen evaluando f(x) =—-x?+2 Y con
f(x) =x+1 cuandoX, tiende a 1 por la derecha.

Tabla 3.1.4
Valores sucesivos de X, menores y mayores quelpero cada vez mas proximos al.

X 0.8 0.9 0.99 0.999 1 1.001 101 1.1 12
f(x) 1.3600 1.1900 1.0199 1.0019 1 ‘ 2 | 2.001 2.01 21 2.2

De los datos de la tabla se observa que:

Cuando X =1, f(X) =1, es decir iim f(x) =1.

x—1"
Y cuando X 1", f(X) > 2, es decir Iim (x) = 2.

x—1t

Puesto que los limites laterales no son iguales se dice quelim f (x) No existe.
x—1

Se ilustra el compartimiento de la funcién en al Figura 3.1.4.
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f (x) tiende a 2 cuando x
tiende a 1 por la derecha

f(x) tiende a 1 cuando 2
tiende a 1 por la izquierga 1

—Xx2+2, x<1.

Figura 3.1.4 Grafica de la funcion f (x) =
X+1, X>1.

El siguiente ejercicio muestra lo importante que es la eleccion de los valores sucesivos de la
variable independiente al determinar el limite de una funcién.

Ejemplo 3.1.4
. , T
Determinar limsen (j .
x—0 X

Solucién
La Tabla 3.1.5, muestra los valores de la funcién para los valores de X, proximos a cero por la

izquierda y por la derecha.

Tabla 3.1.5
Valores sucesivos de X, menores y mayores que cero, pero cada vez mas proximos a 0.
X -0.2 -0.1 -0.01 -0.001 0 | 0.001 0.01 0.1 0.2
f(x) 0 0 0 0 010 0 0 0

De la informacién obtenida, pareciera que el limite de la funcion es cero cuando X, tiende a cero,
ya que, la manera de elegir los valores de X, da como resultado que los valores de la funcion
sean cero.

Sin embargo, el comportamiento de la funcién préximo a cero no es asi, como se podra observar
mas adelante.

Si los valores de X, son: +1,40.2, 0.1, +0.01,+0.001.
Se pueden representar por: ﬂ,ii,ii,ii,ii .
10 10 100 100

Al evaluar la funcion:

f(1)=sen(r)=0, f [%j =sen

l\:‘k)

=sen(57)=0, f [%] =sen| 7| = sen(107) =0
10 10

f(i] =sen| = | =sen(1007z) =0, f[ L ]zsen % |=sen(10007) =0.

100 1 1000
100 1000
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Como se puede observar, ésta forma de asignar valores sucesivos a X, , cerca de cero, continuara
dando el mismo resultado para la funcién. Puesto que:

sen(nz)=0,parane Z.

Para los valores negativos, se obtiene el mismo resultado.

Por otra parte se tiene,

sen(%jzl si %:%+2nn donde neZ

Al despejarX, x= , ésta expresion, proporciona una forma de asignar valores sucesivos a

1+4n
X, cerca de cero, para los cuales el valor de la funcién sera uno, mas aun, si los valores de X,

dados por la expresion x = n eZ , se aproximan a cero, el valor de la funcién es-1.

3+4n

Conclusién
Como los valores de la funcion no tienden a un Unico valor cuando X, tiende a cero se dice que

el limite no existe, se escribe:

; 4 . , .
lim sen(j, no existe, o lim f (x) no existe.
x—0 X x—0

3.2 DEFINICION DE LIMITE DE UNA VARIABLE REAL

En la idea intuitiva de limite de una funcion, se utilizan las frases, “suficientemente cerca”,
“arbitrariamente cerca, “suficientemente préximo” etc., tales frases no tienen precision
matematica, y por lo tanto, no se utilizan en la definicién formal del limite de una funcioén, sin
embargo, se les puede asignar un caracter preciso, al decir que f (x) esta “suficientemente

cerca "de L, significa que, la distancia entre f (x) y L puede hacerse tan pequefia como se
desee, denotando la cantidad tan pequefia como se desee poré (épsilon), se escribe:

[f()-L<e.

Siempre que se elijaXen el dominio de la funcién, “suficientemente proximo” a un valor fijod, pero
diferente ded, y escribir:

O<|x-a<a.

En donde 0 (delta), representa una cantidad positiva, y al escribir 0, en el lado izquierdo de la
igualdad, significa que X # @, y asi, obtener la definicion formal de limite.
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Definicién formal de limite

Sea f una funcién definida en un intervalo que contenga al nUmero a, , excepto en el nimero
a, mismo. Entonces, se dice que limite de f (x) cuandoX, tiende aa, es L y se escribe:

lim f(x) = L.

x—a
Si para cada¢ >0 existe un numeroo >0 tal que

|f(x)-L| < & siempre que 0<|x—a|<d .

Es importante notar que, el proceso de limite se inicia con la asignacion de un nimero ¢ >0ala
distancia entre f(x) y L, con laimplicacién de que, X, debe cumplir la desigualdad 0 < |x - a| <0

en donde el nimero o > 0 es funcién del nUmero¢.

En la figura 3.2.1 se muestra geométricamente el enunciado de la definicion, asi para ung >0

dado |f(x)— L| <g¢ siysolosi L-¢<f(x)<L+¢ ,es decir f(x) esta en el intervalo abierto
(L—&,L+¢) , con la implicacion de que 0< |x—a| <0,siysoblosi a—d<x<a+0.,es decirX,

debe estar en el intervalo abierto(a—& a+ 8)y debe ser diferente de a, .

Figura 3.2.1, representacion geométrica de la definicion de limite.

y
1 1 1
1 1 1
Y- IS R J RN
) e
.c—g—f—(x—kL—-i— ,
|
1

Figura 3.2.1 Representacion geométrica de la definicion de limite de una funcién.

Ejemplo 3.2.1
Con la informacién que se proporciona, obtener un ¢, tal que cumpla con la definicién de limite.
=01 a=5 L=11 f(x)=3x-4.

Solucion
Se tiene|f(x)— L| < gsiempre que0<|x—a| <O e (1).
Sustituyendo valores en (1)
|(3x—4)-11] < 0.Lsiempre que 0<[Xx—5/< 8 --ereremmr ).

Desarrollando la desigualdad para obtenerd en funciéon deé
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(< E ) R — (5).
| O RV E— (6).
Finalmente se tiene:
PRy — (7)
3

Expresion que se relaciona con (2), es decir
A
|X—5|<O? siempre que 0 <|x—5| < - (8).

Por lo tanto, se puede elegir azg, y obtener el intervalo

abierto que contenga aX : y

0.1 14.9 E] 5+ &1

x)=2x+3
5——'<x<5+E,obienX€[—, 1)
3 3 3

De tal manera que la distancia entre f(x) =3x—4 y L=11 sea
menor a 0.1.

En la Figura 3.2.2 se muestran geométricamente los resultados.

- - - - - - -

L
/]

Figura 3.2.2 Muestra los intervalos

(L-eL+e) y(a-da+d).

Ejemplo 3.2.2
Demuestre que lim (2x+3) =5
X—1

Solucién
A partir de la definicién de limite se tiene que demostrar que para un ¢ > 0dado, se tiene un
0 > 0, tal que se cumpla la definicién, es decir:

Se tiene| f (x) — L| < & siempre que 0 <|x—a| <8 .oceo. (1)
Sustituyendo valores en (1)
|(2X+3)—5|<8 siempre que 0<|X—1|<6 ----------- (2).
Desarrollando la desigualdad para obtenerd en funcién deé
|2X+3—5| <&& |2x—2| <¢g

o 2x-1<e

<:>|x—1|<£.
2

€
Comol|x-1| < gsiempre que0 < |X —ﬂ < 0. Entonces se puede elegir0 = E
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Al invertir el proceso, se verifica (2), con lo cual se termina la demostracion.

En la Figura 3.2.3 se muestran los intervalos para la funcién y para la variable independiente.

r 3
y
1 1 1
1 1o
1 1o
L+ & ———i——ﬂ——r—w ——————
F(x) 1 [
—_ 1 P 1
L=11 \ o
foff o
- B s il ik R
1 1o
1 [
1 1o
o ol . S >
149 4 = 5 151 X
3 3
a-28 a+é

Figura 3.2.3 Muestra los intervalos para f (X) yX.

Ejemplo 3.2.3
Demuestre que lim (x*-x)=2.
x—-1

Solucion
Se debe obtener un 0 > 0, en funcién de ¢ > 0, tal que:

| =x)—2| < & siempre que 0 <|x— (-1 < -r-erme- ).

En la demostracion a partir de la definicién, es necesario obtener una relacién entre las dos
desigualdades de (1), desarrollando la primera:

¥ = x =2 =|(x=2)(x +1)| =[x = 2||x +1] < & =---rr-ee- ).

El factor|x +]1 , setiene en (1) y en (2), es decir, ya se tiene una relacién entre las desigualdades.

Para obtenerd en funcion de ¢, se asigna al factor|x - 2| una constante positiva k > 0 tal que

x=2/ <k, asi que, |k +1 <Esiempre que 0<|Xx+1 <8 —mmme 3).

Eligiendo a:f,se tiene o<|x+q<E=a ----------- ).

Ahora se obtienen las condiciones que debe tener k, como el intervalo que contieneX, esta
centrado en -1, se puede fijar su tamafio una unidad a la izquierda y una a la derecha, asi que

|X+l|<1,obien —2 <X <0 (5).

Bajo estas condiciones el factor |x - 2| debe cumplir

2<X—2<4,obien|x—2|<4:k ............ (6).

Sustituyendo k = 4, en (4) se tiene ¢ = iy 0=1 segln (5)
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. &
De modo que existen dos elecciones para 0, se escribe 0= mln{l, Z} , eligiendo para del minimo

de los dos valores.

Verificar que ¢ = f, es adecuado.
4

Se tiene
¢ —x =2 =[(x-2)(x+1)| =[x 2||x+1] < 4[2]: § mmrmmenmees ).

Asi que se verifica que lim (x*-x)=2,
Xx—>-1

La aplicacion de la definicion para demostrar el limite de una funcién generalmente resulta dificil.

3.3 CALCULO DE LIMITES

La nocién de limite que se vio en la seccién 3.1 permitié obtener el resultado de algunos limites,
sin embargo, se evidencié que esta idea no es suficiente para afirmar que un valor obtenido de
ésta manera sea precisamente el limite, por otra parte, en la seccion anterior, se mostré como
se comprueba que un valor supuesto es el limite de una funcién lo que con frecuencia no es
facil realizar.

En esta parte, el célculo de limites se realiza mediante el uso de teoremas relativos a éstos.

Teoremas basicos

T3.3.1Si f(x) =cdonde ce R, entonces lim f(x)=limc=c
X—a X—C

Generalmente se describe como “el limite de una constante es la constante”.

T3.3.2Si f(X) =X entonces lim x=a
X—>a

Se describe como “el limite de una variable es su valor limite”.

Ejemplo 3.3.1
Obtener el limite indicado

a) |X@12. b) 1@4(—3).@ ng]lx. d) )I([)nz X.

Solucién
La solucién se obtiene al aplicar el teorema correspondiente
a) Al aplicar T3.3.1 se tiene ||'n’112 =2.

X—.

b) Al aplicar T3.3.1 se tiene lim (-3) = -3.
X—4

c) Al aplicar T3.3.2 se tiene limx =1.
x—1

d) Al aplicar T3.3.2 se tiene lim x = 2.
X—2
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Los siguientes teoremas, se aplican para obtener el limite de las operaciones con funciones.

. o _ R .
Si )I(Lrgf(x) Li,)l(l_rgf(x) L, .Ce R, setiene
T3.3.3Im[f(x)+g(x)]=lim f(x) £ limg(x) =L, L,
X—a X—a X—a
T3.3.41im f(x)g(x) = lim f(x) lim g(x) = L L,
X—a X—a X—a

lim f
T3.3.5Iim[f(x)} R
x=a| g(x) I|m g(x) L,

T336I|mcf(x)_cllm f(x)=cL

X—a

Ejemplo 3.1.2

Obtenga el limite e indique el teorema que se aplica
. X+3 ]

a)le_rE(2x+5) b)Ilm(3X 1) c.le_ngx(4x—2).

Solucion.

a) Se tiene lim(2x+5). Aplicar T3.3.3
x—3
lim(2x+5) = lim 2x+lim5. Aplicar T3.3.6 y T3.3.1
X—3

=lim2- I|mx+5 AplicarT3.3.1y T3.3.2

Xx—3 x—3
=(2)(3) +5=11.

b) Se tiene I|m(§(+i) Aplicar T3.3.5

lim(x +3)
)-

3 X—2 .
nm( X+3) _ _Aplicar T3.3.3
=2\ 31 lim (3x 1) P
X—2
limx +1im3
=222 02 Aplicar T3.3.1, T3.3.2y T3.3.6
lim3xlim1
X—2 X—2
= E :1-
6-1

c) Se tiene Iin}x(4x—2). Aplicar T3.3.4

limx(4x—2) =limx- I|m(4x 2).AplicarT3.3.3

x—1 x—1

=limx- (Il'm 4x — Iim2) .AplicarT3.3.6

x—1 x—1 x—1

x—1 x—1

=limx- (4I|mx—llm2) AplicarT3.3.1y T3.3.2

=O[®0-2]=
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3.4 PROPIEDADES DE LOS LIMITES

Ademas de los teoremas basicos sobre limites dados en la seccidon anterior se tienen los
siguientes:

- _ ; _ R —
Si )I(l_r)naf(x) Li,)l(l_rgf(x) L, .Ce R, setiene

T341limx"=a", nez*.
X—a

13.4.2 Jim [ f ()] =[X|iLnaf(x)] —L", nez".
T3.4.3)!|’_r)naQ/f(x) :Q/)!i_r)naf(x) =12fl, si L, >0 n par

T344I|m{ (x )] no existe si )I(l’n;f(x):Li y )I(l’n;g(x)zo.

X—a g(X)
T3.45Si lim f(x) existe entonces es unico.
X—a

T3.4.6 Si f es definida por un polinomio y a es un niamero real entonces
lim f(x) = f(a).
X—a

T3.4.7 Si f(x) = g(x) paratodoX en un intervalo abierto que contengaa, , excepto

posiblemente ena, mismo, si existe lim g(x) entonces lim f(x)existe y
X—a X—a

lim f(x) = lim g(x).
X—a X—a

Ejemplo 3.1.1
Determinar el limite indicado

a)llm(2x 1) b)llm\/Sx C)Ilm(2x —x3+x —x+3) d)||m— €) lim —— -1

X—=>2 x—2 x=3 3y 1

Solucién
a) Se tiene |imz(2x_1)3ApIicar T3.4.2
X—>

I|'m 2X— 1 [Ilm 2x 1} ,Aplicar T3.3.3
X—>

3
[nm 2x—I|m )} Aplicar T3.3.3y T3.3.1

X—2

[ I|m X— 1} Aplicar T3.3.2

[2(2) 1]
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b) Se tiene Iirré\/3x—4 . AplicarT3.4.3
X—>

lim+3x-4 = [lim(3x-4) Aplicar 73.3.3
X—3 X—>3
= /Iim3x—|im4 Aplicar T3.3.6 y T3.3.1
X—3 X—3

3( lim x) -4  Aplicar T3.3.2
X

—3

= \3(3)-4 = 5.

c) Se tiene lim (2x* —x° +x* —x+3) Aplicar T3.3.3
X—1

Iim(2x4—x3+x2—x+3) =lim2x* —lim x> + limx* = lim x + lim 3
x—1 Xx—1 x—1 x—1 x—1 x—1

Aplicar T3.3.6,T73.4.1,T3.4.2y T3.3.1

=2limx* -1+1-1+3=4.
x—1

2
d) Se tiene |jm > . Aplicar T3.3.5

X—2 X—2
2 lim x?

X
Ii = x=22 Aplicar T3.3.3
r(x-2) dim(x-2)
X—>

lim x?
=—*2 ____ Aplicar T3.4.1,73.3.2yT3.3.1
limx—lim2

X—2 X—2

Se obtiene una forma indeterminada %y por el teorema T3.4.4 el limite no existe.

e) Se tiene |im XL
x—>3§/;_1

Al sustituir X =1en el numerador y denominador se obtienen la forma indeterminada g , lo cual

significa que existe un factor coman en el numerador y en el denominador, asi que, se procede
a simplificar la expresién racionalizando el denominador y posteriormente se determina el limite
si es que existe.

X—

1 (3/;—1)(x% +x% +1)
>I(|Lr2]33x_1:|x|g]3 2/;—1

= Il’m(x% +x% +1) Aplicar T3.3.3y T 3.3.1

x—3

Simplificar

=1+1+1=3.

3.5 LIMITES LATERALES

La nocion intuitiva de los limites laterales por la izquierda y por la derecha se puntualiza
formalmente en las siguientes definiciones:
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Definicién 3.5.1

Limite por laizquierda
Sea f una funcion definida en un intervalo abierto (C,a) . Entonces
lim f(x)=1L,.

Significa que para todo& > 0 existe un nimerod > 0, tal que |f(x) - L1| < ¢ siempre que

a—-0>Xx>0.

Se ilustra la definicion graficamente en la Figura 3.5.1, en donde se observa que los valores de

X solo pertenecen al intervalo(a— &a)y su imagen en el intervalo(L1 -& L+ 3).

y
Li+ €~~~ ST

L, --4---- e
O PR [N

Figura 3.5.1 Limite de f(X) por la izquierda.
Para obtener la definicion por la derecha se sustituye el intervalo (a -0, a) por (a, a+ a).

Definicién 3.5.2

Limite por la derecha
Sea f una funcién definida en un intervalo abierto (a,c). Entonces

lim f(x)=L,.

X—a

Significa que para todo& > 0 existe un nimerod > 0 , tal que |f(x) - L2| < & siempre que

a<x<a+o.

Se ilustra la definicion graficamente en la Figura 3.5.2, en donde se observa que ahora los valores

de X, solo pertenecen al intervalo (a,a+8), y su imagen correspondiente en el intervalo

(L-eL +e).

Figura 3.5.2 Limite de f(X) por la izquierda.
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La relacién entre los limites laterales por la izquierda, y por la derecha, se expone en el teorema
siguiente.

Teorema T3.5.1 Existencia del limite bilateral

Sea f una funcion definida en un intervalo abierto que contenga aa, , excepto en el nimeroa,

mismo. Entonces
limf(x)=L, siysolosi lim f(x)= lim f(x)=L.

Xx—>a x—>a~ x—at

El teorema anterior afirma que, el limite bilateral existe, si y solo si, existen los limites laterales y
ademas deben ser iguales.

Ejemplo 3.5.1

Determinar el limite indicado si es que existe.

a) |irf1_ V1-X. Db) ||’m+ Vl—X-C)Iirq\/l—x.d) lim [x]. €) lim [x]. f)Iin’;[[x]].
x—1 Xx—1 X—> x—21 X—>

xX—>2"

Solucién
a) Seay = V1-X.
Al graficar Y = V1-X. Enla Figura 3.5.3, se observa que cuando X, tiende a 1, por la izquierda,

f (x) tiende a cero, por lo tanto lim y1-x =0.

x—1"

»

y

\ y=vl-x

x—» 1

Figura 3.5.3 Limite de lim v1—x.

X—1

b) Se tiene |I'IT1 V1-x.

x—1

La evaluacion de la funcion con valores de X, mayores que 1, dan como resultado nimeros
negativos, puesto que no existen raices cuadradas de niUmeros negativos, entonces

lim v/1-X. No existe.

xo1t

c) De los resultados de los incisos anteriores ay b se tiene

lim y1-x =0, y lim ¥1-X no existe.

x—-1" x—1
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Al aplicar el teorema T3.5.1

lim +1-x # lim 1-x.

x—1 X_)1+

Por lo tanto lim +/1-x, no existe.
Xx—1

d) La funcion mayor entero f(x) =[x]]=n, se define como n<x<n+1,neZ%.La grafica se

muestra en la Figura 3.5.4, en donde se observa que si los valores de X tienden a 2 por la
izquierda, f(x) tiende a uno, asi, Iim[x]=1.

x—>2"

y
Z ——)
1 _
X
i 0 1 2 3

Figura 3.5.4 Gréaficade f(X) = [X].

e) Con referencia la grafica de la Figura 3.5.4, se observa que cuando X, tiende a 2 por la
derecha, los valores de f(x) tienden a 2, por lo que

lim[x] = 2.

x—2"

f) De los resultados de los incisos d y e
Iim[x]=1Y I|’m+[[xJ] =2.

X—>2" X—2

Al compararlos Iim [x] = lim [x].

x—2~ x—2%

Por lo que al aplicar el teorema T3.5.1 Iirr;[[x]] no existe.
X—>

3.6 LIMITES INFINITOS Y AL INFINITO

v Limites infinitos
Se dice que el limite de una funcién existe, cuando se obtiene un nimero real, si no es asi,
entonces no existe, en éste caso, es importante conocer como se comporta la funcién, cuando
el valor de la variable independiente se aproxima a un nimero dado.

A.RAMIREZ Q. 116



Calculo Diferencial Limites y Continuidad
Ejemplo 3.6.1

a) El siguiente limite Iimﬁ, no existe, ya que al aplicar el teorema T3.4.4, se tiene la forma
x—1 x—1

indeterminada 1 ,yaque liml=1,y |.'m(x_1)2 =0.
o x—1 x—1

Sin embargo, al analizar el comportamiento de la funcién para valores de X, proximos a 1, por la

izquierda y por la derecha, los valores de la funcion se hacen cada vez mayores, lo que se denota
respectivamente por:

> =Y lim ! = 00 ~==--=------ (1)

lim >
x—1" ( X—1)

-1 (x-1)

Se dice que el limite de la funcion tiende a mas infinito, se utiliza el simbolo «~ para indicar que
los valores de una variable aumentan tanto como se quiera.

Si ahora el limite que se propone es:
-1
b)lim 5
x—1 (X—l)

La respuesta es no existe. Sin embargo, al analizar el comportamiento de la funcién para valores
de X, proximos a 1, por la izquierda, y por la derecha, los valores de la funcion disminuyen cada

vez mas, se denota respectivamente por:

lim =—00,y lim S Y- ).
x—1" (X—1)2

Se dice que el limite de la funcién, tiende a menos infinito, se emplea el simbolo —oc para indicar
que los valores de una variable disminuyen tanto como se desee.

Los resultados 1y 2 se generalizan y se denomina limites Infinitos, se escriben:

S — 3).
x—>a+(x_a)

lim
x—a (X_a)

n

Si n entero positivo impar. Y para n entero positivo par:

1
|' = 00, =========== 4),
Xm(x_a)” (4)

En las siguientes definiciones se formaliza la idea de este tipo de limites.
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Definicién 3.6.1

Limites infinitos
Sea f una funcién definida en un intervalo abierto que contenga al nimeroa, excepto en el
numero a, mismo. Entonces

TRAC P e — (5)

X—a

Si para todo nimeroM > 0, existe un nimeroo >0 tal que f(x) >M siempre que
0<V—ﬂ<6.

De forma analoga

Si para todo numero N<0 existe un nimero 0 > 0 tal que f(x) <N siempre que

0<[x-al<a.

En la Figura 3.6.1 se ilustra la definicion.

mEsssssEEIEIYTTTTT Y R

Figura3.6.1 Definicion de limites infinitos geométricamente.

Ejemplo 3.6.2

Aplicar la definicién 3.6.1 para demostrar que lim 1 > =00
xal(x_l)

Solucién

Se tiene que para todo nimero M positivo, se debe obtener otro nimerod positivo, tal que, exista
un valor de X, en el intervalo(1— 2,1+ &) que cumpla f(x) > M.
Asi
1
(x-1)
Efectuar operaciones para obtener desigualdades equivalentes
1

(x-1)

> M Siempre que0<|x-1<d o [x-1 <o x=1

2

> M

2 1

Multiplicar la desigualdad por(x-1) v

1 2
> (x-1
Ls(x-y)

A.RAMIREZ Q. 118




Calculo Diferencial Limites y Continuidad

Extraer raiz cuadrada, recordando que /(x-1)" =|x -1

1

1 . 1 .. 1 .
i —1obien|x -1 <=, eligiendog=——, setiene [x—-1<o=—.
>[x—1 o bien|x - < -, elig = x-Y<o=—

N

! , garantiza que,
M

Al invertir el proceso se verifica que, o= >M se cumple.

(x-1)

De ésta manera,d esta en funcién del valor dado a M, por ejemplo, si M =10000 entonces

1
0= Tooos 0.01y x = 1en el intervalo (0-99,1-01) , garantiza que, f (x) >10000asi, six =0.999,

entonces f (0.999) =1000000 >10000.

v Limites al infinito
En esta parte, se analiza el comportamiento de una funcion, cuando el valor de la variable
independiente aumenta o disminuye arbitrariamente.
Una idea intuitiva de lo anterior, se puede obtener, cuando se evalla la funcién con valores de
X,, que aumenten o disminuyan como se muestra en la Tabla 3.6.1 para la funcion f definida

por:

Xx—1
f(x)=——.
() X+1
Tabla 3.6.1
Los valores de X, aumentan. Los valores de X, disminuyen.
X 10 100 1000 10000 0 | -10000 -1000 -100 -10

f(x) | 0.8181 | 0.9801 | 0.9980 | 0.9998 | 1 | 1.0002 10020 0 | 10202 | 10202

A partir de los datos obtenidos se observa que, el valor de la funcion se aproxima a 1, cuando
X, aumenta y también cuando disminuye, se escribe:

x—1 x-1
lim——=1Y lim — =1.
x—o x+1 x—>—o x+1

Para el primer comportamiento y para el segundo respectivamente. En la Figura 3.6.2 se muestra
el comportamiento de la funcion.
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Pas

=

S
I

Figura 3.6.2 !(IL[]O f (X) yJLrHO f(x).

Un caso relevante de este tipo de limites esta relacionado con la definicién del nimero de Euler,
denotado por€.

Definicién 3.6.2

1

X

. 1 h

e= lim [1+j ~2.711820bien e= lim (1+h)h ~2.7182
X—>00 X h—0

En donde si h — 0 entonces el exponente % — ©

La definicién formal de limites al infinito es la siguiente:

Definicién 3.6.3

A. Sea f una funcion definida en un intervalo abierto (—Oo,b). Entonces

X——-00
Significa que para todo ¢ >0 existe un nimeroN <0 tal que |f(x) -L< g| siempre quex <N .
De forma analoga:
B. Sea f una funcion definida en un intervalo abierto (a, 00). Entonces

lim f (x) = L. ----------- (8)

X—0

Significa que paratodog >0 existe un nimeroN <0 tal que |f(x) - L| < ¢ siempre queX<N.

En la Figura 3.6.3 se ilustra geométricamente la definicion.
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A. Iim f(x)=L B. Iim f(x)=L.
X—>—00 X—>00

Figura 3.6.3 Limite cuando xtiende a menos infinito (A) y a mas infinito (B).

Ejemplo 3.6.3

Demuestre quelim x =1.

x—0 X+1

Solucién

De la definicién 3.6.2B.

x-1_ 4
X+1

Para un ;dado obtener un numero M positivo tal que <&, Siempre quex > M .

De X_l_J_‘ < ¢, Se obtiene M en funcién¢, como X > 0.
X+1
x—1 4 Ix—1-x-1] |-2| -2 2 2
X+1 | ox+1 | |x+1 Ix+1  x+1 X

Al tomar reciprocos de la desigualdad, 2 < ¢, Se obtiene
X

x 1 2
—> -S> X>—.
& &
- 2 I x—
EligiendoM == se tiene x> M implica f(x)e (L—g,L+e).ES decir Xi—l‘ <&, Secumple.
& X+
Ejemplo 3.6.4
Si £ =0.1 entonces M = oi =20, asf que si X > 20 entonces X_l_q <0.1.
1 x+1

En el célculo de limites, ademas de los teoremas vistos en la seccion 3.3 y 3.4 el siguiente es de
gran utilidad.

Teorema T3.6.1

Si r es un nimero racional positivo y x" esta definida para toda X, . Entonces

(1 . 1
lim (rj =0, lim (rj e R (9).
X—0 X X—>—00 X
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Ejemplo 3.6.5

. (1 . (1
Obtener el limite indicado  a) IIm( j.b) lim (]
X—0 X X—>—0 X
Solucién
_ (1
a) Se tiene lim| — |.
X—00 X
Para obtener el resultado se identifica el exponente de la variable X, en este caso el exponente

, (1
r =1, que es un racional positivo, se aplica T3.6.1. Asi que iin (j =0,
©{ X

X=—o\ X

, 1
b) Se tiene lim [j .

De forma anéloga =1 , nimero real positivo, se aplica T3.6.1 y se obtiene

, 1
lim (j =0,
X—>—o| ¥
Solucion alternativa

En relacién a los valores de la Tabla 3.6.2, se observa que, cuando X, disminuye arbitrariamente
el valor de la funcién tiende a 0.

Tabla 3.6.2. Los valores de X disminuyen
X -10 -100 | -1000 -10000
f(x) | -0.1 | -001 | -0.001 | -0.0001 | O

En la Figura 3.6.4 se muestra el comportamiento de la funcion.

X — —o0

. (1 (1
Figura3.6.4|lm — |y lim | —|.
X—00 X X—>—00 X

El siguiente teorema permite obtener el limite de un polinomio.
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Teorema T3.6.2

Sea p, (X) = aan + an_lxnf1 +...+8,X+3, un polinomio de grado!l. Entonces

lim p, (x) =cosi@, >0 y lim p, (x) = -0 sid, <0.

Ejemplo 3.6.5
Obtener el limite indicado

5 3 2 i i >
a) lim (3X5 +4x% +5x2 +1). b) 1im 3X” +4X7+5x +1_ c) lim . d). lim X( X +1-|—X)_
X—>0 X—>00 2%x% +x-1 X—0 X2 1 X—0

Solucion
a) Se tiene |im (3x5 +4x% +5x2 +1) . Aplicar T3.4.2.

Para obtener el resultado se identifica &, =3 >0 y se aplica T3.6.2 ast:

lim (3x5 +4x3 +5x2 +1) =

X—>00
Solucién alternativa
Aplicar teoremas sobre limites efectuar operaciones y simplificar

4x® 5x% 1
lim (3x5 +4x3 +5x%° +1) = lim x® (3+5+5+j
X0 X—>00 X X
1
X5

X—>00

= lim x° (3+++

, , 4 5 1
= lim x° lim x° (3+2+3+5] = oo,

X—00 X—>0 X X X

4 5 1 .
Ya que: I|mx =y lim| 3+—+—+— |=3. Segln T3.6.1.
X—00 X X X

Es importante hacer notar que la igualdad Iim (3x5 +4x° +5x%° +1) =

X—>0

Significa que el limite no existe, solo es una forma de indicar que los valores de la funcién
aumentan sin cota.

b) Del ejercicio anterior
lim (3x° +4x° +5x” +1) = o, al aplicar T3.6.2 al denominador
X—00

lim (Zx5 +x—1) =

X—>0

Y por el limite de un cociente aplicado a (1) se tiene

3 +4x°+5x2 41 im (3X5 +4x° +5x° +1) o
lim = O @

X—>00

8 |

xow x5 4 x—1 ||'m(2x5 +x—1)

X—>00
La expresion f, se denomina “forma indeterminada”, y no proporciona informacion acerca del
0
comportamiento de la funcion. Cuando esto sucede, se aplica la siguiente regla: dividir
numerador y denominador por la mayor potencia que se tenga en el denominador, en este caso
x° - aplicar teoremas, realizar operaciones y simplificar.
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5 3 2 5 + 5 + 5
o 3XT+H4AXT+5x°+1 |, X X X X
lim =1lim

X—>00 2X5 + X—l X—>00 [ 2X5

5

5 1
lin (3+2++5j
X X X AplicarT3.3.3,73.6.1

1

I|m(2+4 —

X—>00 X X
3
>

, . , e X+l : : :
c) Al aplicar el limite de un cociente a la expresion lim = , Se tiene la forma indeterminada
X—0
X" -1

2 asi que, se procede como en el ejercicio anterior.
[e0]

Se divide numerador y denominador por X, y se aplican los teoremas correspondientes, efectuar
operaciones y simplificar para obtener el resultado.

x 1 1+ lim (1+J

= fim 2= Jim = —— =1
x -1 - lim (1+]
XZ XZ X—>00 X

. . ;. ., . 2 .
d) Al aplicar directamente los teoremas sobre limites a la expresion, lim X( X +1+X) ,se tiene la
X—©

forma indeterminada oo(w0). En este caso racionalizar el numerador, realizar operaciones y

simplificar.

x(«/x2 +1+x)(\/x2 +1—x)
)!E)n x(\/x2+l+x):)!|'_r)n
* * (\/x2 +1—x)
X[ x? +1-x2
= |im ( )= [im X .

" ) 1

Ahora se divide numerador y denominador por X, , considerando que X <0 puesto que X — —®©

es decir, —x =|x|=+/x* sustituyendo en la igualdad
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X
= lim X = lim 1 = lim 1
—00 2 —>0 2 —®
X+l x x +1 1 /1+i +1
NS x? " X’
lim-1 lim -1 1
X—00 X—>—0

lim ( /1+12+1J ( lim /l+i2+ lim 1}
X—>—00 X X—>—00 X X—>—00

3.7 ASINTOTAS (VERTICALES, HORIZONTALES Y OBLICUAS)

La recta a la cual la gréfica de una funcién se aproxima en forma continua se denomina recta
asintética o asintota y son muy Utiles cuando se grafica una funcion.

Se tienen tres tipos de asintotas:

1) Asintota vertical.-es una recta paralela al eje Y de ecuacion X = a, cond constante.
2) Asintota horizontal.-es una recta paralela al eje X, con ecuaciény =k conk constante.
3) Asintota oblicua.-es una recta de la forma y = mx +b con m,b constantes

Las siguientes definiciones relacionan las asintotas con el concepto de limite infinito y al infinito
de una funcion.

Definicién 3.7.1.

Asintota vertical
La recta de ecuacion X =a, se denomina asintota vertical a la curva de y = f(x) si al menos es

cierto uno de los siguientes enunciados

lim f (x) = oo. lim f(x) = oo. lim f(x) = oo.
x—a X—a_ x—at

----------- 1
lim f (x) = —o. lim f(x) = —o. lim f(x) = —oo. @)
x—a x—a~ x—at

Definicién 3.7.2.

Asintota horizontal
La recta de ecuacion y = L se denomina asintota horizontal a la curvade y = f (x), si al menos,
es cierto uno de los siguientes enunciados:

lim f()=L. lim f (%) = L.-=w-semeees (2.)

Definicién 3.7.3.

Asintota oblicua o inclinada
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La recta de ecuacion y=mx+b , se denomina oblicua a la curva de y = f(x), si al menos es
cierto uno de los siguientes enunciados
lim [ f(x)—(mx+b)]=0. lim[f(x)—(mx+b)]=0.------------ (3)

donde m = Iim & b= lim [ f(x)—mx].

X—>* oo X X—>t oo

Ejemplo 3.7.1
Obtenga las ecuaciones de las asintotas vertical, horizontal y oblicua si existen para la funcién
dada. Grafique la funcién y las asintotas.

X +1 2x% +x
. 0) 100 =

a)f(x):z—:. b) f(x) = ——

x> -1 +x-2

Solucién
a) Puesto que —1 no esta en el dominio de la funcion, f(x) = X__l, es probable que X =-1 sea la
X+1

ecuacion de la asintota vertical, se determina mediante lim f(x) y se verifica con la definicion
X—>-1

3.7.1.

X+1

|im(x_1j_llnl(x_l)‘_—2 POrT3.4.4
x>-1( X +1 _Il'rr_ll(x+1)_ o oS

) x—-1
Se tiene xllnjl(—J . Aplicar T3.3.5

. [ x=1 .
lim| —— |. No existe.
x—>-1\ x +1

Como el limite no existe, se analiza el comportamiento de la funcion cuandoX tiende a—1.
Six —> -1 entoncesXx—-1<0,yx+1<0,ademas (x+1) — 0asi que:

, (x—lj
lim = oo,
x>-1"\ X +1

Como se cumple con la definicién 3.7.1, entonces X = -1, es la ecuacién de la asintota vertical.

Para obtener la ecuacion de la asintota horizontal el lim f(x)o lim f(x), debe ser un nimero
X—>»0 X—>—00

real, asi que, se determina |.'m(x__1]. Dividir numerador y denominador por X, aplicar
x>\ X +1

propiedades de limites y simplificar.

De forma anéloga para |im x—1)
X+1

X—>—o0
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Como se cumple con la definicion 3.7.2, entonces y =1, es la ecuacion de la asintota horizontal.

La asintota horizontal excluye la asintota oblicua y viceversa.

La gréfica de la funcién, asi como las asintotas, se muestran en la Figura 3.6.5.

X — —00 s oL x
]
x=-1 x
|
|
Figura 3.6.5 Grafica de :r f(x) = ! .y las asintotas: vertical
X+1
X =-1, horizontal y =1.
- g X+1 . ) .
b) Dominio de la funcion f (x) :F ,es D; =(—,-1)U(L»), posibles asintotas verticales
X -1

x=-1lyx=1.
Si cumplen con la definicion 3.7.1

Parax=-1, se determina lim f(x).

x—>-1"
oo x+1 o : . -
Para calcular lIm ——= racionalizar el denominador, aplicar teoremas sobre limites y
x—>-1" . ’XZ _1

simplificar.
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x4l (X)X L
lim = lim —L— —
x—)—l_m x—>-1" X2 1 X2 1

_ lim (x+1)Vx* -1
_xa—l’ X2—1

(x+1)v/x* -1

= lim
x>-1 (X+1)(x-1)

Puesto que no cumple la definiciéon 3.7.1 entonces la recta X = -1, no es asintota vertical.

P 1 se determina lim f(x) = lim =1
ara X =1, se determina = .
x—1t x—1t "Xz _1

p cular lim X
ara calcular ,
x»l*'ﬂfxz_l

teoremas sobre limites y simplificar.

como en el caso anterior, racionalizar el denominador, aplicar

lim(x+1) lim(x+1)
li X+1 _ xolf _ xott _“ . .
ml —=- — == - =—.No existe al aplicar T3.4.4.
o (-1 limyxX -1 [limeé -1 0

X1t X1t

Como no existe el limite, se analiza el comportamiento de f , la funciéon cuando x —1".

Six—»1", entonces X+1>0 y (x—1) -0 ya que VX —1>0 se tiene:

, x+1
lim
x—1t X2 _]_

= 00,

Como se cumple con la definicién 3.7.1, X =1, es la ecuacién de la asintota vertical.

X 1 y Ir X 1 ,

Se determinalim
X—0

o X+1
Del ejemplo 3.6.5c, para el primer casolimM——==1 por lo que la ecuacién de la asintota
X—>0 ’XZ _1

| _ o X+1
horizontal es, y =1, y para el segundo, determinar xll_mo e _1

Dividir numerador y denominador por—X, aplicar teoremas sobre limites y simplificar se tiene:
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Como se cumple la definicion 3.7.2. y = -1, es la ecuacion de la asintota horizontal.
La gréfica de la funcién y sus asintotas se muestran en la Figura 3.6.6.

F 3
vl i
1
]
1
1
]
]
1
]
y=11 1
________________ e
1
1
x=—-1 ! .
____./ X:: 1 x’
;
_______________ ]
y=-1} |
Figura 3.6.6 Gréfica f(x) = Xt1  asintotas vertical X = 1y horizontal y = +1.
xc -1
Solucién
3
c) Se tiene f (x) = XX
X2 +x—2

El dominio de la funcién es (-0,—2) U(-2,1)(L ), con probables asintotas verticales X = —2 y

x=1.

Para verificar siX = —2, es ecuacion de la asintota vertical, se determina X|Im2 f (x) aplicando los
o

teoremas correspondientes asi,

T 3
) 2% 4 x lim (2x° +x _
lim — = f*z( ) =—— Por T3.4.4
->2x> +x—-2 |im (x2+x—2) 0
X—>—2
3
lim M. No existe.

Xx>-2 X% 4 X —2

Como el limite no existe se analiza el comportamiento de f cuandox — -2~y cuandox — —2+.

: _ . (Y2
Si x > —27, entonces (2x° +x)<0 y (x2+x_z)>o,ademas(x +X-2)—0, por lo tanto:

, 2x3 + X
lim ———=—.
x>-2" X"+ X—2

Como se cumple con la definicién 3.7.1 entonces X = —2, es la ecuacién de la asintota vertical.

. , 2
Six —» 2" entonces (2x°® +x)<0 y (X? +x—2) <0, ademas (X" +x-2) -0, por lo tanto:

, 2x% + x
lim ———=w
x—>-2 X° +X—2

Se confirma que X = —2 es la ecuacion de la asintota vertical.
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De la misma manera, para verificar si X =1, es la ecuacién de la asintota vertical, se determina
Il'n? f (x), aplicando los teoremas correspondientes asi:
X—.
[ 3
2x° + X lem(ZX +x) 3

lim— =— =—.Por T3.4.4
x>1 x2 4 X — 2 Iqu(x2+x—2) 0

3
lim—2X_**_ No existe.
x>l x? 4 X —2

Como el limite no existe, se analiza el comportamiento de f , cuandox — 1~ y cuandox —1%.

. .
Si x>l entonces (2x° +x)>0 y (X? +x—2)<0, ademas (X" +X=2) =0, por lo tanto.

. 2%+ X
lim ——=—x.
x>l X+ X—2

Como se cumple con la definicién 3.7.1, entonces X =1, es la ecuacién de la asintota vertical.

. , 2
Si x »>1tentonces (2x* +x)>0 y (X> +x—2)>0 , ademas (X* +x=2) > 0por lo tanto
2x° + X

|im2—:oo
X1t X5+ X —2

Como se cumple con la definicion 3.7.1, se confirma que X =1 es la ecuacion de la asintota
vertical.

Asintota horizontal
3 3
Se determinalim -2 Xy |im _2+*X_ seg(n definicion 3.7.2.
XA)ooX2+X_2 ><—>—ooX2+X_2

Al aplicar teoremas sobre limites, efectuar operaciones y simplificar se tiene

s gx+1 Iim[2x+1j
lim 2X°+ X . X || o X
X—>00 Y2 _ 9 xow 1 21
X Ax=2 I+-—— Iim(1+1—22]
X X xoo\ XX

Significa que no se obtiene un ndmero real, y por lo tanto, no hay asintota horizontal.
Se obtiene un resultado similar para el segundo limite:

3
lim -2X_*X___,, Confirmando que no hay asintota horizontal.

x>m X% 4 X — 2
Para que exista asintota oblicua, se debe cumplir con la definicién 3.7.3.

Solucion
Si y = mx + b, es la ecuacion de la asintota, entonces por la definicion 3.7.3.

S 2x3ax (1 y . 2x% +x
m=lim| = =| Y b=lim| S——-mx|.
xool X 4+x-2 )\ X xoo X+ X—-2
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Aplicar teoremas sobre limites, operaciones y simplificar:

2+i lim 2+i
(23 x (1) o 2xP+1 , X2 x| T x2
m=lim| = =|=lim| ==—— |=lim = =2.
o\ X 4x=2 \x) om\ X 4x=2) o)y 1 2 . 1 2
+;_*2 lim|1+=——
X X—>0 X 2

X

, 5
2% +X —2x% +5x —2+ le—rg 2t X
b:lim[ —ZXleim(jzlim X = =-2

2 x— —>00 1 2|
X +x-2 ” I+=—— I|m(1+1—22)
X X X X X

Al sustituir los valores obtenidos eny = mx+b, se tiene la ecuacion de la asintota oblicua
y =2x -2 . Lafigura 3.6.7 muestra los resultados.

\
——al - - --
A
\

2¢ + X

Figura 3.6.7 Gréfica f(x) = , asintotas vertical x =1,x = -2, y oblicuay = 2x - 2.

X2+ Xx=2

Las asintotas de las funciones racionales, pueden ser obtenidas al comparar el grado de los
polinomios.

Sean:
by (X)=a,X" +a, X" +..aX+3, cond, #0 y g, (x)=byx" +b, X" +.bx+h  donde

b, #0,

Pn

G (X)
Las ecuaciones de las asintotas a la grafica de f son:

Sea f una funcién racional definida por f(X)= sin factores comunes.

Ecuacion asintota vertical: X =K si k es un cero real de Q, (X)

. ] , an . . .
Ecuacion asintota horizontal: y = b sin=mY y=0 si n<m.No haysil>M,
m

P, (X)

qpn (X)

sin=m+1.

Ecuacion asintota oblicua: y = mx + b, como resultado de
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3.8 LIMITES ESPECIALES

Ahora se exponen teoremas relacionados con limites de funciones trascendentes, en particular
los denominados limites especiales, antes se expone el teorema de la compresion.

Teorema T3.8.1 de compresion

Sean f,gyhfunciones que cumplan f(x)<g(x)<h(x) para todaX, préxima a a,
excepto a, misma.

Si limf (x)=limh(x)=L entonceslxlmg(x)z L.

X—a X—a

Ejemplo.3.8.1

Aplicar el teorema de compresion para calcular |jm Xzsen(”j'
x—0 X

Solucién

Del ejemplo 3.1.4 |im Sen[”) no existe, asi que, no se aplica T3.3.4 es decir
x—0 X

, T , , T
Ilmxzsen[j #lim x? Ilmsen(j.
X—0 X X—0 Xx—0 X

Sin embargo six # 0, se tiene

—1<sen (”j <1, multiplicar por x*
X

T
—x? <sen (j <x2.
X

Si f(x)=—x* y h(x)=x* entonces Il'ng(—xz)slingxzsen(ﬁjslimxz- Por T3.4.1
X—> X—> X

x—0

0< Il'ng xzsen[ﬂjg 0,y por T3.8.1.
X—> X

, s
lim xzsen[) =0.
X—0 X

Limites de funciones trascendentes

T3.8.2
A.limsenx=sena. B.limcosx=cosa. C.|ijmeX=¢?. D.liminx=1Ina, x>0.
X—a X—a X—a X—a

Como consecuencia de lo anterior se tienen

, sen a , cos a
E.limtan x = , cosa=0.F. limcot x= , sena=0.
X—a

x—a cos a sen a
, 1 , 1

G.limsec x = , cosa=0.H.limcsc x= , sena=0.
x—a cos a x—>a sen a

. X
llimeX =0 J. liM e” =0.K. |imeX =1.
X—>—0 x—0

X—0

L.limInx=w, x>0.M. limIn x=— .

X0 x—0"

Se les denomina limites especiales a los siguientes limites trigpnométricos
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Limites especiales

T3.8.3
AimSENt_; Bim TS to g
t->0 ¢ t—>0 t

Demostracion A
Sea x? + y? =1, la ecuacion de la circunferencia de radio uno, centrada en el origen. Figura 3.8.1.

P un punto de coordenadas (X,y)=(cos t,sent)sobre la circunferencia, t el angulo central de la
circunferencia medido en radianes, tal que O0O<t <% , Q,R,S puntos de coordenadas

(1, 0) : (1, tan t) y(x, 0) respectivamente.

A
y

0

sent

Figura 3.8.1 Gréfica x? + y? =1,y lim =1.

Sean
As: Area del triangulo OPQ
A 2 Area del sector circular OPQ
A 3: Area del triangulo OPQ

De las férmulas para calcular estas areas:

1— 1
A1=§OQ(Y):§39nt ............. ()]
_lp2 1
A2_2rt 2t .......................... (2)

A, :%@tan t(y)zétant ...... (3)

Se tiene
A <A <A (4) Sustituir (1), (2) y (3)
loent<ti<ltant.. ... (5) Sustituir { tant=2 "' y multiplicar por 2
2 2 2 cos t sen t
1< t <COSt.ivvr wuwe (6) Tomar reciprocos
sent
1> sent >COSt..cvinininenn. (7) Tomar limite
lim1>1im 3" > limcos t ...(8) Calcular limite
t—0 t—0 t t—0
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1>im Set” S (9) Aplicar T3.8.1
. sent . . e .
Itmg " O (10) Se obtiene el resultado y termina verificacion.

Observacioén

sent
=1, el cual se acaba de

Puesto que, t (o,ﬁj entonces t > 0, si ahorat — 0, entonces |im
2 t—0" t

obtener.

. U . . sent . -
Siahora t e (_E : Oj entonces t < 0,y sit - 0 entonces lim —— =1, el cual se obtiene al sustituir

t—0"

at por -t en(7),

sen (-t . .
1> sen(-Y >CO0S (-t) vuennnns Aplicar propiedades del seno y coseno
1> -sen () >COS (1) -vvvrnnns .Tomar limite
lim1 > lim =2 t >limcos t .....Calcular limite
t—0 t—0 t t—0

151im 2"t 51 . . AplicarT3.8.1

t—0 t

sent . . . .
lim =1..ue.... Se obtiene el mismo resultado, termina verificacion.

t—0 t

Demostracién B
l-cost _
t

0.

Se tiene lim
t—0
La sustitucién directa produce una forma indeterminada%, gue se modifica al multiplicar

numerador y denominador por el conjugado del numerador, utilizar identidades trigonométricas
aplicar teoremas sobre limites y simplificar.
1-cos t 1-cos t( 1+cos t J

=lim
>0t 1+cos t

lim
t—0 t

B 1-cos’ t
50 t(1+cost)
, sen® t
=lim——
>0 t(1+cos t)
. sent
=lim

Jim—Sent :1{‘)):0.
50t 50 (1+cost) 1

Termina demostracion.

Ejemplo 3.8.2
Calcular los limites indicados.

sen 2x . sen 3x . 1-cos x
. b) lim . C) lim .
x=0 COS X x>0 22X x-0 sen X

d)limxcot x .
x—0
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Solucién
a) Se tiene lim sen 2x . Aplicar T3.3.5, T3.8.3 y simplificar
x>0 COS X
limsen 2x
sen 2x 0
lim =20 =—=0.

x>0 COS X limcosx 1
x—0

L, sen 3x
b) La expresion|im
x—0

X .
j , Ya que el argumento del seno, no es igual
2 X

_ sen
, hotiene la forma

al denominador, por lo tanto, no se puede aplicarT3.8.3, para hacerlo, multiplicar numerador

y denominador por 3, aplicar teoremas y simplificar.

, . sen3x ,, 3sen3x 3,, sen3x (3 3
lim =lim =—lim——=| - @) =] = |
>0 2x  xo0 (3)2x  2x00 3 2 2

1-cos X

c) Se tienelim
x>0 sen X

La sustitucion directa produce una forma indeterminada% , por lo que, se madifica la expresiéon

: 1-cos x - . :
analitica ( , al multiplicar numerador y denominador por el conjugado del numerador.
sen x
1-cosx _1-cosx(l+cosx)_  1-cos®x _  sen’x _ senx . o
senx  senx \1+cosx/) senx(l+cosx) senx(l+cosx) (1+cosx) '

Y con la dltima expresion, calcular el limite al aplicar T.3.3.5y T3.8.1

, _1-cosx |, sen x 0
lim =lim =— =0
0 senx  *0(1-cosx) 1+l

d) Se tiene I|'rr(1J Xcot X.
X—>

Nuevamente la sustitucion directa produce una forma indeterminada, asi que, es necesario
manipular algebraicamente la expresién, para tratar de eliminarla forma indeterminada, aplicar
identidades trigonométricas, y teoremas T3.8.1y T3.8.2.

. . COS X . X . X .
I|mxcotx=I|mx( J:Ilm( )cosx:llm( jllmcosx=(1)(1)=1.
x—0 x—0 sen X x—=>0\ sen X x—=>0\ sen x ) x—0

3.9 DEFINICION DE CONTINUIDAD

De forma intuitiva, una funcion es continua cuando su grafica no presenta interrupciones, cuando
las tiene, se dice que es discontinua o no continua, en la figura3. 9.1, se muestran algunas
graficas de funciones no continuas en el nimeroa.
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La relacion entre la evaluacion de una funcién en un punto dado, y su limite en dicho punto define
el concepto de continuidad.

™~

v

o]
v 8]
afp----
=

A

v

D E

Figura 3.9.1 Graficas de funciones no continuas.

Continuidad en un punto

Definicién 3.9.1
Una funcién f , es continua en nimero a, si cumple lo siguiente:

A. lim f(X), existe. B. f(a), existe. Entonces C. lim f(x) = f(a).
Xx—a x—a

Si una de las tres condiciones no se cumple, entonces la funciéon f se dice que es discontinua,
en el nimeroa.

Ejemplo 3.9.1

Determine que condicion de la definicion 3.9.1 no se cumple en X = —2, para las funciones dadas.
X2+ X—2

b) f(X)=1 x+2
=3, X=-2.

X2 +x—2
X+2

X# -2,
a) f(x)= :

Solucién

2
e , XS+ Xx=2 .
a) Verificar que lim =————=, existe. Se procede a calcular:
x>-2 X +2
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2 J— —
mx + X 2=“,m(x D(x+2)

li =lim(x-1)=-3.
X2 X+ 2 x—>-2 (X + 2) X—-2
Asi que (A) se cumple.
Verificar que f (a), exista.
2% +(-2)-2 0
Se procede a calcular f(-2) = (2 +(2)-2 =—, no existe.

(-2)+2 0

De los resultados anteriores C no se cumple. Por lo tanto no es continua en X =—2.

X4x-2
b) Verificar que f(X)=< x+2 ' .existe.
-3, X=-2.

Se procede a calcular el limite de la funcion para la primera parte

2
X“+x-2 ., (x=1)(x+2
i (=D (x+2)

lim = lim(x-1)=-3.
x>-2  X+2 x>-2  (X+2) X——2
Asi que (A) se cumple.
Para la segunda parte, verificar que f(-2) exista.
Se tiene que f (-2) = —3, por lo tanto existe.
2
De los resultados anteriores |im X+x=2_ f(-2), se cumple C. por lo tanto, la funcion es

x—>-2 X+2
continuaenx =-2.

Enla Figura 3.9.2, se muestra la grafica de las funciones, se observa que las graficas son iguales,
excepto que la gréfica de la funcion del inciso a tiene un “hueco” en x =-2.

A B
, X2 +X—2
Figura3.9.2 Grafica de las funciones f(x)= X +X-2y ¢ (x) = x+2 X#=2. respectivamente.
X+
-2, X=-2.

Si una funcién es continua en un intervalo abierto (a,b),(—w,a) o(a,OO), se dice que es continua

en el intervalo.
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La continuidad de una funcién en un intervalo abierto o cerrado se define de la siguiente manera.

Definicién 3.9.2
Continuidad en un intervalo

A. Una funcién f se dice que es continua en un intervalo abierto(a,b), Si es continua
en todos los nimeros del intervalo.

B. Una funcion f se dice que es continua en un intervalo cerrado[a,b] , Si es continua

en todos los nimeros del intervalo abierto(a,b), y se cumple
lim f(x)=f@). y lim f(x)=f(a).

x—at x—a~

Ejemplo 3.9.2

Demuestre que f(X)=1++1- x* , es continua en todo su dominio.

Solucién
Se determina el dominio y se verifica que se cumpla la definicién 3.9.2. Para que f exista, el

radicando (1—X°), debe ser (1-X*) >0 (es decir mayor o igual a cero); al resolver la desigualdad

se tiene—1< x <1, asi que el dominio es D; = [—1,1] .De la definicién 3.9.2A.
La funcion debe ser continua en todo numerox, del intervalo (-1,1), para verificar se toma un
numero c, tal que—1< c <1, se calcula:

I|'m(1+\/1—x2):|im1+ flimL—x*) =1+1-c*y f(c)=1+1-c’.
X—C

X—C X—C

Comoll'm(1+\/1—x2 ) y f(c), son iguales, entonces la funcion es continua en todo numero del
X—C

intervalo abierto (-1,1) .

Ahora, se verifica si:

lim (1+\/1—7): f(-1),y lim (1+\/1—7)= f (1). Se cumple.

x——1t X—>-1

Para determinar que la funcién es continua por la derecha ena, y continua por la izquierda en b
se tiene respectivamente

lim (1+\/1—x2)= lim 1+ [1im @—»x®) =1, f(-1) =141 (-1)? =1.
x—>—1"

x—-1" x—>—1"

Como lim (1+\/1—X2 j =1=f(-1), la funcién es continua por la derecha en—1.

x——1"
lim (1+\/1—x2): lim1+ [lim@—x?) =1y f() =1+1- (1) =1.
x—1" x—1 x—1

Finalmente
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Como |im (1+\/1—x2):1: f (2),la funcion es continua por la g

x—1"

izquierda en 1.

La gréfica de la funcién se muestra en la Figura 3.9.3

X

Ll S —

Figura 3.9.3 La funcion f(x) =1++/1— x>

es continua en [—1, 1].

3.10 PROPIEDADES DE LA CONTINUIDAD
La continuidad de funciones tiene las siguientes propiedades:

Teorema 2.10.1

Si f y O son funciones continuas en un nimeroa,yk es una constante, entonces las
funciones siguientes también son continuas en el nimeroad,

f
A.f+g.B.f—g.C. kf.D. fg.E. s g(a) 0.

Demostracion de T3.10.1E
Se tiene que f y g son funciones continuas en el nimerod por lo tanto se cumple:

lim f(x) = f(a), ylimg(x) =g(a)

De las propiedades de los limites T3.3.5

lim f(x)
jm {00=s0 S @1, g0,
x—a g(X) y_r)r; g(x) g9(@ \g

Por lo tanto, se prueba que es continua en el nimeroa .
El teorema T3.10.1, aplica también para funciones continuas en un intervalo.
Ejemplo 3.10.1

Sean f y ( funciones definidas por f(x) =sen X, g(x) =cos X, respectivamente. Demuestre
que f +g, es continua en todo su dominio.

Solucion
Se determina el dominio de f + g, y se verifica que cumpla con la definicion 3.9.2.

Dominio de f =R, dominio de g=R, Dominiode f +g=R.,
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Verificar que (f + g)(X), cumpla con la definicion 3.9.2 para todo nimero X € D

SeaceR, calcular lim(f +g)(x), v (f + g)(C) , determinar si son iguales.
X—a

Dominio de f ,Df =R , dominio de g,Dy =K , dominio de f +g,Df,q =R
lim(f+g)(x)=lim(f(x)+g(x)). Sustituir f (X) y9 (X) , aplicar T3.3.3y T3.8.2
=lim(sen x +cos X)

X—>C
=lim(sen x)+ lim (cos x)

x=C X—C
=(sen c)+(cos c).

Puesto que se cumple lim(f +g)(x),y (f + g)(c), son iguales entonces f +g,es continua en
X—a
todo su dominio.

En el siguiente teorema, se muestra, como el limite de una funcion continua f , compuesta con
otra funcién J , se evalla el limite de la funcidon g , cuando éste, existe.

v Limite de la funcién compuesta
Teorema T3.10.

Sea f una funcién continua enb , limg(x) =b, entonces
X—a

lim f (g(x)) = f (n'm g(x)): f (b).

Si, en el teorema anterior la funcion g es continua en el nimerod, es decir, lim g(x) =lim g(a),
X—a X—a

y la funcion f , es continua en g(a), entonces:

lim 1 (g00) =  (1im g(a)) = 1 (9(a)).

Este resultado se puntualiza en el siguiente teorema.

v Continuidad de la funcién composicion
Teorema T3.10.3

Sea g una funcién continua end,y f una funcion continua en g(a) , entonces la funcion f

compuesta con @, es continua end, es decir ( f og)(x) =f (g(x)) es continua en 4.

Ejemplo 3.10.2
gSenx

Aplique T 3.10.3 para determinar en donde es continua la funcién h(X)

Solucioén

. . X . . ,
Se tiene h(x) = f (g(x)), donde f(X) =€y g(x)=senx.Como g, es continua en los nimeros
reales, y f también, entonces por T3.10.3, h = f o g es continua en los nimeros reales.
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v' Continuidad de lainversa de una funcién
Sea a f una funcion uno a uno, definida por f(x)=cos x, en el intervalo [Oﬂ] entonces para
todo ae [0, 7[] al aplicar T3.8.2, limcos x =cos a,es decir, f es continua sobre el intervalo [0, 7z]
X—a

, Y su grafica no tiene interrupciones.

Por otra parte, la gréfica de f se obtiene al reflejar sobre la recta Y =X, la graficade f , por
lo que la grafica de ft tampoco tiene interrupciones, es decir f ! también es continua sobre el

intervalo [0, 7].

Este resultado es consecuencia del siguiente teorema:
Teorema T3.10.4
Continuidad de lainversa de una funcion

Si f es una funciéon uno a uno continua sobre el intervalo cerrado [a, b], entonces ™ es

continua en [f(a), f(b)].

Ejemplo 3.10.3
Sea f lafuncion definida por f(X)=¢", determinar en donde la funcion f*, es continua.

Solucién
Sea f la funcion definida por y = In x, con dominio los numeros reales, y rango, el intervalo

()
Seaa, cualquier elemento del dominio, al aplicar T3.8.2. Se tiene:

limeX =e2.

X—a

Puesto que se cumple con la definicién 3.9.2, entonces f , es continua en todo su dominio.
Sea f'l, la funcion inversa de f , definida por y=Inx, con dominio el intervalo (0,00), seaa,

cualquier namero del intervalo (0,00), al aplicar T 3.8.2

liminx=Ina.
X—a

Al cumplir con la definicién 3.9.2, entonces f'l, es continua en su dominio.

Las gréficas de la funcion f, y f " que se muestran en la Figura 3.10.1 ilustran estos resultados.
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Figura 3.10.1 Las funciones f y 71, son continuas.

v' Continuidad de la funcion polinomial

Sea f , una funcion polinomial definida por f (X)=a,X" +8, (X" +..+aX+3, a,#0 neZ".
ya, cualquier nimero real. Entonces al aplicar T3.3.12, se tiene:

lim f(x) = f (c).

Puesto que se cumple con la definicién 3.9.2, entonces f , es continua en todo su dominio, éste
resultado se incluye en el teorema siguiente:

Teorema T3.10.5

Son continuas en todo su dominio las funciones siguientes:
Funcién polinomial, funcién racional, funcién raiz, funcién trigopnométrica, funcion trigonométrica

inversa, funcién exponencial, funcién logaritmica.

v Teorema del valor intermedio

En la Figura 3.10.2, se muestra la grafica de una funcion f continua en el intervalo cerrado

[a,b],en donde se advierte un nimero M entre, f(a) y f(b), como la funcién es continua,
entonces adquiere todos los valores entre f(a) y f (b), como consecuencia, debe existir por lo
menos un nimeroC, entred yb tal que, f(c) = M.
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Figura 3.10.2 La funcién f , adquiere todos los valores entre f(a) y f(b).

El resultado obtenido se formaliza en el teorema siguiente:

Teorema T3.10.6 del valor intermedio

Sea f una funcion continua sobre el intervalo cerrado[a,b], yM un ntmero real entre f (a) y

f (b) .Entonces existe un nimero reala, , entrea, y b, tal que f(c) = M.

Ejemplo 3.10.4

Aplique el teorema del valor intermedio para obtener un nimeroC en el intervalo[0,4], tal que,
f(c) = 3, para la funcion f(X)=—X* +5X.

Solucién

setiene f(X)=-X*+5X,a=0,b=4, M =3,

Entonces f(a)=f(0)=0y f(b)= f(4) =4, secumple que M € ( f(a), f(b)).

Esto es,0<3<4,ademas f(c) =3, asi que, f (C) =—¢*+5¢=3.

Al resolver
—c?+5c-3=0
Se obtiene x, = g — g ~0.6972 y X, = g + %3 ~ 4.3027.

13
como X €(0,4) y X, £(0,4), entonces solo el numeroc = 5 =, »cumple con el teorema del

valor intermedio.

En la Figura 3.10.3 se muestra el resultado.
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F R ()] S S —
3=M k---

0 =f(a)

0=a

X

T heeeeem e -

=~ 0.6962 =4

Figura 3.10.3 Se muestra el nUmero C que cumple con el teorema.

3.10.1 FUNCIONES CONTINUAS Y DISCONTINUAS EN UN PUNTO Y EN UN
INTERVALO

Se analiza la continuidad de las funciones o su discontinuidad, ya sea en un punto o bien, en un
intervalo con los siguientes ejemplos.

Ejemplo 3.11.1

2x+1

Para la funcién £, definida por f(x)= 5 .Determine:

a) Si es continua enx = 2.

b) Si es continua en el intervalo cerrado [—4, O].

Solucién
a) Se tiene f(x) = 2X +1, a =2, entonces, para que f seacontinuaen X =2, se debe cumplir
2x+1
que, 1imZX 2 f(2).
x=2 X —2

Ya queé f(2) = %, no existe entonces f no es continuaena = 2.

b) Para que f sea continua en un intervalo cerrado [—4, 0], se debe cumplir que sea continua,

en todo numero del intervalo abierto (—4, 0), y cumplir que:

, 2x+1 ,
lim > = f(-4), y lim > = f(0).—————— .

x——4t X— x—0" X —

Asi, para verificar que f es continua en [—4, 0] . Para todo numeroC € (—4,0), se debe cumplir

que:
im2X L ey )
Xx—>¢ X —2
Asi,
oy lim (2x +1) ool
lim X+ —Xx>a _ C+ y f(c)=2C+1.
x>a X—2 lim(x-2) c-2 c—2
X—a
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Puesto que (2) se cumple, entonces f es continua en todo el intervalo (—4, 0) .

Para verificar que f es continua en los extremos del intervalo, se debe cumplir que:
2x+1 2x+1

lim =f(-4), y lim =f(0).—————— @
x—>at X —2 X0~ X—2
Asi,
lim (2x+1
. 2X+1 H_4+( ) 7 7
| = =~y f(4)==.
xoat X=2lim (x-2) 6 6
x4

Como se cumple (1), entonces f , es continua por la derecha en—4.

Por otra parte:

- lim (2x +1) )
lim o2t 2y f(0) =
xs0- X=2  lim(x-2) 2 2

x—0"

Como también se cumple (1), entonces f es continua por la izquierda en cero.

Ejemplo 3.11.2
L - 2—-X, X<2 _ _
Dada la funcion f definida por f(x) =1 , . Determine si,
X® —2X, X> 2.
a) Es continuaena=2. b) Es continua en(—OO, 2) . ¢) Es continua en todo su dominio.
Solucion
a) Para que f sea continua ena = 2, se debe cumplir
imf(x)=f(2). ----—- @.
X—2

Puesto que la funcion no puede ser evaluada en 2, entonces f (2) no existe, asi que, (1) no se
cumple, y por lo tanto, f no es continua en 2.

b) Para que f sea continua en (—2,2), se debe cumplir
limf(x)=f().-———- (2), para cualquierc < 2.
X—>C

Asi.
lim f (x)=lim(2-x)=2-c, y f(c)=2-c.

X—>C X—C
Como se cumple (2), entonces f es continua en todo el intervalo(—OO,Z).
c) De la expresion que define la funcién, se tiene x <2 y x> 2, por lo que Ds =(—OO, Z)U(Z, 00) ,

del inciso anterior, se verifica que es continua en (—00, 2) .Para verificar que es continua en (2,00)

se debe cumplir:
limf(x)=f(c).————- (3) para cualquierc > 2.
X—C
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Asi,

lim f(x) = Iim(x2—2x):c2 —2c, y f(c)=c?-2c.

X—>C X—>C

Puesto que se cumple (3), entonces f es continua en todo su dominio.

Ejemplo 3.11.3
2—X, X<2
Si en el ejemplo anterior f es definida por f(x) =12, X=2,
X2 — 2%, X > 2.
Determine si es continua en todo su dominio.

Solucién
El dominio de la funcién son todos los nimeros reales, como se verificd que es continua en los

intervalos (—00, 2) : (2, 00), solo se verifica si es continua ena =2, para esto, se debe cumplir
im () = f(2). ————- @.

Para verificar que I|’rr21 f (x) existe, se debe cumplir:
X—>

lim f(x) = lim f(x).——————— ().

x—2"
Asi,
lim f(x)= lim (XZ—ZX)ZO.

lim f(x)= lim (2-x)=0,Y
X2~ X—2~ X—2 x—2t

Del resultado anterior, se observa que (2) se cumple y quelirr; f(x) =0, la evaluacion de la
X—>

funcion es f (2) =2, como el limite y la evaluacion de la funcion es diferente, entonces la funcion
no es continua en todo su dominio. En este caso se dice que es discontinua en 2.

Una situacion interesante se tiene en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.11.4

X2 +2Xx+3, x<l1

X2 +1, x>1.

Para la funcién f definida por f(X)= . Determine si es continua en todo su

dominio.
Solucién

El dominio de la funcién son todos los numeros reales, como f esta definida por partes, se

determina si es continua en cada una de ellas, para la primera parte. Si es continua en (—00,1),
se debe cumplir

limf(x)=f(). —-—-———- (1) para cualquierc <1.

X—>C
Asi,

lim f(x) = lim(—x? +2x+3)=—c? +2c+3 y f(c)=-c? +2c+3.
X—C X—C

Como se cumple (1) entonces es continua en (—00,1) .
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Para verificar si es continua en la segunda parte, es decir, en el intervalo cerrado
[l, 00] , debe cumplir:

limf(x)=f(c).————- 2, para cualquierc >1.

X—C

Ademas,
lim f(x)=f@1). ————— Q).

x—1"

Asi,

lim f(x) =lim(x? +1)=c?+1 y f(c)=c?+1.
X—C X—C

Como se cumple (2) entonces f es continua en(1, ).

Ahora,
lim f(x)=lim(x*+) =2y f(1)=2.
X—1 X—1

Como se cumple (2), entonces f es continua por la izquierda en X =1.

Para finalizar, ya que f es por partes, se determina si es continua por la derechaen X =1, silo
es, se debe cumplir:

lim f(x)=f@Q —-——-- (4) -
x—1+
Se tiene:
limf(x)=2 f@)=2.
Xx—1
Se calcula
lim f(x)= lim (—x® +2x+3)=4-
x—1" x—1"

Como lim f(x) # lim f(x), entonces lim f (x) no existe, por lo que enX =1, no se cumple la
+ - x—1

x—1 x—1

definicion 3.9.1, por latanto f no es continua en todo su dominio, o bien es discontinuaenx =1

3.11 TIPOS DE DISCONTINUIDAD

Existen dos tipos de discontinuidad de una funcién f en un punto:

1) Discontinuidad evitable o removible.
2) Discontinuidad no evitable o esencial.

1) La discontinuidad evitable en un puntoa, se presenta cuando
A limf(xX)=L yf(@a)=M.
X—a

B.limf(x)=L y f(a),no esta definida.

2—X, X<2
El caso A, se ejemplifica con la funcion f definida por f(x)=12, X=2.

X2 —2X, X>2
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El andlisis de continuidad, se desarrollé en el ejemplo 3.11.3, la
grafica se muestra en la Figura 3.12.1. y

~ .

2 X

Figura 3.12.1 Discontinuidad evitable.

El caso B, se ejemplifica con la funcion f definida por
() 2—-X, Xx<2 .
X) = .
X2 —2X, X>2 Y

El andlisis de continuidad, se desarrolld6 en el ejemplo 3.11.2, la
grafica se muestra en la Figura 3.12.2 ~

2 X

Figura 3.12.2 Discontinuidad evitable.

2) Discontinuidad no evitable o esencial de una funcion f en un puntod ocurre, cuando:
C.lim f(x)=L Y lim f(x) = L, .Discontinuidad de salto finito.
x—at

x—a

D.lim f(x)=L Y lim f(X) =+ .Discontinuidad de salto infinito.
X—a

x—a~

E. lim f(X) =+ ,0 lim f(X) = 400 .Discontinuidad asintdtica.
X—a

X—a

El caso C, se ejemplifica con la funcion f definida por ‘f(x)={7x2+2x+3,x<1.}

2+ Lx=1

X2 +2x+3, x<1
f(x)=

x2+1, x>1. /

El analisis de continuidad, se desarroll6 en el ejemplo 3.11.4, la
grafica se muestra en la Figura 3.12.3.

1 X

Figura 3.12.3 Discontinuidad esencial de salto finito

1x2 _3x+5, x<3

El caso D, se ejemplifica con la funcion f definida por f (x) = 1

_ X>3
X+3

Para el analisis de continuidad, se debe cumplir:

lim f(x),existay lim f(x)= too-------- (1)

x—3" x—3"
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Asi,

= 00 .

lim f(x)= lim (;x2_3x+5j=;y lim f(x) = lim

X—>3~ X3~ x—3 x—>3* X —3

Como se cumple (1), entonces tiene discontinuidad de salto infinito. La grafica se muestra en la
Figura 3.12.4

1
Exz —3x+5x<3.
flx) = 1
,x >3,

x—3

Figura 3.12.4 Discontinuidad esencial de salto infinito.

El caso E, se ejemplifica con la funcion f definida por f (x) = 2X +21.

El analisis de continuidad, se desarrollé en el ejemplo 3.11.1, la grafica se muestra en la Figura
3.12.5.

=

-l

Figura 3.12.5 Discontinuidad esencial asintotica.
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Unidad 3

Ejercicios propuestos

Elabore una tabla con valores sucesivos de la variable independiente, para determinar el limite
indicado, si es que existe, en caso de que no exista argumente su respuesta.

1) lim (x* -1). 2)|im(1—1j. ymyx.  4)limJx—1. 5)lim VI x.
x—1 x—0 X x—0 x—1 x—1
X, x<1
&limf()si (=1 2 1 Dimfe0.Sit(x)=]2 x-1
x—1 - XZ’ X >1. x—1 ' B ' h '
X2, x >1.

Utilice la definicion de limite (5—6) para demostrar que los resultados siguientes son
verdaderos.

8)lim5=5.  9)limx=1.  10)lim(2x-1)=3.  11)lim(x* -1)=0.
x—1 x—1

X—2 x—1

Utilice los teoremas sobre limites para evaluar el limite indicado, si es que existe, si no existe
argumente su respuesta.

. 2 . 1-x B |X—]4
12)I|m(3x +x—1). 13)I|m 14)I|m 15) lim . 16) lim ——.
x—1 x>1x2 1 2 _1 x-1{ \/x =1 x>0 X

x—1 -3 _
17y1im XY gy [ 12X 19) Iim 20) Iim (EJ !
x>0 [1— | x-1| x2 —1 X0 x—0\ X )| J1—x
2
21)|.m(X—_LJ 22)||m[1+X J 23) Iim VX —1. 24) lim /x =
x—-1l x—-1 x-1 x—0 x—1" x—1*
X, x<1 . . .
25) f (x)= a. limf(x) b.lim f(x) c.limf(x).
X2  X>1 X1+ X1 x—1
X, x<1
26) f(x)=4 2, x=1 a. lim f(x) b.lim f(x) c.limf(x).
x—1" x—1" x—1
X2, X>1.
-X+1, X<2
27) f (x) = 2, X=2 a. lim f(x) b.lim f(x) c.lim f(x).
x—2* X—2~ xX—2
X2 —4X+3, X >2.
I N | 5x5 _x2
28) lim (3x4 -3+ 2x2). 29) Iim 2 .30) lim 3 .
x—> x>o g4 2.3 2 X %x5—x3+2x2+x—1
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2
3 x x5 _axd 4! x -1 x7—§x3—x2

31 ||'mE 32) lim 2 .33) Iim
)Hw %x7 Ex3—x2 )H‘w gx7 Ex3—x2 )H—w X Tx2_1

34) lim (X—\/ﬂ).

X—00

4x+x -1

Obtenga las ecuaciones de las asintotas vertical, horizontal y oblicua si existen para las
funciones dadas.

\/ X2 +2x% +x—1 2x* —x? + x
. = 38)f()——
x3 x? X2 + x2

35)f()—

Utilice los teoremas sobre limites para evaluar el limite indicado, si es que existe, si no existe
argumente su respuesta.

2
sen(x -1 seniz X -
39)lim ( ).40)| _l=x 41)I|mM.42) lim—"—%__
x>l 1-X x—>13en( -1) 3x x—>7 Sen(X—z)
4
43) lim 1 [44) lim —2__ 45) |jm S8 XZSenX.
x—0 sec(2x)csc(3x) x—0 tan(3x) «s%  COS2X
' 4

Determine si la funcion dada es continua en todo su dominio.

46)f()—— 47) F(X) =2+ I-x.48) f (x) = {Xz x<1

X°, X >1,

Determine el o los valores de la variable independiente, en donde la funcién dada es
discontinua, e indique el tipo de discontinuidad.

X+ 4 x<_2 4+X, X<-2 ) )
) <—
49)  (x)=1 50) f (x)={ 1, x=-2 51)f(x)= L

XS+ X, X>—2. ) X2 +Xx-6

X 4+ X ,X> 2.
2
X“+x—-2, X<Z2 %3 + x2
' X2 +4x+3, x<0 -

52) f (x)=] 53) f (x)= < 54)f()_L2X.

_, X> 2. —x2+4, x>0 +X—6
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CAPITULO 4

DERIVADAS

COMPETENCIA ESPECIFICA A DESARROLLAR

Comprender el concepto de derivada, para aplicarlo como la herramienta que estudia y
analiza la variacién de una variable con respecto a otra.
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4.1DEFINICION DE LA DERIVADA

La relacién entre la pendiente de una recta tangente a una curva C, y el limite de la pendiente de
una recta secante de C, donde C es la gréfica de una funcién, se utiliza para definir el concepto
de derivada de una funcion.

Sea la curva C la grafica de una funcion f definida por y=f(x), Figura 4.1.1, P(x,y)y

Ql(xl,f()q))puntos sobre la curva, la recta que une los puntos P y Q, se denomina recta
secante a la curva, la pendiente de ésta recta es dada por:

m :f(xl)_f(x) - (1)

X —X

Expresion que corresponde a la tangente trigonométrica del &ngulo 6, es decir:

Si ahora el punto Q, se desplaza sobre la curva C hacia el punto fijo P, entonces el valor de x;
tiende hacia el valor de x y por consecuencia la posicion de la recta secante [, tiende hacia

la posicion de la recta tangente L, de la curva en el punto P.

Se puntualiza lo anterior al escribir:

v La posicién limite de la recta secante de la curva, es la recta tangente a C en el punto P.
v' El limite de la pendiente de la recta secante, es la pendiente de la recta tangente a la

curva, es decir,deben ser iguales:
v

lim mg, = lim —f(xl)—f(x)

XX XX X —X

=m, =tan@ ------ (3)

Donde m, es la pendiente de la recta tangente a la curva C en el punto P(x,y) ,ytanfes la

tangente trigonométrica del angulo 6.

En la expresion (3), x; —x :Representa el cambio de la variable independiente, también se

escribe:
Ax=x—x, obien h=x —x------ (4)
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f(x)—f(x): representa el cambio de la funcién asociado al correspondiente cambio en la

variable independiente, también se escribe:

Ay=f(x)=f(x), Ay = f (x+Ax)= f(x) obien Ay = f(x+h) - f(x) - (5)

Asi que la expresion (3) se puede escribir:

(6)

Ya que, si x, > xentonces Ax —0, ysi x;, - x, entonces h — Opor lo que se tiene:

i PO F() o Fea)-g(x)
XX xl_x h—0 h
y‘

f(x1)

f) |

lsec
bl

Figura 4.1.1 La derivada como lim M
X1—>x )C_I_ -x

Las expresiones 3,6 y 7 se utilizan para definir una funcion de f denotada f', denominada
derivada de f definida por:

Definicién 4.1.1

Derivada de una funcién
La derivada de una funcién f en un valor x, denotada f* (x) es dada por:

f(x+Ax)-f(x)

Ax—0 AX

-(8)

Siempre que el limite exista.

Si el limite en (8) existe, se dice que la funcion es derivable.

A.RAMIREZ Q. 154




Calculo Diferencial Derivadas

Formas equivalentes de expresar la derivada de una funcion f en x=a.

f(a)=1Iim f(x)-f(a)

Xx—>a xX—a

- fla+Ax)-f(a)

(9)

f(a)= lim o - (10)
£ (a)=1m? (th L@

La operacién que permite obtener la derivada de una funcién se denomina diferenciacién o
derivacién, basicamente consiste en cuatro pasos:

1) Obtener f(x+Ax).
2) Calcular Ay = f(x+Ax)— f(x).

3) Obtenery simplificarA—y.
Ax
4) Calcular lim ﬂ
Ax—0 Ax
Ejemplo 4.1.1

Dada la funcion f definida por f (x)=x”+1.Obtener su derivada.

Solucion
Sea y = f(x)=x"+1. Aplicar los cuatro pasos:

1) Evaluar la funcién con (x+Ax) y desarrollar:
f(x+Ax) :(x+Ax)2 +1=x%+2xAx+Ax* +1.
2) Efectuar operaciones, simplificar y restar f(x):
Ay = (x2 +2XAX + Ax® +1)—(x2 +1) = 2xXAx+AX.

3) Simplificar la expresic')nﬂ :
Ax
A 2 Ax(2x+Ax
_y=2xAx+Ax = ( )=2x+Ax.
Ax Ax Ax

4) Aplicar teoremas de limites para obtener el resultado final:

f1(x)=lim AY _ im (2x+Ax)=2x . Asique se tiene f* (x)=2x

Ax—0 Ax  Ax—0

El valor de la derivada en un valor particular de la variable independiente, se obtiene al sustituirlo
en la expresion analitica que resulta en el cuarto paso.

Ejemplo 4.1.2
Calcular el valor de la derivada del ejemplo anterior en el valor de x=3.
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Solucién
Al sustituir x=3 en f*(x)=2x, setiene f"(3)=2(3)=6.

Otras notaciones para la derivada de la funcion f definida por y = f(x) son:

L4y df d
y ,dx,dx,dxf(x),ny,Dxf-

El valor de la derivada en x = a. se denota por:

dyl

y(@2 L Lrapy,..

xX=a xX=a

Los simbolos E’D’“ se denominan operador derivada. Asi para el ejemplo 4.1 la operacion

diferenciacion o derivacion es denotada por:

ix2+1,D x?+1).
—(x*+1), D (x*+1)

Diferenciabilidad de una funcion.- Una funcion es derivable en todo su dominio, si el limite en
(8) existe para todo x en el dominio de la funcion.

Ejemplo 4.1.3
Determine si la funcion f es derivable en todo su dominio.

a) f(x)=x’+x.

b) £ (x)=+x .

Solucion
a) Se tienef(x) = x* + x . Puesto que el dominio de la funcién son todos los nimeros reales,

se tiene que verificar que la derivada existe paratodo xeR.
De la definicién de derivada (8):

Sustituir f (x+Ax)— f(x)= ((x+Ax)3 +(x+Ax))—(x3 +x)yAx en (8) para obtener:

((x+Ax)3 +(x+Ax)>—(x3 +x)

f' (x) - AI)ICTO AX
Efectuar operaciones, simplificar y calcular limite:
X3 AX+3xAX + A+ x+ Ax—xP - x
f1(x)=lim
Ax—0 AX
Ax (3x2 +3xAX +AX? + 1)
= lim
Ax—0 AXx

= lim (3x2 +3xAx + Ax? +1) =3x%+1.

Ax—0
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Se obtiene: f*(x)=3x" +1.
Puesto que la funcion derivada existe para todo x € R entonces se verifica que la funciéon f
es derivable o diferenciable en todo su dominio.

b) Se tiene £ (x)=+/x .
Puesto que el dominio de la funcién es el intervalo[O, oo) , Se tiene que verificar que la derivada

exista para todo x e [0,oo) .

De la definicion de derivada (8):
fx+Ax)-f(x)

Ax—0 Ax

Sustituir f (x+Ax)—f(x)=vx+Ax —Jx yAxen (8) para obtener:

fi(x)= Iim%_\/;

Ax—0

En éste caso racionalizar el numerador, efectuar operaciones, simplificar y calcular limite:

Ax Jx+Ax —x

fr(x)=lim

Ax—0

3 X+Ax—x
= lim

Ax—0 Ax(\/x +Ax — \/;)

. 1
= lim =

1
| (Vxrax—x) | 2Vx

Asi:f'(x):ﬁ.

Puesto que la funcién derivada no existe para todo x € [O,oo) entonces se verifica que la

funcion f no es derivable o diferenciable en todo su dominio.

v’ Unafuncién f es diferenciable en el intervalo (a,b)si existe el limite en (8) para todo

xe(a,b).

Si en el ejemplo anterior, el dominio de la funcién f , solo se define en el intervalo(O,oo),

entonces la funcion f* seria derivable en todo su dominio.
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v' Una funcion f es diferenciable en el intervalo [a,b]si existe el limite en (8) para todo
x €(a,b)y ademas:

i L) S(@) () (b)
~b

existen------------ (12)
x—at X—a b X

Los limites en (12) definen la derivada y = f(x), por la derechay por la izquierda.

Definicién 4.1.2

Derivada unilateral de una funcion
Si la funcion f esta definida en x =a, entonces la derivada por la derechade f en x=a

denotada por f", (a) es definida mediante:
x)-fla
o F(x)-f(a)
x—-a* xXxX—a
Si la funcién la funcién f esté definida en x = b, entonces la derivada por la izquierda de f en

- (13)

x=bdenotada por f*_(b) es definida mediante:

x p—

A G )

x—b~ X —
Siempre que el limite exista.
Ejemplo 4.1.4
Determine si la funcion f definida por f(x) = |x+]4, es diferenciable en el intervalo indicado.

a)[0,1] b)[-2.2].

Solucion

a) Se tiene f(x) =|x+1|.Por la definicién de valor absoluto,

x+1 six+120_ x+1 si x>-1
—(x+1) si x<-1.

x)=|x+1= -
S | ]4 {—(x+1) si x+1<0
Para el intervalo [0,1], x> -1, f es definida por f(x) = x +1.Ahora para que sea diferenciable en

el intervalo [0,1], debe ser diferenciable en todo punto del intervalo(0,1), y enx=0 por la

derechay en x =1,por la izquierda.

De la definicion de derivada (8):
fx+Ax)-f(x)

Ax—0 Ax

Sustituir f(x+Ax)— f(x)

((x+Ax)+l)—((x+Ax)+l) y Ax en (8) para obtener:
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((x+Ax)+1)—(x+1)

Ax—0 AX

Efectuar operaciones, simplificar y calcular limite:
((x+ Ax) +1) —(x+1)

f’(x):AI)IcTO AXx
. X+Ax+1-x-1
= lim
Ax—0 Ax

. Ax
= lim —=lim1=1.
Ax—>0 Ax Ax—0

Asique : f'(x)=

Puesto que la funcion derivada existe para todo xe(O,l) entonces f es derivable o

diferenciable en el intervalo (0,1).

Para verificar que sea diferenciable en x =0 por la derecha, se debe verificar que el siguiente
limite exista

£.(0)= tim L)=S(0)

x—0* x-=0

Al calcular f, (0)= lim w se tiene:

x—0"

£.(0) = tim L) L) (©)
1

= lim

x—0"

(x+1)
-0

. X P
= lim —= lim1=1.
x—=0" x  x—>0°

Asique [, (O) =1, por lo tanto f es diferenciable en x =0 por la derecha.

Para verificar que sea diferenciable en x =1 por la izquierda se debe verificar que

)= ”T% exista.
Al calcular f'_(1)= Iim f(x)—{(l) se tiene:
x—1 X —
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x—1 X —

Fo)=im L {()
2

(x+1)

x—>1 x-

ox=1
=lim——==1lim1l=1

x-1 X — x—-1

Asi que f_(1)=1 por lo tanto f es diferenciable enx=1 por la izquierda.

Puesto que las derivadas laterales existen, entonces la funcién es diferenciable en el intervalo
[0,1].

b) Para que f sea diferenciable en el intervalo [—2, 2], se tiene que verificar que lo sea en todo

€ (—2, 2) y en los extremos del intervalo cerrado. Como la funcién es dada por un valor absoluto

entonces, se tiene, para el intervalo indicado:

fx)=-x-1,si x<-1, enelintervalo [-2,-1) y

f(x)=x+1,si x=-1, en el intervalo [-1,2].
Por lo tanto se tiene que verificar la diferenciabilidad en los dos intervalos.

Para el intervalo [-2,—1), f debe ser diferenciable en todo x € (—2,—1)y debe existir f, (-2).

Al calcular la derivada para todo x € (—2, —1), se tiene:

£ (x)= tim ((—x—Ax)—l)—(—x—l)

Ax—0 AX

= lim TAxX lim (-1) =-1
Ax—0 Ax Ax—0

Como la derivada existe en todo x e (—2,—1), entonces f es diferenciable.

Para calcular f, (—2) se tiene:

Fo(-2)= 1im CX2H-0)

x—-2" X — (—2)
L, —X—2
= lim
x—>-2" X+
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Asique f, (—2)existe. Por consiguiente f es diferenciable en todo x €[-2,-1).

Para el intervalo [-1,2], f debe ser diferenciable en todo x e (—1,2)y debe existir f*, (-1)y
f(2).

Al calcular la derivada para todo x e (—1,2), se tiene:

((x+Ax)+1)—(x+1)

f(x)= fim, Ax
B Xx+Ax+1-x-1
_Axeo AXx

. Ax
= lim —=1lim1=1.
Ax—0 Ax  Ax—>0

Como la derivada existe en todo x € (—2,—1), entonces f es diferenciable.

Para calcular f~, (—1) se tiene:

Il
=
3
t
~
=
Il
=

Asique f,(-1)existe.

Para calcular f*_(2) se tiene:

x—2" x-2
= lim (1) =1.

x—2"

Asique f'_(2)existe. Por consiguiente f es diferenciable en todo x € [-2,-1).

Solo falta saber si es diferenciable en x=-1. Para esto se verifica que se cumpla:

fL(=) =1 (-1).

Como f", (—1)=1, entonces se calcula f*_(-1) asi que:

oo i (X=1=(0)
Fo 1)_xllrpl— x—(-1)
= lim ﬂ
x> x+1
= lim (-1) =-1.

x—>-1"
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Como f, (-1)# f*_(—1) entonces f no es diferenciable en x =—1, y por consiguiente, no lo es

en todo el intervalo [—2,2].

En el ejemplo anterior la grafica de la funcion f, no tiene
interrupciones en el intervalo [—2, 2]. (Ver Figura 4.1.2), es decir, es

continua; sin embargo en el punto x =—1, no tiene derivada, esto

es, una funcién continua en un punto a no necesariamente es
diferenciable en el mismo punto. \/

-2 x=-1 2

Figura 4.1.2 Funcion f(x) = |x +1|,

no derivable, en x = —1.
El siguiente teorema, relaciona la diferenciabilidad de una funcién con su continuidad.

Teorema 4.1.1

Sea f una funcion diferenciable en x =a, entonces f es continuaen x=a.

El reciproco del teorema, no necesariamente es cierto, como se manifesté en el Gltimo ejercicio.

4.2 CONCEPTOS DE INCREMENTO Y DE RAZON DE CAMBIO. LA DERIVADA DE
UNA FUNCION

El cambio que experimenta una variable al pasar de un valor inicial a un valor final, se obtiene al
restar el valor inicial del valor final, generalmente se representa por el simbolo A (letra delta
mayuscula). Asi para la variable x, se tiene:

Ax =X, —X;
Donde:

Ax :Representa el cambio de x

X : Valor inicial de la variable

Xs! Valor final de la variable

Si el valor inicial de la variable es menor que su valor final, entonces el cambio es positivo y se
dice que ha habido un aumento o incremento en la variable.

Para la variable x,se escribe:
Si x; < x, entonces Ax >0 ----------- 2)

Si el valor inicial de la variable es mayor que su valor final entonces el cambio es negativo, y se
dice que ha habido una disminucién o decremento en la variable.
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Para la variable x,se escribe:

Si x; > x; entonces Ax <(0--------- 3)

La palabra incremento usualmente se utiliza para describir las dos situaciones indicadas, y es
la que se utiliza en el presente documento.

Si una funcion f es definida pory = f(x) , entonces para un valor inicial de x, se tiene
Y, = f(x,)y y, = f(x;) paraun valor final. Por lo tanto el cambio en f* puede ser representado

por:

AY=y;—Y, = )= f(x) = f,+ M) = f () @

Donde Xy =x;+Ax, se obtiene de (1), y Ay se denomina incremento de y, o incremento de

la funcién.

En la Figura 4.2.1, se ilustran geométricamente
éstos conceptos, las coordenadas del punto P y v

del punto Q son(xi,f(xi))y(xf,f(xf))

respectivamente.
Yi

Figura 4.2.1 Representacion geométrica de Ax, Ay .

Razén de cambio

_ - a . . . .
Es importante recordar que una expresion de la formag, indica cuantas unidades de b, estan

contenidas en a, o bien, se dice que las cantidades a y b, se comparan por su cociente.
Ahora bien, el cambio de una funcién f definida por y = f(x), desde un valor inicial x; hasta

un valor final x, de x, se denota por Ay, y por Ax el cambio en la variable independiente, de

Ay . . . - ,
esta manera la expresion —= es unarazén de cambio media de la funcién. En forma equivalente:

Ax

ﬂ: Sxp)—f(x) _ fx +Ax)—- f(x) _ cambiode f

Ax X, —X; Ax cambiode x

- (5)

f

Cuando existe lim A_y , larazén se denomina razdon de cambio media instantanea de la funcion,
Ax—0 X

o bien, razén de cambio instantanea, en forma equivalente:

£ ()= tim LOHAO -1 ()

Ax—0 AX
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De esta forma, la derivada de una funcion, es el limite de la razén de cambio media de la funcién,
respecto del cambio en la variable independiente, cuando éste tiende a cero, y es independiente
de la naturaleza de la funcion.

Ejemplo 4.2.1
Dada la funcion f definida por f(x) = x’*, determine la razon de cambio media de la funcion, en

el intervalo [0,8].

Solucion
Se tiene f(x):x%,[0,8] entonces:

Xp | X | Ax=xp—x; | fxf) f(x) Ay = f(x;)-f(x)
8 |0 |8=8-0 f@®=2| f(0)=0| 2=2-0

La razéon de cambio media de la funcién sobre el intervalo [0,8] es:
A_y 21

Ax 8 4

Esto significa que en el intervalo [0,8] la variable independiente cambia en ocho unidades, y dos

la funcion, o bien, que por cada cuatro unidades de cambio en la variable independiente, la
funciéon cambia una.

Debe notarse que, al elegir otro intervalo del mismo tamafio, la razé6n de cambio media no
necesariamente es igual, por ejemplo sobre el intervalo [16, 24] la variable independientetambién

cambia ocho unidades sin embargo la razén de cambio media es:

Ay 16324

AXx 8

2_1
8 4
Ejemplo 4.2.2

Dada la funcion f definida por f(x) = x’*, determine, la razén de cambio media instantanea.

Solucién
Se tiene f(x)= x*, entonces la razén de cambio media instantanea de la funcién es dada por
la expresion:

o SO A0 - F0)

Ax—0 AX

£()-

Al sustituir f(x+Ax) — £ (x) = (x+Ax)”* — x” en la expresion anteriorse tiene:

£ (x)= tim (x +Ax)* - x*

Ax—0 Ax

(6).
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Para resolver se identifica el numerador como factor de una diferencia de cubos:
(x+Ax)—x= ((x+Ax)% —x%)((x+Ax)% + (x+Ax)% (x%)+x%)

Despejar((x +Ax)"® — x7 ) y sustituir en (6).

(x+Ax)—x

fr(x)=lim — - — | Simplificar
a0 Axe ((x+Ax)A +(x+Ax)” (x%)+ xA)

im L X+Ax—x
a0 Ax ((x+Ax)% +(x+Ax)” (x%)+ x%)

= lim - L - Calcular el limite
Ax—0 ((x+Ax)A +(x+Ax)” (x%)+ xé)

1
3x7

Para cualquier valor de x excepto cero.

4.3 LA INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA DERIVADA

Si la grafica de f dada por f = f(x) es la curva Cy las coordenadas de los puntos P y Q sobre

la curva son(a, f(a)),(x, f(x)) , respectivamente, entonces la recta con pendiente:

o f@-F@

x—-a
es la recta secante a la curva que pasa por los puntos P y Q.

Si el punto P se mantiene fijo, y el punto Q se desplaza sobre la curva hacia el punto P, entonces
las rectas secantes a la curva que pasan por Py por los diferentes puntos proximos a P, tienden
a la posicion de la recta tangente a la curva en e el punto P, ver Figura 4.3.1, por consecuencia
la pendiente de las rectas secantes asi obtenidas se aproximan cada vez mas a la pendiente de
la recta tangente, tal situacion se describe analiticamente por:

limm,, = lim f9=rla) _

x—a xXx—>a xX—Qa
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Donde
m,. :Pendiente de la recta secante

m, :Pendiente de la recta tangente

f (a):Valor de la derivada de la funcién evaluada en el punto de tangencia

Asi que, la interpretacién geométrica de la derivada de una funcion es la pendiente de la recta
tangente a su gréafica para un valor de x.

<

af-----Nv

X)— a
Figura 4.3.1 Interpretacion geométricade la derivada f’ (a) = lim M =

m
T
x—a x_g

Ahora se tiene que, si la funcion f es diferenciable en algun punto de su gréfica, entonces, la
ecuacion de la recta tangente en dicho punto (denominado punto de tangencia) es dada por:

y-f(a)=f (a)(x-a)---- 3
Donde:
f (a): Es el valor de la derivada de la funcion en el punto de tangencia.

(a, f(a)): Coordenadas del punto de tangencia.

Ejemplo 4.3.1
Obtener la ecuacion de la recta tangente a la curva dada por la funcion f definida por

f(x)=x°+x en el punto de coordenadas(1,2).

Solucién

Se tiene f(x)=x"+x, punto de tangencia(L,2).

Para utilizar (3) se calcula el valor de la derivada en el punto de tangencia, del ejemplo 4.1.3a la
derivada es f'(x)=3x"+1, evaluadaen x=1, se tiene f'(1) = 4.

Al sustituir valores en (3) se obtiene la ecuacion de la recta tangente a la curva.

y—2=4(x-1), al despejar: y =4x—2 Ecuacion de la recta tangente.
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En la Figura 4.3.2 se muestran la gréafica de la funcion y la recta tangente.

fx)=x%+x

y=4x—-2

1,2)

/

Figura 4.3.2 Grafica de f(x) = X+ x, yde larecta tangente Y = dx—-2.

4.4 CONCEPTO DE DIFERENCIAL, INTERPRETACION GEOMETRICA DE LOS
DIFERENCIALES.

Sea la funcion f definida por f(x)= Xtx,y y =4x-2, la ecuacion de su recta tangente, en

el punto de tangencia(l,Z), tomar como referencia el valor de x =1, para elaborar la tabla

siguiente:
Tabla 4.4.1Valores de x préoximos a 1

X 0.8 0.9 0.99 1 1.01 11 12
Ffx)=x*+x | 1.3120 | 1.6290 | 1.9602 | 2 | 2.0403 | 2.4310 | 2.9280
y=4x-2 1.2000 | 1.6000 | 1.9600 |2 | 2.0400 | 2.0400 | 2.0800
fx)-y 0.1120 | 0.0290 | 0.0002 |0 | 0.0003 | 0.0310 | 0.1280
Ay=f(x)-2 | -0.688 | -0.371 | -0.0398 | 0 | 0.0403 | 0.4310 | 0.9280
Ax=x-1 -0.2 -0.1 -0.01 0 | 0.01 0.1 0.02
£ (x) 2.92 3.43 3.9403 |4 | 4.0603 | 4.6300 | 5.3200
Ay 3.44 3.71 3.98 0 4.03 4.31 4.64
Ax 0
f(x)Ax -0.584 | -0.343 | -0.0394 | O | 0.0406 | 0.4630 | 1.064

De los datos de la tabla se tiene:

1. Los valores de x por la izquierda de 1, aumentan y se aproximan al nUmero uno; por la
derecha, disminuyen y también se aproximan a uno.

2. Elvalor de la funcion por la izquierda de 1, aumenta y se aproxima al nimero dos; por la
derecha disminuye, y también se aproxima a dos.

3. El valor de la recta tangente por la izquierda de 1, aumenta y se aproxima a dos; por la
derecha, disminuye y también se aproxima a dos.
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4. La diferencia entre el valor de la funcién y el de la recta tangente es cada vez menor y
tiende a cero.

5. El valor del cambio de la funcibn Ay por la izquierda es negativo y, positivo por la

derecha. Numéricamente, es cada vez menor por los dos lados, es decir |Ay| —0.

6. El cambio Ax de la variable independiente por la izquierda, es negativo y, positivo por la
derecha. Numéricamente, es cada vez menor y tiende a cero, es decir |Ay| —0.

7. El valor de la derivada por la izquierda aumenta y, disminuye por la derecha, en ambos
casos tiende al nimero cuatro.

8. El cociente de mcrementos—y, cociente diferencial o razén de cambio medio, por la

Ax
izquierda aumenta y disminuye por la derecha, en ambos casos tiende acuatroyen x=1

. ) 0
, toma la forma mdetermlnadaa )

Al analizar los datos obtenidos se observa que, el comportamiento tendencial de la funcién vy el
de la recta tangente es similar, es decir, tienden al mismo valor 2 al aproximar los valores de la
variable independiente x, al valor que tiene en el punto de tangencia (x =1) , por consecuencia,
la diferencia entre sus valores tienden a cero, asi que, para valores de la variable independiente
proximos al punto de tangencia, los valores de la funciéon pueden ser aproximados con los de la

recta tangente.es decir, si f es una funcion diferenciable en el punto (a,f(a)), entonces la
pendiente de la recta tangente es :

my = f1(@) = L= e M

Donde (x,y) son las coordenadas de un punto sobre la recta tangente.

Al despejar y de (1) se obtiene la ecuacion de la recta tangente en la forma punto-pendiente

y_f(a)=f‘(a)(x—a) .......... 2)
Esta expresion recibe un nombre particular dado en la siguiente definicién:

Definicién 4.4.1

Aproximacion lineal
Se denomina aproximacion lineal de f(x)en x=a, a la funcion

L(x)=f"(a)(x-a)+ f(a)------- (3)

Asi que para un valor de x proximo a su valor en el punto de tangencia, el valor de la funcién,
es aproximadamente igual al de su recta tangente. En la Figura 4.4.1 se muestran estos
resultados.
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P >/ y=f@+ f@a-a)

flay|===-=-~

Figura 4.4.1 Aproximacion lineal de f (x) por L(x)

Ejemplo 4.4.1
Obtenga la linealizacién de la funcion f definida porf(x) = x*+x, en a=1. Utilizarla para

obtener una aproximacion lineal de la funcién para el valor de x=1.02.

Solucidén
La linealizacion se obtiene al sustituir f*(a)=f"(1)=4, f(1)=2, a=1en (3).
Asi se obtiene la linealizacion de la funcion:

L(x)=4(x-1)+2.

Al utilizar una aproximacion lineal de la funcion para el valor de x=1.02, se tiene:

f(x)=L(x)
f(1.02) ~ L(1.02)
f(1.01) =4(1.02-1)+2=4(0.02) + 2 = 2.08.
Otro comportamiento tendencial importante, se observa en el cociente de los incrementos i—z y

el valor de la derivada f° (x) al aproximar a cero el cambio de la variable independiente Ax,

es decir:

Ay .

=2 ~ f*(x)obien Ay~ f* (1) Ax ---mem- (4)

Ax

A Ax,y f’(x)Ax se les llama diferenciales y se representan pordx para Ax y dy para

f(x)Ax, estoes:

Ademas para valores de Ax, préximos a cero, el cambio de la funcion se aproxima al valor de
su diferencial, con estos resultados se tiene la siguiente:
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Definiciéon 4.4.2

Diferenciales
Sea f una funcién diferenciable definida pory = f(x) . El cambio en la variable independiente

x , se denomina diferencial de x, se denota pordx. El diferencial de la variable dependiente y

se escribe dyy es dado por dy = f*(x)Ax.

Los conceptos mencionados se muestran graficamente en la Figura 4.4.2

Y y=f@® “
- =f@)+ f(@(x-a)
J1€)) ST y
yIr-- 'A'}: ------ :dy
flayf-----"> -
‘ :‘A,i
|
a X

Figura 4.4.2 Interpretacion geométrica de los diferenciales dy, dx .

Ejemplo 4.4.2
Muestre geométricamente los conceptos dy,dx,Ax,Ayen x =1, Ax=0.5 parala funcion f ,

definida por f (x)=x*+x.

Solucion

Setiene f(x)=x>+x,f (x)=3x"+1, x=1, Ax=0.5

Al sustituir los valores en la expresion Ax = x, —x;, se tiene 0.5=x, -1, despejar x, =1.5.
Para Ay = f(x;)—f(x)=f(1.5)— f (1) =4.875-2=2.875

Para dy=f"(x)Ax=f'(1)(0.5)=2 y de la expresion dx=Ax, se tiene dx=0.5

Geométricamente los resultados obtenidos se muestran en la Figura 4.4.3

Y fO)=x3+x
f(1.5 y=4x-2
¥(1.5)
Ay dy
@ dx

Ax

%

[

1.5

/

Figura 4.4.3 Representacion geométrica de dy, dx, Ax, Ay.
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El diferencial dy, puede ser una cantidad positiva 0 negativa, el valor numérico es cada vez

mayor en la medida en que los valores de la variable independiente se alejen del punto de
tangencia, y puesto que el diferencial es una funcién lineal resulta mas facil utilizarlo para
aproximar el cambio de la funcién.

4.5 PROPIEDADES DE LA DERIVADA
Las siguientes reglas o teoremas permiten obtener la derivada de una funcién sin recurrir a la
definicion, las demostraciones son las usuales.

Teoremas para obtener derivadas de funciones

1) Teorema 4.5.1 (Regla de la funcidén constante).

Sea f una funcion definida por f(x)=c, para c una constante, entonces

£1(x)=0.

Demostracion
Sea f(x)=cy f(x+Ax)=c, donde c es una constante, al sustituir éstas expresiones en la

o LAY - £(x)

Ax—0 AX

definicion de derivada f"(x)= se tiene:

Il

3
—~
(=)
~

2) Teorema 4.5.2 (Regla de la funcién identidad).

Sea f una funcion definida por f(x)=x, entonces

fr(x)=1

Demostracion
Sea f(x)=xYy f(x+Ax)=x+Ax, al sustituir éstas expresiones en la definicion de derivada

flx+Ax) - f(x)

f(x)= lim o se tiene:
' (x+Ax)—x
f (x) AI)Ic—>0 AX
. Ax
= lim —
Ax—0 Ax
- lm
=1.

Fin de la demostracion.
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3) Teorema 4.5.3 (Regla de las potencias)

Sea f una funcién definida por f(x)= x", n entero positivo, entonces

fr(x)=nx"".

Demostraciéon

Sea f(x)=x",y f(x+Ax)=(x+Ax)", n entero positivo, al sustituir éstas expresiones en la

definicion de derivada f (x)= se tiene:
Ax—0 AX
v e (e AX)" X"
I ()= fimy = @
Para simplificar la expresion se utiliza el Teorema del Binomio de Newton:
-1
(x+Ax)" = x" +nx""Ax + % X"PAX + A nXAXT + AX"
Sustituir esta Ultima expresion en (1):
(x” +nx" M Ax + n(n-1) X"2AX + . A NXAX" + AX” j —x"
f(x)= Jim, Ax
Al simplificar y factorizar con Ax se tiene:
-1
Ax(nx”‘1 + n(r; ) X" PAXH .+ XAX" 2+ Ax”‘lj
f' (x)z AI)Icn—;]O AX

Simplificar y calcular limite

fr(x)= All'mo(nx”l +@x”%x+ e NXAX" T+ Ax“]

= (nx’ll + n(r;l—l) x"2(0) +...+ nx(0) + (0)j =nx"".

Fin de la demostracion.

4) Teorema 4.5.4 (Regla de la suma o resta de funciones)

Sean fy g funciones derivables en x, entonces

D, [f(x)ig(x)]=f'(x)irg‘ (x).

Demostracion
Sea h(x)=f(x)+g(x),y h(x+Ax) = f(x+Ax)+g(x+Ax), al sustituir éstas expresiones en

la definicion de derivada ki {(x)= fim —/*&FAX) Zh(x)

, se tiene:
Ax—0 AX
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[f (x+Ax) + gl + Ax)] - [ f (%) + g(x)]

h(x)= lim. A Reagrupar
x— X
_im [f (x+Ax) - f(x)]+[g(x+ Ax) - g(x)] Separar
Ax—0 Ax
= i [f et 80 - £(0)] + lim [g0x +A4x) - g(x)] Identificar derivada .
Ax—0 AXx Ax—0 AXx

h(x)=f(x)+g(x).
Fin de la demostracion.

5) Teorema 4.5.5 (Regla del producto de una constante por una funcion)

Sea f una funcion derivable en x,y ¢ una constante, entonces

D, [¢f ()] =cf ().

Demostracion
Sea cf(x) y cf (x+Ax), al sustituir éstas expresiones en la definicion de derivada se tiene:

L (A —of ()
Dol ()= Jim =0
i c(f(x+Ax)- f(x))
Ax—0 AX
o FHAY) - f ()
Ax—0 AX

=cf (x).

Fin de la demostracion.

6) Teorema 4.5.6 (Regla del producto de funciones)

Sean fy g funciones derivables en x, entonces

D, [ f(0)g(x)]=f(0)g (x)+g(x) f (x).

Demostracion
Sea h(x)=f(x)g(x),y h(x+Ax)= f(x+Ax)g(x+Ax), al sustituir éstas expresiones en la

definicion de derivada h (x)= lim h(x+2x)—h(x)
xX—> X

se tiene:

() = fim L G 890ge+ 80] [ £ (g

Ax—0 AX

El artificio algebraico para llegar al resultado consiste en sumar y restar f(x)g(x+Ax), en el
numerador de la expresion anterior:

h(x)= lim J(x+Ax)g(x+Ax)— f(x)g(x+Ax)+ f(x)g(x+Ax) - f(x)g(x)
Ax—0 Ax
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Factorizar expresiones:

h'(x): ”mo f(x)[g(x+Ax)—g(x)]+Ag(x+Ax)[f(x+Ax)—f(x)]
Ax—> X

Separar limites para identificar la definicion de derivada:
h(x)= lim f(x)[g(x+Ax)—g(x)]+ lim glx+Ax)[ f(x+Ax) - f(x)]

Ax—0 AX Ax—0 Ax

Identificar limites y calcular:

L [

= f(x)g ' (x)+g(x) f(x).

Fin de la demostracion.

7) Teorema 4.5.7 (Regla del cociente de funciones).

Sean fy g funciones derivables en x, g(x);tO, entonces

f(x) |_90)f (0)-f()g (x)
D {Q(X)} [9(x)]

Demostraciéon

Sea h(x)= ) Y h(x+Ax) = fx+Ax) , al sustituir éstas expresiones en la definicion de
9(x) g(x+Ax)
derivada h '(x)= Iim h(x+Ax) —h(x) se tiene:
Ax—0 AX

flx+Ax)  f(x)
h(x)= lim glx+Ax) g(x)

Ax—0 Ax
i _9UOF (4 AX) — F (g + Ax)
Ax—0 Axg(x)g(x+ Ax)

Como en la demostracion anterior, el artificio algebraico para llegar al resultado, consiste en
sumar y restar f(x)g(x), en el numerador de la expresion anterior:

h ’(x): Iim g(x) f(x+Ax)— f(x)g(x)+ f(x)g(x)— f(x)g(x+ Ax)
Ax—0 Axg(x)g(x+ Ax)

Factorizar expresiones:
h(x) = lim g f (x+Ax) = f(x)] = F()[g(x+Ax) - g(x)]
Ax—0 Axg(x)g(x+ Ax)
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Separar términos y simplificar:
ho(x)= i g [fle+Ax)-f(0)]  f)[glx+Ax)-g(x)]
x)= lim — lim
Ax—0 Axg(x)g(x + Ax) A0 Axg(x)g(x + Ax)
_ lim [fx+ax)-F(0)] lim F0)[g(x+Aax) - g(x)]

Ax—0 g(x+Ax)Ax Ax—0 g(x)g(x+Ax)Ax

Identificar definicion de derivada y calcular limites:
Ax) — Ax) —
ho(x) = lim ——— fim [fx+a0-fE] o f) | [9c+ax)-g(x)]

Ax—0 g(x+ AX) Ax—0 Ax Ax—0 g(X)g()C+A)C) Ax—0 Ax

_l N )
0”7 P G9gm I
g (9)-g(f(x)

(g0

Fin de la demostracion.

Ejemplo 4.5.1
Utilice las reglas o teoremas para derivar la funcion indicada. Indique el teorema que se aplica.

a) f(x)=3x++2. b) f(x) =(x*—x)(2x* -3x+1). ) f(x) :%.

Solucion
a) Se tiene f(x):3x+\/§ Aplicar T.4.5.4.

f(x)=D,(3x)+D,N2 Aplicar T.455,T45.1
=3D x+0 Aplicar T4.5.2
=3(1) =3

b) Se tiene f(x)= (x“ —x)(2x2 —3x+1) Aplicar T.4.5.6.

f(x)=(x"—x)D,(2x* ~3x+1)+(2x* —3x +1) D, (x* - x) Aplicar T. 4.5.4
=(x"-x)(D,2x* - D,3x+D,1)+(2x" -3x +1)(Dx* - D,x) Aplicar T. 45,5, T.45.1, T.45.2
= (x* = x)(2D,x* =3D,x+0)+(2x* -3x+1)( D x* ~1) Aplicar T. 4.5.3
= (x“ - x)(4x—3(1)) +(2x2 —3x+1)(4x3 —1) Realizar operacion y simplificar

=12x° —15x* +4x® —6x? +6x —1.
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c) Se tiene f(x)= 2 Aplicar T.4.5.7
X

Fi(x) = Lf])xx Aplicar T.4.5.1, T4.5.2
X

_ x(0)-2()

2 1

-2

=

Se obtiene el mismo resultado al escribir f(x) = 2 como f(x)=2x" y aplicar T.4.5.5,
b'e

T.4.5.3:

2

f’ (x) = Dx 2x—1 = 2Dxx_l = 2(_1))C_2 = —i .
X

. 1 . . .
En general si f(x)=—-, para nentero y aplicar los teoremas para derivar se tiene:
X

x"D_ (1)-1D x"

(<)

f)=

- 1 _ . .
Ahora al escribir f(x)=— como f(x)=x"y aplicar los teoremas para derivadas se
X

obtiene el mismo resultado:

f(x)=—nx"",

De ésta manera el Teorema 4.5.3 se amplia para n entero.

. . 1 - ,
La derivada de la funcién f(x) =x%, es f'(x) :§x % y, la derivada de f(x)= Jx = X' es
1 - . . L ,
f’(x)zix %, las dos obtenidas a partir de la definicién, (ver ejemplos 4.2.2 y 4.1.3 b
respectivamente). Se obtiene el mismo resultado al aplicar el Teorema 4.5.3.

Estos Gltimos resultados muestran que existen diferentes procedimientos para obtener la
derivada de una funcién.

En el siguiente ejemplo, se obtiene la derivada al aplicar diferentes estrategias.

Ejemplo 4.5.2
Sea la funcion f(x) = (x4 —x)2 . Obtener la derivada:

a) Al desarrollar el binomio.  b) Aplicar la regla del producto.
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Derivadas

Solucioén

a) Se tiene f(x) = (x“ —x)2 , al desarrollar el binomio f(x) = (x“ —x)2 =x®-2x° +x°

Aplicar las reglas para derivar y factorizar:
f(x)=8x" —10x* +2x
=2x(4x® -5x° +1)
=2x(x* -1)(4x° -1)
=2(x* - x)(4x*-1)
b) Se tiene f(x) = (x“ —x)(x4 —x), aplicar la regla del producto:
(%) =(x4 —x)Dx (x4 —x)+(x4 —x)Dx (x4 —x)
= (x4 —x)(4x3 —1) +(x4 —x)(4x3 —1)

= 2(x4 —x)(4x3 —1).

Derivada de la potencia de una funcion.

8) Teorema 4.5.8

Sea f unafuncién derivable en x definida por [f(x)]n entonces:

D, [f(x)]n :n[f(x)]nflf'(x).

Se obtiene el mismo resultado al aplicar éste teorema al ejercicio anterior.
D, <x4 —x)2 = 2(x4 —x)Dx (x“ —x)
= Z(x4 —x)(4x3 —1).

4.6 DERIVADA DE LAS FUNCIONES EXPONENCIALES

Sea f unafuncién definida por f(x)=a”*, a>0 entonces [ a partir de la definicién sera:

fr(x)=1im Sleth) = F(x) Alsustituir f(x+h)=a*"
h—0 h
x+h X
. at—-a : x
=lim——— Factorizar a
h—0 h
a” (ah —1)
= }Ilmg) " Aplicar limite de un producto

(a"-1)
= ( lim ax) lim Aplicar limite de una constante(a™)
h—0 h—0 h

_ (ax){ lim (ahh_l)} ®
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(a" )

Para calcular lim , Se observara su comportamiento tendencial para valores de
—0

a=2,ey3.
Tabla 4.6.1 Valores de x proximos a cero

h 0.001 | 0.0001 | 0 | —0.0001 | —0.001

(2h _1) 0.6933 | 0.6931 0.6931 | 0.6929
h

(eh _1) 1.0005 | 1.0000 0.9999 | 0.9995
h

(3h _1) 1.0992 | 1.0986 1.0985 | 1.0980
h

De los datos obtenidos en los tres casos, el comportamiento tendencial es hacia un nimero, en
el primero es hacia el nimero .6931, para el segundo hacia 1 y 1.0986 para el tercero. Si se
relacionan con su logaritmo natural se tiene:

In2~0.6931, Ine=1y In3~1.0986, es decir:

h_ h
;llm@zlnz L@)(eh—l)=1, y lim

De acuerdo con ésta evidencia se puede escribir:

h_
m@h—l)zlna -------- )

Al sustituir (2) en (1) se tiene:

Si f(x)=e", entonces:

f(x)=e*Ine=e*(1)=€".
En el teorema siguiente se puntualizan estos resultados.

Teorema 4.6.1 Derivadas de las funciones exponenciales

Sea f lafuncion definida por f(x)=a”, a>0 entonces
D a*=a"Ina
Sea f lafuncion definida por f(x)=e™* entonces

X _ X
De* =e".
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4.7 DERIVADA DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Se inicia con el calculo de la derivada a partir de la definicion para la funcion f(x)=sen x.

Sea f(x)=senx,y f(x+h)=sen (x+h), entonces al sustituir éstas expresiones en la

definiciéon de derivada se tiene:

f,(x):}llmf(erh}z—f(x)
£()= lim sen (x+h)—sen x

h—0 h

Utilizar la identidad trigonométrica sen (A + B)=senAcosB+senBcosA

(sen xcosh+senhcos x)—sen x

f (x)= }|1|Ln0 . Factorizar sen x
_sen x( cosh—1)+cos xsen h o
= lim Separar e identificar limites
h—0 h
) {sen x(cosh—1) cos xsen h}
= lim +
h—0 h

) cos h-1 . _|senh
=sen x lim {g} +cos x lim [—} Por teorema 3.8.3
h—0 h -0l h
=sen (0) + cos x(1) = cosx.
De esta manera se obtiene el teorema siguiente:

Teorema 4.7.1

Derivada de la funcién f , definida por f(x)=sen x

D,sen x =cos x.

Se obtiene la derivada de f(x) =C0S X por un procedimiento similar.

Sea f(x)=cosx,y f(x)=cos (x+h)entonces al sustituir éstas expresiones en la definicion

de derivada se tiene:

i L M) = £ ()

(- L
()= L'LQ) cos (X+Z)_COS x

Utilizar la identidad trigonométrica cos (A -+ B)=cosAcosB—senBsenA
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(cos xcosh— senhsen x)—cos x

’ — I'm F t i
f(x) lim . actorizar cos x
_cos x( cosh—1)—sen xsen h o
= lim Separar e identificar limites
h—0 h
_ i | €08 x(cosh-1) senxsen h
- h—0 h

h—0 h—0

h-1
=cos x lim {%}-sen x lim [%} Por teorema 3.8.3

= cos x (0)-sen x(1) = —senx.

Se obtiene el teorema siguiente:
Teorema 4.7.2

Derivada de la funcion f, definida por f(x)=cos x

D,cos x = —sen x.

Puesto que las cuatro funciones trigonométricas restantes, pueden ser expresadas en funcién
del seno y coseno, su derivada se obtiene al aplicar las reglas descritas.
Para la funcién tangente se tiene:

D, tan x = D, [Se” X } Aplicar teoremas T.4.5.7, TA.7.1y T.4.7.2
COS X

| cos x(cos x) —(sen x)(—sen x)
- (cos x)?
_ {coszx+sen2 x

o x } Aplicar identidad pitagorica y trigonométrica

1 2
=———=sec’ x.
cos® x

Por lo que D, tan x =sec” x.

Analogamente para la funcion cotangente.

D,cot x =D, {COS d } Aplicar teoremas T.4.5.7, TA7.1y T.4.7.2
sen x

| (sen x)(—sen x) —cos x(cos x)
- (sen x)?

| -(cos®x +sen’ x)
sen” x

} Aplicar identidad pitagérica y trigonométrica

=———=—cs¢” x.
sen? x

Por lo que D,cot x =—csc® x.
Estos resultados y las derivadas de la funcién secante y cosecante se resumen a continuacion.
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Teorema 4.7.3

D, tan x =sec” x D, cot x =—csc® x

D,sec x = tan x sec x D, csc x = —cot x csc x .

Ejemplo 4.7.3
Aplicar las reglas para derivar las siguientes funciones:

a) f(x)=x’senx  b)f(x)=x"cos’ x c) f(x)=2"sec x.

Solucién
a) Aplicar regla del producto.

D_x’sen x = x”D_sen x +sen xD, x’
= x°cos x +sen x(2x)

= x(xcos x + 2sen x)

b) Aplicar regla del producto.
D _x"cos® x = x”*D cos® x +cos’xD, x*  AplicarT4.5.8 para derivar cos* x
= x”(2)cos x(—sen x) + cos> x(3 x)

= x”*(§ cos’x-2xcos xsen x).

c) Aplicar regla del producto.
D _2%sec x =2"D sec x+sec xD, 2*
= 2" tan xsec x +sec x(2* In2)

=2 sec x(tan x+In2)

4.8 REGLA DE LA CADENA

Sea f una funcién definida por:

Si f(x)=x*, g(x)=x"-x, f'(x)=2x, g(x)=4x-1, entonces (1) se puede escribir:

f(g(x))=fx'-x) = (x*- %)°

Si h(x)=f(g(x)), entonces h(x)=(x"-x)*, y h'al aplicar la regla del producto para
derivadas es (ver ejemplo 4.5.2 b):
h(x) =2(x"- x)(4x>-1).
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Identificada como el producto de f’(g(x))g’(x), puesto quef’(g(x))=2(x4-x) y

g'(x) =4x>-1, es decir:
h'(x) =D, f(g(x))=2(x*- x)(4x’-1) = f* (g(x)) g (%) .

El siguiente teorema esta relacionado con éste resultado.

Teorema 4.8.1

Sean fy gfunciones derivables en g(x)y en x respectivamente, entonces

D, f(g(x))=f (g(x))g (x) - )

Al utilizar la notacién de Leibniz se tiene:

Sea y=f(w), u=g(x), entoncesd—y =f(u)= f'(g(x))y@ = g’'(x), por consiguiente:
du dx

(2o
X du )\ dx

La dependencia entre las variables se puede representar por:

y-——u———x

En donde el cambio de la variable y , depende del cambio en la variable u, que a su vez depende
del cambio en x, es decir, el cambio en la variabley, solo depende del cambio enx a ésta
forma de relacionar las derivadas se conoce como la regla de la cadena.

Estos resultados se relacionan con el siguiente teorema.

Teorema 4.8.2.
Si u es diferenciable de x, entonces

1
1.Du"=nu""Du 4.Dsenu=cosuD,u 7.Dcotu=—csc’ uD u

2.D a"“=a"“InaD u 5.Dcosu=-senuD u 8.D,sec u=tan usec uD u
3.De"=e"“D.u 6.D, tan u=sec’ uD u 9.D,csc u=—cotu csc uD, u.

Donde u = g(x).

Ejemplo 4.8.1
Obtener la derivada de las siguientes funciones.

2 2-1
a) f(x)=a* b)f(x)=sezT& C)f(X)=(x )

Solucion
a) Aplicar regla de la cadena

2 2 2 2
D.a* =a* InaD x* =a”* Ina(2x)=2xa™ Ina.
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Jx

b) Se tiene f(x)= VX
e

= Aplicar regla del cociente y de la cadena

D (sen\/; J: e** D _seny/x —senxD_e*
X e3x (esx)Z
B (esx)(cos\/;)Dx\/; —(sen\/;)(esx)Dx&c
(¢™)
(es")(cos\/;)[zjzj —(sen\/;)(e3")3
(%)

(63"){(:;/\/;; - 3sen\/;}

(]
{cosx/; een &}

2x

3x

e

2
x“ -1
c) Se tiene f(x)= ( ) Aplicar regla del cociente y de la cadena
sec2x

b, ((x2 -1) J sec(2x) D, (x* -1) —(x*-1) D,sec(2x)

sec(2x) (sec2x)2
_ sec(2x)(2x) —(x* -1)sec(2x)tan(2x) D, 2x
(sec2x)’
) ZSeC(Zx)[x ~(x* -1)tan(2x) }_ Z[x ~(x* -1)tan(2x) }
- (sec2x)2 - sec(2x)

4.9 FORMULAS DE DERIVACION Y FORMULAS DE DIFERENCIACION

Si f es una funcion derivable definida por y = f(x), el cambio en la variable independiente x,
se denomina diferencial de x, se escribe dx, el diferencial de la variable dependiente y ,se
denomina diferencial dey ( diferencial de la funcion df) se escribe dy, es dado por
dy = f'(x)dx, es decir, es el producto de la derivada de la funcién por el diferencial de la
variable independiente. Por consecuencia su calculo requiere de las férmulas para derivar.

En la siguiente Tabla se muestran las reglas basicas de derivacion con su correspondiente
férmula de diferenciacion.
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Tabla 4.9.1 Formulas de derivaciéon y de diferenciacion

Formulas de

derivacion

1.ic=0

dx

2.ix:1

dx

3.icu:c—u

dx d

4.i(u+v)=d—u av

dx d dx

5 i(uv)=uﬂ+vd—u

d dx dx
du dv

ui

Formulas de
diferenciacion

dc=0

dx =dx
d(cu)=cdu
d(u+v)=du+dv

d(uv)=udv + vdu

d(gj:vdu—udv

v v?

Donde U,V son funciones derivables de X .

Formulas de

derivacion
7.iu” =nu"?t du
dx dx
8. ia” =a’In ad—
dx d
91 u — u d_u
dx dx

10.isen u=cos ud—u
dx X

11.1(:03 u=-sen ud—LI
dx dx

12.itan u=sec? ud—u
dx dx

Formulas de
diferenciaciéon

du™ =nu"tdu
da" =a" Inadu
de" =e"du

dsen u=cos udu

dcos u=-sen udu

dtan u =sec?udu.

Ejemplo 4.9.1

Determinar el diferencial de la funcion dada.

Solucioén

a) f(x):sen(lj

X

0= )

sec(2x)

a) Al aplicar la férmula (10) del diferencial se tiene:

ol 2

b) Al aplicar la formula (6) dela diferencial se tiene:

(x2 - x)3 ~ Sec(2x)d(x2 -~ x)3 -~ (x2 -~ x)3 dsec(2x)

sec(2x)

[sec(2x)]2

[sec(Zx)]2

(xz - x)2 sec(2x) [S(Zx -1)- Z(x2 - x)tan(Zx)}dx

sec(2x)?
B (x2 - x)2 [B(Zx -1)- 2(x2 - x)tan(Zx)}dx

sec(2x)

~ Se<:(2x)3(x2 -~ x)2 (2x-1)dx - (xz - x)3 sec(2x)tan(2x)(2)dx
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4.10 DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR Y REGLA L'HOPITAL.

Si f es una funcién derivable, entonces la funcién f' es la primera derivada de f , si f' es
derivable, la funciéon f es la segunda derivada de f , o primera derivada de f',si fes a su
vez derivable, la funcion f es la tercera derivada de f , o segunda derivada de la funcién f'o
primera derivada de f 'y asi sucesivamente, con esta notacion a partir de la cuarta derivada

(f(4)) se utilizan numeros enteros. De ésta maneraf(”),nentero positivo, es la n-ésima

derivada de la funcién f, o la primera derivada de la funcion f("‘l) .

Al proceso anterior se conoce como derivacion sucesiva, y a las derivadas obtenidas, derivadas
de orden superior.

A f'se le denomina derivada de primer orden, f " derivada de segundo orden, f ' derivada de

tercer orden, etc., af(”) derivada de n-ésimo orden.

Otras notaciones para derivadas de orden superior son:
dy d’y dy d'y
dx dx® dx® T dx"

d d? d3
i EACO] B A CO) ey PACOI OO

Dxf’szf’stf"“’Dxnf'

dVL
dxn

[f ()]

Para la primera, segunda, tercera y n-ésima derivada, respectivamente.

Ejemplo 4.10.1
Calcular la cuarta derivada de la funciéon dada.

a) f(x)=3x"+2x*+x b)f(x)=sen(x2).
Solucién

a) f(x) =15x" +8x° +1
f(x) =60x° +24x°
£ (x) =180x* +48x

79 (x0) =360 + 48,
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b) f*(x) = 2xcos(x?)
f”(x):Z[ (~sen (x?)) (2x) + cos (x* (1)}
f"(x):Z[ 2xsen( ?)+cos(x )}
f"'(x):Z[—( )(cos( ?)(2 ) sen (x )(4x)—sen(x2)(2x)J
:4x[—2xzcos(x )—3sen (x? )}
f(4) (x) = 4x[(—2x2)(—5en (xz)(Zx))+Cos(x2)(—4x) —3sc0S (xz)(Zx)} + [—szcos (x*)—3sen(x? )}4
=16x"sen (x* ) —16x’cos (x* ) - 24x°cos(x* ) -8xcos(x” ) —12sen (x*)
= (16x"-12)sen (x*)—48x7cos(x?).
v' Reglade L'Hopital.

. e . ., 0 o .
En el célculo de limites de cocientes, es usual tener una expresion 0 0 —, cuando se sustituye
o0

el valor limite de la variable independiente en la expresidén que se desea obtenerlo.

o xX*+1 o
=—,o0en lim_—; =—,
-1x“-1 0 x50 3x° —x 0

. . . . 0 00
En el primer caso se tiene la forma indeterminada 0’ en x=1, y en el segundo—. Puesto que
o0

(x2 +1)—>oo y (3x3+x)—>oocuando X— 0,

Resulta conveniente en casos similares, aplicar la regla deL Hopital para calcular tales limites.

Teorema 4.10.1. Reglade L'Hopital.

Sean f y g funciones diferenciables en un intervalo abierto que contenga al nimeroc , excepto
posiblemente en ¢ mismo. Supdngase g(x) #0 excepto, posiblemente enc . Si el cociente
X . . . (x .
lim f(x) es una forma indeterminada y lim S(x) existe, entonces
X—cC X—C ’
g(x) g (x
X . (x
Il'mf():llmf() Q).
xX—c g(x) x—c g(x)
Ejemplo 4.10.2
Aplicar la regla de L Hopital para calcular el limite indicado.
1-cosx . 3x’-1
a) lim c) lim
x—-0 X x—-1 )C -1 x—0 ¥ 1

Solucién
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. . 1-cosx _ : ,
a) Se tiene Im%— Al sustituir x =0 en el numerador y en el denominador, se tiene la forma
X—> x

: , 0 : A
mdetermlnadaa , por lo tanto se aplica la regla deL Hopital.

. 1-cosx ., senx
Iim——=Ilim——=Ilimsenx=0
x—0 X x—0 1 x—0

L : , : , 0
b) Al sustituir x =1 en el numerador y en el denominador, se tiene la forma |ndeterm|nada6,

por lo que, se aplica la regla deL Hopital.
ox-1 1 1
lim——=Ilim—=—
x>l x=1 x-12x 2

c) Ya que (3x2 —1) —>w Yy (ex +1) — oo cuando x — oo .Se obtiene la forma indeterminada 2,
o0

se aplica la regla deL'Hopital.

. 3x*-1 . 6x
lim = lim —
X—>0 ex +1 X—>0 ex

Puesto que 6x —o0 y e* — oo cuando x — o .Se obtiene nuevamente la forma indeterminada

0 : A
—, se vuelve aplicar la regla delL Hépital.
o0

2_
lim 3x 1: I|’m6—x: |im£:0.

X0 ex +1 X—0 ex X—o0 ex

La aplicacion de la regla de se ampliara en temas posteriores.

4.11 DERIVADAS DE FUNCIONES IMPLICITAS

Sea la ecuacion:
4x% +9Yy” =36 ------mmmem- 2).

En donde se define a y como funcién implicita de x , es decir y = f(x) .Se desea obtener

f(x) .Una estrategia consiste en lo siguiente:

Sustituir y en (1) por f (x)y aplicar el proceso de diferenciacion a la ecuacion, al aplicar la

regla para derivar potencia de funciones D, [ f(x)]" = n[f(x)]n_1 f(x), se tiene:
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D, [4x*+9f(x)* =36 ]
D 4x*+D.9f(x)* =D, 36

8x+18f(x)f (x)=0 Despejar £ (x) y simplificar
8x - .
(x)=- Al sustituir ory , setiene
f(x) 187 (x) f(x) pory
__Ax
9y

La regla de la cadena aplicada a la derivada de potencia de funciones se puede escribir
D .y" =ny" 'y, al utilizar esta notacion en el proceso anterior se obtiene el mismo resultado.
D, [4x"+9y” =36]
D _4x*+D 9y’ =D, 36

8x+18yy =0
18yy =-8x
_ 4x
= oy

Al proceso de obtener la derivada de una funcion implicita en una ecuacion, se denomina
derivacion implicita.

El proceso de diferenciacion implicita, usualmente se utiliza para obtener la derivada de la funcién
implicita, cuando es dificil despejar la variable dependiente o bien no es posible.

Ejemplo 4.11.1
Suponga que en la ecuacion xyzzsen(xz—yz), se define ay como funcion implicita

diferenciable. Obtenerﬂ .
dx

Solucién
Al aplicar la derivacién implicita se tiene:

i[xy2 =sen (x2 —y? )}

T
E[xyzj :a[sen(x2 —yz)}
x%y2 +yZ%x=cos(x2 —yz)%(x2 —yz)

2xyy +y° = Cos(x2 —yz)(2x—2yy')

2xyy +y’ = 2xcos(x2 —yz)—Zyy’cos(xz _yz)
2y’y[x+COS(x2 —yz)] = Z)CCOS(x2 _yz)_yz
2

~ 2xcos(x2 —yz)—y
- 2y[x+cos(x2 —yz)]

y
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4.12 DERIVADA DE LA FUNCION INVERSA.

Una funcién f tiene inversa si es uno a uno en su dominio de definicion.

Si f es definida por y = f(x), la relacién con su funcién inversa denotada por f* es dada por:

x=f(y) siysolosiy= f(x)------— 1)
Para obtener la funcién £ a partir de la expresion que define la funcién f se despeja la variable
independiente x .

Por ejemplo, sea f la funcién definida por y = Jx, x e [0,oo), entonces al despejar x, se

obtiene la funcién f . Es decir, la funcién f es:y =Jx ylafuncion inversa:
fﬁl(y) , S X = y2 __________ ).

Sus correspondientes derivadas son:

dy 1 dx

— = e 3 — =2y - 4

dx 2% Q) vy dy y (4)
Al realizar el producto(ﬂj % , Se tiene

dx )\ dy

23R
Y al sustituir y=+/x en (5) se tiene:
)l
@@

El resultado obtenido se relaciona con el teorema siguiente:

Teorema 4.12.1

Sea f una funcién continua y uno a uno en el intervalo[a,b] definida pory = f(x) .Si f es
diferenciable en el intervalo y f'(x) # 0 para todax en el intervalo, entonces, la derivada de la

funcion £, definida por x = f " (y) es:

dx 1

= = 7

T (7)
dx
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Otra expresion para (7) se obtiene de la definicién de funcién inversa
y= fﬁl(x) siy soélo si, x = f(y) ---------- (8)

Al derivar (8) con respecto x, y aplicar la regla de la cadena se tiene:

)= W)
1:f’(y)% Despejar %
%zﬁ Sustituir y por f(x)
d 1
R € . — Y o — 9
dxf (x) 00) F(frx)= 9)

La notacién para la derivada de la funcién inversa f(f ™ (x)), se puede escribir: (f™)'.

Ejemplo 4.12.1

Dada la funcién f definida por f(x) = x*+x , obtener parax=1en f :
a. La derivada de la funcion inversa.
b. La ecuacién de la recta tangente a la gréafica de f‘l.

Solucion
a. Setiene f:y=x"+x, x=1.

Al derivar f :%:3x2+1, y evaluar enle,@ =4.x
x=1

Sustituir ultimo resultado en la expresion (7):

de _ 1 1
dy dy 4
dx

b. Parax =1, f(x)= f () =2 ,de manera que el punto de tangencia en la gr&ficade f es (2,1),
el correspondiente en la grafica de £ es(2,1).

Como la derivada de f‘1 evaluada en el punto de tangencia es la pendiente de la recta tangente,

- . _ 1 L - .
entonces del inciso anterior m = (f(2)) :Z., al sustituir en la ecuaciéon punto pendiente,

Y-y, =m(x—x,) donde(xo, yo)son las coordenadas del punto de tangencia en la curva dada

por . Se tiene:

1
1="(x-2
y 4(x )

y= %x + % Ecuacién de larecta tangente a la grafica de f_1
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4.13 DERIVADAS DE LAS FUNCIONES LOGARITMICAS.

Para obtener la derivada de éste tipo de funciones, se utiliza la derivacion implicita y el hecho
de que la funcion logaritmo y la funcién exponencial, son funciones inversas una de la otra.

Sea f una funcién definida pory = Inx, entonces su inversa f " es dada por x = e¥ .

Al derivar implicitamente esta Ultima expresion con respecto a x, se tiene

d __d ,
—Xx=—2t€
dx dx

1=¢€" dy Despejar dy
dx dx

dy_ 1

o Sustituir y por In x, e¥ por x, se tiene
e

%Inx=l. Formulaparaobtener laderivadadeln x.
X

Si el argumento de la funcién logaritmo es funcién de x,u = g(x), entonces

y=Inu,siysolosi, u=e".

Al derivar con respecto a x, y aplicar la regla de la cadena se tiene:

d a ,

—u=——=e

dx  dx

%:ey dy Despejar dy

dx dx dx

ﬂ:i@ Sustituir y por In u, e por u

dx eY dx

iIn u= Ldu Formulaparaobtener laderivadadelnu.
dx u dx

Al aplicar un procedimiento similar a y =log,x, y =log, u, donde u=g(x) se obtiene:

d 1 d 1 du
_|0gax: y _|0gau: -~
dx xIna dx uln a dx

Estos resultados se muestran en el teorema siguiente:
Teorema 4.13.1

d 1 d 1du d 1 d 1 du
—Inx=—, —Ihu=——F, —Ilog, x = : —Ilog, u= —_—.
X dx u dx dx xlna dx ulna dx

Ejemplo 4.13.1
Obtenga las derivadas de las funciones dadas.

a)y:Iogz(\/;Hc) b)yzln(l_sinxj
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Solucion
a) Como el argumento es una funcion de x, se aplica la regla de la cadena.

dy_d Iogz(J_+x)

dx  dx (Ve +x)

a
dx

~ 1 1,

_(\/;+x)ln2[2\/; 1)

1 (1+2\/§J_ 1v2dx
2x _2&(&+x)|n2

_(\/;+x)ln2

b) El argumento es una funcidn de x, se aplica la regla de la cadena.

d_y_iln(l—sen x)i(l—sen x}

dx dx x dx x
3 1 x(—cos x)—(1—sen x)(@)
~1-senx ( X2 j
X
3 X —xC0S x—1+sen x| sen x—xcos x—-1
_(1—sen x]( x? j_ x(1-sen x)

v Diferenciacién logaritmica
Es un método o estrategia que utiliza las propiedades de los logaritmos, para modificar la
expresion y = f(x) que define una funcion, y asi, obtener su derivada, consiste en lossiguientes

pasos:

1) Tomar logaritmos naturales en ambos lados de la expresiony = f(x), y utilizar sus

propiedades.
2) Efectuar la diferenciacién implicitamente con respecto a x .

3) Multiplicar la ecuacion resultante por y , y sustituirla por f(x), se obtiene;l—y.

X
Ejemplo 4.13.2
o | L (x*+2)
Utilice diferenciacion implicita para obtener la derivada de la funcién definida pory = ~——=.
Y2x*+1
Solucién
(x3 + 2)4

J2x?*+1

Paso 1: Iny =In .Por propiedades de logaritmos.

Iny =In (x3 + 2)4 —InY/2x* +1

Iny = 4In(x° + 2)—%In(2x2 +1)
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.ood, . d 3 1 2 .
Paso 2: alny—apln(x +2)—§In(2x +1)} aplicar regla de la cadena

a5 ) (1) e
y dx x*+2) (3)\2x* +1

2
Paso 3: %:4 :?C —(l)( 42x j y
dx X +2 3\ 2x°+1

y_, ( 3’ j x (x+2)
dx x*+2 (2x +1) 25?11
~ (2x +1) (x +2) (x3+2)4
dx 3(x*+2)(2x°+1)  JR2x?+1
dy 4[18x4 +9x2x42x](x3+2)4 ~ 4x(17x3+9x—2)(x3+2)3

de 3| (P+2)(2xP+1) [Pl 3(2x? +1)3/2x% +1

realizar operaciones y simplificar

El método también permite obtener la derivada de funciones dadas por y = [f(x)]g(x) .

Ejemplo 4.13.3

Obtener la derivada de la funcién y =[x]™" ".

Solucién
Paso1: Iny=In[x]" " Por propiedades de logaritmos
In y =sen’x In|[x]

o d dr _
Paso 2: . Iny = a[sen xIn [xﬂ Aplicar regla de la cadena

1 dy 2 d d 2
——~Z =sen“x—In x+In x—sen“x
y dx dx

:senzx(lj+ In x(2sen x)isen x
X dx

2
= [sen xj+(25en x)(cos x)In x
X

2
Paso 3: % = Hse?c xj+(25enx)(cosx) In x}y

ay _ senx[ﬂ +2(cosx)In x} [x]senzx .
dx X
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4.14 DERIVADA DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS.

Se aplica el concepto de derivacion implicita y funcion inversa, para obtener formulas para derivar
funciones trigopnométricas inversas.

Sea y =arcsen xsi, y sélo si, x=seny, xe[—l,l],ye[—”,”}.

Derivar implicitamente x =sen y con respecto a x, aplicar regla dela cadena

ix =—seny
dx dx
dy . dy
l=cosy— Despejar —
ydx Pej dx
d 1
ay _ —
dx cosy
Ahora tomar como referencia la expresionx=seny, para 1
construir un triangulo rectangulo (Ver Figura 4.14.1) y obtener X
cos y =1-x7. d

1—x?
Figura4.141x=seny.

Sustituir éste resultado en la expresion (1), se obtiene

dy 1
& S—)
dx  \1-x?

Formula para obtener la derivada de y =arcsen x.

Mediante un proceso similar con y =arcsen u, donde u = g(x), se obtiene:
dy__ 1 du
dx  1-y? dx

- (3).

Formula para obtener la derivada de y =arcsen u.

Para obtener la derivada de la funciény =arc cos x se tiene

Sea y=arccos x siy solosi, x=cos y, donde xe[-11], ye[0,7].

Derivar implicitamente x = cos y con respecto a x, aplicar regla de la cadena
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ix——cos
e Yy
dy L dy
1=-sen y—= Despejar —
ydx Pe) dx
d 1
Ey: ............... (4)
seny

Tomar como referencia la expresion x = cos y , para construir un triangulo rectangulo, ver

Figura 4.14.2, para obtener:
sen y =+/1—x*.

Sustituir éste resultado en la expresion (4), se obtiene
dy 1
— == (5). 1 -
dx 1_x2 v1—x
Formula para obtener la derivada de y =arccos x . y

X

Figura4.142x=cos Yy .

Mediante un proceso similar con y =arccos u, donde u = g(x), se obtiene:
dy 1 du

Fra

Formula para obtener la derivada de y =arccos u .

Para obtener la derivada de la funciénarctan x se tiene:

Sea y =arctan x si, y sélo si, x=tan y, donde xe(—oo,oo), ye [—%%}

Derivar implicitamente x =tan y con respecto a x, aplicar regla de la cadena

—x_itan
dax . ax Y
dy . dy
1=sec’ y—=  Despejar —=
Y ix Pear
dy 1
PR ®
sec’y

De la expresion x =tan Yy, se tiene el triangulo rectangulo de la

Figura 4.14.3, para obtener

sec’y =1+ x°.

Figura4.14.3 y =arctan x.
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Sustituir éste resultado en la expresion (7), se obtiene

dy 1
ax e ®

Férmula para obtener la derivada de y =arctan x.

Mediante un proceso similar con y =arctan u, donde u = g(x), se obtiene
dy__1 du
dx 1+u®dx

---------- 9).

Formula para obtener la derivada de y =arctan wu.

En el siguiente cuadro se muestran las derivadas de las funciones trigonométricas inversas.
Teorema 4.14.1

Derivadas de las funciones trigonométricas inversas.
Si u = g(x)es una funcién diferenciable de x .

iarcsen u= 1 du iarccotu—— 1 du
dx J1-u? dx dx 1+u’ dx
iarccos. u=- ! @ iarcsec u—;%
V1-u? dx |u|«/u2—1 dx
iarctan u= ! % iarccscu——;%
dx 1+ u? dx dx lyl [Z_1dx
Ejemplo 4.14.1
Obtenga la derivada de las siguientes funciones.
a) f(x) =/x arctan (lj b) f(x) = e arcsec x.
X

Solucién
a) Aplicar regla del producto y de la cadena.

%[\/; arctan (%ﬂ =Jx %arctan (lj +arctan [EJ%«E

X X

xﬁ%@mﬁm@ﬁ

j + L arctan (EJ
2x x
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_ x (_A}Lman(i)

x> +1\ x?

2x X
xZ
2
- (L) o 1)
(x*+1)\ x 2\x x

N

1
=——+4 ——arctan| — |.
1+x*  2Jx (xj

b) Se tiene f(x) = e* arcsec x.

xZ

d x2 d d x?
E[e arcsec x} =e~ ——alCseCc x+arcsec x—e

2 1
e — —
x|/ x? -1

2 1
—e¥ — —
x|/ x? -1

x? d 2
+arcsec x(e” |—x
dx

2
+arcsec x(ex )2x

=e” + 2x arcsec x}.

2 1
[|x|\/x2 -1

Ejemplo 4.14.2

&

Suponga que en la ecuacion e¥* +y =arcsen(x+y),y es funcién de x . Derive implicitamente

para obtenerﬂ .
dx

Solucién
ar &, ., _
a[e +y =arcsen(x + y)]
d s d
—eY +—y=—-arcsen(x +
e oY I (x+y)
e&i&+ﬂ:;i(x+y)
dedx 1o (x+y) dx
y

eﬁ(ij+d—:;(l+d—y]
2x ) dx I-(x+y) A

2Jx/1- (x + y)?

@{ 1-(x+y)’ —1} 2x — e \J1- (x +y)?

) 2% \1- (x + y)?
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dy (2\/;—6\/;\/1—(x+y)2 )\/1—(x+y)2

dx 2\/;\/1—(x+y)2 (\/1—(x+y)2 —1)
dy ~ (Zﬁ—eﬁm)

dx 2&(«/1—(x+y)2 —1) .

4.15 FUNCIONES HIPERBOLICAS Y SUS DERIVADAS.

Las funciones hiperbdlicas son untipo particularde funciones, obtenidas por combinacion de las
funciones exponenciales. Son seno hiperbdlico, coseno hiperbdlico, tangente hiperbdlica,
cotangente hiperbdlica, cotangente hiperbdlica, secante hiperbdlica y cosecante hiperbdlica,
denotadas por:senh x, cosh x, tanh x, coth x,sech x ycsch x, respectivamente.

La siguiente es su definicion.
Definicion 4.15.1

Funciones hiperbdlicas.

e*—e* senh x
senh x =—— tanh x = sech x =
2 cosh x cosh x
e“+e” cosh x
cosh x =—— coth x = x#0 csch x = x#0
2 senh x senh x

Existe semejanza entre las identidades trigonométricas y las funciones hiperbdlicas, algunas de
ellas se muestran en el teorema siguiente.

Teorema 4.15.1

Identidades de funciones hiperbdlicas.
senh (-x) = —senh x cosh (-x) = cosh x
cosh’x —senh’x =1 1-tanh®x = sech’x
senh (x+y)=senh xcosh y +cosh xsenh y
cosh (x+y)=cosh xcosh y+senh xsenh y.

Prueba de la identidad 1-tanh?x = sech®x.

Se tiene:
e senh
sech’x =1-tanh?x De la definicion de tanh x = X
cosh x
1 senh x )’
cosh x
senh’® x
-1— .
cosh” x
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cosh? x —senh? x L
= - De la identidad (cosh2 x—senh? x = 1),
cosh® x
y de la definicién de sech x = ,se tiene el resultado: sech®x = —.
cosh x cosh® x

Fin de la demostracion.

Las gréficas de las funciones hiperbdlicas con su respectivo dominio y rango se muestran en la

Figura 4.15.1.
y
y
y = senh x
o y =coshx
= Ry =[1,0)
— 1 > 1
X,
= | J’“ y = coth x
y = tanh x
R == 1_1 U 1,
Ry=(-11) f=(=0,-1) U (1,0)
xr
-1
y
y =cschx
y =sechx I D, =R - {0}
Dp=R R; =R — {0}
Rf = (0,1] _

Figura 4.15.1 Gréficas de las funciones hiperbdlicas.
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v' Derivadas de las funciones hiperbolicas.

Las derivadas de las funciones hiperbdlicas, se obtienen al derivar las expresiones
exponenciales que las definen.

Sea f lafuncion definida por y =senh x, entonces

d d(e*—e™ e“+e
—senh x =— = =cosh x.
dx 2

dx 2

Para la funciony = cosh x :

d d(e*+e™ e“*—e™”
——cosh x =— = =senh x.
dx dx 2

Y para la funciény = tanh x :

d d (senh x]
—tanh x = —
dx dx \ cosh x

cosh x(cosh x) —senh x(senh x)
= 2
(cosh x)
_ cosh?x—senh? x
cosh® x

=sech? x.

cosh? x
De forma similar se obtienen las derivadas de las funciones, coth x, sech x y csch x.

Si la funcion es dada porsenh u,donde w es una funcién diferenciable de x, entonces

d d(e“—e™ e“+e " \du du
—senhu=— = —— =cosh u—.
dx dx dx

2 2 dx

En el siguiente cuadro, se muestran las reglas para derivar funciones hiperbdlicas.

Teorema 4.15.2

Derivadas de funciones hiperbdlicas.
isenh u = cosh u@ itanh u =sech’ u% isech u =-sech utanh u@
dx dx dx dx dx dx

du

icosh u =senh u@ icoth u=-csch? u icsch u =—csch ucoth u@.
dx dx dx dx dx
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Ejemplo 4.15.1
Obtenga la derivada de la funcién dada.

a) y = arctan (cosh \/;) b)y =sec™ [csech (ED .
X

Solucion
a) Aplicar reglas para derivar funciones trigopnométricas inversas, hiperbdlicas y regla de la
cadena.

%[arctan(cosh \/;)} = 1 5 %(COSh \/;)

1+(cosh \/;)
(senh \/;)%\/;

senh \/;)%

1
" 1+cosh? x

B 1
" 1+cosh? \/I(
senh v/x
2\/;(1+cosh2 \/;)

b) Se tiene y = sec™ (Csech (ln . Aplicar reglas de diferenciacion.
x

I N

pe pe

1 1
—sech| = |[tanh| =
) sec x] an (Xj i(lj
dx
sech (1 sech? [1j -1
X X
—sech 1]tanh(lj
()
- 2
sech(1 sechz(lj -1 x
X

X
tanh 1)

X
x° \/sechz (1) -1
X

v" Funciones hiperbdlicas inversas.

X

En las gréficas de la figura 4.15.1, se observa que las funciones senh x, tanh x, coth x y csch x

, son funciones uno a uno por consiguiente tienen funciéon inversa denotada por
senh™ x,tanh™ x,coth™ x ycsch™ x, respectivamente.
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Las funciones cosh x ysech x, no son funciones uno a uno, sin embargo en el intervalo[O,oo),

se comportan como tales, por consiguiente tienen funcién inversa denotada por
cosh™ x,ysech™ x, respectivamente.

Las gréaficas de éstas funciones con su dominio y rango se muestran en la Figura 4.15.2.

y
y
y=senh lx
fol =R
Rf‘1 =R
>
F 3
i : : y“
e i y=tanh™lx | i y=coth™'lx
: : Df’l = (_11 1) E E Df*1 = (_001_1) U (1lm)
: : Rffl == R E E Rf’i = (_OOJ 0) U (01 CD)
: : ]
: : > i i .
—h X - i
| | ]
) ]
) ]
: : o
| | ; :
1 1
! !
3
h
iy i
] 1
1 1
] 1
1 1
[} 1
[} 1
] 1
] 1
! H N
-1 il X
[ '
1 1
[ 1
1 1
1 1
) 1
1 1
] 1
x‘ 1 1

Figura 4.15.2 Gréficas de las funciones hiperbdlicas inversas
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Derivadas
v' Derivadas de funciones hiperbdlicas inversas.

Se obtienen a partir de la relacién de una funcion hiperbdlica con su inversa, asi
y=senh™ x siysoélosi, x=senh y

Derivar implicitamente x = senh y con respecto a x, aplicar regla de la cadena

d d
—x=—s3enhy
dx dx
dy . dy
1=cosh y— Despejar —
Yax P gy
d 1
cosh y

De la identidad cosh’y —senh’y =1, despejar cosh y

cosh y =+/1+senh?y  Sustituir senh y por x

cosh y = V1+ x* Sustituir cosh y por V1+x* en(2)
dy 1

_ 3
dx 1+ x? @

Se obtiene la férmula para derivar la funcién senh™ x..

Si el argumento u es funcién diferenciable de x, entonces

y=senh™ u siy soélo si, u=senh y

Derivar implicitamente u =senh y con respecto a x, aplicar regla de la cadena:

d d
—u=—:senhy

dx dx
du =cosh y dy , Despejar dy
dx dx dx
d 1 du
O

cosh y dx

De la identidad cosh’y —senh’y =1despejar cosh y

cosh y = 4/1+senh?y --------- (6)
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Sustituir u=senh y en (6),

cosh y = 1+ u? —-meemv (7)

Sustituir (7) en (5),

Se obtiene la férmula para derivar la funcién senh™ u .

El resto de las formulas para derivar funciones hiperbolica inversas, se obtienen de manera
similar.

Las reglas para derivar funciones hiperbdlicas inversa se muestran en el teorema siguiente.

Teorema 4.15.3

Formulas para derivar funciones hiperbdlicas inversas.
Sea u funcion diferenciable de x, entonces

d du d 1 1 du
—senh U=—F—=— —csch” u=——F——, u=#0
\/u 11dx’ dx |u|u’® +1 dx
d du d 1 du
—cosh™ u= —, u>1 —sech'u=————-—-, O<ux<l
dx \/uz—l dx dx uyu? +1 dx
itanh‘l uz%% lu|<1 icoth‘l u:%@ lu|>1..
dx 1-u” dx dx 1-u® dx
Ejemplo 4.15.2
Obtenga la derivada de la funcién dada.
1
a)y= (senh‘1 x)x b)y =sech‘1(ln xz).

Solucién
1

a) Se tiene y = (senh‘1 x);. Aplicar derivacion logaritmica.
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In y =In(senh™* x)’lf

~Iny =%{%In(senh‘l x)}
——:—aln(senh‘1 x)+1In(senh™* x)%(%j
i% :(il senhll x%(senhl x)+|n (senh’l x)(—%}

1 dy 1 1 In(senh’1 x)
{gaxsenhlx(MJ_ x* ]y
dy 1 1 In(senh™* x)

a{xsenhlx(MJ x? }y

dy 1 1 ) In(senh™* x) .
dx ;[\/xz +1senh™ x X (senh x)
b)
%sechl(ln x%)= L i(In xz)

In x? 1—(In xz)2 dx

ST Y
In x? 1—(Inx2)2 x*

B -2

) xIn xzﬂll—(ln xz)2 |
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Unidad 4
Serie de ejercicios

Obtenga a partir de la definicion, la derivada de la funcién dada.
3 1 3
Dfx)=x.  2ft=".  3gO)=t"

Calcule f~(x), f;(x)y determine si la funcion dada es diferenciable en el valor de a.

2+x, Sl x<1
4)f(x)={4_jz, . ;21. a=1. 5) f(x)=2+|x+1], a=-1..

Obtenga la ecuacion de la recta tangente a la gréfica de fia funcién dada en el valor dea.

B6) f(x)=x"+1, a=1. 7) f(x)=+x+1, a=3.

Represente geométricamente Ax, dx,Ayydy para la funciéon dada. SiAx=0.2,y x=2.

8) f(x)=x>+2,si Ax=0.2, x=2. 9) f(x) =+1-x, si Ax=0.3, x=-3.

Apligue los teoremas para derivar y obtengail—dz de la funcién dada.

b X—Xx
13)y =3e* +x°. 14)y = tan (In x). 15)y =e*In x(e* +e ™).
16)y=%e&+e'"" 17)y=sen3(e"+x) 18)y=sec(|n ex+\/;)

19) y =Insen vx?+2. 20)y:cot[cos(ln xz)]

Suponga que en la ecuacion dada existe una funcion implicita f , definida pory = f(x).

2
Obtenga d_y , d 1«2/ )
dx dx
1 1
21)=—==1, 22)Jx +\Jy =1. 23)sen(x+y)=1.
X Yy
. a de 1
En las funciones dadas, y = f(x), y x= f(y), compruebe que — = —.
dy dx
dy

24) f(x)=4-3x. 25) f(x) =3x-27. 26) f(x) = 2;_23.
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Para la funcién dada obtenga(f’l)’ para el valor indicado de xen f.

27) f(x) =3x% +4x, x =2. 28) f(x)=%2-x, x=-6. 29)f(x):jcc—j,x:1.

Obtenga Ey por el método de diferenciacion logaritmica, para las funciones dadas.

30)y = x° +2x° V1+x? V1+cos x°

N)y=——-. 32)y =

h-x (1+x° )A (1-cos x? )A
Obtenga la derivada de la funcién dada.

33) f(x)=cos™(cosIn x).  34) f(x)=tan™ (sen x)+ cot'l( In xz). 35) f(x) =sec V2 —x°.

36) f() =In(cosh x?).  37) f(x) = cosh (Inx/l+x2 ) 38) £(x) = x°.
39) f(x) =(tanh x)". 40) f(x) = x*senh*V/x . 41) f(x) =tanh™ (Cos xz).
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CAPITULO 5

APLICACIONES DE LA DERIVADA

COMPETENCIA ESPECIFICA A DESARROLLAR

Aplicar el concepto de la derivada para la solucion de problemas de optimizacién y, de
variacion de funciones y el de diferencial en problemas que requieren de aproximaciones.
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5.1 RECTA TANGENTE Y RECTA NORMAL A UNA CURVA EN UNPUNTO.CURVAS
ORTOGONALES

En el punto 4.3, la derivada de una funcion f , se interpretd, como la pendiente de la recta
tangente en un punto de su gréfica, de tal manera que para un punto P(a,f(a)), sobre la

grafica de f , la ecuacion de la recta tangente es:

Y- F(@) = f(@x-a) (1)

Recta normal

Sea C la grafica de una funcion f, P(a, f(a))punto

sobre C, 1, larectatangente a C en P, ver Figura 5.1.1. f(x)
Sea [, la recta que pasa por P perpendicular a la recta

tangente L., a [, se denomina recta normal a
C en el punto P, su ecuacion es:

1
f(a)

y-fla)= (x-a), f(@)#0-———- (2)

Figura 5.1.1 Gréficade f ,de | yde | .

Ejemplo 5.1.1
Hallar la ecuacion de la recta normal a la curva de la funcion f(x) = x+x°, enel puntoP(l, 2).

Solucién
Setiene a=1, f(a)=f(@Q)=2.

Para obtener f'(a), derivar f(x) y evaluar con a=1 \ .
. y N Fx)=x>+x
Fr(x)=1+3x*, f@)=4
Sustituir ' (1) =4 en (1) para obtener la ecuacién de
f®=4en()p —_—
la recta normal. Ver Figura 5.1.2.
1 (12) ly
y-2=-"(x-1)
4 X
1 N
y=——(x-1)+2
4
9
y=——x + —. Ecuacion de la recta normal a la curva
4 4

Figura 5.1.2 Gréficade f, yde [
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Ejemplo 5.1.2

Dada la funcién f(x)zi,determine:
x+1

a. Las ecuaciones de las rectas tangentes a la grafica de la funcién, que son paralelas a la
recta x+y=0.

b. Las ecuaciones de las rectas normales a la gréafica de la funcidén, que son perpendiculares a
la recta 4x+9y =1.

Solucién
a. La pendiente m de larectax+y=0, es m=-1, la pendiente m, de la recta tangente es
f(x). Puesto que las rectas son paralelas entonces tienen pendientes iguales, asi
-1
(x+1)°

m=m; = f(x) =

Al igualar las pendientes se obtiene el valor de la abscisa.
-1
2
(x+1)
x+1)° =1
x+1=41
x=0,-2.

=1

—

Para obtener el valor de la ordenada se evalta f(x)enx =0, yen x=-2, asi se obtienen los
punto de tangencia (0,1)y (-2,-1), respectivos.

Al sustituir en la ecuacion (1) se tiene.

En el punto(0,1) : En el punto(-2,-1):
y-fla)=f(a)x-a) y-fla)=f(a)x-a)
y-1=f(0)(x-0) Y- =f(=2)(x~(-2)
y-1=-1x-0) y+1=(-1(x~(-2)

Y =—x+1, Ecuacion de la recta tangente. Y =—Xx+3, Ecuacién de la recta tangente.

: 4 .
b) La pendiente m de larecta4dx+9y =1 ,es m= Y como es perpendicular a la recta
normal [, , entonces es paralela a la recta tangente y por lo tanto la pendiente de ésta es

también Y como la pendiente de la recta tangente es la derivada de la funcion al igualar

. 4 . . :
ésta con Y y resolver para x, se tienen los valores de la abscisa en el punto de tangencia,

por el cual pasa la recta normal.
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Asi,
_1 __E
(x+1)2 9
(x+1)f=—2
4
x+1:4_r§; Por consiguiente le,—E.
2 2 2

Evaluar la funcion en los valores de obtenidos de x, para obtener los puntos de tangencia P y

Q.
F3)=3 F(-3)=-3. P(3.3). O(-5.-3).

, . i - 4
La pendiente m, de la recta normal se obtiene de la relacion mm,, =—1. Al sustituirm = —§se

. 9 , ., ..
tiene m, = —, de ésta manera la ecuacion de la recta normal a la grafica en cada uno de los

puntos se obtiene al sustituir valores en la ecuacion (2):

1
y=fla)=-— ~(x-a).
En el punto P(},2): En el puntoQ(-3,—-%):
L2)al-C)
9 0,2 9,452
4 8 3 4 8 3
9 11 _ 9 119 _
y:Zx——. Ecuacion de la recta normal. y:Zx —— . Ecuacion de la recta normal.

La gréfica de la funcién y de la recta normal se muestra en la Figura 5.1.3.

1
Figura 5.1.3 Gréfica de f(x) =——, yde l.
x+1
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Curvas ortogonales.
Sean C1y C2 dos curvas que se interseca en el punto P,y [, 1,, las correspondientes rectas

tangentes. Ver Figura 5.1.4.

El angulo entre las curvasC: y C,, en el punto de interseccion se define como el angulo que

forman sus correspondientes rectas tangentes. Para calcularlo se aplica la siguiente formula:
m p—
tan @ = 2—”11

, m,m, #-1.
1+m,m,

Donde
m, :Es la pendiente de la recta tangentel, .
m, :Es la pendiente de la recta tangentel, .

@ : Angulo de las curvas en el punto de interseccion.
Si,m,m, =—1, las rectas tangentes son perpendiculares y por lo tanto, el &ngulo que forman es

de 90°, en tal caso se dice que las curvas son ortogonales.

Figura 5.1.4 Angulo entre curvas.

Ejemplo 5.1.3.
Obtenga el angulo de interseccién, en el primer cuadrante de las curvas dadas por las
ecuaciones:

Solucién
Formar un sistema de ecuaciones y resolver, se obtienen los puntos de interseccion (—2,%) Y

(1,2), se elige el punto(1,2) por estar en el primer cuadrante, la pendiente de la recta tangente

. . d
en el punto, es la correspondiente derivada, ay .

Para m, =%de la ecuacion (1)% :%x+%, y al evaluar @ =1=45°,

x=1
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Para m, = d_y de la ecuacion (2) @ = 1 x,y al evaluar @ = 1 ~154°,
dx dx 2

x=1

Al sustituir éstos valores en la formula:

tano="2""0 1 m -1,
1+m,m,
Se tiene:
|
tang=—2 — =-3
1+(1)(-3)

Por lo tanto @ = arctan(—3) ~109° .

Ejemplo 5.1.3.
Determine si las curvas de las ecuaciones dadas, son ortogonales en su punto de interseccion.

C,.:x*+2x+5-4y=0.
C,: x*+4y-9=0.

Solucién
Formar un sistema de ecuaciones y resolver, se obtienen los puntos de interseccion

(i\1_1+\/1_7,_1+\/j7].

2 4

, ., d
Se obtiene en cada ecuauonay .

) (@),
dx o dx o Yy

Si las curvas son ortogonales se cumple que:

) (%) -

dy) (dy 17 W ~1+17
(&) " J{-wﬁj RE= I

Se cumple la condicién, entonces son ortogonales.

Al sustituir valores

A.RAMIREZ Q. 213



Calculo Diferencial Aplicaciones de la Derivada

5.2 TEOREMA DE ROLLE, TEOREMA DE LAGRANGE O TEOREMA DEL VALOR
MEDIO DEL CALCULO DIFERENCIAL.

Algunos teoremas y definiciones relacionados con los valores extremos de las funciones
previas al teorema de Rolle son.

Definicién 5.2.1

Maximo y minimo absoluto.
1) Un nimero f(c) es méximo absoluto de una funcién f restringida al conjunto A tal que

ceA,si f(x)< f(c) paratodaxeA.
2) Un numero f(c) es minimo absoluto de una funcién f restringida al conjunto A tal que
ceA,si f(x)< f(c) paratoda xeA.

Los valores maximo y minimo de la funcion se denominan valores extremos de f o extremos
absolutos de f en A.

Ejemplo 5.2.1

a) La funcion f(x) =x%+1 , tiene un valor minimo en x =0, f(0)=1, puesto que, para toda
xeA =Df =R, no existe otro valor de la funcion menor que 1, entonces 1 es el valor minimo

absoluto de f , en éste caso no tiene maximo absoluto.

b) La funcion f(x)=-x"+1 , tiene un valor maximo en x=0, f(0)=1. Para toda
xeA=D; =R, no existe otro valor de la funcion mayor que 1, entonces 1 es el valor maximo

absoluto de f, sin embargo no tiene minimo absoluto.

., . ;. T ;.
c) La funcién f(x) =sen x, tiene un valor minimo absoluto de—1, en x =—-", y valor maximo
2

T
absoluto de 1, en x:;enA—[—ZE,Zﬂ.

d, e) Las funciones f(x)=Inx, f(x)=e", no tienen valor minimo absoluto, tampoco valor

maximo absoluto en A=(0,0)y en A=R respectivamente.

Las situaciones anteriores se muestran en la Figura 5.2.1.
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Y y
| f(x)=-x*+1
f(x) =x*+1 x
>
a) f(0) =1. valor minimo absoluto b) f(0) =1. valor maximo absoluto
y1‘ 4
y
1
f(x) =senx /\ m x
.z L . 1 x
2 2
-1
c) f(—%) = —1 Vvalor minimo absoluto, d) f(x) =In x . No tiene valor minimo absoluto,
f (%) =1 valor minimo absoluto. tampoco valor maximo absoluto.

f(x)=¢€*

1

._.—-—-—/ x

e) f(x) = e™ . No tiene valor minimo absoluto, ni valor maximo absoluto

Figura 5.2.1 Valores extremos absolutos.

En ocasiones solo se desea saber si la funcion restringida a un intervalo A = [a, b] , tiene un valor

maximo o minimo.

Los valores mé&ximo absoluto y minimo absoluto de la funcion en un intervalo[a,b] se

denominan, valores extremos de f o extremos absolutos de f en el intervalo [a,b]. Si en el

extremo de un intervalo ocurre un valor extremo, se denomina extremo de punto frontera o
extremo terminal.
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Ejemplo 5.2.2
a) Sea f(x) =—x+4, definida en el intervalo [0, 4). En el intervalo dado, la funcion tiene un valor

maximo absoluto de 4, no tiene minimo absoluto, ya que f no esté definidaen x=4.

b) Sea f(X)=x*+1, definida en el intervalo(O,Z). En el intervalo dado, la funcién no tiene un

valor maximo absoluto, no tiene minimo absoluto, ya que f no esta definidaen x=0,y x =2

c) Sea f(x)=x"-2x+2, definida en el intervalo[0,2]. La funcion tiene a 2 como maximo

absoluto y tiene a 1 como minimo absoluto.

d) Sea f(x) =e", definida en el intervalo[0,1]. En el intervalo dado, la funcién tiene un valor

méaximo absoluto de e ,y valor minimo absoluto 1.

Las situaciones anteriores se muestran en la Figura 5.2.2.

A Y
Y] 5
4
1
X — X
" 2
4 flx)=x+1
f(x)=—x+4 (0,2)
[0,4)
yf
Y e
2\/
1 19
x
. X >
1 2
fxX)=x2-2x+2 fx) = e
[0,2] [0, 1)

Figura 5.2.2. Gréficas de las funciones

Como se observa en los ejemplos analizados, una funcién no necesariamente tiene valores
extremos en un intervalo dado. El siguiente teorema asegura la existencia de valores extremos
en un intervalo cerrado.
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Teorema 5.2.1 Teorema del valor extremo.

Si f es continua en un intervalo cerrado[a,b], entonces f tiene valor maximo absoluto y

valor minimo absoluto en el intervalo.

Extremos relativos.
En la figura 5.2.3, se observa que, el valor def(cl), es mayor f(x), para valores de x,

proximos a c, . Por otro lado, el valor de f(c,) es menor quef(x) , para valores de x préximos

a c,. Puesto que hay valores de f mayores quef(cl) y valores menores de f que f(c,), a

tales valores se les denomina valores extremos relativos de f , éstos conceptos se puntualizan
en la definicién siguiente.

y
fer) g
1
|
1
cq ;Cz x
|
|
|
flep——>

Figura 5.2.3. Maximo relativo en c1 y minimo relativo en cz.

Definicién 5.2.2

Maximo y minimo relativos.
Sea f unafuncion definida en un conjunto A que contenga a c.

1) Se dice que un nimero f(c), es un valor maximo relativo de f en A si existe un intervalo
abierto(a,b)en A, que contenga a ¢,y f(x)< f(c) paratoda x en (a,b).
2) Se dice que un nimero f(c), es un valor minimo relativo de f en A si existe un intervalo un

intervalo abierto(a,b)en A, que contenga a ¢,y f(x) > f(c) paratoda x (a,b).

Los valores maximo y minimo relativos, también se denominan maximo y minimo locales, o
valores locales extremos de la funcién. De ésta manera un maximo local, puede ser menor que
un minimo local y viceversa.

El teorema del valor extremo, afirma que una funcién continua en un intervalo cerrado, tiene
méximo y minimo, sin embargo no establece como obtenerlos.

En la Figura 5.2.4 muestra un valor minimo relativo en c,, dos valores maximos relativos, uno

en ¢, y otro en c,, en a, un valor minimo absoluto. Ademas en los puntos
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(cl,f(cl))y(cz,f(cz)) la recta tangente a la grafica es horizontal, y por lo tanto

f(e))=f"(c,)=0.Enelpunto(c,, f(c;)), f(c;), no existe.

y
fiep) =0 NS
! G
| : X,
a €1 D ¢z C3 b\
I: f(c2) Filcy) =0

Figura 5.2.4 Valores méaximo y minimo relativo de f .
El siguiente teorema se relaciona con éste hecho.

Teorema 5.2.2

Si f es continua y diferenciable para toda x en un intervalo abierto(a,b) que contengaa c,y

si f tiene un extremo relativo en ¢, entonces si f*(c)existe f'(c) =0.

Demostracion
Se prueba que la derivada enc es cero.

Suponer que f tiene un maximo relativo en ¢, por la definicion 5.2.1, f(x) < f(c) para toda x,

préximaa c, o f(c+h)< f(c)paraun nimero h suficientemente proximo a cero.

Al tener un nimero h suficientemente préximo a cero se tiene:

Por un lado, si h >0, multiplicar f(c+h)< f(c) por% para obtener:

fle+h)=f@©) o ____ n
" < :
Tomar en (1) limite por la derecha
o fleth)—f©) __ o @

h—0" h

Como la derivada existe, entonces

) lim LW =S o Fler-f@©)
h—0 h h

- h—0t

Por lo tanto f'(c) <0.
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Por otro lado, sih <0, multiplicar f(c+h) < f(c) por% .

f(C+h)_f(C)>0 _____ (4)
" >0. :
Tomar en (4) limite por la izquierda
lim flexh)=F(e) >0 ————- (5).
h—0" h

Como la derivada existe, entonces

f’(C)=|imf(c+h}z_f(C) —

h—0

Iim
h—0"

fle+h)-f©) _ 4
! >0,

Asi que ahora, la derivada es negativa.

Con estos resultados la Unica posibilidad para que la derivada exista, es que la derivada por la
derecha vy por la izquierda sean cero.

Para un minimo relativo la prueba es similar. Fin de la prueba

A los nimeros ¢, del teorema anterior se denominan ndmeros criticos, en tales nimeros es
posible que existan valores extremos.

Definicién 5.2.4

Numero critico
Un nimeroc, en el dominio de f , tal que f'(c) =0, 0 bien f'(c)no existe se denomina nimero

critico.
Ejemplo 5.2.3
Obtener los nimeros criticos de la funcion dada.
1
a)f(x):§x3—2x2—5x. b) f(x) =|x-1.
Solucioén

a) Para obtener los numeros criticos, derivar la funcion, igualar a cero y resolver.
f(x)=x"-4x-5 x*—4x-5=0, x=-1,5.N0meros criticos.

b) En éste caso la derivada en x =1, no existe, ya que los limites unilaterales son diferentes

f-f@ _|x-1 fO)-f@O _ XY
1

lim = lim——=-1ly lim~————=|im—=
x—1" x-1 xs1m x-1 x—1t X —

De esta manera, x =1, es el nimero critico.
Segun el teorema del valor extremo, una funcién continua en un intervalo cerrado, tiene maximo

absoluto y minimo absoluto, éste valor en el intervalo, es el extremo relativo, y puede ocurrir en
un ndmero critico o en un extremo del intervalo.
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El siguiente procedimiento permite obtener el méximo absoluto y el minimo absoluto en un
intervalo cerrado.

1) Obtener los nimeros f(a) y f(b) .
2) Obtener los numeros criticos en el intervalo (a, b) y evaluar la funcion en ellos.

3) El mayor valor obtenido en (1) o en (2) es el valor maximo absoluto, y el menor el valor
minimo absoluto.

Ejemplo 5.2.4
Obtener los valores maximo y minimo absoluto en el intervalo[—1,2] , de la funcion:

f(x)=x"-5x*+4.

Solucioén
Se evalla la funcién en los extremos del intervalo.

f=D)=0, f(2)=0.

Para obtener los nimeros criticos, derivar la funcion, igualar a cero y resolver.

10

f(x)=4x>-10x, 4x’-10x, x= O,iT.

V10 V1o

Los numeros criticos son ¢, = - c,=0, ¢c;= -

Los valores extremosf(#) = f(@) = —%, valor minimo absoluto, y f(0) =4 valor maximo

absoluto.

v' Teorema de Rolle, teorema de Lagrange o teorema del valor medio.
Sea f una funcion continua en el intervalo cerrado[a,b],diferenciable en el intervalo abierto

(a,b) tal que f(a)=f(b)=0, entonces en el intervalo abierto(a,b), la grafica de f debe

tener al menos una recta tangente horizontal, es decir, para algin nimero ¢ € (a, b) Jla derivada

en c es cero. La Figura 5.2.5 muestra una interpretacién geométrica de ésta situacion.

y

]
i ——
o

fi(c) =0

Figura 5.2.5 Gréfica con dos rectas tangentes.
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Teorema 5.2.3. Teorema de Rolle (Michel Rolle 1652-1719).

Sea f una funcién continua en el intervalo cerrado[a, b], diferenciable en el intervalo abierto

(a,b), tal que f(a)= f(b)=0.Entonces existe un nimero c €(a,b), tal que f*(c) =0.

Demostracion
Se prueba que la derivada en ¢ es cero.

Si f(x)=0, paratoda x en el intervalo cerrado[a,b], entonces f'(c) =0.
Por otro lado, si f(x) no es constante, por el teorema 5.2.1, existe un ¢ e(a,b), tal que f

alcanza su valor méximo (o0 su minimo) en c .

Suponer que f alcanza su méaximo en c, Figura 5.2.6, se tiene que demostrar que f'(c) =0.

Entonces por el teorema 5.2.2, se tiene que f'(c) =0. Para un minimo relativo la prueba es
similar. Fin de la demostracion

[ a c B ox

Figura 5.2.6 Recta tangenteen X =C, f'(c) =0.

Ejemplo 5.2.5
Dada la funcion f (x) = x> —3x® — x+3, obtenga los valores de c, en el intervalo[-1,3] que

cumplen con el teorema de Rolle.

Solucion
La funcién es un polinomio y por tanto es continua y diferenciable en todo su dominio.
Se deriva la funcién, se iguala a cero y se resuelve, para obtener los nimeros ¢, en donde
f(e)=0.
J6

f(x)=3x*-6x, 3x*—-6x=0, x=1+—.

V6 V6

Los valores de c, son: ¢, =1—?, c, =1+?. Se muestran los resultados en la Figura 5.2.7.
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fc)=0

fc)=0
N3 NG
a=l-7 =1+

Figura5.2.7 f(c,) =0, f(c,)=0.

Teorema 5.2.3 Teorema de Lagrange (Joseph-Louis Lagrange 1736-1813)o teorema del
valor medio del célculo diferencial.

Sea f una funcién continua en el intervalo cerrado[a, b], diferenciable en el intervalo abierto

(a,b), entonces existe nimeroc € (a, b) tal que

f(e) - 122110,
—a

Geométricamente el teorema establece que en la gréfica de una funcién continua en un intervalo
cerrado[a,b] ,y diferenciable en el intervalo abierto (a, b) , la pendiente de la recta secante que

pasa por los puntos(a,f(a))y (b,f(b))es igual a la pendiente de la recta tangente en el punto

(¢, f(c)) paraalgin ndmero c en el intervalo abierto(a, b), como se observa en la Figura 5.2.8.

f(b)

f(a)}

Figura5.2.8 f'(c) = W
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Demostracion
La ecuacion de la recta secante que pasa por los puntos (a, f(a))y (b, f(b))como se

observa en la figura 5.2.8, es:
y- 1) =LO=LO (e ay opien y = LOL O (a1 ) o
-a b-a

Se forma una funciéon G, entre f y la recta secante.
G(x)=f(x)-y
=f(x)_%(x—aﬂf(b). """"" (2)

La funcion obtenida es continua en el intervalo cerrado[a, b] y diferenciable en el abierto(a, b)

, ademas cumple con las condiciones del teorema de Rolle, ya que:
G(a)=0,y G(b)=0.

Al derivar la funcion G, se tiene

G (0= 1 - 1L,

Del teorema de Rolle, existe un niamero ¢ en(a,b) , tal que G'(c) =0, por lo que

O:f(c)_f(bgii(a)

De donde,
f'(C) — f(bb)_f(a) .
—-a
Fin de la prueba.

Ejemplo 5.2.6
Para la funcion f(x) =—x* +5x—4, verificar que se cumple con las condiciones del teorema

del valor medio. Obtenga el niUmero ¢, en el intervalo (1, 3), tal que
3)-f(1
Flo=T@O-1Q
3-1
Solucién
Como la funcién dada es un polinomio, es continua y diferenciable en todo su dominio. Por lo

tanto cumple con la hip6tesis de teorema del valor medio en el intervalo [1, 3] .

Se evalua la funcién en los extremos del intervalo f(1) =0, f(3)=2.

f@-f@

Los valores se sustituyen en f'(c) = —a1
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Se tiene:

Derivar la funcion, evaluarla en c, igualar con (1) y resolver para c.

f(x)=-2x+5

f(c)=-2c+5
—2c+5=1
c=2

De ésta manera se verifica que el niUmero c, en el intervalo dado es c=2.

5.3 FUNCION CRECIENTE Y DECRECIENTE

El concepto de funcidn creciente y decreciente esta relacionado con la idea de aumentar o subir
y de bajar o disminuir.

En la figura 5.3.1, en el intervalo[a,b] cuando x se desplaza hacia la derecha desde a hasta
¢ lagraficade f sube;y baja, cuando x se desplaza de c hasta b, de este modo se dice que
la funcion es creciente en el intervalo [a,c] y decreciente en[c, b]. En la siguiente definicion se

puntualiza la idea.

Definicién 5.3.1

Funcion creciente y decreciente.
Se dice que una funcién f , es creciente en un intervalo A siy solo si f(x,) < f(x,), siempre

que x;, x, €Ay x, < X,.

Se dice que una funcioén f , es decreciente en un intervalo A siy solo si f(x,) > f(x,), siempre
que x;, x, €Ay X, < X,.

Una funcién que es creciente o decreciente en un intervalo, se dice que es monétona.

En la figura 5.3.1, también se observa que en el intervalo en donde la funcién es creciente, la
recta tangente tiene pendiente positiva, es decir f(x) >0, y en el intervalo donde es decreciente,

la recta tangente tiene pendiente negativa, esto es f(x) <0.Este hecho, se relaciona con el

siguiente teorema que proporciona un criterio para determinar si una funciéon es creciente o
decreciente.
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Figura 5.3.1 Funcién Creciente y Decreciente

Teorema 5.3.1

Sea f continua en[a, by diferenciable en(a, b).
1) Si f*(x) > Opara toda x €(a,b)entonces f es creciente en[a,b].

2) Si f*(x) <Oparatoda x €(a,b)entonces f es decreciente en[a,b].

Demostracion
Para el punto 2.

Sean x, y x, dos numeros cualesquiera en [a, b]tal que x; < X,.

Por el teorema del valor medio, en el intervalo(xl,xz), existe un numero c¢ tal que

x p—
PRI ACARIC)
X, =X
Por hipétesis f'(c) <0.
Asi que, el cociente diferencial es negativo

FO)-F()

X, =X

Como x, < x,entonces x, —x, > 0por lo tanto f(x,)— f(x,) <0. Asi que
fle)<fx).

De la definicién 5.3.1 para la funcién decreciente, se cumple. Fin de la prueba.

Ejemplo 5.3.1
, . o 1 . .
Determine los intervalos en donde la funcion f(x) =3x +3— , s creciente o decreciente.
X

Solucién
Obtener la derivada de la funcion, determinar los intervalos donde es positiva y en donde es
negativa.

(x)=3-_ 1
f(x)=3-75
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Para obtener los intervalos donde es creciente, se resuelve la desigualdad

2_
3—%>0c>9x 21>0
3x 3x
- (3x—l)(§x+l) S0
3x

Ya que el denominador es positivo, los factores del numerador deben tener igual signo para
que se cumpla la desigualdad. Asi:

Bx-1)>0 y (Bx+1)>0

Bx-)(Bx+1)>0 <:>{
Bx-1)<0 y (3x+1)<0

Para la primera parte:
Bx-1)>0 y (3x+1)>0.

)C>1 )C>—1
3 Y 3

Solucion x (3, ).

Para la segunda parte:
(Bx-1)<0 y (3x+1)<0.

x<l y x< :
3 3
i 1
Solucion x € (—o0,—1).
Por lo tanto la funcién es creciente, en los intervalos x € x € (—0,—3).Ux e(3,).

Es decreciente, en el intervalo (—% , %) excepto en x =0.

5.4 MAXIMOS Y MINIMOS (CRITERIO DE LA PRIMERA DERIVADA)

En el Teorema 5.3.1 se indica como es el signo de la derivada de una funcién creciente y
decreciente, antes y después de un numero critico ¢ . Si la derivada cambia de signo antes y
después del nimero ¢, entonces en ctiene un extremo relativo. En el teorema siguiente se
precisa la idea.

Teorema 5.4.1 Criterio de la primera derivada.

Si f es continua en[a, b]y diferenciable en(a, b) , que contiene al nUmero ¢, excepto
posiblemente en el nimero critico ¢ mismo. Entonces

1) Si f'(x)>0antes de cy f'(x) <0 después de c, entonces f(c) es un maximo relativo de
f.

2) Si f'(x)<0antes de cy f'(x) >0 después de c, entonces f(c) es un minimo relativo de

f.
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Demostracion
Para el punto 2.

Sea f diferenciable en(a,c), talque f*(x) <0, paratoda x en(a,c), entonces por el teorema
5.3.1 (2) f, es decreciente en el intervalo[a,c]. Seaf , diferenciable en (c,b), tal que
f'(x) >0 paratoda xen (c, b), entonces por el teorema 5.3.1 (1), f es creciente en el intervalo
[c,b]. Como f, es decreciente en el intervalo[a,c], entonces para toda x, #cen[a,c],

f(x)> f(c) .y para todax, = cen[c,b], f(x,) > f(c)ya que, f es creciente en[c,b] y de la
definicion 5.2.3 (2) f,tiene un minimo relativo en ¢ . La interpretacion geométrica se muestra en
la Figura 5.4.1. La demostracién es similar para el punto 1.Fin de la prueba.

-
y r 3
( y
1
1
[ f
I
1 |
1 ! !
! f = OI
if' <o !
1 1 | I 1
] ! X : :
I 1
: I I :f’ <0.f' >(
A R
1 : | x 1 L L X
a c b " a c b
A) No diferenciable en C . B) Diferenciable en C .

Figura 5.4.1Minimo relativo

La aplicacion del teorema del criterio de la primera derivada, para determinar los extremos
relativos, usualmente consiste en lo siguiente:

1) Obtener f".

2) Hallar los nimeros criticos de la funcion, es decir, los valores de xen los que f'(x)=0, o
bien f"(x) no existe.

3) Aplicar criterio de la primera derivada.

Ejemplo 5.4.1
Obtener los extremos relativos de la funcion f(x) = 2x® —3x* —12x..

Solucién
Derivar la funcion.

f(x)=6x*-6x-12.
Igualar la derivada a cero y resolver.
6x° —6x—-12=0, x, =-1, x,=2.
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Se obtienen los nimeros criticos de f, ¢, =—1, ¢, =2, con éstos valores, la recta real se divide

en tres intervalos, tomar puntos de prueba en cada uno de ellos y evaluar la derivada para
determinar su signo, si hay cambio de signo de un intervalo a otro, entonces hay extremo relativo,
en la Tabla 5.4.1, se muestran los resultados.

Tabla5.4.1
Intervalo X de Prueba f(x) f ()C) f
(—oo, _1) ) + Creciente
x=-1 7 Méximo relativo
-1, 2) 0 _ Decreciente
x=2 -20 Minimo relativo
( ’ oo) 3 + Creciente

El maximo relativo de la funcién es f(-1)=7, el minimo relativo f(2) =—-20, la funcién es

creciente en los intervalos (—o0,—1)U(2,%), y decreciente en(—1,2). Ver Figura 5.4.2.

y
Maximo
Relativo 7 f
1
! x
@
2 -1 S, 2 g
<] b@ 1 F
Q9 ¢ 1 K2
S &, LS
L 5
o A,
S N '
1
—-20
Minimo
Relativo

Figura 5.4.2 Gréfica de f (x) = 2x° —3x* —12x.

Ejemplo 5.4.2
Obtener los extremos relativos de la funcion f(x) = 2x* —2x* —1.

Solucién
Derivar la funcion.

f(x)=8x*-4x.
Igualar la derivada a cero y resolver.

1 1
8x*—4x=0, x =——, x, =0, x, =——.
)C_I. \/E 2 3 \/E

. , L 1 1 B
Se obtienen los numeros criticos de f, ¢, =——=, ¢, =0, c; =—=. Con éstos valores, la recta
1 \/E 2 3 \/E

real se divide en cuatro intervalos, tomar puntos de prueba en cada uno de ellos y evaluar la
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derivada para determinar su signo, si hay cambio de signo de un intervalo a otro, entonces hay
extremo relativo, en la Tabla 5.4.2, se muestran los resultados.

Tabla 5.4.2
Intervalo X de Prueba f(x) f (x) f
Decreciente
1 -1 _
_w p—
(- %)
X =— 1 3 Minimo relativo
A 7z
1 + Creciente
50 | 2
x=0 -1 Méaximo relativo
1 _ Decreciente
0, L 7
)vz‘
x=_L 3 Minimo relativo
Nz 7
1 1 + Creciente
o0

El méximo relativo de la funciéon es f(0)=-1, la funciéon tiene dos minimos relativos
_1)__3 1)y__3 iA ; ; _ 1 1
f( 75)— 7Y f(Vf)_ 2 la funcién es creciente en los mtervalos( 72-,0)u(75,oo), y

decreciente en(—oo, —7?5) U(O, 7}5) . Ver Figura 5.4.3.

(-a -
i

v

Figura 5.4.3 Gréfica de f (x) = 2x* —2x° —1.

Ejemplo 5.4.3
Obtener los extremos relativos de la funcién f(x) = x* — x°.

Solucioén
Derivar la funcion.

F(x) = f(x)=4x®-3x".

Igualar la derivada a cero y resolver.

3
4x°-3x* =0, x,,=0, x, =7
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Se obtienen los nimeros criticos de f, ¢,, =0, ¢, = %, con éstos valores, la recta real se divide

en tres intervalos, tomar puntos de prueba en cada uno de ellos y evaluar la derivada para
determinar su signo, si hay cambio de un intervalo a otro, entonces hay extremo relativo, se
analiza la informacién en la Tabla 5.4.3.

Tabla 5.4.3

Intervalo | X de Prueba f(x) (%) f
(—oo, 0) -1 _ Decreciente

x=0 7 No hay cambio de signo

3 1 _ Decreciente
03 | 3
X = % -20 Minimo relativo
3 1 + Creciente
(5.0)

La derivada no cambia de signo después del nimero critico
¢, =0, entonces no hay extremo relativo en él. El extremo

relativof(%):—zo, es el minimo relativo. La grafica de la

funcion se muestra en la Figura 5.4.4

Figura 5.4.4 Gréfica de f (x) = x* — x°.

Ejemplo 5.4.4
Obtener los extremos relativos de la funcion f(x) =3x* —x—2.

Solucién
Derivar la funcion.
2x-1

fY(X):3\3/x2—x—2.”

Igualar la derivada a cero y resolver.

2x-1

RYx?-x-2.

2x-1=0, x, :%

-0,

x*-x-2=0, x,=-1, x,=2
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Se obtienen los numeros criticos de f , en el nimero criticoc, = > f(c,)=0,yenlos ntmeros

criticosc, =-1, ¢c; =2, f'(c;) v f'(c;), no existe, con estos valores, la recta real se divide en

cuatro intervalos, tomar puntos de prueba en cada uno de ellos y evaluar la derivada para
determinar su signo, si hay cambio de signo de un intervalo a otro, entonces hay extremo relativo,
en la Tabla 5.4.4, se muestran los resultados.

Tabla5.4.4
Intervalo X de Prueba | f(x) f(x) f
(—oo, _1) _2 _ Decreciente
X = -1 0 No hay extremo relativo
11 0 _ Decreciente
13)
1 Minimo relativo
X=3 =%
1 1 + Creciente
(3:2)
x=2 0 No hay extremo relativo
(2’ oo) 3 + Creciente

La derivada no cambia de signo después del nimero critico ¢, = -1, tampoco después de ¢, =2

, entonces no hay extremo relativo en ellos. El extremo relativo es el nimero f(3) = —3% ,yes

un minimo relativo. La gréfica de la funcion se muestra en la Figura 5.4.5.

c1 = 1 c3 =2 X

N[ =

CZZ

Figura 5.4.5 Gréfica de f(x) =/x*—x—2.

5.5 MAXIMOS Y MINIMOS (CRITERIO DE LA SEGUNDA DERIVADA).

Seaf wuna funcion tal que f'yf” existen en (a,b) que contiene a c¢, tal que

f(c)=0y fr(c) <0, entonces por el teorema 5.3.1 (2), f* es decreciente.Puesto que f(x),
representa la pendiente (m) de la recta tangente a la grafica de f , al ordenar los puntos dados
de acuerdo con el valor de la pendiente de la curva en ellos, ver Figura 5.5.1,
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m, >m, >m, =0>m, >m,, es decir, f'(x) pasa de positiva a negativa por lo que f tiene un

maximo en (c,f(c)), segln Teorema 5.4.1(1).

Figura5.5.1 f'(c) >0, antesde ¢, f'(c) <0 .después de C .

Teorema 5.5.1 Criterio de la segunda derivada para extremos relativos.

Sea f una funcion tal que f'(c) =0, si f'existe para todoxe(a, b), gue contiene al nimero
criticoc, y si f(c)existe, se tiene:

1) Si f(c) > 0entonces f(c) es un minimo relativo.
2) Si f(c) <0 entonces f(c) es un maximo relativo.

3) Si f(x)=0, la prueba no aplica, f(c) puede o no ser un extremo relativo.

Demostracion
Para el punto 2.

Por hipétesis se tiene f(c) <0, es decir:
im L= o

X—C x—c

Existe un intervalo(a, b) que contiene a ¢, tal que
f1(x)—f(c)

xX—C

<0, paratoda x#c.

f(x)-f(e) 20
x—c '

Six <centoncesx—c<0y f'(x)—f'(c)<0.Asique

fE-£© _,

xX—C

Six>centoncesx—c>0y f'(x)—f'(c)<0.Asi que

Al cambiar el signo de la derivada, f"(x) de positiva a negativa y como f'(c) =0, entonces f

tiene un maximo en ¢, segun teorema 5.4.1. La demostracion para el punto (1) es similar.
Fin de la prueba.
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Ejemplo 5.5.1
Aplicar el criterio de la segunda derivada para obtener los extremos relativos de la funcién

f(x)=2x"—2x" 1.

Solucién

Obtener la segunda derivada de la funcién.
f(x)=8x°-4x.
fr(x)=24x" -4.

Igualar a cero la primera derivada y resolver.

8x*—4x=0
4x(2x*-1)=0,
1 1
x1=—$, x,=0, x, ——E.
Se obtienen los numeros criticos de f, ¢, =— 1 , ¢,=0, ¢, =—i. Evaluar la segunda

derivada con los valores para obtener su signo.

Tabla 5.5.1
Numero critico f(x) f (x) f
_ 1 _ 3 + Minimo relativo
NA 2
0 -1 _ Maximo relativo
1 _3 + Minimo relativo
NA 2

Asi, la funcion tiene el ndmero f(0) = —1como méximo relativo yf(ivlz-): —%como minimo

relativo.La grafica de la funcion se muestra en la Figura 5.5.2.

(-m -
-

A 4

Figura 5.5.2.
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Ejemplo 5.5.2
Aplicar el criterio de la segunda derivada para obtener los extremos relativos de la funcion:

Fl)=x.

Solucién
Obtener la segunda derivada de la funcién.
2 Y 2
f)=Sx7=—1.
3 33x
2
"(x)=— .
f(x) oxilx

La primera derivada tiene un solo nimero critico en x =0, es importante observar que ese punto
esta en el dominio de la funcion, sin embargo, la derivada no existe en él.

Como la segunda derivada no esta definida en el nimero critico, entonces el criterio de la
segunda derivada no aplica. Con la informacién obtenida se elabora la siguiente tabla y se
analizan los resultados.

Tabla 5.5.2
Intervalo X de Prueba f(x) f ()C) f
(—oo, O) -1 _ Decreciente
x=0 0 Minimo relativo
(O, oo) 1 + Creciente

La funcion tiene un valor minimo relativo f(0) =0, en éste caso coincide con el minimo absoluto.
La gréfica de la funcién se muestra en la Figura 5.4.6.

Figura 5.5.3 Gréfica de la funcion f(x) = x%.
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5.6 CONCAVIDADES Y PUNTO DE INFLEXION.

En la Figura 5.6.1 se muestra la gréfica de una funcion f en el intervalo(a,b) en donde
m;, m,,...,mg, representan la correspondiente pendiente de la recta tangente a la curva. Si en el
intervalo(a,b) , X se desplaza de izquierda a derecha, los valores de m disminuyen, es decir

f(x), es una funcién decreciente y por lo tanto f(x) <0.

De forma andloga en la Figura 5.6.2, f~, es una funcién creciente, asi f"(x) >0.

En el primer caso las rectas tangentes estdn por encima de la curva. Se dice que la curva es
céncava hacia abajo.

En el segundo caso las rectas tangentes estan por abajo de la curva. Se dice que la curva es
concava hacia arriba.

El siguiente enunciado define la concavidad de una curva.

Definicién 5.6.1

Concavidad de una curva.
Sea f una funcion diferenciable en un intervalo abierto (a,b). Se dice que la grafica de una

funcion f es céncava hacia arriba en el intervalo abierto(a,b) si f* es creciente. Es concava

hacia abajo si f* es decreciente en el intervalo(a,b).

f—~ y
my ms
12 m
m
% i
x
Figura5.6.1 f* =m, es decreciente. Figura5.6.2 f* =m, es creciente.
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Puesto que la concavidad de la gréfica de una funcion f , esta relacionada con el caracter
creciente o decreciente de f",y ésta a su vez con el signo de f, entonces, existe una relacion

entre la concavidad de la grafica de f y el signo de f . Se expresa en el teorema siguiente.

Teorema 5.6.1 Criterio de concavidad.

Sea f una funcion diferenciable en algun intervalo abierto(a, b).

1) Si f(x)>0para toda xe(a,b), entonces la gréfica de f es concava hacia arriba en el
intervalo.
2) Si f(x) <0para toda xe(a,b) , entonces la grafica de f es cdncava hacia abajo en el

intervalo.

Es importante sefialar que en el punto uno, el teorema afirma que, si f"(x) >0, entonces la
grafica de f , es concava hacia arriba, sin embargo si la gréfica de f , es cdncava hacia arriba,

no necesariamente f(x) >0. De forma similar en el punto dos por ejemplo, la gréfica de la

funcion f(x) = x*, es concava hacia arriba en x =0, sin embargo, £ (0) no es mayor que cero.

Los intervalos de concavidad son determinados por los valores de x, en donde la f"(x)=0, 0
no existe.

Ejemplo 5.6.1

2
Obtener los intervalos de concavidad de la gréafica de la funcion f(x) = xé.

Solucién
Obtener la segunda derivada de la funcién.
2 -y 2
fl=Sx7=——.
3 3R/x
2
"(x)=— .
F= g

Se observa que no existe x, tal que f"(x)=0, ademasenx=0, f"(x).

Con la informacioén obtenida se tiene:

Tabla5.6.1
Intervalo | X de Prueba | £ (x) fr f
(—oo, 0) -1 _ | Céncava hacia abajo
x=0 0
(0,0) 1 _ | Céncava hacia abajo
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De los datos de la tabla se observa que no hay cambio en
el signo de la segunda derivada, de manera qué la grafica y
de la funcién es cdncava hacia abajo en los dos intervalos

(—o0,0)U(0,).La gréfica de la funcién se muestra en la
Figura 5.6.3.

X

Figura 5.6.3 Grafica de f(x) = x%.
v' Puntos de inflexion.
En el ejemplo anterior la grafica de la funcion no cambio su concavidad. Cuando la gréfica de la
funcién cambia de concavidad en algun punto de ella, y en dicho punto existe la recta tangente,
se dice que ese punto es un punto de inflexion.

Definicién 5.6.2

Punto de inflexion.
Sea f una funcion continua en un intervalo abierto que contiene a ¢ . Si la gréfica de f tiene

recta tangente en(c,f(c)) , éste se denomina punto de inflexion, si en él la gréfica de f cambia
de concavidad.

Los intervalos de concavidad son determinados por los valores de x, endondela f"(x)=0, 0

no existe, y su analisis proporciona la informacién respecto de los puntos de inflexion. El siguiente
teorema indica donde localizar posibles puntos de inflexion.

Teorema 5.6.2

Si la gréfica de la funcién f tiene punto de inflexion en (c,f(c)), entonces f(c) =00 bien

f(c)no existe.

Usualmente el procedimiento para localizar posibles puntos de inflexion consiste en lo siguiente:

1) Obtener f(x).
2) Hallar los valores de x, endonde la f(x)=0, o no existe.
3) Con los valores de x del paso anterior, determinar los intervalos en donde se evalla

f(x)=0.

4) Aplicar el teorema 5.6.1, criterio de concavidad.

Ejemplo 5.6.2
Determine los puntos de inflexién en la gréafica de la funcion f(x) = 2x* —2x 1.

Solucion
Obtener la segunda derivada de la funcion.
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f(x)=8x°-4x
fr(x)=24x%—-4

Igualar a cero la segunda derivada y resolver.
24x*-4=0
x=t =,

NG

Con los valores de x, formar los intervalos y evaluar f(x).

Tabla 5.6.2
Intervalo X de Prueba f(x) f f
-1 + Coéncava hacia arriba
—o0. —_1
1 gg
X =— 1 _ 23 Punto de inflexion
7 B
1 1 0 _ Coéncava hacia abajo
NEGNG
x=1 _ 23 Punto de inflexién
J6 18
1 + Coéncava hacia arriba
1
(:/6 ! °°)

De los resultados obtenidos, la gréfica de la funcion es céncava hacia arriba en el intervalo

(_OO’_U%)’ y concava hacia abajo en el intervalo(—vlﬁ-,jg), asi que (—715—%?) es un punto

de inflexion, del mismo modo lo es el punto(vlﬁ-—%g), ya que cambia la concavidad después de

X = 7% . La gréfica de la funcion se muestra en la Figura 5.6.4.

y

23 | 23
18 | 18

Figura 5.6.4 Grafica de f (x) = 2x* —2x—1.
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Ejemplo 5.6.3
2 .
) , L. ., . ) L x“+1  six<1
Determine si la gréafica de la funcién dada tiene punto de inflexion. f(x) = )
-x“+3, six>1.

Solucién
Se obtiene la segunda derivada de la funcién, como es por partes, se determina para cada una
de ellas su derivada.

Para la primera:
Six<l f(x)=x*+x, f(x)=2x, f(x)=2.
Para la segunda parte:
Six<l, f(x)=—x"+3, f'(x)==2x, f(x)=-2.

Al analizar la informacion:
Si x<1, f(x)>0, por lo que la grafica de f es concava hacia arriba.

Si x>1, f (x)<0, en consecuencia la grafica de f es concava hacia abajo.

Como hay cambio de concavidad se puede inferir que en x =1, existe un punto de inflexién, sin
embargo no existe recta tangente en el punto (1,2) ya que f~(1) = f; (1) . Ver Figura 5.6.5.

x*+1, six<1
Figura 5.6.5 Grafica de f(x) = )
—-x“+3, six>Ll

5.7 ANALISIS DE LA VARIACION DE FUNCIONES.

El comportamiento de una funcion, es predecible cuando se analiza por medio de los cambios
en la variable independiente, es decir mediante su primera derivada, o bien cuando se hace con
los cambios en la primera derivada, esto es cuando se utiliza la segunda derivada.

La caracterizacion de una funcién mediante la primera y segunda derivada, hace posible que una
funcion pueda ser utilizada para describir diferentes situaciones sin importar su naturaleza.

El andlisis de la variacion de la funciones se aplica para demostrar los teoremas que se han
descrito en las unidades anteriores.
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En el siguiente ejemplo se aplica el criterio de la primera y segunda derivada de una funcion,

para caracterizar su comportamiento y trazar la gréfica.

Ejemplo 5.7.1
Dada la funcién f(x) = x* (4-x)

a) Intervalos donde es creciente y donde es decreciente.
b) Valores maximo y minimo relativo.

% . Determine;:

c) Intervalos donde la gréafica es concava hacia arriba y donde es concava hacia abajo.

d) Coordenadas de los puntos de inflexion.
e) Trazar la gréfica.

Solucién
Obtener primera y segunda derivada de la funcién.

f(x)=x" (2)(4 ~ x)f}/3 (-1)+(4- x)% (jx% Simplificar.

—3x+4
3x” (4—x)% .
—3x+4
3x73 (4—)6)%

Igualar a cero y resolver.

f(x)=

=0. Obtener nimeros criticos.

NUmeros criticos x = f,0,4, f (4j =0y f'(x)noexiste six=0,4.
3 3

-3x+8

“(4-x)*(-3)=(-3x+4) >FT°
() (F)=(Bend)

() =
fra=7

x% (4—x)% Simplificar

fr(x)=

————  lgualar a cero.
9 (4- x)%

_—32 =0 Resolver
9x’ (4- x)% .

Ndmeros donde f(x) no existe, x=0,4.

Con los numeros obtenidos se divide la recta real y se elabora la siguiente tabla.
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Tabla5.7.1
Intervalo | X de Prueba f(x) f f f
(—oo, O) -1 + + Creciente, Céncava hacia arriba
x=0 0 0 oo | No hay extremo relativo
(0, %) 1 + Creciente
x = % 1 %Q/Z 0 _ Maximo relativo
(g , 4) 2 _
(0, 4) 2 _ Céncava hacia abajo
x=4 0 00 oo | Minimo relativo
(4, oo) 5 + _ | Concava hacia abajo

Conclusion:

a) Creciente en (-, 4)U(4,%), decreciente en(%.4).
b) Valor méaximo relativo f (%)= 43/4, valor minimo relativo no hay.
c) Coordenadas punto de inflexion (0,0) .

d) Concava hacia arriba en(—o,0), concava hacia abajo en(0,4)U(4,),
e) Gréfica de la Figura 5.7.1.

Figura 5.7.1 Grafica de la funcién f(x) = x% (4—x)% .

5.8 CALCULO DE APROXIMACIONES USANDO LA DIFERENCIAL.

Para una funcion definida pory = f(x), en el punto 4.4, se defini6 sus diferencial como
dy = f(x)dx, donde dx representa el cambio Ax de la variable independiente, para valores
de Ax proximos a cero. El cambio Ay, de la variable independiente se aproxima al valor del

diferencial, es decir, Ay~dysi Ax~0.Con éste argumento, se puede obtener un valor
aproximado del cambio de una funcion, utilizando su diferencial.
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Ejemplo 5.8.1
A un recipiente de forma esférica de 1m de radio interno, se aplica un revestimiento interno de 2
mm de espesor. Determinar un valor aproximado del cambio de volumen del recipiente.

Solucion
El valor aproximado del cambio de volumen se obtiene con el diferencial de la funcion que permite
calcular el volumen de una esfera.

4 ., .
Volumen de una esfera V = gm’g. El volumen es funcion del radior .

dV =4rxridr - 1)

Al aplicar el recubrimiento, el volumen del recipiente disminuye, de modo que, el cambio en la
variable independiente Ar =dr es negativo, al sustituir los valores en (1), se tiene un signo
negativo, su interpretacion es la disminucion en el volumen del recipiente.

Setiene r =1m, dr =-2mm=-0.002m.

dV = 47(1)*(-0.002) = —0.0087 ~ —0.025m°.

Como AV ~dV .Entonces, un valor aproximado del cambio en el volumen AV es0.0087 m®.

El valor exacto en el cambio de volumen se obtiene al calcular la diferencia entre el volumen
final y el volumen inicial.

AV =V (r+Ar)-V(r)
= gﬁ(r+Ar)3 —gﬂ(r)3
=ﬂ7r[r3 +3r°Ar + 3rAT? + AT —rs}
3

= %EAI‘ [37‘2 +3rAr + Ar? ] Al sustituir valores

= %72’(—0.002) [3(1%) +3(1°)(-0.002) +(~0.002)* | ~ ~0.025 m’

Ejemplo 5.8.2
Aplicar diferenciales para calcular la variacion de volumen en un recipiente de forma esférica, de
radio 1m, si al hacer la medicion del radio, se tiene un error de 2 cm.

Solucioén

El volumen del recipiente esférico se obtiene con la formula V = 572'7‘3 y su variacién aproximada

dV , representa el error al calcularlo debido a la variacién en la medicién del radio.

dV =4rxridr - (1)
El error en la medicion del radio es £2 cm y representa la variacion en la variable independiente

r, es decir dr =20.02m.
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De ésta manera al sustituir valores en (1)
dV =4z(1)?(.02) =0.087 .
Como la variacién en la medicion es mas, 0 es menos entonces su variacién aproximada es
dV =+0.087 m®.

., dVv ) av
Alarazoén 7 se conoce como error relativo, se denota E.R., y7100 , COMo error porcentual,

se denota E.R..

En éste ejemplo,
dV 3dr .
2 =——=0.03, esdecir EER=%+0.03y %E.R.=3%.
-
El valor de una funcién en un punto determinado, se puede aproximar con el valor de la recta
tangente en dicho punto, cuando el cambio en la variable independiente es pequefio, mediante
la linealizacion.

f(x+AX) = f(x)+ f'(x)dx.------- Q)

Ejemplo 5.8.3
Utilice diferenciales para calcular el valor aproximado de sen 46°.

Solucién

Sea,y=f(X)=senx.
46°
180°

T 1
T=—+—nx
4

Puesto que, 46°=(45°+1°) = =

Entonces al considerar: X + Ax = z. iﬂ VY AX= iﬂ =dx.
4 180 180

Se tiene de (1)
f(x+Ax) = f(x)+ f'(x)dx =sen x + cos xdx . Sustituir valores

f(jl ¢ U f(j
4 180 4 4 ) 180
1

De ésta forma, sen 46°~0.719.

5.9 PROBLEMAS DE OPTIMIZACION Y TAZAS RELACIONADAS

Los conceptos de maximo y minimo de una funcién, son aplicables a los problemas en los cuales
se requiere aprovechar al maximo los recursos o minimizar los gastos. El gran reto, en la solucion
de este tipo de problemas, es interpretar analiticamente las relaciones entre las diferentes
cantidades o variables descritas, en forma explicita o implicita en el enunciado del problema.
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Debido a la diversidad de problemas, no existe un método que garantice la solucion, sin embargo,

es Util establecer una estrategia como la siguiente.

Sugerencia para la solucién de problemas.
1) Leer el problema hasta comprenderlo.

2) Identificar las incégnitas y su relacién con los datos proporcionados, hacer un esquema que

permita visualizarlas.

3) Expresar las relaciones de las variables mediante una funcion de una sola variable.

4) Aplicar los métodos para obtener maximos y minimos de una funcion.

Ejemplo 5.9.1

Hallar el rectangulo de mayor area que se puede inscribir en la regién limitada por las gréaficas
de la ecuaciones dadas, si los lados del rectangulo son paralelos a los ejes de coordenadas.

3x* +4y—-12=0, x* -4y —-4=0.
Solucién
Graficar las ecuaciones. Figura 5.9.1

Identificar la base y la altura con las variables x, y , respectivamente.
Base 2x, alturay.

De la férmula para el &rea de un rectangulo

Se tiene una funcion de dos variables. De la Figura 5.9.1, la altura y, se obtiene de
Y=Y, =%
y:[(—%xz +3)—(%x2 —1)}

y=X'+4. ——————————— 4)

Sustituir en (3) para obtener una funcién de una variable.
A(X)=2x(x" +4)————— (5).

Derivar (5), igualar a cero la derivada y resolver para obtener los nimeros criticos.

A(X)=—6x"+8
. 3
—6x* + 8=0, =t—.
X1,2 \/§
Se elige solo el nimero critico -2 , por ser parte del dominio de la funcién.

‘\/§ ’

Se obtiene la segunda derivada, y se aplica el criterio de la segunda derivada.
A" (x)=-12x.
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La segunda derivada es positiva para x = 7% COMOo consecuencia, en éste numero existe un

valor maximo.

Sustituir x = 725 ,en (4) para obtener la altura

y=x2+4x=( 2 )2+4( 2 ):%

8 , , .
Como la base es2x = 7% , ylaalturay= 3 entonces el area maxima es

_ _o[ 2 18_32 2
.A—ny—Z(\/g)3—3\/§u

y.
Y2
y altur
v~ base| x x
Figura 5.9.1

Ejemplo 5.9.2
Hallar el rectangulo de mayor area que se puede inscribir en una circunferencia de radio r.

Solucién
Ecuacion de la circunferencia con centro en el origen, de radio r. Graficar la ecuacion. Figura
5.9.2.

XX +y=rf - )
Identificar:
Ancho del rectangulo: 2x.
Largo del rectangulo: 2y .
Area del rectangulo: A=4xy ————— 2).
Por simetria de la Figura 5.9.2: J A=xy————— (3).
Despejar y en (1)
Y= =x* - (4)

Sustituir en (3), se obtiene una funcién de solo una variable

LAX)=xir? =x?,————— 5).
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Derivar (5),

s )= |

24r? —x?
2+
a /rz NG
Igualar la derivada a cero y resolver:
“2X2 +r r

X T o, x=—,
2 = x? J2

, - r
NUmero criticox=—.

J2
. r T
Si,0<x<—, entonces A >0.Si ——=<x<r, entonces A <0.
72 72
Asi A tiene valor maximo en x = r .
J2

SRR

0
[
(7))
—t
=
c
=
x
1
N | =
<
<
|
Sk
D
>
—
N
N
—

Se obtiene el area del mayor rectangulo inscrito.

y 0,r)
e
2y (r,0)
x / x
\_/
+—
2x
Figura 5.9.2

v’ Tazas relacionadas.

Cuando la derivada de una cierta variable, es afectada por la derivada de otras respecto al
tiempo, se dice que las tazas estan relacionadas, asi por ejemplo, la razén de cambio instantaneo
del area superficial de un globo esférico que se infla, esta relacionada con la razén de cambio

instantaneo de su radio.

De ésta manera, si el area superficial del globo esférico se obtienen mediante la formula

A=4rr?,
Donde:
A: representa el area superficial y r el radio del globo.

Cuando se deriva con respecto al tiempo se obtiene la relacién entre las tazas.
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. L , , dA , . , )
La razén de cambio instantaneo del area(a , con la razén de cambio instantaneo del radio

dr

dt )
De modo que si en cierto momento el didmetro del globo es de 50 cm y la razén de cambio
instantaneo del area superficial es de 200 cm? /s, se puede calcular la razén a la que el radio
cambia en ese momento.

. dA 3
. — = cm —
Se tiene: i 200 4 r=25cm.

Despejar (ﬂj de (1):
dt
o _(da) L
dt \dt)8zr

E: 200i :i cm.
dt 8725 ~«

Al sustituir valores

En la solucidon de problemas de tazas relacionadas, también es (til seguir una estrategia, similar
a la que se tiene en los problemas de optimizacion.

Sugerencias para la solucién de tazas relacionadas:
1) Leer el problema hasta comprenderlo.

2) Hacer un esquema que permita visualizar las relaciones entre las variables identificadas en el
punto uno, expresar las tazas en forma de derivadas.

3) Expresar las relaciones de las variables mediante una sola ecuacion.
4) Aplicar la regla de la cadena para derivar con respecto al tiempo.

5) Despejar la razén de cambio instantaneo y sustituir valores.

Ejemplo 5.9.3

Dos ciclistas inician su recorrido desde el mismo punto y a la
misma hora. Uno se dirige hacia el norte a una velocidad de '%j
20 km/h, el otro hacia el este a 25 km/h. ¢ A qué velocidad
cambia la distancia entre ellos después de 3 horas?

Figura 5.9.3
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Solucion
Trazar un esquema que represente la situacion planteada. Figura 5.4.3.
Denotar con x la distancia recorrida por el ciclista que se dirige hacia el este, y pory la

distancia del que se dirige hacia el norte.

De ésta manera:

. . . ., dx
La velocidad del ciclista en direcciéon este es: @ =25 km/h.

. . . ., d
La velocidad del ciclista en direccién norte es: d_)t/ =20 km/h.

Después de 3 horas la distancia recorrida por los ciclistas es:
Para el que se dirige al este: x=(25)3=75 km.Para el que se dirige al norte: y=(20)3=60 km.

Para obtener la velocidad de cambio de la distancia entre los ciclistas, se debe obtener una
expresion analitica que proporcione la distancia entre ellos.

En éste caso se aplica el teorema de Pitagoras
SE =X +y ————()

Donde srepresenta la distancia entre los ciclistas y la velocidad de cambio de la distancia es
dada por la derivada de s con respecto al tiempo.

Derivar (1) implicitamente con respecto al tiempo (t), aplicar la regla de la cadena,
d 2 d 2 2
—s =—(Xx"+
a’ Za )

25§=2x%+2yﬂ

dt dt dt
E=i 2x%+2yd—y —————— 2
dt  2s dt dt
Sustituir datos en (2)
ds 1

&t~ 2donE [2(75)(25) +2(60)(20) | ~32.01.

De ésta forma la velocidad a la que cambia la distancia entre ellos, después de 3 horas, es
aproximadamente 32.01km/h.

Ejemplo 5.9.4

Un recipiente en forma de cono invertido se vacia arazén de 0.1m3/min. La altura del recipiente
es de 3 my 4 m de diametro. Obtener la razén de cambio de nivel de agua, cuando el agua tiene
1m de profundidad.

Solucion
En la Figura 5.9.4 se identifican las variables y los datos del enunciado. Identificar con h la

profundidad del agua, r el radio a la profundidad h y la razén de cambio de volumen pori—\t/.
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La férmula para calcular el volumen del cono de agua de radio r y h de profundidad es:

En (1) se tiene una funcion de volumen con dos variables, para sea de una sola, se tiene que
buscar una relacion entre las variables r y h para que (1) sea de una sola variable.

En la Figura 5.9.4 se identifican los triAngulos semejantes hrs y abc, para establecer la relacion:

2_1 al despejar r
3 h

Al sustituir (2) en (1) se tiene una funcion de una sola variable

V(h)=%7z(§hj he o h® e @3).

Derivar (3) al tiempo (1), aplicar la regla de la cadena
d d
—V =—(h?
a’ “al™)

d_V = A ﬁ£3h2 @j

dt 27 dt

d_V = f h? @ ______ (4)
dt 9 dt

Despejar % en (4) y sustituir datos en (2)

h_ (o)
dt  4zh*\ dt
dh_ L(o.l) ~0.071

dt 47[(1)
Asi qué cuando la profundidad del agua es de 1m, la disminucién en la profundidad es de
aproximadamente 0.071m.

| 4m R=2 b =2
)
|
) 3m = ¢
h h S
A B

Figura 5.9.4 Esquema del ejemplo 5.9.4
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5.10 REGLA DE L'HOPITAL.

2

Si en la expresionlim

x->1 x—1

. .. . . . 0
, Se sustituye x por su valor limite se tiene la forma mdetermlnadaa ,

2

- L . X . . o
0 bien— si la expresion es lim PVETE ya que el numerador y el denominador tienden a infinito,
o0 X—o

X"+

es decir, lem(x2 ~1) >,y 'X'IQ(ZXZ +1) > 0.

En ambos casos al aplicar la estrategia adecuada se obtiene el limite. Sin embargo en ocasiones
4

no es sencillo calcularlo, como en la expresion lim ——, en tales expresiones resulta Gtil aplicar

xoe gt 4+1

la regla de L Hépital.

Teorema 5.10.1 Regla de L Hépital

Sean f y g funcidnes diferenciables en un intervalo abierto que contengaa , excepto tal vez en
a mismo, y sea g(x) =0 para todax en el intervalo abierto. Entonces

1) Si lim £(x) =0,y

2)lim g(x) =0,

y si ademas lim S =L, se concluye que lim S =L.
xXx—>a g’(x) xXx—a g(x)

La regla también se aplica a limites unilaterales.

Si al sustituir el valor limite de la variable independiente se tiene la forma indeterminada,
entonces, el limite se obtiene al derivar numerador y denominador, si al sustituir el valor limite de
la variable, nuevamente se obtiene la forma indeterminada, se vuelve a derivar numerador y
denominador hasta que no se tenga mas la forma indeterminada y se pueda evaluar el limite.

Ejemplo 5.10.1
Aplicar la regla deL"Hbpital, para calcular
2 _ 2x In(1+ e
a) lim =1 b) lim — ¢) lim (Lee”)
X—>1 X__']_ X=X +1 X—>0 X
Solucion
2
- . . . 0 . .
a) Il’rq X T se tiene la forma indeterminada 6 , ya qué, el limite del numerador y del
X X_

denominador es cero, se aplica la regla deL"Hépital y se calcula el limite:

2
im XL Zim 2 Ziim(2x) = 2.
x>l xX—1 x-1 1 X—-1
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2X

b)im X2 +1

denominador tienden a infinito, se aplica la regla deL "Hbpital:

. . . 0 , ;.
, se tiene la forma indeterminada —, ya qué, el limite del numerador y del
o0

2X 2X 2X
. € . .
lim ———=1im =lim—.
Xowo X5 4] Xow 2X X X

. . . o0 . L, .
Se tiene la forma indeterminada— . Se deriva nuevamente, se calcula el limite.

o0

eZX 2X
lim— =1lim =lim2e” =
X=X X—>0 ]_ X—>0

2X
&) lim In(1+ e )

X—

. Como el numerador y el denominador tienden a «, se tiene la forma

. . 0 . . .
indeterminada—, se aplica la regla, derivar numerador y denominador.
o0

X—>00 X X—>0 14+ @

. . . 0 . .
Se tiene la forma indeterminada —, se aplica nuevamente la regla, derivar numerador y
o0

denominador.

. 2e¥ . 4e¥ N o 4e o 2e
lim =lim : Simplificar y calcular limite. lim =lim =lim2=2.

X—o 1+ e2X X—>00 2 e2X X—>00 2 e X X—>00 e2X X—>00

v" Otras formas indeterminadas
Otras formas indeterminadas son:c—o0,0-00 , 0%, 1°, " .

Para la forma indeterminada «o — o, usualmente se requiere de algunos artificios algebraicos

. . 0 )
para transformarla en la forma indeterminada 0 o —.
o0

Ejemplo 5.10.2
Aplicar la regla deL"Hbpital, para calcular

. 3 1

limf ———-—1.

-1 x* -1 x-1
Solucién

Al sustituir el valor limite de la variable independiente en la expresion

] [ 3 1 }
lim| ———-——
-1 x* =1 x-1
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Se tiene la forma indeterminada «o — o .Al realizar operaciones
] [ 3 1 } ) [3—x2—x—1}
lim| —-——|=lim| ————|.
1 x* -1 x-=1] xt x> =1

Tiene la forma indeterminada 0’ ya qué, el limite del numerador y del denominador es cero, se

aplica la regla deL "Hbpital y se calcula el limite:

L 13=x=x-1| . [-2x-1
[im 3 . =lim 2 =-1.
X—1 x° =1 x—1 3x

Si Iing1 f(x)g(x)=0-, entonces se puede escribir

Il’mﬂ .0 bien lim 1) J— 1)

Xx—»a 1 Xx—a 1

f(x) 9(x)

. . . . 0 o0 .
de ésta manera se tiene la forma indeterminada 0" 0—.y aplicar la regla.
o0

Ejemplo 5.10.3
Calcular lim (sec xcos 3x).

X—=
2

Solucién

Cuandox — % ,sec X — 0, y cos 3x=0 .Se tiene la forma indeterminada0- .

Se escribe
, , _ CO0S 3X
lim (sec xcos 3x) = lim .
x—Z X
2 2
SecC X

. 0 . .
Ahora tiene la forma6 .Se aplica la regla y se calcula el limite

., _cos3x ., [cos3X . [ =3sen 3x
[im =lim =lim| ———— |=-3.
cos X —sen X

T 4 s
X—= X—>= X—>=
2 — 2 2

secC X

Si, lim f (x)¢™ , toma alguna de las formas indeterminadas 0°, 1°,c° .
X—a

Escribiry = f (x)9*), y tomar logaritmo natural en ambos miembros de la ecuacién
Iny =Inf ()9 = g(Inf (x) ------- (2)
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El lado derecho de (2) tomara la forma indeterminada0 -« , segun se vio se puede transformar

0 0
en —,oen—.
0 o0

Si
leg(ln y)=In (Iqurz]1 y)=|_ ....... (3)
Entonces
limy =lim f (x)9® =gl - (4)
X—a X—a

Ejemplo 5.10.4

, t
Calcularlim(cos x)™ *.
X—0

Solucion
Six—0,cotx—>o,y cosx=1 .Se tiene la forma indeterminadal™.

cot x

Sea y=(cosx)" , tomar logaritmo natural y aplicar propiedades de logaritmos

Iny =In(cos x)COt X
Iny =cot xIn(cos X) - — - —— (5)

Si x—>0,cotx— o,y In(cosx)=0.

En el lado derecho de (5) se tiene la forma indeterminada o« -0.
A (5) se aplica (1):

) . In(cos x)
i) -ty " 5.
cot x

. 0 . o
Ahora tiene la forma6 .Se aplica la regla y se calcula el limite

—sen X
) _ (cosx)
leirg(lny)zlxlirg( n )_leirg(senxcosx)zo.
(cosx)2

Al aplicar (3) y (4)

)COt X

lim(In y):ln(lxigg y):O, asi le'g(l)yzlxiirg(cosx =e’=1.

X—0

Ejemplo 5.10.5

, 2
Calcular lim x*" .
X—0

Solucion
Six — 0, se tiene la forma indeterminada 0°,
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Sea:y= XX , tomar logaritmo natural y aplicar propiedades de logaritmos:

2
Iny=Inx*

Si x—=>0,Inx—>—w.

En el lado derecho de (6) se tiene la forma indeterminada 0-(—x).

A (6) se aplica (1):

In X
lim(iny)=Ilim| —=
xao( y) X—0 1

2
X

. 0 . L.
Ahora tiene la forma— .Se aplica la regla y se calcula el limite
0

1
T 2
. T X | _y X
i ny) =l = 'm[jo
S
Al aplicar (3) y (4)
limx** =1.

X—0
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Unidad 5
Serie de ejercicios

Hallar la ecuacion de la recta tangente y de la recta normal a la grafica de la funcién en le valor
indicado de x.

1) f(x)=vx*+1, x=0. 2)f(x)=xsenx, x==% 3)f(x):xi+l, x=2.

.
4) f(x)=e*—senx, x=0.

Hallar el &ngulo entre las curvas dadas en su punto de interseccion, determine si son
ortogonales.

B)x*+y® =4, x*-y+1=0. 6)2x* +3y* =6, y*—x-1=0. 7)
2x*+3y* =6, x*+y’ =4.

Obtenga un nimero ¢ que satisfaga el teorema de Rolle para la funcién en el intervalo
indicado.

8) f(x)=—x*+4, [-2,2]. 9 f(x)=x"-4, [-2,2]. 10)f(x)=x*+x, [-10].
Obtenga los valores extremos de la funcién en el intervalo indicado.

., [-1,0).

11) f(x)=2x"+x, [-12]. 12)f(x)=xi+1, [0.1]. 13) f(x) =

x-1'

Obtenga los numeros criticos, si existen, de la funcién.

14) F(x) = x° = 2x +. 15) f(x) =X +1. 16) f(x) = x 2.

Verifique si la funcién cumple con el Teorema del Valor Medio, en el intervalo indicado.
17) f(x)=e*+x, [0,2]. 18) f(x)= LZ’ [-11].  19) f(x)=Inx7.
x+

Determine los intervalos en donde la funcién es creciente o decreciente.

X

20)f(x):x—i.21)f(x): 2 22) f(x) =sen2x.
x-1 xX+2

Obtenga los extremos relativos, si es que hay, para las funciones.

23) F(x) =2 —1. 24) f(x)=x*—x+1.25) f(x)=x " +1.

Determine los intervalos en donde la funcién es concava hacia arriba, concava hacia abajo y
los puntos de inflexién para las funciones dadas.

26) f(x)=x"—x+1. 27) f(x)=~x*-2. 28) f(x)=2sen 2x. 29)f(x):x% +1.
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Para las funciones dadas determine los intervalos en donde la funcion es, creciente, decreciente,
céncava hacia arriba, cdncava hacia abajo, valores extremos y puntos de inflexion. Trace la
gréfica.

30) f(x) :x(x+l)13. 31) f(x) = x* +%.
2_

32)f(x)=x2—x+3. 33) f(x) = 2+ 22.
x°-2x+1 x 1l-x

34) Apligue diferenciales, para calcular el error porcentual en la variacion del volumen de un
cubo, si el error en la medicién de la arista es de +0.01 cm.

35) Aplique diferenciales, para aproximar el valor de e’*.

36) Aplique diferenciales, para saber con qué, exactitud debe medirse la arista de un cubo para
que el error en el volumen sea menor al dos por ciento.

37) Hallar el radio de un cilindro de 10 | de capacidad, para que en su fabricacion se empleé la
menor cantidad de material, si es totalmente tapado.

38) Una valla de 2m de altura se coloca en el piso y paralela a una edificacién. Determine la
longitud de la escalera de menor longitud que pueda colocarse en el piso y recargarse en la
edificacion por encima de la valla.

39) Un automdévil en movimiento sigue una trayectoria recta este-oeste, un observador situado
200 m al sur, mirando de frente lo ve pasar. El auto se desplaza a 80km/h. ¢A qué velocidad
aumenta la distancia del auto al observador después de 20 minutos?

40) A las 14 horas un automavil A se localiza a 60 km al sur de un automévil B. El automévil A
viaja hacia el norte a 100Km/h, el automavil B viaja hacia el oeste a 120 km/h. ¢ A qué hora la
distancia entre los dos autos sera minima?

Evalle los siguientes limites, si es que existen.

] . 3" .3 -1" . xsen X . tanhx
41) lim 42) lim —. 43)lim 44)lim————.  45)lim

x—3 3_ X X—>-0 @ x—0 X x—=0e” —cos X x—0 tanh2x '

senTtx

46) lim (senx)*.  47) lim [1— L } 48) lim [1+1j . 49)lim [1+ij :
X 2X

x—0" x—0T| X senx X+ Xt

1
50) lim (1+ x)2x .

x—0"
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