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CONTRIBUCION ACADEMICA

El presente libro de texto se elabora con un enfoque introductorio a la optimizacién
lineal también llamada programacién lineal. Esta dirigido a lectores que inician su
formacién en programacién matematica y optimizacién. Con frecuencia la formacion
de jovenes ingenieros en diversas universidades no sélo de México sino de todo el
mundo incluye areas de programacién matematica y optimizacién en donde Ila
programacioén lineal es uno de los temas iniciales. Una vez comprendido el enfoque y
conceptos de laoptimizacién lineal se continua con areas como la programacioén entera,
la programacién por metas, la programacién dindmicay la programacién no lineal entre
otros.

Las areas de programacién matematica mencionadas anteriormente se incluyen en
asignaturas tales como investigacién de operaciones, administracién de operaciones,
introducciéon a la programacién matematica, toma de decisiones, modelos
matematicos de optimizacién, optimizacién entre otros incluidas en la formacién de
ingenieros industriales, quimicos, en sistemas computacionales, en logistica, ingenieria
civil, ingenieria en computacién y en licenciaturas como administracién y gestién
empresarial.
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Prefacio

En un entorno globalizado y de alta competitividad es imprescindible incorporar
modelos, técnicas, algoritmos y métodos de optimizacién para la planeacién y diseno
de politicas y cursos de accién dentro de los procesos productivos de las empresas. No
existe actualmente otra forma de obtener una solucién éptima sin el uso de la
programacién matematica. Proveer a los futuros egresados de las distintas areas de la
ingenieria conocimientos de optimizacién o programacién matematica les permitira
enfrentar con seguridad los retos del entorno actual.

El disefo y evaluacién de politicas, la asignacién de recursos y la planificacién de
actividades no sélo es parte de las actividades de un Ingeniero Industrial, sino de todas
las demas areas de la ingenieria por lo que es de suma importancia incorporar
inicialmente la optimizacién lineal dentro de su formacién.

En la actualidad los estudiantes de Ingenieria Industrial en las distintas universidades
del mundo incorporan inicialmente la optimizacién lineal como area de estudio
fundamental para el modelaje y optimizacién del proceso de toma de decisiones. Con
frecuencia posteriormente a la optimizacién lineal se continua con el estudio de la
programacién entera, la programacién multiobjetivo, modelos de flujo en redes y la
programacién por metas. La optimizacién lineal sirve como base para técnicas y
métodos de optimizacién de suma importancia en la formacién de futuros ingenieros.

La construcciéon de modelos en la ingenieria industrial es de suma importancia ya que
permiten incorporar elementos de larealidad dentro del proceso de toma de decisiones
y disefar cursos de accidén que permitan el uso éptimo en la asignacién de recursos para
alcanzar los objetivos planteados. Dentro de los modelos antes mencionados se
encuentran los modelos de optimizacién o también conocidos como modelos de
programacién matematica los cuales se incluyen dentro de las asignaturas de
Investigaciéon de Operaciones |, Investigacion de Operaciones Il, Simulacién,
Administraciéon de Operaciones | y Administracion de Operaciones Il todas estas
asignaturas forman parte del plan de estudios actual.

El enfoque de la optimizaciéon lineal es deterministico ya que contempla parametros
establecidos por el analista. Sin embargo, los avances de hardware y software permiten
realizar cambios al modelo y poder calcular nuevamente la solucién obtenida con
relativa facilidad y oportunidad. Los modelos con frecuencia permiten incluir procesos
secuenciales en el tiempo que consideran diversos horizontes de planeacién para el
apoyo en el proceso de toma de decisiones. A diferencia de otros enfoques de
optimizacién que incorporan variables aleatorias en la modelacién y formulacién
forman parte de técnicas, métodos y conceptos mas avanzados dentro de la
programacién matematica.



Un modelo matematico de optimizacién lineal estd formado por variables de decisién,
restricciones y funcién objetivo. Las restricciones y funcién objetivo son funciones
estrictamente lineales. Para encontrar una solucién 6ptima, si es que existe, se requiere
de conceptos base de algebra lineal, geometria en el espacio n-dimensional, métodos y
algoritmos de optimizacién especificos. La optimizacién lineal como area de las
matematicas tiene sus origenes en el siglo XIX y continda evolucionando gracias a las
tecnologias de informacién y comunicacién, asi como con los avances de software y
hardware actuales.

Una solucién éptima, si es que existe, es aquella que maximiza o minimiza la funcién
objetivo. Una solucién factible es aquella que satisface el conjunto de restricciones
planteadas en el modelo matematico construido, por lo tanto, una solucién éptima es a
la vez factible. Cabe mencionar que la cantidad de soluciones factibles forman un
conjunto convexo y pueden ser una cantidad exorbitante de ellas.

El libro de texto propuesto proporcionard los elementos fundamentales tedricos y
practicos para el analisis de un entorno real de toma de decisiones, la construccién de
modelos, la aplicacién del algoritmo de optimizacién, el analisis de la solucién obtenida,
asicomo suinterpretacién en apoyo para la toma de decisiones. La consulta de material
bibliografico y articulos de investigacion publicados en inglés permite la incorporacién
de conocimiento actualizado y de vanguardia ya que la optimizacién lineal como todas
las areas del conocimiento humano reportan avances constantes en el cuerpo del
conocimiento.



Capitulo I. Fundamentos y conceptos tedricos

Objetivo: Proporcionar al lector los conceptos tedricos y fundamentos basicos para
comprender y aplicar los métodos, principios y algoritmos de la optimizacién lineal.

1.1 Introduccién

En este capitulo se incluyen subtemas de algebra lineal, operaciones bdasicas de
vectores y matrices, sistemas de ecuaciones lineales, métodos de solucién de sistemas
de ecuaciones lineales, inversién y factorizacién de matrices. El estudio de los espacios
vectoriales provee una base robusta para la comprensién de los temas del capitulo Il
También se considera incorporar el estudio de conceptos para analizar la eficiencia de
los algoritmos y complejidad computacional.

Modelo de programacién lineal

Un modelo es una representacién abstracta de la realidad. El lector con seguridad ya
ha tenido experiencia con modelos, desde un mapa, una maqueta hasta una ecuacién
gue relaciona dos o masvariables. Un mapa se considera un modelo fisico representado
en papel de lo que existe en la realidad, montafas, valles, rios, carreteras, poblados y
ciudades se representan con la simbologia apropiada en una imagen. Una maqueta
también es un modelo fisico que representa una casa o edificio y que permite visualizar
las dimensiones de las habitaciones, asi como la exposicién a la luz natural del sol lo que
permite el analisis para poder mejorar el disefio de la construccién. La ecuacidén A =nr?
permite relacionar el area de un circulo con su radio haciendo uso de la constante pi.
Con un poco de reflexiéon el lector puede identificar que los dos ejemplos anteriores son
algunos de los muchos modelos que con seguridad ha tenido experiencia durante su
formacién escolar.

En ingenieria y en la investigaciéon de operaciones los modelos de optimizaciéon lineal
forman parte inicial de la formacién en optimizacién o programacién matematica.
Estos modelos permiten representar por medio de ecuaciones y desigualdades las
relaciones entre las variables. El modelo permite analizary representar las relaciones
relevantes para el analista, posteriormente se aplican métodos o algoritmos de solucién
para encontrar la solucién éptima factible o declarar que no existe solucién

Las funciones en matematicas considerando un orden creciente de complejidad
tenemos la funcién constante, la ecuacién lineal, la ecuacién cuadratica, la ecuaciéon
cubica, la ecuacién polinomial, las funciones trascendentes, ecuaciones diferenciales.

Todas las anteriores expresadas con dos variables (x, y), con tres variables (X, y, z) o con
mayor nidmero de variables.



Si generalizamos aun mas un modelo matematico puede estar formado por una sola
funcién o por varias de ellas, puede diferentes tipos de funciones con diferentes
variables. Empecemos con un modelo sencillo de optimizacién lineal.

Un ejemplo de modelo de optimizacién lineal es el siguiente:
Ejemplo 1. Modelo de optimizacién lineal
Max z = 3x1 + 8%z + 5X3
Sujeto a:
2x1 + X2 + 7x3 <120
X1 + 5x2 + X3 =180
4% + 6X2 + X3 < 300

X1, X2, X320

El modelo anterior contiene las variables siguientes: z, x;, X2, xs. Contiene una sola
ecuacioén la funcién objetivo z = 3x; + 8x, + 5x3z y tres desigualdades, la primera
desigualdad es: 2x; + x2 + 7xz < 120. Las expresiones Max, Sujeto a, y Xj, X2, X3 2 O
caracterizan al modelo lineal como un modelo de optimizacién lineal, Max indica el
sentido de optimizacién ya que se desea maximizar el valor de z al cambiar los valores
de x;, X2, X3. Sujeto a: indica las restricciones que se deben cumplir expresadas como
desigualdades y finalmente, xj, X2, Xz =2 0 indica que los valores de las variables deben ser
valores reales positivos.

El modelo anterior puede escribirse de forma matricial.

X1 c=[3 8 5] 2 1 7 120
x = (X2 A=11 5 1 b =180
X3 4 6 1 300

Siendo 4 una matriz; x, b, ¢ son vectores; z corresponde a un escalar. Note el uso de
negritas y cursivas para indicar la notacién matricial. Con lo anterior el modelo de
optimizacién lineal en notacién matricial queda como:

Max cx,
Sujeto a
Ax < b,

x =0.



La notacién matricial anterior hace uso de vectores y matrices. Los métodos de analisis,
operaciones y métodos de solucién forman parte del dlgebra lineal que a su vez forma
parte de las matematicas, Igual como la aritmética, la geometria, la trigonometria, la
geometria analitica, la estadistica, la probabilidad, el calculo diferencial y el calculo
integral entre otras mas.

1.2 Vectores y matrices

Una constante o un solo valor en algebra lineal se representa con un escalar. Los
vectores estan formados por un conjunto de escalares o por un conjunto de variables.
Una matriz estd formada por renglones y columnas donde cada renglén o columna
puede identificarse como un vector.

Retomando el ejemplo1expresado en notacién matricial x, b son vectores columna;c es
un vector renglén, 4 una matriz.

Los vectores y matrices tienen dimensién. Para el ejemplo 1 los vectores x, b tienen
dimensioén (3, 1) es decir tres renglones y una sola columna. La dimensién del vector c
es (1, 3) un solo renglén y tres columnas. Finalmente, la dimensidén de la matriz Aes de
(3, 3) tres renglones y tres columnas. Las dimensiones de los vectores y matrices son
importantes ya que las operaciones aritméticas en vectores y matrices pueden

realizarse siempre y cuando las dimensiones sean las adecuadas. Si las dimensiones no
son adecuadas entonces no es posible realizar a operacién indicada.

Componentes de vectores y matrices

Los componentes del vector x son xi, x2 y x3. Note el uso de negritas y cursivas para
denotar el vector y el uso de subindices para los componentes. Para el caso de las
matrices se requiere de dos subindices, para denotar los componentes de la matriz 4
tenemos aj, donde i se refiere al renglén y j a la columna. Como ejemplo considere el
vector cy la matriz 4, entonces c;= 8, az;=6.

1.3 Operaciones basicas de vectores y matrices
Igualdad de vectores

Dos vectores son iguales si ambos son vectores renglén (columna) y todos sus
componentes son exactamente los mismos. Dos matrices son iguales si sus
componentes son iguales.

Suma y resta

Considere k es un escalar con valor de 7, k = 7; asi como los vectores y matrices
siguientes:



2

s=1[o -1l t=1[6 2l 1—3]
u =
0

-

La suma y resta de vectores se hacen componente a componente. Los componentes

del vector s sons1 =0y sz =-1. Los componentes del vector tson t1=6yt;=2. Sisedesea
calcular r =s + t entonces:

T=[51+t1 52+t2]= [0+6 —1+2]=[6 1]

El vector r tiene las mismas dimensiones que los vectores sy t .

Si ahora se desea calcular w = u— w tenemos:
- W -7
u2 - W, -3
— Wy3 -6

Para poder realizar la suma y/o resta las dimensiones de los vectores deben ser iguales.

La operaciéon y=r+w no estd definida ya que los vectores tienen dimensiones
diferentes.

La sumay resta de matrices solo esta definida si ambas tienen las mismas dimensiones,
es decir el mismo numero de renglones y el mismo numero de columnas. Lasumay
resta se hace componente con componente y el resultado es una nueva matriz

Multiplicacién

La multiplicacién de un vector por un escalar también se hace componente a
componente, para calcular p = ku. El operador * significa multiplicacién.

72 |-| ]

La multiplicacién de un escalar por una matriz es similar al caso anterior solo que se
consideran todos los componentes, entonces tenemos:

ku,
ku,
ku 5

=klu,

2 1 7 27 17 T7x%7
Q=kxA=7x[1 5 1 1x7 5%7 1x7

4 6 1 47 6x7 1x7
Q=[7 35 7]
28 42 7



En la multiplicacién de dos vectores se tienen dos casos:

Caso 1. Producto vectorial da como resultado un nuevo vector que es perpendicular a
los otros dos. Si se desea calcular el producto vectorial de u x v es el vector A con

componentes i, j, k tal que:

l J k U, Uy, Uu; Uz, u; U,
h=uxv=det|u; u, u3=det| |l—det| |j+det| |k
UV, V3 Uy Vs vy Uz
UV Vy Vs

h =uxv =12 + 18] — 23k
h = 12i + 18j — 23k

12
18

-23

h =

Donde es necesario calcular los determinantes (def) de las submatrices indicadas.
Observe que los vectores uy v también se pueden expresar como u=-3i + 2j + Ok, v=4i
+ 5j + 6k. Durante el presente texto no se requiere del producto vectorial, se incluye con
efectos de diferenciar la multiplicacién de vectores.

Caso 2. Producto escalar, también conocido como producto punto y nos da como
resultado un ndmero real. Sitenemos dos vectores ¢, dydeseamos calcular el producto
escalar el vector ¢ debe ser un vector renglén de dimensiones (1, n) y el renglén dun
vector columna de dimensiones (n, 1) observe que el valor de n es el mismo y se
acostumbra colocar primero el vector renglén. EIl producto escalar queda definido
como:

f=9h



n
f= zgihi
i=1

f=01%h + g, xhy*tgs xhy
f=(-2%-3)+ (8x2)+(7x0)
f=6+16+0=22

f=22

Cabe mencionar que

Durante el presente texto se usa principalmente el producto escalar de dos vectores.

En base a lo anterior tenemos que:

u+0=0

0*u=0

ut+v=v+u
u+v)+w=u+{v+w
k*(u+ v)=k*u+ k*v

i Wbk

La multiplicacién de dos matrices 4, ¢ genera una nueva matriz Ry puede realizarse si
las dimensiones de ambas matrices son compatibles ya que se requiere calcular el
producto escalar para cada componente R; de la nueva matriz al tomar el renglén i de
Ay la columnajde Q.

2 1 7] [14 7 49
R=|1 5 1|7 35 7

4 6 11 128 42 7

El cdlculo de Ri1 es el producto escalar del primer renglén de R con la primera columna
de Q:

14
Ry=1[2 1 71%|7
28

Ry =(2=14)+ (1 x7) +(7 x 28)

R, =28 +7+ 196 = 231



Para calcular Rz: se calcula el producto escalar del segundo renglén de R con la primera
columna de @. De forma similar se calculan todos los demas componentes de R
entonces:

231 343 154
R=|(77 224 91
126 280 245

Tipos de matrices

1. Matriz cuadrada, aquella en la que el nUmero de renglones n es igual al nUmero

de columnas m, n=m.

Matriz rectangular, tiene numero distinto de renglones y columnas n=m.

3. Matriz 0, aquella en la que todos sus componentes ajson O

4. Matriz diagonal, es una matriz cuadrada cuyos componentes son 0 excepto en la
diagonal principal. La diagonal principal son los componentes ajen la que i=j.

5. Matriz identidad Z Es una matriz diagonal en la que los componentes de la
diagonal principal son 1.

N

Ejemplos
7 5] [6 1 8 [0 0
0 1 7 =2 0 0 0
Matriz Cuadrada Matriz rectangular Matriz O
-2 4 5 -2 0 0 1 0 0 O
[018] [410] 01 0 O
0 0 4 5 8 4 0 0 1 0
. . . . . . . 0 0 0 1
Matriz diagonal superior Matriz diagonal inferior
Matriz Identidad
Note que:

1. A+ matriz0=A4

2. 0*A = matriz 0

3. A*XI=I*A=A

4. A*A = A2

5. A+Q=0+4

6. A+Q+R=A+@Q+RB

7. k*(A+ Q) =k*4+k*Q

8 A*Q*R=4*@Q*R)

9. A*(Q+R)=A*Q+A*R

10. (A+ Q) *R =A*R+ Q*R



Inversa de una matriz

Si consideramos la propiedad A*7= A, (Existe una matriz D tal que A*D =I?. Ala matriz
D, si existe, se le denomina matriz inversa de 4 y se denota como D = 4-1.

AxD =1
2 1 7 Dy Dy Dy 1 0 0
AxD =11 5 1|*|Dyx Dy Dyz[=1]0 1 0
4 6 1 D3y D3y Dag 0 0 1

Recuerde que calcular cada componente Dj requiere del producto escalar del vector
renglén i de la matriz 4 con el vector columna j de la matriz D. Encontrar la matriz D
requiere de resolver un sistema de ecuaciones lineales formado por 9 ecuaciones y 9
incégnitas cada incégnita es cada componente Dj.

La primera ecuacién es:

Dll
D21
D31

[2 1 7]« =1,=1

2Dy + Dyy + 7Dy =11 =1

Al proceder con los demas componentes Dj tenemos el sistema de ecuaciones
completo:

Primer renglén
2Dy, + Dyy + 7D, =1, =1
2Dy, + Dyy + 7D3, =1, =0

2Dy3 + Dys + 7D33 = 1,5=10

Segundo renglén
Dyy+ 5Dy, + D3y =1,,=0
Dy, + 5Dy, + Dy, =1,, =1

Dis+ 5Dy5 + Dys =1,3=0



Tercer renglén
4Dy + 6D,y + D3y =13, =0
4D;, + 6D,y + Dy, =15, =0

4Di3 + 6Dy3 + Dyz = 135=1

Para que el sistema anterior tenga solucién es necesario que alguna de las condiciones
siguientes se cumpla:

1. Que los vectores renglén de la matriz 4 sean independientes.
2. Calcular el determinante de la matriz 4. Si el determinante de 4 es distinto de
cero entonces A4 es invertible y por lo tanto la matriz D es Unica.

Para invertir la matriz 4 se aplica el método de la matriz aumentada también conocido

como el método de la matriz adjunta, aunque existen otros métodos tales como el
método de Gauss o el método de los determinantes.

Método de la matriz aumentada o matriz adjunta

Para encontrar la matriz D= A-Zescribimos la matriz A y como adjunta la matriz I y asi

formar la matriz G, G= (A | I), matricialmente el operador | se usa para separar las
matrices originales. Note que G es una matriz “ampliada” formada por las matrices 4, I

2 1 711 0 O
G=Al|I=(1 5 1[0 1 0

4 6 110 0 1

El método de la matriz aumentada consiste en realizar operaciones por renglén y
transformar cada componente de la matriz aumentada ¢ y obtener una nueva matriz #
tal que:

Dy Dy D13>

1 0 0
H=I1|D=|0 1 0[Dy; D,, Dy
0 0 1D31 D32 D33

Note que en la matriz D= A-1 aparecerd a la derecha de la matriz #

Se procede por columnas haciendo operaciones elementales de renglén. Las
operaciones elementales de renglén son:

e Multiplicar un renglén de la matriz por un ndmero real distinto de cero
e Sumar el multiplo de un renglén de la matriz a otro renglén
e Intercambiar dos renglones



Primero se calcula el 1de la diagonal principal y después los ceros, a estos componentes
se les llaman “pivote”. Para la primera columna de G, primero hacemos el 1 en el
componente Gn=2, esto se logra al multiplicar todo el renglén 1 por 1/2. Entonces el
renglén 1 nuevo (R1n) es el rengldn 1 multiplicado por 2. Es decir, primero hacemos el
“pivote”.

RIn = ¥2*R1 : (Rengldn 1 nuevo = % * Renglén 1 viejo)

R1/2 1 7|1 0 0 1., 1,7 15311 1,0 L, L7114
ot Sl A BN A S Ml A B B WY G 1

1 5 100 T1 o 5 10 1 0
R3M 6 100 0 1 4 6 110 o 1 4 6 1lo 0 1

El operador - significa “equivalente”, ya que es un error usar el simbolo de igualdad ya
que las matrices al realizar operaciones de renglén se transforman y no son iguales, son
matrices equivalentes.

Ahora corresponde hacer O el componente Gz=1. Usamos como “pivote” el valor actual
de Gun=1 por lo que el rengldén 2 nuevo (R2n) se obtiene al restarle el renglén 1 actual.

R2n = R2 - RIn

1 71 1 71
1y fp ooy (1 2 2|2 0 0\ (t3 3|3 00
15 101 07 1-15-2 1-ZJo-L 10 0-0)7\0 2 -2|-1 1 ¢
4 e 10 0 1 2 1721972 2 2|72
4 6 110" o 1 46 110 01

Ahora corresponde hacer 0 el componente Gz=4. Usamos nuevamente como “pivote”
el valor actual de Gy=1, por lo que el renglén 3 nuevo (R3n) se obtiene al multiplicar el
R1 actual por -4 y sumarlo al renglén 3 actual.

R3n = -4R1 + R3

1 7j1 1 7 i1 1 71
135 3|3 00 1 5 5 3 o 0 2 2|2 00
9 5( 1 - 9 5 1 — 9 51 1
02 37210 0 2 2|72 t 0 02 2|72 10
4 6 110 0 1 —4+4 -2+6 —-14+11-240 04+0 0+ 1 0 4 -—-131-2 0 1

Ahora corresponde hacer 1, el “nuevo pivote”, el componente G2=9/2. Por lo que el
renglén 2 nuevo (R2n) se obtiene al multiplicar el R2 actual por 2/9.

R2n = 2/9R2
1 7j1 1071 1 71
1 2 213 0 0 1 5 2 2 0 0 1 2 213 0 0
9 51 1 nd 2.9 2 52 1 2 - 5[ 1 2
02 2172 1 0] \5*0 §*3 9*73[g*~3 5*1 O 01 -§79 5 0
0 4 —-131-2 0 1 0 4 13 1-24+0 040 0+1 0 4 —-131-2 0 1

Ahora corresponde hacer 0 el componente Gz2=4. Por lo que el renglén 3 nuevo (R3n)
se obtiene al multiplicar el R2 actual por -4 y sumarlo al R3 actual .

R3n = -4R2 + R3

i 1 7 11 1 711
112 1 00 1 2 7 |2 0 0 17 701z oo
5 1 2 5 2
01 -3-5%20)7| ° 1 5 |79 3 0 |70 1 5|75 g O
20 . .la 8 971 14 8
0 4 -—-131-2 0 1 04+0 —4+4 ?_136_2 —§+0 0+1 0 0 —9l=9 —9 1
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Ahora corresponde hacer 1, e

Iu

renglén 3 nuevo (R3n) se obtiene al multiplicar el R3 actual por -9/97.

nuevo pivote”, el componente Gz3=-97/9. Por lo que el

R3n = -9/97R3
1 7 1 1 7 1 1
tz 3|z o0 t 3 2 | oz 0 0 112z 0 0
5 1 2 5 1 2 1 2
0! _9?7 _194 98 " 90 91 9_9 97 9_9 14 99 8 90 Tl _%_12 g 09
00 =gl-5 5 1 -0 m5r0 STy —groy it o0 1y g5

Ahora corresponde hacer O el componente G»3=-5/9. Por lo que el renglén 2 nuevo (R2n)
se obtiene al multiplicar el R3 actual por 5/9 y sumarlo al R2 actual.

R2n = 5/9R3 + R2

L1zld oo o x| o3 0 0 1Az 0 0
2 2 2 2 1 s =
sl 2 5 gl/0 1 40 2 5 ., 2 213 26 _5
01 -39 9 0+0 0+1 F-3[873 9 87379 97 0 1 0797 97 ~97
00 1|¥ 8 _9 0 0 1 . 8 _9 0 0 1414 8 _9
97 97 ~ 97 97 97 97 97 97 97

Ahora corresponde hacer 0 el componente G3=7/2. Por lo que el renglén 1 nuevo (R1n)
se obtiene al multiplicar el R3 actual por -7/2 y sumarlo al Rl actual.

RIn = -7/2R3 + R1

: \
t

Finalmente corresponde hacer 0 el componente Gy=1/2. Por lo que el renglén 1 nuevo
(R1In) se obtiene al multiplicar el R2 actual por -1/2 y sumarlo al R1 actual.

4 53 |
5194\ (1 0 0

- -0 1 0
0 0 1

28
97
26
97

63
194
5

97
9

97

N|=
w

~97
14
97

8
97

o R NIR
= O NIN
S RN

RIn = -1/2R2 + Rl

g
\0

S
194

_28

97
26
97
8
97

|_L
194
0 3

T 97
14

97

0
1

o R NIR

Dy Dy Dy 11 —-41 34
D=A"1=|Dy Dy Dy|= 97 -3 26 -5
D3y D3 Dgg 14 8 -9

El procedimiento anterior no requiere de métodos matematicos avanzados ya que sélo
se aplica la aritmética, sin embargo, la cantidad de calculos a realizar es considerable y
debe hacerse con cuidado ya que la posibilidad de error es importante. Se recomienda
el uso de nimeros fraccionarios para reducir la posibilidad de error debido al redondeo
de las cifras.
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1.4 Sistemas de ecuaciones lineales

El sistema de ecuaciones lineales mas simple es aquel que tiene dos ecuaciones y dos
variables, tal como el sistema siguiente:

anX + any = b m

axnx + axny = bz

a1 Qg

X b . . .
Donde A = ],x = [y],b = [bl] por lo que el sistema anterior puede escribirse
2

az1 Ay
matricialmente como: Ax = b.

Los componentes de las matrices y vectores anteriores son nimeros reales por lo que
pertenecen aR. Ya que sdlo se tienen dos variables o incégnitas (x, y) el sistema anterior

esta en R’, al sistema cartesiano en dos dimensiones (x, y).

El sistema 1 estd formado por dos rectas, la primera anx + any = b1y la segunda axix + axy
= b, para que el sistema tenga solucién es necesario encontrar valores (x, y) que
satisfagan ambas ecuaciones. El valor encontrado (X, y) pertenece a ambas rectas y es
el punto en R’ en el cual se intersectan. Recuerde que dos rectas son paralelas si tienen
la misma pendiente entonces el sistema no tendrd solucién ya que no tendradn un punto
(%X, y) en comun.

Al tratar de resolver el sistema:
anX + any = by m

axx + axy = by

Tenemos:

1. Siap =0, entonces x= by / any se sustituye en la segunda ecuacién para calcular
Y.
2. Siax

y.
3. Siapr =ax = 0, entonces el sistema tiene una sola incégnita x

0, entonces x= bz / a» y se sustituye en la primera ecuacioén para calcular

Para resolver el sistema suponemos que a#0y que az; # 0, multiplicamos anx + any = by
por axx y multiplicamos axix + axy = b, por a, tenemos:

azx *(@anx + any = by) - azanx + azany = anb
an (azix + azy = bz) » arazsx + arazy = arb:

azzanX + azany = axb; )

12



anazX + apazy = arb:

Ahora considere quer, s, u, v, son nidmeros reales entonces:

1. Sir=syu=ventoncesr+u=s+Vv
2. Siu=vyeesun numero real entonces eu = ev

Debido a lo anterior y aplicado a los vectores y matrices tenemos que los sistemas 1y 2
son equivalentes, es decir la solucién encontrada para el sistema 1 es también una
solucién para el sistema 2.

Regresando a la solucién del sistema 2, note que los coeficientes para y en ambas
ecuaciones son iguales por lo que restamos la segunda ecuaciéon de la primera.

AzzanX + azany = axb;

- [anzazix + anazy = anrb:]

= @z2anX - anazx = azbi- arb:

Az2b1 —ajb;

Por lo que x = al denominador a,,a,; — a;,a,; se le llama determinante del

az2011 — Q12021

sistema. Siel determinante es distinto de cero entonces el sistema tiene solucién Unica.

Dos ecuaciones son equivalentes si son paralelas entre si. Por ejemplo:
x-2y=8 (3)

2X -4y =16

La segunda ecuacién se obtiene al multiplicar la primera por 2, en este caso el sistema

tiene un ndmero infinito de soluciones. Siusamos la primera ecuacién, despejamos y
X . X . .

tenemos y = - 4, los puntos en el espacio (x, y) = (x, > 4) satisfacen ambas ecuaciones y

son un ndmero infinito de puntos.

Si calculamos el determinante de sistema 3 tenemos:
Ay — A0y = (—4%x1) = (=2%2) = —4+4=0

El determinante es O por lo que tenemos un numero infinito de soluciones de la forma
xy)=(x f - 4) al sistema de ecuaciones (3).

13



Un sistema de ecuaciones lineales con m ecuaciones y n incégnitas dado por:
aiixr+ aipzxz + ... + amxn = bz
azixi+ azxz + ...+ azxn= b2

azixi + azzxz + ... + aznxn = bz

amixi+ amzxz+ ... + amnXn = bm

a;;,  Qiz e Qi x4 b,
A1 Az - Oy X, b

En este caso tenemos que A= ,X = ,b = 2 | Naturalmente
aml amZ amn xn bn

todos los componentes de los vectores y matrices anteriores son niumeros reales.

0
Si los valores del vector b son cero b = [ 0 |al sistema de ecuaciones se le [lama sistema
0

0
homogéneo. Este sistema tiene la solucién trivial x =l 0 o bien existe un nimero
0

ilimitado de soluciones si n > m.

1.5 Métodos de solucién para sistemas de ecuaciones lineales
Los métodos de solucién mas comunes son:

Método de la matriz adjunta, recomendable cuando lamatriz 4 es cuadrada y se discutié
anteriormente.

Método de eliminacién Gaussiana, recomendable cuando la matriz A es rectangular.
Aqui se procede areducir la matriz A4 por renglones a su forma escalonada reducida por
renglones.

Una matriz es escalonada reducida por renglones si tiene la forma:

a;; a2 Ain
0 A2 Qon
0 0 C e
0 0 0 ay

Note que:
Los elementos de la matriz q;; # 0, i <j es deseable que q; = 1.

Los elementos a;; = 0,i > j aparecen en la parte inferior de la matriz.

14



Se pueden tener tres situaciones:

1.

El dltimo renglén de la matriz A estd formado por ceros y a,,, # 0 por lo que el
by . . . .. . .
valor de x,, = = los demas valores de x; se obtienen por sustitucién hacia atras.

mn

En este caso el sistema tiene una solucién Unica.

El dltimo renglén de la matriz A contiene ceros y por lo menos dos elementos
a;; #0,lo cual indica que la ultima ecuacion es una ecuacion lineal de dos o mas
variables. En este caso el sistema tiene un nimero infinito de soluciones.

Si el dltimo renglén de la matriz 4 indica que a,,,, = 0y b, # 0, entonces no existe
solucidn, se dice que el sistema es inconsistente.

1.6 Espacios vectoriales

Un conjunto de vectores s, t enR" es un espacio vectorial V'si con las operaciones de
adicién y multiplicacién de un escalar satisfacen:

1.

2.

W

©ENe ;A

Los vectores s, t pertenecena V, u = s + t, también pertenece a V

Sis, t u pertenecena V, entonces (s +t) +u=s+ (t+ u)

Existe un vector 0 que pertenece a V tal que para todo vector uque pertenece
aV, u+0)=0+u=u

Si u pertenece a V Yy existe un vector -utal que u + (Fu) = 0

Si s, t pertenecena ¥V, entonces (s +t) = (t+s)

Si s pertenece a V yk es un escalar, entonces ks también pertenece a V.

Si s, t pertenecen a V ykesun escalar, entonces k(s + t) = ks + kt

Si s, pertenece a V ykylson escalares, entonces (k+1)s = ks + Is

Si s, pertenece a V ykylson escalares, entonces k(ls) = (kl)s

10. Para todo vector s que pertenece a V, existe un vector T tal que Is = s

a;; Q2 Q1n

. . 21 az; 252
Considere los vectores columna de la matriz 4 =

a7n1 amZ amn

Dos vectores s, t son ortogonales si su producto punto es cero.

La norma o longitud de un vector estd dado por: lIsll = {/s? + 52 + - + 52

El angulo B entre dos vectores s, testa definido como: g = cos‘l[

s.t

sl Ilell

Ejemplo. Considere el conjunto de los vectores columna {cz, ¢z, c3} de la matriz
siguiente: A = [_2 -1.0 [_2] c, = [_1] Ca = [0]
2 2 y L2 1 ©3 1

3 11497 3

Un vector ortogonal d;a cres: d, = [;] La norma o longitud del vector ||c,||= V10 . El

angulo g entre los vectores c,, c; es f = cos‘l[m] = cos‘l[
2 3

m3 ﬁ]= cos~10.948 = 18.4
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La combinacién lineal de dos o mas vectores se forma con la multiplicacién por un
escalar y la adiciéon de vectores, permite expresar un vector a partir de otros. Por lo que
un vector £ en R™ es una combinacién lineal de los vectores, ci, ¢z c3, ... ck todos en R™ tal
que:

t =2F ,u;c; donde u; son nimeros reales.

Un conjunto de vectores c; son linealmente independientes si se cumple que:

k
Zuici =0

i=1

Solosiuy=uw=us=..=ux =0

1 4 7
Ejemplo. Considere los vectores {e;, ez e3}, e, = [_O ‘, e, = l_z ], e; = [_25], ¢ son
2 1 7

linealmente independientes ? . La respuesta es no ya que e; = 3e;+ e, los vectores {¢;,
ez, e} son linealmente dependientes.

Conjunto generador. Se denomina conjunto generador a los vectores cy, ¢z, €3, ... ck en
R™ si cualquier vector en R™ puede ser representado como una combinacién lineal de
los vectores ci1, ¢z, €3, ... Ck.

De manera especial considere los vectores columna de la matriz identidad en R3, I3 =
1 0 O 1 0 0

0 1 0| formada por los vectores unitarios c,_ [0],c2: 1], €3 [0] la matriz identidad es
0 0 1 0 0 1

un conjunto generador ya que cualquier vector en R® puede expresarse como una
combinacién lineal con los valores adecuados de ux

Un conjunto generador es una base si se cumplen dos condiciones:

1. Los vectores cy, ¢z c3, ..., ck 9eneran R™
2. Son linealmente independientes.

La dimensién n del espacio R" es el nimero maximo de vectores linealmente
independientes en el espacio vectorial.

1.7 Complejidad computacional y eficiencia algoritmica

Las operaciones de suma, resta y multiplicacién de vectores y matrices requieren de
operaciones matematicas bdasicas, aritmética basica. Se han desarrollado en el
presente texto de forma manual y usando los métodos y algoritmos aprendidos en
educacién basica. La suma, y resta pueden considerarse operaciones bdasicas. Asi la
multiplicacién requiere de mayor nimero de operaciones. Sin embargo, surge una
pregunta ;cuantas operaciones se requieren para invertir una matriz?, icuantas
operaciones se requieren para resolver un sistema de ecuaciones y obtener una
respuesta?, ;existe un algoritmo para invertir una matriz que sea eficiente en el sentido
que realice el nimero minimo de operaciones?
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A fin de discutir este interesante tema se requieren algunos conceptos matematicos y
definiciones de ciencia de computacién. Se presentan de manera informal, para un
tratamiento madas riguroso se sugiere consultar Brassard (1996).

Algoritmo. Conjunto de pasos y/o instrucciones bien definidas para llegar a un objetivo.
Un algoritmo permite calcular la inversa de una matriz, realizar sumas y restas, al final
para un conjunto de datos n el algoritmo proporciona una respuesta.

Representacién de objetos. Para representar un ndmero, un vector, una matriz se
requiere de un alfabeto conocido. En una computadora se utiliza el lenguaje binario
formado por 0 y 1, el alfabeto esta formado por solo dos simbolos, el O y el 1; para
representar objetos, numeros, vectores, matrices, etc. Este texto también puede
considerarse un objeto y usamos el alfabeto que aprendimos en educacién basica para
representar ideas, conceptos, métodos, objetos, etc.

Llamaremos palabra a un subconjunto ordenado y definido de elementos del alfabeto.
El término definido se refiere a que una palabra puede formarse como un subconjunto
al azar obteniendo una palabra sin sentido. Las palabras formadas estan definidas,
aceptadas y representan una idea bien entendible. Denominamos al conjunto de
palabras, lenguaje. Si consideramos el concepto maquina de Turing entonces la
maquina de Turing acepta las palabras en una secuencia definida, a partir de éstas
cambia de estado, realiza procesos de forma determinista y termina emitiendo una
respuesta. La maquina de Turing tiene al menos tres estados: en espera de
instrucciones, en proceso y termina emitiendo una respuesta. En forma resumida, una
maquina de Turing, lee el problema, realiza las operaciones necesarias y proporciona
una respuesta. Una maquina de Turing no determinista cambia de estado a estado de
forma aleatoria.

En ciencias computacionales las operaciones aritméticas, comparaciones, decisiones,
repeticiones, etc.,, serealizan con objetos e instrucciones formados por Oy 1. Por lo tanto
requieren de algebra booleana. Para un objeto como un vector o una matriz
representado por O y 1 se le aplica un algoritmo para realizar la suma, resta,
multiplicacién, calcular suinversa. Internamente en la computadora el vector o matriz
se encuentra representado en la memoria por medio de Oy 1a los cuales se les aplica el
algoritmo también almacenado en la memoria de la computadora y se obtiene un
resultado que se almacena en la memoria.

En base a lo anterior un algoritmo se ejecutard al aplicar ¢ cantidad de cdlculos
ejecutados en el intervalo de tiempo t Respecto del tiempo de ejecucidén claramente
depende de que tan rdpida es la computadora pero la cantidad de operaciones no

dependen de la rapidez de la computadora, dependen del tamaro n de los datos que
representan el problema a resolver y del algoritmo que va a realizar los calculos.

Para expresar la eficiencia de un algoritmo es necesaria lanotacién de Landau referente
a la comparacidon asintética de funciones ya que la eficiencia de un algoritmo se expresa
como el maximo numero de operaciones en funcién del “tamafio” n del problema. Una
cota superior asintdtica es aquella f = O(g) si existe una constante M = 0 tal que f(n) = M
g(n) para todo n suficientemente grande, a esta cota se le llama “O grande”. Decimos
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de f = o(g) si para todo £ >0 se cumple que f(n) < € g(n) para todo n suficientemente
grande, a esta cota se le llama “o chica”.

Las principales érdenes de complejidad “O grande” son:

o(1) Constante
O(log n) Logaritmica
O(n) Lineal

O(n log n) Casi lineal
O(n?) Cuadratica
o(n3) Cubica
O(1@") Exponencial

Es posible demostrar que:

La suma es de complejidad O(n?)

Calcular la raiz cuadrada es de complejidad O(2")

El calculo de una potencia es de complejidad O(log n)

Invertir una matriz es de complejidad O(n3)

Siguiendo con conceptos de complejidad computacional un problema matematico es
computable si existe un algoritmo que lo resuelve en un espacio y tiempo finitos. De
otra forma el problema de denomina incomputable o indecidible.

Considere el caso de multiplicar dos nUmeros r, s. Sir =17y s =5, es posible obtener el
resultado aplicando dos algoritmos: suma repetida y el algoritmo cldsico que
aprendimos en aritmética basica. Para dos nimeros de n cifras el algoritmo de suma

repetida requiere de menos de (10"-1 )2n operaciones basicas. EIl algoritmo clasico
requiere a lo méas 2n? operaciones basicas.

Si aplicamos el algoritmo de la suma repetida realizaremos un maximo de n10™
operaciones. Si aplicamos el algoritmo clasico tenemos como maximo 2n? operaciones
basicas. En este caso n se refiere al nUmero de digitos que forman los dos nimeros a
multiplicar. Como puede apreciarse el algoritmo cldsico tiene una cota superior
asintética menor respecto al algoritmo de suma repetida ya que 2n? < n10™.
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La tesis de Cobham-Edmonds. Esta indica que un problema matematico se considera
tratable si existe una maquina de Turing determinista que lo resuelve en tiempo
polinébmico sobre la longitud o tamafo n del problema. En ciencia computacional la
clase P de problemas, son la clase de problemas matematicos en las que actualmente
existe un algoritmo eficiente para resolverlos. Es decir, el nUmero de operaciones
necesarias para resolver el problema estd acotado por un polinomio en la notacién “O
grande” es decir pertenece a la clase P.

La clase NP de problemas, son el tipo de problemas que no estan en P, esdecir no existe
un maquina de Turing que lo resuelva en tiempo polindbmico. Dentro de la clase NP
existe adicionalmente la clase NP-Duro y NP-completo. Trivialmente un problema que
pertenece a la clase P es un problema facil ya que existe un algoritmo eficiente que lo
resuelve, si el problema estd clasificado como NP, no existe hasta el momento un
algoritmo eficiente que lo resuelva por lo tanto se considera un problema muy dificil o
imposible de resolver.

Advertencia para el lector. Durante el presente texto se han desarrollado las ideas
principales sin llegar a la formalidad matematica. Para una discusién mas rigurosa se
sugiere acudir a textos especializados sobre complejidad computacional y analisis de
algoritmos.
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Ejercicios propuestos

1. Indigue que tipo de funcién es la funcién indicada
a) 2x-4y=16
b) —2x,+4+3x,+5x;—7x, < 34
c) —2x;+3x%+5x3—7x, <34
d) a? +b%*=?

e) fx) =ay+ Z (an cos—+ b, sinﬂ)
n=1 L L

2. Operaciones con vectores y matrices

Para los vectores y matrices siguientes:

s=[-3 2 0 1l t=[0 -2 5 -1l 2 -9
_ |7 _ 13
=11 V=11
3 0
a) Calcule s+t
b) Calcule s-u
c) Calcule s*u
37 - 43 57
—2 5 30 [15 T 45]
3. Calcular matrizinversade lamatrizg= |3 1 8 2| p-1_| L o _77 % |
: -0 1 1 9f - IL“‘) 1 1011 _Zﬁl
1 _1 0 5 ig 4 6250 _6
= o 2 21
4. Resuelva los sistemas de ecuaciones siguientes:
—2x,+3x,+5x;—7x,=0 —2x;+3x,+5x;—7x, =4
3%, —5x,+0x;—1x,=0 3x;—5x,+ 0x;—1x, = -8
9x, + 4x,+2x3+6x, =0 9x, + 4x,+ 2x3+ 6x, = 2
Ox;—x,+9%;—2x,=0 Ox;—x,+9%;—2x,=6

5. Dos vectores son ortogonales si su producto escalar es O para los vectores
siguientes indique si son ortogonales

£ )] i

6. La matriztranspuesta A7de una matriz 4 se obtiene alintercambiar los renglones

y columnas de tal forma que los componentes son A =[a;], AT=[as]. Calcule la
matriz transpuesta e indigue su nueva dimensién de las matrices indicadas:

-1 6 48—1]
2 0 -1

[S2 BN I \C RSN

3 2
9 9
0 1
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Capitulo Il. La geometria de la optimizacién lineal

Objetivo: Comprender los conceptos de conjuntos convexos, poliedra y puntos
extremos para la comprensiéon del funcionamiento de los algoritmos de solucién en
optimizacién lineal.

Avance: Las variables de decisidon se representan en un espacio n-dimensional por lo
gue cada punto refleja una posible solucién al problema de optimizacién lineal. Las
restricciones del modelo matematico definen regiones donde cada punto forma una
soluciéon factible. Los conceptos de poliedra, conjuntos convexos, puntos extremos,
convexidad permiten la comprension de los métodos y algoritmos de optimizaciéon
lineal.

2.1 Variables de decisién y restricciones.
Comencemos con la modelacién y formulacién de un problema de optimizacién lineal
basico. Un modelo es una representacidon abstracta de la realidad, al proceso de
construir el modelo se le denomina modelacién. Un modelo de optimizacién lineal esta
formado por:

a. Variables de decisiéon

b. Funcién objetivo

c. Conjunto de restricciones

La funcién objetivo y el conjunto de restricciones son estrictamente funciones lineales.
Al proceso de construir estas funciones lineales se le denomina formulacién.

Ejemplo.

Considere hipotéticamente un fabricante de pintura que desea saber cuantos litros de
pintura verde y cuantos litros de pintura azul debe elaborar cada semana para obtener
el maximo de ingresos. Cada litro de pintura verde se vende en $45 y cada litro de
pintura azul se vende en $55. Se consideran principalmente dos procesos: mezclado de
las resinas y pigmentos para la pintura y envasado-etiquetado.

Los recursos que tiene son limitados por lo que tiene solo 45 kg de resinas y pigmentos.
45 horas de mano de obra las cuales se dividen en 30 horas para mezcla y 15 horas de
envasado-etiquetado. Fabricar un litro de pintura verde requiere de 0.4 kg de resinas-
pigmentos y un litro de pintura azul requiere de 0.7 kg de resinas-pigmentos.

Cada litro de pintura verde requiere de 0.5 horas para elaborar la mezcla y la pintura
azul requiere de 0.4 horas.

El proceso de embotellado-etiquetado requiere de 0.3 horas para la pintura verde y 0.1
horas para la pintura azul.
Tenemos los supuestos siguientes:

a. Lo que se produce se vende, por lo tanto la venta esta asegurada
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b. Las cantidades requeridas de resina-pigmentos incluyen los desperdicios y se
consideran cantidades fijas, no varian durante el horizonte de planeacién.

c. Sdlo se producen dos productos, pintura verde y pintura azul. Al momento no
hay otros tipos de pintura.

Para construir este modelo de optimizacién lineal comenzamos al identificar lo que se
va a decidir. Principalmente se desean conocer las cantidades de pintura verde y
pintura azul a fabricar. Ya que son articulos diferentes asociamos a cada producto una
variable de decisiéon distinta, por lo tanto sea xi: los litros de pintura verde a fabricar por
semana y xz: son los litros de pintura azul a fabricar por semana. Note que el horizonte
de planeacién es de una semana. Silos productos a fabricar, los materiales o la mano
de obra cambian, entonces sera necesario cambiar el modelo a uno con nuevos valores
actualizados. AUn no sabemos cuantos litros de pintura verde o pintura azul maximizan
el ingreso del fabricante. Se acostumbra dentro de la investigacién de operaciones
utilizar como variables de decisién x con subindices distintos para cada variable.

Para construir la funcién objetivo (FO) se construye una combinacién lineal de las
variables de decisién con el ingreso obtenido de cada una, asi tenemos que el sentido
de la optimizacién es maximizar (max):

FO max z = 45x; + 55x

Ahora checamos que las unidades de la funcidén objetivo sean las correctas:

FO max z = 45($/litro)* (litros de pintura verde) + 55($/litro)* (litros de pintura azul)
FO max z = 45($) de pintura verde + 55($) de pintura azul

Lo cual es correcto ya que se estad sumando ($) ingresos por pintura verde y pintura azul,
no hay discordancia de unidades no estamos sumando $ + litros lo cual seria un error.
La variable z representa el total de ingreso por la pintura elaborada. Solo existen dos
sentidos de optimizacién: maximizar y minimizar (min).

Con las variables de decisién xi, X2 construimos la primera restriccién relacionada a la
cantidad disponible de resina-pigmentos:

0.4 x1+ 0.7x2 =70

Revisamos las unidades

0.4(kg/litro)*(litros de pintura verde) + 0.7(kg/litro)*(litros de pintura azul) < 45 kg de
resina-pigmento disponibles

0.4(kg para elaborar pintura verde) +0.7(kg para elaborar pintura azul) <45 kg de resina-
pigmento disponibles

Del lado izquierdo sumamos kg + kg que debe ser menor a la cantidad disponible de 45
kg para elaborar ambas pinturas.

Respecto a los tiempos para elaborar la pintura para el proceso de mezclado tenemos:

05 x + 0.4 x2 <30
Revisamos las unidades
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0.5(h/litro)*(litros de pintura verde) + 0.4(h/litro)*(litros de pintura azul) < 30 horas
disponibles

0.3(h para elaborar pintura verde) + 0.1(h para elaborar pintura azul) < 30 h

Del lado izquierdo sumamos horas + horas que debe ser menor a la cantidad disponible
de 30 horas para elaborar ambas pinturas.

Para el proceso de envasado y etiquetado tenemos:

03x+0.1Ix2515
Revisamos las unidades
0.3(h/litro)*(litros de pintura verde) + O.1(h/litro)*(litros de pintura azul) < 15 horas

disponibles

0.3(h para elaborar pintura verde) + 0.1(h para elaborar pintura azul) <15 h

Del lado izquierdo sumamos horas + horas que debe ser menor a la cantidad disponible
de 15 horas para elaborar ambas pinturas.

Para terminar ya que el modelo de optimizacién lineal considera nimeros reales para X
Yy X2 adicionalmente restringimos que x1y X2 2 O por lo que el modelo completo queda
como:

FO max z = 45x; + 55 x2
Sujeto a:
0.4 x1 + 0.7x2 £ 45
0.5 x1+ 0.4 x2 < 30
03x+01Ix2=15

X, X220

En este caso tenemos dos variables de decisién x;, x2 por lo que el problema de
optimizacién tiene dimensién n=2y estamos en el plano cartesiano R2. En un caso mas
cercano a larealidad un fabricante de pinturas puede tener mas tipos de pinturas y para
cada una debemos asociar un subindice diferente. También tendremos mayor nimero
de restricciones relacionados con las resinas, pigmentos y otros recursos utilizados por
lo que el nUmero de restricciones también crece. El problema consiste en encontrar

X1 . .. L
valores para el vector x = [x ] que satisfagan todas las restricciones y maximicen z.
2

Es comuUn que en modelos de la vida real tengamos cientos de variables de decisién y
cientos de restricciones, en este caso la dimensién del problema de optimizacién lineal
también crece a R". Donde n es la dimensién de la base generadora de la matriz 4 del
problema de optimizacién.
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2.2 Conjuntos convexos

El modelo de optimizacién lineal basico de la mezcla éptima para produccién de
pintura, la funcién objetivo representa una recta, si la funcidén objetivo se iguala a O

entonces pasa por el origen y carece de interés ya que z valdria O y se desea maximizar
el ingreso.

Las dos restricciones son funciones lineales por lo que también son rectas sin embargo
al ser desigualdades no generan una recta sino una regioén en R2. La regidén esta formada
por todos aquellos valores de x;, x2 que satisfacen la desigualdad y por lo tanto son un
numero infinito de puntos ya sea a un lado de la recta o al otro lado. Al conjunto de
valores de x;, X2 que satisfacen las restricciones, incluyendo x;, X2 2 O se les denomina
soluciones factibles. Note que la restriccion xi, x2 2 O indica valores reales en el primer
cuadrante del plano cartesiano. Entonces el problema de optimizacién queda
establecido como: encontrar los valores de x;, x: factibles que maximicen la funcién
objetivo.

Ejemplo.

Para la primera restriccién del ejemplo de fabricante de pintura tenemos:

0.4 x1+ 0.7x2 < 45

60

40

05 x1+ 0.4 x2 <30

20
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80

60

03x1+01x2=15

40

20

Todas las restricciones

Conjunto.

Un conjunto es una agrupacién de objetos que tienen caracteristicas en comudn, como

ejemplo el conjunto de todos los valores de x;, x> que satisfacen las restricciones forman
el conjunto de soluciones factibles al problema de optimizacién.

Combinacién lineal.

Una combinacién lineal convexa tiene la forma: x =X",y,x;donde X,y, =1y y, =0
para todo valor dei. Aqui x es un nuevo punto calculado a partir de los puntos x;.y; son
valores reales cualesquiera mayores a cero. De acuerdo a esta definicidn si tomamos

. Xq Xq . . ..
dos parejas de valores r = [x ], s= [x ] donde r # s, podemos construir una combinacién
2 2

lineal convexa al asignar valores adecuados de y,,7,. Note que r,s son puntos en R? y
que y; son escalares, valores reales.

Como ejemplo calculamos si r = [;] s= [(1)] y, =0.3,y, = 0.7 la combinaciéon lineal

convexa t es:

t=yr+ ps= 03] +074[]= [25
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Las propiedades de los conjuntos convexos en optimizacién lineal permiten que sir,s
son soluciones factibles al problema entonces t también es una solucién factible.

En R? la funcién objetivo es una familia de rectas, se determina una en particular para
cada valor posible de z. Sea el espacio vectorial E? definido por c;x; + ¢,x, = k el cual es
una linea. En R® Sea c,x; + ¢,x, + c;x3 = k el cual forma un plano. Asien R" tenemos un
conjunto de puntos {x,,x,,...,x,} que satisface c;x; + c,x, + -+ ¢, x, = k donde no todas
las c; son iguales a cero se le denomina hiperplano. De forma matricial se escribe como

el hiperplano H tal que H = {x:cx = k} formado por todos los puntos x tal que cx = k. Si
k=0 entonces el hiperplano pasa por el origen.

La funcién objetivo para el ejemplo del fabricante de pinturas tiene la forma:

En este caso z = 300, para valores mayores la funcidén objetivo se aleja del origen

La definicién anterior permite definir los semiespacios relativos a un hiperplano H. Si
S, = {x: cx < k} entonces nos estamos refiriendo al semiespacio abierto, de igual forma
tenemos a S, = {x: cx > k} en estricta igualdad la definicion corresponde al hiperplano H.
Los semiespacios cerrados permiten la igualdad en la definicién entonces tenemos que
son: S; = {x:cx <k}, S, = Ix:ex = I}

Las restricciones al problema de fabricante de pintura generan los semiespacios
cerrados siguientes, los cuales se muestran sombreados:

0.4 1+ 0.7x2 £ 45
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60

0.5 x1+ 0.4 x2 =30

40

20

80

60

03x+0.1x2=<15

40

20

Un conjunto convexo es un conjunto de puntos que satisface s =« x; + (1-)x,,0 <x< 1,
aqui s,x;,x, son puntos en R" y « es un escalar. Un punto frontera de un conjunto
convexo esta ubicado en los limites del conjunto convexo. Asi un punto interior es un
punto del conjunto convexo gque no se considera un punto frontera. Un conjunto se
considera abierto si incluye solo los puntos interiores. Un conjunto cerrado es aquel
conjunto que incluye los puntos interiores y puntos frontera.

Para el ejemplo del fabricante de pintura los semiespacios cerrados acotados por el
primer cuadrante forman un conjunto convexo. En optimizacién lineal consideramos
conjuntos cerrados ya que es de interés tanto los puntos interiores como los puntos
frontera.

En el ejemplo del fabricante de pintura la interseccién de los semiespacios cerrados
correspondientes a lastres restricciones forman un conjunto convexo. La recta en color
rojo corresponde a la funcién objetivo.

28



Punto extremo r esaquel punto de un conjunto convexo D siy solo si no existen puntos
distintos x;, x» que pertenecen a D, talque r=«xx, + 1-«)x,, 0<x <1, el valor de x
considera la desigualdad estricta. Implica que un punto extremo no puede estar entre
dos puntos pertenecientes a D, por lo que debe ser un punto frontera.

Relativo a conjuntos convexos tenemos:

1. Toda combinacién convexa de puntos de un conjunto convexo, pertenece al

conjunto convexo

La interseccidn de conjuntos convexos también es un conjunto convexo.

3. Elconjunto de todas las combinaciones convexas de un ndmero finito de puntos
{x1,x,,...,x,} €S UN conjunto convexo.

N

2.3 Envolvente y poliedro convexo

La envolvente convexa B de un ndmero finito de puntos {x,,x,, ..., x,} es el conjunto de
todas las combinaciones convexas, es el conjunto: B= {x:x =X", x;x;} donde
xmoo=1, «;> 0 para todo valor «;.

Un poliedro convexo estd formado con la envolvente convexa generado por un nimero
finito de puntos. Los poliedros convexos pueden ser cerrados y no acotados

En el ejemplo del fabricante de pintura se muestra el punto E que es un punto interior,
los puntos A, B, Cy D son puntos extremos y a su vez puntos frontera. Todos estos

puntos son factibles ya que pertenecen a la interseccién de los semiespacios cerrados
formados por las restricciones, tal y como se muestra en la figura siguiente:
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100

2.4 Rayos, semirrectas y direcciones

Si un conjunto convexo es no acotado entonces contiene al menos un rayo. Un rayo ¢
e que pertenece a R" esun conjunto D de puntos x tales que D = {x:x =x e},x>0. Six
pertenece a R" es y forma el conjunto B= {x:x = x+ x e},x> 0 entonces B es una

semirrecta que pasa por x y es paralela al rayo generado por e. Al vector e se le conoce
como la direccién del rayo y la semirrecta.

Un conjunto de puntos en R" forma un cono six estden elcono ytambiény=xx,x>0
también estd en el cono. Un cono (C, se genera por un conjunto de puntos A si C =
{y:y=x x}, para todo «> 0y para cada x que pertenece a 4. Como ejemplo tomamos
los valores de los coeficientes de lasrestricciones del problema del fabricante de pintura
y los graficamos como vectores, tal y como se muestra en la figura siguiente:

0.8

B=(0.4,0.7)

06

E =(0.5,0.4)
0.4

0.2
D =(0.3,0.1)
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El vector V1 corresponde a los coeficientes (0.4, 0.7) de la primera restriccién, el vector v2
corresponde a los coeficientes (0.5, 0.4) de la segunda restricciéon y finalmente v3
corresponde a los coeficientes de la tercera restricciéon (0.3, 0.1)

Teorema. Considere un poliedro convexo no acotado y no vacio P. El conjunto de
puntos extremos {x,,x,,..,x,} €s no vacio y finito. El conjunto de direcciones extremas
{d,,d,,..,d,} tampoco es vacio y es finito. Un punto x pertenece al poliedro P siy solo si
puede ser representado como una combinacién de los puntos extremos y una
combinacién lineal no negativa de sus direcciones extremas. x=
XLy o xp+ Xy vidis Xk =15 a;,y; 2 0

Sea P el poliedro convexo generado por el conjunto de puntos {x,,x,,..,x,} entonces

tenemos:
m
P =[x:x =Z ; xi}

i=1

Donde X",a;=1; Yy a; >0 entonces el cono convexo poliédrico generado por P es el
siguiente:

C = {y:y = ax} donde x pertenece a P paratodoa =0
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Ejercicios propuestos

1.

Presente graficamente los semiespacios dados por:
a) A={(,Xx):x1+x2=57}

b) B= {(x,x2):x<9}

c) C={(xn,X):x2=7}

d) D={(X,X2):x20}

e) E={(x,%):%x220}

f) F={(xyx2):2x-3x220}
g) G{(xy,x2):2x-3x220}
h) F={(x,X2):2x-3x2<0}
i) GC={(x5,x2):2x1-3x2>0}

De acuerdo con el ejercicio anterior mencione cudles son conjuntos abiertos y
cudles son conjuntos cerrados

Explique con sus propias palabras el concepto de punto extremo

Explique con sus propias palabras el concepto de punto interior

Encuentre todos los puntos extremos del siguiente poliedro convexo
P={(x,X2): x1+X227, X129, %<7,x20,Xx220}

De acuerdo al ejercicio anterior identifique un punto interior
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Capitulo Ill. Modelacién y formulacién

Objetivo: Construir modelos de optimizacién lineal para apoyar el proceso de toma de
decisiones y disefio de cursos de accidén en las empresas del entorno.

Avance: La modelacién es el proceso de abstraccion donde se obtienen los elementos
esenciales del proceso de toma de decisiones y es el primer paso para construir un
modelo cuantitativo, hace especial énfasis en los aspectos cuantitativos de la realidad.
La formulaciéon permite asignar variables y las relaciones entre las variables para
desarrollar restricciones y lafuncién objetivo. La construcciéon de modelos matematicos
es todo un arte y una ciencia. Con frecuencia la construccién de un modelo matematico
para un entorno en particular es ya en si una aportacién a la ciencia y un producto de
investigacién muy valioso.

3.1 Modelacién y formulacién

Construir un modelo de programacioén lineal se considera un arte y una ciencia, requiere
de un proceso de abstraccion que considera en primer lugar el problema real.
Identificar a partir de la situacién real los elementos relevantes que permitirdn la
modelacién y formulacién exitosa de un modelo matematico.

El proceso de modelacién se considera pasar de los elementos relevantes de una
realidad a un modelo matematico. La formulacién forma parte de la modelacién ya que
permite utilizar los elementos relevantes de la realidad para plantear variables de
decisiéon, funcién objetivo y restricciones. El proceso de solucién del modelo es
posterior a los procesos de modelaciéon y formulacién; incluye la aplicacién de un
algoritmo que permitira identificar la mejor solucién, la solucién éptima o declarar que
el problema no tiene solucién.

Un modelo es una representacién parcial y abstracta de un entorno real. Los modelos
se pueden dividir en modelos simbdlicos y modelos fisicos. Una maqueta de una casa
es un modelo fisico, un mapa es un modelo simbdlico. En optimizacién lineal se trabaja
con modelos simbdlicos, abstractos ya que incluyen variables de decisiéon, funcién
objetivo, restricciones, ecuaciones y desigualdades. La jerarquia de la situacién real
prevalece sobre el modelo matematico y el algoritmo de solucién.

A partir de la situacién real es necesario identificar los actores siguientes:

a) Al analista o consultor de optimizacioén.
b) La persona o equipo gerencial quienes toman las decisiones.
c) Las personas que operan el sistema y tienen la informacién relevante.
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Una vez identificados los actores anteriores por lo general quienes toman las decisiones
y pagan la consultoria son el cuerpo gerencial de la empresa o institucién a su vez
contratan al analista o consultor de optimizacién quien es ajeno a la empresa. La
informacién detallada para el proceso de consultoria pertenece a quienes “operan” el
sistema.

El analista o consultor de optimizacién tiene los conocimientos y la formacién en
optimizacién, es un especialista en investigacién de operaciones también llamada
programacién matematica, domina los procesos de modelacién y formulacién tanto
deterministica como probabilistica, asi como algoritmos para resolver los modelos
matematicos. Su formacidén incluye conocimientos sobre estadistica y probabilidad,
optimizacién lineal y entera, simulacién y lineas de espera; teoria de inventarios,
sistemas de produccién y sistemas logisticos, programacién dindmica entre otras.

El equipo gerencial son el grupo de personas que toman las decisiones en la empresa o
institucién, son conocedores de la programacién matematica y es deseable que
conozcan el alcance de un proceso de consultoria en optimizacién. Tienen una visién
Ymacro” del entorno a resolver y en algunas ocasiones también tienen una visién
detallada. Su obligacién es alinear las acciones y procesos del entorno o departamento
donde se origina el problema con la misidén y visién de la empresa. Tienen una visién
global.

Las personas que operan el sistema lo conocen a detalle y tienen informacién
actualizada, al dia del entorno problematico sobre el cual deben tomarse las decisiones.
Con frecuencia tienen una visién localizada en su departamento y a sus decisiones.

La optimizacién lineal es una herramienta poderosa que permitird construir un modelo
de apoyo a la toma de decisiones en los tres niveles de planeacién dentro de una
empresa o institucion. Planeacién estratégica, planeacién tactica y planeaciéon
operativa. La planeacién estratégica corresponde ala planeacién alargo plazode 3a5
afos o mas. La planeacién tactica tiene un horizonte de planeacién mas corto, de2a 3
anos. La planeaciéon operativa tiene un horizonte de planeacién inmediato y hasta los
2 anos.

El proceso de consultoria en optimizacidon tiene las fases siguientes:

N =

Establecer el problema y objetivos a resolver.

Establecer los limites en tiempo, departamentos de la empresa a considerar,
personal, recursos y alcance del proyecto

3. Modelacién y formulacién del problema de optimizacién a resolver

4. Solucién del modelo matematico

5. Interpretar la solucién del modelo matematico al entorno real

6. Resolver el problema real
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Es recomendable seguir los principios de consultoria y administracién de proyectos. El
definir mediante una serie de reuniones mensuales con los tres actores del proceso,
problema a resolver, alcance del proceso de consultoria, objetivos a alcanzar, establecer
orden del dia, compromisos, seguimiento de acuerdos, fechas de entregables, fechas de
pago, autorizacidén de presupuestos y autorizacién de pagos. Un proceso de consultoria
con este enfoque llevard por lo menos 3 meses. Donde cada actor del proceso de
decisién tiene sus aportaciones y obligaciones.

Arreola (2003) presenta los principios generales de la modelacién.

No se debe elaborar un modelo complicado cuando uno simple es suficiente
El problema no debe ajustarse al modelo o método de solucién

La fase deductiva de la modelacién debe realizarse rigurosamente

Los modelos deben validarse antes de su implantaciéon

Nunca debe pensarse que el modelo es el sistema real

Un modelo nunca debe criticarse por algo para lo que no fue hecho

No venda un modelo como la perfeccién maxima

Uno de los primeros beneficios de la modelacién reside en el desarrollo del
modelo

9. Un modelo es tan bueno o tan malo como la informacién con la que se trabaja
10. Los modelos no pueden reemplazar al tomador de decisiones

®NOUA NN

El proceso de construir un modelo es un proceso iterativo y en realidad no termina, en
cada reunién con los participantes del proyecto de optimizacién se aporta informacién
nueva. Las primeras reuniones permitirdn definir con claridad el problema y establecer
el objetivo a perseguir, es recomendable elaborar minutas de estas reuniones que
soporten los acuerdos y compromisos.

Es bastante frecuente que el equipo que toma las decisiones contemple como
problema un problema grande y complejo que puede descomponerse en partes mas
pequefias. Aunqgue las diferentes técnicas de optimizacion permiten modelar
elementos distintos de una realidad compleja en realidad cada técnica atiende a un
problema mas pequeno.

El consultor o analista de optimizacién debe ser muy claro en los alcances de las
diferentes técnicas de optimizacién y sus algoritmos correspondientes con el mismo
enfoque debe guiar al equipo tomador de decisiones en el alcance de cada técnica lo
que es posible realizar y lo que no es posible realizar.

Construir un modelo de optimizacién se considera un proceso evolutivo, una espiral
ascendente que no termina. Corresponde al consultor definiren qué momento se tiene
un modelo adecuado para la problematica y objetivos ya planteados que permitan
satisfacer al tomador de decisiones.
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Las propiedades de un modelo de optimizaciéon lineal son las siguientes:

1. Es un modelo deterministico, no se consideran variables aleatorias dentro del
modelo y se considera que todos los pardmetros son conocidos.

2. Divisibilidad, permite que las variables de decisién tomen valores continuos, no
discretos.

3. Condicién de no negatividad, las variables de decisién no pueden tomar valores
negativos.

4. Proporcionalidad. Los valores de las variables de decisién afectan o modifican
proporcionalmente a las restricciones y funcién objetivo.

5. Aditividad. Permite que los valores de cada variable de decisién sumen al
consumo de recursos de las restricciones o al incremento(decremento) de la
funcién objetivo.

Los parametros se identifican con frecuencia con la disponibilidad de recursos, la
disponibilidad de materia prima, mano de obra, horas maquina; los precios de compra
o venta del producto; los rendimientos de material o maquinaria utilizada para Ia
produccién, por lo general estos pardmetros se consideran conocidos y no se requiere
tomar decisiones. Cambian con el entorno econédmico que condiciona el proceso de
decisién, cambian con el avance de la tecnologia en materiales, procesos y maquinaria.

Las variables de decisidon seidentifican facilmente al establecer el problema y el objetivo
a alcanzar. En programacién matematica se tienen basicamente dos sentidos de
optimizacién: minimizary maximizar. Se minimiza el costo, el consumo de recursos, el
tiempo. Se maximiza el ingreso, la utilidad, la utilizacién del recurso.

Al tomar valores distintos las variables de decisién tenemos soluciones distintas que
proporcionan consumo de recursos distintos y también valores distintos de la funcién
objetivo. Al encontrar la solucién éptima al problema por medio del algoritmo
adecuado, la solucidén que minimiza o maximizala funcién objetivo setiene una solucién
al modelo matematico y corresponde interpretarla e implementarla en el entorno real
para resolver el problema propuesto.

El conjunto de restricciones generalmente corresponde a los recursos restringidos del
entorno de decisién. Una restricciébn para cada recurso. Por lo general se modela el
tiempo disponible, la materia prima, la mano de obra o recurso financiero disponible.
En modelos mas abstractos se incluyen condiciones |légicas del proceso de decisién. Si
el recurso es abundante entonces no se incluye como restriccién.

3.2 Primeros modelos de optimizacién lineal

El problema de la dieta

Este problema fue uno de los primeros problemas planteados sobre optimizacién. Fue
George Joseph Stigler en la década de 1930 quien plantea el problema de disefio de una
dieta 6ptima de costo minimo para el ejército americano al satisfacer los requerimientos
diarios de varios nutrientes a partir de un conjunto de alimentos.
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En optimizacién al enunciado anterior se le denomina problema. Un escenario
especifico se muestra en la tabla siguiente y se le denomina instancia del problema.

La informacién relevante se muestra en la tabla y ya se ha aplicado un proceso de
abstraccion al elegir de un conjunto de alimentos posibles solo a 3: leche, legumbres y
naranjas. Del total de posibles nutrientes también se han elegido 4: Niacina, Tiamima,
Vitamina C y Fibra. Los requerimientos diarios indicados son por persona. Naturalmente
pueden ser muchos mas los alimentos y los nutrientes lo que hace al modelo planteado
mas cercano a la realidad para fines de exposicion se proporciona un modelo
simplificado.

Leche Legumbre Naranjas Requerimientos
(Litro) (1 porcién) (Pieza) Nutricionales
Niacina (mg) 3.2 4.9 0.8 13
Tiamina (mg) 112 13 0.19 15
Vitamina C (mg) 32 0 93 45
Fibra (gramos) 0 15 2.4 24
Costo $ pesos $20 $12 $15

Las variables de decisién en programacién matematica se acostumbra usar la letra x
con subindices, cada subindice en este caso corresponde a cada alimento. Pueden
usarse otras letras como variables e inclusive usar variables neménicas.

Variables de decisién:

Xi Litros de leche a consumir
Xz Porciones de legumbres a consumir
Xs: Naranjas a consumir

La funcién objetivo en este caso es minimizar el costo.
Minimizar 20x; + 12x; + 15x3

Las restricciones se modelan a fin de cumplir con los requerimientos minimos de los
nutrientes indicados en la tabla.

Para la niacina
3.2X1 + 49%x; +0.8 x3 = 13

Para la tiamina
1.12X%; + 1.3x2 +0.19 x5 = 15
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Para la vitamina c
32X; + Ox2 + 93x3 = 45

Para la fibra
OX; + 15X, + 2.4X3 = 24

Finalmente se establecen las condiciones de no negatividad
Xi, X2, X320

El modelo de optimizacién lineal es el siguiente:
Variables de decision:

Xu Litros de leche a consumir
Xa: Porciones de legumbres a consumir
Xzt Naranjas a consumir

Minimizar 20x; + 12x2 + 15x3
Sujeto a:

3.2X1+ 4.9%x; +0.8 x3 213
112X + 1.3x2 +0.19 xz =2 15
32X1 + Ox2 + 93x3 = 45

OXy +15x2 + 2.4x3 =2 24

Xy, X2, X320

33 Aplicaciones financieras de la optimizacién lineal

Una de las funciones de la gerencia de finanzas es maximizar el rendimiento de capital
de la empresa al minimo riesgo, los ejemplos siguientes apoyan el proceso de toma de
decisiones.

El problema de asignacién de capital
Se cuenta con $ 5.7 millones de pesos a invertir durante un afo. Las opciones de

inversién se muestran en la tabla siguiente, para el caso de empresas o corporativos se
contempla la compra de acciones en la bolsa mexicana de valores. Naturalmente las
opciones son muchas mas sin embargo a modo de ejemplo tenemos:
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Opciones de inversién

Tasa de rendimiento esperado anual

Minera Risco 6.4
Aerovias de México 59
Grupo Rotoplas (Construccién) 52
Consorcio ARA (Construccién) 5.6
Ameérica Mévil (Comunicaciones) 6
Empresas Cablevision 5.7
(Comunicaciones)

Proyecto interno de mercadotecnia 6.8
CETES 6.2

El consejo de administraciéon ha establecido las politicas para la estrategia de inversién

y son las siguientes:

a)
b)
c)

d)

El objetivo es maximizar el rendimiento total al final del afo.
de optimizacién lineal permitird a la gerencia de finanzas asignar la cantidad de capital

No se debe invertir mas del 15% del capital a una opcién en particular debido a la

volatilidad financiera internacional

La inversiéon en CETES debe ser al menos el 10 % del capital ya que es una

inversién segura

Lo invertido en las empresas de comunicacién debe ser al menos la inversién en

empresas de la construccién

La inversion en el proyecto interno no puede ser mayor al 10% del total de capital

a cada una de las opciones.

Variables de decisién:

X

Monto de
Monto de
Monto de
Monto de
Monto de
Monto de
Monto de

Monto de

inversion
inversion
inversion
inversion
inversion
inversion
inversion

inversién

en

en

en

en

en

en

en

en

acciones de Minera Risco

acciones de Aerovias de México

acciones de Grupo Rotoplas

acciones de Consorcio ARA

acciones de América Movil

acciones de Empresas Cablevisiéon

el proyecto interno de mercadotecnia

CETES
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La funcién objetivo es maximizar el rendimiento anual:

Maximizar 0.064 x; + 0.059 x> + 0.052 x3 + 0.056 x4 + 0.06 x5 + 0.07 x¢ + 0.068 x7 + 0.062 Xxg
La primera politica “No se debe invertir mas del 15% del capital a una opcién en particular
debido a la volatilidad financiera internacional” se puede modelar con un conjunto de
restricciones ya que debe establecerse para cada tipo de inversion:

X
! < 0.15

X+ x,+ x5+ %, + x5+ x5+ x,+ x4
X2

< 0.15
Xi+x,+x3+x,+ x5+ x5+ x,+xg

X3

< 0.15
Xi+x,+x3+x,+ x5+ x5+ x;,+xg

X4

< 0.15
X1+ x,+x3+x,+ x5+ x5+ x;,+xg

X
5 <0.15
x1+x2+x3+x4+x5+x6+x7+x8
X
S <0.15
x1+x2+x3+x4+x5+x6+x7+x8
X
Z < 0.15
x1+x2+x3+x4+x5+x6+x7+x8
X
2 < 0.15

X+ X, +Xg+ X, 4+ Xs+ X+ X, +Xg

La segunda politica “La inversién en CETES debe ser al menos el 10 % del capital ya que

es una inversidén segura” se establece a continuacioén:
Xg

= 0.1
X1+ X, +x3+x,+ x5+ x5+ x,+ xg

La tercera politica “Lo invertido en las empresas de comunicacién debe ser al menos la
inversién en empresas de la construccién” es como sigue:

X3 + X4 2 X5 + Xg

La cuarta politica “La inversién en el proyecto interno no puede ser mayor al 10% del
total de capital” se establece a continuacién:

X7

<01
Xitx,+x3+x,+ x5+ x5+ x,+ xg

Naturalmente las inversiones a realizar no pueden ser mayores al capital disponible:

X1+ X2+ X3+ X4+ Xs + X6 + X7+ Xg < 5'700,000
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Finalmente las variables de decisién no pueden tomar valores negativos. A esta
condicién se le denomina “no negatividad”. La inversién de cantidades negativas en
este entorno no tiene sentido.

X1, X2, X3, X4, X5, X6, X7, Xg = O

Seleccién de un portafolio de inversién

Este problema es muy similar al problema de asignacién de capital expuesto
anteriormente. Se incorpora al proceso de decisién la informacién relacionada con el
riesgo de cada inversién a realizar.

El riesgo de una inversidon puede medirse de diferentes formas y con frecuencia se
incorpora la probabilidad, la distribucién normal y la desviacién estandar. En este
ejemplo se usa la desviacién estandar calculada a partir del porcentaje de rendimiento
histérico para cada opcién, a mayor desviacién estandar mayor riesgo.

Como analista de optimizacién se le ha pedido construir un modelo de optimizacién
lineal que permita disefar un portafolio de inversién de minimo riesgo. Se cuenta con
un capital de $ 3.3 millones de pesos y se considera un horizonte de inversién a un afio.
Las opciones de inversidon se muestran en la tabla siguiente:

Opciones de inversiéon Tasa de rendimiento esperado | Desviacién estandardela
anual tasa de rendimiento
esperada

Minera Risco 6.4 1.2
Aerovias de México 59 1.5
Grupo Rotoplas (Construccién) 5.2 2.1
Consorcio ARA (Construccién) 5.6 1.9
América Mévil (Comunicaciones) 6 0.9
Empresas Cablevision 5.7 1.1
(Comunicaciones)

Proyectointerno de mercadotecnia 6.8 0.9
CETES 6.2 0.5

Las politicas establecidas por el consejo de administracién son:

a) No sedebe invertir mas del 15% del capital a una opcién en particular debido a la
volatilidad financiera internacional

b) La inversion en CETES debe ser al menos el 10 % del capital ya que es una
inversiéon segura

c) Loinvertido en las empresas de comunicacién debe ser al menos la inversién en
empresas de la construcciéon
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d) Lainversidon en el proyecto interno no puede ser mayor al 10% del total de capital

La funcién objetivo es minimizar el riesgo, bajo este enfoque se busca minimizar la
“volatilidad total” donde la volatilidad estd expresada al usar la desviacién estandar. A
menor volatilidad menor riesgo:

Minimizar12 x;+15x2 + 21 X3 + 19 X4+ 0.9 X5 + 1.1 Xg + 0.9 X7 + 0.5 Xs

Las variables de decisién son las mismas:

Variables de decisién:

Xi Monto de inversién en acciones de Minera Risco

Xaz: Monto de inversién en acciones de Aerovias de México

Xs: Monto de inversién en acciones de Grupo Rotoplas

Xa: Monto de inversién en acciones de Consorcio ARA

Xs: Monto de inversién en acciones de América Mévil

Xe: Monto de inversién en acciones de Empresas Cablevisiéon
X7: Monto de inversién en el proyecto interno de mercadotecnia
Xe: Monto de inversién en CETES

La primera politica “No se debe invertir mas del 15% del capital a una opcién en particular
debido a la volatilidad financiera internacional” se puede modelar con un conjunto de
restricciones ya que debe establecerse para cada tipo de inversion:

X
L < 0.15

X1+ X+ x3+x,+ x5+ x5+ x,+xg

X2

< 0.15
X1+ x,+x3+x,+ x5+ x5+ x;,+xg

X3

<0.15
X+ x,+x3+x,+ x5+ x5+ x,+xg

X4

<0.15
X+ x,+x3+x,+ x5+ x5+ x,+xg

Xs

<0.15
X+ x,+x3+x,+ x5+ x5+ x,+xg

X6

< 0.15
X+ x,+x3+x,+ x5+ x5+ x,+xg

X7

<0.15
X1+ X+ X3+ X+ x5+ x5+ X, +Xg

Xg

<0.15
X1+ X+ X3+ X+ x5+ x5+ X, +Xg
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La segunda politica “La inversién en CETES debe ser al menos el 10 % del capital ya que

es una inversidon segura” se establece a continuacién:

Xg
> 0.1
X1+ x,+x3+x,+ x5+ x5+ Xx,+ X4

La tercera politica “Lo invertido en las empresas de comunicacién debe ser al menos la
inversién en empresas de la construccién” es como sigue:

Xz + X4 2 X5 + X6

La cuarta politica “La inversién en el proyecto interno no puede ser mayor al 10% del

total de capital” se establece a continuacioén:
X7

<01
Xyt x,+x3+x,+ x5+ x5+ x,+ xg

Naturalmente las inversiones a realizar no pueden ser mayores al capital disponible

X1+ X2+ X3+ X4+ X5 + Xg + X7 + Xg < 6'300,000

Finalmente las variables de decisién no pueden tomar valores negativos. A esta
condicion se le denomina “no negatividad”. La inversién de cantidades negativas en
este entorno no tiene sentido.

X1, X2, X3, X4, Xs, X6, X7, X8 >0

3.4 Aplicaciones en sistemas de manufactura

El problema de la mezcla de produccién

En este problema la empresa fabrica chamarras para dama en un horizonte de
planeacién definido por ejemplo un mes. Cada producto consume diversos recursos
tales como horas-maquina, horas-hombre y materia prima. Asu vez cada producto tiene
un precio de venta al publico.

Los datos para este problema se muestran en la tabla siguiente:
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Producto Precio de | Costo de | Horas- Horas- Consumo de
venta por | produccién por | maquina hombre materia prima
unidad unidad necesarias necesarias necesaria para

para cada | para cada | cada unidad
unidad de | unidad de | de producto
producto producto

Modelo 100 $ 450 $ 210 4 horas 7 horas 2.5Kg

Modelo 110 $ 470 $180 5horas 6 horas 2.7 Kg

Modelo 120 $ 530 $ 310 6 horas 5horas 1.8 Kg

Modelo 130 $ 650 $ 270 7 horas 4 horas 6.5 Kg

Disponibilidad 5000 horas 4900 horas 6000 kg
mensual

Los datos de la tabla anterior se denominan pardmetros y son fijos para este mes. Para
el mes siguiente corresponde revisar ya que pueden cambiar.

Las politicas establecidas para elaborar la mezcla de produccién son:

a) Lacantidad a producir del modelo 110 debe ser igual a la cantidad a producir del
modelo 120

b) Se debe producir mayor cantidad del modelo 130 que del modelo 100 ya que es
el producto de “moda”.

Las variables de decisién para este modelo son las siguientes, se acostumbra en
programacién matematica utilizar x con un subindice para diferenciar entre las
variables.

Xio0: Unidades a producir del modelo 100 para el mes siguiente
Xno: Unidades a producir del modelo 110 para el mes siguiente
X200 Unidades a producir del modelo 120 para el mes siguiente
Xiz0: Unidades a producir del modelo 130 para el mes siguiente

La funcién objetivo ya que se tienen datos del precio de venta y el costo de produccién
es maximizar la utilidad. Utilidad por unidad vendida = precio de venta - costo de
produccién.

Maximizar (450-210) X100 + (470-180)xno + (530-310)x120 + (650-270)x1z0

La primera politica para la mezcla de produccién “La cantidad a producir del modelo 110
debe ser igual a la cantidad a producir del modelo 120 " se modela asi
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Xno = X120

La segunda politica “Se debe producir mayor cantidad del modelo 130 que del modelo
100" se modela con:
X130 > X100

Respecto a las horas -maquina disponibles tenemos:

4, + 5X2 + 6X3 + 7X4 < 5000

Respecto a las horas-hombre disponibles tenemos:

7X1 + 6X2 + 5X3 + 4X4 < 4900

La cantidad de materia prima disponible establece la restriccién siguiente:
2.5x; + 2.7x2 + 1.8x3 + 6.5x4 < 6000

Finalmente se establece las condiciones de no negatividad para las variables de
decision.
X1, X2, X3, X4, X5, X6, X7, X8 2 0

El problema de programacién de la produccién

Este tipo de problemas considera varios productos, su demanda, los niveles de
inventario, un horizonte de planeacién

La empresa motores eléctricos XYZ fabrica 3 motores, modelo TGB, WSX y UJM que se
usan en electrodomésticos como licuadoras, lavadoras y aspiradoras. Las érdenes de
compra para los préximos 3 meses son:

Motor Unidades pedidas
Enero Febrero Marzo
TGB 35,000 15,000 25,000
WSX 12,000 10,000 13,000
UM 5,000 5,000 5,000

Las capacidades de las instalaciones se indican en la tabla siguiente:
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Mes Horas-Maquina Horas-hombre Capacidad en el
disponibles disponibles almacén m?
Enero 900 1200 300
Febrero 800 1100 350
Marzo 1000 1200 250
Los requerimientos necesarios para producir cada motor se indican en la tabla
siguiente:
Mes Horas-Maquina Horas-hombre Espacio requerido en
necesarias por unidad | necesarias por unidad | el almacén en metros
cuadrados
TGB 0.15 0.06 0.30
WSX 0.18 0.07 0.35
UM 0.21 0.08 0.40

Los costos de producciéon son de $3200, $2700 y $3300 para los motores TGB, WSX y
UJM respectivamente. Los costos de mantener el inventario por cada motor de un mes
al siguiente se estiman en un 8% del costo de produccién.

Los niveles de inventario actuales para cada motor son 900, 800 y 700 unidades para los
motores TGB, WSX y UJM respectivamente. El costo por hora-hombre contratada
adicional es de $1100 y el costo por hora-hombre no utilizada es de $1000.

Las variables de decisién para este modelo son las siguientes; xj: son las unidades a
producir del motor i en el mes j. lj: son las unidades en inventario del motor i al final del
mes j. AHj: Son las horas-hombre en aumento utilizadas en el mes j. DHj: Son las horas-
hombre en disminucién utilizadas en el mes j.

Subindice i Subindice j
i=1, motor TGB j=1, mes de enero
i=2, motor WSX j=2, mes de febrero
i=3, motor UJM j=3, mes de marzo

Por ejemplo: X3 es la cantidad de motores WSX a producir en el mes de marzo, |1 es el
nivel de inventario del motor TGB al final del mes de enero, AH, son las horas hombre a
incrementar para el mes de febrero y DHz son las horas hombre a reducir en el mes de
marzo.
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Funcién objetivo. Este modelo contempla minimizar el costo total de la programacién
de la produccién que esta integrado por el costo de produccién, el costo de inventario
y el costo en el aumento o disminucién de la mano de obra.

Minimizar

3200(xn + X2 + X13) + 2700(X21 + X22 + X23) + 3300(Xz1 + X32 + X33)

+ 3200(0.08)(In + hz2 + hz) + 2700(0.08) (lz1 + l22 + I23) + 3300(0.08) (I1 + 32 + I33)
+1100( AH; + AHz + AH3z) + 1000 (DH: + DH2 + DH3)

Restricciones para las horas-maquina:

0.15xn + 0.18x21 + 0.21xz1 < 900, mes de enero
0.15x;2 + 0.18x22 + 0.21x32 < 800, mes de febrero
0.15x;3 + 0.18x23 + 0.21x33 < 1000, mes de marzo

Restricciones para las horas-hombre:

0.06xn + 0.07x21 + 0.08xz1 < 1200, mes de enero
0.06x12 + 0.07x22 + 0.08x32 < 1100, mes de febrero
0.06x13 + 0.07x23 + 0.08x33 < 1200, mes de marzo

Restricciones de capacidad en el almacén:

0.30(xn + In)* 0.35(x21 + Iz1) + 0.40(xz1 + Iz1) < 300, mes de enero
0.30(x12 + h2) + 0.35(X22 + I22) + 0.40(x32 + I32) < 350, mes de febrero
0.30(x13 + hiz) + 0.35(X23 + l23) + 0.40(x33 + I33) < 400, mes de marzo

La produccién y el inventario requieren de estar ligadas por medio de ecuaciones de
balance de inventario, “Inventario inicial + produccién - inventario final = demanda”

900 + xy1 — In = 35000, para el mes de enero, motor TGB
In + X2 — l2 = 15000, para el mes de febrero, motor TGB
hs + x13 — hz = 25000, para el mes de marzo, motor TGB

800 + X21— |21 = 12000, para el mes de enero, motor WSX
I21 + X22 — l22 = 10000, para el mes de febrero, motor WSX

Iz + X23 — I3 = 13000, para el mes de marzo, motor WSX
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700 + Xz — Iz1 = 5000, para el mes de enero, motor UJM
Iz1 + X32 — 132 = 5000, para el mes de febrero, motor UJM

Isz + X33 — I33 = 5000, para el mes de marzo, motor UJM

Las fluctuaciones de mano de obra se modelan por mes de la forma siguiente:
0.06xn1 + 0.07x21 + 0.08x3 — 1200 = AH; — DH,, para el mes de enero.

0.06x12 + 0.07x22 + 0.08xz> — 1100 = AH, — DHy, para el mes de febrero.

0.06x13 + 0.07x23 + 0.08x33 — 1200 = AH, — DH>, para el mes de marzo.

Finalmente no se permiten valores negativos en las variables de decisién.
Xn, X12, X13, X21, X22, X23, X31, X32, X33 = O

In, h2, hz, 121, 122, 123, I3y, 132, 133 2 O

AH,, AHz, AH3, DH;, DH2, DH3 = 0

Como puede apreciar el lector si se desea construir un modelo que contemple dos afios
de horizonte de planeacién y 37 modelos de motor distintos el modelo anterior crece en
el nidmero de variables de decisién y restricciones. Para construir un modelo “grande”
editar el modelo tal y como se ha hecho hasta el momento puede ser muy tedioso y
facilita la inclusién de errores en los subindices, variables y pardmetros.

Para facilitar el modelaje de instancias “grandes” se hace uso de software especializado
gue permite construir el modelo de forma algebraica. En este entorno los datos y
parametros se declaran en tablas asi como los conjuntos de subindices y conjuntos de
restricciones. Software como GAMS permiten construir modelos *“grandes”
permitiendo reducir el margen de error.

Este software “modelador” con frecuencia estd ligado al software optimizador que
contiene el algoritmo que permitird encontrar la solucién éptima si existe o declara que
el problema no tiene solucién, principalmente debido a errores en el modelaje. Cabe
mencionar que si el modelo estd bien construido, verificado y validado entonces la
solucién actual real es una solucién el modelo matematico construido. La dupla
software-modelador y software-optimizador por lo general vienen juntos. En los Gltimos
anos el software-optimizador de mayor éxito es CPLEX.

La dupla GAMS-CPLEX es bastante comun y se trata de software especializado que
requiere de ciencia, arte y habilidades de programacién siendo este contexto un
ejemplo de la interseccion del cuerpo del saber de la ingenieria industrial y la ingenieria
en sistemas computacionales.
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35 Aplicaciones en sistemas de transporte y logisticos
El problema de transporte

Este problema es uno de los mas antiguos reportados en la literatura. Requiere de
conceptos basicos de redes. Una red se puede definircomo un conjunto de nodos y un
conjunto de arcos. Los nodos representan ciudades que pueden considerarse nodos
origen, nodos de transbordo y nodos destino. Los arcos representan carreteras o vias
de comunicacién que conectan los nodos de la red. La representacién en red se
muestra en la figura siguiente.

Nodos Nodos
Origen Destino

El problema de transporte consiste en transportar producto terminado de los nodos
origen a nodos destino. Se considera un solo producto, varias fabricas que abastecen a
distintos mercados. Se conoce el costo de transporte por cada unidad de producto
terminado y el objetivo es satisfacer la demanda de cada mercado sin sobrepasar las
capacidades de las plantas a un costo minimo.

El horizonte de planeacién puede ser semanal o mensual. Una instancia al problema
de transporte se muestra en la tabla siguiente:

Costode transporte unitariode la planta a la ciudad de consumo
Guadalajara Morelia Puebla Toluca Capacidad de
la planta al

mes

Planta Lerma $32 $27 $40 $6 120

Planta $15 $25 $52 $47 160

Chapala

Planta Orizaba $43 $36 $12 $38 170

Demanda 160 100 80 100

mensual
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Las plantas se consideran nodos origen y las ciudades son nodos destino.

Variable de decisién: Esta vez es necesario usar dos subindices, el subindice i se refiere
a las plantas o nodos origen y el subindice j se refiere a las ciudades o nodos destino. X
Cantidad a enviar de la planta origen i a la ciudad destino j.

Nodos origen Nodos destino

i=1, planta Lerma j=1, Guadalajara
i=2, planta Chapala j=2, Morelia
i=3, planta Orizaba j=3, Puebla
j=4, Toluca

Por ejemplo x23 es la cantidad a enviar de la planta Chapala a la ciudad de Puebla.

La funcién objetivo es minimizar el costo total de transporte:
Minimizar 32xn + 27Xz + 40Xz + 6X14 + 15X21 + 25X22 + 52X03 + 47X24 + 43Xz + 36X32 + 12X33
+ 38Xz4

Tenemos dos conjuntos de restricciones, el primer conjunto es para las plantas ya que
la cantidad a enviar desde cada planta no puede ser mayor que su capacidad
Planta Lerma

Xn + X2 + X3 + X4 < 120

Para la planta Chapala tenemos:
X21 + X22 + X23 + X24 < 160

Para la planta Orizaba tenemos:
X31 + X32 + X33 + X34 < 170

El segundo conjunto es para las ciudades destino y los envios recibidos deben abastecer
la demanda
Guadalajara

Xn + Xa1 + X512 160

Morelia

Xi2 + X22 + X32 2 100
Puebla

X1z + X23 + X33 2 80

Toluca

X14 + X24 *+ X34 = 100
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Finalmente no se permiten envios con valores negativos.
X1, X12, X13, Xi4, X21, X22, X23, X24, X31, X32, X33, X34 = O

El problema de transbordo

Es una variante del problema anterior ya que incluye un conjunto de nodos adicionales
llamados nodos de transbordo, una representacién en red se muestra en la figura

siguiente:

La tabla de datos relevantes ahora incluye los datos relacionados a los nodos de

Nodos
Orige

Nodos
Transbordo

Nodos
Destino

transbordo. Las ciudades de transbordo son Pachuca y Querétaro:

Costo unitario de transporte
Guadalajara | Morelia | Puebla | Toluca | Pachuca | Querétaro| Capacidad
dela
planta al
mes
Planta $32 $27 $40 $6 $28 $31 120
Lerma
Planta $15 $25 $52 $47 $47 $41 160
Chapala
Planta $43 $36 $12 $38 $35 $37 170
Orizaba
Pachuca $45 $40 $32 $28 - -- --
Querétaro $38 $30 $28 $20 - -- --
Demanda 160 100 80 100 -- - -
mensual

Variable de decisién: Los nodos de transbordo son nodos origen y también son nodos

destino, la variable de decision es:

destino j.

Xj: Cantidad a enviar de la planta origen i a la ciudad
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Nodos origen Nodos destino

i=1, planta Lerma j=1, Guadalajara
i=2, planta Chapala j=2, Morelia
i=3, planta Orizaba j=3, Puebla
j=4, Toluca
i=5, transbordo Pachuca j=5, Pachuca
i=6, transbordo Querétaro j=6, Querétaro

La funcién objetivo es minimizar el costo total de transporte:
Minimizar 28xis + 31xie + 47Xas5 + 41X26 + 35X35 + 37X36 + 45X51 + 40Xs2 + 32Xs3 + 28Xs54+ 38Xe
+ 30Xe2 + 28X%ez + 20Xs4

Tenemos dos conjuntos de restricciones, el primer conjunto es para las plantas ya que
la cantidad a enviar desde cada planta no puede ser mayor que su capacidad
Planta Lerma

X5 + X6 £ 120

Para la planta Chapala tenemos:
X25 + X26 < 160

Para la planta Orizaba tenemos:
X35 + X36 < 170

El segundo conjunto es para las ciudades destino y los envios recibidos deben abastecer
la demanda
Guadalajara

Xs1 + Xe1 = 160

Morelia

v

Xs2 + Xs2 2 100
Puebla
Xs3 + Xez = 80
Toluca

Xs4 + Xes = 100

En el problema de transbordo se establecen restricciones de balance de envios en los
nodos de transbordo. La cantidad de producto que llega debe seriguales a la cantidad
de producto que se envia.
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Para el nodo de transbordo Pachuca

Xis + Xo5 + X35 = X51 +

Para el nodo de transbordo Querétaro

Xie + X26 + X36 = Xe1 +

Xs2 + X53 + X54

Xe2 + X63 + Xe4

Finalmente no se permiten envios con valores negativos.

Xis, Xi6, X25, X26, X35, X36, X51, X52, X53, X54, X61, X62, X63, X64 = O

3.6 Aplicaciones para mercadotecnia

Estrategia publicitaria

El corporativo Moda Sensacional desea establecer una estrategia publicitaria para el
préximo afo. Los canales publicitarios son redes sociales, anuncios espectaculares en
avenidas principales, canales de streaming y anuncios en plazas comerciales. Para cada
canal publicitario se ha estimado:
a) Numero de familias potencialmente compradoras
b) Costo por anuncio

c) Disponibilidad mensual maxima
d) Unidades de exposicidn esperada.

Las politicas para establecer la estrategia publicitaria son:
a) Deben utilizarse al menos 20 anuncios espectaculares

b) Los mensajes

publicitarios
potencialmente compradoras

deben

c) No debe gastarse mas de $ 2'000,000

llegar

al menos a

La informacidn relevante se proporciona en la tabla siguiente:

25000 familias

plazas
comerciales

Canal publicitario Numero de Costo por Disponibilidad Unidades
familias anuncio maxima de vendidas
potencialmente anuncios esperadas por
compradoras anuncio
Redes sociales 6000 $12,000 400 700
Anuncios 900 $25,000 10 800
espectaculares
Canales de 7000 $17,000 1000 200
streaming
Anuncios en 2500 $3,000 200 500
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Las variables de decisién corresponden a:
Variable Significado

X1 Cantidad de anuncios en redes sociales

Xz Cantidad de anuncios espectaculares

Xzt Cantidad de anuncios en canales de streaming
Xa: Cantidad de anuncios en plazas comerciales

La funcién objetivo consiste en maximizar las unidades vendidas esperadas por anuncio
Max 700x; + 800x; + 200xz + 500x4

La politica “deben utilizarse al menos 20 anuncios espectaculares” se modela con:
X22 20

“Los mensajes publicitarios deben llegar al menos a 25000 familias potencialmente
compradoras” se modela con:
6000x; + 900x; + 7000x3 + 2500x42 25000

“No debe gastarse mas de $ 2'000,000" corresponde a:
12000x; + 25000x%;2 + 17000x3 + 3000x4< 2000 000

La disponibilidad maxima de anuncios debe respetarse con una restriccién para cada
tipo de anuncio :

x1 < 400
X2 <10

x3 <1000
X4 <200

Finalmente no se permiten valores negativos para las variables de decisién

X1, X2, X3, X4= 0O

Estrategia de ventas

La empresa celulares para todos debe disenar una estrategia de ventas para el mes
siguiente. Cuenta con un presupuesto de $85 000 para los canales de venta siguientes:
kioscos en plazas comerciales, eventos de promocién en la feria anual de la ciudad,
puntos de venta en locales comerciales tradicionales y ventas a través de redes sociales.

La efectividad de cada canal depende principalmente del niUmero de vendedores
dedicados a atender a los clientes. Para cada canal de venta se ha colectado
informacién sobre las ventas esperadas, costo de contrataciéon de vendedores, horas
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dedicadas a atender al publico y costo de venta. La informacién relevante se
proporciona en la tabla siguiente:

Canal de venta Ventas esperadas | Costode contratacién | Horas dedicadasa atender al
de vendedores publico
Kioscos en plazas 60 $ 1200 200
comerciales
Eventos en la feria 40 $800 80
Puntosde venta en 50 $1000 300

locales comerciales

Redes sociales 20 $ 500 400

Variables de decision:

Sea

xi: La cantidad de vendedores asignados a quioscos

X2: La cantidad de vendedores asignados a eventos en la feria

xz: La cantidad de vendedores asignados a puntos de venta en locales comerciales
X4 La cantidad de vendedores asignados a redes sociales

La funcién objetivo consiste en maximizar las ventas esperadas
Maximizar 60x; + 40xz + 50x3 + 20x4

La restriccion relacionada con el presupuesto asignado es:
1200x; + 800x2 + 1000x3 + 500x4< 8500

Debe cubrirse al menos 5 000 horas de atencién al cliente:
200x; + 80x, + 300x3 + 400x4= 5000

Finalmente no se permiten valores negativos:
X1, X2, X3, X4= 0O

3.7 Otras aplicaciones
La construccién de modelos de programacion lineal es muy amplia y variada. Con
frecuencia se reportan en la literatura modelos de optimizacién lineal y modelos de

optimizacién entera y combinatoria para su consideracién al lector especializado que
incrementan el cuerpo del saber.

Los modelos de optimizacién lineal, optimizaciéon entera y optimizacién combinatoria a
simple vista son muy parecidos, una de las diferencias es que en la optimizacién entera
los valores de las variables de decisiéon sélo pueden tomar valores enteros, respecto a la
optimizacién combinatoria ademas de valores enteros para las variables de decisién se
establecen con frecuencia valores binarios. Los algoritmos de solucién, también son
diferentes para optimizacién lineal con frecuencia se utiliza el método simplex, para la
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optimizacién entera y combinatoria el algoritmo utilizado con frecuencia es el método
de ramificar y acotar.

La construcciéon de modelos de optimizacién permite incluir variables continuas,
variables enteras y variables binarias en cuyo caso tenemos un modelo de optimizacién
mixto que en la mayoria de las veces representa todo un reto identificar y aplicar los
algoritmos para encontrar la solucién éptima. Cabe aclarar que éstos modelos mixtos
son los mas dificiles de resolver y con frecuencia son de complejidad computacional NP.

Algunas aplicaciones de los modelos de optimizacién se incluyen a continuacién de
forma indicativa mas no limitativa.

57



Ejercicios propuestos

1. Defina con sus propias palabras el concepto de modelacién
2. Defina con sus propias palabras el concepto de formulacién

3. Unfabricante de televisores desea conocer cuantas unidades de los modelos que
fabrica deben producirse durante el mes siguiente para maximizar la utilidad.
Actualmente fabrica tres modelos: FG, ER, SX y WE. La demanda minima para
cada tipo de televisor, el precio de venta y demadas informacién relevante se

muestran en la tabla siguiente:

Modelo Tiempo Materiales Precio de Costo de Demanda
requerido requeridos venta venta .
En piezas
para para
fabricarse fabricarse
FG 2 3 $18000 $7500 250
ER 3 2 $19000 $14000 300
SX 4 2 $21000 $16000 250
WE 2 2 $16500 $8000 200
Tiempo Material
disponible disponible
1000 2000

Formule el problema mediante un modelo de optimizacién lineal

4. Una compania fabricante de pinturas maneja tres aditivos B1, B2 y B3 las cuales
se mezclan para obtener pintura de alta calidad. La informacién relevante es la
siguiente:

a) Cada 300 mlde aditivo Bl anade 55 unidades de aglutinante por tanque, cada
medio litro de aditivo B2 anade 45 unidades de aglutinante y finalmente cada
250 ml de B3 afiade 110 unidades de aglutinante.

b) Si se emplea mas de 900 ml de aditivos por tanque, los aditivos forman
depdsitos no deseados

c) Debe utilizarse una proporcién 3:2:5 para que la pintura adquiera una
duracién aceptable lo cual es indispensable para incrementar las ventas

d) Los precios por litro de aditivo son los siguientes: B1, $110; B2, $130 y B3, $220.
Formule un modelo de optimizacién lineal

5. Formule un modelo de programacién lineal para el problema de transporte con
los datos incluidos en la tabla:

58



Costo de transporte unitario de la planta a la ciudad de consumo

Origen / D1 D2 D3 D4 D5 Capacidad de
Destino la planta al
mes

o1 $120 $227 $40 $540 $60 180

o2 $145 $225 $52 $460 $470 110

O3 $110 $236 $12 $510 $380 150

O4 $135 $244 $17 $440 $122 65
Demanda 160 100 80 70 150
mensual
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Capitulo IV. Métodos de solucién

Objetivo: Aplicar los distintos métodos de solucién a un modelo de optimizacién lineal
para encontrar la solucién éptima o declarar que no existe una solucion éptima.

Avance: Una vez que el modelo matematico de optimizacién lineal es adecuado se
requiere de aplicar un algoritmo o método de solucién para encontrar la solucién
6ptima y también soluciones factibles. El nUmero de variables y restricciones es de
suma importancia para decidir qué algoritmo es el mas adecuado de utilizar. El método
grafico aplicable para problemas con dos o tres variables se incluye para facilitar la
comprensiéon de algoritmos mas sofisticados. El método simplex es el mas conocido de
todos y fue desarrollado por George Dantzig en 1947. El desarrollo de nuevas
tecnologias en software y hardware han permitido el desarrollo de algoritmos mas
sofisticados tales como el método elipsoidal y métodos de puntos interiores de barrera.

4.1 El método gréafico

Este método de solucién permite resolver modelos de optimizacién lineal simples de 2
6 3 variables. Si es de 2 variables entonces el modelo se puede representar en el plano

cartesiano, es decir en R% Si es de 3 variables entonces se puede representar en R®.
Requiere de conocimientos de geometria analiticay su esencia es basicamente grafica.
Para mayor numero de variables n se requiere de una mayor abstraccién matematica

ya que su representacién geométrica esta en R" Se incluye en los cursos de
investigacién de operaciones ya que facilita la comprensién de los conceptos: funcién
objetivo, restricciones, regién factible, punto solucién, solucién factible, solucién éptima,
solucién infactible, solucién éptima Unica, solucién éptima multiple entre otros.

El método grafico basicamente consiste en:
Paso 1. Graficar cada restriccion.

Paso 2. Identificar la regién solucién.

Paso 3. Graficar la funcién objetivo

Paso 4. Identificar la solucién éptima si existe o declarar que el modelo no tiene solucién

El modelo de optimizacidn lineal a resolver es el siguiente:
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Max 10x; + 15%2
Sujeto a:
10x; + 20x2 < 400
5x1 + 5%x2 =150
4% + 2x2 < 110

X, X2 20

Paso 1. Graficar cada restriccion

En este modelo tenemos sélo dos variables de decisién y es posible representarlo en R2
Las condiciones de no negatividad x; x2 =2 O indican que solo se utiliza el primer
cuadrante de plano cartesiano.

Para cada restriccion se considera cada una como una estricta igualdad, al aplicar los
conceptos de geometria analitica grafica de una recta, calculamos dos puntos por los
que pasa la recta.

Para la primera restriccion, calculamos los puntos de interseccién con los ejes. El eje x
corresponde a x1 y el ejey corresponde a x2. Entonces 10x; + 20x. = 400, si hacemos x; =
0, entonces x» = 400/ 20, x> = 20. Tenemos entonces el primer punto A(0, 20). Ahora
hacemos x, = 0 entonces xi = 400/ 10, x; = 40. Tenemos entonces el segundo punto
B(40, 0). Ambos puntos se muestran en la figura siguiente:

ol A0, 20)

B(40,0)

0 5 10 15 20 25 30 35 40

Ya que la restricciéon es del tipo < genera una regién. Tenemos dos regiones, la regién
arriba de larecta y la regién debajo de la recta. Para identificar la regidén correcta basta
con sustituir en la restriccion un punto de la regién a validar. Si se cumple la
desigualdad entonces tenemos la regién correcta. El punto a validar mas facil es el
origen (O, 0) al sustituirlo en la restriccién tenemos que 0 + 0 < 400 por lo que la regién
gue corresponde ala desigualdades lade abajo. La representaciéon grafica de laprimera
restriccién se muestra en la figura siguiente.
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~

A0, 20)

>~ B(40,0)

De la misma forma para

20 25 30 35 40°

la segunda restriccién, 5x; + 5x2 =150, sihacemos x; = O entonces

x2 =150/ 5,x; = 30. Tenemos entonces el primer punto C(0, 30). Ahora hacemos x, = 0

entonces x; =150/ 5, x
de puntos que satisface

30

25

20

= 30. Tenemos entonces el segundo punto D(30, O0). La regién
la restriccidon 2 se muestra en la figura siguiente:

5. C(0, 30)

*s_ D(30,0)
Y

10 20 25 30,

Para la tercera restriccidn, 4x; + 2xz = 110, si hacemos x; = 0 entonces x; =110/2, x, =55

Tenemos entonces el pr

x; = 25. Tenemos entonces el segundo punto F(27.5, 0O).

satisface la restriccion 3

imer punto E(O, 55). Ahora hacemos x» = 0 entonces x; =110/ 4,
La regién de puntos que
se muestra en la figura siguiente:
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\
40 3

30 3

20 A3

\

\\ F(27.5, 0)

A)

0 10 20 230

.

Paso 2. Identificar la regién solucién.

Para identificar la regién solucién que contiene todos los puntos factibles a las tres
restricciones, debemos graficar todas las restricciones al mismo tiempo, en una sola
figura, la regidén solucidén que contiene todos los puntos factibles a las tres restricciones
es la intersecciéon de cada regién de cada restriccién y corresponde a la regién mas
“obscura”, se muestra a continuacién. Esta regién esta delimitada por los puntos O, A,
S1, S2, F, O y por los segmentos de recta 0-A, A-S1, S1-S2, S2-F, F-0.
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Note que se han graficado las tres regiones, los seis puntos calculados A, B, C, D,Ey F.
Se han incluido los puntos S1y S2. El punto Sl es la interseccién de la restricciéon 1y la
restriccion 2 consideradas como igualdad. El punto S2 es lainterseccién de la restriccién
2 y la restriccién 3 consideradas como igualdad.

Paso 3. Graficar la funcién objetivo

La funcién objetivo se grafica aligualarla a un valor adecuado, en este caso digamos 200
por lo que la recta a graficar es 10x; + 15x, = 200, si hacemos x; = 0 entonces x, = 200/15,
X2 =133 Tenemos entonces el primer punto G(0, 13.3). Ahora hacemos x> = 0 entonces
x1 =200/10, x; = 20. Tenemos entonces el segundo punto H(20, 0). Se muestran en la
figura siguiente. La funcidén objetivo aparece como una recta continua.

Si sustituimos el punto origen (0, O) el valor de la funcién objetivo vale 0 y naturalmente
pasa por el origen, de acuerdo con lo anterior el sentido de optimizacién maximizar
indica que la funcidn objetivo se aleja del origen. Tenemos una recta al igualar la
funcién objetivo a 200, si cambiamos este valor entonces tenemos una recta paralela
gue forma parte de una familia de rectas, cada una con un valor distinto.
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Paso 4. Identificar la solucién éptima si existe o declarar que el modelo no tiene solucién

La solucién éptima al modelo de optimizacién es aquel punto dentro de la regién
factible que maximice su valor. Sitrasladamos la funcién objetivo alejdndose del origen
el dltimo punto que toca a la regién factible es el punto S1. Para calcular este punto
basta con resolver como ecuaciones las restricciones 1y 2.

Resolvemos el siguiente sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas 10x; + 20x; = 400
y 5x; + 5x2 =150. Multiplicamos la segunda ecuacién por -2 para sumarla a la primera y
eliminara xi. Tenemos que [ 10x; + 20x2 =400 ]-2 [5x +5x2=1501]; [10x; + 20x2 = 400 ] +
[- 10x: - 10x2 = -300 ]. La ecuacién resultante es [ 0x; + 10x2 = 100 ], por lo que x2 = 10.

Con el valor de x2 =10 lo sustituimos en cualquiera de las dos restricciones tomandola
como igualdad, digamos la primera [10x; + 20(10) = 400 ] tenemos que x; = (400-200) /
10 = 20, entonces S1(20,10).

El valor de la funcién objetivo se obtiene al sustituir el punto S1 en la funcién objetivo.
Tenemos entonces que: 10(20) +15(10) = 350. En este caso tenemos una solucién éptima
Unica.
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Un ejemplo de minimizacién, considere el modelo de optimizacién lineal
Minimizar 4y: + 14 y,
Sujeto a:
4y, + 5y, 2 20
3y1+y,28
yy220

La regién soluciéon se muestra en la figura siguiente, r1 corresponde a la restricciéon 1y r2
a la restriccion 2. La funcién objetivo estd marcada con fo, y: corresponde al eje X, y»
corresponde al ejey.

~gysl

Paso 3. Graficar la funcién objetivo

En este caso la funcidén objetivo en el sentido de minimizacién se acerca al origen. La
funcién objetivo graficada es 4y; + 14y, = 80, para valores diferentes tenemos una familia
de rectas.

Paso 4. Identificar la solucién éptima si existe o declarar que el modelo no tiene solucién
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La solucién éptima a este modelo corresponde al punto s3(5,0) la funcién objetivo vale
20.

Solucién éptima multiple

Esta se origina cuando una de las restricciones es paralela a la funcién objetivo.
Considere el modelo lineal siguiente:

Max x1 + X2
Sujeto a:
10x; + 20x2 < 400
5x1 + 5x2 <150
4x1 + 2%2 = 110

X, X2 =20

En este modelo la funcién objetivo y la restricciéon 2 son paralelas por lo que tenemos
un numero infinito de puntos, dos de ellos son sly s2, sin embargo cualquier punto que
pertenezca al segmento de recta s1-s2 maximiza la funcién objetivo.

Solucién infactible

Tenemos una solucién infactible si la regién solucién se forma fuera del primer
cuadrante

Para el modelo de optimizaciéon lineal tenemos:
Minimizary; + y-
Sujeto a:
4y, - 5y, 2 20
3y +y.28
yy220
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Solucién inexistente

Tenemos una solucién inexistente si no se forma una regién factible, es decir la

interseccion generada por las regiones de las restricciones no existe. Considere el
modelo lineal

Minimizary; + y-
Sujeto a:
4y + 5y, 2 20
4y, + 5y, <10
»y220

Se muestra en la figura siguiente
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4.2 El método simplex

El método simplex fue desarrollado por Dantzig y para aplicarlo se debe adoptar un
enfoque matricial. Con frecuencia durante los cursos de investigacién de operaciones
a nivel superior se ensefa el método simplex tabular el cual fue desarrollado después
del desarrollo presentado por Dantzig. El método simplex tabular facilita los calculos

haciéndolo apropiado para fines de ensefianza.

Lo primero que corresponde hacer es transformar las restricciones del modelo lineal a
ecuaciones al incluir en cada restriccibn una nueva variable de holgura. Para las
restricciones del tipo < se incluye una variable de naturaleza “faltante” y lasrestricciones
del tipo = se incluye una variable de naturaleza “sobrante”.

Una vez que el modelo estd representado exclusivamente por ecuaciones entonces
tiene laforma matricial donde ¢, x, b son vectores y A es una matriz de las dimensiones
adecuadas:

Maximizar cx Minimizar cx
Sujeto : Sujeto a:

Ax =b AxzDb

xz0 x=0

Se transforma a: Se transforma a:
Maximizar cx Minimizar cx
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Sujeto : Sujeto a:

Ax+h=Db Ax-h=Db

x,h=0 X, h=0

El método simplex divide las variables x, h en dos conjuntos: variables basicas xs y
variables no bdasicas xns @ cada variable basica o no basica tiene asociado su vector
columna correspondiente de la matriz aumentada A I.

El método simplex se puede resumir en los pasos siguientes:

Datos de entrada: Un modelo de optimizacién lineal en formato estandar.

Datos de salida: Un vector solucién x, o una prueba que indica que el problema no tiene
solucioén.

Paso 1. Encontrar una solucién basica factible xs

a.

Para determinar la primera solucién basica factible se puede hacer uso de las
variables de holgura ya que la matriz A original se modifica con la matriz
identidad aumentada formada por los coeficientes de las variables de holgura h.
Esta solucién basicafactible es una matriz identidad formada por los coeficientes
de las variables h.

Calcular el valor de las variables basicas mediante la ecuacién xg = B'b

Calcule el valor de la funcién objetivo por medio de la ecuacién z = cgxs. El vector
cs son los coeficientes en la funcién objetivo de las variables basicas.

Paso 2. Criterio de mejora. Este paso tiene como objetivo saber sila solucidén actual se
puede mejorar. Debemos calcular los efectos netos de las variables no basicas.

a.
b.

Calcular los valores w, mediante w = cgB”’

Calcular el efecto neto unitario ®; de cada variable no basica al aplicar la ecuacién
®; = ¢ — waj, ¢ es el coeficiente de la funcidon objetivo que corresponde a la
variable no basica j, aj es es el vector columna de la matriz A que corresponde a
la variable no basica j.

Caso maximizacion. Si los efectos netos de todas las variables no basicas ®;<0
son negativos o cero entonces la solucidén basica actual es una solucién éptima.
Si ademas algun ®; = 0 entonces tenemos una solucién éptima multiple.

Caso minimizacién. Silos efectos netos de todas las variables no basicas ®;2 0
son positivos o cero entonces la solucidén basica actual es una solucién éptima. Si
ademads algun @; = 0 entonces tenemos una solucién éptima multiple.

Caso maximizar. Si para alguna variable no basica j de xns tenemos que @; = O,
seleccionar aquella variable j que tenga el mayor valor ®; como variable de
entrada a la solucién basica factible actual. Si hay empate en los valores de ®;
elija arbitrariamente.
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Caso minimizar. Si para alguna variable no basica j de xns tenemos que @; = O,
seleccionar aquella variable j que tenga el menor valor ®; como variable de
entrada a la solucién basica factible actual. Si hay empate en los valores de O®;
elija arbitrariamente.

Paso 3. Calcular una nueva solucién basica factible con la variable de entrada

Calcular el ax para cada variable de entrada xx con la ecuaciéon ax = B'ak
Identificar la variable de salida del conjunto de variables basicas xg al encontrar
el minimo cociente de la siguiente ecuacién

(B=1b)i
(og )i

X = © = mini { , ()i > 0}

Si («x, )i <0 para todas las variables basicas el problema tiene solucién ilimitada o
no acotada

Con la variable de entrada tomada de xns y la variable de salida tomada de xs
intercambie los vectores columna correspondientes el de salida por el de entrada
y forme una nueva base xg

Calcule el valor de lasvariables basicas de la nueva base por medio de la ecuacidén
xs = Bb, calcule el nuevo valor de la funcion objetivo z = cgxs. Regrese al paso 2.

Resolver por medio del método simplex el modelo lineal siguiente:

Max 10x; + 15x2
Sujeto a:
10x1 + 20x2 < 400
5x1 + 5x2 =150
4% + 2%2 <110

X, X2 20

10 20
fe-

X
Para este problema los vectores y matrices son: c=[10 15],x = [xl] JA = [5 5
2

400
150
110

4 2

Al incluir las variables de holgura h tenemos que:

Max 10x; + 15x2
Sujeto a:

10x; + 20x2 + h1 = 400
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5% + 5x2 + h2=150
4x + 2%2 + + hs =110
X1, X2, hy, hz, hs 2 0

X1
Bl
hy
;

hs

ahora A se aumenta con la matriz identidad formada por las variables de holgura h.

Los vectores y matrices cambian ahora tenemos que, ¢ =[10 15 0 0 0], x =

L e —

10 20 |1 O O
All=|5 5 0 1 0
4 2 0 0 1
Iteracion 1.
Paso 1.

a. Se selecciona como solucién basica factible inicial a las columnas de 4| I que
corresponden a las variables de holgura hj, hz, y hs y que forman una matriz
identidad. Recuerde que en algebra lineal la matriz identidad es una matriz base

Yy permite generar cualquier vector en R’. Las variables basicas son xs = {h;, h2, h3}

1 0 0
por loque le llamaremos By=|0 1 o]y las variables no basicas son xns = {X, X2}
0 0 1

b. Se calcula el valor de las variables basicas mediante xs = B' b. La inversa de una

1 0 O
matriz identidad es una matriz identidad por loque B'= |0 1 0] entonces
0 0 1
1 0 0][400] [hy =400
Xg = [0 1 0] 150]= [hz = 150|. Note que el valor de las variables no basicas xns
0 0 1llt110 h,; = 110
= {x, %2} = [0 O]
400
c. Elvalor de la funcién objetivo esz=cexs=[0 0 0] [150 =0
110
Paso 2.
1 0 O
a. Calcularw=cgB,w=[0 0 o] [O 1 0]= o o ol
0 0 1
b. Calcular los efectos netos para las variables no bdasicas xns = {X3, X2}, mediante ®;
= Cj— Wa;.

Para x;, a1es el vector columna de A correspondiente a x; porlo que cq =10, ax =

10 10
5| tenemos que ®x=10-[0 0 ol|5]|=10
4 4
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Para x;, azes el vector columna de A correspondiente a X2 por lo que ¢ =15, a%
20
5
2

= 20.

20
= [5] tenemos que ®=10-[0 0 ol
2

Tenemos al menos un efecto ® positivo por lo que la solucidén actual se puede
mejorar y la solucién actual no es éptima. Se elige como variable que entra la de
mayor valor y corresponde a x2. Por lo que xz2entra a la base.

Paso 3.
Para la variable de entrada x» Se calcula ok mediante ax = B'ax por lo que ax = ax

1 0 0][20] [20
B'ae=[0 1 0||5(=]5
2 2

0 0 1
Identificar la variable de salida del conjunto de variables basicas xs = {hy, h2, hs} al
encontrar el minimo cociente de la siguiente ecuacion

1)
6= mini {(B(’“k)i)’, (ec,)i > 0}

© = min {% %12&} =min {20, 30,55}= 20, que corresponde a hs. Por lo que h;sale
de la base.

La nueva base B, estd formada al reemplazar los vectores columna en B;

20 0 O
5 1 0], las
2 0 1

variables basicas cambian xg = {x2, h2, hz} y las variables no basicas son xns = {x;, hi}

correspondientes de h;, am por el vector columna de xz, ax, B2 =

Corresponde calcular ahora xg = B'b,y z = cgXs.

1
[zg 0 0] 4001 [x2,=20
X = |_T 1 0 [150]= lh2= 50]-
l__l 0 1J 110 h; = 70
10
20
z=[15 0 ol [50]=3oo
70

Regrese al paso 2.
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Iteracion 2

Paso 2.
[~ ]
20 0 0| ,
c. Calcularw=csB,w=1[15 0 o0l 71 1 0l [Z 0 0]
2o 1]
10
d. Calcular los efectos netos para las variables no basicas xns = {X;, hi}, mediante @,

= Cj— waj.

Para x;, ajes el vector columna de A correspondiente a x; por lo que ¢cq =10, ax =

10 s 101
5| tenemos que ®, =10 - [Z 0 O] 5073
4 4

Para h;, azes el vector columna de A correspondiente a h; por loquecn =0, am=

1 1] s
of =-~
4

0

3
0] tenemos que @y =0 - [Z 0 0]
0
Tenemos al menos un efecto @ positivo por lo que la solucién actual se puede
mejorar y la solucién actual no es 6ptima. Se elige como variable que entra la de
mayor valor y corresponde a xi.. Por lo que x;entra a la base.

Paso 3.
a. Para la variable de entrada x; Se calcula ax mediante ok = B'ak por lo que ax =
[= 1 1
Efi 0 0| 10 2
(Xx1B_1ax1=|T 1 Ol 5= 21
ENCEE S

10

b. ldentificar la variable de salida del conjunto de variables basicas xs = {x2, ha,
hz} al encontrar el minimo cociente de la siguiente ecuacién

(B=1b)i
(O<k)i !

o =mini { ()i > 0}

© = min {% STO?} = min {40, 20,23.33}= 20, que corresponde a ha. Por lo que h;

2 2
sale de la base.
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La nueva base Bz estd formada al reemplazar los vectores columna en B:

20 10 O
correspondientes de hy, anz por el vector columna de x;, ax, Bz=|5 5 0], las
2 4 1

variables basicas cambian xs = {x2, x5, hz} y las variables no basicas son xng = {h2, hi}

c. Corresponde calcular ahora xs = B'b,y z = cgXs.
[~ = ]
| 5 0][400] [*,=10
XB = |E 5 Oi 150|=|x; =20 |.
|2 = 1]h10 hy = 10
5
10
z=[15 10 ol|20|=350
10

Regrese al paso 2.

Iteracion 3

Paso 2.
N
10 5 0]

= ceBT W = 1oz gt
a. Calcularw=cgB,w=1[15 10 o0l — - _[2 1 o]

12 =
5 5

e.

Calcular los efectos netos para las variables no basicas xne = {h2, hi}, mediante ®;
= Cj— Wa,.

Para h», ajes el vector columna de A correspondiente a h, por lo que ¢ = 0, an
0

i

0
= [1] tenemos que ®n2 = 0 - E 1 0] 1
0

Para h;, azes el vector columna de A correspondiente a h; por loquecm =0, am =

1 11
0] tenemos que @ =0 - E 1 o] [O :-i
0 0.

Ahora los efectos ® son negativos por lo que no hay variable que entre a la base
y por lo tanto la solucién actual es éptima.

La solucién actual es
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[~ = ]
| 5 0][400] [*.=10
xe= |[— = o| 150 |= |*; = 20 |, z = 350.
10 5
ll -6 1J 110 h; = 10
5 5

Note que el método simplex:

a.

En cada solucién basica factible calcula un punto extremo del poliedro solucién,
comienza en el origen al usar las variables de holgura como solucién inicial ya
que las variables no basicas valen 0.

En cada iteracidon se calcula la variable que entra y la variable que sale por lo que
la matriz base B cambia y hay que calcular nuevamente B”, lo que conlleva a un
mayor esfuerzo computacional para problemas reales mucho mas grandes.

El “costo” de calculos mayor corresponde al proceso de invertir la matriz por lo
que el software computacional especializado aplica métodos avanzados para
invertir la matriz aplicando por ejemplo actualizaciones con matrices
elementales o factorizaciones disefadas para reducir el costo computacional de
invertir nuevamente la matriz

Si no es posible utilizar variables de holgura para base inicial se usan variables
artificiales que permitan formar una matriz identidad. Esto ocurre cuando las
restricciones originales antes de transformar en igualdades ya son igualdades.
Por lo que el método simplex se modifica al método simplex de las dos fases y se
aplica haciendo uso del método simplex tabular.

4.3 El método simplex tabular.

Los célculos realizados en el método simplex de la seccién anterior pueden realizarse

de una forma mas simple mediante el uso de una tabla. El método simplex tabular se
aplica para facilitar el aprendizaje del método ya que, para modelos reales con cientos
de variables y cientos de restricciones, software especializado como CPLEX aplica
estrategias como el método de las dos fases, preprocesamiento para reducir el nUmero
de restricciones eliminando restricciones dominadas por otras mas fuertes sin afectar
el modelo, entre otras estrategias para reducir el trabajo computacional al resolver el

modelo.

La tabla tiene la forma siguiente:

Base z xB xN Solucion
-(en-wN)
z 1 0] -(cn-ceBN) csBb
renglén O d;
X8 Matriz B'N B'b
renglén 1 al o] Identidad ;
renglén m
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En el método simplex tabular aplica estrategias explicadas en la seccién 1.3, cadlculo de
la matriz inversa, en la cual se usa la matriz aumentada, identificar el elemento pivote,
realizar operaciones de renglén para hacer ceros los elementos restantes de la columna
del elemento pivote. La matriz B se va calculando al calcular el elemento pivote
adecuado, que debe ser1, y después por medio de operaciones elementales de renglén
hacer ceros los demas elementos de la columna.

Paso 1. Encontrar una solucién basica factible inicial

Las variables de holgura al formar una matriz identidad forman una solucion basica
factible inicial. La tabla se construye ordenando las variables de izquierda a derecha
iniciando con el menor subindice, se continua de menor a mayor y se termina con el
mayor subindice.

Paso 2. Criterio de mejorabilidad

Para el caso de maximizacién, si en el renglén O todos los @ son positivos la actual
solucién es éptima. Si algun valor es cero tenemos una solucién éptima multiple. Si
algun ®; es negativo entonces la solucién actual puede mejorarse. Seleccione como
variable de entrada a la base aquella con ®; mas negativo, vaya al paso 3.

Para el caso de minimizacién, si en el renglén O todos los ®;son negativos la actual
solucién es 6ptima. Si algun valor es cero tenemos una solucién éptima multiple. Si
algun @; es positivo entonces la solucién actual puede mejorarse. Seleccione como
variable de entrada a la base aquella con ®; mas positivo, vaya al paso 3.

Paso 3. Criterio de factibilidad

a. Sien lacolumna de la variable de entrada todos los «; son negativos la solucion
es ilimitada

b. Sien lacolumna de lavariable de entrada algun «; es positivo, calcule la variable
de salida al calcular e. Si hay empate decida arbitrariamente.

c. La columna de la variable que sale y el renglén de la variable que entra
determinan el elemento pivote el cual debe ser un 1. Si no es un 1 se debe
multiplicar el renglén por el valor adecuado. Haga los demdas elementos de la
columna ceros al realizar operaciones elementales de renglén.

d. Vaya al paso 2.

Para aplicar el método simplex tabular es necesario usar variables de holgura de
naturaleza faltante para las restricciones tipo < o sobrante para las restricciones tipo =
en cada restriccién, es decir cada restriccidon debe expresarse como estricta igualdad
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Ahora el modelo lineal:
Max 10x; + 15%2
Sujeto a:
10x; + 20x2 < 400
5x1+ 5x2 <150
4%+ 2%2 <110
X, X2 =20

se resolvera al aplicar el método simplex tabular.

Primero se deben transformar las restricciones a igualdades usando variables de
holgura

Max z = -10x; - 15x2 - Oh; - Ohz - Ohs
Sujeto a:
10x; + 20x2 + h1 = 400
5xi + 5x2 + h2 =150
4x1+ 2%2 + hz =110

X, X2 =20

Paso 1. Construir una solucién basica factible inicial con las variables de holgura que
forman una matriz identidad. La tabla inicial es la siguiente.

Renglén  Base z X1 X2 h, h, hz Solucién
0 z 1 -10 -15 (0] (0] (0] (0]
1 h 0] 10 20 1 (0] (0] 400
2 h2 0] 5 (0] 1 (0] 150
3 hs 0] 4 2 (0] (0] 1 10

Note que en esta tabla la solucidén actual esta indicada por las columnas Base, xg Yy
Solucién, z=0, hi1= 400, h,=150, h3=110. Las variables que no estdn en la base xy valen 0.

Paso 2 criterio de mejorabilidad. Del renglén O se identifica el coeficiente -15 asociado a
la variable de decisién x.. La solucién actual se pude mejorar.
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Renglon Base z X1 X2 hs h2 hz Solucién
0] z 1 -10 -15 0] 0] 0]
1 h 0] 10 20 1 0] 400
2 h> (0] 5 1 0] 150
3 hs (0] 4 2 (0] (0] 1 10

20
Paso 3. Criterio de factibilidad. Al tomar la columna ax = [5], los coeficientes son
2

400
positivos, por lo que se calcula e al dividir cada elemento del vector solucién [150]entre
110

400/20 20
el elemento positivo de ax,. © = min [150/5 ]=min [30 = 20, asociado al primer renglén
110/2 55

por lo que sale hy. El elemento pivote es 20.

Renglén  Base z X1 X2 h, h- hs Solucién e
o z 1 -10 -15 0] o o 0] min
1 ¥ 0 10 20 1 0 0 400 400/20
2 h, 0] 5 0 1 0] 150 150/5
3 hs 0] 4 2 0] o 1 110 110/2

Ahora se procede a actualizar la tabla con la nueva solucién, actualizando la columna
Base al sustituir hy por x..

Renglén Base z X1 X2 hy h2 hz Solucién
0] z 1 -10 -15 0] 0] 0]
1 X2 (0] 10 20 1 (0] 400
2 h2 0] 5 0] 1 0] 150
3 hs (0] 4 2 (0] 0] 1 10

|U

Se realiza el “pivoteo” haciendo primero 1y después Os en la columna de la tabla de la
variable que entra x.. Multiplicamos por 1/20 todo el renglén 1, tenemos:
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Renglén Base z X1 X2 hy h- hs Solucién

o z 1 -10 -15 o o o o

1 X2 0 1/2 1 1/20 0 0] 20 1/20*R1

Ahora hacemos O el valor -15 de la columna pivote del renglén 0. Multiplicamos el
renglén nuevo RIn por 15 y lo sumamos al renglén 0.

Renglén Base z X X2 hy h2 hsz Solucién
0] z 1 -10 -15 0] 0] 0] 0
1 X2 O] 1/2 1 1/20 0 0 20

El renglén 1 nuevo RIn queda como:

Renglén Base z X1 X2 h, h2 hs Sol
(0] z 1 -5/2 0] 3/4 0] (0] 300 15R1n+RO
1 X2 0 1/2 1 1/20 0] 0 20
2 h | O 5 5 0] 1 0] 150
3 hs | O 4 2 0] 0] 1 10

Ahora hacemos 0 el valor 5 del renglén 2, multiplicamos el RIn por -5y lo sumamos al
renglén 2 R2

Renglén Base z X X2 h, h2 hs Sol
0 z 1 -5/2 0 3/4 0 0 300
1 x2 0] 1/2 1 1/20 0 0 20
2 h, O] 5/2 0 -1/4 1 0 50 -5RIn + R2

Finalmente de la columna pivote hacemos O elvalor de 2del renglén 3 al multiplicar RIn
por -2 y sumarlo al renglén 3 R3.

Renglén Base z X X2 h, h- hz Sol
o z 1 -5/2 o 3/4 o 0 300
1 x2 0| 1/2 1 1/20 0 0 20
2 h; 0] 5/2 o -1/4 1 0] 50
3 hs O 3 0 -1/10 0 1 70 -2R1n +R3
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La solucién actual esta indicada por las columnas Base y Solucién, z=300, x> = 20, h>=50,
hz=10. Continue con el paso 2.

Paso 2. Paso 2 criterio de mejorabilidad. Del renglén 0 se identifica el coeficiente -35/2
asociado a la variable de decisién x.. La solucién actual se pude mejorar por lo que x;
entra a la base.

1/2
Paso 3. Criterio de factibilidad. Al tomar la columna ax = [5/2], los coeficientes son
3

20
positivos, por lo que se calcula e al dividir cada elemento del vector solucién [So]entre
70

20/0.5 40

el elemento positivo de ax & = min [50/2.5]=min [ 20 ]= 23.33, asociado al segundo
70/3 23.33

renglén por lo que sale h,. El elemento pivote es 5/2.

Rengléon Base z X1 X2 h, h2 hs Sol e
0 z 1 -5/2 0 3/4 0 0 300 min
1 x2 O 1/2 1 1/20 0 0 20 20/0.5
2 h. 0| 5/2 0 -1/4 1 o} 50 50/2.5
3 hs O 3 0 -1/10 0 1 70 70/3

Se actualiza la tabla al sustituir en la columna Base a h: por x.

Renglén Base z X1 X2 h; h; hs Sol e
0 z 1 -5/2 0 3/4 0 0 300 min
1 x2 0| 12 1 1/20 0 0 20 20/0.5
2 X1 0| 5/2 0 -1/4 1 0 50 50/2.5
3 hs O 3 0 -1/10 0 1 70 70/3

Se “hace el pivote” es decir el valor de 5/2 debe ser 1 por lo que se calcula el renglén 2
nuevo R2n al multiplicar todo el renglén por 2/5.

Renglén Base z X X2 h; h- hs Sol
0 z 1 -5/2 0 3/4 0 0 300
1 x2 O] 1/2 1 1/20 0 0 20
2 X1 0 1 0 -1/10 2/5 0 20 2/5R2
3 hs O 3 0 -1/10 0 1 70
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Ahora se hace 0 el valor de -5/2 del renglén 0. La operacién es 5/2R2n + RO

Renglén Base z X X2 h; h, hz Sol
0] z 1 0 0] 1/2 1 0 350 5/2R2n + RO
1 x2 O 1/2 1 1/20 0 0 20
2 X1 0 1 0 -1/10 2/5 0 20
3 hs O 3 0 -1/10 0 1 70

Ahora se hace O el valor de 1/2 del renglén 1. La operacién es -1/2R2n + RI

Renglén Base z X X2 h, h- hz Sol
0 z 1 0 0 1/2 1 0 350
1 x2 O 0 1 1/10 -1/5 0 10 -1/2R2n +R1
2 Xi O 1 0 -1/10 2/5 0 20
3 hs O 3 0 -1/10 0 1 70

Finalmente se hace O el valor de 3 del renglén 3. La operacién es -3R2n + R3

Renglén Base z X1 X2 h; h- hz Sol
0 z 1 0 0 1/2 1 0 350
1 X2 0] (0] 1 110 -1/5 0] 10
2 X (0] -1/10 2/5 (0] 20
3 hs O 0 0 1/5 -6/5 1 10 -3R2n +R3

La solucién actual estd indicada por las columnas Base y Solucién, z=350, x2 = 10, x;=20,
hz=10. Continue con el paso 2.

Paso 2. Paso 2 criterio de mejorabilidad. Del renglén O se identifica que no hay valores
negativos. La solucién actual es 6ptima.

4.4 El método simplex revisado.

Este método se aplica con frecuencia en forma matricial ya que es una version
simplificada del método simplex tabular debido a que maneja y almacena
exclusivamente la informacién indispensable del método simplex.

Para comenzar el problema a resolver se encuentra en su forma estandar.

Paso 1. Encontrar una solucién basica factible inicial
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La base inicial factible estd formada por las variables de holgura o en su caso variables
artificiales por lo que tenemos al inicio una matriz identidad.

Resuelva el sistema xg = B b y calcule la funcién objetivo xo = cexs

Paso 2. Resuelva el sistema w = cgB” y calcule los efectos netos @; = ¢; — wa; para las
variables no basicas. De acuerdo al sentido de optimizacién identifique si la solucién es
6ptima, pare o si se puede mejorar vaya al paso 3.

Paso 3. Para la variable de entrada k calcule ok = B'aky aplique la regla del minimo
(B~1p)i
(og)i

cociente. o = mini , (¢,)i > 01 Si ()i <0 el problema tiene solucién ilimitada.
k k

Actualice la base actual B al reemplazar a columna de la variable de salida con la
columna de la variable de entrada.

Note que el método simplex revisado requiere de los diccionarios de las variables
basicas y no basicas, almacena la matriz B que se invierte en cada iteracion.

4.5 Método simplex de las dos fases.

Este método consiste en usar variables artificiales para formar la solucién basica factible
inicial. Las variables artificiales forman la matriz identidad solicitada. Ocurre con
frecuencia en problemas de minimizacién que contienen restricciones del tipo > ya que
las variables de holgura “sobrantes” tienen signo -1; o con modelos con restricciones del
tipo igualdad. Se puede aplicar el método simplex tabular.

Durante la fase I, la solucién basica factible inicial estd formada por las variables
artificiales que no tienen ninguna interpretacién al problema real. En esta fase la
funcién objetivo del problema original se sustituye por minimizar la suma de las
variables artificiales. Se procede a aplicar el método simplex tabular, el criterio de
mejorabilidad y el criterio de factibilidad. Sise logran sacar las variables artificiales de
la base entonces se procede a lafase ll. En caso de que existan variables artificiales en
la base indica que el modelo lineal no tiene solucién.

Durante la fase Il ya sin variables artificiales en la base, solo debe tener variables de
decisién o variables de holgura se sustituye a la tabla actual la funcién objetivo original
y se procede con los criterios de mejorabilidad y factibilidad de los pasos 2y 3
respectivamente.

El método de las dos fases se aplicara para el siguiente modelo lineal.
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El modelo lineal es: Se modifica a: Ya con variables
artificiales:

Minimizar 4y, + 14 y» Minimizar 4y, + 14 y> + Oh; + Ohz | Minimizar 4y, +14 y, + Ohy +
Ohz + On + Orz

Sujeto a: Sujeto a:

4y, + 5y, = 20 4y, + 5y, — hy = 20 Sujeto a:

31 +y.28 3yi+y.—hy= 8 4yr + 5y2 - hy + n =20
y,Y220 Vi Y2, hi, h2 2 0 3y1+y2-h2+r2= 8

yu ¥z hy,hz, mr220

Note que las variables de decisién son yi, y.. Las variables de holgura son hy, hoy las
variables artificiales son ny, r2.

Fase I. Se cambia la funcién objetivo a minimizarro=-n-r;

La tabla inicial es la siguiente:

Base i Y2 h, h2 r r. Sol
ro 0] 0] 0] 0] -1 -1 0]
n 4 5 -1 0] 1 0] 20
r 3 1 0] -1 0] 1 8

Observe que en el renglén 0 los coeficientes asociados a las variables basicas deben ser
cero por lo que hay que realizar operaciones de renglén para hacer los ceros
correspondientes y corregir la tabla anterior para que sea una solucién inicial basica
factible. Para hacer O el coeficiente asociado a rl se suma el renglén 1al renglén 0. La
tabla se modifica y se muestra a continuacién

Base Wi Y2 hy h2 r ra Sol
ro 4 5 -1 0] (0] -1 20 R1+RO
n 4 5 -1 0 1 0] 20
r2 3 1 0] -1 0] 1 8

Para hacer O el coeficiente asociado a r se suma el renglén 1 al renglén 0. La tabla se
modifica y se muestra a continuacién
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Base Yi Y2 hs h2 r r Sol
ro 7 6 -1 -1 o 0] 28 R2+RO
n 4 5 -1 0] 1 0] 20
r2 1 0] -1 0] 1 8

Paso 2. Criterio de mejorabilidad.

Para el caso de minimizacién, si en el renglén O todos los ®;son negativos la actual
solucién es 6ptima. Si algun valor es cero tenemos una solucién éptima multiple. Si
algun @; es positivo entonces la solucién actual puede mejorarse. Seleccione como
variable de entrada a la base aquella con ®; mas positivo, vaya al paso 3.

El ®; mas positivo corresponde a y;, por que y; entra a la base.

Paso 3. Criterio de factibilidad.

Con los valores de la columna asociada a la variable de entrada se calcula e.

4 . . .
Al tomar la columna ay = [3], los coeficientes son positivos, por lo que se calcula e al

dividir cada elemento del vector solucién [Zg]entre el elemento positivo de ay1 © = min

L5

] min 6] 2.6, asociado al primer renglén por lo que sale r.. El elemento pivote es

Base 4 Yo h, h2 n r Sol
ro 6 -1 -1 0] 28 e min
n 4 5 -1 0 1 20 20/4
r2 1 0 -1 0 1 8 8/3

Primero se hace el 1y después los ceros. Se multiplica el renglén 2 por 1/3. R2n = 1/3 R2

Base Y ) h, h2 n r Sol
ro 7 6 -1 -1 o 0] 28
r 4 5 -1 o 1 0] 20
W 1 1/3 0 -1/3 0 1/3 8/3 1/3R2

Ahora se hace 0 el valor de 7 del renglén 0. La operacién de renglén en -7R2n + RO
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Base Y 2 h, h2 r r Sol
o 0 1/3 -1 4/3 0 -4/3 28/3
8 4 5 -1 0 1 0 20
Vi 1 1/3 0 -1/3 0 1/3 8/3

-7R2n+R0O

Ahora se hace 0 el valor de 4 del renglén 1. La operacién de renglén en -4R2n+RI1

Base Y 2 h, h2 r r. Sol
o 0 1/3 -1 4/3 0 -7/3 28/3
h 0 1/3 -1 4/3 1 -4/3 28/3
¥ 1 1/3 0 -1/3 0 1/3 8/3

La solucion actual es r= 28/3, y; = 8/3 la funcién objetivo r, = 28/3

Vamos al paso 2.

Paso 2. Criterio de mejorabilidad.

-4R2n+R1

Ya que ®; asociado a y: es el mas positivo, la solucidn se puede mejorar, y- es la variable

que entra a la base.

Base Vi Y2 h, h> g r. Sol
o 0 1/3 -1 4/3 0 -7/3 28/3
h 0 /3 -1 4/3 1 -4/3 28/3
¥ 1 1/3 0 -1/3 0 1/3 8/3

Paso 3. Criterio de factibilidad.

Con los valores de la columna asociada a la variable de entrada se calcula e.

11/3 .. -
Al tomar lacolumna ay; = [ 1//3 ], los coeficientes son positivos, por lo que se calcula e al

- .. [28/3 -
dividir cada elemento del vector solucién [8//3 entre el elemento positivo de ay; e =

min[mén]: 5.454, asociado al primer renglén por lo que sale r.. El elemento pivote es

1/3.
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Base Wi 2 h, h2 n r Sol e min

ro 0 1/3 -1 4/3 0] -7/3 28/3
Y2 0] /3 -1 4/3 1 -4/3 28/3 60/1
Vi 1 1/3 0 -1/3 0] 1/3 8/3 8

Primero se hace el 1y después los ceros. Tenemos entonces:

Base Y 2 h, h2 r r. Sol
o 0 1/3 -1 4/3 0 -7/3 28/3
Y2 0 1 -3/ 4/ 3m -4/ | 28/ Rin = 3/T1R1
Wi 1 1/3 0 -1/3 0 1/3 8/3

Se hace O en el renglén 0.

Base Yi 2 h, h2 r r. Sol
ro 0] 0 0 0 -1 -1 0 -11/3R1In + RO
Y2 0] 1 -3/M -4/ 3/Mm -4/M 28/M
Wi 1 1/3 0 -1/3 0 1/3 8/3

Se hace el 0 en el renglén 2. -1/3R1 + R2

Base Yi 2 h, h2 r r. Sol
ro 0 o o o -1 -1 0
Y2 o 1 -3/M 4/M 3Mm -4/ 28/M
W% 1 0 /M -5/m -1/m 5M 20/1 -1/3R1n + R2

La solucion actual es y-= 28/11, y» = 20/11 la funcién objetivo r, =

Vamos al paso 2.

Paso 2. Criterio de mejorabilidad.

Ya que los valores ®; son negativos tenemos una solucién o6ptima Udnica.
Adicionalmente no hay variables artificiales en la base, se puede confirmar con el valor
de o en la funcién objetivo ro. Pasamos a la fase Il.

Fase Il. Se sustituye la funcidn objetivo original en la dltima tabla. La funcién objetivo
es Minimizar yo = 4y: + 14y, por lo que:
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Base

hs

h2

n rz Sol
Yo -4 14 0 0 0 0 0

Y2 0 1 -3/ 4/ 3m -4/ | 28/Mm
Vi 1 0 /M -5/M L 5Mm 20/m

Ya no se requieren las columnas de las variables artificiales por lo que se pueden
eliminar de la tabla, note que es necesario reestablecer los Os en el renglén O para las
columnas de las variables béasicas. Para el valor de -4 asociado a y1 4R2+R0.

Base

Vi Y2 h, h2 Sol
Yo 14 4/M -20/1 80/1
Y2 1 -3/M 4/M 28/1
i 1 0 /M -5/m 20/M
Para el valor de -14 asociado a y», 14R1+RO.
Base \a Y2 h, ha Sol
Yo 0] 0 -38/1 36/1 472/1
y2 0 L -3/M 4/Mm 28/m
v L 0 /M -5/M 20/m

Paso 2. Criterio de mejorabilidad.

4R2 + RO

14R1 + RO

Ya que existe un ®; no negativo en el renglén O, el asociado a hy, la solucién se puede

mejorar. La variable h; entra a la base.

Base Y 2 h, h2 Sol
Yo o} 0 -38/11 36/ 472/
V2 o] 1 -3/M 4/Mm 28/M
¥ 1 0 /M -5/M 20/m

Paso 3. Criterio de factibilidad.
Con los valores de la columna asociada a la variable de entrada se calcula e.

5l

Al tomar la columna an: =

que y: sale de la base, en este caso e = 7. El elemento pivote es 4/11.
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Base Y 2 h, h2 Sol

Yo 0 0 -38/11 36/11 472/
h. 0 1 -3/M 4/Mm 28/1
W 1 0 1Mm -5/ 20/M

Se realiza las operaciones para hacer primero el 1y después los ceros en la columna
asociada a h..

Base Wi 2 h, ha Sol
Yo 0 0 -38/1 36/1 472/M
h 0 N/4 -3/4 1 7 1/4R1
Vi 1 0 m -5/M 20/1
Base Vi Y2 h, h2 Sol
Yo o) -9 -1 0 20 -36/11R1In+R0O
h2 0 /4 -3/4 1 7
Wi 1 0 m -5/M 20/M
Base Yi 2 h, h2 Sol
Yo o} -9 -1 0 20
h2 0 N/4 -3/4 1 7
Vi 1 5/4 -1/4 0 5 5/1MRIN+R2

La solucién actual es h, =7, y1 = 5,y0 = 20. Debido a que no hay valores positivos ®; la
solucién actual es éptima.

4.6 El método elipsoidal

Para modelos lineales grandes con cientos de variables de decisién y cientos de
restricciones los cambios de base del método simplex pueden crecer rapidamente e
incluso de forma exponencial. En este caso el método simplex puede no ser la mejor
opcién por lo que se requiere de un cambio de estrategia.

Una idea que siempre ha prevalecido durante el desarrollo de la programacion
matematica y los algoritmos de optimizacién es calcular un solucién inicial, un punto en
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R" que puede ser factible o infactible, a partir de ahi calcular una direccién de mejora,

calcular una longitud de pasoy generar un nuevo punto en R". La estrategia se repite
hasta alcanzar el punto éptimo o hasta cumplir un criterio de paro.

El método elipsoidal sigue esta estrategia al generar puntos interiores y moverse hasta
un punto éptimo. Inicia con un punto interior al politopo formado por el conjunto de
restricciones, se construye un elipsoide centrado en este punto. Al optimizar sobre el
elipsoide se genera un nuevo punto que se encuentra cercano al punto 6ptimo del
problema, al repetir esta estrategia y bajo las condiciones adecuadas el algoritmo
genera una serie de puntos interiores que converge al punto éptimo.

Considere el problema de optimizaciéon lineal: Maximizar cx. Sujeto a Ax < b. Donde A
es una matriz cuadrada de rango maximo. Los vectores b y c son vectores constantes

en R". Sea P el politopo n dimensional en R" definido por las desigualdades anteriores,
esdecirP={Ax<b}.

Si tenemos un punto interior llamado a que pertenece a R", es posible construir un
elipsoide que esté centrado en a y tangente a cualquier restricciéon de P. Se requieren
dos matrices positivas definidas. D, Q; D =diag[d, dz, ..., dn] Yy Q = AD? A'. Para la matriz
D, di=bi- A'a > 0. El elipsoide E buscado queda definido por E = (x-a )’ Q(x-a )=1. Note
qgue el centro del elipsoide es a. El valor maximo de la funcién objetivo cx sobre el
elipsoide E se alcanza en la direccion d que se obtiene al resolver el sistema de
ecuaciones lineales Qd =c. La longitud de paso o se calcula mediante a = (cd)"? por lo
gue el nuevo punto a- =a + o d. Al repetir la estrategia anterior es posible definir una
serie de puntos interiores que convergen al éptimo.

El punto inicial puede obtenerse al aplicar la fase | del método de las dos fases. Para
definir el criterio de terminacién del algoritmo elipsoidal se aplica la teoria de dualidad
al modelo lineal para calcular los costos reducidos y establecer las condiciones de
optimalidad. Sobre las condiciones de optimalidad use una tolerancia adecuada como
criterio de paro.

4.7 Uso de software

Existe en el mercado software especializado para aplicaciones de optimizacién lineal
gue requieren licencia de uso, algunos de los mas conocidos en orden creciente de
especializacién tenemos a LINDO, GAMS y CPLEX.

LINDO

El software LINDO, también llamado LINDO classic es fabricado por Lindo Systems Inc.
y puede descargarse versiones de prueba desde el sitio web www.lindo.com. En la
pagina web incluye recursos como manuales, notas para construir y resolver un modelo
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de optimizacién, libros, ejemplos, canales de youtube, guias para la modelacién. Incluye
modelos de optimizacién para muchas aplicaciones. Los recursos disponibles se
mejoran e incrementan de forma constante.

Lindo Systems fabrica adicionalmente LINGO, What s Best, Lindo APl y Solver suite. El
software LINGO permite construir y resolver modelos de optimizacién no lineal. What’s
Best tiene un enfoque de optimizaciéon con hojas de calculo que se usacon Excel. Lindo
API funciona como un motor de optimizacién ya que es una aplicacién interfaz de
programacion, es decir una application programming interface, que puede usarse con
diversos lenguajes de programacién tales como c¢, c++, fortran, visual basic, etc.
Finalmente solver suite es un software especifico para programacién matematica usado
en un entorno industrial por medio de proyectos donde la creacién o modificacién de
modelos de optimizacién es una actividad recurrente.

Las primeras versiones de LINDO tienen su origen en la década de los 80 “s. Una breve
introduccién alsoftware LINDO se incluye a continuacién, la pantalla principal de LINDO
classic con la ventana de programacién se muestra en la figura siguiente:

& unpo = [} X
File Edit Solve Reports Window Help

DIg|H|EZ] &l=alvrle]zn] 2o @am BEe 2l
B <untitled> [EE=]

Para construir y resolver el siguiente modelo de programacién lineal se captura lo
indicado en la columna derecha de la tabla siguiente:
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Modelo de Optimizacién Lineal Programacién en LINDO

Max z = 3x1 + 8%z + 5X3 Max 3x1 + 8x2 + 5x3

Sujeto a: St

2X1 + X2 + 7x3 <120 2X1 + x2 + 7x3 <= 120

X1 + 5x2 + x3 =180 X1+ 5x2 + x3 <=180

4x; + 6X2 + X3 < 300 4x1 + 6x2 + x3 <=300

X1, X2, X3 =2 O End
De la tabla anterior note que:

a)

b)

El sentido de optimizacidén se indica con la palabra reservada max. Si se desea
minimizar entonces se usa la palabra min.

Las palabras reservadas min, max, st, end, NO pueden usarse como variables.
Indican al modelo la funcién objetivo, el sentido de optimizacién, el inicio de las
restricciones y el fin del modelo.

Las variables de decisién x1, x2, etc,, no llevan subindice. Puede usarse cualquier
otra palabra por ejemplo variablel, variable2.

Todas las variables aparecen del lado izquierdo de cada expresion, las constantes
del lado derecho.

La variable z no se incluye.

El sentido de las desigualdades se indican para < con los caracteres <=y para =
con los caracteres >=.

No es necesario indicar la condicién de no negatividad de las variables LINDO ya
las asume.

El modelo de optimizacién se muestra en la figura siguiente:

| = unoo

o X
| File Edit Solve Reports Window Help

Die=ds :loalvueznl ool RAD ZE 2 '
B <untitled> [e@=]

Max 3x1 +

izl + 6x2
End

St I
2%l + =2 + 7x3 <= 120
X1 + 5x2 + x3 <= 180

8x2 + 5x3

+ %3 «<=300
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LINDO incluye los menus de File, Edit, Window, Help con opciones similares a otros
softwares del entorno Windows.

Para resolver el modelo se usa el menu solve que tiene las opciones Solve, que permite
aplicar el método simplex al modelo incluido en la ventana de programacién, Compile
permite compilar el modelo, Debug permite identificar errores en la programacién del
modelo, Pivot permite indicar alguna variable para realizar la operacién de pivoteo,
Preemptive Goal para programacién lineal por metas.

Al activar la opcidén solve se aplica el método simplex al modelo incluido. Si existe algun
error de programacién el software lo indica, de lo contrario muestra una ventana de
didlogo indicando que el modelo es infactible o que se tiene una solucién éptima.
Posteriormente muestra una ventana de didlogo preguntando a usuario si realiza un
andlisis de sensibilidad. Finalmente muestra la ventana de resultados. Las ventanas de
programacién y resultados ordenadas de forma vertical se muestran en la figura
siguiente.

L~
Dic|=EI@ uevRE A Ol @am 2SS 2
o o[@=] |8 o [@][=

Max 3xl + Bx2 + 5x3
St | LP OPTIMUM FOUND AT STEP 3 |
2xl + x2 + 73 <= 120

X1 + Sx2 + %3 <= 180 OBJECTIVE FUNCTION VALUE

4xl + 62 + =3 <=300
End 1) 345.1546

VARIABELE VALUE REDUCED COST
X1 30.309278 1] 0oo
X2 29.072165 000000
X3 4.329897 000000

oo

ROW  SLACK OR SURPLUS DUAL FRICES
2) 0.000000 0.505155
3) 0.000000
4) 0.000000

288660
175258

o~

HO. ITERATIONS= 3

Adicionalmente a los recursos de la pagina web de LINDO Systems existen en la red un
gran numero de notas, libros, blogs, videos en youtube, etc., sobre como usar estos
productos.

Construir y resolver en LINDO Classic modelos de optimizacién lineal con cientos o miles
de variables y restricciones puede ser una tarea tediosa, dificil e inadecuada. Ademas
gue se facilita cometer errores de edicién por la cantidad de variables y restricciones
por lo que se vuelve necesario usar lenguajes de modelacién algebraica tales como
GAMS entre otros.
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GAMS

El software GAMS por sus siglas en inglés General Algebraic Modeling System es un
software que permite por medio de un lenguaje de programacién construir modelos de
programacién matematica, por ejemplo, optimizacién lineal escalables de gran tamarno
ya que incluye los datos y parametros del modelo separados del dlgebra de la funcidén
objetivo y restricciones del modelo a construir y optimizar. Este enfoque permite
modelar y optimizar en entornos donde los modelos se construyen y optimizan de
manera recurrente por hora, dia o semana ya que los datos cambian con la frecuencia
mencionada pero la estructura algebraica sigue siendo la misma. Ocurre con mucha
frecuencia en modelos de planeacién de recursos y modelos de programaciéon de
actividades.

Los datos y parametros que forman el modelo son obtenidos del sistema ERP de la
empresa por lo que permite ahorros de tiempo y esfuerzo de modelacién comparado
con el proceso de edicién si el modelo de optimizacién se construye desde cero término
algebraico por término algebraico.

Basicamente en GAMS se construye y modela el modelo matematico separando los
datos y parametros del problema del dlgebra de lafuncidén objetivo y de las restricciones,
esta parte de modelaje “prepara” lainformacién del modelo para posteriormente usarla
en el software “optimizador”. El software “optimizador” puede ser CPLEX o MINOS entre
otros que toman el modelo preparado por GAMS para aplicar los algoritmos de
optimizacién especializados. De acuerdo con lo anterior GAMS no optimiza, solo
construye el modelo de optimizacién, el software optimizador aplica el algoritmo de
optimizacién para encontrar y reportar la solucién éptima o declarar que no existe.

GAMS surge desde la década de los 70 's y desde entonces ha tenido innovaciones e
incorporaciones de recursos que permiten ser uno de los lenguajes especializados para
programacién matematica mas utilizados en el mundo de la optimizacién.

GAMS incluye versiones de prueba con capacidades reducidas para su uso en pc y
puede descargarse desde el sitio www.gams.com, el sitio incluye recursos para su uso
tales como manuales, cursos, notas, blog, tutoriales, ejemplos, bibliotecas, etc. Asi
mismo por ser un lenguaje especializado de programacién es posible encontrar
recursos de libre acceso en internet tales como cursos, apuntes, ejemplos, libros,
diapositivas, videos, blogs, entre otros. Al descargar GAMS en sus versiones de prueba
se incluyen también versiones limitadas del software optimizador de diversos
fabricantes mas comunes dentro de la programacién matematica, por lo que no es
necesario buscar y descargar un software optimizador para que funcione con GAMS,

De acuerdo a la pagina web de la compania fabricante de GAMS, GAMS ofrece GAMS
modeling languaje que es el lenguaje de modelacidén al que se hace referencia en estas
lineas, GAMS MIRO model interface with rapid orchestation permite construir modelos
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con una interfaz de usuario grafica que puede montarse incluso en una pagina web de
facil distribucidén entre los colegas al construir y optimizar un modelo, GAMS ENGINE es
un servidor de software que permite correr modelos de GAMS de forma centralizada e
inclusive en la nube y permite reducir costos al evitar licencias individuales en las
distintas areas de la compania y GAMSPy que combina el lenguaje de modelacién
algebraico de GAMS con la flexibilidad del lenguaje de programacién Python lo que
permite construir modelos de programacién matematica desde Python.

A continuacién se incluye una breve introduccién al software GAMS para entender su
uso y aplicacién, el software es bastante amplio y potente por lo que un tratado
profundo requiere de mas de un libro de texto ya que también modela y optimiza
modelos de programacién entera, programacién mixta, programacién para flujo en
redes, programacién probabilistica, programacién no lineal con restricciones y sin
restricciones, programacién convexa, y casi todos los objetos de estudio de la
programacién matematica.

La interfaz de programacién GAMS Studio se muestra en la figura siguiente:

11
File Edit GAMS Tools View Help
=0 ¢ L-3 L o ¥y aaB

Project Explorer 8 X

% trad1.gms £ = Processlog & x
v we tradl stitle Modelo sencillo de transporte

5 trati.gms option limcol=0, limrow=0;

[ va0rist
option solprint=off;

SETS

B(§) demanda del mercado 3

20

TABLE D(i,j) distancia en miles de millas

Washington Chicago Topeka
Seattle 1. 1.
san-Diego

Bcalar F coste de envio por

PARAMETER C (i,
C{i,3) = F * Oy

VARIABLES

System [tra01] [

Observe en la figura anterior que se incluye la barra de menus e iconos ya comunes en
las aplicaciones de Windows; tres ventanas, de izquierda a derecha la ventana con
archivos del proyecto correspondiente al modelo a optimizar, el archivo de esta
explicacion es un modelo de optimizacién lineal de transporte llamado traOl.gms el
archivo con los resultados del modelo es traOl.lst; la segunda ventana incluye la
programacién en GAMS necesaria para el modelo y la tercera ventana incluye los
resultados de compilacién y optimizacién para el usuario.

Un cédigo en GAMS estd formado por cabecera del programa, opciones de
programacién, declaracién numérica de conjuntos y pardmetros, declaracién de
variables, declaracién de ecuaciones, declaracién del modelo y lanzamiento del
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programa de optimizacién. Después de programar, compilar y correr GAMS muestra los
resultados obtenidos en ventanas de didlogo y en el archivo con terminacién Ist.

El modelo de transporte a construir y optimizar, Marin (2000), es un problema con dos
plantas de envasado: Seattle y San Diego; tres mercados: Washington, Chicago y
Topeka por lo que se requiere determinar las cantidades a enviar desde las plantas de
envasado a los tres mercados a costo minimo. Lainformacidén relevante se muestra en
la tabla siguiente:

Distancia en miles de Mercados
millas
Plantas de envasado Washington Chicago Topeka Capacidad de
la planta
Seattle 25 1.7 1.8 350
San Diego 2.5 1.6 1.4 600
Demanda del mercado 325 300 275
El costo de envio por cada mil millas es de $90
El cédigo completo con su explicaciéon se incluye en la tabla siguiente:
Cédigo Explicacion
$title Modelo sencillo de La etiqueta $title describe el titulo del modelo
transporte
Establece como limites de columnay renglén el
option limcol=0,limrow=0; valor de O
$offlisting indica a GAMS no enviar la solucion
$of-Flisting; obtenida a pantalla
option solprint=off;
SETS Establece los conjuntos i, j correspondientes a las
. plantasorigenydestino. Estos conjuntosindican
i plantas de envasado / Seattle, los subindices sobre los que se desarrolla el
San-Diego / algebra. Los elementos del conjunto se
j mercados / Washington, Chicago, establecen entr.e Ic?s.caracteres/ / con comas.
Note SETS al principio y; al final.
Topeka / ;
PARAMETERS Incluye los valores numéricos asociados a cada

subindice indicado en SETS dentro de los

A(i) capacidad de la planta i caracteres/ / sin comas. Note que para el

/ Seattle 350 parametro A(i) GAMS espera dos valores unopara

San-Diego 600 cada subindice i y tres valores para cada
subindice j establecidos en SETS. Nuevamente

/ tenemos PARAMETERS al inicio y; al final.

B(j) demanda del mercado j

/

Washington 325
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Chicago 300
Topeka 275
/

TABLE D(i,j) distancia en miles de millas
Washington Chicago Topeka
2.5 1.8

2.5 1.4

Seattle 1.7

San-Diego 1.6

E]

En esta parte seindica a GAMS las distanciasdel
problema de transporte a resolver. Se guarda la
distancia D con los subindicesi, j en una tabla
TABLE. Observe que losrenglones corresponden
al subindice iy las columnas a j tal y como se
especificaronen SETS. Las columnasdeben estar
alineadas. Noteque tenemos TABLE alinicioy; al
final

Scalar F coste de envio por mil
millas /90/;

Se estableceun escalarllamadoF que es el costo
de envio por mil millas con valor de 90 el cual se
declara entrelos caracteres/ /,alinicio tenemos
scalary al final ;

PARAMETER C(i,j) coste transporte
en miles de dolares;
C(i,j) = F * D(i,]) / 1ee0;

Se establece el parametro del costo de transporte
C para cada elemento (i, j) por medio de la
ecuacién

C(i,j) = F * D(i,j) / 1000;

VARIABLES

x(i,j) cantidades enviadas
z precio total transporte ;
POSITIVE VARIABLE x;

Las variables a utilizar en el modelo son x para
cada elemento (i, j) y z que es el costo total de
transporte.

A suvez se define que x(i, j) 20

EQUATIONS
cost define la funcion objetivo

supply(i) respetar capacidad planta i

demand(j) respetar demanda mercado j ;
cost .. z =e= sum((i,j), C(i,3)*x(i,3)) ;
supply(i) .. sum(j, x(i,3)) =1= A(i) ;
demand(j) .. sum(i, x(i,3j)) =g= B(3) ;

Las ecuaciones declaradas son 3, la funcién de
costo, un conjuntodei ecuaciones para supplyy
un conjunto de ecuaciones para el subindice j.

Las ecuaciones son:
costz= ZZ Cij Xy
i

supply (i) = ZXU SA®D

J

demand (j) = Z X, = B()
J

model transport /all/;

Se establece a GAMS que el modelo se llama
transporte e incluye todas las lineas de
programacioén anteriores

SOLVE transport using LP minimizing
Z;

Indica a GAMS que resuelva el modelotransporte
al aplicar programacién lineal y minimizar la
variable z

display x.1l,x.m;

Finalmente se pide a GAMS que muestre la
solucién de los valores de x en su cota minima y
valor éptimo.
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El cédigo anterior de GAMS es:

$title Modelo sencillo de transporte
option limcol=0,limrow=0;

$offlisting;
option solprint=off;

SETS
i plantas de envasado / Seattle, San-Diego /
j mercados / Washington, Chicago, Topeka / ;

PARAMETERS

A(i) capacidad de la planta i
/ Seattle 350

San-Diego 600

/

B(j) demanda del mercado j
/

Washington 325

Chicago 300

Topeka 275

/

TABLE D(i,j) distancia en miles de millas
Washington Chicago Topeka

Seattle 2.5 1.7 1.8

San-Diego 2.5 1.6 1.4

5
Scalar F coste de envio por mil millas /90/;

PARAMETER C(i,j) coste transporte en miles de dolares;
C(i,J) = F * D(i,]) / 1000;

VARIABLES

x(i,j) cantidades enviadas
z precio total transporte ;
POSITIVE VARIABLE x;

EQUATIONS

cost define la funcion objetivo
supply(i) respetar capacidad planta i
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demand(j) respetar demanda mercado j ;
cost .. z =e= sum((i,j), C(i,j)*x(i,3)) ;
supply (i) .. sum(j, x(i,3)) =1= A(i) ;
demand(j) .. sum(i, x(i,J)) =g= B(J) ;

model transport /all/;
SOLVE transport using LP minimizing z;

display x.1,x.m;

Al compilar y correr el modelo anterior GAMS envia mensaje a la ventana de didlogo y
genera un archivo con terminaciéon Ist. Ya que se trata de un modelo de optimizacién
lineal invoca al software CPLEZ para su solucién.

La ventana de didlogo muestra informacién basica sobre el archivo gms, su ubicacién,
la licencia, datos sobre la ejecucién, estadisticas sobre el modelo tales como el nidmero
de renglones y columnas, la version de la licencia de GAMS y CPLEX, los mensajes del
optimizador y la solucién obtenida.

El archivo con terminacién Ist muestra datos sobre la ejecucién del modelo, datos de la
compilacién, el modelo y la solucién obtenida.

CPLEX

Este software es fabricado por IBM y permite desarrollar y resolver modelos de
optimizacién lineal, puede usarse con lenguajes de modelacién algebraica como GAMS
e incluye herramientas de desarrollo propias por medio de CPLEX optimization studio
gue incluye su propio OPL optimization programming Language no muy distinto al
lenguaje de modelacién algebraica de GAMS. Debido a sus origenes en la década de
los 80°s, a su compromiso en innovacién y desarrollo tecnoldégico incorpora
actualizaciones continuas tomando como base articulos de investigacién y nuevos
métodos y desarrollos en programacién matematica siendo un referente y lider en la
industria del software para programacién matematica. Permite una integracién
eficiente con ¢, c++, java o Python. La versién de prueba de GAMS Studio en diciembre
de 2023 incluye CPLEX 22.1. 1.
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Ejercicios propuestos

1. Resuelva por el método grafico el siguiente modelo de optimizacién lineal
Max 18x + 11x2
Sujeto a:
12x + 18x. < 200
6x; + 6X2 <110
3x; + 5x2 <120
X, X2 =20

2. Resuelva por el método grafico el siguiente modelo de optimizacién lineal
Minimizar 3y; - 7 y2
Sujeto a:
4y +y> 212
-3y1 + 2y =215
y,y220

3. Aplique el método simplex al problema siguiente:
Max 14x; + 9%z
Sujeto a:
20x; + 10x2 £ 140
5x1+ 6%x2 <110
33X + X2 =120
X, X2 =20

4. Resuelva por el método de las dos fases
Minimizar 6y, + 12 y»
Sujeto a:
14y + 16y, = 210
3y, + 13y, 2 85
yi,Y220

5. Resuelva al aplicar el método simplex revisado
Max 18x; + 7x2 + 11x3 + 15X4

Sujeto a:

X; + 2X2 + 3X3 + 4X4 < 200
4%+ 3X2 + 2X3 + X4< 110
3x; + 5x2 + 11Xz + 15x4< 210
16x; + 8%2 + 10x3z + 3x4< 80
X1, X2, X3, X4 =2 0
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Capitulo V. Teoria de la dualidad y andlisis de sensibilidad

Objetivo: Comprender los fundamentos de la teoria de la dualidad para facilitar el
analisis de postoptimalidad. Analizar variaciones a los coeficientes de la funcién
objetivo y restricciones, la inclusién o eliminacién de variables, asi como la inclusién o
eliminacién de restricciones al modelo lineal construido.

5.1 Introduccién a la programacion dual

Para cada modelo de optimizacién lineal le corresponde un modelo dual el cual
contiene propiedades matematicas que son muy Utiles para el andlisis de variaciones e
interpretacion de la solucién reportada. Asimismo la teoria de dualidad proporciona un
certificado matematico de optimalidad si la solucién éptima existe. En este capitulo se
incluyen los métodos dual-simplex y el método simplex primal-dual que permiten bajo
las condiciones matematicas adecuadas encontrar con mayor facilidad la solucién
6ptima, declarar que no existe o bien declarar el problema es infactible.

Las relaciones entre los problemas primal y dual, en conjunto con los teoremas de
dualidad permiten:

e Establecer un certificado de optimalidad irrefutable para un problema dado.

e Encontrar la solucién del problema dual a partir del problema primal y viceversa.

Iu

e El valor de las variables duales permiten conocer el “valor” de los recursos en el
problema primal lo cual apoya el proceso de toma de decisiones.

e Lateoria de dualidad permite establecer los métodos dual-simplexy primal-dual
para obtener una solucién al problema planteado con menor ndmero de
iteraciones y por lo tanto con menor esfuerzo computacional en comparacién a
otros métodos, por ejemplo, el método simplex primal o el método de las dos
fases.

La teoria de dualidad en optimizacién lineal no es exclusiva, se trata de un concepto
matematico mas amplio, ya que dado un problema matematico existe un problema
equivalente que tiene propiedades matematicas muy Uutiles. En los conceptos y
métodos de la ingenieria eléctrica es posible establecer que para cada red eléctrica
existe una red dual equivalente.

5.2 Construccién del programa lineal dual

Con frecuencia denominados “primal” al programa lineal que se construye para apoyar
el proceso de toma de decisiones. De acuerdo con lo anterior durante el desarrollo de
este texto se han construido solamente programas lineales primales. Por lo que el
problema primal es el primer modelo que se construye, después se construye elmodelo
dual.

Para construir el modelo dual, considere el problema lineal siguiente que es una
variante del modelo presentado en la seccidn 1.1 al que se le denomina modelo primal:
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Max z = 3x; + 8%z + 5X3
Sujeto a:

2x1 + X2 + 7x3 <120

X1 + 5%z + X3 =180

Xy, X2, X3 =2 0

Paso 1. Establecer las variables duales.

Observe que este modelo primal tiene tres variables x;, x2 y Xz y tiene dos restricciones.
Para construir el modelo dual equivalente, lo primero que hay que hacer es asociar una
variable dual para cada restriccién del problema primal. Las variables duales seran y y

y2. En forma matricial y = [;1]
2

Max z; = 3x; + 8%z + 5x3 Variables duales
Sujeto a:

2x1+ X2 + 7x3 <120 Y1

X1+ 5x2 + X3 <180 y2

X1, X2, X3 2 0

Paso 2. Funcién objetivo

La funcién objetivo del problema dual se construye con el vector de recursos b del

problema primal, si en el problema primal el sentido de optimizacién es maximizar al
120

180] por lo que la

problema dual le corresponde minimizary viceversa. Note que: b = [

funciéon objetivo del problema dual sera by

Min zp = 120y, + 180y-2
Paso 3. Restricciones y tipo de variables de decisién

Para el conjunto de restricciones del problema dual usaremos la matriz A transpuesta

2 1
del problema primal. A = [i é Z], por loque AT = |1 5]. Las restricciones del problema
1

dual en forma matricial seran ATy. El vector de recursos del problema dual corresponde
al vector de coeficientes de la funcién objetivo del problema primal. El modelo dual
correspondiente es:
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Min zp =120 y1 + 180 y2
Sujeto a:

2y1+y.23

yi1+ 5y, =28
Tyhw+y225

yny220

Para establecer el sentido de las restricciones y el tipo de variable se establecen de la
forma siguiente:

e Silarestriccion es del tipo < en el problema primal le corresponde variables = 0
en el problema dual.

e Si la restriccion es del tipo = en el problema primal le corresponde variables
irrestrictas en el problema dual.

e Silarestriccion es del tipo = en el problema primal le corresponde variables <0
en el problema dual.

e Silasvariables de decisién del problema primal son del tipo = O las restricciones
en el problema dual corresponden al tipo 2.

e Si las variables de decisién del problema primal son del tipo irrestrictas las
restricciones en el problema dual seran del tipo igualdad.

e Silasvariables de decisién del problema primal son del tipo < O las restricciones
en el problema dual seran del tipo <.

Las relaciones primal-dual se resumen en la tabla siguiente:

Funcién Objetivo Maximizar Minimizar
Restricciones < o Variables >0
= S Irrestricta
> S <0
Variables =20 o Restricciones >
Irrestricta S =
<0 = <
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De forma matricial:

Problema primal Problema dual
Max zp = cx Min zp=b'y
Sujeto a: Sujeto a:
Ax<b ATy=c'
Xx=0 y=0

Los modelos primal y dual equivalentes usados como ejemplo se muestran a
continuacién:

Problema primal Problema dual
Max zp = 3x; + 8X2 + 5x3 Min zp =120 vy + 180 y>
Sujeto a: Sujeto a:

2X1 + X2 + 7x3 £ 120 2y1+y. 23
X1+ 5x2 + X3 <180 yi1+ 5y, 28
X1, X2, X3 2 0 Wty zs
Yi,¥2=20

De acuerdo a la estructura de cada problema, se le pregunta al lector

¢Cudl problema es mas facil de resolver?

Si se aplica el método simplex ;cudl se resuelve mas facil?

¢ccuadl problema llevard mayor nimero de iteraciones al aplicar el método simplex?
¢Los dos problemas tienen solucién éptima?

Si se conoce la solucién 6ptima del problema primal ;es posible conocer la solucién
6ptima del problema dual?

El uso de la palabra “equivalente” se justificard mas delante con los teoremas de
optimalidad y dualidad. Note que al aplicar las relaciones primal-dual anteriores al
problema dual debemos llegar al problema primal.

5.3 Teoremas y relaciones entre los problemas lineales primal y dual

La teoria de optimizacién clasica establece que para determinar los puntos maximos y
minimos de una funcién diferenciable sin restricciones se tiene que:
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1. Calcular las derivadas parciales.

2. lgualar las derivadas parciales a cero y resolver para cada variable. Estos son los
puntos criticos.

3. Para saber si un punto critico es un minimo, un maximo o un punto de inflexién
debe recurrirse al criterio de la segunda derivada.

Sin embargo, un problema de optimizacién lineal si bien es diferenciable, ya que se trata
de una funcién lineal, tiene un conjunto de restricciones. Por lo tanto adicional a lo
anterior para un problema con restricciones se requiere aplicar multiplicadores de
Lagrange, se usa un multiplicador de Lagrange asociado a cada restriccién y construir
la funcién Lagrangeana usando la funcién objetivo original mas cada restricciéon con su
multiplicador de Lagrange correspondiente.

Ahora tenemos una funcién objetivo que incluye todas las restricciones y tenemos una
funcién lagrangeana y un problema de optimizacién sin restricciones.

Si al problema primal anterior se construye la funcién de Lagrange L; tenemos:

Problema primal Funcién Lagrangeana
Max z; = 3x; + 8%z + 5xz Max Ly = 3x; + 8%z + 5x3
Sujeto a:

+ y1(120 -2x1 - X2 -7%3)

2X1 + X2 + 7x3 =120
+y5(180 - X1 - 5x2 - X3)
X; + 5Xo + X3 =180

Xi, X2, X3 2 0

Note que la funcién de Lagrange L;tiene como variables x;, x> y x3 y los multiplicadores
de Lagrange son yh1 y y> Y también se consideran variables.

Para encontrar los valores minimos o maximos de la funcién Lagrangeana se deben
determinar las condiciones de optimalidad Kuhn-Tucker. En optimizacién lineal
considere el modelo siguiente que llamaremos primal:

Problema primal
Max cx

Sujeto a:
Ax<b
x=0

Al construir la funcién lagrangeana Lp tenemos que Max Lp(x, y) =Max cx +y (b - Ax),y
representa el vector de multiplicadores de Lagrange, uno para cada restricciéon y =
[Y1 ¥, .. y,l Las condiciones de Kuhn-Tucker para optimalidad son:
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Para las variables de decisién x Para los multiplicadores y
JL dL
—=c—yA <0 —=b—-Ax =0
ox cTya= dy X =
oL oL
ax=(c—yA)x=0 @)/:y(b—Ax):O

A partir del problema primal, construimos el problema dual el cual es el siguiente:

Problema dual
Min by

Sujeto a:
ATy=cT
y=0

La funcion Lagrangeana para el problema dual es Min Ld(x, y) = Min bTy + x (cT - ATy).
Note que ahora los multiplicadores de Lagrange estan representados por x, uno para
cada restriccion del problema dual x = [¥1 X, .. x,]. Las condiciones de optimalidad
Kuhn-Tucker para el dual son:

Para las variables de decisién y Para los multiplicadores x
dL dL
—=b—-Ax =0 —=c—yA <0
3y x = 3 c—yA <
oL oL
5y=y(b—AX)=0 ax=(c—yA)x=0

Al observar ambas funciones lagrangeanas del problema primal Lp y del problema dual
Ld, se concluye que son iguales por lo que las condiciones Kuhn-Tucker para el
problema primal y el problema dual también son iguales,de acuerdo alo anterior a todo
problema primal existe un problema dual equivalente.

Lo anterior sugiere que si x1 y yi son soluciones factibles que satisfacen x; = 0,y, = 0; a
los problemas primal y dual correspondientes entonces tenemos que:

Ax; < b
ATy, =cT
Al premultiplicar por ambos lados por y; y por x; tenemos que:
yAx; <y, b
x, ATy, = x,c”

Al replantear términos semejantes y acomodar tenemos la relacién:

yib2x, ATy, =y Axy 2 x,c”
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Por lo que:
Lema 5.1.

Para los problemas primal y dual, el valor de la funcién objetivo para cualquier solucién
factible del problema de minimizacién es siempre mayor o igual que el valor de la
funcién objetivo para cualquier solucién factible del problema de maximizacién.

Teorema de existencia.

La condicién necesaria y suficiente para que un problema de optimizacién lineal tenga
solucién es que tanto el conjunto de soluciones P para el problema primal, P=
{x|Ax < b}, como el conjunto de soluciones Q del problema dual Q = {y|A"y > ¢"} no sean
vacios. Por lo que:

e Existe una solucién éptima para el problema primal x* y una solucién éptima
para el problema dual y*si y solo si se cumple que 3(x*,y ) @ P#0AQ =0

Los casos son los siguientes:

e Solucién éptima finita para ambos problemas primalydualsi P+ 8AQ # 0
e El problema primal es infactible y el problema dual esno acotadosiP=0AQ # @
e El problema primal es no acotado y el problema dual es infactiblesi P 0AQ =0
¢ Ambos problemas el primal y el dual son infactiblessi P =0 AQ =0
Corolario 5.1 Si x1 y y1 son soluciones factibles a los problemas primal y dual
correspondientes adicionalmente si cx, = bTy;, entonces x1 y y1 son soluciones factibles

optimas para su problema respectivo y el valor de la funcidén objetivo primal evaluada
en x; es igual al valor de la funcién objetivo del dual evaluada en y:.

Teorema fundamental de la dualidad
Para los problemas primal y dual sélo una de las siguientes afirmaciones es cierta:

e El problema primal y el problema dual poseen soluciones éptimas x* y*
respectivamente si el valor de la funcién objetivo del problema primal evaluada
en x* es igual al valor de la funcién objetivo del problema dual evaluada en y*

e Un problema tiene solucién no acotada y el otro solucién infactible

e Ambos tienen solucién infactible

La holgura complementaria

Si regresamos a la condicion y, b = x,ATy, = y, Ax, = x,c” la cual puede reescribirse como
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cx <yAx < yb

Donde x, y son soluciones factibles y adicionalmente en el éptimo tenemos que cx* =
y*b deducimos que cx* =y*Ax* =y*b al separar los extremos de la expresién anterior
tentemos que cx* = y*Ax*, y*'b=y*Ax*. Al replantear tenemos que y*(4x*—b) =0,
(c=y"A)x"=0.

Se establece que:

e Si una variable en el problema primal es positiva, la restriccién asociada en el
problema dual debe ser activa. (c — y*A)x* =0

e Si unarestricciéon en el problema primal es pasiva la variable dual asociada debe
ser cero, y*(Ax* — b) = 0.

Una restriccién es activa si se cumple como estricta igualdad, es decir si la variable de

holgura asociada es cero. Una restriccion es pasiva si se cumple como estricta
desigualdad por lo que la variable de holgura no es cero.

Teorema de holgura complementaria

Sean x* y* dos soluciones éptimas a los problemas primal y dual respectivamente,
entonces se cumple que:

(c=y*A)x"=0

y*(Ax*—b) =0

Ejemplo. Considere el programa lineal de la seccién 4.3

Max 10x; + 15%2
Sujeto a:
10x; + 20x2 < 400
5x1 + 5x2 =150
4x1+ 2%2 <110

X, X2 =20

La tabla éptima es la siguiente:
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Renglon Base z X1 X2 h, h2 hs Sol
o z 1 o o 1/2 1 o 350
1 x2 O 0 1 110 -1/5 0 10
2 X3 o 1 o -1/10 2/5 0] 20
3 hs O 0] 0] 1/5 -6/5 1 10

Donde la solucién éptima indica que x*= 20, x*=10, h3=10, z*=350.
El problema dual correspondiente es:
Min 400 y; + 150 y> + 110 y3
Sujeto a:
1IOyn+5y,+4y3:210
20y1+5y,+2ys215

Yy Y32 0

Para encontrar la solucién al problema dual se aplica el teorema de holgura
complementaria y el teorema fundamental de la dualidad.

Paso 1. Analizar las restricciones del problema primal evaluadas con la solucién éptima.

Al sustituir en la primera restricciéon tenemos que 10(x;=20) + 20(x2=10) = 400, por lo que
la restriccién es activa ya que se cumple como estricta igualdad, entonces y;z0.

Al sustituir en la segunda restriccién tenemos que 5(x;=20) + 5(x>=10) = 150, por lo que la
restricciéon es activa ya que se cumple como estricta igualdad, entonces y»#z0.

Al sustituir en la tercera restriccion tenemos que 4(x;=20) + 2(x2=10) < 110, por lo que la
restricciéon es pasiva ya que se cumple como desigualdad, entonces yz=0.

Siy:=0y considerando que el valor de la funcién objetivo es igual en el problema primal
y en el problema dual, entonces el problema dual se reduce a:

Min 400 y; + 150 y» + 110 (y3=0) = 350
Sujeto a:
10 yi + 5y, + (y3=0) 210
20y1+ 5y, + (y3=0) 215

Yy, ¥z 2 o)
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Para determinar los valores éptimos del problema dual y,, y. se resuelve el sistema de
ecuaciones a partir de las restricciones del problema dual:

MOyi+5y,=10
20y +5y,=15

Al restar la primera de lasegunda tenemos que y; = ¥4, al sustituir este valor en la primera
tenemos que y>=1. Con estos valores se evalua la funcién objetivo del problema dual
Min 400 (y»=1/2) +150 (y2=1) + 110 (ys=0) =350. Por lo que la solucién éptima del problema
dual es yw* = 4, y>*= 1, y3*= 0, z=350.

Interpretacién econdmica de las variables duales.

Para el problema de la mezcla productiva tenemos dos tipos de productos xi, X2 cuyo
valor de venta es de $10 y $15 respectivamente. El proceso de produccién considera 3
departamentos, el departamento de corte, departamento de pintura y departamento
de ensamble. La primera restricciéon establece la capacidad de 400 horas a la semana
de produccién del departamento de corte y cada producto consume 10 y 20 horas
respectivamente.

La segunda restriccion establece la capacidad de 150 horas a la semana de produccién
del departamento de pintura y cada producto consume 5y 5 horas respectivamente,
finalmente la tercera restriccion establece la capacidad de 110 horas a la semana de
produccién del departamento de ensamble y cada producto consume 4 y 10 horas
respectivamente, el modelo es el siguiente:

Max 10x; + 15x2
Sujeto a:
10x; + 20x2 < 400
5x1 + 5x2 =150
4%+ 2%2 =110

X, X2 =20

Las variables duales para este problema son yy, y2 y ys que es la utilidad o renta ganada
por cada departamento por lo que la renta total para el producto 1 es:

1I0Oyi+5y2+4y3:210

Y debe ser al menos el valor de venta que es de $10. Para el producto 2 es:
20yi+ 5y, +2y3 215

Al obtener los valores 6ptimos de las variables duales tenemos que:

y1* = 1/21 yz*z -Iv y3*= Or
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e Larenta minimaque se debe cobrar por los recursos es igual ala utilidad maxima
que con ellos se ganaria.

e Las variables duales representan la contribuciébn marginal de cada recurso a la
funcién objetivo. Es decir, para yi* = %, significa que cada hora adicional al
departamento de corte se incrementa la utilidad marginal en Y% Para el
departamento de ensamble no hay incremento ya que yz*= 0.

e Suponiendo que lo que se produce se vende, ;en qué departamento se debe
ampliar la capacidad?. De acuerdo con el ejemplo el recurso mas valioso es el
departamento de pintura ya que su variable dual es y> *= 1, note que y> > yi >yz
este recurso tiene mayor contribucién marginal.

5.4 Método dual simplex

Considere la relacidon A"y, = ¢ que estable la restriccion dual. Para el problema primal
y el método simplex llegamos a la solucién éptima en el paso 2 del método simplex,
cuando ®j = ¢ — wa; < 0 por lo que las restricciones duales pueden plantearse como c;-
wa; £ 0 o bien ®; < 0. De acuerdo con lo anterior tenemos que:

El problema primal es inmejorable si y solo si el problema dual correspondiente es
factible y viceversa.

El método simplex es un algoritmo iterativo que genera soluciones factibles cada vez
mejores hasta encontrar el éptimo, es decir mantiene la factibilidad y busca cada vez
mejorar la solucién hasta llegar a la solucion 6ptima, es decir la solucién inmejorable.

“El método simplex mantiene la factibilidad y busca la inmejorabilidad”

En una visién primal-dual ¢existe un método iterativo que mantenga la inmejorabilidad
y busque la factibilidad?. La respuesta es si y se le denomina método Dual-Simplex.

“El método dual simplex mantiene la inmejorabilidad y busca la factibilidad”

Método dual simplex (Arreola, 2003)
Paso 1. Encontrar una solucién basica factible inicial

Elija a las variables de holgura como las variables basicas en la tabla inicial

b. Realice operaciones de rengldén para establecer la matriz identidad en las
variables basicas.

Paso 2. Criterio de factibilidad

a. Sitodas las variables basicas son mayores o iguales a cero, la solucién actual es
optima.

b. En otro caso elija como variable de salida X« aquella con el valor mas negativo.
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Paso 3. Criterio de inmejorabilidad

a. Sien el renglén de la tabla que corresponde a la variable de salida Xk todos los
coeficientes de reemplazo son no negativos, la solucién es ilimitada.

b. De lo contrario elija a la variable de entrada X; aquella variable cuyo cociente y
sea el minimo para todo j.

y = mln] {_OCk-], ock]< 0}
]

El elemento pivote es X,

Realice las operaciones de pivoteo es decir por columna, hacer el elemento
pivote 1y los demas elementos de la columna hacerlos ceros

e. Regrese al paso 2

Ejemplo.
Aplicar el método dual simplex al modelo siguiente:
Min 400 y; + 150 y> + 110 ys
Sujeto a:
1Oy +5y:+4y:210
20y1+5y,+2y3215
Y, Y2,y320

Primero se plantea el modelo en formato estdndar al agregar variables de holgura a las
restricciones. Se usara el arreglo tabular como en el método simplex tabular de la
seccion 4.2.

Min 400 y; + 150 y, + 110 ys + Oh; + Oh;
Sujeto a:
TOyi+5y,+4ys-hi =10
20+ 5y, +2ys-ho=15
Y, Y2,y320

Paso 1. Solucién basica factible inicial
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Tabla inicial

Renglén Base z Vi Y2 y3 h, h2 Solucién
0] z 1 -400 -150 -110 0] 0] 0]
1 h; 0] 10 5 4 -1 0] 10
2 h, (0] 20 5 2 (0] -1 15

Se multiplican las renglones 1y 2 por -1y se tiene que:

Renglén Base z Vi Y2 y3 h, h2 Solucién
0] z 1 -400 -150 -110 0] 0] 0]
1 h 0] -10 -5 -4 1 0] -10
2 h, (0] -20 -5 -2 (0] 1 -15

Paso 2. Criterio de factibilidad

Ya que h; = -10 y h, = -15 la solucién actual se puede mejorar, se elige a h,=-15 como
variable de salida. Por lo que Xk es hz. El renglén por analizar es el renglén 2.

Paso 3 Criterio de inmejorabilidad

Del renglén 2 de la tabla actual se elige la variable de entrada Xr con el cociente mas
negativo y para cada columna, o sea para cada variable de la tabla.

y = minj {=20, 150 0 o < 0}= min;j {20,30,55 o< 0} =20; j=1

El valor minimo de y es 20 y corresponde a la variable yi.. Por lo que el elemento pivote

X, es o, = —20, el valor del renglén 2 columna y:.
Renglén  Base z WY Y2 y3 h; h, Solucién
0 z 1 -400 -150 -110 0 0 0
1 hn 0 -10 -5 -4 1 0 -10
2 ha 0 -20 =5 -2 0 1 -15

Se calcula la nueva tabla al calcular la nueva base al realizar operaciones de pivoteo

Se multiplica el renglén 2 por -1/20
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Renglén Base z Vi Y2 y3 h, h2 Solucién
0] z 1 -400 -150 -110 0] 0] 0]
1 h; 0] -10 -5 -4 1 0] -10
2 Vi o] 1 1/4 1/10 o] -1/20 3/4 -1/20R2
Renglén Base z Y Y2 y3 h, h2 Solucién
0] z 1 -50 -70 0] -20 300 400R2+RO
1 h -5/2 -3 1 -1/2 -5/2 T0R2 +R1
2 Vi 1 1/4 1/10 (0] -1/20 3/4

De regreso al paso 2

La variable que sale es h; ya que es la Unica negativa.

renglén 1.

Paso 3 Criterio de inmejorabilidad

El renglén por analizar es el

Del renglén 1 de la tabla actual las dos variables candidatas a entrar son y,, yzy hy ya
;< 0 entonces en ese mismo orden:

y=minj{

—50

=50 —70 —20
—5/2’ —37-1/2

—20

o< 0}= min j {20,33,40 o< 0} =20; j=1

El valor minimo de y es 20y corresponde a la variable y.. Por lo que el elemento pivote

X, es &, = —5/2, el valor del renglén 1 columna ys..
Renglon Base z \Y Y2 y3 h, h2 Solucién
0] z 1 0 -50 -70 0] -20 300
1 ¥ 0 -5/2 -3 1 -1/2 -5/2
2 Vi 1 1/4 1/10 0] -1/20 3/4
Se realizan las operaciones de pivoteo
Renglén  Base z \Y Y2 y3 h; h; Solucién
o z 1 0] 0] -10 -20 -10 350 SOR1+r0
1 y2 0 1 6/5 -2/5 1/5 1 -2/5R1
2 Vi 1 0] -1/5 1170 -1/10 1/2 -1/4R1 + R2
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En esta tabla ya no existen valores negativos en la columna solucién por lo que no hay
variable de salida, por lo que las variables basicas son mayores o iguales a cero. La
solucién actual es éptima y* = Y2, y>*=1, y3*= 0O, z* = 350.

5.5 Método primal-dual

El método primal dual (Bazaraa, 1999) incorpora conceptos del método simplex primal
y del método dual simplex para encontrar una solucién éptima o reportar que el
problema no tiene solucién.

Comienza con una solucién dual factible w la cual se va actualizando al plantear el
problema primal restringido y su problema dual correspondiente.

Paso Inicial

Construya el problema dual a partir del problema primal en formato estandar,
determine una solucién dual factible w tal que wa; - ¢; < O para todoj.

Paso 1

Con el vector w calcule el conjunto de columnas j del problema primal Q las cuales
deben cumplir waj-¢; =0, Q = {j : waj - ¢j= 0}. Construya y resuelva el siguiente problema
primal restringido. Recuerde que ajes lacolumna j-ésimade la matriz Ay que pertenece

a Q.
Min x, = e 0x; + 1x,

Sujeto a
Z ax;+x,=>b
jeQ

XjXg 2 0
Donde w es el vector de variables duales del problema primal a resolver, x; son las
variables de decisién del problema primal, xa son variables artificiales usadas con
frecuencia en la fase | del método de las dos fases.

Sea Xo el valor de la funcién objetivo. Si al resolver xo = 0, entonces se tiene una solucién
6ptima al problema primal original. En caso contrario construya el problema dual del
problema primal restringido. Sea v* la solucién éptima del problema dual restringido
anterior. Vaya al paso 2.

Paso 2
Si v¥aj < 0 para todo j, entonces el problema dual es no acotado y el problema primal es

infactible. En caso contrario calcule
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—(waj - cj)

*
vaj

Q):minj{ :v*aj>0}>0

La solucién dual actual w se actualiza por w + @v*. Regrese al paso 1.

Ejemplo:
Considere el problema siguiente:
Min x; + 2X2 + 9Xz + X4 + 5X5 + 3Xe
Sujeto a:
3x1 + 2X2 - X3 - 5X4 + 8Xs + X627
2X1+ X2 + 6X3 + X4 + 3Xs + 2X62 4

X1, X2, X3, X4, X5, X6 = O

Paso inicial
En formato estdndar incorporamos las variables de holgura x7 y Xs:
Min x; + 2X2 + 9Xz + X4 + 5X5 + 3Xe + Ox7 + OXs
Sujeto a:

3X) + 2X2 - X3 - 5X4 + 8Xs + Xg- X7

|
~

2X1+ X2+ BX3 + X4+ 3Xs + 2X6 - X8 = 4
X1, X2, X3, X4, X5, X6, X7, Xg = O
El problema dual es el siguiente:
Max 7yr + 4y2
Sujeto a:
3y +2y> =1
2y1+ Yy, <2

Y1+ 6y2<9
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SSyi+ys <1
8y; + 3y, <5

yi+t2y, <3

w1, Y2 irrestrictas

Note que una solucién factible para el problema dualesw =[y: y2]1=[0 0] lo que nos
genera las dos ultimas restricciones como activas ya que se cumplen como estricta
igualdad. Por lo que la prima solucién dual es w = [0 0] la cual se va a modificar al
calcular @.

Paso 1

Con la solucién dual inicial w = [0 0] se construye el problema primal restringido que se
forma al identificar los subindices j que cumplan con waj- ¢; = 0. Por lo que

A=[32—1—581—10
2 1 46 +1 3 2 0 -1F
c=[12 9 15 3 0 ol

32 -1 -5 81 -1 0

21 46 +1 3 2 0 1) 11 2% 1530 0=

wa;-¢=[0 ol

=[-1 -2 -9 -1 -5 -3 0 ol

Note las columnas resultantes 0, son la7 y 8 por lo que Q ={7, 8}, se forma el problema
primal restringido asociados a las variables de decisidon x7 y Xs.

Min Ox7 + Oxg + X9 + X0
Sujeto a
-X7 + Xo =7
-Xg + X0 =4
X7, X8, X9, X10 =2 O
Donde xo, X10 son variables artificiales para el problema restringido. La solucién éptima
es x*=[X7 Xs Xo X10] =[0 O 7 4] con valor éptimo Xo* =11. Ya que xo* # O continuamos

con el paso 2.

El problema dual del problema restringido es:
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Max 7yr + 4y»

Sujeto a:
-Wi <0
-y2 <0
% =1
y2 =1

v, Y2 irrestrictas

Para resolver este problema dual note que xsy X0 son variables basicas y por el teorema
de holgura complementaria las dos restricciones asociadas en el dual no tienen holgura,
es decir se cumplen como estricta igualdad por lo que la solucién éptima al problema
dual del problema primal restringido es v =[y: y2]1=[1 1].

Paso 2.

Con elvalordev*=[y: y>2]1=[1 1], se calcula v*aj para todo j

-1 0

via =
aj=1[1 1] 0 -1

32 -1 -5 8 _
> S |]=15 3 5 -4 11 3 -1 -1l

1
2 1 6 2
Note que los valores v*aj > O corresponden alas columnas {1,2,3,5,6 }. El calculo de @ es
como sigue.

Los valores w*aj - ¢j se calculan con

3 2

-1 -1 0
2 1 6

*n. _ o= -5 8 1 )
wrai- g =lo 0] L 33 0 4l -0 2915300

wXaj-¢g=[-1 -2 -9 -1 -5 -3 0 ol

0 '{1 12 =2,2y=32) =52 61> 0
sminy g/ = b3/ =25 =3/ =53/ =64

Ul —

1
(Z):mmj{g]:l} =
La nueva solucién dual es w + gv* = [0 O] +§[1 1]1= [i i ]
Continuamos con el paso 1.

Paso 1

. s 1 1 . o pe
La solucién dual actual es w = [; E ]y se calcula wa;j - ¢, se identifican los valores tales
gue waj - ¢; = 0 para formar el conjunto Q.
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[ 1@ 2 -1 -5 8 1 -1 0]_ _
WaJ‘CJ‘[ss”21 6 1320 - 12921530 0d=
g 22 _g _2 ¢ _122 1 ot
_[05855 555]

Por lo que Q = {1} asociado a la variable de decisién primal x;. Se formar el problema

primal restringido con las variables de decisién indicadas por el conjunto Q y las
variables artificiales X9, Xio.

Min Ox; + X9 + Xio
Sujeto a
31 + Xo =7
2X1 + X10= 4
X1, Xo, X10 =2 O

La solucién éptima al problema restringido es x* = [xi X9 xi0] =[2 1 0] con valor en la
funcién objetivo xo* =1. EIl problema dual restringido es:

Max 7y: + 4y>
Sujeto a:
3y + 2y <0
Wi <1
Y2 <1
vi, Y2 irrestrictas

La solucidon éptima al problema dual restringido es v¥ = [y1 y2]=[1 -3/2]. Con valor en
la funcién objetivo yo* = 1. Pasamos al paso 2.

Paso 2.
Con elvalordev*=[y1 y2]=[1 -3/2], se calcula v*a; para todo j

-1 0

32 -1 -5 81
*ai=11 —3/2 = -1 3/2
v¥a; = [ / ][2 1 6 1 3 2 0 1] [0 1/2 —-10 13/2 7/2 2 /2]

Note que los valores v*a; > O corresponden alas columnas {2,4,5,8}. El calculo de @ es
como sigue.

Los valores w*aj — ¢j se calculan con
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-1 0

1
20_1] [t 2 9 1 5 3 0 ol

wra - ¢ =[1/5 1/5]1[° 2 1 ‘f g

2 1 6

w*aj-¢=[0 -7/5 -8 -9/5 —-14/5 -12/5 -1/50 —1/5]

12/ =03 =T, 125'3/_2128}:2/15

@ = min,

{7/5 9/5 14/5 1/5
]

(1/5
@ = min; {ﬁ]= 8} =2/15
La nueva solucién dual es w + @gv* = [i i] + % [1-3/2]= [i 0]
Se continua con el paso1

Paso 1

. s 1 . . g
La solucién dual actual esw = | ; 0]y se calcula waj - ¢, se identifican los valores tales
gue waj - ¢; = 0 para formar el conjunto Q.

-1 0

=]t 3 2 -1 -5 81 B B
waJcJLo][z1 6 13 5 0 _1d-l1 291530 0=

= -4 _8 7 -8 1

=lo = 283 -2 2 = 2

Por lo que Q ={ 1, 8 } asociado a las variables de decisién primal x; y xs Se forma el
problema primal restringido con las variables de decisién indicadas por el conjunto Qy
las variables artificiales Xo, Xio.

Min Ox; OXg + Xo + X0

Sujeto a
3X1 + Xo =7
2X -Xg +Xwo=4

X1, X9, X10 =2 O
La solucion 6ptima al problema restringido es x* = [x1 Xs Xs X10] =[7/3 2/3 0 0] con

valor en la funcién objetivo x¢* =0. Por lo que tenemos una solucién éptima al problema
restringido y al problema primal original.
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5.6 Introduccién al analisis de sensibilidad

Un modelo de optimizaciéon lineal se considera estatico, en el sentido de que los
coeficientes de la funcién objetivo no cambian, asi como los coeficientes de las
restricciones también se asumen no cambiantes. De igual manera el conjunto de
variables de decision se define en el proceso de modelacién y una vez construido el
modelo no cambia. Naturalmente los valores de las variables de decisién si son
cambiantes durante la aplicacién de algdn método de solucién. Significa entonces que
una vez obtenida la solucién éptima ¢si alguno de los coeficientes de la funcién objetivo
o del conjunto de restricciones cambia, se debe resolver nuevamente todo el problema?
La respuesta se desarrolla en las secciones siguientes, el enfoque es considerar un solo
cambio a la vez ya que si se desea analizar cambios multiples de manera simultanea el
analisis se complica demasiado.

5.7 Cambios en los coeficientes de la funcién objetivo

En esta seccidén se desarrolla el andlisis a realizar si alguno de los coeficientes de la
funcién objetivo cambia. En un problema de maximizacién se debe a unincremento o
disminucién por ejemplo del precio de venta. Si es de minimizacién se debe a un
incremento o disminucién del precio de compra de alguna materia prima.

A partir de una solucién éptima reportada por el método simplex y sea c'j el coeficiente
que ha cambiado entonces debemos calcular el efecto neto mediante ¢, = ¢;— ¢zB g
lo cual puede reescribirse como ¢; = ¢; — z; donde z; = czB'a;.

Caso I. Si el cambio en c; corresponde a una variable no basica.

En el caso de maximizacion recuerde que en la solucién optima @; =¢;— z; <0 lo que

implica que ¢; < z;. sicjcambia a c’jconlleva a que la solucién 6ptima actual no cambia
si ¢; < z; o de otra manera ¢’; <c;.

Si ¢';>c; y el incremento es pequefio puede ser que la solucion optima actual se

conserve por lo que es conveniente calcular un limite para cj en el cual la solucién no

cambie. Recuerde que los efectos netos estan dados por @; = ¢; — z; < 0, por lo que z; =
c; — @; la solucién optima se puede mejorar si @'; =c’; — z >0 lo cual ocurre cuando ¢’; >

J J
z; loque nos lleva a que c¢’; > ¢; — 9;.

j

De acuerdo a lo anterior la solucién éptima actual se mantiene si ¢’; < ¢; — @; lo cual
puede reescribirse como ¢'; < ¢; + |(2)j|

En el caso de minimizacién tenemos que si el nuevo valor de c; satisface ¢'; > ¢; + |(?)]-|
la actual solucién permanece 6ptima.

Caso Il. Si el cambio en cj corresponde a una variable basica.
Los efectos netos al igualque en laseccidn anterior se calculan mediante:

@; = ¢ — czyB~'a;tanto para las variables basicas como para las variables no basicas. Sea
ce los coeficientes correspondientes a las variables basicas y algun coeficiente cambia
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de cek a C'sk entonces los nuevos efectos netos se pueden reescribir como: ¢'; =¢; —
[cpia;; + c'gra;;] @ la expresion anterior le restamos el término correspondiente al
coeficiente original cga;;, nos lleva a @'; = c¢; — [cpa;; + ¢ pra;; — cpea;;] @l reordenar
términos tenemos que @'; = @; — ay; [ ¢'pr — Cpil-

Si el problema es de maximizacién la solucién éptima actual se modifica si el término
a;[ ¢’ g — cp] €S suficientemente atractivo, es decir lo suficientemente negativo. El

analisis del término anterior nos lleva a tres casos:

e Sia; =0 genera que el término ay;[ c'g, — cz ] también es cero por lo que la
mejorabilidad no es atractiva, entonces la solucién actual sigue siendo 6ptima
sin importar el valor de c¢'g,.

e Sia,; #0 el término ay;[ ¢’z — cp] sera negativo en el caso cuando ¢’ < cpr Y
a,; >0, otro caso ocurre cuando c'g, > cp Y @, < 0. Con lo anterior es posible
calcular los limites de variacién en el coeficiente de una variable basica para que
la solucién optima actual se mantenga.

Los limites para el caso de un problema de maximizacién son:

Limite inferior Limite superior
. (9 . (9
gk = Cpx + max;y——:a,; >0 gk = Cpr +min; ) ——:q;; <0
[ Ak

Para el caso de un problema de minimizacién los limites para que la solucién étima
actual se mantenga son:

Limite inferior Limite superior
: 19 : 19
s = Cpy + min; ;:akj>0 px = Cpy + max; ;:akj<0
L L

Si el nuevo coeficiente de lafuncidén objetivo cae fuera de los limites anteriores entonces
la solucién actual ya no es éptima y es necesario generar una nueva solucién éptima.

Ejemplo

Max 10x; + 15x2
Sujeto a:
10x1 + 20x2 < 400
5x1 + 5x2 =150
4%+ 2%2 =110

X, X2 20

La tabla con solucién éptima es:
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Renglon Base z X1 X2 h, h2 hs Sol
o z 1 o o 1/2 1 0] 350
1 x2 O 0 1 110 -1/5 0 10
2 X3 o 1 o -1/10 2/5 0] 20
3 hs O 0] 0] 1/5 -6/5 1 10

Note que h=[h; h2 hs] son variables de holgura. La solucién éptima esx* =[x1 x2] =]
20 10] con z* = 350. Las variables basicas son Xg=[x1 x2hz]= [20 10 10] ylas variables
no basicas son Xnge = [hy h2]=0.

Para las variables no basicas Xne=[ 1 hz] laoptimalidad se mantendra sic’; < ¢; + |(Z)j|
ya que es un problema de maximizacién.

En el casode hiic’; < ¢; + |<Z),-|,
1 <0+4+1/2

c'he <172
Enelcasode hac’; < ¢ + |g;],
' <0+1

'y <1

Respecto a las variables basicas Xg = [x1 X2 h3 ]

Para x

Limite inferior Limite superior

: 19 : 19

CBk = CBk + max] I akj > 0 CBK = CBk + mlnj — :akj < 0

Ay Ak
, )-t , 7
Cy1 =10 + max; Z Cy1 = 10 + min; 1
Is 5 10

C,, =15
Ca = 7 -

Para obtener los valores de la tabla recuerde que debe observase el renglén que
corresponde a la variable basica xi. Los valores a,; aparecen sombreados el subindice k
se refieren al renglén de x1y el subindice j a las columnas.
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Renglon Base z X1 X2 h, h2 hs Sol
0 z 1 0 0 1/2 1 0 350
1 x2 O 0 1 1/10 -1/5 0 10
2 X1 O 1 0 -1/10 2/5 0 20
3 hs 0 0 0 1/5 -6/5 1 10

. < . - . . 15
La solucién se mantiene 6ptima si Y <cy < 15.

5.8 Cambios en el vector de recursos
Los cambios en el vector de recursos son de interés en los casos siguientes:

e De las restricciones activas se desea conocer el efecto de incrementar o
disminuir el recurso asociado

e Respecto a las restricciones pasivas, ¢Cual es el rango de variacién del recurso
asociado?

La solucién dptima actual estd dada por x; =B~!bh, si b cambia a b’ la relacién anterior
cambia a x’; = B~!'b' y sélo depende del producto B~b' por lo que no importa si el
problema es de maximizacién o minimizacién por la ausencia del vector ¢. Recuerde
que B7'b = 0 ya que es una solucion éptima factible al cambiar a B~'b puede volverse
una solucién infactible por lo que es conveniente calcular limites inferior y superior para
un valor del vector b en la cual la factibilidad se mantenga.

Sea b, el valor del vector b para el cual se desea calcular el cambio, xg, la variable basica
asociada y a;, el valor del renglén iy columna jde B2

El nuevo valor de la variable basica x'y; puede calcularse como x'y; = xp; + (a; b’y — ay by)
en donde el término (a; b’y — ayb,) indica la diferencia entre el valor original y el cambio
en b,.

La relacion x'y; = xp;+ (ay b’k — ayby) puede reescribirse como x'p; = xp; + ay (b’ — by).

El término a; (b, — b,) debe ser positivo para mantener la factibilidad por lo que xg; +

. . iy
ay (b’ —b,) =0 lo que implica que a; (b, —b,) = —xg;, y entonces (', — b,) = aB‘, el
ik
P . . XBi
término que nos interesa es b’ por loque b’, > b, — _111:: ya que los valores de q;, pueden

ser positivos o negativos tenemos que los limites se calculan con:

Limite inferior Limite superior

' . (XBi . ~ (Xg
bk_ bk—mlTLi _:al’k >0 bk_ bk_maxi _:aik<0
ik Qg
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Ejemplo:

Max 10x; + 15%2
Sujeto a:
10x; + 20x2 < 400
5x; + 5x2 <150
4%+ 2%2 <110

X, X2 =20
1 =1
400 0 5 0
La solucion 6ptima es Xs =[x x2hs]= [20 10 10],b = [150|,B~'= | 2 0
110 é ‘?6 1

El intervalo que mantiene la factibilidad para b, se calcula mediante:

Limite inferior

Limite superior

;o (X
by = b, —min a_-'aik>0

ik
20 10
b', = 400 — min; iy

b, = 350

10 s

, . (%Bi
by = b, —max;;—:q; <0
Air

10
b', = 400 — méx;

=
b', = 500

1n

5.9 Cambios en las restricciones

Los cambios en las restricciones corresponden a cambios en la matriz de coeficientes
tecnolégicos, la matriz A. Se originan cuando se tienen cambios en los procesos,
magquinaria o una mejor tecnologia que aumenta o reduce el uso de recursos para cada
variable de decisidon. Recuerde que la matriz A estd formada por los coeficientes a;

Caso |. Cambios en a; para una variable no basica

Si cambia un coeficiente q;, para una variable basica k debemos calcular el efecto neto
@', =c,—wd,. Donde w=czB™!, d), denota la nueva columna de la matriz A que
contiene el nuevo valor d';,. Si el nuevo efecto neto indica mejorabilidad entonces la
solucién 6ptima actual cambia y la variable no basica asociada entra a la base.
Recordando el método simplex, los efectos netos indican optimalidad si

Minimizar
9, >0

Maximizar
9; <0

Caso Il. Cambios en a; para una variable basica

En este caso por tratarse de una variable basica x, es necesario revisar si la nueva
columna a’, de la matriz A es linealmente independiente y puede formar una nueva
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base. Una forma de hacerlo es calcular el vector columna « ', = B~'d/,. Del vector « ', se
identifica el elemento “pivote” « ’;, que corresponde a la columna basica x;. Si x ', =0
el nuevo vector a'; eslinealmente dependiente y no puede formar una base « ', # 0 la
operacién de pivoteo se realiza, la base se reestablece y se continua con el método
primal simplex o el método dual simplex si la nueva solucién es infactible.

Ejemplo.
Para el problema

Max 10x; + 15X%2 + 4X3 + 2X4

Sujeto a:
10x: + 20x2 + 2X3 + 3X4 + hy = 4000
Ex;+ 5x2 + 5x3 + 4X%4 + h; =1500
4x1 + 2X2 + 6X3 + 6X4 +hs =800

X1, X2, X3, X4, h1, h2, hz =20

4000 =0 %
La solucién éptima es Xs =[xz h2x]= [400/3 500/3 400/3],b = [1500|,B~ "= |2 1 =2,
800 20 1
30 3
10 20 2 3 1 0 O
A=|5 55 4 0 10
4 26 6 0 0 1
2 2
Para la variable no basica xstenemos que a; = |5| cambiaa a’; = (1| el nuevo efecto neto
6 4

se calcula mediante @', = ¢, — cyB~'d’, por lo que

T -1,/
Qs =c3—cgB ™ a;

=0 32 2
s=4-[15 0o 10l|22 1 E| [1] =4-[2 0 Zl|1[=4-16/3
% 0 % 4 4

Ya que el efecto neto es negativo en este ejemplo de maximizacién la solucién éptima
se mantiene.

20 30
Para la variable basica x2 note que a, = [5] cambia ad, = [4] entonces se calcula el
2 12

nuevo vector x’, = B 'd/,
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5 =

AR

Note el elemento de « '}, =« ',, x’;; = 0 igual a O, por lo que no puede “pivotearse” y no
puede formarse una base. Debe formarse una nueva base al usar una variable artificial
y proceder al método de las 2 fases. Cabe aclarar que k=1ya que se estd analizando un
cambio en a, asociado a la variable de decisién x> que en el diccionario de variables
basicas Xg = [ X2 hz2 x1] x2 ocupa la posicién k=1.

o

R

|

[S]

|

L

Q\

N

|
PR

—_
wof o] L

20 10
Considere ahora que a, = [ 5] cambia a @', =| 3| entonces se calcula el nuevo vector
2

1
5 0 & 10 5
OCIZZB—laIZZ _Tl 1 —?5
-1 0 1 1
3 3

Aqui nuevamente k=1 por lo que el elemento « ', = § el nuevo vector si forma una base
por lo que se calcula el nuevo efecto neto

1 -1 7
x', =B "a,

T -1,/
@, =c,—cgB™"a,

T 10

,=15-[15 o0 10|22 =20/3
1
3

Por lo que se actualiza la nueva tabla al hacer operaciones de “pivoteo” para obtener la
nueva solucioén.

5.10 Adicién y eliminacién de variables de decisién

La adicién de una nueva variable de decisién modifica a la matriz de coeficientes A ya
gue se incorpora una nueva columna, adicionalmente la nueva variable de decisién
viene acompafiada con su coeficiente en la funcién objetivo. Este cambio de analiza
como un cambio en la matriz de coeficientes para una variable no basica y debe
analizarse primero su efecto neto y si debe entrar la nueva variable a la base se actualiza
la nueva solucién siguiendo los pasos de método simplex.

La eliminacién de una variable de decisién genera dos casos, si la variable de decisién
es no basica entonces nada debe hacerse ya que la solucién éptima actual no cambia.
Si se elimina una variable basica entonces debe replantearse la base por medio de una
variable artificial y calcular la nueva solucién siguiendo los pasos del método simplex.
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La adicidon de una nueva restriccion al problema original debe analizarse para identificar
si con la solucién éptima actual la restriccidn se satisface, si es asi nada debe realizarse
ya que la solucién éptima actual se mantiene y la nueva restriccién se satisface. En caso
contrario en que la nueva restricciéon sea violada tenemos ahora una solucién infactible,
para buscar la factibilidad la nueva restriccion modificara la base actual y se requiere de
una nueva variable de holgura y para buscar la factibilidad se aplica el método dual
simplex.
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Ejercicios propuestos

1. Construya el modelo dual del problema de la dieta de la seccién 3.2
2. Construya el modelo dual del problema de asignacién de capital de la seccién 3.2

Construya el modelo dual del problema de seleccién de un portafolio de
inversion de la seccién 3.2

4. Resuelva el problema siguiente mediante el método dual simplex
Minimizar 4y, + 14 y,
Sujeto a:
4y, + 5y, 2 20
3n+y.28

yi,¥220

5. Resuelva el problema anterior mediante el método primal-simplex

6. Para el problema

Max 3x; + 7X2 + Xz + 2X4 + 4Xs + Xg

Sujeto a:
7X1 + 2X2 + X3 + 5X4 + 5x5+ 6x6< 350
2X1+ X2 + X3 + 2X4 + 3Xs+ Xe< 650
9 + 6X2 + 7X3 + 6X4 + 5X5+ 4Xe< 800

X1, X2, X3, X4, X5, X6 = O

a) Construya el modelo dual

b) Determine los rangos de variacién en los coeficientes de la funcién objetivo
de tal forma que la solucién éptima no se altere

c) Calcule los limites de variacién para el vector de recursos b de tal forma que
la solucién éptima no se altere
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Capitulo VI. Optimizacién lineal a gran escala

Objetivo: Comprender los métodos y estrategias de solucién para problemas de
optimizacién lineal con cientos de variables y cientos de restricciones.

6.1 Introduccién a la optimizacién lineal a gran escala

El esfuerzo numérico o trabajo computacional puede ser muy alto si el modelo
construido tiene cientos e incluso miles de variables y restricciones. Basados en las
propiedades matematicas y estructura del modelo es posible implementar estrategias
como generaciéon de columnas, planos cortantes, descomposicién Dantzig-Wolfe,
descomposicion de Benders que permiten resolver el modelo planteado de forma
computacionalmente mas eficiente.

En la actualidad la construccién de modelos de optimizacién lineal para aplicaciones
reales con cientos o miles de variables o restricciones se realiza con software
especializado basado en lenguajes de modelacién algebraica. Software como GAMS,
CPLEX, Lindo, entre otros, permiten la modelacién algebraica asi como la
implementacién de rutinas mencionadas anteriormente y librerias con algoritmos
eficientes para resolver el problema, es decir declarar una solucién éptima o bien que la
solucién no existe.

Métodos para actualizacién de la matriz identidad. Forma producto de la inversa.
El método simplex de forma resumida consta de los pasos siguientes:

Paso 1. Encontrar una solucién basica factible, es decir resolver el sistema de ecuaciones
xs = B' b para determinar el valor de las variables basicas.

Paso 2. Calcular los efectos netos de las variables no béasicas, w = cgB7, ®;=¢j—wa,. Sila
solucién se puede mejorar vaya al paso 3. En este paso se evaluan las variables no
basicas.

Paso 3. Calcular una nueva solucién factible. Resuelva para una variable no basica o =
B'ak. Este paso proporciona informacion de cémo cambian las variables basicas al
incorporar una variable de entrada. Si el coeficiente de intercambio («,)i < O tenemos
una solucién ilimitada,de lo contrario intercambie las columnas de la matriz base actual
B por las columnas de la variable de entrada k y variable de salida r al aplicar la regla
del minimo cociente que evita soluciones infactibles. Calcule la nueva base al resolver
xs = B'b. Regrese al paso 1.

De acuerdo a lo anterior resolver las ecuaciones xg = B' by ok = B'ak requieren de By el
mayor trabajo computacional al aplicar el método simplex.

Note que debemos calcular B” lo cual implica un esfuerzo computacional alto. Se han
desarrollado técnicas para que a partir de B en el paso 1 no sea necesario “reinvertir”
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completamente la matriz base, en el paso 3. Durante el proceso se hace uso de matrices
elementales. Una matriz elemental es una matriz cuadrada que difiere de la matriz
identidad sélo en un renglén o columna. El proceso de actualizacién se le denomina
“forma producto de la inversa” el cual fue publicado por Dantzig en 1954.

Al inicio de la aplicacion del método simplex Biniciai = |, por lo que Bincia” = |, ya que la
matriz inversa de una matriz identidad es también |la matriz identidad. En el paso 3 la
matriz base Binicial S€ actualiza al reemplazar una columna de la variable saliente r por la
columna nueva de la variable entrante k.

En general (Bazaraa, 1999) una base B estd compuesta por las columnas am, asz,..., asm
sea B’ la matriz inversa de B. Ya que la columna no basica ak reemplaza a agr origina la
nueva base Bnweva por lo que el procedimiento debe encontrar ahora Bnweva™ a partir de B-
. Observe que ok = B'ak y asi = Bei donde ej es un vector de ceros excepto por un valor de
1 en la i-ésima posicién. Tenemos que:

Bnueva = (aB1, as2, ...,dBr1, dk, aBr+1,---,aBm)

Bnueva = ( Be], Bez,.--, Ber—], B(lk, Ber+1, Bem)

Bnueva = BT

Donde T es la matriz identidad con la r-ésima columna reemplazada por ox. La matriz
inversa de T la cual es T, estd dada como se muestra a continuacion:

[1 0 =ik .0 0 0]
Ak
|o 1 —ay - 0 0 0|
Ark
T =| RN
| e 1. 0]
ll _O‘.mk - 01 Jl
0 0 o 0o o 1

La columna no unitaria de la matriz T anterior se le denomina vector eta. Por
consiguiente Bnwva' se calcula mediante T'B™lo que significa que la nueva base inversa
puede obtenerse premultiplicando la base inversa de la iteracién anterior por una
matriz elemental T

El proceso anterior establece que conforme se avanza en la aplicacién de los pasos del
método simplex la base B; en la primera iteraciéon es la matriz identidad |I. Entonces la
base inversa de la iteracién 2,B>"'es B, = Ty'Bi'= Ty 1 =Ty". De manera semejante B3 =
T,'B>" =T, iy en general para la g-ésima iteracién:

Bg-.l: -I-g-'|_.I Tg-z-.l... TZ_.I T'I-.I

A la dltima ecuacién que especifica la base inversa como un producto de matrices
elementales se le denomina forma producto de la inversa. Observe que el nUmero
requerido de matrices elementales para representar la base inversa aumenta en cada
iteracion.

Analicemos el proceso de postmultiplicacién en la forma de producto de la inversa.
Considere una matriz elemental E con columna no unitaria g en la r-ésima posicién. Sea
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¢ un vector renglén de dimensiones adecuadas a E. Entonces al realizar el producto cE
esta dado por

10 91 0

CE=[c ¢ .. ¢l (,) 1 Qz Ol=lc, ¢, ¢,y Zcig; Cra1 - Cml
00 . gn . 1

CE=1lc; ¢, ¢-1 €9 Cri1 = Cnm]

En otras palabras note que cE es igual a ¢, excepto que la r-ésima componente de ¢ se
reemplaza por cg.

En el caso de la premultipicacién en la forma de producto de la inversa tenemos que si
a es un vector de tamafo m el producto Ea se define como:

10 g o[ [* o
Eaq = 0 1 g: 0 [ar!:{0-|+a |[gr-!
- - S [ "
00 Im . 1 [amj [amj [gmj

En otras palabras note que Ea es igual a g, excepto que la r-ésima componente de a, se
reemplaza por cero.

Los elementos anteriores permiten aplicar el método simplex sin efectuar las
operaciones de pivoteo.

Ejemplo.

Realice la primera iteracién del método simplex al aplicar la forma producto de la
inversa.

Min -x; — 2x2 + X3
Sujeto a:
X1+ X2+X32 4
-X1+ 2X2 — 2X3 < 6
2X1+ X225
X1, X2, X3 =2 0
Iteracién 1

Las variables de holgura son hy, h2 y hz y la base inicial By = |
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h, 4
R W
hs 5
X1 0
4
X3 0

w=cB'=[0 0 ol

XnB=

dj=c¢-waj=[-1 -2 1], porlo que x; entra a la base, k=2, a>=

1 1

2|. ok =Blak =2

1 1
b1 b2 b3 465

La variable que sale se calcula con Minf{2L b2 bs}1={i651= 3 por |o que sale hy, r=2. La

a12’ a22’ a32 1’2’1

columna no unitaria de T, es decir el vector eta esta dado por:

—x12 —_1
x22 2
1 |=]1
=22 z
—x32 -1
x22 2 -
Iteracion 2

Al aplicar la premultiplicacién podemos calcular Xg

0
0
1

m
1]
oS O

| |
NlHN|)—lN iA

ool T i) Ef] -l
23}45]
B

1
w=csE=[0 -2 o0l|0
0

Xg=

XnB=

o -1 ol

= O O
11

| |
NlHNl)—\N i

Por lo que k=1y x; entra a la base.
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Descomposiciéon LU

La forma de producto de la inversa descrita anteriormente no es la Unica forma de
calcular las ecuaciones BXg=b, Bok = ak correspondientes a los pasos 1y 3 del método
simplex. Observe que las ecuaciones anteriores evitan B™. Silabase inicial estd formada
por las variables de holgura entonces tenemos una matriz identidad y recuerde que la
inversa de una matriz identidad es la misma matriz identidad por lo que actualizar la
base por medio de vectores eta es laforma mas adecuada de implementar el método
simplex. Para una base arbitraria la estrategia utilizada en la mayoria de los paquetes de
software modernos es aplicar el método de factorizacién LU para la matriz B de tal forma
qgue B = LU donde L es una matriz triangular superior y U es una matriz triangular
inferior.

Si B es una matriz triangular el proceso de solucién de las ecuaciones BXg=b, Bok = ak
serd relativamente facil ya que se puede resolver el sistema al sustituir hacia atras.

Para resolver el sistema BXg=b, debe transformarse la matriz B en una matriz triangular
superior al calcular una matriz R no singular por operaciones de renglones tal que RB=U.
Al efectuar lo anterior premultiplicamos ambos miembros de BXg =b por R a fin de
obtener RBXg = Rb, lo que nos lleva a UXg = Rb. Los vectores y matrices U, Ry b son
conocidos y para obtener XB se hace una sustitucién hacia atras.

Para el sistema de ecuaciones Bok = ak el proceso es el mismo. Calculamos la matriz R
para la matriz B por operaciones de renglones tal que RB=U. Al efectuar lo anterior
premultiplicamos ambos miembros de Box = ak por R a fin de obtener RBax = Ray, lo que
nos lleva a Uok = R ak. Los vectores y matrices U, Ry ak son conocidos y para obtener o
se hace una sustitucién hacia atras.

Para resolver wB = cg del paso 2 se requiere hacer la transformacién afin w = vR lo que
nos lleva a VRB = cg 0 sea vU = cg ya que RB=U, note que para obtener v se hace una
sustituciéon hacia adelante ya que el vector cgy la matriz U son conocidas. Ya con los
valores de v se calcula w = vR. La matriz R también es conocida.

El calculo de la matriz R

Para calcular la matriz R ademads de las operaciones de renglén usadasen la eliminacién
Gaussiana también serd necesario efectuar permutaciones de renglones durante la
factorizacién sin olvidar el objetivo de garantizar la estabilidad numérica y explotar la
ventaja de una matriz dispersa. La estabilidad numérica se pierde al realizar divisiones
por numeros muy pequefos comparados con los valores restantes de la matriz,
recuerde que entre mas ceros contenga una matriz mas dispersa es la matriz y entre
mas dispersa sea menores operaciones de renglén se pueden realizar.

De acuerdo con loanterior generalmente el primer renglén de B no se modifica a menos
gue el elemento correspondiente a la diagonal sea cero para lo cual debera hacerse una
permutacién de renglén. La obtencién de la matriz R requerird de matrices
elementales de permutacién Py matrices de eliminacién Gaussiana G para triangulizar
la primera columna de B. Para las columnas posteriores de B se procede de manera
similar haciendo uso de matrices de permutacién Py de eliminacién G. Por lo que si se
realizan n operaciones entonces R esta definida por
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R = G/P....G2P2GP,

La matriz de permutacién P es una matriz identidad en donde se intercambian los
renglones que se desean intercambiar. El mismo principio aplica si se desea
intercambiar columnas.

La matriz de pivoteo Gaussiana se construye usando los elementos de la diagonal
principal y tiene la forma siguiente:

I
C=lo 2k 4 ¢
l[o =mk o 1]

El elemento bu corresponde al elemento de la matriz B de la columna k a triangulizar,
es decir el elemento de la diagonal principal, es el elemento pivote no necesariamente
con valorde 1.

Considerando lo anterior se aplica un proceso denominado FTRAN al calcular Uk = R
ak para resolver el sistema Bak = ak mediante el empleo de los operadores GiPi en el
orden 1, 2, .., n sobre ax. El proceso inverso Illamado BTRAN usado para calcular w = vR
para resolver wB = cg al usar posteriormente los operadores GiP; sobre v en el orden
inverso n, n-1,...1.

Ejemplo.
Resuelva el sistema BXg=b y wB = cg al factorizar la matriz B, en donde (Bazaraa, 1999)

1 3 2 9
2 1 —1],b=H,c=[1 1 2]
7

3 2 2

B=

La factorizacién comienza con la columna 1 de B, y se realiza un intercambio de los
renglones 1 y 2 para hacer que el elemento By sea mayor, se usa la matriz de
permutacioén P; la cual es una matriz identidad con los renglones 1y 2 intercambiados
asi obtenemos Bh.

01 0 0 1 o] 3 2 2 1 -1
Ph=(1 0 0,Bh=PB=(1 0 0|2 1 -1|=]1 3 2
0 0 1 0 0 i3 2 2 3 2 2

Para triangulizar la columna 1 de B; se realiza mediante la matriz pivote gaussiana G;
que es:

1 00
C']:_Tllov
2= 01
1 0 Ol 1 -1 2 1 -1
GBi=|3 1 0[1 3 2|=B2=|0 3 3
20 1|13 2 2 0o > I
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Al observar la segunda columna de B; hay que convertir al elemento Bz, = %2 en cero lo
cual se hace con la matriz Gy que es:

1.0 0
cz=[0 1 o],

0 21
1 0 01(2 1 -1 2 1 -1
G:B,=|0 1 0|0 3 Z|=Bs=[0 5 :[=U
-1
0 = 1ljo 7 2 0 0 3

Por lo tanto R = G2P.GP;. Para resolver BXg=b se calcula Rb usando un proceso FTRAN

1 0 01/1 0 Olfo 1 o 0 1 0
R = G2G1P1 = IO 1 0 —71 1 0 Il o ol=1|1 _71 0
0 X 1|22 o 1flo 0o 1 = F 1

0 1 0]r91 13
2 2 1|l 1y

5

Lo que sigue es calcular RbXg = Rb es decir UXg = Rb y finalmente Xg se calcula por
sustitucion hacia atras

UXs = Rb

2 1 -1 3 3
0 2 2 |Xe=|%[porloqueXs=|2
0 0 3 1 5

Para resolver wB = cg primero se resuelve vU = cg

2 -1
vU=ce=1[v; v, V3][0 ]:[1 1 2]

0

O NG =
[OSENTRYY

porloquev=1[ 1 1]

Ahora al aplicar un proceso BTRAN se obtiene:

0 1 0
w=vR=1[; : 1|1 F Of=[p -1 1]

g

5 5
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Matrices por bloques, diagonales, renglones y columnas

La construccién de modelos de optimizacidon lineal para aplicaciones reales genera con
frecuencia cientos e incluso miles de variables y restricciones, por lo que la matriz A
puede ser muy grande y se convierte en un reto encontrar una base inicial y aplicar el
método simplex.

Asociado a cada variable de decisidén estd asociada una columna de la matriz A, respecto
a los renglones corresponde a restricciones o conjunto de restricciones del problema
real a resolver, por lo que la matriz A puede caracterizarse por secciones de ceros y
valores no cero. Estas secciones de valores no cero forman bloques y diagonales que el
software especializado como Cplex analiza previamente para aplicar la mejor estrategia
de solucién al aplicar el método simplex. Con frecuencia una matriz A puede
visualizarse como:

o < o . © .0 .
se LN . .0 B
-
o .. L o L -
.
LN
@ - L . LR =
- - L . 2 . B
& . se e LR °
K
- © L .. LN -
..
(RN 3
- 2 .. Kl e “
L = L @ LR e .
. o L . L J L

Donde los puntos azules corresponden a valores no cero de la matriz Ay los espacios en
blanco a valores en cero. A este tipo de matrices se les denomina matrices dispersas.
Los métodos que se presentan a continuacion con métodos de particién,
descomposicidon y relajacién a aplicarse cuando tenemos cientos o miles de variables.

6.2 Método de generacién de columnas

La idea del método de generacién de columnas es generar una columna de la matriz A

gue sea atractiva a ingresar a la base actual. De esta forma no es necesario generar y
almacenar toda la matriz A, la estrategia de solucién comienza con una base factible
inicial y generar columnas conforme avanza la aplicacién del algoritmo.

El problema de corte de material. Cutting stock problem. (Bertsimas, 1997)
Considere resolver el problema siguiente de optimizacién lineal en forma estandar.
Min c™x
Sujeto a
Ax=Db
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x=20

donde x e R" yb € R™, A es linealmente independiente y el nUmero de columnas de A es
muy grande por lo que, para fines practicos, no es posible generar y almacenar la matriz
A completa. Experiencia computacional ha demostrado que un alto porcentaje de las
columnas de A nunca forman la base solucién durante la solucién por medio del método
simplex.

Si la matriz A no se va a generar ni almacenar completa entonces la dificultad principal
es generar un método para descubrir variables x;, columnas de la matriz A, con costos
reducidos atractivos ®; para que esta variable forme parte de a base en la siguiente
iteraciéon del algoritmo de solucién. Lo anterior puede obtenerse al resolver el problema:

Min @;

Donde la minimizacién va sobre toda i. Si el valor encontrado es mayor o igual a cero
todos los costos reducidos son no negativos y se ha obtenido una solucién éptima. En
caso contrario si el valor minimo es negativo, la variable correspondiente xi tiene un
costo reducido negativo y su columna correspondiente Aientra a la base mejorando la
solucién actual.

El esquema anterior se implementa muy bien al aplicar el método simplex revisado y
con frecuencia se implementa como una secuencia de iteraciones “maestras” y un
problema “restringido”. Al inicio de cada iteraciéon “maestra” se tiene una solucién
basica factible para el problema original y una matriz basica asociada.

Se busca una variable con costo reducido negativo al minimizar ®; para toda i sino se
existe el algoritmo termina. Suponga que para alguna i tenemos un costo reducido
negativo entonces se forma una coleccién de columnas Aiy posiblemente columnas
adicionales con las que se construye el problema restringido:

Min cixi

Sujeto a

Axi=b

x=0

Recuerde que las variables basicas de la solucién basica factible actual al problema
original son entre las columnas que se han guardado en el problema restringido por lo
gue se tiene una solucién factible para el problema restringido el cual puede usarse

como una solucién de inicio para esta solucién.

Se realizan las iteraciones necesarias del método simplex para llevarlo a la solucién
6ptima. En este punto se inicia con la nueva iteracién del problema maestro.
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El problema de corte de material

Considere una compania fabricante de papel que tiene un inventario de rollos grandes
de papel con un ancho W. La demanda que satisface para sus clientes es para cortes
mas pequenos que se obtienen a partir de los rollos grandes en particular la demanda
es de bjrollos con un ancho wi. Naturalmente wi< W.

Para satisfacer la demanda un rollo de ancho W se corta de cierta forma para obtener
los valores distintos de ancho pedidos wi por lo que tiene un patrén determinado. Por
ejemplo si W=70 se pude cortar en tres porciones de w; =17y un corte de w>=15 con un
desperdicio de 4.

En general cualquier j-ésimo patrén esta representado por una columna a; de la matriz
A donde cada valor de la columna aj indica cuantos cortes del ancho w; se producen en

3
el patrén. De tal forma que el patrén anterior es [(1)] siendo el primer renglén el
0

correspondiente a w; =17 y el segundo renglén el correspondiente a w; =15, los ceros
restantes corresponden a cero cortes del ancho wz y cero cortes del ancho wa. Si se
demandan mas anchos distintos wi entonces la columna a; tendrd mas renglones.

Note que para una columna o patrén en general debe satisfacer:

m

Z aijW,: <w

i
Por lo que sitenemos n patrones factibles la matriz A estarad formada por las n columnas

correspondientes a;. El nUmero de patrones factibles puede ser muy grande sobre todo
si W es un nimero entero grande y los w; son valores relativamente pequefios.

El objetivo de la compafiia es minimizar la cantidad total de rollos de ancho W usados
para satisfacer la demanda de los clientes. Sea x; la cantidad de rollos a cortarse
siguiendo el patrén j. El problema que llamaremos problema maestro a resolver es:

Min X7_, x;

Sujeto a

n

Jj=1

v
o

Optimizar el problema lineal anterior requiere un esfuerzo computacional muy alto adn
considerando valores para x; enteros, inclusive si el nUmero de medidas w; es pequefo
ya que la cantidad de patrones diferentes n puede ser muy grande por lo que generar y
almacenar la matriz A completa es inadecuado.
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El problema anterior puede resolverse de manera muy eficaz siguiendo la estrategia
siguiente. Considere un conjunto de m patrones donde cada patrén consiste solo de un
corte de ancho wj y ninguna otra medida w. La matriz A con las primeras m columnas
(patrones) forma una solucién factible ya que es una matriz identidad.

Con esta solucidn realice una iteraciéon del método simplex, note que el coeficiente c; de
cada variable x;j es igual a 1, entonces v = cg B en lugar de calcular los costos reducidos
para cada patrén jse construye el problema siguiente min (1 - vAj) para todo jque es
lo mismo que minimizar VA,

Si el valor minimo es menor o igual a 1 todos los costos reducidos son no negativos y

tenemos una solucién éptima. Si el valor obtenido es mayor de 1la columna Aj que
corresponde a k tiene un costo reducido negativo y esta columna entra a la base.

Ahora se describe como encontrar un patrén j que maximice VAj por lo que tenemos
que resolver:

Max X va;

Sujeto a:

m
2 wia; < W
i=1

a; = 0,entero

A este ultimo problema se le conoce como el problema entero de la mochila. Con la
solucién del problema de la mochila tenemos un nuevo patrén que entra a la base e
incorporamos al problema maestro con lo cual completamos una iteracién. Repita
hasta obtener una solucién éptima.

Ejemplo

Se requieren 78 piezas de w, = 25.5, 40 piezas de w»=22.5, 30 piezas de wz=20y 30 piezas
de w4=15 (Chvatal, 2002). Las piezas anteriores se cortan del rollo grande con W=91 por
lo que el problema maestro a resolver es:

Min X3 + X2 + X3 + X4

Sujeto a:
33X =78
4x2 = 40
4x3 =30

6x4 = 30

X1, X2, X3, X4 2 0
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78
40
30(
30

Xj representa el nUmero de veces que se cortara el patrén j. b = c=[1 1 1 1]

Para iniciar tenemos:

3
El patrén 1 asociado a x; solamente corta piezas de 25 y caben 3 en 91, entonces a= 8
0
01
El patrén 2 asociado a x2 solamente corta piezas de 22 y caben 4 en 91, entonces a,= g
.0.
01
El patrén 3 asociado a xz solamente corta piezas de 20 y caben 4 en 91, entonces az= 2
_0_
0
El patrén 4 asociado a x4 solamente corta piezas de 15 y caben 6 en 91, entonces as= 8
6
300 0
_10 4 0 O
A=1o 0 4 o
0 0 0 6
Iteracién 1.

Aplicamos el método simplex revisado por lo que:

300 0 5 000 26
= = 04 00 1= 0 % 0 0 = 10 =
A=B 0 0 4 O,B 00 2 O,XB 75| 2 48.5
4
00 0 6 lo o o i 5
Paso 1resolver vB = cg porloquev=[: 1 ]

Paso 2 construir una nueva columna al resolver el problema restringido
Max 1/3yr + 1/4y, + 1/4ys + 1/6ya
Sujeto a:
25.5y; + 22.5y, + 20ysz + 15y.4 < 91

Y1, Y2, ¥3, Y4 = 0, entero
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La solucién éptima al problema restringido es y = lo que proporciona un nuevo

S NO N

2
patrén de corte, 2 piezas de 25.5y 2 piezasde 20 asociado a xs por loque as = [(2) ,columna
0

que entra.

Paso 3. Calculamos ax = B'ax es decir

[§000]2§
lo 2 o ollo]_]o
as:B']aS: 4 =
|l00§0J|2§
0 09 101

- . .. ((B71p)i ,
Paso 4. Calcule el minimo cociente © = mini {((u )i)l. (¢ )i > 0} por lo que
k

7.5

.. |26
© = mini {Z E,}=15, que corresponde a la segunda columna de B, columna que sale.

Paso 5. Nueva base

302 0 s | 16
_lo 4 0 ofgijo 2 0 0f,  _|wof__
B=1g 0 2 ofB'=|, &I 1 ol*=|i5[2=46
000 6 lo o o I 5
Iteracion 2

Paso1resolver vB = cs porloquev=[; % ¢ Z]
Paso 2 construir una nueva columna al resolver el problema restringido
Max 1/3y: + 1/4y. + 1/6ys + 1/6y.
Sujeto a:
25.5y; + 22.5y, + 20ys + 15y, < 91

Y1, Y2, ¥3, Y4 = 0, entero

La solucién 6ptima al problema restringido es y = lo que proporciona un nuevo

OSOrLr N

1
patrén de corte, 2 piezas de 25.5, 1piezas de 22.5y 1 pieza de 15, asociado a xs por lo que

2
de = [1], columna que entra.
1
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Paso 3. Calculamos oax = B'ak es decir

3 0 = 01|2 3

o oo 0 ol 2
we=Blac=) o . o|0]‘6
lo o (2) %Jl l%J

(B=1b)i

Paso 4. Calcule el minimo cociente e = min {W
K/l

()i > 0} por lo que

. . {16 10 5 .
© = mini {z m,m,}:zzf, que corresponde a la primera columna de B, columna que

sale.

Paso 5. Nueva base

-1
2 020 [z ° 3 é)] 24
_[1 4 0 ofga_|T 7 = _4] .-
100 6 2 o L i 1
12 12 6
Iteracién 3

Paso 1resolver vB = cs porloquev=[Z 1 = 1
Paso 2 construir una nueva columna al resolver el problema restringido
Max 7/24y: + /4y, + 5/24ys + 1/6y.
Sujeto a:

25.5y; + 22.5y, + 20ys + 15y < 91

Y1, Y2, ¥3, Y4 = 0, entero

La solucién éptima al problema restringido es y = lo que proporciona un nuevo

oS Obh O

patrén de corte, 1 piezas de 22.5 asociado a x7 por lo que a7y =

0
g , columna que entra.
0

Note que la columna generada corresponde aa:y que el valor de la funcién objetivo es
1igual a cg por lo que la solucién encontrada es éptima.
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6.3 Método de planos cortantes

El método de generacién de columnas desde el punto de vista dual nos lleva al método

de planos cortantes ya que en vez de generar una columna ahora se va a generar un
renglén, es decir una restricciéon por lo que se denomina generacién de restricciones o
planos cortantes.

Para comenzar considere el problema
Max yb
Sujeto a
YA £ G i=1..,n
que es el problema dual del problema primal en su forma estandar siguiente:
Min cx

Sujeto a

Nuevamente el niUmero de columnas de A es muy grande por lo que es imposible
almacenarlas y generalas en su totalidad. En lugar de generar todas las n restricciones
duales, solo se considera un subconjunto H de todo el conjunto de tamafo n ellasy se
construye el problema dual relajado:

Max yb
Sujeto a
YAi = G i€eH

El cual se resuelve hasta llegar a la solucién éptima. Sea y* una solucién basica factible
6ptima al problema dual relajado entonces tenemos dos posibilidades

1) Suponga que y* es una solucién factible al problema original. Cualquier solucién
factible y al problema original es también una solucién factible al problema
relajado ya que éste Ultimo tiene menos restricciones. Por lo tanto debido a qu
la solucién y* es 6ptima para el problema dual relajado tenemos que yb < y*b por
lo que y* es una solucién éptima para el problema original y el algoritmo termina.

2) Si y* es infactible para el problema original, entonces hemos encontrado una
restriccidon que no se cumple la cual se adiciona a las restricciones del problema
dual relajado y se continua con la estrategia de solucién.
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Para implementar este algoritmo se necesita primero de un método para identificar si
el vector y* es una solucién factible al problema dual original. Si y* es dual infactible se
requiere de un método para identificar una restricciobn que no se cumple, una
posibilidad es construir y resolver el siguiente problema Min ci - y*A; para todo valor de
i. Si el valor éptimo encontrado es no negativo entonces hemos encontrado una
solucién factible para el problema dual original.

En el caso de que el valor éptimo sea negativo entonces se satisface que ci < y*A; y se
ha identificado una restriccién violada.

6.4 Método de descomposicién de Dantzig-Wolfe
Considere un problema de optimizacién lineal que tiene la forma:
Min cix; + c2x2
Sujeto a

Dy + Dax2 = bo

Fixi = b]
Foxz = bs
X, X220

Donde x1y x> son vectores de dimensiones n1y n; respectivamente y que bo, by b tienen
dimensiones mo, M1 y m: respectivamente. Asi considerando las restricciones de no
negatividad x; satisface ms restricciones, x; satisface m; restricciones, y x1 y x2 satisfacen
Mo restricciones de acoplamiento. Ds, D2, F, F2 son matrices de dimensiones apropiadas.

Este tipo de problemas surgen en la realidad de manera muy frecuente, considere un
modelo que busca reducir los costos de una empresa corporativa por lo que lasvariables
x; corresponden a una planta y x2 a otra planta. La restriccion de acoplamiento donde
participan xi1y x> corresponde a un presupuesto global.

Las restricciones de acoplamiento pueden ser pocas con relacién a todo el modelo. Esta
estructura permite plantear una estrategia de solucién basada en descomponer o
fraccionar el problema original.

Para comenzar se construye una reformulacion del problema original usando un menor
numero de restricciones, pero con mas variables. Para los conjuntos de restricciones F;
y F2 definimos el poliedro Pi= {x 20 | Fix; = bi}i =1, 2; es decir el conjunto de puntos
solucidén x; factibles que satisfacen las restricciones Fi.

También se supone que los poliedros Py y P, son no vacios. Definidos los poliedros
entonces el problema original se puede replantear como:
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Min cix; + c2x2
Sujeto a
Dixi1 + Dax2 = bo
X1 € Py
X2 € P2
Donde la restriccion D + D2xz = bo es la restricciéon de acoplamiento.

Debido a que los poliedros P; y P> son no vacios entonces estdn formados por puntos
extremos X/ y rayos extremos wik. El teorema de resolucién permite que cualquier
elemento x; de P; puede representarse mediante sus puntos y rayos extremos:

- ) k. k
Xi=X; Mxl+ X, of w/
Adicionalmente los coeficientes 1}, ef son no negativos y satisfacen X; 2} =1, %, of = 1.

El problema original puede entonces ser reformulado usando por puntos y rayos
extremos de Fiy F..

El problema replanteado al que llamaremos problema maestro tiene la forma:
Min X, 2 ¢, x+8, of ¢y wi +3; 2 ¢, )+ 3, ok ¢, wi
Sujeto a
ZjAJ;Dl x{+2k ek D, W1k+2jA];D2 x£+2k e¥D, wy = bo
¥ A=
¥ A=
A’L:,e{-‘z 0, para toda i, j, k.

El problema original tiene mo + m; + m: restricciones de igualdad mientras que €l
problema maestro tiene solo mo + 2 restricciones de igualdad. Respecto al numero de
variables en el problema maestro su cantidad puede ser muy grande ya que estd
construido en base a los rayos y puntos extremos de cada poliedro Pi.

El nimero de puntos y rayos extremos crece de forma exponencial en base al niumero
de restricciones.
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El método de descomposiciéon Dantzig-Wolf

Paso 1. En cada iteracidon se inicia con un total de mo + 2 puntos y rayos extremos de los
poliedros P;y P los cuales forman una solucién basica factible al problema maestro asi
como la matriz inversa By el vector dualy = (g, n, r2) =csB”, q son las variables duales
asociadas a la restriccion de acoplamiento, iy r. son las variables duales asociadas a las
restricciones de convexidad X; 1] =1, %; 1}, = 1 respectivamente.

Paso 2. Construya y resuelva los dos subproblemas.
El subproblema 1
Min (¢ - gD1) x4
Sujeto a
X1 € Py
y el subproblema 2
Min (c; - qD2) x2
Sujeto a
X2 € P2

Si el valor 6ptimo del primer subproblema no es menor que r y el valor éptimo del
segundo subproblema no es menor que rz, entonces todos los costos reducidos del
problema maestro son no negativos y se ha encontrado una solucién éptima y el
algoritmo termina. En caso contrario vaya al paso 3.

Paso 3. Si el valor éptimo en cualquier subproblema es -0 se ha encontrado un rayo
extremo w}* asociado con la variable ef cuyo costo reducido es negativo por lo que esta
variable entra al problema maestro. Vaya al paso 4.

Paso 4. Si el valor é6ptimo en cualquier subproblema es finito y menor a r;, se ha

encontrado un punto extremo x; asociado a la variable 2} con costo reducido negativo

por lo que esta variable puede entrar a la base del problema maestro. Continue al paso
5.

Paso 5. Una vez identificada la variable que entra a la base, genere la columna asociada,
aplique el método simplex revisado y actualice B-1 calcule las variables duales y.
Continue con el paso 1.

Ejemplo.
Resuelva el problema

Minimizar -4x; — X, — 6X3
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Sujeto a

33X + 2X2 + 4%X3 =17

Para iniciar las restricciones se dividen en dos grupos, el primer grupo consiste en las
restricciones de acoplamiento que tiene la forma Dx=bo, D=[3 2 4], bo=17.

El segundo grupo son las restricciones del tipo x € P por lo que P esta definido como el
polihedro P={x e R®®*|1<xi=2,i=1,2,3}. Yaque P es un “cubo” en R?* tiene ocho puntos

extremos es acotado Y no tiene rayos extremos.

Los puntos extremos son [1,1,1],[1,2,1],[2,1,1),[2,2,1],[1,1,2],[1,2,2),[2,1, 2]y [ 2,2,
2]

Paso 1. Para iniciar tomemos dos puntos extremos, sean x' = [ 2, 2,2 ] adicionalmente x
=[1,1,2] con variables 1!, 12 como variables iniciales por lo que el problema maestro
tiene dos restricciones de igualdad que son:

;MDD x =17

2 1
A3 2 4] H+ 223 2 4l H=17
2 2

1821 + 1312 = 17
A =1

A+ Ar=1

La funcién objetivo del problema maestro tiene la forma:
] ) 2 1
Min X, ¢, x} =2 -4 -1 —6l|2[+ 22[-4 -1 -—e6l|1|= -222*-172°
2 2

El problema maestro inicial es entonces:
Min -221- 1722
Sujeto a:

1841 +134% = 17
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A+ 2=1

AL A22=0

Por lo que B = [118 113], B' = _0022 _3266]’ b= [117], A=bB'= ] [ ] ce=[-22 -17]

Las variables duales del problema maestroson:y = (g, r, r2) = ceB' = [-1 —4]

Paso 2. Resolver el subproblema formado con los valores del problema original y ya que
solo tenemos un Py

Min (¢ — gqDi) x 1
Min([-4 -1 -6l-(-1)[3 2 4l) [xz]
Sujeto a:

X1
X1 € Py =Min[-1 1 -=2] [xZ]
X3

=Min -X; +X2 + 2X3

Sujeto a:

Paso 3y paso 4. La solucién éptima al subproblema anterior es x =[ 2, 1, 2] que es un
punto extremo de Py valor éptimo -5 menor que el valor de r que es -4.

Paso 5. El punto extremo que entra a labase es x3=[1] asociado a lavariable 13 la columna

a entra a la base se calcula mediante Dx3>=1[3 2 4] [1]:16 por lo que la columna que

entra a la base es g=[116], el valor de 16 para la primera restriccién y 1 para la segunda
restricciéon del problema maestro.

Para calcular la columna que sale se calcula el minimo cociente al calcular u = B7g =
. A1 _o08 22 _o2

[0.6 0.4] por lo que los cocientes — =E’_ ——eI segundo es menor por lo que la columna

Uq .

saliente asociada a A? sale de la base. La nueva base es B = [18 16]
-[18 16] g2 _[05 -8 1_21] 0.5 _
Paso 1. La nueva base es B [1 1 ], B iy ] A=bB 33 [O 5] =[=22 21]

Las variables duales del problema maestroson:y = (q, r, rz) = ceB' = [-0.5 13]
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Paso 2 Resolvemos el subproblema

Xq
Min([-4 -1 -6l-(-05)[3 2 4] [xz]
X3

X1
=Min [-25 0 —4][362]
X3

=Min -2.5x; + OXz - 4X3

Sujeto a:

Paso 3y paso 4. La solucién éptima al subproblema anterior es x =[ 2, 2, 2] que es un
punto extremo de Py valor éptimo -13 que es el valor de r que es -13 por lo que tenemos
una solucién éptima al problema maestro.

6.5 Método de descomposiciéon de Benders
Considere un problema de optimizaciéon lineal P (Bazaraa, 1999) que tiene la forma:
P: Min cx
Sujeto a
Ax=b
xeX,X={x:Dxzd,x=20}

El poliedro X es no vacio y acotado, por lo que no existen rayos extremos pero si puntos
extremos. Del problema P anterior construimos el problema dual correspondiente.

D: Maximizar wb + vd
Sujeto a:
WA +vD <c
W irrestricta, v= 0

Al problema D anterior cuando las variables w estan fijas, es decir tenemos una solucién
parcial el problema D queda definido por las variables v, note que el problema lineal D
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puede tener una estructura especial que permite su facil solucién por lo tanto se
particiona el problema D considerando a las variables w como las variables
“complicadas” por lo que el problema queda reformulado como:

D: Maximizar wb + maximo vd
Sujeto a
vD = c-wA
W irrestricta, v= 0
Nuevamente reestructurando tenemos:
D : Maximo wb + Minimo x € X ( ¢ — wA)x

Ya que el poliedro X no es vacio entonces tenemos la solucién éptima en un punto
extremo. Si x|, x4 .. .x'son los puntos extremos de X tenemos que el problema D es
equivalente al problema de maximizar { wb + minimo; (c - wA)x } sobre valores no
restringidos de w. Lo anterior puede re-escribirse como el problema maestro:

PM: Maximizar z = { wb + minimoj (c - wA)x }
Sujeto a:
z<swb+(c-wA)X paraj=1,..,t
Z, W irrestrictas.

Este problema maestro contiene un gran numero de restricciones por lo que es
inconveniente resolverlo. Sin embargo puede resolverse al incluir solo algunas
restricciones, esta estrategia de solucién estd basada en la relajacién del problema
maestro.

Al construir y resolver una relajacion del problema maestro obtenemos valores éptimos
a larelajacion (z*, wr*) entonces z* es una cota superior del valor éptimo del problema
original, adicionalmente los valores obtenidos del problema relajado (z/* w/*) son
valores éptimos para el problema original si cumplen con todas las restricciones del
problema maestro.

Para verificar si se viola alguna restricciéon del problema maestro se debe verificar si z*
< wib + (c - w*A) X para j=1,.,t. lo que es equivalente al siguiente subproblema de
programacién lineal:

w* + Minimo x e X (¢ - w*A)X.

Si z* es menor o igual que el valor éptimo de w/* + Minimo x e X (¢ - w/*A)x entonces el
procedimiento de solucién termina. En caso contrario si x*resuelve el problema w*b +
Minimo x € X ( ¢ - w/*A)x entonces tenemos que z/* > w/*b + (c - w*A)xK vy es posible
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generar una restriccion de la forma z < wb + (¢ — wA)x* e incluirla al problema maestro
relajado y volver a optimizar.

El proceso anterior se repite hasta que la solucién (z/*, w/*) de algun problema maestro
relajado se obtenga z igual al 6ptimo de w*b + Minimo xe X (c - w/*A)x. ya que X tiene
un numero finito de puntos extremos el procedimiento anterior tiene un ndmero finito
de iteraciones.

Ejemplo:

Se desea resolver el problema:

Maximizar 2w; + 3w + 2vy + 5vp + 2vz + 6V,

Sujeto a:
Wi+ W2+ v+ V2 <-2
W2 + 2> < -]
Wi -Vz  + 2vs4 < -1
2W> +vz +Vvs <1

w=<0,v=s0

Las variables w son las variables “complicadas” por lo que el problema maestro de
Benders es el siguiente:

Maximizar z
Sujeto a
Z<S2Wi+ 3Wo + X5(-2 - Wi— W2 )+ Xo(-T =Wz ) + X3(-1—wyq ) + X4(1-2w2 ), paraj=1, ..t

Z irrestricta, w < 0

En donde X = (X5, X2, X3, ¥), j=1, .., t son los vértices o puntos extremos de X. El
subproblema de Benders tiene la forma:

Maximizar { e(w) : w < 0}
Para valores w = (ws, wz) tenemos que:

o(w) = 2wy + 3wz + Minimo xe X { (-2 = Wi — Wz X' + (-1 = w2 )x% + (-1 —wq )x3 + (1 - 2w, )x*}

Para comenzar se elige el vértice x' = (0, 0, 0) de X. Por lo que el problema maestro
relajado de Benders es:
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Maximizar z
Sujeto a
zZ 22w + 3w;
Z irrestricta, w < O

La solucién 6ptima es z*=0 con w*=(0, 0) por lo que usando z < 2w; + 3w, como
restriccion o corte de Benders para e(w) se obtiene w/*=(0, 0) como solucién

maximizadora.

Al calcular e(w) con w*=(0, 0) tenemos que e(w*)= = en x* = (2§ 3,0). Como e(w) < z*
se genera una restriccion o corte de Benders usando x2.

Maximizar z
Sujeto a
ZS2Wi+ 3w + 2(-2-wWi= W2 )+ 2(-1-w2 ) + 3(-1-w1 ) + O(1 - 2w )
- —17

1
=7 Wi gwe

Por lo que el problema maestro relajado de Benders es:

Maximizar z

Sujeto a:
Z < 2w + 3w,
z<=2-3wi - JWs
w =<0

La solucién éptima es z*= =7, y w/* = (=, 0).
Al resolver el subproblema de Benders se calcula e(w)= ‘1—? en x3 = (O% 0,0). Ya que z* >
o(w,*) se genera una tercera restriccién:

ZS2Wi+3W2 + 0(-2-Wi—-W2 )+ 3(-1-w2 ) + O(-1 - w1 ) + O(1 - 2w )

IA

Z<-2+2wWi+ oW,
Que se adiciona al problema maestro relajado de Benders que queda como:
Maximizar z
Sujeto a:
Z < 2w + 3w,
z<=2-3wi - JW2
Z< -2+ 2w+ 2w,
w =0

El procedimiento continla hasta que z/* < e(w/*).
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Ejercicios propuestos
1. Considere el siguiente problema de optimizacién lineal
Maximizar x
Sujeta a:
Xi+ 3% <2
2x1-3x2<0
XEX={(X,X%2):0=x%=1,0=sx2=1}

a) Resuelva graficamente el problema
b) Resuelva el problema aplicando el método de descomposicién de Dantzig-

Wolfe (DW)
c) Identifique los puntos extremos de X en condiciones de optimalidad

2. Resuelva el siguiente problema por medio del método de descomposiciéon DW
Max x1 + 5%z + 4X3 + 3X4

Sujeto a:
2X1 + 4X2 + 5%z + 24 =7
2x1 + 3% <6
S5x1+ X2 <5
3X3s + 4Xs 212

X3 <4

X1, X2, X3, X4 >0

3. Resuelva el siguiente problema aplicando el método simplex revisado usando
la forma de producto de la inversa

Max 3x; + 4X2 + X3 + X4

Sujeto a:

8x1 + 3X2 + 4Xz + X4 <7

2x1+ 6X2+ X3+5x4 =3
X1+ 4X2 + 5x3 +2x4 =8

X1, X2, X3, X4 =2 0

4. Resuelva el siguiente problema. Se requieren 68 piezas de wi = 24, 43 piezas de
w>=20, 30 piezas de wz=18y 18 piezas de w,4=12. Las piezas anteriores se cortan
del rollo grande con W=87.
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Determine los patrones iniciales que incluyen un solo tamafo de corte por
rollo grande

Construya el modelo matematico

Resuelva al aplicar el método de generacién de columnas.
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