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Contribucion académica

Las vibraciones mecanicas son fendbmenos omnipresentes en numerosos sistemas
ingenieriles y naturales, que van desde estructuras de edificios hasta componentes de
magquinaria y sistemas bioldgicos. La comprension y el control de estas vibraciones son cruciales
para garantizar el funcionamiento dptimo y seguro de diversos dispositivos y estructuras. A lo
largo de la historia, el estudio de las vibraciones mecanicas ha sido un campo de investigaciéon
fundamental en la ingenieria mecanica y civil, asi como en disciplinas interrelacionadas como la

acustica, la dinamica de estructuras y la biomecanica.

En este contexto, las contribuciones académicas juegan un papel esencial al avanzar en
nuestro conocimiento y capacidades para analizar, predecir y mitigar las vibraciones no
deseadas. Estas contribuciones van desde desarrollos tedricos hasta aplicaciones practicas, y
pueden abordar una amplia gama de aspectos, como la modelizacién matematica, los métodos

computacionales, las técnicas experimentales y las estrategias de control.

En este trabajo, nos centraremos en explorar una contribucion especifica al estudio de
las vibraciones mecanicas que ha tenido un impacto significativo en la comunidad académica y
en la practica ingenieril, por tal razén consideramos que en la ensefianza y estudio de las
vibraciones mecanicas se requiere hacer hincapié en la parte metodoldgica y didactica para que
los estudiantes en formacion de ingenieria puedan asimilar con mayor facilidad tanto los
conceptos como los modelos matematicos que se requieren para el entendimiento del analisis y
aplicaciones de la ecuaciones de movimiento que explican el comportamiento de los sistemas

dinamicos vibratorios

En muchos libros se presentan estudios mas formales y analisis mas complejos sobre el
fendbmeno de vibracion el cual es primordial en los analisis de ingenieria, dado que dicho

fendmeno es el que causa la inestabilidad en un sistema fisico.



En el presente trabajo nos involucramos con la parte didactica en la ensefianza de las
vibraciones mecanicas abordando los temas de tal manera que se genere un material didactico
que ayuda tanto a los profesores que imparten la materia como a los alumnos que estudian los

fendmenos vibratorios y las leyes a las cuales dichos fenédmenos se rigen.

En cada capitulo del presente libro se realiza un desarrollo teérico de los temas a tratar
se platea una serie de ejemplos donde se la platea al alumno la necesidad de realizar analisis
tedricos y analisis graficos par el estudio de las vibraciones, consideramos que esto le permite al

alumno desarrollar ciertas competencias.

Cuando un alumno realiza analisis tedricos y los complementa con analisis graficos en el
estudio de las vibraciones, desarrolla una serie de competencias importantes que son relevantes

tanto en el ambito académico como en el profesional. Algunas de estas competencias incluyen:

Claridad conceptual: Las vibraciones mecanicas son un tema complejo que involucra
conceptos abstractos de matematicas, fisica y ingenieria. Una buena didactica puede desglosar
estos conceptos en unidades mas comprensibles, facilitando asi la asimilacién de la informacion

por parte de los estudiantes.

Aplicacién de teorias a situaciones reales: La didactica efectiva en la ensefianza de las
vibraciones mecanicas permite a los estudiantes conectar la teoria con aplicaciones practicas.
Esto les ayuda a comprender cémo las vibraciones afectan a diferentes sistemas y estructuras
en la vida real, lo que fomenta una comprension mas profunda y una mejor retencion del

conocimiento.

Estimulacion del pensamiento critico: Al abordar problemas y ejercicios practicos
relacionados con las vibraciones mecanicas, la didactica puede fomentar el pensamiento critico

y la resolucion de problemas. Los estudiantes aprenden a aplicar los principios teéricos para



analizar y resolver situaciones complejas, lo que desarrolla habilidades valiosas para su futuro

profesional.
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Introduccién

El estudio de las vibraciones mecanicas es fundamental en ingenieria y fisica aplicada,
ya que permite comprender y predecir el comportamiento dinamico de sistemas mecanicos.
Algunas areas de aplicacion incluyen el disefio de estructuras resistentes a terremotos, la
optimizacion de la eficiencia en maquinaria rotativa, el analisis de fatiga en componentes
mecanicos y el desarrollo de sistemas de suspension y amortiguacion para vehiculos. Para
analizar y comprender las vibraciones mecanicas, es importante familiarizarse con conceptos
fundamentales como la frecuencia, la amplitud, el periodo y la respuesta dinamica. Ademas, se
utilizan herramientas matematicas como la teoria de sistemas dinamicos, el calculo diferencial e

integral, y métodos numéricos para modelar y resolver ecuaciones de movimiento.

El control y la mitigacion de las vibraciones mecanicas también son areas importantes de
investigacion. Se utilizan técnicas como la sintonizacion de amortiguadores, el disefio de
sistemas de aislamiento vibratorio y el uso de materiales compuestos para reducir la transmision

de vibraciones no deseadas.

El estudio de las vibraciones mecanicas es esencial para comprender y mejorar aspectos
como el rendimiento, la seguridad y la durabilidad de una amplia variedad de sistemas mecanicos
en ingenieria y ciencia aplicada. La importancia del estudio de las vibraciones mecanicas en la
ingenieria radica en su aplicacion fundamental para comprender, prevenir y controlar el
comportamiento dinamico de sistemas fisicos que se encuentran los procesos que se realizan
en las diferentes ramas de la ingenieria. Las vibraciones mecanicas estan presentes en una
amplia variedad de dispositivos, maquinas y estructuras, desde pequefios componentes
electrénicos hasta grandes edificaciones y vehiculos de transporte. Comprender las
caracteristicas y el impacto de las vibraciones es crucial para garantizar la seguridad, la eficiencia
y la durabilidad de estos sistemas en funcionamiento. Ademas, el analisis de las vibraciones es

esencial en campos como el diseno de estructuras, la ingenieria automotriz, la industria



aeroespacial, la manufactura de maquinaria y muchos otros sectores donde se busca minimizar
el desgaste, mejorar el rendimiento y evitar fallas catastroficas. El estudio de las vibraciones
mecanicas es un componente fundamental de la ingenieria moderna que permite optimizar el
disefo y la operacion de sistemas mecanicos en una amplia gama de aplicaciones industriales y

tecnoldgicas.

El presente libro esta dividido en seis capitulos y fue elaborado con la finalidad de apoyar
tanto a profesores y alumnos de ingenieria que imparten y cursan un curso introductorio sobre el
tema de vibraciones mecanicas, donde en muchas ocasiones el alumno es la primera vez que
tiene la necesidad de estudiar esta area de la ingenieria ya que el dominio del conocimiento
sobre vibraciones mecanica es fundamental en cursos de especialidad posteriores su formacion
de ingenieria. Como son disefio mecanico de elementos de maquinaria, dinamica de sistemas,

robotica, control entre otros. Los capitulos en que esta dividido el presente libro son:

Capitulo I. Cinematica de la vibracidon de una particula.

El estudio de la cinematica de la particula es fundamental en fisica y en disciplinas como
la ingenieria mecanica, la roboética y otras. La cinematica se centra en describir el movimiento de
objetos sin preocuparse por las causas que lo generan. Al comprender la cinematica de una
particula, podemos analizar su trayectoria, velocidad y aceleracién en diferentes situaciones.
Esto es esencial para disefar y optimizar sistemas mecanicos, como vehiculos, maquinaria
industrial y robots, asegurando un funcionamiento eficiente y seguro. Ademas, en campos como
la animacién por ordenador, la comprensién de la cinematica es crucial para crear movimientos
realistas y convincentes. El estudio de la cinematica de la vibracién de la particula es esencial
para comprender y predecir el movimiento de objetos en el espacio, lo que permite el disefio y la

optimizacion de una amplia variedad de sistemas y aplicaciones tecnologicas.



Capitulo Il. Dinamica del cuerpo rigido en el plano.

El estudio de la dinamica del cuerpo rigido en el plano es esencial en la fisica y la
ingenieria para comprender el movimiento de objetos sdélidos que conservan su forma y
dimensiones bajo la accién de fuerzas externas. Un cuerpo rigido es aquel que mantiene sus
dimensiones constantes mientras se mueve. Al considerar un cuerpo rigido en el plano, se

analizan sus movimientos de rotacion alrededor de un eje fijo.

El concepto de centro de masa es crucial, ya que representa el punto en el que se
concentra toda la masa del cuerpo. Este punto simplifica los calculos y permite tratar al cuerpo

como una particula puntual cuando se estudian sus movimientos de traslacion.

El momento de inercia es una medida de la resistencia de un cuerpo a cambiar su estado
de rotacion. Cuanto mayor es el momento de inercia, mas dificil es cambiar la velocidad angular
del cuerpo. Este concepto es fundamental en el analisis de la rotacion de cuerpos rigidos en el

plano.

El momento de fuerza, también conocido como momento o torque, es la medida de la
tendencia de una fuerza para hacer rotar un objeto alrededor de un eje. Es igual al producto del
brazo de palanca y la fuerza aplicada. La aplicacion de momentos de fuerza a un cuerpo rigido

puede causar cambios en su velocidad angular.

Finalmente, la segunda ley de Newton para el movimiento rotacional establece que el
momento de fuerza total aplicado a un cuerpo rigido es igual a la tasa de cambio del momento
angular del cuerpo. Esta ley proporciona un marco para entender como las fuerzas causan

cambios en el movimiento rotacional de un cuerpo rigido en el plano.

El estudio de la dinamica del cuerpo rigido en el plano, considerando conceptos como el
cuerpo rigido, el centro de masa, el momento de inercia, el momento de fuerza y la segunda ley

de Newton para el movimiento rotacional, es esencial para comprender y predecir el



comportamiento de objetos solidos en rotacion, lo que tiene importantes aplicaciones en la

ingenieria, la fisica y otras disciplinas relacionadas.

Capitulo Ill. Modelado de sistemas mecanicos vibratorios de un grado de libertad.

El estudio de sistemas mecanicos vibratorios de un grado de libertad es esencial en
ingenieria debido a su aplicacion en una amplia gama de dispositivos y estructuras, desde
componentes microelectronicos hasta grandes maquinas industriales. Estos sistemas pueden
experimentar diferentes tipos de vibraciones, como vibraciones libres, forzadas o amortiguadas,

cada una con caracteristicas distintas que afectan su comportamiento dinamico.

El analisis de sistemas vibratorios implica el uso de métodos de fuerza y energia para
resolver las ecuaciones de movimiento que describen el comportamiento del sistema en el
tiempo. Estos métodos incluyen la aplicacién de la segunda ley de Newton para obtener
ecuaciones diferenciales que gobiernan el movimiento del sistema bajo diferentes condiciones

de excitacion.

Los métodos de fuerza, como el analisis de fuerzas equilibradas y no equilibradas, son
Utiles para determinar la respuesta dinamica del sistema a fuerzas externas aplicadas. Por otro
lado, los métodos de energia, como el principio de conservacion de la energia mecanica,
permiten analizar el intercambio de energia entre las diferentes formas presentes en el sistema,

como energia cinética y energia potencial.

Al comprender y aplicar estos métodos, los ingenieros pueden disefar y optimizar
sistemas mecanicos para garantizar un funcionamiento eficiente y seguro, minimizando el riesgo
de vibraciones no deseadas que puedan causar dafios o fallas. Por lo tanto, el estudio de
sistemas mecanicos vibratorios de un grado de libertad y los métodos de fuerza y energia para
analizar sus ecuaciones de movimiento son fundamentales para el desarrollo exitoso de

numerosas aplicaciones en ingenieria, desde la microelectrénica hasta la industria pesada.



Capitulo IV. Modelado de sistemas mecanicos forzados

El estudio de las vibraciones forzadas es fundamental en la ingenieria, ya que permite
entender y predecir el comportamiento dinamico de estructuras y sistemas sometidos a fuerzas
externas periddicas o continuas. Dos fendmenos clave en este ambito son el batido y la

resonancia.

Cuando un sistema mecanico se somete a una fuerza externa que varia en el tiempo,
experimenta lo que se conoce como vibraciones forzadas. Estas vibraciones pueden tener
efectos significativos en la integridad y el rendimiento del sistema, por lo que es esencial

analizarlas para evitar fallos catastréficos y optimizar el disefno.

El fenomeno de batido se produce cuando dos frecuencias similares, pero no idénticas
interactuan, creando una modulacién en la amplitud de la vibracion resultante. Esto es relevante
en sistemas donde se pueden presentar frecuencias cercanas, ya que puede causar variaciones
en la vibracion que, aunque no sean destructivas, pueden afectar el rendimiento o la estabilidad

de un sistema mecanico.

La resonancia ocurre cuando la frecuencia de la fuerza externa coincide con la frecuencia
natural del sistema. En este punto, la amplitud de las vibraciones puede aumentar drasticamente,
lo que puede llevar a la falla estructural si no se controla adecuadamente. La resonancia es
particularmente critica en estructuras como puentes, edificios, y componentes de maquinaria,

donde un pequefio impulso repetido puede generar grandes oscilaciones.

El estudio de las vibraciones forzadas, y en particular de la resonancia y el batido, es
crucial en el disefio y analisis de estructuras y sistemas mecanicos. Los ingenieros deben
asegurarse de que las frecuencias operativas de un sistema no coincidan con sus frecuencias
naturales para evitar la resonancia, y deben tener en cuenta el fendmeno de batido para predecir

y mitigar posibles problemas de vibracion.



Comprender estos fendmenos permite a los ingenieros disefar sistemas mas seguros y

eficientes, prevenir fallos y mejorar la durabilidad y fiabilidad de las estructuras y maquinarias.

Capitulo V. Sistemas vibratorios dos grados de libertad.

El estudio de vibraciones en sistemas de dos grados de libertad es crucial en ingenieria,

especialmente en el disefo y analisis de estructuras y maquinarias mas complejas.

En un sistema de dos grados de libertad, existen dos frecuencias naturales que
corresponden a las frecuencias en las que el sistema puede vibrar libremente sin la aplicacion
de fuerzas externas. Conocer estas frecuencias es esencial para evitar situaciones de
resonancia, donde la energia de una fuerza externa puede amplificarse en el sistema, causando

darios o fallos.

Los modos normales de vibracion describen las formas especificas en las que un sistema
de dos grados de libertad puede vibrar cuando lo hace a una de sus frecuencias naturales. Cada
modo de vibracion corresponde a un patréon de movimiento donde las masas del sistema se
desplazan en relacién especifica entre si. El andlisis de estos modos es fundamental para
comprender cédmo un sistema se comportara bajo condiciones dinamicas y como distribuir y

controlar las vibraciones.

El analisis modal es una técnica utilizada para descomponer las vibraciones complejas
de un sistema en sus modos normales y frecuencias naturales. Este analisis permite a los
ingenieros predecir cdmo respondera una estructura o maquinaria a diferentes excitaciones. Es
una herramienta crucial en el disefio para garantizar que los sistemas sean estables y operen
dentro de un rango seguro de frecuencias. El analisis modal se aplica también para estudiar la
respuesta de un sistema de dos grados de libertad cuando esta sometido a una fuerza externa.

Utilizando este analisis, se pueden predecir las amplitudes y fases de las vibraciones en cada
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modo normal cuando el sistema es excitado a diferentes frecuencias. Esto es vital para disefiar

sistemas que puedan soportar vibraciones forzadas sin sufrir dafos.

El estudio de sistemas de dos grados de libertad y la aplicacion del analisis modal son
esenciales para disefar y garantizar la integridad estructural y funcionalidad de muchas
aplicaciones ingenieriles, desde puentes y edificios hasta vehiculos y maquinaria industrial. El
conocimiento de frecuencias naturales, modos normales y el uso del analisis modal permite a los
ingenieros anticipar problemas, optimizar el disefio y asegurar que los sistemas funcionen de

manera segura y eficiente, incluso bajo condiciones dinamicas.

El analisis modal y el estudio de las vibraciones en sistemas de dos grados de libertad
son herramientas fundamentales en la ingenieria para garantizar la estabilidad, seguridad y

rendimiento 6ptimo de las estructuras y maquinarias.

Capitulo VI. Analisis de Fourier.

El analisis de Fourier es una herramienta matematica esencial en la ingenieria,
especialmente en el estudio de las vibraciones mecanicas. Permite descomponer sefales
complejas en componentes mas simples, facilitando su analisis y comprensién. La teoria de
Fourier es un aparato matematico muy robusto y extenso, en este capitulo solo tomamos una
introduccion de la teoria de Fourier como son las series de Fourier y la transformada de Fourier

para sus aplicaciones al analisis de sistemas vibratorios.

Las series de Fourier permiten expresar cualquier funcién periédica como la suma de
funciones sinusoidales (senos y cosenos) de diferentes frecuencias, amplitudes y fases. En el
contexto de las vibraciones mecanicas, esta descomposicion es crucial porque las vibraciones
complejas pueden ser analizadas como la suma de multiples vibraciones simples. Esto facilita la
identificacion de frecuencias importantes y la evaluacién de la respuesta del sistema bajo

distintas condiciones.
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La transformada de Fourier extiende el concepto de las series de Fourier a funciones no
periodicas, permitiendo analizar sefiales temporales en el dominio de la frecuencia. Para
sistemas de vibracion mecanica, la transformada de Fourier es fundamental para convertir una
sefal de tiempo en su espectro de frecuencias. Esto proporciona una vision clara de las
frecuencias presentes en la senal, lo que es crucial para identificar componentes criticos como

armonicos y resonancias.

El espectro de frecuencias es el resultado de aplicar la transformada de Fourier a una
sefal de vibracién. Este espectro muestra las diferentes frecuencias que componen la sefal y
sus respectivas amplitudes. En ingenieria, el espectro de frecuencias es utilizado para detectar
frecuencias dominantes, identificar problemas como la resonancia, y evaluar la salud y

comportamiento de estructuras y maquinarias.

El analisis de armodnicos se refiere a la identificacion de frecuencias multiplos de una
frecuencia fundamental en una sefial. Los arménicos pueden indicar problemas en sistemas de
vibracién, como desalineacion o fallos en componentes. La resonancia ocurre cuando una de
estas frecuencias coincide con una frecuencia natural del sistema, resultando en una
amplificacién significativa de la vibracion. El analisis de Fourier permite detectar y mitigar estos

riesgos mediante el ajuste de frecuencias operativas o el disefio de amortiguadores.

El andlisis de Fourier es vital para entender y controlar las vibraciones mecanicas en
ingenieria. Permite descomponer y analizar sefales complejas, identificar problemas de
resonancia, y optimizar el disefio de sistemas para evitar fallos catastréficos. Al utilizar las series
de Fourier, la transformada de Fourier, y el espectro de frecuencias, los ingenieros pueden
predecir y mitigar problemas de vibracion, mejorando la seguridad, eficiencia y durabilidad de

estructuras y maquinarias.
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El analisis de Fourier es una herramienta indispensable en la ingenieria para el estudio
de las vibraciones mecanicas, ya que proporciona una forma precisa y detallada de analizar la

respuesta de sistemas a diversas excitaciones, permitiendo un disefio mas robusto y seguro.

En la realizacion de el presente trabajo se utilizo el siguiente software: GeoGebra Clasico
para la realizacion de los graficos, el Microsoft PowerPoint en la elaboracion de las figuras y el

Editor de Ecuaciones de Word para la edicion de las ecuaciones.
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Capitulo I. Cinematica de la vibraciéon de una particula
El objetivo de este capitulo es utilizar los conceptos de vibracién, grados de libertad,
movimiento armoénico simple, para analizar la cinematica del movimiento armonico y no

armonico de una particula con un grado de libertad.

1.1 Concepto de vibracion y tipos de vibracién

La vibracion mecanica se refiere al movimiento oscilatorio de un cuerpo alrededor de un
punto de equilibrio. Este movimiento puede ser causado por una fuerza externa o una
perturbacion, y resulta en la variacion periddica de la posicion del cuerpo en torno a su posicion
de reposo. Las vibraciones mecanicas son comunes en una amplia gama de sistemas, desde
maquinaria industrial hasta estructuras de edificios, y son fundamentales en el estudio de la

dinamica de sistemas fisicos.

Las vibraciones mecanicas se pueden clasificar de varias maneras segun diferentes

criterios. Aqui te proporciono una clasificacion comun basada en distintos aspectos:

1. Segun la Trayectoria:

. Vibraciones Lineales: Los movimientos ocurren a lo largo de una linea recta.

o Vibraciones Angulares o Rotacionales: Los movimientos ocurren alrededor de un
punto o eje.

2. Segun el Tipo de Movimiento:

. Vibraciones Libres: Ocurren cuando un sistema oscila sin ninguna influencia

externa después de haber sido perturbado inicialmente. No hay fuerzas externas

que mantengan la vibracion.

. Vibraciones Forzadas: Se producen cuando un sistema oscila debido a una

fuerza externa aplicada de manera continua o periddica.
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Segun la Direccion de la Fuerza Excitadora:

Vibraciones Axiales: La fuerza aplicada es paralela al eje de vibracion.

Vibraciones Radiales: La fuerza aplicada es perpendicular al eje de vibracion.

Vibraciones Torsionales: La fuerza aplicada causa un giro alrededor de un eje.

Segun el Numero de Grados de Libertad:

Vibraciones Unidimensionales: Se producen en una sola direccion.

Vibraciones Bidimensionales: Se producen en dos direcciones perpendiculares

entre si.

Vibraciones Tridimensionales: Se producen en tres direcciones perpendiculares

entre si.

Segun la Naturaleza del Sistema:

Vibraciones Simples: Se refieren a sistemas con un solo grado de libertad, como

un oscilador arménico simple.

Vibraciones Multiples: Se refieren a sistemas con mas de un grado de libertad,

como sistemas de multiples resortes y masas.

Segun el Régimen de Vibracion:

Régimen Estacionario: La amplitud de la vibracién es constante en el tiempo.

Régimen Transitorio: La amplitud cambia durante el inicio o cese de la vibracion.

Segun la Fuente de Excitacion:

Forzadas Sin Amortiguamiento: Sin pérdida de energia debido a friccién o

resistencia.
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. Forzadas con Amortiguamiento: Con pérdida de energia debido a friccidn u otras

resistencias.

Estas son algunas de las formas comunes de clasificar las vibraciones mecanicas. Cada
clasificaciéon proporciona una perspectiva diferente sobre el comportamiento vibratorio de un

sistema y es util en diferentes contextos de ingenieria y fisica.

Los grados de libertad es el minimo de coordenadas independientes requerido para
determinar por completo el movimiento de todas las partes de un sistema en cualquier instante

de tiempo.

Aquellos sistemas en vibracion libre que solo requieren de una coordenada generalizada

se conocen como sistemas de un grado de libertad en vibracion libre.

También podemos definir los grados de libertad como el nimero de ecuaciones de

movimiento que se requieren para el analisis del movimiento vibratorio de la particula.

1.2 Movimiento vibratorio arménico de una particula y su visualizacién
Movimiento Arménico simple. Definicién: entenderemos como vibracion armdnica al
movimiento de una particula o sistema cuya funcion del cambio de posicién respecto al tiempo

esta dado por la funcion (1.1):
x(t) = A sen(wt+ ap)  oeeiieieninnnn (1.1)
Donde.
A — amplitud [A] =m

_ rad
w — frecuencia angular [w] = —
S

ay — angulo de fase [ay] = rad
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wt + ag — argumento de la funcién medido en radianes

Como el movimiento es periddico entonces:

w=—71y T=— T — periodo
w

Donde T es el periodo y es el tiempo que tarda en repetirse el movimiento exactamente
igual.

También esta el concepto de frecuencia lineal, esta se define como en numero de ciclos
por unidad de tiempo, la expresién matematica y las unidades en el sistema internacional son:

=1H

En el caso particular. Sin =1y t es el tiempo en que alcanza una revolucién entonces,

t =T, donde T es el periodo del movimiento.

f 1
T
La frecuencia lineal f es inversamente proporcional al periodo.

Las caracteristicas de un movimiento arménico simple (M. A. S.) es que es periodico y

que su amplitud es constante.
Los parametros que definen un M. A. S. son:
e Periodo (T). Es el tiempo que se tarda la particula en dar un ciclo
e Frecuencia lineal (f).Es el numero de ciclos por unidad de tiempo.

o Amplitud (4). Es la maxima distancia recorrida desde la posicién de equilibrio

por la particula.
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e Angulo de fase (a,). Es la fase inicial, que determina la posicion inicial de la

particula en su ciclo de vibracién

e Frecuencia angular (w). Es la que determina la rapidez con que la particula se

mueve de un extremo a otro del ciclo de la vibracion.

Cinematica de la vibracion:

La cinematica de la vibracion es el estudio del movimiento sin importar las causas

queproduce dicho movimiento.
Si la posicion de la particula esta dada por:

x(t) = A sen(wt + ayp) ... ... (1.2)
Entonces la velocidad de la particula esta dada por:

dx(t)

v ==

= Aw cos(wt + ag) ... ... (1.3)

Y la aceleracion esta dada por:

a(t) = % = —Aw® sen(wt + ay) ... ... (1.4)

De esta forma se obtienen la posicion, velocidad y aceleracion en funcion del tiempo.

Podemos obtener la aceleracion y velocidad en funcién de la posicién.

Con ayuda de las ecuaciones (1.2) y (1.3) las transformamos de la forma siguiente:

x(t)
o = sen(wt + ag) ... ... (1.5)

(®)

v(t
a0 - cos(wt + ag) ... ... (1.6)



Elevamos al cuadrado y sumamos miembro a miembro las ecuaciones (1.5) y (1.6)

obtenemos:

x? v?

22 Aoy

= sen?*(wt + ay) + cos *(wt + ag)

2 o 1....(17)
Despejando v tenemos:
v? x?
Tz=1-53
(Aw) A

AZ _xZ
v?= A2w2< YE ) = w?(A%? — x?)

v=tw/A? —x?.......(1.8)

La grafica de la velocidad en funcion del desplazamiento v = v(x) se muestra en la

figura 1.1: -
wh
—A<x<A
_A A
— A

Figura 1.1. Grafica de la velocidad en funcién de la posicion

18

Para aceleracion en funcién de la posicién tomamos la ecuacién 1.4y la transcribimos

en la siguiente forma:
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a(t) = —Aw?sen(wt + ay)
a(t) = —w?*[Asen(wt + ay)]

Como x(t) = Asen(wt + a,) entonces:

Para la grafica de la funcion @ = a(x) tenemos las siguientes consideraciones:

—A<x<A y —w?A < a < w?A

Con las consideraciones anteriores procedemos a obtener la grafica, como se muestra

en la figura 1.2.

+w?A

x

Figura1. 2. Grafica de la aceleracién en funcién de la posicion
La segunda forma de realizar el analisis cinematico de la vibracién es la siguiente:
Partimos de la ecuacion (1.9)

a(x) = —w?x

2

d°x
Como sabemos que a = F entonces:

d?x 5 d’x
gz e y W+wx=0
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., d? ., . .
A la ecuacion d—tf + w?x = 0 se le conoce como la ecuacion de movimiento del sistema

con las condiciones parat = 0,x(0) = x5 y v(0) = v,

d?x
— 4+ w?x=0

Tt wx=0... (1.10)

Resolviendo la ecuacioén (1.10) por el método de la ecuacion caracteristica tenemos:

Por lo tanto, la solucion es de la forma x(t) = C; cos wt + C, senwt. Donde C; y C, son

constantes que dependen de x, Yy v,
Para obtener C; y C, procedemos de la siguiente forma:
x(t) = Cy coswt + C, sen wt ... ... (1.11)
v(t) = x'(t) = —Ciwsenwt + C,w cos wt ... ... (1.12)
Evaluamos (1.11) y (1.12) en t = 0 donde sabemos que x(0) = x, y v(0) = v,

x(0)=¢C y v(0)=_Cw

v(0) vy
1=x(0)=x ¥ 2 o o
Vo
x(t) = xg coswt + Esen wt ... ... (1.13)

Se obtiene la funcion posicion en funcion del tiempo como la suma de funciones

senoidales.
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Podemos llevar la expresion (1.11) a su forma reducida realizando los siguientes

cambios de variable.
C;=Asena..... (1.14)
C,=Acosay ... .. (1.15)
Sustituimos las expresiones (1.14) y (1.15) en la ecuacion (1.11) y tenemos:
x(t) = Asenag cos wt + A cosay sen wt = A(sen a, cos wt + cosa, sen wt)
x(t) = Asen (wt + ayp) ... ... (1.16)
Trabajando con las expresiones (1.14) y (1.15) obtenemos las siguientes expresiones:
Cy = A senaqg C, = A cosay
C% + C# = A® sen®ay + A% cos® ay = A*(sen® ay + cos? ay)

A% =CE+C?

A= /cf+c§
Vo

Como C?=x% vy CZZ=(—)2

w

Ahora si consideramos C; = A sena, y C, = A cosa, entonces:

C; Asena )
—=———=tanga,
C, A cosag

tan( ag) C, xyw
an(ag) =—=——
C2 v
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Vo
De aqui concluimos que como:
2m Vg
T=" A= |2 +(=)?
w w

@ = tan~! (22, (1.18)

1 1 w
f_T_Z_TT_Zn
w
w = 2nf

El movimiento vibratorio arménico depende de la frecuencia angular con que este se
esté realizando y las condiciones de frontera, es decir, con los que se inicia el movimiento

(%0 ¥ Vo) la posicion y velocidad inicial.
Para el analisis del movimiento vibratorio veremos casos que son los siguientes:

a) Dado algunas caracteristicas o parametros que definen la vibracién
(AT, w,fyay) determinar todos los parametros y se procede a escribir la funcion
de posicién x(t) = A sen(wt + @) con ayuda de la cual se realiza el analisis de

movimiento.
b) Cuando se conoce la funcidn de posicién en su forma reducida de la forma

x(t) = Asen(wt + ay) 6 x(t) = Acos(wt + ay) con ayuda de las cuales se procede a

realizar el analisis del movimiento.

c) Cuando se conoce la funcidon de posicidén como una combinacion lineal senoidal de la
forma x(t) = C; cos wt + C, sen wt con ayuda de la cual se realiza el analisis del

movimiento.



d)

f)
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., . . d?
Cuando se conoce la ecuacion de movimiento del sistema en la forma d—tf +w?x=0

se procede a resolverla conociendo las condiciones iniciales para el tiempo igual a
cero x(0) = x, yv(0) = v, que son las condiciones iniciales y entonces se obtiene

x(t) = C; cos wt + C, sen wt con ayuda de la cual se realiza el andlisis del movimiento.

Cuando se conoce la funcién de posicién como un producto de funciones arménicas
x(t) = coswtsenwt 0 cualquier otra forma que por medio de identidades

trigonométricas se pueda llevar a la forma de la funcion  x(t) = A sen(wt + ) .

Cuando se conoce la funcion x(t) = C;cos(wt + By) + C,sen(wt + B,y), se lleva ala
forma reducida x(t) = A sen(wt + a,) y se procede a realizar el analisis del

movimiento.

A continuacion, mediante la grafica de la figura 1.3, de la funcion posicion de la
particula x(t), estudiaremos el comportamiento del movimiento de la particula
mediante el analisis de la de la funcién posicién x(t) = sen (t + a, ).Como se muestra

a continuacion.

X(t) 1.4

x(t) = sen(t)

0.8
0.6
0.4

0.2

>
6.5

t[s]

-0.5 0 0.5 1 1.5 2 25 3

Figura 1.3. Grafica de posicién x(t) de la particula



a)

f)
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El periodo es el tiempo que la particula recorre un ciclo, es decir es el tiempo en
que la particula regresa a la posicién donde empezo recorriendo una trayectoria

cerrada.

Si angulo de fase a, = 0 la particula comienza a moverse desde la posicion de
equilibrio, si a, < 0 la particula comienza el movimiento estando a la izquierda de
la posicion de equilibrio y su posicion inicial es negativa, si a, > 0 la particula
comienza el movimiento estando a la derecha de la posicién de equilibrio y su

posicién inicial en positiva.

En los intervalos de tiempo donde la funcién x(t) crese, la particula se desplaza
hacia la derecha y su velocidad es positiva, en los intervalos de tiempo donde la
funcion x(t) decrece, la particula se desplaza hacia la izquierda y su velocidad es

negativa.

En los valores de tiempo donde la gréafica de la funcion x(t) intercepta al eje

horizontal la particula pasa por la posicidon de equilibrio

El punto maximo de la gréfica x(t) indica el tiempo en que la particula alcanza el
desplazamiento maximo (amplitud) medido desde la posicion de equilibrio hacia la
derecha, el punto minimo de la grafica x(t) indica el tiempo en que la particula
alcanza el desplazamiento maximo (amplitud) medido desde la posicion de

equilibrio hacia la izquierda.

En los intervalos de tiempo donde la grafica de la funcién x(t) es positiva la
posicién de la particula es positiva y la particula se localiza a la derecha de la
posicion de equilibrio y en los intervalos de tiempo donde la grafica de la funcion
X(t) es negativa la posicion de la particula es negativa y la particula se encuentra a

la izquierda de la posicion de equilibrio.
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g) La distancia se mide sobre el eje vertical y es el valor absoluto del valor de la

posicion |x(t)].
A continuacién, se muestran algunos ejemplos particulares de los casos anteriores:
Ejemplo 1. Una particula se mueve describiendo un movimiento cuya posicion de la
partida esta dada por x(t) = 2sen (31: + %) m
Determine:
a) Las caracteristicas del movimiento
b) Trace las graficas de x(t), v(t),v = v(x) ya = a(x)

c¢) El tiempo en que pasa por primera vez por la posicion de equilibrio viajando hacia la

derecha
d) La distancia recorrida en 2 segundos
Solucién:

Como sabemos que la posicidn de la particula esta dado por la funcion

a) x(t) = 2sen (3t + %) m entonces las caracteristicas del movimiento son:

rad _m

A=2m w=3— a0—6rad f=% 3t =2m

T=2=209s f=3Hz=_Hz=047Hz
3
b) Para trazar la grafica de x(t), obtenemos los valores de t en donde se dividen los
cuadrantes y trazamos x(t) para un periodo positivo comenzando en t = 0 que es el

tiempo cuando el observador comienza a realizar su observacion del fendmeno que

va a analizar.



26

Parat =0 x(0) = 2sen (3t + %) m=1m

-
T _ . -6 __ T _ _ _
3t+6—0 ; t1—3— 5= 0.17s
3c+2=2 . t,=2=205-0345
6 2 3 18
3t+%=n : t,="s=5s_(g7s
6 ’ 37 3 T 18”7
m_ 3 >n-%  an
3t+-—=-m; t,= =—s=1.39s
6 2 3 18
2n-2 I
3t+2=2r ; tg=—20=1"5=1092s
6 3 18

Comot = % = 1.92 s, entonces falta para completar un periodo t = 2.09 s, entonces

seguimos igualando hasta alcanzar o rebasar el valor del periodo.

1411 s
Comot = = = 2.44 s, entonces procedemos a trazar la grafica de x(t), como se

muestra en la figura 1.4.

A(0,1) A
Xm] 2
B(2.09,1) x(t)=2 sen(3 t+11/6) m
15
B
€(0.87,0) A
D(1.92,0) 0.5 E
E(2,0.48) 02 o 02 04 06 2 22 24

{[s]

Figura 1.4. Grafica de posicion vs tiempo



Calculamos la posicién para t=0 y tenemos lo siguiente:

x(t) = 2sen (3t + %) m

x(0) = 2sen (g) =1m

Ahora, procedemos a obtener la grafica de la velocidad en funcion del tiempo:

Para trazar la gréafica de v(t) tenemos

Para t=0 v(0) =6cos (n)

A(0,5.2)

B(2.09,5.2))

x(t) = 2sen (3t + g) m

dx(t m
v(t) =%= 6cos(3t+g)?

v(0) = 6cos (%) = 5.2?

: % = 5.2? la grafica de v(t) se muestra en la figura 1.5.
8A
v[m/s] !
6 v(t) = 6cos(3t + m/6)m/s
A B
5
4
3
2
1
-04 -0.2 0 0.2 1.6 1.8 2 22=
- tis]
)
-3
_4
-5
-6

Figura 1.5. Gréfico de la velocidad vs tiempo

27
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Para los graficos de v = v(x) y a = a(x) tenemos:

a=-w?x donde -2<x<2 'y -18<a <18
m
a=—-9 para x=-2 a=-9(-2) =18 =
m
x =2 a=-9(2)=-18 3

En la figura 1.6 se muestra la grafica de a = a(x)

A(-2,18) ok
B(2,—18) alm/s] 2
A 20 a=-9z m/s’
15
10
5
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 =3

5 z[m]

-10

-15 B

Figura 1.6. Grafica de aceleracion vs posicion

Para la grafica de v = v(x) tenemos:

2 2

X n \% -1
A% (Aw)?
x? v?

@2 er !

Donde: —-2<x<2 vy —-6<v<6
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Considerando las condiciones para la posicién y la velocidad anteriores en la figura 1.7,

se muestra la grafica de v = v(x).

4(0,6) olm/s) "
B(0,—6 5
( ) : 2 v_2:1
C(—2,0) 3 4 36
2
D(2,0) 1 .
1 3 4 5 6=

Figura 1.7. Gréfica de velocidad vs posicion
c) Segun la grafica de la figura 1.4, el tiempo en que pasa por la posicién de equilibrio

.. . 11
viajando a la derecha por primera vez es t, = T”s =1.91s

d) Con ayuda de la grafica, se puede obtener la distancia total recorrida a los dos

segundos de la forma siguiente:

x(2) = 2sen (6+ %) — 0.48m

dr =dy+dy +ds = (A—x(0)) +3(4) +x(2) = 1lm+ 6 m + 0.48 m = 7.48m
Ejemplo 2. Una particula describe un M.A.S. cuya funcién de posicion esta dada por
x(t) =4cos3t—3sen3t cm.
a) Determinar las caracteristicas del movimiento.

b) La distancia recorrida en 1s y el nUmero de revoluciones en ese tiempo



c¢) Los intervalos de tiempo donde la velocidad es positiva y creciente

d) El tiempo donde alcanza una posicién x = —1 cm, la velocidad y aceleracion que

llevaba en esa posicion.

Solucion

Llevamos x(t) = 4 cos 3t — 3sen 3t a la forma x(t) = A sen(wt + a,),donde

A= \/clz +c,% = J(4)2 +(-3)*=5cm

ay =tan™! (_i3) = —0.927 rad
Entonces:
x(t) =5sen(3t — 0.927) cm
Comprobamos parat =0
x(0) = 4 cos0 — 3sen0 = 4cm
x(0) = 5sen(—0.927)cm = —4cm
Como son diferentes x(0) = 4y x(0) = —4 entonces
ag=m—0.927 = 2.214 rad
x(t) = 5sen(3t + 2.214) cm
a) Considerando la funcion x(t) las caracteristicas del movimiento son.
A=5cm

rad
w=3——
s
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T_ZT[_ 21 209
—w—m—gﬂf— . S
3_
s
ag = 2.214 rad
1 —3H =047H
f=7=gm =gtz =0471z
?S

Trazamos la grafica de x(t) , Igualamos el argumento de la funcién de posicion

(3t + 2.214) alos siguientes valores O,g y m tenemos:

2.214
3t+2214=0 tf=-—5—=-074s
3t+2214=7 3t=2-2214t, = —>2-=—0214s
0.927
3t+2214=n 3t =m—2214; t;=—5—=0309s

T . .
Como i 0.524 es el valor de tiempo correspondiente a cada cuadrante; entonces:

t, = t3 +0.524 = 0.309 + 0.524 = 0.833 s
ts = ty +0.524 = 0.833 + 0.524 = 1.357 s
te = ts +0.524 = 1.357 4+ 0.524 = 1.881 s
t; = tg + 0.524 = 1.881 + 0.524 = 2.405 s

Como T =2.094s yt;, > T es suficiente la tabulacion y valuando la funcién en t = 0,
tenemos: x(0) = 5sen(2.214) = 4 cm ,considerando los valores anteriores procedemos a trazar

la grafica de x(t) la cual se muestra en la figura 1.8:
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A(0,4) A
] ® ]
5
B(0.309,0) L i
C(.833,—5) 3
) x(t) = bsen(3t+2.214) m
D(1.357,0) 1
E(1.881,5) 02 o0 0.2 16 18 2 22
-
F(2.094,4) » "
-3
G(1,-4.383) .
-5
—A

Figura 1.8. Grafica de la posicion vs tiempo
b) Calculamos la distancia recorrida y el numero de revoluciones.
De acuerdo con la grafica de la figura 1.8 tenemos.
x(1) = 5sen(3t + 2.22) = —4.41 cm
dr=d;+d,+d;=x(0)+A+(A—|x(1)]) =[398+5+ (5—4.41)]cm = 9.57 cm
Para el calculo del numero de revoluciones

fz% n=fxt= (47 Hz)(1s) = 0.47 rev
c) La gréfica de la velocidad v(t) = 15 cos(3t + 2.22)% se muestra en la figura 1.9.

cm
v(0) = 15 cos(2.214) = _QT
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A0, -9) v[m/s] 16“
1] v(t) = 15cos(3t +2.214) m/s
B(0.31,—15) 12 D
10
€(0.83,0) 8
6
D(1.36,15) 4
2 C E
E(1.88,0) 0.4 1 12 14 16 18 2 22 T
tls]
F(2.09,-9)
F

Figura 1.9. Grafica de velocidad vs tiempo

v>0 yvescrecienteent € (0.83,1.36)s
d) Considerando la ecuacién a = —w?x , tenemos para nuestro caso particular:

a=—-9 a=-9(-1)=9

m
2

S

Para el calculo de la velocidad tenemos:

v =twyA% —x%2 =+43,/(5)% — (—1)2
cm
= +3vV25-1=43V24 -

Considerando la grafica de x(t) que se muestra en la figura 1.10.
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A(0,4)
x(t) = bsen(3t+2.214) m

B(0.309,0) A

C(.833,-5)

D(1.357,0)

E(1.881,5) 2
F(2.094,4)

G(1,—4.383)

H(-.805,-1)
1(—.74,0)
J(0.37,-1)
K(1.29,-1)

Figura 1.10. Grafico de posicién vs tiempo
Calculamos el tiempo donde la particula alcanza una posicion de x = — 1 cm.
x(t) = 5sen(3t + 2.214) cm
5sen(3t + 2.214) = -1
3t +2.214 = sen"1(—0.2) = —0.201
3t = —0.201 — 2.214 = —-2.415

2.415
t= -3 = —0.805s

Como t = —0.805 s es negativo entonces considerando las coordenadas de los puntos
H e | de la gréafica de x(t) para obtener el intervalo de tiempo At y con ayuda del cual
obtendremos los tiempos positivos que se requiere, considerando la simetria de la grafica de la

figura 1.10.
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At = |—0.805|]—]0.74| = 0.805 — 0.74 = 0.065 s
Entonces de la grafica de la figura 1.9 tenemos:
t; = 0.309 + 0.065 = 0.374 s
t, =1.357 —0.065 =1.292s

Nota: A continuacién, consideraremos los criterios de los coeficientes de las funciones
de posicion segun su signo para la identificacion del valor del angulo o, segun el cuadrante

donde se encuentre, de la forma siguiente:
Six(t)=Acoswt+ Bsenwt
Casos:
a) Primer cuadrante A>0yB >0
x(t) = 2cos3t+ 3sen3t

El angulo «a, es el que sale del calculo

1(& 1(2
ay = tan™ (—), a, = tan” (—) = (.58 rad
C, 3

b) Segundo cuadrante A >0y B <0

x(t) = 2cos3t — 3sen3t

- — 2
Entonces aj = tan™?! (z—l) ay = tan~! (—3) = —0.58 rad para obtener
. Z
Qy =T — Q

ay = (m — 0.58)rad = 2.56 rad

c) Tercercuadrante A<0yB <0
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x(t) = —2cos3t — 3sen 3t

c -2
ay =tan~! (—1) =tan! (—) = 0.58rad
cy -3

ay =17+ ay = (3.1416 + 0.58)rad = 3.72 rad
d) Cuartocuadrante A<0yB >0

x(t) = —2cos3t+ 3sen3t
-2
@y = tan™?! <?) = —0.58rad

Y el valor de a, es el que da del calculo.

Ejemplo 3. Una particula se mueve tal que su aceleracién esta dada por la ecuacion

a=—4x Sf—; y en un tiempo de un segundo adquiere una posicion x(1) = 2 ft y lleva una

velocidad v(1) = —1 %.Obtener x(t),v(t)y a(t) en su forma reducida.
Solucion.

., ft , L .
Como su aceleracion esta dado por a = —4x = se obtiene la ecuacién de movimiento
de la particula de la forma siguiente:

2

W+4x=0

Resolviendo la ecuacién anterior por el método de la ecuacion caracteristica, sabiendo

que x(1) =2 y v(1) = —1 tenemos.
El polinomio caracteristico asociado a la ecuacion de movimiento es de la forma.
m?+4=0

Las raices del polinomio caracteristicoson m =2iy m = —2i.
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Por lo tanto x(t) y v(t) son de las formas siguientes:

x(t) = Cycos2t + Cysen2t y v(t) = —2C; sen2t + 2C, cos 2t

Para obtener las constantes C; y C, utilizamos las condiciones iniciales de posicion y de

velocidad x(1) =2 y v(1) = —1.

cos2C; +sen2(C, =2

—2sen2Cy+2cos2C, = —1

—0.4161 C; + 0.9092 C, = 2

1.8185C, — 0.8322 C, = —1

Resolviendo el sistema de ecuaciones se obtienes los valores siguientes de las

constantes, C; = 0.5776y C, = 2.4641

Porlotanto x(t) = 0.5776cos 2t + 2.4641sen2t ft

Para obtener la forma reducida calculamos primero el valor de la amplitud A y después

el valor del &ngulo se fase «ay:

A= \/clz + % = \/(0.5776)2 + (2.4641)% = 2.5308 ft

0.5776
2.4641

c
a, = tan~? (C_l)' a, = tan™? (
2

) = 0.2302 rad

Por lo tanto, tenemos que:

x(t) = 2.5308 sen( 2t + 0.2302) ft

ft
v(t) = 5.0616 cos( 2t + 0.2302) .

ft
a(t) = —10.1232sen( 2t + 0.2302) )
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Ejemplo 4. Una particula se mueve describiendo un M.A.S. cuya funcion posicién este

dado por x(t) =5 sen(3t) cos(3t) m determine:
a) Las caracteristicas del movimiento
b) Las graficas de x(t) y v = v(x)
c) Eltiempo que alcanza la tercera parte de su velocidad maxima

d) La distancia recorrida que realiza después de viajar 1 segundo una vez que paso

por segunda vez por la posicion de equilibrio
Solucion:

Como x(t) =5 sen(3t) cos(3t) m la llevamos a la forma x(t) = A sin(wt + «a,) utilizando

identidades trigonométricas del apéndice B, sabemos sen 26 = 2senf cos6

Por lo tanto, transformamos la funcién de posicion x(t) en la forma siguiente:

x(t) = 5sen3tcos3t , g = sen3t cos3t Z?x = 2sen(3t)cos3t y x(t) = gsen 6t m

Como x(t) = ; sen6t m, entonces v(t) = 15 cos6t ?

Para obtener las graficas de x(t) y v = v(x) y considerando que el movimiento comienza
desde la posicion de equilibrio procedemos a igualar el argumento de la funcion al periodo de la

funcion original 2 de la forma siguiente.

6t = 2m
d 5
t=2—"=£s, a)=2—ﬂ=,2,—ﬂ=61 A=-m ay =0rad T=L5=1.05s
6 3 T Zs s 2 3
3

=—Hz=095H
f - zZ zZ

a) Por lo tanto, las caracteristicas del movimiento de la particula son.



5
A=-m
2

b) Enlafigura 1.

A(0.52,0)
B(0,0)

C(1.05,0)

D(0.47,0.79)

T=§s=1.04s

w=6—
S

rad

ay = 0rad

f =2Hz =095 Hz

11 se muestra la grafica de la funcion posicion x(t).

z[m] 34
2.5

2

15

1

0.5

-01 0
-0.5

-

Figura 1.11. Grafica de posicién vs tiempo

Para la grafica de la funcion v = v(x) . Obtenemos la siguiente ecuacion de

39

- . . _— . 5 5
movimiento, considerando los intervalos de posicion y velocidad —S;SX=JYy - 15 <v <15,

X

AZ

2

T Awy?

UZ

1

La gréfica de la funcién v = v(x) se muestra en la figura 1.12.
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A(0,15) v[m/s] 20A
A l’z U2

B(0,—15) 25 T T

10
C(-2.5,0)

5
D(2.5,0) 5

2 4 6 8 >

Figura 1.12. Gréfica de velocidad vs posicion

c) Para obtener el tiempo que alcanza la tercera parte de su velocidad maxima

procedemos de la forma siguiente.

Como gy = +157

w |8

Como v(t) = 15 cos 6t ?

5 =15 cos6t

1 6t 6t = ‘1(1)
3—COS y = CO0S 3

6t=123 y t= 0.21s

Considerando los puntos A, B, C y D de la grafica 1.13 calculamos los tiempos

t1,t,,t3 y t, mostrados a continuacion tenemos.



t=— =026
BEVIRG

At =2-021=006s
12

t, = 021s
t, =1 4 At =032

2 = 12 = U. S
b =T At =084
3 = 12 = U. S
£ =T At = 0.73
4 = 12 = U. S
A(.21,5)

B(0.73,—5
(0.32,-5)

D(0.84,5)

v[m/s]
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16
14
12 v(t) = 15cos(6t) m/s
10
8
6 A D
4
2
-01 o] 01 o2 08 1 14 12
-2
) t[s]

Figura 1.13. Grafica de velocidad vs tiempo

Por lo tanto, los tiempos donde la particula alcanza la tercera parte de su velocidad

méXIma son, tl =0.2s tz =0.32s t3 =0.84s t4, =0.72s

d) De la grafica x(t) de la figura 1.11, la particula paso por segunda vez por la posicién de

equilibrio en t = 0.52 s ,entonces 1 segundo después que pasoporx =0est =1.52s

obtenemos la posicién en ese tiempo.

5
x(1.52) = Esen(6(1.52))m =0.79m



42

Por lo tanto, la distancia recorrida desde que empezd el movimiento hasta que alcanza
la posicion x(1.52) = 0.75 m , segun la grafica de la figura 1.11 y teniendo en cuenta que el
tiempo de 1.52 s la particula se movia en el segundo ciclo del movimiento, entonces

considerando el punto D de la grafica la distancia total recorrida esta dada por.
5
dr =d; +d, =34+ x(1.52) =3 (Em) +0.79m =8.29m

1.3 Superposicion de movimientos armonicos

La superposicion de sefiales vibratorias armoénicas es un concepto fundamental en el
estudio de las ondas y fendmenos vibratorios. Se refiere al proceso mediante el cual dos o mas
sefales vibratorias se combinan para la obtencion una nueva sefial. Esta nueva senal es el
resultado de la suma de las amplitudes individuales de las sefiales originales en cada punto del
espacio y en cada instante de tiempo. La superposicién de sefiales vibratorias es de gran
importancia en una amplia gama de campos, incluyendo la fisica, la ingenieria y la
comunicacion. La superposicion permite comprender como se combinan diferentes ondas, lo
que es crucial para el disefio y analisis de sistemas y dispositivos que involucran fenédmenos
vibratorios, como la transmision de varios tipos de informacién, la formacion de imagenes
médicas Yy la ingenieria. En este sentido la comprensién de la superposicién de sefiales
vibratorias es esencial para el desarrollo de diferentes tecnologias mas avanzadas y eficientes

en diversos ambitos de la ciencia y la tecnologia.

La superposicion de sefiales periddicas es un concepto que describe como dos o mas
sefiales periddicas pueden combinarse para formar una nueva sefal periédica. En este
contexto, una sefal periddica es aquella que se repite regularmente en el tiempo, es decir, que
exhibe un patrén repetitivo a lo largo del eje temporal. Cuando se superponen dos 0 mas
senales periddicas, la nueva senal resultante se obtiene sumando las amplitudes de las

sefiales originales en cada punto del tiempo. La superposicion puede causar fendbmenos como
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la interferencia constructiva, donde las amplitudes se suman para crear una sefial mas grande,
o la interferencia destructiva, donde las amplitudes se cancelan mutuamente. Este concepto es
fundamental en el analisis de sistemas fisicos y en la ingenieria de comunicaciones, donde se
trabaja con multiples sefales que interactuan entre si. La comprensién de la superposicion de
sefales periddicas es esencial para el disefio y la optimizacion de sistemas y dispositivos que

emplean fendmenos vibratorios o sefiales de naturaleza periddica.
Definicion.
Sea las sefiales f(t) y g(t) dos sefales periddicas, entonces la superposicion de las

senales

h(t) se define como la suma algebraica de dichas funciones, es decir.

h(t) = F(E) + g(@©)......... (1.19)

Para que la superposicion de dos senales peridédicas también sea periddica, es
necesario que cumplan con una condicidén fundamental la cual consiste en que los periodos de
las sefiales deben de relacionarse entre si y deben tener una relacién de periodicidad, es decir
si tenemos dos sefales periddicas f(t) y g(t) con periodos T; y T, respectivamente,

entonces la relacion entre los periodos de las funciones debe de ser un numero racional.

Matematicamente lo anterior se puede expresar T, = n T, donde n € Z. Esta condicion
puede generalizar que al superponer dos sefales periddicas entonces la superposiciéon de

dichas funciones también es periodica.

La superposicién de dos sefiales periddicas no sera periddica si en cociente de sus

periodos no es un numero racional.

Ejemplo 5. Dadas las sefiales x;(t) = 4sen3t y x,(t) = 3 cos 3t obtenga la

superposicion de las sefales en forma reducida y dibuje su grafica.
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Solucién. La superposicion de x;(t) y x,(t) es x(t) = x,(t) + x,(t) = 4sen 3t + 3 cos 3t.
Obtenemos x(t) en su forma reducida, considerando que los argumentos simples de las
funciones son iguales, en la forma x(t) = Asen(wt + a,) donde A = V42 + 32=5. El angulo de

. — 3 . s ~
fase a, se obtiene como a, = tan™! (Z) = 0.64. Por tanto, la superposicion de las sefales es

de la forma

x(t) = 5sen(3t + 0.64).

3 x(t)= 5sen(3 t+0.64)

Figura 1.14 Grafica de la funcion.

Ejemplo 6. Dadas las sefales cuyas funciones armonicas que estan dadas por

x1(t) = 4sen(2t + w/4) y x,(t) = 3 cos(2t + m/6). Determine con el principio de

superposicion la sefal resultante y trace su grafico.

Solucion. Dadas las senales x;(t) y x,(t) Procedemos a llevarlas a sehales de

argumento simple, utilizando las ecuaciones del apéndice B, en la forma siguiente

x1(t) = 4sen(2t + /4)
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=4 [sen(Zt) cos% + cos(2t) sen (%)]
= 2v/2sen(2t) + 2v2cos(2t)
x,(t) = 3 cos (Zt + g)

=3 [cos(Zt) cos% — sen(2t) sen (g)]

3v3 3
= Tcos(Zt) — Esen(Zt)

Procedemos a obtener la superposicion de las sefales x,(t) y x,(t)
3v3 3

x1(t) + x,(t) = 24/2sen(2t) + 2v/2cos(2t) + Tcos(Zt) — Esen(Zt),

reduciendo la expresion tenemos

x(t) = 1.32sen(2t) + 5.42 cos 2t

Llevamos la expresion x(t) a la forma reducida x(t) = Asen(wt + a,), donde

A =,/(1.32)2 + (5.42)2 = 5.57

=t -1(5' )—133
0(0— an 132 = 1.

Por lo tanto, la superposicion es de la forma reducida siguiente
x(t) = 5.57 sen(2t + 1.33)

La gréfica de x(t) es de la forma de la figura 1.15.
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7A

x(t)=5.57sen(2 t+1.33)

04 -02 0 02 04 06 2.8 3 3.2 34

-

-2

-3

-5

-6

Figura 1.15. Grafica de x(t) en forma reducida.

Ejemplo 6. Dadas las senales x;(t) = 3sen(5t) y x,(t) = 4 cos(3t) Obtener la

superposicion de las sefales y obtener su grafico y con ayuda de la grafica obtener su periodo.
Solucion.

Como los argumentos simples de las sefales son diferentes, entonces la superposicion

de las sefales es

x4 (t) + x,(t) = 3sen(5t) + 4cos(3t)

La gréfica de x(t) es de la forma que se muestra en la figura 1.16.
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x(t)= 3sen(5 t)+4cos(3t)

= N W » OO N 0 ©

\l

0.5

0.5 1 t 1.5 2 25 3 3.5 4 4. 5

Lo

L&A

-5

Figura 1.16. Grafica de x(t) = x,(t) + x,(t).

1.4 Movimiento vibratorio no arménico de una particula y su visualizaciéon
Las vibraciones no armonicas se caracterizan por tener una frecuencia que no es un

multiplo entero de una frecuencia fundamental. Algunas de sus caracteristicas son:

1. Frecuencia no constante: A diferencia de las vibraciones armoénicas, donde la
frecuencia es constante, en las vibraciones no armonicas la frecuencia puede cambiar
con el tiempo.

2. Amortiguamiento variable: El amortiguamiento en las vibraciones no arménicas puede
ser variable, lo que puede llevar a una disminucion irregular de la amplitud con el tiempo.

3. Respuesta no lineal: En muchos casos, las vibraciones no armoénicas pueden producir

respuestas no lineales en los sistemas mecénicos, eléctricos o acusticos, lo que significa
gue la amplitud de la vibracion no es directamente proporcional a la fuerza que la causa.

4. Generacion de arménicos: Las vibraciones no arménicas pueden generar armoénicos,

Ld
tn



48

es decir, frecuencias que son mdultiplos enteros de la frecuencia fundamental pero que no
estan presentes en la sefial de entrada original y “por lo tanto este tipo de vibraciones
pueden ser periddicas o no periddicas.

5. Mayor complejidad en el analisis: Debido a su naturaleza variable y compleja, el
analisis de las vibraciones no armonicas puede requerir técnicas mas avanzadas y
herramientas especificas para su caracterizacion y comprension.

En el presente capitulo solo haremos analisis de este tipo de vibraciones no armonicas
pero periédicas a través del analisis grafico de la funcion posicién en funcién del tiempo, como

se muestra a continuacion.

Ejemplo 7. Una particula se mueve de tal manera que el cambio de posicién esta dado

por la funcién x(t) = 2 cos(2t) + 4 sen(5t) m. Determine por el método gréfico.

a) El periodo del movimiento

b) Los tiempos en que la particula viaja a la derecha.

c) El tiempo en que pasa por segunda vez por la posicién de equilibrio viajando a la

derecha.

d) La distancia recorrida en 5 s.

e) Los tiempos dende la particula alcanza sus velocidades maximas positiva y negativa,

cudles son sus valores e indique hacia donde viajaba la particula en esos momentos

f) El tiempo donde la aceleracion de la particula es cero por tercera vez desde que

comenzo el movimiento y hacia donde viajaba la particula en ese momento.

g) En que tiempo alcanzo la particula su aceleracion maxima negativa y cual es su valor.
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Solucion.

Dada la grafica de la posicion  x(t) = 2 cos(2t) + 4 sen(5t) m como se muestra en la

figura 1.17.

a)

Considerando las coordenadas del punto L de la grafica de x(t),el periodo del movimiento

es T=6.28 s.

Considerando que la particula viaja a la derecha cuando la funcion x(t) es creciente,
entonces considerando los puntos K, A, B, C. D. E. F, G, H, I, J y L tenemos que la

particula viaja a la derecha en un periodo en los intervalos de tiempo siguientes.

t € (0,0.29)U(0.98,1.57)U(2.16,2.85)U(3.48,4.04)U(4.71,5.38)U(5.94,6.28)s

Considerando que la particula viaja a la derecha cuando la funcién x(t) es creciente y
que cuando la particula pasa por la posicién de equilibrio x(t) = 0 en entonces tomando

el punto N de la grafica de la figura 1.14 tenemos que el tiempo es t = 2.5s.

Considerando los puntos K, A, B, C, D, E, F, G, Hy J de la gréfica de x(t) y que las
distancias se miden sobre el eje vertical y son | x(t) | entonces la distancia total recorrida

en 5 s esta dada por.

dr =d; +d, +ds +dy +ds = 3.64 + 6.69 + 10.33 + 5.87 + 3.79 = 30.35m
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A(0.29,5.64) M(5,-2.21)

>
==

[m]
B(0.98,—4.69) N(2.5,0)

C(L57.2) xz(t) = 2cos(2t) + 4sen(5t) m
D(2.16,—4.69)

E(2.85,5.64)

A /
F(3.48,-2.41) N

O I I T -
®

-1 =05 0 0.5 1 1.5 2 2{5 3 3.5 4 5.5 6 6.5
G(4.04,3.46) - t[s]
-2
H(4.71,—6
( ) -3 F J
1(5.38,3.46) i
5
1(5.94,—2.41) . B D
K(0,2) 7
1(6.282)

Figura 1.17. Grafica de posicién vs tiempo

La funcién de velocidad esta dada por v(t) = % = — 4 sen(2t) + 20 cos(5t) % yla

grafica de la funcion se muestra en la figura 1.15
e) Considerando los puntos A y D de la gréafica de v(t) , tenemos que el tiempo donde la

particula alcanza su velocidad maxima positiva es t = 2.51 s y la velocidad que alcanza

esv = 2381 ? y para la velocidad maxima negativa t = 0.63 s y la velocidad es

v =-2381 ? . Tomando en cuenta la grafica de la posicion de la figura 1. 18 en el tiempo

t = 0.63 s la particula viajaba hacia la izquierda y en el tiempo t = 2.51 s la particula

viajaba hacia la derecha.

N
o
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A(0.63,-23.81)

B(1.27,17.69)

olm/s] s0f v(t) = —4sen(2t) + 20cos(5t) m/s

€(1.87,-17.69) 2

20
D(2.51,23.81)
15
E(3.16,—20) 10
5
F(3.76,16.2) -
05 [ 6.5
G(4.39,—-22.39) -5
-10
H(5.04,22.39) \
15
1(5.66,—16.2) -20

1(6.28,20) »
K(0,20) -35
-40
L£(0.98,0)
—45
M(2.16,0)

Figura 1.18. Velocidad vs tiempo

La funciéon de aceleracion esta dada por a(t) = —8 cos(2t) — 100 sen(5t) SE yla

2

grafica de la funcion se muestra en la figura 1.19.

A(0.31,-106.49) A
alm/s?] 140 a(t) = —8cos(2t) — 100sen(5t) m/s?
B(0.95,102.52) 120

100 J
C(1.57,-92) i
D(2.19,102.52) 60
40
E(2.83,~106.49) 20
1.

S

o © o

F(3.46,93.55) R t[ | =65
S
—4
G(4.08,-97.57) -
H(4.71,108) -8

-100
1(5.35,—97.57) -120

-140
7(5.97,93.55) o

K(0,—8) 180
200
L(6.28,-8) -220

—240

M(1.87,0)

Figura1.19. Aceleracion vs tiempo
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De a acuerdo al punto M de la grafica en a(t), en la figura 1.16 ent=1.87s la
aceleracién de la particular es cero y de acuerdo con la grafica de x(t) la particula viajaba
hacia la izquierda.

Considerando los puntos A y E de la gréfica de la figura 1.16 la aceleracion maxima

negativa de la particula es a(t) = —106.49 sz y la adquiere en dos tiempos diferente

queson t;=031syt; =2.83s.
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1.5 Ejercicios

1. Una particula se mueve describiendo un movimiento arménico simple dado por
la funcién posicion  x(t) = 7sen (Zt + g) ft. Determine
a) las graficas de x(t), v(t), v(x) y a(x).
b) la posicién y distancia recorrida en un minuto

c) lavelocidad y el tiempo que la adquiere cuando esta en una

posicion de 1 in.

d) La distancia recorrida 1 segundo después que pasa por primera

vez por la posicidn de equilibrio viajando a la izquierda

2. Una particula se mueve describiendo un movimiento arménico simple dado por

la funcién posicion  x(t) = 2 sen 2t + 4 cos 3t in. Determine
a) las graficas de x(t), v(t),v(x) y a(x).
b) las caracteristicas del movimiento
c) la posicion y distancia recorrida en 3 min

d) la velocidad y el tiempo que la adquiere cuando esta en una

posicion de 1 in.

3. Una particula se mueve de tal manera que la funcion que indica el cambio de

posicién esta dada por x(t) = 6 sen 4t cos 4t m . Calcula
a) las caracteristicas del movimiento

b) la velocidad y aceleracion cuando estaba en una posicion de - 1m.
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¢) El numero de ciclos y la distancia recorrida en 2 segundos
d) trazar la grafica de v(t) y a(t)
e) los intervalos de tiempo en que la velocidad es negativa decreciente

4. Una particula se mueve describiendo un MAS de tal manera que su funcién

posicidon esta dada por x(t) = -2 sen 4t + 6 cos 4t cm. Determine
a) las caracteristicas del movimiento
b) el tiempo en que alcanza su primera velocidad maxima negativa
c) ¢Cuadles son su posicién y velocidad inicial?
d) los tiempos en que su aceleracion se hace cero.

5. Una particula se mueve describiendo un MAS dado por la funciéon de posicion

x(t) =3cos(2t) m. Determine:
a) Las gréaficas de x(t) y v(t)

b) el tiempo que la particula pasa por tercera vez por la posicion de

equilibrio y la distancia recorrida en este tiempo.

6. Un particula se mueve describiendo un MAS de amplitud de 4 cm y frecuencia

de 100 Hz: calcular la velocidad, aceleracion extremas, la velocidad y la

aceleracién en un tiempo de 2 s. Suponga que la particula parte de la posicion

de equilibrio.

7. La aceleracion de una particula esta dada por a = -144 x y esta medida en
y la posicion x en metros. Determine las caracteristicas del movimiento si se

sabe que para t= 0 la posicién era de 20 cm y su velocidad era de 10 ?
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b)

c)
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Trace las graficas de x(t) y V(1)

Determine los intervalos de tiempo donde la velocidad es negativa y

decrece.

Los tiempos donde su velocidad es de 5 ?

Utilizando un graficador realice los siguientes ejercicios.

una particula se mueve de tal manera que su cambio de posicién esta dado por

la funcion x(t) = [-8 sen 5t + 6 cos 3t] cm.

a)

b)

c)

d)

Trace las graficas de x(t) y v(t)

¢, Qué distancia recorrié en 4 segundos?

¢ En qué tiempos alcanza su velocidad y posicién maxima positiva?

¢, Cuales son los intervalos de tiempo donde la velocidad es positiva? y

¢ En qué tiempos la aceleracion cambia de signo?

Una particula se mueve de tal manera que su cambio de posicion este dado por

la funcién x(t) = 4 sen 2t — 5 cos (t + %) m

a)

b)

c)

d)

Obtenga las graficas de x(t),V(t) y a(t)

¢ Qué distancia recorrié en 2 segundos?

¢ En qué tiempos alcanza su desplazamiento positivo y negativo

maximo?

Determine los intervalos de tiempo en donde la velocidad es positiva y es

creciente

Los tiempos donde la aceleracién es cero
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11.

12.
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Una particula se desplaza de tal manera que su funcién posicion esta dada por

x(t) =4 sen (Zt + g) — 5cos (t + %) in. Determine

La distancia total recorrida a los 2 s.
La posicién adquirida y el desplazamiento realizado a los 3 s.
La velocidad que adquiere a los 0.5 s.

La velocidad y aceleracion cuando recorre una distancia de 5 in desde que

empezd el movimiento

Dadas las sefiales cuyas funciones armoénicas que estan dadas por x,(t) =
2sen(5t) y x,(t) = 4 cos(5t). Determine con el principio de superposicion la

sefal resultante en su forma reducida y trace su grafico.

Dadas las senales x;(t) = —3sen (St + g) y x,(t) = 4 cos(3t — 2m) Obtener la

superposicion de las senales en la forma x(t) = Asen(wt) + B cos(wt) y

obtener su grafico con ayuda de la grafica obtener su periodo.
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Capitulo Il. Dinamica del cuerpo rigido en el plano
Obijetivo del capitulo. Realizar un estudio introductorio a la estatica y dinamica del
cuerpo rigido en el plano presentando los conceptos fundamentales necesarios para abordar el

analisis de sistemas oscilatorios rotacionales armonicos.

2.1. Concepto del cuerpo rigido
La dinamica de rotacién de un cuerpo soélido es un area fundamental en la fisica que
estudia el movimiento de objetos que giran alrededor de un eje fijo. Para entender esta rama en

el estudio de la mecanica, es esencial comenzar con la definicidon de un cuerpo sdélido.

Definicién de Cuerpo Rigido:

Un cuerpo sélido se define como un objeto que mantiene su forma y volumen bajo la
influencia de fuerzas externas. A diferencia de los cuerpos deformables, los sélidos mantienen
una estructura rigida, lo que significa que las distancias entre sus particulas constituyentes

permanecen practicamente constantes, incluso cuando se someten a fuerzas externas.

Los cuerpos rigidos se clasifican segun su forma y dimensiones, pudiendo ser desde
simples geometrias como esferas, cilindros o cubos, hasta estructuras mas complejas como

automoviles, aviones o sistemas planetarios.

Dinamica de Rotacion:
La dinamica de rotacién de un cuerpo rigido se centra en el estudio de los movimientos
de rotacién alrededor de un eje especifico. En este contexto, se analizan conceptos como la

aceleracién angular, el torque (0 momento de fuerza), entre otros.

La aplicacion de las leyes de la dinamica rotacional permite comprender como las

fuerzas externas influyen en la velocidad angular y la posicion de un cuerpo sélido en rotacion.
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Ademas, este analisis es fundamental en diversas areas de la fisica y la ingenieria, como la

mecanica de vehiculos, la dinamica planetaria y la fabricacion de maquinaria.

La dinamica de rotacién de un cuerpo rigido es una disciplina esencial para el estudio y
analisis del movimiento de objetos que giran en torno a un eje fijo, proporcionando una base

tedrica crucial para diversas aplicaciones practicas en la ciencia y la tecnologia.

2.2. Centro de masa

El peso de un cuerpo o sistema no actia en un solo punto del cuerpo, normalmente
esta distribuido en todo el volumen, el area o sobre una linea segun sea el caso. El peso del
cuerpo o sistema se puede representar con una sola fuerza resultante actuando en un punto

especifico del cuerpo llamado centro de masa.

En este capitulo también estudiaremos el concepto de Centroides que considera el
centro geométrico del cuerpo y para cada caso particular cuando los cuerpos son homogéneos

y con densidad de masa constante entonces coincide por el Centro de masa del cuerpo.
Centroide de un area.

Consideremos el area Ay la dividimos en pequenos elementos de area dA, como se

muestra en la figura 2.1.

Figura 2.1. diferencial de area de una superficie.
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Entonces las coordenadas del centroide del cuerpo, como se muestra en la figura 2.2

esta dada por

=

Figura 2.2. Centroide del area A.

[%dA _ _ [yada
Taa , Y= Taa e (2.

Donde X, ¥ son las coordenadas del elemento diferencial de area dA correspondientes

y X y y son las coordenadas del centroide del area A.
Centroide de un volumen.

Consideramos un cuerpo de volumen V y lo dividimos en pequefios elementos de

volumen dV como se muestra en la figura 2.3.

Z
4

.................

Figura 2.3. Cuerpo de volumen V, dividido en diferenciales de volumen dV.



60

Donde %, ¥ y Z son las coordenadas del diferencial de volumen correspondiente. El
centroide del volumen con coordenadas X, ¥ y Z como se muestra en la figura 2.4, esta dado

por

Figura 2.4. Centroide de un volumen

_ Jxav _ _ [yav _  [zav
X = Tav y = Tav ,Z = Tay e ...(2.2)

Centroide de una linea.

Consideremos un cuerpo en forma de linea con longitud L y se divide en pequefios

diferenciales de linea dL, como se muestra en la figura 2.5

Figura 2.5. Linea de longitud L dividida en diferenciales de linea dL
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El centroide de la linea con coordenadas %, y y Z como se muestra en la figura 2.6, esta

dado por

Figura 2.6. Centroide una linea.

Centro de Masa de un sdélido.

El centro de masa es un punto muy bien definido del cuerpo donde se considera que se
encuentra concentrada la masa total del cuerpo o sistema. Es el promedio de la posicién de
todas las partes del sistema, ponderada de acuerdo con sus masas. Para el caso que se tienen
cuerpos rigidos homogéneos de masa constante, el centro de masa del sistema coincide con el

centroide del sistema.

Lo util de conocer la posicion del centro de masa de un cuerpo, es que es el punto
donde cualquier fuerza uniforme sobre el objeto y esto es util porque permite resolver
problemas de mecanica en donde se tiene que estudiar el movimiento de cuerpos en formas

raras y de sistemas complicados.
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Para propdsitos de calculos se puede considerar cuerpos de forma irregular o regular
como si toda la masa del cuerpo estuviera concentrada en un cuerpo pequefiito ubicado en el

centro de masa, y a este cuerpo pequefiito imaginario lo llamamos una masa puntual.

Si un cuerpo rigido es empujado bajo la accién de una fuerza que actua sobre su centro
de masa, entonces el cuerpo siempre se movera como si fuera una masa puntual y nova a
rotar alrededor de ningun eje sin importar la forma que tenga el cuerpo. En el caso de que la
fuerza sea aplicada en cualquier otro punto del cuerpo que no sea el centro de masa entonces

el cuerpo comenzara a rotar alrededor de un eje que pase por su centro de masa.
Calculo del centro de masa de un cuerpo.

Con la finalidad de estudiar el movimiento acelerado de un cuerpo, resulta importante

localizar el centroide de masa del cuerpo o sistema.

Consideramos un cuerpo de masa total M y volumen V' y lo dividimos en pequefios

diferenciales de masa dm. Como se muestra en la figura 2.7.

Z
4

Figura 2.7. Cuerpo de masa M y diferencial de masa dm.

Donde x,y y z son las coordenadas del diferencial de masa dm. Donde las coordenadas

del centro de masa x, y y Z estan dadas por:
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[ xdm [ yam [ zdm

*= fdm'y: fdm’Z:fdm N

e (2.8)

La integracion con respecto a la diferencial de masa dm, se puede transformar en una
integracion con respecto al volumen, considerando diferenciales de volumen y el concepto de

densidad de masa.
Densidad de masa.
La densidad de masa se define como la relacion que existe entre la masa total del

cuerpo y su volumen total, matematicamente se expresa como:

M
p = 7 ......... (25)

Si consideramos un pequeno diferencial de masa dm y su correspondiente diferencial

de volumen, como se muestra en la figura 2.8, entonces tenemos:

Sustituyendo dm = pdV en las integrales de las coordenadas del centro de masa

tenemos

[xpav _ [ypdV _ [ zpdV
Y = ,Z = e (2.7)
[ pdv J pav

Para el caso particular de cuerpos homogéneos, donde la densidad de masa es
constante (p = constante). Entonces para este caso las coordenadas del centro de masa del

cuerpo estan dadas por:

[ xdv __fde __deV
de,y— de,Z— Tav = (2.8)

X =
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Por lo tanto, se puede observar que coinciden con las coordenadas del centroide del
cuerpo. Para el caso de cuerpos planos de area total A y varillas de longitud L y considerando

la densidad de masa superficial de masa y la densidad lineal de masa definidas como:

Donde

o- densidad superficial de masa
A- densidad lineal de masa

M- masa total del cuerpo

Si tomamos diferenciales de masa dm, diferenciales de area dA y diferenciales de linea
dL y como lo hicimos en el caso de las diferenciales de volumen dV, tenemos que las
coordenadas del centro de masa para una placa y una varilla de o lineas homogéneas donde

o = constante y A = constante, estan dadas por:

Area:
[xdA_ [ ydA
Linea:
dL dL dL
gl o _Jyd | Judl (2.11)

faL”” = AL’ T JaL
Elementos compuestos.

Un cuerpo solido compuesto, es un cuerpo que esta formado por varias partes y cada

una de ellas es un cuerpo solido, se puede calcular el centro de masa del cuerpo compuesto si
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se conoce la posicion del centro de masa y el area de cada una de las partes, es decir, un area,

un volumen o una linea compuesta es una combinacion de partes simples.

Para mostrar como se obtiene el centro de masa de un cuerpo compuesto, tomaremos
el caso de un cuerpo de area A compuesto por varios cuerpos de areas A4, 4,, ..., A,, COMO se
explica a continuacion. Se muestra un cuerpo homogéneo compuesto que consta de tres
partes, como se muestra en la figura 2.8, la cual consta de dos areas triangulares, un area

rectangular.

Figura 2.8. Cuerpo compuesto por tres areas simples.
La coordenada x del centro de masa del cuerpo compuesto esta dado por

[ xdA; + [ xdA, + [ xdA;
%= e (2.12)
[dA; + [dA, + [ dA;

Si se conocen las coordenadas de los centroides de cada una de las partes simples,

como se muestra en la figura 2.9.

Y
i i\
Yo N\
/o P
/ @E @ i e\
/@ 1 2N
A ! Y
0 1 : X
X1 ! |
X, I
|

Figura 2.9. Centros de masa de cuerpo compuesto.
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Entonces la ecuacion para la coordenada x del centroide del area 4,, tenemos

B [ xdA,
JdA,

e (213)

De donde

[ xdA; = XA ... ... (2.14)

Para las otras partes analogamente se tiene

fdiz = fZAny di3 = f3A3 ...... (2.15)
Por lo tanto, tenemos que la coordenada i del centro de masa del cuerpo compuesto esta dada

por

It el S B N 216
x A+ A, + 4, (2.16)

De esta manera se puede generalizar para u n cuerpo compuesto por 44, A,, ..., A,
areas, entonces las coordenadas del centro de masa de un cuerpo compuesto por n areas

estan dadas por las ecuaciones siguientes:

7= izt Xi4; 7= Yi=1 Vil
Z?:]_Al' ' ?:]_Al'

En este caso los cuerpos compuestos homogéneos cuya densidad de masa es

constante, el centro de masa coincide con el centroide del cuerpo.

Cuando un area se puede dividir en partes cuyos centroides son conocidos, podemos

utilizar esa informacion para obtener el centroide del cuero compuesto. Consultar apéndice ().

Cuando se tiene el caso de que existe alguna perforacion en alguna de las areas, como

se muestra en la figura 2.10.
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Figura 2.10. Area con perforacion.
Para obtener la coordenada x del centroide y centro de masa esta dada por:

_ [ xdA, - [xdA, %A - %4,
“TTTaa, —[aa, | A4

e (2.18)

En este caso el signo negativo en la ecuacion significa que el area es de una

perforacion o agujero.

Ejemplo 1. Dada la placa como se muestra en la figura 2.11, determine el centroide

considerando las dimensiones en metros.

Figura 2.11. Placa rectangular.



Solucion. Procedemos al calculo del centroide con respecto al origen del sistema de

coordenadas.

El centroide esta dado por:

Donde

a rb
A=fdA=ffdxdy=abm2
0o Jo

[ %dA = j j xdxdy = — m3

JydA =[] fob ydxdy = asz m3Por lo tanto

68
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Ejemplo 2. Determinar el centroide de la placa semicircular como se muestra en la

figura 2.12. Donde R es el radio en metros.

Figura 2.12. Placa semicircular.

Solucién. Procedemos al calculo del centroide con respecto del origen de coordenadas.

El centroide esta dado por:

Realizando el calculo del area en coordenadas polares tenemos.

0, ,12(0) T R T[RZ
A= [dA= f f rdrdf = f f rdrdf =
0, Iri(0) o Jo 2

1

T R
[ %dA = f f r?cos drdd = 0 m®
0 0

T rR 2R3
[ ydA = f j r?senfdrdf = —
o Jo 3

Por lo tanto

0 m3 2R s 4R

= m _ 3

X aR? Z—Om, Y=aRZ T 31
2 M 2
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Ejemplo 3. Determine las coordenadas del centroide de la placa triangular cuyos vértices son

los puntos 0 = (0,0) m, A=(4,6)m y B = (8,0) m, como se muestra en la figura 2.13.

Y

Figura2.13. Placa triangular.

Solucion. El centroide esta dado por.

_ JxdA _  [ydA
X=Ta VT2

Para el calculo del area calculamos las ecuaciones de las rectas [, l,. Para la recta [;,

que pasa por los puntos 0 = (0,0) m y A=(4, 6)m tenemos:

Y=y 6-0 3
my = = =3

X, —x1 4-—0

.Para la recta [,, que pasa por los puntos A=(4,6)m y B = (8,0) m tenemos:

Yo—y 0-6 3

M %, 8-4 2

Calculando las ecuaciones de la forma y, — y; = m(x, — x;). Para la recta [;tomando el punto

0(xy,y1) = (0,0)

Para la recta [,, tomando el punto  B(x;,y:) = (8,0) por lo tanto, tenemos



__2 +12

El area esta dada por

4 2% 8 —%x+12
AzfdAzf dydx+f f dydx = 24 m?
0 Jo 4 Jo

Calculando las integrales

~ 4 %x 8 —%x+12 s
[ %dA = j j xdydx +.[ j xdydx =96 m
o o 4 Jo

i 4 (3 8 [—ox+12
[ ydA = f f ydydx + f f ydydx = 48 m®
0 Jo 4 Jo

Por lo tanto

_ 96m? _  48m?3
X=——=4m,y=——=2m.
24 m2

Las coordenadas del centroide son C = (x,y) =(4,2) m

Figura 2.14. Prisma rectangular

Solucién. Procedemos al calculo de las coordenadas del centroide con respecto al

origen de coordenadas.
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Para el calculo del volumen tenemos:

4 .8 (2
V= de = f f f dxdydz = 64 cm3
0 Jo Jo

.Ahora calculamos las integrales siguientes:

4 .8 2
[ xav = f f f xdzdydx = 128 cm*
o Jo Jo

4 ~8 (2
[ yav = f f f ydzdydx = 256 cm*
0 J0 Y0

4 .8 (2
[ zav = j j j zdzdydx = 64 cm*
0 Jo Jo

Por lo tanto, las coordenadas del centroide estan dadas por:

128 cm*
x=—64cm3 =2cm
__256cm*
= 64 cm3 cm
_ 64cm*
Z=64cm3_1cm

Las coordenadas del centroide del prismason C = (x,y,z) = (2,4,1) cm.

72
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Ejemplo 5. Determine el centroide de la linea semicircular de la figura 2.15, si el radio

es de 2 ft.

0 X

Figura 2.15. Linea semicircular.

Solucion.

Dado que la linea es simétrica con respecto al eje y, el centroide se encuentra en el eje
y. Para determinar y usaremos coordenadas polares con la finalidad de realizar la integracion.
Calculando el centroide con respecto al origen del sistema de coordenadas consideramos 6
como se muestra en la figura 2.16 y dandole a 6 un incremento d6 obtenemos un elemento

diferencial de linea dL = Rd8, tenemos que las coordenadas cartesianas estan dadas por

x = Rcos@,y = Rsen @

14
AdL
R N
a6 \
2T,
0 | X
-

Figura 2.16. Elemento diferencial de linea dL = Rd6.

El centroide esta dado por
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Calculamos la longitud de la linea

T
L:de:f Rd6 = Rm pies = 2 ft
0

Procedemos a calcular la integral

T
fydL=f R?senf df = 2R? ft? = 8 ft?
0

Por lo tanto, las coordenadas del centroide estan dadas por y = 82:’; = % ftyx=0.
c—(-j—(o4)&
- x;y - I7T .
Ejemplo 6. Calcular el centroide la placa de la figura 2.16.
4 m
Y
4m
3m 3m
2m
0 I ¥

10 m

Figura 2.16. Placa compuesta

Solucion. Consideramos la placa como una placa compuesta por dos partes, una que
es un rectangulo de lado de 10 m y de ancho 2 m y la otra que es un cuadrado de lado 4m. Por

lo que el area total esta dada por
Ar=A;+A4,=(10m X 2m) + (4 m)? = 36 m?

Donde A, es el area del rectangulo y A, es el area del cuadrado.



Considerando la tabla del apéndice A, tenemos que el centroide del rectangulo con

respecto al origen esta dado por

Cy = (x,y) =51 m

El centroide del cuadrado con respecto al origen de coordenadas esta dado por.
Co = (%2,52) = (5,4) m.

Por lo tanto, las coordenadas del centroide de la placa estan dadas por.

%A1 + %A, _ (5m)(20m?) + (5m)(16 m?) 180 m? Ccm

YT TA 1 4, 36 m? " 36m?
_ VA1 +yA;  (1m)20m?) + (4m)(16 m?)  180m? 7
Y= T A v 4, 36 m? ~36mz 3"

Entonces el centroide de la placa esta dado por:

75
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2.3. Momento de inercia
Para calcular los momentos de inercia de un area, se utilizan integrales de forma similar
a las que se utilizaron para determinar el centroide de un area. Sea el area a y el diferencial de

area correspondiente dA4, como se muestra en la figura 2.17 en el plano XY.

Figura 2.17. Placa de area A en el plano XY.
Definimos cuatro momentos de inercia del area A de la forma siguiente:

Momento de inercia de area con respecto al eje X

I, = fysz ......... (2.19)

Donde y es la ordenada del elemento diferencial de area dA

Momento de inercia de area con respecto al eje Y.
I, = fxsz ......... (2.20)

Donde x es la coordenada x del elemento diferencial de area dA
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Producto de inercia

Iy = fxydA ......... (2.21)

Momento polar de inercia
Ip = ferA ......... (2.22)

Donde r es la distancia radial del origen de coordenadas al elemento diferencial de area

dA.

Ejemplo 1. Determine los momentos de inercia de area I, e I,, de la placa de la figura 2.18.

Figura 2.18. Placa rectangular.

Solucion. Sabemos que los momentos de inercia de area con respecto a los ejes

coordenados estan dados por

I, =fy2dA,Iy :fxsz

Desarrollando y calculando las integrales tenemos:
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b rh bh3
I, = f f y2dydx = —
0 Jo 3

b rh hb3
I, = f f x2dydx = =
0 Jo

Ejemplo 2. Determine los momentos de inercia de area Iy, I, I, y el momento polar de

inercia de la placa de la figura 2.19.

(2,4)

Figura 2.19. Placa irregular

Solucion. Sabemos que los momentos de inercia de area y el momento polar de inercia

estan dados por I, = [ y?dA, I, = [ x?dA, I,y = [xydAy I, = [r?dA.

Desarrollando y calculando las integrales tenemos:

, _fzfxz 2 gy — 128

2% 32
Iy=ff xdydx=?
0o Jo

2

2 rx 32
Iy = f xydA = j f xydydx = —
0o Jo 3
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2 ,x?
Iy = ferA =f f (x2 + y?) dydx
0 Jo

2 px? 2 ,x?
=f f xzdydx+f f y2dydx
0 Jo o Jo

1312
=t h =05

Teorema de los ejes paralelos.

El teorema de los ejes paralelos nos permite determinar el momento de inercia de masa
de un cuerpo respecto a cualquier eje si se tiene el momento de inercia de masa respecto a un
eje paralelo que pasa por el centro de masa del cuerpo como se muestra en la figura 2.20.
Considerando que conocemos el momento de inercia de masa I, respecto a un eje A que
pasa por el centro de masa de un cuerpo y se desea determinar su momento de inercia de

masa I, Respecto a un eje paralelo A, como se muestra en la figura 2.21.

Ag

Figura 2.20. Eje A que pasa por el centro de masa de un cuerpo y eje paralelo 4.

Considerando los sistemas de coordenadas X, Y, Z y X', Y', Z' paralelos como se

muestra en la figura 2.21.
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7 X

Figura 2.21. Sistemas de coordenadas paralelos

Para determinar I, respecto a un eje paralelo A, consideramos sistemas de
coordenadas paralelos XYZ y X'Y'Z', conelejeZ alolargode A,y el eje Z’' alo largo de 4,
como se muestra en la figura b), en este caso los ejes Ay A, son perpendiculares a los planos

XY y X'Y' respectivamente. Los términos d, y d,, son las coordenadas del centro de masa con

respecto al sistema de coordenadas XYZ.

Partiendo de la definicion de momento de inercia de masa, tenemos que el momento de

inercia de masa con respecto al eje A, esta dado por

Ip = frzdm = 'U(xz +y3)dm ... ... (2.23)

Donde r es la magnitud del vector que va del origen de coordenadas XYZ al diferencial
dm en el plano XY y es perpendicular a A,. Las coordenadas (x,y) del diferencial de masa

dm estan relacionadas con las coordenadas (x’, y") por las expresiones siguientes:
x=x"+d, ,y=y' +tdy...... (2.24)

sustituyendo estas expresiones 2.24 en 2.23 tenemos.

I, = J((x’)2 + (y"N)Hdm + dejx’dm + Zdyjy’dm + (dZ +d2)dm ... (2.25)
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Como (x")% + (y")? = (r")?, donde r’ es la magnitud del vector que va del centro de
masa de la placa al diferencial de masa dm en el sistema de coordenadas X'V’ y es
perpendicular al eje de giro A, la primera integral de la derecha es el momento de inercia I del
cuerpo respecto al eje de giro A y considerando que las coordenadas x’ y y’ del centro de masa

relativas al sistema de coordenadas X'Y’Z’ esta definido por

como las coordenadas del centro de masa con respecto al sistema de coordenadas X'Y’Z’ son
x'=0yy' =0.Porlo tanto, el segundo y tercer sumando de la ecuacién 2.25 valen cero. De

la figura 2.21 se ve que d? + df, = d? donde d es la distancia perpendicular entre los ejes A y

Ao, entonces se obtiene que:
lp=1+d?M ..... (2.27)

donde M es la masa total del cuerpo. La ecuacion 2.27 se le conoce como el teorema de los
ejes paralelos el cual se interpreta de la forma siguiente: si se conoce el momento de inercia de
masa cuando un cuerpo gira alrededor de un eje qué pasa por el centro de masa del cuerpo y
es perpendicular al plano de la placa, se puede encontrar el momento de inercia de masa del
cuerpo, cuando el cuerpo gira alrededor de otro eje A, que es paralelo al eje que pasa por el

centro de masa del cuerpo, donde d es la distancia perpendicular entre los ejes de giro.

Ejemplo 3. Determine el momento de inercia de masa de la placa de forma cuadrangular
de masa M y de lado a, como se muestra en la figura 2.22 cuando la placa gira alrededor de un

eje que pasa por el origen de coordenadas y es perpendicular a la placa.

b) cuando el eje de giro pasa por el centro de masa de la placa y es perpendicular a la

placa.
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Figura 2.22. Placa cuadrangular.
Solucioén. considerando las unidades de magnitudes en el sistema internacional y
considerando el apéndice A, tenemos que el area y el centro de masa esta dado por:
A=a’m? y Cm=(g,5) m
2°2
Sabemos que el momento de inercia de masa, cuando el eje de giro pasa por el origen

de coordenadas y es perpendicular a la placa esta dado por:

Por lo tanto, desarrollando la integral tenemos:

M
Ip = " ff(xz + y?2) dydx

M [ 3\* 2
=— <x2y+y—> dx = =Ma? kg - m?
. 3),° 73

Para calcular el momento de inercia de masa con respecto a un eje que pasa por el
centro de masa y es perpendicular a la placa, utilizamos el teorema de los ejes paralelos, de la

forma siguiente:



I

Figura 2.23. Centro de masa de la placa cuadrangular

0

d
a
2

De la figura tenemos que C,, = (%%) m Yy d es la distancia entre el punto O y el centro

de masa C,,.

Por el teorema de los ejes paralelos y el teorema de Pitagoras tenemos:
Ip =1I¢, + Md?

Donde:

Aplicando una vez mas el teorema de ejes paralelos calculamos el momento de inercia

de masa cuando la placa gira alrededor del eje que pasa por el centro de masa.

ICm =10 _Md2

2 1 1
= (§Ma2 —EMaZ) kg - m? = gMa2 kg - m?

Ejemplo 4. Se tiene una placa rectangular de base 4 m y altura de 10 m con una masa
de 2 kg, como se muestra en la figura 2.24. Determine el momento de inercia de masa cuando

la placa gira alrededor de un eje que es perpendicular a la placa y pasa:

a) Por el origen de coordenadas.

83
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b) Por un punto A que esta en el punto medio del lado superior de la placa.

10 m

Figura 2.24. Placa rectangular.

Considerando el apéndice A tenemos que el area y el centro de masa de la placa estan

dados por:

A=bxh=(4m)(10 m) = 40 m?.
b h

Cm = (E,E) = (2,5) m.

Sabemos que el momento de inercia de masa, cuando el eje de giro pasa por el origen

de coordenadas y es perpendicular a la placa, esta dado por:

M
Ip = " ff(xz + y?2) dydx

Por lo tanto, desarrollando la integral tenemos:

M 4 ~10
I, = —f f (x2 + y?)dydx
Ay Jo

Zkg 4 y3 10
Ip = 2y +2) d
0 40ij0 <Xy+3 .
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Iy = — 4( 2 4 O)dk 2
0=%0 ) x x kg -m
232
IO—Tkg-mZ

Para calcular el momento de inercia de masa con respecto a un eje que pasa por el
punto Ay es perpendicular a la placa utilizamos el teorema de los ejes paralelos de la forma

siguiente:

De la figura 2.25, tenemos que C,, = (2,5) my d es la distancia del punto O al centro de

masa, asi como d,, es la distancia del centro de masa al punto A.

5m dl

5m

0<—»{2 X

m

Figura 2.25. Centro de masa de la placa rectangular
Por el teorema de los ejes paralelos y el teorema de Pitagoras tenemos:
10 = Icm + md2

Donde: d? = (2m)? + (5m)? = 29 m?

__Z_E.Z_ 2—5—8-2
I, =1Ip —md? = 3 kg - m (Zkg)(29m)—3kgm
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Para calcular el momento de inercia de masa cuando la placa gira alrededor del eje que

pasa por el punto a volvemos a utilizar el teorema de los ejes paralelos de la forma siguiente:

, (58 , , 208 ,
Iy = I¢, +mdj =(?kg'm)+(2kg)(5m) =Tkg‘m

Ejemplo 5. Tiene una placa semicircular de radio de 1 m, con una masa de 4 kg como
se muestra en la figura 2.26. Determine el momento de inercia de masa cuando la placa gira

alrededor de un eje que es perpendicular a la placa y pasa por el perno Ay por el centro de

masa.

Figura 2.26. Placa semicircular.

Solucién. Considerando el apéndice A tenemos que el area y el centro de masa de la

placa esta dado por

1 T /4
A =E7TR2 :E(l m)2 ZE mz.

Cpp = (0, g) = (0, é) m = (0,0.4244)m.

El momento de inercia de masa cuando el eje de giro pasa por el origen de

coordenadas y es perpendicular a la placa, esta dado por:

M
Ip = T ﬂ-(xz + y?) dydx
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Desarrollando la integral tenemos.

M b rya(x)
Ip = —f f (x2 + y*)dydx
AJa Jy, 0

Planteando la integral en coordenadas polares tenemos

4kg
T

z !
8k
gff r3drdf = 2 kg - m?

Para el calculo del momento de inercia de masa con respecto a un eje qué pasa por el

Ip =

+ (rsen8)?)rdrd6

centro de masa y es perpendicular a la placa utilizamos el teorema de los ejes paralelos de la
forma siguiente:

Y
o
dy
__@
d
R
0

Figura 2.27. Centro de masa de placa semicircular

De la figura 2.27, tenemos que C,,, = (O, 4R) (0 —)

- m = (0,0.4244)m.y d es la

distancia del centro de masa al punto O y d; es la distancia del centro de masa y el punto A

Por el teorema de los ejes paralelos tenemos

10 = Icm + de

De donde I, = lp —md* = 2kg - m* — (4kg)(0.4244 m)* = 1.28 kg - m?
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Para el calculo del momento de inercia de masa cuando la placa gira alrededor de un
eje que pasa por el punto A, volvemos a utilizar el teorema de los ejes paralelos de la forma

siguiente:
di=R—d=1m- (04244 m) = 0.5756 m

Iy = I¢, +mdf = 1.28kg- m? + (4 kg)(0.5756 m)* = 3.58 kg - m?

Ejemplo 6. Una placa de forma circular de radio de 3 fty de peso 16 b gira alrededor
de un eje que pasa por el punto Ay es perpendicular a la placa, como se muestra en la figura

2.28. Determine el momento de inercia de masa de la placa

14

2

3R R
0

Figura 2.28. Placa circular de radio R.
Solucién.

Considerando el apéndice A tenemos que el area y el centro de masa de la placa estan

dados por

A =mnR? = n(3ft)? = 9r ft? ., Cpn =1(00)ft.
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Considerando que el momento de inercia de masa cuando el eje de giro pasa por el

origen de coordenadas y es perpendicular a la placa, esta dado por:

_M 2 2
IO—A (x* 4+ y*)dydx

Desarrollando la integral tenemos

M b rya(x)
Iy = —f f (x2 + y?)dydx
Ala Ty

Planteando la integral en coordenadas polares y calculando la masa del bloque

tenemos:

ft

w3 5 16lb (73,
Ioz—f f((rcos@) +(rsen9)2)rdrd910=—f frdrd@
gAJo Jo 325 9ft2%0 Jo

! Slugfnf 3drdg = 2 slug.- fi?
=—— r>drdf = - slug - ft~.
187 f2 J, J, g >8
Como el centro de masa de la placa es el origen de coordenadas, entonces para
calcular el momento de inercia de masa con respecto al eje que pasa por el punto Ay es
perpendicular a la placa, utilizaremos el teorema de los ejes paralelos de la forma siguiente:

9 1 25
Iy =1Ic, +md* = 3 slug - ft? + (E slug) (2f)? = gslug - ft?

Ejemplo 7. Dada la varilla de longitud L y de masa M, como se muestra en la figura ().
Determina el momento de inercia de masa cuando la varilla gira alrededor de un eje qué pasa

por el centro de masa de la varilla y es perpendicular al plano XY
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Figura 2.29. Centro de masa de una varilla de longitud L.

Solucidn. Considerando el apéndice A tenemos que las coordenadas del centro de

masa de la varilla estan dadas por

Considerando que el momento de inercia de masa cuando el eje de giro pasa por el
origen y es perpendicular al plano XY esta dado por:

. _Mf 2y MV
O—L x“ax = 3

Para calcular el momento de inercia de masa con respecto al eje de giro que pasa por el

centro de masa utilizamos el teorema de los ejes paralelos de la forma siguiente:
— _ 2
I, =1p —md

Donde:

_ MIL? ” (L)Z _ MI?

2) 12
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2.4. Momento de una fuerza
El momento de fuerza, también conocido como torque, se define vectorialmente como el

producto cruz entre el vector de posicion 7 y el vector fuerza F, como se ilustra en la figura

2.30.

T

=l

Figura 2.30. Placa sobre la cual actua un momento de fuerza.
Matematicamente el momento de fuerza este dado por la ecuacién 2.28.

j ok
Ty T, =Txi+ryj+rzlz ............... (2.28)

T
T=7XF=|n
F, F, F

Donde:
7: es el vector momento de fuerza (torque)

7: es el vector de posicion que va desde el punto donde pasa el eje de rotacion al punto

de aplicacion de la fuerza.

F: es el vector de fuerza aplicada

El momento de fuerza, tiene varias propiedades importantes, algunas de ellas son las

siguientes.
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Caracter vectorial: El momento de una fuerza es un vector que tiene magnitud, direccion

y sentido. La magnitud del vector esta dada por

La direccion del vector 7 esta dada por los cosenos directores como se muestra en la

figura 2.31
Figura 2.31. Direccién del momento de fuerza.
. = p_y ,_=
Donde: A== B=T V=S (2.30)

El momento de fuerza es un vector que es perpendicular al plano en que se encuentra

los vectores de posicion 7 y el vector fuerza F, como se muestra en la figura 2.32.

Z

N

<
U
~<
o)
L=
T

Figura 2.32. Vector momento de fuerza 7.
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Donde 6 es el angulo entre los vectores de posicion 7 y el vector F.
Si 8 = 90° el momento es maximo.

Sif =0°06 =180° el momento vale cero.

Si0° < 6 < 90° el sentido del vector es positivo.

Si 8 > 180° el sentido del vector es negativo.

2. Efecto de palanca. EI momento de fuerza tiende a causar rotacion alrededor de un
punto o eje. Cuando mayor sea la magnitud del momento, mayor sera el efecto de palanca para

producir rotacion.

3.- Dependencia del punto de aplicacion: EIl momento de fuerza depende del punto de
aplicacion de la fuerza y del punto de rotacién. Cambiar el punto de aplicacién de la fuerza

puede afectar el momento resultante.

4.- Signo y sentido: EI momento de fuerza puede tener un signo positivo o negativo
dependiendo de la orientacidn. Un momento positivo tiende a causar rotacion en sentido

horario, mientras que un momento negativo tiende a causar rotacién en sentido antihorario.

5.- Unidades de medida: Las unidades de medidas del momento de fuerza en el sistema

internacional son Nm y en el sistema ingles son lb ft.
Principio de Superposicion de Momentos

El principio de superposiciéon de momentos de fuerza establece que el momento total o
resultante causado por varias fuerzas que actian sobre un cuerpo en equilibrio es la suma

vectorial de los momentos individuales generado por cada fuerza por separado.

El principio es valido siempre que las fuerzas y momentos se combinen de acuerdo con

las reglas del algebra vectorial.
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Las unidades de medida del momento de fuerza en el sistema internacional son N - my

en el sistema inglés son b - ft.

Matematicamente, se tienen varias fuerzas F,, F,, ..., E, que actian sobre n puntos 4,,
A,,..., A, del mismo cuerpo ubicados por los vectores de posicién 74, 7,,..., 7, respectivamente

como se muestra en la figura 2.33.

-

Figura 2.33. Momentos de fuerza 7, 75, ...,7T,

Si 7y, 7, ...,Tn SON los momentos de fuerza individuales generados por cada una de las
fuerzas en el punto correspondiente, entonces el momento total 7;,.,; €s la suma vectorial de

los momentos de cada fuerza.

Trotal =11+ To + -+ Ty . (2.31)
Este principio es particularmente Util en el analisis de sistemas mecanicos donde varias fuerzas
actuan simultdneamente. Permite simplificar el analisis al considerar cada fuerza y su momento
de fuerza por separado antes de combinar los resultados para determinar el estado de

equilibrio o la respuesta del sistema en términos de rotacion.

Ejemplo 1. Dada la llave como se muestra en la figura 2.34a. Determine el momento de

fuerza cuando la llave gira alrededor de un eje que pasa por el punto 0.
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A

Figura 2.34a. Tuberia sobre la cual actua la fuerza F.

Solucion.

Sabemos que:

ij k
F, F, E

Obtenemos 7 y F en componentes rectangulares, considerando la figura 2.35 tenemos:

Figura 2.35 b. Tuberia sobre la cual actua la fuerza F.
7= (r,1y,1,) = (2,-0.75,0)m y F = (=50 cos 30°, —50sen30°,0) N = (—43.3,—25,0)N

El momento de fuerza esta dado por:

~

- i j k ~
T=7xXF=| 2 —0.75 0|=-8248kN-m
—433 =25 0
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Ejemplo 2. Determine el momento de fuerza resultante de las fuerzas F;=6N y F,=30N

que actuan sobre la estructura que se muestra en la figura 2.36a cuando esta gira alrededor del

eje que pasa por el punto A.

Figura 2.36a. Estructura con parte superior semicircular

Solucion.
R

T=7FxF=| 1, 1

F. E, F

Sabemos que:

Ttotal = T1 T T2

Obtenemos los vectores 7, F; y F, en sus componentes rectangulares; considerando la

figura 2.36b.

Figura 2.36b. Estructura con parte superior semicircular
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Con respecto del punto A tenemos:
7= (ron,r) = @240m ; B = (F,F ,F) = (605 20° — 65en 20°,0) = (5.63,2.05,0) N
y F, = (F,,F,,F,) = (30 cos 45°,30 sen 45°,0) = (21.21,21.21,0) N

Los momentos de fuerza de F; y F, respectivamente son:

R i Jj ok N
‘?1=F1XF1= 2 4 0=2662kN'm
563 —=2.05 0

R i j k .
T,=1HxXF=]| 2 4 0| =-4242kN-m
21.21 2121 O

El momento total es:

Proral = 11 + 7o = (26.62 —42.42)kN-m = —158kN-m

2.5. Introduccion a la dinamica del cuerpo rigido en el plano

Un cuerpo rigido puede tener dos tipos de movimiento, ya sea por separado o de forma
simultanea: el movimiento de traslacion y el movimiento de rotacion. El cambio de posicion con
respecto a un sistema de referencia se le conoce como movimiento. y el cambio de orientacion
con respecto a un sistema de referencia se le conoce como movimiento de rotacion y consiste

en el efecto de rotar con respecto a un eje fijo.
Rotacion en torno a un eje fijo

Tenemos un cuerpo que gira alrededor de un eje fijo que en este caso coincide con el
eje Z. Podemos observar que mientras dura el movimiento rotacional cada punto del cuerpo

permanece a una distancia dado del eje X y se mueve describiendo una trayectoria circular con
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centro en el origen de coordenadas y por el cual pasa el eje fijo Z como se muestra en la figura

2.37a.

Figura 2.37 a. Placa colocada en el plano XY y que gira alrededor del eje Z.

Para el analisis del movimiento tomamos una vista frontal en el plano XY, considerando
un punto P del cuerpo como si tomaramos una particula del cuerpo. Como se muestra en la

figura 2.37 b.

Figura 2.37 b. Placa colocada en el plano XY y que gira alrededor del eje Z.
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Como podemos ver en la figura se muestra el cuerpo rigido de rotacion. Visto desde el
eje de rotacion. El sistema de coordenadas de tal manera que el eje de rotacion esta coincidiendo
con el eje Z, mientras el movimiento del punto P elegido se realiza en el plano XY, describiendo
una trayectoria circular. Mediante el movimiento y el desplazamiento angular, denotado por el
angulo 6 que forma el radio vector 7 y el eje X. Generalmente el angulo 6 es medido en radianes
en lugar de grados. Definimos al angulo medido en radianes como la relacion que existe entre el

arco de curva con el radio r de la trayectoria, esto es

Velocidad angular

La velocidad angular promedio se define como el cambio del angulo 6 entre el cambio

de tiempo

La velocidad angular instantanea se define como la relacion que existe entre el cambio

de angulo y el cambio de tiempo cuando este tiende a cero.

_ i 20 _d6
© T aS0Ar  dr

Si el cuerpo puede girar manteniendo su velocidad angular constante entonces
podemos también medir su velocidad angular a través de una magnitud llamada frecuencia

angular lineal f o numero de revoluciones por segundo donde

n - numero de revoluciones y t-tiempo
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La frecuencia lineal se mide en Hertz, donde 1 Hz = i

La relacion que existe entre la frecuencia lineal y frecuencia angular es:

Aceleracion angular promedio.

La aceleracion angular promedio se define como la razén de cambio entre la velocidad

angular y el tiempo.

Aw

0!=A—t

e (2.38)

La aceleracion angular instantanea se define como la razén de cambio entre la

velocidad angular y el tiempo cuando este tiende a cero, es decir:

Las relaciones entre las magnitudes lineales del movimiento y las angulares se obtienen

de la figura 2.38.

Figura 2.38. Cuerpo rotando alrededor del eje Z
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De la figura se muestra que el punto P se desplaza un angulo 6 con respecto al eje X,
describe sobre la trayectoria un arco s de circunferencia y la relacion que existe entre ellos,

cuando 6 es medido en radianes es
S
==, s=RO........ (240)
R
En el caso cuando el punto P recorre un perimetro de la trayectoria circular entonces

s = 2R de donde

2R

Entonces podemos decir que la equivalencia entre el angulo 8 medido en radianes y en

grados es:
2w rad=360° y 1rad=57.3°

Partiendo de la expresion s = R tenemos que:

ds R de
dt  dt’
Donde v,es la velocidad lineal o tangencial de cada punto de la trayectoria, R es el radio

de la trayectoria y w es la velocidad angular de la rotacién.

Partiendo de la expresion v, = Rw y derivando ambos lados tenemos
dv; dw
dt = dt’
Donde a; es la aceleracién lineal tangencial en cada punto de la trayectoria, R el radio
de la trayectoria y a la aceleracion angular de la rotacion. Ademas de la aceleracion tangencial

dirigida a lo largo de la trayectoria circular también tiene una aceleracion centripeta dirigida
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2
hacia el centro del circulo como se muestra en la figura 2.39 y esta dada por ay = %, que es

equivalente a ay = w?R.

Figura 2.39. Vectores aceleracion tangencia y radial.

Por lo tanto, la aceleraciéon del movimiento en cada punto de la trayectoria esta dada por

a= /a% + a3 .. (2.44)

Movimiento con aceleracion angular constante.
Si un cuerpo rigido gira de tal manera que su aceleracion angular es constante

entonces la velocidad angular cambia en forma proporcional al transcurrir el tiempo y la

velocidad angular tendra el valor
v oo oo (2.45)

Wr = Wy + agt ...
donde w, es el valor de la velocidad angular inicial y w es el valor de la velocidad

angular final en el intervalo de tiempo t considerado en el analisis.

Para obtener el desplazamiento angular final lo podemos hacer mediante la expresion

1
9 = 90 +(l)0t+§at2
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También existe otra relacion entre la aceleracion angular, las velocidades y los

desplazamientos angulares que es la siguiente
1 2 2
a(f —6,) = E(a)f — WF) et v eee e (2.47)

De las ecuaciones anteriores podemos observar que existe una analogia entre las
ecuaciones del movimiento lineal y el movimiento rotacional de un cuerpo rigido. En la tabla

2.1, se muestran dichas analogias.

_dx _do

V= =

_dv _dw

“=at T

vf=v0+at (L)f=(1)0+a1-t

1 . 1
xf=x0+v0t+iat 9f=90+w0t+5at
1, 2 L., 2
a(xf —xp) = E(vf —v}) a8 —0,) = E(wf — w})

Tabla 2.1 tabla de analogias entre cantidades lineales y angulares
Segunda ley de Newton para el movimiento rotacional.

Partiendo de la Segunda ley de Newton para el movimiento lineal la cual dice, que
cuando una fuerza actua sobre un cuerpo de masa m, provocandole una aceleracion lineal a, la
magnitud es directamente proporcional a la magnitud de la fuerza e inversamente proporcional

a la masa del cuerpo. La expresion matematica de la segunda ley de Newton es

F=ma ....(2.48)
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Considerando lo anterior podemos obtener la segunda ley de Newton para el

movimiento rotacional de un cuerpo rigido.

Si consideramos un cuerpo rigido en rotacion como un conjunto de pequefias masas
particulares de masa m; y el cuerpo esta sometido a fuerzas externas F; en cada particula de

masa m;, tomada al azar en cada punto P del cuerpo, como se muestra en la figura 2.40.

Y 5

Figura 2.40. Cuerpo rigido rotando alrededor del eje Z.

En la figura 2.40 se puede observar que cuando una fuerza ﬁi que actua en un punto P

donde hay una parte de la masa del cuerpo considerandose como una particula de posicion 7
con respecto al eje por donde pasa el eje de giro. Toda fuerza 17} se puede descomponer en su

componente F, tangencial y su componente normal Fy,; .

Se puede observar que la componente ﬁNl. no contribuye al movimiento de rotacién ya
que su linea de accion pasa por el punto de origen de coordenadas, es decir pasa por el eje de
giro Z y por lo tanto el momento de fuerza vale cero, y solamente la componente tangencial ﬁ,i

produce el giro ya que F;, y el vector posicion 7 son perpendiculares, el momento de fuerza que

produce el giro esta dado por 7; = r;F; .
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También si consideramos que para cualquier masa mm sobre la cual actua la fuerza

tangencial F;, esta le produce una aceleracion lineal o tangencial y la relacion entre ellas esta

dada por la segunda ley de Newton para el movimiento lineal dado por.
F, = myaq, ... (249)
multiplicando por r; ambos miembros de la ecuacion anterior tenemos:
1iFy, = rimiag; v e el (2.50)

Por lo tanto, considerando la definicion de momento de fuerza t y aplicandolo en este

caso la ecuacion anterior queda de la forma.

Tj = 1MiGg, e e e v v (2.51)

Considerando la relacion entre la aceleracion lineal a,y la aceleracion angular «; donde

a;, = rya;, entonces tenemos:

Tp = IPMQ; eee e v e e e (2.52)

Sumamos todos los momentos de fuerza que actuan sobre cada masa m; hasta cubrir

todo el cuerpo solido tenemos

donde )i, t; representa el momento de fuerzas neto o total externo y
>, r#m;a; representa al momento de inercia neto del cuerpo sélido, multiplicada por la
aceleracion angular neta que experimenta el cuerpo al rotar, por lo tanto, la segunda ley de

Newton para el movimiento rotacional es de la forma

Tneto = 10 e e v .. (2.54)
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De la ecuacién anterior tenemos que el momento de fuerza o torsion neto que actua
sobre un cuerpo rigido es proporcional a su aceleracién angular, donde la proporcion esta dada

por el momento de inercia.

Ejemplo 1. En un automovil una de sus llantas tarda desde que el automdvil arranca 20
. re , .z
segundos en alcanzar una velocidad de 500 m—l‘; ¢, Cual es la aceleracion angular del

automovil? ¢ Cual es la aceleracion tangencial de automovil? Si el radio de la llanta es de 20

cm.
Datos Conversion
rev rev 2mrad 1min

wr =500 — =500 X

f min wr min 1rev 60s
wo = 0rad/s wy = 52.36rad/s
t=5s R=02m
R =20cm
Solucioén.

De la relacién
Wy = Wo T+ a;t
se tiene

wr 52.36rad/s )
a = T = T =10.47 rad/s

Para la aceleracion tangencial

rad
ar = Ra = (02 m) (10475—2)

m
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Ejemplo 2. Un disco de masa de 300 gr y radio de 20 cm que gira en un tornamesa,

partiendo del reposo con una aceleracion angular constante de 5 rad/s?. Determine:

a) La velocidad lineal del disco a los 10 segundos.
b) La distancia recorrida sobre la trayectoria circular a los 10 segundos.

c¢) El torque generado por el tornamesa.

Solucion.
Datos
m = 300gr = 0.3kg

R=20cm = 0.2 m.

6o =0rad
wo = 0rad/s
a = 5rad/s?

a) Calculamos la velocidad angular a los 10 s:
Wf = Wy t+ agt
wr = agt
rad rad
wy = (55—2) (105) = 50—
Calculamos la velocidad lineal

m
= Rwr = (0.2 50 rad =10—.
vy wy = (0.2 m)(50 rad/s) .

b) Calculamos el angulo 6 alos 10's
1 2
0y = 0y + wot +Eat
6 = ~at? = 1(sora(1>(10 )? = 250 rad
= 2 a = ) S S = rad.

Por lo tanto, la distancia recorrida a los 10 s es
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s =R6 = (0.2m)(250 rad) = 50 m.

c) Calculamos el torque generado por el tornamesa
T=la

Calculando primero el momento de inercia de masa.
1 1
I = EMRZ =3 (0.3 kg)(0.2m)? = 0.006 kg - m?

Por lo tanto, el torque es:
rad
7 = (0.006 kg - m?) (5 s_2> = 0.03 Nm

2.6. Ejercicios

1. Determine el centroide de la placa de la figura, donde R = 30 cm.

2. Determine el centroide de la placa triangular cuyos vértices son los puntos A =

(=4,0) m, B= (4,0) m, C= (0,8) m.

e

S
&

[sv}
S
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3. Determine el centroide de la placa que se forma entre la linea y la cuerva de la

figura.

4. Calcule el centro de masa de la esfera sélida homogénea de masa total 20 kg y de

radio de 4 m, como se muestra en la figura.

5. Determine el centroide del cilindro de radio 3 pies y de altura h de 10 pies como se

muestra en la figura.
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0

A

h
- Y

6. Determine el centroide de la placa compuesta de la figura.

2m
4m
1m

ErT— 1
——

2m

7. Determine el centroide de la placa compuesta de la figura

R=3m

8. Determine el centroide de la placa de la figura, donde a = 8in, b = 12 in.
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9. Determine el centroide de la linea como se muestra en la figura.

4in
0 | X
8in !
10. Determine el centroide de las lineas de la figura.
Y
R=3m
R
0 X

11. Una placa de forma rectangular como se muestra en la figura. Determine el momento
de inercia de masa de la placa si su base es de 8 m y su altura de 12 m, la masa de
la placa es de 1 kg, para cuando la placa gira alrededor de un eje que pasa por su

centro de masa y es perpendicular a la placa.
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12m 6

12. Una placa de forma de rombo cuyos vértices son los puntos 0 = (0,0) cm, A =
(4,6) cm, B = (8,0) cm, C = (4,—6) cm, como se muestra en la figura. Determine el
momento de inercia de masa, cuando la placa gira alrededor de un eje que es

perpendicular a la placa y pasa por el punto A, la masa de la placa es de 0.5 kg.

il
e

13. Una placa compuesta de masa 500 g como se muestra en la figura, gira alrededor
de un eje que pasa por el punto A y es perpendicular a la placa. Determine el

momento de inercia de masa.
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A(7,6)m

o]

14. Una placa de forma circular de radio 2 ft y de peso de 5 Ib gira alrededor de un eje

que pasa por el punto A, como se muestra en la figura. Determine el momento de

inercia de masa cuando el eje es perpendicular a la placa.

N
-
o
e

15. Una varilla de densidad lineal de masa 1 = 400 % y de longitud de 80 cm gira

alrededor de un eje que pasa por el punto A y es perpendicular al plano XY como se

muestra en la figura. Determine el momento de inercia de masa.

Y 40 cm
 —
A
A e D—
80 cm
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16. Determine el momento de inercia de area I, del area de la figura. Si los vértices del

triangulo son A = (—4,0)m, B= (0,8)m, C= (4,0)m.

17. Determine los momentos de inercia de area I, y I,, del area de la figura, si el radio

de la circunferencia es de R = 4 ft.

18. Determine el momento polar de inercia del area de la figura .

9 cm

4 cm
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19. Determine el producto de inercia del area de la figura.

20. Determine los momentos de inercia de area I, y I,, y el momento polar de inercia del

area de la figura.

y=x*+1

21. Determine el momento resultante de las fuerzas F; = 10 Ny F, = 5 N que actuan

sobre la viga de la figura, con respecto al punto O.
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4m

Fi 1m

50 100"~ |I .

1200 \[>

22. Determine el momento de una fuerza con respecto al punto O, R = 4 m del arco de

la figura.

23. Se apaga el motor que hace girar un esmeril de un afilador de herramientas de
corte, si el esmeril gira a 120 rev /min y se detiene desacelerando a 3 rad/s?.

Determine:
a) El tiempo que tarda en detenerse

b) La distancia que recorre hasta detenerse
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Capitulo Ill. Modelado de sistemas mecanicos vibratorios de un grado de libertad
Obijetivo del capitulo. Aplicar los métodos de la segunda ley de Newton, conservacién
de la energia para determinar las ecuaciones de movimiento que determinan el
comportamiento y las caracteristicas de un sistema vibratorio armonico y un sistema vibratorio

amortiguado sujetos a vibracién libre.

3.1. Elementos de rigidez y disipacion en sistemas vibratorios de un grado de libertad.
Los sistemas vibratorios de un grado de libertad se utilizan para modelar y estudiar el
comportamiento de estructuras simples que vibran en una sola direccion. Estos sistemas estan

compuestos por elementos de rigidez y disipacion que influyen en su respuesta dinamica.

Los elementos de rigidez son aquellos que resisten la deformacion de la estructura y
mantienen su forma original. En un sistema vibratorio de un grado de libertad, la rigidez se
representa tipicamente mediante un resorte, que es un componente elastico que almacena
energia cuando se deforma y devuelve esta energia cuando se libera. Cuanto mayor sea la
constante de rigidez del resorte, mayor sera la fuerza requerida para deformarlo y mayor sera

la frecuencia natural del sistema.

Por otro lado, los elementos de disipacion estan disefiados para disipar la energia del
sistema y reducir las amplitudes de vibracién. Un ejemplo comun de elemento de disipacion es
el amortiguador, que absorbe la energia vibracional y la convierte en calor u otras formas de
energia no deseada. La presencia de amortiguamiento en un sistema vibratorio puede afectar
la respuesta dinamica al amortiguar las vibraciones excesivas y mejorar la estabilidad del
sistema. En resumen, los elementos de rigidez, como los resortes, proporcionan la resistencia a
la deformacién y determinan la frecuencia natural del sistema, mientras que los elementos de
disipacion, como los amortiguadores, absorben la energia vibracional y ayudan a controlar las

amplitudes de vibracién. Juntos, estos elementos juegan un papel crucial en el analisis y disefio
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de sistemas vibratorios de un grado de libertad.

A continuacion, se mencionan algunos ejemplos de elementos de rigidez y disipacion

en sistemas vibratorios de un grado de libertad.

1. Elementos de Rigidez:
Resorte lineal: Un resorte helicoidal, como un muelle metalico, que ofrece una
resistencia proporcional a la fuerza aplicada y se estira o comprime segun la fuerza
ejercida sobre él. Cuanto mayor sea la constante de rigidez del resorte, mayor sera
la fuerza requerida para deformarlo y mayor sera la rigidez del sistema vibratorio.

Barra elastica: Una barra de material elastico que puede flexionarse bajo la
accién de una fuerza aplicada. La rigidez de la barra se determina por su modulo
de elasticidad y su seccién transversal.

2. Elementos de Disipacion:

Amortiguador viscoso: Un dispositivo que absorbe energia disipando el movimiento
relativo entre dos superficies. El amortiguador viscoso proporciona una fuerza de
amortiguacién proporcional a la velocidad relativa entre las dos superficies y disipa la
energia vibracional en forma de calor.

Amortiguador de friccion: Un elemento que disipa energia a través de la friccidon
entre

dos superficies en movimiento relativo. El amortiguador de friccion convierte la energia
cinética en calor debido a la resistencia al deslizamiento entre las superficies en
contacto.

Estos son solo algunos ejemplos de elementos de rigidez y disipacion en sistemas
vibratorios de un grado de libertad. Ambos tipos de elementos son fundamentales para

comprender y controlar el comportamiento dinamico de tales sistemas.
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3.2. Péndulo simple, péndulo fisico y sistema de masa resorte armoénico.

Péndulo simple: Un péndulo simple es un sistema fisico idealizado que consiste en
una masa puntual suspendida de un punto fijo por medio de una cuerda inextensible y sin
masa. La descripcion matematica de un péndulo simple sin amortiguamiento se basa en la

segunda ley de Newton y en las leyes de la trigonometria.

La masa puntual del péndulo esta sujeta a la gravedad, lo que genera una fuerza de
atraccion hacia abajo. La magnitud de esta fuerza es proporcional al producto de la masa del
péndulo (m) y la aceleracion debido a la gravedad (g). Cuando se desplaza la masa a un
angulo 6 respecto a la vertical, la componente tangencial de la fuerza gravitatoria, que es igual
a mg sen(08), produce una aceleracién angular que tiende a restaurar el péndulo hacia su
posicién de equilibrio. Esta es la fuerza restauradora que define el movimiento oscilatorio del

péndulo.

Masa-resorte arménico. Un sistema masa-resorte arménico es un modelo fisico simple
que describe el comportamiento vibratorio de un objeto (la masa) unido a un resorte, donde la
fuerza restauradora que actua sobre la masa es proporcional a su desplazamiento desde la
posicién de equilibrio. Este sistema es un ejemplo clasico de movimiento oscilatorio arménico
simple. A continuacion, damos una descripcion del sistema:

1. Masa (m): Representa la masa del objeto que esta siendo estudiado. Esta masa
experimenta una fuerza resultante que depende de su aceleracion y de las fuerzas
aplicadas, como la gravedad u otras fuerzas externas.

2. Resorte (de constante elastica k): El resorte esta asociado con una constante de
elasticidad (k), que indica su rigidez. Cuanto mayor sea la constante elastica, mas dificil
sera comprimir o estirar el resorte. El resorte ejerce una fuerza restauradora sobre la

masa cuando esta se desplaza desde la posicién de equilibrio.
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Posicion de equilibrio (x = 0): Esta es la posicion donde el resorte no esta

comprimido ni extendido, y la fuerza neta sobre la masa es cero.

Desplazamiento (x): Representa la distancia desde la posicién de equilibrio hasta la
posicién actual de la masa. Si la masa esta desplazada hacia la derecha, el desplazamiento es

positivo; si esta desplazada hacia la izquierda, el desplazamiento es negativo.

3.3. Andlisis de sistemas vibratorios de un grado de libertad sin amortiguamiento
utilizando el método de fuerzas.

METODO DE FUERZAS.

El método de la suma de fuerzas o ley de Newton es el que se basa en que la suma de
las fuerzas que actuan sobre el sistema en una direccion son igual a la masa por la aceleracién

en esa direccion

d?x d?y

Donde f,,y f;, son las componentes de la i-ésima fuerza actuando en la direccion de

d?x  d%y .
e — son las aceleraciones del

x e y respectivamente y m es la masa del sistemay —— e —

sistema en direccién de x e y. Para el caso de rotaciones se tiene que:

dze
IW = ZTGi (32)

Donde 74, son los momentos de fuerza actuando sobre el sistema y | es el momento de

inercia del sistema en torno al eje de rotacion y 6 es el angulo de rotacion.

A continuacién, se obtiene la ecuacion de movimiento de un péndulo simple arménico

aplicando el método de fuerzas.
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Se tiene un sistema mecanico el cual consta de una masa m, la cual esta unida a una
cuerda de longitud L inextensible y de masa despreciable y el otro extremo de la cuerda esta
sujeta un perno A, como se muestra en la figura 3.2. Se procede a determinar por el método de
fuerzas la ecuacién de movimiento que describe el comportamiento del sistema, cuando se
aplica una fuerza instantanea hasta que el péndulo alcanza un angulo 6, hacia la derecha, con
respecto a la vertical y luego se suelta, si el sistema esta en la tierra y el sistema no interactua
con el medio y resolver la ecuacion de movimiento obtenida para las condiciones iniciales

cunando t

0, 6(0) =6,y w(0) = wo

=18
S5)

el

-y

Figura 3.1. Péndulo simple
Las partes que integran el sistema son:

La masa de la esfera m , cuerda de longitud L , la tierra que produce un campo
gravitacional el cual genera una aceleracién g (aceleracion de la gravedad) y el perno A

(adimensional).

Las entradas al sistema son, la fuerza instantanea externa F; y las condiciones iniciales
del movimiento estan dadas por 6, y w, .Las variables a considerar para el analisis son el

desplazamiento y la velocidad angular 6(t) y w(t)

Comoparat=0, 6(0) =6, y w(0) = w,
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Analizaremos para cuando 6(0) = 0, y parte del reposo w(0) = wy =0

Trazamos sobre el dibujo de la figura 3.2 la interaccién entre los elementos del sistema

(fuerzas).

R, 14
L T
)
w

Figura 3.2 Interacciones entre los elementos del sistema

Donde, T es la fuerza de tension de la cuerda, w es el peso de la esferaR, es la fuerza

de reaccion del perno A.

En el diagrama de la figura 3.3 del lado derecho se muestra cuando actua la fuerza

instantanea F, hasta alcanzar un angulo 6, a la derecha, con respecto a la derecha de la

vertical y luego se suelta partiendo del reposo con w, = 0.

27
S

~)

I—t-—r
=l

W
Figura 3.3. Diagrama de fuerza que actuan sobre el sistema
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Procedemos a trazar el diagrama de cuerpo libre como se muestra en la figura 3.4.

N
Como F, es instantanea no se considera
para el analisis
T F(t—=0)
Wi
>
h -
(7]
w wy

Figura 3.4 diagrama de cuerpo libre.

Aplicando la segunda ley de Newton para el movimiento de translacion tenemos:

d?s
d’s + 6=0 3.4
mdt2 mgsenf =0 ....... (3.4)

La ecuacion 3.3 contiene dos variables 6 y S. Donde s es la longitud de arco de la
circunferencia entonces procedemos a dejarla en términos de una sola variable 6 . Sabemos

que larelacién entre 8 y S que se muestran en la figura 3.5. es.

S
O(rad) =7, S=10...... (3.5)

Y
Vs
AN

Figura 3.5. Relacion entre medida angular 6 y lineal S.
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ds_LdH dzs_LdZG 36
=1 , —L .. (3.6)

Sustituimos 3.6 en 3.4, obtenemos.

2

LF+gsen9:0 ...... (3.5)

d?o N
dt? L

Para el caso que se consideran angulos pequenos medidos en radianes 0 < 6 < 0.17

entonces se cumple que senf = 6.
La ecuacion de movimiento del péndulo simple es de la forma:

40 940 3.7
Tt 70= 0 B)

La solucién de la ecuacion anterior considerando las condiciones iniciales quedaria de

la siguiente manera:

Dada la ecuacién de movimiento del péndulo simple.

a’e g
E+;9=0; t=06(00)=0;, w(0)=wy-—-—--—---- (3.8)

Resolviendo por el método de la ecuacién caracteristica

m2+%=0 ......... (3.9)
2 g
=-= . (3.10
m I (3.10)
m= |-9= |2 (3.11)
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Donde w = \/% es la frecuencia angular del pénduloy T = Zn\/g es el periodo de
oscilacién del péndulo.

La solucién 6(t) es de la forma.

o) =C, cos\/% t+C, sen\/% tovee v (3.12)
- _ 9 9.4 |2 9
w(t) = \/;Cl sen\/;t + \/; C, cos\/;t v e e e (3.13)

Donde para calcular C; y C, se utilizaron las condiciones iniciales siguientes.

t=0 6(0)=6, y w(0)=w, sustituyendo las condiciones iniciales en las ecuaciones 3.12

L
C1 :90 y C2 :0)0\/; ...... (3.14)

Sustituyendo las ecuaciones 3.14 en la ecuacién 3.12. tenemos la posicién angular en

y 3.13, se obtiene.

funcién del tiempo de la forma siguiente.

Para llevar la ecuacion 3.15 a la forma reducida consideramos que.

C
Omax = ’Clz + C? ay, = tan~! (C_l) vt ereer e e (3.16)
2

La forma reducida de 6(t) es de forma:

0(t) = Opax sen(Wt + ag) v cen e vee e e e e (3.17)
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Donde w = \/% es la frecuencial angular del pénduloy T = 2n \/% es el periodo de
oscilacién del péndulo.
Derivando la ecuacién 3.17 se obtiene la velocidad angular.

W(t) = WOpax COS(WE + @g) wov v vve v e o (3.18)

Derivando la ecuacién 3.18 se obtiene la aceleracién angular del péndulo
a(t) = —0?Omay SEN(WE + Ag) vov ve e vvr evr eve vee e (3.19)

También se cumple que:

a=—w?0 ..o e eee e ... (3.20)
K w?
+ = 1o oo e (3:21)
(Brnax)? (gmaxw)z
S
O(rad) = V= Lw, ap=La S=10O........(322)

A continuacién, se muestran algunos ejemplos numéricos partiendo de la ecuacion de

movimiento del péndulo simple por el método de fuerzas.

Ejemplo 1. Se tiene un péndulo simple es desviado en angulo de 5° hacia la izquierda

de la vertical y después se suelta con una velocidad de 3 % hacia la vertical. Determine las

caracteristicas del movimientosim =2kgy L =2m
Las graficas de 6(t) y w(t) y las caracteristicas del movimiento.
La distancia recorrida en 2 segundos

Los tiempos donde alcanza la mitad de su amplitud positiva



Solucién
90 = _50
cm
Vg =3—=0.03—
S S
L=2m
m=2kg

d’e g
aztpf=0

2

d 9+59—0
dt? B
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Resolviendo la ecuacion anterior por el método de la ecuacidn caracteristica se tiene.

m?2+5=0

m? =-5

m=vV-=5

m = /5i

La solucién es de la forma.



6(t) = (C, cos V5t + C, senx/gt)

w(t) = —V5C; senV5t +V5C, cosV5t

rad

Parat =0, §(0) = —0.08rad, w(0) = 0.015=

0(0)=C, C,=-0.08

_w(0) _0.015

w(0)=\/§Cz ) Cz_f_f

= 0.006

0(t) = —0.08cos V5t + 0.006 sen V5 t

Para obtener la forma reducida de la funcién 6(t) procedemos de la forma siguiente.

Omax = /CZ + CZ = \/(=0.08)2 + (0.006)? = 0.08 rad.

_1 (¢ _1 (-0.08
@y = tan! (—1)=tan 1( ) =-1.5rad.
Ca 0.006

0(t) = 0.08 sen(V5t — 1.5) rad

d
w(t) = 0.178 cos(V5t — 1.5) %

Las caracteristicas del movimiento son.

rad
Bmax = 0.08 rad w=5 —

T 2 2w 28
=— =—=/2.0S
V5
=—1.5rad 1 1 =0.35H
ayg=—15ra f_T_2.8_ . zZ

Las gréficas de las funciones 6(t) y w(t) se muestran a continuacion.

128
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Para trazar la grafica de 6(t) se procede a obtener los valores de tiempo de los

cuadrantes de la forma siguiente.
V5t—15=0

t, =2=067s

=—=0.7s
4

Sl&

t,=t, +0.7=137s
ty =t,+ 0.7 =2.08s
ty=t;+0.7=278s
ts =t, +0.7=347s

Como el tiempo t; = 3.47 s pasa al periodo entonces procedemos a trazar la gréafica en

un periodo.

A(0,—0.08) A Mo~ 6o =

B(0.67,0) olrad]

o 6(t) = 0.08sen( \/_t715 rad

C(1.37,0.08)

D(2,0.01)
E(2.08,0) /

F(2.8,—0.08) l4 02 0 14 16 26 28 3

G(0.9,0.04)

H(1.84,0.04)

=0.1

Figura 3.6. Grafica de desplazamiento angular vs tiempo.
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A(0,00].) ook LIz e oz : =

B(0.67,0.18)

w(t) = 0.178cos(v/5t — 1.5) rad//s

€(1.37,0.0)

D(2.08,—0.18) A

-04 -02 O 0.z 0.4 0.8 08 1 1.2

E(2.78,0)

F(2.8,0.01)

Figura 3.7. Grafica de velocidad angular vs tiempo.

Para calcular la distancia recorrida en 2 segundos procedemos a realizar los siguientes

calculos.
0(2) = 0.08 sen(V5(2) — 1.5) = 0.013 rad
07(2) = n(40mqy) = 0.7(4(0.08 rad)) = 0.22 rad

n=fxt=(035Hz)(2s) = 0.7 rev
P _S
L

dr =SL=0;*L=(224rad)(2m) = 0.48 m

Para el calculo de los tiempos donde alcanza la mitad de su amplitud positiva

procedemos a realizar los procedimientos siguientes.

Gmax
0(t) ="
gmax _
7 = Omax Sen(wt + a;)

1
sen(\/gt — 1.5) = >
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V5t — 1.5 = sen1(0.5) = %
F+15
t= =09s
V5

Tenemos que en t = 0.9 s alcanza por primera vez la mitad de su amplitud positiva.
Para calcular el segundo tiempo donde vuelve alcanzar la mitad de su amplitud positiva
utilizamos la simetria de la grafica de 6(t) , considerando los puntos G y B de la grafica

calculamos At,donde tenemos.

At =09 -0.67=0.23s

t, =2.07—-0.23=184s

Por lo tanto, los tiempos donde el péndulo alcanza la posicion de la mitad de su

amplitud son.

tl = 09 y tz = 184‘ S

A continuacion, se muestra como utilizar los criterios para el uso de signos en las
condiciones iniciales en el movimiento inicial del péndulo con respecto al sistema de referencia,

donde el angulo 8 es medido con respecto a la vertical.

A Si 6 es a la derecha entonces
6y, > 0 (positivo) ysiwygva a la
_é\ izquierda w, < 0 (negativo).
L \ . .
\ Si ambos 6, y w, llevan el mismo
\. sentido ambos a la derecha
__‘ 0o >0y wyg>0
m
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Si 6 es a la izquierda entonces
I 0, < 0 (negativo)ysiwgva a la

/ i i derecha w, > 0(positivo).
‘ Si ambos 6, y w, llevan el mismo
sentido ambos a la izquierda,

3 entonces 6, <0y wy<0

Figura 3.8. Movimiento del péndulo en ambos sentidos respectivamente.

Ejemplo 2. Un péndulo de masa de 1kg de longitud 0.5 m el cual se encuentra en un

lugar donde la aceleracion de la gravedad es g = 18?2 es desviado un angulo de 15° con

. . . d, .
respecto a la vertical hacia la derecha y luego se suelta con una velocidad angular 5 % hacia la

vertical.

Calcular:
a) Las caracteristicas del movimiento
b) Los tiempos cuando pasé por la posicion de equilibrio viajando hacia la izquierda

¢) La distancia recorrida cuando paso por la posicién de equilibrio por primera vez y

pasaron 0.5 segundos.
d)Trace de las graficas de w(0) y a(0)
Solucioén:
Datos.
m=1kg

L=05m



La ecuacion de movimiento del péndulo esta dada por.

d’6 g
—+20=0
dt? +L

a6 + 360 =0
dt? B

Resolviendo la ecuacion anterior por el método de la ecuacidn caracteristica se tiene.

m?+36=0

m? = -36

m = V=36

m = 6i

La solucién es de la forma.

0(t) = C; cos6t + C, sen 6t

w(t) = —6 C; sen 6t + 6 C, cos 6t

rad
Parat=0 6,=026rad wyg=-— -
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0(0) = C, C, = 0.26

(U(O):6C2 C2:_ -

5
6(t) = (0.26 cos 6t — gsen 6t) rad

Para obtener la forma reducida de la funcién 6(t) procedemos de la forma siguiente.

5 2
Omax = /Clz + sz = \/(0.26)2 + (—g> = 0.872rad

0.26
ay = tan™! — |= tan"1(—-0.31) = —0.3

6

Como C; > 0y C, < 0 esta en el segundo cuadrante entonces
ag=mn—0.3 =2.84rad
6(t) = 0.872 sen(6t + 2.84)rad

a) Las caracteristicas del movimiento son.

rad
Omax = 0.872 rad W= 6T

L YV
“w 6 3°7 S
—1—3H =095H = 2.84 rad
f_T_T[ z = 0. Z ayg=2.84ra
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b) Para trazar la grafica de 6(t) se procede a obtener los valores de tiempo de los

cuadrantes igualamos el argumento de la funcion 8(t) a los valores de 0,% y m hasta

obtener el primer tiempo positivo, posteriormente obtenemos el tiempo de un
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cuadrante y con este tiempo obtenemos los tiempos de los restantes cuadrantes hasta

alcanzar el tiempo de un periodo del movimiento.

6t +2.84=0 t; = 284 _ 0.5 T—1'047—026
84 =0 ; 1= = DS 2= 0 S
- %—2.84
6t+2.84=§; t2=T=—0.21s ty =t3 +0.26=0.31s tg=t, +0.26=057s
T —2.84
6t+284 =1 ; t3=T=0.055 te =ts +0.26 = 0.84s

t7 = t6+026 = 115

A(0,0.26) 124
G[rad] 1
B(0.05,0.0) (t) = 0.87sen(6t — 2.84) rad E
0.8
€(0.31,-0.87) 0.6
D(0.57,0) i
E(0.84,0.87) o
t[s]

F(1.047,0.026)

G(0.55,—0.12)

Figura 3.9. Grafica de posicién angular vs tiempo

Para calcular los tiempos cuando paso por la posicion de equilibrio viajando hacia la
izquierda lo realizamos por analisis grafico, tomando el punto B de la grafica de 6(t)

observamos que para t = 0.05 s pasa por las posiciones de equilibrio viajando hacia la

izquierda
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c) Para calcular la distancia recorrida cuando paso por la posicién de equilibrio por

primera vez y pasaron de 0.5 segundos.

Tomando el punto B de la grafica de 6(t) se observa que en t = 0.05 s el péndulo pasa
por la posicién de equilibrio y 0.5 segundos después nos da un tiempo de 0.55 s y calculamos la

posicién adquirida en ese tiempo y se tiene que el péndulo adquiere una posicion de

0(0.55) = 0.872 sen(6(0.55) + 2.84) = —0.12 rad.

Por lo tanto, la posicion total recorrida desde que paso por primera vez por la posicion
de equilibrio hasta que alcanzo una posicién de 6(0.55) = —0.12 rad tomando en cuenta los

puntos B, C y G de la grafica de 8(t) esta dada por.

Or =01+ 0, = Opax + (gmax - |9(0-55)|)

= 0.87 rad + [0.87 — 0.12|rad

= 1.62 rad

Por lo tanto, la distancia total recorrida esta dada por.

d) Los graficosde w(@) y a(6) se obtienen de la forma siguiente.

a=—w’l
a = -360
62 w?

+ 1
(Qmax)z (Qmaxw)2

0? w?
—1
0872 ' (522

-087 <6<087 , —-522<w<522, —-3132<a< 3132



Las graficas de w(6) y a(0) se muestran en las figuras 3.10 y 3.11.

wlrad/s]

4.5

3.5
3
25
2
1.5
1
0.5

02 w?
—_— = 1
5.22 0.872  5.222
0.87

0.8 0.6

Figura 3.10 Grafica de velocidad angular vs posiciéon angular

A(—0.87,31.32)

B(087,—3132) a[rad/s2]

-0.4 -0.2

-0.5
-1
-1.5

|
35
30
25

20

02 04 06 0.8

-5.22

a = —360

1 12 14 16 18

0[rad]

-08 -06 -04

0.2 0.4 0.6 0.8

O[rad]

Figura 3.11. Grafica de aceleracion angular vs posicién angular.
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Ejemplo 3. Un péndulo se encuentra en un lugar donde g = 20 S—"zl Determine:

La longitud del péndulo, si el péndulo da 120 revoluciones en 30 segundos.

Datos:

n =120rev

t=30s
L =7
w= 2
L
2w 27
T=—=—=21 g
w g L
L

t 30s
T—l— ! = 0.25
_f_4Hz_' S
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Sistema masa-resorte armonico.

A continuacion, se obtiene la ecuacion de movimiento de un sistema masa-resorte

armonico aplicando el método de fuerzas.

Se tiene un sistema al cual consta de una masa (m) la cual esta unido a un resorte de
constante de elasticidad (k) por uno de sus extremos y por el otro extremo el resorte esta fija
un soporte fijo como se muestra en la figura 3.12. El sistema se encuentra en la tierra y no
existe interaccién entre el medio y el sistema (no se considera la friccion) sobre el cuerpo de
masa m actua una fuerza instantanea y luego se suelta. Aplicando el método de fuerzas se

obtiene la ecuacidon de movimiento del sistema como se muestra a continuacion.

Figura 3.12. Sistema masa-resorte armonico

Solucion.

Si se sabe que sobre el sistema actua una fuerza instantanea F; causando una
deformacion x, y el sistema parte del reposo, es decirparat = 0; x(0) = x, y v(0) =0y que

se encuentre en la tierra.
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Los elementos que forman al sistema son el bloque, el resorte y el lugar donde se
localiza el sistema (tierra) y los parametros que definen dichos elementos son, la masa del
cuerpo (m), la constante del resorte (k) y la aceleracion de la gravedad (g) y las entradas o

fuerzas externa y condiciones iniciales son la fuerza instantanea y la posicién velocidad inicial

F ,x,y vy Y la variable es la posicién en cualquier instante de tiempo

En la figura 3.13 se muestran las interacciones entre los elementos del sistema

Figura 3.13. Interacciones entre los elementos del sistema masa-resorte

Donde, f; es la fuerza de restitucion del resorte, F, es la fuerza instantanea externa, N
es la fuerza normal, w es el peso del cuerpo, x,y v, son la posicion y la velocidad lineal

iniciales y x(t) es la variable en el analisis.

Para la deduccion de la ecuacién de movimiento del sistema se aplican la segunda ley
de Newton forma escalar y la ley de Hooke las cuales rigen el comportamiento de las

interacciones entre los elementos del sistema.

El diagrama de cuerpo libre se muestra en la figura 3.14.
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7

Figura 3.14. Diagrama de cuerpo libre

Desarrollando para el eje y tenemos.

Desarrollando para el eje x tenemos.

Ley de Hooke.

fo= =KX oo (3.24)
Segunda ley de Newton.
SE, = MOy e v e e e eee e e e (3.25)
—fs =May s s e e .. (3.26)
—kx =ma, ... ... ... ... (3.27)

ma, = —Kkx ... ce e ... .. (3.28)
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d?x
d*x + k =0 3.30
gz T X =0 e . (3.30)

La ecuacion 3.30 es la ecuacion de movimiento del sistema masa-resorte.

A continuacién, se muestran ejemplos numéricos aplicando la ecuacién de movimiento

del sistema masa-resorte.

Ejemplo 4. Un contrapeso de masa de 2 slugs esta unido al extremo de un resorte y lo

estira 3.84 in, si parte de una posicidn de 12 in por arriba de la posicion de equilibrio con una

velocidad de 5 % hacia abajo. Determine

Las caracteristicas del movimiento
El numero de revoluciones en 4 segundos Yy la distancia recorrida en ese tiempo.

La grafica de x(t) y los tiempos donde la masa viaja hacia arriba.

Datos
m = 2 slugs

x =3.84in=0.32ft

x, = —12in (%) =—1ft

Se obtiene el valor de la contante k del resorte utilizando la ley de Hooke.



1b
k200 I rad
—=—-=100 (—)
m 2 slugs S
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Con los valores obtenidos se escribe la ecuacion de movimiento para este sistema en

particular.

d’x k

2

d°x
F+100x20

Resolviendo la ecuaciéon de movimiento por el método de la ecuacién caracteristica.

m?+100=0
m? = —100
m =+v—-100
m=101i
La solucién x(t) es de la forma.
x(t) = C; cos10t + C, sen 10t

v(t) = —10 C; sen 10t + 10 C, cos 10t

Parat =0 xo=-1ft v0=5%

X(O) = C1 Cl = _1
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U(O) =10 Cz CZ — =

1
x(t) = —cos 10t + > sen 10t ft

Para la obtencion de la forma reducida de la funcion x(t) realizamos el siguiente

procedimiento.

1\ 5
A=‘/C12+Cz= (_1)2+(E) =7ft=1.11ft

C
@, = tan™?! (C—l) =tan~! =tan"}(-2) = —1.1rad

2

|
ST

x(t) = ?sen (10t —1.1) ft

Las caracteristicas del movimiento son.

V5
A=—-fr=111ft

rad
w=10—
S
21
T=—= rad=0.6285
w o 10==
S
—1—10H =159H
f_T_Zn z=1. y/
ag = —1.1rad.

El numero de revoluciones en 4 segundos y la distancia recorrida en ese tiempo esta

dada por.
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f =¥ n=fxt=(159Hz)(4s) =6.36rev

dr = n(44) = 6.36 rev[4(1.11(t)] = 28.23 ft

Para obtener la grafica de x(t) y los tiempos donde la masa viaja hacia arriba se

procede a realizar las siguientes operaciones.

Para obtener la grafica se iguala el argumento de la funcién acero y se obtiene el tiempo
de un cuarto de ciclo y este se utiliza para obtener los demas valores de tiempo hasta alcanzar
el tiempo del periodo del movimiento del cuerpo.

1.1
10t-11=01¢t; =1—0=0.115

T _ 0.628s

4

=0.15s

tz = tl + 0.15 =0.27s

t3 = tz + 015 =042s

t4_ = t3 + 015 = 058 S

te =t, +0.15=0.738s



A(0,—1)
B(0.11,0)
€(0.27,1.12)
D(0.42,0)

E(0.58,—1.12)

x[ft]

2
1.8
1.6
1.4
1.2

1
0.8
0.6
0.4
0.2

i
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x(t) = ?sen(lOt —1.1)ft

@

F(0.63,—1)

La masa viaja hacia arriba

t€(0,0.26) U (0.58,0.62) s

0
-0.2

-0.4
-0.6
-0.8

-1
-1.2
-1.4
-1.6
-1.8

gy

o
o
N
o
w
o
IS
o
o
o
ES
o
~

t[s]

Figura 3.15. Grafica de la posicion vs tiempo

En la figura se muestran los criterios pata tomar los signos de las condiciones iniciales

Xo Y Vo , S€gun sea el caso si de estira o comprime el resorte.

Si el resorte se deforma hacia la derecha
0 se estira entonces x, >0 y si la
velocidad va en sentido contrario v, < 0

Si el resorte se deforma hacia la izquierda
(comprime) o hacia arriba x, <0 y la
velocidad va en sentido contrario x, > 0

s

Para ambos casos si x, y v, llevan el
mismo sentido entonces tienen el mismo
Signoxy, > Yy, >00x,<0y vy<0
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Figura 3.16. Elongacion y compresion de un resorte.

Ejemplo 5: Una fuerza de 400 N estira un resorte 2m. Después el extremo de este

resorte se fija a una masa de 50 kg y parte de la posicion de equilibrio a una velocidad de 10%

hacia abajo, obtener:

Las caracteristicas de movimiento

La velocidad cuando paso por segunda vez por la posicién de equilibrio

La distancia recorrida 1 segundo después que paso por segunda vez por la

posicién de equilibrio viajando hacia abajo

Los tiempos donde la posicion es de 2m

Solucion:
F=400N fs=—kx
s = kx
g=1022 f
S _fS
m = 50 kg k_7
X9 =0 400 N N
° k=L 20N _ 00X
X 2m m
vy =10—



2

m:50kg:

N
k 2005 rad
()
S
d?x
dt?
d?x

W+4x=0

m2+4=0

k
+—x=0
m

m? = —4

m = V-4

m =4i

x(t) = C; cos4t + C, sen 4t
v(t) = —4C; 4t + C, cos4t
t=0 xg=0 vy=10

¢, =x(0)=0

5
4‘C2:10 CZZE

5
x(t) = 2 sen4t m

A=2m
2
rad
w=4—
S
ay = 0rad
v=1w/A%?—x

5
x(t) = Esen4t m

5

> sen4t =0
sen4t =0

4t = sen”1(0)
4t =0

T_Zn_ 2T m
R

2
=—Hz=0.63Hz
T

1
=7

148
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Pasa por la posicion de equilibrio en:

t{y=0s t,=ms t,=2ms

En: t = s pasa por segunda vez por la posicion de equilibrio entonces

m
v(t) = 10cos 4t;

(©) = 10cos =™ = o™
v = COS 4 s = S
m m
=10cosm —=—-10 —
S S
A(0,0) 354
x[m] 3 5
B(0.21,1.86) 25 c x(t) = Esen(4t)m
€(0.39,2.5) 2
15 B
D(0.79,0) 1
0.5
E(1.18,-2.5)

02 -01 0]A 01 02 03 04 05 06 0.7
F(1.57,0) 05

-1

Figura 3.17. Grafica posicion vs tiempo
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A(0,10) oms] oA
16

B(0.39,0) :: v(t) = 10cos(4t) m/s

€(0.79,—10) tof> )
8

D(1.18,0) j

E(1.57,10) ?

-02 -01 0 01 02 03

Figura 3.18 Grafica velocidad vs tiempo

c)Como% =0.78s
t=0.78s+1s=1.78s
5
x(1.78) = Esen[4(1.78)] =1.86m
5
d) Donde x = -2

5
x(t) = S sen 4t

=~ sen 4t = —2
ZSBTL
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t=-023s
At =0.23-0=0.23

T
ty = z + At =0.78+0.23 = 1.01

T
t, = 57 At =1.57-0.23 =1.34

t,=101s y t,=134s

Ejemplo 6. Se tiene una placa de forma rectangular de base a y altura h. El sistema se
encuentra en la tierra y la masa de la placa es M determine la ecuacién de movimiento que
describe el comportamiento del sistema, si bajo la accion de una fuerza instantanea la placa es
desviada un angulo de 15° con respecto a la vertical hacia la derecha y luego se suelta el

sistema no interactua con el medio, el sistema gira alrededor de un eje que pasa por el perno A

y es perpendicular a la placa.
Solucién.

Leyes Fisicas

Figura 3.19. Placa rectangular
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y r A
A
A ?\ N
e | c\)r
r 1SN
v
1
h
Cm wW
A > X
—a

Figura 3.20. Interacciones entre los elementos del sistema.

Si tomamos las unidades de las maanitudes en el sistema internacional tenemos.

Elementos Parametros Entradas

Placa M-Masa F-Fuerza instantanea

ay h- basey altura 6,- angulo inicial

Tierra - leracidn [ . o
g- aceleracion de la wy-Velocidad angular inicial
gravedad

. : 6- variable

Perno Dimensiones y masa

despreciable.
Para el calculo del area.

a rh a a
A=JdA=.[ dedx=f hdx=hx| _ =ahm?
o Jo 0 0

Para el calculo del centro de masa del sistema con respecto al origen del sistema.

[%dA _ [ydA
[aa 'Y~ [da

a rh a h a hxz
f}’c“dA=f fxdydx=fxy| dx=hf xdx =—
0o Jo 0 0 0 2

Por lo tanto,

X =

a a*h

0 2
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a’h
- 2 a
X = = —
(@) 2
yaea= o) Y =) 2o T2 0T 2

El centro de masa del sistema esta dado en la forma siguiente.

c _(a h)
m=\2'2)

Calculo del momento de inercia.

MT a rh M (¢ h
I, = jrzdw =— f j (x?2+y?)dydx = —f j (x2 + y?)dydx
Ar Jo Jo ahJy Jo

M 2+y3hd—Mahz+h3al
“an)y \FV T3 )0 Tan )\ T3

M[ x3 h® Ja M[a®h ah3] M(a?+ h?
== h x| = e e e
ah| 3 3 0 ah| 3 3 3

Lo anterior en unidades de kg m?. Para el calculo del momento de inercia I,,,, cuando

el cuerpo gira con respecto a un eje que pasa por el centro de masa utilizamos el teorema de
ejes paralelos.

IO = Icm + mdz

Donde d es la distancia entre el punto O y el centro de masa del sistema.

g2 = (E)z N (2)2 _ a? + h?
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Icm = 10 _mdz =

M(a? + b?) (a? + h?) M(a? + h?)
— = M|—kgm?=———
3 4 12

Para el calculo del momento de inercia I, cuando el cuerpo gira con respecto a un eje

que pasa por el perno A, utilizamos el teorema de ejes paralelos.
Iy = Iy + md?

Donde d,; es la distancia entre el punto A y el centro de masa.

Q.
iy
Il
NS

M(a? + h?) > Ma® Mh%® Mh* Ma? 4Mh%* M(a?+ 4h?)
LGl 2L B L L
12 2 12 12 4 12 12 12
Con los resultados obtenidos se procede a obtener la ecuacién de movimiento del
sistema por el método de fuerzas. Tomamos un sistema de referencia cuyo origen esta en el

perno A como se muestra en la figura 3.21.

A J

Figura 3.21. Sistema de referencia con origen en el perno A

De la figura 3.21 tenemos que las coordenadas del vector posicién 7 y del vector pesow

son.
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r= h 0 h 6,0
r—(zsen, Ecos,)

w = (0,—mg, 0)

Al calcular el momento de fuerza obtenemos.

i j k
7= gsene —%cos@ 0| = —%mg sen(0)k
0 —-mg 0

Para la obtencion de la ecuacion de movimiento aplicamos la segunda ley de Newton

para el movimiento rotacional T = I,a de la forma siguiente.

M(a? + 4h?) d%6
12 dt?

h
—EMg sen(f) =

d26 (M(a? + 4h?) e o — 0
de? 12 p g seny =

Para0 < 6 < 15° senf =~ 6

h

d29+ (gMgﬁ) o

dt2 ' M(a? +4h?)
- 12

La ecuacion de movimiento del sistema es la siguiente.

dze 6hg
+ 0=
dtz  a? + 4h?

0
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3.4 Andlisis de sistemas vibratorios de un grado de libertad sin amortiguamiento
utilizando el método de energia.

El método de energia para obtener la ecuacion de movimiento de un sistema vibratorio

se basa en la ley de conservacion de la energia mecanica del sistema la cual consiste en lo
siguiente. Si las fuerzas o torques son dificiles de determinar, un método basado en la energia
puede ser mas efectivo. En estos métodos las ecuaciones de movimiento se derivan al
analizarlos principios de conservacion de la energia. El principio basico en este caso, la energia

mecanica del sistema se mantiene constante.
E,, = K + U = Constante ... (3.31)

Donde K y U denotan a la energia cinética y potencial del sistema, las cuales toman una
forma determinada de acuerdo con las caracteristicas de cada sistemay E,, es la energia
mecanica del sistema. Si la energia mecanica del sistema se conserva la ecuacién 3.31 se

puede expresar también de la siguiente forma.

dE,,
et L 3.32
dt (3:32)

A continuacién, a través de ejemplos aplicaremos el método de energia para la

obtencion de la ecuacién de movimientos de algunos sistemas vibratorios.

Ejemplo 7. Se tiene un sistema mecanico el cual consta de una masa m, la cual esta unida a
una cuerda de longitud L inextensible y de masa despreciable y el otro extremo de la cuerda esta
sujeta un perno A, como se muestra en la figura 3.22. Determine por el método de energia la
ecuacion de movimiento que describe el comportamiento del sistema, cuando se aplica una
fuerza instantanea hasta que el péndulo alcanza un angulo 8, hacia la derecha, con respecto a

la vertical y luego se suelta, si el sistema esta en la tierra y el sistema no interactua con el medio.
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=T
|

Figura 3.22 Péndulo simple

Solucion.

Procedemos a elegir un sistema de referencia cuyo origen de coordenadas esta en el
centro de masa de la esfera y considerando que cuando el péndulo es desviado un angulo 6(t)
con respecto a la vertical hacia la derecha, entonces la esfera se eleva una altura h con
respecto a la horizontal como se muestra en la figura 3.23 por lo tanto el sistema tiene energia
potencial y cuando la esfera se suelta y empieza a caer la esfera adquiere velocidad y entonces
adquiere energia cinética y el sistema tiene energia mecanica en cada punto de su trayectoria y

como el sistema es conservativo la energia mecanica del sistema se conserva.

Figura 3.23. Sistema de referencia con origen en el centro de masa de la esfera.
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Como el angulo 8(t) y la altura h(t) estan relacionadas entre se procede a encontrar

la relacidn entre ellas. De la figura 3.23 tenemos que se cumplen las siguientes

relaciones.
cosf = % ..................... (3.33)
L—h=1Lcos® h=L—Lcos6
h=L(1—-¢c0S0) .cccvvvvvirinn... (3.34)
La energia mecanica del sistema esta dada por
En=k+U
donde
1
k = Emv2 y U=mgh...... (3.35)

Donde K es la energia cinética y U es la energia potencial del sistema.

Escribamos la energia mecanica en términos de los parametros que describe a los

elementos del sistema y la variable que en este caso tomaremos al angulo 6, (m,g,Ly8)
Para la energia potencial consideramos la ecuacion 3.34 y tenemos.

U=mgh= mgL(1cosf)............(3.36)

Para la energia cinética tenemos:

1 ds ds ae
k—Emv comov=— 'y S—LG,E—LEporlotanto
k—l (dS)Z_l (Ldﬂ)z 337
= 2m ) = 2m 7y BRI (3.37)
Sustituyendo las ecuaciones 3.36 y 3.37 en la ecuacion 3.31 tenemos.

1 do\?
Em = EmL2 (E) + mgL(1 —cos @) ........ (3.38)
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En la ecuacién 3.38 se representa la energia mecanica del sistema expresada a través
de los parametros que definen a los elementos que integran al sistema y de la variable a

considerar el angulo 6, (m, g,L y 0).
Aplicando la ley de conservacion de la energia mecanica tenemos

dE,,

dt

Derivando la ecuacién 3.38 con respecto al tiempo e igualando a cero tenemos.

dEp _ 1240 (d 0

at dtz) + mgL sen 9 — =0 (3.39)

i dezg + Lsen® 0
e\ oz (mgLsen@)| =

de
Como —#0
dt

2

mL? T2t mgL senf = 0

2

LW + gsend =0................. (3.40)

Para angulos medidos en radianes pequefios 0 < § < 0.17 se cumple que senf = 6 y

por lo tanto la ecuaciéon 3.40 queda de la forma.

d?6 g

La ecuacion 3.41 es la ecuacion de movimiento de un péndulo simple obtenida por el
método de energia y como podemos observar coincide con la ecuacion 3.7 obtenida por el

método de fuerzas.
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Ejemplo 8. Se tiene un sistema al cual consta de una masa (m) la cual estd unido a un
resorte de constante de elasticidad k por uno de sus extremos por el otro extremo el resorte
esta fija un soporte como se muestra en la figura 3.24. El sistema se encuentra en la tierra 'y no
existe interaccion entre el medio y el sistema (no considere la friccién). Determine la ecuacién

de movimiento del sistema por el método de energia.

Figura 3.24. Sistema masa-resorte arménico

Donde, k es la constante del resorte, m es la masa del cuerpo, g es la alteracion

gravitacional.
Solucioén.
La energia mecanica del sistema esta dada por.
En=k+U

Donde, k es la energia cinética y U es la energia potencial del sistema.

Escribimos la energia mecanica en funcién de los parametros que definen los

elementos del sistema (m.k, g) y la variable x tenemos.



Para obtener la energia cinética K en funcion de los parametros que definen los

elementos del sistema (m.k, g) y la variable x.

| = 1 _dx
—Emv ComOU—E
k=tm (&) (3.43)
) I

Para obtener la energia potencial U en funcion de los parametros que definen los
elementos del sistema y la variable x utilizaremos el trabajo realizado por la fuerza de

restitucion del resorte f's.
Sabemos:

w=—Mu=—(u —up)

=fF*dx

= —f(—kxdx)
1 X
=Ekx2
Xo
1,01
=Ekx —Ekxo

=2kx? si x5 =0
2
1 2
w=u= Ekx v e e e e e e (3.44)

Por lo tanto, sustituyendo las ecuaciones 3.43 y 3.44 en 3.42 se obtiene.

1 fdx\% 1
Em = 2m () +3Kx% oo (345)
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Aplicando ley de conservacion y derivamos la ecuacion 3.45 en funcion del tiempo se tiene.:

dE,
M _0
dt

d |1 <d3C)2+1k2 _0
at |2\t 2| T
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(dx) d?x ik dx 0
—_— —_— ¥ — =
M™\at)\ a2 ST

dx d2x+k 2| = o
ae |Ma T T
Comod—xqto,
dt
d?x
mw+kx=
d2x+k =0 3.46
1 X = vt e e e e e e (3.46)

La ecuacion 3.46 es la ecuacion de movimiento de un sistema masa resorte armonico
obtenida por el método de energia y cdmo podemos observar coincide con la ecuacion 3.31

obtenida por el método de fuerzas.

Ejemplo 9. Se tiene una placa de forma rectangular de base a y altura h. El sistema se
encuentra en la tierra y la masa de la placa es M determine la ecuacion de movimiento que
describe el comportamiento del sistema por el método de energia, si bajo la accién de una fuerza
instantanea la placa es desviada un angulo de 15° con respecto a la vertical hacia la derecha y
luego se suelta el sistema no interactua con el medio, el sistema gira alrededor de un eje que

pasa por el perno A y es perpendicular a la placa.

Solucion.

Procedemos a elegir un sistema de referencia cuyo origen de coordenadas esta en el
centro de masa de la placa y considerando que cuando la placa es desviada un angulo 6(t)
con respecto a la vertical hacia la derecha y que toda la masa de la placa esta concentrada en
el centro de masa de la placa, entonces el centro de masa de la placa se eleva una altura h con
respecto a la horizontal como se muestra en la figura 3.18 por lo tanto el sistema tiene energia
potencial y cuando la placa se suelta y empieza a caer el sistema adquiere velocidad y
entonces adquiere energia cinética y el sistema tiene energia mecanica en cada punto de su

trayectoria y como el sistema es conservativo la energia mecanica del sistema se conserva.
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9]
3 |4_N|:~_.> <

Figura 3.25. Sistema de referencia con origen en el centro de masa del sistema

De la figura 3.25 se obtiene la relacion que existe entre el angulo 6 y la altuta h,.

Cos = 21 ! cost =~ b
osv = ﬁ , ECOS —E— 1
2
h _h_ 0 h h 1 0
1 =5 =508 , 1—2( cos0)

El método de energia consiste en expresar la energia mecanica del sistema en funcion

de los parametros que definen a los elementos que integran al sistema (m, g,ayh)yla

variable 6.

1
E,=k+u==I,w?+ Mgh

2

1 1 /do\* 1M(a?+ 4h?) /do\*

k=i =1, (%) LMD 0
2 2 4\dt 2 12 dt

Mgh
U=Mgh1=T(1—cosl9)]
E. —K+U—1I <d9
m —24\ae

Considerando la ley de conservacion de la energia mecanica obtenemos.

2 h
) +Mg§(1—c059)]

—=0 E,, = Const
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dEm—I (de) d?e Yy h 9d9_0
dt ~ 4 \dt)\dt2 935" =

e[, d*6 h de .
E[IAF-FMgESGnQ]—O E?/:O, es decir

d%e
dt?

Iy + Mggsene = 0.
Para angulos medidos en radianes pequefios 0 < 8 < 0.17 se cumple que senf = 6 y

por lo tanto la ecuacién queda de la forma.

- M(a? + 4h?)

4 12
M(a2+4h2)d29+M By,
12 a2z TMIRY T
h
o, 9z M 0=0
atz T M(az +4hd) U
12
420 6gh
AR

+
dt? = a? + 4h?

La ecuacion 3.46 es la ecuacion de movimiento de un sistema masa resorte arménico
obtenida por el método de energia y como podemos observar coincide con la ecuacién 3.31

obtenida por el método de fuerzas.

3.5. Andlisis de sistemas vibratorios con amortiguamiento viscoso.

Las vibraciones amortiguadas se refieren al fendmeno en el que un sistema vibratorio,
como un resorte o un péndulo, experimenta una disminucion gradual en su amplitud de
oscilacion debido a la presencia de fuerzas disipativas, como la fricciéon o un medio de
amortiguamiento, se puede ver que a medida que el sistema vibra, la energia se disipa con el
tiempo, lo que resulta en una disminucién de la amplitud de las vibraciones hasta que el
sistema eventualmente alcanza un estado de equilibrio o reposo. Este proceso se puede
describir matematicamente utilizando ecuaciones diferenciales que modelan la interaccién entre

las fuerzas restauradoras del sistema y las fuerzas disipativas.
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Las vibraciones amortiguadas se dividen en vibraciones criticamente amortiguadas,
vibraciones su amortiguadas y vibraciones sobre amortiguadas.

Se tiene un sistema al cual consta de una masa (m) la cual esta unido a un resorte de
constante de elasticidad k por uno de sus extremos por el otro extremo el resorte esta fija un
soporte como se muestra en la figura 3.26. El sistema se encuentra en la tierra y el sistema se
encuentra en un medio de amortiguamiento cuya constante de amortiguamiento es (8). Se

procede a determinar la ecuacion de movimiento del sistema por el método de fuerzas.

A J

B

Figura 3.26. Sistema masa-resorte amortiguado

En la figura 3.26 se muestran los elementos que conforman al sistema masa-resorte
amortiguado y los parametros con los cuales se identifican dichos elementos y son los siguientes.
Resorte de contante de rigidez (k), medio de amortiguamiento de constante de amortiguamiento
(B), masa del bloque (m), la tierra la cual genera un campo gravitacional que genera una fuerza

de gravitacion y produce la aceleracion de la gravedad (g)

En la figura 3.27 se muestra las infecciones que existen entre los elementos del sistema
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B

Figura 3.27. Fuerzas de interaccién entre los elementos del sistema.

Donde f; es la fuerza externa instantanea, f;, es la fuerza de restitucion del resorte, f, es

la fuerza de amortiguamiento que produce el medio, N es la fuerza normaly w es el peso del
bloque.

El diagrama de cuerpo libre se muestra en la figura 3.28.

=|

fs

}TA’ X

Figura 3.28. Diagrama de cuerpo libre.

Aplicando la segunda ley de Newton IF = mag , laley de Hooke Fs = —kx y laley de
Stokes F, = 8 % se obtiene para las componentes de las fuerzas en el eje X y para las

componentes de las fuerzas en el eje Y.



167

SF =0, N—w=0 ,N=@ .ocrerrrrrerrrrne. (3.47)
SE, =May  ceieiiiinanannnn. (3.48)
—fe—fa=ma,  ......... (3.49)

ma,+fs+f,=0 ... (3.50)

Por lo tanto, la ecuacién de movimiento 3.51 que explica el comportamiento del sistema

es!

dix

dx _
dt2+[)’5+kx—0 ...... (3.51)

m

3.5.1 Movimiento vibratorio criticamente amortiguado
El movimiento vibratorio criticamente amortiguado es un tipo de oscilacién en la que un
sistema regresa a su posicion de equilibrio sin sobre vibrar ni vibrar indefinidamente. A

continuacién, se enuncian algunas de sus caracteristicas principales:

Amortiguamiento critico: En este tipo de movimiento, el nivel de amortiguamiento es
tal que el sistema retorna a su posicion de equilibrio lo mas rapido posible sin oscilar de manera
excesiva. El amortiguamiento critico se encuentra justo en el punto en el que el sistema

alcanza la menor cantidad de tiempo para volver al equilibrio

Rapidez de retorno al equilibrio: A diferencia de otros tipos de amortiguamiento,
donde el sistema puede tardar mas en volver a su posicion de equilibrio o puede vibrar antes
de estabilizarse, en el movimiento criticamente amortiguado, el retorno al equilibrio es rapido y

sin sobre vibrar.

Respuesta exponencial: La respuesta del sistema a las vibraciones sigue una funcién
exponencial amortiguada. Esto significa que la amplitud de la oscilacién disminuye

exponencialmente con el tiempo hasta que el sistema alcanza su posicion de equilibrio.
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Sin oscilaciones persistentes: A diferencia del movimiento subamortiguado, donde el
sistema oscila varias veces antes de estabilizarse, y del movimiento sobreamortiguado, donde
el sistema tarda mucho en volver al equilibrio, en el movimiento criticamente amortiguado, no

hay vibraciones persistentes después de la perturbacion inicial.

Frecuencia natural y constante de amortiguamiento: La frecuencia natural del
sistema y la constante de amortiguamiento critico esta relacionada de manera especifica y
determinan cémo el sistema responde a las perturbaciones. Esta relacién es importante para

comprender y predecir el comportamiento del sistema.

El movimiento vibratorio criticamente amortiguado se caracteriza por un retorno rapido y

suave al equilibrio sin oscilaciones persistentes, con una respuesta exponencial

Para el andlisis de los diferentes casos de movimiento amortiguado que existen se

procede a resolver la ecuacién de movimiento 3.51 en la forma de la ecuaciéon 3.52.
d2x+ﬂdx+k =0 3.52
ez T odr mx =0...cocoe.... (3.52)

Resolviendo la ecuacién 3.52 por el método de la ecuacion caracteristica y haciendo los

o , , K
siguientes cambios de variables 21 = % y w?= — tenemos.

El polinomio caracteristico esta dado de la forma siguiente.
m? +2im+ w2 =0 .......(3.53)

Resolviendo la ecuaciéon 3.53 tenemos.

—21++(21)% — 4w? 422 — 42
o _\/(2) Oi_ ;4 ’ _ “n_ 34 ,Az—w,%
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De los valores de las raices del polinomio caracteristico. Es decir, del valor de la

discriminante /A2 — w2 depende el tipo de movimiento amortiguado que se obtiene.

El caso del movimiento criticamente amortiguado se tiene cuando 1% — w?2 = 0,

entonces el valor de las raices es de la forma.

m:—li/AZ—w%:—l, my=my;=—-1y m,€R

El movimiento es criticamente amortiguado y la solucion es de la forma.
x(t) = e M(Cy + Cyt) wun e ... (3.54)
Los valores de las constantes C; y C, dependen de las condiciones iniciales del movimiento

x(0) =x y v(0) = v

. b .
Ejemplo 10. Una pesa de 4 [b se une a un resorte cuya constante es de ZF el medio

presenta una resistencia al moviiento numericamnte igual a la veloidad instantanea. Si la pesa
se suelta en un punto a 1 ft arriba de la posicién de equilibrio con una velocidad de 8% hacia

abajo. Calcule el tiempo que pasa por la posicion de equilibrio. Determine el tiempo en que la
pesa llega a su desplzamaiento extremo respecto a la posicion de equilibrio y detemrine cual es

Su posicion en ese instante.

w=4Ib
k=22
ft
dt
xXo=—1ft
170=8E
s
g=32E
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w =mg
w 4lb 1 1
m=—=———=—slugs
9 it s
S

d?x N dx o =
e B ar T
1d?x dx o o
gde? dt X7
d?x

Resolviendo la ecuacion anterior por el método de la ecuacidn caracteristica tenemos

m°+8m+16 =0
La solucién de la ecuacién anterior es de la forma.
-8+ 64 — 4(6) —8i\/64—64_

m= 2 = 2

La solucidn de la ecuacién diferencial es de la forma.
x(t) = e *(C; + Cyt)

v(x) = e ¥C, — 4e7*(C, + C,t)

= e M(C, — 4C;, — 4C,t)

Para encontrar los valores de las constantes C; y C, se utilizan las condiciones iniciales

siguientes t=0 x(0)=-1 v(0) =8.

C]_:_l 8:C2_4C1
8=0C,+4
C,=8—4=4

Entonces las funciones de posicion x(t) y v(t) de velocidad son.

x(t) = e (=1 +4t)ft

v(t) = e (8 — 16t)ft
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El bloque pasa por la posicion de equilibrio si se cumple que x(t) = 0, entonces.

e (—1+4t)=0 ; et#0; —1+4t=0

4t =1

t=—
45

El bloque pasa por la posicién de equilibrio en un tiempo.

t==s=0.25s.

SR

Para el calculo del desplazamiento extremo es un problema de maximos y minimos, que

ocupa el criterio de la primera derivada.

Derivando la funcién de posicién x(t) = e % (-1 + 4t) ,obtenemos la funcion de
velocidad v(t) = x'® = e~*t(8 — 16t) .se iguala la funcién de velocidad a cero y se obtiene

e (8 —16t) =0 resolviendo la ecuacion se obtiene e * =0 8- 16t =0 por lo tanto el

. . 8 . s .
tiempo que alcanza el desplazamiento extremoes t = i 0.5s ylaposicion extrema esta dada

por x(05) = e~*G) (—1 +4 (%)) = 0.13 ft.

3.5.2 Movimiento vibratorio sobreamortiguado

El movimiento sobreamortiguado en una vibracion se refiere a un tipo de oscilacién
donde el sistema, después de ser perturbado, regresa a su posicion de equilibrio sin
oscilaciones significativas, y lo hace de manera mas lenta que en un sistema criticamente
amortiguado, pero mas rapido que en un sistema subamortiguado. Aqui tienes un resumen de

sus caracteristicas principales:

Amortiguamiento excesivo: En el movimiento sobreamortiguado, el sistema esta
sometido a un nivel de amortiguamiento mayor que el necesario para regresar a la posicion de
equilibrio en el menor tiempo posible. Este exceso de amortiguamiento impide cualquier

oscilacion significativa.
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Retorno lento al equilibrio: Aunque el sistema regresa a su posicion de equilibrio sin
oscilaciones, lo hace de manera mas lenta en comparacion con el amortiguamiento critico. Esto

se debe al exceso de resistencia ofrecida por el amortiguamiento adicional.

Sin oscilaciones visibles: A diferencia de otros tipos de vibraciones, en el movimiento
sobreamortiguado no hay oscilaciones visibles después de la perturbacién inicial. El sistema

simplemente regresa suavemente a la posicidén de equilibrio sin ningun tipo de ida y vuelta.

Respuesta exponencial amortiguada: Al igual que en otros tipos de amortiguamiento,
la respuesta del sistema sigue una funcién exponencial amortiguada, pero con una tasa de

disminucion mas rapida debido al amortiguamiento excesivo.

Estabilidad rapida: A pesar de que el retorno al equilibrio es mas lento que en el caso
criticamente amortiguado, el sistema alcanza la estabilidad de manera mas rapida que en el

caso subamortiguado. Esto se debe al efecto del alto nivel de amortiguamiento.

El movimiento vibratorio sobreamortiguado se caracteriza por un retorno lento pero
rapido a la posicién de equilibrio, sin oscilaciones visibles y con una respuesta exponencial

amortiguada marcada por un nivel de amortiguamiento excesivo.

Para el andlisis de los diferentes casos de movimiento amortiguado que existen se

procede a resolver la ecuacion de movimiento 3.51 en la forma de la ecuacién 3.52.

d2x+ﬂdx+k _ 0
dt?2 mdt mx_

Resolviendo la ecuacién 3.52 por el método de la ecuacion caracteristica y haciendo los

P . . k
siguientes cambios de variables 21 = % y wi= — tenemos.

El polinomio caracteristico esta dado de la forma siguiente.

m? +2Am + wZ =0
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Resolviendo la ecuaciéon anterior tenemos.

=21+ (21)2 — 4w? 422 — 4w?
m= — (2) t=—-14 ’—4 =1t /,12—0),21.

De los valores de las raices del polinomio caracteristico. Es decir, del valor de la

discriminante /A2 — w2 depende el tipo de movimiento amortiguado que se obtiene.

El caso del movimiento sobreamortiguado se tiene cuando A% — w2 > 0, entonces el

polinomio caracteristico tiene dos raices reales diferentes de la forma siguiente.
my=—-A+JA2—w?2 my=—1—JA2—w2 .................. (3.55)
La solucién x(t) de la ecuacion de movimiento es de la forma.
x(t) = —Cie™t + Ce™2t

x(t) = _Cle(—l—\/lz—wz)t + Cze(—/'l—\/)lz—wz)t

2_ .2 _ 2_ /2
x(t) =e M <Cle Ar-ant + C,e JAen t) R ¢ 1))

Ejemplo 11. Un bloque de masa de 2 kg, esta unido a un resorte cuya constante de rigidez
es de 1 % el sistema estd sumergido en un medio donde la fuerza de amortiguamiento es

numéricamente igual a 8 veces la velocidad instantanea. EI movimiento comienza cuando el
bloque esta en una posicidn de 2m hacia la derecha y esta en reposo. Determinar la posicion y

la velocidad en funcién del tiempo.
Solucion.

m = 2kg
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F _8dx
AT T dt
Xog=2m
vy = .

La ecuacion de movimiento para este sistema en particular es la siguiente.

x5z

e ﬁdt =50
2d2x+8dx+ =0
dt? FT

Resolviendo la ecuacién anterior por el método de la ecuacién caracteristica tenemos
2m?+8m+1=0.

La solucidn de la ecuaciéon anterior es de la forma.

_-8+/(®)?2-4(2)(1) -8+vV64—-8 —8+56

m= 2(2) 4 4
V56 V56
my = -2+ T =—0.129 m, = -2 - T = —3.87

Entonces la solucion de la ecuacion de movimiento es de la forma
x(t) = Cre™t + Ce™:2t
Para calcular los valores de C; y C, se utilizan las condiciones iniciales dadas por
x(0) =2 yv(0) =0.
x(t) = C,e(70129t 4 (¢, o(=3.87)t

v(t) = —0.129C, e~0129t — 3.87C,e~387¢
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Para t=0,x(0)=2, v(0)=0

Cl+CZ=2

—0.129C, — 3.87C, = 0

Cl=2_CZ

—~0.129(2 - C,) — 3.87C, = 0

2(—0.129) + 0.129C, — 3.87C, =0

—3.41C, = 0.258
_0.258
27 341
C, = —0.07

€, =2—(=0.07) = 2.07
Por lo tanto, la posicion y la velocidad son.

x(t) = 2.07e(0129 — 0,07¢(3870t m y (1) = —0.26e(70120 4 0273870 I,
N

3.5.3 Movimiento vibratorio subamortiguado

Un movimiento vibratorio subamortiguado es un tipo de oscilacion en el que un sistema
que esta sujeto a una fuerza restauradora (que tiende a devolverlo a su posicién de equilibrio)
también experimenta un nivel de amortiguamiento, pero este amortiguamiento no es lo
suficientemente fuerte como para evitar oscilaciones continuas después de una perturbacion

inicial.

A continuacién, se enuncian sus caracteristicas principales:
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Amortiguamiento insuficiente: En el movimiento subamortiguado, el nivel de
amortiguamiento es menor que el necesario para que el sistema regrese rapidamente a su

posicion de equilibrio sin oscilaciones.

Oscilaciones visibles: Después de una perturbacién inicial, el sistema experimenta
oscilaciones visibles antes de estabilizarse en su posicidén de equilibrio. Estas oscilaciones

pueden disminuir gradualmente en amplitud con el tiempo debido al amortiguamiento presente.

Respuesta exponencial amortiguada: La respuesta del sistema a las perturbaciones
sigue una funcion exponencial amortiguada. Esto significa que la amplitud de las oscilaciones
disminuye gradualmente con el tiempo, pero aun persisten oscilaciones visibles durante algun

tiempo.

Tiempo de estabilizaciéon prolongado: Comparado con el movimiento criticamente
amortiguado, el sistema tarda mas en volver a su posicién de equilibrio debido a las

oscilaciones continuas.

Frecuencia natural y constante de amortiguamiento: La frecuencia natural del
sistema y la constante de amortiguamiento determinan como el sistema responde a las
perturbaciones. En el caso subamortiguado, la frecuencia natural y el amortiguamiento no son

criticos para evitar las oscilaciones continuas.

El movimiento vibratorio subamortiguado se caracteriza por oscilaciones visibles
después de una perturbacion inicial debido a un nivel insuficiente de amortiguamiento, con una
respuesta exponencial amortiguada y un tiempo de estabilizacion prolongado en comparacion

con el amortiguamiento critico.

Para el analisis de los diferentes casos de movimiento amortiguado que existen se

procede a resolver la ecuaciéon de movimiento 3.51 en la forma de la ecuacién 3.52.
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d2x+ﬁdx+k — 0
dt? mdt mx_

Resolviendo la ecuacién anterior por el método de la ecuacién caracteristica y haciendo los

- , . K
siguientes cambios de variables 24 = % y w?= - tenemos.

El polinomio caracteristico esta dado de la forma siguiente.
m? +2Am + w2 =0

Resolviendo la ecuaciéon anterior tenemos.

=22+ +/(22)2 — 4w? 422 — 4?2
o _\/(2) ©i_ sy ’ _ On_ a4 22— 02

De los valores de las raices del polinomio caracteristico. Es decir, del valor de la

discriminante /12 — w? depende el tipo de movimiento amortiguado que se obtiene.

El caso del movimiento subamortiguado se tiene cuando A2 — a),% < 0, entonces el
polinomio caracteristico tiene raices complejas de la forma a + bi y la solucion de 3.53 es de la

forma
m=-1+J2% —wj=-21(0i—2%) = -2+ Jwi—-A%i
m=—-2A+Jw2-22i=-2+wzi .coovrreinnnn... (3.57)

Donde wy = w2—2% y wy es la frecuencia del movimiento amortiguado.

T
Wq = T es el periodo

Para este caso la solucion de la ecuacion de movimiento es de la forma.

x(t) = e M (Cicoswy + Cosenw,t)
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x(t) = e M (Clcos\/—(lz —w2) t+ Cysen /A2 — w,zlt) ........................... (3.58)

Para encontrar las constantes C; y C,se utilizan las condiciones iniciales del

movimiento x(0) = x, y v(0) = v,.

Ejemplo 12. Un resorte de longitud de 200 cm se le cuelga un resorte de masa de
1000g, vy el resorte alcanza una longitud de 220 cm, posteriormente se le aplica una fuerza
instantanea que estira al resorte 3cm. Encontrar x(t) y v(t). Si despues de estirar el resorte a la
masa, se le aplica una velocidad inicial de 60% hacia abajo y el sistema se encuentra en un

medio donde la fuerza de amortiguamiento es numericamente igual a 2 veces la velocidad

instantanea. Determine la posicién y velocidad en cualquier instante de tiempo.
Solucién.

m=1000g=1kg
L=200cm =2m
Ly =220cm =22m

m
g = 105—2
Xo =3 cm = 0.03m

cm m
Vg = 60T= 06?

_de
fa= It
fs = kx
10N N
x x 02m m

x=Lf—L=2.2m—2.0m=0.2m
w =mg = (1kg) (10?2)= 10N

La ecuacion de movimiento para este sistema en particular es la siguiente.
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Resolviendo la ecuacion anterior por el método de la ecuacion caracteristica tenemos

m?2+2m+50=0

La solucién de la ecuaciéon anterior es de la forma.

- —2+./(2)2 - 4(1)(50) _—1++4—200
B 2 - 2

=-1x7i.

La solucidn de la ecuacion diferencial es de la forma.
x(t) = e7t(C,cos7t + C,sen7t) m
v(t) = e t(=7Cisen 7t + 7C, cos 7t) — e t(C,cos7t + Cysen7t).

Para encontrar los valores de las constantes C; y C, se utilizan las condiciones iniciales

siguientes

t=0, x(0)=0.03, v(0)=0.6

¢, = 0.03
0.6 =7C, — C;
7C, = 0.6 + C;
7C, = 0.6 + 0.3
7C, = 0.63

7



180

Entonces las funciones de posicion x(t) y v(t) de velocidad son.

x(t) = e7t(0.03cos7t + 0.09sen7t) m
m
v(t) = e *(—0.3sen7t + O.6scos7t)?

3.6 Ejercicios

1. Un péndulo de longitud de 3 metros y de masa de 20 gramos se separa un angulo de
2° hacia la derecha con respecto a la vertical y luego se suelta desde el reposo haciendo que
comience a oscilar. Calcular las caracteristicas del movimiento b) el nUmero de oscilaciones y
la distancia recorrida a los dos segundos c) la velocidad angular y lineal que alcanza a los tres

segundos

2. Un péndulo de longitud de 2 metros y de masa de 100 gramos se separa un angulo
de 5° hacia la izquierda con respecto a la vertical y luego se suelta con una velocidad de 3
cm/s hacia la vertical, haciendo que comience a oscilar. Calcular las caracteristicas del
movimiento b) el nimero de oscilaciones y la distancia recorrida a los cuatro segundos c) la

velocidad angular y lineal que alcanza a los tres segundos

3. Un péndulo de longitud de 48 in de peso de 5 1b que esta en la tierra se separa un
angulo de 15° hacia la izquierda de la vertical y luego se suelta haciendo que comience a
oscilar. Determine la distancia que recorre desde que comienza a oscilar hasta 0.5 segundos
después de que pasa por segunda vez por la posicién de equilibrio viajando hacia la izquierda
b) los tiempos donde alcanza la mitad de la maxima velocidad angular negativa c) los tiempos

donde su aceleracion angular es positiva

4. Un péndulo de masa de 2 kg de longitud de 3 m da 30 oscilaciones en 20 segundos

en un planeta desconocido ¢ Cual es la aceleracion de la gravedad en el planeta desconocido?
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5. Se fija una masa de 20 kg a un resorte. Si la frecuencia del movimiento armonico
simple es 10 oscilaciones por segundo, ¢ Cual es la constante k del resorte? 4 Cual es la

frecuencia del movimiento arménico simple si la masa original se reemplaza con una de 40 kg?

6. Un bloque de 20 Ib estira 6 in a un resorte. En ese sistema, el bloque se suelta,

partiendo del reposo, a 2 in debajo de la posicién de equilibrio.
a) Calcule la posicion, la velocidad y la aceleracion del bloque cuando en t = 4 s.

b) ¢ Cual es la velocidad del bloque ent = 1 s ? 4 Hacia donde se dirige el bloque en ese

instante?
c) ¢ En qué instantes de tiempo el bloque pasa por la posicién de equilibrio?

7. Una fuerza de 400 N estira 2 m un resorte. Después, al extremo de ese resorte se fija
una masa de 50 kg y parte de la posicion de equilibrio a una velocidad de 10 m/s hacia abajo
Determine la velocidad y la aceleracion del bloque a los 10 segundos, el numero de
revoluciones que dio en ese tiempo y la distancia total recorrida por el bloque en 5 s viajando

hacia arriba.

8. Un bloque de 32 Ib estira 24 in a un resorte. Determine la amplitud y el periodo de
movimiento si el bloque parte de 12 in arriba de la posicion de equilibrio, con una velocidad
inicial de 24 in/s hacia arriba. ¢ Cudles son las caracteristicas del movimiento? ; Cuantas
vibraciones completas habra hecho el bloque hasta los 12 s ?4, Que tiempo total viaja el bloque
desde que empezd el movimiento hasta completar 5 segundos y el bloque adquirié solamente

posiciones negativas?

9. Un cuerpo de 8 Ib, fijo a un resorte, tiene movimiento armonico simple. Deduzca la

ecuacién del movimiento si la constante del resorte es 1 Ib/pie y el cuerpo parte de 6 in hacia

abajo del punto de equilibrio, con una velocidad de % ft/s hacia abajo. Calcular la x(t) y la
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distancia que recorre en 1 segundo después que paso por una posicién igual a la mitad de la

amplitud positiva por primera vez. ¢ Cual es su desplazamiento total en 20 s?

10. Una masa pesa 10 1b, y estira i ft un resorte. Se quita esa masa y se reemplaza con
una de 21.6 slugs que parte de gft sobre la posicion de equilibrio con una velocidad de% ft/s

hacia abajo. ¢ En qué momento llega la masa a un desplazamiento numéricamente igual a 3 de

la amplitud debajo de la posicién de equilibrio?

11. Un bloque de 40 Ib se une a un resorte cuya constante es 2 Ib/ft. El medio presenta
una resistencia al movimiento numéricamente igual a 3 veces la velocidad instantanea. Si el
bloque se suelta de un punto a 2 ft arriba de la posicidn de equilibrio con una velocidad de
8 ft/s hacia abajo, calcule el tiempo en que pasa por la posicidén de equilibrio. Encuentre el
momento en que el contrapeso llega a su desplazamiento extremo respecto a la posicién de

equilibrio y determine si en algun momento el bloque pasa por la posicion de equilibrio.

12. Un resorte de 4 pies alcanza 8 pies al colgarle un bloque de masa 8 slugs. El medio
a través del cual se mueve ofrece una resistencia numéricamente igual a V2 veces su
velocidad instantanea. Deduzca la ecuacion del movimiento si el bloque se suelta de la posicion
de equilibrio con una velocidad de 5 ft/s hacia abajo. Calcule el tiempo en que llega a su
desplazamiento extremo respecto a la posicion de equilibrio. 4 Cual es su posicion en ese

instante?

, . N .
13. Una masa de 1 kg esta unida a un resorte cuya constante es 16 —y todo el sistema
se sumerge en un liquido que imparte una fuerza de amortiguamiento numéricamente igual a

10 veces la velocidad instantanea. Determine x(t) y v(t) si:

(a) El contrapeso se suelta, partiendo del reposo a 1 m debajo de la posicion de

equilibrio
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(b) El contrapeso se suelta 1 m abajo de la posicién de equilibrio con una velocidad de

15 m/s hacia arriba.

14. Una fuerza de 2 Ib estira 1 ft un resorte. A ese resorte se le une un contrapeso de
3.2 Ib y el sistema se sumerge en un medio que imparte una fuerza de amortiguamiento

numéricamente igual a 0.4 la velocidad instantanea.

a) Obtenga x (t), si el contrapeso parte del reposo 1 pie arriba de la posicién de

equilibrio

b) Calcule el primer momento en que el contrapeso pasa por la posicion de equilibrio

dirigiéndose hacia arriba.

15. Después de unir un contrapeso de 10 [b a un resorte de 5 pies, éste mide 7 pies. Se
quita el contrapeso y se reemplaza con otro de 8 [b, y el sistema se coloca en un medio que

ofrece una resistencia numéricamente igual a la velocidad instantanea.

(a) Obtenga x(t), si se suelta el contrapeso a %2 pie debajo de la posicion de equilibrio a

una velocidad de 1 pie/s hacia abajo

(c) Calcule los tiempos en que el contrapeso pasa por la posicién de equilibrio al

dirigirse hacia abajo.

16. Al unir un bloque de 100 Ib a un resorte, éste se estira 5 pies. El contrapeso también
esta unido a un amortiguador, que ofrece una resistencia numéricamente igual a g(8 > 0)
veces la velocidad instantéanea. Calcule los valores de la constante de amortiguamiento g para
que el movimiento que se produce sea (a) sobre amortiguado; (b) criticamente amortiguado, y

(c) sub amortiguado.

17. Se tiene un péndulo el cual consta de una masa de 1 kg, la cual esta unida a una

cuerda inextensible de longitud 2 m y de masa despreciable y el otro extremo de la cuerda esta
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sujeta un perno A. Determine por los métodos de energia y de fuerza la ecuacién de
movimiento que describe el comportamiento del sistema, cuando se aplica una fuerza
instantanea hasta que el péndulo alcanza un angulo 8, = 10° hacia la derecha, con respecto a
la vertical y luego se suelta, si el sistema esta en la tierra y el sistema no interactua con el

medio.

18. Se tiene una placa de forma rectangular de base de 4 m y altura 10 m. El sistema se
encuentra en la tierra y la masa de la placa es de 2 kg determine la ecuacién de movimiento
que describe el comportamiento del sistema por los métodos de energia y de fuerzas, si bajo la
accioén de una fuerza instantanea la placa es desviada un angulo de 15° con respecto a la
vertical hacia la derecha y luego se suelta el sistema no interactua con el medio, el sistema gira
alrededor de un eje que pasa por el perno A que se encuentra en el punto medio del lado

superior de la placa y es perpendicular a la placa.
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Capitulo IV. Modelado de sistemas mecanicos vibratorios forzados
Objetivo del capitulo. Determinar ecuacidon de movimiento las caracteristicas de un
sistema vibratorio amortiguado forzado por una fuente de excitacion armonica externa y
determinar las condiciones en las que se obtienen los fendmenos de batido y de resonancia para
sistemas vibratorios mecanicos arménicos forzados por una fuente de excitacion arménica

externa.

Las vibraciones mecanicas forzadas, son aquellas que se producen en un sistema
mecanico divide a la interaccion del sistema h con una fuerza excitacion externa periédica. Estas

fuerzas pueden ser de origen mecanico, eléctrico, entre otras.

En cuanto a su clasificacidn coma las vibraciones mecanicas forzadas, las vibraciones
mecanicas forzadas se dividen en dos categorias principales: vibraciones armoénicas y
vibraciones mecanicas no armonicas. Las vibraciones armoénicas son aquellas en el que el
sistema interactia con una fuerza externa armonica, es decir en formal sinusoidal. Las
vibraciones forzadas no armonicas son aquellos cuando el sistema mecanico interactia con una

fuerza externa no armodnica o sinusoidal.

A continuacién, daremos unos ejemplos de cada una de ellas.

Vibraciones forzadas arménicas: Un ejemplo de una vibracion forzada arménica es el
movimiento de un péndulo simple bajo la influencia de una fuerza externa periédica. Cuando se
aplica una fuerza oscilante a un péndulo, este respondera con un movimiento arménico simple,

donde la amplitud y la frecuencia estan determinadas por las caracteristicas de la fuerza externa.

Vibraciones forzadas no armonicas: cual un ejemplo de una vibracion forzada no
armonica es el movimiento de un puente colgante cuando un camién pesado pasa sobre él. En

este caso, la fuerza ejercida por el camion no sigue un patrén sinusoidal, lo cual puede generar
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vibraciones en el puente con una respuesta no armoénica, pudiendo generar efectos no lineales

en la estructura.
En el presente capitulo solo estudiaremos las vibraciones mecanicas forzadas armonicas.

4.1. Andlisis de sistemas mecanicos vibratorios arménicos con un grado de libertad
interactuando con una fuerza externa armoénica.

Un sistema mecanico arménico sin amortiguamiento expuesto a una fuerza externa
periodica es un oscilador arménico simple (como un resorte-masa) en el cual no hay fuerzas de
amortiguamiento (resistencia), pero se aplica una fuerza externa que varia de manera periddica

con el tiempo.

La ecuacidon de movimiento de un sistema armoénico masa resorte armonico de acuerdo

a la ecuacion de (3,29) del capitulo Ill, es de la forma:

d2

X

Considerando que aparte de la fuerza de restitucion del resorte, la fuerza normal y el
peso del cuerpo ahora actia una fuerza de excitacion externa permanente de forma periddica

como se muestra en la figura 4.1.

4

Figura 4.1. Sistema masa resorte sin amortiguamiento forzado
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La ecuacion de movimiento de un sistema vibratorio armoénico forzado es de la forma:

d?x
moz +kx = Fysen(wt) .. oo oo (4.2)

Donde:
m— masa del cuerpo
k - la constante del resorte
F, — la amplitud de la fuerza externa
w- la frecuencia angula de la fuerza externa

La ecuacion 4.2 es una ecuacién diferencial de segundo orden no homogénea, por lo
tanto, su solucion consta de dos partes una que es la solucién complementaria y una solucion

particular x, (t)
La solucién complementaria x.(t) es la solucion de la ecuacion homogénea de la
ecuacion 4.2 es de la forma:
x(t) = Cicosw, t + Cysenwyt ... ... (4.3)
K i . ;.
Donde w,, = fg es la frecuencia natural del sistema masa resorte armonico. Como el

movimiento es periddico, la solucidn particular de la ecuacién 4.2 puede ser determinada

suponiendo una solucién armonica de la forma
xp(t) = Csen(Wt)ooovvvvnnnnnn. (4.4)

Donde C es una constante y se determina de la siguiente manera, obteniendo la
segunda derivada de la ecuacion 4.4 con respecto al tiempo y la sustituimos en la ecuacion 4.2

obtenemos:
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5 k _F
—Cw*senwt + —(Csen wt) = — sen wt ............ (4.5)
m m

Simplificando 4.5 y despejando C obtenemos:

Fo Fo
C=gm = — (4.6)

= - w2 1-(&)2

> sen(wt)........ 4.7)

La solucién general de la ecuacion 4.2 es de la forma:

Fo
x(t) = xc(t) + x,(t) = Cycosw, t + C;senwyt + # sen (Wt).......... (4.8)
1 - (X
wn

Donde los valores de las constantes C; y C, se obtienen utilizando las condiciones

iniciales t =0,x(0) = x, y v(0) = v,.

Ejemplo 1. Una masa de 1 kg se cuelga de un resorte cuya constante de elasticidad es

de 4 % . Sobre el sistema ante una fuerza externa f(t) = 2 sen 21 t N. El movimiento del

sistema comienza cuando la masa se encuentraa 1m por debajo de la posicién de equilibrio y

lleva una velocidad de 1 ? hacia arriba. Determine la posicion x(t) y la velocidad v(t) de la

masa y trace la grafica de la velocidad v(t) en cualquier instante de tiempo.

Datos: m=1kg,k=4%,f(t)=25enzitN,g=lOSEz,

Xo =1m y v0=—1?

La ecuacién de movimiento es de la forma.
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d%x

mﬁ+kx:f(t)

Para nuestro caso particular es de la forma.

dZX+4 =2 3t
1 X = sen(2 )

La solucién de la ecuaciéon anterior es de la forma:
x(t) = xc(t) + x,(t)

Donde x.(t) es la solucion de la ecuacion homogénea

d?x
W+4X=O

Resolviendo la ecuacién anterior por el método de la ecuacién caracteristica tenemos.
2 —
m°+ 4 =0
Resolviendo el polinomio caracteristico las raices son.
my = —=2iy m, = +2i

Por lo tanto, la solucion es de la forma.

3 3

x:(t) = (¢ cos Et + ¢, sen Et)
Encontramos la solucion particular x,(t) de la forma.
x,(t) = Acos 3t + Bsen>t
pi\r/ 2 2

Calculamos la primera y segunda derivada obteniendo.

3 3 3 3 9 3 9 3
X,= —>sen-t+ -Bcos-tyx;=—~-Acos-t — -Bsen-t
2 2 2 2 p 4 2 4 2
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Sustituyendo las ecuaciones x,, x;, ¥ x; en la ecuacién de movimiento tenemos.

9A 3t 9B 3t +4A 3t + 4B 3t = 2 3t
Z COoS E Z sen E COoS E sen E = sen E

Simplificando la expresién anterior obtenemos.

7A 3t+7B 3t— 2 3t
Z COSE Z Senz = senz

Igualando coeficientes de las funciones de ambos lados de la ecuacion obtenemos el

sistema de ecuaciones simultaneas siguiente.

Resolviendo el sistema de ecuaciones obtenemos.
A=0 B = 8
Por lo tanto, la solucion particular x,(t) es de la forma.

8
xp(t) = 7sen Et

La solucién general es de la forma.
8 3
x(t) = (c;cos2t + c, sen2t) + ~ sen —t

Derivando la ecuaciéon anterior obtenemos.

3

v(t) =2c;cos2t + 2¢, sen2t+% cos ~t

Para calcular las constantes c; y ¢, utilizamos las condiciones iniciales de la forma

x(0)= 1y v(0) = —1 obtenemos.
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12
01=1y202+ﬁ=—1

Resolviendo el sistema de ecuaciones tenemos.

Considerando los valores de las constantes tenemos que la posicion x(t) es de la

—-19
A=ty e=g

19
x(t) = cos2t — — sen2t+ — sen—-t m

14 7 2

La velocidad es de la forma.

19 12
v(t) = Zsen2t+7 cos 2t + —- cos =t

3

“ |3

2

La grafica de la funcién posicion v(t) se muestra en la figura 4.2

v[m/s]

19 12 3
v(t) = 25en2t+7 cos 2t + - cos Et

UL AL

m
N
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P

Figura 4.2. Grafica de la velocidad v, tiempo.

D(

t[s]
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4.1.1 Fenémeno de batido.

El batido es un fendmeno en vibraciones mecanicas que ocurre cuando dos ondas de
frecuencias ligeramente diferentes se superponen. Esta superposicion resulta en una variacion
periddica en la amplitud de la onda resultante. En términos simples, el batido se percibe como

una fluctuacioén en la intensidad de la vibracion.
Caracteristicas del fendmeno de batido:
Superposiciéon de Frecuencias:

El batido ocurre cuando dos sefales vibratorias con frecuencias cercanas, pero no
iguales, se combinan. Por ejemplo, si las frecuencias son w, y w la frecuencia de batido sera

la diferencia |lw,, — |

Amplitud Modulada: La amplitud de la sefal resultante varia a una frecuencia igual a la
diferencia entre las frecuencias originales. Esto crea un patrén de amplitud que sube y baja,

conocido como la envolvente de la senal de batido.

Frecuencia de Batido: La frecuencia con la que se produce la variacion en la amplitud

es la diferencia entre las frecuencias de las sefales originales, w, =|w, — w].

Periodo de Batido: El periodo de la variacién en la amplitud es el inverso de la

frecuencia de batido, T, = Z—”
b

Interferencia Constructiva y Destructiva: En ciertos momentos, las sefiales se suman
constructivamente, produciendo un pico en la amplitud, y en otros, se restan destructivamente,

resultando en una disminucién en la amplitud.

Visualizacion del Batido: Cuando se grafican las senales originales y la resultante, se
observa una sefal que parece pulsar o latir, debido a la variacion en la amplitud, como se

muestra en la figura. 4.3
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9
9 9
8 _ e e
) x(t) 3cos(5 t) + 4sen(5 t) 4 sen2t) m
6
5
4
3
2
1

0

Figura 4.3 Grafica del fenomeno de batido en una vibracién

Ejemplo 2. Una masa de 1 kg se cuelga de un resorte cuya constante de elasticidad es
de 4 % . Sobre el sistema ante una fuerza externa f(t) = 2 sen 53 t N. El movimiento del
sistema comienza cuando la masa se encuentra a 1m por debajo de la posicion de equilibrio y

lleva una velocidad de 1 % hacia arriba. Determine la posicion x(t) y la velocidad v(t) de la

masa y trace la grafica de la posicion x(t) en cualquier instante de tiempo.

Datos.
=1k K—4N t)= 2 9tN —10m
m=1kg, K= 4—, f()=2senctN, g=10,
m

Xo =1m y v0=—1?

t[s]



La ecuacion de movimiento es de la forma.

d?x

mF+kx=f(t)

Para nuestro caso particular la ecuacién anterior es de la forma.

d?x 9
F + 4x = 2sen <§ t)

La solucién general de la ecuacion anterior es de la forma:
x(t) = x:(6) + x,(t)

Donde x.(t) es la solucion de la ecuacién de movimiento homogénea.

X o ax=0
— +4x =
dt?

Resolviendo la ecuacion por el método de la ecuacion caracteristica tenemos.

m?+ 4 =0
Resolviendo el polinomio caracteristico las raices son.
my = —2iy my = +2i
Por lo tanto, la soluciéon complementaria es de la forma.
x.(t) = (c;cos 2t + ¢, sen2t)

Encontramos la solucién particular x,(t) de la forma.
9 9
x,(t) = Acos Et + Bsen Et

Calculamos la primera y segunda derivada obteniendo.

195
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9 81

9 9 9 9 81 9
x,= —=-sen-t + -Bcos-tyx;=——Acos-t — —B sen-t
p 5 5 5 5 p 25 5 25 5

Sustituyendo las ecuaciones la segunda derivada y la funciéon en la ecuacion de

movimiento tenemos.

9 9 9 9
—EA cos gt — EB sengt + 4A cos §t + 4Bsen§t = 2sen gt

Simplificando la expresién anterior obtenemos.

9 9 199 ,
25C055 o5 sen5 = SEI’I5

Igualando coeficientes de las funciones de ambos lados de la ecuacion obtenemos el

sistema de ecuaciones simultaneas siguiente.

Resolviendo el sistema de ecuaciones obtenemos.

A=0y B =2
-VY P T

Por lo tanto, la solucion particular x,(t) es de la forma.

50 9
xp(t) = 19 sen §t

La solucién general es de la forma.

50 9
x(t) = (cicos 2t + c, sen2t) +E sen gt

Derivando la ecuacién de x(t) obtenemos la velocidad.

v(t) = 2c;cos2t + 2c, sen2t) +% cos%t
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Para calcular las constantes c; y ¢, utilizamos las condiciones iniciales de la forma

x(0) = 1y v(0) = —1 obtenemos.

450
C1:1y2C2+¥=_1

Resolviendo el sistema de ecuaciones tenemos.

— 109
38

=1y ¢ =

Considerando los valores de las constantes tenemos que la posiciéon x(t) es de la

forma.
(t) = 2t 109 2t + 0 9t
x(t) = cos 38 sen 15 sen5 m
La velocidad es de la forma.
)= -2 2t+109 2t+90 9t n
v(t) = sen 19 cos 19 cos z
La grafica de la funcién posicion x(t) se muestra en la figura 4.4
x[m] _A
A(O'l) ] x(t) = cos(2t) — %sen(Zt)Jri—gsen(gt) m
B(31.42,1)

)

UL e UL
oV \] \7\] \/ \/

1 I |

Figura 4.4. Grafica del fendmeno de batido cuando w, = w.

o
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4.1.2 Resonancia
El fendmeno de resonancia en vibraciones mecanicas se refiere a la condicion en la que
un sistema vibratorio experimenta una amplitud maxima de oscilacién. Esto ocurre cuando la

frecuencia de la excitacion externa coincide con la frecuencia natural del sistema.

A continuacion, se presentan la definicién y las caracteristicas principales de este

fendmeno:

Resonancia es el fendbmeno en el que un sistema experimenta una respuesta vibratoria
con una amplitud significativamente mayor cuando la frecuencia de una fuerza externa aplicada

coincide con la frecuencia natural del sistema.

Caracteristicas:

Frecuencia Natural:

Cada sistema mecanico tiene una o mas frecuencias naturales, que son las frecuencias

a las que el sistema tiende a oscilar en ausencia de fuerzas externas.

La resonancia ocurre cuando la frecuencia de la excitacion externa se alinea con una de

estas frecuencias naturales.

Amplitud Maxima:

Durante la resonancia, la amplitud de las vibraciones puede aumentar

considerablemente.

Este aumento de la amplitud se debe a la acumulacion de energia en el sistema, ya que

la fuerza externa esta en sincronia con la oscilacién natural del sistema.

Desplazamiento, Velocidad y Aceleracion:
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La resonancia afecta no solo la amplitud del desplazamiento, sino también la velocidad

y la aceleracién del sistema.

Estos parametros alcanzan sus valores maximos en resonancia.

Amortiguamiento:

La presencia de amortiguamiento en el sistema reduce la amplitud maxima alcanzada

durante la resonancia.

Un sistema con alto amortiguamiento tendra una respuesta de resonancia menos

pronunciada, mientras que uno con bajo amortiguamiento experimentara una amplitud mayor.

Curva de Respuesta en Frecuencia:

Al graficar la amplitud de las vibraciones contra la frecuencia de la excitacion, se

observa un pico pronunciado en la frecuencia de resonancia.

Este pico indica el punto donde el sistema resuena.

Peligros y Beneficios:

La resonancia puede ser perjudicial si las amplitudes resultantes son lo suficientemente

grandes como para causar dafo o fallo estructural.

Sin embargo, en algunas aplicaciones, la resonancia se puede utilizar de manera

beneficiosa, como en los instrumentos musicales o en ciertos tipos de maquinaria.

A continuacion, mencionaremos algunos ejemplos de sistemas mecanicos donde

interviene el fendomeno de la resonancia.

Puentes y Edificios: La resonancia puede causar dafos severos, como el colapso de

puentes cuando la frecuencia del viento coincide con la frecuencia natural del puente.
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Componentes de Maquinaria: Partes rotativas pueden sufrir desgaste prematuro o fallar

si operan a velocidades que inducen resonancia.

Instrumentos Musicales: Los instrumentos de cuerda, como las guitarras y violines,

utilizan la resonancia para amplificar el sonido.

La resonancia en vibraciones mecanicas es un fendémeno critico que se manifiesta
cuando la frecuencia de excitacion coincide con la frecuencia natural del sistema, resultando en
una amplitud maxima de oscilacién que puede ser controlada por el amortiguamiento del

sistema.

Partiendo de la ecuacion de movimiento 4.2 de un sistema mecanico armonico bajo la

interaccion de una fuerza externa periédica.

dZ

X
mo3 + kx = Fysen(wt) ... .. ... ... (4.9)

Considerando que la solucion de la ecuacion anterior es de la forma.

x(t) = xc(t) + x,(t) = Cycosw, t + Cy;senwyt + sen (wt).......... (4.10)
Podemos observar que la solucién consta de una solucion complementaria x.(t) la cual
corresponde al estado transitorio del sistema y una solucion particular x,(t), la cual corresponde
al estado permanente o estacionario del sistema. Sin embargo, podemos observar que si se
cumple la condicion que la frecuencia natural del sistema es igual a la frecuencia de oscilacion
de la fuente externa (w, = w) entonces las amplitudes de la soluciéon particular periddica

aumentaran de forma indeterminada y es por tal razén que se produce el efecto de la resonancia.

En un sistema masa-resorte armoénico forzado sin amortiguamiento, el "factor de

multiplicacién" o la "funcion de magnificacién" aun describe la relacion entre la amplitud de la
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respuesta del sistema y la amplitud de la fuerza externa aplicada. Sin el amortiguamiento, la

ecuacion de movimiento simplificada es

d?x
mw + kx = Fysen(wt) ............(4.11)

Amplitud de la Respuesta

Para un sistema sin amortiguamiento, la amplitud C de la respuesta en estado

estacionario se puede determinar de la siguiente manera:

Ry Ry i
C=—"10 = k = ¢ (412

N

El factor de multiplicacién de la vibracion M (w)se define como el cociente de la amplitud
C de la respuesta particular y la deflexion estética% que es producida por la amplitud de la fuerza

externa F, , entonces se tiene.

Fo
lk — mw?|

N

La grafica de M(w) en funcion de la relacion (wi)se muestra en la figura 4.5.

M(w) = - ... (413)

-02 0 02 04 06 08 1 1 K . 1.8 2 22 24 26 28 3 32 34

-10 Wn

Figura 4.5. Gréafica de M (w) en funcion de la relacion (wﬁ)
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En la grafica se puede apreciar que cuando la frecuencia w de la fuerza externa se
aproxima a cero (w = 0) entonces M(w) =~ 1, en tal caso como w < w,, la magnitud de la
fuerza F(t) cambia lentamente y entonces la vibracion del bloque esta en fase con la fuerza F(t)
aplicada. Para el caso en que la fuerza externa sea aplicada con una frecuencia w cercana a la

frecuencia natural del sistema w,, , entonces wi ~ 1 entonces la amplitud de la vibracién del

n

bloque resulta extremadamente grande y en el caso cuando las frecuencias de la fuente
externa y la natural del sistema w y w,, se igualan (w = w,) entonces se produce el efecto de

resonancia.

Cuando la fuerza externa F, sen(w t) es aplicada a altas frecuencias (w > w,)entonces
el factor de amplificacion M (w) es negativo (M(w) < 0), lo cual significa que el movimiento
del bloque esta fuera de fase con la fuerza F(t) esto significa que cuando la fuerza actua hacia
la derecha el bloque se desplaza hacia la izquierda y viceversa. Para el caso cuando las
frecuencias son muy altas (w > w,) el bloque permanece casi estacionario y en consecuencia

el factor de amortiguamiento es aproximadamente igual a cero (M(w) = 0).

En un sistema masa-resorte arménico forzado sin amortiguamiento, el factor de
amplificacién M (w) cuantifica la relacion entre la amplitud de la respuesta del sistema y la
amplitud de la fuerza externa aplicada. Este factor se maximiza en la frecuencia de resonancia
del sistema, donde tedricamente se vuelve infinito en ausencia de amortiguamiento (Hibbeler,

2004).

Ejemplo 3. Un bloque de peso de 10 N cuelga de un resorte cuya contante es de 4 %

el sistema se encuentra en un medio sin amortiguamiento. EI movimiento comienza cuando el

blogque se encuentra en una posicion de un metro por arriba de la posicion de equilibrio y
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m . . . ’
llevaba una velocidad de 1— hacia abajo y sobre el sistema actua una fuerza externa dada por

f(t) = 3 cos(2t) — 5sen(2t) N. Determine la posicion en cualquier instante de tiempo e indique

si el sistema se encuentra en resonancia.

Solucion.

Datos:

w= 10N, K=4—, f(t)=(3cos2t — 5sen2t)N, g=103

m
Xo = —1my vy = 1?

Calculamos la masa del bloque.

10N
m
105—2

= 1Kg

w
m=—=
9

La ecuacion de movimiento es de la forma.

d2
dt2+'8 +kx—f(t)

Para nuestro caso particular es de la forma

2%
+4x = 3cos2t — 5sen2t

d 2
La solucién de la ecuacion general de la ecuacién es de la forma

x(t) = xc(8) + x,(0)

Donde x.(t) es la solucidon de la ecuacién homogénea siguiente

2%

d2+4x—0
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Resolviendo la ecuacién anterior por el método de la ecuacién caracteristica tenemos.
m?+4=0
Resolviendo el polinomio caracteristico las raices son.
my = +2i y my, — 2i
Por lo tanto, la soluciéon complementaria es de la forma.
x.(t) = ¢;Cos2t + c, Sen2t

Encontramos la solucion particular x,(t) de la forma.

xp (t) = t(Acos 2t + Bsen 2t)

Calculamos la primera y segunda derivada obteniendo.

xp(t) = t(—2Asen2t + 2B cos 2t) + Acos2t + Bsen2t

xy(t) = t(—4Bsen2t — 4cos2t) + 2Bcos2t — 2Asen2t — 2Asen2t + 2Bcos2t

sustituyendo x,, (t), x;(t) en la ecuacién de movimiento del sistema y simplificando obtenemos.

—4 Asen2t + 4B cos2t = 3cos2t — 5sen 2t

Por lo tanto, tenemos que.

Por lo tanto, la solucidn particular es:
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5 3
Xp (t) = Zt cos 2t + 7 t sen 2t
Por lo tanto, la posicion x(t) es.

5 3
x(t) =cycos2t + c, sen2t+ Ztcos 2t+Z t sen 2t

Derivando la ecuaciéon de x(t) obtenemos.
" 5 3 5 3
x"(t) = —2cysen 2t + 2 cycos 2t + 5 Cos2t + — sen2t — — tsen2t +- tcos2t

Para calcular las constantes c; y ¢, utilizamos las condiciones iniciales de la forma

x(0)= -1y v(0) = 1 obtenemos.

5
c1=—1y2c2+Z=1

Resolviendo el sistema de ecuaciones anterior por el método de sustitucion tenemos.

-1
g =—-1y c2=?

Considerando los valores de las constantes ¢, y ¢, tenemos que la posicion x(t) es de

la forma.

1 5 3
x(t) = —1 cos2t — §sen2t +Zt cos 2t + 7 tsen 2t m

rad rad .
En este casocomo w = 2 — Yoy = 2 -~ como ambas son iguales entonces el

sistema esta en resonancia.

La grafica de la funcién se muestra en la figura 4.6
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x(m]

-5 of 7 g/ 10 1 5 30 35 4 4 0
TV g
-20

Figura 4.6. Grafica de la posicion x(t) cuando un sistema esta en resonancia.

4.2 Andlisis de sistemas mecanicos vibratorios amortiguados con un grado de libertad
interactuando con una fuerza arménica externa.

Un sistema vibratorio mecanico amortiguado forzado con masa y resorte es un modelo
fisico utilizado para describir el comportamiento dindmico de una masa conectada a un resorte
y sometida a fuerzas externas, incluyendo una fuerza de amortiguamiento. Este sistema es
comunmente representado en la ingenieria y la fisica para entender y predecir cdmo los

sistemas mecanicos responden a las vibraciones y fuerzas externas.

El sistema vibratorio masa-resorte-amortiguador forzado consta de los siguientes

componentes principales:
Masa (m): Representa el objeto que oscila.

Resorte (k): Proporciona una fuerza restauradora que es proporcional al

desplazamiento de la masa segun la Ley de Hooke ( F = — kx).

Amortiguador (B): Proporciona una fuerza de amortiguamiento que es proporcional a la

velocidad delamasa (f, = — f8 %).
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Fuerza externa (f(t)): Una fuerza que varia con el tiempo y que actua sobre el sistema,

provocando la vibracion forzada.

En la figura 4.7 se muestra un sistema masa-resorte amortiguado interactuando con una

fuerza externa armonica

v

Figura 4.7. Sistema vibratorio masa-resorte amortiguado forzado.

En la figura 4.8 se muestran las interacciones que existen entre los elementos que
integran al sistema y la interaccién que existe entre el sistema y la fuerza externa que para

nuestro estudio consideraremos una fuerza periddica.

A J

Figura 4.8. Interacciones entre los elementos de un sistema masa-resorte amortiguado

forzado y con el medio.
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Aplicando el método de fuerzas y siguiendo el procedimiento realizado en el subtema
3,5 del capitulo Ill y en este caso considerando que el sistema actua con una fuerza externa

f (t), la ecuacion de movimiento que describe el comportamiento del sistema es de la forma.

dZX+ dx+k =f(t 4.14
mﬁ 'BE X—f() ...... ( )

Las caracteristicas del movimiento en este sistema incluyen:
Movimiento Libre vs. Forzado:

Movimiento Libre: Cuando F(t)=0, el sistema se llama "libre" y su comportamiento

depende solo de la masa, el resorte y el amortiguador.

Movimiento Forzado: Cuando F(t)#0, el sistema responde a una fuerza externa aplicada

que en este caso en particular es periddica.
Amortiguamiento:

Subamortiguado (1?2 — w3 < 0): El sistema oscila con una frecuencia menor que la

natural y la amplitud de las oscilaciones disminuye exponencialmente con el tiempo.

Amortiguamiento critico (12 — w% = 0,): El sistema retorna a la posicion de equilibrio tan

rapido como sea posible sin oscilar.
Sobreamortiguado (1% — w? > 0): El sistema retorna a la posicion de equilibrio sin

oscilar, pero mas lentamente que en el caso criticamente amortiguado.

2
k
Para todos los casos se cumple que A% = B y w2 =—.
2m n m

Frecuencia Natural y Frecuencia de Forzamiento:

Frecuencia Natural: Esta depende de los parametros que definen a los elementos que

. 2 K
conforman al sistema w; = —.
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Frecuencia de forzamiento. Es la frecuencia con que oscila la fuerza externa con la cual

interactua el sistema w.

Para la solucion de la ecuacion 4.14 consideramos que el sistema interactia con una
fuerza externa f (t) periddica entonces la ecuacion toma la forma 4.15.

d?x

dx
m?+ﬁa+kx—Fosenmt ...... (4.15)

Por lo tanto, se obtiene que la ecuacion 4.15 es una ecuacion diferencial de segundo
orden no homogénea, entonces la solucion x(t) esta formada por dos partes una solucién
complementaria x.(t) la cual es la solucion de la ecuacion homogénea cuando la ecuacion
4.15 se iguala a cero lo cual significa que el sistema no interactua con el medio externo y cuya
solucién depende del tipo de amortiguamiento que actua sobre el sistema como se estudié en
el subtema 3.5 del capitulo Il los cuales pueden ser una vibracion sobreamortiguada,
criticamente amortiguada y subamortiguada y para cada uno de los casos la solucién

complementaria seria de las siguientes formas
Caso criticamente amortiguado:
x.(t) = e *(C, + Cyt)....(4.16)

Caso sobreamortiguado:
2_(y2 - 2 _(y2
x.(t) = et <cle¢’1 “nt 4 e VT t)....(4.17)

Caso subamortiguado:

xc(t) = e M (Ccoswy + Cysenwgt). ... (4.18)
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Como todos los sistemas interactuan con un medio de amortiguamiento esta solucion
desaparecera con el tiempo es por tal razén que esta solucién describe el estado transitorio del
sistema, una solucion particular x,(t) la cual es de forma periodica cuya frecuencia angular es
igual a la frecuencia de la fuerza externa y esto hace que esta solucién pertenece al estado

estable o permanente del sistema y la solucién general de la ecuacion 4.14 es de la forma.
x(t) = x:(t) + xp(t) ...... (4.19)

Como la fuerza externa que se aplica al sistema es armonica, el movimiento del sistema
estando en el estado estable sera también armédnico y en consecuencia la solucion particular se

propone como una funcién periddica de la forma
x,(t) = Acoswt + Bsenwt..... (4.20)

Las constantes A y B se encuentran sacando las derivadas de primero y segundo orden

con respecto al tiempo y sustituyéndolas en la ecuacion 4.15 se obtiene 4.21.

(— mA w?cos wt — mB w?sen wt) + (—fAw sen wt + fBw cos wt ) + (kA cos wt +

kBsenwt) = Fy senwt ......... (4.21)

Igualando los coeficientes de las funciones de ambos lados de la ecuacion 4.21 se

obtiene el siguiente sistema de ecuaciones simultaneas 4.22.
—mAw?+pBw+ kA= 0............(4.22)
—mB w? — BAw + kB = F,

Resolviendo el sistema de ecuaciones simultaneas por el método de sustitucion se

obtiene las ecuaciones 4.23.

1, (£9) Fo (0} =)

m2

A= > = 2
(Wi —w?)? + (‘%U) (w3 —w?)? + (,B_w)
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Por lo tanto, la forma de la solucion particular x,(t) es de la forma de la ecuacion 4.24.

-1, (£2) Fo (0} ~ )
xp(t) = m coswt + m > sen wt ...(4.24)
(w2 —w?2)2 + (%) (w2 — w2)2 + (%)

La ecuacion 4.24 se puede llevar a la forma reducida 4.25.
xp(t) = Csen(wt + agp)....(4.25)

Donde los valores de la amplitud C y el angulo de fase a, estan dados por las

ecuaciones 4.26.

C= y ap = tan”

- () ey s

El angulo de fase a, representa la diferencia de fase que existe entre la fuerza externa

periodica aplicada al sistema y la vibracion resultante del estado estable del sistema.

El factor de amplificacién en una vibracion amortiguada forzada, también conocido
como factor de resonancia o magnificacion, es una medida de como la amplitud de la respuesta
de un sistema oscilante cambia en funcién de la frecuencia de la fuerza excitadora en relacion
con la frecuencia natural del sistema. Este factor se denota comunmente por M(w)y se define
como la relacién entre la amplitud de la respuesta en régimen permanente y la deflexion

estatica de la manera de la ecuacion 4.27.

C
M) = = ——.. (4.27)
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Donde g, es el coeficiente de amortiguamiento critico que le corresponde a la vibracién

para el caso de criticamente amortiguadoy S, = 2m w,

Caracteristicas del factor de amplificacion en una vibraciéon amortiguada forzada:

Dependencia de la Frecuencia de Excitacion:

El factor de amplificacion varia con la frecuencia de la fuerza externa aplicada al

sistema.

A bajas frecuencias de excitacion, el factor de amplificacion tiende a ser cercano a 1.

Al acercarse a la frecuencia natural del sistema, el factor de amplificacion puede

incrementarse significativamente, alcanzando un maximo conocido como resonancia.

Resonancia:

La resonancia ocurre cuando la frecuencia de la fuerza externa coincide con la

frecuencia natural del sistema.

En la resonancia, el factor de amplificacion es maximo, lo que puede resultar en

grandes amplitudes de vibracion.

Efecto del Amortiguamiento:

El amortiguamiento reduce el factor de amplificacién a la resonancia.

Con mayor amortiguamiento, el pico de amplificacién en la resonancia es menor y mas

ancho.

Sin amortiguamiento, el factor de amplificacion en la resonancia tedricamente puede ser

infinito, pero en la practica siempre hay algun grado de amortiguamiento.
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Curva de Respuesta en Frecuencia:

La grafica del factor de amplificacion contra la frecuencia de excitacion se conoce como

la curva de respuesta en frecuencia.

La grafica de la figura 4.9 muestra la relacion que existe entre el factor de
amortiguamiento M (w) en funcion de la relacion de las frecuencias (wi) para varios valores del
n

factor de amortiguamiento (Bﬁ) el esta grafica se puede ver que la amplificacién de la amplitud

c

aumenta conforme el factor de amortiguamiento disminuye: El fenémeno de resonancia ocurre
naturalmente solo cuando el factor de amortiguamiento es cero y la razon de las frecuencias es

uno.

Factor de Amplificacidn vs Relacién de Frecuencias

101
zeta = 0.0
— zeta=0.1
— zeta=0.2
zeta = 0.5
81 zeta = 1.0
=
c
0
g 6
=
=
a
S
<
g 4
S
©
L
2 =
0 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3j0

Figura 4.9. Gréafica del factor de amplificacion Vs relacion de las frecuencias —

Wn
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Ejemplo 4. Una masa de 1 kg estira un resorte 5 m llevandolo a la posicion de
equilibrio. El sistema se encuentra en un medio de amortiguamiento el cual ejerce una fuerza
de amortiguamiento cuya magnitud es de 3 veces el valor de su velocidad instantanea, sobre el
sistema actua una fuerza externa f(t) = 2cos(t) + sen(2t) N y el sistema se comienza a mover
cuando la masa se encuentra en una posicién de 20 cm por arriba de la posicion de equilibrio y

lleva una velocidad de 50 cm/s hacia abajo.
Determine x(t) y v(t) del sistema.
Trace las graficas de x(t) y v(t) y obtenga el tiempo en el cual el sistema se estabiliza.
Solucion.

Datos:

m= 1lkg, x=5m, f(t)= 2cos2t +sen2t N, fA=3%N, g:10§

cm
X =—20cm=-0Z2Zmy vy = 30 —= 0.3

m
S S

Calculamos el peso y la constante del resorte.

m
W= mg-= (1kg)(105—2) = 10N f. =k x, k== =

S x ; 5m
La ecuacién de movimiento es de la forma.

dZX+ dx+k =f(
mom Btk = £ (0)

Para nuestro caso particular es de la forma.

d2x+3dx+2 =2 2t + 2t
T gp T 2x = 2cos sen

La solucién de la ecuaciéon anterior es de la forma:
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x(t) = x.(t) + x,(t)
Donde x.(t) es la solucién de la ecuacion homogénea

O & ax=0
a2z T

Resolviendo la ecuacién anterior por el método de la ecuacién caracteristica tenemos.
m?+3m+2 =0
Resolviendo el polinomio caracteristico las raices son.
m=-1y m, = =2
Por lo tanto, la solucion complementaria es de la forma.
x,(t)=cret + e ?
Encontramos la solucion particular x,(t) de la forma.
xp(t) = Acos2t + Bsen2t

Calculamos la primera y segunda derivada obteniendo.

x, = —24sen2t + 2Bcos2t y x; = —4A cos2t — 4B sen2t

Sustituyendo la funcion x,(t) y las derivadas x;,,(t) y x;(t) en la ecuacion de movimiento

del sistema tenemos.

—4A cos2t — 4B sen2t — 6Asen 2t + 6B cos2t+ 2 Acos2t + 2B sen 2t

=2cos2t +sen2t

Simplificando la expresién anterior obtenemos.
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(—2A+ 6B)cos2t + (—6A— 2B)sen2t = 2cos2t +sen2t

Igualando coeficientes de las funciones de ambos lados de la ecuacion obtenemos el

sistema de ecuaciones simultaneas siguiente.
—-2A+6B =2y —-6A—-2B =1
Resolviendo el sistema de ecuaciones por el método de suma y resta obtenemos.

a="1,p=1
— 3 Y7 Ty

Por lo tanto, la solucion particular x,(t) es de la forma.
(t) = 1 2t + ! 2t
xp = 4 cos 2 sen
La solucién general es de la forma.

1 1
x(t)=cie”t + c,e”? — 7 Cos 2t + 7 sen 2t

Derivando la ecuacién de x(t) obtenemos.
1 1
v(t)=—cre”t — 2c,e7 % + 5 sen 2t + 5 cos 2t

Para calcular las constantes c; yc, utilizamos las condiciones iniciales de la forma
x(0) = —0.2 y v(0) = 0.3 obtenemos.
g +c; = 025y —¢;— 2¢, = —05
Resolviendo el sistema de ecuaciones anterior por el método de sustitucién tenemos.
¢t =—01y c, = 0.15

Considerando los valores de las constantes tenemos que la posicion x(t) es de la forma.



1 1
x(t) = —0.1et + 0.15 e %t — 7 Cos 2t + 7 Sen 2t m

La velocidad es de la forma.

_ -t _ e _ 1 1 m
v(t) = 0.1e 03e > sen 2t + > cos 2t S

La grafica de la funcién posicion x(t) se muestra en la figura 4.10.

A(0,-0.2)
B(4.32,0.35) T Tcos2t+ 7 sen2tm

0.4

B
C(2.75,—-0.36)) s
D(3.54,0) 0.2
E(4.32,0.35) > D F t[s]
0 .5 1.5 2.5 3 3 4 45 5\ 5.5 6 6.5 7 75 8 \8.5 9 95 =10
F(5.1,0) N
G(5.89,—0.35) 02
A

H(7.46,0.35) 03

0.4 C G

Figura 4.10 Grafica de la posicion v, tiempo.
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La grafica de la funcién velocidad v(t) se muestra en la figura 4.11.

4(0,0.3)
1 1
B(0.46,0.64) A v(t)= 01let — 03e™? — = sen2t + = cos2t n
’ g': v[m/s] 2 2 s

(1.18,0) o7) B

05
D(1.96,—0.7) 04

03
E(3.53,0.71) 021 A i3]

-0.5
F(5.11,—.71) -0

-0.2
-0.3
G(6.68,0.71) Y
-0.5
-0.6
-0.7
-0.9

Figura 4.11. Grafica de la velocidad v tiempo.

4.3 Respuesta transitoria y estado estacionario de los sistemas vibratorios.

La respuesta del estado transitorio de un sistema mecanico vibratorio amortiguado
forzado tiene varias caracteristicas clave. Estas caracteristicas describen como el sistema
responde inicialmente a una fuerza externa antes de llegar a una respuesta estable en el
régimen permanente. A continuacion, se presentan las principales caracteristicas de la

respuesta transitoria:

Dependencia de las Condiciones Iniciales:

La respuesta transitoria depende fuertemente de las condiciones iniciales del sistema, es

decir, del desplazamiento y la velocidad inicial de la masa.

Estas condiciones iniciales determinan la magnitud y la fase de las oscilaciones

transitorias.
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Decaimiento Exponencial:

La energia de las oscilaciones ftransitorias se disipa con el tiempo debido a la
amortiguacion, lo que resulta en un decaimiento exponencial de la amplitud de estas

oscilaciones.
Este decaimiento es mas rapido con una mayor amortiguacion.
Comportamiento Oscilatorio:

En la mayoria de los casos, la respuesta transitoria es oscilatoria y puede describirse

como una combinacion de oscilaciones senoidales amortiguadas.

La frecuencia de estas oscilaciones es la frecuencia natural amortiguada del sistema, que

es menor que la frecuencia natural no amortiguada debido a la presencia del amortiguador.
Frecuencia Natural Amortiguada:

La frecuencia natural amortiguada (o frecuencia de amortiguacion) del sistema esta

dada por w; = w2—1%2 donde la frecuencia natural w, depende de los parametros que

definen a los elementos que conforman al sistema y A depende del coeficiente de

, . . . k 2
amortiguamiento del medio. Para el caso del sistema masa resorte w? = —y A2 = (ﬂ) :

La respuesta estable de un sistema mecanico vibratorio amortiguado forzado se refiere
a la respuesta del sistema cuando ha alcanzado el régimen permanente, donde las transitorias
se han disipado y la respuesta es dictada Unicamente por la fuerza de excitacion externa. Las

principales caracteristicas de esta respuesta estable son:
Caracteristicas de la Respuesta Estable.

Dependencia de la Fuerza Externa:



220

La respuesta estable es directamente influenciada por la naturaleza de la fuerza de

excitacion externa, tipicamente una fuerza sinusoidal de la forma f(t) = F, sen wt
Respuesta Sinusoidal:

En régimen permanente, la respuesta del sistema es una vibracion sinusoidal con la

misma frecuencia que la fuerza externa w y es de la forma de la ecuacion 4.28.
xp(t) = Csen(wt + ap)....(4.28)

Donde los valores de la amplitud C y el angulo de fase a, estan dados por las ecuaciones

4.29.

Ejemplo 5. Se tiene una masa de 1Kg la cual cuelga de un resorte y lo estira 50 cm y
llega al reposo en su posicion de equilibrio. A partir de t = 0, se aplica una fuerza externa f(t) =
8sen 4t N si el sistema se encuentra en un medio donde la fuerza de amortiguamiento es

numéricamente igual a 4 veces la velocidad instantanea.
Determine:
a) La posicion x(t) y la velocidad v(t).
b) La grafica de x(t).
c) Trace las graficas del estado transitorio x.(t) y del estado estable x,(t) del sistema.
d) Eltiempo en que el sistema se estabiliza y la amplitud, periodo y frecuencia del

sistema una vez que se estabilizo.
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Solucién.

Datos:

m= 1kg, x=50cm=%m, f(t) = 8sen4t N, fA=4%N, g=10522

Calculamos el peso y la constante del resorte.

W=mg= (1kg)(10 3) = 10N f = kx, k=== —=——= 20 —

S x ; - 0.5m
La ecuaciéon de movimiento es de la forma.

dZX+ dx+k =f(
m—+ Btk = £ (0)

Para nuestro caso particular es de la forma.

d*x dx
Tl +4 Tt + 20x = 8sen(4t)

La solucién general de la ecuacion anterior es de la forma:
x(t) = xc(8) + x,(0)
Donde la solucion complementaria x.(t) es la solucién de la ecuacién homogénea.

dZX+4-dx+20 =0
dt? dt x=

Resolviendo la ecuacion homogénea por el método de la ecuacion caracteristica

tenemos.
m?>+ 4m + 20 =0

Resolviendo el polinomio caracteristicas las raices son.



222
my = —2+4 y my = =2 — 4i
Por lo tanto, la solucion complementaria es de la forma.
x.(t) = e ?'(cicos 4t + c, sen 4t)

Encontramos la solucion particular x,(t) de la forma.

x,(t) = Acos4t + Bsen4t

Obtenemos la primera y segunda derivada obteniendo.

x,(t) = —4Asen4t + 4Bcos4t y x;(t) = —16A cos4t — 16B sen4t

Sustituyendo la funcion x,(t) y las derivadas x;,,(t) y x;(t) en la ecuacion de movimiento
tenemos.
— 16A cos4t — 16B sen4t — 16Asen4t + 16B cos 4t + 20 A cos 4t + 20B sen 4t = 8sen 4t

Simplificando la expresién anterior obtenemos.

(4A+ 16 B)cos4t + (—16 A + 4B )sen4t = 8sen4t

Igualando coeficientes de las funciones de ambos lados de la ecuacion obtenemos el

sistema de ecuaciones simultaneas siguiente.
4A + 16B =0y —16A + 4B =38
Resolviendo el sistema de ecuaciones por el método de suma y resta obtenemos.

a=8, -2
—17 Y P Ty

Por lo tanto, la solucion particular x,(t) es de la forma.

2
x,(t) = L cos 4t + 17 sen 4t
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La solucién general es de la forma.

x(t) = e7?(c;cos 4t + c, sen4t) +I—: cos 4t + % sen 4t

Derivando la ecuacién x(t) obtenemos.

v(t) = e 2 ((4cy; — 2¢1) cos 4t — (4c; + 2cy) sen 4t) +% cos 4t + % sen 4t

Para calcular las constantes c; yc, utilizamos las condiciones iniciales de la forma

x(0) = 0 y v(0) =0 obtenemos.

8 8
—ﬁ=0y4‘62—2€1+ﬁ—0

1

Resolviendo el sistema de ecuaciones anterior por el método de sustitucion tenemos.

8

GG =5 YV & =

1 17

Considerando los valores de las constantes tenemos que la posicion x(t) es de la forma.

x(t) = e~?t (£cos4t + 2— sen 4t) +_—8 cos 4t + i sen 4t m
17 17 17 17

La velocidad es de la forma.

v(t) = e‘Zt(_—8 cos 4t — 36 sen4t) +i cos 4t + 32 sen 4t =
B 17 17 17 17 s

La grafica de la funcién posicion x(t) se muestra en la figura 4.12.



A(2.29,0.48)
B(3.08,—0.48)
C(3.87,0 .48)
D(7.79,—0.49)
E(5.44,0.49)
F(4.26,0)

G(7.79,—0.49)

x(t) = e‘”(

14
0.9
0.8{ =[m]
0.7
0.6
0.5

17 17

Il

8 2
—cos4t + — sen4t

224

) + 28 cosar + 2 4t
COS 17 sen m

17

-0.1
-0.2
-0.3
-0.4
-0.5
-0.6

Figura 4.12. Gréfica de posicién v tiempo
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El estado transitorio del sistema esta dado por la funcion x.(t) y su grafica se muestra en

la figura 4.13.
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Figura 4.13. Grafica de la respuesta del estado transitorio del sistema x.(t).
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El estado estable del sistema esta dado por la funcién x,(t) y su grafico se muestra en

la figura 4.14.
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Figura 4.14. Grafica de la respuesta del estado estacionario del sistema x,,(t).

De acuerdo con la grafica 4.8 de x(t) y considerando el punto F de la grafica tenemos

que para el tiempo t = 4.26 s es el tiempo en el que el sistema se estabiliza.

De acuerdo con los puntos C y E de la gréafica 4.10 la amplitud del movimiento cuando

el sistema se estabiliza es de A = 0.49 m y considerando el punto F de la gréfica el periodo es

deT = 1,57s.

4.4 Aplicaciones

Las vibraciones mecanicas amortiguadas forzadas son un fenédmeno que aparece en

diversos sistemas mecanicos, donde una fuerza externa periddica actua sobre el sistemay la

energia de vibracion se disipa con el tiempo debido a la amortiguacion. A continuacion, se

presenta un resumen de algunas aplicaciones concretas de estos conceptos en sistemas

mecanicos:



226

Amortiguadores de Automoviles:

Aplicacion: Los amortiguadores en los sistemas de suspension de los automoviles.

Funcion: Controlan las oscilaciones de la carroceria y las ruedas causadas por las

irregularidades de la carretera.

Principio: Utilizan el concepto de vibraciones amortiguadas para disipar la energia de
las vibraciones inducidas por los baches y otros impactos, proporcionando una conduccion mas

suave y segura.

Edificios y Estructuras Civiles:

Aplicacion: Edificios altos y puentes.

Funcion: Reducir las oscilaciones inducidas por el viento, los terremotos y otras fuerzas

dinamicas.

Principio: Sistemas de amortiguacion, como los amortiguadores de masa sintonizada,
que son dispositivos que consisten en una masa movil dentro de la estructura conectada
mediante resortes y amortiguadores. Estas masas oscilan en oposicion a la vibracion de la

estructura, disipando la energia vibratoria.

Maquinaria Industrial:

Aplicacién: Maquinas rotativas y herramientas de corte.

Funcion: Minimizar las vibraciones que pueden causar desgaste prematuro y fallos en

los componentes.

Principio: Utilizacion de amortiguadores y aisladores para reducir la transmision de

vibraciones al entorno y proteger tanto la maquina como el personal.

Electrodomésticos:



227

Aplicacion: Lavadoras y secadoras.

Funcion: Controlar las vibraciones durante el ciclo de centrifugado y otros procesos.

Principio: Incorporan sistemas de amortiguacion para evitar que las vibraciones dafen

los componentes internos y para reducir el ruido.

Aeronaves:

Aplicacién: Sistemas de aterrizaje y componentes estructurales.

Funcion: Absorber las fuerzas de impacto durante el aterrizaje y reducir las vibraciones

durante el vuelo.

Principio: Uso de amortiguadores hidraulicos y otros dispositivos de amortiguacion para

mejorar la durabilidad y seguridad.

Electronica y Sistemas de Instrumentacion:

Aplicacién: Dispositivos sensibles a las vibraciones, como discos duros y equipos de

laboratorio.

Funcion: Proteger los componentes internos delicados de las vibraciones externas.

Principio: Montajes de amortiguacién que aislan los componentes de las vibraciones,

mejorando la precisién y el funcionamiento.

Sistemas de Transporte Ferroviario:

Aplicacion: Vagones y trenes de alta velocidad.

Funcion: Mejorar la comodidad de los pasajeros y la estabilidad del tren.

Principio: Sistemas de suspension con amortiguadores que reducen las vibraciones

causadas por las irregularidades en las vias.
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En todas estas aplicaciones, el disefo y la implementacion de sistemas de
amortiguacion forzada son esenciales para mejorar el rendimiento, la durabilidad y la seguridad

de los sistemas mecanicos.

Las vibraciones mecanicas armonicas forzadas ocurren cuando un sistema es sometido
a una fuerza externa periédica, que puede ser sinusoidal o de otra naturaleza armoénica. Este
tipo de vibraciones tiene aplicaciones en diversos sistemas mecanicos donde es crucial
controlar o utilizar las oscilaciones inducidas. A continuacion, se presenta un resumen de

algunas aplicaciones concretas de estos conceptos:

Resonadores en Instrumentos Musicales:

Aplicacién: Guitarras, violines, pianos y otros instrumentos de cuerda.

Funcién: Generar sonido mediante la vibraciéon de las cuerdas.

Principio: Las cuerdas vibran de manera arménica cuando se tocan, produciendo
sonidos con frecuencias especificas. La caja de resonancia amplifica estas vibraciones,

mejorando la calidad del sonido.

Motores de Combustion Interna:

Aplicacion: Automaviles y motocicletas.

Funcion: Mejorar el rendimiento y reducir las vibraciones del motor.

Principio: Los contrapesos y los amortiguadores de vibraciones arménicas, como los
volantes de inercia, se utilizan para equilibrar las fuerzas internas y reducir las vibraciones que

se producen durante el funcionamiento del motor.

Sistemas de Climatizacién (HVAC):

Aplicacion: Compresores y ventiladores.
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Funcion: Reducir el ruido y las vibraciones transmitidas a las estructuras del edificio.

Principio: El uso de montajes con amortiguadores y aisladores que absorben las

vibraciones armoénicas generadas por los equipos en funcionamiento.

Puentes y Estructuras Civiles:

Aplicacién: Puentes peatonales y vehiculares.

Funcion: Mitigar las vibraciones inducidas por el tréfico y el viento.

Principio: Implementacion de amortiguadores y resonadores que contrarrestan las

vibraciones arménicas para mejorar la estabilidad y durabilidad de la estructura.

Sistemas de Transmisién en Maquinaria Industrial:

Aplicacion: Cajas de engranajes y correas de transmision.

Funcion: Minimizar las vibraciones que pueden causar desgaste y fallos en los

componentes.

Principio: Disefio de componentes que resuenen a frecuencias especificas para

contrarrestar las vibraciones no deseadas y mejorar la eficiencia operativa.

Aeronaves:

Aplicacién: Hélices y motores.

Funcién: Reducir las vibraciones para mejorar la comodidad y la seguridad.

Principio: Uso de equilibradores dinamicos y amortiguadores que gestionan las

vibraciones armdnicas generadas por las hélices y los motores durante el vuelo.

Equipos Electronicos y Electrodomésticos:

Aplicacién: Ventiladores, discos duros y electrodomésticos como lavadoras.
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Funcion: Reducir el ruido y mejorar la vida util de los componentes.

Principio: Empleo de montajes y estructuras que amortiguan las vibraciones armonicas

producidas durante el funcionamiento, previniendo el dafio y el desgaste prematuro.
Sistemas de Transporte Ferroviario:
Aplicacién: Trenes de alta velocidad.
Funcion: Mejorar la comodidad y la estabilidad del tren.

Principio: Sistemas de suspension y amortiguacion diseinados para absorber y

neutralizar las vibraciones armonicas generadas por el movimiento del tren sobre las vias.

Estas aplicaciones muestran cédmo los conceptos de vibraciones mecanicas armonicas
forzadas son cruciales en el disefio y funcionamiento de una amplia variedad de sistemas

mecanicos, mejorando su rendimiento, durabilidad y seguridad.
4.5. Ejercicios.

1.- Un bloque de peso de 70 N esta suspendido de un resorte que tiene una rigidez
de.600 % , Si al bloque se le imprime una velocidad de 1 SE hacia abajo, cuando el bloque esta
en una posicién de 1 m arriba de la posicién de equilibrio, el sistema se encuentra en un medio
cuya constante de amortiguamiento es de 50 % y sobre el sistema actua una fuerza externa
f(t) = 2cos6tN.Determine: a) x(t) y v(t)

b) el tiempo en que alcanza su maximo desplazamiento. Y el primer tiempo que pasa por

la posicion de equilibrio cuando el bloque viajaba hacia abajo.

2.- Una masa de 0.5slugs se coloca sobre un resorte vertical y lo estira 32in. El
movimiento comienza cuando la masa se encuentra 24 in por arriba de la posicion de equilibrio

y que se encuentra en reposo, el sistema se encuentra en un medio que ofrece una fuerza de
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amortiguamiento numéricamente igual a la tercera parte de la velocidad instantanea. Si sobre el
sistema actua una fuerza externa f(t) = 10 cos 3tlb . Determine la posicion y la velocidad en
cualquier instante de tiempo y trace las graficas.

3.- Un bloque de peso de 32 b se une a un resorte cuya constante de elasticidad es de
5% . cuando el bloque se encuentra a 12 in por debajo de la posicion de equilibrio y este lleva
una velocidad de 60 % hacia abajo y el sistema se encuentra en un medio donde la fuerza de
amortiguamiento es numéricamente igual a dos veces el valor de la velocidad instantanea y el
sistema interactua con una fuerza externa f(t) = 3cos2t — 12sen2t Ib.

Determine: a) la posicion x(t) del bloque y trace la grafica.

b) con ayuda de la grafica determine el tiempo que el sistema alcanza a estabilizarse

c) trace las gréficas de la solucién transitoria e indique que tipo de movimiento es y trace

las graficas de las soluciones de los estados transitorio y estable o permanente

d) calcule el periodo, la frecuencia lineal, la amplitud y el angulo de fase de la solucion

del estado permanente del movimiento.

4.- Un bloque de 20 N de peso, cuelga de un resorte estirandolo % m llevandolo a la
posicién de equilibrio. A partir de t = 0al sistema se le aplica una fuerza externa f(t) =

. . . . . . d
4 cos 5t N. el sistema esta en un medio que ejerce una fuerza de amortiguamiento F, = 3 d—’: N.

Determine: a) la posicion x(t) y la velocidad v(t) y trace sus graficas.

Determine con ayuda de x(t) que tipo de movimiento tiene el sistema en su estado

transitorio y el tiempo en que el sistema se estabiliza.
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5.- Un bloque de 20 N de peso, cuelga de un resorte estirandolo g m llevandolo a la
posicion de equilibrio. A partir de t = 0 al sistema se le aplica una fuerza externa f(t) =

4 cos 5t N. el sistema esta en un medio que no ejerce una fuerza de amortiguamiento

determine: a) la posicion x(t) y trace sus graficas y determine el periodo y la frecuencia

del movimiento

6.- Una masa de 3 kg cuelga de un resorte cuya constante de elasticidad es de 27% ,

sobre el sistema actua una fuerza externa f(t) = 3 cos 3t + 9 sen 3t N. El movimiento parte del

reposo desde la posicién de equilibrio. Determine a) La posicion x(t) y trace su grafico

b) determine si el sistema entra en resonancia en términos de las frecuencias y de las
amplitudes de x(t).

7. Un bloque de peso de 10 N cuelga de un resorte cuya constante de elasticidad es de
4% , sobre el sistema actua una fuerza externa f(t) = 5sen 2 tN. El movimiento parte del repo
y cuando el bloque se encuentra en una posicion de 2 m debajo de la posicidn de equilibrio
Determine a) La posicién x(t) y trace su grafico

b) determine si el sistema entra en resonancia en términos de las frecuencias

8.- Un bloque de peso de 10 N cuelga de un resorte cuya constante de elasticidad es de
16% , sobre el sistema actua una fuerza externa f(t) = 4cos 5t N. El movimiento parte del repo
y cuando el bloque se encuentra en una posicion de 2 m debajo de la posicidén de equilibrio

Determine a) La posicion x(t) y trace su grafico.

b) Determine si el sistema entra en resonancia en términos de las frecuencias en caso

de que el sistema no entre en resonancia explique que tipo de vibracion se obtiene.
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3.- Un bloque de peso de 30N se une a un resorte cuya constante de elasticidad es de
81% . cuando el bloque se encuentra a 12 cm por debajo de la posicién de equilibrio y este
lleva una velocidad de 40 % hacia abajo y el sistema se encuentra en un medio donde la
fuerza de amortiguamiento es numéricamente igual a nueve veces el valor de la velocidad
instantanea. Y el sistema interactia con una fuerza externa f(t) = 3cos2t — 12sen2t N.
Determine: a) la posicion x(t) del bloque y trace la grafica.

b) Con ayuda de la grafica determine el tiempo que el sistema alcanza a estabilizarse

c) trace las graficas de la solucién transitoria e indique que tipo de movimiento es y

trace las graficas de las soluciones de los estados transitorio y estable o permanente

d) calcule el periodo, la frecuencia lineal, la amplitud y el angulo de fase de la solucion

del estado estacionario del movimiento.

10.- Realice una investigacion y de cinco casos practicos de disefio mecanico de
ingenieria donde se utiliza el fendmeno de resonancias y explique cémo se aplica dicho

concepto.
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Capitulo V. Sistemas vibratorios mecanicos de dos grados de libertad
Objetivo. Analizar y caracterizar sistemas vibratorios de dos grados de libertad para

generar los modelos correspondientes con la finalidad de comprender su comportamiento.

Estudiar los sistemas mecanicos de dos grados de libertad es importante por varias

razones de las cuales enunciamos algunas de ellas:

Comprensién Fundamental: Proporciona una base sdlida para entender sistemas mas
complejos. Muchos sistemas reales pueden ser descompuestos o aproximados como sistemas

de dos grados de libertad, lo que facilita su analisis y disefio.

Aplicaciones Practicas: Se encuentran en una variedad de aplicaciones practicas, como
la ingenieria automotriz, la aeroespacial, la robdtica, y la biomecanica. Por ejemplo, el analisis
de vibraciones en un automévil puede modelarse inicialmente como un sistema de dos grados

de libertad.

Analisis de Vibraciones: Permite el estudio detallado de las vibraciones. Este analisis es
crucial para identificar y mitigar problemas de resonancia, que pueden causar dafos o fallos en

estructuras y maquinas.

Disefio y Control: Ayuda en el disefio y control de sistemas mecanicos. Conociendo
cémo responde un sistema a diferentes fuerzas, se pueden disefar estrategias de control mas

efectivas y eficientes.

Simulacion y Modelado: Facilita la simulacion y modelado de sistemas. Los modelos de
dos grados de libertad son lo suficientemente complejos para ser realistas, pero lo

suficientemente simples para ser manejables en simulaciones y calculos.
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Educacion y Formacién: Es un paso intermedio esencial en la formacion de ingenieros y
cientificos. Estudiar sistemas con un grado de libertad es un punto de partida, y los sistemas de

dos grados de libertad son el siguiente paso légico antes de abordar sistemas mas complejos.

El estudio de sistemas mecanicos de dos grados de libertad es crucial para una
comprension completa y practica de la dindmica y el control de sistemas mecanicos en

ingenieria y ciencias aplicadas.

5.1 Ecuaciones de movimiento de sistemas mecanicos vibratorios de dos grados de
libertad.

En la ingenieria y la fisica, un sistema vibratorio de dos grados de libertad es aquel en el
cual dos coordenadas independientes son necesarias para describir completamente su
movimiento. Este tipo de sistemas es fundamental en el analisis de vibraciones porque
representa una extensién natural de los sistemas de un solo grado de libertad, proporcionando
un entendimiento mas profundo y detallado de las interacciones dinamicas en estructuras y

mecanismos complejos.

Los sistemas de dos grados de libertad son comunes en diversas aplicaciones

practicas, tales como:

Edificios y estructuras: La respuesta sismica de un edificio de dos pisos puede

modelarse como un sistema de dos grados de libertad.

Maquinaria y equipo: La vibracion de maquinas herramienta, como una prensa

taladradora, a menudo puede analizarse mediante este modelo.

Vehiculos: El analisis de la suspension de automdviles o aeronaves puede beneficiarse

del estudio de sistemas con dos grados de libertad.
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Al pasar de sistemas de un grado de libertad a dos grados de libertad, emergen dos

fendmenos fisicos importantes:

Frecuencias Naturales Multiples: Un sistema con dos grados de libertad tiene dos
frecuencias naturales. Estas frecuencias corresponden a los modos de vibracién en los cuales

el sistema puede oscilar de forma libre y sin amortiguamiento.

Formas Modales: Ademas de las frecuencias naturales, los sistemas de dos grados de
libertad poseen formas modales, que describen el patrén de movimiento relativo entre las

masas del sistema en cada una de sus frecuencias naturales.

A continuacién, se da una introduccion de sistemas de dos grados de libertad y como
resolver la respuesta de cada grado de libertad, para el estudio de este tipo de sistemas se
presentan diferentes estudios como son la utilizacion del método de fuerzas o leyes de Newton,
las leyes de la conservacion de la energia o ecuaciones de Lagrange y la aplicacidn de la teoria
de matrices y vectores para resolver problemas de andlisis de vibraciones para resolver
problemas mas complejos. Se utiliza la teoria de matrices y vectores en codigos

computacionales.

Al pasar de sistemas con un grado de libertad a sistemas de dos grados de libertad,
resultan dos fendmenos importantes, los sistemas vibratorios de dos grados de libertad tienen
dos frecuencias naturales. En el estudio de sistemas de dos grados de libertad aparece un
fendmeno de las formas modales en una vibracién que no esta presente en sistemas de un
grado de libertad. Una forma modal es un vector que describe el movimiento relativo entre las
dos masas. Estos conceptos importantes de multiples frecuencias naturales y formas modales
que estan intimamente ligados a los conceptos matematicos de valores propios de la teoria
matricial lo cual plantea el problema de analisis de vibraciones en términos de vectores y

matrices.
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A continuacién, se muestran ejemplos de sistemas vibratorios de dos grados de libertad.
Consideramos el movimiento de dos masas como se muestra en la figura 5.1 a, el cual muestra
un modelo simple de dos grados de libertad el cual consta de dos masas m; y m, conectadas
en serie por resortes, en la figura 5.1 b se muestra un sistema de dos grados de libertad que
consta de una sola masa m y se mueve sobre el eje vertical y horizontal en direcciones x; y x,
respectivamente y la figura 5.1 ¢ se muestra un sistema de dos grados de libertad que consta
de una masa m cuyo movimiento se describe con un grado de libertad x por su movimiento

de translacién y otro grado de libertad 6 por su movimiento de rotacion.

X1 X5
1 2
Xy ke
my m; -
a) X1
b)
k
6
m ky
X
c)

Figura 5.1. Sistemas de dos grados de libertad.
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Para la obtencién de las ecuaciones de movimiento de un sistema vibratorio de dos
grados de libertad consideramos el sistema de dos masas m; y m, conectados en serie a
través de dos resortes de constantes k; yk, y sin amortiguamiento sobre el cual actia una

fuerza instantanea, como se muestra en la figura 5.2.

Xy X5
7 ka ke
% my m;

Figura 5.2. Sistema masa-resorte de dos grados de libertad.

Procedemos a utilizar el método de fuerzas o de Newton de la forma siguiente:

El diagrama de cuerpo libre para las fuerzas de restitucion de los resortes que actian
sobre las masas m; y m, se muestra en la figura 5.3. En el diagrama omitiremos las fuerzas
que actuan sobre la vertical las normales y los pesos ya que en esa direccion estan en

equilibrio.

kqx ko (o, —x;)  Ka(xz —x1
ml 22 — X ) mz
— —
X1 X2

Figura 5.3. Diagrama de cuerpo libre de sistema de dos grados de libertad.

Sumando las fuerzas que actuan en cada masa sobre la horizontal tenemos el sistema

de ecuaciones 5.1.
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d2
™ ;ng(t) = —kyx1(£) + k2 (x2(8) = 2, (®)) ov eee oo (5.1)
d2
m2 ;Tzz(t) = —kz (x2(t) = x1(0))

Del sistema de ecuaciones 5.1 se obtienen las ecuaciones de movimientos del sistema de dos

grados de libertad de la forma 5.2.

d?x,(t)
my BPTE + (ky + ky)x 1 (t) —kyxy(t) =0, (5.2)
d?x,
mZW - kz xl(t) + kz xz(t) = 0

Las ecuaciones 5.2 son dos ecuaciones diferenciales homogéneas de segundo orden
con coeficientes constantes los cuales dependen de las masas y los coeficientes de los
resortes, cada una de las cuales requiere de dos condiciones iniciales para resolverse. Por lo
tanto, estas dos ecuaciones estan sujetas a las cuatro condiciones iniciales para poder
resolverlas como se muestra en las ecuaciones 5.3.

dx1(0)  dxqg
dt  dt

dx;(0)  dxy
dt — dt

X1 (0) = x40, » X2 (0) = Xy,

Las condiciones 5.3 representan las posiciones y las velocidades iniciales de las masas
m; y m, respectivamente y las cuales se conocen. Fisicamente las ecuaciones de movimientos
del sistema indican que el movimiento de la masa m, y el cambio de posicién x, afecta al

movimiento de la masa m, y a su cambio de posicidn x, y viceversa.
Método matricial.

El método de matrices para el analisis de vibraciones es una técnica utilizada en
ingenieria para estudiar y predecir el comportamiento vibratorio de sistemas mecanicos y

estructurales. Este método se basa en el uso de algebra matricial para obtener y resolver las
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ecuaciones diferenciales que describen el movimiento vibratorio. Para aplicar el método en la
obtencion de las ecuaciones de movimiento de un sistema mecanico vibratorio de dos grados

de libertad procedemos de la forma siguiente.

Definimos al vector ¥ como el vector columna cuyas componentes son dos respuestas

de interés de la forma 5.4.

2(t) = [’;12((?) .......... (5.4)

Al vector 5.4 se le llama vector desplazamiento o respuesta y es una matriz de
funciones de 2X1. Si consideramos que la derivada de un vector es la derivada de cada una de

sus componentes tenemos las ecuaciones 5.5.

dxq(t) d?x4(t)
E = dxz (t) y F = d2x2 (t) .............. (5.5)
dt dt?

En las ecuaciones 5.5 se muestran los vectores de la velocidad y aceleracion respectivamente,
ahora si partimos de la definicion de una matriz cuadrada la cual es una matriz que tiene el
mismo numero de filas que de columnas, entonces podemos tomar dos vectores columna de
2x1 para formar una matriz de 2x2, entonces como caso particular podemos generar una matriz

de 2x2 tomando los valores de las masas m; y m, de la forma 5.6.

Sabemos que los vectores columna y las matrices se pueden multiplicar de diferentes
maneras. Para el analisis de sistemas vibratorios el método mas conveniente para definir el
producto de una matriz y un vector es definir el resultado como un vector cuyas componentes

como el producto punto del vector por cada fila de la matriz, es decir tomando cada fila de la
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matriz como un vector, decir si tomamos al vector X como un vector columna de 2x1 de la forma

5.7.

2(t) = 28] ...... (5.7)

Entonces el vector columna transpuesto es de la forma 5.8.

2T = [a@® x®)]....... (5.8)

Por lo tanto, si obtenemos el producto escalar o punto del vector transpuesto por el vector

tenemos la expresion 5.9.

AV 2

TORD) = [0 x0)] [xz o= B R (5.9).

Podemos observar de la ecuacion 5.9 que el producto escalar da como resultado un
escalar, recordando del algebra de matrices que le producto de un escalar a por un vector x es

definido por la expresion 5.10.
ax =a[xt) x@)] = [ax () axy,()]........ (5.10)

A continuacion, utilizaremos los conceptos anteriores para obtener por el método de
matrices las ecuaciones de movimiento del sistema mecanico de dos grados de libertad que se

muestra en la figura 5.2.

Partiendo de la consideracion de los parametros que definen al sistema que son las
masas m, y m, Y las constantes de los resortes k,; y k, respectivamente y considerando las
aceleraciones de las masas a, y a, respectivamente, generamos la matriz M cuadrada de 2x2

y el vector columna de 2x1 de aceleracion los cuales se muestran en las ecuaciones 5.11.

d?x, (t)
mq 0 ] dz.)_é dtZ
M= i T T 5.11
[ 0 my]| ¥ @z |d%x,) 11

dt?
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A continuacioén, obtenemos el producto punto entre ellos, el cual toma la forma de la

ecuacion 5.12.

A d?x,(t) d?x,(t)
dtz -_ 0 mz dzxz(t) -_ dzxz(t) ---------- .
dt2 M2 ¢z

Podemos observar que el producto de una matriz por un vector columna da como
resultado un vector que en este caso las componentes de este vector son las aceleraciones

respectivas de cada una de las masas m; y m,.

A continuacién, definiremos la matriz cuadrada K de 2x2 con ayuda de las constantes
de los resortes k; y k, y formamos el vector columna X con ayuda de las posiciones de las

masas respectivas, obtenemos la expresion 5.13.

K= [kl_;’czkz _kz] y = [28 ........... (5.13)

Calculando el producto de la matriz K y el vector X y obtenemos la expresion 5.14.

K3 = [kl + k, —kz] [xl(t)] _ [(kl + k)x1(t)  —kyxp(t)

—k; x(0)] —kyx1(t) Ky xp(t)
Consideremos la ecuacion vectorial de la forma 5.15.

Md2£+K*—6 5.15
72 X =0.......... (5.15)

Donde 0 es el vector columna cero y es de la forma 0= [g] Sustituyendo los valores

de las expresiones 5.12 y 5.14 en la expresion 5.15 se obtiene la ecuacion 5.16.

dx,(t)
ml - _
dtz (kl + kz)xl(t) kzxz(t) _ 0
0 + [ e . xz(t)] =[] e (5.16)
2

dt?
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Realizando la suma en la expresion 5.16, se obtiene la expresién 5.17.

d?x,(t)
m; ——— + (kg + k)x(t) — kyx5(0)
dt =[° (5.17)
42, (1) ol |
m; —2 ~ kzx1(t) + kz x2(t)

Considerando que dos vectores son iguales si y solo si son iguales componente a
componente, por lo tanto, se obtiene el sistema de ecuaciones diferenciales homogéneas de

segundo orden 5.18.

d?x,(t)
L EBO 4 kg + k(D) — ka0 = 0

dZ (t) ...............
2 ;tzz —kax1(t) + ky x2(t) = 0

El sistema 5.18 es el sistema de las ecuaciones de movimiento que describen el

comportamiento del sistema mecanico de dos grados de libertad.

Como se puede observar el sistema de ecuaciones 5.18 es idéntico al sistema 5.2

obtenido por el método de fuerzas.

A las matrices M = [m1 0 ] y K = [kl ks _kz] se les conoce como la matriz

de masa y la matriz de rigidez respectivamente.

De la deduccion de la ecuacién de movimiento de un sistema mecanico vibratorio de
dos grados de libertad por el método matricial y el método de fuerzas o leyes de Newton,
podemos observar que existe una conexién importante entre el analisis matricial y el analisis de
vibraciones. Esta conexion da las bases para el analisis de sistemas vibratorios de varios
grados de libertad lo cual permite resolver problemas mas complejos con ayuda de la teoria de

matrices y del calculo computacional.
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Teoria de Lagrange.
Ecuacion de Lagrange para un sistema no amortiguado.

El Lagrangiano es una funcién matematica utilizada en la mecanica clasica y en la
teoria de campos para describir la dinamica de un sistema fisico. En términos generales, el
Lagrangiano L de un sistema se define como la diferencia entre la energia cinética Ky la

energia potencial U del sistema como se muestra en la ecuacion 5.19.

Esta funcion se usa en el formalismo de Lagrange para obtener las ecuaciones de
movimiento de un sistema fisico, conocidas como ecuaciones de Euler-Lagrange. Estas
ecuaciones se derivan aplicando el principio de accién minima, que establece que el camino
seguido por un sistema entre dos estados es aquel que minimiza la acciéon S, definida como la

integral del Lagrangiano a lo largo del tiempo como se muestra en la ecuacion 5.20.
S = f Ldt......... (5.20)

Las ecuaciones de Euler-Lagrange para una coordenada generalizada q; y su derivada

dq; . .,
temporal % = d, se expresan de la forma de la ecuacion 5.21.

d(BL) oL

—\5= = 0eeeereeenennn 5.21
a4, (5:21)

dt Caq

Este formalismo es muy poderoso porque permite tratar sistemas complejos de manera
sistematica y es la base de muchos desarrollos en fisica y en caso particular en el analisis de
sistemas mecanicos vibratorios de varios grados de libertad y en caso particular para el caso

particular de dos grados de libertad que son los sistemas que analizamos en este capitulo.
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A continuacién, presentamos un resumen de como aplicar el Lagrangiano para la

deduccion de las ecuaciones de movimiento de un sistema mecanico vibratorio.

Para utilizar el Lagrangiano en la deduccién de las ecuaciones de movimiento de un

sistema vibratorio de varios grados de libertad se siguen los siguientes pasos.

1.- Definir las coordenadas generalizadas, es decir hay que identificar las coordenadas
generalizadas q; que describen las configuraciones del sistema, para un sistema vibratorio

mecanico estas pueden ser lineales o angulares.

2.- Obtener las expresiones para la energia cinética y la energia potencial en términos
de los parametros a los elementos que generan al sistema y de las coordenadas generalizadas
dgi _

g; Y sus derivadas temporales i q,

3.- Formar el Lagrangiano como se muestra en las ecuaciones 5.22.
L=K-=U.......(522).

4.- Aplicar las ecuaciones de Lagrange. Las ecuaciones de movimiento se obtienen
aplicando las ecuaciones de Lagrange que son de la forma 5.23.
d ( aL) dL

—(— = 0o (52
dt\aq, 0 (5:23)

aq;
Estas ecuaciones se deben aplicar a cada una de las coordenadas generalizadas q;

que describen el comportamiento del sistema.

A continuacién, aplicaremos la teoria de Lagrange para la deduccion de las ecuaciones
de movimiento del sistema de la figura 5.2, el cual consta de dos masas m; y m, conectadas
en serie por dos resortes cuyas constantes de rigidez son k; y k,y que no interactian con un

medio de amortiguamiento.

Aplicando el procedimiento anterior tenemos.
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1.- Las coordenadas generalizadas para este caso son los desplazamientos de las

masas x;(t) y x,(t).

2.- Las energias cinética y potencial estan dadas por la ecuacion 5.24.

1 d S d 2 1
K:Em1< x;?) + Emz( x;f”) y U= Shaad + 0@ - x©) ... (524)

3.- El Lagrangiano para este caso es de la forma de la ecuacion 5.25.

2 2
L=K-U-= 1m1 <dx1(t)> + 1m2 (de(t)>

2 dt 2 dt

- 21 key (ocy (£)% — 21 RO IR ) (5.25)

4.- Aplicamos las ecuaciones de Lagrange para cada coordenada x,(t) y x,(t)

obtenemos.

Para la coordenada x; (t) la ecuacion de Lagrange queda de la forma 5.26.

d d
E(ml x;t(t)> — (k121 (t) — ko (x2(t) — x1(£))) = 0. (5.26)

Para la coordenada x, (t) la ecuacién de Lagrange queda de la forma 5.27.

d < dx,(t)
m;

T I >+ k() — x1()=10........... (5.27)

Reduciendo a la forma final las ecuaciones 5.26 y 5.27 se obtiene el sistema de

ecuaciones diferenciales homogéneas de segundo orden 5.28.

d?x,(¢)
S dez + (kg + k2)x1(8) —kax(t) = 0

dzxz(t) ..........
m, T _kle(t) + kz xZ(t) =0

my
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Como podemos observar el sistema de ecuaciones 5.28 obtenidos por el método de Lagrange
coincide con los sistemas de ecuaciones 5.2 y 5.17 obtenidos anteriormente por los métodos

de fuerzas y matricial respectivamente.

Ejemplo1. Se tiene un sistema generado por dos bloques de masas m; y m, que estan
unidos por tres resortes conectados a los bloques en serie y cuyas constantes son k, ,k, y k3
respectivamente como se muestra en la figura 5.4. Determine las ecuaciones de movimiento

por el método de Lagrange.

X1 xZ
— L
ky k, 3 N
i
N

Figura 5.4. Sistema masa-resorte de dos grados de libertad con tres resortes en serie
Solucién.
Determinamos el sistema de ecuaciones de movimiento del sistema.

e : .. dq; . d?q; ..
Para la solucion introduciremos la notacion = = ¢,y —%' = G,

Para la obtencién de las ecuaciones de movimiento utilizaremos el Lagrangiano y las
ecuaciones de Lagrange.

=0

d <8L> oL
aq;

L=K-U y —(—
Y q\aq,

Las coordenadas generalizadas son x;(t) y x,(t)

Las energias cinematica y potencial del sistema esta dadas por.
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1 N2 1 . \2
K= 5 my (%)% + EmZ(xZ)

1 2 1 2 1 2
U = Ekl x1 + Ekz(Xz _xl) + §k3 x2

Calculamos para x; (t).

El Lagrangiano es de la siguiente forma.

1 . 32 1 SR 1 2, 1 2, 1 2
L=K-U= Em1(x1) + Zmz(xz) —(Ek1x1+§k2(x2—x1) +Ek3x2)

Aplicamos la ecuacion de Lagrange de la forma siguiente.

oL d <6L

6_x'1= mp Xy y at 6_x1>= my Xq

oL
a_x1 = —kyx; + ky(x2 — x1)

Sustituyendo estos resultados en la ecuacion de Lagrange queda de la siguiente

manera.
my ¥y + kyx; —ka(x; —x1) =0
Calculamos para x, (t).

oL d(@L

— — )= myx;
axz) 272

9%, =MaXxy ¥y at

oL
a_xz = —ky(x; — x1) — k3x;

Sustituyendo estos resultados en la ecuacion de Lagrange queda de la siguiente

manera.

mzxz + kz(.XZ _xl) + k3X2 = O
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Entonces el sistema de ecuaciones de movimientos del sistema es de la forma.
my X7 + (ki+ky) x1 —kyxy; =0
my Xy — kyxq + (ky +k3)x, =0
Ecuacion de Lagrange para un sistema no amortiguado forzado.

Para obtener las ecuaciones de movimiento utilizando la teoria de Lagrange cuando
actuan fuerzas externas sobre las masas, se sigue un procedimiento que incluye definir la
energia cinética, la energia potencial, y el trabajo de las fuerzas externas. Aqui se detallan los

pasos:

1.- Definir las coordenadas generalizadas, es decir hay que identificar las coordenadas
generalizadas q; que describen las configuraciones del sistema, para un sistema vibratorio

mecanico estas pueden ser lineales o angulares.

2.- Obtener las expresiones para la energia cinética y la energia potencial en términos
de los parametros a los elementos que generan al sistema y de las coordenadas generalizadas

, da
q; Y sus derivadas temporales % = g,.

3.- Formar el Lagrangiano dado por la ecuacion 5.29.
L=K-U........(529).

4.- Aplicar las ecuaciones de Lagrange. Las ecuaciones de movimiento se obtienen
aplicando las ecuaciones de Lagrange que son de la forma 5.30.
d ( (’)L) JdL

a(°x = Qi 5.30
dt \aq, @ (>:30)

_a_qi_

Donde Q; son las fuerzas externas que actuan sobre el sistema.
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A continuacién, aplicaremos la teoria de Lagrange para la deduccion de las ecuaciones
de movimiento del sistema de la figura 5.5, el cual consta de dos masas m; y m, conectadas
en serie por dos resortes cuyas constantes de rigidez son k, y k, y que no interactian con un

medio de amortiguamiento, pero sobre la masa m, actua una fuerza externa F(t).

X1 x2
i i o)
mq m,

Figura 5.5. Sistema masa-resorte no amortiguado forzado de dos grados de libertad

Aplicando el procedimiento anterior tenemos.

1.- Las coordenadas generalizadas para este caso son los desplazamientos de las

masas x4 (t) y x,(t).

2.- Las energias cinética y potencial estan dadas por la ecuacién 5.31.

1 (d 21 (d 2 1
K=Em1< x;t(t)> + §m2< x;t(t)> y U = > kyx? + ky (x2(0) — x(8)2...... (5.31)

3.- El Lagrangiano para este caso es de la forma de la ecuacion 5.32.

1 do () 1 dx, ()
L—K—U—§m1< dt>+zm2 dt

1 1
— 5 kCa®)? = 5k (() = w@®) (5.32)

4.- Aplicamos las ecuaciones de Lagrange para cada coordenada x, (t) y x,(t)
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Para la coordenada x; (t) la ecuacion de Lagrange queda de la forma 5.33.

d < dx, (t)
my

dt dt >_(_k1x1(t)_k2(xz(t) — x())=0..een (5.33)

Para la coordenada x, (t) la ecuacion de Lagrange queda de la forma 5.34.

M2 ¢

d dx,(t)
il

>+ ky(e2() — %1(0)) = F(t)urnnnnn.. (5.34)

Reduciendo a la forma final las ecuaciones 5.33 y 5.34 se obtiene el sistema de

ecuaciones diferenciales homogéneas de segundo orden 5.35.

d?x,(t)
my —5— + (ky + k2)x1(8) —kax(t) =0
T e (5.35)
m; —2 —kyx1(t) + Ky x3(8) = F(0)

En mecanica, cuando se analiza un sistema con amortiguamiento, se introduce el

término de Rayleigh R para representar la disipacion de energia debido al amortiguamiento.

Este término permite que el analisis de Lagrange, que se usa normalmente para sistemas
conservativos (sin pérdida de energia), pueda extenderse a sistemas donde hay pérdida de

energia por friccion o resistencia.

Ecuacion de Lagrange para Sistemas Amortiguados.
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El Lagrangiano L de un sistema mecanico se define como la diferencia entre la energia

cinética K y la energia potencial U:

L=K —-U

Para obtener las ecuaciones de movimiento, se utilizan las ecuaciones de Lagrange

5.36:
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= 0eeeeeeen (5.36)

d <6L) daL
aq;

dt\aq,
Donde gq; representa las coordenadas generalizadas y ¢, sus derivadas.

Para considerar el amortiguamiento se le hace una modificacion a la ecuacién de
Lagrange para sistemas conservativos introduciendo el termino de Rayleigh para de esta
manera poder incluir los efectos del amortiguamiento lo cual dan como resultado la disipacion
de energia del sistema. El termino Rayleigh no se incluye en el Lagrangiano, si no que este se

incorpora en las ecuaciones de Lagrange para considerar la energia disipada.

El termino Rayleigh R define en funcidn de las velocidades generalizadas y tiene la

forma de la ecuacién 5.37.

1 .2 1 .2

Donde C; son los coeficientes de amortiguamiento asociados a cada coordenada

generalizada q;.

De esta manera las ecuaciones de Lagrange considerando el termino Rayleigh R
qguedan de la forma de la ecuacion 5.38.
d (aL) JL JR

il (el I S 5.38
dt\dq, dq; a4, ( )

Las ecuaciones de Lagrange se modifican para asi poder incluir los efectos del

, . : oR L ,
amortiguamiento, donde en este caso el termino ~ 4 representa la fuerza disipativa debido al

1

amortiguamiento.

Ejemplo 2. Se tiene un sistema de dos grados de libertad que consta de dos masas

my y m, conectadas entre si por dos resortes de constantes k, y k, respectivamente y entre las
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masas hay dos medios de amortiguamiento cuyas contantes de amortiguamiento g3, y 5,, como

se muestra en la figura 5.6. Determine el sistema de ecuaciones de movimiento del sistema.

1 2 m, |
o My |—Tp My

Figura 5.6. Sistema de dos grados de libertad masa-resorte amortiguado.

ARANNEN

Solucién.
Calculamos las energias del sistema, termino de Rayleigh y el Lagrangiano.

Energia cinética K.

1 (du®\ 1 (dx )
K_§m1< dt > T2\ T

Energia potencial U.

1 1
U= = ky(xq ()% + > ky (1) —  x1(t))?

El termino de Rayleigh.

L1 (dy O\ 1 (dxy (D))
R_Eﬁl< dt ) +Eﬁ2< dt >

Lagrangiano del sistema.

1 (d 21 (d 21 1
L=K -U= 5m1< x;f”) + E””z( x;ft)) - S Han®) =5 o @O - x©)
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Las ecuaciones de Lagrange, considerando el termino de Rayleigh y las coordenadas

generalizadas x; (t) y x,(t) quedan de la siguiente manera.

Para la coordenada x; (¢t).

d (OL) JdL _ dR
dt\ox,)  oax,  ox,

Realizando las derivadas para cada termino tenemos.
oL dx,(t) d /0L d?x,(t) oL
T =™ e rgtaa) =™ g g =~ km® FeGa® - k()
R dx,(t) dx,(t) dx, () dx(t) dx,(t)
0%, PrTa thTg TPy =Gt =G — by

Sustituimos los valores calculados anteriormente en la ecuacién de Lagrange para un

sistema amortiguado tenemos.

d? d d
me S0 )~ laGa® — @) = - @ +p) TR 4 g, P20

Para la coordenada x, (t).

d (GL) oL dR
dt\ax, Ax, 0%,
Realizando las derivadas para cada termino tenemos.
oL dx,(t) d /oL d?x,(t) oL
o™ g qilan) =™ e =~ G® = k) =~k + kx
R dx,(t)  dx(0) dx,(t) dx,(t)
0x, B2 (=4, a ) =Py 2 dt

Sustituimos los valores calculados anteriormente en la ecuacién de Lagrange para un

sistema amortiguado tenemos.
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d?x,(t) dx,(t) dx,(t)
My ——2 + koxa(8) — kaxi(t) = — s at 2 711

Por lo tanto, las ecuaciones de movimiento del sistema quedan de la siguiente forma.

d? d d
mq ;C;z(t) + (B +B2) x;t(t) - B2 X;t(t) + klxl(t) —k, (x, () — x.(t) =0
d? d d
my —;Ctzz(t) , x;ft) _ ,82 xdl—t(t) + k2x2 (t) _ k2x1 (t) =0

Método de variables de estado en la solucion de ecuaciones diferenciales de

segundo orden.

El método de variables de estado para la solucion de ecuaciones diferenciales
homogéneas de segundo orden es una técnica que transforma una ecuacion diferencial de
segundo orden en un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden. Este método es
especialmente util en analisis de sistemas dinamicos y control, donde se facilita la

representacion y solucion de ecuaciones diferenciales.
Proceso para aplicar el método:

Transformar la ecuacién diferencial de segundo orden: Supongamos que tenemos una

ecuacion diferencial homogénea de segundo orden de la forma 5.39:

. dzy(t)+a dy(t)
T Lode

+ ayy(t)=0.........(539)

El objetivo es convertir esta ecuacion en un sistema de ecuaciones diferenciales de

primer orden para lo cual se realiza el siguiente procedimiento.

Definir las variables de estado: Se definen dos nuevas variables, que llamaremos

x1(t) y x,(t) donde quedan definidas de la forma 5.40:
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dy(t
1O =y y xO)=—7" .- (5.40)

Ahora, expresamos las derivadas en términos de las variables de estado x, (t) y x,(t)

quedando de la forma 5.41.

dxy (8) _ dy(t) _

dx, () _ d’y(®)
a - a -0 =

dt — dt?

. (5.41)
Reescribir la ecuacion original: Sustituyendo en la ecuacién original y utilizando las
definiciones de x, (t) y x,(t) ,obtenemos la ecuacién 5.42.

dx,(t)

azT + a; %,(t) + apx,(t) =0...........(5.42)

Ahora tenemos un sistema de dos ecuaciones diferenciales de primer orden de la forma

5.43:
dx,(t) dx(t) a Qo
— =_ = - e e (5.4
n x5 (t) o 2, 2 (®) 2 x4 (£) (5.43)
Representaciéon matricial: Este sistema se puede escribir en forma matricial de la forma
5.44:
0 1
ﬁ[xl(t)] - [—_ao —_al] [xl(t) e (5.44)
dt Xz(t) a, a, xz(t)

Solucion del sistema: Una vez que tienes el sistema de ecuaciones de primer orden, se
puede resolver usando técnicas estandar para sistemas lineales, como el uso de exponentes

matriciales o la diagonalizacion de la matriz de coeficientes u otros segun convenga.

El procedimiento anterior se debe de realizar tantas veces como coordenadas

generalizadas se tenga es decir para un sistema de un grado de libertas se requieren dos
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variables de estado, para un sistema de dos grados de libertad se requieren cuatro variables de

estado.

Este método es poderoso porque permite abordar ecuaciones diferenciales complejas
de una manera sistematica y estructurada, especialmente cuando se manejan sistemas

dinamicos o se aplica control sobre el sistema descrito por las ecuaciones diferenciales.

Ejemplo 2. Se tiene un sistema vibratorio de dos grados de libertad consideramos el
sistema de dos masas m; y m, conectadas en serie a través de dos resortes de constantes
k, y k, y sin amortiguamiento sobre el cual actua una fuerza instantdnea, como se muestra en
la figura 5.7. Determine por el método de variables de estado los desplazamientos de las

masas y trace sus graficas.

X1 X5
» k.
% my m;

Figura 5.7. Sistema vibratorio de dos grados de libertad no amortiguado

Solucién

Partiendo del sistema de ecuaciones de movimiento del sistema son las siguientes.

d?x,(t)
My =z + (k1 + k)1 (8) —koxa(®) = 0
d?x,(t)
m; dt2 —kyx1(t) + ky x(t) = 0

El sistema de ecuaciones se pueden escribir en la forma matricial.
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d?xy(t)
[m1 0 ] dt? " [k1 + k» —kz] [x1(t)] [
my | [d%x,(t) —k; x2()] 10
dt?
d?x,(t)
despejando 2‘“2 se tiene la siguiente ecuacion.
d“x,(t)
dt?
d?x(t)
ez | _ _[ml 0 ]‘1 [kl + ky —kz][xl(t)]
d?x,(t) m; —k; x2(t)
dt?

Para nuestro ejemplo m; = 1 kg, m, = 2kg, k; = 10 N/m, k, = 100 N/m, lo anterior se

reduce a

d?x; (t)
[ ;lct2 ]z[—llo 100”?61]

d?x,(t) 50 =50
dt?
d?x,(t)
dt? _ [—110x1 + 100x2]
d?x,(t) 50x; — 50x,
dt?

Que es un sistema de dos ecuaciones diferenciales de segundo orden, mismo que se
puede convertir a un sistema de cuatro ecuaciones diferenciales de primer orden agregando las

variables de estado de la forma siguiente

X1
X1 Xy
X
i)y =2 =%,

X3 dt
.X4 \dXZ/
dt
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Derivando respecto del tiempo se tiene

dxq

dt X3

dx, X4
dXt) | ar | _| @*a®
dt | dxs |~ dt?

a \dez(t)

dx, dt?

dt

Sustituyendo las expresiones de las aceleraciones de las masas en lo anterior se tiene.

X3
dx(t) X4
dt ~ | —110x; + 100x,
50x; — 50x,
Que se puede escribir como
R 0 0 1 0\ /%
dx(@®) _[ 0 0 0 1|[*
dt —110 100 0 O /| *3
50 =50 0 0/ \X4
0 0 1 0
. dX(t) o _ 0 0 0 1 .
Es decir = Ax(t), donde A = _110 100 o0 o) resultando en un sistema de 4
50 =50 0 O
ecuaciones diferenciales de primer orden.
Aplicando transformada de Laplace a % = AX(t) se tiene

sx(s) — x(0) = Ax(s)
sx(s) — Ax(s) = %(0)

La cual se puede escribir de la forma sl,.,%(s) — AX(s) = ¥(0), donde I,,, es la matriz

identidad de 4 x 4, despejando x(s)se tiene la siguiente ecuacion.

(slgxa — A)x(s) = x(0),



X(s) = (slaxs — A)_lf(o)

Que resulta en

s3+50s 100s s2+50 100
5%+16052+500 5%+160s2+500  s*+160s2+500 s*+16052+500
50s s3+110s 50 s2+110
> _ s%+160s2+500 s4+160s52+500 s¥+160s2+500 s%+160s2+4+500 | >
X(s) = 2 2 3 0,
10(11s%+50) 100s s3+50s 100s
5%+160s2+500  s*+160s2+500  s4+160s2+500 s*+16052+500
\ 5052 50(s2+10) 50s s3+110s /
5%+160s2+500 5%+160s2+500 s*+160s2+500 s%+16052+500
0
. _ s S 0 .
Para nuestro caso particular las condiciones iniciales x(0) = 1] realizando la
2

multiplicacién resulta

s%2 4+ 250

s* +160s2 + 500
2(s? + 135)

5N | s*+160s%2 + 500
*(s) = s3 4+ 250s

s* 4+ 160s2 + 500
2(s® +1355s)

s* +160s2 + 500

260

Aplicando transformada inversa de Laplace a las dos primeras filas se tiene finalmente

la solucion para el desplazamiento de las masas con respecto al origen y sus respectivas

graficas se muestran en la figura 5.8

x1(t) = —0.048sen (12.522t) + 0.899 sen(1.785t) m

X, (t) = 0.022sen (12.522t) + 0.961 sen(1.785t) m
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Figura 5.8. Graficos de los desplazamientos de las masas en funcién del tiempo.

5.2 Frecuencias naturales y modos normales de vibracién para sistemas de dos grados
de libertad.

Frecuencias naturales de un sistema vibratorio de dos grados de libertad.

Las frecuencias naturales de un sistema de dos grados de libertad son las frecuencias
en las cuales el sistema oscila libremente sin la influencia de fuerzas externas ni
amortiguamiento, Unicamente bajo la accién de las fuerzas de restauracion internas (como

resortes o rigideces estructurales). Estas frecuencias son propiedades intrinsecas del sistema,
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determinadas por sus caracteristicas fisicas, como las masas y las rigideces en el caso de

sistemas masa-resorte.

Para determinar las frecuencias naturales de un sistema mecanico de dos grados de

libertad se sigue el procedimiento que a continuacion se muestra.

1.- Escribir las ecuaciones de movimiento del sistema considerando las fuerzas de

restauracion (resortes) y las masas involucradas.

Para un sistema masa-resorte de la figura 5.1 a sin amortiguamiento el sistema de

ecuaciones esta dado por 5.45:

d?x,(t)
m; ——— + (kg + k)x(8) —kyx(8) = 0
dt e e (5.45)
d?x,(t)
2 "2 —kyx1(8) + Ky x,(8) = 0

2.- Asumir Soluciones Armoénicas:
Suponemos soluciones armonicas para los desplazamientos de la forma5.46:
x;(t) = X, et y x,(t) = X, et ... ........(5.46)

Sustituyendo las ecuaciones 5.46 en las ecuaciones de movimiento tenemos. Las

ecuaciones 5.47.
mq (_O)leeiwt) + (kl + kz)Xleiwt - k2 Xzeiwt =0 .. (547)
mz (_(UZXzeiwt) + kz Xzeiwt - kz Xleiwt = 0

Del sistema de ecuaciones 5.47 eliminamos las exponenciales, reduciendo y agrupando
términos obtenemos el sistema de ecuaciones 5.48, con respecto a las variables X; y X, que

son las amplitudes de las posiciones de las masas.

(—(l)zml + kl + kZ)Xl - kz XZ =0
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_k2 X1 + (_wzmz + kZ)XZ = O fee e nee e (5.4’8)
Llevamos la ecuacién5.48 a la forma matricial y tenemos el sistema de ecuaciones 5.49.

(_(Uzml +k1 + kz) —kz )(1 _ 0
K, om, + )] [Xz] = [o] v e (5:49)

Para que el sistema de ecuaciones 5.49 tenga soluciones no triviales se debe de
cumplir que el determinante de la matriz de los coeficientes sea diferente de cero como se

muestra en la ecuacion 5.50.

(—w?’m; +k; + ky) —k,

det
€ —k, (—w?m, + ky)

=0 .o ene e o (5.50)
Calculando el determinante y reduciendo los términos algebraicos nos queda la
ecuacion 5.51.
m; m, w* — (my ky + my k; + myk,)w? + kik, =0............(5.51)
Hacemos el cambio de variable D = w? y D? = w*.
Entonces la ecuacion 5.51 queda de la forma 5.52.
my; my, D? — (my ky + my ky + myky)D + kik, =0............(5.52)

El resultado de la solucién de la ecuacion 5.52 es de la forma 5.53.

(ml kz + ml kl + mzkz) i \/(ml kz + ml kl + m2k2 )2 - 4m1 mz klkz
Dy, = mome (5.53)
1 2

Por lo tanto, las frecuencias naturales del sistema esta dadas por la ecuacién 5.54.

0)1,2 = 1/D1,2 TR (554)

Ejemplo 3. Se tiene un sistema mecanico como se muestra en la figura 5.9 donde la

masa m, es de 1kgy la masa m, es de 2 kg y las contantes k; y k, de los resortes son
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N N . . . . . .
3 —y 4 - respectivamente, el sistema no se encuentra en algun medio de amortiguamiento y

tampoco interactua con fuerzas externa. Encuentre las frecuencias naturales del sistema.

k k
mq m;

Figura 5.9. Sistema masa-resorte no amortiguado de dos grados de libertad.
Solucion.

Datos.
m; =1kgm, = 2kg,k; =3 k,=4
1 g, My g,k y 2

Las ecuaciones de movimiento del sistema son de la forma.

d?x,(t)
my —> + (k1 + k2)x () —kyx,(t) = 0
d?x,(t)
mz T _kle(t) + k2 xZ(t) = 0

Para nuestro sistema particular quedan de la forma siguiente.

d?x,(t)

T + 7x1(t) —4x,(t) = 0

,E0® () + 4x,(t) = 0
dtz 1 2

Suponiendo soluciones de la forma

x1(0) = X; € y x,(t) = Xy et

Sustituyendo las soluciones propuestas en el sistema particular obtenemos el
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sistema de ecuaciones.
(—w?+7)X, —4X, =0

—4X, 4+ (—2w%+ )X, =0

La forma matricial del sistema es de la forma siguiente.
[—a)z +7 —24 ] [Xl] _ [0]

—4 —2w? + 411Xz 0

Calculando el determinante asociado a la matriz se tiene.

—m2 _
[ w?+7 4 —0

—4 20?4+ 4
w*—9w?+ 6=0
Resolviendo la ecuacién cuadratica introduciendo los cambios de variables siguientes
D = w? y D? = w* obtenemos.
D2—9D+ 6=0
Resolviendo la ecuacién de segundo grado por la formula general se obtiene.
D, =8.27,D, = 0.72
Por lo tanto, las frecuencias naturales del sistema estan dados por.

rad rad
wq = V827 = 2.87 T y w1 = V072 = 085 T

Modos normales de vibraciéon de un sistema vibratorio de dos grados de libertad.

Un modo normal de vibracion se refiere a un patrén o frecuencia especifica en la que un
sistema fisico oscila. Dependiendo del contexto, puede tener diferentes aplicaciones y

significados.
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Fisica y mecanica: Un modo normal de vibracion es una forma especifica en que un
objeto o estructura puede vibrar. Por ejemplo, una cuerda de guitarra tiene modos de vibracién
que corresponden a diferentes notas musicales. Cada modo de vibracion tiene una frecuencia

natural especifica.

Electronica y telecomunicaciones: En dispositivos electronicos como teléfonos moviles,
el modo normal de vibracién se refiere a un ajuste en el que el dispositivo utiliza un motor

vibratorio para alertar al usuario de llamadas, mensajes u otras notificaciones sin emitir sonido.

Acustica: En acustica, los modos normales de vibracion se relacionan con como las
ondas sonoras se comportan dentro de un espacio cerrado, como una sala de conciertos o0 una

caja de resonancia. Diferentes modos pueden afectar la calidad del sonido en estos espacios.

Un modo normal es un patron especifico de oscilacion en el que todas las partes de un
sistema vibran a la misma frecuencia y en una relacion de fase fija. En el contexto de un
sistema de multiples grados de libertad, como una estructura mecanica con varias masas y
resortes, los modos normales describen las formas de vibracion fundamentales que el sistema

puede adoptar.

Caracteristicas Clave de los Modos Normales

Frecuencia Natural.

Cada modo normal tiene una frecuencia natural asociada. Esta es la frecuencia a la que
el sistema oscila si se perturba y luego se deja vibrar libremente sin amortiguamiento ni fuerzas

externas.

Forma del Modo (Vector Propio).

La forma del modo, también conocida como vector propio, describe la distribucién

espacial de las amplitudes de oscilacion de las diferentes partes del sistema.
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En cada modo normal, todas las partes del sistema oscilan con la misma frecuencia y

en una relacion de fase especifica, que esta determinada por el vector propio.

Linealidad e Independencia.

Los modos normales son linealmente independientes, lo que significa que cualquier
movimiento del sistema puede describirse como una combinacion lineal de sus modos

normales.

Esta propiedad permite simplificar el analisis de sistemas complejos, ya que se puede

estudiar cada modo normal por separado y luego combinar los resultados.

Para obtener los modos normales de vibracion de un sistema mecanico de dos grados

de libertad no amortiguado y que no interactua con fuerzas externas se siguen los siguientes

pasos.
1.- se obtiene las ecuaciones de movimiento que describen el comportamiento del
sistema.
2.- se asumen soluciones periddicas de las ecuaciones de la forma x,(t) = X; e'®t y
xZ(t) = X2 eiwt .
3.- sustituyendo las soluciones propuestas en las ecuaciones de movimiento
obtenemos.

AX1+CX2=O

BX;+ DX, =0 .ccovs e oe.. (5.55)

Donde los coeficientes numéricos A, B, C y D dependen de los parametros que definen
los elementos que integran al sistema y de la frecuencia w , X; y X, son las amplitudes de los

desplazamientos correspondientes.
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4 - Se lleva el sistema 5.55 a la forma matricial 5.56.

[’é g [2] — [8] e (5.56)

5.- Se obtiene el determinante de la matriz de 2x2 y se iguala a cero para garantizar

que el sistema tiene soluciones no triviales 5.57como se muestra en la ecuacion.

A C]_
det[p p|=0.... (5.57)

6.- Al resolver el determinante de obtiene una ecuacién algebraica en términos de los
parametros que definen a los elementos que conforman al sistema y cuya variable es la

frecuencia w, conocida como polinomio caracteristico de la forma 5.58.

Ew*+Fw?++Gw+H=0.....(558)

5. Se resuelve el polinomio caracteristico anterior por un método algebraico

6.- Se encuentran las frecuencias naturales del sistema w; y w, que son las raices del

polinomio caracteristico.

7.- Los modos de vibracion son los vectores propios asociados con las frecuencias

naturales w; y w,.

8.- Se sustituyen los valores de w; y w,. En la ecuacion 5.56 y se obtiene el sistema

para X; y X, en laforma 5.59.
AX1 + CX2 = 0

BX;+ DX, =0.........(559)
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9.- Para encontrar los modos de vibracién se resuelve el sistema de ecuaciones y se

encuentran los eigivectores X, = [X;, X,]7.
A continuacién, aplicamos el procedimiento anterior para un sistema particular.

Ejemplo 4. Se tiene un sistema mecanico como se muestra en la figura 5.10 donde la

masa m; es de 1kgy lamasa m, es de 2 kgy las contantes k,,k, y k; de los resortes son

w
Bl=z

N N . . . .
, 2 —y 1 — respectivamente, el sistema no se encuentra en algun medio de

amortiguamiento y tampoco interactua con fuerzas externa. Encuentre las frecuencias naturales

del sistema y los modos normales de vibracién

Figura 5.10. Sistema masa- resorte de dos grados de libertad
Solucion.

Datos.
m; = g,m, = g, ki = y 2_4 3=

Las ecuaciones de movimiento del sistema son de la forma.
mq Xy + (ki+ky) xq —kyx, =0
my Xy — kyxq + (ky +k3)x, =0
Para nuestro sistema particular quedan de la forma siguiente.

36'1+5x1—2x2=0
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2)5'2 - 2x1 + 3x2 =0

Suponiendo soluciones de la forma

X (1) = X, et y x,(t) = Xy et
Sustituyendo las soluciones propuestas en el sistema particular obtenemos.
sistema de ecuaciones siguientes.
(—w?+5)X, —2X, =0
—2X; + (—2w%+ 3)X, =0
La forma matricial del sistema es de la forma siguiente.
[—wz +5 —22 ] [Xl] _ [0]
-2 —2w?% + 311Xz 0
Calculando el determinante asociado a la matriz se tiene.

[—w2+5 -2 I_O
, —
-2 —2w*+ 3

20* —13w%+ 11=0
Resolviendo la ecuacién cuadratica introduciendo los cambios de variables siguientes
D = w? y D? = w* obtenemos.
2D?—-13D+ 11 =0
Resolviendo la ecuacion de segundo grado por la formula general se obtiene.
D;=55yD,=1
Por lo tanto, las frecuencias naturales del sistema estan dados por.

rad rad
w;=V55=234— y w,=V1I=1—
S S
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Para encontrar los modos normales partimos de la ecuacién matricial.

—w?+5 -2 HXl]_[O]

-2 —2w?+ 311X2] " 10

Sustituyendo los valores de la frecuencia natural w; obtenemos el sistema de

ecuaciones.
5 Zellxl=1d
- - 2

Desarrollando el producto de matices se obtienen los siguientes sistemas de ecuaciones.

0.5X; —2X, =0

—2X,—8X,=0
De donde

0.5X; —2X, =0,05X, =2X, v X, =4X,

Sustituyendo los valores de la frecuencia natural w, obtenemos el sistema de

ecuaciones.
[_42 _12] 2] - [g]
Desarrollando el producto de matices se obtienen los siguientes sistemas de ecuaciones.
4%, —2X, =0
—2X,—X,=0
De donde
4X, —2X, =0, 4X, =2X, v X, =% X,

Por lo tanto, los modos normales del sistema son los vectores.
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1 1

— 4 X — Z _
1:[X2]—[£1}]3’V2:2 2_2
2 XZ 1

5.3 Anadlisis modal.

Un analisis modal es una técnica utilizada en ingenieria y matematicas para estudiar la
respuesta dinamica de sistemas estructurales o mecanicos. Su propdsito principal es identificar
las frecuencias naturales y los modos de vibracion de un sistema. Aqui te detallo algunos

aspectos clave:

Frecuencias Naturales: |Identifica las frecuencias a las cuales un sistema tiende a vibrar
con mayor amplitud cuando es excitado. Estas frecuencias son cruciales para entender como

se comportara el sistema bajo diferentes condiciones de carga dinamica.

Modos de Vibracién: Analiza las formas en las que un sistema puede vibrar en sus

frecuencias naturales. Cada modo de vibracion tiene una forma caracteristica de deformacion.

Prediccion de Comportamiento Dinamico: Ayuda a predecir como se comportara una

estructura o componente bajo cargas dinamicas, como sismos, vientos o vibraciones.

Disefio y Optimizacion: Permite optimizar el disefio de estructuras y componentes para

evitar resonancias que podrian causar fallos o ineficiencias.

Diagndstico de Fallos: Puede ser utilizado para identificar problemas en estructuras

existentes, como resonancias inesperadas que podrian indicar dafios o debilidades.

El analisis modal es fundamental para asegurar la integridad y el rendimiento adecuado

de estructuras y sistemas mecanicos sometidos a cargas dinamicas.

Ejemplo de Aplicacion del andlisis modal en el disefio de un sistema de suspension de

un automovil.
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Un sistema de suspension de un automaovil es un buen ejemplo de un sistema mecanico

que puede modelarse utilizando masas y resortes.
Sistema de Suspension.
Los parametros que determinan los elementos que integran al sistema son.
Masa del Chasis (m,): Representa la masa del chasis del automdvil.
Masa de la Rueda (m;): Representa la masa de la rueda y la suspension inferior.

Resorte del Chasis (k) : Representa la rigidez del resorte de la suspension que

conecta el chasis a la suspension inferior.

Para realizar el analisis modal de un ejemplo mecanico definimos loes elementos del
sistema y los parametros que lo representan si como las coordenadas generalizadas con ayuda

de los cuales se de los cuales se obtiene las ecuaciones de movimiento del sistema.
Para el ejemplo del sistema de suspension del automaovil tenemos.
Masa del chasis m;= 300 kg

Masa de la rueda m,= 40 kg

Rigidez del resorte del chasis k; = 20000 %

Rigidez del neumatico k,= 150000 %

Definir las Matrices de Masa y Rigidez

e Matriz de Masa M: Representa la masa de la rueda y la suspension inferior.

= ] =l &l
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Matriz de rigidez K: Representa la rigidez del resorte de la suspension que conecta el

chasis a la suspension inferior y la rigidez del neumatico.

K= |tk _kz] 170000 —150000]

—k,  ky | 1=150000 150000

Se forma la ecuacién matricial de la forma siguiente.
MX +kE =0
Donde X = [X; X,]” es el vector de las amplitudes de las vibraciones de las masas.

Para realizar el analisis modal se resuelve la ecuacion con la ecuacion para encontrar las

frecuencias naturales del sistema y los modos de vibracién.
(k —w*M)X =0

Para determinar las frecuencias naturales del sistema calculamos el determinante de la

matriz.
det(k — w?M) =0
Donde la matriz (k — w?M) esta dada por.

2
k — w?M = 170000— 300w —150000 ,
—150000 150000 — 40w

Desarrollando el determinante de la matriz (k — w?M) después igualamos a ceroy

realizando el cambio de variable w? = D se obtiene la ecuacion cuadratica.
12000D2 — 1130000D + 3000000000 = 0
Resolviendo la ecuacién anterior se obtienen las raices siguientes.

D, = 187.57y D, = —93.58
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Por lo tanto, la raiz negativa no tiene sentido fisico por lo tanto la frecuencia natural a

considerar es.

rad

rad
= +/187.57 - =13.7—

Se calculan los modos de vibracién resolviendo la ecuacion.
(k—w’M)X =0

[170000w2 —150000 ”Xl]:[o]
—150000 150000 — 40w? 0

Don los modos de vibraciéon son los vectores.

3 [] [132)(2] 132]

Aplicacién del analisis modal en el disefio de la suspension:
Frecuencia Natural.

. , d . ; , . .
La frecuencia natural obtenida w; = 13.7 % nos dice cdmo vibrara el sistema de

suspension. Esto es importante para ajustar la suspensién para que no coincida con

frecuencias tipicas de la carretera que pueden causar resonancia.

Modos de Vibracion.

El vector propio asociado X el cual muestra los modos de vibracion muestra como se
mueven la masa del chasis y la masa de la rueda en respuesta a una excitacion en la
frecuencia natural. Esto ayuda a entender el comportamiento dinamico del automévil y a

disefiar componentes que minimicen vibraciones indeseadas.

Ajuste del Disefio.
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Ajustar Rigidez y Masa. Si la frecuencia natural esta dentro de un rango que puede
causar problemas de resonancia con la carretera (por ejemplo, baches o irregularidades), los
ingenieros pueden ajustar la rigidez de los resortes (k; y k,) o la masa del chasis

(m, y m,) para cambiar la frecuencia natural.

Mejorar Amortiguacién. Afadir amortiguadores para disipar la energia de vibracion y

reducir la amplitud de las oscilaciones.

El analisis modal del sistema de suspension del automaovil permite a los ingenieros
disefiar un sistema que minimice las vibraciones indeseadas, mejorando la comodidad del
conductor y la durabilidad del vehiculo. Mediante el ajuste de los parametros del sistema en
funcién de los resultados del analisis modal, se puede optimizar el comportamiento dinamico

del automdévil para una mejor experiencia en la conduccion.

Ejemplo de Aplicacion: Edificio con Aislador Sismico

Imaginemos un edificio de dos pisos con un sistema de aislamiento sismico en su base.

Sistema de Aislamiento Sismico

Los elementos que generan al sistema y los parametros asociados a dichos elementos

son.

Masa del Primer Piso m,. Representa la masa del primer piso del edificio.

Masa del Segundo Piso m, Representa la masa del segundo piso del edificio.

Resorte del aislador sismico k; Representa la rigidez del aislador sismico.

Resorte entre Pisos k, Representa la rigidez del sistema estructural entre el primer y

segundo piso.

Para el analisis de un caso particular tenemos.
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Masa del primer piso m; = 2000 kg

Masa del segundo piso m, = 1500 kg

Rigidez del aislador sismico k; = 50000%.

Rigidez del sistema estructural k, = 100000 %

Definir las Matrices de Masa y Rigidez

e Matriz de Masa M: Representa la masa de la rueda y la suspensién inferior.

0
M= ["51 mz] _ [20000 15000]

Matriz de rigidez K: Representa la rigidez del resorte de la suspension que conecta el

chasis a la suspension inferior y la rigidez del neumatico.

K= |tk —kz] 150000 —100000]

—k,  ky, | 1=100000 100000

Se forma la ecuacion matricial de la forma siguiente.
MX + kX =0
Donde X = [X; X,]” es el vector de las amplitudes de las vibraciones de las masas.

Para realizar el analisis modal se resuelve la ecuacion con la ecuacién para encontrar

las frecuencias naturales del sistema y los modos de vibracion.
(k —w*M)X =0

Para determinar las frecuencias naturales del sistema calculamos el determinante de la

matriz.

det(k — w?M) =0
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Donde la matriz (k — w?M) esta dada por.

22, _ [150000 — 2000w? —100000
k—w*M= 5
—100000 100000 — 1500w

Desarrollando el determinante de la matriz (k — w?M) e igualando a cero y realizando

el cambio de variable w? = D se obtiene la ecuacion cuadratica.
300000002 — 4250000000 + 5000000000 = 0
Resolviendo la ecuacién anterior se obtienen las raices siguientes.
D, = 12872y D, = 12.13
Por lo tanto, las frecuencias naturales del sistema son.

rad rad rad rad

Se calculan los modos de vibracion resolviendo la ecuacion.
(k—w’M)X =0

150000 — 2000w? —100000 ] X1] _ [0]
—100000 100000 — 15000/ [X2] 10

. . d
Para la primera frecuencia natural w; = 11.34% tenemos.

—107440 —1000007[X1] _ [0
[—100000 93680 ] Xz] - [o]

Donde los modos de vibracion son los vectores.

e[ [0

. d
Para la segunda frecuencia natural w, = 3.48=- tenemos.
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- il
125740 1000007 [X 0
[—100000 81805 ] Xz] B [0]

Donde los modos de vibraciéon son los vectores.

5- - P3P

Uso de los Resultados en el Disefo
Aplicacion en el Disefo del Edificio con Aislador Sismico.
Frecuencias Naturales.

Las frecuencias naturales del sistema obtenidas con los valores siguientes

Wy = 11.34% W, = 3.48% nos dicen cdmo vibrara el edificio. Es importante que estas

frecuencias no coincidan con las frecuencias predominantes de los terremotos en la zona que

normalmente son conocidas.
Modos de Vibracion.

Los vectores propios asociados a los modos de vibracién encontrados en la forma

. . Vv _ X1 _ —0.93 v o Xl
siguiente X; = [Xz] = [ 1 ] yX, = X,

] = [OiS] muestran como se mueven las masas del
primer y segundo piso en respuesta a una excitacion en las frecuencias naturales. Esto ayuda a

entender el comportamiento dinamico del edificio y a disenar componentes que minimicen

vibraciones indeseadas.
Ajuste del Disefio.

Ajustar Rigidez y Masa: Si las frecuencias naturales estan dentro de un rango que
puede causar problemas de resonancia con la actividad sismica, los ingenieros pueden ajustar
la rigidez de los aisladores k; y k, olas masas m; ym, para cambiar las frecuencias

naturales.
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Mejorar Amortiguacién. Afadir amortiguadores para disipar la energia de vibracion y

reducir la amplitud de las oscilaciones.

Optimizar Distribucién de Masa. Redistribuir la masa en el edificio para lograr una mejor

respuesta dinamica.

El analisis modal del sistema de aislamiento sismico del edificio permite a los ingenieros
disefar un sistema que minimice las vibraciones indeseadas y mejore la seguridad del edificio
durante un terremoto. Mediante el ajuste de los pardmetros del sistema en funcion de los
resultados del analisis modal, se puede optimizar el comportamiento dinamico del edificio para

resistir mejor los eventos sismicos.

5.4 Respuesta natural de los sistemas vibratorios mecanicos de dos grados de libertad
En este tema se aborda como encontrar la respuesta natural de los sistemas mecanicos

de dos grados de libertad. Sé muestra como los modos modales de la vibracion influyen en la

obtencion de la respuesta y como se utilizan las condiciones iniciales para la obtencién de los

coeficientes de las respuestas.

Los modos de vibracion de un sistema mecanico de dos grados de libertad son
esenciales para encontrar la respuesta natural del sistema. A continuacion, se describe el

proceso general para utilizar estos modos en el analisis de la respuesta natural del sistema:

Se establece el sistema de ecuaciones diferenciales que describe el movimiento del
sistema mecanico de dos grados de libertad. Este sistema se puede expresar en forma

matricial como se muestra en la ecuacion 5.60.

ME+CX+KZ=0.........(560)

donde:
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M es la matriz de masa, C es la matriz de amortiguamiento (que se puede omitir para el

caso no amortiguado).
K es la matriz de rigidez.

X es el vector de desplazamientos.

X y x son las aceleraciones y velocidades, respectivamente.

Para encontrar los modos de vibracion y las frecuencias naturales, se considera el

sistema no amortiguado que se representa por la ecuacion 5.61.
ME+KZ=0...... (5.61)

Se asume una solucion de la forma ¥ = X e/t donde, X es el vector de modos y w es
la frecuencia natural. Al sustituir esta solucion en la ecuaciéon de movimiento 5.62, se obtiene la

ecuacion 5.61.

—

[K— w?M]X=0....(5.62)

Lo cual se convierte en resolver un problema de valores propios para encontrar las

frecuencias naturales del sistema de la forma de la ecuacion 5.63.
det [K — w?M] =0.......(5.63)

Resolviendo la ecuacién 5.62 se obtienen las frecuencias naturales del sistema w; y w,,

con ayuda de las cuales se obtienen los modos de vibracion )?1 y)?z.

La respuesta general del sistema es una combinacién lineal de los modos de vibracion,
dado que el sistema tiene dos modos, la solucién general puede escribirse como la ecuacion

5.64.

()= AL X, et + A4, X, et ... ...(5.64)
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Donde A; y A, son constantes que se determinan con las condiciones iniciales del

sistema.

Las constantes A; y A, se determinan utilizando las condiciones iniciales del sistema,

es decir, los desplazamientos y velocidades iniciales X(0) y % (0).

Estas condiciones iniciales se aplican a la solucién general para obtener un sistema de

ecuaciones lineales que se puede resolver para A; y 4,.

Finalmente, con A, y A, determinados, se puede expresar la respuesta natural

completa del sistema de la forma 5.65.
) = A, X, et + A4, X, et .. .....(5.65)

Esta expresion describe como el sistema vibrara en sus modos naturales sin la
influencia de fuerzas externas.

Ejemplo 5. Se tiene un sistema que consta de dos masas m; =2kgym, =
1 kg conectados por dos resortes en serie de constantes k; = 2 % vk, =2 % como se muestra
en la figura 5.11 .El sistema no se encuentra en un medio de amortiguamiento y no interactua
con el medio externo sabemos que para el tiempo t =0 x(0) = [é] m y % 0) = [8] ?

Determine los desplazamientos de las masas con ayuda de los modos de vibracion del sistema.

X1 Xy
i |—. |—.
mq m;

Figura 5.11. Sistema masa -resorte de dos grados de libertad con dos masas

Solucién.
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Datos.

2k 1ke k sz—zN t=0 z0)=[t toy= [ 2
my = g,my = g KL =24 —, Ky = a = x()—[o]m y x()_[O]?

Para encontrar los modos de vibracion y las frecuencias naturales, se considera el

sistema no amortiguado que se representa por la ecuacion.
Mi+K%=0

Donde para este caso en particular tenemos que los valores de las matrices M y K son.

-] v 514

0 mz] —k; -2 2

Para realizar el analisis modal se resuelve la ecuacion con la ecuacion para encontrar

las frecuencias naturales del sistema y los modos de vibracion.
(k — w?*M)X =0

Para determinar las frecuencias naturales del sistema calculamos el determinante de la

matriz.
det(k — w?M) =0

Donde la matriz (k — w?M) esta dada por.

_ 2 _
k_szzz 2w 22]
-2 2—w

Desarrollando el determinante de la matriz (k — w?M) e igualando a cero y realizando

el cambio de variable w? = D se obtiene la ecuacién cuadratica.

2D?—6D =0



Resolviendo la ecuacién anterior se obtienen las raices siguientes.

D,=0y D, =3
Por lo tanto, las frecuencias naturales del sistema son.

rad rad rad rad
wp=0—=1134— yw, = V3 —=173—

Se calculan los modos de vibracion resolviendo la ecuacion.

(k — w?M)X =0
[2 -20* =2 2] Xl] _ [0]
-2 2-willX2l 1o
Para la primera frecuencia natural w; =0 % tenemos.
1% )=
Donde los modos de vibracion son los vectores.

son los vectores.
- _[Xi]_[X]l_n
%=l = [x] =1

. d
Para la segunda frecuencia natural w, = 1.73% tenemos.

= A=)

Donde los modos de vibracion

=[] = [ = L

284
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La solucién general del sistema es de la forma.
x(t) = A171) coswit + AZX_)Z COS Wyt ClX_)l senwqt + CZ)TZ) sen wyt

Dado que w; = 0 la solucion se simplifica de la forma siguiente.

x(t)= A [ﬂ + A, [_12] cosV3t+C, [_12] senv3t

Para determinar el valor de las constantes aplicamos las condiciones iniciales las cuales

sonx'(0) = [(1)] y 9?(0) = [8] entonces se obtiene.

7@ = afi]+ 4[] v o] = 4[]+ a5
Desarrollando se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones.
Ay +4,=1
A — A, =0

Resolviendo el sistema de ecuaciones tenemos.

A—2 A—1
1—3}’ 273

Derivando x’(t) se obtiene la siguiente expresion.

() = —V34, [_12] senV3t++3C, [_12] cosV3t
Como la velocidad inicial es f(t) = [g] tenemos.

[8] = V3G [—12]

De la ecuacion anterior tenemos que la constante €, = 0
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2 1 .y
Para los valores A; = T VA, = 3y C, = 0, la solucién completa para los

desplazamientos en funcién del tiempo es.
— 2r11, 111
x(t) = 5[1] + 5[_2] cosV3t m
Por lo tanto, los desplazamientos de las masas son:

2 1
xl(t):§+§c05\/§t m

x,(t) = cosvV3t m

wl N
wl N

5.5 Respuesta forzada utilizando el analisis modal.

En el presente capitulo se explora como se puede aplicar el analisis modal para
estudiar la respuesta de un sistema vibratorio forzado de dos grados de libertad, es decir
expuesto a interaccion con una fuerza externa. Se describen los pasos para determinar la

respuesta en términos de modos normales y frecuencias naturales.

Para el analisis de la respuesta de un sistema vibratorio forzado de dos grados de
libertad a raves del analisis modal tomaremos como base un sistema como se describe a

continuacion.

Para la realizacion del analisis modal se realizan los siguientes pasos.

1.- Se describen los elementos que forman el sistema y la interacciones con el medio

Se tiene un sistema mecanico que consta de dos masas m; y m, unidas entre si por
dos resortes de constantes k; y k, el sistema no interactua con algun medio de

amortiguamiento y sobre la masa m; actua una fuerza externa F(t) = F, cos wt.

2.- Se obtiene las ecuaciones de movimiento del sistema.
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Para la obtencién de las ecuaciones de movimiento se pueden utilizar cualquiera de los
métodos utilizados anteriormente como son el método de fuerzas o el método de Lagrange.
Para el caso del sistema de dos grados de libertad masa-resorte se tiene el siguiente sistema

de ecuaciones 5.66.
mlfl + ( k1 + kz)xl - k2x2 = FO COS WL v vvv ven v e (5.66)
mzxz - kle + kzxz = 0

3.- Se escribe el sistema de ecuaciones 5.65 en la forma matricial de la forma 5.67.

MX + kX = F(t) o .. (5.67)

Donde.

_[ma 0 _[kitky —ki] 3 _ %11 2, _ [Focoswt
M‘[o mz]’k_[—kz kz]'X_[xz]yF(t)_[ 0]

4.- Se procede a resolver el sistema considerando el sistema no forzado. Es decir, la

ecuacion homogénea ( F(t) = 0), con la finalidad de encontrar las frecuencias naturales del

sistema y los modos de vibracion del sistema.
La ecuacion caracteristica asociada al sistema 5.66 es la ecuacion 5.68.
det(k — w?M) =0..............(5.68)

Sustituyendo los valores de las matrices M y k en la ecuacién 5.67 obtenemos la ecuacion

5.69.

ky + ky — myw? —k, )

det (
¢ —k, k, — m,w?

=0.....(569)

Resolviendo la ecuacion 5.68 se obtiene el polinomio caracteristico 5.70 en funcién de w.

(k1 + kz - mlo)z)(kz - mzo)z) - k% = 0 ......... (570)
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Resolviendo el polinomio caracteristico se obtienen las frecuencias naturales del

sistema w; y w,.

5.- Se encuentran los modos de vibracidon asociados a las frecuencias naturales del
sistema, resolviendo la ecuacion 5.71.

(k—w?M)X, =0 .......(5.71)

La cual toma la forma 5.72.

ky + k, — myw? —k, ) (X1i> 0
=) 5:72
( —kz kz — m2w2 Xzi (0) ( )

Donde X, son los modos de vibracion del sistema o los eigenvectores dados por las

X21]

. — X -
expresiones X; = Xi;] yX, = X0

6.- Se busca una solucién particular de la forma 5.73.

— (Alcosa)t + Bysen wt
p =

- A,coswt + Bysen wt

) o (573)

Sustituyendo en la ecuacién de movimiento y resolviendo para A4, 4,, B; yB, obtenemos

la solucion particular.

7.- se encuentra la solucion general de la forma 5.74.
2
X(t) = Z(CiZcoswit + DiZsenwit) + Xp e e (5.74)
i=1

La solucién de las ecuaciones de movimiento de un sistema mecanico de dos grados de

libertad con una fuerza externa periédica involucra:

Encontrar las frecuencias naturales y modos de vibracién resolviendo el problema de

valores propios.
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Determinar la solucion particular debido a la fuerza externa.

Combinar la solucion homogénea y la solucién particular para obtener la solucion
completa.

Ejemplo 6. Se tiene un sistema que consta de dos masas m; =2kgym, =
1 kg conectados por dos resortes en serie de constantes k; = 2 % yvk,=2 % como se muestra
en la figura () .El sistema no se encuentra en un medio de amortiguamiento y no interactua con

0] m

el medio externo sabemos que para el tiempo t=0 X(0) = [é] m y % (0) = [0] .
Determine los desplazamientos de las masas con ayuda de los modos de vibracion del sistema.

Solucion.

Datos.

=2k cikeki =2 k=2N 20 20 = t0)= [0 2
ml_ g;mz— g; 1 — a; 2 — E,t— x()—[o]my x()_[o]?

Para encontrar los modos de vibracion y las frecuencias naturales, se considera el

sistema no amortiguado que se representa por la ecuacion.
Mi+Kx=0

Donde para este caso en particular tenemos que los valores de la matrices M y K son.

my ki +k, —kz] 4 -2
M= [ 2] K [ _kz [—2 2]

Para realizar el andlisis modal se resuelve la ecuacion con la ecuacion para encontrar las

frecuencias naturales del sistema y los modos de vibracion.

(k — w?M)X, =0
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Para determinar las frecuencias naturales del sistema calculamos el determinante de la

matriz.
det(k — w?M) =0

Donde la matriz (k — w?M) esta dada por.

— 2 _
k—a)zM:[Z 2w 22]
-2 2—w

Desarrollando el determinante de la matriz (k — w?M) e igualando a cero y realizando el

cambio de variable w? = D se obtiene la ecuacion cuadratica.
2D?—-6D =0
Resolviendo la ecuacién anterior se obtienen las raices siguientes.
D=0y D,=3
Por lo tanto, las frecuencias naturales del sistema son.

rad rad rad rad
W= 0—=1134— yw, = V3 —=173—

Se calculan los modos de vibracion resolviendo la ecuacion.
(k — w?M)X =0

2-2w* -2 [Xn] _ [0]
-2 2—w?l1X1] 10

. . d
Para la primera frecuencia natural w; = 0 % tenemos.

% Skl =10

Donde los modos de vibracién son los vectores.
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son los vectores.

AR FARIH

d
Para la segunda frecuencia natural w, = 1. 731 tenemos.

= 2] =1o

Donde los modos de vibracion
= [Xe2] [ X2 111
X2 = Xzz] B [—2X12] B [—2]
Se obtiene una solucién particular del sistema de la forma.

_ A cos 10t
x”() B cos 10t]

Obteniendo la primera y segunda derivada de la solucién particular y sustituyendo en las

ecuaciones de estado del sistema se obtiene.

—1004, cos 10t 4 Ay, cos 10t Ap cos10t]  r10cos 10t
—100B, cos 10t] + [Bp cos 10t] ~ “|B,cos 10t] - [ ]

Simplificando nos da el siguiente sistema de ecuaciones.
—1984, =10y —198B, =0
De donde se tiene que los valores de las contantes son.

L0 s
P~ 198 99 "7

Por lo tanto, la solucion particular es de la forma.
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=5
% (1) = [% cos 10t]
0

La solucién general es de la forma.

x(t) = (2) =C [_12] +C,cosV3 t + Dysenv3t [ﬂ +|99

-5
— oS 10t]
0

Para encontrar las constantes C;,C, y D, se consideran las condiciones iniciales de

1

posicién y velocidad, para t=0 ¥(0) = [0

] y %(0) = [8] y procedemos de la manera siguiente.

5
x1(0)=C1+C2—®=1

x2(0) = _2C1 + CZ = 0
Resolviendo el sistema de ecuaciones se obtienen los valores siguientes de las

constantes.

104 208

=597 ¥ 4= 397

Por lo tanto, los desplazamientos de las masas cuando la masa m, esta sujeta a la

fuerza externa F(t) = 10 cos 10 t N estan dados por.

t) = 104+ 208 V3t > 10t
MW= 597 297 ©° gg Os 1t m
208 208
x,(t) = ———+ —— cosV3 t m

297 = 297
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5.6 Ejercicios.
1.- Dado un sistema mecanico de dos grados de libertas como se muestra en la figura,

el cual consta de dos masas m; = 1kgym, = 3 kg conectados entre si por tres resortes
, N N N , . .
conectados en serie de constantes k; = 2 E'kz =1 —y ks = 2 - el sistema no interactua

con alguna fuerza externa y no se encuentra en un medio de amortiguamiento. Determine
utilizando el Lagrangiano del sistema las ecuaciones de movimiento y escribalas en su forma

matricial si para comenzar el movimiento sobre la masa m, actua una fuerza instantanea.

2.- Se tiene un sistema mecanico de dos grados de libertad como se muestra en la
figura .la longitud del péndulo es L, la masa del péndulo es m,, la masa del bloque es m,;, y la
constante del resorte es k, el sistema no se encuentra en algun medio de amortiguamiento y no
interactua con alguna fuerza externa. Determine las ecuaciones de movimiento del sistema si
bajo la accion de una fuerza instantanea sobre la masa del péndulo es desviada hacia la
derecha un angulo 6 con respecto a la vertical y luego se suelta y el sistema comienza su

movimiento.
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3.- Dado el sistema mecanico como se muestra en la figura, si las masas de los
péndulos son m, y m, respectivamente y las longitudes de los péndulos son L, y L,
respectivamente el sistema no se encuentra en un medio de amortiguamiento y el sistema
comienza el movimiento cuando sobre la masa m, actla una fuerza instantanea desviando al
péndulo un angulo 8, hacia la derecha y como consecuencia el péndulo superior es desviado
un angulo 6, hacia la derecha de la vertical. Determine las ecuaciones de movimiento del

sistema considerando que ambos péndulos son péndulos simples.

P AR L E O L LR LLLLLLERLELS

4.- Dado un sistema mecanico de dos grados de libertas como se muestra en la figura,

el cual consta de dos masas m; = 2 kg y m, = 4 kg conectados entre si por tres resortes
, N N . . .
conectados en serie de constantes k;_ 3 —y k, =75 — el sistema no interactia con alguna

fuerza externa y no se encuentra en un medio de amortiguamiento. Determine utilizando el
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lagrangiano del sistema, las ecuaciones de movimiento y escribalas en su forma matricial si
para comenzar el movimiento sobre la masa m, actua una fuerza externa F,(t) = 5sen3t N y

sobre la masa m, actua una fuerza externa F;(t) = 3cos5t N.

5.- Resuelve el problema anterior si ahora solo actua la fuerza externa sobre la

masa m, Yy el sistema es esta en un medio de amortiguamiento entre las masas de

. . Nm Nm . .
coeficientes de B; = 10 —~ yB,=5 —~ como se muestra en la figura y escribe las
ecuaciones en la forma matricial.

X X7
ky | ke |

2

RNANARNANANAN

— mq —c

6. Dado un sistema mecanico de dos grados de libertas como se muestra en la figura , el

cual consta de dos masas m; = 1slugs y m, = 3 slugs conectados entre si por tres resortes
, Ib 1b . , .
conectados en serie de constantes k; = 3 %Y k, =1 o el sistema no interactua con alguna

fuerza externa y no se encuentra en un medio de amortiguamiento. Determine utilizando el
lagrangiano del sistema las ecuaciones de movimiento y los desplazamientos de cada una de las
masas si para comenzar el movimiento sobre la masa m, actia una de fuerza instantanea, por

el método de variables de estado.
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7.- Dado un sistema mecanico de dos grados de libertas como se muestra en la figura, el

cual consta de dos masas m; = 2kgym, = 4kgconectados entre si por dos resortes
, N N , . .
conectados en serie de constantes k; =5 —y k, =10 - , el sistema no interactua con alguna

fuerza externa y no se encuentra en un medio de amortiguamiento. Determine las frecuencias

naturales del sistema y los modos de vibracion.

8.- Dado un sistema mecanico de dos grados de libertas como se muestra en la figura, el

cual consta de dos masas m; =2kg y m, = 4 kgconectados entre si por tres resortes
. N N . . "
conectados en serie de constantes k; = 3 —y k, =5 — el sistema no interactia con alguna

fuerza externa y no se encuentra en un medio de amortiguamiento. Determine los modos de

vibracién del sistema.
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9.- Dado el sistema mecanico como se muestra en la figura silas masas de los péndulos
son m; = 0.3kg ym, = 0.5 kg respectivamente y las longitudes de los péndulos son L; =
50 cm y L, = 80 cm respectivamente el sistema no se encuentra en un medio de amortiguamiento
y el sistema comienza el movimiento cuando sobre la masa m, actia una fuerza instantanea
desviando al péndulo un angulo 8, hacia la derecha y como consecuencia el péndulo superior
es desviado un angulo 6; hacia la derecha de la vertical. Determine las posiciones de los
péndulos en funciéon del tiempo por el utilizando los modos de vibracion del sistema,
considerando que ambos péndulos son péndulos simples y ambos péndulos parten del reposo
cuando bajo la accion de la fuerza instantanea estan en unas posiciones iniciales de 6; =

0.lrady 6, = 0.17rad.

P AR PO L LR LLLLLLELLELS

10.- Dado un sistema mecanico de dos grados de libertas como se muestra en la figura,

el cual consta de dos masas m; = 2kgym, = 4 kg conectados entre si por tres resortes
, N N . . .
conectados en serie de constantes k; = 3 —y k, =5 —, el sistema no interactua con alguna

fuerza externa y no se encuentra en un medio de amortiguamiento. Determine las posiciones de

las masas en funcién del tiempo utilizando los modos de vibracién del sistema, si cuando

comienza el movimiento las masas parten del reposo y x°(0) = [(1)] m.
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Capitulo VI. Analisis de Fourier
Obijetivo del capitulo. Aplicar el analisis de Fourier para descomponer las sefales de
vibracién mecanicas en componentes sinusoidales con la finalidad de identificar las frecuencias

y amplitudes presentes en el sistema y comprender mejor su comportamiento dinamico.

Las series de Fourier son una herramienta matematica fundamental en el analisis de
sefales y sistemas. Desarrolladas por el matematico francés Jean-Baptiste Joseph Fourier en
el siglo XIX, estas series permiten descomponer funciones periddicas en una suma infinita de
senos y cosenos, que son funciones trigonométricas basicas. Esta descomposicion es esencial
en muchos campos de la ciencia y la ingenieria, ya que proporciona un metodo para analizar y

sintetizar sefiales complejas en términos de sus componentes armonicos simples.

Importancia de las series de Fourier

Analisis de sefales: Las series de Fourier son esenciales para entender y analizar
sefales en el dominio del tiempo y la frecuencia. En telecomunicaciones, procesamiento de
sefales y acustica, permiten descomponer una sefal compleja en sus frecuencias

fundamentales, lo que facilita su estudio y manipulacion.

Resolucion de ecuaciones diferenciales: Muchas ecuaciones diferenciales parciales que
aparecen en fisica y en ingenieria pueden resolverse usando series de Fourier. Esto es

particularmente util en problemas de calor, vibraciones y ondas.

Compresion de datos: Las series de Fourier también juegan un papel importante en la
compresion de datos, como en el formato de compresion de audio MP3 o en la compresion de
imagenes JPEG, donde la transformada de Fourier discreta (una extension de las series de

Fourier) se utiliza para reducir el tamano de los datos sin perder mucha calidad.
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Teoria de la sefial: En la teoria de la sefal, las series de Fourier ayudan a entender
como las senales se comportan en distintos entornos y como se pueden optimizar para una

mejor transmision y recepcion.

Transformadas de Fourier: Las series de Fourier son la base para la transformada de
Fourier, que extiende el concepto a funciones no periddicas. Esta herramienta es ampliamente

utilizada en analisis de frecuencias, tanto en la ingenieria eléctrica como en la fisica cuantica.

El estudio de las series de Fourier es crucial para cualquier disciplina que involucre el
analisis y procesamiento de senales. Su capacidad para simplificar y analizar funciones
complejas las convierte en una herramienta imprescindible en matematicas aplicadas, fisica,

ingenieria y ciencias de la computacion.

6.1. Fundamentos del analisis de Fourier.

Matematicamente, una serie de Fourier se define como la representacion de una
funcion periddica f(t) mediante una suma infinita de funciones trigonomeétricas (senos y
cosenos) o, en algunos casos, exponenciales complejas. Si f(t) es una funcion periédica con

periodo T, la serie de Fourier de f(t) se expresa como:
Serie de Fourier en términos de senos y cosenos

La serie de Fourier de una funcion periédica f(t) con periodo T se puede escribir como

se muestra en la expresion 5.1:
1
fl = > %o + a; cos(wot) + a, cos(RQwyt) + -+ + by sen(wpt) + b, sen(2wyt) + -+ (5.1)
La expresion 5.1 también se puede expresar de la forma 5.2.

f) = 1a + i(a cos(nwyt) + b, sen(nwyt)) (5.2)
=—-a, n 0 n ot)) e v (5.
2 n=1
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2r . _ .
Donde wy = - es la frecuencia natural y a, , a,, y b,, son los coeficientes de Fourier.

Para obtener los coeficientes de Fourier se procede a la utilizacién de las expresiones

53,54y5.5.

ap = f(t)dt..........(53)

SN
N|'|—]|%N|>—]

a, = f(t) cos(nwyt) dt,n =0,1,2, ..... (5.4)

SN
N“ﬁ'\wl—]

f(t) sen(nwyt) dt,n = 1,2,3 ..... (5.5)

[~y
S
Il
SN
N“—]I\ T

En general para la obtencion de los coeficientes de Fourier, no es necesario que el

intervalo del a integracién sea simétrico alrededor del origen. El Unico requisito es que la integral

se calcule sobre un periodo (Hsu, 1987).

La interpretacién de los términos de la serie de Fourier es la siguiente.
El término ? representa la componente constante (o promedio) de la funcion.

Los términos a, cos(nwyt) y b, sen(nwyt) representan las distintas frecuencias (o
armonicos) que componen la funcion f(t).

La serie converge a f(t) en todos los puntos donde f(t) es continua, y al valor promedio

en los puntos de discontinuidad.
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Las series de Fourier permiten asi descomponer cualquier funcién periddica en sus
componentes armonicas, lo cual es crucial en el analisis y la manipulacion de sefales

periddicas en diversas aplicaciones cientificas y de ingenieria.

Para aplicar la serie de Fourier a una funcion, hay ciertas condiciones y caracteristicas
que deben considerarse. Estas condiciones aseguran que la funcion se pueda representar

adecuadamente mediante una serie de Fourier y que la serie converja correctamente.
1. Periodicidad

La funcion f(t) debe ser periddica con un periodo T. Esto significa f(t + T) = f(t) para
todos los t. Las series de Fourier estan disefiadas para descomponer funciones periédicas en

sus componentes armonicas.
2. Condiciones de Dirichlet

Para que una funcién f(t) se pueda representar mediante una serie de Fourier y para
garantizar la convergencia de la serie, la funcidon generalmente debe cumplir las Condiciones

de Dirichlet:
Periodos finitos: La funcién debe ser periddica con un periodo T.

Numero finito de discontinuidades: La funcion puede tener discontinuidades, pero debe

tener un numero finito de ellas en un intervalo de un periodo T.

Numero finito de maximos y minimos: La funcion debe tener un ndmero finito de

maximos y minimos en un intervalo de un periodo T.

Integrabilidad en el sentido de Lebesgue: La funcién debe ser integrable sobre un

periodo. Especificamente, f(t) debe cumplir que:

T
j [f(H)]dt < o
0
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Estas condiciones garantizan que la serie de Fourier converge en los puntos donde la

funcién es continua y converge al valor medio en los puntos de discontinuidad.
5. Funciones con discontinuidades

Las series de Fourier pueden manejar funciones con un numero finito de
discontinuidades. Sin embargo, en los puntos de discontinuidad, la serie de Fourier no
converge al valor de la funcién en ese punto, sino al valor promedio de los limites laterales

(este es el fendmeno de Gibbs).
6. Funciones impar o par

Las funciones pares (simétricas respecto al eje y) tienen solo términos de coseno en su
serie de Fourier, mientras que las funciones impares (antisimétricas respecto al eje y) tienen

solo términos de seno.

Ejemplo 1. Dada la funcion f(t) = —2t + 4 definida para —3n < t < 3m. Obtener la serie

de Fourier y desarrollarla para n=6.

Solucion.

1
T=6mn (1)0=T=§

Calculamos el coeficiente a

= d—1 3T[2 4)d
ap = (@) t—g J(—t+ )dt

—3m

|\ N3

2
T

N|—1

1 ) 3 1 2 2 24m
=£(—t + 4t _3."7:%(—91'[ 4+ 12m+ 91 +12T[):¥:8

—9p2 2 _24m_
(—9m* + 12m + 9m* + 12m) 3 8
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Calculamos el coeficiente b,,.

b, = f(t) sen (nwyt)dt

=N
N|'I—]|"aw|.—]

31

:%i(—2t+4) sen(gt)dt

—31

31 31

:% j—Zt sen(gt)dt+4 fsen(gt)dt

—3T —-3T
_12 .
=1

Realizando las integrales por separado.

31

L e Ba= [ car)sens (O)a
3n Sen 3 —31_[ 1’IZ sen z n Z

—3T —nT

nt
-6
=—— zZsenzdz
n4m
—NnT

nt
ot | cosea
=——|—ZC0SZ|_ coszdaz
nZT[ nm

—nm

= % [—(nm) cos(nm) + (—nm) cos(—nm) + (sen nw — sen(—nm)]

_ =6

12
=7 [-2nm cos nmt] = o -nr



Por partes:

du =dz

dv = senzdz

v=fsenzdz = —cosz
3T 2 nT
4 f (1’1 t) gt = 4 (3) f d
— = = - n
3n sen 3 31_[ senu au
—31 —nm

12 ot
=— [cosu]™. =0

12
——n(—)

Calculamos el coeficiente a,,.

f(t) cos ( ) dt

H|N
N|H“———nnnq

=% f(—Zt + 4)cos (gt) dt

—3T

31
_1 J 2t dt+4j (nt)dt =0
—3 COS coS 3 =

-3m —-37

Realizando las integrales por separado

305
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3T nt

2 ft (nt)dt—_6 f d
31_[ COoS 3 = T[nz ZC0OS ZQaz

=31 —nT

nt
-6 - [ senza
=—=\| Zsenz|_- - senzdaz
T[le nm

—nT

= — [(@m)sen nmt — (—nm)sen(—nm)] — [cos(nm) — cos(—nm)] = 0

Por lo tanto la serie de Fourier para la funcién f(t) = —2t+4en -3t <t < 3m, esta

dada por la expresion.
- 12 n
— —_(—1\" —
£ _4+Z = (~1)" sen (5¢)
n=1
Desarrollando para n=6.

t 2 4 12 5
f(t) =4 —12sen (§) + 6sen (§t> — 4 sent + 3sen (§t> - sen (§t> + 2 sen 2t

6.2 Transformada de Fourier y espectro de frecuencias

La Transformada de Fourier es una herramienta matematica fundamental en el
analisis de sefales y sistemas. Su importancia radica en su capacidad para descomponer
sefales complejas en una suma de senoidales, permitiendo asi estudiar sus componentes de

frecuencia.
Matematicamente se define como esta expresada en la ecuacion 5.6.
F(w)= [T f(t) e"@tdt......... (5.6)
Donde:

F(w) es la transformada de Fourier.
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f(t) es la funcién original en el dominio del tiempo.
w es la frecuencia angular en radianes por segundo.
i es la unidad imaginaria 2 = —1

La ecuacion 5.6 en notacion compacta, definiendo el operador F que al aplicarlo a la

funcion f(t) resulta en la transformada de Fourier de f(t), se expresa como la ecuacion 5.7.

FIF®)] = F(@) .. ... (5.7)

La transformada de Fourier convierte una funcién o sefial en el dominio del tiempo en una

representacién en el dominio de la frecuencia.

Uno de los resultados mas elementales (requeridos para encontrar transformadas de

Fourier de funciones mas complejas) es la transformada de la funcion delta de Dirac §(t).
Ejemplo 1. Calcule la transformada de Fourier de la funcion A§(t).
Solucion.

Aplicando la definicion 5.6 se tiene
FIAS(D)] = f AS(0) et di

= Af 5(t) e @t g

— Ae—iwt|t=0

=A

El resultado de la integral se sigue de las propiedades de la delta de Dirac. Por tanto, se

tiene:

FIAS()] = A
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Antes de presentar algunos ejemplos, enunciamos una de las propiedades mas
importantes y fundamentales de la transformada de Fourier, que se conoce como la propiedad

de dualidad o propiedad de simetria y se enuncia como:

FfO} =F(w) « FF@)}=2r- f(-w)

La demostracion de dicha propiedad se puede encontrar en (Papoulis, 1962). Con esta
propiedad se pueden encontrar facilmente la transformada de Fourier de algunas funciones,

como lo ilustran los siguientes ejemplos.

Ejemplo 2. Calcula la transformada de Fourier de la constante A.

Solucién. De la transformada de Fourier del impulso unitario se tiene de la
forma F(w) = F[f(t)] = A, con f(t) = AS(t), de donde F(w) = A. Intercambiando w por t en

F(w) resulta trivialmente F(t) = A.

De la propiedad de dualidad se tiene

FfO} = Flw) « FF@O)} =2 f(-w)

Sustituyendo F(t) = Ay f(—w) = AS(—w) se obtiene F{A} = 2n - A§(—w) y de la simetria

de la delta de Dirac 6 (w) = §(—w) se tiene

F{A} = A21t - §(w).

En términos simples, si tienes una sefial en el tiempo, la transformada de Fourier te dice
qué frecuencias estan presentes en esa sefial y en qué magnitudes. Esta capacidad de pasar
del dominio del tiempo al de la frecuencia es invaluable para el andlisis de sefales,

procesamiento de imagenes, telecomunicaciones, y muchas otras aplicaciones.



309

Para el resultado F{A} = A2n - §(w) el término §(w) que unicamente tiene un valor
distinto de cero para w = 0 y para w # 0 F{A} = 0, esto nos indica que una senal constante de

amplitud A no tiene arménicos cuyas frecuencias w sean diferentes de cero.
Ejemplo 3. Calcula transformada de Fourier para el pulso

_ A, silt|<T/2
f(t)_{ 0, siltl>T/2

Solucién. Aplicamos la definicién y se tiene

0 T/2
f () e7@tdt =f Ae @t qt

-T/2

T/2
= AJ et gt

-T/2
i T/2
e lwt / A _lwT +in
=A - = —_(e 2 —e 2 )
—lw lw

-T/2

Es decir

Flw) = % sen (%T)

Como caso particular considere T =3syA=5m
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1 t[s]

35 -3 25 -2 15 1 -05 05 1 15 2 25 3 35

Figura 5.1 Grafica pulso no periddico Amplitud vs tiempo

Cuya transforma de Fourier resulta

10 3w
F(w) = Xsen (7> m-s,

Cuya grafica del espectro de frecuencias que componen a la sefal f(t) se muestra a

continuacion

“ 26 24 22 20° 18 46714 N2/-10 VG J\/z \/ s\j 10\JZ 14 36 18 200 22 24 26 28 30

wlrad/s]

Figura 5.2 Grafica transformada de Fourier de pulso no periddico: espectro de

frecuencias continuo.
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Ejemplo 3. Consideremos un sistema vibratorio simple compuesto por una masa m

conectada a un resorte con constante elastica k y un amortiguador con coeficiente de

amortiguamiento. La masa es sometida a una fuerza externa f(t) que varia con el tiempo.

Determine la posicién en funcion de la frecuencia w.

Solucion.
La ecuacion diferencial que describe el movimiento del sistema es:

d?x(t) dx(t)
gz TPt kx(t) = f(t)

donde:

x(t) — es el desplazamiento de la masa en funcién del tiempo.

m — es la masa.

B — es el coeficiente de amortiguamiento.

k — es la constante del resorte.

f(t) — es la fuerza externa aplicada.

Se aplica la transformada de Fourier a la ecuacion diferencial:

Se toma la Transformada de Fourier de la ecuacién del movimiento para convertirla del

dominio del tiempo al dominio de la frecuencia.

La Transformada de Fourier de x(t) denotada como X(w), representa la amplitud y fase

de la respuesta del sistema a diferentes frecuencias w.

Ecuacion en el dominio de la frecuencia:
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Al aplicar la Transformada de Fourier a cada término, la ecuacién de movimiento se

convierte en una ecuacion algebraica en términos de w de la siguiente forma:
—mw?X(w) + iwpX(w) + kX (w) = F(w)
Aqui, F(w)es la Transformada de Fourier de la fuerza externa f(¢t).
La solucién para X(w) es:

F(w)

X(w) =
(@) —mw? + iwp + k

La expresion anterior nos da la respuesta del sistema para cualquier frecuencia w.
Analisis de frecuencias:

La funcion X (w) revela como responde el sistema a diferentes componentes de

frecuencia de la fuerza externa.

Podemos determinar la frecuencia natural del sistema (donde la amplitud de X(w) es
maxima), asi como entender como el amortiguamiento 8 afecta la respuesta en distintas

frecuencias.

Finalmente, se puede aplicar la Transformada Inversa de Fourier para volver al dominio

del tiempo y obtener el comportamiento temporal x(t) del sistema.

6.3 Analisis de vibraciones mecanicas mediante Fourier
En los capitulos terceros cuarto y quinto encontré que los sistemas estudiados son
lineales e invariantes en el tiempo y en general la ecuacion de movimiento tienen la forma de la

ecuacion 5.8.

d™x(t) d™ 1x(t) dx(t)
CnW-i- Cn_lw C17+ cox(t) = F(t) oo (5.8)
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dx(t)

Si se denota% por el operador p, tal que px(t) = 2=, entonces phx(t) = d™x(t)

atn

Entonces, la ecuacién 5.8 se puede expresar como la ecuaciéon 5.9:

n

Z cpix(t) = F(b) ... (5.9)

i=0
La ecuacion 5.9 en forma reducida queda de la forma de la ecuacion 5.10.
C(P)x(t) = F(t) ... ... (5.10)
Donde C(p) es de la forma de la ecuacion 5.11.
CP) =cyp™ +cpp™ 1+ +cptag.... (5.11)

La ecuacion 5.10 despejando x(t) que da la forma de la ecuacion 5.12.

1
X = ey FO = HPF©) .. ... (512)

Donde H(p) = _L_ Se entiende que la ecuacion 5.12 es una expresion operacional de
c(p)

la ecuacion diferencial 5.8. El operador H(p) que opera sobre la funciéon de entrada para
producir la funcion de salida se denomina funcién operacional del sistema. Utilizando el simbolo

L para H(p),la ecuacion 5.12 se puede expresar como la ecuacién 5.13:
LF(t) = x(¢t) ... ... (5.13)

El simbolo u operador lineal L en la ecuacién 5.13 indica la ley que determina la funcion

de salida, x(t), dada la funcién de entrada, F(t).

La respuesta de un sistema lineal e invariante en el tiempo a una funcién excitadora de
la forma F = F,e'®t es también una funcion exponencial y proporcional a la entrada (HWEI P.

HSU pag 123), esto es de la forma de la ecuacion 5.14.
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L(e™t) = ke'" ... (5.14)

Ademas, segun la teoria de las ecuaciones diferenciales la respuesta x(t) tendra la

forma exponencial, es decir si x(t) = Ae'“t entonces y del hecho de que C(p)e®t = C(iw)e'®t
Y H(p)e't = H(iw)e'®t.
Entonces se tiene finalmente la ecuacion 5.15.
C(p)x(t) = Foe'®*
C(p)Ae'®t = Fyei®t
A-C(p)e'®t = Fyel®t
A C(iw)e'®t = Fye'®t
C(iw)Ae™t = Fye'®t

C(iw)x(t) = Fye'®t

x(t) = Foe'®t . ... (5.15)

1
C(iw)
Entonces se tiene que la respuesta del sistema a la fuerza excitadora es de la forma de

la ecuacion 5.16.
x(t) = H(iw)Fye'®t .....(5.16)

Donde H(iw) = ﬁ

Otros teoremas requeridos (HWEI P. HSU pag 125) son H(iw) cos wt = Re[H(iw)e™®t] y
H(iw) sen wt = Im[H(iw)ei“)t]. En el caso de que H(iw) resulte en un numero real entonces

H(iw) cos wt = H(ia))Re[ei“’t] = H(iw) coswt y H(iw) sen wt = H(iw)lm[ei“’t] = H(iw) sen wt
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Donde Re significa la parte real y Im la parte imaginaria. Finalmente, otro resultado que

se requiere es el siguiente de la ecuacion:
H(iw)K = KH(0).... (5.17)

En el capitulo cuatro se estudiaron los sistemas mecanicos con fuerza externa entre
ellos el de un sistema masa resorte sin amortiguamiento expuesto a una fuerza de excitacién

externa periddica cuya ecuacion de movimiento esta da por la ecuacién de movimiento 5.18.

d*x
moz + kx = F, sen(wt) .....(5.18)

Para el caso particular se consideré el siguiente sistema.

Ejemplo 1. Una masa de 1 kg se cuelga de un resorte cuya constante de elasticidad es
de 4 % . Sobre el sistema ante una fuerza externa f(t) = 2 Sen 23 t N. El movimiento del
sistema comienza cuando la masa se encuentraa 1m por debajo de la posicién de equilibrio y
lleva una velocidad de 1 % hacia arriba puente seguido. Determine la posicion x(t) y la

velocidad v(t) de la masa y trace la grafica de la posicion x(t) en cualquier instante de tiempo.

Datos.

=1k K—4-N tH)y=2S5 3tN —10m
m= g, - m’ f()_ enz ’ 9= SZ’

m
Xo=1m y v0=—1?

Para nuestro caso particular es de la forma.

2x

3
az + 4x = 2sen <Et)

aplicando la teoria de operadores transformamos, la solucién ecuacion anterior en

términos del operador p y nos queda de la forma siguiente:
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3
(p? + 4)x(t) = 2sen (E t)

xp(t) = ﬁZsen (g t) ,

1
p%+4

Dado que H(p) =

es un operador lineal lo anterior se puede expresar como

x,(t) = 2H(iw)sen G t)

.3 1 4
H (l—) = =
2 -9/4+4 7
Por tanto, la soluciéon en estado estacionario es de la forma

x,(t) = gsen (g t)

Realizando el analisis para la solucion de la ecuacion homogénea como se vio en el
capitulo 4 seccién 4.1 del ejemplo 1, se tiene que la solucidn general o la salida del sistema
esta formada por la solucién del estado transitorio x.(t) y la solucion del estado estacionario

x,(t) lo que resulta en:

t) = 2t 19 2t+8 3t
x(t) = cos 14sen 7sen2 m

Ejemplo 2. Un bloque de peso de 10 N cuelga de un resorte cuya contante es de 4 %

el sistema se encuentra en un medio sin amortiguamiento. EI movimiento comienza cuando el
bloque se encuentra en una posicién de un metro por arriba de la posicion de equilibrio y
llevaba una velocidad de 1? hacia abajo y sobre el sistema actua una fuerza externa dada por

f(t) = 3 cos(3t) — 5sen(3t) N. Determine la posicién en cualquier instante de tiempo y e indique

si el sistema entro en resonancia.



Solucién.

Datos:

W= 10N, k=4, f(t)=(3cos3t — 5sen3t)N, g=105

Xo = —1my vy = 1%

Calculamos la masa del bloque.

La ecuacidon de movimiento es de la forma.

d?x
m —

dx
dt? d

+p t+kx=f(t)

Para nuestro caso particular es de la forma.

d?x
—+4x = 3cos3t — 5sen 3t

dt?

Expresando en términos de operador p se tiene

(p? + 4)x(t) = 3 cos3t — 5sen3t

5sen 3t

1 1
x(t):p2+43cos3t _p2+4

Utilizando operadores queda de la forma.

x(t) = H(p)3 cos 3t — H(p)5sen 3t

1 .
Con H(p) = i se propone las soluciones

x,(t) = H(i3)3e3t y x,(t) = H(i3)5e™3¢
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Evaluando H(i3) = ﬁ = _iS , sustituyendo se tiene la salida en estado estacionario

x(t) = —% cos 3t + sen 3t.

Para el caso en que la fuerza excitadora es periédica con periodo T y satisface las
condiciones de Dirichlet como se vio en la seccién 6.1 entonces esta funcién se puede

representar mediante series de Fourier, esto es

21

F(t) = %ao + Yn-1(a, cosnwgpt + b, sennwgt), wp = -

Y dado que el sistema es lineal entonces se tiene de la ecuacion de movimiento, que la

solucién en estado estacionario es.

1 (0.0)
x,(t) = H(p) <§ ap + Z(an cosnwgt + by, sen nwpt))

n=1

y de las propiedades de H(p) se tiene
1 oo
x,(t) = H(p) 4o + Z(anH(p) cosnwgt + by, H(p) sen nwgt)
n=1
1 c . .
x,(t) = H(0) 90 + E(anRe[H(inwF)em“’Ft] + b, Im[H (inwp)e™rt])
n=1

Ejemplo 3. Hallar la respuesta en estado estacionario de un sistema masa resorte con

m=1kg yk=4 %que es excitado por una fuerza externa que tiene la forma

FO) =4+ Z % (—1)" sen (g t)
n=1
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2T

Con T=6n y wpz?zg

Solucién. La ecuacidon de movimiento del sistema es

o]

T —4+Zl2 1)" sen (5 t)
acz T n D sen 3

n=1

@+ 9O =4+ Y (-1 sen (3¢)
n=1

xp (1) =ﬁ 4+Zln—2(—1)” sen (gt)

Utilizando operadores que de la forma siguiente.

x,(t) = Hp) | 4+ Z %(—1)71 sen (gt)

n=1

1
pi+4

,H(0) = %, H (%) = n; 4aplicando el operador resulta

Con H(p) =

12
xp(t) = H(p)4 + 2 7(—1)" H(p)sen (g t)
n=1

nt

Xy () = 4H(0) + i 1n—2 (=1 tm |1 (%) s
n=1

o120 1 e
%, () =4H(0)+27(—1) Im|—5—e'3
n=1

—5+4
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X, () —4H(0)+Z—( D Im[ ]

xp(t) =1+ Z—( nH" #sen (gt)

1:—1+§:12 " i (nt)
xp(0) = w CD" ggzsen (3
n=1
Por tanto, la respuesta en estado estacionario queda de la forma anterior.

6.4 Analisis de arménicos y resonancias

En general el operador H(p) para un sistema mecanico masa resorte se encontré que

tiene la forma H(p) = y cuando actua sobre un armoénico ésta dado por la ecuacion

2+2

5.19.
H(p)e®t = H(iw)e't .....(5.19)

Es decir, este operador al aplicarse a un armonico es igual a evaluar dicho operador en

iw, de lo que resulta H(iw) = es decir H(iw) =

1
(iw)2+w?’ —w2+w} '

Lo anterior nos muestra que cuando la frecuencia natural coincide con la frecuencia del
armonico H(iw) queda indefinido o tiende a infinito y asi se puede identificar la condicion de
resonancia. Este analisis se puede extender para el caso en que la funcion excitadora sea una

suma de armonicos de la forma de la ecuacion (5.20).

F(t) = %ao + Yo-q1(a, cosnwgpt + b, sennwgt), wp = 2?” e .. (5.20)
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Se encontré que la solucion en estado estacionario o del sistema esta dada por la

ecuacion 5.21.

x,(t) = H(O)%ao + Z(anRe[H(inwF)ei”“’Ft] + b, Im[H (inwp)e™rt]) ....... (5.21)

n=1

Por lo tanto, en este caso el operador aplicado a cada término de la serie resulta en las

formas de las ecuaciones 5.21 y 5.22.
H(p) cosnwpt = H(inwg) cos nwgt ......... (5.21)
H(p) sennwyt = H(inwg) sennwet ....... (5.22)

Y en el caso de un sistema masa resorte lo anterior resulta en la forma de la ecuacion 5.23.

1

H(i =
(inwp) 0Z = (g )?

o (5.23)

Se concluye que el sistema entrara en resonancia cuando w, = nwg, €s cuando algun multiplo

de la frecuencia fundamental de la fuerza excitadora es igual a la frecuencia natural del sistema.

Ejemplo 4. ;En qué condiciones el sistema masa resorte con m=1kgy k=4 % entra en

resonancia si se le aplica una fuerza externa dada por f(t) =4 + Z;‘f’zl% (=1)" sen (g t)?

Solucién.

. . d . _—
La frecuencia natural del sistema es w, = 2 % por tanto se tiene que la condicién de
. 1 rad ,
resonancia es 2 = nwy Con wr = 3 % de donde se concluye que para n = 6. Es decir, la

. 6 . .
componente de la fuerza excitadora sen (5 t) produce resonancia en el sistema.
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6.5 Aplicaciones y practica del analisis de Fourier en vibraciones mecanicas

Este tema se centra en aplicaciones practicas del analisis de Fourier en el campo de las
vibraciones mecanicas. Se presentan ejemplos de como se puede utilizar para diagnosticar
problemas en maquinas, evaluar el rendimiento de sistemas y analizar la respuesta vibratoria

de estructuras.
Ejemplo 5: Sistema de Suspension de un Vehiculo

Descripcion del Sistema:
Un vehiculo puede ser modelado como un sistema masa-resorte para analizar las vibraciones
inducidas por las irregularidades del camino. Supongamos un sistema masa-resorte simple sin
amortiguamiento, donde:

- La masa del vehiculo m es de 1000 kg.

La constante del resorte k es de 20000 %

Frecuencia Natural:
La frecuencia natural del sistema es:

k 20000 rad
Wy = \g_ Too0 = V20~ 447—

Fuerza de Excitacion:
Supongamos que la fuerza de excitacion externa F(t) es una combinacién de arménicos debida
a las irregularidades del camino:

F(t) = 500sen(4t) + 200 cos(8t)

Analisis de Fourier:

La fuerza de excitacion se descompone en sus componentes armaonicas:



rad

500 sen(4t), con w = 47,

rad

200 cos(8t), conw = BT

Funcion de Transferencia:

La funcion de transferencia del sistema es:

_ 1
H(iw) = =727

Evaluamos H(iw) en las frecuencias de la fuerza de excitacion:

d
Para w = 4%

HGi4)=———=—1_ =025

—424 4,472 —-16 + 20

La respuesta a este componente es:

x1(t) = (500) (0.25) sen(4t) = 125sen(4t)

d
Para w = 8%

—0.0227

H(i8) = = ~
(8) = —gz 72472~ 62 + 20

La respuesta a este componente es:

x,(t) = (200) (—0.0227 ) cos(8t) = —4.54 cos(8t)

La respuesta total del sistema es la suma de las respuestas a cada componente:

x(t) = x,(t) + x,(t) = 125sen(4t) — 4.54 cos(8t) m

323
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Ejemplo 6: Vibraciones en un Edificio

Descripcion del Sistema:
Consideremos un piso de un edificio modelado como un sistema masa-resorte sin
amortiguamiento para analizar las vibraciones inducidas por un equipo mecanico que genera
fuerzas peridédicas. Supongamos:

La masa efectiva m del piso es de 5000 kg.

- La constante del resorte k es de 100000 %

Frecuencia Natural:

La frecuencia natural del sistema es:
B k _[100000 447 rad
@ = T [Ts000 s

Supongamos que el equipo mecanico genera una fuerza:

Fuerza de Excitacion:

F(t) = 1000sen(4.5t) N

Analisis de Fourier:

La fuerza de excitacion se descompone en sus componentes de Fourier:

rad

- 1000 sen(4.5t) con w = 4.5 -~

Funcion de Transferencia:

La funcidn de transferencia del sistema es:

1

Hiw) = — 72772
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Evaluamos H(iw) en la frecuencia de la fuerza de excitacion:

Paraw = 4.5 %

1 _ 1 1
—4.52+ 4472 —2025+20 —0.25

H(i4.5) = 4

La respuesta a este componente es:

x(t) = (1000 )(—4 )sen(4.5t) = —4000 sen(4.5t)m

6.6 Ejercicios
1.- Dada la funcién f(t) = 3t — 4 definida en — < t < m. Encuentre la serie de Fourier

y desarrdllela paran = 8.

2.- Dada la funcion f(t) = 5t definida en —3w < t < 3m. Encuentre la serie de Fourier y

desarréllela paran = 10.

3.- Dada la funcién f(t) = t? + 2 definida en —m < t < m. Encuentre la serie de Fourier

y desarrdllela para n = 10.

4.- Dada la funcién f(t) = et definida en —1 <t < 1. Encuentre la serie de Fourier y

desarréllela paran = 6.
5.- Una masa de 2 kg se cuelga de un resorte cuya constante de elasticidad es

de 10% . Sobre el sistema ante una fuerza externa f(t) = 3Sen t N. El movimiento del

sistema comienza cuando la masa se encuentraa 1m por debajo de la posicion de equilibrio y

lleva una velocidad de —1 % hacia arriba puente seguido. Determine

a) La posicién x(t) y la velocidad v(t) de la masay trace la gréafica de la posicidén x(t)

en cualquier instante de tiempo.
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b) utilizando el analisis de Fourier determine la solucion particular del estado estable del
sistema.

6.- Una masa de 20 N se cuelga de un resorte cuya constante de elasticidad es
de 4 % . Sobre el sistema ante una fuerza externa f(t) = 3cos2t N. El movimiento del
sistema comienza cuando la masa se encuentraa 1m por arriba de la posicion de equilibrio y
lleva una velocidad de 2 % hacia arriba puente seguido. Determine mediante el analisis de

Fourier la respuesta particular del estado estable del sistema.

7.-. Hallar la respuesta en estado estacionario de un sistema masa resorte con m = 2 kg

vk=6 % que es excitado por una fuerza externa que tiene la forma
o 12
fH)=6+ Z —?(—1)" sen (nt)
n=1

8.- Hallar la respuesta en estado estacionario de un sistema masa resorte con m = 3 kg

yk =10 % que es excitado por una fuerza externa que tiene la forma

9.- Un péndulo simple consiste en una masa m suspendida de una cuerda inextensible
de longitud L. La masa oscila bajo la influencia de la gravedad g. Si las oscilaciones son
pequefias, el angulof(t) que forma la cuerda con la vertical puede describirse por la siguiente

ecuacion diferencial lineal:

d20(t) g 1
—ae T 0O=gpfO

Determine 6(w).
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10.- Un bloque de peso de 100 N cuelga de un resorte cuya contante es de 16 % el

sistema se encuentra en un medio sin amortiguamiento. EI movimiento comienza cuando el
bloque se encuentra en una posicion de un metro por arriba de la posicion de equilibrio y
llevaba una velocidad de —2? hacia abajo y sobre el sistema actua una fuerza externa dada

por f(t) = 4 cos(3t) — 3sen(3t) N. Determine la posicidon en cualquier instante de tiempo y e

indique si el sistema entro en resonancia.
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Apéndice A. Propiedades de las Areas y lineas

A.1 Areas

__JxdA
T Taa
__JydA
Y= Taa

El momento de inercia de area con respecto al eje X, I, y el momento de inercia de

area con respecto al eje Y, I,,; y el momento de inercia Iy, son:

L, = [y?dA, I, = [ x?dA, I, = [ xydA

El momento polar de inercia respecto a 0O es:

Io=fr2dA=f (2 +y2)dA=1,+1,
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Placa polar

Y

Coordenadas del centroide
= (a b)
—\272

Aread=a-b
Momentos de inercia

—1.p3 7 1.3 _1 2.2
Ix—3ab ,Iy—3a b,Ixy—4ab.

Para placa cuadrangular
a=b>b
Area: A =a?

Coordenadas del centroide

-39

Momentos de inercia

1 4 1
T3

4

4 _1
a,Ixy—Za.

Placa circular

oy
N

Area:

A = mR?

Coordenadas del centroide
¢ = (0,0)

Momentos de inercia

Iy = I, = <mR?, Ly, = 0.

Placa semicircular

Y

0]

Area:

B TR?

2

Coordenadas del centroide

Momentos de inercia

,=0.

I = I, = =mR*, I,

Placa semicircular
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Placa de un cuarto de circulo

0 R

Coordenadas del centroide

C_(a b)
—\272

Coordenadas del centroide

C= <4R 4R>
~ \37’37

Momentos de inercia

I, =1

_1 4 _ 15
y—1—67TR ,Ixy—sR.

Placa triangular

Area:
Ao ab
2

Coordenadas del centroide

c—(z 1b>
~\3%3

Momentos de inercia

1 1
Ix = Eab3 , Iy = Za3b, Ixy =3
Placa triangular

Y

le}

Area:
A—1 b
_Za

Coordenadas del centroide

C_(a b)
~\2’3

Momentos de inercia

I, = — ab?
x=17¢

1
= -a?b>.
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A.2 Lineas.

Las coordenadas del centroide de la linea L son:

_ [ xdL _ _ [ydL, _  [zdL
x_de’ y_de’ Z_de
Arco semicircular Arco de un cuarto de circunferencia
Y Y
& R "
0 X
0 X
Coordenadas del centroide
Coordenadas del centroide 2R 2R

C=<0,2?R> C=<Tr'n>

Arco circular

Coordenadas del centroide

Rsena
c- (2o
a




Apéndice B. Identidades trigonométricas

Basicas
9= 1
senv = csch
o - 1
cosv = secO
tan g = sen 8
anv = cosf
to = !
cote = tan 6

sin?0 + cos?6 =1
1+ tan? 6 = sec? @
1+ cot? § = csc? 6
sen(a + B) = senacosf
+ senficosa
cos(a + B) = cosacosf
¥ senasenf
tana + tan 8

t + =
an(a ) 1+tanatanf

Angulo

sen(20) = 2sen6 cos @
cos(20) = cos? 6 — sen? 6

cos(260) =1 —2sen?6

cos(26) = 2cos?0 —1

tan(26) = 2tan @
an ~1—tan?6

0 1—cosé
sen— =+

0
2
tan€—+ 1—cos@
2 T J1+cosH
6 1—cos@
taniz sen @

Suma-producto

senac+ sen £ = 2sen (22 cos(£52)

senac—sen = 2sen(“=2) cos (1)

cosa-+ s =205 (22 cos (45

cosa— o =~ 250n (D) sn (£52)

sinasing = %[cos(a —B) - cos(a + B)]

cosacosf = %[cos(a —B) + cos(a + B)]
1

senacosf = 3 [sen(a + B) + sen(a — B)]

cos(m+a) =—cosa
sen(mr + a) = Fsena

(A
sen (E— (Z) =cosa

A
cos (E_ a) =sena
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Apéndice C. Transformadas de Fourier

f@® L))

A

u(t)

e tu(t)

te u(t)

cos(wyt)
sen(wyt)

e * cos(wyt) u(t) donde Re(a)>0

e *sen(wyt) u(t) donde Re(a)>0

daf (e
dt

A2m - 6(w)

1
mo(t) + —
LW

1
iw—+a

1
(iw + a)?

(8 (w — wp) + 8(w + wy))
in(8(w + wg) — 6(w + wy))

a+iw
(iw + a)? + w?

Wo
(iw + a)? + w?

jwF(w)
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