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Prefacio

El propdésito de estas notas es el de proporcionar material de apoyo y discusién para
el mejor desarrollo del curso de Anadlisis de Vibraciones que se imparte actualmente en
el sexto semestre de la carrera de mecdtronica.

El andlisis de vibraciones en sistemas mecdnicos y eléctricos es una parte impor-
tante en ingenierfa, debido a la enorme cantidad de maquinas eléctricas y de combustion
que presentan problemas de funcionamiento debido a vibraciones u oscilaciones inde-
seables que provocan deficiencias en los productos y/o ponen en riesgo la estabilidad de
la maquina en si misma con consecuencias negativas para operarios y produccion.

El estudio de las causas de vibraciones y el desarrollo de metodos para su eliminacién
ha tenido momentos importantes en la historia de la ingenierfa.

En los inicios de la era espacial, se hicieron enormes esfuerzos para construir cohetes
que permitieran a las naves liberarse de la atraccién gravitacional, pero era muy frecuente
el fracaso debido a las enormes vibraciones que producian los potentes motores que ponian
constantemente en peligro la integridad de toda la estructura o la destrufan. Dado que no
era posible disminuir la potencia de los motores, el problema se reducfa a buscar maneras
de disminuir en todo lo posible las vibraciones que soportaba la estructura debido a su
funcionamiento.

Problemas como estos obligaron a un estudio sistemético de la teorfa de las vibra-
ciones, su propagacion, metodos de amortiguamiento y balanceo, y al desarrollo de técni-
cas que simplificaran el andlisis de sistemas oscilatorios y aportaran metodos de solucién.

Algunos de esos metodos son la parte medular de este curso y tienen una base comtin



el modelado mediante masas, resortes y amortiguadores de las cantidades reales masa,

elasticidad y friccién.



Capitulo 1

Introduccion

James Clerk Maxwell (ver [1]) no solo contribuyé a la teoria electromagnética sino
que ademads fué de los pioneros en el estudio sistemético de las vibraciones mecénicas y
aporté uno de los primeros métodos para el andlisis de las vibraciones de un sistema de
muchos cuerpos acoplados sometidos a fuerzas eldsticas, el método de los coeficientes de
influencia, un método que discutiremos més adelante.

La eliminacién de las oscilaciones requiere como primer paso determinar las frecuen-
cias de oscilacién que se obtienen del funcionamiento del sistema en cuestién y las causas
fisicas de las mismas. Esto pemite disenar algunos mecanismos adicionales que se pueden
acoplar al sistema bajo estudio para eliminar las vibraciones indeseables mediante 2
métodos basicos; amortiguamiento y/o balanceo

Existen diferentes aproximaciones para discutir el problema de las vibraciones, estas
han dado como resultado varias técnicas mateméticas que surgen de los principios de la
mecdnica cldsica, como la segunda ley de Newton, los métodos de la energfa de Rayleigh,
las ecuaciones de Euler-Lagrange y las ecuaciones de Hamilton y méds recientemente
algunos métodos iterativos, todos ellos disenados para determinar en primera instancia
las frecuencias naturales de oscilacién que se esperan en el diseno de sistemas mecédnicos

y/o eléctricos, o se usan para modelar sistemas ya existentes.



1.1. Conceptos basicos de Vibraciones Mecanicas

El anélisis de vibraciones se concentra en el estudio de sistemas oscilatorios que pueden
ser modelados como cargas sobre las cuales actiian fuerzas eldsticas ademdas de amor-
tiguamientos de diferentes tipos.

Los sistemas ma&s simples consistirdn de un masa sujeta a una o més fuerzas elésticas
que producen el movimiento oscilatorio, posteriormente discutiremos sistemas de méds de
una masa que requerirdn la generalizacién de los métodos previos y en algunos casos de
otros nuevos para tratar estos sistemas.

Nuestro objetivo central en la discusion de un sistema oscilatorio serd el de determinar
las frecuencias naturales de oscilacién del sistema que representaremos por w,,.

Determinar estas frecuencias nos permite tener una idea més clara de la magnitud
del problema generado por las oscilaciones y en base a esto podemos proponer algunos
métodos de solucién como el balanceo o el acoplamiento de osciladores externos que

contrarresten las vibraciones naturales del sistema bajo estudio.

1.1.1. Frecuencia y periodo

Llamaremos periodo al tiempo necesario para que el movimiento se repita y lo repre-
sentaremos por la letra 7.

Llamaremos frecuencia al nimero de ciclos por unidad de tiempo (T), es decir

1
V= f — ?7
y llamaremos frecuencia angular a la cantidad w = 27v = 27 /T.

Llamaremos frecuencia natural a la frecuencia que presenta un sistema que estd libre

de friccién, y la llamaremos frecuencia amortiguada cuando la friccién esta presente.



1.1.2. Vibraciones libres

Entendermos por una wibracion u oscilacion libre aquella en la cual la masa se en-
cuentra sometida sélo a las fuerzas eldsticas, friccién y gravedad, pero ningun otro agente
externo estd actuando sobre el sistema para mantener el estado de oscilacién. Bajo estas
condiciones una oscilacién libre se amortiguard hasta desaparecer por la presencia de la

friccion. A la vibracién libre usualmente también se le llama transitoria.

1.1.3. Vibraciones forzadas

Cuando sobre el sistema actian fuerzas externas armonicas, es decir, fuerzas dadas

por alguna de las siguientes expresiones

F,sinwt,
Fepy = F,coswt,

wt
F,e*,

la oscilacién resultante se denomina vibracidn forzada.

1.2. Movimiento Armodnico Simple y su representacién

La definicién de un movimiento arménico simple (MAS) se puede hacer de varias
formas todas ellas equivalentes entre si. Desde un punto de vista matematico diremos
que un movimiento unidimensional es un MAS si el desplazamiento como funcién del

tiempo estd determinado por una ecuacién de la forma

T, COS W,
T =19 w,sinw,t, (1.1)

iwot
To€ ™07,
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donde w, representa la frecuencia natural de oscilacién y z, su amplitud (ver ). Un estudio
sobre propiedades generales de las funciones sen(z) y cos(x) se presenta en el apéndice
A.

La version fisica de esta definicién consiste en afirmar que un sistema es un MAS, si

satisface la ecuacion

mi+kxr = 0, o (1.2)

F+wir = 0,

donde w? = k/m, ésta ecuacién resulta de aplicar la segunda ley de Newton F = mda, a
una masa m sometida a la accién de un resorte de dureza k, que ha sido desplazado de
su posicién de equilibrio para estudiar su movimiento.

Observemos que cualquiera de las maneras de escribir z en (1.1) es solucién de la
ecuacién diferencial (1.2). Otra manera fisica de definir un MAS consiste en afirmar que
un sistema oscilatorio serd un MAS si en él se conserva la energia mecdnica del sistema,

es decir, si la suma de energfa cinética mas potencial es constante.

1.2.1. Enmnergia de un MAS

Mostraremos que la energia de un MAS es constante, para esto usaremos la expresiém
estandard

r = Acoswt,

de un resorte, en el cual suponemos que la amplitud y la frecuencia son constantes (no

existen ningun tipo de friccién o forzamiento). La expresion de la energia mecédnica para

11



este caso es

E = T+U,
1 1
= §mx'2+ §/€x2,

= L (LA coswr) 2+1k:(A t)”
= 2m o cosw 5 coswt)”,
= —mA“w”sin wt+§kA cos” wt,

A2
= T(mw%inzwt—l—kcoswt),
_ Py

2 )
mw?A?

2

De esta manera obtenemos en el caso de un resorte la energifa mecdnica total es una
constante y es directamente proporcional a la constante del resorte y al cuadrado de su
amplitud.

Los ejemplos mds frecuentes para ilustrar un MAS son: El sistema masa-resorte, es
decir, una masa sometida a la accién de un resorte oscilando en un plano horizontal sin
friccién, o verticalmente bajo la accién de la gravedad pero sin tomar en cuenta los efectos
de amortiguacién del aire. El péndulo simple, una masa sujeta por una cuerda (de masa
despreciable) que oscila bajo la accién de la fuerza de gravedad. En el siguiente capitulo
dedicaremos mucha de nuestra atencién a estos problemas y a otros que son versiones un

poco mds complicadas de estos.

1.3. Uso de factores para suma, resta, multiplicacién
y divisién de movimiento armoénico

Existe un método geométrico que permite representar sistemas oscilatorios y con

el cual es ademds posible realizar las operaciones bésicas de suma y producto ( y sus

12



r sin(wt) r

wt

Figura 1-1: Representacién de Fasores

inversos) (ver [6]).
El método se basa en el estudio de las componentes de vectores de magnitud constante
que rotan en el plano con una velocidad angular w. Normalmente se usan las componente

verticales para estudiar el comportamiento de los sistemas oscilatorios.

1.3.1. Diagrama de Fresnel (diagrama fasorial)

Una variacién sinusoidal como I (x) = rsinwt (ver figura 1-1), puede ser representada
como la proyeccién sobre el eje vertical (u horizontal, esto es convencional) de un vector
que gira a una velocidad angular w alrededor del origen en el plano z,y en el sentido
contrario a las agujas de un reloj, donde la longitud del vector es la amplitud 7 (en el
caso de circuitos, esta longitud es r/v/2).

Al vector construido de esta manera, se le denomina de Fresnel o fasor, y cada vuelta

completa de este vector representa un ciclo de la onda.

1.3.2. Suma y resta de fasores

Ahora usaremos el diagrama de Fresnel para estudiar el problema de la suma de dos

ondas arménicas (iguales direccién y fecuencia), pero permitiremos que las amplitudes

13



Figura 1-2: Suma de Fasores

puedan ser diferentes. Consideremos los fasores (figura 1-2)

£.(t) = Apsin(wt + ),
Eo(t) = Agsin(wt+ ) =

&) = Apsin(wt 4 a) + Ay sin(wt + B),

usando la ley de los cosenos, podemos determinar la amplitud de la onda resultante, y

estd dada por

A=/ A3+ 43+ 24, Ay cos(B — a), (1.3)

el dngulo de fase del vector resultante (dngulo con el eje z), lo podemos determinar

usando las componentes del vector resultante en su representacion vectorial

P = (Aycos f + Ay cos )i + (Aysin 8 + A; sin )j,

14



por lo que el dngulo de fase del vector resultante estd dado por

Agsin 8+ A;sina

1.4
Ascos B+ Ajcosa’ (1.4)

tany =

como los vectores componentes giran con la misma frecuencia angular, el vector resultante
tiene también la misma frecuencia. Usando las expresiones (1.3 y 1.4) podemos estudiar
algunos casos especiales importantes:

1. Si las ondas &; y &, estdn en fase (o« = () entonces, la onda resultante

() = &)+ &(1),
= Asin(wt + 7),

cumple que, v = a y A = A; + A, representa la interferencia constructiva de las ondas.

2. Si f = a+ m los movimientos armoénicos estdn en oposicion, sus vectores rotantes
son antiparalelos y las ecuaciones (1.3 y 1.4) dan (en el caso de que Ay > A;) A = Ay— Ay,
~v = f3, por lo que los movimientos arménicos interfieren atentiandose. En el caso particular
en el cual A; = A; los dos MAS se cancelan, esto corresponde al caso de la interferencia
destructiva.

Estos mismos resultados pueden obtenerse también usando el dlgebra de los ntiimeros
complejos. Dado que todo vector en 2 dimensiones @ = a,i+ a,j, puede pensarse también
como el nimero complejo z = a, + % a,, donde las componentes representan las proyec-
ciones del nimero complejo con dngulo dependiente del tiempo podemos escribir para la

suma (o resta)

z = 21 % 29,

= (ay £by)+i (ay£by),

15



la magnitud del vector resultante estd dada por

Al = o) + (ay £ b,
= \/Af + A2 4+ 2A, Ay (cos accos B + sin asin 3),

= \‘/A% + A2+ 2A, Ay (cos (B — a)),

el dngulo de fase para la suma

a, b
— t —1 Y Y
v o= (22,

tan- Ajsina + Agsin 3
an )
Aj cosa + Ay cos 5

1.3.3. Producto y divisién

La idea de representar a los fasores mediante nimeros complejos nos permite realizar

el producto de fasores de manera igualmente simple, si

z = 2129,
= (ay +1iay)(by+iby),

= (agby — ayby) +i(azb, + ayb,),

el dngulo de fase se determina rapidamente usando

v = tan-) agby + ayb,
azby — ayb, )’

4 (cosasin 3 4 sina cos 3
= tan - - )
cos acos f — sinasin 3
= tan ' (tan (a + 3)),

= a+p.

Este resultado se puede obtener de manera practicamente trivial si representamos el

16



producto en la forma polar

2= 21k,
= Alew‘AQelﬁ,

= Al A2 ei(och,B) .

La divisién se trata de manera andloga y se puede mostrar que el argumento ¢ esta

dado por
p=a—p. (1.5)

Esto se puede deducir facilmente si usamos z; = A1€™® y 2, = Aze’®, entonces

de donde se tiene el resultado (1.5).

1.3.4. Un ejemplo: Circuito RLC

Consideremos el ejemplo simple de un circuito RLC para mostrar la utilidad del
método. Si conectamos los 3 elementos, resistencia, inductor y capacitor en serie a una
fuente de corriente alterna, podemos representar a cada uno de los elementos por un

nimero complejo (impedancias):

ZR = R,
z = 1twlL,
i
20 = ———
wC’

donde w representa la frecuencia angular de la fuente. Estas expresiones se pueden ob-
tener a partir de estudio de la corriente en el circuito de corriente alterna considerando

cada uno de los elementos por separado y usando V' = I R para definir las impedancias

17



corresponidentes en cada caso.
En nuestro caso R, wL y % representan las amplitudes de nuestros fasores. Si necesi-
taramos representarlos como funciones oscilantes deberfamos incluir el tiempo de manera

que

zr = Re™,
21 = wlL ei(wt+7r/2)’
1 .
_ t(wt—m/2)
= —€ .
= wC

La impedancia total del circuito estd dada por

7 = ZR+ZL+20,
1
= R+i|lwlL——),
+z<w wC’)

o en términos de las funciones oscilatorias

1 .
— - ) J— wt
{Rqu(w wc)}e ,

el dngulo del fasor resultante estd dado por

1
wL—wC

tan ¢ = o
la corriente méxima 7,, en el circuito se puede obtener ahora ficilmente calculando

. Em
lm = ‘7|7

Em
\/R2 + (wL — %)2

18



Capitulo 2

Sistemas de un grado de libertad

Los sistemas que requieren de k—wvariables independientes para describir su movimien-
to se dice que tienen k grados de libertad.

Un pistén moviendose en un cilindro sélo tiene un grado de libertad, un disco movién-
dose sobre una mesa sin friccién tiene 2 grados de libertad, un cuerpo rigido moviendose
en el espacio tiene 6 grados de libertad (3 traslacionales y 3 rotacionales).

En lo que sigue nos dedicaremos a establecer algunos de los métodos més usados para
determinar las ecuaciones de movimiento, a partir de la cual podemos leer la frecuencia

natural de oscilacién del sistema de 1 grado de libertad.

2.1. Ecuaciones constitutivas del elemento resorte

2.1.1. Meétodos de andlisis de sistemas oscilatorios

El modelo matematico para el movimiento arménico simple se puede hacer de varias
maneras (ver [2]):
a) Usando la segunda ley de Newton

b) Mediante el principio de conservacién de la energia

19



mg

Figura 2-1: Péndulo Simple

c¢) Modelos Lagrangianos?

d) Ecuaciones de Hamilton

e) Método de Rayleigh

Veremos la forma de usar cada uno de estos métodos en algunos problemas y mas
adelante usaremos bésicamente sélo 2 de estos metodos, segunda ley de Newton y la-
grangianas. Pero debemos tener presente que los métodos de la energfa son més funda-

mentales ((b) — (e)) dado que usan las propiedades de la energia y su transformacion.

a) Newton

Para determinar la ecuacién de movimiento de un péndulo simple usando la segunda
ley de Newton requerimos un diagrama de cuerpo de libre de la masa, mediante la cual
obtenemos la ecuacién de movimiento para la componente tangencial de la gravedad
(usualmente se consideran los ejes, uno a lo largo del hilo que sostiene la masa) ver figura

(2-1).

Ver apéndice B
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ma = —mgsinf, a =a; = 10,
mll = —mgsinf, —

é—l—%sin@ = 0.

b) Energia

Suponemos que no existe friccién, por lo que la energfa mecédnica del péndulo se

conserva y en cualquier posicién (0 < 6 < 7/2) estd dada por

1
E = §mv2 -+ mgh,

donde consideraremos que h estd medida desde la parte mds baja de la oscilacién, en
estas condiciones

1 /.\2
E = 5m («9[) +mgl (1 — cos @),

como la energia es constante entonces dE/dt =0 —

d /1 .\2
= — | = 1 —
0 p <2m (01) + mgl (1 — cos 9)) :
0 = mi%00 +mglfsin6,
0 = mi% <é+%sin9> V0 € [0,7/2], =
0 = é+%sin9.

c) Lagrangianas

La lagrangiana del péndulo estd dada por

L = T-YV,
1 5.2
= §mlt9 —mgl (1 — cos@),

21



las ecuacion de movimiento estd dada por la ecuaciéon de Euler-Lagrange:

a(ony oL _
dt \ 00 00
mi?0 + mglsind = 0,

é—i—%sin@ = 0.

d) Ecuaciones de Hamilton

El hamiltoniano del sistema estd dado por

H = T+V,

1 ..
- §ml292 + mgl (1 — cosb).

Las ecuaciones de Hamilton son (ver apéndice B):

OH . OH . 0H 0L
a0 P e~ e T e

los momentos generalizados p estdan dados por

o oL
p’b - aq-27
mi*f = a—l./,
o0
p = ml*0,
H
%—9 = mglsinf,

sustituyendo estos resultados en la ecuacién de Hamilton de la fuerza tenemos

mglsind = —mi*0, —

9+%sin9 = 0.

22



2.1.2. Solucién general de la ecuacién del péndulo

Para determinar la solucién general de la ecuacién diferencial
6 + % sinf = 0,

en forma exacta, normalmente se recurre al siguiente truco para determinar una primera

integral;

9(é+%sin9:0> —

0j+Jbsing — 0,
% <%92) = —lge sin 6,
%92 = —%/sin@%dt,
<%)2 = 2—gc089+C’, —

t =

{
/ do
+1,.
\/C+279c0s9

La integral no se puede determinar por funciones elementales (es una integral eliptica de
primera especie), pero podemos hacer un desarrollo en serie de Taylor del integrando e
integrar término a término.

Usualmente esta solucién no se utiliza, a menos que existan problemas précticos reales
en los que la aproximacién de oscilaciones pequenas (sin f ~ ) no sea vilida, pero en el

caso usual se supone que las oscilaciones son pequenas lo que nos permite simplificar
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considerablemente la ecuacién y obtener un MAS directamente

{9'+%]0 = 0, =
w? o= %,:>

[

T = 2my/-.

Y

2.1.3. Péndulo Torsional

Para estudiar las oscilaciones de un eje sélido fijo, podemos considerar basicamente las
mismas ideas que hemos usado para los resortes y el péndulo simplemente introduciendo

las cantidades relevantes para movimientos rotacionales mediante la sustitucién

F «—— 7

m «— I,

ST
Q1

donde T representa la torca, I el momento de inercia, @ = 6 la aceleracién angular. De

esta manera la ecuacion relevante para el estudio de las oscilaciones de una varilla es
T =1a,

junto con la correspondiente ley de Hooke para movimientos torsionales 7 = — K6, donde

K representa la constante de torsién que depende del material de la barra. Las unidades

de K son:
[K] =[r] =L Nuw.

Ahora podemos (usando el método de Newton) determinar la frecuencia de oscilacién
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del péndulo torsional a partir de la ecuacién de movimiento (MAS)

la = —K0,
K
iy -
o+ 7 0,
. K
0+ 79 = 0, (2.1)
B K
w = T

Observemos que en el caso de 1 grado de libertad no es necesario resolver la ecuacion
diferencial para determinar la frecuencia de oscilacién, es suficiente con determinar la
ecuacién de movimiento.

Podemos también obtener la ecuacién (2.1) usando lagrangianas, hamiltonianos y el
método de la energia.

Para usar el método de las lagrangianas debemos suponer un estado dindmico del
movimiento, dado que es puramente rotacional, la energia cinética estd dada por E. =
%[ 0 (ver apéndice C) y la energia potencial tiene la misma expresién que en el caso de

un resorte U = %K 62, de aqui que la lagrangiana de la barra torsional estd dada por

L = T-V
1 .2 1
= 10— K¢
2 277

la ecuacién de movimiento estd determinada por la ecuacién de Euler-Lagrange

d (oL oL _

dt \ 90 00
I0+ Ko = 0,
. K
9+79 - 0.

Para usar el método de Hamilton requerimos determinar los momentos generalizados
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del sistema, que en este caso estd dado por

que H=T+U = 116" - 1 K¢’

de Hamilton obtenemos

0L
bi = 0q'i’

0L
P9

= 10—
p? [92
a T o

2 . . ., .
72’—] + %K 62 introduciendo esta funcién en las ecuaciones

a_H — _':>

o0 ~ 7

KO = —p=-I0=
. K
6+—=0 = 0.

+ 5 0

la otra ecuaciéon de Hamilton en este caso s6lo aporta una identidad:

oH

0H

= = ¢ |
ap q7: ap Y
p . . .
- = 0=0=0.
I

Los resortes son un instrumento esencial en la modelacién de sistemas oscilatorios,

asi que es necesario entender algunas de sus propiedades bésicas.

Desde un punto de vista tedrico, lo relevante de un resorte es su dureza, caracterizada

por k cuyas unidades son
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k1 k2 % kl
X | % k2
|:

Figura 2-2: Resortes en Serie y en Paralelo

F

asf entre mas rigido es el resorte mayor el valor de k.

Supondremos normalmente que el resorte funciona en el rango de deformaciones pe-
quenas, de manera que la ley de Hooke F = —k7 sigue siendo vélida y el resorte no ha
sufrido deformaciones permanentes.

Un teorema bésico sobre resortes nos permite entender un poco mas el comportamien-
to de la rigidez k£ cuando conectamos varios resortes en serie o en paralelo y nos muestra
que el comportamiento de un resorte tiene un andlogo eléctrico, el capacitor.

Teorema.

(a) En un sistema de resortes conectados en paralelo, la dureza del sistema resultante

es mayor que la dureza de cualquiera de los resorte conectados, y estd dada por

keg(P) =Y k.
=1

(b) En un sistema de resortes conectados en serie, la dureza del sistema resultante

es menor que la dureza de cualquiera de los resorte conectados, y estd dada por

keg(S) = <zn: k;1> i .

Demostracion

Podemos proceder de manera andloga al método usado para estudiar resistencias y
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capacitores en circuitos eléctricos, es decir, tratando de identificar qué es lo que tienen

en comun todos los resortes al conectarse en serie o en paralelo.

a) Para la conexién en paralelo de dos (o méds) resortes, al llevar a cabo la
deformacién x, todos los resortes se deforman exactamente la misma longitud x, pero la
fuerza de cada uno de ellos sobre la barra (ver figura 2-2) es diferente pues depende de

su dureza y dado que estamos suponiendo que el sistema estd equilibrio, debe cumplirse

F - i Fi7
i=1

si hubiese n resortes conectados en paralelo sobre la barra. Ahora dado que cada resorte

cumple la ley de Hooke F; = k;x, tenemos entonces

F = zn: ]{TZ X,
i=1

= kegx.

Asi que podemos escribir la conclusién: En un sistema de resortes conectados en
paralelo la dureza del sistema resultante es mayor que la dureza de cualquiera de los

resortes conectados, es decir;
keg(P) =Y k.
i=1

b) Conexién de resortes en serie. Procediendo en forma similar, observamos que
al deformar los resortes en serie por una fuerza F' cada resorte se deformard ahora una
cantidad diferente x; dependiendo de su dureza, en este caso cada uno de los resortes

experimentan la misma fuerza F' (por la 3% ley de Newton). Asf que finalmente tenemos
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M

Figura 2-3: Cilindro acoplado a resorte

Fk! = FY k',

2.1.4. Ejemplos

Consideremoa ahora algunos ejemplos para ilustrar el uso de estas ideas en sistemas

con un grado de libertad.

Sistema cilindro-resorte

Consideremos un cilindro circular de masa M y radio r unido a una pared por medio de
un resorte de médulo k, ver figura (2-3). Si el cilindro puede rodar sin resbalar encuentre
la frecuencia de oscilacién.

Contestaremos la pregunta de dos formas distintas (a) usando la ecuacién de Euler-
Lagrange y (b) el método de Newton.

(a) Debemos determinar primero las energias cinética y potencial en un instante
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arbitrario del movimiento del sistema. En este caso el cilindro posee 2 tipos de energia

cinética; rotacional y traslacional

1 1
T = 51& + §Mj;2,

como rueda sin resbalar tenemos una ecuacién adicional z = r6? por lo que la expresién

final para la energfa cinética esta dada por

1M 1
T = ——i?+ -Mi?
22:6 —|-2 T,
3
= ZM:'n?,

donde hemos usado que el momento de inercia de un cilindro circular respecto a un eje
que pase por su centro es I = Mr?/2. La energia potencial es la que estd almacenada en

el resorte y estd dada por U = %/{;xz por lo que la lagrangiana del sistema estd dada por

L = T-U,
3 1
= ZJ\4gi:2—§ka:2,

sustituyendo en la ecuacién de Euler-Lagrange tenemos

oy o
dt \ 0z or

3

§M9'c'+kx = 0,
., 2k
.CE+3—M{L' = O,

de donde podemos leer el valor de la frecuencia natural de oscilacién

2k
3M’

w =

2Podemos usar también como variable el dngulo, esto es opcional.

30



(b) Para usar el método de Newton debemos tener en cuenta que hay dos tipos de
movimiento: rotacional y traslacional, por lo que debemos escribir las ecuaciones para
cada uno de ellos y resolverlas simultdneamente.

Para el movimiento traslacional las fuerzas que actian sobre el cilindro al moverlo
una distancia = hacia la pared, son 2 en la direccién del movimiento, la del resorte dada
por la ley de Hooke y la fuerza de friccion f y son opuestas. La fuerza normal de la
superficie simplemente equilibra al peso.

Asi el movimiento traslacional estd descrito por la ecuacién
Mz = —kx + f, (2.3)

para el movimiento rotacional, la tnica fuerza que provoca la rotacién, respecto al centro

de masa, es la friccién f por lo que podemos escribir
r=10=—rf,

a partir de la cual podemos determinar la fuerza de friccién y sustituirla en (2.3)

10
;==
-
Mr?..
Mi = —kx— 0,
2r
como rueda sin resbalar, también disponemos de la ecuacién x = rf, y finalmente

podemos escribir

ngé +kr = 0,

- 2k
0+ —0 =
3M 0

y obtenemos el mismo valor, ecuacién (2.2), para la frecuencia natural de oscilacion.
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Figura 2-4: Cilindro a acoplado a 2 resortes

Sistema resorte-cilindro-resorte

Usar el método de la energia y el método de las lagrangianas para determinar la
frecuencia natural de oscilacién del cilindro mostrado en la figura (2-4) que rueda sin
resbalar.

(a) El método de la energia se puede usar cuando la energia mecédnica (E,,) del

sistema de conserva, es decir

d
E(Em) = 0,
i(TH/) = 0. (2.4)

dt

Las energfas cinética estd dada por

1 1,
T — §mi;2+§[92,
1 1 .9

= §mr292 + Zmr29 ,

donde hemos usado que rueda sin resbalar (z = rf) y el momento de inercia de un cilindro

que gira en torno a su centro de masa (I = %mrz) , finalmente la energia cinética estd

dada por

T = Zmr292. (2.5)
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La energfa potencial se debe a la presencia de los 2 resortes que tienen la misma

1
V =22 Zky?
{2y}’

donde y representa la distancia que se han deformado los resortes al mover el cilindro

dureza k

una distancia x a la derecha.
Al mover el cilindro, este giré un dngulo 6 y como rueda sin resbalar tenemos = = 76.
Como los resortes estdn sujetos a una distancia a del centro, la deformacién de es-
tos es mayor que si estuvieran sujetos al centro del cilindro (en este caso particular su

deformacién serfa exactamente z), por lo que debemos sumar a esta, la distancia

{=asinb,
usualmente consideraremos la aproximaciéon de dngulos pequenos por lo que tenemos
¢ =asinf ~ a 0, y la energia almacenada en los resortes estd dada por
V=Fk(r+a)’6, (2.6)

sustituyendo (2.5) y (2.6) en la ecuacién (2.4) tenemos

d 3 2'2 2 52 .
o (4mr€ +k(r+a) 9> = 0,
;mr29é+2k (r+a)00 = 0,—

- Ak (r + a)2 .
0+ ———20
+ 3mr?

de donde podemos leer la frecuencia natural de oscilacion

. 4k(r+a)2'
3mr?

A partir de este resultado podemos ver rdpidamente qué sucede si sujetamos los
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resortes al centro del cilindro (a = 0), obtenemos el resultado del problema anterior (salvo
un 2 por la presencia de 2 resortes), y cada vez que aumentamos a < r aumentamos la

frecuencia de oscilacion del sistema, hasta alcanzar el maximo posible dado por

(b) Lagrangiana

Aprovechando que ya calculamos las energias cinética y potencial podemos escribir

3 .
L= Zmr292 —k(r+a)* 6

la ecuacién de movimiento estd dada por la ecuacién de Euler-Lagrange

d oLy oL
dt \ 90 o0

gmr2é+2k(r+a)2«9 = 0=

2(r+a) |k
w = —4/—.
r 3m

2.2. Analisis de Sistemas con Amortiguamiento

Los sistemas oscilatorios que consideraremos bésicamente serdn de 2 tipos:

1. Sistemas para los cuales el amortiguamiento depende de la velocidad.

2. Sistemas en los cuales el amortiguamiento es constante, lo que se conoce como

amortiguamiento de Colulomb.

La representacion gréfica de un sistema amortiguado es como se muestra en la figura
(2-5) donde ¢ representa el coeficiente de amortiguamiento responsable de la eliminacién
de la energfa cinética del cuerpo por friccién (depende de la velocidad de oscilacién), el
resorte k que proporciona el cardcter oscilatorio, y una fuerza externa armonica (depen-

dencia de funciones sinf ) F.,; = F sinwt que mantiene al sistema en oscilacién.
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Fsinwt1

Figura 2-5: Sistema Forzado y Amortiguado

La figura (2-5) correspone a un sistema oscilatorio forzado (Fe.i) y amortiguado (c).

Consideraremos primero el caso del sistema amortiguado sin forzamiento (el amor-
tiguamiento depende sélo de la velocidad).

Las fuerzas presentes sobre la masa son el resorte y la fuerza debida al amortiguamien-
to que depende de la velocidad, y estén dadas por F' = —kx y F, = —ci (los signos
negativos indican que ambas fuerzas se oponen al movimiento).

Usando la segunda ley de Newton tenemos

mi = —kr—ct, <

mi+ct+kxr = 0. (2.7)

La ecuacién (2.7) es una ecuacién diferencial de segundo orden con coeficientes cons-

tantes cuya solucién general estd dada por

x = e {C} sin Bt + Cy cos Bt} (2.8)

donde o = Re(r) y f = Im(r) donde r representa una de las raices complejas de la

ecuacion caracteristica.
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Por lo tanto es suficiente determinar las raices de la ecuacidon caracteristica

que estdn dadas por

s E

r o= ,

1(.£i%¢?—@@), (2.9)

2 m

como k = mw? (w, es la frecuencia natural de oscilacién sin a mortiguamiento) y definien-

do el factor de amortiguamiento ¢ = ¢/(2mw,) podemos escribir la ecuacién (2.9) de la

rzwo{—Ci\/C2—1},

estas son las raices necesarias para resolver (2.7). Observemos que ( es adimensional, en

siguiente manera

efecto
[T YT
M [w,] M M

Q)= 1

Claramente existen 3 casos para la solucién dependiento del valor del radical \/¢? — 1.
Las soluciones oscilatorias sélo estaran presentes en el caso en el que esta raiz represente
un nimero complejo, por lo que es usual darle un nombre a cada uno de estos casos:

a) Si ¢ > 1 ambas raices son reales y negativas y el movimiento se da sin oscilacién
y simplemente se amortigua hasta desaparecer. A esta situacién se la distingue con el
nombre de movimiento sobreamortiguado.

b) Si ¢ = 1 ambas raices son iguales a la frecuencia natural de oscilacién w, y el
movimiento tampoco es oscilatorio y el nombre que se le da a esta situacion es el de

criticamente amortiguado.
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c) Finalmente, la solucién que nos interesa es cuando ( < 1, en este caso las raices

son complejas y podemos escribirlas

C-1 = i1-¢,

ro= wo<—c+z’ 1—<2>,

ry = wo<—<—z’ 1—42),

por lo que la solucién en este caso estd dada por

x = e Swol {01 sin (wot\/ 1-— CQ) + C5cos <Wot\/ 1- <2) } )

donde o« = —Cw, v f = woy/1 — ¢*, que podemos escribir mas brevemente como

v = e {0 sin (wgt) + Cycos (wat)}, o (2.10)

= Ce 'sin(wqt + @), con (2.11)

C = /C}+C2, ¢=tan* <%)
2

donde hemos definido la frecuencia wy = wyv/1 — ¢* (frecuencia natural amortiguada).
La situacion fisica en este caso difiere de las anteriores en que ahora, aunque al final el
movimiento también desaparece, lo hace oscilando y disminuyendo su amplitud en cada

oscilacién por el factor e ¢«

2.2.1. Ejemplos
Método para medir coeficientes de amortiguamiento

En un sistema oscilatorio amortiguado, ver figura (2-5) sin forzamiento, se observa
que la amplitud decrece hasta un 25 % (1/4 de la inicial), después de 5 ciclos consecutivos

de movimiento, como se muestra en la figura (2-6).
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Figura 2-6: Oscilacién Amortiguada

Determine el coeficiente de amortiguamiento ¢ del sistema si k = 20 [b/pul y la masa
m = 100b.

Nuestro problema es determinar ¢, el cual esté relacionado con ( a través de la ecuacion

C = 275&;0 .
Usando la ecuacion (2.11) para describir movimientos oscilatorios amortiguados, sabe-
mos que la maxima amplitud se obtiene cuando la funcién sin (wqt + ¢) = 1, y en este

caso las amplitudes consecutivas méximas se obtienen en los tiempos t; y to
z1 = Ce ol gy = Ce oWl

dado que la diferencia de tiempo entre dos amplitudes méximas consecutivas es el periodo

de oscilaciéon T' podemos escribir
21 —CwoT
“L o el 2.12
o (2.12)
el periodo de oscilacién es T' = 27 /wg.

Nuestro interés es despejar ¢ por lo cual se considera el logaritmo natural de la

ecuacion (2.12)

In (ﬂ) = —(w,T, (2.13)

a esta cantidad se le da el nombre especial de decrecimiento logaritmico y se representa
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por la letra griega § = In (x1/x2) = —Cw,T.
Como ¢ = 2m(w, = 2(V km, conociendo la razén de dos amplitudes maximas con-
secutivas o el decrecimiento logaritmivo § podemos determinar el coeficiente de amor-

tiguamiento c. En este caso particular tenemos

T 1
x— = T g 47
6 1
y
T X1 Ty X3 Ty Ty
Te Ty X3 Ty Ty Te ’
por lo que

= lnﬂ—{—lnﬁ—i—lnﬁjtln%—l—lnﬁ,
Tg T X3 Ty Ts Te
In4 = 59,

d = 0,28 =(w, (2m/wa)

028 = 26
1-¢?
¢ = 0,044

Finalmente ¢ = 2(vkm = 0,063 b seg/pul.
Podemos generalizar ficilmente este resultado para un decrecimiento en la longitud

original en y partes, es decir d,, = L/y y si este decrecimiento se observa después de n
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Figura 2-7: Oscilador acoplado a 2 resortes

oscilaciones completas, entonces tenemos

lny = ndé=
5 — 1y
n
4]
C:

— =
VAr2? + 62

km
= 204/ ——=-
¢ 472 + 52

Amortiguamiento Coulombiano

Estudiaremos ahora el caso de amortiguamiento constante e independiente de la ve-
locidad. Para esto consideraremos que el coeficiente de friccién entre dos superficies (sin
lubricacién) (ver figura (2-7)) tiene un valor constante .

Nuestro interés es determinar el desplazamiento en cualquier instante y el valor de la
frecuencia natural amortiguada.

Al desplazar el bloque una distancia x y dejarlo en libertad para que oscile, la ecuacién

de movimiento (usando la segunda ley de Newton) estd dada por

. 1
mi = —pumg— 2 (#m) ,
= —umg — kx,
i+wlr = —ug. (2.14)

Para determinar la soluciéon general de esta ecuacién usaremos el método estédndard,
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que consiste en determinar la solucién general de la ecuacién homogénea y posteriormente
una solucién particular para la no homogénea de manera que la solucién general estard
dada por

T =xp + Tp. (2.15)

La solucién de la ecuacién homogénea simplemente corresponde a un MAS cuya solu-
cién estd dada por

x, = Acosw,t + Bsinw,t.

Determinar una solucién particular en este caso no es complicado dado que el término
no homogéneo es una constante, si escogemos =, = —umg/k al sustituir en la ecuacién

(2.14) obtenemos una identidad, por lo que la solucién general estd dada por

pmy

r = Acosw,t + Bsinw,t — ?

Para determinar la frecuencia de oscilacién no es necesario resolver la ecuacion dife-

rencial, basta reescribir la ecuacién (2.14) en forma conveniente.

Ptwir = —pg,
.k
T+ —x+pg = 0,
m
umg)

mx + x+—k

ahora definimos una nueva variable de desplazamiento ' = =+ ugm/k (cambio de origen

en z/s) de esta manera tenemos que la ecuacién de movimiento para x’ estd dada por

mi + k' = 0,—
, [ k
Wy = Wo=14/—
d [
m7
asi que la frecuencia amortiguada (en el caso de amortiguamiento constante) es igual a
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la frecuencia natural sin amortiguamiento.

2.3. Sistemas de un grado de libertad con excitacion
armonica (sin amortiguamiento y con amortiguamien-

to)

Para sistemas de un grado de libertad® en los que el amortiguamiento depende de
la velocidad y estén sujetos a la accién externa de una funcién arménica (forzador) de

frecuencia w, la ecuacién diferencial que lo describe estd dada por
m + ct + kx = F, sin wt, (2.16)

que resulta de aplicar la segunda ley de Newton al sistema mostrado en la figura (2-
5), donde las cantidades {m,c, k, F,} son constantes y definen los diferentes sistemas
oscilatorios unidimensionales forzados y amortiguados.

Nuevamente tenemos el problema de hallar la solucién de una ecuacién diferencial
con coeficientes constantes no homogénea.

La solucién de (2.16) nuevamente la podemos determinar hallando la solucién general
de la ecuacién homogénea y sumarle una solucién cualquiera particular.

La solucién de la ecuacién homogénea ya la concemos y estd dada por cualquiera de
las ecuaciones (2.10 y 2.11). Nuestro problema es hallar una solucién particular de la
ecuacion (2.16), esto puede hacerse de varias maneras.

Aqui consideraremos el método que consiste en usar nimeros complejos y después
tomaremos solo la parte imaginaria de la soluciéon. Para esto consideramos la variable
iwt

compleja X y en vez de la funcién F,sinwt sustituimos la funcién F,e™" (cuya parte

3Una sola variable es suficiente para describir su movimiento
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imaginaria es precisamente el forzador arménico), es decir, consideramos ahora le ecuacién
k F,
X + X + X zwt’

cuya solucién particular estd dada por

Fo eiwt
m

p(a)

donde p(a) es el polinomio asociado a la ecuacién caracteristica valuado en o = iw, de

manera que la solucién particular es

z, = ImX,,

&eiwt
= Im i ; A )
—w?+ Ziw+
kE — mw? — iwe
= Im 9
mw2 —l— k: + dwe k — mw? — fwe

T

F, [wecoswt + (k — mw?) sin wt]
(k — mw?)? 4 (we)?

Y

= Fo sin(wt + 1),
\/(k — mw?)? + (we)?
= Bsin (wt+ 1),

donde hemos usado la forma de la ecuacién (2.11) con

C = \/02—1—02 \/k‘ mw?)? + (we)®  y

k mw2
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Figura 2-8: Medidor de Vibraciones

Finalmente la solucién general para un sistema amortiguado y forzado esta dada por

T = Tp+ Ty,

r = Ae*sin (wgt + ¢) + Bsin (wt + 1)

Es necesario tener en cuenta que en esta ecuacién aparecen 3 frecuencias diferentes:

» La frecuencia natural w, = \/k/m
» La frecuencia natural amortiguada wy = w,y/1 — 2

» La frecuencia del forzador w (F}, sinwt)

Instrumentos sismicos

Para ilustrar el uso de esta solucién consideraremos el caso de un vibrémetro que
puede ser usado como sismégrafo o como acelerémetro.

En la figura (2-8) se muestra un modelo general de un medidor de vibraciones. La
base se sujeta al cuerpo que manifiesta una vibracién armonica desconocida Asinwt y
del cual nos interesa conocer la amplitud y la frecuencia w. Suponemos conocidos los

datos de nuestro aparato {c, k, m}.
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Este vibrometro se puede usar como instrumento sismico o como acelerémetro de-
pendiendo del valor de la razén entre las frecuencias del forzador y la frecuencia natural
r=w/wy.

a) En el caso en el que r es muy grande (r — 00) el instrumento se usa como sismoé-
grafo.

b) En caso contrario (r — 0) se usa como acelerémetro.

Para resolver el sistema debemos tener presente que la base del aparato funciona como

el forzador. Aplicando la segunda ley de Newton a la masa m tenemos
—k (fL’l — lL'Q) — C(l"l — 1’2) = mi’l,

el desplazamiento relativo de la masa estd caracterizado por x = x; — x5, ahora podemos

eliminar x; en la ecuacién anterior y resulta

—kr—ct = m(i+ ),

mi +ct + kxr = —mis, (2.17)

como estamos suponiendo que la vibracién de la base es armonica entonces podemos

escribir x5 = Asinwt, sustituyendo en la ecuacién (2.17) obtenemos
mi + ci + kx = Amw? sin wt,

por lo que la solucién particular (solucién de estado estacionario) estd dada por

Amw?

\/(k — mw?)? + w2

Ty = sin (wt + v), (2.18)

podemos escribir esta expresién de manera mads conveniente en terminos de la razon
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r = w/w,. Para esto observemos que la cantidad en el radical se puede escribir

\/(k; —mw?)? + w2 = \/(mw% — mw?)? + 4w2CPm2w2,

2\ 72 2
= \/m2 {w% (1 — w—Q)} + m2w? (4{2%),
wn wn

= ey (L— ) 4 (20

sustituyendo este resultado en la ecuacion (2.18)

Ar?
V= 2

Ty = sin (wt + v) .

La amplitud de la solucién estacionaria estd determinada por el factor de la funcién
sin (wt 4+ 1) y calculando el limite de esta cantidad cuando r — oo observamos que esta
amplitud tiende al valor constante A.

La grafica del comportamiento de la amplitud para los diferentes valores de r (usando

A =1y (=1) es como se muestra en la siguiente figura

Amplitud vs r

para hacer funcionar el vibrémetro como sismégrafo usualmente se utilizan resortes sufi-
cientemente blandos para garantizar w, << w (r >> 1,esto provoca un defasamiento de

aproximadamente 7 rad).
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Para el caso de un acelerémetro se buscan los resortes suficientemente duros* para
tener w, >>w (r << 1), y en este caso la amplitud resultante estd dada aproximada-

mente por

F, ~ Ar?
2
w
= A—2’
n
a
wn
_ 2
a = Fyw;,

donde a = Aw? representa la aceleracion del cuerpo que vibra ([Aw?] = L/T?).

4La dureza que se use en el disefio depende de las aceleraciones que se pretenden medir.
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Capitulo 3

Balanceo de rotores

3.1. Concepto de balance de rotor rigido y flexible

El balanceo es una técnica de corregir o eliminar fuerzas o momentos generadores de
perturbaciones vibratorias. Durante el funcionamiento continuado de una maéquina, el
desgaste natural puede producir vibraciones que pueden alcanzar amplitudes peligrosas
que obligan a su eliminacién. No existe atin una teorfa bien establecida, en su lugar
existen varios métodos y criterios empiricos para eliminar estas vibraciones no deseadas
en los sistemas mecdnicos.

Esencialmente todos los métodos tienen como fundamento el resolver las ecuaciones

de equilibrio traslacional y rotacional, es decir, se busca que se cumplan las condiciones

> F;, =0, (3.1)
Y 7 =0 (3.2)
J
El problema bésico para usar estas ecuaciones es determinar la ubicacién de las masas

que provocan las vibraciones, por lo que se recurre a métodos fisicos (rotaciones contro-

ladas) o geométricos para ubicar las causas del desbalance.
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Cualquier eslabén o elemento que se encuentre en rotacién pura debe tedricamente
estar perfectamente equilibrado estdtica y dindmicamente, es decir, se ha logrado eliminar
todas las fuerzas y momentos generadores de vibracién.

En el caso del balanceo de una rueda la técnica consiste en mover el centro de gravedad
hacia el centro de rotacién, pero para objetos méas grandes y complejos se requiere mas,
para que un cuerpo quede completamente balanceado se requiere que se cumplan dos

condiciones:

= Balanceo estdtico. Este se obtiene cuando no existe una fuerza centrifuga resultante

y el centro de gravedad estd sobre el eje de rotacion.

= Balanceo dindmico. Este se obtiene cuando no existe ningin momento de giro a lo

largo del eje.

3.2. Balanceo estatico

En el caso de un rotor delgado, la masa que produce el desbalance estd en un solo
plano y la fuerza que provoca el desbalance es una sola fuerza radial. En este caso el
balanceo estatico es todo lo que se necesita.

Podemos determinar la ubicaciéon de la masa para balancear el disco simplemente
permitiendo que el rotor gire por la accién de la gravedad sobre rieles sin friccién. Esto
se logra haciéndolos lo més delgados posibles, ver figura (3-1).

Permitimos que el disco gire hasta que encuentra su posicién de equilibrio y posteri-
ormente anadimos o se quitamos masa (por ensayo y error) hasta que el rotor queda en

reposo en cualquier posiciéon en que lo coloquemos sobre los rieles.
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Figura 3-1: Balanceo Estatico de Rotores

3.3. Balanceo dinamico en uno y dos planos

3.3.1. Balanceo dinamico en un plano

Si el disco estd fuera de balance debido a masas que se encuentran sujetas a la super-
ficie del disco (ver figura 3-2), entonces las masas son coplanares y giran en torno a un
centro comin, y dado que la fuerza centrifuga que actia sobre cada masa estd dada por
F =mv?/R = mRw? entonces para balancear el sistema debemos afiadir una masa adi-
cional (m4 en nuestro caso) de manera que se cumpla la condicién de equilibrio (ecuacién
(3.1)).

Dado que todas las masas giran con la misma velocidad angular nuestra ecuacién de
equilibrio es

myry + mary + mars + myry = 0,

si suponemos conocida la masa my4 (conjunto de plomos de masas conocidas) debemos

colocarla en la posicién dada por

— 1 —
T4 = ——m (mlrl + moTo + m37“3) .
4
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Figura 3-3: Balanceo en 2 planos

3.3.2. Balanceo dindmico en dos planos

Podemos mostrar que cualquier masa desbalanceada en un rotor largo es equivalente
a dos masas desbalanceadas en cualesquier dos planos perpendiculares al eje de rotacién.

Para mostrar esto consideraremos el caso simple de un rotor de longitud ¢ (¢ > R)
y consideraremos que existe una masa no balanceada m en el punto (—¢/3, R) medidos
desde O y que gira con una velocidad angular w, como se muestra en la figura (3-3).

Mostraremos que este problema es equivalente al de 2 masas no balanceadas colocadas
en planos perpendiculares al eje de rotacién como se muestra en la figura (3-4)

De la condicién de equilibrio de fuerzas podemos determinar una de las 2 ecuaciones
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Figura 3-4: Sistema equivalente en 2 planos

necesarias para determinar las magnitudes de las masas m; y mao, es decir debemos tener

mw?R = mw?’R+ myw’R —

m = Mmq+ Ms.

De la condicién de equilibrio rotacional (momentos caslculados desde O) podemos

escribir la ecuacién de las componentes perpendiculares del momento

mwQRé = mwRl =
_om
mo= o, =
2
me = gm.

Este argumento puede generalizarse para mostrar que una distribucién arbitraria
de masas desbalanceadas distribuidas a lo largo de un rotor en posiciones angulares

diferentes, es equivalente a un conjunto de masas desbalanceadas en cualesquier 2 planos.

3.4. Tolerancias al desbalance

Las técnicas que deben usarse para el balanceo de un rotor se establecen empirica-
mente a partir de la relacién de su radio con su longitud y las tolerancias de vibracion

claramente dependen de la funcién particular del rotor, si es una turbina, un eje de una
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carreta, o eje de una impresora o de un aparato de funcionamiento mas delicado. Estas
normalmente estdn definidas por la practica.
El método de balanceo de manera estandar queda determinado por la siguiente tabla

empirica de relaciones entre el radio y la longitud del rotor

L/R 1 plano 2 planos
R <L |0— 1000 rpm | 1000 rpm < w

L<R|0—500rpm |5007rpm<w
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Capitulo 4

Sistemas de varios grados de libertad

Ahora consideraremos el caso de sistemas oscilatorios que requieren de 2 coordenadas
independientes para describir su movimiento.

Los sistemas fisicos con estas caracteristicas normalmente son de 2 tipos: masas que
oscilan en un plano, u osciladores acoplados.

Aqui esencialmente dedicaremos nuestra atencién a los osciladores acoplados que son
utiles para modelar diversas situaciones de vibraciones en maquinaria industrial y oscila-
ciones en sistemas fisicos (atémicos, sismicos, etc.).

Los resultados caracteristicos mas importantes del estudio de oscilaciones acopladas
son los modos normales de vibracion, que representan las formas de vibracion en los cuales
las masas oscilan de manera que alcanzan sus méximos, minimos y puntos de equilibrio
simultdneamente, es decir cuando el sistema estd oscilando en fase y estos modos de
oscilacién representan los diferentes estados estacionarios del sistema.

La descripciéon matemaética estd disenada precisamente para determinar las frecuencias
de estos estados normales de vibracién, y en lo que sigue ilustraremos mediante un ejemplo

las caracteristicas esenciales del método.
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x1 X2

Figura 4-1: 2 Osciladores Arménicos Acoplados

4.1. Vibraciéon de modo modal

4.1.1. Dos osciladores armonicos acoplados

Consideraremos el problema de hallar las ecuaciones de movimiento y las frecuencias
naturales (modos normales) del sistema de 2 masas acopladas mediante resortes (ver
figura (4-1)), en el cual suponemos conocidas las masas y las constantes de los resortes.

Resolveremos el problema por el método de la segunda ley de Newton y usando las

ecuaciones de Euler-Lagrange

a) Segunda Ley de Newton

La fuerza sobre cada una de las masas es unicamente debida a la presencia de los
resortes y estard presente solo si los resortes se han deformado.

Para la primera masa tenemos que la fuerza total estd dada por
ma'il = —k’ll’l — k?g (iL‘l — 1’2) s

y para la segunda masa

My = —kswy — ko (il’z - 351) )

95



el sistema de ecuaciones diferenciales a resolver es por lo tanto

mil + 11 (k?l + l{ig) - l{igl’g = 0, (41)

mfig + X2 (1{33 + k‘Q) - ]{72$1 = 0, (42)
dado que estamos buscando las soluciones oscilatorias en fase proponemos como solucién

xrT = Ale’“’t,

Ty = Ageth,

sustituyendo en las ecuaciones (4.1 y 4.2) obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones

lineales

Al (k?l + ]CQ — mw2) — szQ = 0, (43)
_kQAl + AQ (]fg + kg - mw2) = 0, (44)

claramente si A; = Ay = 0 resuelve este sistema de ecuaciones, pero es una solucién
completamente irrelevante pues el sistema estarfa fijo.
Si queremos soluciones no triviales debe cumplirse que el determinante del sistema

debe ser nulo para poder tener soluciones distintas de cero, es decir

kl + kQ - mw2 —k?z
—kz (kg + ]ﬂg - mw2)
(ky + kg — mw?) (kg + ko — mw2) — k3 = 0, (4.5)

con el fin de simplificar el anédlisis de este primer ejemplo supondremos que k; = k3 = k
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de manera que podemos escribir esta iltima ecuacién (4.5)

(k+ky —mw?)® k2 = 0 =

k+ ko —mw? = =k,

[k + ko £ Ko
w o= _,
m

de aqui que los 2 modos normales de vibracién corresponden a las frecuencias

k+ 2k
we = )T, (4.6)

o - \/g (47)

Para ambas soluciones es relativamente simple identificar a que movimientos oscila-
torios corresponden. La frecuencia méas pequena w_ describe el movimiento cuando las
dos masas se mueven en la misma direccién exactamente la misma distancia (z; = x9)
de manera que el resorte intermedio no se deforma y no influye en el movimiento. La se-
gunda wy describe el movimiento de las dos masas cuando estas se mueven en oposicién
y el resorte intermedio si se deforma.

Podemos demostrar que esto es realmente lo que ocurre sustituyendo la frecuencia
w— (4.7) en el sistema de ecuaciones (4.3 y 4.4) tenemos A; = A, llamando A a esta

amplitud comiin, el primer modo de oscilacién estd definido por
Ty = 1y = Ae"VHEM,

Andlogamente, sustituyendo w, en el sistema de ecuaciones obtenemos A; = —As,

obtenemos el segundo modo de oscilacién

T = —T2,
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ahora las masas oscilan en direcciones opuestas con una frecuencia mayor

k + 2k,
W4 = T

b) Usando las ecuaciones de Euler-Lagrange

Para usar este método sélo debemos determinar la energia mecdnica del sistema en
un momento arbitrario. La contribucion a la energia cinética es debida al movimiento de
ambas masas y estd dada por

T:%m(¢§+¢§),

la energfa potencial es la que se encuentra almacenda en la deformacién de cada uno los
resortes

1 1
V = 5]@(1’% + I%) + 51{?2 (CL’l — .732)2 s

de esta manera la lagrangiana del sistema estd dad por
1 -2 .2 1 2 2 1 2
L= im (Qfl + 33'2) — 5]{(1’1 + .T2) — ikz (.1'1 — .1'2) s
dado que tenemos 2 variables independiente, ahora tendremos dos ecuaciones de movi-

d (0L oL ,
% (89@) B 6:171 _07 ‘= 172

miento

realizando las derivadas y simplificando obtenemos precisamente las ecuaciones (4.1 y

1.2).

4.1.2. Pulsaciones

El fenémeno de pulsaciones el cual es mas facilmente identificable en el sonido, tam-
bién se presenta en las oscilaciones mecénicas. Los pulsos se presentan de igual manera,
cuando el acoplamiento entre los sistemas oscilatorios es débil (en el ejemplo anterior,

cuando ks << k).
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Para determinar la expresién del desplazamiento de las masas (z1(t)) en este caso,
usualmente se recurre a una serie de aproximaciones que mostraremos a continuacion.

En el ejemplo de los osciladores acoplados encontramos que la frecuencia

k + 2k
e\ T

describe la oscilacion cuando el resorte intermedio se deforma. Si suponemos que el

acoplamiento es débil (ky << k) podemos escribir!

o ﬁ (1425),
- \/E(1+222> ,

\/E<1+l;:)

- \/%umg),

donde hemos definido ¢ = ky/2k. Podemos comparar este resultado con la frecuencia

12

natural de un oscilador que se encuentra sometido sélo a la accién de los resortes k, k».

En este caso su frecuencia natural estd dada por

/k k /
Wn = + 1+€ -

wp(1+6e) ' 2w, (1—¢),

I

'En este célculo usaremos en varias ocasiones la serie de Taylor:

plp—1) ,

I+x)=14pz+ T + ..
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sustituyendo este resultado en la ecuacion de la frecuencia de acoplamiento tenemos

I

Wy wn (I —¢) (14 2¢),

I

wn (14 ¢), (4.8)

(en este tltimo célculo s6lo hemos conservado el término de primer orden). En forma

w:\/ggwn(l—e). (4.9)

Las expresiones (4.8 y 4.9) muestran que ambas frecuencias son précticamente la

andloga podemos escribir

misma en el caso de acomplamiento débil y nos permiten mostrar que el desplazamiento
x(t) presenta pulsaciones.
Para mostrar esto basta recordar que la solucién de la ecuacion diferencial de segundo

orden se puede escribir en términos de sus raices en la forma
.Z'(t) — Blezw_t + B2€—zw_t + B3€zw+t + B4€_Zw+t,

si consideramos como condiciones iniciales? 71(0) = A, 22(0) = 0, 1 (0) = 0, 45 (0) = 0,

tendremos B; = By = B3 = By = A/4 y por lo tanto

A ~ o
1 (t) = 7 ¢os (%t) cos (%t) ,

= cos (wnt) cos (ewpt),

que muestra que ahora tendremos una amplitud variable caracteristica del fenémeno de
pulsacién. En la figura (4-2) ilustramos la presencia de las pulsaciones para los valores

A=3,w,=2ye=1/25

2Estas condiciones iniciales nos permiten estudiar cémo la oscilacién de una masa afecta a la otra
que se encuentra en resposo, si existe acoplamiento débil.
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Figura 4-2: Pulsacién

4.1.3. Problema general de osciladores acoplados

En esta parte trataremos de hallar el método general para el estudio de sistemas
oscilatorios acoplados con 2 o més grados de libertad. Consideraremos en primera ins-
tancia sistemas conservativos descritos por las coordenadas generalizadas ¢; y el tiempo
t.

Supondremos ademés que para el sistema existe una configuracién de equilibrio estable
y que en esa configuracién las coordenadas generalizadas toman los valores g = Qro, ¥

. =0, G, =0, k=1,2,..n.3, por lo tanto en la configuracién de equilibrio tememos

v
0 8gk

oL
dqy,

_ar

= — = 0. 4.10
= P (4.10)

0

Dado que la energfa cinética es una funcién cuadrética homogénea de las velocidades

generalizadas?

1 -
T= 3 ]Zk Mikd; (4.11)

en general tendremos que 97'/0q, = 0T = 0Vk = 1,..,n, de aqui y de la ecuacién (4.10)

3Con estas condiciones iniciales simplemente estamos afirmando que en la configuracién de equilibrio
no existe movimiento.
4La suma de los exponentes de las variables es constante.
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tenemos

v
—| =0 4.12
Jar . (4.12)

Aqui debemos enfatizar que las coordenadas generalizadas estdn medidas a partir de
la posicién de equilibrio.
La expansién en serie de Taylor de la energia potencial en torno a la configuracién de

equilibrio la podemos escribir

1 1
V(g n) = Vot Y OV]gas + 5 > 0,0V gk + 3 >0V, aigian + -
k gk ’

ijk

el segundo término de esta expansién se anula por la ecuacién (4.12) y sin pérdida de
generalidad podemos suponer que en la configuracién de equilibrio V; = 0, de manera

que podemos escribir

1
Vi e, a) =5 > 0,06V |y g,
i,k

si nos restringimos sélo a oscilaciones arménicas®. De esta manera tenemos ahora que el

potencial es una funcién homogénea de las coordenada generalizadas ¢;,
1
V(g qa, - qn) = §ZAjk 04k (4.13)
jik

donde la matriz A;;, estd definida por

0*V

A =
7" an@%

Y
0
la matriz A claramente es simétrica, pues el orden de derivacién no es relevante para

determinar cada una de sus entradas.

Ahora estamos en condiciones de hallar las ecuaciones de movimiento partiendo de

5Términos cuadréticos.
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las ecuacione de Euler-Lagrange tenemos
d (0L B oL 0
dt aqk ﬁqk N ’

4 (ory _ov. _
dt \ Oqy, og.

ijkdj-FZAijj = 0,=
J J

X (Ajear — mady) = 0. (4.14)

La ecuacién de movimiento (4.14) representa n ecuaciones diferenciales de segundo
orden con coeficientes constantes, y dado que estamos considerando sistemas oscilatorios
esperamos soluciones de la forma

_ i(wt—a¢
q; = a;e’ 7,
donde las a; representan las amplitudes y ¢ las fases. Sustituyendo estas coordenadas

generalizadas en la ecuacién (4.14) las ecuaciones de movimiento son
E 2 —
(Ajk — MjrpW ) a; = 0.
J

Nuevamente, para que este sistema de ecuaciones tenga soluciones {a;} distintas cero,

el determinante del sistema debe ser nulo
|Aj, — w?myi| =0, (4.15)

esta es llamada la ecuacién secular y representa un polinomio de grado n en w?, el cual
tendrd en general n raices que se denotan usualmente por w? y representan las frecuencias
caracterfsticas asociadas a cada uno de los modos normales de vibracién.

De esta manera disponemos de un método para hallar las frecuencias caracteristicas

y los modos normales de vibracién, basta resolver la ecuacién (4.15) en cada caso parti-
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cular, para lo cual es necesario determinar la matriz A;; y hallar las raices del polinomio
resultante.

Una de las deficiencias de este método es hallar las raices del polinomio, pues para
grados de libertad mayores a 4, en general se requieren usar métodos numéricos para
determinar las raices.

Por esta razén mas adelante estudiaremos métodos alternativos que de entrada con-
sideran la necesidad de métodos aproximados.

Para ilustrar el uso del método calcularemos nuevamente las frecuencias del sistema
de los dos osciladores acoplados mostrados en la figura (4-1).

Para usar la ecuacién secular sélo necesitamos conocer 2 matrices, la matriz A =
(Aij)gysy s v la matriz de masa M.

Aprovecharemos la energia potencial que habiamos calculado
1 9 9 1 9
V = §k(l’1+l’2)+§/€2 (ZL’l —1’2) s

de aqui que

iV 9%V
A = 1 12
05V o5V
k+4+ky —ko
—ky kA ks

donde 0%,V = 02V /0x10z5. Ahora determinaremos el polinomio en las frecuencias a

partir de la ecuacién secular

det (A — wQM) =0,
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Figura 4-3: Péndulo doble

de aquf tenemos

k+ ky —w?m —ko
det = 0,
—k’g k + ]fg — w2m
(k+ ko — w2m)2 — k3 = 0,

k+k2 —wzm = j:k’Q,

finalmente, las frecuencias de los modos normales son

[k + 2k [k
Wy = y W_ = )
m m

este es precisamente el resultado obtenido anteriormente, ver ecuaciones (4.6 y 4.7).

4.1.4. Péndulo doble

En este ejemplo vamos a determinar las frecuencias caracteristicas y los modos nor-
males de vibracién de un péndulo doble (ver figura 4-3), donde suponemos conocidas las

masas m y las longitudes L del péndulo.
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Debemos calcular la matriz A;;, para lo cual debemos determinar la energfa potencial
del sistema.

Para determinar la energia gravitacional de cada una de las masas sélo necesitamos
conocer la altura que cada una se eleva de su configuracién de equilibrio. De esta manera

al subir la masa 1 se ha elevado una distancia
ly =L(1—cosb,),

respecto a la configuracién de equilibrio, de aqui que la energia potencial de cada particula

estd dada por

Vi = mgL(1l — cosb),

Vo = mgL[l—cosf; +1—cosby,

ahora usando la aproximacién de dangulos pequenos podemos usar el desarrollo en serie

de Taylor del coseno hasta segundo orden de esta manera % obtenemos

92
Vi = mgL(1—1+51),
1

Vi = §mgL9%,

Vo = %mgL (67 +63),

por lo que la energia potencial del sistema es

1 1
V = §mgL6’f + émgL (67 +63)

1
= §mgL 267+ 63] .

Ahora debemos determinar la matriz M del sistema, para lo cual debemos determinar

GCosﬁgl—gy 01 — 05 = 0.
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la energfa cinética.

La posicién de cada masa estd descrita por los vectores

r o= Lsin@li — LCOSelja

Ty = (Lsin®; + Lsinfy)i— (Lcosf; + Lcosbs)j,

por lo que su energia cinética estd dada por

1 1

= %TTLL2 [29? + 9; + 291@2 COS (01 — 92)] y

1 . . .
=~ Sml? [20? Ny 29192} .

A partir de esta expresién podemos leer la matriz M (coeficientes de la forma cuadrati-

ca de las velocidades)
2mL? mL?
mL?* mL?
Matriz A;; Usando que
0?V
0%’an 0’

jk =
tenemos

An A
A21 A22
oV 0V
OV 0V
2 0

= mgL ,

01
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las frecuencias caracteristicas las determinamos a partir del determinante

A —WwM| =0,
2mgL 0 ) 2mL? mL?
—w
0  mgL mL? mlL?
m (2gL — 2w*L?) —mw?L*
det - 07
—mw?L? m (gL — w?L?)

(2gL — 2w°L?) (gL — w’L?) — w'L* = 0,

LAw* —4L3gw® + 2L%¢* = 0,
de aqui que las frecuencias correspondientes de los dos modos normales son:

wi:%<2+\/§), w? = (2—\/§>,

g
L
el modo de oscilacién més lento correspone al movimiento en fase de las dos masas (w_)
y la frecuencia de oscilacién més rapida (w, ) corresponde al movimiento de las masas en
oposicién. Para mostrar que este es el caso es necesario sustituir estas frecuencias en las

ecuaciones de movimiento del sistema al suponer soluciones armonicas.

4.2. Absorsor dindamico de vibraciones no amortiguadas

En una méquina o en general en un sistema sometido a la accién de una fuerza externa
de frecuencia constante es posible que aparezcan vibraciones no deseadas especialmente
cuando se encuentran cercanas a la resonancia. Con el fin de desaparecer las vibraciones
el primer paso es tratar de eliminar la fuerza externa que las causa, otra posibilidad es

anadir pesos al sistema para alejarlo de la condicién de resonancia.
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Figura 4-4: Acoplamiento Oscilador de Frahm

Fsinwt

x1

Debido a que usualmente esto no es posible se recurre a una tercera solucién, el
acomplamiento de un oscilador externo que absorva las vibraciones producidas por la
fuerza exterior. Esta solucién fué descubierta por Frahm en 1909 y consiste en sujetar un
sistema oscilatorio a la masa M (comparativamente pequenio al sistema), de manera que
la frecuencia natural del absorvedor w, que se sujeta a la masa M sea igual a la frecuencia
w de la fuerza perturbadora.

Para mostrar que esto elimina las vibraciones en la masa M estudiaremos el sistema
mostrado en la figura (4-4) que nos sirve de modelo de la situacién que estamos discutien-
do aqui.

Las ecuaciones de movimiento de este sistema de dos grados de libertad son

Miy+ (K 4+ k)xy — kry = F,sinwt, (4.16)

sustituyendo las soluciones arménicas z, = agsinwt, k = 1,2 en las ecuaciones (4.16 y
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4.17) resulta el siguiente sistema de ecuaciones lineales para las amplitudes

ay (—Mw2—|—K—|—k‘) —kay = F,,

—]fCLl + as (—mw2 + /{7) = 0,

el determinante del sistema es

—Muw?+K+k —k
=A

Y

—k —mw? + k

de donde la amplitud de oscilacién a; de la masa M estd dada por

11| F, —k
a, = — y
Al 0 —mw?+k
1
= ZFO (k: — me) ,

que es evidentemente nula si escogemos la constante del resorte del amortiguador como
k = mw? o podemos decir en forma equivalente que la frecuencia de oscilacién del resorte

es w, = v/k/m, lo que determina el disefio del absorvedor de vibracién’.

4.3. Absorsor de vibraciones amortiguado

4.3.1. Sistemas de 2 grados de libertad con amortiguamiento

En este caso podemos seguir usando las ecuaciones de Euler-Lagrange para determinar
las ecuaciones de movimiento, pero debemos tener en cuenta que ahora existe una fuerza

de friccién que depende de la velocidad, esta fuerza puede introducirse como una fuerza

TObservemos que ésta eleccién no anula el determinante del sistema que resulta A = —k?2.
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—am— —am—
ml m2
e L M e
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Figura 4-5: Acomplamiento de 2 osciladores amortiguados

generalizada de manera que ahora debemos escribir

d (0L oL 0E,;
- _ - _ 4.1
at <aqi) o 03 (4.18)

donde F; = %c ¢? representa la energia de disipacién debida a la presencia del amor-
tiguador, y como antes suponemos que la energfa potencial V' = V'(¢;) no depende de las
velocidades.

Tlustraremos el uso de la ecuacién (4.18) para determinar las ecuaciones de movimiento

con un ejemplo.

Osciladores acoplados con amortiguamiento

Consideraremos el caso de dos masas acopladas entre si con osciladores y amor-
tiguadores como se muestra en la figura (4-5).

Suponemos conocidas todas las constantes involucradas en el diseno {c;, m;, k;}.

La lagrangiana del sistema se determina de la misma manera que lo hemos venido

haciendo

L = T-YV,
r ., 1 1 1
= imlx% + 5771217% — 5]{?1[)’}% - 5]{331'3 - 5]{?2 (IL‘l — ZL'Q)Z s
1 . . 1 . .
Ed = 561 ZC% + 503 l’g + §C2 (.%'1 — 56'2)2,
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Ahora basta sustituir en la ecuacién (4.18) para ¢; = x1 y para g; = T3 y obtenemos las

ecuaciones

mlil -+ (Cl + CQ) .7‘:31 -+ (k’l + kg) 1 — Co 3.52 — ]CQSCQ = 0,

mgfg + (CQ + 03) (tg + (kz + k’g) T9 — Co .il — k/‘gxl = 0.

En general para estos sistemas de ecuaciones con amortiguamiento no existe un méto-
do general de solucién y debe estudiarse cada caso en forma particular.

Si el sistema ademds estd forzado (con un forzador arménico) ain podemos seguir
usando las mismas ideas, basta con anadir el forzador a las ecuaciones de Euler-Lagrange,
teniendo particular cuidado de considerarlo en la variable que le corresponda (la masa
sobre la cual actua), para esto basta anadir la fuerza generalizada ); que representa al
forzador.

En este caso debemos escribir las ecuaciones

d (0L oL o0E,
- o ) 4.1
it (aq;-) P (4.19)

y se procede de manera andloga al caso anterior.

4.4. Aisladores de vibraciones (mecdnicas, eléctricos
y magnéticos)

Mostraremos las diferencias que surgen debido a la presencia de forzadores armoénicos
con un ejemplo.

Consideraremos el caso de un sismégrafo con oscilador arménico acoplado, el cual
ademds estd forzado, ver figura (4-6).

En este ejemplo el forzamiento externo sélo actia sobre la masa m y estamos con-
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Q2 m W
X2

Figura 4-6: Forzamiento de osciladores acoplados

siderando que es un forzador arménico Qs = F,e™*.

El rectangulo en color gris sélo representa la parte donde se fija el sistema y no tiene
movimiento, y la parte donde se fija el oscilador suponemos que es de masa despreciable
para las condiciones del problema.

Nuevamente suponemos conocidas las constantes de los resortes, el coeficiente ¢ y la
masa del oscilador cuyo movimiento es el que pretendemos estudiar.

En este caso existen 2 coordenadas generalizadas {x1, 22} por lo que debemos escribir

2 ecuaciones de movimiento. Las energfas estdn dadas por

1

T = §mxg,
1 1

V = 5/{?133%‘*—5]@(331—1’2) s
1

E;, = 3¢ i

y las fuerzas generalizadas son

Q1=0, Q= F,e"“"
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Sustituyendo en la ecuacién (4.19) para cada una de las variables obtenemos el par

de ecuaciones

C il + (kl + kg) Ty — k’gxg = 0,

mi’g + kQZEQ — l{igl’l = Foe“"t.
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Capitulo 5

Vibracién Magnética

5.1. Campos magnéticos alternantes

5.1.1. Modelo del campo magnético unidimensional

Hablar de campos magnéticos alternantes es equivalente a estudiar el campo elec-
tromagnético, es decir, campos eléctricos y magnéticos alternantes, pues como veremos
més adelante las ecuaciones del campo electromagnético muestran que la variacién en el
tiempo de uno de los campos (E(t) o B(t)) implican la existencia del otro.

El estudio y la aplicacién del electromagnetismo ha tenido una enorme cantidad de
implicaciones cientificas e industriales, nuestro interés en esta parte es su relacién con el
problema de la levitacién magnética, que actualmente tiene aplicaciones espectaculares
en algunos trenes europeos y asidticos, los cuales apoyados en los principios de los campos
alternantes (ver figura 5-1) han logrado hasta el momento velocidades del orden de 400 —
600 km/h.

Iniciaremos con un breve repaso de los campos eléctricos y magnéticos y finalmente
mostraremos las ecuaciones de onda de los campos cuando estos dependen del tiempo.

Tradicionalmente el estudio del electromagnetismo inicia con el enunciado de la ley

experimental de fuerza eléctrica entre dos cargas separadas una distancia r, la ley de
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Figura 5-1: Levitaciéon Magnética de Trenes

Coulomb

- Ty — T
Fip = Kq1q2 41 q23, (5.1)
|7’1 — T2

donde K = 1/(4me,).

Partiendo sélo de ésta expresién podemos enunciar una importante cantidad de con-
ceptos relacionados con los fenémenos electrostéaticos.

El campo eléctrico se define por

E =

Y

|y

y usando los principios de superposicién de fuerzas tenemos que el campo en un punto

P determinado por el vector 7, estd dado por

E(F) = — [ ——_dq]|, 5.2
)= T T T 52)
—_——
continuas

discretas

que incluye las contribuciones al campo de las distribuciones discretas de carga (cargas
aisladas) y las distribuciones continuas (cargas distribuidas sobre lineas, superficies o

volimenes).
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La ecuacion (5.2) junto con la ley de Gauss para el campo eléctrico

QETLC
o5 =" (5.3)

donde ¢z = [ ¢ E-n ds, constituyen las herramientas fundamentales para la determinacién
del campo eléctrico en una gran cantidad de casos practicos.
El concepto de potencial electrostatico es una consecuencia de la aplicacion del con-

cepto de trabajo junto con la ley de fuerza de Coulomb, es decir
W= / F e dF,

= /qudF,
= —q/VV-dF,
= —q/dV,

= qV =

v = 2
q

La idea de potencial eléctrico tiene una enorme importancia en el estudio del campo
eléctrico, pues dado que es un escalar es mucho méas simple de medir que el campo, y
basta conocer las diferencias de potencial entre dos puntos para determinar la intensidad
del campo eléctrico, ademds de sus claras ventajas de cédlculo desde el punto de vista
analftico.

Es posible determinar la férmula general para el cdlculo del potencial eléctrico a partir
del estudio y la generalizaciéon de la funcién potencial en el caso de una carga puntual,

la cual estd dada por
q1

—

‘F— 7"1|,

V(i) = K

a partir de ésta expresion podemos simplemente sumar todas las contribuciones al po-

tencial de las distribuciones discretas y continuas aprovechando que el potencial es un
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escalar se obtiene

— q’L dq
Vir)=K
=K 5" | ory
————

. continuas
discretas

conocido este potencial podemos ahora determinar el campo eléctrico a partir de la

relacién

E=_VV.

Existen muchos fenémenos y aplicaciones relacionadas con el movimiento de las cargas
en presencia de campos eléctricos, pero para nuestro interés particular sélo necesitamos
los conceptos de corriente eléctrica i = dg/dt y densidad de corriente eléctrica

1

=3

~
€;,

donde €; representa un vector unitario en la direccién de la corriente.

El experimento de Hans Christian Oersted mostré que las cargas en movimiento
producian campos magnéticos, lo cual sugeria la estrecha relacién entre los fenémenos
eléctricos y magnéticos.

La produccién de campos magnéticos a partir de cargas eléctricas en movimiento
fué motivo de gran interés y se produjeron los primeros 2 grandes resultados: la ley de
Ampere y la ley de Biot-Savart para la determinacién del vector de campo magnético
producido por corrientes estacionarias.

La ley de Ampere para Berael equivalente a la ley de Gauss para E , la ley de Ampere
afirma que la circulacién de Balo largo de cualquier trayectoria cerrada es directamente

proporcional a la corriente encerrada por dicha trayectoria

%é dr = Holenes
C

y la ley de Biot-Savart representaba el equivalente matemadtico del calculo del campo
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eléctrico (ecuacion (5.2))
.,

B ="Le [1arx 1=
|

T
A 7=

Estas expresiones junto con la ley de fuerza de Lorentz
F=gq (E + 7 x E) ,

constitufan las herramientas base para la determinacién del campo magnético y el ins-
trumento para estudiar algunas de sus principales consecuencias.

Por otra parte la exploracion de la idea de potencial magnético no resulté tan fructifera
en un principio, fué practicamente hasta los anos 1950’s en los que se empezé a entender
la enorme importancia de la idea del potencial magnético sobre todo en relacién con las
teorfas de norma de Yang-Mills.

Aqui nos limitaremos a mencionar que el campo magnético de puede determinar a

partir del conocimiento del potencial vectorial magnético A tal que
B=VxA.

Hasta ese momento se tenia la clara comprension de que las cargas producian campos
eléctricos que le conferfan propiedades especiales al espacio alrededor de las cargas y
también que las cargas en movimiento producfan campos magnéticos. Esto sugerfa cierta
simetria entre ambos campos, esta idea fué explorada con éxito por Michael Faraday al
demostrar que campos magnéticos variables en el tiempo provocaban el movimiento de

las cargas en un circuito cerrado, es decir

dop
dt

Eind = —
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que escrita en su forma integral permitia relacionar de manera directa ambos campos

L d [ -
EFedl=—— [ Bends.
dt Jg
c

Maxwell realizé la importante taréa de conjuntar todo el conocimiento adquirido has-
ta entonces sobre los fenémenos eléctricos y magnéticos y aporté una estructura légica y
coherente dentro de un marco tedrico tinico, ademds de observar que debido al compor-
tamiento simétrico de los campos era necesario anadir un término adicional a la ley de
Ampere, todo estos trabajos los resumié finalmente en las 4 ecuaciones fundamentales

del campo electromagnético:

VeF = p;:ﬂ, Ley de Gauss para E,
VeB= 0, Ley de Gauss para é,
V xE = —6—]?, Ley de Faraday,
~ - oF
VX B=pu,j+ uoeoa, Ley de Ampere.
Mazwell

A partir de estas ecuaciones Maxwell pudo demostrar que el campo electromagnético
puede viajar en el vacio y lo hace con una velocidad igual ¢ = 3 x 10°K'm/seg. Esto
sugerfa que la luz era simplemente campo electromagnético. Para mostrar esto Maxwell
mostré en primera instancia que los los campos E y B ambos satisfacen una ecuacion de
onda.

Ecuacién de onda para E y B

A partir de la ley de Faraday tenemos

vx(@x8) = v (%),

V(VeE)-VE = —2VxFE (5.4)



OE

usando que el estudio es en el vacio V e E=0 y V x B = HoEo 5y s

sustituyendo en la

ecuacién (5.4) obtenemos

. PE
2

VE = Mogoﬁa

que es precisamente la ecuacién de onda del campo eléctrico. Comparando con la ecuacién

de onda general

1 0%
V) = ——
v 2 ot2’

Maxwell pudo leer la velocidad de propagacién del campo eléctrico

1
Voo

CcC =
En forma andloga, partiendo ahora de la ley de Ampere tenemos

V x (VXB) - M0508t< E

V(VeB)-V?B = pe E
- Mo 0875 ot
9*B

Mogoﬁv
y obtenfa para B la misma velocidad de propagacién. Esto le permitié sugerir que la
luz eran precisamente ondas electromagnéticas que se propagaban en el espacio vacio
cumpliendo con las leyes descubiertas hasta entonces del electromagnetismo.

Una forma simple de obtener un campo magnético unidimensional (las lineas de campo
son todas paralelas) es mediante la construccién de un electroimén.

Basta con disponer de una bobina enrollada en torno a un niicleo de hierro y tendremos

una buena aproximacién de un campo magnético unidimensional en las vecindades del

centro de la bobina.
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6 g.

Figura 5-2: Circuito RL

Partiendo de la ley de Ampere

fﬁ o d~ = Wolenc
C

y tomando la aproximaciéon de un campo constante en el interior de la bobina podemos
mostrar que

B = una,

donde n = N/L, es el nimero de vueltas por unidad de longitud, 7 es la corriente eléctrica
que circula por la bobina y i representa la permitividad magnética del medio en el interior
de la bobina.

Podemos ademds a partir de las leyes de Kirchhoff mostrar que la presién magnética

del campo estd dada por
B2

Pmag: ﬂ

(5.5)

Para mostrar este resultado basta con considerar el circuito de la figura (5-2)
Al circular una corriente alterna por el circuito podemos estudiar las variaciones de

voltaje en cada uno de los elementos conectados y podemos escribir la ecuacién

€ = VR+VL>
di
= R+ L— =
AT
di
. -2 .
= "R+ Li—
€l VIR Zdt’
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esta ecuacién nos dice que la potencia entregada por la fem es igual a la potencia disipada

en cada uno de los elementos del circuito

P. ="Pr+ Pr,

por lo que la energfa almacenada en el campo magnético estd dada por

di
PL = LZE’
dUg di
B2
dt PTE
1.
UB == §L12,

y usando que la inductancia de una bobina recta es L = u,n?(A, tenemos finalmente
1 A 2.2
Up = §,uof n-i°,

o en funcién del campo magnético B = p, ni

UB = )

Hp = —7,

Para mostrar que esta es precisamente la presién magnética que ejerce el electroiméan
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por unidad de drea basta con recordar que

W = PAl,
w
P = —_
Al
2
p =
244,

5.1.2. Modelo de levitaciéon puro

La levitacion magnética o suspenciéon magnética, es un método mediante el cual un
objeto puede quedar suspendido sin mds soporte que los campos magnéticos. La pre-
sién magnética es usada para contrarrestar los efectos gravitacionales y cualesquier otras
aceleraciones presentes.

Earnshaw mostré en 1842, que una coleccién de cargas puntuales no puede ser man-
tenida en equilibrio estable iinicamente por la interacciin de las propias cargas. Este teo-
rema es usualmente referenciado para campos magnéticos, pero originalmente se aplicé a
campos electrostaticos. Normalmente se aplica a leyes de fuerza clasicas que varien con la
ley de inverso del cuadrado de la distancia y también a fuerzas magnéticas de magnetos
permanentes y materiales paramagnéticos o cualquier combinacién.

La generalizacién del teorema de Earnshaw para campos magnéticos, muestra que no
es posible levitar establemente contra la fuerza de gravedad. Pero es posible mediante el
uso de materiales diamagnéticos, superconductores, o sistemas que involucren corrientes
de Foucault (corrientes remolino inducidas por los campos magnéticos externos).

Aunque Earnshaw mostré que no era posible levitar ningin objeto establemente u-
sando s6lo campos magnéticos estaticos, ain era posible la levitacién de objetos, siempre
que se usaran materiales diamagnéticos y controladores electrénicos. Puede mostrarse
que los materiales diamagnéticos son estables al menos un una direccién lo que permite

la estabilizacion electrénica en los demds ejes.
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Los conductores pueden tener una permeabilidad relativa a campos magnéticos al-
ternantes por debajo de la unidad, de esta manera algunas configuraciones simples de
corriente alterna son autoestables, en este caso se dice que se ha alcanzado la estabil-
idad dindmica, pues el sistema en levitacién es capaz de amortiguar cualquier tipo de

vibracion.

Diamagnetismo

El diamagnetismo es la propiedad que presentan algunos materiales, la cual consiste en
la generaciéon de un campo magnético interno en oposicion a cualquier campo magnético
externo que se le aplique, de manera que se produce un efecto neto repulsivo.

Esto sucede debido a que los campos magnéticos externos alteran la velocidad or-
bital de los electrones alrededor del niicleo produciendo de esta manera un cambio en
el momento dipolar magnético y de acuerdo con la ley de Lenz este se opone al campo
externo.

El fenémeno del diamagnetismo fue descubierto y nominado por primera vez en sep-
tiembre de 1845 por Michael Faraday cuando vio un trozo de bismuto que era repelido
por un polo cualquiera de un imén; lo que indica que el campo externo del imén induce
un dipolo magnético en el bismuto de sentido opuesto.

Los materiales diamagnéticos son materiales que se caracterizan por tener una per-
meabilidad magnética ¢ < 1. De esta manera el diamagnetismo es una forma de mag-
netismo que sélo se manifiesta en presencia de campos magnéticos externos y es en general
un efecto bastante débil aunque en condiciones de superconductividad es bastante fuerte.

La levitacién diamagnética puede usarse para levitar piezas ligeras de bismuto o
grafito pirolitico sobre el campo producido por un iman permanente moderadamente
fuerte.

Debido a que el agua es predominantemente diamagnética, ésta técnica ha sido usada
para levitar gotas de agua, animales vivos pequenos (chapulines, ranas y un ratén).

Sin embargo los campos magnéticos requeridos para esto son muy grandes, tipicamente
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alrededor de 16 teslas, lo que produce gran cantidad de problemas si existen materiales

ferromagnéticos en la vecindad del experimento.
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Apéndice A

Funciones sin(x) y cos(x) y ondas

estacionarias y viajeras

Los fenémenos ondulatorios en la actualidad son tan importantes que pocas cosas
podriamos hacer actualmente sin ellos, son indispensables para transmitir informacién a
través del radio, la televisién, internet, telefonia celular, etc., captamos ondas del espacio
con radiotelescopios, que nos permiten hacernos una idea del universo.

Por otra parte a principios del siglo XX un conjunto de experimentos mostré que las
particulas que constituyen el 4tomo (electrones, protones y neutrones) tienen también un
comportamiento ondulatorio. Esto dié bases experimentales para la construcciéon de una
teorfa que explicaba el comportamiento de la materia a niveles atémicos, la mecdnica
cudntica.

El propdsito del presente apéndice es estudiar las propiedades bésicas de las funciones
que son esenciales para la modelacién matemética de fendmenos oscilatorios, las funciones

sin(z) y cos(x).
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Figura A-1: Sin(x)

A.1. Las curvas basicas, funciones sin(z) y cos(z).

Las funciones sin z y cos x son parte esencial del lenguaje estdntard para la descripcién
del movimiento ondulatorio. La gréfica de la funcién f(x) = sinz en el intervalo [—m, 7]
se muestra en la figura (A-1).

Los puntos de interseccién con el eje x los determinan las soluciones de la ecuacién
r=nr&sine =0, n€EZ, (A.1)

ademds la funcién sin(x) es impar, es decir, sinz = — sin(—xz) para todo x (Vz).
La gréfica de la funcién g(z) = cos(z) en el intervalo [0, 27] se muestra en la figura
(A-2)

Los puntos de interseccién con el eje x se determinan por la ecuacién
T
T = (2ni1)§<:>cosx:0, n €7z, (A.2)

ademds la funcién cos(z) es par, es decir, cos(z) = cos(—z) para todo z (V). Ambas
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Figura A-2: Cos(x)

funciones cumplen la desigualdad

Isinz| <1, |cosz| <1, VzeR. (A.3)

A.1.1. Amplitud

Si consideramos las funciones y = Asinz, y = Acosz, la constante A nos permite

modificar la altura de las funciones sin x y cos z de manera que ahora
|Asinz| < |A| y |Acosz| <A, (A.4)

para ejemplificar esta situacién mostramos la gréfica (?77)de las funciones y = Asinz,
con la amplitud A € {1,2,3,5} en forma andloga, si y = Acosz, con A € {3,1,2,3,5}
estd representada en la figura (A-4)

Los ceros de las funciones permanecen invariantes, sélo se modifica la altura de la

funcién, y es tan grande (o pequena) como lo sea el nimero A, que es llamada la .amplitud
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Figura A-3: Amplitud Variable A,, cos(z)

o1 4
o

Figura A-4: Amplitud Variable A, sin(x)



de la onda.

A.1.2. Localizacién de ceros, méximos y minimos de las fun-
ciones sin(z) y cos(z).

Primero determinaremos los puntos del eje real en los cuales la funcién sin(z) toma

los valores

Los ceros de la funcién se determinan a partir de la periodicidad de la funcién, de la

grafica (A-1) podemos observar que los ceros en el eje = se localizan en los puntos donde
sin(z) =0 <= z=nm, nez.

De la misma manera entre 1/s y —1/s existe una distancia constante de 2w. Ahora
dado que en la parte positiva del eje el primer 1 se encuentra en x = 7/2, el siguiente
estard en ¥y = /2421 = 51/2, x5 = 5w /24 21 = 971/2, podemos ahora infererir que la
férmula general para todos los maximos es
s

sin(z) =1 <:>:c:(4n—|—1)2 n € 7.

Mediante un andlisis similar y tomando en cuenta que el primer —1 en la parte
positiva del eje se encuentra en x = 37/2, el siguiente se encuentra en x5 = 37/2 4 27 =
Tn/2, x3="Tr/2+ 2m = 117/2, de donde podemos concluir que
T

sin(z) = —1 <:>x:(4n—1)2 n € Z.

Para la funcién cos(x) podriamos repetir el mismo andlisis y encontrar las férmulas

correspondientes, pero es mds util usar que las funciones sin(x) y cos(z) son la misma,
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salvo que una es traslacién de la otra por una distancia 7/2, es decir:
) ™
cos(r) = sin (:E + 5) : (A.5)

a partir de esta relacién podemos determinar réapidamente los 0's,1's 'y —1's de la
funcién cos(x) usando el conocimiento que hemos adquirido para la funcién sin(z), es

decir:
0’s

cos(z) = 0=sin(x+7/2) <~

r+m/2 = n7r=>x:(2n—1)g, n € Z,

asi los cero de la funcién cos(x) se encuentran en todos los multiplos impares de 7/2.

1’s

cos(x) = 1=sin(z+7/2) <~

™

r+7/2 = (471—1—1)2 < zx=2nm, né€lZ,

los méximos de la funcién cos(z) se encuentran en todos los multiplos pares de 7.

-1’s

cos(zr) = —1=sin(zx+7/2) <

r+7m/2 = (4n—1)g < rz=02n—1)m, nez.

los minimo se encuentran en todos los miiltiplos impares de 7.
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0,54

e

Figura A-5: Frecuencia Variable sin(wt)

A.1.3. Frecuencia

En forma andloga ahora consideraremos las graficas de las funciones y = sink x, y =
cos k x, ahora veremos el niimero k£ nos permite determinar el niimero de ondas completas
en cualquier intervalo de longitud 27. Con éste fin mostramos las graficas (A-5) de éstas
funciones para los valores de k = {1/2,1, 3}, en el intervalo = € [0, 27]

El nimero k es llamado el nimero de onda, y determina el niimero de ondas completas
en cualquier intervalo de longitud 27. De esta manera observamos que la gréfica de la

funcién sin(x/2) sélo debe mostrar media onda en el intervalo de 0 a 27.

A.1.4. Corrimiento de fase

Podemos mover las gréficas de las funciones trigonométricas hacia la derecha o izquier-
da, usando el hecho de que las graficas de las funciones y = f(z), e y = f(x + ¢),son la
misma con la salvedad que una estd trasladada hacia la izquierda o la derecha depen-
diendo del valor de ¢. De aqui que las gréficas de las funciones y = Asink(z — ¢) tiene

la misma forma que la gréafica de la funcién y = Asin kz, excepto que estd corrida c—
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Figura A-6: Defasamiento

unidades a la izquierda si ¢ < 0, y estd corrida c— unidades a la derecha si ¢ > 0. El
nimero c es llamado el corrimiento de fase y mide, que tanto, la curva de la funcién sin
ha sido avanzada o retrasada.

La gréfica de la funcién y; = 3sin 2(x — 1) tiene la misma forma que la gréfica de la
funcién y, = 3sin 2z excepto que estd corrida 1 unidad a la derecha como se muestra en

la figura (A-6)

Un error que se comente frecuentemente al tratar de determinar los desplazamientos
de la funcién, proviene de no factorizar el nimero de onda en la expresiéon de la funcién,
por ejemplo, en la funcién y = 4cos(rx + §) (Cudl es el corrimiento de la funcién?,
una respuesta comun a esta pregunta es que el corrimiento es de 7/2 unidades hacia
la izquierda, lo cual es incorrecto. Para determinar el corrimiento debemos escribir la
funcién como y = 4 cos w(x + 3) lo que nos permite leer correctamente el corrimiento de

1/2 unidades hacia la izquierda.
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A.2. Ondas viajeras, su descripcién matematica

La descripcién matemaética general del movimiento ondulatorio unidimensional se hace

mediante una funcién que depende tanto del espacio como del tiempo, es decir:
E(x,t) = A(t) sin k(z £ vt), (A.6)

donde v representa la velocidad de propagacién de la onda, y es llamada la velocidad de
fase, k representa el mimero de onda, t el tiempo y z representa el desplazamiento.

En el caso particular de amplitud constante la Eq. (A.6) toma la forma
£(z,t) = Asink(x £ vt), (A.7)

la longitud de onda A (distancia entre crestas consecutivas) se define por

21

A= (A.8)

y representa el periodo espacial de la curva. La Eq. (A.7) la podemos escribir también

de la siguiente manera

&(x,t) = Asin(kx £ kot)
= Asin(kz £ wt), (A.9)

a la cantidad w se le llama frecuencia angular y estd definida por la Eq. (A.9)

= 2mv (A.10)

donde v = 1/T (T representa el periédo temporal) es la frecuencia, de éstas expresiones

95



se deduce que la velocidad de propagacion de la onda es igual al producto de la frecuencia
(v) por su longitud de onda (), es decir, v = Av, y el periodo temporal T' = 27 /w.

Es necesario tomar en cuenta que el argumento de las funciones trigonométricas es
adimensional, de donde se desprenden que las unidades de cada una de las cantidades

definidas estdn dadas por

W= W= M=t (A11)

A.2.1. Principio de Superposicion

Consideremos la onda &, (t) = Asinwt que representa el desplazamiento de algin
punto material en una una cuerda, la superficie del agua, etc. Si en este mismo medio
se propaga a su vez otra onda &,(t) = Bsinwt, la onda resultante en el momento de

encontrarse ambas ondas en el medio considerado resulta ser
£(t) = Asinwt + B sin 3wt, (A.12)

si pensamos que existen un niimero arbitrario de ondas propagandose en el mismo medio

la onda resultante es la suma de cada una de las ondas presentes en el medio, es decir,

£(t) = Zan cos nw + me sin mw, (A.13)

éste es precisamente el teorema de Fourier, que establece que cualquier funcién periédica
con perifodo temporal 7" = 27 /w puede expresarse como la suma (A.13) donde w es la
frecuencia natural o fundamental y las frecuencias nw son las armdnicas o sobretonos.

Las amplitudes a,, y b,, se determinan a partir de las expresiones
o [T/2
a, = —/ £(t) cosnwt dt, n € NU{0},
T J 1

) T/2
by, = T/ E(t) sinmwt dt, m €N, (A.14)

-T/2
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de ésta manera cualquier clase de movimiento periédico puede considerarse como la su-
perposiciéon de movimientos arménicos simples.
Si consideramos una funcién periédica con periodo espacial A = vT, la onda se repite

ahora en el espacio y en éste caso la fucién £ = Asin kx la podemos escribir

£(x) = Z a, cosnkx + Z by, sinmkzx, (A.15)

m

si queremos introducir el tiempo en ésta expresién basta cambiar el argumento de las

funciones sinx y cosx por © — = — vt y obtenemos
&(x,t) = Z a, cos nk(z — vt) + Z by, sinmk(x — vt), (A.16)

donde las a,, y b,, se calculan ahora por

2 A2
a, = —/ £(z) cosnkx dz, n e NU{0},
A S
9 (M2
by, = —/ ¢(z) sinmkx dx, m € N. (A.17)
A S

Consideraremos algunos ejemplos para ilustrar el principio de superposicién. El prob-
lema general que se considera en los siguientes ejemplos es: Dados los coeficientes de

Fourier para una suma de arménicas, determinar la onda resultante.

1) Si la corriente alterna a través de un circuito estd dada por la funcién
, : T
i(t) = 10sin (1207rt + §)

grafique ésta funcién en un ciclo.

2) Grafique la siguiente aproximacién a un diente de sierra

: L. L.
y(x) =sinz + gsm?)m—i- 581n5m
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ver la siguiente figura

Y os

Aproximacién de Fourier

3) Grafique las siguientes versiones muy simplificadas de dos instrumentos musicales

a) Violin
y = sinx 4 0,98 sin 2z + 0,45 sin 3x

Senal caracteristica de violin

b) Piano
y =sinz + 0,22 sin 2z + 0,28 sin 3z,
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Senal caracteristica piano
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Apéndice B

Lagrangianas y Hamiltonianos

Existen varias formas alternativas al método de la segunda ley de Newton para de-
terminar las ecuaciones de movimiento. Estos métodos se desarrollaron durante el siglo
XIX, por Euler, Lagrange y Hamilton.

El método estaba basado en un concepto desarrollado previamente por Pierre Louis
Mapertuis y el cual se puede enunciar de manera breve como "la naturaleza es ahorrativa
en todas sus acciones” y que es llamado el principio de minima accién.

Hamilton lo establecié de una manera més precisa afirmando que: La evolucion de un
sistema dindmico del tiempo ty a el tiempo to es tal que la accion S(t1,ts) es un minimo
con respecto a cambios arbitrarios pequenos en la trayectoria.

Euler y Lagrange le dieron la forma que usamos actualmente definiendo la accién

como la integral

to

t1
esta es la cantidad que habria que estudiar (minimizar) para determinar las ecuaciones
de movimiento del sistema

El integrando es la Lagrangiana del sistema y estd definida por la diferencia de las

100



energias cinética y potencial del sistema:

IR
= Ezmiqzz‘f‘v(q@')-
i=1

Las variables ¢; se denominan las coordenadas generalizadas del sistema asociadas a
la particula ¢ — ésima y ¢; son las velocidades generalizadas.

Las ecuaciones de movimiento del sistema se determinan exigiendo que la integral
(B.1) sea un minimo. El problema de determinar los minimos de esta integral era un prob-
lema nuevo que no se podia resolver con el cdlculo desarrollado por Newton y Leibiniz,
era necesario construir nuevas herramientas, pues la respuesta no eran las coordenadas
de un punto en el cual ésta funcién fuese minima, sino que ahora se buscaba una funcién
que hiciera de la integral, la minima posible, es decir, la trayectoria de la particula.

Este tipo de problemas di6 origen al cdlculo de variaciones, aqui simplemente ilus-
traremos su utilidad para los fines de este curso, determinar las ecuaciones de Euler-
Lagrange, que representan las ecuaciones de movimiento del sistema.

Partimos de la accién (B.1) y buscamos mediante variaciones arbitrarias de las coor-
denadas, {cudl es la trayectoria que une dos puntos fijos del espacio que hace de (B.1)

un minimo (45 = 0).

to
5S = 5/ L dt,
t1

como estamos considerando que los extremos son fijos, podemos escribir

to

t1

2 /oL OL )
/tl (a%‘ 4 9¢; ¢
2 9L

2 9L
t1 aql t1 a% ( )
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dado que sélo estamos considerando variaciones respecto a las coordendas y no a las
velocidades, debemos determinar las variaciones de las velocidades (d¢;) en términos de
las variaciones con respecto a las coordenadas (d¢;), esto podemos hacerlo usando el

método estdndard de integrar por partes el segundo término de (B.2), es decir

2 9L, 2 d (0L 2 q (0L
Tegdt = | —( eg ) at— [ =22 8q dt, B.
T / dt (aqi q) / dt (8%) I (B:3)

como el movimiento se realiza entre 2 puntos fijos la primera de estas integrales en (B.3)

es nula, es decir §¢;(t2) = dg;(t1) = 0. De aqui que

29L 2. (0L
—5ldt:— - 5 5idt7

sustituyendo en (B.2) tenemos

2 /70L d (OL
s [ (5 - (5¢ ) ) bu e =o.

ahora, como las variaciones (d¢;) son arbitrarias, la tinica manera de que esta integral sea

siempre nula, es cuando el integrando sea cero, es decir:

oL d (LY _,
g dt \d¢;)

estas son las ecuaciones de Euler-Lagrange y serdn nuestra herramienta bésica para deter-

minar las ecuaciones de movimiento de un sistema de n particulas.

Nosotros usaremos y escribiremos estas ecuaciones de la manera equivalente:

d (0L oL

donde n representa el niimero de coordendas generalizadas independientes del sistema.
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B.0.2. Ecuaciones de Hamilton

Las ecuaciones de Hamilton son un sistema equivalente de ecuaciones diferenciales a
(B.4) que nos permiten de igual manera determinar las ecuaciones de movimiento del
sistema.

El método estandar para hallar el sistema de ecuaciones de Hamilton es a partir
de una transformacién de Legendre, que esencialmente es un método que nos permite
eliminar una variable no deseada por otra m&s conveniente para la descripcién de la
situacion fisica de interés. En nuestro caso (para Hamilton) la variable importante es el
momentum generalizado p;, que se define por la ecuacién

P = 50 (B.5)

qi

La idea bésica es determinar las ecuaciones de movimiento del hamiltoniano del sis-

tema que se define por

H=T+YV.

Para esto se propone la transformacion de Legendre que pretende hacer el cambio de

variables ¢; — p;,

H(qi,pi,t) = ¢ipi — L(qi, i, 1), (B.6)

de esta manera

oH  OH  OH
af = 2 g+ O+ B.
9q, "t 5, Pt (B.7)

ahora podemos estimar esta variacién de H usando la transformacién de Legendre (B.6)
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y nos resulta

dH = d(¢pi) —d(L(g;,di,1)) ,

0L oL oL
= pidd; + qidp; — <—in + o—dgi + —dt) ;

dq; 9q; ot
oL oL
= O+ ey — Lt
og, "4 4P

observemos que el término en d¢; desaparece (esta es precisamente el objetivo de la

transformacion de Legendre). Ahora igualando con (B.7) obtenemos las ecuaciones

OH B oL
dq; B _8%7
oH
B = 4
OH 0L
o ot

este es el sistema de ecuaciones de Hamilton. Usando las ecuaciones de Euler-Lagrange

(B.4) podemos cambiar el término dL/dq; por

i oL 0L
dt \ 9g; B dq;’

b = aqla

asi que nuestro sistema de ecuaciones finalmente queda (usualmente consideraremos sis-

OH _ _ 9L _
temas en los cuales% = —5 = 0)

0OH
9q;
OH
Ip;

= _pi7

Este es el sistema de ecuaciones que usaremos en las aplicaciones del método de

Hamilton, observemos que las variables importantes para Hamilton son las posiciones
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(¢;) v los momentos generalizados (p; = 0L/0q;), y para Lagrange las posiciones y las

velocidades (g;, G;)-
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Apéndice C

Energia cinética de un cuerpo Rigido

En varios problemas es necesario escribir la energia cinética de un sistema que tiene
dos movimientos; traslacién del centro de masas y rotacién en torno a su centro de masas.

La expresién para la energia cinética es afortunadamente muy simple y resulta ser
s6lo la suma de la energfa cinética del centro de masa mas la energfa de rotacién en torno
al centro de masa (ver [7]).

La demostracion de este hecho es relativamente simple para el caso de rotaciones
planas (eje de rotacién fijo). Para esto basta considerar un cuerpo rigido de forma arbi-
traria y un par de vectores, uno que determine la ubicacién del centro de masas a lo largo
del movimiento r,, y otro para determinar la posicién de un elemento de masa arbitrario
del cuerpo rigido desde el centro de masas r’ ver Figura (C-1).

La energfa cinética del elemento de masa dm estd dada por
1,
dE = 57“ dm,

donde r = r.,, + 1/, por lo que 7* = (r¢, + 1) ® (T + 1)

7 = (Cem + 1)@ (e +1),

-9 -2 . ./
= 7., +1° 420, 81,

106



CM

CM

Figura C-1: Vectores de posicién de dm

por lo que la energfa cinética total del cuerpo rigido estd dada por

E = /dE,

1
= 3 /(ffm + 72 + 28, @ ') dm,

1 1 d
— iMrgm—l—5/7‘/2dm+i‘cm0£/r/dm,

el dltimo término de esta suma es nulo por la definicién de centro de masa (pues cada
elemento de masa r'dm tiene un elemento simétrico —r’dm que lo compensa).

El segundo término requiere un poco mas de trabajo, 7' es la velocidad tangencial del
elemento dm visto desde el centro de masa por lo que pordemos escribirlo como ' = w xr’

y su cuadrado estd dado por
M= (wx1)e(wxr), (C.1)

donde w es la velocidad angular en torno al centro de masas.

Usando la relacién vectorial

(AxB)e(CxD)=(AeC)(BeD)—(AeD)(BeC)
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podemos desarrollar el producto dado en la ecuacién (C.1) y obtenemos

.12 2

7% = W22

- (w d I',)2,

y como w y r’ son vectores perpendiculares obtenemos finalmente

1 1

E = §M7'“zm+§w2/r'2dm,
1 1

E = M/t + =10
2 Tcm+ 2 w Y

esta es la expresion que usaremos repetidamente a lo largo de las notas para sistemas

que se trasladan y giran.
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