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Capitulo 1

Antecedentes

Una red MultiLayered Perceptron (Multi-Layered Perceptron), es una red neuronal muy po-
pular incluso actualmente luego de décadas de haber sido propuesta, luego de que nuevos para-
digmas de maquinas que aprenden siguen surgiendo con el paso de los afos. Una razon de esto
es que la red MLP tiene una capacidad casi infinita de adaptarse a cualquier problema que le sea
asignado [1]. La red MLP es aun hoy una red neuronal muy aplicada en una gran variedad de
problemas, desde prediccion de valores hasta clasificacion de patrones. Las redes MLP tienen
toda una filosofia detras de ellas en cuanto a como una maquina que aprende debe organizarse y
lo mas importante, como debe aprender. Su descubrimiento fue el parte aguas de la investigacion
en redes neuronales a partir de mediados de la década de 1980 y ha dado lugar a un sin fin de
investigaciones acerca de la mejora de estos esquemas, no pocas veces resultando en nuevas for-
mas de redes neuronales y sus correspondientes métodos de aprendizaje sin que esto signifique

que la original red MLP pierda popularidad y atencion.

Sin embargo dos aspectos concernientes a la organizacion de lared MLP quedan atin abiertos,
por un lado la cantidad de capas ocultas que una red MLP debe poseer y por otro, la cantidad de
neuronas en cada una de esas capas ocultas [2]. El correcto desempefio de una red MLP tiene una
relacion muy directa con la correcta respuesta que estas dos aspectos de disefio a resolver. Una
red neuronal es Util en tanto su desempefio sea adecuado. Una red MLP pobremente disefiada
tiene un desempefio inadecuado, por no decir que resulta inutil del todo [3]. La Figura 1.1 a
continuacion es una representacion grafica acerca del concepto de cantidad de capas ocultas, y
de la cantidad de neuronas en cada capa oculta. En la Figura 1.1 el concepto de total de capas
ocultas aparece remarcado en un rectdngulo con bordes rojos, en tanto que el concepto de total
de neuronas en cada capa oculta aparece en un recuadro con bordes verdes alrededor de cada

capa oculta.
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epljes

<

Entrada

Total de Total de
neuronas en la neuronas en la
capa oculta 1 capa occulta k

Total de capas ocultas

Figura 1.1: Cantidad de capas ocultas y de neuronas en cada capa oculta

En principio una red MLP con bastantes capas ocultas y una gran cantidad de neuronas en
cada capa deberia ser capaz de aprender cualquier relacion que existiera entre un conjunto de
datos de entrenamiento y sus respuestas deseadas. En la practica sin embargo, existen muchas
situaciones que deben ser atendidas para evitar ciertos efectos nocivos que esta filosofia pueda

producir. A saber:

(1) Una gran cantidad de capas ocultas y de neuronas puede producir una red que no gene-

raliza lo que aprende (overfitting o sobreajuste) [1, 4].

(2) Una gran cantidad de capas ocultas no es un aspecto que se lleve bien con la metodologia de
entrenamiento comun en una red MLP, pues esta produce que las conexiones de las capas
mas cercanas a la de entrada no reciban ninguna modificacion, lo que puede producir que

el entrenamiento sea mas lento, o en el peor caso, inefectivo [1, 5].

(3) Una pobre cantidad de capas ocultas y de neuronas puede producir una red que no logra

aprender en lo absoluto (underfitting o subajuste) [1, 6].

Estos dos problemas se pueden minimizar si la red neuronal MLP tiene tanto la cantidad
correcta de capas ocultas, como la cantidad correcta de neuronas en cada capa oculta que utilice
[2]. Resulta entonces de suma importancia que la red MLP sea disefiada con una organizacion
adecuada, con la cantidad correcta de capas ocultas y con la cantidad correcta de neuronas en

cada capa oculta, para que la red MLP sea de alguna utilidad.



1. Antecedentes

El primer detalle de disefo el referente a la cantidad de capas de neuronas ocultas. En la
mayoria de los casos una sola capa de neuronas ocultas bastaria para que la red aprendiese esa
relacion entre las muestras de entrenamiento y sus respectivas entradas [7], dado que la cantidad
de neuronas en esta unica capa de neuronas ocultas sea la adecuada. Una red MLP que utiliza
solo una capa de neuronas ocultas habra de ser denotada como red single layered feedforward
network (SLFN), en espanol red de conexiones hacia adelante con una sola capa. El término
una sola capa hace referencia a la tnica capa de neuronas ocultas. La Figura 1.2 muestra la red
SLFN que sera utilizada a lo largo del presente estudio, una red con una sola capa oculta. Ahora
el tnico problema a resolver es la cantidad de neuronas ocultas, en la Figura 1.2 esquematizada

mediante un recuadro con bordes color rojo.

Entrada
epljes

Total de neuronas ocultas

Figura 1.2: El unico problema a resolver en una red SLFN, es la cantidad de neuronas en la capa oculta

1.1. La cantidad de neuronas en la capa oculta

Considerando que una sola capa de neuronas ocultas es suficiente resta el segundo aspecto de
disefo, la cantidad de neuronas ocultas que esa unica capa de neuronas ocultas debe poseer. Este
aspecto a diferencia del anterior, no tiene una respuesta, una heuristica o regla de oro, o principio
formal, para alcanzar una respuesta o acuerdo general. En cambio, este aspecto de disefio sigue
siendo un tema de investigacion muy abierto.

Para la capa oculta de una red SLFN, que es el tipo de red MLP en el que esta investigacion

se centra, debe establecerse su cantidad de neuronas ocultas de manera que, por un lado, no



1. Antecedentes

posea un exceso de neuronas, porque se corre el riesgo de una red con overfitting, y por otro
lado, el entrenamiento de tal red puede ser innecesariamente lento. Ademas no debe contener
menos neuronas de las necesarias porque se tiene ahora el problema del underfitting. Acerca de
esta cantidad de neuronas la minima cantidad de neuronas ocultas que hagan que la red SLFN
aprenda adecuadamente, es el tamario correcto [8].

Es oportuno hacer la siguiente declaracion: no existe manera de determinar cuantas capas
deberian existir en la unica capa oculta en una red SLFN. No lo existe de manera general y
unica, como en una férmula o regla general. Sucede que la cantidad de neuronas en una capa
oculta depende de distintos factores que escapan a un enfoque general. Por ejemplo, depende
del método de aprendizaje de la red neuronal [9], pero principalmente, para una red SLFN, del
tamafio de la capa oculta es un detalle de disernio que tiene relacion mas con las particularidades
del problema a resolver [10], que con un aspecto general de diseno. Esto implica que el problema
no es que no se pueda establecer un tamafo para la capa oculta, sino que en realidad existen
muchas formas de hacerlo, todo relacionado con el problema a resolver.

Normalmente se siguen dos metodologias para llegar al tamafio de la capa oculta:

(1) Seguir un proceso de prueba y error, un proceso de busqueda del mejor tamafo, dentro de

un espacio de posibles soluciones, hasta encontrar la mejor [11].

(2) Usar reglas de oro, que son reglas sencillas que posiblemente produzcan un buen estimado

para el tamafio de la capa oculta [12, 11].

La primer metodologia produce una buena estimacion acerca del tamafio de la capa oculta,
puesto que la busca en un espacio de soluciones. Esta metodologia tiene algunos inconvenientes:
en general es lenta y como con cualquier proceso de blisqueda basado en derivadas o diferen-
ciales, tiene el riesgo de quedar estancada en un 6ptimo local al buscar por el mejor valor de las
conexiones o peesos [11], o de no encontrar la solucion del todo, si no se tiene una buena politica
de toma de decisiones. La segunda metodologia, la de las reglas de oro, es en definitiva una me-
todologia que produce resultados rapidos, sin embargo tiene un enorme inconveniente: carece
de formalidad matematica [13, 12]. De hecho ni siquiera usa la informacién local del problema
para alcanzar una solucion.

Un buen punto de equilibrio entre la metodologia segura de los métodos de prueba y error
y la metodologia rapida en el uso de reglas de oro, consiste en usar una regla heuristica, que a
diferencia de las reglas de oro, si usa informacion local del problema a resolver para alcanzar

respuesta aceptable a cuantas neuronas deben existir en la tnica capa oculta.
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1.2. La informacion geométrica como valor heuristico

(Cual es la clase de informacion local del problema que puede servir para llegar a una buena
estimacion acerca del tamafio de la capa oculta? Existen muchas opciones sobre lo que puede ser-
vir como informacion heuristica para encontrar el tamafio de la capa oculta. Por ejemplo, algunos
usan la relacion estadistica que pueda existir entre las muestras de entrenamiento y sus respues-
tas deseadas [14]. O la relacion entre la cantidad de conexiones en la red SLFN y la cantidad de
informacion de entrenamiento [9]. Estas buscan minimizar el efecto del sobre ajuste, pensando
que demasiadas conexiones implican una red muy grande, aunque no utilizan las caracteristicas
particulares del problema. En el caso especifico de que el problema que se debe resolver por
la red SLFN sea un problema de clasificacion de patrones, algo que resulta realmente util es la
caracterizacion geométrica de las clases involucradas.

En esta investigacion se propone un método para el uso de la caracterizacion de la frontera
entre clases, aproximada mediante hiperplanos en el espacio del problema que es R"Z, para
ng > 2, siendo ng la cantidad de elementos en el patron de entrada a la red clasificadora, es
decir las dimensiones del problema. Todo esto debe ser tal que sea la cantidad de estos los que
establezcan la cantidad de neuronas para la Unica capa oculta de la red SLFN. Esta cantidad de
hiperplanos se obtiene luego de caracterizar geométricamente a las clases involucradas y a la
separacion entre estas, incluso cuando estas clases ni siquiera estén separadas. Cuando se habla
de una caracterizacién geométrica de las clases se habla de ser capaces de describir mediante
geometrias, el alcance y limites de las clases, por ejemplo, a manera de poliedros en ese espacio
R"=_de manera que sea facil establecer donde una clase termina y las otras comienzan, donde
entre las clases, existe una frontera caracterizable por hiperplanos, otra descripcion geométrica
de un concepto tan general como el de frontera entre clases.

A toda esta metodologia que esta investigacion propone, desde la caracterizacion de las clases
mediante poliedros, a la aproximacion a la frontera entre clases mediante hiperplanos, a la manera
en que esta frontera es localizada, se le llamara en adelante la regla de los hiperplanos y su

metodologia.



Capitulo 2
Estado de la técnica

Una red SLFN esta formada siempre por tres capas: la capa de entrada, formada por ng ele-
mentos de entrada, la capa oculta [15], formada por np neuronas, y la capa de salida, formada
por ng neuronas. Notese que la capa de entrada no contiene neuronas, sino solamente los ele-
mentos mismos del patron de entrada. Entre la capa de entrada y la capa oculta existe un grupo
de conexiones W', y entre la capa oculta y la capa de salida existe otro grupo de conexiones

denominado W2, como lo muestra la Figura 2.1.

\_Y_/

Capa de entrada Capa occulta Capa de salida
(ng elementos) (no neuronas) (ngneuronas)

Figura 2.1: La red SLFN a utilizar en esta investigacion. Notese la notacion para la cantidad de elementos o
neuronas en cada capa
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Entonces ;como se establece el tamafio de la capa oculta, np? Normalmente se siguen dos

metodologias muy generales:

Métodos de prueba y error

Métodos para establecer np ) Reglas de oro
M¢étodos heuristicos

Reglas heuristicas

Es importante destacar una vez mas que no existe forma de establecer de manera general,
cuantas neuronas deben componer la capa oculta de una red SLFN, pues esto depende de mu-
chos factores involucrados con el problema a clasificar, la informacion de entrada, la informacion
de salida, la complejidad de la relacion entre entradas y targets, el tamafio del conjunto de en-
trenamiento, las funciones de activacion que las neuronas usan, el algoritmo de entrenamiento,
la cantidad de ruido en la informacidon de entrenamiento, entre otros [16, 15]. En todo caso, el
tamario correcto de la capa oculta es dependiente del problema a resolver [17]. De esta manera,
los métodos comunmente usados para establecer el tamano de la capa oculta son de dos estilos:
los de prueba y error, que no intentan adivinar o calcular el tamafio de la capa oculta, el valor
para ng, sino que lo buscan exhaustivamente [17, 18]. Lo bueno de los métodos de prueba y
error, es que cuando encuentran un valor para no, es un valor optimo pues lo encontraron luego
de buscarlo en el espacio del problema. Lo malo, es que como cualquier proceso de busqueda
basado en optimizacion, puede quedar estancada en optimos locales, ademas de que el encon-
trar la solucion optima pueda tomar demasiado tiempo y gastar muchos recursos. Los métodos
heuristicos, en cambio buscan determinar, usando informacion local del problema, un valor al
menos adecuado para el tamafo de la capa oculta [9]. Este valor quiza sea subdptimo, pero es un
valor al menos adecuado incluso para iniciar el proceso de busqueda de los métodos de prueba
y error. Los métodos heuristicos tienen la ventaja de ser algunas veces muy rdpidos y faciles
de aplicar, algunos de ellos aplican en general, sin importar realmente la naturaleza del proble-
ma a resolver. Tienen la desventaja, en ciertos casos, de carecer de formalismo matematico, en
otras ocasiones, exigen preprocesamiento de la informacion de entrenamiento, lo que los hace

relativamente lentos para arrojar resultados.

Los métodos heuristicos se dividen en dos grandes clases: las llamadas reglas de oro, que
son férmulas muy simples que hacen a la cantidad no dependiente inicamente de las cantidades
ng y ng, puesto que ambas son informacion ya disponible del problema. Por otro lado estan las
llamadas reglas heuristicas, que en lugar de hacer depender a np Unicamente de ng y ng, usan
otro tipo de informacion mas profunda del problema, mas alld de las capas de entrada y salida

de la red, para establecer de modo méas confiable el valor del tamafio de la capa oculta.
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2.1. Reglas de oro
Entre las reglas de oro mas sobresalientes se tienen las siguientes [14, 19, 20]:

ngtngs

Promedio: no = *&;

Reglas de oro { Dos tercios: no = Q"TE +ng
Piramidal no = /ngng

Existen bastantes variantes de las reglas de oro, pero lo que caracteriza a todas ellas es que
usan la cantidad de elementos en la capa de entrada y la cantidad de neuronas en la capa de
salida, para dar lugar al tamafo de la capa oculta, y es que la informacion de entrada define la
complejidad del problema, mientras que la informacion de salida define la dificultad para separar
las clases, si el problema es uno de clasificacion [21]. Tipicamente la relacion que existe entre
estos tres elementos es que el tamafio de la capa oculta se encuentra en algin lugar entre el
tamafo de la capa de entrada, y el de la capa de salida. Estas reglas tienen la ventaja de que son
sencillas de aplicar, son rapidas para producir un resultado, y se aplican a cualquier problema.
Sin embargo tienen una gran desventaja: carecen por completo de una justificacion matematica,
y por tanto, no hay seguridad de obtener un valor realmente adecuado para el tamafio de la capa
oculta [6]. Por otro lado, existen también las llamadas reglas heuristicas, estas son metodologias
para llegar a una buena aproximacion al tamafio optimo de la capa oculta, pero a diferencia de
las reglas de oro, llevan a cabo un analisis muy especifico sobre el problema a resolver, detras
de sus formulaciones o algoritmos para establecer ese valor np.

Asi como existen variantes de las reglas de oro, existen ain mas variantes de reglas heuristicas
para establecer el tamafio de la capa oculta de una red SLFN. A continuacion se mencionan
algunas de estas formas heuristicas de manejar la informacion del problema a resolver, para

llegar a un tamafio para la capa oculta de la red.

(1) Usando seleccion de variables: aqui lo que se busca es identificar, en el patron de entrada
X € R"2 cuales de esos elementos z; parat = 1,2,...,ng en el vector de entrada son
verdaderamente significativos, la cantidad de estos ultimos, por ejemplo n;, es el tamafio
de la capa oculta, asi pues np = n;. Existen distintas maneras de obtener el valor n;, por
ejemplo usando bosques aleatorios [22], usando analisis de componentes principales [23],
usando arboles de decision [24], también pueden usarse técnicas de andlisis de dependen-

cias y correlaciones [10].

(2) Usando una relacion conexiones/conjunto de entrenamiento para, al menos, limitar el ta-

mafo de la capa oculta. Por ejemplo, si nyy es el total de conexiones, la suma de W' y W2,
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y np la cantidad de pares patron/target en C'g, que denota al conjunto de entrenamiento

usado, entonces deberd cumplirse que ny < 3F [16].

(3) Usando una tolerancia al error de clasificacion, por ejemplo, si la tolerancia al error cua-

dratico medio es tole € R entonces seria posible establecer que np < % [25].

(4) Usando la cantidad de clases a separar, en caso de que la red SLFN fuera un clasificador,

separando np clases C; parai = 1,2, ..., n¢g, entonces hacer np = ng [25].

(5) Usando validacion cruzada para encontrar el tamafio apropiado, luego de llevar a cabo una
cierta cantidad de pruebas sobre diferentes arquitecturas candidatas [26]. Especificamente,
usando validacion cruzada k-fold. Este es un proceso parecido al siguiente. Establecer
diferentes valores para ng, como en sizes = {1,2, ..., tamyq, }. Separar el conjunto C
en k grupos. Para cada red SLFN con np € sizes: entrenar la red usando k£ — 1 grupos
como datos de entrenamiento, y el otro grupo restante como datos de prueba. Repetir lo

anterior k veces. Seleccionar la red SLFN cuyo valor np tuvo el mejor desempefio.

(6) Usando factores de diserio, si lared SLFN ha de funcionar como clasificador. Los factores
de disefio sirven para identificar dentro de la informacion disponible a clasificar, que as-
pectos son verdaderamente significativos en lo que a distinguir las clases se refiere. Una

de estas metodologias es el método Taguchi [27, 28] para identificar factores de disefo.

(7) Usando alguna variante de los algoritmos genéticos para encontrar el tamafio adecuado
de una red SLFN. Esto implica que el valor para np es encontrado luego de un proceso
de busqueda aleatoria. En esta clase de metodologias existen numerosas variantes, por
ejemplo, un algoritmo genético en combinacion con métodos de programacion lineal [29],
o como un simple algoritmo genético clasico, cuya poblacion es conformada por redes
SLFN con capas ocultas de distintos tamafos [30]. En [31], una combinacion de algoritmos
genéticos junto con una evolucion gramdtica es usada para generar una red SLFN con un

tamafio de capa oculta optimizado.

2.2. Métodos de pruebay error

Los métodos de prueba y error tienen un razonamiento muy sencillo: probar un tamafio de ca-
pa oculta entrenando la red con ese tamaio especifico. Si el error es lo suficientemente pequefio,
se consideraré a este tamafio como valor para np, de lo contrario, se prueba con otro, llevando
a cabo una vez mds este mismo procedimiento [32, 33]. A modo de algoritmo, un método de

prueba y error funciona como lo india el Algoritmo 1 a continuacion.
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Algoritmo 1: Algoritmo para un método de prueba y error

Data: C'g:conjunto de entrenamiento

Result: no: el mejor valor para el tamafio de la capa oculta

Establecer un valor inicial para el mejor,.,,, de preferencia, alto;

Hacer listo = False;

Hacer np = 0;

while /isto == False do

Hacer np = np + 1;

Entrenar la red SLFN con este valor para ng;

Probar la red y calcular su ecm;

if ecm < mejore., then

| Hacer mejoree, = ecm;

else
Hacer ngo actual el valor final para el tamafio la capa oculta;
Hacer listo = True

end

e 0 N S W AW N =

e Y
W N = o

end

o
£

Como el Algoritmo 1 muestra, el proceso de prueba y error es un proceso iterativo que con-
siste en que en cada iteracion una version de la red es construida y probada, si luego de esta
prueba el desempeno de la red ya no puede ser mejorado, entonces se considera que el tamafio
de la ultima red probada es el tamafio ideal. Notese como el proceso se detiene cuando el desem-
pefio de la red SLFN actual ya no es mejor al de la version anterior, esto hace que los métodos de
prueba y error queden, dependiendo de la forma en que se actualiza np, estancados en un 6ptimo

local.

Por otro lado, existen abundantes variantes de los métodos de prueba y error. Todo consiste
en aquello de seleccionar un valor para np, el tamafio de la capa oculta de la red SLFN en
produccion, justo en el paso 5 del algoritmo. Existen tres formas de elegir como llevar a cabo
esta eleccion, lo que da lugar a tres maneras de implementar un método de prueba y error. Estos

son resumidos en el siguiente cuadro sindptico.

Constructivos

M¢étodos de prueba y error ¢ De poda

Mixtos

Los llamados métodos constructivos siempre eligen agregar neuronas a la capa oculta, lo

que significa que en cada iteracion hacen crecer la capa oculta. Los métodos constructivos sue-

10
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len iniciar con un capa oculta muy pequefia como tamano de capa oculta inicial. Por su parte,
los llamados métodos de poda eligen eliminar neuronas de la capa oculta, es decir que hacen
decrecer el tamafio de la capa oculta en cada iteracion. Los métodos de poda suelen iniciar con
una red cuyo tamaio inicial es muy grande como tamafo de capa oculta inicial. Luego estdn
los métodos mixtos, estos en cada iteracion dejan que la capa oculta crezca, para luego empezar
a podarlos si cierta condicioén se cumple. Alternativamente pueden comenzar podando la capa
oculta, para luego hacerla crecer si cierta condicion es detectada. Los métodos mixtos suelen
usar algunas otras herramientas como los algoritmos genéticos, para controlar el que el proceso
no quede estancado en un 6ptimo local en etapas tempranas del proceso.

Con respecto a los métodos constructivos, a veces, también llamados métodos de crecimien-
to, la idea fundamental es agregar mas neuronas a la capa oculta de la red en cada iteracion,
comenzando con una red SLFN cuya capa oculta posee un tamafio mas bien pequefio. Dos mé-
todos sobresalen entre estos: el método cascade correlation algoritthm 6 método CCA [34], y
el método cascade 2 [34], en realidad una variante de CCA. Ambos métodos afiaden una nueva
neurona oculta en una nueva capa oculta, es decir que crecen tanto en capas como en neuronas
en cada capa oculta; por lo que en realidad estas dos metodologias no son significativas para una
red SLFN que se limita a una capa de neuronas ocultas. Existen otros métodos constructivos,
como el método dynamic node creation o método DNC [35]. El método DNC agrega una nueva
neurona oculta en una capa oculta ya existente, por lo que es mas apropiada para construir redes
SLFN, ya que se limita a agregar neuronas en la capa oculta que se le indique, por ejemplo a la
unica capa oculta de la red SLFN. Muy parecido a DNC es el método FNNCA [36], que también
hace crecer la capa oculta de la red SLFNN, agregando un nodo a la vez y entrenando en cada
ocasion a la red, probandola posteriormente, hasta que el desempeio de la red sea satisfactorio.
Los métodos de crecimiento o constructivos requieren comenzar el proceso con una red SLFN
mas bien pequefia, en cuanto a su capa oculta, un problema con esto es que una red pequena
queda muy facilmente atascado en un 6ptimo local [37].

Los métodos constructivos tienen algunas desventajas notables [38]:
(1) Requieren un tamafo inicial para la red SLFN que inicia todo el proceso. Este tamafio
inicial no es trivial, mas grande de lo necesario y la red encontrada no serd la 6ptima.

(2) Estos métodos, puesto que hacen crecer la red iterativamente para luego probarla, impli-
can que el método de entrenamiento no se base en solo un método tal como el gradiente
descendiente, sino una adaptacion del mismo. Luego, no existe un tinico método de entre-

namiento, sino que cada método de crecimiento usa el propio.

(3) Algunos de estos métodos pueden producir redes MLP que, ni son SLFN y ni siquiera son
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redes con conexiones hacia adelante.

(4) Algunos de estos métodos, al final terminan produciendo redes bastante complejas, mas

complejas de lo que una simple red SLFN como la planteada en este estudio necesita.

(5) Y la que quiza es la desventaja mas grande: puesto que pueden producir redes de tamafio
inadecuado, la superficie de error de tales redes suele contener bastantes 6ptimos locales,

mismos en los que el entrenamiento puede quedar estancado muy facilmente.

Los métodos de poda, por su parte, se basan en la idea de eliminar neuronas de la capa oculta
que comienza como una red SLFN con una capa oculta muy grande, mas grande de lo necesario,
eliminando luego neuronas en el proceso iterativo hasta que la red se encuentre con el tamano
adecuado. En la mayoria de los casos lo que los métodos de poda eliminan son conexiones
hacia y desde una neurona oculta, de modo que eventualmente, algunas de esas neuronas quedan
desconectadas hacia o desde la capa de entrada y la capa de salida, por lo que esta neurona debe
ser eliminada de la capa oculta. La poda de una red SLFN comienza con una red SLFN con una
capa oculta grande. Luego, es podada en busca de una capa oculta mas pequefia. La poda puede
ocurrir de distintas maneras. Segun [37], existen distintas maneras de establecer que neuronas o
conexiones deben ser eliminadas. Esto da lugar a que los métodos de poda se clasifiquen segiin

lo indica el cuadro sindptico a continuacion:

(
Poda por castigo

Poda por validacion cruzada
Poda por magnitud

Meétodos de poda ¢ Poda por informacién mutua
Poda evolutiva

Poda por sensibilidad

| Poda por significancia

En la poda por castigo, a la funcidén objetivo a ser minimizada durante el entrenamiento,
por ejemplo al error cuadratico medio ecm, se le agrega un término de castigo, y debido a este
término aquellas conexiones sin mucho impacto seran anuladas durante el entrenamiento, véase
[39, 40] para ejemplos de esto. En la poda por validacion cruzada, una etapa de prueba para una
nueva red podada compite con una version anterior de la misma, con la capa oculta mas grande.
El conjunto de entrenamiento es dividido en un subconjunto de prueba y otro de validacion. El

de validacion es usado para comparar la version podada de la red con la version anterior. Solo en
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caso de que esta version podada resulta mejor que la anterior, el proceso continua una iteracion
mas. Véase [41] para un ejemplo de esto. En la poda por magnitud, luego de entrenada la red
aquellas conexiones o0 pesos que sean menores a una tolerancia se consideran irrelevantes y son
eliminados, véase por ejemplo, [40, 42] para un ejemplo de este estilo de poda.

Por su parte, en la poda basada en informacion mutua se busca relacionar, mediante un ana-
lisis de covarianzas entre las respuestas de las neuronas en la capa oculta, usando para ello una
descomposicion en valores singulares. El rango de la matriz de covarianzas establece el valor
optimo de neuronas en la capa oculta. Véase [43, 44] para ejemplos de esto. En la poda evolutiva
se tiene un proceso de poda que es controlado por una algoritmo genético, es decir, la red SLFN
es formada mediante un proceso de evolucion. Véase [45] para un ejemplo de esto.

La poda por sensibilidad busca aquellas neuronas o conexiones cuyo efecto en la funcion
objetivo, es decir, el error cuadratico medio, es casi nulo o imperceptible para luego podarlos
de la capa oculta. Dos de los métodos de poda por sensibilidad mas conocidos y utilizados son,
por un lado el método Optimal Brain Surgeon o método OBS, [46], y el método Optimal Brain
Damage o método OBD [47].

Parecido pero no igual, son los métodos por significancia. Estos también localizan conexio-
nes hacia o desde la capa oculta, cuyo valor de significancia sea menor que un cierto umbral,
para luego eliminarlos de la misma. Aqui, significancia tiene un sentido amplio, es cualquier me-
dicion tomada entre la informacion de entrada y las respuestas de las neuronas en la capa oculta.
Por ejemplo, en [48] la significancia es calculada a partir de comparar mediciones estadisticas.
Dado un patrén de prueba a la red SLFN, un patrén conocido de ruido, la respuesta de la capa
oculta a tal patrén de prueba es calculada. Lo interesante en esto es que la respuesta de la capa
oculta ofrece un valor de significancia para las conexiones de la red SLFN, hacia y desde la capa
oculta. Aquellas conexiones con significancia mas baja que un umbral son eliminadas de la red.
En [49], se propone otro método para encontrar neuronas con poca significancia en una red MLP
con una o mas capas ocultas. Aqui la significancia de las neuronas ocultas se obtiene a partir de
la respuesta de la neurona a eliminar, usando para ello una funcién de activacion sigmoidal junto
con las conexiones de esta neurona con las neuronas en la siguiente capa de neuronas.

Los métodos de poda tienen una serie de desventajas, entre ellas se pueden enumerar las
siguientes [38]:

(1) Deben, necesariamente, iniciar con una red cuya capa oculta sea mas grande de lo nece-
sario. Pero ;cual es ese tamafio? Aunque una capa oculta demasiado grande hard que el

método tome mas tiempo para encontrar una solucion.

(2) Dadas las conexiones iniciales, si el valor de estas conexiones es muy pequeio, no garan-
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tiza que el método converja a una solucion.

(3) Todos los métodos de poda implican un tiempo de procesamiento relativamente largo, y

requieren un buen espacio en memoria durante su procesamiento.

En cuanto a los métodos mixtos, estos llevan a cabo la construccion de una red SLFN en dos
etapas, la primera haciendo crecer la red, y la segunda podando las neuronas insignificantes. Este
tipo de enfoque requiere iniciar con una red con capa oculta de tamafio reducido. Existe la otra
opcion, la de iniciar con una red mas grande de lo necesario, luego podarla en una primera etapa,
para pasar a hacerla crecer en una segunda etapa. Véase, por ejemplo en [50], un método basado
en cascade correlation. Este método permite construir redes MLP con multiples capas ocultas.
Lo hace haciendo crecer las capas ocultas, en una primera etapa, y luego podando de las capas
ocultas las neuronas que no resulten significantes, en lo que al error cuadratico medio se refiere.
En [51], un método para hacer crecer primero, la capa oculta de una red SLFN, para podarlo
posteriormente. Este método es particularmente Util para entrenar una red MLP usando patrones
0 muestras esparcidas en el espacio del problema. La red SLFN inicia con una capa oculta con
un tamafio especifico luego es entrenada de la manera usual, luego aquellas conexiones cuya
magnitud sea menor a un umbral son eliminadas de la red.

Los métodos mixtos también presentan desventajas, por ejemplo [38]:

(1) Deben comenzar con un tamafio adecuado para la red SLFN inicial.

(2) Dependen, en gran medida, del algoritmo de aprendizaje o entrenamiento, para converger

a una solucion.

(3) Ocasionalmente, cuando si convergen a una solucion, esta resulta ser subdptima.

2.3. Reglas heuristicas

Parecidas a las reglas de oro en el sentido de que intentan establecer el tamafio de la capa
oculta de la red SLFN mediante un inico proceso que ocurre antes de entrenar y utilizar la red
en cuestion, las reglas heuristicas se posicionan entre los métodos de prueba y error y las reglas
de oro. A diferencia de las reglas de oro, las reglas heuristicas intentan extraer el maximo de la
informacion disponible del problema a resolver, en particular para la presente investigacion, del
problema de clasificacion de patrones a resolver. A diferencia de los métodos de prueba y error, no
gastan tiempo buscando la mejor configuracion entre diferentes opciones. Las reglas heuristicas

tienen la particularidad de que requieren un pre-procesamiento. El pre-procesamiento se refiere
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auna forma de andlisis previo de los datos de entrenamiento, en busca de cierta informacion que
se cree resulta util para algun proposito, en el caso que atafie a esta investigacion, directamente el
tamano de la capa oculta, o alguna otra forma de informacion que ayude a establecer su tamaiio.

En este sentido, se tiene, en [52], una regla basica: no pueden existir mas neuronas en la
capa oculta, que muestras de entrenamiento. Por otro lado, en [53] se propone que conocida la
cantidad de conexiones en la red SLFN, deberian existir de cinco a diez veces mas muestras de
entrenamiento. En [54] se menciona que un enfoque basado en particionar el espacio de solucio-
nes del problema usando arboles de decision, puede ayudar. Por ejemplo, la cantidad de neuronas
en la capa oculta equivaldria a la cantidad de arboles de decision que particionaron el espacio
estado. Otros prefieren un enfoque mas estadistico, por ejemplo en [23] se usa la descomposicion
de valores propios de la matriz de covarianza de la respuesta de las neuronas en la capa oculta.
En [13] usan programacion evolutiva para establecer el tamafio de la capa oculta. En [11] usan
la estrictamente decreciente relacion entre el error de aproximacion de muestras, y la cantidad
de neuronas en la capa oculta, para guiar un proceso de busqueda de la arquitectura 6ptima de

una red SLFN, utilizando un algoritmo genético.
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Capitulo 3

Estructuras y técnicas utilizadas en este

estudio

Una red MLP (MultiLayered Perceptron), o red neuronal multicapa, es una forma de red
neuronal artificial 6 una maquina que aprende. En el presente capitulo se describen y analizan
los aspectos importantes de las estructuras y técnicas especificas consideradas en las que se apoya

el desarrollo del método propuesto.

3.1. Fundamentos de una red MLP

Una red MLP es una forma de red neuronal artificial que utiliza aprendizaje supervisado,
por medio de una técnica de entrenamiento basada en desemperio y basada en una arquitectura
multicapa con conexiones hacia adelante [1]. Las siguientes subsecciones explican cada uno de

estos conceptos.

3.1.1. La neurona artificial

El componente fundamental de las RNAS (redes neuronales artificiales), es la neurona arti-
ficial Una neurona artificial o simplemente, una neurona. Esta es el elemento basico de proce-

samiento, y esta compuesta por:

(1) Un patrén de entrada X € R™=,
(2) Un patrén de conexiones W € R"Z,

(3) Un acumulador de entrada net = W'X = >~ w;x;.
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(4) Una funcion de activacion f(.) : R"2 — R.
(5) Unarespuestay € R.

La Figura 3.1 representa los componentes de la neurona artificial, a modo de diagrama
de componentes. La neurona genera en y la respuesta a un patron de entrada X. La respues-
ta se genera aplicando una funcion de activacion f(.) a la acumulacion net de cada elemen-
to de entrada en W, modificado de acuerdo con el respectivo elemento en las conexiones W,
y = f(net) = f(WTX) = f(O_1'", wiz;). Es obvio que la respuesta y de la neurona al patron de

entrada X, depende directamente de la funcidn de activacion usada en dicha neurona.

Figura 3.1: Una neurona artificial

La funcion de activacion dictamina lo que la neurona puede hacer [55], es decir que la neurona
esta limitada por las caracteristicas de la funcion de activacion. Las opciones que se tienen en la

eleccion de la funcion de activacion, se pueden clasificar en:

) L Funciones lineales
Funciones de activacion =

Funciones no lineales

Por un lado, las funciones lineales tiene la ventaja de ser diferenciables y faciles de imple-
mentar, pero tienen la desventaja de que son demasiado simples y no son capaces de capturar
la complejidad en la relacion entrada/salida de muchos problemas reales [56]. Las funciones no
lineales no son necesariamente diferenciables ni simples de implementar, pero en cambio, son
capaces de representar mejor la complejidad en la relacion entrada/salida de muchos problemas
reales [56, 57]. AUn asi, las funciones no lineales varian mucho en cuanto a capacidades. No
es extrafio que la aplicacion de las funciones lineales sea muy limitada en comparacion con los
de las funciones no lineales. La Tabla 3.1 a continuacién muestra algunas de las funciones de

activacion disponibles en RNAs.
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Tabla 3.1: Funciones de activacion populares

Funcion Expresion Grafica
Lineal f(net) = net
. . _ 1 o
Sigmoidal f(net) = == f
Tangente __ senh(net) s
hiperbélica f(net) = cosh(net) -
RELU f(net) = max (0, net) /
f(net) = |
LRELU axnet sinet <0 e
net sinet >0 :
Escalon 0 sinet <0
o f(net) = _ - )
unitario 1 sinet >0
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En la Tabla 3.1 se presenta la funcion lineal. Esta es una funcién muy simple, es solo un
seguidor del argumento net de la funcion. Su rango de salida es infinito, —co < f(net) < oc.
Esto provoca una respuesta excesiva en ciertos casos, ademas es demasiado simple como para
capturar la complejidad de muchos sistemas. Es una funcion monotonica, mas su derivada no lo

es. Esto se expresa como en la Ecuacion 3.1:

f(net) = net (3.1)

La funcion de activacion lineal encuentra su mayor aplicacion en la capa de salida en RNAs
estilo MLP y en redes Adaline, en donde el argumento se espera acotado y procesado. La funcion
escalon unitario o también conocida como funcidn bipolar, tiene un rango acotado y discreto,
f(net) € {0,1}. Es una funcion no diferenciable, pero monoténica [1, 57]. Esto se expresa como

e la Ecuacion 3.2.

0 sinet<0
f(net) = (3.2)

1 sinet >0
El escalon unitario produce una respuesta perfecta para clasificadores binarios, por lo que es
muy comun en redes clasificadoras de este tipo [58, 57]. Luego se tiene la funcion sigmoidal,
que es una funcién muy popular en RNAs. Es una funcién continua con un rango acotado 0 <
f(net) < 1. Ademas es una funcidn monotonica, mas no asi su derivada [1, 58]. Su expresion

es como en la Ecuacion 3.3.

1

)= ———
flnet) = T

Puede decirse que la funcion sigmoidal es una version continua del escalon unitario, pero

(3.3)

sus caracteristicas son muy diferentes. La funcion tangente hiperbolica es muy parecida a la
funcion sigmoidal, pero con un rango mas amplio, —1 < f(net) < 1. Se dice que es una funcion
centrada en cero, a diferencia de las funciones sigmoidal y escalon unitario que se centran en
net = 0,5 [1, 58]. Es una funcién monotdnica con derivada no monotodnica. Su comportamiento

se expresa como en la Ecuacion 3.4.

senh(net)

cosh(net) S

f(net) =

Las funciones sigmoidal y tangente hiperbdlica encuentran su aplicacion principalmente en
redes neuronales MLP. La funcion ReLU que es una funcion semi-lineal y se expresa como en

la Ecuacion 3.5.
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f(net) = max(0, net) (3.5)

Esta funcién ReLU es una version acotada de la funcion lineal, surango es 0 < f(net) < oc.
Es una funcién monotonica con derivada también monoténica. Es muy popular para redes neu-
ronales profundas [58]. Existe una version alterada de la funcién ReLLU, conocida como funcion

LReLU que se expresa como en la Ecuacion 3.6.

a*xnet sinet <0
f(net) = (3.6)
net sinet >0
Es una funcion parecida a ReLU excepto que la funcion LReLU admite respuestas negativas,
a diferencia de la funcion ReLU. Es monotonica al igual que su derivada. En cuanto al factor
a € R, el llamado factor de fuga se recomienda a = 0,01, aunque otros valores estan permitidos
[56]. Al igual que con la funcién ReLU, la funciéon LReLU encuentra su mayor aplicacion en

redes neuronales profundas.

3.1.2. Capas de neuronas

Excepto por las redes Perceptron y Adaline, ninguna red RNA se compone por una sola
neurona artificial. Para que algo realmente 1til ocurra es necesario agrupar mas de una neurona en
un arreglo conocido como capa de neuronas. Una capa de neuronas es un arreglo de n neuronas,
organizadas de modo que todas ellas reciben el mismo patron de entrada y cada una de ellas
genera su propia respuesta aislada [59], como lo muestra la Figura 3.2.

La Figura 3.2 muestra una capa de neuronas compuesta por 4 neuronas, cada una de ellas
toma el mismo patrén X € R? de entrada, X = [z, 7o, 3|7, y producen un patrén de respuesta
Y € R* Cada neurona n; parai = 1,2, 3,4 en la Figura 3.2 produce su propia respuesta ;,
aunque estas se acumulan en un patron de respuesta, en este caso Y € R* Y = [y, 4o, y3, ya) L.

Si bien cada una de las neuronas en la capa de neuronas es independiente de las otras, todas
las neuronas en una misma capa usan la misma funcion de activacion, de modo que la respuesta

de todas ellas sean igualmente significativas. Asi si cada neurona utiliza la funcion de activacion

f(.), el patron de respuesta Y suele expresarse como en la Ecuacion 3.7.

Y = f(net) = f(WX) (3.7)

Se puede ver en la Ecuacion 3.7, que net es la agregacion de las respuestas de cada neurona

en la capa, net = [net, nety, nets, nety]”. El calculo del valor neto de toda la capa se puede
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Patrén de
respuesta Y

Patrén de
entrada X

Capa de neuronas

Figura 3.2: Una capa con n = 4 neuronas, con un patron de entrada X € R3, y una respuesta Y € R*

obtener facilmente multiplicando la matriz de conexiones W, por el patron de entrada a la capa
X, con el entendido de que si el patron de entrada X tiene ny elementos y la capa de neuronas
ocultas tiene np elementos, entonces W € R *"2_de modo que en la matriz de conexiones W
existe un renglon por cada neurona en la capa oculta y cada uno de ellos son las conexiones de la
i-ésima neurona en la capa de neuronas con el patron de entrada X, W = [WT Wl .= wI o)
donde W, para: = 1,2,...,np es el vector con las conexiones del patron de entrada X, a la

1-ésima neurona ;.

3.1.3. Redes neuronales artificiales

Una RNA utiliza un conjunto de neuronas artificiales organizadas a modo de capas, com-
partiendo informacion entre ellas para producir una respuesta Y € R"S a un patrén de entrada
X € R"#, en donde ny € Z es la cantidad de elementos en los patrones de entraday ng € Z es
la cantidad de elementos en los patrones de respuesta de la red.

En la Figura 3.3a se presenta una RNA con tres capas de neuronas y cada capa contiene solo
tres neuronas. En cada capa las neuronas se nombran n/, de modo que n? se refiere a la i-ésima
neurona en la j-ésima capa.

En la Figura 3.3b se muestra la denominacion usual para las capas de una RNA. A la primer

capa de neuronas de una RNA se le suele llamar la capa de entrada, que contiene los elementos
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wt w2 w?
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Capal Capa 2 Capa 3 Capa entrada Capa oculta 1 Capa oculta 2 Capa de salida
(a) Una RNA en general (b) Una RNA con sus capas renombradas

Figura 3.3: Redes RNA, en general, y con su nomenclatura oficial

del patron de entrada. Asi que esta capa de entrada no es una capa de neuronas como el resto de
las capas de una RNA, sino que Unicamente contiene los mismisimos elementos del patron de
entrada a la red. También se tiene una capa de salida. La capa de salida contiene a las neuronas
que producen la respuesta final de la red. Entre la capa de entrada y la capa de salida, pueden
existir una o mas capas de neuronas ocultas. Las capas ocultas cumplen el papel de procesa-
miento en etapas, asi la primer capa produce una primera transformacion en el patron de entrada,
la segunda, una segunda transformacion, asi sucesivamente hasta llegar a la capa de salida, que

lleva a cabo la ultima transformacion y que produce la respuesta de la red.

3.1.3.1. Propagacion hacia adelante

En la propagacion hacia adelante la respuesta de la i-ésima capa de neuronas O! depende de
la s — 1-ésima capa de neuronas. Comenzando en la capa de entrada cuyo indice es 0, su respuesta
es simplemente O = X. A partir de i = 1 la respuesta de la i-ésima capa de neuronas es como

lo indica la Ecuacién 3.8.

O’ = fi(net’) = f;(W'O"1) (3.8)

En la Ecuacion 3.8 las conexiones W € R"9:*"%i-1 es el grupo de conexiones entre la
capa ¢ — 1 y la capa 7, cada una de ellas conteniendo ng, , y no, neuronas respectivamente.
Considerando la tltima capa con indice k, ocurre que Y = f;,(W*O*~1). A modo de algoritmo,
esto ocurre como en el Algoritmo 2.

Asi pues, las llamadas redes de conexiones hacia adelante tienen la particularidad de que la
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Algoritmo 2: Algoritmo de propagacion hacia adelante
Data: X:patrén de entrada,k:numero de capas
Result: Y:respuesta de la red

1 Hacer O° = X;

2 fori=1to k do

3 | Hacer O = f;(W~1O"1);
4 end

s Hacer Y = OF;

informacion fluye como ha sido antes descrito: de capa a capa, inicamente entre capas conse-
cutivas, y sin retroalimentaciones entre capas. Las redes MLP son redes con conexiones hacia

adelante, por lo que este sera el Uinico estilo de RNA tratado en esta investigacion [1, 59].

3.2. Entrenamiento en redes MLP

Existen algunas formas de RNAs populares actualmente, consideradas como un estilo de
RNA separado de las redes MLP, pero que en realidad son una red MLP, por ejemplo, las SVM
(maquinas de vectores soporte) [60], y las ELM (mdquinas de aprendizaje extrema) [60]. Ambas
son basicamente redes MLP excepto que se limitan a usar una sola capa oculta y su método de
entrenamiento difiere bastante del de una red MLP tradicional. Las redes MLP se pueden definir

listando los puntos que mejor establecen lo qué son y lo qué pueden hacer.

(1) Son redes con conexiones hacia adelante, 1o que implica que la informacién fluye unica-

mente de la capa de entrada, hacia la capa de salida [1, 57].

(2) Usan entrenamiento supervisado, lo que implica que, a fin de entrenarlas, se requiere un
conjunto de entrenamiento conformado por pares Crp = {{X*, T'}},parai = 1,2,... ,np,
en donde X' es el i-ésimo patron de entrenamiento, T¢ es el i-ésimo patron de respuesta

deseada, y np es el total de pares en el conjunto de entrenamiento [1].

(3) El método de entrenamiento es entrenamiento basado en desemperio, 1o que implica que
usan alguna medida de error, durante el ajuste de los parametros internos de la red MLP,

usando cualquier variante del método de retropropagacion [61, 1].

En las siguientes secciones los dos tltimos puntos son desarrollados e ilustrados. El de redes

con conexiones hacia adelante ya fué expuesto en secciones anteriores.
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3.2.1. Aprendizaje en una red MLP

Una red que utiliza aprendizaje supervisado y basado en desempefio aprende haciendo co-
rrecciones si la respuesta actual Y € R"™S difiere de la respuesta deseada T € R™S, entonces
la red estd cometiendo un error y los parametros internos de la red W? deben ser corregidos de
acuerdo con ese error [61, 1, 62].

El entrenamiento de una red MLP es un proceso iterativo de optimizacidén basado en el llama-
do gradiente descendiente para encontrar el mejor valor para las conexiones W*, de acuerdo con

el error e que la red comete. El algoritmo de entrenamiento general esta listado en el Algoritmo
3.

Algoritmo 3: Algoritmo de entrenamiento para una red MLP
Data: C'r:conjunto de entrenamiento
Result: W': conexiones optimizadas, parai = 1,2,...,k

1 Establecer un valor para tole, la tolerancia al error;
2 Hacer listo = False, la bandera de control de ciclo;
3 Hacer epocas = 0;

4 while listo == False do

5 | Hacer ecm = 0 for cada par {X*,T'} € Cg: do
6 Calcular la respuesta Y* de la red al patron de entrada X,
7 Calcular el error ¢’ = T — Y’;
8 for ) = 1to k do
9 | Corregir W7 de acuerdo al error e;

10 end

1 Calcular ecmn = ecm + €' e';

12 end

13 Hacer ecm = ;fg;;

14 if ecm < tole then

15 | Hacer listo = True;

16 else

17 if epocas > mazx then

18 ‘ Hacer listo = True;

19 else

20 | Hacer epocas = epocas + 1;

21 end

22 end

23 end

El Algoritmo 3 deja ver que el proceso de entrenamiento busca el mejor valor posible para

las conexiones W, de acuerdo con el error que la red comete para con cada patrén X’ en C
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paraj = 1,2,...,np. Ese error se mide en términos del ECM (error cuadratico medio).

En el Algoritmo 3 el patron Y7 se refiere a la respuesta real que la red ha generado al pa-
tron de entrada X7, a diferencia del patron T? que es la respuesta deseada al mismo patron de
entrada, el rarget de dicho patron. Cada iteracion del Algoritmo 3 presenta un patron y calcula
la respuesta real a tal patron, luego calcula el error y corrige cada conexion en la red de acuer-
do a este error. A cada una de estas iteraciones se les conoce como épocas de entrenamiento.
Ademas en el Algoritmo 3 la ejecucion de un ciclo o iteracion més es controlado por la bandera
listo € {True, False}. Esta bandera booleana depende de que el ECM de la ultima época sea
menor que la tolerancia tole € R. Esa tolerancia debe ser especificada antes de la primer época
de entrenamiento, e indica el minimo valor tolerable de ECM que la red puede considerar acepta-
ble para concluir el entrenamiento y considerar que la red MLP ha sido exitosamente entrenada.
El ECM de la ultima época se calcula con la expresion en la Ecuacion 3.9.

> e Te
ecm = “onn (3.9)

En realidad en el Algoritmo 3, el entrenamiento también termina si se pasa del maximo de

épocas permitida. De esta manera asegura que el entrenamiento eventualmente terminara aunque

el valor de las conexiones no sean las Optimas.

3.2.2. Laregla delta generalizada

Esta regla permite modificar las conexiones de acuerdo con el error que la red comete [62, 1].
Considérese una conexion en particular dentro del grupo de conexiones W', parai = 1,2, ..., k,
por ejemplo la conexioén wj-l, que conecta a la j-ésima neurona en la capa de neuronas ¢ — 1 con
la 1-ésima neurona en la capa de neuronas :. Véase la Figura 3.4. Para modificar esta conexion
wj- ; de acuerdo al error ¢/, se usa la regla de optimizacion del gradiente descendiente, expresado

como en la Ecuacion 3.10:

W' = wh + ady, (3.10)

J

Enla Ecuacion 3.10 el factor a se conoce como factor de aprendizaje, y controla la magnitud
de la modificacion de la conexion wi; entre dos iteraciones o épocas consecutivas. El factor d,, se
refiere a la direccion hacia donde ocurre la correccion de la conexion w§ ;- El factor de aprendizaje
a € R puede ser establecido a prueba y error y normalmente se recomienda 0 < o < 1. Para la
direccion de cambio en la conexion d,, se aplica el siguiente razonamiento: la direccion debe ser

contraria a la direccion del maximo cambio, lo que formalmente se expresa como en la Ecuacion
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: :

Capai—1 Capa i

Figura 3.4: La conexion wj- | a corregir durante la explicacion de la regla delta

3.11.

0w = ——(ecm) (3.11)

Y por tanto:
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d d (el
O = ——— = —— J =
dw’, (ecm) dw?, < 2np

Cd (S Y
dw?, 2np
1 . A d d ,

B Y R AN J(net) ‘ | = (3.12)
np(l yl)( dnet? (f ne )> (dw}l(ne ))

1 . A . d

= et g Zwﬂx]> -

1
- 4
npelf (net')z;

En la Ecuacion 3.12 ¢/ se refiere al 1-ésimo elemento del patron de error e/, y] se refiere al
1-ésimo elemento del patrén de respuesta Y7 y t{ se refiere al 1-¢simo elemento del patron target
T’. El factor f/ en la Ecuacion 3.12 es la derivada de la funcion de activacion con respecto a
net’. Asi pues, sustituyendo 3.12 en la Ecuacion 3.10, se llega a la Ecuacion 3.13.

) . ej .
why = w + a—=f](net')x; (3.13)
np

La Ecuacion 3.13 es comunmente conocida como regla delta' puesto que es la derivada del
error cuadratico medio con respecto a la conexion que se desea modificar, que es la conexion
actual [62, 63, 1, 64].

Existe un problema con la regla delta: depende directamente del error e{ = t{ — ylj . Entonces
para calcular la direccién de cambio 8, se debe contar con el target ¢/, los cuales solo existen
para las neuronas en la capa de salida.

Sin embargo, a una neurona en una capa oculta también se le puede calcular un error indi-
rectamente, mas bien aproximando su error retropropagando el error de las neuronas de salida
[63]. El error en la capa de neuronas i+ 1 denotado matricialmente como e 41 contiene los errores
que cometen no solo las neuronas en esta capa, sino las neuronas en capas anteriores también, en
particular, aquellas que se conectan directa e indirectamente con cada neurona en la capa ¢ + 1.
Véase la Figura 3.5 para una representacion grafica de esto.

La expresion formal del proceso de retropropagacion del error de una capa posterior a una

anterior, se deduce de la regla delta de la Ecuacién 3.11.

'También conocida como regla Widrow-Hoff
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Errores en la
[ capai+1

|
Capai—1 Capa i Capai+1

Figura 3.5: Elementos en la red involucrados en el proceso de retropropagacion

Oy = ~qu (ecm) = (3.14)

Y dwjl 2np

d (Z?L 2 (t — yﬁ'n)2>

En la Ecuacion 3.14 la doble sumatoria en derivacion se refiere al valor del valor de error
en la capa de salida, para el j-ésimo patron de entrada. Ahora, en cada término de la sumatoria
aparece el valor de la respuesta de cada neurona en la capa de salida, a ese mismo patrén de

entrada. Aplicando la regla de la cadena, 5 (ecm) = - 4 (y7,), de modo que se llega
il

) 7 7
dwjl Ym

(eecm)

a lo expresado en la Ecuacion 3.15.

0w =

d _ (_2?21 Doy (=) d ( %1)) (3.15)

A i
dw?, np dw},

Ahora, como ¢/, = f;_1(net’T), en donde net®t se refiere al valor neto de la neurona nf!,

entonces se tiene lo expresado en la Ecuacion 3.16.

5 = d B (_ 2221 Sy (th,—y,) d

— = —(f; ¢t 3.16
duwr, np g, Jori 0t ))> 10
Aplicando nuevamente la regla de la cadena, se llega a la Ecuacion 3.17.

T S, ui)

np

0w = ~ 0 (ecm)

. d .
fhia (neti ) ——(netit!) (3.17)
gl w

gl
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Ya que 5~ (net”l) entonces net:! = 370 wiT ol llegando asi a la Ecuacién 3.18.

dw np !

Ow = d (ecm) = 255 Lo (i ym)ffﬂ(net”l (Z wit! 1) (3.18)

Como o} = fi(net?),

dzi;l ( "o wl“rlol) - dio;_( no wf“‘)z) du‘j;l (0}), y,

de esta manera se tiene la expresion en la Ecuacion 3.19.

ne §ns (4 i |
_ 2t 2t = 0n) o (netith) Zw’“ () (3.19)

dw?, np

d_ () — _d_ d : Iy
Ya que o, (o)) = (Oz) T, (net?), entonces se tiene lo expresado en la Ecuacion 3.20.

np o —
o ST )
dw np

d .
fl(netith) Zw’“ fi(net?) e (net})
(3.20)

Aqui el valor neto de la neurona n} es dependiente de la conexion w§ , sobre la que la derivada
no,

ie1 w;'.la:j, lo que permite, directamente

du‘fi (net?), tal como lo indica la Ecuacion 3.21
il

del error cuadratico medio aplica, ya que net; = >

d 251 2t (B — ym) RS
0y = ———(ecm) = =1=—=—" (netit1) E wit fl(net)) E - (3.21
dw;l ( ) np ’L+1 l = ( )
Elfactorzj,paraj = 1,2,...,no,_,,serefiere a los elementos del patron de entrada a la capa

¢ de neuronas, mientras que no, , al total de neuronas en la capa de neuronas ¢ — 1. La Ecuacion
3.21 normalmente se denomina como la regla delta generalizada que permite aproximar el error

de las neuronas en una capa cualquiera, a partir del error de las neuronas en la siguiente capa.

La regla delta generalizada permitié aplicar el aprendizaje basado en desempefio en redes
neuronales complejas con al menos una capa oculta.El desarrollo de la regla delta generalizada,
como fue expuesta en esta seccion, se acredita a David Rumelhart y James McClelland, presen-

tado por primera vez en 1986 [65]
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3.3. Diseiio de la arquitectura

Las siguientes dos subsecciones analizan con cuidado lo que se debe conocer para responder

con calidad a los dos aspectos de disefo.

3.3.1. La cantidad de capas ocultas

Toda red MLP debe contener al menos una sola capa oculta. Existen redes basadas en una red
MLP que se limitan a usar una sola capa oculta, por ejemplo las mdquinas de vectores de soporte
o maquinas SVM [59] por sus siglas en inglés, o las mdquinas de aprendizaje extremo [59, 60],
0 maquinas ELM por sus siglas en inglés. Existen también redes basadas en redes MLP que
usan multiples capas ocultas, al menos dos de ellas. Este es el caso de las redes de aprendizaje
profundo [56]. La cantidad de capas ocultas a utilizar puede ser establecida a través de un proceso
de prueba y error, esto es, probar varias arquitecturas y seleccionar la que mejores resultados
arrojo.

Sin embargo considerando el principio de aproximacion universal [66, 67], se encontrd que
una red MLP con una sola capa oculta con la suficiente cantidad de neuronas, cada una con una
funcion de activacion sigmoidal es suficiente para la mayoria de los casos en donde una red MLP
puede aplicar. La Figura 3.6 representa la red MLP usando una sola capa de neuronas ocultas, o

red SLFN por las siglas en inglés de Single Layer Feedforward Neural network.

’ N y1
\Vam Y2
—  Respuesta Y

Capa de entrada Capa oculta Capa de salida
ng elementos Ny neuronas Ng neuronas

w? w?2

Entrada X - @7 DA

°

00

Figura 3.6: Una red MLP con una sola capa de neuronas ocultas
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3.3.2. El total de neuronas en la capa oculta

A diferencia de lo que ocurre con la cantidad de capas ocultas no existe ningun teorema o
principio formal que defina de forma general la cantidad exacta de neuronas en la capa oculta.
Una red SLFN que usa entrenamiento supervisado basado en desempefio como el mostrado en
la seccion anterior, puede tener dos situaciones en cuanto a la cantidad de neuronas ocultas que

se deben evitar:

(1) Menos de las necesarias. En tal caso, la red SLFN no aprende nunca la relacion entre los
datos de entrada y salida, a partir del conjunto de entrenamiento. Se dice que existe un

subajuste a los datos de entrenamiento.

(2) Mas de las necesarias. En este caso, la red SLFN aprende demasiado bien los datos de
entrenamiento del problema para el que fue entrenado, pero es incapaz de funcionar co-
rrectamente con otros datos fuera de los datos de entrenamiento. En tal situacion se habla

de una sobreajuste a los datos de entrenamiento.

Una red SLFN con subajuste o con sobreajuste es igual de inttil en cualquier caso. Por tanto

la cantidad de neuronas ocultas no es un parametro de vital importancia en una red SLFN.

3.4. Redes MLP clasificadoras

Una red MLP con una sola capa oculta es capaz de funcionar en distintos ambitos, la clasi-
ficacion de patrones es uno de ellos. Un clasificador de patrones cominmente conocido como
magquina clasificadora. Ademas de las redes MLP existen formas alternas para implementar una
maquina clasificadora, por ejemplo maquinas de vectores soporte, o maquinas SVM, maquinas
de aprendizaje extremo, o maquinas ELM, existen los clasificadores bayesianos, o los clasifica-
dores kNN, los clasificadores basados en arboles de decision solo por mencionar algunos.

El siguiiente listado expone algunos aspectos involucrados en el uso de redes SLFN y otras

técnicas comunes para implementar clasificadores:

(1) Lasredes MLP no son paramétricas [68], luego, no asumen que los datos de entrenamiento

obedezcan distribuciones especificas.

(2) Las redes MLP son capaces de aprender con conjuntos de entrenamiento muy grandes
[68].
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3)

(4)

)

(6)

(7)

(8)

)

(10)

(11)

(12)

(13)

Las redes MLP Son capaces de aprender relaciones patron y target muy complicadas, por

ejemplo, no lineales [68].

Las redes MLP pueden aprender incluso cuando la superficie de decision, es decir, la

frontera entre clases, en un problema de clasificacion, es compleja, por ejemplo, no lineal

[69].

Las redes MLP pueden generalizar de manera excelente, es decir, redecir la respuesta a

un patron de entrada nunca antes visto. Lo anterior, dado un correcto entrenamiento [70].

Las redes MLP no imponen, por si mismas, restricciones en la naturaleza de la informa-

cion de entrada [70].

A pesar de que el entrenamiento por retropropagacion de errores, usando la regla delta
generalizada antes vista, tiene ciertas desventajas, el entrenamiento de una red MLP suele

ser bastante mas rapido que, por ejemplo, el de una SVM [71].

Las redes MLP pueden manejar de facto, la clasificacion multiclase, a diferencia de una

red SVM, que es un clasificador binario por naturaleza [71].

Las redes MLP pueden manejar de facto, informacion de muy alta dimensionalidad, es
decir, patrones de entrada con bastantes atributos o caracteristicas, a diferencia de casi

cualquier otro tipo de clasificador [71].

Las redes MLP, desde un principio, contienen un conjunto fijo de parametros, es decir, de
conexiones. Otras maquinas clasificadoras solo podran conocer la cantidad de parametros

que contendran, luego de haber sido entrenadas [72].

Las redes MLP son una excelente opcion en ambientes que requieren aprendizaje en tiem-
po real, pues su forma de entrenamiento facilita el aprendizaje en linea, de forma directa
[73].

Las redes MLP comparten las mismas caracteristicas deseables que los métodos estadis-
ticos, mas especificamente, comparten la misma matriz de covarianza gausiana cruzada,

como funcion de densidad [74].

Las redes MLP usando una funcion sigmoidal en las neuronas de la capa de salida, pro-
ducen una respuesta que puede ser utilizadas para calcular la probabilidad posterior de

una muestra, en un sistema de prediccion bayesiana [74].
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Las siguientes subsecciones presentan los pormenores para lograr que la red SLFN cumpla

con los requisitos para ser un buen clasificador.

3.4.1. La capa de entrada y la capa de salida

Lared SLFN clasificadora contiene exactamente ny + 1 elementos en la capa de entrada: ng
elementos x; parai = 1,2, ..., ng que corresponden con cada elemento en el patron de entrada,
mas un elemento extra fijo cuyo valor es la unidad y que funciona como un bias b € R, pues
desliza al hiperplano asociado la neurona a la que se conecta fuera del origen. La capa de salida
por su parte, es una capa de neuronas cuyas respuestas forman el patron de respuesta de la red
SLFN, y tiene tantas neuronas ng como elementos aparecen en los targets o respuestas deseadas
de la red. Esto implica que si la red SLFN ha de funcionar como clasificador multicategoria o
multiclase, entonces ng = n¢, en donde n¢ es el total de clases a separar en el problema de

clasificacion.

Obsérvese que los targets o respuestas deseadas de la red, son patrones binarios, es decir,
patrones cuyos elementos son ceros o unos. Entonces, si ocurre que X € (;, unicamente el
elemento y; € Y debe tener un valor unitario, el resto debe tener un valor, nulo, o cero, como en

las expresiones en la Ecuacion 3.22 y en la Ecuacion 3.23.

p=16Xed, (3.22)

O lo que es lo mismo:

Larespuesta del clasificador MLP es entonces un patron binario en donde todos los elementos
tienen un valor nulo, excepto el i-ésimo elemento que tiene un valor unitario, siempre que el
patron de entrada pertenezca a la i-ésima clase. A este tipo de codificacion para los targets en la
capa de salida se le conoce como zero-hot [75]. La Figura 3.7 muestra la composicion grafica de
una red SLFN clasificadora.

La tnica cantidad cuyo valor no puede ser establecido de manera general y directa sin llevar
a cabo un proceso mas profundo de anélisis, es la cantidad no. Este parametro de la red SLFN
es la razon de ser de la presente investigacion. La siguiente subseccion presenta la idea general

utilizada aqui para determinar este valor para un problema de clasificacion.
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——
ng elementos np nNeuronas ng neuronas

Figura 3.7: La red SLFN clasificadora. La capa de entrada tiene ng + 1 elementos incluido un bias. La capa oculta
tiene no + 1 neuronas incluido un bias. La capa de salida contiene ng neuronas

3.4.2. La capa oculta y la regla de los hiperplanos

Como previamente se ha establecido se sabe por el principio de aproximacion universal [66],
que una red SLFN con una cantidad suficiente de neuronas en su tnica capa oculta puede apro-
ximar cualquier funcidon de manera satisfactoria. La clasificacion de patrones es un caso especial
de funcion a aproximar. Como se mencion6 en el capitulo anterior, el valor ny no puede ser esta-
blecido sin llevar a cabo un procedimiento que analice las condiciones particulares del problema
a resolver, por ejemplo, usando reglas heuristicas, o implementando un proceso de prueba y
error para encontrar mediante un proceso de busqueda el mejor valor para ng.

Existe una regla heuristica que es muy 1til en lo que a establecer un presunto tamafio para
la capa oculta de una red SLFN clasificadora se refiere. Esta regla [1] permite establecer que el
tamano de la capa oculta, el valor ng debe ser equivalente al numero de hiperplanos que separan
las clases ny, en cuestion. Esta es una forma de regla heuristica que es facilmente aplicable a
un problema de clasificacion, siempre que se conozca de antemano el valor ny, la cantidad de

hiperplanos en R™Z que separan las clases involucradas.
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Esta regla heuristica a la que habra de referirse de aqui en adelante como la regla de los
hiperplanos, es simple: supongase un problema de clasificacion binaria con ng = 2. En este caso
si las clases C'; y (5 se separan con ny hiperplanos, entonces np = ny. La Figura 3.8 muestra
la idea principal de la regla de los hiperplanos. La determinacion de la cantidad de hiperplanos
que separan las clases para un caso general en cuanto a cantidad de clases y atributos de entrada,
no es un problema trivial. Una metodologia general para obtener la cantidad de hiperplanos es

el objeto de esta investigacion y serd tratada en el siguiente capitulo.

Clase C; wt w?

» O

O Clase C, T L
E = 0 —

@

(a) Un problema de clasificacion entre dos clases C1  (b) Lared SLFN con dos neuronas en su capa oculta,
vy Cy enR2. Dos hiperplanos separan las dos clases,  para el problema anterior. Es decir, con la regla de
luego, ng = 2 los hiperplanos ocurre que no = ng = 2

ng =2

Figura 3.8: La regla de los hiperplanos en un problema de clasificacién binaria, en R?

3.4.3. MLP clasificador multiclase

Un problema de clasificacion entre n¢ clases puede ser en forma binaria, con nc = 2, sepa-
rando Uinicamente a dos clases, o puede ser en forma multiclase o multietiqueta, o multicategoria
en donde necesariamente ng > 2, y separando a las clases C; parat = 1,2,...,ne. El caso bi-
nario es el caso mas estudiado [76]. El caso multiclase es el menos estudiado en la literatura [77],
a pesar de ser el caso mas general en cuanto a clasificacion de patrones.

Existen algunos esquemas para tratar el caso multiclase [77, 78]:

(1) El esquema One Against One(OaQ): consiste en construir una red SLFN clasificadora que
aprenda a distinguir cada par de clases diferentes, es decir, separar las muestras de cada par

de clases distintas, Debido a esto, seran necesarios ng(nge — 1) /2 clasificadores diferentes.
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Cada uno de estos clasificadores se disefia y entrena por separado. De esta manera, un
nuevo patrén o muestra X € R"# serd asignado a la clase mas votada de entre todos los

clasificadores que lo reciben como entrada.

(2) El esquema One Against All(OaA): consiste en construir un clasificador que separa a las
muestras de cada clase, de las muestras del resto de las clases. Por esto, en este esquema se
requiere disefiar y entrenar n¢ clasificadores diferentes, que separen las muestras de cada

clase, del resto de las clases.

La Figura 3.9 muestra un problema de clasificacion entre tres categorias, en color azul la

clase (1, en anaranjado la clase C y en verde la clase C5.

o © 9  ClaseC,
®

Figura 3.9: Problema de clasificacion con tres clases

Para este problema de clasificacion la Figura 3.10 muestra la implementacion de los esque-
mas Oa0O y OaA de manera grafica. Notsese que para el caso ng = 3, el esquema OaO requiere
no(ne —1)/2 = 3(2)/2 = 3 clasificadores, en tanto que el esquema OaA también requiere
nc = 3 clasificadores. El que en este caso el total de clasificadores en ambos esquemas fuera el
mismo es mera coincidencia.

En general el esquema OaO requiere mas clasificadores a disefiar y entrenar que los que
requiere el esquema OaA. El esquema OaA implica reagrupar las muestras del resto de las clases
en una sola clase antes de disefiar y entrenar al clasificador que separa a la primera del resto de
las clases.

También debe tenerse en cuenta que la efapa de votacion que sucede a la decision de los

clasificadores separados en ambos esquemas, es un proceso separado que ocurre para decidir
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Figura 3.10: Los esquemas de clasificacion multiclase

a que clase se asigna ese nuevo patron a clasificar. La votacion debe conciliar las decisiones
separadas en una sola decision final. Para tomar la decision acerca de a cual de las clases habra
de ser asignado un patrdn, tanto en OaO como en OaA existe una segunda etapa de votacion
que asignaria a la clase mds votada, esto es, la clase cuyo clasificador binario tuvo la respuesta

mayor.

3.4.4. Clases empalmadas

Normalmente cuando se habla de una red SLFN clasificadora se asume que las clases en
juego se encuentran separadas o no traslapadas. Esto significa que las muestras de dos clases
diferentes son claramente distinguibles y no existe manera de confundir las muestras de una clase
con las de otra. En otras palabras, se puede afirmar que en un problema con clases separadas,
siempre es posible localizar una superficie de decision entre las clases, una frontera entre clases
tal que todo a un lado de tal frontera pertenece a una clase y del otro lado no pertenecen a tal
clase.

Por el contrario, cuando las clases en juego son tales que al menos en alguna parte del espacio
del problema, las muestras de dos o mas clases diferentes se confunden, esto es, no se puede
distinguir cuando son de una u otra clase, se dice que se tiene un problema de clases empalmadas
o traslapadas. Véase la Figura 3.11 para una representacion grafica del hecho de que dos clases
se encuentren traslapadas.

En la Figure 3.11a se tiene el caso de las clases no empalmadas o clases separables, como
es mas comun llamar a este caso. Las clases separables implican que una frontera o superficie

de decision podria ser trazada sobre el espacio del problema. En la Figura 3.11b se tiene el caso
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Figura 3.11: Clases empalmadas y no empalmadas, en R?

de las clases empalmadas. Aqui no es posible trazar una superficie de decision, pues no existe
forma de separar las muestras entre las clases, de manera que unas queden de un lado u otro de

tal superficie de decision. Existen distintos motivos para esto, por ejemplo:

(1) Los atributos usados para describir las muestras no son los adecuados [79, 80].

(2) Inadecuada preparacion de los sensores durante la captura de las mediciones en las mues-
tras [79].

(3) Pobre muestreo durante la obtencion de las muestras en las clases [81].

El problema con las clases empalmadas es que algunas formas de clasificadores exigen que
las clases se encuentren separadas. Los clasificadores basados en percpeptrones, las maquinas
SVM vy las redes MLP en general exigen que las clases sean separables a fin de entrenar exito-

samente a la red, ya que su éxito se basa en localizar una superficie de decision entre las clases.

3.5. Geometria computacional

Por definicion la geometria computacional es el estudio del planteamiento de algoritmos
computacionales en términos meramente geométricos [82]. La geometria computacional suele

derivarse en dos formas o campos de estudio [83]:

) . Geometria computacional combinatoria
Geometria computacional

Geometria computacional numérica

La geometria computacional combinatoria se encarga de estudiar a un objeto geométrico

como una entidad discreta. Por ejemplo, dada una nube de puntos en el espacio R"Z ;Cual es
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el poliedro mas pequefio que los contendria a todos ellos? En este caso el objeto geométrico
es el poliedro y la entidad discreta que lo contiene podria ser una envolvente convexa. Por su
parte la geometria computacional numérica busca representar a los objetos geométricos de modo
que faciliten las operaciones numéricas requeridas por los calculos geométricos, por ejemplo,
describir una superficie en el espacio R"2 como un spline o una curva de Bezier.

En esta investigacion el interés esta centrado en la geometria computacional combinatoria,
pues ofrece medios para al menos aproximar en términos geométricos computacionales, concep-
tos relevantes al analisis de las clases involucradas en el proceso de clasificacion. De particular

importancia son dos conceptos geométricos: envolventes convexasy formas alfa.

3.5.1. Envolventes convexas

Una de esas estructuras discretas mas importantes en la geometria computacional, es la en-
volvente convexa, o convex hull, en inglés. Sea un conjunto finito de muestras, o puntos en el
espacio R™#, como lo pueden ser los patrones de entrenamiento de un dataset de un problema de
clasificacion. Llamese Xs a tal conjunto de muestras. Entonces una envolvente convexa es aquel
poligono o poliedro més pequefio y necesariamente convexo, que contiene a todas las muestras

en Xs. Dos hechos destacan en esta definicion:

(1) El poliedro a todos los puntos del conjunto Xs en su interior.

(2) Los vértices del poliedro son muestras del conjunto Xs.

El convex hull, o envolvente convexa es una estructura discreta cuya importancia radica
en que ofrece una interpretacion geométrica del alcance de un grupo de datos, como lo son las
muestras de una clase en un conjunto de entrenamiento o dataset. Si el grupo de datos es denotado
como Xs su envolvente convexa se denota como C'H (Xs). La Figura 3.12 ofrece una descripcion
grafica del concepto de envolvente convexa para el grupo de datos Xs.

En la Figura 3.12a un grupo de datos o muestras de una clase Xs € R? son ilustrados. En la
Figura 3.12b la envolvente convexa para Xs es ilustrada como C'H (Xs). La envolvente convexa
es el poligono delimitado por las lineas, y sus vértices son muestras del mismo grupo Xs. Xs
es un conjunto convexo si esto implica que para cualquier par de puntos xr € Xsy z € Xsel
segmento rz € Xs.

La definicion grafica del concepto de envolvente convexa puede ser definida en términos mas
formales. Por ejemplo la envolvente convexa, para un grupo de puntos o muestras Xs € R"%

es la interseccion de todos los medios espacios que contienen a todos esos puntos en Xs. Por
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Figura 3.12: El concepto de envolvente convexa, para un grupo de datos en R?

medio espacio entiéndase todos los puntos o muestras a uno y otro lado del hiperplano que parte
en dos al espacio de los puntos en Xs. Notese que la envolvente convexa es una superficie sélida
y cerrada que contiene a todos los puntos del conjunto Xs.

La envolvente convexa del conjunto Xs, denotada como C'H (Xs) puede ser calculada de
muy diferentes formas. Una de ellas, simple de plantear, es el llamado algoritmo de Graham,
que funciona como lo indica el Algoritmo 4.

Este algoritmo tiene complejidad O(nplog(np)). Quiza su unico inconveniente es el hecho
de que implica ordenar los puntos en una coleccion. Al final lo importante de la envolvente
convexa es que es una estructura que permite hacerse de una idea de la forma exclusivamente

convexa, que tiene una agrupacion de puntos o muestras.

3.5.2. Triangulaciones de Delaunay

Una triangulacion de un poligono se refiere a la descomposicion de la forma poligonal o
poliédrica de la envolvente convexa C'H (Xs), como la union de uno o mas simplexes * tal que
cualquier par de ellos que son colindantes, no intersectan sus interiores y la union de todos ellos
produce al poliedro C'H (Xs). Es el trazo de diagonales entre cualquier par de vértices o esquinas
del poligono no adyacentes entre si, de tal forma que estas diagonales no se intersecten [84]. Una
triangulacion puede ser llevada acabo de distintas maneras, pero no todas las triangulaciones son

igual de utiles.

2Un simplex es el mismo concepto que el de un triangulo en R2, una pirdmide en R3, pero en R"#, para np > 2
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Algoritmo 4: Algoritmo de Graham
Data: el conjunto Xs
Result: la estructura C'H (Xs), la envolvente convexa de Xs

1 Encontrar la muestra en Xs, con la tltima coordenada z,,, mas baja. Lldmese a esta
muestra la muestra Xg;

2 Ordenar el resto de las muestras de acuerdo con su dngulo polar, en direccion contraria
a las manecillas del reloj, con respecto a xy, Lldmese al mas cercano la muestra x4, al
segundo mas cercano la muestra X, y asi sucesivamente;

3 Hacer un pila S vacia, e insertar los puntos Xg, X; y Xo;

4 fori =3 tonp do

5 Hacer listo = False;

6 while listo == False do

7 Calcular angu = angulo(S(top), S(top — 1), x;);
8 if angu < 0 then

9 Eliminar S(top);

10 Agregar x; a la coleccion puntos;
1 else

12 ‘ Hacer listo = T'rue;

13 end
14 end
15 Agregar puntos a la pila S;
16 end

En este sentido, una de las formas de triangulacién mas utiles es la llamada triangulacion
de Delaunay. Una triangulacion de Delaunay 7'D(Xs) sobre un conjunto de datos Xs € R"~ es
de manera tal que los tridngulos resultantes nunca son largos y estrechos. Esta caracteristica es
muy util, pues asegura una mejor representacion de la topologia de la nube o grupo de puntos
o muestras [82]. Esto se logra maximizando el minimo angulo de entre todos los tridngulos que
componen la triangulacion.

Para llevar a cabo una triangulacion de Delaunay se utilizan n-esferas 3 circunscritas. Una n-
esfera en el espacio R™#, es posicionada sobre el simplex de manera que los vértices del simplex
nunca residen adentro de la n-esfera, sino inicamente en los bordes, véase la Figura 3.13. La
n-esfera es simplemente un circulo y los simplexes son simplemente tridngulos.

En las triangulaciones de Delaunay ninglin punto x; € Xs permanece adentro de la n-esfera
de alguno de los simplexes que componen la triangulacion. A esto se le conoce como el reque-
rimiento o condicion de Delaunay. Las triangulaciones de Delaunay usan a todos los puntos o

muestras de la nube o grupo de puntos, no inicamente a las muestras en los vértices o esquinas

3Una n-esfera es el equivalente al circulo en R?, o a la esfera en R?, pero en el espacio R"* parang > 2
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n-esfera circunscrita

Figura 3.13: El concepto de n-esfera circunscrita, en R?

del poliedro de la envolvente convexa. Los puntos o muestras deben quedar circunscritos a los
bordes u orillas de las n-esferas, y deben permanecer lejos de los interiores de dichas n-esferas.
La Figura 3.14 muestra una triangulacion de Delaunay sobre un conjunto de datos muy simple,

junto con las n-esferas circunscritas en los simplexes de la triangulacion.

Xs

TD(Xs)
Tres circulos circunscritos a los triangulos en TD (Xs)

(a) Un conjunto de datos Xs (b) La triangulacion de Delaunay  (c) Los circulos circunscritos so-
sobre Xs bre los tridngulos de T D(Xs)

Figura 3.14: Los circulos circunscritos sobre una triangulacion de Delaunay en R?

Dos simplexes vecinos, esto es, que comparten una arista en una triangulaciéon como lo mues-
tra la Figura 3.15 en un caso bidimensional, no siempre cumplen con la condicién de Delaunay,
pero algo se puede hacer.

Para un par de simplexes que comparten una arista en comun, la llamada condicién de De-
launay se puede plantear facilmente a partir de los dngulos internos « y 7, segiin lo mostrado en
la Figura 3.15a. Sucede que los triangulos ABC'y ADC' cumplen con la condicion de Delaunay
si « + v < 180°. Es claro que los triangulos ABC'y ADC en la Figura 3.15a no cumplen tal

condicion de Delaunay, y no es una triangulacion de Delaunay valida. Sin embargo existe una
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Figura 3.15: El flipping de una arista para producir una triangulacién de Delaunay vdlida, en un ejemplo en R?

técnica simple llamada flipping que permite que dos simplexes que no cumplen con la condicion,
lo hagan, a partir de un simple intercambio de aristas: simplemente se elimina el arista comun
en cuestion AC, en este caso, y se intercambid por un nuevo arista, una que une a los vértices
en donde se localizan los angulos «v y v, por ejemplo los vértices By D en la Figura 3.15a. De
manera que ahora existira un nuevo arista BD como lo muestra la Figura 3.15b. Ahora « es el
angulo formado por los aristas AB y AD en el nuevo tridngulo A B D mientras que +y es el &ngulo
formado por los aristas C'B 'y C'D en el nuevo tridngulo C'BD. Estos serian los angulos al frente
del nuevo arista en comun BD. Se puede verificar que la nueva triangulacion si cumple con la
condicion de Delaunay, pues o 4+ v < 180°.

Existen distintos métodos para calcular una triangulacion de Delaunay. Un método simple
es el método incremental, que consiste en agregar puntos adentro de un simplex ya existente del
conjunto original Xs a partir de una primera triangulacion original, y luego alterar la triangula-
cion agregando nuevos simplexes, cuidando de no alterar las condiciones de Delaunay. Pueden

presentarse dos casos:

(1) Que no exista ningun problema: en este caso el simplex que contiene al punto se divide
en tres o cuatro nuevos simplexes: una nueva arista es trazada, desde los vértices origi-

nales hacia el nuevo punto. Debera verificarse si alguno de los aristas comunes entre los
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simplex contenedor, en tres nuevos simplexes,  triangulos con arista en comun, se divide, ca-
o triangulos da uno, en dos simplexes o triangulos nuevos

Figura 3.16: La insercién de un nuevo punto en una triangulacion previa, en un caso en R?

simplexes resultantes debe ser sometido al flipping.

(2) Que el nuevo punto se encuentre justo en alguna de las aristas del simplex que lo contiene:
en este caso, un nuevo arista es trazado desde el vértice que contiene al d&ngulo al frente del
arista en cuestion, dividiendo asi el simplex original, en un dos nuevos simplexes. Téngase
en cuenta que pueda ser el caso de que el nuevo punto quede en una arista que es comun
a dos simplexes previos. En este caso, el procedimiento de dividir al simplex en dos se

aplica igual en ambos simplexes.

La Figura 3.16 proporciona una idea grafica de este proceso. En la Figura 3.16a se tiene el
caso sin problemas en donde el nuevo punto £ queda adentro del tridngulo AB D, por lo que este
triangulo queda particionado ahora en tres nuevos triangulos ABE, ADE 'y BDFE y ninguno de
ellos requiere flipping especial. En la Figura 3.16b aparece el caso degenerado, aqui el nuevo
punto F queda en el arista BD que es comun a los triangulos ABD y BDC por lo que ahora
cada uno de ellos sera subdividido en dos triangulos, esto es, el triangulo ABD se divide en los
triangulos AEB y AED ambos con el arista AF en comUn, mientras que el triangulo BDC'
se divide en los tridngulos BEC'y DEC ambos compartiendo el arista £'C'. No es necesario
efectuar flipping sobre estas nuevas triangulaciones.

El Algoritmo 5 es el llamado algoritmo incremental para la generacion de la triangulacion de
Delaunay a partir de la coleccion de muestras Xs original. Si el conjunto original Xs consta de

np muestras este algoritmo incremental tiene una complejidad O(n3), por lo que es una buena
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opcion de implementacion.

Algoritmo 5: El algoritmo incremental para producir la triangulacion de Delaunay
Data: La nube o grupo de muestras Xs
Result: La triangulacion 7D
Ordenar las muestras en Xs de manera que los mas externos queden primero;
Hacer Pts = x1, 22, ..., Ny s Tnpt1s
Hacer la triangulacion inicial 7D = T D(Pts);
for:=ng+1tonpdo
Hacer p = z;;
Agregar p en T'D, segun sea el caso sin problemas, o el degenerado, para producir;
Verificar si la triangulacion 7'D resultante requiere flipping;
end

0 9 N AR W N =

Existen otros algoritmos para la generacion de la triangulacion de Delaunay, como divide
y vencerds 'y el sweephull. El incremental tiene como ventaja su rapidéz, sobre todo cuando la

cantidad de muestras en el conjunto o nube de puntos es pequefia.

3.5.3. Formas alfa

La envolvente convexa, o convex hull, es una posibilidad para describir al poliedro que con-
tiene a todos los puntos de un conjunto de datos, pero esta estructura tiene forma convexa, esto
seria una limitante en un conjunto de datos, pues es posible que existan conjuntos de datos cuya
forma geométrica sea concava.
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(a) Conjunto de datos (b) Envolvente conve- (c) Forma ideal de la
original Xs xa de Xs envolvente Xs

Figura 3.17: La diferencia entre forma ideal, y envolvente convexa en R>

En la Figura 3.17 se muestra graficamente la diferencia entre la forma ideal de un conjunto

de datos que pudiera no tener forma convexa, y la envolvente convexa de la misma. En la Figura
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3.17a se aprecian los datos del conjunto original Xs € R?. En la Figura 3.17b aparece la envol-
vente convexa del mismo, en tanto que en la Figura 3.17c la forma ideal del conjunto Xs. Es
claro que en algunos casos como el mostrado en las figuras anteriores, la envolvente convexa no
corresponde fielmente a la forma del conjunto de datos. La forma alfa del conjunto Xs denotada
cominmente como a(Xs) o alpha shape, en inglés, también denotada como o — shape, es una
coleccion finita de curvas aproximadas mediante segmentos lineales que en el espacio euclidiano
aproximan el concepto de forma para un conjunto de puntos o muestras Xs en ese espacio R"Z
[85]. Asi las formas alfa permiten una aproximacion poliédrica no necesariamente convexa como
se aprecia en la forma ideal, en la Figura 3.17c anterior.

Las formas alfa son estructuras discretas que permiten describir la forma de esa nube de
puntos controlando el radio » € R de una n-esfera ideal que recorre la nube de puntos Xs original.
Ese recorrido es en el sentido de que la n-esfera rueda por la nube de puntos en lo que su volumen
se lo permite. En lo que recorre la nube, aquellos puntos o muestras que entren en contacto con
la n-esfera seran seleccionados para el resultado final. Si la n-esfera tuviese un radio » muy
pequeilo, definitivamente entraria al interior de la nube Xs tocando a todos los puntos, por lo
que el resultado final seria el mismo grupo o nube de puntos Xs original. Si por otro lado, la
n-esfera tuviese un radio » muy grande, definitivamente no entraria hacia el interior de la nube y
unicamente los puntos 0 muestras mas exteriores serian tocados y seleccionados para el resultado

final, como el mostrado en la Figura 3.18.
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(a) El caso de un circulo con radio v pequeiio  (b) El caso de un circulo con radio r grande

Figura 3.18: La n-esfera con distintos radios, en R?, mas bien un circulo

Existen muy variadas formas de calcular la forma alfa, pero una de ellas es facil de plantear
y se basa en la triangulacion de Delaunay de la misma nube de puntos Xs a la que se le debe
calcular la forma alfa. Se desarrolla un grafo y se deduce cuales son los vértices en los extremos,
los contornos de toda la nube de puntos. El procedimiento se describe en el Algoritmo 6.

El Algoritmo 6 se vale unicamente de la triangulacion de Delaunay de la nube de puntos
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Algoritmo 6: Algoritmo para obtener la forma alfa, a partir de la triangulacion de De-
launay

Data: 7'D(Xs)

Result: o(Xs)

1 Crear un grafo G, a partir de 7'D(Xs), de manera que los nodos o vértices corresponden
con simplexes de la triangulacion, y existe una arista entre dos nodos, siy solo si sus
correspondientes simplexes comparten una arista;

Calcular los componentes conectados del grafo G, por ejemplo, Crp;

Hacer bordes = {};

for p € Crp do

if grado(p) < 3 then
| bordes = bordes U {p};
end

end

Hacer o = ;

for t € bordes do

Extraer arista en £ no compartida;
Extraer de esta arista sus vértices vs;
Hacer o = o« U ws;

end

o X O a W R W N

e
AW N =D

original y no usa el parametro « que es el radio de la n-esfera que recorre la nube de puntos.
En lugar de ello el algoritmo se limita a buscar aquellos simplexes en la triangulacion que se
localizan en las orillas o bordes de la nube de puntos, y de ellos extrae el arista no compartido
con ningun otro simplex de la triangulacion, pues sus vértices son los puntos o muestras de la
nube de puntos y localizados en los bordes, los que definen la forma geométrica de la forma alfa.

Lo hace a partir de un arbol cuyos nodos son aquellos simplexes en la triangulacion, que tie-
nen una arista en comun con algun otro simplex, y cuando dos o mas de estos existan, apareceran
en el grafo conectados por una arista. Después de esto una busqueda de componentes conecta-
dos ocurre sobre el arbol para reconocer aquellos simplexes que se localizan en las orillas, pues

corresponderan con los nodos del arbol cuyo grado es menor a tres.

47



Capitulo 4
Desarrollo

Aqui se presenta en detalle un método para determinar el tamafio de la capa oculta de una
red SLFN para un problema de clasificacion, usando para ello sélo las muestras de cada clase en
{x;} parai =1,2,...,ncyj =1,2,...,np enel conjunto de entrenamiento C'E. Este capitulo
se divide en las siguientes secciones: una primer seccion que presenta el concepto de /a forma de
una clase, tal como se utiliza en este estudio. Luego una segunda seccioén que analiza el concepto
de bordes fundamentales, que localizan la superficie de decision entre clases. Después llega una
tercer seccion sobre el promedio entre clases que aproxima la superficie de decision, la frontera
entre clases, de manera discreta. Luego una cuarta seccion sobre el ajuste con hiperplanos de
la aproximacion a la frontera entre clases, que finalmente determina el valor ny, la cantidad de
hiperplanos que se ajustan a la frontera entre clases, lo que segun la regla de los hiperplanos

establece el valor final de np, el tamafio de la capa oculta de la red SLFN clasificadora.

4.1. La forma de una clase

Para establecer los hiperplanos que separan las clases serd necesario contar primero con una
descripcion muy simplificada de la forma de las clases en el problema. La Figura 4.1 proporciona

una idea grafica del concepto de la forma de una clase.

Las muestras o patrones que siendo parte de la clase o nube de puntos de la clase, se localizan

justo en los bordes de la misma habran de ser llamados las muestras borde de la clase.
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(a) La clase C original (b) La forma de la clase C;

Figura 4.1: El concepto de la forma de una clase. En (a), la clase original. En (b), su forma. Notese las muestras
en los bordes de la clase

4.1.1. La forma alfa de una clase

La Figura 4.1b muestra la forma alfa de la nube de puntos mostrada en la Figura 4.1a. La
forma alfa es una coleccion finita de segmentos lineales que juntos dan lugar a formas curvas
sencillas en el espacio euclidiano [86]. Por ejemplo en la Figura 4.1b cada segmento lineal entre
dos muestras borde, y todos los segmentos lineales en conjunto, dan lugar a una forma curva.

La Figura 4.2 muestra la forma alfa de una nube de puntos en R? y R3. En la Figura 4.2a
se muestra una nube de puntos en dos dimensiones, mientras que en la Figura 4.2¢ una nube de
puntos en tres dimensiones.

La Figura 4.2b y la Figura 4.2d muestran la geometria poliédrica de una forma alfa. Este tipo
de construccion resulta 1til para determinar si alguna otra muestra cualquiera se localiza adentro
de la nube de puntos. Del calculo de la forma alfa se obtienen los vértices de la forma poliédrica

de la forma de la nube de puntos.

4.1.2. Aproximando la forma alfa de una clase

En principio la forma alfa es una estructura discreta que es realizable para cualquier nube
de puntos C;, parat = 1,2,...,n¢, siendo n¢ el total de clases involucradas en el problema.
En la practica existe un serio problema que limita mucho la aplicabilidad de la forma alfa: en
dimensiones mayores el calculo de la forma alfa se torna computacionalmente intratable.

La razon de esto yace en el hecho de que casi todos los algoritmos para el calculo de la forma
alfa deben realizar un ordenamiento, y luego busqueda sobre la triangulacion de Delaunay de

simplexes y aristas que cumplan con alguna condicidn, por ejemplo aquellos aristas vértices
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Figura 4.2: La forma alfa en dos y tres dimensiones. Notese la forma poliédrica en color verde, de la forma alfa,
delimitada por las muestras en los bordes de la nube

con algin grado de incidencias, lo que a su vez depende de la cantidad de dimensiones en el
problema, de la cantidad n g lo que hace que el problema del calculo de la forma alfa un problema
combinatorio np. Ademas si bien existen teoremas acerca de como aplicarles en dimensiones
mayores a tres, no queda claro como la implementacion deberia ser. Debido a esto, al menos en
la actualidad solo se conocen implementaciones utiles del calculo de la forma alfa para dos y
tres dimensiones !, es decir para ny = 2y np = 3 Unicamente.

Por esa razon algunas modificaciones al concepto de forma alfa y a la metodologia para

calcularles han sido propuestas. Asi surgen entre otros, las formas alfa con pesos [88]. Utilizando

'En su momento, el algoritmo para el calculo de la forma alfa propuesto en 1983 [85] por Hebert Edelsbrunner
aplicaba tinicamente a dos dimensiones, so6lo hasta 1994 fue extendido a tres dimensiones [87]
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la triangulacién de Delaunay so6lo se consideran ciertos vértices y simplexes que cumplen con
tener un cierto peso, lo que haria mucho mas répido el proceso de calculo de la forma alfa.
Existen también las formas alfa con pesos anisotropicos [89] que a partir de la triangulacion
de Delaunay utiliza para construir los simplexes Gnicamente vértices que son elegidos a partir
de una distribucion no uniforme y usando un tensor métrico para ello. Sin embargo, para estas
versiones mas rapidas no se conoce como podrian ser implementadas de manera efectiva, en
mas de dos y tres dimensiones [90]. Esto ultimo limita de sobremanera el uso de la forma alfa
en cualquiera de sus versiones, para extraer las muestras o puntos en las orillas de la nube de

puntos.

En esta investigacion se propone una metodologia eficiente para aproximar la forma alfa
usando para ello la envolvente convexa o convex hull. Téngase en cuenta que a diferencia de
la forma alfa, el algoritmo para el cdlculo de las envolventes convexas si es implementable en

cualquier numero de dimensiones.

En realidad la idea de aproximar una forma compleja en general, usando la unién de for-
mas mas sencillas es bastante conocida. Por ejemplo, para formas tres dimensiones se han usado
esferas [91] y también en [92]. Sin embargo estas metodologias ademas de ser complejas y com-
binatorias, s6lo aplican a tres dimensiones. Para aproximar la forma alfa en cualquier dimension
utilizando envolventes convexas, se propone particionar o dividir la nube original de puntos C,
parai = 1,2,...,nc en una cantidad finita de agrupamientos G, para j = 1,2,... k. Luego
para cada agrupamiento obtener su envolvente convexa C'H (G ;) de modo que la aproximacion a
la forma alfa o/ (C;) es la union de esas envolventes convexas, tal como se muestra en la Ecuacion
4.1.

o(Cy) = | JCH(G)) (4.1)

Este procedimiento se aprecia graficamente en la Figura 4.3. En este ejemplo bidimensional
se ilustra el caso de una nube de puntos que es particionada en k agrupamientos, para cada uno se
obtiene su envolvente convexa y se aproxima su forma alfa uniendo esas envolventes convexas.
La nube original de puntos se muestra en la Figura 4.3a y su forma alfa ideal se muestra en
la Figura 4.3b. La aproximacion a la forma alfa depende del valor especifico k. Un valor muy
grande de £ fragmentaria demasiado la nube de puntos, en un caso extremo klglolo o (Cy) = C;
parat = 1,2,...,n¢, es decir en un caso como k — oc el particionamiento dejaria la nube de

puntos exactamente igual.

La Figura 4.4 muestra el resultado de aplicar el proceso de aproximar la forma alfa a la
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® O a(Cy)

Clase C;

(a) La nube de puntos original (b) La forma alfa real, de la nube
de puntos original

Figura 4.3: La nube original de puntos en R?

nube de puntos mostrada en la Figura 4.3, con k = 4.k = 3,k = 2y k = 1. La union de las
envolventes convexas se muestra sombreando las dreas o volimenes de los poliedros resultantes,
representando las zonas que se consideran parte de la forma alfa. Asi resulta evidente que entre
mas agrupamientos se usan, mayor separacion entre poliedros existe y con ello, resultan muchos
huecos o vacios entre los poliedros, que en la forma alfa original no aparecen. Lo que implica que
existiran zonas en las aproximaciones que no seran consideradas parte de la forma alfa, cuando

en realidad en el caso ideal si lo son.

Por otro lado, se puede apreciar que entre menos agrupamientos se utilizan la forma final
de la aproximacion tiende a ser un poliedro convexo, en el en que £ = 1 la aproximacion a
la forma alfa es la envolvente convexa de la nube original de puntos. Esto permite concluir
que entre menos agrupamientos se usan, existe la posibilidad de que existan algunas zonas que
seran consideradas como parte de la forma alfa cuando en realidad no lo son. La Figura 4.5
muestra una comparativa de la forma alfa real de la nube de puntos en los dos tltimos ejemplos,
y las aproximaciones logradas con & € {1,2,3,4}, en dos dimensiones. Estas son las mismas

aproximaciones mostradas en la Figura 4.4 pero alineadas para una mas sencilla comparacion.

La presencia de esos huecos o vacios entre agrupamientos mina la aproximacion adecuada
de la forma alfa. Esta particularidad es mas comun cuando la nube de puntos es muy dispersa
y sin suficiente poblacion. Es decir que el problema de la forma alfa hueca suele aparecer en
nubes de puntos o muestras que estan muy dispersas, sin una clara tendencia central, y ademas
cuando la cantidad de muestras no es muy grande. Es bajo estas condiciones que la forma alfa

aproximada puede no ser muy similar a la forma alfa real.

Aquellas zonas de la forma alfa real mostradas en color azul en cualquiera de las graficas en
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Figura 4.4: Cuatro casos de agrupamientos para la misma nube de la Figura 4.3
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(a) La forma alfa original, sobre la  (b) La forma alfa original, sobre la
aproximacion con k = 4 aproximacion con k = 3

® a(Cy)
®a'(Cy)

® a(Cy)
®a'(Cy)

(c) La forma alfa original, sobrela  (d) La forma alfa original, sobre la
aproximacion con k = 2 aproximacion con k =1

Figura 4.5: Las aproximaciones a la forma alfa, o/ (C1), en R?, de mayor a menor cantidad de agrupamientos, en
comparacion con la forma alfa, o(C1), ideal

la Figura 4.5 y que no son llenadas por la aproximacion a la forma alfa, mostrada en color gris
en las figuras, son zonas de falsos negativos, en donde una muestra o punto no seria identificado
como adentro de la forma alfa aproximada cuando en la forma alfa real si se encuentra adentro.
Por otro lado, aquellas zonas de las formas alfa aproximadas que no son completadas por la forma
alfa real son zonas de falsos positivos, cualquier muestra adentro de ellas seria identificado como

parte de la forma alfa aproximada cuando en la forma alfa real no forman parte.

Asi que la cantidad de particiones k a utilizar debera depender de la cantidad de informa-
cion que el dataset contiene. Se sabe que un método de particionamiento como kmeans, resulta
particularmente efectivos en datasets grandes [93, 94]. Una regla muy aceptada es que un buen
dataset con np dimensiones normalmente contiene una cantidad de muestras np, segun la si-
guiente regla np = 10 * ng [95]. Si es el caso de que np < 10 * ng el dataset es pequeno. Si

ocurre que np > 10 * ng el dataset es grande. De acuerdo con esto, el proceso de establecer el
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valor k pasa por dos etapas:

(1) Determinar si el dataset es pequefio o grande.

(2) De acuerdo con lo anterior, el valor £ se establece en k£ = 1 si el dataset es pequefio, en
caso contrario, k es establecida llevando a cabo una prueba de particionamientos, hasta

encontrar el mejor valor de &.
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blada blada

Figura 4.6: Cuatro casos de dispersion y extension, en R?

Para establecer el total de particiones en las que la nube de puntos original se deberd separar,
se usa el criterio Calinski-Harabasz [96]. De modo que usando este, sera factible encontrar la
cantidad optima de agrupamientos para la nube de puntos C;, parai = 1,2,...,nc.

El criterio Calinki-Harabasz es muy usado para analizar distintos casos de particionamientos
del grupo o nube de puntos C;. Usando diferentes valores para k, la cantidad de particiones o
agrupamientos en que se descompone la nube de puntos, serd posible encontrar el valor 6ptimo
para ese mismo parametro k. Es sumamente importante tener en cuenta que el criterio Calinski-

harabasz asume que los particionamientos ocurren usando la técnica k-means. El criterio es sim-
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ple, dado un valor £ especifico el criterio Calinski-Harabsz mide su utilidad usando la siguiente

relacion:

calhar(k) = (VBV((Z))) ("l: — f) (4.2)

En la Ecuacion 4.2, B(k) se refiere a la varianza adentro de las particiones o agrupamientos,
W (k) se refiere a la varianza entre particiones o agrupamientos, np al total de muestras en el
conjunto o nube de puntos C;, y k a la cantidad de agrupamientos o particiones en que se divide
la nube de puntos. Entonces distintos valores para k son analizados o probados, y se elige aquel
valor de k que maximiza el indice calhar (k).

Asi pues, incluyendo el método de particiones, el algoritmo completo para llevar a cabo la
aproximacion a la forma alfa de una nube de puntos o muestras C;, parat = 1,2,...,n¢ es el

siguiente.

Algoritmo 7: Algoritmo para la aproximacion a la forma alfa
1 Function aShape(C)

2 Establecer un valor para k,,,., el maximo nimero de particiones;
3 Hacer maz,al = 0;

4 for £k =1 to k,,,. do

5 Calcular B(k);

6 Calcular W (k);

7 Calcular calhar(k) = (%) (22=E) if max,al < calhar(k) then
8 ‘ mazx = k;

9 end
10 end

1 Hacer £ = max;
12 Hacer Grupos = kmeans(C, k);
13 Hacer o = {};
14 fori=1to k do

15 | Hacer o/ = o/ UCH(Grupo;);
16 end
17 return o/ (C')

El Algoritmo 7 primero establece el valor correcto para k, la cantidad de agrupamientos en
los que la nube original de puntos se divide. Luego se particiona la nube original de puntos en &
agrupamientos, usando el método de agrupamientos conocido como k-means. Luego para cada
una de estas particiones se calcula su envolvente convexa C'H((G;), y finalmente con esto, se

aproxima la forma alfa como la union de esas envolvente convexas de cada agrupamiento.
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La aproximacion o/(C;) parai = 1,1,...,nc no es una estructura que contiene todo lo
que una forma alfa real contendria, s6lo contiene informacion sobre los voliumenes en R"# que

aproximan al volumen en la forma alfa real.

4.1.3. Ejemplos practicos de la aproximacion a la forma alfa

Antes de continuar con la aproximacion a la frontera entre clases se presentan algunos ejem-
plos practicos realizados en Matlab, acerca de la aproximacion a la forma alfa de una clase repre-
sentada por n, muestras para lograr una clara representacion, estos ejemplos se limitan a casos
en R? y R3. Se presentan en cada ejemplo la clase original, el valor resultante de %, para cada

caso, el particionamiento de la clase y la resultante forma alfa aproximada.

4.1.3.1. Ejemplo 4.1.3a

Este ejemplo es el de una clase en R? que consta de n, = 900 muestras. Esta clase ha sido
dividida en £ = 3 grupos GGy, G, y G3. Estos agrupamientos, sus envolventes convexas asi como
la unidn de las mismas que aproximan la forma de la clase se muestran en la Figura 4.7.

Se puede ver en la Figura 4.7a a la clase original. Esta clase segiin la metodologia antes
analizada, queda particionada en £ = 3 agrupamientos. Se puede observar que se conserva la
forma general de la clase. Unicamente en el agrupamiento verde se puede observar un hueco

relativamente importante en la esquina superior derecha.

4.1.3.2. Ejemplo 4.1.3b

La clase contiene n, = 1000 muestras. En este caso el valor 6ptimo para la cantidad de
muestras es k = 4. La Figura 4.8 muestra el procedimiento completo de aproximar la forma de
la clase.

Como la Figura 4.8a muestra, en este ejemplo la clase tiene una forma mas compleja, tiene
una forma concava. Se puede observar en la Figura 4.8c y en la Figura 4.8d, que se respeta la
forma concava orogonal. Existen algunos huecos detectables en cada una de las envolventes

convexas que componen la forma alfa.

4.1.3.3. Ejemplo 4.1.3c

En este ejemplo la clase consta de np = 1000 muestras. El particionamiento ha decidido
para este ejemplo que k£ = 5. Como en el ejemplo anterior, la clase presenta una forma concava

compleja. El resultado de todo el proceso aparece en la Figura 4.9 a continuacion.
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(a) La clase original del Ejemplo 4.1.3a (b) Particionamiento optimo con k = 3 en el
Ejemplo 4.1.3a

(c) Envolventes convexas de cada grupo en el  (d) La aproximacion final a la forma en el Ejemplo
Ejemplo 4.1.3a 4.1.3a

Figura 4.7: La aproximacion a la forma de una clase en el ejemplo 4.1.3a en R?

La aproximacion respeta la forma de la clase en general. Igualmente se pueden observar

algunos huecos en las envolventes convexas, sin afectar la forma basica de todo el conjunto.

4.1.3.4. Ejemplo4.1.3d

Este es un ejemplo de una clase en R3. La clase estd formada por np = 900 muestras. La
clase tiene una forma concava, por lo que la aproximacion a la forma deberia ser lo mas fina
posible. En este ejemplo la cantidad 6ptima de agrupamientos es £ = 4. La siguiente Figura 4.10
ilustra todo el proceso de aproximacion a la forma de la clase.

Se puede apreciar como el método propuesto funciona en tres dimensiones de la misma mane-
ra que lo hace en dos dimensiones. De hecho funciona igual en cualquier nimero de dimensiones.
En la Figura 4.10a aparece la clase original. En la Figura 4.10b el particionamiento 6ptimo en

k = 4 grupos G; para: = 1,2, 3,4, cada grupo se presenta con un color diferente. Se puede
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(b) Particionamiento optimo con k = 4 en el

(a) La clase original en el Ejemplo 4.1.3b
Ejemplo 4.1.3b

(c) Envolventes convexas de cada grupo en el  (d) La aproximacion final a la forma en el Ejemplo 4.1.3b
Ejemplo 4.1.3b
Figura 4.8: La aproximacion a la forma de una clase en el Ejemplo 4.1.3b en R?

observar que la forma bdésica se conserva con un buen detalle en la aproximacion a la forma
alfa mostrada en la Figura 4.10d, atin y cuando existen algunos huecos entre las envolventes

convexas.

4.2. Los bordes fundamentales de una clase

En las envolventes convexas C'H(G%) para j = 1,2,...,k; se tiene que cada una esta de-
limitada por una serie de vértices V;Ci paral = 1,2,...,n,,, siendo v el total de vértices en
la envolvente convexa del agrupamiento 7. Obsérvese en la Figura 4.11 los vértices en una

aproximacion a la forma de una clase.
En lo que a esta investigacion concierne los vértices que interesan son los llamados bordes
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(a) La clase original en el Ejemplo 4.1.3¢c (b) Particionamiento optimo con k = 5 en el
Ejemplo 4.1.3¢
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(c) Envolventes convexas de cada grupo en el  (d) La aproximacion final a la forma en el
Ejemplo 4.1.3¢ Ejemplo 4.1.3¢

Figura 4.9: La aproximacion a la forma de una clase en el Ejemplo 4.1.3c en R?

fundamentales. Un vértice V; se considera borde fundamental si y solo si su presencia afecta la
localizacion y la forma de la frontera entre clases o superficie de decision entre clases. La Figura
4.12 ilustra el concepto de bordes fundamentales en un caso de clasificacion entre dos clases en
dos dimensiones.

0

En la Figura 4.12 los bordes fundamentales se muestran con un contorno en color verde.
A fin de localizar a estos se propone un procedimiento exhaustivo, que uno a uno busca las
muestras en las orillas de los poliedros de cada envolvente convexa que aproximan la forma
alfa, para establecer cuales de ellos corresponden con aquellos en los bordes de la nube original.
Una forma es revisar la recta de cada vértice de una clase, con respecto a los centroides de la otra
clase, para detectar los vértices que corresponden con rectas que no cruzan por la forma alfa de
la misma clase a la que pertenecen. Esto se aplica a cada clase.

En esta investigacion se propone la siguiente metodologia: usar el vértice v, en una de las

envolventes convexas en la aproximacion a la forma de la otra clase o/ (C,) parak = 1,2, ..., n¢
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(a) La clase original en el Ejemplo 4.1.3d (b) Particionamiento optimo con k = 4 en el
Ejemplo 4.1.3d

=

“ a P

(c) Envolventes convexas de cada grupo en el  (d) La aproximacion final a la forma en el
Ejemplo 4.1.3d Ejemplo 4.1.3d

Figura 4.10: La aproximacion a la forma de una clase en el Ejemplo 4.1.3d en R3

y k # j, mas cercano al vértice v; € o/(C}). Esto se explica en detalle en la siguiente subseccion.

4.2.1. Usando el vértice mas cercano en la otra clase

El problema para encontrar los bordes fundamentales en clases con formas no convexas es
que un borde fundamental puede encontrarse justo detrds de otras muestras en la misma clase,
de modo que cuando la linea recta que lo une con el centroide de la otra clase es posicionada,
siempre intersecta alguna zona de la propia clase en donde el borde fundamental reside, lo que
lo deja fuera de eleccion segun el método del centroide de la otra clase.

En casos como el anterior es mejor elegir otro destino para la linea que parte del vértice can-
didato a borde fundamental en la clase C}, hacia la otra clase C;. En lugar de buscar el centroide

de la segunda clase como destino, busca para cada candidato el vértice z; en la clase C; mas
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V3
v3
P v;

Figura 4.11: Una aproximacion a la forma de una clase en R?

cercano al vértice candidato a borde fundamental.

La Figura 4.13 es la representacion grafica del método del vértice mas cercano en la otra
clase. Aqui en la forma aproximada o/ (C) aparecen cuatro vértices candidatos a bordes fun-
damentales, denotados en la Figura 4.7b como vy, v5, v3 y v4. En esta situacion el vértice z; es
el mas cercano a vy, mientras que el vértice z; es el mas cercano a vs, a v3 y v4. Sin embargo
los vértices v, y v3 no pueden ser bordes fundamentales en ('}, la linea recta que los une con el
vértice mas cercano en la clase ' intersecta la aproximacion a la forma alfa o/ como se muestra
en la Figura 4.13.

El Algoritmo 8 muestra el procedimiento para establecer los bordes fundamentales en dos

clases, usando el vértice mas cercano en la otra clase

4.2.2. Eluso de programacion lineal para la aproximacion a la envolvente
convexa

El procedimiento para obtener los bordes fundamentales descrito en la subseccion anterior

implica que se debe calcular la envolvente convexa C'H(g;), y luego verificar si v, € CH(g;).

Esto no seria un problema para pocas dimensiones, pues Qhull y CGAL lo logran facilmente.

Cuando la clasificacion ocurre en grandes dimensiones, incluso el calculo de la envolvente con-
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Figura 4.12: Los bordes fundamentales en dos clases en R?. Los bordes fundamentales son los vértices cuyo con-
torno aparece en color verde, en ambas clases

vexa, usando librerias de geometria computacional como Qhull y CGAL, se complica. Por ello,
otro camino puede seguirse, por ejemplo, usar programacion lineal y optimizacion convexa.

En un espacio R"Z, en donde existen k muestras p; € R"Z parai = 1,2,..., k, agrupadas
en un conjunto P, como en P = {p;}. Ademas, existe la envolvente convexa de este conjunto,
denotada C'H (P. Dada una muestra v € R"# ;Se localiza v, adentro de la envolvente convexa
C'H (P)?. Para decidir esto sin el uso de librerias de geometria computacional, se puede plantear
la solucion a esta pregunta como la solucion a un problema de programacion lineal [97]. La

envolvente C'H (P), se puede expresar como en la expresion 4.3.

k k
CH(P)Z{p\Pzzaipi/\aiZO/\Zajzl} (4.3)
=1 j=1

De la Ecuacion 4.3 se desprende el hecho de que cualquier muestra que se localice adentro
de una envolvente convexa se debe descomponer como una combinacion lineal de las mismas
muestras que le dan lugar a la envolvente, con los debidos coeficientes «;, parat = 1,2,... k.
Luego, si v € C'H(P) entonces se debe cumplir la Ecuacion 4.4.

k k
V=) apiAa; 20N a;=1 (4.4)
i=1 j=1

De esta manera es necesario encontrar el conjunto de coeficientes «; que dan lugar a as
combinaciones lineales como en la Ecuacién4.3 y en la Ecuacion 4.4. Encontrar tales coeficientes

es una tarea resoluble eficientemente utilizando programacion lineal. Esto ocurre como en el
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a'(Cy)

L

Figura 4.13: Estableciendo los bordes fundamentales con el método del vértice mas cercano

planteamiento descrito en la Ecuacion 4.5.

min o (4.5a)
sujeto a: Aa=v (4.5b)
Ba =1 (4.5¢)
a>0 (4.5d)

En la Ecuacion 4.5, ¢ € R* es un vector arbitrario de costo, A = (p1,pz2...,px) € Rk y
B=(1,1,...,1) € R* mientras que a = (a1, ay, ..., ay) € R,

Si el problema establecido en el planteamiento anterior tiene solucion entonces sera un hecho
que v € C'H(P). La ventaja de este enfoque es que no debe calcular la envolvente convexa en si
misma, todo se reduce a resolver un problema de programacion lineal. Este proceso se facilita con

un resolutor de problemas de optimizacion, por ejemplo el toolbox de optimizacion de Matlab.

4.2.3. [Ejemplos sobre la extraccion de los bordes fundamentales

A continuacioén se presentan algunos ejemplos de extraccion de bordes fundamentales en
problemas binarios de clasificacion en R? y R?, segin el método expuesto en la ultima seccion.
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Algoritmo 8: Algoritmo para extraccion de bordes fundamentales

1 Function fundamentales2(co/ (C),o/ (Cs))
hacer fundame, = {};
forv e C; do
Hacer z el vértice en o/ (C) mas cercano a v;
Trazar la linea que une a v con su correspondiente z, llamese vz atal linea.;
Hacer inter = {};
for G € o/(C}) do
‘ inter = inter U ﬁ;
end
if inter = {v} then
| fundame, = fundamc, U {v};
end

o 0 N & W kA W N

— =
—

o
N~

end
Hacer fundamc, = {};
forv e C5 do
Hacer z el vértice en o/ (C} ) mas cercano a v;
Trazar la linea que une a v con su correspondiente z, lldmese VZ a tal linea.;
Hacer inter = {};
for G € o/(Cy) do
‘ inter = inter U ﬁ;
end
if inter = {v} then
‘ fundame, = fundame, U {v};
end

T S N S R S N T T Y
W N = S 0 9N R W

[N
IS

end
return { fundamc,, fundame, }

NN
S W

4.2.3.1. Ejemplo 4.2.3a

En este problema ambas clases tienen forma céncava y son perfectamente separables.
La Figura 4.14a muestra la clase C'; en color rojo, la clase s, en color azul. La Figura 4.14b
muestra los bordes fundamentales en ambas clases como fueron determinados usando el método

propuesto.

4.2.3.2. Ejemplo 4.2.3b

En este ejemplo la particularidad es que una de las clases tiene una forma claramente concava
y la otra notablemente convexa, ademas el problema de clasificacion esta bastante desbalanceado

como lo ilustra la Figura 4.15. La clase (5 tiene el doble de muestras 1200 que la clase minoritaria
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(a) Clases C y Cy originales en el Ejemplo (b) Bordes fundamentales para Cy y Cs en el
4.2.3a Ejemplo 4.2.3a

Figura 4.14: Bordes fundamentales en el ejemplo 4.2.3a

(1, que solo posee 600 muestras.

(a) Clases Cy y Cy originales en el Ejemplo  (b) Bordes fundamentales para Cy y Cs en el
4.2.3b ejemplo 4.2.3b

Figura 4.15: Bordes fundamentales en el ejemplo 4.2.3b

La Figura 4.15a muestra la distribucion de las dos clases. La Figura 4.15b en donde la clase
(', se muestra en color rojo, posee un total de 61 bordes fundamentales y la clase Cy solo 11

bordes fundamentales que aparecen con un contorno en color verde en ambas clases.

4.2.3.3. Ejemplo 4.2.3c

Este es un ejemplo entre dos clases C'; y C5 cuya forma es visiblemente convexa. Ambas
clases se componen de 300 muestras. Ademas las clases C; y C5 son linealmente separables.
Las figuras a continuacion muestra la distribucion de ambas clases. La clase C'; aparece en color

rojo, la clase (5 en color azul.
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(a) Clases C y Cy originales en el Ejemplo (b) Bordes fundamentales para Cy y Cs en el
4.2.3c Ejemplo 4.2.3¢

Figura 4.16: Bordes fundamentales en el ejemplo 4.2.3¢c

Desde un punto de vista de clasificacion de patrones el problema de clasificacion mostrado
en la Figura 4.16a es bastante simple, pues las clases son linealmente separables. Los bordes

fundamentales en cada clase son mostrados en la Figura 4.16b en color verde en cada clase.

4.2.3.4. Ejemplo 4.2.3d

Este es un problema de clasificacion binaria en donde la clase 'y tiene 1700 muestras y la
clase () tiene 2200 de ellas. Como lo muestra la Figura 4.17. Este problema si bien es perfecta-

mente separable, muestra una frontera entre clases bastante compleja.

(a) Clases C y Cy originales en el Ejemplo (b) Bordes fundamentales para Cy y Cs en el
4.2.3d Ejemplo 4.2.3d

Figura 4.17: Bordes fundamentales en el Ejemplo 4.2.3d

En todos estos ejemplos los bordes fundamentales se han obtenido segun el método del vér-
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tice mas cercano en la otra clase, para un problema de clasificacion binario.

4.2.3.5. Ejemplo 4.2.3¢

Este es un ejemplo de dos clases en R3. La clase C; contiene 1200 muestras y la clase C»
contiene 1400 muestras. Las clases son separables, aunque no linealmente separables. La Figura
4.18a muestra la disposicion de las clases asi como la Figura 4.18b muestra los bordes funda-

mentales en cada una.

(a) Clases Cy y Cy originales en el Ejemplo  (b) Bordes fundamentales para C1 y Cs en el
4.2.3e Ejemplo 4.2.3e

Figura 4.18: Bordes fundamentales en el ejemplo 4.2.3e

4.3. El promedio entre clases

Utilizando los bordes fundamentales, que han sido extraidos mediante el método expuesto
en la subseccion anterior, se obtiene el promedio entre clases, representando este, la superficie
de decision, misma que sera aproximada mediante hiperplanos en subsecciones siguientes. La
siguiente subseccion revisa el concepto de superficie de decision, para continuar en la siguiente

subseccion con la metodologia para aproximarle usando el promedio entre clases.

4.3.1. Superficies de decision

En un problema de clasificacion, considerando un problema entre dos clases, una superficie
de decision se refiere a la hipersuperficie que divide al espacio del problema en dos particiones,

una por cada clase. Asi pues, suponiendo que la particion de la clase Cy es V; y la particion de la
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clase C5 es V5, y la superficie de decision es [, entonces es tres aspectos han de cumplirse, como
en en listado a continuacion.

(1) Cualquier muestra X € V; es etiquetada como X € (.

(2) Cualquier muestra X € V5 es etiquetada como X € (5.

(3) Cualquier muestra X € [ no pertenece a ninguna de las dos clases, es el caso indetermi-

nado.

La Figura 4.19 presenta los tres casos tipicos de separabilidad® en dos dimensiones.

Vv, Vy f Vq
l
w\v"’\me
V2
VZ VZ
(a) Un problema linealmente sepa-  (b) Un problema no linealmente (c¢) Un problema no separable

rable separable

Figura 4.19: Tres casos de problemas de clasificacion binaria, en R?

En la Figura 4.19a un caso de un problema de clasificacion binaria es presentado. En este
problema la superficie de decision 1 se establece por completo mediante un solo hiperplano o
linea recta en dos dimensiones. A este tipo de problemas en donde la superficie de decision se
caracteriza por completo por un solo hiperplano se les conoce como problemas linealmente sepa-
rables, pues la superficie de decision es una hipersuperficie lineal. En la Figura 4.19b se muestra
otro caso de superficie de decision, pero en este caso es una hipersuperficie compleja, pues tiene
un patron en zig-zag. Este es un caso de un problema no linealmente separable es decir, las cla-
ses aun se pueden separar mediante una hipersuperficie s6lo que esta no es un unico hiperplano.
En la Figura 4.19c se presenta el caso de un problema no separable. Esto significa que no es
posible establecer una hipersuperficie de decision [ de tal modo que todo a un lado pertenezca
a una clase y del otro lado a la otra clase. En este caso de clases empalmadas o traslapadas al
menos en alguna parte del problema, no es posible detectar si una muestra pertenece a una u otra
clase. Este es el peor caso que un clasificador pueda enfrentar.

2Por separabilidad entiéndase la necesaria existencia de una superficie de decision entre las clases, de tal modo
que ambas clases queden separadas por la hipersuperficie
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4.3.2. El promedio entre clases como superficie de decision

Para determinar la superficie de decision entre las dos clases se propone aproximar la super-
ficie de decision usando el promedio de los bordes fundamentales de ambas clases. Es comin
que una clase puede mostrar mas bordes fundamentales que la otra, simplemente por que pue-
de ser mas extensa o porque quizd, posea muchas mas muestras que la otra. Lo que se hace en
realidad no es promediar los bordes fundamentales de cada clase, sino sélo aquellos que son
correspondientes, es decir bordes fundamentales correspondientes

Para obtener los bordes fundamentales correspondientes se toman los bordes fundamentales
de aquella clase que tenga mas bordes fundamentales, a la que se hace llamar la clase pivotal
B,;,. La otra clase se hace llamar la clase no pivotal B,,,_ .. Asi para cada borde fundamental
p € B,,;, asignese el borde fundamental mas cercano de la otra clase, q € B,,,—piv, cOmo borde
correspondiente. Al final se tienen los patrones de bordes fundamentales correspondientes Py

Q, de modo que la superficie de decision [ se puede aproximar como en la Ecuacion 4.6.

1= —= (4.6)

Obsérvese entonces que la aproximacion a la superficie de decision [ es 1 € R"Z, siendo ng
las dimensiones del problema. Las muestras en 1 son puntos especificos en el espacio del pro-
blema R"# que representan una aproximacion discreta a lo que idealmente seria la superficie de
decision, la frontera entre clases. La Figura 4.20 muestra una representacion grafica del concepto

de bordes correspondientes.
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(a) Los bordes fundamentales de dos clases separa- (b) Los pares de bordes correspondientes entre am-
bles bas clases

Figura 4.20: Los bordes correspondientes entre los bordes fundamentales, en un problema en R?

En la Figura 4.20a aparecen los bordes fundamentales de ambas clases. Aqui ambas clases
tienen seis bordes fundamentales cada una y la clase pivotal puede ser cualquiera de las dos.

En el ejemplo se elige la clase ', cuyos patrones o muestras aparecen en color azul. Ahora se
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busca para cada borde fundamental de esta clase, el borde fundamental mas cercano de la clase
(5, la asociacion entre cada borde fundamental en C'; con su correspondiente en C5 se aprecia
mediante lineas punteadas en la Figura 4.20b. Notese que un mismo borde fundamental en la
clase no pivotal puede ser el correspondiente de dos o mas bordes fundamentales de la clase
pivotal.

El Algoritmo 9 describe este proceso de aproximacion a la superficie de decision basado en
los bordes fundamentales correspondientes. El algoritmo recibe como datos de entrada los bordes
fundamentales de una y otra clase. Como resultado el algoritmo arroja las muestras del promedio
resultante entre los bordes correspondientes. El procedimiento presentado en el Algoritmo 9 a
manera de funcion, porque mas adelante éste y los siguientes cuatro procesamientos seran citados

de tal manera, especialmente en el algoritmo final para el calculo de los hiperplanos separadores.

Algoritmo 9: Algoritmo para la aproximacion a la superficie de decision entre clases

1 Function promedio(B,,B5)
Hacer C,;, el conjunto entre B; y By con la mayor cantidad de muestras;
Hacer C,,,_,;, €l conjunto entre B; y B, con la menor cantidad de muestras;
Hacer P = C,;,;;
Hacer Q = {};
for p € C,;, do
Hacer q = argmin, d,,in(P; q);
Hacer Q = QU {q};
end
Hacer AVG = %;
return AVG

o e 9 N N A WN

—
-

El arreglo con las muestras del promedio, en el Algoritmo 9 aparece con el nombre AVG,
siendo la aproximacion a la superficie de decision. La Figura 4.21 muestra la disposicion de las
muestras del promedio entre clases.

En la Figura 4.21a aparecen los bordes fundamentales correspondientes asociados median-
te una linea punteada. En la Figura 4.21b aparecen las muestras puntuales del promedio entre
bordes fundamentales correspondientes. Estas muestras son solamente una aproximacion a la
superficie de decision entre las clases. Mientras mas muestras se tengan en el promedio entre
bordes fundamentales correspondientes la aproximacion a la superficie de decision sera mejor.

Esto depende de dos aspectos, ambos listados a continuacion.

(1) La cantidad de muestras disponibles para cada clase, en el conjunto de entrenamiento.

(2) Lacantidad de bordes fundamentales en cada clase, en particular, de los de la clase pivotal.

71



IV. Desarrollo

... o o e, o
b o0 o ® ox ® o
°® oo _° ® oo _°
e © ® PY ©® Clase C, e © .* PY ©® Clase C,
® ° ® o4 © - ° ® o4 ©
® .“\ ® ® .* ()
Clase Cy ®---- :-._ ________ () Clase Cy ® * ) )
@ » *

(a) Los bordes fundamentales correspondien-  (b) El promedio entre clases, entre bordes fun-
tes, asociados uno a uno damentales. Las estrellas muestran las mues-
tras del promedio

Figura 4.21: El promedio aproximado entre clases, en R?

4.3.3. Ejemplos sobre el calculo del promedio entre clases

A continuacion se proporcionan algunos ejemplos, en R? y R3, sobre la aproximacion a la
superficie de decision que separa dos clases, susando las muestras del promedio entre clases.
4.3.3.1. Ejemplo 4.3.3a

Este primer ejemplo es un problema de clasificacion binario en R2. La clase C} contiene
1100 muestras y la clase C5 contiene 1000 muestras. Las clases tienen una separacion clara pero

no lineal.

(a) Las clases originales y sus bordes fundamentales  (b) El promedio entre clases, aproximando la super-
en el Ejemplo 4.3.3a ficie de decision en el Ejemplo 4.3.3a

Figura 4.22: El promedio entre clases en R? en el Ejemplo 4.3.3a

Se pueden apreciar en la Figura 4.22b las muestras del promedio entre clases como son pro-
ducidas por el método del promedio recién analizado antes. Las muestras del promedio aparecen

en color negro entre las clases del problema.
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4.3.3.2. Ejemplo 4.3.3b

En este problema la clase C'; contiene 600 muestras y la clase C'5 contiene 1200 muestras,
asi que este es un problema visiblemente desbalanceado. La Figura 4.23 muestra la distribucion

del promedio entre clases.

(a) Las clases originales y sus bordes fundamentales  (b) EIl promedio entre clases, aproximando la super-
en el Ejemplo 4.3.3b ficie de decision en el Ejemplo 4.3.3b

Figura 4.23: El promedio entre clases, en R? del Ejemplo 4.3.3b

El promedio entre clases presenta una clara separacion entre las dos clases sin un dominio

de la clase mayoritaria, la clase C'5 en este ejemplo.

4.3.3.3. Ejemplo 4.3.3¢c

Ahora la clase ('} contiene 1700 muestras y la clase C5 contiene 2200 muestras. Estas clases
son separables, pero su separacion es de alguna forma complicada. La forma no convexa de las
clases hace particularmente dificil localizar una frontera entre las clases. La Figura 4.24 muestra
tal distribucion de clases y su promedio.

Puede verse en la Figura 4.24b como las muestras del promedio en color negro, se localizan
exactamente en medio de ambas clases, la forma tan particular de las clases realmente no afecta

a la localizacion de un promedio.

4.3.3.4. Ejemplo 4.3.3d

La clase ('} y la clase (5 se componen de la misma cantidad de muestras, a saber 300. Ade-
mas, y a diferencia del ejemplo anterior este es un problema relativamente sencillo, las clases

son perfectamente separables, como lo muestra la Figura 4.25.
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(a) Las clases originales y sus bordes fundamentales  (b) El promedio entre clases, aproximando la super-
en el Ejemplo 4.3.3¢ ficie de decision en el Ejemplo 4.3.3¢

Figura 4.24: El promedio entre clases en R? en el Ejemplo 4.3.3¢

El promedio entre clases mostrado con muestras en color negro se localiza correctamente
en medio de ambas clases, como lo ilustra la Figura 4.25b. También se puede apreciar como las

clases de este problema son en realidad linealmente separables.

4.3.3.5. Ejemplo 4.3.3¢

Este es un problema de clasificacion binaria en R?. La clase C; contiene 1200 muestras y la
clase (5 contiene 1400 muestras. Las clases son separables aunque no linealmente. La Figura
4.26 muestra la disposicion de ambas clases asi como las muestras del promedio entre clases.

La Figura 4.26b muestra la distribucion de las muestras del promedio en color negro, justo

en medio de ambas clases.

4.4. Ajustando el promedio entre clases mediante hiperplanos

Es facil observar que la aproximacion mediante el promedio entre clases es una serie de pun-
tos o muestras en el espacio del problema R"Z y mostrado en la Figura 4.27b, mediante estrellas,
es una simplificacion discreta de lo que idealmente es la verdadera superficie de decision de
naturaleza continua, misma que aparece como una linea continua punteada en la Figura 4.27b
superpuesta a las muestras del promedio entre clases. La regla de los hiperplanos consiste en
establecer el tamafo de la capa oculta como equivalente a la minima cantidad de hiperplanos

que separan las clases involucradas en el problema.
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(a) Las clases originales y sus bordes fundamentales  (b) El promedio entre clases, aproximando la super-
en el Ejemplo 4.3.3d ficie de decision en el Ejemplo 4.3.3d

Figura 4.25: El promedio entre clases en R? en el ejemplo 4.3.3d

Asi pues, se debe encontrar la cantidad de hiperplanos que se ajusten mejor al total de las
muestras en el promedio entre clases AVG sin tocar las clases. Estos puntos o muestras en el
promedio no estan necesariamente ordenados, lo que complica el proceso de ajuste a los puntos
del promedio. Lo requerido ahora es un algoritmo para ajustar una cantidad de hiperplanos a
un conjunto finito de muestras en el espacio general R"Z. En este algoritmo se asumen tres

importantes detalles, listados a continuacion.

(1) Los puntos a ajustar son AVG = {p1, P2, - . ., Pny., }» NO estan ordenados, aqui 74,4 e€s el

total de muestras o puntos en el arreglo del promedio entre clases.
(2) El ajuste usa como criterio de ajuste un valor de tolerancia tol € R.

(3) El ajuste se basa en un algoritmo de fuerza bruta, que de manera iterativa construye un
hiperplano, repasa la coleccion entera de muestras en el promedio eligiendo aquellos que
se ajusten al hiperplano actual con un minimo de tolerancia, y luego eliminandolos de la

coleccion hasta que no quede ninglin punto muestra del promedio.

La tolerancia tole debe ser lo més grande posible sin ocasionar colisiones del hiperplano con
las clases, tratando de lograr /a cantidad de hiperplanos ajustados. La tolerancia tole es la distan-
cia maxima perpendicular al hiperplano 1. La Figura 4.28 proporciona en un caso bidimensional
una interpretacion grafica de la idea de la tolerancia tole y el ajuste de un conjunto de muestras
o puntos, al hiperplano 1.

En la Figura 4.28 las muestras que se consideran ajustadas al hiperplano 1 aparecen en color

verde.
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(a) Las clases originales y sus bordes fundamentales  (b) El promedio entre clases, aproximando la super-
en el Ejemplo 4.3.3e ficie de decision en el ejemplo 4.3.3e

Figura 4.26: El promedio entre clases en R® en el Ejemplo 4.3.3e
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(a) La aproximacion discreta a la frontera en-  (b) El caso muy ideal de la verdadera frontera
tre clases entre clases,la superficie de decision

Figura 4.27: Comparando a la verdadera, y muy ideal superficie de decision y la aproximacion mediante el pro-
medio en R?

El Algoritmo 10 describe el proceso de ajustar un conjunto de muestras en el arreglo o co-
leccion AVG, a una cierta cantidad de hiperplanos cubiertos con una tolerancia tole.

En el Algoritmo 10 la operacion Pts/P,q; significa complemento del conjunto Pts sobre el
conjunto P,q;. El resultado del algoritmo es la cantidad de hiperplanos ny que se ajustan a la
coleccion de muestras en el promedio entre clases.

El efecto de este procedimiento se puede ver en la Figura 4.29 demostrando el ajuste de cuatro
hiperplanos con las muestras del promedio.

El caso mostrado en la Figura 4.29b es muy ideal, donde la tolerancia tole dio lugar al ajuste
que alli se muestra. Dependiendo del valor de la tolerancia el ajuste puede quedar visiblemente
diferente. En el ejemplo han sido necesario cuatro hiperplanos para separar las dos clases, estos

son 1y, Iy, 13 y 1. Entonces, la capa oculta de la red SLFN que separe este problema tendra cuatro
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Figura 4.28: La tolerancia tole para ajustar un grupo de muestras a un hiperplano 1

neuronas ocultas, es decir np = ng = 4.
La tolerancia tole deberia ajustarse a las condiciones locales de las clases que se pretende

separar. Por ejemplo, considérense los tres criterios listados a continuacion.

(1) La separacion que las clases tienen debe ser el criterio a considerar, para la tolerancia

tole.
(2) Entre mas separadas las clases se encuentren, mds grande debe ser la tolerancia tole.

(3) Entre menos separadas, menor la tolerancia tole.

Es de esperar que dos clases muy distantes entre si requieran mucho menos hiperplanos para
separarse y dos clases muy proximas entre si requieren muchos mas hiperplanos para separarse.
Denotando la minima distancia entre clases como d,,;,, la Ecuacion 4.7 establece como la

tolerancia tole se calcula a partir de la minima distancia entre clases:

dmin
= 4,
tole 5 4.7)

Considerando los pares de bordes correspondientes P y Q, la minima distancia entre las
clases la proporcionan aquel par de bordes correspondientes cuya distancia es la menor, como

lo ilustra la Figura 4.30 y se expresa como en la Ecuacion 4.8.
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Algoritmo 10: Algoritmo para el ajuste de una cantidad de hiperplanos a un conjunto
de muestras
Function ajuste(AVG = {p1,p2, . . ., Pn,., }.tole)

1
2 Hacer Pts = AVG;

3 Hacer listo=False;

4 Hacer ny = 0;

5 while listo == False do

6 if |Pts| < ng then

7 ‘ listo = True;

8 else

9 Hacer Base conteniendo ny puntos de Pts, preferentemente cercanos;
10 Hacer Resto = Pts/Base;

1 Hacer Iz, el hiperplano formado con las muestras en Base;

12 Hacer P4 = {};

13 for p € Resto do

14 ;

15 end

16 if d(1g4se, p) < tole then

17 ‘ Hacer Po4; = Pog; U {p};

18 end

19 if [P,q;| > O then

20 ng =ng+ 1;

21 Hacer Pts = Pts/P,4;

22 end

23 end
24 end
25 return ng

din = 1IN d(p,q) (4.8)

4.4.1. Ejemplos sobre el ajuste con hiperplanos

A continuacion se presentan los cinco ejemplos de las dos ultimas secciones, ajustando a
las muestras del promedio, calculado en la seccion anterior, con una cantidad de hiperplanos
especifica. Son, como ya se ha visto, ejemplos de problemas de clasificacion binarios, en R? y

R3, exclusivamente.
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(a) La frontera ideal, entre clases, y las mues- (b) En un caso muy ideal, en que cuatro hi-
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Figura 4.29: El ajuste mediante hiperplanos, cuatro de ellos, a las muestras del promedio y la superficie ideal en
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Figura 4.30: La minima distancia entre clases, la distancia entre el par de bordes correspondientes mas cercanos,
en un caso en R>

4.4.1.1. Ejemplo 4.4.1a

Este problema implica dos clases en R?. La clase C contiene n,, = 1100 muestras y la clase
(5 contiene n,,, = 1000 muestras. El ajuste, seglin lo establecido en a presente seccion produce
un ajuste a las muestras del promedio entre clases, con ny = 7 hiperplanos, o lineas rectas en
este caso.

De acuerdo con el método prpouesto las dos categorias se separan usando siete hiperpla-
nos ny = 7. La disposicion de estos siete hiperplanos se aprecian en la Figura 4.31b. En este
problema tole = 0,5 dado que d,,;,, = 1,0027.

4.4.1.2. Ejemplo 4.4.1b

En este caso la clase ('} consta de 600 muestras y la clase C'y de 1200 muestras, asi que es un
problema de clasificacion bastante desbalanceado. La Figura 4.32 proporciona una interpretacion

grafica del problema.
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(a) Las dos clases y su promedio en el Ejemplo  (b) El ajuste con cy = 7 hiperplanos en el
44.1a Ejemplo 4.4.1a

Figura 4.31: El ajuste con ng = 7 hiperplanos en el Ejemplo 4.4.1a

(a) Las dos clases y su promedio en el Ejemplo  (b) El ajuste con cg = 3 hiperplanos en el
4.4.1b Ejemplo 4.4.1b

Figura 4.32: El ajuste con ny = 3 hiperplanos en el Ejemplo 4.4.1b

En la Figura 4.32b es claro como un total de ny = 3 hiperplanos separan las dos clases en
juego. En este caso la distancia entre clases d,,;, = 1,11, por lo que la tolerancia tole = 0,55.
Un resultado muy interesante de este ejemplo es que siendo este un problema de clasificacion
muy desbalanceado, el método no se ve afectado por la abrumadora mayoria de las muestras en
la clase mayoritaria, la clase Cs.

4.4.1.3. Ejemplo 4.4.1c

En este ejemplo la clase C'; contiene 1700 muestras y la clase C5 contiene 2200 muestras.

Las clases, como lo muestra la Figura 4.33a son separables, aunque su superficie de decision es
bastante compleja.
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(a) Las dos clases y su promedio en el Ejemplo  (b) El ajuste con ng = 4 hiperplanos en el
44.1c ejemplo 4.4.1c

Figura 4.33: El ajuste con ng = 4 hiperplanos en el Ejemplo 4.4.1c

En la Figura 4.33b se muestran cuatro hiperplanos separando perfectamente esas dos cate-

gorias.

4.4.1.4. Ejemplo 4.4.1d

Este es el ejemplo més sencillo de manipular, desde el punto de vista de un clasificador. Es un
problema de clasificacion binaria en R2. la clase C; contiene 300 muestras y la clase C contiene

300 muestras. Las dos clases son linealmente separables, como la Figura 4.34 muestra.

(a) Las dos clases y su promedio en el Ejemplo  (b) El ajuste con ng = 1 hiperplano en el
4.4.1d Ejemplo 4.4.1d

Figura 4.34: El ajuste con ng = 1 hiperplano en el Ejemplo 4.4.1d

Obsérvese como el método propuesto, efectivamente, es capaz de ajustar un solo hiperplano,
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es decir, ny = 1, en este caso, una sola linea recta, al conjunto de muestras del promedio entre
clases, mostradas como cruces en color negro en la Figura 4.34a, puesto que el problema es
linealmente separable. El ajuste de este unico hiperplano se muestra en la Figura 4.34b. En este

problema ocurrié que d,,;, = 1,6, por lo que tole = 0,8.

4.4.1.5. Ejemplo 4.4.1e

Este es un problema de clasificacion en R3. Las clases son C; con 1200 muestras y la clase

C5 con 1400. Las clases son separables pero no linealmente, como la Figura 4.35a muestra.

(a) Las dos clases y su promedio en el Ejemplo  (b) El ajuste con ny = 4 hiperplano en el
44.1e Ejemplo 4.4.1e

Figura 4.35: El ajuste con ny = 4 hiperplano en el Ejemplo 4.4.1¢

La Figura 4.35b muestra en una perspectiva tridimensional, la disposicion de ny = 4 hiper-
planos que separan a las dos clases. Estos cuatro hiperplanos son el resultado de una distancia
dmin = 2,74 entre clases, por lo que tole = 1,37.

4.5. Algoritmo completo con el método propuesto para la ob-

tencion del tamafio de la capa oculta

En el Algoritmo 11 se muestra el método propuesto, desde separar las muestras en el con-
junto de entrenamiento en conjuntos separados para cada clase, hasta describir cada conjunto
de manera geométrica, caracterizarlos a modo de poliedro y localizar sus bordes fundamentales,
aproximar una frontera entre conjuntos para cada clase y ajustar dicho promedio usando uno o

mas hiperplanos.
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Algoritmo 11: Algoritmo para el célculo del tamafio de la capa oculta

1 Function damenO(C4,C5)

2 Hacer al = aShape(Cy);

3 Hacer a2 = aShape(Cy);

4 Hacer [p, q] = fundamentales(ay, as);

5 Hacer d,,;,=minima distancia entre p y q;
6

7

8

9

Hacer avg = promedio(p, q);
Hacer tole = d’“Ti";

Hacer ny = ajuste(avg, tole);
Hacer np = npgy;

10 return ngp

De esta manera, las correspondientes redes SLFN para cada uno de los ejemplos en la sec-
cion anterior se muestran en las siguientes figuras. El Ejemplo 4.4.1a de la tltima subseccion y

mostrado en la Figura 4.36a resulta en una red SLFN como la mostrada en la Figura 4.36b.

o
e
* o ©°
o 9O
a3
Qo
(a) Problema separado por ng = 7 hiperplanos  (b) La red SLFN clasificado-
en el Ejemplo 4.4.1a ra con no = T neuronas

ocultas en el Ejemplo 4.4.1a

Figura 4.36: La red SLFN clasificadora para el problema en el ejemplo 4.4.1a

La red SLFN para el ejemplo 4.4.1b en la Gltima subseccion es mostrada en la Figura 4.37,
mientras que en la Figura 4.37b se presenta la red SLFN con np = 3.

Por otro lado, para el ejemplo 4.4.1c de la ultima subseccion de la seccion anterior, ilustrado
en la Figura 4.38a con ny = 4, sured SLFN correspondiente se muestra en la Figura 4.38b con
no = 4.

Para el ejemplo 4.4.1d que es linealmente separable y que se muestra en la Figura 4.39a con

ny = 1, lared perceptron que clasifica este problema se muestra en la Figura 4.39b. Puesto que
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(a) Problema separado por ng = 3 hiperplanos (b) La red SLFN clasificadora con
en el Ejemplo 4.4.1b no = 3 neuronas ocultas en el Ejem-
plo 4.4.1b

Figura 4.37: La red SLFN clasificadora para el problema en el Ejemplo 4.4.1b

el método de entrenamiento de un perceptron suele ser mas simple y rapido [1], se deduce que
un perceptron es bastante mas efectivo con problemas linealmente separables. Asi que para un
mejor desempeiio, si un problema de clasificacion binaria es linealmente separable, es mejor una

red perceptron que una red SLFN con una sola neurona oculta.

Finalmente, para el ejemplo 4.4.1¢, el problema requiere de ny = 4 hiperplanos para separar
ambas clases, como lo muestra la Figura 4.40a, por lo que la red SLFN clasificadora mostrada

en la Figura 4.40b tiene np = 4 neuronas ocultas.

4.6. El caso multiclase

Los esquemas de clasificadores multiclase ya fueron debidamente detallados en el capitulo
anterior. Aqui se analiza como pasar los esquemas de clasificacion multiclase a un esquema de
redes MLP clasificadoras, en particular en lo referente a establecer el tamafio de la capa oculta
de la red usando para ello la regla de los hiperplanos. Hasta ahora, so6lo ha sido desarrollada una
metodologia para encontrar ny a partir de la aproximacion a la frontera entre dos clases. Las
siguientes subsecciones tratan con detalle como extenderlo a problemas multiclase, especifica-

mente para un esquema OaO.
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(a) Problema separado por ng = 4 hiperplanos (b) La red SLFN clasificadora con
en el Ejemplo 4.4.1c no = 4 neuronas ocultas en el Ejem-
plo4.4.1c

bl

Figura 4.38: La red SLFN clasificadora para el problema en el Ejemplo 4.4.1c

4.6.1. El esquema OaO en una red SLFN

El esquema OaO es muy util porque permite acomodar un problema multiclase como si este
fuera una coleccion finita de problemas de clasificacion binarios. Normalmente OaO luego de
clasificar una nueva muestra X € R"Z a una clase especifica, por cada uno de los clasificadores
separados, entra una segunda etapa de votacion que decide mediante un proceso de votacion
entre los clasificadores separados a que clase asignara finalmente ese nuevo patron, que seria la
clase mas votada. Utilizando hiperplanos para definir la cantidad de neuronas ocultas, en el caso
del clasificador multiclase basado en redes SLFN, la primer fase consiste en decidir con cuantos
hiperplanos se separa cada par de clases, por ejemplo ny,; para las clases C; y C, de manera
que la segunda etapa se encarga ahora simplemente de acumular la cantidad de hiperplanos que
separan cada par de clases en una sola cantidad de hiperplanos separadores, asi pues, la Ecuacion

4.9 expresa, para esta situacion, el calculo de la cantidad ny.

nc

=33, (4.9)

i=1 j<i

La Figura 4.41 muestra una representacion grafica del proceso OaO adaptado a la regla de
los hiperplanos como recién fue explicado. La idea fundamental detrds de esta adaptacion es
que la cantidad de hiperplanos que separan a las n¢ clases, no es mas que la agregacion de
los hiperplanos que separan a cada par de clases separables. En forma geométrica esta misma

adaptacion se muestra en la Figura 4.42, para un problema sencillo que ilustra la idea de esta
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(a) Problema separado por ng = 1 hiperplanos  (b) La red perceptron clasificadora
en el Ejemplo 4.4.1d en el Ejemplo 4.4.1d

Figura 4.39: La red SLFN clasificadora para el problema en el Ejemplo 4.4.1d

adaptacion del esquema multiclase OaO.

En la Figura 4.42a aparece el problema original con nc = 3, con las clases C'; en color
azul, la clase (5 en color anaranjado y la clase C5 en color verde. En la Figura 4.42b aparecen
las formas alfa aproximadas de cada una de las clases. En la Figura 4.42¢ aparece la separacion
de las clases C y Cs, en este caso un solo hiperplano separa estas dos clases, ny,, = 1. En
la Figura 4.42d aparece la separacion entre las clases C; y Cs, en este caso nuevamente un
solo hiperplano separa ambas clases, ny,, = 1. En la Figura 4.42¢ aparece la separacion entre
las clases C'; y (Y, ocurre que una vez mas ambas clases se separan con un solo hiperplano
nm,, = 1. En la Figura 4.42f aparece la acumulacion de los tres resultados anteriores, es decir

qQue Ny = N, + Ny +Npyy =1 +1+1=3.

4.6.2. Ejemplos del uso del esquema OaO en problemas multiclase

En esta subseccion se presentan una serie de ejemplos del uso del esquema OaO recién dis-
cutido, considerando la regla de los hiperplanos, en problemas de clasificacion multiclase en R?
3
y R”.

4.6.2.1. Ejemplo 4.6.2a

Este primer ejemplos implica tres clases, C;, Cy y Cs en un espacio R?. Cada una de las
clases consta de 700 muestras. Su disposicion ese muestra en la Figura 4.43a.

Las clases en este problema se separan de la siguiente manera: las clases C; y Cs por ng,, = 3
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(a) Problema separado por ng = 4 hiperplanos (b) La red SLFN clasificadora, con
en el Ejemplo 4.4.1e no = 4 en el Ejemplo 4.4.1e

Figura 4.40: La red SLFN clasificadora para el problema en el Ejemplo 4.4.1e

" Ny

Figura 4.41: la regla de los hiperplanos adaptada al esquema multiclase OaO

hiperplanos, las clases C; y C5 por ny,, = 2 hiperplanos, mientras que las clases Cy y C5 lo
hacen con ny,, = 1 hiperplanos, es decir (> y C'5 son linealmente separables. La separacion de
estos clases segn lo comentado, se ilustra en la Figura 4.43b.

Aplicando el esquema OaO la cantidad de hiperplanos necesarios para separar estas catego-
rias requiere un total de ny = npy,, + ny,, + nH,, = 3 + 2 + 1 = 6 hiperplanos. La superficie
de decision que separa las clases Cy y (5, denotada /15 se aproxima usando ny,, = 3 hiperpla-
nos, que en la Figura 4.43b se muestran en color azul. La superficie de decisién que separa las
clases C; y Cs, denotada l,3, se aproxima usando ny,, = 2 hiperplanos que en la misma figura
aparecen en color cian. La superficie de decision que separa a las clases Cy y (3, denotada lo3,
se aproxima usando s6lo un hiperplano, ny,, = 1, en la misma figura esta superficie de decision
aparece en color morado. De lo anterior usando la regla de los hiperplanos, la red SLFN que

separe estas tres clases se compone de np = ny = 6 neuronas ocultas y tres neuronas de salida,
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Figura 4.42: El esquema OaO adaptado a la regla de los hiperplanos, en un problema con nc = 3 en R?

como lo muestra la Figura 4.44.

4.6.2.2. Ejemplo 4.6.2b

Este es un problema de clasificacion entre nc = 3 clases, en R3. Las clases en el problema
son C con 600 muestras, la clase Cy con 800 muestras, y la clase C'3 con 1100 muestras. La dis-
tribucion de estas tres clases se muestra en la Figura 4.45a. Las muestras de la clase C; aparecen
en color rojo y las muestras en la clase C5 en color azul,asi como las muestras en la clase C'3
en color verde. Es visible como este problema es un problema de clasificacion desbalanceado,
siendo (5 la clase mayoritaria y 'y la clase minoritaria.

Al aplicar el esquema de separacion OaO la clase ' se separa de la clase C; mediante
nn,, = D hiperplanos, que aproximan la superficie de decision /y5. Las clases C y C5 se separan
mediante ny,, = 6 hiperplanos, que aproximan la superficie de decision /;3. Y las clases C,
y Cj se separan mediante ny,, = 6 hiperplanos, que aproximan la superficie de decision lo3,
por lo que al final la cantidad de hiperplanos necesarios para separar estas tres clases es ny =
Ny, + Ny + Ny = 5+ 6 4 6 = 17 hiperplanos. La Figura 4.45b muestra la disposicion de
los hiperplanos, de acuerdo con la superficie de decision que aproximan.

Obtener la cantidad de neuronas ocultas para el clasificador SLFN con la regla de los hiper-
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(a) Las nc = 3 clases involucradas en el (b) Los ny = 6 hiperplanos que separan las
ejemplo 4.6.2a en R? tres clases en el Ejemplo 4.6.2a

Figura 4.43: El problema de clasificacion multiclase en el Ejemplo 4.6.2a. Las clases son Cy en color rojo, Co en
color azul, y c3 en color verde. También, la separacion de las clases en ny = 5 hiperplanos

planos no implica ningtn problema. Como lo muestra la Figura 4.46, la red SLFN clasificadora
utilizaria una capa oculta con un total de n, = ny = 17 neuronas ocultas, segin la regla de los

hiperplanos.

Una particularidad interesante de este problema es que las clases si bien perfectamente sepa-
rables, yacen muy cerca una de otra, por lo que la distancia entre clases es pequefia, y la toleran-
cia que define el ajuste de hiperplanos a las muestras del promedio entre clases es relativamente

grande en este ejemplo.

4.7. El caso de las clases traslapadas

El problema de las clases empalmadas o traslapadas, que es otra nomenclatura para los pro-
blemas de clases no separables, es uno de los mayores detractores en cuanto al desempefio de
muchos clasificadores [98], mas si estos clasificadores dependen de localizar una frontera en-
tre las clases, como las redes MLP [99], las maquinas SVM ? [100], los clasificadores basados
en arboles de decision [80] al menos porque estos son muy sensibles a falsos positivos y falsos

negativos, entre otros.

3Las maquinas SVM, sin embargo, poseen un parametro llamado variable slack, que hasta cierto punto les
permite manejar clases traslapadas ignorando aquellas muestras en las zonas de conflicto. Debe tenerse en cuenta
que esto solo aplica hasta cierto punto
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Figura 4.44: La red SLFN que separa las tres clases con no = ng = 6 neuronas ocultas, deducidas segun el
esquema OaQO y la regla de los hiperplanos en el ejemplo 4.6.2a

4.7.1. Preprocesando los datos de entrenamiento

La clasificacion en problemas con clases no separables o clases traslapadas suele llevarse
muy bien con métodos como los clasificadores bayesianos, puesto que estos no dependen de
localizar una frontera entre las clases. Si los datos de las clases a separar en un problema de
clasificacion muestran un mayor o menor grado de empalme, es posible hacer algo para forzar a
que una separacion entre ellos pueda existir, para lo cual esos mismos datos deben ser sometidos
a una etapa previa al entrenamiento del clasificador, en este caso, al entrenamiento de la red
SLFN clasificadora.

Las principales causas de empalme estan ligadas a que, por un lado, la eleccion de los atri-
butos para describir a los individuos de la poblacion de manera incorrecta o inconveniente. Otra
razén comun es un mal muestreo de los individuos que forman la poblacion, por ejemplo una
mala lectura debido a un mal funcionamiento en un sensor, o en el incorrecto proceso de mues-

treo.

4.7.1.1. Tres tipos de traslape

Los datos de un problema de clasificacion pueden aparecer empalmados de tres maneras
diferentes [101]:
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(a) Las nc = 3 clases involucradas en el (b) Los ny = 17 hiperplanos que separan las
Ejemplo 4.6.2b en R? tres clases en el Ejemplo 4.6.2b

Figura 4.45: El problema de clasificacion multiclase en el Ejemplo 4.6.2b. Las clases son Cy en color rojo, Cs, en
color azul y c3 en color verde. También, la separacion de las clases en ny = 17 hiperplanos

(1) Ligeramente empalmados.
(2) Moderadamente empalmados.

(3) Severamente empalmados.

Véase la Figura 4.47 para una descripcion grafica de cada uno de estos tres casos de clases
empalmadas. En la Figura 4.47a se muestra el caso ligeramente empalmado. En la Figura 4.47b
el caso moderadamente empalmado. En la Figura 4.47c el caso severamente empalmado. Para
cuantificar el empalme en una clase C; parat = 1,2,...,n¢, las muestras de la clase que se
localizan en la zona del problema que le pertenece a otra clase, denotado como 7., son conta-
bilizadas, y una razon entre estas y el total de muestras en la clase denotada como np, es llevada

a cabo, segtin lo expresa la Ecuacion 4.10.

Femp, = ”;Zp (4.10)

Con lo anterior se puede definir que un problema de clasificacion se encuentra ligeramen-

te empalmado si max 7., < 30%. Si, por otro lado, ocurre que 30% < MAX 7Tepp, <
1<i<ne 1<i<nc
50 % entonces el problema tiene clases moderadamente empalmadas. Por ultimo, si ocurre que
. gliix Temp; < D0 % el empalme se considera severo. Lo anterior basado en la dificultad que
SISNCe

tiene el distinguir una clase empalmada en otra. Por ejemplo, hasta un 20 % de empalme de una
clase aun permite distinguirla del resto. Mientras que para un empalme de entre 20 % y 50 %
si bien aun es posible distinguir una clase, ya se tiene un pérdida moderada de la informacion

de esta, mas con lo que aun se tiene seria posible modelarle hasta cierto punto. En cambio un
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Figura 4.46: La red SLFN que separa las tres clases, con no = nyg = 17 neuronas ocultas deducida segun el
esquema OaO y la regla de los hiperplanos, en el ejemplo 4.6.2b

empalme mayor al 50 % ya hace dificil separar a la clase empalmada ya es dificil modelarle con

lo que se tiene.

4.7.1.2. La zona de conflicto

Cuando se definio el concepto de empalme de acuerdo con la cantidad de muestras, que en un
clase permanecen adentro de lo que se consideraria la zona de otra clase, se estd implicando que
existe una manera de contabilizar cuantas muestras de una clase invaden la zona de otra clase. Es
decir que deberia existir una manera de cuantificar la interseccion de las formas de dos clases,
para determinar en donde una invade la zona de otra. Este es un concepto geométrico acerca del
empalme de clases. Y puesto que se cuenta con la forma geométrica o al menos un aproximacion
a la misma, no deberia resultar dificil establecer tal concepto.

Llamese zona de conflicto a la zona en particular en el espacio estado, en donde las formas
de ambas clases se intersectan. El concepto de interseccion de las formas de cada clase resulta
muy util en este contexto, pues permite darle una interpretacion de geometria computacional al

empalme o traslape de clases. Encontrar tal zona de conflicto es de particular importancia en
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Figura 4.47: Los casos de dos clases empalmadas en R*

lo que al preprocesamiento de los datos de entrenamiento se trata, como se vera mas adelante.

Entonces, la zona de conflicto Z.,, s, se puede expresar como en la Ecuacion 4.11.

nc
Zeonst = () /(C) (4.11)
=1

Una interpretacion grafica del concepto de interseccion entre formas de clases se muestra en
la Figura 4.48 con un ejemplo para cada uno de los tipos de empalme. Esta figura muestra el
mismo caso en dos dimensiones de los casos de clases empalmadas ilustradas en la Figura 4.47.
La zona de conflicto se muestra sombreada en un tono transparente, justo en la interseccion de

las formas aproximadas de cada clase.

4.7.1.3. La clase conflicto

Ahora que la zona de conflicto se tiene perfectamente capturada, como el poliedro resultante
de la interseccion de las formas aproximadas de cada clase es facil determinar cuales patrones o
muestras en cada clase, se localizan adentro de esta zona de conflicto. La idea de capturar estas
muestras o patrones es separarlos de sus respectivas clases y acumularlos en una nueva clase, la

clase de conflicto, que sera representada como la clase C,,, ;, como en la expresion 4.12.
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Figura 4.48: La zona de conflicto, en los tres casos de clases empalmadas, en R?

nc
Ceonst = J{p € C: AP € Zeonpi} (4.12)
i=1

Asi pues, los patrones de cada clase adentro del poliedro que representa a Z., ;; son separados
y acumulados en la nueva clase C.,,, i, una vez que la clase conflicto ha tomado forma, las mues-
tras conflictivas de cada clase deben eliminarse de sus clases originales, esto es C; = C;/C,, £l
parai = 1,2,...,n¢. La Figura 4.49 muestra el mismo caso que han ilustrado anteriormente la
Figuras 4.47 y en la Figura 4.48, con la extraccion de las muestras de la clase conflicto.

La Figura 4.49 muestra las clases C'; en tono azul, la clase C5 en anaranjado, y la nueva clase
Ceonfii €n color verde, para los tres casos de empalme. Al separar la clase conflicto de las n¢
clases originales resulta un nuevo problema de clasificacion con tres clases que son totalmente
separables.

El preprocesamiento con clases empalmadas consiste detectar las muestras en cada clase en
la zona de conflicto, y una vez localizadas, estas son separadas de sus clases originales y pasan
a formar la nueva clase conflicto. El Algoritmo 12 describe este proceso.

En general este procesamiento tiene una consecuencia muy importante: agrega una nueva
clase al problema, la clase conflicto Cl,y, 11, por lo que si el problema incorporaba originalmente

a n¢ clases ahora se compone de n¢ + 1 clases.
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Figura 4.49: La separacion final de las clases luego del preprocesamiento, en R?

Otra comentario oportuno tiene que ver con la operacion de interseccion entre la forma alfa
aproximada o/ (C;) parai = 1,2,...,n¢, con la zona de conflicto Z,,, ;. Esta operacion quiza
parezca trivial, pues es una interseccion entre dos poliedros, y esto es verdad a menos que se
observe un aspecto con mas detalle: la forma alfa aproximada no es un simple poliedro, es la
unién de k de ellos. Es decir que la forma alfa aproximada o/ (C;) es una agregacion de poliedros
mas simples, las envolventes convexas CH(G;) para j = 1,2,..., k, de los agrupamientos en
los que la nube original C; fue particionada. Esto implica que la interseccion entre forma alfa
aproximada o/(C;) y zona de conflicto Z,,,; es mas compleja de lo que parece.

Para abordar este problema, la interseccion por si misma y la revision sobre si una muestra o
patron p estd en la clase C; pueden llevarse a cabo en una misma operacion, como lo demuestra a
continuacion el siguiente razonamiento: para un problema con n¢ clases C; parai = 1,2,... n¢
siendo o/(C;) la forma alfa aproximada de cada una de ellas y cada forma alfa aproximada se
compone de k; agrupamientos, una muestra p € C; se localiza en la zona de conflicto Z,., s st
esa misma muestra se encuentra adentro de uno de las £; envolventes convexas que forman la
forma alfa aproximada de otra clase C}, para ¢ # j.

El Algoritmo 13 describe exactamente este proceso, y aprovechando que las formas alfa de

cada clase son s6lo aproximaciones a partir de la union de las envolventes convexas de cada uno
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Algoritmo 12: Algoritmo para preprocesamiento de datos de entrenamiento

1 Function preProcesa(C,C5)
Calcular o/ (C4);
Calcular o/ (Cy);
Hacer Z.on51 = o/ (C1) N/ (Cy);
Hacer Coonsi = {};
for p € C; do
ifp e anﬂ then
‘ Hacer C1confl = Cconfl U {p}:
end
end
for p € C5 do
ifp e Zconfl then
‘ Hacer Cconfl = C'confl U {p}:
end
end
Hacer C) = C1/Ceonfi;
Hacer Cy = Cy/Clonfi;
return {C}, Cs, Ceonpi }

O 0 N N N A W N

e e~ N
0 N AN N AW N = O

de los agrupamiento en los que cada clase fue particionada, las operaciones de interseccion y
formado de la zona de conflicto se llevan a cabo juntas, mediante una verificacion sobre si una
muestra de una clase queda adentro de la envolvente convexa de uno de los grupos de otra clase,

de ser asi la clase conflicto queda inmediatamente establecida.

Debe observarse como este algoritmo toma con argumentos a las clases, no sélo sus formas
alfa aproximadas, y como resultado arroja las clases sin empalmes y la nueva clase conflicto

directamente. El Algoritmo 13 funciona para n¢ clases, con ng > 2.

4.7.2. Ejemplos del proceso de aislamiento de la zona y clase conflicto

A continuacion se presentan algunos ejemplos del aislamiento de la zona de conflicto, en
primer lugar, y la clase conflicto, como consecuencia, en problemas en R? y R?. En estos ejem-
plos, solo se consideran problemas de clasificacion binarios, con clases empalmadas en distintos

grados de empalme.
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Algoritmo 13: Algoritmo mejorado para el preprocesamiento de datos de entrenamien-
to

1 Function preProcesa({C4,Cs, ..., Cy.})
2 for i = 1 to nc do

3 | Hacer o/ (C;) = aShape(C;);

4 end

5 Sea k; el total de agrupamientos en los que se dividié a C;, parat = 1,2, ..., n¢;
6 Hacer Ceonfr = {};

7 for i = 1 to nc do

8 forp € C; do

9 for j = 1to k; do

10 ifp € CH(G;) then

11 ‘ C1confl = Cconfl U {p},
12 end

13 end

14 end

15 end

16 for i = 1 to nc do

17 | Hacer C; = Ci/Ceonis

18 end

19 return {C},Cy, ..., Ceonpi}

4.7.2.1. Ejemplo 4.7.2a

En este primer ejemplo un problema de clasificacion binario en R? es presentado. En este
problema existen las clase (' y la clase 5, ambas contienen np, = np, = 600 muestras.
El empalme entre ellas es moderado, pues cerca del 46 por ciento de las muestras en la clase
(1, la clase con mas muestras conflictivas se consideran en la zona de conflicto. Aplicando el
preprocesamiento aqui expuesto, se obtienen las nuevas versiones sin empalme de C y de Cs,
asi como la clase conflicto ¢ .

En la Figura 4.50a se muestra la disposicion de las clases C'; mostrada con muestras en color
rojo, y de la clase C; mostrada con muestras en color azul. En la Figura 4.50b aparecen las clases

C, y Cy sin muestras conflictivas, y la clase conflicto C,, s con muestras en color negro.

4.7.2.2. Ejemplo 4.7.2b

Este es otro ejemplo de separacion de clases para clasificacion binaria en R?. En este ejem-
plo ambas clases contienen la misma cantidad de muestras, 700. Las clase tienen un empalme

moderado, como lo muestra graficamente la Figura 4.51.
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(a) Clases originales en el Ejemplo 4.7.2a  (b) Las clases C1 y Co, y la clase Cepy en el
Ejemplo 4.7.2a

Figura 4.50: Separando las clases conflicto del resto de ellas en el Ejemplo 4.7.2a

La Figura 4.51a muestra las dos clases originales en su espacio bidimensional. La Figura
4.51b muestra la separacion de las clases originales sin sus muestras conflictivas, y la clase
conflicto resultante. Las muestras de la clase C aparecen en color rojo, las de la clase C5 en

color azul, y las muestras de la clase C,, ; aparecen en color negro.

4.7.2.3. Ejemplo 4.7.2¢

Este es un ejemplo en R3. Es un problema de clasificacion binario en donde ambas clases C}
y C5 contienen 600 muestras, véase la Figura 4.52a. El empalme entre ambas clases es severo,
pues la clase con la méxima cantidad de muestras en conflicto contiene cerca del 60 por ciento
de sus muestras en la zona de conflicto.

La Figura 4.52b muestra la disposicion de las clases C'; y (5 sin sus muestras conflictivas, y
la clase C,,,s. Las muestras en la clase C'; aparecen en color rojo, las muestras en la clase C; en

color azul y las muestras en la clase C,, s en color negro.

4.7.3. La clasificacion con clases traslapadas

La clasificacion en caso de clases empalmadas o traslapadas se lleva a cabo usando una de
tres metodologias. Estas tres se basan en la idea de que en clases traslapadas se puede lograr
una separacion si la clase conflicto es considerada una clase extra y separada de las clases
originales.

Esta filosofia se acopla a la perfeccion a un clasificador implementado a partir de una red

SLFN, pues una frontera entre clases habra de aparecer después de que esa clase conflicto sea

98



IV. Desarrollo

(a) Clases originales en el Ejemplo 4.7.2b (b) Las clases Cy y Cy, y la clase Cepy en el
Ejemplo 4.7.2b

Figura 4.51: Separando las clases conflicto del resto de ellas en el Ejemplo 4.7.2b

generada y tratada, utilizando uno de los tres esquemas mencionados en [102] y listados a con-

tinuacion.

(1) El esquema del descarte: la clase conflicto es, sencillamente, descartada del problema.

(2) Elesquema del mezclado: aqui, en un primera etapa, las muestras conflictivas en cada clase
son separadas de estas, y acumuladas en una nueva clase, la clase conflicto, propiamente.
Asi que el problema pasa de uno de separar n¢ clases a uno de ngo + 1 clases, las originales
sin muestras conflictivas mas la nueva clase conflicto. En una segunda etapa y solo en el
caso de que una nueva muestra sea clasificada como adentro de la clase conflicto, se usaria
un segundo clasificador especializado en separar adentro de la clase conflicto, para con las
clases originales.

(3) El esquema del separado: el problema en una primera etapa separa la zona de conflicto de
la zona sin conflicto, ndtese que en esta primera etapa solo se usa un clasificador, uno que
separa entre dos clases: conflicto y no conflicto. Luego en una segunda etapa, se separa

para con las clases originales con cualquiera que fuera el resultado del primer clasificador.

La Figura 4.53 muestra una representacion grafica de lo que estos tres esquemas para manejo
de clase empalmadas proponen. Nétese como los esquemas del mezclado y del separado son
esquemas que implican un clasificador en dos etapas separadas. El esquema del descarte en
cambio, usa una sola etapa de clasificacion.

El esquema del descarte es por mucho el mas simple. Consta de un solo clasificador como

lo muestra la Figura 4.53a que aprende a separar las clases originales C; parat = 1,2, ... ng,
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Figura 4.52: Separando las clases conflicto del resto de ellas en el Ejemplo 4.7.2¢
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(c) El esquema del separado

Figura 4.53: Los tres esquemas para clasificacion en clases traslapadas, manipulando la clase conflictiva, en R?

pero sin sus muestras conflictivas, es decir aquellas muestras de cada clase que pertenecian a la
clase conflicto, pues esta ultima ha sido eliminada del problema. Lo que queda es un problema

100



IV. Desarrollo

perfectamente separable. El esquema del descarte, sin embargo, tiene un inconveniente: puesto
que elimina la clase conflictiva del problema no es recomendable usarlo en un problema con
empalme moderado o severo, pues ese descarte de la clase conflictiva perderia demasiada in-
formacion y por lo tanto, generaria un problema demasiado simple que no representa en lo mas
minimo al problema original.

El esquema del mezclado presentado a manera de diagrama de bloques en la Figura 4.53b es
un esquema compuesto, en el sentido de que el proceso completo de clasificacion se divide en

dos etapas separadas e independientes, ambas listadas a continuacion.

(1) La primera etapa consiste es separar a las n¢ clases originales C; parai = 1,2,...,n¢,
cada una sin sus muestras conflictivas, y también a la clase conflictiva C,,,, f;. En principio,
esto no debe resultar dificil, pues este problema involucra a n¢o +1 clases separadas, luego,
se aplicara la ved SLFN, para implementar esta primera etapa.

(2) La segunda etapa consiste en otro clasificador que se activa si y solo si el resultado del
primer clasificador es una muestra asignada a la clase conflicto, X € C,, ;. Este segundo
clasificador es uno especializado en resolver el problema en la zona de traslape, en donde
las clases se empalman, por lo que no es recomendable usar una red SLFN en esta etapa.
En este estudio, se usa un clasificador kNN para resolver la clasificacion en la zona de

empalme.

Entonces la red SLFN clasificadora so6lo aplica en la primera etapa, el resultado final de la
clasificacion solo es el mismo que el generado por la red SLFN, si la muestra nueva es asignada a
una de las n¢ clases originales. Silared SLFN asigna una muestra a la clase conflicto, entonces la
decision final sobre a cual clase esta muestra debe ser asignada serd tomada en la segunda etapa,
donde, en este estudio, se usa un clasificador kNN especializado para la zona de empalme.

De la misma manera, compuesto por dos etapas separadas e independientes, es el caso del
esquema del separado. En este caso mostrado esquematicamente en la Figura 4.53¢ se utilizan
tres clasificadores, uno de ellos que puede ser una red SLFN, se encarga de separar las clases

conflicto C¢,,s; de las clases no conflictivas, que basicamente consiste en la union de todas las
ne

clases originales sin sus muestras conflictivas, Cy,,—consi = |J Ci. El segundo y tercer clasifica-
i=1

dor separan de las clases conflictivas y no conflictivas, respectivamente, a las clases originales

asi pues, dos aspectos son muy importantes en esto, y se listan a continuacion.

(1) Laprimera etapa, con el primer clasificador, separa a las clases ccon i de la clase Ceo—con i,
mismas que son separables. Notese que este clasificador es un clasificador binario siempre.

Este primer clasificador se puede implementar usando una red SLFN.
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(2) En la segunda etapa, existen dos clasificadores separados e independientes que pueden
activar simultaneamente, el primero esta especializado en separar, de la zona de no con-
flicto, a las clases originales, este clasificador también se puede implementar a partir de
una red SLFN, pero, también, se puede implementar a partir de otro estilo de clasificador,
uno kNN, por ejemplo. Y el segundo clasificador es muy especializado, debe separar a las
clases originales en la zona de conflicto. Aqui es util utilizar un clasificador kNN para esta

zona.

El clasificador en la Figura 4.53c muestra el diagrama a bloques del esquema de separado.
El clasificador en la segunda etapa, que se encarga de separar a las clases originales en la zona
de no conflicto. En esta figura se muestra implementado a partir de un clasificador kNN, pero
puede ser implementado por una red SLFN, puesto que las clases originales sin sus muestras
conflictivas, son separables.

Los esquemas del mezclado y del separado son esquemas compuestos, luego su implemen-
tacion practica resulta mas compleja. Es por ello que sdlo se recomiendan para los casos con
empalmes severos y moderados [102]. En el caso de empalme ligero, es mucho mds practico
recurrir al esquema del descarte.

En ambos casos del esquema del mezclado y del esquema del separado que se utilizan en
este estudio son clasificadores kNN, por las ventajas mostradas en un problema de clasificacion

es multiclase y no separable [103]:

(1) Son realmente sencillos de implementar.

(2) Son muy flexibles, funcionan con patrones cuyos atributos pueden ser cualquier cosa, siem-
pre y cuando una buena medida de distancia sea también proveida.

(3) Pueden manejar clasificacion multiclase sin ninguna complicacion.

(4) Pueden manejar clasificacion en clases no separables, con el entendido de que algin cierto

grado de error estara presente.

Tienen naturalmente, sus claras desventajas también [103]:

(1) Para funcionar adecuadamente requieren que los datos de entrenamiento sean numerosos.

(2) Puesto que su fundamento es la comparacion de distancias entre las muestras en una ve-
cindad cercana para con una nueva muestra a clasificar, necesitan todas las muestras en
el conjunto de entrenamiento, cada vez que hacen una nueva prediccion.

(3) Lo que sea que se considere como /a medida de distancia, debera ser una buena medida de

distancia, de lo contrario, las predicciones del clasificador resultaran bastante desviadas.
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El clasificador completo en este estudio utiliza el esquema del mezclado, es uno en dos etapas,
como en el caso de los esquemas del separado y del mezclado. En la primera etapa se utiliza el
clasificador SLFN cuya capa oculta sera calculada a partir de la separacion de estas ngo+1 clases.
La segunda etapa utiliza un clasificador kNN especializado en la clase conflicto, como ya fue
antes mencionado. La Figura 4.54 muestra a modo de diagrama a bloques, la construccion final

del clasificador de patrones.

Xec,
Xec,

: Xecq
X € Gy X€EC,
X € Ceonsi :

X €Cp,

Figura 4.54: El clasificador final, utilizado en este estudio, usando el esquema del mezclado

4.7.4. Ejemplos de clasificacion con clases traslapadas

En esta tlltima subseccion, se utilizan los mismos datos en los ejemplo utilizados en la Gltima
subseccion 4.7.2. Se aplican las reglas presentadas en esta seccion para la primera etapa en pro-
blemas de clasificacion traslapados, utilizando el esquema del mezclado. Se muestra el disefio

de la red SLFN clasificadora utilizada en la primera etapa.

4.7.4.1. Ejemplo 4.7.4a

Este es un problema de clasificacion binaria entre dos clases C; y C, con un empalme mo-
derado, como lo muestra la Figura 4.55a. Usando el esquema del mezclado la red SLFN en la
primera etapa del clasificador tiene una capa oculta con np = 6 neuronas. Esto se debe a que
para separar las clases C'; y Ce,, s se requieren ny,, = 3 hiperplanos. Para separar las clases C y
Cen s se requieren nyy,, = 3 hiperplanos, y para separar las clases C; y C se requieren ny,, = 2
hiperplanos. Por lo que usando el esquema OaO, ng = ny,, + ng,. + ng,, = 8 hiperplanos
separan las tres clases en el problema, entonces la red SLFN ha de contar con np = 8 neuronas

ocultas.
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(a) El problema original del 4.7.4a ??on clase separadas, en R? (b) La red SLFN clasificadora en el
Ejemplo 4.7.4a

Figura 4.55: El problema de clasificacion del ejemplo 4.7.4a, separado con clases C1, Cy y Ceny y la red SLFN
para la primera etapa del clasificador, segun el esquema del mezclado

En la Figura 4.55b la capa oculta muestra las np = 8 neuronas que se requieren para separar

las tres clases en el problema.

4.7.4.2. Ejemplo 4.7.4b

Este ejemplo también es un problema de clasificacion en R2. En esta ocasion la clases C}
y U5 contienen np, = np, = 600 muestras, como lo muestra la Figura 4.56a. Las clases como
se muestran en la Figura 4.56 se encuentran moderadamente traslapadas o empalmadas, pues
la clase con mayor cantidad de muestras en conflicto en este caso es la clase C'; que contiene
cerca del 36 % de sus muestras en la zona de conflicto. Para separar las clases C'; y Ceny se
requieren, segun la regla de los hiperplanos, ny,, = 5 hiperplanos, para separar las clases Cy y
Cenys se requieren ng, = 6 hiperplanos y para separar las clases C'; y ¢, se requieren ng,, = 4
hiperplanos. Por la agregacion de hiperplanos propuesta en el esquema OaO, la separacion total
del problema requiere ng = ny,, + nm,, + nmg,, = 5+ 6 + 4 = 15 hiperplanos, y por lo tanto
no = ny = 15 neuronas ocultas, en la red SLFN en la primera etapa del clasificador, como lo
muestra la Figura 4.56b.

Este problema atin més que el anterior, implica clases C', Cy y C.,, s que si bien estan perfec-

tamente separadas, la separacion entre ellas es pequefia y por lo tanto, generando ny = np = 15
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(a) El problema original en el Ejemplo 4.7.4b con clase separadas en R? (b) La red SLFN clasificado-
ra en el Ejemplo 4.7.4b

Figura 4.56: El problema de clasificacion en el Ejemplo 4.7.4b ya separado, con clases Cy, Co y Ceps v su red
SLFN para la primera etapa del clasificador, segun el esquema del mezclado

hiperplanos.

4.7.4.3. Ejemplo 4.7.4c

Este es un problema de clasificacion binario en R®. En este problema existen dos clases
empalmadas, la clase C'; con 500 muestras y la clase C5 con 500. Este caso tiene un empalme
severo, pues cerca del 59 % de las muestras en (5 se encuentran ¢ la zona conflictiva del pro-
blema. El problema aparece en la Figura 4.57a. De la manera acostumbrada las muestras de C',
sin muestras conflictivas aparecen en color rojo, las de Cy en color azul y las de C.,, s en color
negro.

Al aplicar el esquema de separacion multiclase, segin OaO, cono fue expuesto antes, resulta
que para separar las clases C; y C,, s se requieren ng,, = 6 hiperplanos, para separar las clases
Uy y Cepy se requieren ny,, = 7 hiperplanos, y para separar las clases C y Cs se requieren
nm,, = 3 hiperplanos. Al agregar todos estos se tiene que para separar el problema completo,
seran necesarios ny = ng,, + g, + g, = 6 + 7+ 3 = 16 hiperplanos. Por la regla de

los hiperplanos entonces, la red SLFN en la primera etapa del clasificador compuesto, segun
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IV. Desarrollo

el esquema del mezclado tendra una capa oculta compuesta por np = ny = 16 neuronas. La
Figura 4.57b muestra esta red SLFN clasificadora.
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(a) El problema original en el Ejemplo 4.7.4c con clase separadas en R? (b) La red SLFN clasificado-
ra en el Ejemplo 4.7.4c

Figura 4.57: El problema de clasificacion en el Ejemplo 4.7.4c ya separado con clases Cv, Cy y Ceny y su red
SLFN para la primera etapa del clasificador, segun el esquema del mezclado

Este ejemplo muestra que su red SLFN clasificadora tiene una capa oculta grande, pues la
cantidad de hiperplanos que separan las clases involucradas en el problema es alto dado lo ajus-

tado que se encuentra cada par de clases, en el espacio R? en donde se encuentran.
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Capitulo 5
Validacion

En este capitulo una serie de problemas de clasificacion son presentados. La idea de este
capitulo es finalmente evaluar el desempefio del clasificador SLFN, cuya Unica capa oculta es
calculada usando la regla de los hiperplanos. La evaluacion se realiza comparando el desempefio

con respecto a otras técnicas de clasificacion.

5.1. Técnicas de clasificacion a comparar

Las técnicas clasificadoras a considerar en esta comparacion con la red SLFN disefiada con

el esquema propuesto aqui, son los cuatro listados a continuacion.

(1) Un clasificador kNN con un valor k = 5.
(2) Un clasificador bayesiano con una parametrizacion normal.
(3) Un clasificador SVM con kernel RBF.

(4) Un clasificador basado en drboles de decision.

5.1.1. El clasificador kNN

El clasificador kNN es una forma de clasificacion sin supervision que goza de gran popu-
laridad por su simple implementacion, y al menos en problemas de clasificacion simples suele
comportarse de excelente manera, ademas no asume ninguna distribucion o parametrizacioén en
la informacion. Su regla para tomar una decision sobre a qué clase C; parai = 1,2, ..., n¢ debe
asignar una nueva muestra X € R"Z es muy simple: asignarla a la clase a la que la mayoria de
sus vecinos pertenece. Esto implica que cada vez que una nueva muestra debe ser clasificada, el

clasificador kNN debe localizar los vecinos mas cercanos especificamente k de ellos.
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Su principal desventaja sin embargo, es su modelo de aprendizaje conocido como aprendizaje
perezoso. Sucede que los clasificadores kNN en realidad no aprenden nada de la informacion de
entrenamiento [55]. Antes bien, usan toda la informacién de entrenamiento cada vez que deben
tomar una nueva decision para localizar los £ vecinos mas cercanos, lo que hace evidente que su

uso en problemas con mucha informacion sea poco recomendable.

Ademas del conjunto de entrenamiento, el clasificador KNN posee un segundo parametro que
dictamina en gran medida su propio desempefio, y este se refiere al valor £ € N. Este es tamafio
de la vecindad, es decir la cantidad de vecinos que serdn admitidos para la decision final sobre
una nueva muestra. Este parametro debe utilizarse con el valor correcto, pues si es muy grande
el procedimiento final serd aun mas lento, y si es muy pequefio el resultado de la clasificacion
suele quedar sobreajsutado.

5.1.2. El clasificador bayesiano

El clasificador bayesiano o clasificador NB por las siglas en inglés de Naive Bayes, es también
un clasificador muy popular. Tiene como principal ventaja el que es un clasificador simple de
implementar, y su regla de decision también es muy simple: asignar un nuevo patron a la clase
cuya probabilidad posterior sea mayor, es decir que asigna X € R"Z a la clase C;, para i =
1,2,...,n¢, siempre que p(X € C;|d) > p(X € C;|d) para i # j y en donde d es la evidencia
del problema.

Una de las ventajas mas evidentes del uso del clasificador bayesiano es que la evidencia d es
facil de obtener a partir de los datos de entrenamiento, asi como también lo es el calculo de las

probabilidades involucradas.

Su principal desventaja es que el clasificador bayesiano supone que la informacién de en-
trenamiento se ajusta o sigue una distribucion especifica para asi calcular las probabilidades
necesarias en el uso de la regla de Bayes, esta presuncion es demasiado, pues en la mayoria de
los casos la informacion de entrenamiento no sigue una distribucioén de datos especifica, lo que
puede provocar que las predicciones de un clasificador bayesiano resulten poco confiables. Otra
desventaja del clasificador bayesiano es que supone que los atributos de los patrones de entrada
son independientes, esta es una de las razones por la que este tipo de clasificador es sencillo de
implementar, y sin embargo, los atributos de un patrén de entrada suelen estar relacionados en

menor o mayor grado.
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5.1.3. El clasificador basado en arboles de decision

Otro clasificador que goza de enorme popularidad es el clasificador basado en arboles de
decision. Un clasificador de este estilo toma una decision acerca de la categoria a que asigna una
nueva muestra de acuerdo con un particionamiento que lleva a cabo del espacio del problema,
de tal forma que cada partimiento ocurre de acuerdo con una comparacion de los atributos del
problema y ciertos umbrales previamente establecidos para cada atributo, sobre el espacio estado.
Eventualmente, durante uno de los particionamientos se encontrara la clase a la que el patron
pertenece.

El clasificador basado en un arbol de decision se implementa como una simple serie de pre-
guntas cuya respuesta es si, o no, una vez respondida una de ellas otra se presenta de inmediato,
cada pregunta particiona el espacio del problema, hasta que eventualmente la pregunta original
es respondida, y la clase de la nueva muestra queda expuesta. También cada pregunta equivale a
un nodo del arbol, cada respuesta lleva hacia uno de dos hijos del nodo, dando lugar a un nuevo
nivel de profundidad. De esta manera la raiz de arbol es el punto de inicio, es la primer pregunta
de la serie. Las hojas del arbol en cambio, son las respuestas a la pregunta original, la respuesta
acerca de la clase a la que pertenece el nuevo patron. El entrenamiento de un clasificador basado
en redes de decision consiste en precisamente construir el arbol de decision a partir de los datos
de entrenamiento.

Los arboles de decision como clasificadores tienen algunas claras ventajas [104]: son faciles
de implementar, son intuitivos, es decir, la forma en que razonan se parece mucho a la manera en
que lo hace la mayoria de las personas, funcionan tanto con informacion categoérica como numé-
rica, ademas son capaces de funcionar bien con datasets grandes. Tienen sin embargo, algunas
desventajas [104], por ejemplo tienden a sobreajustarse mucho a la informacion, por lo que no
generalizan bien. Son muy poco robustos en el sentido de que cualquier cambio en la informa-
cion de entrenamiento invalida a todo el arbol recién aprendido, tienden a favorecer a las clases
mayoritarias. Por si fuera poco, el problema de construir un arbol éptimo es un problema np, es
decir que es muy dificil conseguir un arbol 6ptimo, y se debe conformar con uno subdptimo en

la mayoria de los casos.

5.1.4. El clasificador SVM

En realidad una méaquina SVM es una red SLFN, excepto que su método de aprendizaje y
parte de su funcionamiento interno difiere del de las redes MLP regulares. Las maquinas SVM,

siglas en inglés de Support Vector Machine, son maquinas de aprendizaje bastante populares
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actualmente. Las maquinas SVM son clasificadores por naturaleza son clasificadores binarios,
especificamente.

Las maquinas SVM son clasificadores binarios, unicamente en esta modalidad pueden fun-
cionar, y se entrenan usando optimizacion cuadratica, lo que les hace clasificadores muy con-
fiables en lo que a aprender relaciones entrada y salida se refiere. Las maquinas SVM aprender
a separar las muestras de una y otra clase, transformando el espacio original del problema R"~
en otro espacio R™7* en donde las muestras de entrenamiento son linealmente separables, y en
donde n,,; > ng. Asi pues, un hiperplano separa las dos clases.

Y este hiperplano separador en ese espacio aumentado, se localiza mediante los vectores
soporte, aquellas muestras en el conjunto de entrenamiento, que localizan de manera tnica en
donde se posiciona el hiperplano, ninguna otra muestra logra esto, solo los vectores soporte. Si
uno de estos vectores soporte se mueve se mueve también el hiperplano separador.

Las maquinas SVM tienen la ventaja de poseer un método de entrenamiento que siempre
resulta en el valor 6ptimo de las conexiones, pues su superficie de desempefo a optimizar es
siempre cuadratica. Ademas el tamafio de la capa oculta, uno de los problemas primordiales de
las redes SLFN, queda establecida por la cantidad de vectores de soporte, y esta cantidad es uno
de los productos del método de entrenamiento de las maquinas SVM. Sin embargo las méaquinas
SVM padecen algunas claras desventajas, por ejemplo, sélo son clasificadores binarios, para un
problema multiclase se deben combinar mas de dos maquinas SVM distintas. Otra desventaja es

que no suelen comportarse bien en problemas con una gran cantidad de datos.

5.2. Ejemplos de aplicacion

En esta seccion, se presentan algunos problemas de clasificacion, cada uno de ellos con di-
ferentes caracteristicas, y niveles de dificultad. La intencion del presente capitulo, es presentar,
y revisar, el desempeio del clasificador basado en una red SLFN cuya cantidad de neuronas la
capa oculta fue determinada con la regla de los hiperplanos. El andlisis del comportamiento de

la red clasificador a SLFN ocurre en dos formas, como se lista a continuacion.

(1) Determinando, de diferentes maneras, la cantidad np, y cual es el desempefio de la red
SLFN producida, en cada caso.

(2) Comparando el desempeno del clasificador SLFN, que usa la regla de los hiperplanos para
obtener np, con otros modelos de clasificadores.

En el primer caso lo que se compara es la exactitud de clasificacion de lared SLFN, utilizando
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otros métodos para establecer no. asi como el tiempo requerido para obtener no. En este sentido,

ademas del método aqui propuesto, se exponen otros tres métodos:

(1) Laregla de oro denominada regla del promedio, que establece que np = %
(2) Laregla de oro denominada la regla de los dos tercios, que hace np = Q"TE + ng.

(3) Y el llamado método constructivo de fuerza bruta.

En el segundo caso la exactitud de la red disefiada con el método propuesto se compara con
cuatro clasificadores. Los clasificadores son, un clasificador kNN con k = 5, un clasificador
bayesiano con parametrizacion normal, un clasificador basado en arboles de decision, y una
maquina SVM con un kernel RBF. En cada ejemplo los diferentes clasificadores se comparan

usando los criterios listados a continuacion.

(1) La exactitud del clasificador, esto es, el porcentaje de muestras bien clasificadas.

(2) El tiempo de que le toma al clasificador alcanzar su respuesta, medida en segundos.

5.2.1. Ejemplos de aplicacion sobre datasets artificiales

Los siguientes nueve ejemplos ilustran la aplicacion de la construccion de un clasificador
basado en una red SLFN cuya capa oculta ha sido construida usando el método propuesto y su
comparacion con otros métodos tanto para construir la capa oculta, como de otros modelos de
clasificacion sobre conjuntos de datos que han sido generados artificialmente. Se dice que un
dataset es artificial cuando ha sido generado buscando llenar ciertas caracteristicas o atributos
especiales, sea para simular un proceso con parametros conocidos, o para formar un dataset
con una forma o distribucién muy especifica de modo que bajo estas circunstancias sea mas
sencillo comparar el desempeino de los diferentes modelos que seran puestos a prueba. Estos
nueve ejemplos han sido ya presentados en el capitulo anterior.

Para la implementacion de cada uno de estos cinco modelos de clasificadores dos toolboxes

de Matlab han sido utilizados, a saber, los listados a continuacion
(1) Eltoolbox Statistics and Machine Learning Toolbox.
(2) El toolbox Deep Learning Toolbox.

El toolbox Statistics and Machine Learning Toolbox proporciona la facilidad para implemen-
tar clasificadores como el clasificador kNN, el clasificador bayesiano, el clasificador basado en
arboles de decision, y el clasificador SVM. Por otro lado el toolbox Deep Learning Toolbox

proporciona la facilidad en la implementacion del clasificador SLFN.
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5.2.1.1. Ejemplo 5.2.1a

Este primer problema es un problema de clasificacion en R?, entre dos clases, la clase C; con
1000 muestras de entrenamiento y la clase C5 con 1100. La distribucion de las clases aparece
en la Figura 5.1. Dos tablas muestran una comparativa en cuanto a metodologias. Una de ellas
con el comportamiento de la red SLFN, contrastando con tres técnicas alternativas para obtener
el tamafio de la capa oculta. En la otra tabla, el comportamiento de la misma red SLFN como

clasificadora, en comparacion a las otras cuatro técnicas para implementar un clasificador.

Figura 5.1: El problema original en R? del Ejemplo 5.2.1a

Tabla 5.1: Tabla comparativa sobre métodos Tabla 5.2: Tabla comparativa de los cinco mo-
para obtener no en el Ejemplo 5.2.1a delos de clasificador en el Ejemplo 5.2.1a
Método no | Tiempo | Exactitud Método Exactitud | Tiempo
Promedio 2 0.001 85 Hiperplanos 98 0.13
Dos tercios | 3 0.001 85 Bayesiano 93 0.12
Constructivo | 4 140 98 kNN 98 0.16
Hiperplanos | 4 85 98 Arboles 95 0.14

En este ejemplo la red SLFN clasificadora utiliza no = 4 neuronas en su capa oculta, pro-
ducto de aplicar la regla de los hiperplanos. Se puede observar como el desempefio de la red
MLP clasificadora es similar, comparable al el clasificador kKNN. La Tabla 5.1 muestra el com-
portamiento de la técnica de la regla de los hiperplanos, en comparacion con las reglas de oro,
la del promedio, y la de los dos tercios, y con el método constructivo, en lo que a establecer el
tamano de la capa oculta se refiere. Es notorio que por un lado, la regla de los hiperplanos y el
método constructivo obtienen el mismo resultado en cuanto a exactitud, sin embargo su tiempo
para la obtencion del tamafio de la capa oculta es mayor al de las reglas de oro, esta comparacion

aparece en la Tabla 5.2.
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5.2.1.2. Ejemplo 5.2.1b

Este problema de clasificacion se mostro en el segundo ejemplo de las secciones 4,3 y 4,4. Es
también un problema de clasificacion binario. Aqui las clases C'; contiene 600 muestras y la clase
Cs, contiene 1200, en R?. Las clases aunque son separables muestran un muy claro desbalance
entre ellas, siendo (5 la clase mayoritaria. La Figura 5.2 muestra la distribucion de estas dos

clases en su espacio R2,

Figura 5.2: El problema de clasificacion para el Ejemplo 5.2.1b

Este problema a pesar de presentar un claro desbalance, no es un problema para tres de los
cuatro clasificadores basados en la red SLFN, como lo muestra la Tabla 5.3. En este caso el mé-
todo constructivo supera al resto en cuanto al desempefio, aunque claramente es el que tardé mas
para obtener el tamafio de la capa oculta. La regla de los dos tercios y la regla de los hiperplanos

tienen el mismo desempefio esta vez.

Tabla 5.3: Comparacion entre métodos para Tabla 5.4: Comparacion de los métodos clasi-
obtener no en el Ejemplo 5.2.1b ficadores en el Ejemplo 5.2.1b
Meétodo no | Tiempo | Exactitud Método Exactitud | Tiempo
Promedio 2 0.001 85 Hiperplanos 93 0.13
Dos tercios | 3 0.001 93 Bayesiano 88 0.12
Constructivo | 4 70 98 kNN 95 0.16
Hiperplanos | 3 15 93 Arboles 89 0.14

Por otro lado, en cuanto a los otros clasificadores, el clasificador KNN logra el mejor desem-
pefio en lo que a exactitud se refiere. la regla de los hiperplanos tiene el segundo mejor desem-

peno. Esto se aprecia claramente en la Tabla 5.4.
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5.2.1.3. Ejemplo 5.2.1¢

Este es el tercer problema de clasificacion presentado en las secciones 4,3 y 4,4. Es un pro-

blema de clasificacion binaria en R2. Las clases C; que contiene 1700 muestras, y la clase C

que contiene np, = 2200de ellas. Las clases son separables con una superficie de decision mas

bien compleja, como lo muestra la Figura 5.3.

Figura 5.3: El problema de clasificacion para el ejemplo 5.2.1c

En este problema entre los métodos para obtener el tamafo de la capa oculta, se tiene que

los mejores métodos en cuanto a la exactitud de clasificacion se logran con la regla de los hiper-

planos, y con el método constructivo. En ambos casos toma mayor tiempo establecer tal valor,

aunque significativamente menor con la regla de los hiperplanos. Esto lo muestra claramente la

Tabla5s.5.

Tabla 5.5: Comparacion entre métodos para
obtener ng en el Ejemplo 5.2.1c

Método no | Tiempo | Exactitud
Promedio 2 0.001 85
Dos tercios 3 0.001 93
Constructivo | 4 210 94
Hiperplanos | 4 38 94

Tabla 5.6. Comparacion de los métodos clasi-
ficadores en el Ejemplo 5.2.1c

Método Exactitud | Tiempo
Hiperplanos 91 0.23
Bayesiano 83 0.2
kNN 93 0.37
Arboles 86 0.17

También como lo muestra la Tabla 5.6, el clasificador kNN tiene el mejor desempetio, apenas

un poco mejor al obtenido por la red SLFN cuya capa oculta ha sido obtenida con la regla de los

hiperplanos, su tiempo de ejecucion sin embargo, ha sido mayor.
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5.2.1.4. Ejemplo 5.2.1d

Este es en realidad el quinto problema presentado tanto en la seccion 4.2 como en la seccion
4.3. Es un problema de clasificacion binario en R®. La clase C cuenta con = 1200 muestras y la
clase C5 con 1400. Ambas clases son separables. La Figura 5.4 muestra la distribucion de estas
dos clases.

Figura 5.4: El problema de clasificacion para el ejemplo 5.2.1d

La Tabla 5.7 muestra la comparacion entre las cuatro técnicas usadas para establecer el tama-
o de la capa oculta, es facil ver como es el método constructivo quien tiene el mejor desempefio,
apenas un poco mejor que el método de los hiperplanos, aunque el tiempo para obtener el tamafio

de la capa oculta es evidentemente menor.

Tabla 5.7: Comparacion entre métodos para Tabla 5.8: Comparacion de los métodos clasi-
obtener no en el ejemplo 5.2.1d ficadores en el Ejemplo 5.2.1d
Método no | Tiempo | Exactitud Método Exactitud | Tiempo
Promedio 2 0.001 87 Hiperplanos 94 0.28
Dos tercios | 3 0.001 87 Bayesiano 89 0.26
Constructivo | 6 265 96 kNN 92 0.37
Hiperplanos | 4 56 94 Arboles 90 0.20

En cuanto a la comparacion con los otros clasificadores mostrada en la Tabla 5.8, se puede
ver que en este caso el mejor desempefio lo obtuvo la red SLFN cuya capa oculta fue calculada
con la regla de los hiperplanos. El clasificador kNN queda un poco mas abajo, notando que en
esta ocasion el desempefio de casi todos los clasificadores es parecido, no muy alejados en cuanto

a desempefio, uno del otro.

115



V. Validacion

5.2.1.5. Ejemplo 5.2.1e

Este es un ejemplo en R? de un problema multiclase con nc = 3, es el primer problema
presentado en la seccion 4.6. La clase C'; contiene 700 muestras, la clase C5 contiene también
700 muestras y la clase C'5 también contiene 700 muestras. Las clases son separables como lo

muestra la Figura 5.5.

Figura 5.5: El problema de clasificacion para el Ejemplo 5.2.1e

En la Tabla 5.9 se puede ver que el mejor desempefio lo obtiene la red SLFN cuya capa oculta
fue calculada con un método constructivo. Aunque su mejor desempeiio es apenas un poco mejor
que para el método de la regla de los hiperplanos, misma que ha utilizado la regla OaO para llegar
al tamano de la capa oculta. A pesar de esto, el tiempo que le toma a la regla de los hiperplanos

calcular el tamafio de la capa oculta es mucho menor.

Tabla 5.10: Comparacion de los métodos cla-

Tabla 5.9: Comparacion entre métodos para sificadores en el Ejemplo 5.2.1e

obtener no en el Ejemplo 5.2.1e

Método no | Tiempo | Exactitud ‘Metodo Exactitud | Tiempo
. Hiperplanos 95 0.28
Promedio 2 0.001 81 :
. Bayesiano 90 0.26
Dos tercios 4 0.001 &5
) kNN 94 0.41
Constructivo | 8 750 97 .
Hiperplanos | 6 | 120 95 Arboles 92 0.20
DeTp SVM 92 0.30

En cuanto a la comparacion en el desempeio de los otros cuatro métodos de clasificacion
utilizados que la red SLFN tiene el mejor desempefio de todos, mostrado en la Tabla 5.10 El
clasificador kNN tiene un desempefo similar, aunque le toma mas tiempo tiempo completar su

tarea.

116



V. Validacion

5.2.1.6. Ejemplo 5.2.1f

Este es el caso de un problema multiclase con nc = 3, en R3. Es el segundo problema en

la seccion 4.6. La clase C'; cuenta con 600 muestras, la clase C'; cuenta con 800 muestras, y la

clase ('3 cuenta con 1100 muestras. Las clases son separables como lo muestra la Figura 5.6. La

clase C'; aparece con muestras en color rojo, la clase C, con muestras en color azul, y la clase

C3 con muestras en color verde.

Figura 5.6: El problema de clasificacion para el ejemplo 5.2.1f

Este problema de clasificacion multiclase ha utilizado el esquema OaO para implementar la

regla de los hiperplanos. La Tabla 5.11 muestra la comparacion en el desempefio de las cuatro

diferentes formas para calcular el tamafio de la capa oculta. Se aprecia nuevamente que el mejor

desempefio lo obtiene el método constructivo, mismo que es apenas un poco mejor que el de la

regla de los hiperplanos, aunque nuevamente el tiempo para obtener el tamafio de la capa oculta

es mucho menor. Es obvio también que el tiempo que les ha tomado a estos dos métodos el

calcular el valor no es bastante elevado en comparacion con las reglas de oro.

Tabla 5.11: Comparacion entre métodos para
obtener no, en el Ejemplo 5.2.1f

Método no | Tiempo | Exactitud
Promedio 3 0.001 76
Dos tercios 6 0.001 84
Constructivo | 14 812 96
Hiperplanos | 17 360 93

Tabla 5.12: Comparacion de los métodos cla-

sificadores en el Ejemplo 5.2.1f

Método Exactitud | Tiempo
Hiperplanos 93 0.38
Bayesiano 92 0.52
kNN 94 0.46
Arboles 93 0.18
SVM 93 0.27

La Tabla 5.12 muestra el desempeiio de los cinco modelos de clasificador considerados. Se

puede ver que en este caso el clasificador kNN tiene el mejor desempefio, apenas por encima
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de la maquina SVM y de la red SLFN, estas tltimas tienen el mismo desempefio. En cuanto al
clasificador disefiado con la regla de los hiperplanos, debe recordarse que la elevada cantidad
obtenida de hiperplanos se debe en gran parte a que las clases permanecen muy cerca una de la
otra, lo que hace que la tolerancia de ajuste para los hiperplanos con las muestras del promedio

entre clases sea muy pequeiia.

5.2.1.7. Ejemplo 5.2.1g

Este es el primer ejemplo de un problema no separable y se corresponde con el primer pro-
blema presentado en la seccion 4.7. Es un problema de clasificacion en R? entre dos clases. La
clase ('} con 600 muestra y la clase Cy con 600 muestras también. Estas dos clases no son se-
parables y la clase C'; contiene un empalme cercano al 46 %. Asi que es un empalme moderado.
La Figura 5.7 muestra la distribucion de las clases, la clase 'y aparece con sus muestras en color

rojo y la clase 'y aparece con sus muestras en color azul.

Figura 5.7: El problema de clasificacion para el Ejemplo 5.2.1g

La Tabla 5.13 muestra la comparacion entre los cuatro métodos considerados para obtener
el tamafio de la capa oculta. Se puede apreciar una vez mas como los métodos constructivos y
de la regla de los hiperplanos son quienes mejor desempeiio tienen en cuanto a la exactitud del

clasificador final. Ambos método resuelven el mismo valor para ng, el tamaio de la capa oculta.

Es claro, al observar la Tabla 5.14 que el clasificador kNN ha obtenido el mejor desempefio
en lo que a exactitud del clasificador se refiere. Apenas un poco mejor que el clasificador SLFN

que utiliza la regla de los hiperplanos para calcular el valor ne.
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Tabla 5.14: Comparacion de los métodos cla-

Tabla 5.13: Comparacion entre métodos para sificadores en el Ejemplo 5.2.1g

obtener np, en el Ejemplo 5.2.1g

- . Mé Exacti Tiem
Método no | Tiempo | Exactitud - Stodo actitud empo
- Hiperplanos 93 0.38
Promedio 2 0.001 81 :
: Bayesiano 88 0.46
Dos tercios 3 0.001 81
) kNN 94 0.40
Constructivo | 8 300 93 .
Hiperplanos | 8 250 93 Arboles 85 0.18
PeTp SVM 91 0.27

5.2.1.8. Ejemplo 5.2.1h

Este es el segundo problema en la seccidon 4.7. Es un ejemplo de clasificacion binario en R?,
en donde las clases involucradas C'; y (5 tienen la misma cantidad de muestras, que son 600 de
ellas. Las dos clases se encuentran moderadamente empalmadas pues en el peor de los casos, el
de la clase (] tiene cerca del 36 % de sus muestras como conflictivas. La distribucion de ambas
clases se muestra en la Figura 5.8, la clase ('} aparece con muestras en color rojo y la clase Cy

con muestras en color azul.

Figura 5.8: El problema de clasificacion para el ejemplo 5.2.1h

Con las diferentes técnicas para obtener la cantidad np, las redes resultantes tienen el desem-
peno mostrado en la Tabla 5.15. Una vez méas el mejor desempefio lo tiene el método constructivo,

y no muy lejos se encuentra el método de la regla de los hiperplanos.

La Tabla 5.16 permite apreciar como es el clasificador kNN el que mejores resultados obtiene
en este ejemplo. El clasificador SLFN y la maquina SVM obtienen un resultado equivalente

apenas un poco menor al del clasificador kNN.
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Tabla 5.16: Comparacion de los métodos cla-

Tabla 5.15: Comparacion entre métodos para sificadores en el Ejemplo 5.2.1h

obtener np en el Ejemplo 5.2.1h

- . Mé Exacti Tiem
Meétodo no | Tiempo | Exactitud : Stodo actitud empo
) Hiperplanos 90 0.32
Promedio 2 0.001 81 :
. Bayesiano 85 0.46
Dos tercios 3 0.001 82
) kNN 92 0.32
Constructivo | 11 320 91 ,
Hiperplanos | 15 | 220 89 Arboles 85 0.20
PCTp SVM 90 0.30

5.2.1.9. Ejemplo 5.2.1i

Este es un problema de clasificacion entre dos clases en R3. Es el tercer problema en la
seccion 4.7. Las dos clases involucradas, C y Cs, se encuentran severamente empalmadas, pues
cerca del 59 % de las muestras en C; son conflictivas. La Figura 5.9 muestra la disposicion de
estas dos clases, en color rojo las muestras de (', en color azul las muestras de la clase Cj.

Ambas clases contienen la misma cantidad de muestras, 500 de ellas.

Figura 5.9: El problema de clasificacion, para el Ejemplo 5.2.1i

Este problema de clasificacion con clases empalmadas se somete primero a la prueba entre
metodologias para establecer el tamafio de la capa oculta de una red SLFN, la cantidad no. Los
resultados los muestra la Tabla 5.17. Se aprecia una vez mas como el método constructivo obtiene
el resultado con mejor exactitud, el método de la regla de los hiperplanos ha obtenido una capa
oculta mas grande puesto que las clases involucradas incluida la clase conflicto, esta muy cercana
al resto de las clases.

La Tabla 5.18 muestra la segunda comparacion, la de los cinco modelos de clasificador en
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Tabla 5.18: Comparacion de los métodos cla-

Tabla 5.17: Comparacion entre métodos para sificadores en el ejemplo 5.2.1i

obtener np, en el Ejemplo 5.2.1i

- . Mé Exacti Tiem
Método no | Tiempo | Exactitud - Stodo actitud empo
) Hiperplanos 87 0.30
Promedio 3 0.001 72 :
: Bayesiano 80 0.38
Dos tercios 6 0.001 82
) kNN 92 0.32
Constructivo | 13 346 91 ,
Hiperplanos | 18 250 87 Arboles 85 0.20
PeTp SVM 88 0.32

competencia. Se puede apreciar que el clasificador kNN tiene un desempefio apenas mejor que
el de lared SLFN y que el de la maquina SVM.

5.2.2. Ejemplos de aplicacion sobre datasets reales

Los ejemplos que a continuacion se presentan corresponden a un dataset real, informacion
recopilada sobre un proceso real, son datos generados durante el muestreo y recoleccion de infor-
macion de un autor o autores que seguian un suceso especifico y que decidieron hacer publicos
su informacion recopilada. En la exposicion de los siguientes problemas de clasificacion, la dis-
tribucion de las clases en su espacio no serd ilustrada, al ser la mayoria de estos problemas que
ocurren en espacios mayores al tridimensional, lo que dificulta en gran medida el contar con una

ilustracion intuitiva de las clases en su espacio.

5.2.2.1. El dataset TAE

El dataset TAE, siglas en inglés de Teacher Assistant Evaluation dataset [105], es un problema
de clasificacion en R®. Este dataset contiene las evaluaciones de np = 150 maestros o asistentes
de maestro, tomadas en el departamento de estadistica de la universidad de Winsconsin-Madison.
Este dataset representa un problema de clasificacion multiclase formado por las muestras de tres
clases, la clase C'; de los asistentes de maestro con buen desempefio, la clase C5 fr los asistentes
de maestro con desempefio promedio, y la clase (5 de los asistentes de bajo desempeiio. La clase
(' contiene 49 muestras, la clase C5 contiene 52 muestras y la clase C5 contiene 49 muestras.
Este es un problema de clasificaciéon con un empalme moderado, pues la clase C; contiene cerca
del 48 % de sus muestras en la zona de conflicto.

Al observar la Tabla 5.19 se puede concluir que tanto el método constructivo como la regla
de los hiperplanos construyen una red SLFN con el mejor desempefio posible. En lo que a la
comparacion del método de la regla de los hiperplanos para producir la red SLF con otros mode-

los de clasificador, los resultados se muestran en la Tabla 5.20. Es evidente que en este problema
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Tabla 5.20: Comparacion de los métodos cla-

Tabla 5.19: Comparacion entre métodos para sificadores en el problema del dataset TAE

obtener no, en el problema del dataset TAE

- . Mé Exacti Tiem
Meétodo no | Tiempo | Exactitud : Stodo actitud e1mpo
- Hiperplanos 83 0.30
Promedio 4 0.001 61 :
. Bayesiano 96 0.38
Dos tercios 6 0.001 65
) kNN 93 0.38
Constructivo | 8 364 83 /
Hiperplanos | 8 | 290 83 Arboles 80 0.20
PCTp SVM 58 0.36

ha sido el clasificador bayesiano quien el mejor desempeno logra. El clasificador SLFN tiene un

desempefio mas bajo pero atn respetable.

5.2.2.2. El dataset Crabs

Este es un dataset en R®. Es un problema de clasificacion binario cuyas np = 100 muestras
se corresponden con dos subespecies de la especia Leptograspus, un cangrejo tropical [106]. Las
dos clases involucradas son por una lado, la clase C'; de la especie azul del Leptograspus, y la
clase C'; de la especie anaranjada. Cada clase queda representada por 50 muestras. Este es un
problema de clasificacion moderadamente empalmado pues cerca del 47 % de las muestras en

Cs5 que es la clase con mas muestras conflictivas.

Tabla 5.22: Comparacion de los métodos cla-

Tabla 5.21: Comparacién entre métodos para sificadores en el problema del dataset Crabs

obtener no, en el problema del dataset Crabs

Método no | Tiempo | Exactitud ‘Metodo Exactitud | Tiempo
. Hiperplanos 83 0.30
Promedio 4 0.001 61 .
. Bayesiano 86 0.38
Dos tercios 6 0.001 65
) kNN 93 0.38
Constructivo | & 370 83 /
Hiperplanos | 8 | 306 83 Arboles >0 0.4
PeTp SVM 58 0.36

La Tabla 5.22 muestra la comparacion entre los cinco modelos de clasificador considerados.
Es interesante como el clasificador kNN tiene un desempefio que supera por mucho al resto de los
clasificadores, si bien el clasificador SLFN muestra atin un desempefio superior al del clasificador
basado en arboles de decision y al clasificador SVM. La Tabla 5.21 muestra el desempefio del
clasificador SLFN con una capa oculta calculada con cuatro diferentes métodos. Nuevamente se

observa como el método constructivo y la regla de los hiperplanos obtienen el mismo resultado.
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5.2.2.3. El dataset Iris

Iris es quiza el dataset mas popular y conocido en el ambiente de los clasificadores de pa-
trones. Su origen se remonta a la década de 1930, cuando Ronald Fisher, un bidlogo y estadista
inglés lo cre6 como herramienta para un estudio de analisis de discriminantes lineales [107]. Es
un dataset que contiene la recopilacion de np = 150 muestras en R*, sobre tres especies o clases
de la flor iris. La clase C'; contiene 50 muestras de la especie iris Setosa, la clase 'y contiene
50 muestras de la especie iris Versicolor, y la clase C'5 contiene 50 muestras de la especie Iris
Virginica. La version que en este estudio se presenta es una version modificada a la original, es
la version mas comun actualmente y se debe a [108].

El dataset Iris es un problema de clasificacion multiclase severamente empalmado, pues la
clase Iris Versicolor, es decir la clase (s, tiene cerca del 70 % de sus muestras en la zona de em-
palme. Comparando las cuatro diferentes técnicas para encontrar el valor no, el método cons-
tructivo resulta el mejor de todos, la regla de los hiperplanos le sigue, aunque su desempefio
no es muy similar al del método constructivo como lo muestra la Tabla 5.23. Por otro lado, en
cuanto al desempefio de los cinco modelos de clasificador, tanto la regla de los hiperplanos como
el método de los arboles de decision se quedan atras de los otros tres modelos. Ahora, el mejor
desempefio lo tiene una vez mas el clasificador KNN como lo ilustra la Tabla 5.24.

Tabla 5.24: Comparacion de los métodos cla-

Tabla 5.23: Comparacion entre métodos para sificadores en el problema del dataset Iris

obtener no, en el problema del dataset Iris

Método no | Tiempo | Exactitud ‘Metodo Exactitud | Tiempo
. Hiperplanos 85 0.40
Promedio 3 0.001 60 .
. Bayesiano 93 0.85
Dos tercios 6 0.001 65
. kNN 98 0.62
Constructivo | 12 340 93 /
Hiperplanos | 9 250 85 Atboles >4 0.6
PeTp SVM 93 0.50

Una explicacion plausible porque la red SLFN clasificadora tiene en este ejemplo un desem-
peio relativamente bajo, se debe a que en este ejemplo, el empalme es muy severo, por lo que
el esquema del mezclado aun con su clasificador de segunda etapa no es capaz de recuperar la
informacion completa, el aislamiento de la zona de conflicto se ve comprometido cuando una de

las clases, en este caso la clase C, casi desaparece por completo.

5.2.2.4. El dataset Haberman’s Survival Dataset

Este es un dataset en R*. Contiene la informacion historica acerca del tiempo de supervi-

vencia al tratamiento de cancer de mama en diferentes mujeres sometidas a una cirugia para tal
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padecimiento en un periodo de tiempo que abarca de 1958 a 1970, en el hospital Billings de la
Universidad de Chicago [108]. El problema es de clasificacion binaria, siendo la clase C1, la de
mujeres que no han sobrevivido mas de cinco afios, y la clase C; la de mujeres que sobrevivieron
a los cinco anos después de la operacion. La clase C'; estd compuesta por 212 muestras y la clase
Cs por 357 muestras, por lo que es un problema desbalanceado, siendo C5 la clase mayoritaria. El
problema ademas tiene un empalme severo, pues cerca del 75 % de C; son muestras conflictivas.

La Tabla 5.25 muestra la comparacion entre las cuatro técnicas para obtener el tamafio de la
capa oculta. Se puede apreciar que la red SLFN construida usando la regla de los dos tercios y la
regla de los hiperplanos tienen un comportamiento equivalente, aunque detras del desempefio de
la red SLFN construida mediante el método constructivo. La Tabla 5.26 muestra que excepto por
el clasificador basado en arboles de decision, el resto de ellos tiene un desempefio muy efectivo,

si bien el clasificador kNN sigue superandolos a todos.

Tabla 5.26: Comparacion de los métodos cla-
sificadores en el problema del dataset Haber-
man s Survival

Tabla 5.25: Comparacion entre métodos para
obtener no, en el problema del dataset Haber-
man s Survival

Método no | Tiempo | Exactitud 'Metodo Exactitud | Tiempo
. Hiperplanos 92 0.32
Promedio 3 0.001 90 .
. Bayesiano 95 0.65
Dos tercios 4 0.001 92
. kNN 95 0.62
Constructivo | 7 210 95 »
Hiperplanos | 5 140 92 Arboles 12 0.67
PeIp SVM 92 0.32

5.2.2.5. El dataset Paychecks

Este también es un problema de clasificacion binaria en R*, es un problema de clasificacion
entre las clases ('} que contiene muestras de cheques falsos, y la clase C'; que contiene muestras
de cheques legitimos [109]. La clase C'; contiene 600 muestras de cheques falsos y la clase C
contiene 732 muestras de cheques legitimos. El problema de clasificacion en este dataset es uno
moderadamente empalmado pues cerca del 32 % de las muestras en C se localizan en la zona
de conflicto del problema.

La Tabla 5.27 muestra la comparacion en el desempeio de los diferentes métodos para cal-
cular el tamafio de la red SLFN clasificadora en el problema actual. Se puede apreciar que en
este caso, practicamente cualquiera de las cuatro metodologias es efectiva, siendo como era de
esperar, el método constructivo el que mejores resultados ha obtenido, seguido del método de

la regla de los hiperplanos. Ademas con este método se obtiene la cantidad de neuronas mas
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Tabla 5.27: Comparacion entre métodos para
obtener no, en el problema del dataset Pay-

checks
checks
Meétodo no | Tiempo | Exactitud ‘Metodo Exactitud | Tiempo
- Hiperplanos 99 0.4
Promedio 3 0.001 96 -
: Bayesiano 91 0.45
Dos tercios 5 0.001 97
) kNN 100 0.5
Constructivo | 12 210 100 ,
Hiperplanos | 9 | 130 99 Arboles 72 0.6
perp SVM 94 0.35

Tabla 5.28: Comparacion de los métodos cla-
sificadores en el problema del dataset Pay-

cercana a la del método constructivo. En la comparaciéon de los cinco modelos de clasificador
en este estudio, se puede apreciar como el clasificador kNN y la red SLFN cuya capa oculta fue

construida con la regla de los hiperplanos los que mejores resultados obtuvieron.

5.2.2.6. El dataset Ionosphere

Este es un problema de clasificacion binaria en R34, Aqui el problema es clasificar las sefia-
les que un arreglo de radares reciben, al hacer rebotar sefiales de origen sobre ciertas zonas en
la ionosfera de la tierra. Es un problema de clasificacion binaria entre dos categorias, la clase
(1 con sefiales que rebotan en la ionosfera de la tierra y regresan al radar, y la clase Cs con
sefales que no rebotan en la ionosfera, sino que pasan a través de ella sin regresar al radar. La
version del dataset lonosphere que aqui se utiliza es la referenciada en [108]. En este problema
la clase ('} estd compuesta por 225 muestras y la clase C'y por 126 muestras, se puede ver que
es otro problema de clasificacion desbalanceado. Una particularidad de este problema es que es

linealmente separable, asi que no contiene empalme entre clases.

Tabla 5.30: Comparacion de los métodos cla-

Tabla 5.29: Comparacién entre métodos pa- sificadores en el problema del dataset lonosp-

ra obtener no, en el problema del dataset lo-

here
nosphere
M¢étodo no | Tiempo | Exactitud 'Metodo Exactitud | Tiempo
. Hiperplanos 100 0.4
Promedio 19 | 0.001 98 )
. Bayesiano 97 0.37
Dos tercios | 22 0.001 98
. kNN 100 0.9
Constructivo 130 100 /
Hiperplanos 110 100 Arboles 93 05
perp SVM 94 0.32

Al ser un problema linealmente separable, el método propuesto calculd la cantidad de hi-
perplanos necesarios para separar las clases C; y Cs en sélo ny = 1 hiperplanos. Comparese

esto con la enorme cantidad de hiperplanos propuestos por las reglas de oro, esto debido que no
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analizan las condiciones del problema, sino que so6lo aplican una féormula. Lo anterior implica
que la red SLFN deberia tener no = ny = 1 neuronas en su Unica capa oculta y aunque podria
usarse tal red SLFN y entrenarse, debido a que el problema es linealmente separable es preferible
considerar una red perceptron en lugar de una red SLFN con una neurona oculta. En la Tabla 5.29
en el renglon del clasificador SLFN se puede ver una sola neurona oculta, aunque en realidad una
red perceptron ha sido utilizada. Puede verse que casi todos lo métodos de clasificacion obtienen

excelentes resultados, aunque el perceptron y el clasificador KNN obtuvieron los mejores.

5.2.2.7. El dataset Wine

Este es un dataset en R'3. Es un problema de clasificacion multiclase pues nc = 3. En este
problema se debe separar a las muestras cuyos atributos representan la composicion quimica de
un vino, entre tres clases que denotan el vifiedo de donde provienen los vinos de la misma region
del norte de Italia. La clase C'; denota ala region 1, la clase (5 a la region 2, y la clase C5 a la
region 3. Para la clase (] se tienen 59 muestras, para la clase C'; se tienen 71 muestras, y para
la clase ('3 se cuenta con 48 muestras. Las clases presentan un empalme leve, pues cerca del
5% de las muestras en (5, la clase con mas muestras en conflicto, son muestras conflictivas.
Podria considerarse que este problema tiene sus clases casi separables entre ellas, ain mas, casi
son linealmente separables entre si. La version del dataset Wine aqui presentada es la version en
[108].

Tabla 5.32: Comparacion de los métodos cla-

Tabla 5.31: Comparacion entre métodos para sificadores en el problema del dataset Wines

obtener no, en el problema del dataset Wines

: - Método | Exactitud | Tiempo
Método no | Tiempo | Exactitud . D
- Hiper. 97 0.4
Promedio 8 0.001 93 .
. Bayesiano 97 0.32
Dos tercios 11 0.001 94
) kNN 97 0.8
Constructivo | 3 170 97 /
Hiperplanos | 3 100 97 Arboles 7 4
PerIp SVM 94 0.26

La Tabla 5.31 muestra la comparacion entre las cuatro metodologias para calcular el tamafio
de la capa oculta de la red SLFN clasificadora. Se puede ver una vez mas, como el método
de la regla de los hiperplanos detecta perfectamente el hecho de que las clases involucradas
son virtualmente separables, y la cantidad de hiperplanos detectados son la minima cantidad
necesaria en tal caso. Comparese esto con el tamafio calculado por las reglas de oro, que al solo
aplicar una formula, no perciben el hecho de que las clases son casi linealmente separables, y

producen una capa oculta muy grande. La Tabla 5.32 muestra como cualquiera de los modelos
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se desarrolla considerablemente bien en este problema. En particular la maquina SVM tienen un

ligero peor desempefio.
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Capitulo 6
Conclusiones

En esta investigacion se ha presentado un procedimiento para determinar la cantidad de hi-
perplanos que separan a un grupo de clases en un problema de clasificaciéon multiclase y con
ello, establecer el tamaiio de la capa oculta de una red MLP con una sola capa de neuronas
ocultas, o una red SLFN. Esta metodologia utiliza unicamente los patrones o muestras que son
parte del conjunto de entrenamiento. Ademas se han propuesto los procedimientos que permi-
ten aplicar a la regla de los hiperplanos en problemas de clasificacion multiclase y con clases
empalmadas. Y todo lo anterior usa como principal herramienta la geometria computacional,
describiendo el problema de clasificacion original a través de un grupo de descriptores geomé-
tricos como los hiperplanos, ajuste de hiperplanos y formas geométricas principalmente. Lo mas
importante de todo esto es que esta metodologia funciona en R"®, siendo ng las dimensiones

del problema y siendo este un parametro arbitrario.

6.1. Resultados

De todo lo presentado e ilustrado en esta investigacion se demuestra que:

(1) Se puede representar al conjunto de muestras en términos de una clase como una descrip-
cion geométrica acerca de la forma de dicha clase, una aproximacion a la forma alfa.

(2) Se puede deducir a partir de la informacioén de entrenamiento, la minima cantidad de hi-
perplanos que separan a dos clases separables.

(3) La minima cantidad de hiperplanos separables se deduce al ajustar una minima cantidad
de hiperplanos a las muestras del promedio entre clases, que representa la superficie de
decision entre clases.
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(4) El promedio entre clases se obtiene de promediar los bordes fundamentales es decir, las

muestras de entrenamiento en las orillas de la nube de puntos que representan a cada clase.

Para aproximar la forma alfa en un espacio R"Z y recuperar los bordes fundamentales, una

tarea primordial de la presente investigacion, es necesario que:

(1) La forma alfa de la clase sea aproximada a partir de la union de k particiones.
(2) Elvalor k£ que particiona a la clase se deduce a partir de un analisis de agrupamientos.

(3) Los bordes fundamentales son los vértices en un agrupamiento, siempre que la linea que
una a este vértice con su vértice mas cercano en la otra clase no intersecte la forma apro-

ximada de su respectiva clase.

Asi, el promedio entre clases que representa la superficie de decision entre ellas, se obtiene
simplemente como el promedio entre los bordes fundamentales de cada clase. Ahora para ajustar
la minima cantidad de hiperplanos sobre las muestras en R™# del promedio entre clases, se com-
pilan todas las muestras que se ajusten a un hiperplano formado con otras de las muestras en el
mismo conjunto, usando una medida de tolerancia que se obtiene con la minima distancia entre
las clases involucradas, repitiendo este proceso una y otra vez hasta que ya no queden muestras
del promedio sin haber sido ajustadas.

Para la generalizacion del esquema antes presentado a un problema de clasificacion multicla-
se en un espacio R"#, se adapta el esquema de clasificacion multiclase One Against One OaO,

de la siguiente manera:

(1) Separar por pares diferentes, las clases involucradas en el problema.

(2) Con el método descrito anteriormente encontrar la minima cantidad de hiperplanos que
separan a cada par de clases diferentes.

(3) Se acumula esta cantidad de hiperplanos en una cantidad global de hiperplanos, siendo

esta la cantidad de hiperplanos que separan a las clases involucradas.

Para aplicar el método aqui propuesto en problemas con clases empalmadas o traslapadas, es
necesario una etapa de pre procesamiento de la informacion de entrenamiento, de modo que las
muestras conflictivas queden aisladas en una nueva clase, la clase conflicto. Una vez aislada la

clase conflicto la clasificacion ocurre usando uno de tres esquemas:

(1) El esquema del descarte: aplicable cuando el empalme es leve, entre clases.

(2) El esquema del mezclado: aplicable cuando el empalme es moderado o severo.
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(3) El esquema del separado: aplicable cuando el empalme es moderado o severo.

El grado de empalme entre clases es leve cuando la clase con mayor cantidad de muestras
conflictivas en el problema no supera el 20 %, es moderado cuando la cantidad de muestras
conflictivas en la clase con la mayor cantidad de ellas no supera el 50 %, y es severo cuando
supera el 50 %. Lo anterior implica analizar cuantas muestras en cada clase se localizan adentro
de la forma aproximada de las otras clases, lo que se logra utilizando una vez mas geometria
computacional, en problemas en R"Z, para ngp > 2.

El uso de los esquemas anteriores para manejo de problemas con clases empalmadas impli-
ca que el clasificador final resulte diferente de lo que originalmente se contempla: el esquema
del descarte puede funcionar usando inicamente la red SLFN cuya capa oculta ha sido disenada
usando la regla de los hiperplanos con el método aqui propuesto. Sin embargo los esquemas del
mezclado y del separado exigen que el clasificador final sea compuesto por més de un clasifi-
cador. En este estudio se ha decidido por el esquema del mezclado en caso de que las clases
muestren un empale moderado o severo. El esquema del mezclado exige que la clasificacion
ocurra en dos etapas: la primera clasifica las muestras en sus clases respectivas incluyendo a
la clase conflictiva como una clase adicional al resto de las clases sin muestras conflictivas,
esta primera etapa es la que usa a la red SLFN cuya capa oculta fue disefiada con el método
aqui propuesto. La segunda etapa solo se encarga de resolver los casos de muestras en la zona
conflictiva para lo que usa un clasificador kNN.

El método propuesto es aplicable en problemas de clasificacion con clases separables y no
separables, problemas de clasificacion binaria y clasificacion multiclase, y lo que es mas impor-

tante, en cualquier numero de dimensiones, es decir, en problemas en R"? para np > 2.

6.2. Condiciones de uso

El método propuesto tiene aun ciertas limitantes o casos de uso que deben ser tomadas en

cuenta. Por ejemplo:

(1) Lametodologia funciona mejor en clases autocontenidas, es decir, que no existan agrupa-
mientos de datos de la misma clase separados, por los datos de otra clase. Esto obliga a la
metodologia propuesta a tomar medidas muy particulares que eliminarian la generalidad
con la que la regla de los hiperplanos funciona, posiblemente, generar clases artificiales
adicionales para esa misma clase, dependiendo de los agrupamientos separados que exis-

tan.
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3)
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6.3.

El estado actual de las cosas, en la geometria computacional aun se tienen enormes limi-
taciones, en particular, en la disponibilidad de librerias o paquetes de geometria compu-
tacional, pues, en la mayoria de los casos, funcionan confiablemente so6lo en problemas con
dimensiones pequeiias, en dos y tres dimensiones, especificamente, por lo que este tipo de
operaciones deben evitarse por completo. En su lugar, se debe limitar a usar funcionalida-
des que, al menos en principio, si se pueden aplicar en mayor nimero de dimensiones. Por
ejemplo, aproximar las formas de las clases usando s6lo envolventes convexas, en lugar
de formas alfa. Debido a lo anterior, y en la medida de lo posible, se aconseja no utilizar
las librerias como Qhull y CGAL, incluso para el calculo de las envolventes convexas, y
recurrir a otros esquemas para su implementacién, por ejemplo, el uso de programacion
lineal y de optimizacioén convexa.

Otro aspecto que se encuentra limitado, si se utilizan las librerias Qhull y CGAL, es la
aproximacion a la forma de una clase. Actualmente esto se logra uniendo una o mas en-
volventes convexas, una por cada subgrupos de datos en que se divide la clase original,
pero, incluso el célculo de las envolventes convexas queda limitado para dimensiones ma-
yores. Esto afecta, al final, a la aproximacion a la forma alfa.

La cantidad de subgrupos en los que se debe dividir a las muestras de una clase, es un
valor muy ambiguo, y no existe una forma de establecerlo de forma definitiva. Incluso
recurriendo a procedimientos de optimizacion convexa para aproximar las envolventes
convexas, como se hizo en la presente investigacion. Experimentalmente, lo tnico que se
puede afirmar, es que este valor debe mantenerse pequeio, especialmente cuando se usan
librerias como Qhull y CGAL.

Trabajo a futuro

El uso de la regla de los hiperplanos con el método propuesto ha mostrado ser muy ttil

para considerar las condiciones locales de un problema de clasificacion. En el estado actual

de la implementacion sin embargo, su mayor desventaja es su dependencia de las directivas

y funcionalidades que las librerias de geometria computacional actuales. Por lo tanto algunas

mejoras se podrian lograr si:

(1)

La forma alfa de un grupo de datos, en dimensiones mayores, se pudiera representar, o
aproximar, como la unién de formas alfa en dimensiones mas pequeiias, por ejemplo, for-

mas alfa en dos dimensiones. Esto parece factible, pero un analisis mas profundo de esto,

131



VI. Conclusiones

2)

3)

(4)

y las condiciones en que esto puede ocurrir, quedan fuera del alcance de la presente inves-
tigacion.

El uso de una segunda capa oculta. Las redes MLP con una sola capa oculta pueden, en
principio, aproximar cualquier funcion real, pero , es un hecho, que una segunda capa
oculta es de gran ayuda en muchos sentidos, uno de ellos, es que permitiria al enfoque
propuesto manejar los casos de clases no autocontenidas, s6lo habria que establecer las
condiciones en que esto puede ocurrir.

La cantidad de particiones o subgrupos en los que las muestras de una clase se dividen, debe
ser refinado, deberia desarrollarse una metodologia, que, usando unicamente los datos de
entrenamiento, arrojara un valor confiable para ellos, usando las estadisticas apropiadas.
Si bien en este estudio se propone una metodologia para hacerlo, dista mucho de ser la
Optima.

Muchos de los problemas que actualmente se enfrentan, con respecto a la aproximacion de
la forma de una clase, se pueden evitar si la forma de clase ni se aproxima con envolventes
convexas, o con la unidon de formas alfa mas simples, es decir, ni siquiera deberia intentar
aproximarse la forma de una clase. Utilizando una forma de clasificador, conocido como
clasificador de una sola clase. Algo muy util en un clasificador de una sola clase, seria
el identificar, en un conjunto de entrenamiento, cuales muestras pertenecen a tal clase, y
cuales no. Una forma de implementarlos, es una forma muy particular de maquina SVM,
conocida como maquina SVDD. La gran ventaja de usar una maquina SVDD, es que,
usando el kernel correcto, luego de ser entrenada, arroja en sus vectores de soporte las
muestras en las orillas de la nube de puntos de la clase, es decir, arroja los bordes de la
clase. Esto puede ser aprovechado para representar la forma de la clase, usando los vectores

soporte que arroja la maquina SVDD.
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