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Resumen

Resumen

Los aerogeneradores de vibraciones inducidas por vortices (VIV) representan una tecnologia
emergente para la generacion de energia eléctrica, con ventajas potenciales en
mantenimiento, impacto visual y operacion. Sin embargo, su viabilidad practica se ve
limitada por el fendémeno de resonancia, un régimen fluido — estructura que ocurre en un solo
intervalo estrecho de velocidades de viento, restringiendo asi su ancho de banda operativo y

eficiencia energética.

Esta investigacion propone un sistema de sintonizacién pasivo basado en absorbedores
dindmicos de vibracion con inersor (IDVA), integrado mediante el concepto de admitancia
mecanica global (Ag), para controlar y ampliar la respuesta dindmica de un aerogenerador
VIV. Para el estudio se desarrollé un modelo matematico acoplado que integra el oscilador
de estela tipo Van der Pol con la estructura principal modificada, incorporando el efecto de

la admitancia mecanica global Ay, que generaliza el comportamiento de diferentes

configuraciones de IDVA (C3, C4 y C6), asi como, el efecto de un DVA convencional.

Para lograr un disefio Optimo del sistema VIV, los pardmetros de los IDVA fueron
optimizados utilizando la metodologia del punto fijo extendido. Con los resultados obtenidos
se demostrd, que con una relacion de masa de z=0.001 los IDVA logran suprimir
significativamente el fendémeno de histéresis y, asi mismo, estabilizar la respuesta del sistema
incrementando el intervalo de velocidades reducidas (U, ), en las que el aerogenerador puede
operar de manera eficiente. En particular, el uso de redes mecénicas basadas en inersores, las
cuales sustituyen al amortiguador en un DVA convencional, mejoran el desempeiio dindmico
del sistema VIV, ya que permiten el control de la amplitud de vibracion en un intervalo de
banda ancha de frecuencia de excitacion mayor que la obtenida con un DVA convencional.

X



Abstract

Abstract

Vortex Induced Vibration (VIV) wind turbines represent an emerging technology for
electrical power generation, with potential advantages in maintenance, visual impact, and
operation. However, their practical viability is limited by the resonance phenomenon a fluid
— structure regime that occurs only within a narrow range of wind speeds, thereby restricting

their operational bandwidth and energy efficiency.

This research proposes a passive tuning system based on inerter — based dynamic vibration
absorbers (IDVA), integrated through the concept of global mechanical admittance (4y), to
control and broaden the dynamic response of a VIV wind turbine. For this study, a coupled
mathematical model was developed, integrating a Van der Pol type wake oscillator with the
modified primary structure. This model incorporates the effect of global mechanical
admittance A, which generalizes the behavior of different IDVA configurations (C3, C4 and
C6) as well as the effect of a conventional DVA.

To achieve an optimal design of the VIV system, the IDVA parameters were optimized using
the extended fixed-point methodology. The results demonstrated that with a mass ratio of
(z=0.001), IDVA significantly suppresses the hysteresis phenomenon and stabilize the system
response, by increasing the range of reduced velocities (U,.), at which the wind turbine can
operate efficiently. In particular, the use of inerter — based mechanical networks to replace
the damper in a conventional DVA improves the dynamic performance of the VIV system, as
they allow for vibration amplitude control over a wider excitation frequency bandwidth than
that obtained with a conventional DVA.
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En la actualidad, la transicion energética hacia fuentes renovables y de bajo impacto
ambiental es uno de los mayores desafios globales. Entre las diferentes fuentes de energia
renovable, la energia edlica ocupa un lugar destacado para la generacion de electricidad
mediante el uso de turbinas eolicas [1], [2]. En este contexto, se han desarrollado
innovaciones tecnoldgicas como los aerogeneradores de vibraciones inducidas por vortices
(VIV), también conocidos como aerogeneradores sin aspas, los cuales aprovechan un
fenémeno fluido — estructura para convertir la energia cinética del viento en oscilaciones
mecanicas y, posteriormente, en electricidad [3], [4], [5]. El fenémeno VIV ocurre cuando
un flujo incidente sobre un cuerpo cilindrico genera un desprendimiento periddico y
alternante de vortices en su estela, dando lugar a fuerzas fluctuantes que pueden producir
vibraciones transversales en la estructura. Cuando la frecuencia de desprendimiento de
vortices coincide con la frecuencia natural del sistema, se produce una amplificacion
resonante de la amplitud de oscilacion, ideal para la captacion de energia. Sin embargo, este
régimen de operacion se limita a un intervalo estrecho de velocidades de viento [4], [6].

Para ampliar el intervalo de resonancia en el sistema, se han explorado diversas estrategias
de sintonizacién, tanto activas como pasivas. Los sistemas activos, aunque efectivos
presentan la desventaja de utilizar la misma energia generada por el aerogenerador. Como
alternativa, los absorbedores dindmicos de vibracion (DVA) ofrecen un enfoque pasivo para
el control de vibraciones. Recientemente, la incorporacion del inersor, un elemento mecanico
andlogo al capacitor eléctrico, en configuraciones avanzadas de los DVA, conocidas como
IDVA, ha demostrado un desempeiio superior en el control de vibraciones, con mayor ancho
de banda y capacidad de adaptacion dinamica.

Esta tesis se enfoca en el desarrollo y anélisis de un sistema de sintonizacién pasivo para
aerogeneradores VIV, basado en IDVA y fundamentado en el concepto de admitancia
mecanica global. El objetivo es controlar la respuesta dinamica del sistema acoplado fluido
— estructura — absorbedor, con el fin de extender el intervalo de velocidades de viento en las
que el aerogenerador opera en condiciones de resonancia, mejorando asi su estabilidad.

A través de un modelo matematico modificado de acoplamiento VIV y la aplicacion de
metodologias de optimizacion como el punto fijo extendido, se evalud el desempefo
dinamico de tres configuraciones de IDVA (C3, C4 y C6), y se compard el comportamiento
dindmico del sistema VIV utilizando un DVA convencional. Los resultados obtenidos

validaron la capacidad de estos sistemas para suprimir la histéresis, estabilizar la respuesta y
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ampliar el intervalo del ancho de banda operativo, sentando las bases para el disefio de

sistemas de sintonizacion en los aerogeneradores VIV.

1.1 Revision del estado del arte

La revision bibliografica que fundamenta la presente investigacion se estructura en torno a
tres areas fundamentales, que permiten contextualizar el problema, identificar los avances

existentes y delimitar el aporte potencial de este trabajo:

e Vibraciones inducidas por vortices (VIV): En esta seccion se explica el origen fisico
del fendmeno VIV y se examinan brevemente los modelos matematicos que describen
la interaccion entre el fluido y la estructura, asi como las dreas de oportunidad que
este fendmeno presenta, particularmente en el contexto del aprovechamiento

energético.

e Acrogeneradores sin aspas: Se describe el principio de funcionamiento de tipo de
aerogenerador VIV, asi como las estrategias de sintonizacién pasivo o activo

reportadas en la literatura que se han propuesto para optimizar su desempefio.

e Absorbedores de vibracion dinamicos (DVA): Se explora su evolucion historica, sus
aplicaciones, tanto en ingenieria estructural como en sistemas mecénicos, evaluando
su potencial en mejorar el desempefio dindmico en el campo de los acrogeneradores
VIV.

1.1.1 Vibraciones inducidas por vortices (VIV)

Se definen como un fendémeno de caracter fluidoeldstico que ocurre en estructuras

sumergidas en campos de flujo. Cuando un flujo uniforme incide sobre un cilindro circular,
la naturaleza del flujo en su estela esta gobernada por el nimero de Reynolds (Re = %),

para Re > 40, la inestabilidad de la estela da origen al desprendimiento periddico y alternante

de vortices, conocido como calle de vortices de Von Karman, Figura 1.1.

Figura 1.1 Formacion de la calle de vortices en un cilindro circular a Re=140 [7].

El desprendimiento periddico de vortices deriva en fluctuaciones de presion sobre la
superficie de la estructura, lo cual desencadena una oscilacidon forzada de la misma [7], [8],
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[9]. Un aspecto fundamental de las VIV es el fenomeno de bloqueo o /ock-in, donde la
frecuencia de desprendimiento de vortices se aproxima a la frecuencia natural de la
estructura, amplificando sustancialmente la amplitud de oscilacion [10]. Feng [11], asi como
Bishop y Hassan [12], determinaron que el fendmeno de bloqueo exhibe un comportamiento
de caracter no lineal con histéresis. Sus hallazgos revelan que, en condiciones de flujo
ascendente, la transicion hacia una rama de oscilacion de gran amplitud ocurre a una
velocidad distinta a la del flujo descendente, manifestandose a través de saltos abruptos en la

amplitud de respuesta.

A lo largo de los afios el fendémeno VIV ha sido ampliamente investigado debido a su
relevancia y efectos en multiples estructuras, tales como tuberias, lineas de transmision
eléctrica, tuberias ascendentes que conectan las plataformas con el lecho marino (risers),
cables suspendidos, estructuras marinas, aerogeneradores y torres de refrigeracion [13], [14],
[15], [16]. Las metodologias empleadas en las VIV incluyen tres enfoques de estudio:
experimental [15], [17], [18], simulaciones numéricas [11], [19], [20] y la modelacién
matematica. Este tltimo enfoque busca predecir la amplitud de desplazamiento y la respuesta
de frecuencia de un cilindro sometido a VIV.

El enfoque matematico considera el acoplamiento dindmico entre la estela y la estructura, la
idea conceptual de modelar la estela como un oscilador se remonta a las observaciones de
Birkhoff [21], quien inspeccioné la region detras del cilindro y describié su movimiento
oscilatorio andlogo a una cola de un pez nadando. Sin embargo, la base para esta analogia
surge del trabajo pionero de Bishop y Hassan [12], quienes demostraron que la dindmica de
la estela es comparable a la de un oscilador mecénico determinando las fuerzas de

sustentacion y arrastre en un cilindro sometido a un flujo.

Por su parte, Hartlen y Currie [22] presentaron la formulacién matematica del oscilador de
estela. En su modelo de un grado de libertad consideraron una variable unica que corresponde
a la fuerza de sustentacion gobernada por la ecuacion no lineal de Rayleigh para representar
la excitacion periddica de la estela sobre el cilindro. Esta variable de la estela se acoplo
directamente con la ecuacién de movimiento transversal del oscilador de la estructura, dando
como resultado un modelo simplificado de VIV. Por otra parte, Facchinetti et al.[23],
formularon un modelo bidimensional para un cilindro circular restringido al plano
transversal. En su estudio propusieron un oscilador no lineal de Van der Pol para modelar el
comportamiento de la estela, y evaluaron tres pardmetros como mecanismos de acoplamiento
con la estructura: desplazamiento, velocidad y aceleracion. La evolucion de estos modelos
matematicos ha permitido una comprension cada vez mas precisa de la compleja dindmica
no lineal de las VIV. A diferencia del enfoque tradicional de la ingenieria, que ha buscado
suprimir el desprendimiento de vortices y mitigar las VIV para evitar daios estructurales,
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una nueva linea de investigacion propone la posibilidad de aprovechar estas vibraciones para

la recoleccion de energia renovable.

A diferencia de las turbinas convencionales que emplean la fuerza de sustentacion constante
generada por las aspas para producir electricidad, los recolectores de energia basados en VIV
realizan la conversion energética mediante las oscilaciones del cuerpo impulsadas por las
fuerzas asociadas a las inestabilidades del flujo [3]. En este contexto, Bernitsas et al.[24],
introdujeron el convertidor de energia limpia acuatica por vibraciones inducidas por vortice
(VIVACE), el cual fue disefiado empleando un cilindro rigido y resortes lineales, para la
generacion de energia eléctrica a partir de la energia cinética de la corriente del océano. Este
considerado el primer convertidor de energia en aprovechar las VIV con éxito, ya que puede
mantener una alta eficiencia energética incluso en corrientes de baja velocidad (desde 0.25
M/ hasta mas de 2.5 M/y), lo que amplia el potencial de aprovechamiento de este recurso
energético en un amplio espectro de velocidades de corriente. Zahari y Dol [25], realizaron
un estudio sobre la capacidad del fenomeno VIV en la generacion de energia alternativa para
la aplicacion en plataformas marinas. Los autores concluyeron que, en corrientes bajas de 0.1
M/ un modelo VIV puede generar una potencia nominal de 10.4 W, no obstante, subrayan
que, aunque esta cifra parece modesta a nivel individual, la tecnologia VIV es escalable. Esto
puede lograrse mediante la construccion de granjas o matrices multiples de cilindros para
aumentar la produccion energética, asi como mediante la integracion de estos sistemas con
otras fuentes renovables (solar — e6lica), en plataformas offshore, creando un sistema hibrido
mas robusto y confiable. Lee et al. [26], desarrollaron un recolector de energia eolica
microelectromecanico (MeMS), Figura 1.2. Al probar el dispositivo en un tunel de viento
junto a una formacion de 25 cilindros de poliestireno, los resultados demostraron que la
interaccion de vortices entre los cilindros incrementa significativamente la potencia de salida,
validando la viabilidad de las VIV para la cosecha de energia a microescala.

—: 2.0mm ;=
o Emmi—

Oscillator

MEMS
chip

Cantilever
+ piezo

Output ~

terminals

.5mm

Figura 1.2 Recolector de energia edlica microelectromecanico (MeMS) [26]
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De acuerdo con la literatura, uno de los principales desafios a los que se enfrentan los
captadores de energia por VIV es el limitado intervalo de velocidades de flujo en donde estos
pueden operar en condiciones de resonancia. Por esta razon, una de las principales lineas de
investigacion en este campo se centra en ampliar el margen operativo de la region de
acoplamiento [3].

1.1.2 Aerogeneradores VIV

Los aerogeneradores sin aspas (BWT), constituyen un enfoque innovador para la conversion
de energia eolica. A diferencia de los aerogeneradores tradicionales, omiten la presencia de
palas giratorias. Uno de los disefios més emblematicos, fue desarrollado por la empresa
espafiola Vortex Bladeless [4]. Consiste en un mastil vertical y esbelto de seccion circular,
cuyo funcionamiento se basa en la oscilacion inducida por VIV. Este sistema aprovecha la

resonancia como principio fundamental para la generacion de energia, Figura 1.3.

Y A

D)

— . - 4 p2y=4a

Figura 1.3 Aerogenerador VIV propuesto por la empresa Vortex Bladeless [4].

Para extender el intervalo de velocidades de viento en el que ocurre la resonancia, el diseno
incorpora un sistema de sintonizacion mediante repulsion magnética de imanes permanentes.
Algunos estudios se han enfocado en la geometria del cuerpo para mejorar la eficiencia en
los aerogeneradores. Chizfahm et al.[27], propusieron cuatro configuraciones de BWT y
mediante la comparacion de cuerpos rectos y conicos, establecieron que la eficiencia varia
segiin la forma y la velocidad del aire, y concluyeron que los cilindros rectos son mas
efectivos para vientos de baja velocidad, comunes en zonas urbanas, mientras que los
modelos conicos resultan prometedores para aplicaciones marinas donde el recurso edlico es
mas vigoroso. Complementariamente Zhang et al. [28], lograron intensificar la potencia
obtenida por VIV de un recolector de energia piezoeléctrico mediante la insercion de un
cilindro de interferencia de diversas geometrias (cuadrada, circular, triangular y en forma de
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D) acoplado con la estela del cilindro principal. Los resultados obtenidos destacaron que la
variacion de la distancia entre cilindros reconfigura la dinamica de flujo, lo que se traduce a
en una mayor produccion energética y en la amplificacion del intervalo de velocidades utiles

del viento.

Por otra parte, se han explorado estrategias de control activo para gestionar la estabilidad de
la estructura. Meliga et al. [29] propusieron un mecanismo de retroalimentacion de velocidad
disipativa mientras que Hasheminejad et al. [30], [31], desarrollaron controladores
adaptativos de modo deslizante difuso. Aunque estos estudios priorizaban la supresion de
vibraciones con eficiencias energéticas modestas, sentaron las bases para entender como la
modificacion de la respuesta dindmica del mastil altera la recoleccion de energia. En este
contexto, Yazdi [32], propuso un mecanismo de ajuste basado en una masa sintonizada
(TMM) y una estrategia de control dptimo. El disefio consiste en una turbina integrada por
un cilindro rigido hueco montado sobre una viga flexible, la cual estd parcialmente recubierta
con generadores piezoeléctricos, ver Figura 1.4. Los resultados demostraron que el TMM
ubicado dentro del cilindro modifica la inercia efectiva del mastil, permitiendo la
sintonizacion del sistema y extendiendo el intervalo de velocidades del viento en las que el

aerogenerador es eficiente.
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Figura 1.4 Aerogenerador VIV con una masa sintonizada TMM [32].

Recientemente, se ha explorado el uso de materiales avanzados para la sintonizacion
dindmica, Kang ef al. [33], implementaron un elastomero magnetorreologico (MRE) para
modificar la rigidez estructural mediante campos magnéticos. A pesar de la efectividad de las
masas sintonizadas y el control activo, estos sistemas suelen aumentar la complejidad
mecanica o el consumo energético del dispositivo. Como alternativa surge el interés por los

absorbedores de vibracion.
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1.1.3 Absorbedores dinamicos de vibracion

Los absorbedores dinamicos de vibracion (DVA) o amortiguadores de masa sintonizada
(TMD), constituyen una herramienta fundamental en ingenieria para el control de vibraciones
en sistemas estructurales. EIl DVA, denominado asi en este proyecto, consiste en un sistema
secundario compuesto por una masa, un resorte y, en su configuracion amortiguada, un
amortiguador en paralelo. Este subsistema se acopla a la estructura principal con el objetivo
de disipar y transferir energia mediante un equilibrio dindmico que se genera entre ambos
sistemas, a través de la sintonizacién de los parametros de rigidez y amortiguamiento del
DVA [34], [35], [36].

El precursor para el control de vibraciones no deseadas se remonta a 1909, cuando Frahm
[37], disend un dispositivo para un sistema de un solo grado de libertad sin amortiguamiento
sometido a una fuerza armoénica. Posteriormente, Den Hartog y Ormondroyd [36],
presentaron la configuracion clasica amortiguada de un DVA, compuesta por una masa m,
un resorte k y un amortiguador ¢ conectados en paralelo, Figura 1.5 (a). Adicionalmente
desarrollaron un método de optimizacidon que actualmente se conoce como criterio de puntos
invariantes [36], [38]. Tomando como base los puntos invariantes de la respuesta del sistema,
determinaron las expresiones matematicas para el calculo de los parametros dptimos para
ajustar la frecuencia natural del DVA con la frecuencia de las vibraciones no deseadas en el
sistema amortiguado, logrando controlar la amplitud de vibracion del sistema primario en un
intervalo mayor de la frecuencia de excitacion. Por otra parte, Ren [39], presentd una
configuracion que difiere del DVA clésico, conocido como absorbedor de vibracion dindmico
no tradicional (NDVA). De acuerdo con esta nueva configuracion, el amortiguador se conecta
directamente a tierra, como se observa en la Figura 1.5 (b), a diferencia de un DVA clasico
que se conecta a la estructura principal, Figura 1.5 (a).

I m
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Figura 1.5 Absorbedores dindmicos de vibracion: a) DVA convencional, b) NDVA [39].
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Posteriormente, Smith [40], propuso un nuevo dispositivo mecanico para el control de
vibraciones, denominado inersor, basandose en la analogia fuerza — corriente entre redes
mecanicas y eléctricas. El inersor es un elemento de dos terminales que agrega una masa
despreciable al sistema en comparacion con los demas elementos que lo integran, asi mismo,
tiene la propiedad de modificar las frecuencias naturales y reducir las amplitudes de
vibracion. En la Figura 1.6 se muestran las correspondencias de la analogia fuerza-corriente,
en el dominio mecanico, los parametros f, v, k, m, c representan la fuerza, velocidad, rigidez,
masa y el amortiguamiento respectivamente. Por otra parte, i, u, L, C'y R denotan la corriente,

voltaje, inductancia, capacitancia y la resistencia en una red eléctrica [41].

- —> - —

TR " a1 “1
dr (v, =) dt L( 2 1)
Spring Inductor
f i i
N o
v, p v =0 Uy U,
F=mﬁ ._(,d(uzfuﬂ
dt tEbt e
Mass Capacitor
f oo :
<o [T o> <o [}
v, vy U, t
F=c(v,—w) izﬁ(“z*ul)
Damper Resistor
Mechanical Electrical

Figura 1.6 Analogia fuerza — corriente [41].

A partir del desarrollo del inersor, este elemento se incorpor6 en una nueva configuracion del
DVA, denominada absorbedor dinamico de vibracion basado en inersores (IDVA). Huy Chen
[42], demostraron que es posible simplificar el modelo matematico de diversas
configuraciones de redes mecéanicas mediante una expresion que caracteriza el efecto de un
amortiguador equivalente. En su estudio, sustituyeron el elemento amortiguador del DVA
convencional por redes mecéanicas basadas en inersores, y aplicando las técnicas de
optimizacion H,, y H,, compararon el comportamiento dinamico de los IDVAs con el DVA
tradicional. Concluyeron que las configuraciones de los IDVAs denotados en la literatura
como C3, C4 y C6 presentan un mejor desempefio dindmico. Posteriormente, Barredo et al.
[43] extendieron el método de optimizacion de puntos invariantes con aplicacion a sistemas
de tres o mas grados de libertad. A estd, metodologia que se le denominé optimizacion por
puntos fijos extendido, como resultado de su estudio, desarrollaron expresiones analiticas
para el calculo de pardmetros 0ptimos de los IDVAs. Por otra parte, tomando como base el
trabajo desarrollado por Hu y Chen [42], Mazdn et al.[44], desarrollaron el concepto de
admitancia mecénica global. Este enfoque permiti6 evaluar la eficiencia o desempefio
dinamico de distintas topologias de DVA en estructuras complejas obteniendo expresiones
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matematicas que evaluan el efecto dinamico de las redes mecanicas como si actuara un
amortiguamiento equivalente en el sistema. El concepto propuesto agiliza el analisis

dinamico y optimiza el control de la amplitud de la vibracion.

1.1.4 Conclusion del estado del arte

De acuerdo con el estudio del arte realizado, se encontrd que las vibraciones inducidas por
vortices (VIV), tradicionalmente estudiadas por sus efectos nocivos en estructuras, han sido
reorientadas hacia el aprovechamiento energético. La evolucion de los modelos matematicos,
han sentado las bases para predecir y analizar esta interaccion fluido — estructura. Los
aerogeneradores VIV representan una alternativa prometedora, con ventajas potenciales en
mantenimiento, impacto ambiental y operacion a bajas velocidades. Sin embargo, atin es un
tema de estudio debido al limitado intervalo de velocidades de viento en el cual opera en
resonancia, lo que restringe severamente su viabilidad practica y rendimiento energético.

La literatura reporta multiples esfuerzos para ampliar el intervalo operativo de estos sistemas.
Estos van desde modificaciones pasivas de la geometria (cilindros rectos vs cénicos,
interferencia de estelas) hasta estrategias activas o semi activas de mayor complejidad
(controladores magnéticos, sistemas magnéticos, elastbmeros magnetorreologicos), muchas
de estas soluciones introducen una complejidad en los requerimientos de control precisos o

pérdidas en el consumo de energia auxiliar.

Por otra parte, los DVA, han evolucionado desde el modelo clasico convencional hasta
configuraciones no tradicionales (NDVA) y, recientemente, hacia los que incorporan el
elemento inersor (IDVA), demostrando ser una herramienta eficaz para el control de
vibraciones ya que suprimen la amplitud de la respuesta del sistema primario en un intervalo
amplio de frecuencias. La optimizacion de pardmetros de los IDVA mediante criterios como
la metodologia del punto fijo extendido, Hs, y H,, permite disefiar este tipo de dispositivos
de control pasivo de la vibracion ad hoc a cualquier sistema vibratorio.

Existe una clara convergencia conceptual entre el problema del aerogenerador VIV (intervalo
de sintonia estrecho) y la fortaleza de los IDVA (control de vibracion en banda ancha). No
obstante, la revision exhaustiva revela que la aplicacion sistematica de IDVA optimizados
como sistemas pasivos de sintonizacion para aerogeneradores VIV es un area que no se ha
explorado.

De acuerdo con lo anterior, se visualiza un area de oportunidad: el desarrollo de un sistema
de sintonizacion pasivo para aerogeneradores VIV basado en absorbedores dinamicos de
vibracion, que explore diferentes topologias de redes mecénicas. Por ello, esta investigacion

se centrd en el andlisis del comportamiento dindmico de un sistema acoplado fluido —
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estructura VIV sintonizado con IDVA, con el objetivo de ampliar el intervalo de velocidades

de viento en las que el aecrogenerador opera bajo resonancia.

1.2 Hipotesis

Se ha demostrado que el efecto dindmico de un absorbedor de vibracion DVA consiste en
minimizar la amplitud de vibracion de la estructura principal en un ancho de banda de
frecuencia de excitacion que es funcion de la configuracion de la red mecanica del DVA
propuesto.

Por lo tanto, la implementacidon de un sistema de sintonizacion pasivo en un aerogenerador
VIV empleando IDVA, permitira controlar la respuesta dindmica del aerogenerador, logrando
que el aerogenerador VIV opere en condiciones de resonancia en un ancho de banda de
frecuencias de excitacion funcion de la velocidad del viento, donde el ancho de banda
dependera de la configuracion de la red mecéanica del DVA.

1.3 Objetivos
1.3.1 General

Desarrollar un sistema de sintonizacion pasivo utilizando IDVA para optimizar el

comportamiento dinamico de los aerogeneradores VIV.

1.3.2 Especificos

e Desarrollar un modelo matematico de un sistema VIV acoplando un sistema de
sintonizacion con base en absorbedores de vibracion basado en inersores.

e Analizar y comprender los diferentes métodos de optimizacion reportados en la literatura.

e Optimizar los pardmetros de disefio del absorbedor de vibracion acoplado al sistema VIV.

e Realizar un estudio paramétrico del comportamiento del modelo.
1.4 Alcance y limitaciones

1.4.1 Alcances

e Modelo matematico de un sistema VIV acoplado a un absorbedor de vibraciones basado
en inersores IDVA.

e Optimizacion de los parametros del IDVA acoplado al sistema VIV, utilizando diferentes
redes mecanicas.
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1.4.2 Limitaciones

e Unicamente se realizo el modelo analitico del comportamiento dindmico del
aerogenerador VIV.

e Para el estudio se considero un sistema acoplado VIV de un grado de libertad.

e Se considero6 una estructura con forma geométrica cilindrica.

11
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Capitulo 2. Fundamentos teoricos

En este capitulo se presentan los fundamentos tedricos esenciales para el analisis y desarrollo
de la presente investigacion. En primer lugar, se abordan los principios de las vibraciones
inducidas por vortices (VIV) desde la mecanica de fluidos, definiendo sus pardmetros
caracteristicos. Posteriormente, se describe el modelo matematico del sistema acoplado
fluido - estructura, propuesto por Facchinetti et al. [23], modelo que constituye la base para
el desarrollo del modelo matematico del sistema VIV implementando DVA.

Asimismo, se introducen los conceptos fundamentales de la teoria de vibraciones mecanicas,
con énfasis en los absorbedores dindmicos de vibracion y los métodos de optimizacion
empleados para estos dispositivos. Finalmente, se presenta el concepto de subadmitancia
mecanica y admitancia mecanica global, herramientas claves para el andlisis del desempefio
dindmico del sistema VIV con IDVA.
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2.1 Fundamentos de vibraciones inducidas por vortices.

2.1.1 Flujo alrededor de un cilindro

Cuando un cuerpo estacionario se encuentra inmerso en un fluido en movimiento se genera
una fuerza de arrastre que tiende a desplazar el objeto en la direccion del flujo. La fuerza de
arrastre se integra por dos componentes: presion y friccion. La presion de arrastre es
producida por la diferencia de presiones entre la superficie del objeto, mientras que la friccion
de arrastre es el resultado del esfuerzo de corte viscoso del fluido sobre la superficie del
objeto. De este modo, los objetos pueden clasificarse en funcion de la predominancia de
dichas componentes. Si la friccion de arrastre es superior, el cuerpo se denomina
aerodinamico; en cambio, cuando predomina la presion de arrastre, el objeto se clasifica

como un cuerpo generador de vortices o bluff body [45].

2.1.2 Numero de Reynolds y desprendimiento de vortices

Cuando un flujo uniforme incide sobre un cilindro circular, la naturaleza del flujo en su estela
esta gobernada por el nimero de Reynolds (Re):

UD
o2 U @.1)
v

En donde U es la velocidad de fluido, D es el didmetro del cilindro y v es la viscosidad
cinematica del fluido. De forma fisica, el nimero de Reynolds representa la razon entre las
fuerzas de inercia y las fuerzas viscosas en el flujo. Este valor es un indicador crucial para
predecir la transicion de un régimen laminar a uno turbulento, ademas de identificar el punto
critico de ocurrencia del desprendimiento de vortices [8][45]. En la Tabla 2.1 se observan los
aspectos cualitativos del flujo para diferentes regimenes de Reynolds. A valores muy bajos
de este parametro adimensional Re < 5, las fuerzas viscosas son dominantes, dando lugar a
un flujo completamente adherente a la superficie del cilindro. Conforme el niimero de
Reynolds aumenta, se observan transiciones progresivas en la estructura de la estela. En el
intervalo de 5 < Re < 40, se produce la separacion del flujo, generandose vortices
simétricos y estacionarios aguas abajo del cuerpo. Al superar el Re =40 y hasta
aproximadamente Re = 150, esta configuracion simétrica pierde su estabilidad. En este
régimen, los vortices comienzan a desprenderse de manera alternante en cada lado del
cilindro, formando una estela periddica y laminar, comiinmente denominada calle de vortices
de Von Karman. Posteriormente, en el intervalo de 150 < Re < 300, la estela de vortices
experimenta una transicion turbulenta, mientras que la capa limite adherida al cilindro
mantiene su caracter laminar. Esta disociacion se acentua en el denominado intervalo

subcritico (aproximadamente 300 < Re < 1.5 X 10°), donde la estela es completamente
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_______________________________________________________________________________________________________________________________|
turbulenta pero la capa limite permanece laminar. Para el estudio de VIV, algunos autores
como Blevins [8], Facchinetti et al.[23], han centrado sus investigaciones en el intervalo
300 < Re < 1.5 X 10°. Una caracteristica fundamental de este régimen es que el coeficiente
de arrastre del cilindro practicamente permanece constante. Finalmente, para ntimeros de
Reynolds superiores a aproximadamente 3 X 10°, se produce la transicion a turbulencia en
la propia capa limite, marcando el inicio del régimen supercritico en donde el
desprendimiento de vortices ocurre desde una capa limite ya turbulenta, lo que resulta en una

estela mas delgada y un patron de vortices turbulento e irregular [8].

Tabla 2.1 Regimenes de flujo alrededor de un cilindro [8].

. L . Rango del nimero
Régimen Descripcion del flujo
de Reynolds (Re)
a)
Flujo reptante (sin separacion) Re<5
b)
Par fijo de vortices simétricos 5<Re<40
© Calle de vortices laminar (calle
(. 40 <Re <200
de Von Karman)
d) : f:;} Transicion a la turbulencia en la
200 < Re <300
D . estela
e) Estela completamente turbulenta
A . P 300 < Re <3 x10°
A: Separacion de la capa limite L.
. - . Subcritico
A laminar.
f) A A: Separacion de la capa limite
\WW:;} laminar. 3x10<Re<3.5
\ANJ"H’:::} x10° Critico
B: Separacion de la capa limite
B /\»\SRKM:':% turbulenta; pero la capa limite es | (Transicion inferior)
laminar.
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g2 B -, L
B: Separacion de la capa limite
\m turbulenta; la capa limite es 3.5x10°<Re<1.5
parcialmente laminar y %106 Supercritico

B 1‘1—»::} parcialmente turbulenta.

h
) . o 1.5 x10° < Re < 4
° C: Capa limite completamente L
x10° Transicion
turbulenta en un lado.

superior
i)
o 4 x10°<R
C: Capa limite turbulenta en ¢
ambos lados. i
Transcritico

2.1.3 Numero de Strouhal y la frecuencia de desprendimiento de

vortices

El nimero de Strouhal (S;) es el pardmetro adimensional fundamental para caracterizar la
periodicidad del desprendimiento de vortices en el flujo alrededor de cuerpos sumergidos. Se
define como la relacion entre la frecuencia de desprendimiento de vortices, las escalas de

velocidad y la longitud del cilindro segun la expresion:

_hU (2.2)

S
t™ D

En donde f,, es la frecuencia de desprendimiento periddico de vortices, D es el didmetro del
cilindro y U es la velocidad de la corriente libre incidente. Este nimero adimensional vincula
directamente la dinamica oscilatoria de la estela en condiciones del flujo principal y es de
especial relevancia porque la frecuencia de desprendimiento f;, coincide con la frecuencia de
la fuerza de sustentacion fluctuante que experimenta el cuerpo. En contraste, la fuerza de
arrastre oscilante presenta una frecuencia igual al doble de la frecuencia de desprendimiento
de vortices [8].
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2.1.4 Velocidad reducida

La velocidad reducida (U,), es el parametro adimensional fundamental que caracteriza la
intensidad de la interaccion entre una corriente fluida y una estructura vibrante. Se define

como.

U (2.3)

Donde U es la velocidad de corriente libre, f,, es la frecuencia natural de la estructura (en el
fluido) y D es el didmetro del cilindro. Fisicamente U, representa el nimero de longitudes de
cuerpo que el fluido recorre durante un ciclo completo de vibracion natural de la estructura.
Ademas, su inversa 1/U, es directamente proporcional a la relacion de frecuencias f,/f, =
1, estableciendo asi el vinculo esencial entre la ley de Strouhal que gobierna el

desprendimiento y la condiciéon de bloqueo estructural [8].

2.1.5 Masa anadida

La masa afiadida (masa virtual o masa hidrodindmica) es un efecto fundamental en la
interaccion fluido — estructura que describe como un cuerpo, al acelerar dentro de un fluido,
debe también desplazar y poner en movimiento una porcion del fluido que lo rodea. Esta
porcion de fluido, al ser acelerada junto con el cuerpo, se comporta como si fuera una masa

adicional unida a la masa fisica de la estructura [8].

2.1.6 Fenomeno de bloqueo

El fenomeno de bloqueo o /ock-in constituye un mecanismo de acoplamiento no lineal
caracteristico de sistemas de interaccion fluido - estructura [46]. Se manifiesta cuando la
frecuencia de desprendimiento de vortices f,, se aproxima a la frecuencia natural de vibracion
de la estructura f,,. Bajo esta condicion, el valor de f,, se desvia temporalmente de la relacion
lineal con la velocidad del flujo, establecida por la ley de Strouhal (S;) y se sincroniza o
acopla con la frecuencia estructural (f,,/f,, = 1), como se ilustra en la Figura 2.1. Debido a
este acoplamiento, la fuerza de sustentacion oscila en fase con el movimiento del cuerpo,
amplificando la vibracion y generando amplitudes significativas [9], [10]. Por consiguiente,
la estela se ve directamente afectada por el movimiento del cilindro. Sin embargo, cuando la
frecuencia de desprendimiento se aleja de la frecuencia natural del cilindro (por ejemplo, al
cambiar la velocidad del viento), el cuerpo pierde el control sobre el proceso de
desprendimiento. En un punto dado, el desprendimiento de vortices se “desintoniza” de la
frecuencia del cilindro y vuelve a seguir la relacion lineal del Strouhal.
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Figura 2.1 Fenémeno de lock — in [9].

2.1.7 Modos de desprendimiento de vortices e histéresis

La amplitud de vibracion durante el lock-in no es ilimitada. Experimentos detallados
[15],[47], [48], han demostrado que, para amplitudes de vibraciones pequeiias y moderadas,
la estela mantiene el modo clasico de desprendimiento, denominado “2S” (dos vortices por
ciclo), que genera la calle de vortices de Von Karman tradicional. Sin embargo, cuando la
amplitud de vibracion crece, la estela sufre una transicion abrupta a un modo “2P” (dos pares
de vortices por ciclo). Este cambio en la topologia de la estela estd asociado a una
redistribucion de las fuerzas hidrodinamicas y tiene una implicacion crucial: limita la
amplitud maxima de vibracién. La transicion al modo 2P provoca una caida brusca de
amplitud de respuesta, como se observa en la Figura 2.2. La transicion entre los modos de
estela y la curva de respuesta de amplitud no son necesariamente reversibles, dependiendo
de si la velocidad de flujo incrementa o disminuye, el sistema puede exhibir histéresis,
manteniendo un modo de vibracién y un nivel de amplitud diferentes para un mismo valor
de velocidad reducida [9], [15].
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Figura 2.2 Efecto de histéresis de acuerdo con los modos de desprendimiento de vortices [15].

2.2 Modelo matematico acoplado fluido — estructura por
Facchinetti

Para analizar el comportamiento dindmico de un sistema acoplado VIV, Facchinetti et al.[23],
desarrollaron un modelo matematico en el que emplearon un cilindro rigido circular, de un
grado de libertad (1 DOF) con didmetro D, el cual oscila en la direccion transversal (direccion
Y) por un flujo a una velocidad constante U, (Figura 2.3).

Y
U TN
il (5 & B
e ke
m v"~._l",’ ¥
~—~—— sl 4 t
e ———— _ et
S (t) I,
~—— - ( _ - )
med { _,.5 >
N1

Figura 2.3 Modelo VIV de un cilindro montado elasticamente acoplado con osciladores de estela, donde (m;)
es la masa del cilindro, (D) es el diametro del cilindro, (c,) es la rigidez de la estructura, (k) el
amortiguamiento de la estructura, ¢(?) representa la estela de vortices y (U) es la velocidad de flujo [23].
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2.2.1Acoplamiento fluido — estructura

Tomando como referencia la Figura 2.3, el modelo matematico adimensional del

comportamiento dinamico del sistema estructura - fluido acoplado, se define como:

e Oscilador de la estructura:

y+(2(6+£)y+52y=s,, (2.4)

e QOscilador de la estela:
G+e(@-Dig+q=f (2.5)

Siendo & la frecuencia angular reducida de la estructura, también relacionada con la

velocidad reducida del fluido U,

5 — 0 1 U - 2w U )6
“2mnst(U/D)  U,S,’ "0, D (2:6)
Donde:

o S D fo F o D (2.7)

" D®Em TV Am2SZUm’ D 4m2SEU?

1 2.
S, = EpUZDCL (2.8)
CLO 1 (29)
s = Mq M= sty

La definicion de los parametros de las Ecs (2.7) — (2.9) se definen en las Ecs. (3.11) — (3.13)
del Capitulo 3 de la seccion de la presente investigacion

De igual manera, la excitacion f de la Ec. (2.5) considera los efectos de la estructura sobre

el oscilador de estela, dependiendo del modelo de acoplamiento:

e Acoplamiento por desplazamiento: f = Ay
e Acoplamiento por velocidad: f = Ay

e Acoplamiento por aceleracion: f = Ay

Donde A es un factor de escala de la fuerza f'acoplada.
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2.2.2 Dinamica del sistema acoplado

Para resolver el sistema dindmico acoplado del oscilador estructural y del fluido Ecs. (2.4) y

(2.5) respectivamente, se propone una solucion de tipo armoénico, es decir:

y(t) = yo cos (wt + @) q(t) = go cos ({wt)} (2.10)

Donde y y g son funciones de la frecuencia angular w = Qe"c/ Qp donde y, y qo denotan

amplitudes adimensionales independientes del tiempo. La fuerza de excitacion acoplada f

(acoplamiento por desplazamiento, velocidad y aceleracion), se puede expresar como:

f=Ayycos (wt+ @) f=—-Awy,sin (wt+¢) f=—-Aw?yscos(wt+¢) (2.11)

Por otra parte, Facchinetti et al.[23] definié una velocidad reducida basada en la frecuencia

de excitacion:

2 U 1
U = — .
" w D wS; (2.12)

En las Ecs (2.13), (2.14) y (2.15) se muestran la funcién de transferencia de amplitud y, de
la estructura, asi como la amplitud de la estela g, y la frecuencia de desprendimiento de

vortices w, respectivamente:

Yo _ M
do 2 2z 5 %% (2.13)
J(6 w?)?+w (2(5+H)
2 AM C 2.14
%0=1+ € Y\? ( :
2 2)2 2 -
(62 - w?)?’+w (2(6+#)
Y\? 4%
6 __ 4 2 _ I _ 2| _ 2 _ 4 r _ S4 —
w8 — w [1+26 (2§5+M>] w [ 262-6§ +<2§5+M)] 5*+G=0
(2.15)

En la Tabla 2.2 se presentan los pardmetros del sistema acoplado VIV reportado por
Facchinetti et al. [23].
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Tabla 2.2 Parametros del sistema acoplado VIV obtenidos por Facchinetti ef al. [17].

Descripcion Parametro Valor
Numero de Strouhal St 0.2
Numero de masa M 2x107*
Relacion de masa adimensional 1 250
Factor de escala de la fuerza acoplada A 12
Coeficiente de no linealidad € 0.3
Parametro de pérdida Y 0.8
Amortiguamiento a causa del soporte ¢ 0.0031

Los coeficientes C y G de las Ecs (2.14) y (2.15), dependen de la fuerza de acoplamiento f
y se reporta en-la Tabla 2.2. La frecuencia angular w se obtiene de la solucion de la Ec. (2.15),
y arroja como resultados tres raices reales positivas. De acuerdo con Facchinetti et al. [23],
distintas raices pueden estar asociadas a la histéresis del sistema VIV, se pueden explorar
diversas soluciones dependiendo de la eleccion particular de los modelos de acoplamiento,
cuando se varia la velocidad reducida U,..

Tabla 2.3 Coeficientes C'y G para los modos de acoplamiento del sistema

Desplazamiento ¢ =—(2¢5 + V/‘u), G = AM(6?% — w?)
. _s2_ 2
Velocidad C=68-w G =AM(238 + /) w?
Aceleracion C= (206 + Y/H)“)Z' G = AM(w? — §?)w?

En las Figuras. 2.4, 2.5 y 2.6 se muestran el comportamiento de la frecuencia angular de
desprendimiento de vortice w, la amplitud de la estela q, y la amplitud de la estructura y,,
en funcion de la velocidad reducida U, para las fuerzas de acoplamiento en a)
desplazamiento, b) velocidad y c) aceleracion, respectivamente.
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Figura 2.4 Frecuencia angular de desprendimiento de vortices w en funcion de la velocidad reducida U,.: a)

desplazamiento, b) velocidad y c) aceleracion.
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2.3 Conceptos fundamentales de vibraciones mecanicas

2.3.1 Vibracion

De acuerdo con Rao et al. [49], se denomina vibracidon u oscilacion a todo movimiento que
se repite de una forma periddica en el tiempo. Este fendmeno es observable en casos como
el vaivén de un péndulo y el ejemplo de una cuerda pulsada. Sin embargo, en el estudio de la
teoria de la vibracion encuentra sus aplicaciones mas criticas en contextos técnicos e
industriales como en el analisis de maquinas rotativas, o el monitoreo de estructuras civiles
sometidas a cargas dinamicas, entre otros ejemplos. Esta teoria analiza dichos movimientos

oscilatorios y las fuerzas que intervienen en ellos.

2.3.2 Sistema vibratorio

Un sistema vibratorio comun se compone de tres elementos fundamentales: Un componente
que almacena energia potencial (resorte), otro que almacena la energia cinética (masa) y un
elemento que disipa la energia progresivamente (amortiguamiento). El proceso vibratorio
consiste en la conversion alternante entre la energia potencial y cinética. En sistemas
amortiguados, parte de esta energia se disipa en cada ciclo, por lo que es necesario un aporte
energético externo para mantener una oscilacion constante [49].

2.3.3 Frecuencia natural

La frecuencia natural es una propiedad intrinseca de todo sistema vibratorio, que describe la
“forma de vibrar libremente” de un sistema, tras una perturbacion inicial sin la influencia de
fuerzas externas. Esta frecuencia depende de los parametros fisicos del sistema, tales como
su masa y rigidez, en sistemas con multiples grados de libertad, existird un espectro de
frecuencias naturales por cada modo de vibracion posible [49].

2.3.4 Resonancia

La resonancia es un fendmeno que se presenta cuando la frecuencia de una fuerza de
excitacion externa coincide con la frecuencia natural del sistema. Esta sintonia genera una
transferencia maxima de energia, provocando amplificaciones extremas en la amplitud de
vibracion. Estas oscilaciones descontroladas inducen esfuerzos estructurales que pueden
ocasionar fallas catastréficas en el sistema. Un ejemplo es el colapso del puente de Tacoma
Narrows en 1940, que ilustra drasticamente los riesgos de la interaccion entre vientos

constantes y las frecuencias naturales de una estructura [49].
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2.3.5 Efecto Sommerfeld

En 1902, Arnold Sommerfeld fue el primero en observar un fendémeno peculiar en un sistema
vibratorio compuesto por un rotor excéntrico y una base elastica. Descubrid que, cuando la
frecuencia de rotacion se aproxima a la frecuencia natural del sistema, una gran parte de la
energia suministrada por la fuente de excitacion externa se invierte en generar vibraciones
estructurales en lugar de incrementar la velocidad de rotacion. Un aspecto inusual es que, al
superar la frecuencia natural, las oscilaciones experimentan un cambio abrupto y la amplitud
durante el incremento de energia no es la misma que durante su disminucion. Como se
observa en la Figura 2.7 (a), los tramos correspondientes a los puntos a, b, ¢ y d corresponden
a cambios bruscos que siguen trayectorias distintas. Por su parte, en el la Figura 2.7 (b), se
presentan datos experimentales que demuestran el efecto Sommerfeld en un sistema
simplificado de una turbina edlica, demostrando como la amplitud de la vibracion varia con
la frecuencia de rotacion [50].
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Figura 2.7 Efecto Sommerfeld en un rotor excéntrico: a) Amplitud de la frecuencia rotacional b) Resultados
que demuestran el efecto Sommerfeld al variar la velocidad de rotacion [46].

2.3.6 Absorbedores dinamicos de vibracion (DVA)

Un absorbedor de vibracion dinamico (DVA) es un dispositivo mecédnico disefiado para
mitigar o eliminar vibraciones no deseadas en un sistema principal. Consiste en una masa y
un resorte adicional y, opcionalmente un amortiguador, que se acopla al sistema que requiere
proteccion. Este acoplamiento transforma el sistema en uno de dos grados de libertad,
modificando asi su respuesta dinamica fundamental ya que el sistema tiene dos frecuencias
naturales. El principio de funcionamiento se basa en redirigir la energia vibratoria de la
estructura hacia el absorbedor. Cuando se sintoniza adecuadamente los parametros del DVA,
se generan fuerzas de oposicidbn que contrarrestan la excitacion, logrando reducir
significativamente la amplitud de vibracion dentro de una banda angosta de frecuencia [36],
[38], [49]. El disefio de los DVA con y sin amortiguamiento se observa en la Figura 2.8.
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Figura 2.8 Sistema masa — resorte incorporando absorbedores dinamicos de vibracion (DVA): (a) sin
amortiguamiento y (b) con amortiguamiento [49].

2.3.7 Inersor

Es un dispositivo mecénico introducido por Smith [40], que actlia como un elemento de dos
terminales dentro de un sistema dinamico. Su principal funcidon es absorber y almacenar
energia cinética de vibracion, transformandola en energia rotacional, tipicamente mediante
el giro de un volante de inercia. La propiedad fundamental que lo define es que la fuerza que
se genera entre sus dos terminales es proporcional a la aceleracion relativa entre ellas, la cual
se expresa matematicamente como:

F=b(, — %) (2.16)

Donde la constante b, denominada inertancia, tiene unidades de masa (kg). Al introducir
inercia aparente (o efectiva) en un sistema, el inersor tiene el efecto de modificar sus
frecuencias naturales y atenuar las amplitudes de vibracion, constituyendo el andlogo
mecanico directo del capacitor eléctrico, completando asi la analogia clasica entre dominios

mecanicos y eléctricos. Debe ser disefiado para proporcionar el valor de inertancia deseado
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y cumplir con las especificaciones de un dispositivo real, de forma analoga a como se realiza

con resortes y amortiguadores.

2.3.8 Red mecanica

Es un sistema compuesto por elementos mecéanicos interconectados como resortes, masas,
amortiguadores e inersores, en configuraciones rigidas en serie, paralelo o mixtas. Su
movimiento estd restringido a un eje fijo respecto a un punto de referencia inercial, como
ejemplo se muestra una red mecanica en la Figura 2.9. Aunque las diferentes configuraciones
de redes mecanicas permiten optimizar el control de vibraciones, estas presentan una

complejidad en su andlisis y ajuste [40].

K,

Figura 2.9 Red mecanica basada en inersores. Donde: b es la inertancia, c es el coeficiente de
amortiguamiento y K; es la constante del resorte [42].

2.3.9 Sub-admitancia mecanica

De acuerdo con Hu et al.[42], se ha demostrado que, aplicando el concepto de sub-admitancia
mecanica, es posible simplificar el modelado matematico de diversas configuraciones de
redes mecanicas en los DVA. Este concepto, analogo al concepto de admitancia en circuitos
eléctricos, se define en el dominio de la frecuencia y representa la relacion entre la fuerza
aplicada y la velocidad resultante, y se denota como ¥:

F(s) (2.17)

Y(s) ===

V(s)
Hu et al.[42], analizaron seis configuraciones de redes mecanicas (Figura 2.10). En una red
mecanica, la interaccion entre resortes, amortiguadores e inersores produce una respuesta
dindmica semejante al comportamiento de un inico amortiguador equivalente, manteniendo
asi la coherencia con la analogia fuerza - corriente entre sistemas mecéanicos y eléctricos. Los

elementos individuales (masa, rigidez e inertancia) se combinan en configuraciones en serie
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y paralelo. Este agrupamiento se realiza por medio de los coeficientes de amortiguamiento

de cada elemento mecénico de la red, resultando en las siguientes expresiones:

C,, =ms Cp zg C, = bs (2.18)
k
m | = b = b
-1
be==HC C c
k Y(s) (é) o e (¢) C3
F(t)J{
b
M X k | —=3 C
. k= e b
K b c K
(d) C4 (e) C5 (f) Co
Yi(s) =bs+c Y,(s) = il+c Y3(s) =+ 11 5
Yy(s) = ﬁ Y5(s) = kf# Ye(s) = ﬁ

Figura 2.10 Sustitucion del elemento amortiguador por diferentes configuraciones de redes mecanicas basadas
en inersores [42].

2.3.10 Admitancia mecanica global (4,)

Mazon et al. [44], desarrollaron el concepto de admitancia mecanica global para simplificar
el andlisis y la evaluacion del comportamiento dindmico de diversas configuraciones de los
DVA basados en la topologia de las redes mecdanicas, implementados en estructuras
complejas. Este concepto se presenta como una extension de la sub - admitancia mecénica y
posee la cualidad de aislar parcialmente la configuracion del DVA con respecto a la estructura
primaria. En la Figura 2.11 se muestra la analogia de simplificacion de los diagramas
esquematicos de los DVAs basados en la topologia de las redes mecénicas. En la Figura 2.11
(a) y 2.11 (b), se muestran los diagramas esquematicos de la estructura con DVA reportada
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por Hartog (DVA convencional) y la estructura con el DVA propuesto por Asami (DVA tipo
serie) respectivamente, donde kg, ¢ y mg denotan las propiedades eldsticas, de
amortiguamiento y de inercia de la estructura principal (estructura primaria), xg es el
desplazamiento de la masa mg y F la fuerza de excitacion aplicada a la estructura principal.
Para la estructura secundaria k;, c¢; y myson los elementos mecdnicos de rigidez,
amortiguamiento y masa correspondientes al DVA, mientras que x; corresponde al
desplazamiento de la masa m;. En el DVA propuesto por Asami, en la Figura 2.11 (b) se
observa que se agrega un segundo DVA conectado en serie al DVA clésico, sus elementos
mecanicos de rigidez, amortiguamiento y masa son k,, ¢, y m, respectivamente, el
desplazamiento de la masa m, se denota por x,. De acuerdo con la literatura aplicando el
concepto de sub — admitancia mecénica, el sistema de la Figura 2.11 (a) y Figura 2.11 (b) se
puede representar de forma generalizada como el esquema de la Figura. 2.11 (c), donde A,
se le denota como sub-admitancia mecanica que es funcion de los elementos mecanicos k; y
c¢1 conectados en paralelo y que se encuentra conectada entre las masas mg y m4, donde esta
configuracion representa el comportamiento de un DVA basado en los DVAs convencionales.
De forma similar A, es la sub-admitancia que es funcion de los elementos mecanicos k, y ¢,
conectados en paralelo y que se encuentran conectada entre las masas my; y m,,
representando este sistema el comportamiento de los DVAs basados en el DVA tipo serie.
Siguiendo la misma tendencia, la Figura 2.11 (b) se puede extender considerando una sub —
admitancia Az configuracion que representa el comportamiento del DVA tipo serie con

conexion a tierra.

Es importante mencionar que las sub — admitancias A;, A, y A3 no estan restringidas a
configuraciones Unicamente en paralelo entre los elementos mecéanicos k; y ¢; (i=1,2 y 3), por
otra parte, si la masa m, no existe en el sistema vibratorio de la Figura 2.11 (b), una de las
terminales de la sub — admitancia A; tiene conexion a tierra, por lo que el sistema actuara
como un IDVA. De manera similar si la masa m, no existe en el sistema vibratorio de la
Figura 2.11 (b) una de las terminales de la sub — admitancia A, tiene conexion a tierra, por
tanto, el sistema tendra un comportamiento de un DVA no convencional.

En el diagrama esquematico de la Figura. 2.11 (c) la conexidn en serie secuencial entre las
masas mg, my, m, y la sub-admitacias A;, A, y A se puede considerar como una nueva red
mecanica e implementar nuevamente la admitancia mecénica. Sin embargo, debido a que los
desplazamientos de las masas y los posibles desplazamientos internos de las sub-admitancias
de los DVAs hacen que el concepto de admitancia mecdnica sea insuficiente. Para superar
esta adversidad, el esquema se generaliza como se observa en la Figura 2.11(d), donde el
efecto dindmico de las masas mq, m, y las sub-admitancias A4, A, y A3 se engloban en una

funcion generalizada denominada como admitancia mecénica global (4,) representando una
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funcion de amortiguamiento resultante que puede acoplarse al analisis de una estructura de 1
GDL [44].
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Figura 2.11 Esquema de la simplificaciéon de DVAs: a) DVA clasico, b) DVA clésico en serie, ¢) Diagrama
general de DVAs basado en la topologia de redes mecanicas mediante admitancia mecanica y c¢) Diagrama
simplificado mediante admitancia mecanica global [44].

2.4 Optimizacion

La optimizacion es un proceso matematico y computacional que consiste en sintonizar o
ajustar los componentes de un sistema vibratorio para obtener una respuesta de vibracion mas
estable. En el ambito del control de vibraciones, el objetivo principal de la optimizacion es
minimizar la amplitud de vibratoria de la estructura principal. Este proceso se fundamenta en
el andlisis de la funcidon de transferencia del sistema, para obtener valores numéricos o

expresiones analiticas que garanticen el desempefio deseado [43], [49], [51].

2.4.1 Metodologia de puntos invariantes

La metodologia de los puntos invariantes es una técnica empleada para optimizar sistemas
dindmicos de dos grados de libertad. En estos sistemas, la respuesta en frecuencia depende
de tres parametros adimensionales: la relacién de masa (variable independiente), la relacion
de frecuencias naturales y el amortiguamiento (variables dependientes). El andlisis consiste
en identificar los puntos invariantes (4 y B) mediante la respuesta en estado estable del
sistema cuando la relacion de amortiguamiento tiende a cero ({ — 0) y cuando tiende a

infinito ({ —» o), como se observa en la Figura 2.13. Al igualar las expresiones de respuesta
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en amplitud para estos dos casos limite en dichos puntos, es posible resolver un sistema de
ecuaciones, donde se obtienen las expresiones matematicas para los parametros optimos del
sistema. Este método permite aplanar la curva de respuesta en frecuencia del sistema
principal, al forzar a que los puntos invariantes sean de igual amplitud, se minimizan las
amplitudes resonantes y se mejora significativamente el desempefio dindmico del sistema en
un intervalo de frecuencias, logrando una atenuacion de vibraciones 6ptima [36], [38], [49].

16

P B P
m 1 (=0 i = [ =) =L
= A \\{*i \ E [x‘r/(g 10 * =720
oY W i
“ | LI [ i Curva horizontal K
.'—‘ 2 W, = 0, | ‘/A \ 'I\ 8- en B
P Curva horizontal
© g JI/.k ‘ N \ X " ]u:1 A - \> A

[\

0 ‘
06 07 08 09 10 LI 12 13 0 L

o @

, £ oy

Figura 2.12 Optimizacion de un absorbedor de vibraciones mediante la metodologia de puntos fijos [49].

2.4.2 Metodologia del punto fijo extendido

Propuesta por Barredo ef al. [43], esta metodologia constituye una extension del método de
puntos invariantes y fue desarrollada para sistemas de tres grados de libertad, especificamente
para los absorbedores dindmicos de vibracion basados en inersores (IDVA). Se basa en
igualar a la misma amplitud cuatro puntos invariantes mediante el uso de los pardmetros
optimos del sistema. Estos pardmetros se obtienen a partir de las raices de los polinomios de
la respuesta del sistema R(s) cuando ({ — 0,) y su magnitud H,,, lo que se representa

matematicamente como:

R = Hy (2.24)

Los polinomios resultantes, generalmente de cuarto grado, dependen de la cantidad de
desplazamientos considerados en la configuracion de la red mecanica analizada. En el caso
de los sistemas IDVA, se manejan cinco variables: una dependiente (relacion de masa del
absorbedor) y cuatro independientes (relacion de la inertancia, relacion de la frecuencia del
inersor-absorbedor, relacion de frecuencia absorbedor-sistema principal y la relacion de
amortiguamiento). Para encontrar las raices en funcion de los términos independientes de
estos polinomios, se emplean las formulas de Vieta. El desarrollo matematico del sistema de

ecuaciones resultante permite determinar las expresiones para las variables adimensionales
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optimas. Posteriormente, se obtiene la expresion para la relacion de amortiguamiento 6ptimo
utilizando tres frecuencias invariantes. Estas frecuencias se determinan analizando las
tendencias de amortiguamiento cuando ({ —» 0) y ({ — o) , tal como se ilustra en la Figura
2.13 b). Determinadas las frecuencias invariantes, la relaciéon de amortiguamiento optimo se

calcula mediante la siguiente expresion matematica:

(2.25)
Z = Zil_"’o + Z}2‘2—>0 + Zis—mo
op 3
10 s
|=—(=z0r0
IDVA m [y ¥ P : (==(zinfinity
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Figura 2.13 a) Diagrama de un sistema IDVA empleando la configuracion de la red mecanica C3. b)
Respuesta del comportamiento dindmico del sistema al calibrar los cuatro puntos invariantes [43].
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Capitulo 3. Modelo matematico
de sistema acoplado VIV -
modificado

El modelo del oscilador acoplado de Facchinetti et al. [23], presentado en la Secciéon 2.2
Modelo matematico acoplado fluido — estructura por Facchinetti del Capitulo 2, proporciona
una base matematica sélida para el estudio de las vibraciones inducidas por vortices (VIV).
Sin embargo, para los fines especificos de esta investigacion centrada en analizar y ampliar

el intervalo de operacion en resonancia, la variable adimensional de frecuencia tradicional

W= Dexc puede no ser la mas intuitiva.
0y

En este capitulo se propone una reformulacion del modelo, mediante una nueva variable
adimensional de la frecuencia. Esta eleccion posee una ventaja interpretativa fundamental: la
condicion de lock- in, se manifiesta directamente facilitando la identificacion y el anélisis en
este régimen. A partir de la formulacion dimensional original, se deriva el sistema de

ecuaciones adimensionales modificado y se presenta su solucion analitica.

Finalmente, se analiza la respuesta dindmica del sistema (frecuencia de desprendimiento de
vortices, amplitud de la estela y amplitud de la estructura) validando el modelo y
estableciendo la herramienta analitica que sera extendida en el siguiente capitulo con la

incorporacion de los absorbedores dindmicos de vibracion y redes mecanicas.
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3.1 Modelo matematico VIV modificado

3.1.1 Oscilador de la estructura y de la estela

Considerando el esquema de un grado de libertad del sistema de vibraciones inducidas por
vortices de la Figura 2.4 del Capitulo 2. El desplazamiento Y del cilindro se restringe al plano
transversal z-y del flujo, y de acuerdo con Facchinetti et al. [23], se puede describir mediante
un oscilador de tipo lineal expresada en el tiempo dimensional 7"donde se involucran, fuerzas
inerciales mg, fuerzas de amortiguamiento cg, fuerzas elasticas k; y fuerza de excitacion

debida al desprendimiento de vortices S,,.

msY +c,Y + kY =S, (3.1

De acuerdo con Blevins [8] mg es la masa total del sistema e involucra a la masa de la

estructura m, y la masa agregada por el fluido my. Por tanto:

mg=mc+mg,  mp=CypD*T/y, = (mg+ms)/pD? (3.2)

Siendo p la densidad del fluido, C,; un coeficiente de masa agregada y u la relacion de masa
adimensional, para un cilindro circular, generalmente se asume que el coeficiente de masa
agregada es 1 [8]. Asimismo, ¢ es el coeficiente de amortiguamiento del sistema e involucra
los efectos de amortiguamiento del soporte c. y los efectos de amortiguamiento generados
por el fluido ¢f, y se denota como:

G (3.3)
"~ 4nSt

cs=cc+c  cp=yQpD? Y

Donde (2 representa una frecuencia angular de referenciay y es el parametro de pérdida de
sustentacion (stall parameter). En un fluido sin movimiento (2 corresponde a la frecuencia
angular del movimiento de la estructura y y es funcion de la amplitud de oscilacion,
relacionada con el coeficiente de arrastre seccional medio Cp [8]. Para este caso en particular
{2 denota la frecuencia angular del desprendimiento del vortice, siendo entonces 2 = 2y =
2nS:U / D, donde S; es el nimero de Strouhal y el pardmetro y nuevamente se relaciona con
la fuerza de arrastre que actia sobre el cilindro en movimiento mediante el coeficiente de

arrastre seccional medio Cj,.

Finalmente kg representa la rigidez externa de la estructura, cabe sefialar que los pardmetros

de masa, amortiguamiento y rigidez se definen por unidad de longitud. Notese que los efectos
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del fluido se consideran directamente en el oscilador de la estructura Ec. (3.1) a través de los
parametros cs y kg, mientras que la excitacion causada por los vortices se representa por el
parametro S,,, ubicado en el lado derecho de la Ec. (3.1). Por otro lado, se sabe que la
frecuencia natural no amortiguada de la estructura (2, asi como, el factor de amortiguamiento

a causa del soporte (, se puede definir respectivamente como:
02, = ks/mg (3.4)

¢ = 15/(2msQy) (3.5)

Sustituyendo las Ecs. (3.2), (3.3), (3.4) y (3.5) en la Ec. (3.1), esta se puede reescribir como:

i+ (zms + ng) Y+ 2Z2Y=S5,/m, (3.6)

Por otra parte, el caracter fluctuante del vortice en la estela se modela mediante un oscilador

no lineal (oscilador de estela) que satisface la ecuacion de Van der Pol.

2

Q+sﬂf<%—1>Q+QfQ=F (3.7)

Donde:

= ( es el coeficiente de sustentacion fluctuante en la estructura.
» F modela los efectos del movimiento del cilindro en la estela cercana.
= ¢ es el parametro de no linealidad.

3.2 Acoplamiento fluido — estructura modelo modificado
Definiendo las variables adimensionales del tiempo t, = T{);, desplazamiento de la
estructura y, = Y/ p- coeficiente de sustentacion fluctuante en la estructura qo = Q/ D>

. - L Q
donde la frecuencia de desprendimiento de vortice se propone como w, = ! / (.- Las Ecs.
S

(3.6) y (3.7) forman un sistema dindmico fluido-estructura que de forma acoplada pueden
escribirse como:

e QOscilador de la estructura:

. Y . 3.8
YO+(2€+E)J’0+3’0=M%(U¢21 (3-8)
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e QOscilador de la estela:

. € ., _ f 3.9
q0§+(q02_1)q0+6_(2)=§ (3-9)

Relacionando la frecuencia de desprendimiento de vortice w, con la velocidad reducida del
fluido U,., esta se puede escribir como:

N

T
Qs

U U
5= UrS Ur=o-p (3.10)

Por otra parte, s, y f representan, respectivamente la fuerza de sustentacion fluctuante y la
fuerza de acoplamiento. Estos términos adimensionales, que aparecen en las Ecs. (3.8) y

(3.9), se definen matematicamente de la siguiente manera:

S, D F D (3.11)
DQrm 4m=SgU*m DQy; 4m<SEU

Sv

En las Ecs. (3.8) y (3.9) los puntos superpuestos denotan la derivada con respecto al tiempo
en forma adimensional t,. Con el objetivo de mantener el modelo VIV lo mas simple posible,
los términos de acoplamiento del lado derecho del sistema fluido-estructura se restringen a
ser funciones lineales de los pardmetros adimensionales ¢ y del desplazamiento y, asi como,
sus derivadas con respecto al tiempo.

De acuerdo con Facchinetti ef al. [23], 1a sustentacion fluctuante s,, de la estela cercana sobre
la estructura se escribe de forma dimensional como la Ec. 3.12, donde C; representa el
coeficiente de sustentacion del vortice, por lo que el parametro g, correspondiente al fluido
también puede ser definido como un coeficiente de sustentacion de vortice reducido q, =

2C . . .
L/ c, »con Cp, como el coeficiente de sustentacion de referencia, que se presenta cuando
Lo

una estructura fija es sometida al fenomeno de desprendimiento de vortice:

1
S, =5 pU?DC, (3.12)

Sustituyendo la Ec. (3.12) en el pardmetro s, correspondiente a la Ec. (3.11), este puede
reescribirse como:
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C 1

sy = Mqy MZ%BTL'ZS}ZM G
Dado que u es una relacion de masas, Ec. (3.8), M en esencia es un nimero de masa y tiene
como funcidon escalar el efecto de la estela sobre la estructura. Por otra parte, para el
parametro f de la Ec. (3.9) es posible seleccionar diferentes modelos que consideren los
efectos de la estructura sobre el oscilador de estela, por ejemplo: desplazamiento acoplado
f = Ay, velocidad acoplada f = Ay y aceleracion acoplada f = Ay. Donde A es un factor
de escala de la fuerza facoplada [23].

3.3 Dinamica del sistema acoplado — modificado

Para resolver el sistema acoplado de las Ecs. (3.8) y (3.9), se aplica el mismo método de
balance armoénico utilizado por Facchinetti et al. [23]. Se considera un movimiento arménico

de amplitud adimensional y, y una frecuencia angular w,, de la forma:
Yo(t) = yo cos (watq + @) qo(t) = qo cos (wqty) (3.14)

Donde la fuerza f, que excita al oscilador armonico en la Ec. (3.9), dependiendo del modelo
de acoplamiento (desplazamiento, velocidad y aceleracion) puede escribirse como:

f = Ay, cos (waty + @) f = —Awgbyysin (wgty + @)  (3.15)
f = _chzlSZYOCOS (wataq + @)

Donde 6§ = 1/U,.S;. Al sustituir las Ecs. (3.15) en la ecuacion del oscilador estructural Ec.
(3.8), se obtiene la funcion de transferencia correspondiente a la amplitud de la estructura en
funcion de la variable del fluido:

yO_ IVI(‘)a2

N 2
o \/(1 — 022 +wg ? (2 + LU S,)

Por otra parte, al sustituir los diferentes modelos de acoplamiento descritos en la Ec. (3.15)

(3.16)

en la ecuacion del oscilador de la estela, Ec. (3.9), se obtienen dos ecuaciones: una
correspondiente a la amplitud de estela q,, Ec. (3.17) y otra para la frecuencia angular de
excitacion w,, Ec. (3.18):

q3 AM C,

B _q14 _
3.17
4 € (1—wy2)?+ w,? (2Z+EUTSt) G-17)
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2
wg & —wg* [UESE +2-(20+ Eurst) ] — 2 [—zuzsg +uzs? (2 + (3.18)

XU5)2—1]—U252+G =0
u ot rot a

Los coeficientes C, y G, dependen del modelo de acoplamiento f considerado y se encuentran

descritos en la Tabla 3.1.

Tabla 3.1 Coeficientes C, y G, para los modos de acoplamiento del sistema modificado.

Modelos de Coeficientes C, Coeficientes G,
acoplamiento
Desplazamiento —(2¢ + V/’u U,S,)U3S? (1 — w2 )AMUSH
. .\ 2Y]72C2
Velocidad (1 — wa2)U2S? (2{ +£ UrSt> AMw2U3S?
- 2 _ 2772 ¢2
Aceleracion (2{ + 14 UrSt) W2U.S, (wg? — 1) AMw2UES]

Cabe mencionar que en este andlisis se emplearon los mismos parametros del sistema
reportados en la literatura [23], los cuales se listan en la Tabla 2.1 del Capitulo 2. En las
Figuras 3.1, 3.2 y 3.3 se muestra, respectivamente, el comportamiento de la frecuencia
angular de desprendimiento de vortices w,, la amplitud de la estela q,, y la amplitud de la
estructura y,.

Notese que las Ecs. (3.16) y (3.17) correspondientes a las amplitudes y, y qo estan en funcion
de la frecuencia angular w, y la velocidad reducida U,., mientras que la frecuencia angular
w, Unicamente es funcion de la velocidad reducida U, (velocidad del flujo), es decir U,
genera la frecuencia de desprendimiento de vortice w,. La frecuencia angular w, se obtiene
de la solucion de la Ec. (3.18), al tratarla como una ecuacion bi-cubica se obtienen como
resultado tres raices, de las cuales una o todas pueden ser reales positivas, estas pueden estar
asociadas a la histéresis del sistema VIV [23].
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Figura 3.1 Frecuencia angular w, funcion de la velocidad reducida U,.: a) desplazamiento; b) velocidad y c)

modelo de aceleracion.
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Amplitud de la estela q, - Desplazamiento Modificado
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Figura 3.2 Amplitud de la estela g, en funcion de la velocidad reducida U,.: a) desplazamiento, b) velocidad y
¢) aceleracion.
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Amplitud de la estructura Y- Desplazamiento Modificado
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Figura 3.3 Amplitud de la estructura y, en funcion de la velocidad reducida U,.: a) desplazamiento, b)
velocidad, ¢) aceleracion.
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3.4.1 Frecuencia angular — Modelo matematico modificado

El modelo clasico de Facchinetti et al. [23], descrito en la Seccion 2.2 del Capitulo 2,
constituye el punto de partida matematico para los tres modelos de acoplamiento. No
obstante, el cambio de variable adimensional propuesto en este capitulo ofrece una alternativa
adicional para analizar el sistema VIV. Por tanto, en esta seccion se presenta una discusion
de las ventajas que ofrece el cambio de variable sugerido al modelo original de Facchinetti.
Comparando la informacion del comportamiento de la frecuencia de vortices del andlisis de
las Figuras 2.5 y 3.1, se puede precisar que:

En la Figura 3.1 el fenémeno de lock - in, el cual ocurre cuando existe un cambio o alteracion
en el comportamiento vibratorio de la estela y de la estructura en una frecuencia comun, es
decir w, = 1. La frecuencia de bloqueo del sistema, obtenida de la Ec. (3.18) es w, = U,.S;,

lo que implica que el fendmeno ocurre cuando U, = 1/S;.

En comparacion con la grafica correspondiente a la Figura 2.5 también es posible observar
la existencia del lock — in, el cual se manifiesta cuando la frecuencia angular w = § =1/
S¢U,., nuevamente en U, = 1 / S;. En ambas Figuras, se aprecia que la zona de lock — in esta
caracterizada completamente por la histéresis del sistema y es simétrica con respecto a la
resonancia de referencia. Esta zona es ligeramente mayor para valores superiores a U, =
1/S;, particularmente en los casos donde el acoplamiento se realiza con el desplazamiento y

la aceleracion.

Enel caso de la Figura 2.5, fuera de la zona de /ock — in, el sistema acoplado esté sincronizado
con la frecuencia angular del desprendimiento de vortices en w = 1. En contraste, la Fig. 3.1
permite observar con mayor facilidad como cambia la frecuencia de excitacion w, con
respecto a la variacion de la velocidad reducida del flujo U,. En esta representacion, la
frecuencia angular del desprendimiento de vortice () aumenta hasta igualar o superar la
frecuencia angular de la estructura (), alcanzando la condicidon de resonancia cuando w, =
1. Por el contrario, en la Figura 2.5, la frecuencia de excitacion w = 1 permanece constante
para cualquier valor de U,., excepto en la zona correspondiente al efecto lock-in, es decir, la
frecuencia de excitacion esté sincronizada con la frecuencia angular del desprendimiento de

vortice )y, donde para condiciones de resonancia w = 6 = 1 / S, U,.

En los modelos acoplados mediante desplazamiento y velocidad, la histéresis abarca todo el
intervalo de velocidades reducidas donde ocurre el bloqueo, tanto en rampas de incremento
como decremento. Por el contrario, en el modelo por aceleracion, la histéresis se manifiesta

unicamente en los extremos del dominio de bloqueo. Cabe destacar que el modelo por
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velocidad presenta una asimetria marcada, donde la rama del efecto lock-in solo se desarrolla

para valores de U, superiores a 1/ S,

3.4.2 Amplitud de la estela y la estructura — Modelo matematico

modificado

En las Figuras 3.2 y 3.3, correspondientes a la amplitud de la estela g, y la amplitud de la
estructura y,, se observa que el comportamiento dindmico del sistema coincide con el
reportado en el modelo original de Facchinetti ef al. [23] (presentados en las Figuras 2.6 y
2.7). Las diferencias observadas entre los tres modos de acoplamiento (desplazamiento,
velocidad y aceleracion) en el analisis de la respuesta dindmica de la estela g, y la estructura
Yo, permiten identificar cudl de los modelos representa de manera mas coherente el
comportamiento fisico esperado en un sistema VIV. Por lo que, Facchinetti et al. [23],
concluyeron que el acoplamiento por aceleracion es el mas adecuado para modelar la
interaccion fluido — estructura, dicha eleccion se sustenta en las siguientes caracteristicas del

modelo, reportadas en [23]:

e Proporciona una identificacion mas precisa la zona de lock — in y del comportamiento
fuera de esta region.

e Exhibe una histéresis mas simétrica y fisicamente coherente, localizada en los bordes
del dominio del efecto lock - in.

e Reproduce una respuesta en amplitud tanto de la estructura como de la estela positiva
y amplificada, en concordancia con el comportamiento fisico esperado durante la
interaccion fluido - estructura en VIV.

En consecuencia, el acoplamiento por aceleracion se adopta en esta investigacion por ofrecer
una representacion mas robusta y equilibrada del fenomeno de lock — in, lo que a su vez

facilita un analisis mas claro de la respuesta dinamica del sistema acoplado.
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Capitulo 4. Modelo matematico
de un sistema acoplado VIV con
DVA/IDVA aplicando el concepto de
Admitancia Mecanica Global (4,)

El modelo VIV modificado desarrollado en el Capitulo 3 constituye una herramienta efectiva
para analizar el fendmeno de /ock — in. Sin embargo, para abordar el objetivo central de esta
tesis es necesario incorporar un mecanismo de sintonizacion pasivo empleando absorbedores

dinamicos de vibracion.

Tradicionalmente, modelar la interaccion de un DVA con la estructura primaria implica
agregar grados de libertad al sistema, lo que aumenta significativamente la complejidad
matematica. Esta complejidad se multiplica al considerar configuraciones avanzadas de DVA
que incorporan redes mecanicas con inersores IDVA.

Para superar este desafio y permitir un andlisis unificado y sistematico de multiples
configuraciones, se hace uso del concepto de Admitancia Mecanica Global (4,) desarrollado
por Mazon ef al. [44], esta metodologia permite condensar la dindmica de cualquier DVA o
IDVA en una tnica funcion de transferencia 44, funcion que emula los efectos dinamicos del
DVA o IDVA al sustituir la red mecanica por un amortiguamiento equivalente complejo,
dando como resultado un sistema acoplado estructura — absorbedor reducido a un modelo

equivalente de un solo grado de libertad.

En este capitulo se presenta el desarrollo del modelo matematico del sistema acoplado VIV
— absorbedor utilizando la funcion de transferencia Ay, asi como, el analisis del desempefio
dinamico de un DVA convencional y de tres configuraciones de IDVA (C3, C4 y (C6)
reportadas en la literatura.
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4.1.1 Formulacion del sistema acoplado

Para incorporar el efecto de un absorbedor dinamico de vibraciones, se considerd un sistema
de un grado de libertad (1 DOF) compuesto por un cilindro rigido circular de diametro D,
que representa la estructura principal, inmerso en un flujo uniforme y estacionario con una

velocidad constante U, como se muestra en la Figura 4.1.

Figura 4.1 Estructura rigida sometida a VIV, acoplada a un absorbedor dinamico de vibraciones
mediante el concepto de admitancia mecénica global Ay.

El cilindro bajo estudio se acoplo a diferentes absorbedores dindmicos de vibracion (DVA),
Para el analisis se considerd un DVA tradicional y tres configuraciones de IDVA (C3, C4 y
C6) [42]. La representacion unificada de los absorbedores utilizados se realizo a través de la
funcion del coeficiente de admitancia mecanica global Ag, funcion que es equivalente a un
amortiguamiento viscoso efectivo dependiente de la frecuencia de excitacion e independiente
de la configuracion especifica del IDVA. De acuerdo con lo anterior, el sistema representado
en la Figura 4.1 se puede representar como un sistema masa-resorte-amortiguador de un solo

grado de libertad, ver Figura 4.2.

Para el desarrollo del modelo matematico se toman como base las ecuaciones de los
osciladores dimensionales correspondientes a la estructura Ec. (3.1) y la estela Ec. (3.7)
reportados en el Capitulo 3. De acuerdo con el concepto de admitancia mecanica global y
tomando como referencia la Figura 4.2, la ecuacion del oscilador estructural incluyendo el
amortiguador equivalente Ay, se puede escribir como:
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msY + (cs + 4,)Y + kY = S, 4.1

Definiendo Qg = (ks/m)Y? y {, = ¢;/(2mgy);) como la frecuencia angular de la
estructura y el factor de amortiguamiento del soporte respectivamente la ecuacion (4.1) se

puede expresar como:

msY + (ms (zcans + Eaf) + Ag> Y +kY=S5, 4.2)

 — F,y G
Ja—— DG
k S C S Ag m m
kS kST
: b k
" IDVACS DVAC6 |

Figura 4.2 Representacion del oscilador estructural acoplado a diferentes absorbedores de vibracion: DVA,
C3, C4y Cb6.

En la Tabla 4.1 se presentan las funciones de transferencia dimensionales del coeficiente de
admitancia mecanica global A, para cada configuracion de DVA [44], (ver Apéndice C para

mayor detalle).

Tabla 4.1 Funciones de admitancia mecénica global A, para las configuraciones de DVA e IDVA [44].

Configuracion Funcion de admitancia mecanica global dimensional
DVA 2 ms(cys + kq)
9OVAms2 +cis+ky
IDVA C3 Ao (bcy(ky + ky)s? + bkikys + cikiky)sm
93 7 beyms* + bkyms3 + ¢y (b + m)ky + bky)s? + bkykys + cikqk,

IDVA C4 3 ms(bcys® + b(ky + ky)s? + cikys + kiky)

9 " bmst 4+ ¢, (b + m)s3 + (b(ky + ky) + k,m)s? + crkys + kqk,
IDVA C6 ms(b(ky + ky)s? + ¢1(kq + ky)s + kqky)

g,C6

" bmst +cyms® + (b + m)ky + bky)s? + c1(ky + kz)s + kyk,
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4.1.2 Adimensionamiento del sistema acoplado con 4,

Para facilitar la solucion paramétrica y simplificar la complejidad del modelo, se definieron
las siguientes variables adimensionales del sistema acoplado:

_ _y 0
te = TO va ="/, 2= o, =Y /Q (4.3)
S
o 1 A S,
§=—= Y, = g = =M
o U.S, 9T ez, T om0

= t, es el tiempo adimensional

= 1y, corresponde al desplazamiento adimensional de la estructura

= g, representa el coeficiente de sustentacion fluctuante en la estructura

" W, es la frecuencia de excitacion del modelo modificado

= § es larelacion de frecuencias naturales entre la estructura y el fluido relacionada a
la velocidad reducida

* Y, es la relacion de conexion entre la funcion de admitancia mecanica global y la
estructura principal

= 7 es larelacion de masas del sistema principal y el sistema secundario

s, es la fuerza de sustentacion fluctuante adimensional

Sustituyendo la Ec. (4.3) en la Ec. (4.2) y Ec. (3.7), el oscilador estructural y oscilador de la
estela de forma adimensional se pueden escribir como:

e QOscilador estructural adimensional:

. Y .
Yo + ((ZZ + E) + YgZ> Yo+ Vo = Mqo u)az (44)

e Oscilador de la estela adimensional (inalterado):

. € . qo f
Gos + (4a® = Do + 5—2 =5 (4.5)

4.2 Dinamica del sistema acoplado VIV con 4:

4.2.1 Solucion del oscilador estructural en el dominio de Laplace

La solucion de la Ec. (4.4) se realiz6 en el plano complejo s (dominio de Laplace), ya que:
(1) la propia admitancia mecéanica global se define y caracteriza en dicho dominio; (2)
permite incorporar de manera directa el efecto de cualquier DVA volviéndolo un sistema mas
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manejable; y (3) permite una versatilidad en el analisis debido a la sencillez de regresar al

dominio de la frecuencia (haciendo s = jw, ). Con base en lo anterior, las soluciones
propuestas en el dominio de Laplace son:

y = yo(s) Y = syo(s) J = s%y,(s) q = qo(s) (4.6)

Al sustituir las soluciones de la Ec. (4.6) en la Ec. (4.4), se obtiene la funcién de transferencia

correspondiente a la estructura en el dominio de Laplace:

Yo(s) _ Mwj, (4.7)
- Y
qo(s) 52+(2(+E+Ygz)s+1

Haciendo s = jw, y reorganizando la Ec. (4.7), se obtiene la funcion de transferencia en el

dominio de la frecuencia:

Yo

1 (4.8)
QMo —wz +j(2¢+ 1—5 +Ypz) g + 1

4.2.2 Solucion del oscilador de la estela q

Por otra parte, el término no lineal (q2) ¢ presente en el oscilador de la estela Ec (4.5) no
permite obtener una solucion exacta mediante la transformada de Laplace, ya que involucra
convoluciones multiples que no admiten una solucién cerrada. Por ello, siguiendo la
metodologia de Facchinetti et al. [23] para la solucion del oscilador de estela, se considerd

el acoplamiento por aceleracion y una solucidn de tipo armoénica con la siguiente forma:
q(t) = qo cos(wqty) f = —Aw28%y,cos(waty + @)  (4.9)

El acoplamiento entre el fluido y la estructura se preserva mediante la fuerza de
acoplamiento, proporcionando un modelo matemdticamente consistente que captura la
esencia fisica del fenomeno de interaccion fluido-estructura. Cabe destacar que la funcion de
admitancia mecanica global Y, depende de la topologia especifica del absorbedor que se
desee evaluar en el sistema VIV. En la siguiente seccién se desarrolla la metodologia de
optimizacion empleada para el DVA convencional y los IDVA, la cual es clave para obtener
los parametros Optimos de los absorbedores que serviran para evaluar el comportamiento

dindmico del sistema acoplado VIV con diferentes topologias.
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4.3 Optimizacion de los parametros del DVA e IDVA

Debido a la complejidad computacional asociada a la optimizacion directa de los
absorbedores dindmicos de vibracion (DVA/IDVA) en el sistema acoplado fluido — estructura
[52], se adopta una estrategia para implementar los absorbedores dindmicos de vibracion

DVA e IDVA que consiste en dos etapas:

1. Sintonizacién del absorbedor: el DVA y los IDVA se sintonizan considerando un
sistema lineal masa — resorte (Figura 4.3) sometido a una excitacion de tipo armonica,
siguiendo la metodologia clasica de Den Hartog [38] y la propuesta por Hu y Chen
[42]. Esta simplificacion se justifica porque, en condicion de resonancia, la respuesta
estructural en VIV adopta un caracter predominante cuasi — armonico, permitiendo
su aproximacion eficaz mediante un oscilador lineal excitado arménicamente para
fines de sintonizacion.

2. Integracion al sistema VIV: Los absorbedores dinamicos de vibracion DVA e IDVA
optimizados se integran posteriormente al sistema VIV completo mediante el

coeficiente adimensional de admitancia mecanica global Y.

DVA :
kg Ag ; E
L K= kE g k=G b
b k, .
. IDVAC4 IDVAC6 .

Figura 4.3 Sistema masa-resorte empleando el concepto de admitancia mecanica global. La funciéon Ag
representa cualquier configuracion de DVAs.

Tomando como base el sistema masa — resorte de la Fig. 4.3, la ecuacion diferencial de

movimiento correspondiente al sistema principal se puede escribir como:

mgys + kgys + Agys =F(s) (4.10)

Donde:
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* m, es la masa del sistema principal
=k es larigidez del sistema principal

* A, es laadmitancia mecénica global

» F(s) Fuerza de excitacion

Aplicando la transformada de Laplace a la Ec. (4.10), la funcién de transferencia Ry

correspondiente a la estructura principal se escribe:

o _Y() _ 1 @.11)
© T F(s)  mgs? + Ags + ks

4.3.1 Optimizacion del DVA convencional

Al acoplar la configuracion del DVA convencional (Ag, py4) de la Tabla 4.1 en la funcion de
transferencia R,y de la Ec. (4.11), se realizo el proceso de adimensionamiento empleando

los siguientes parametros:

0 Cq m
2 80 =" S0 = z=— @B
0N, = |— 0 2/ mk, mg
m
» s=ji, _ & k
®a =0, A
S
En donde:

= ()es la frecuencia natural del sistema secundario
= () es la frecuencia natural del sistema principal

= (), es la frecuencia de excitacion

= §, es larelacion de las frecuencias naturales del sistema secundario con el principal
= {, eslarelacion de amortiguamiento del sistema secundario

= z es larelacion de masas del sistema secundario y el principal

"  w, eslarelacion de frecuencias de excitacion con la estructura principal considerando
el sistema modificado

e s representa el parametro de Laplace

Sustituyendo la Ec. (4.12) en la Ec. (4.11) se obtiene la funcién de transferencia de forma
adimensional, donde la Ec. (4.11) se puede escribir como:

4.1
A2 + B2 “-13)
ko = 75D
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Siendo:
" A=-8:+w?
= B =-2w46,0,

r C=—wl+ @A+ (@Ez+1)6D)w2 - 62

D=2(z+DwZ - 1)w{,8,

Para la optimizacion del DVA se utiliz6 la metodologia del punto fijo [36], [38], que consiste
en la calibracion de los puntos invariantes del sistema. Puntos que se obtienen a partir de las
tendencias de la respuesta de la funcidon de transferencia cuando la relacion de
amortiguamiento tiende a cero (¢, - 0) y a infinito (g, - ), ya que son independientes del

valor de este parametro:

e Cuando la relacion de amortiguamiento tiende a cero {, — 0, se tiene:

12 (4.14)

Rs) 300 = |2
(=83 + w3)? &1

R0 =
@207 JCot+ A+ @+ D8 - 822
e Cuando la relacion de amortiguamiento tiende a infinito {, — oo se tiene:

B2 (4.16)

R), ¢ame = |37
1 (4.17)

R(s)»e0 =
’ ((z + 1Dwi — 1)2

Al igualar de las Ecs. (4.15) y (4.17) se obtienen dos posibles soluciones polinomicas, el
polinomio moénico que contiene la informacion fundamental para resolver el sistema es
normalmente de cuarto grado, que para su solucion se puede reducir a una ecuacion de
segundo grado, cuya resolucion proporciona la ubicacion de los puntos invariantes y que de

forma matematica se pueden expresar como:
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5 —2—z+4+Vz2+ 2z 24+ z+Vz%2+ 2z
_ | + (4.18)

Pz T T T @)@ +) | @+ DE+2)

Dado que los puntos invariantes deben tener la misma amplitud de respuesta, se cumple que
(oaf = ooag. Al resolver el sistema mediante sustitucion, se obtienen los parametros 6ptimos
para la relacion de frecuencias naturales 8, o, Y la magnitud de los puntos invariantes H;,
Ec. (4.19) y Ec. (4.20) respectivamente:

1 (4.19)
Saopt = z+1

NeE) (4.20)
Hope = T

En la Figura 4.4 se observa la respuesta del sistema, donde los puntos invariantes convergen
a una misma amplitud debido a la implementacion de estos parametros optimos, el analisis
se realiz6 considerando una relacion de masa z = 0.01 y un amortiguamiento arbitrario {, =
0.05.

15! Py —(,=0.05_
:, ”"‘I ':“\ “\ o Caio
@ 1 O [ I" I” Illl l" ‘\‘\ ““ o Ca:w
m ,’I /I I| " “ ‘\

5 L ) / d ’ ‘|‘ "’ AN N : i

07 08 0.9 1 1.1 1.2 1.3

w
a

Figura 4.4 Respuesta del sistema con un DVA convencional para una relaciéon de masa z=0.01 y un
amortiguamiento de ¢, = 0.05

Finalmente, se determina la relacion de amortiguamiento Optima para que la repuesta
dinamica del sistema sea lo mas plana posible. Para ello, se utilizé la formulacion de Den
Hartog [36], [38], y la teoria de Krenk. El primero consiste en calcular las derivadas parciales
de la respuesta del sistema Ec. (4.13) considerando las variables optimas definidas en las
ecuaciones (4.19) — (4.20), este procedimiento arroja un valor de {, para cada punto
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invariante, mientras que en el segundo se determina la frecuencia central de la respuesta
adimensional cuando la relacion de amortiguamiento tiende a infinito {, — oo, frecuencia
que se sustituye en la Ec. (4.13) utilizando los pardmetros 6ptimos obtenidos de la Ecs. (4.19)
y (4.20), ambos metodos permiten obtener la relacion de amortiguamiento 0ptimo (g o que
para el DVA convencional se puede escribir como:

3, 4.21)
Ca, ort = |ar. L N3

8(z+1)
En la Figura 4.5 se observa que, al emplear los pardmetros y relacion de amortiguamiento
Optimos, se obtiene un comportamiento dinamico mas estable en sistema al utilizar el DVA:

1 I I 1 L
| W | 1 Ca=0.05
15 ) L - =(_ =0
1 \ a
o Iy \ - -¢ =00
L] 1
» ! ’|| '\\ ‘\ S O
\_/10 [ VA \ LI \
oz /A v\
- \ 1 \ \
V/ &4 \
7, \ 1 AN
5r- 4 v ! N
z \ 1 N
v ! TN
1 1 1 1 1 1 .
0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3
w
a

Figura 4.5 Respuesta del sistema con un DVA convencional para una relacion de masa z=0.01, un

amortiguamiento arbitrario de {; = 0.05'y (g op¢.

4.3.2 Optimizacion de los IDVA (C3, C4 y C6)

Para sustituir los IDVA en la funcion de transferencia de la estructura principal Ec (4.13);-se
realizo el proceso de adimensionamiento de las funciones de admitancia mecéanica global

Ag 3 Agca Y Agce de la Tabla 4.1, para el adimensionamiento se propusieron lo siguientes
parametros:

m b ¢ 0, Q, Q (422)
zZ = — = — Z - = — = — = —
mg F=m T ofmk "7, %o @“Tg
kq k> s
.Qm = E Qb = ? -QS = |—
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En donde:

= 7z es larelacion de masas del sistema secundario y el principal.

» [ eslarelacion de masas del inersor y el sistema secundario.

= (, es larelacion de amortiguamiento del sistema secundario.

= 7 es larelacion de frecuencias del inersor y el sistema secundario.

= §, es larelacion de frecuencias del sistema principal y el sistema secundario.
" W, es larelacion de frecuencias de excitacion con la estructura principal.

= (), es la frecuencia natural del sistema secundario

= (), es la frecuencia natural del inersor.

= () es larelacion de las frecuencias naturales del sistema principal.

4.3.2.1 Optimizacion IDVA C3

Para la optimizacion del IDVA C3 se utilizé la metodologia del punto fijo extendido [43] que
consiste en la obtencion de expresiones matematicas para cada variable adimensional del
IDVA. En esta seccion se explica detalladamente la optimizacion desarrollada para el IDVA
C3—Sustituyendo la funcion A, 3 en la Ec. (4.11) y realizando el adimensionamiento

correspondiente, se obtiene la Ec. (4.23), funcion de transferencia que representa la respuesta
del sistema en estado estable:

B (4.23)

Ro = |22

Donde:
= A=20(~wz + 8wi(1+ (B +1Dn*) —52n?)
- B = ﬂ lewa5a(—5§ + wé)

» C=-20(-0S+(1+(A+ G+ +2z+1)62)wit — 2%+ 182+ 1+ (B +
D)@ + 8in*)

= D= ﬂwanz(—wg + ((z +1)82 + 1)(»2 - 63)(‘)}1

La obtencion de un primer polinomio se logra al aplicar las condiciones establecidas por la
metodologia del punto fijo. El principio fundamental de esta metodologia radica en calibrar

las frecuencias invariantes, frecuencias que se obtienen a partir de las tendencias de la
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respuesta de la funcidon de transferencia Ec. (4.23) cuando la relacion de amortiguamiento

tiende a cero ({, = 0) y a infinito ({, — 00), es decir:

12 B2 (4.24)

Ro-0= |72 Rige-e = |5z

La igualacion de las ecuaciones obtenidas para ambas relaciones de amortiguamiento en la
Ec. (4.24) conduce a dos posibles soluciones: una trivial y otra no trivial. La soluciéon no
trivial es la que contiene la informacion fundamental para resolver el sistema y resulta en una
ecuacion de grado ocho, que para su solucion se puede reducir a una ecuacion de cuarto

grado, de la forma:

Aywi + a, w3 + a,w? — azw, + a, (4.25)
Donde:

" a0=2

» ay=-2+4(-Bz—2B—-2)n*—2z— 452
. az=2((((,8+1)z+ﬁ+2)n2+z+1)6§+2+(,8+1)n2)5§

= ;=28 (*(z+ 12+ 1+ (B +2)1n?)

" a, =277

El segundo polinomio se obtiene al suponer que la magnitud del sistema H,, existe y puede

determinarse cuando la relacion de amortiguamiento tiende a infinito, es decir:

El polinomio resultante es de octavo grado, que para su solucion se puede reducir a un
polinomio de 4 grado, que se puede escribir como:

bowi + byw3 + b,w?2 + bsw, + b, (4.27)

En donde:
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. __________________________________________________________________________________________________________________________________________|
= b =-2H3((z+1)82 +1)

v by =-1+1+ @+ D%+ Qz+4)y2)H,
» by=—1+(1+ (z+1)%8% + (22 + 4)62)HZ,
" b4 = 83(Hrzn - 1)

Las Ecs. (4.25) y (4.27) constituyen dos polinomios independientes de la relacion de
amortiguamiento ({,). No obstante, el sistema planteado resulta indeterminado, dado que
solo dispone de dos ecuaciones para la determinacion de cuatro incognitas. Para resolver esta

indeterminacion, se considerd un polinomio moénico adicional que tiene la forma de la Ec.
(4.28):

(wa —a) (wa - 77) (wa - V) (wa —-8)=0 (4.28)

Tomando como base las formulas de Vieta es posible igualar las raices caracteristicas de los
polinomios en funcién de sus términos independientes, lo anterior, da como resultado un

sistema de cuatro ecuaciones que se pueden escribir como:

—Z—z=—(y+a+6+n):—2—z Z—E—Z—zzo (4.29)
—Z—z=(a6+an+ay+5n+6y+ny)=—2—z Z—Z—Z—f):o (4.30)
—Z—Z=(—a5n—ay5—any—5w)=—2—z Z—E—Z—Z=o 4.3
_Z_‘;:a(gny:_z_‘;,,z_z_z_z:o (4.32)

Sustituyendo las formulas de Vieta de las Ecs. (4.30), (4.31) y (4.32), en el primer polinomio,
dado por la Ec. (4.25), y en el segundo polinomio, dado por la Ec. (4.27), se obtienen tres
expresiones para H,, 2, tal como se muestran en las Ecs. (4.33), (4.34) y (4.35). Por otro lado,
al sustituir la Ec. (4.29) en los polinomios Ecs. (4.25) y (4.27), se obtiene una expresion para

82:

1 (4.33)

H2 = —
~1+(((B+ Dz +p+2n2—z2—z) 84+ ((B+ Dn2 — 2z — 2)82
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2 — _ 2 (4.34)
—2+n2(z+ D8t + ((B+2)M2—22—1)82
1 (4.35)
2 -
Hin = n262 —1
2 (4.36)

84

T2+ @+2Bn? -2z
Igualando de forma sucesiva la Ec. (4.35) con las Ecs. (4.33) y (4.34) respectivamente, se

obtienen dos expresiones para 82, que se denotan como:

52 = —Bn*+2z+1 (4.37)
“T 2+
Bn?—2z—2 (4.38)

62 =
(—p-1Dz—-B-2)n%*+2z2+z

Al igualar las Ecs. (4.36) y (4.38), se encuentra el pardmetro Optimo para f3, el cual es una
solucion real y positiva y se denota como:

8 _ 2z (4.39)
opt—-C3 — z4+1

Posteriormente al sustituir los parametros Bopic3 Y Mopt-cs Ec. (4.39) y Ec. (4.40)

respectivamente en la Ec. (4.37), se obtiene el parametro 6ptimo para §, y que se denota

como 8q ), o

nopt—>C3 =Vz+ 1 (4‘40)

Posteriormente al sustituir los pardmetros de § de la Ec. (4.39) y n de la Ec. (4.40) en la Ec.
(4.37), se obtiene el parametro Optimo para §,. Y al sustituir estos parametros en la Ec. (4.35)

se obtiene el parametro 6ptimo para H,,:

1 (4.41)

8aopt—>C3 = z+1

De manera similar, sustituyendo 7,5¢-c3 Y 6 Ec. (4.40)y Ec. (4.41) en la Ec. (4.35),

Aopt—C3°
se obtiene el parametro 6ptimo para H,y,:
4.42
z+1 (4.42)
Hmopt—>C3 = 7

Con los parametros o0ptimos obtenidos, se logra la calibracion de los cuatro puntos invariantes
del sistema, ver Figura 4.6 (circulos color rojo). Para la respuesta de vibracion de la Figura
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4.6 se considerd un factor de amortiguamiento arbitrario {, = 0.45 y una relacion de masa
z = 0.50.

4r FRRE A ; : ; : o . —
: ; : i : HE a o°
3 o Sl

w
a

Figura 4.6 Comportamiento dinamico del IDVA-C3 con ﬁopt‘nopt_yaop JH con un factor de

Mopt

amortiguamiento {, = 0.45.

Con el fin de aplanar la curva de respuesta en frecuencia del sistema principal y establecer el
factor de amortiguamiento optimo {, opt> S€ aplico la teoria de Krenk. Para lo anterior, es
necesario determinar tres frecuencias resonantes no amortiguadas wg, , Wq,, Y Wq,, VEr
Figura 4.6, para ello, se identifican los puntos resonantes, es decir, cuando la respuesta del
sistema es igual a infinito (R(5) = ©0), asi como, como los puntos antiresonantes, es decir,
cuando la respuesta del sistema es igual a cero (R(sy = 0). Para determinar las frecuencias
Wq, > Wg,, Y Wg, €S necesario realizar combinaciones de dos puntos resonantes y uno

antiresonante, o considerar tres puntos resonantes. Para el caso particular de la configuracién

(3 se emplearon tres puntos resonantes.

Para calcular las frecuencias wg, y wg,, se iguala a cero el denominador de la Ec. (4.24)
cuando {, = oo, se sustituyen los parametros optimos de las Ecs. (4.39) a (4.42), dando como
resultado una ecuacion de cuarto grado, que para su solucion se puede reducir a una ecuacion

de segundo grado, de donde se obtienen dos soluciones, correspondientes a wg, ¥ Wgq,. De
manera analoga, para determinar la frecuencia w,, se toma el denominador de la Ec. (4.24)
cuando {, = 0y, sustituyendo los parametros dptimos de las Ecs. (4.39) a (4.42); se obtiene
una ecuacion en funcion de w,,. Al resolver la ecuacion, se selecciona la raiz que satisface
la condicién wg; < wg,< Wg,. Finalmente, la relacion de amortiguamiento Optima se obtiene

igualando la magnitud de H,, Ec. (4.42) con la funcidn de transferencia adimensional

opt—C3

de la Ec. (4.23), donde ahora H,, se puede escribir como:

opt—C3
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(4.43)

Hmopt—>C3 =

Despejando el amortiguamiento (,, se obtiene la Ec. (4.44) ecuacion que permite calcular
tres valores de amortiguamiento, uno para cada frecuencia resonante, Ecs. (4.45) — (4.47):

, _ D*Hp —B* (4.44)

ba” = —C2H3, + A2

¢ 2% (4.45)
a=®ay 3z+3

¢ 2% (4.46)
a7 ®a; 47 + 4

2__*% (4.47)

e P
Sustituyendo las Ecs. (4.45) — (4.47) en la Ec. (2.25), se obtiene la expresion del

amortiguamiento 6ptimo que se denota como:

— Z (4.48)
Saope-cs = VI 36,736

En la Figura 4.7, se muestra el comportamiento dinamico del sistema considerando una
relacion de masa z = 0.50 un amortiguamiento arbitrario {, = 0.45 (grafica color negro) y el

amortiguamiento 6ptimo {, —— (grafica en color rojo), calculado de la Ec. (4.48). Se

puede observar que la respuesta del comportamiento dindmico del sistema es mas plana
cuando se emplea el factor de amortiguamiento 6ptimo, lo que indica una mejor distribucion

de la energia vibratoria en un rango mas amplio de frecuencias.

Figura 4.7 Comportamiento dindmico del IDVA-C3 con .Bopt,nopt,yaop % ngp . para un factor de

amortiguamiento {;, = 0.45, {aopt—>c3 y {aom.
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4.3.2.2 Optimizacion IDVA (4

Para la optimizacion de la configuracion C4, se sustituye la funcion de la admitancia
mecanica global Ay 4 reportada en la Tabla 4.1 en la funcion de transferencia de la estructura
principal Ec. (4.11). Siguiendo la misma metodologia descrita e la optimizacion del IDVA
C3, Seccién 4.3.2.1, se obtiene los parametros optimos correspondientes: Los pardmetros
optimos para la configuracion del IDVA C4 se presentan en las Ecs. (4.49) — (4.52):

Z2—14+V22 4 62+ 1 (4.49)
Bopt—>c4 = 27 + 2
VINWZ T 67 1—z241 (4.50)
yaopt—>C4 = 2Z + 2
(4.51)
H |22 +3z+ 1)V22+ 62+ 1+2°+ 622+ 62+ 1
Mopt-Ca ((z + DVz2+6z+1+22+4z+ 1) z

(4.52)

_ 2z + 2
Noptoce = o T Va2t 62 11

Asimismo, la expresion de la relacion de amortiguamiento dptima bajo el criterio de Krenk

se puede escribir como:

(4.53)

2
¢ _1\/—2(2—1+\/ZZ+62+1) zfiNzZ+6z+ 1+ f,
foptocs 9 fafafsfefr

Donde:

o f = 163842'5 + 2826242 + 20111362'% + 7827456712 + - + 369922 + 203z + 5

o fo= 16384z + 33177625 + 2793472z + 1292697623 + -+ 42882z% + 218z + 5

o fi=((-2-1122 = 72— )27+ 6z + 1 +2* —182° — 2822 — 10z — 1) (—VzZ + 6z + 1 +
2= 1) (s+ 2+ ) (VG T G T T+ 24 1T F G F T 42 41)

o fi=
3 5 7 9 11 3 5 7 9 11 13
\/E((\/E+1027+3227+3827+1625+227)\/zz+6z+1+\/E+1327+5827+10627+7827+2227+227> /\/22+6z+1+z+1
- +
4
(82°+7225+2042*+22023+9622+172+1)y z2 +62+1 143z2 | 5z | 1
s toet s

o fi=V2ViIVZZ+6z+1+z+1+VZZt6z+1+z+1
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[ ] f6 =
3 5 7 9 11 3 5 7 9 11 13
\/5((\/E+102§+322§+3825+16z§+227)\/22+6z+1+\/5+1325+5825+106z§+7825+2227+227> /\/zz+6z+1+z+1

4

+

(25 +82% + 3—25z3 +1022 + 2z + —) (Z+1VZ2Z + 62+ 1+ -+ 1226

8
e fr=@E+DNz22+6z+1+z+1)

En la Figura 4.8, se observa el comportamiento para una relacion de masa z =
0.10, aplicando un amortiguamiento arbitrario de {, = 0.020 y el amortiguamiento dptimo

Cay ot obtenido de este procedimiento. Se puede observar que la magnitud de la funcién de

transferencia, representada en el eje de las ordenadas como Ry, presenta diferencias
significativas dependiendo del valor del amortiguamiento del DVA. Para el caso con el
amortiguamiento arbitrario {, = 0.020, la respuesta muestra un poco de resonancia
pronunciado, caracteristico de un sistema con bajo amortiguamiento. En contraste, la curva

correspondiéndote al amortiguamiento optimo {, opt (linea roja) exhibe una respuesta

sensible mas plana y con una amplitud méxima reducida, lo que demuestra la eficiencia del

criterio de la metodologia del punto fijo extendido.

R(s)
N W AN o N

Figura 4.8 Comportamiento dindmico del IDVA-C4 con ﬁopt,nopt,yaop Y H con un factor de

Mopt

amortiguamiento {, = 0.020 y Zaopt'

4.3.2.3 Optimizacion IDVA-C6

Para la optimizaciéon de la configuracion C6, se sustituye la funcién de la admitancia
mecanica global Ay ¢ reportada en la Tabla 4.1 en la funcion de transferencia de la estructura
principal Ec. (4.11). Siguiendo la misma metodologia descrita e la optimizacion del IDVA-
C3, Seccion 4.3.2.1, y IDVA-C4, Seccion 4.3.2.2, se obtiene los parametros Optimos
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correspondientes. Los parametros optimos para la configuracion del IDVA-C6 se presentan
en las Ecs. (4.54) — (4.57):

2 (4.54)
Bopt—ce = 2zt D2
VIV (4.55)
Yopioco T 2 ¥ 3z 4 1
— (4.56)
Hmopt—>C4 = 7z
272 +1 (4.57)
Nopt—>ca = T

La expresion correspondiente a la relacion de amortiguamiento 6ptimo aplicando el-criterio
de Krenk, se escribe como:

V152 (4.58)

3
3(2z+1)2
En la Figura 4.9, se muestra el comportamiento dindmico del sistema considerando un

Z‘1opt—>66 =

amortiguamiento arbitrario {, = 0.25 y el amortiguamiento 6ptimo Zaop e (grafica en

color rojo), calculado de la Ec. (4.58), se puede observar que al integrarse los pardmetros
optimos en el sistema el comportamiento de la magnitud de la funcion de transferencia
presenta una reduccion significativa en los picos de resonancia, lo que indica un mejor
desempefio en la absorcion de vibraciones. La curva correspondiente al amortiguamiento
Optimo, muestra una respuesta mas plana y con menor amplitud méxima en un rango mas

amplio de frecuencias, lo que confirma la efectividad del criterio de optimizacion.
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0 0.5 1 1.5 2

w
a
Figura 4.9 Comportamiento dinamico del IDVA-C6 con ,Bopt‘nopt_yaopt v Hpy, ope CON UN factor de

amortiguamiento arbitrario de {, = 0.25y {, opt*

4.4 Comportamiento dinamico del sistema acoplado VIV
con A4,

4.4.1 Sistema Estela — Estructura — DVA

Notese que en la Ec. (4.8) el término correspondiente a la admitancia mecanica global Y esta
expresado en forma adimensional, por lo cual, utilizando los pardmetros de la Ec. (4.12), la
admitancia mecanica global Y, py 4 correspondiente al DVA se puede expresar como:

JOawq (j28awq + 64) (4.59)
—Wq +j2(a6awa + 6a2

g, DVA =

Sustituyendo Y, py4 Ec. (4.59) en la Ec. (4.8), se obtiene, la funcion de transferencia en el

dominio de la frecuencia correspondiente a la estructura principal, y se puede expresar como:

Yo 1 (4.60)

WMZ ( v jaawa(zf'cawa+6a)z>
Vat I\ H U5 T Z0T + 20 80mq +07) et

Al desarrollar el denominador de la Ec. (4.60), la expresion toma la forma de la Ec. (4.61),
donde se observa que no es posible calcular directamente la magnitud fisica debido a las
componentes imaginarias presentes en el sistema, por lo tanto, para separar la parte real e
imaginaria de la Ec. (4.61) y racionalizar el denominador multiplicando tanto el numerador

como el denominador por el conjugado complejo (C — jD), obteniendo:
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Xy A+jB _(A+jB)(C—jD) (AC+ BD)+j(BC — AD) (4.61)

P, C+jD (C+jD)(C—jD) C% + D2

De la expresion (4.61), se obtiene la magnitud fisica expresada de la siguiente forma:

X, A*+B? (4.62)
P, C%?+D?
En donde:

" Xi=Yo

P =qoMw;

= A=-ps(6 - wd)

* B =-26ul,6q0,

» C=—bpwp + (u((z+1)62 + 43,8, + 1)8 + 20,8,7 w2 — Sus?

s D =2((~4u6 ~ L) 6% + (=1 + (2 + Dw)a88, + oF (a5 +1)

Al despejar X; de la Ec. (4.62) y calcular su raiz cuadrada, se obtiene la funcion de

transferencia denominada como Y, py4 y se denota como:

(4.63)

B M2g2(a,wt + a, w2 + ay)
Y0.0VA = [byw8 + byl + b0k + bywZ + by

En donde:

. a, = 82“-2
= (ST, - 2126%8E)
= ap = (4WPSP8E — 2p78767)
= b, =8

« by =8 (—2(;1(83,(2 + 1) + 40,8, + 1) + 20,8,)6u + 4 (u(z + 17,88, + Lud + g)z)

"= b, =8 <2u2525§ + ((82(z + 1) + 470,84 + 1)8 + 27,8,Y)2 + 8 ((—ZHS _ %) 52 —
10058, ) (G + 13058, + b + g))

2
= b=8 (—26usz(u(sa<z 1)+ 43880 + 18+ 254800) + 4 ((~316 — 1) 82 — 13,85, )
" b, = 8526
Para verificar la validez del modelo matematico desarrollado, la funcion de transferencia de
la Ec. (4.63) se compard con otras dos funciones de transferencia del mismo sistema,

obtenidas con metodologias diferentes: (a) método de Euler (ME - Apéndice A) y (b)
funciones trigonométricas (MI — Apéndice B), ambas utilizando el DVA convencional, pero
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sin recurrir al concepto de admitancia mecanica global. Para lo anterior, se dividio la Ec.
(4.63) entre la funcidn de transferencia (ME) obtenida por el método de Euler, asi mismo, la
Ec. (4.63) entre la funcion de transferencia (MI) obtenida por el método de funciones
trigonométricas, dando como resultado en ambas divisiones la unidad. Ademas, al fijar la
relacion de masas en z=0, la Ec. (4.63) se reduce a la funcion de transferencia obtenida en el
desarrollo del modelo de Facchinetti modificado sin DVA, Ec. (3.16), seccién 3.3, Capitulo
3.

Por otra parte, sustituyendo las soluciones propuestas de la Ec. (4.9) en la ecuacion del
oscilador de estela Ec. (4.5), se obtiene la funcion correspondiente a la frecuencia de
excitacion angular por desprendimiento de vortices wg, y la funcidon de transferencia de la
amplitud de la estela q.

e La ecuacion correspondiente a la frecuencia de excitacion w,, se puede expresar

como:
aswi® + a,w8 + az;w8 + a,wi + ;w2 + a, (4.64)
En donde:
___w
T T e
(—4(—5+@+1D)3 ) (z+1)63-8042384-Ur?(AM—1)St? 472 +2 )02 ~4StUTY({q 28 +Qu-St2Ur2y?
s ur2st?
. -1 (- 24(_ __2(_ﬂl)_ﬂl)zz
a; = —— (- + 1?4+ 4((z+1)(AM z-D3 + (-2 +3)z =L+ 2 urse? +

(—1602 + 8z + 8)(% + 8(% — 22 — 4) 82 + 88,7 St2UT2(q, — 1 + Ur?(AM + 4% — 2)5t2)u2 -

1 8qzSt2Ur?g,  St?ur? 1 Ur?st?
165t (¢ (g3 —3) o — 225 da _ SLUVE) 1y — 45t207 <((§ D >y2

4 4

_ 1
T Ur2st2

= q, ((Ur*(z + )(AM — z — 1)St? — 43 + 2z + 2)u? — 4UrStylpn — St2Ur?y?) 8k +

o2 +24 1) Ur?st? — 432 + 2) 2 + 165t3 (3G —

((4 ((AM +472 =27 -2)C —
Dewryp+ st (G -2) Ur4y2) 82 + p2Ur2st?
2 2

- g = ((((—1 + Ur2(AM + 432 — 2z — 2)St?)8% + 45t (¢ - %) Urz) W2 + 482SE3UT3 Ty +

8§St4Ur4y2> 62) (Ur?st?)

= ay =8

e La ecuacion correspondiente a la estela del vortice g, se escribe como:
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=2 | Ur3St3wa AM (azw3 + a,w? + a;w,) (4.65)
° £(by08 + b3w§ + byw? + by w2 + by)

+1
Donde:

" gy = <2u (zuiaéa + %StUry + (u)) (Ur?St?)

. q,=-— (4u(StUry +270) (zg - %) 63) (Ur2St?)

= a, = —(udi(StUry + 2qw) ) (Ur?st?)

= b, =2

= by =(4(—5+ @+ DE) 2+ 182 +82e8, + 43 — 2) 12 + 4StUTY((oz8, + D + St2Ur?y?

= by =(1+(z+1)%8% + (1672 — 8z — 8)3% — 8T + 2z + 4)82)u® + 16yUrSt (& —3) 620 +
4y?Ur?st? (& —3) 62

2 2,282
= b =-282 ((82(—2(2 +z41)— 28 + 1)p? — 2StUrplys2 — M)

2

= by =p?s;
Caso # 1: Sistema VIV con DVA

Para el analisis del comportamiento dinamico del sistema, se considerd los parametros
optimos para el DVA Ecs. (4.19) y (4.21), Seccién 4.3.1, Capitulo 4, junto con los pardmetros
del sistema acoplado presentados en la Tabla 2.1. La frecuencia angular w, se obtiene de la
solucion de la Ec. (4.64), al tratarla como una ecuacion bicubica, se obtienen cinco raices
reales positivas.

En las Figuras siguientes, se analiza el comportamiento de la frecuencia angular de
desprendimiento de vortices w, (Figura 4.10), la amplitud de la estela g, (Figura 4.11), y la
amplitud de la estructura y, (Figura 4.12). Para el estudio, se utilizd como excitacion el
modelo por acoplamiento de aceleracion en funcion de la velocidad reducida U,.. Con el
objetivo de evaluar el desempefio mecénico del DVA se consideraron distintas relaciones de
masa: z (0, 0.001,0.003,0.005,0.008,0.01 y 0.1).
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|
Frecuencia angular w en funcion de la velocidad reducida Ur

1 3 _ Acoplamiento: Aceleracion

Z=0 - Incremento
= Z=0 - Decremento
1 2 || =2=0.001 - Incremento
*& | |= Z=0.001 - Decremento
2=0.003 - Incremento
2=0.003 - Decremento
1 1 [1==2=0.005 - Incremento
2=0.005 - Decremento
2=0.008 - Incremento ”
3(‘ 1 1= 'Z=0.008 - Decremento -—-— —
~—Z=001- Incremento Ly

= Z=0.01 - Decremento
0 9 || ===2=0.1 - Incremento
*¥||= Z=0.1 - Decremento

08r

U, LY I T A VA K

Figura 4.10 Frecuencia angular w, en funcion de la velocidad reducida U, con un DVA para diferentes
valores de z.

Amplitud de la estela q, para diferentes relaciones de masa

Modelo DVA con Ag / Acoplamiento: Aceleracion
Z=0 - Incremento
27+ = =Z=0 - Decremento
=——Z=0.001 - Incremento
L = =Z=0.001 - Decremento
2.6 Z=0.003 - Incremento
Z=0.003 - Decremento
25K ——2Z=0.005 - Incremento
Z=0.005 - Decremento
241 Z=0.008 - Incremento
° = =Z=0.008 - Decremento
= ——Z=0.01 - Incremento
231 = =Z=0.01 - Decremento
=——2Z=0.1 - Incremento
22+ = =Z=0.1 - Decremento
211
2 1 1

Figura 4.11 Amplitud de la estela g, en funcion de la velocidad reducida U,. con un DVA para diferentes
valores de z
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Amplitud de la estructura Yo para diferentes relaciones de masa

0.06 - Modelo DVA con Ag / Acoplamiento: Aceleraciéon

- ~

7 Z=0 - Incremento
'd ! = =Z=0 - Decremento
0.05 - / 1 ——Z=0.001 - Incremento
{ 1 = =Z=0.001 - Decremento
/ 1 Z=0.003 - Incremento
0.04 - U | Z=0.003 - Decremento
! . ——Z=0.005 - Incremento
o I Z=0.005 - Decremento
> 0.03 1 ! Z=0.008 - Incremento
| 1 = =Z=0.008 - Decremento
L 1 ——=Z=0.01 - Incremento
0.02 ! 1 = =Z=0.01 - Decremento
I ——Z=0.1 - Incremento
0.01 - | = =Z=0.1 - Decremento
1 4
0 |
3.5 4 6 6.5
1
0.05 - - 1
-
- I
'
’ |
0.04 - 4 1
/
| 1
5°0.03 - : !
| |
I 1
0.02 - | 1
| 1
0.01 - I
1
= ————
= T T T T
4.6 4.7 4.8 4.9 5 5.1 5.2 5.3 5.4
U

Figura 4.12 Amplitud de la estructura y, en funcion de la velocidad reducida U, con un DVA para diferentes
valores de z

Caso # 2: Sistema VIV con IDVA-C3, IDVA-C4, IDVA-C6

Siguiendo el mismo procedimiento que se utilizd para el caso del DVA convencional, Seccion
4.4.1, las funciones adimensionales correspondientes a los IDVA C3, C4 y C6
respectivamente se escriben como:

: 2
2j(~g B2 + D3 +E1000 4 y2g 52) 520, (4:66)
Y. =
803 7 2t — iBN2w3s, — 2(1 + (B + DN2){,6202 + jBNn2w,83 + 202,82
, 283 2 24+ 1) , 4.67
2/wa5a ('B 772 & +]wa6a6¢% - waﬁ(ﬂ 772 ) 4 _]ﬂw2€a> ( )
Y =

G BN28E + 2jwal,83 — wZB(B 0%+ 12 + 1)82 — 2jwil, (B + 1), + fuwl

Jwg 865 (=B(BN* + DwZ + 2j,6,(Bn* + Dw, + B1*65) (4.68)

Y. - =
90T Bk — 2 jw3l,6q — S2(B2N2 + B + Dwl + 2,63 (Bn? + Dw, + 1252
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Al reorganizar la Ec. (4.8) después de sustituir cada una de las respectivas funciones

adimensionales de las redes mecanica de las Ecs. (4.66) — (4.68) y siguiendo el desarrollo
expuesto en para determinar la magnitud fisica del sistema descrito en las Ecs (4.60 — 4.63),
se obtienen tres funciones de transferencia para cada red mecdnica. Estas funciones se

agrupan bajo una representacion general denominada yo ., -, o4

4,
qEM2(asws + a,w3 + az i + a, w3 + a;w?2) (4.69)

Yoc3,cace = b8 + bsw3 + bywi + bsw3 + by,w2 + byw, + by

Por otra parte, sustituyendo-la fuerza de acoplamiento por aceleracion definida en la Ec. (4.9)
en la Ec. (4.5) del oscilador de la estela adimensional, se obtienen dos ecuaciones para cada
configuracion de red mecanica, correspondientes a la frecuencia angular w, y otra a la

amplitud de la estela gy, que se pueden escribir como:
e Ecuacion correspondiente a la frecuencia de excitacion:
a; 0 + agwi? + aswl® + a,0d + az; w8 + a,wi + a;w? + a (4.70)

1. Ecuacioén correspondiente a la estela del vortice:

UrSt(DaAM(as(DZ + a4(*)(71 + a3w3 + azwg + alwa) (471)

= +1
e(bgwi? + bswl® + bywd + b;w8 + b,w?: + by w2 + by)

Qo =2

Es importante mencionar que los coeficientes de la Ec. (4.69), (4.70) y (4.71) se reportan
para los IDVA C3, C4 y C6 en el Apéndice D.

Para graficar el comportamiento dindmico del sistema con las diferentes configuraciones de
redes mecanicas, se han empleado los pardmetros dptimos obtenidos de la metodologia del
punto fijo extendido para cada red mecanica, tal como se describe en la Seccion 4.4.
Optimizacion del sistema masa — resorte con IDVAs (C3, C4 y C6) del presente Capitulo. Al
analizar la Ec. (4.70), que describe la frecuencia angular de excitacion del sistema acoplado
Wy, se tiene un polinomio de grado 14, que para su solucidn se puede reducir a un polinomio

de grado siete, lo que resulta en siete raices reales positivas.

En las Figuras siguientes, se presenta el comportamiento dindmico del sistema en funcion de
la velocidad reducida U, para el acoplamiento de aceleracion, mostrando la frecuencia
angular de excitacion del sistema w, (Figura 4.13), la amplitud de la estela q, (Figura 4.14),
y la amplitud de la estructura y, (Figura 4.15), para distintas configuraciones de redes
mecanicas. Se emplearon relaciones de masa: z=0, 0.001,0.003,0.005,0.008,0.01 y 0.1,

evaluando el sistema tanto para valores crecientes como decrecientes de la velocidad
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reducida. Cuando z=0, el comportamiento dinamico del sistema es igual que el

comportamiento dinamico obtenido del modelo de Facchinetti Modificado.

RED MECANICA C3 - ACOPLAMIENTO ACELERACION

Frecuencia angular w, en funcion de la velocidad reducida U, para diferentes relaciones de masa (Z)

1.2
Z=0 - Incremento
== =2Z=0 - Decremento
115 m=——=2Z=0.001 - Incremento
== =Z=0.001 - Decremento
Z=0.003 - Incremento
11 1= 220,003 - Decremento
—Z=0.005 - Incremento
1.05 - == =2=0.005 - Decremento
Z=0.008 - Incremento
= =Z=0.008 - Decremento
L] 1 =====2=0.01 - Incremento ———— e —
3 == =Z=0.01 - Decremento ]
2=0.1 - Incremento 1
9:081 = =2=0.1 - Decremento
0.9
0.85
0.8
L L | L L 1 L | 1 L |
4 4.2 4.4 4.6 4.8 5 5.2 5.4 5.6 5.8 6
r
RED MECANICA C4 - ACOPLAMIENTO ACELERACION
Frecuencia angular . en funcién de la velocidad reducida U para diferentes relaciones de masa (Z)
Z=0 - Incremento
—  =Z=0- Dacremento
Z=0.001 - Incremonts
12 = =2=0001-Decremento

Z=0.003 - Incremanto
Z=0,003 - Decremants
Z=0.005 - Incremento
114 = =Z=0.005- Docremento
Z=0.008 - Incremento
— Ze0.008 - Decrerments

Z=0.01 - Incremonto

=3 1H = =Z=0.01-Decremento -_——— —_—

Z=0.1 - Incramentao I

—  =Z=0.1- Decromaents

5 55 L=} 6.5

U

b)

Red a C6 -
Frecuencia angular w_ en funcion de la i U, para relaciones de masa (£}
1.25 -

Z=0 - Incraments
— =Z=0- Decrements

1.2 Z=0.001 - Incremento.

= =Z=0.001 - Decraments

1.5 Z=0.003 - InSranments

Z=0.003 - Decrements

—— 2=0.005 - Incroments
1.1 = =Z=0.005 - Docroments
290,008 - Incramento /
— =2-0.008 - Decremento =
—

2=0.01 - Incremento
@ —  =2=0.01 - Decremento
3 1 —ze0.1 - Incremento [ e

— =2=0.1 - Decremento
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Figura 4.13 Frecuencia angular w, en funcion de la velocidad reducida U, para aceleracion de las redes
mecanicas C3, C4 y C6 con diferentes relaciones de masa.

RED MECANICA C3 - Acoplamiento: Aceleraciéon
Amplitud de la estela g, para diferentes relaciones de masa (z)

Z=0 - Incremento

2.7 — =Z=0 - Dacremento — ~
—Z=0.001 - Incremento rd ~\
= =2=0.001 - Decremento '

2.6 Z=0.003 - Incremento rd

Z=0.003 - Decremento 7

—Z=0.005 - Incremento

== =Z=0.006 - Decremento
Z=0.008 - Incremento

= =2Z=0.008 - Decramento

I
2.4
O_O Z=0.01 - Incremento 1
== =Z=0.01 - Decrementa 1
2.3 Z=0.1 - Incremento I
w— = Z=0.1 - Decremento 1
2.2 1
]
[}
2.1
—
2
L 1 L L L
4 4.5 5 5.5 6
r
RED MECANICA C4 - Acoplamiento: Aceleracién
Amplitud de la estela q,, para diferentes relaciones de masa (Z)
2.8 —
Z=0 - Incremento
27 — =Z=0- Decremento — T
=====Z=0.001 - Incremento - N\
w— = 7=0.001 - Decremento 4 I
2.6 _ /
Z=0.003 - Incremento 1
Z=0.003 - Decremento / '
2.5 = Z=0.005 - Incremento 1
== =Z=0.005 - Decremento 1 1
Z=0.008 - Incremento 1 1
2.4 - =— =Z=0.008 - Decremento 1 1
= Z=0.01 - Incrementa 1 1
2.3 — =Z2=0.01 - Decremento |
Z=0.1 - Incremento 1
w— = 7=0.1 - Decremento I 1
2.2 1
1
1
2.1
| 1
2 — e ——
1.9 I I I I J
3.5 4 4.5 5 5.5 6.5
U
r
RED MECANICA C6 - Acoplamiento: Aceleracién
Amplitud de la estela q, para diferentes relaciones de masa (Z)
28
Z=0 - Incremento
- Decremento
27 001 - Incremento
001 - Decremento
26 003 - Incremento
003 - Decremento
005 - Incremento
25 005 - Decremento
Z=0.008 - Incremento
=0.008 - Decremento
24— 01 - Incremento
= 01 - Decremento
2al Incremento
- Decremento
22
21
2
1.9 1 Il 1
3.5 4 4.5 5 5.5 6 6.5
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]
¢)
Figura 4.14 Amplitud de la estela g, en funcion de la velocidad reducida U, y de la frecuencia angular w,
para aceleracion de las redes mecanicas C3, C4 y C6 con diferentes relaciones de masa.
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Figura 4.15 Amplitud de la estructura y, en funcién de la velocidad reducida U, y de la frecuencia angular
w, para aceleracion de las redes mecanicas C3, C4 y C6 con diferentes relaciones de masa.

4.5 Comparacion de DVA/IDVA en el sistema acoplado
VIV

A continuacidn, se presenta una comparacion del desempeno dindmico del sistema VIV
implementando los IDVA (C3, C4 y C6), con el desempefio dindmico del VIV utilizando ¥
un absorbedor dindmico de vibraciones convencional (DVA. En las graficas de las Figuras
4.16 y 4.17 se muestra el comportamiento dindmico del sistema VIV para una relacion de
masas de z=0.001 y z=0.005 respectivamente.
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Figura 4.16 (a) Amplitud de la estructura y, en funcién de la velocidad reducida U, y de la frecuencia
angular w, para aceleracion de las redes mecanicas C3, C4 y C6 y un DVA con una relacion de masa de
7z=0.001. (b) Zoom de la region de interés.
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Figura 4.17 (a) Amplitud de la estructura y, en funcién de la velocidad reducida U, y de la frecuencia

angular w, para aceleracion de las redes mecanicas C3, C4 y C6 y un DVA con una relacion de masa de
7z=0.005. (b) Zoom de la region de interés.
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Capitulo 5. Discusion de
resultados

En esta seccidon se muestran la discusion de los resultados obtenidos de esta investigacion,
centrados en el rendimiento dindmico de los IDVA en comparacion con un DVA
convencional, implementados como un componente mecanico de sintonizacidon pasiva. Se
evalta el impacto progresivo de introducir estos dispositivos de control con variaciones de
masa z. El analisis se estructura en tres ejes principales, (a) influencia de la frecuencia de
desprendimiento de vortices, (b) respuesta de la amplitud del oscilador de estela, (c) respuesta

en la amplitud de la estructura principal.
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5.1 Analisis de los resultados obtenidos del sistema
acoplado estela — estructura con las configuraciones de
absorbedores dinamicos de vibracion

5.1.1 Frecuencia angular de desprendimiento de vortices

Como se ha mencionado previamente, cuando se emplea una relacion de masa (z) nula, el
sistema acoplado se comporta de acuerdo con el modelo original de Facchinetti ef al.[23], ya
que ignora la existencia del absorbedor de vibraciones o red mecanica. En este escenario es
visible el efecto lock-in. De acuerdo con De Langre [10], la frecuencia de desprendimiento
de vortices de un cuerpo no aerodinamico en ausencia de movimiento del sélido aumenta
proporcionalmente con la velocidad del flujo, siguiendo la ley de Strouhal. Sin embargo,
cuando la estructura oscila libremente en direccién transversal al flujo, se genera un
acoplamiento no lineal entre el movimiento estructural y la dindmica de la estela cercana.
Esto resulta en una evolucion compleja de la frecuencia de desprendimiento, la cual se desvia
de la ley de Strouhal al aproximarse a la frecuencia natural del sélido, (es decir, cuando w, =
1). En este régimen, la frecuencia de desprendimiento se “engancha” o sincroniza con la
frecuencia natural del s6lido, como se observa en la Figura 5.1. Es comUn asumir un nimero
de Strouhal S; = 0.2 en el intervalo subcritico 300<Re<1.5X% 10°, donde el desprendimiento
de vortices es fuerte y periddico, proporcionando condiciones Optimas para la aparicion del

fendmeno de lock-in.
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FRECUENCIA ANGULAR DE DESPRENDIMIENTO DE VORTICES w_ - ACELERACION

1.3 DVA Z=0
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3.5 4 4.5 5 5.5 6 6.5
U
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Figura 5.1 Frecuencia de desprendimiento de vortices en funcion de la velocidad reducida con un DVA para
z=0.
Un aspecto fundamental del fendémeno de lock-in es la presencia de un bucle de histéresis,
que constituye un comportamiento dindmico no lineal caracteristico de sistemas acoplados.
Esto significa que el estado del sistema (su frecuencia de desprendimiento, amplitud de
vibracion y modo de desprendimiento de voértices) no estd determinado Unicamente por el
valor instantaneo de la velocidad reducida, sino también por la direccion y la historia de su
variacion. En la Figura 5.2 durante el incremento de la velocidad reducida U,., la frecuencia
adimensional de desprendimiento w, sigue la ley de Strouhal desde U,.= 3.5 hasta U, =4.77.
Al alcanzar este ultimo valor, el sistema experimenta una transicion abrupta, w, pasa de
0.975 a 1.062, marcando el inicio del régimen de /ock-in. En este punto la dindmica del
desprendimiento se sincroniza con la frecuencia natural del sistema, este estado acoplado se
mantiene en un intervalo de U,.= 4.77-5.37, para velocidades superiores a U,.= 5.37, el
fendmeno se desacopla. Por otra parte, durante la disminucidn progresiva de la velocidad U,.,
el comportamiento es distinto. El sistema entra en la fase de bloqueo en un intervalo de U,
de 5.26 a 4.68 donde w, desciende de 1.030 hasta 0.945, evidenciando la histéresis del

sistema.
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FRECUENCIA ANGULAR DE DESPRENDIMIENTO DE VORTICES w_ - ACELERACION
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3.5 4 4.5 5 55 6 6.5
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Figura 5.2 Fendmeno de bloqueo en la frecuencia de desprendimiento de vortices para z=0.

Si se emplea una relacion de masa z=0.0001 y 0.0003 para el DVA y la red mecanica (C3)
respectivamente, el fendmeno de bloqueo en ambos sistemas persiste, como se observa en
las Figuras 5.3 y 5.4. No obstante, una comparacion revela que la amplitud del bucle de
histéresis disminuye en ambos sistemas en comparacion con el caso base sin control (z=0).
Esto indica que incluso una masa de control minima introduce disipacion y alteracion de fase
suficiente para comenzar a controlar la inestabilidad, reduciendo la brecha entre los estados
estables alcanzados durante el incremento y el decremento de velocidad, un comportamiento
mas drastico se observa al aumentar la relacion de masa (z=0.0003). Para estos valores,
mostrados en las Figuras 4.11 y 4.15, los bucles de histéresis practicamente desaparecen, las
curvas de frecuencia para incremento y decremento de velocidad U, se superponen y el
fenomeno de lock-in se estabiliza. En este régimen, la frecuencia de desprendimiento de
vortices recupera y sigue de manera consistente la ley de Strouhal en todo el intervalo de
velocidades analizado, sin mostrar el caracteristico salto de amplitud.

FRECUENCIA ANGULAR DE DESPRENDIMIENTO DE VORTICES w_ - ACELERACION

DVA Z2=0.0001
1.3

Z=0 - Incremento
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=== 'Z=0.0001 - Decremento
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FRECUENCIA ANGULAR DE DESPRENDIMIENTO DE VORTICES w, - ACELERACION
DVA Z=0.0001
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FRECUENCIA ANGULAR DE DESPRENDIMIENTO DE VORTICES W, = ACELERACION
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Figura 5.3 Fendmeno de bloqueo en la frecuencia de desprendimiento de vortices para z=0.0001 y 0.0003
empleando un DVA
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FRECUENCIA ANGULAR DE DESPRENDIMIENTO DE VORTICES w_ - ACELERACION
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FRECUENCIA ANGULAR DE DESPRENDIMIENTO DE VORTICES w, - ACELERACION
RED MECANICA C3 Z=[0, 0.0003]
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Figura 5.4 Fenomeno de bloqueo en la frecuencia de desprendimiento de vortices para z= 0.0003 empleando
una red mecanica C3.

5.1.2 Amplitud del oscilador de estela

El oscilador de estela tipo Van der Pol, que modela la dindmica del desprendimiento de
vortices, presenta una caracteristica de los sistemas no lineales: el ciclo limite. Este fenomeno
describe una oscilacidon periodica y estable cuya amplitud en este modelo es g, = 2. La
Figura 5.5 correspondiente al caso sin absorbedor (z=0), se puede observar que fuera del
intervalo de la velocidad U, donde se presenta el efecto lock-in q, mantiene su valor teorico.
Sin embargo, en el intervalo de velocidades U, donde se presenta el efecto lock-in 4.68 <
U, < 5.37,la amplitud q, experimenta una amplificacion alcanzando valores entre 2 a 2.64.
Esta amplificacion es una consecuencia directa de la retroalimentacion energética del
sistema, la vibracion estructural refuerza el desprendimiento de vortices, el cual a su vez
genera fuerzas sincronizadas que alimentan la vibracion. La repuesta dindmica en este

régimen se distingue por la presencia de transiciones abruptas en la amplitud, identificables
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en los segmentos (4B — CD) y (EF — GH) de la Figura 5.5. Adicionalmente, se manifiesta un
ciclo de histéresis marcado entre las trayectorias de velocidad reducida creciente y

decreciente.
Acoplamiento: Aceleracién
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Figura 5.5 Fenémeno de bloqueo e histéresis en la amplitud de la estela g, para una relaciéon de masa de z=0
empleando un DVA convencional

En la Figura 5.6 se observa que, al incrementar la relacion de masa en valores de z > 0.0003
en el sistema con el IDVA (4, la amplitud de la estela tiende a estabilizarse, mientras que el
fendmeno de histéresis y el efecto lock-in se atentia progresivamente. Lo anterior indica que
el IDVA (74, disipa la energia intercambiada entre la estructura y la estela, desacoplando asi
el sistema. Para el valor de z = 0.1, el comportamiento de la amplitud del oscilador de
estela se aproxima notablemente a su ciclo limite teérico, lo que refleja un sistema
practicamente desacoplado, con una dinamica cercana a la de un oscilador de Van der Pol
(Figuras 4.11 y 4.14).
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Figura 5.6 Control del fendmeno de bloqueo e histéresis en la amplitud de la estela q, para diferentes
relaciones de masa empleando una red mecanica C4.

5.1.3 Amplitud de la estructura

El acoplamiento por aceleracion, el incremento de amplitud y, se presenta por la condicién
de resonancia, en la fase de la zona del efecto lock-in conduce a una discontinuidad en el
diagrama de bode producto de la inestabilidad del sistema cuando el mastil es sometido a
VIV, fuera de este régimen la estructura se encuentra esencialmente en reposo, ver figura 5.7.
Se observa que cuando la velocidad reducida incrementa hasta U, = 4.73, se produce un
salto que va desde 0.004 hasta 0.047, posteriormente la estructura alcanza a su amplitud
maxima (0.058) y, al finalizar la zona del efecto lock-in en U, = 5.39, se genera otro salto
desde 0.047 hasta 0.003. Cuando la velocidad se reduce, ¢l sistema entra en la zona del efecto
lock-in en el intervalo de U, = 5.28 a 4.65, el primer salto de amplitud ocurre desde 0.005
hasta 0.056 alcanzando nuevamente la amplitud maxima de 0.058 para luego descender a
0.002 al salir de la zona del efecto lock-in y regresar a su estado cuasi estatico, igualmente se
puede observar el fendémeno de histéresis entre las curvas correspondientes a la de velocidad
U, creciente (incremento) y decreciente (decremento). Al implementar un DVA convencional
o alguna configuracion de IDVA y aumentar la relacion de masa z, se tiene un mejor control
de vibracion en la estructura para valores de z=0.001 como se observa en las Figura 5.8. Es
importante mencionar que debido a la influencia del inersor, las configuraciones de IDVA
agregan un grado de libertad extra al sistema, de ahi que en la grafica 5.8 (a) se identifiquen
tres frecuencias naturales, a diferencia del sistema con DVA convencional.
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Figura 5.7 Fenomeno de bloqueo e histéresis en la amplitud de la estructura y, para una relacion de masa de

7z=0 empleando un DVA convencional
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Figura 5.8 Control del fendmeno de bloqueo e histéresis en la amplitud de la estructura y, para diferentes
relaciones de masa (z): a) Red mecanica C3 b) DVA convencional.

5.1.4 Comparacion de DVA /IDVA

En las Figuras 4.18 y 4.19 se realiza una comparacion integral entre un DVA convencional y
tres configuraciones de IDVA para relaciones de masa z en el intervalo de [0.001, 0.005],
valores en los que el sistema VIV presenta un comportamiento dindmico estable, ver Figura
5.8. Se observa que el DVA convencional, Figura 5.8(b), presenta una amplitud maxima
mayor que los IDVA, figura 5.8(a). Sin embargo, las configuraciones de IDVA muestran un
incremento en el ancho de banda operativo, ofreciendo un rendimiento mas robusto frente a
variaciones en la velocidad del flujo. Por otra parte, es posible realizar un mejor ajuste de

calibracion en los IDVA con la normativa H,
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Capitulo 6: Conclusiones y
recomendaciones para trabajos
futuros

Como cierre de esta investigacion, en este capitulo se presenta una evaluacion conclusiva de
la estrategia de control basa en IDVA, destacando su capacidad para suprimir el fendémeno
de lock-in y estabilizar la respuesta dinamica del sistema VIV. Ademas de proyectar el
conocimiento generado hacia futuras etapas de desarrollo, identificando los desafios técnicos
y las oportunidades de investigacion que permitan avanzar hacia la validacion experimental

y la aplicacion practica de los aerogeneradores VIV.
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6.1 Conclusiones

Este trabajo de investigacion abord6 el desafio de ampliar el rango operativo de los
aerogeneradores de vibracion inducidas por vortices (VIV), una tecnologia prometedora pero
cuyo desarrollo comercial se ve limitado por una banda de sincronizacién estrecha. Para
superar esta barrera, se propuso y analizé en profundidad la implementacion de un sistema

de sintonizacion pasivo basado en absorbedores dindmicos de vibracion con inersor (IDVA).

El desarrollo del estudio se sustentd en dos bases metodologicas fundamentales: En primer
lugar, se formul6 con éxito un modelo matematico acoplado estela-estructura en el marco del
concepto de admitancia mecanica global. Este enfoque demostré ser una herramienta
sumamente eficaz y satisfactoria en el analisis del sistema acoplado bajo este estudio, ya que
permitié integrar y analizar diversas configuraciones de IDVA (C3, C4, C6) y un DVA
convencional bajo una formulacién unificada, evitando la necesidad de desarrollar modelos
individuales para cada topologia, logrando simplificar significativamente el analisis de
sistemas complejos. En segundo lugar, la aplicaciéon de la metodologia del punto fijo
extendido permitié optimizar de manera eficaz los parametros de los IDVA. La robustez de
esta optimizacion qued6 validada al obtener respuestas dindmicas convergentes con

resultados reportados en la literatura [43].

Los resultados obtenidos son contundentes y se pueden resumir en los siguientes puntos

clave:

1. La implementacion de los IDVA y el DVA se reveld como una estrategia altamente
eficaz para controlar el fenomeno /ock-in y la histéresis asociada en un sistema VIV.
Un hallazgo crucial es que este control se logra incluso con relaciones de masa (z)
extremadamente bajas (del orden de 0.001). Estos valores minimos ya son suficientes
para atenuar visiblemente el bucle de histéresis y reducir la amplitud de resonancia,
demostrando la alta sensibilidad del acoplamiento fluido — estructura a perturbaciones
externas. Con valores mayores (z=0.1), la no linealidad se suprime casi por completo,
restaurando un comportamiento lineal gobernado por la ley de Strouhal.

2. Aunque la introduccion del control pasivo conlleva una reduccion en la amplitud
maxima de vibracion de la estructura y de la estela, se presenta una ventaja radical en
la eliminacioén de los saltos abruptos y la dependencia histérica caracteristico del
fendmeno lock-in. Esto se traduce en un sistema mas estable, predecible y confiable
en un intervalo mas amplio de velocidades reducidas, condicidon indispensable para
una operacion practica en un aerogenerador VIV.

3. El anélisis comparativo entre DVA y las configuraciones de IDVA para relaciones de
masa z=0.001 y z=0.005 mostr6 un desempefio dindmico diferenciado. Si bien el DVA
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logra una reduccion de amplitud, las configuraciones con inersor presentan un ancho

de banda mayor, ofreciendo un rendimiento mas robusto frente a variaciones de

velocidad de flujo. Ademas, la formulacion basada en admitancia mecanica global

confiere a los IDVA una mayor versatilidad para su ajuste y optimizacién bajo

criterios como la normativa Hy,, H,.

En sintesis, esta investigacion valida que los sistemas de sintonizacién pasiva con inersor
IDVA representan una soluciéon viable para optimizar la respuesta dinamica de los
aerogeneradores VIV. Al priorizar la estabilidad y el control sobre la amplitud maxima, se
sientan las bases para el disefio de prototipos con un comportamiento mas confiable. Los
modelos y metodologias desarrollados constituyen un punto de partida crucial para futuros
desarrollos, tanto en la simulacion avanzada como en la implementacion y validacion

experimental de esta innovadora tecnologia de generacion de energia edlica.

6.2 Recomendaciones para trabajos futuros

Los resultados y el marco metodoldgico desarrollado en esta tesis abren varias lineas de
investigacion prometedoras para avanzar hacia la implementacion practica y la optimizacion
de aerogeneradores VIV con sistemas de control pasivo, se proponen las siguientes

direcciones:

1. Modelado de un aerogenerador realista: Extender el modelo matematico para incluir
efectos tridimensionales, la elasticidad distribuida del mastil, la influencia de la
turbulencia del viento y el acoplamiento electromecénico de un sistema de conversion
de energia acoplado, esto permitira desarrollar una herramienta de prediccion de
potencia eléctrica en funcion de la velocidad reducida y los parametros del sistema,
evaluando no solo la respuesta dinamica, sino la energia util extraible.

2. Disefio y caracterizacion de un prototipo de inersor: Desarrollar el disefio mecanico
detallado (ej., basado en mecanismos de volante de inercia, masas giratorias, de
tornillo) de un inersor practico, caracterizando experimentalmente su inercia
aparente, eficiencia y pérdidas por friccion.

3. Construir un modelo fisico (un cilindro elastico con IDVA integrado) y realizar
pruebas experimentales en tunel de viento. Esto permitira validar cuantitativamente
las predicciones del modelo teodrico sobre la supresion del efecto lock-in, 1a reduccion
de amplitud y la estabilizacion de la respuesta, midiendo fuerzas, desplazamientos y
visualizacion de la estela.

4. Alternativas de optimizacion: Implementar otras metodologias de sintonizacion tales
como H,, H, o algoritmos de optimizacién (enjambre de particulas, algoritmos

genéticos) que consideren objetivos en conflicto, como maximizar la extraccion de
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energia mientras se minimiza la fatiga estructural y se maximiza el ancho de banda
operativo.

5. Exploraciéon de nuevas configuraciones de DVA: Investigar topologias de redes
mecanicas mas complejas o la incorporacion de elementos no lineales para mejorar
el rendimiento en regimenes de amplitud especificos.

6. Sistemas hibridos semi — activos: Explorar arquitecturas donde el IDVA pasivo sea
complementado con un actuador de baja potencia que permita un ajuste fino en
tiempo real de algunos parametros.

7. Analisis de confiabilidad y fatiga: Incorporar al modelo andlisis de confiabilidad y
vida a fatiga de los componentes criticos (mastil, anclajes del IDVA, elementos del

inersor) bajo espectros de carga generados por el viento y las vibraciones controladas.
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Apéndice A

Apéndice A: Modelo matematico
con DVA — M¢étodo de Euler

En el siguiente esquema se representa la implementacion del DVA convencional a la

estructura del aerogenerador VIV:

Figura A.1 Esquema de un aerogenerador VIV con un DVA convencional (2 GDL).

En donde:

* m, masa del sistema principal (estructura)

ks rigidez del sistema principal

* ¢, amortiguamiento del sistema principal

* m masa del sistema secundario (absorbedor)

» k, rigidez del sistema secundario

* ¢, amortiguamiento del sistema secundario

= s fuerza de excitacion (fuerza de desprendimiento de vortices)

Posteriormente, al aplicar la segunda Ley de Newton y considerar que la resultante de la
suma de fuerzas es proporcional a su aceleracion correspondiente, se obtiene la dindmica del

sistema, el coeficiente de amortiguamiento ¢g = ¢ + ¢y, considera tanto las disipaciones
yQrm

viscosas de la estructura ¢, = 2{f2;m, como el amortiguamiento del fluido ¢y = , al

sustituir el coeficiente, la ecuacion queda:
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e Para la estructura:

Q A.l
msiil +ms (ZZQS+ ny) 5(1 +C1 (Xl'X2)+kSX1+k1(X1'X2): SV ( )
e Para el absorbedor:
mjéz + Cl(J.CZ - xl) + kl(xZ - xl) = 0 (A2)

Al realizar el proceso de adimensionamiento, las ecuaciones correspondientes a la estructura
(A.1) y el absorbedor (A.2) son:

" Y. S Mq A3
Y1t (25 + E) Y1 +22800a(71 = Y2) +y1 + 8GZ(y1 —y2) = 620 (&-3)
Vo + 28,832 —y1) +65(y2—y1) =0 (A4)
Por parte del oscilador de estela se retoma la Ec. (3.9):
9 f (A.5)

.. g .
q05+(q02— 1)CIO+§:§

Estas ecuaciones pueden expresarse de forma matricial como [m] - +[c] = +[k] - = e
X X X

En donde, [m], [c] y [k], representan las matrices de masa, amortiguamiento y rigidez

respectivamente y los vectores =, —,—= y = , son los vectores de aceleracion, velocidad,

X X X F
desplazamiento y fuerza.
r _ 27 _g2 Mq
Lo ol (2(+6M>+225a(a 226,4, 0 . 1:?;2 ggz g [ (A.6)
[o 1 o] 9o |+ 26,4, 28¢, 0 |+ 7O « ] [}’2] =| o
0o o 1llg ' —|la
o 0 ) i AL =) L
Este sistema se simplifica al emplear la nomenclatura de Euler:
{F} = {Fo)e/®at = {r}e/®et (3} = ja,{r}e/@et {7} = —w*{r}e/¥at (A.7)
Donde:
Mq, 1
52 {Y} =1y
{Fo}=1 0 do
f
52

Por lo tanto, el sistema de la Ec. (A.6), puede reescribirse como se muestra a continuacion:
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Ma, (A)
V1 V1 V1 52
—w 2 [M]|Y2| + jwg[CT V2| + [K]|Y2| =] ©
do do do f
52
Al factorizar {X}, la ecuacion se reescribe como;
[~wa*[M] + jwa[C] + [K1]{X} = {Fo} (A.9)

[G(wa){X} = {Fo}

En donde [G (jw,)], representa la matriz general [—a)az[M] + jwy[C] + [K ]]:

A Ay 0 (A.10)
[GGwa)] = [As Ay 0‘
0 0 A

Los coeficientes empleados son los siguientes:

= A =m0’ + g {20+ Lt 278,0,) + 1+ 632

" Ay = —2jwaZ8,0, — 837
" Az = —2jwe8,0, — 8(%
" Ay =2jwed,8, — (‘)az + 53

2_
v A= —wi g {%} +=

82
Para obtener la solucion del sistema matricial es fundamental calcular la inversa de la matriz
cuadrada empleando menores, cofactores, la adjunta y el determinante, como se describe a

continuacion. Principalmente se obtiene el determinante de [G (jw,)]:

A A, 014, 4 (A.11)
[AG(ja)a)] =143 Ay 043 Ay|= A1(A4A5) — Ay(A345)
0O 0 As|0 0
Posteriormente se determina la matriz de menores:
A As  AsAs 0 (A.12)
Men[G(jw,)] = [A245  A145 0
O O A1A4_ - A2A3
Y a partir de esta se obtiene la matriz de cofactores:
Ayds  —AzAs 0 (A.13)
cof [G(jwg)] = |—A245  Ai4s 0
0 0  AA,— AyAs
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Al formar la transpuesta empleando la matriz de cofactores se determina la matriz adjunta de

la matriz original:

AgAs  —AxAs 0 (A.14)
AdjlG ()] = cof [G(w)]T = |~Asds  AiAs 0
0 0 AA,—A,As

Estos pasos permiten calcular la matriz inversa, al aplicar la formula correspondiente:

o1 AdjlG(w,)] (A.15)
00 = 46 Gy
AAs —A,Ag 0
—AzAs  AyAs 0
Glo] = 0 0 A A,—AyAs

A1 (A445) — Az (A3As)

Al despejar [G (jw,)] de la Ec. (A.9), y sustituir la matriz inversa en el sistema, se obtiene:

Mgqo (A.16)
V1 52
Y2l = [G(w )] 0
do L
| 52 |
A As  —AAg 0
y —A3As  AjAs 0 [M_‘iﬂ
yl O 0 A1A4__A2A3 %
2 =
0. A1(A4As) — A (A3As5) f
52

Del sistema de la Ec. (A.16), es posible obtener las expresiones para y, y q, , sin embargo,
debido a que el interés principal radica en conocer la funcion de transferencia de la estructura,

solo se determina la expresion y;:

_ Ay Mq, (A.17)
A1A4 - A2A3 62

Y1

Y al sustituir los coeficientes de la Ec. (A.10) previamente mencionadas, se obtiene la funcién
de transferencia ME:

Y1 {[_wa2 - 6621] _jwazcaaa} (AIS)

1\/1610/52 ijaZ(aé‘a[waz -1+ waZZ] + [wa26c%z - ((‘)az - 1)((‘)a2 - 5(%)]
+jwa (2{ +v/ud)(wy? — 82) + (20 +v/1u8)(2wa?46,)

Sin embargo, es posible observar la presencia de nimeros imaginarios, por lo que se calcula
el modulo del nimero complejo para que solo queden nimeros reales, despejando y;, se
obtiene:
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_ P§(A* + B?) (A.19)
)%

En donde:

e P= ]‘4(10/62

o A=2w,{,6,

e B=-62+w

o (=2w,06,(zw% + w:—1)+ w, (2( + :—5) (=62 + w?)

o D= —(@i- V(82 + 0D+ wisiz +2 (20 + L Jwid.s,

96



Apéndice B

Apéndice B: Modelo matematico
con DVA — Funciones
Trigonométricas

Retomando las ecuaciones adimensionales para el oscilador estructural con el DVA
convencional Ec. (A.3) — (A.4) y la ecuacidn para el oscilador de la estela Ec. (A.5) del
apéndice A. Se propone una solucién empleando las siguientes excitaciones armonicas:

Y1 = Y10 €0S (Wqty + ¢y) Y2 = Y20 c0s(wgty + ¢2) qo = qocos(wqtq)

V1 = —WaY10 Sin(wgtg + ¢4) V2 = —WqY70 Sin(wgt, + ¢@3) (B.1)

J1 = —wg*y1 cos(wgty + 1) V2 = —wa*Y20 c0s(waty +¢3)

Al sustituir las soluciones en las ecuaciones (A.3) — (A.4) y emplear identidades
trigonométricas, se obtiene la Ec. (B.2) que representa al sistema principal y le Ec. (B.3), que

representa al sistema secundario.

—‘szJ’wCOS((Data + q)l) - (ZZ + %) (‘)aylosin(wata + ¢1) + ZCaZ(Sa(_waylosin(wata + (Bz)
1) + waYzo(Sin(U)ata) cos (¢3) + cos (wqty)sin (¢2))) + Y10c0s (watq + ¢1) +

__ Mgocos (wqtq)

822 (¥10¢08 (wata + 1) = 20(c0S (qta)cos (h2) = sin (wqty) sin (¢;)) ) = L2

—w2Y50(c05 (weta) cos (b2) — sin (wgte)sin (b2)) + (B.3)
2<a6a (_wayZO(Sin ((,l)ata)COS (q)z) + cos ((*)ata)Sin (¢’2)) + waYlOSin (U)ata + q)l)) +

82 (y20(cos (wata) cos () — sin (wqty) sin ($2)) = Y10 €05 (watq + 1)) =0

Al separar las ecuaciones (B.2) — (B.3), en sus componentes cos w, Yy Sin w,, es posible

resolver el sistema de forma matricial, el cual se representa a continuacion:

Y (T T IRV L
2
fwn(z«:Jr ;%J — 0 2E 0 (8= o +1) ra 828 (=8 || Y@ |8
2 ‘ 0 0
5 Y€ B [s“—mzj ~(20,,3) ‘06_08( ) 0
a a a a a a a “a a ) aglll((P_)
5 2 - 2 2 0
‘.wﬂ‘éﬂlaﬂ _[ _80 ) _(2‘wﬂlgﬂ.oﬂ) _[8()' - wﬂ ]

Al realizar el calculo de la matriz inversa de la Ec. (B.4) y multiplicarlo por el vector de
fuerzas, es posible determinar las dos primeras ecuaciones y;,c0s (d1) Y Y1oSin (¢p4), las
cuales corresponden a las componentes de la estructura:
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.
Y10c0s (1) = (Mq0(4(—m§ + D w3565 — 4wi(3z 8% + (285 — wi + 1)(83 — w3)* — (B.5)

z 8%(82 — wﬁ))/&z (4 ((z 82— w2+ 1)2-2(z8%2 — w2+ 1)z82 +z%8% + w? (2( +

é)z) w282 +...+ ((z 82— wi + 1)? + (—wq (20 + ﬁ) - ZmaZaZSa)2>>

Yiosin (@1) = Mo (4 (—wa (26 + %) = 2048028, ) 036283 + (—wq (20 + %) - (B.6)
20q0az84) (82 — w2)? — 22 83040, + 4walaz 83(8% — 0F) + Bw3(3z 83 ) /62(4(z 8% —

w2 + 1202282 + (282 — w2 + 1)2(8%2 — w2)2 —2(282 — w2 + 1)z 82(82 — w3) —

16(z 8% — w2 + 1)z 8t w22 +... +2288 + 8w2 (22?85 + 16wE{5z26%)

Al elevar al cuadrado ambas componentes de las Ec. (39-40), y sacar raiz, se obtiene la

funcion de transferencia y, , que se muestra en la Ec. (41).

Mq,(g2+h?) (B.7)
52((aZ+2ac+b2+2bd+c2+d2)gz+2(f+h)(ad—bc)g+a2h2—2acfh+b2h2—2bdfh+f2(c2+d2))
En donde:

MI =

» a=(8z-wi+1)
= b=-w,(20+ J—s) — 0,208,265,

» ¢=-6%z

" d=2w,{,Z6,

* f=-8

" 9 =2we6a0,

»  h=62— w?
Para corroborar la exactitud del modelo matemético fundamentado en el concepto de
admitancia mecanica global, se realiz6 un proceso de validacion mediante la comparacion

de las funciones de transferencia derivadas de los modelos matematicos previamente

desarrollados, las cuales son las siguientes:
e ME: Funcion de transferencia obtenida por el método de Euler.
e MI: Funcion de transferencia obtenida por medio de identidades trigonométricas.
e MA: Funcion de transferencia obtenida por método de Laplace (v pya).

Al simplificar analiticamente cada una de estas expresiones y confrontar los resultados (MA
vs ME y MA vs MI), se observa que el cociente entre ellas converge asintoticamente a 1. Esta
equivalencia matematica certifica la coherencia interna del modelo propuesto y valida la
robustez del enfoque basado en la admitancia mecdnica global como herramienta para el
analisis de sistemas dindmicos acoplados, tal y como se ilustra en la Figura B.1
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W Cilbserdhenarial OneDiive! Escritorio\FACCHINETTI ADMITAMCIA MECANICA GUOSALIFUNCION DE TRANSFERENCIA ADMITANCLA MECANICAsmsy - [Seever 3] - Maple 2021 = I X
fochin () Edear Ver insertar Formato Bvaliae Hemamientas ) Ventasa (W] Ayoda M) d
=

DEO@@ %88 &4 BTLE e

[Toka] Hdwmitcs o eotitler] i | G 30 Ot T Newfome <] ] : 4

[

Funcién de transferencia es obtenida mediante la matriz inversa:

.n‘q/ﬁ:s
F/8de+

&=+

o)

subs(26)

+auy(8d, +E)i+

(&)

(32)

MivsMA
]
[

M
o ()

Figura B.1 Comparacion de funciones de transferencia MA, Ml y ME.
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Apéndice C: Obtencion de la
formula del DVA e IDVA con
admitancia mecanica global (Ag)

Para desarrollar la formulacion de un DVA utilizando el concepto de admitancia mecanica

global, se analizan tres sistemas fundamentales representados en la Figura C.1.

=  DVA convencional.

= DVA no convencional (NDVA) conectado a una subadmitancia A2 con una terminal
a tierra.

* Sistema generalizado con admitancia mecéanica

E e
LIS o

(a) (b) (c)

Figura C.1. Esquemas de sistemas de diferentes configuraciones de absorbedores de vibracion en donde a)
DVA convencional, b) DVA no convencional y c) sistema generalizado con admitancia mecanica global.

Las ecuaciones de movimiento obtenidas para estos sistemas son:

DVA ms..x"l + CS)'Cl + Cl()'Cl - XZ) + ksxl + kl(xl - xz) = F (C.l)
mj(:'z + Cl(.?.C'Z - xl) + kl(xz - xl) == 0
NDVA mSJ'C'l + CSJ'Cl + Al(xl - xz) + ksx1 =F (C2)

mjéz + Al(.?.CZ - Xl) + Azxz =0

100



Apéndice C
_______________________________________________________________________________________________________________________________|
Ag msjél + CSQ'Cl + ksxl + Agxl =F (C3)
Para determinar matemdaticamente la admitancia global del DVA, es necesario simplificar la
Ec. (C.1) correspondiente al DVA convencional y (C.2) correspondiente al NDVA, aplicando

el método de sustitucion se obtiene:

DVA msjél + CSJ'Cl + ksxl + mjéz == F (C4)
NDVA msjél + CS)'Cl + ksxl + mjéz + Azxz == F (CS)

Si se toma la Ec. (C.3) como referencia y se compara con las Ecs. (C.4) y (C.5), se entiende
que los términos correspondientes en cada ecuacioén representan las componentes de la
estructura principal (mg¥; + csX; + kgxq). Por lo que, los términos adicionales (mi, +
A,x,) representan la influencia del absorbedor en la dindmica del sistema, al aislar estos
términos es posible construir la ecuacion de admitancia global:

Agpvanpva X1 = mi; + Ayx, (C.6)

Al aplicar la transformada de Laplace se obtiene:

X A X |
Agpvanpva(s) = : (S)ms):; (Si (5)X2(s) (C.7

En donde la variable A,(s) en el dominio de Laplace representa la subadmitancia y los
desplazamientos X;(s) y X,(s), corresponden a las amplitudes de vibracion de la estructura
principal y del DVA. El siguiente paso consiste en vincular la admitancia global con las
componentes estructurales y las propiedades dinamicas del sistema, esto se obtiene al
sustituir los términos X;(s) y X,(s) en las funciones de transferencia del NDVA para la
estructura y el absorbedor, representadas en las Ecs. (C.8) y (C.9), respectivamente:

X1(s) _ ms + A;(s) + A,(s) (C 8)
F(s) mmgs3+ ((m +mg)A1(s) + Ay(s)mg + csm)s2 + (A1(5)(A2(5) + c5) + Ay(s)cs + ksm)s + ks (A1(s) + A5 (s)) :
X2(s) _ Ay (s) (C 9)

F(s) mmgs3 + ((m + mg)A1(s) + Ay, (s)ms + csm)s2 + ((Az(s) +c)A1(s) + Ay (s)es + ksm)s + ks (A1(s) + A5(5))
Al realizar el procedimiento descrito se obtiene la siguiente ecuacion:

A, (s)(ms + A,(5)) (C.10)
ms + A;(s) + A,(s)

Agpvanpva(s) =
Debido a que se considera un DVA convencional, el sistema se simplifica al considerar A, =

0, en donde la subadmitancia A;(s) agrupa los efectos combinados de la rigidez (k;) y el
amortiguamiento (c;) del absorbedor, como se muestra en la Figura C.2.
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Figura C.2. Esquema de los efectos de rigidez y amortiguamiento de la subadmitancia A, [44].

El concepto clave aqui es la subadmitancia mecénica, definida como la relacion entre la
fuerza aplicada y la velocidad en el domino de la frecuencia (s):
F(s C.11
45 = O (C11)
' V(s)
Esta representacion permite modelar elementos mecanicos (resortes, inersores), como
subadmitancias generalizas en el domino de Laplace. En la Figura C.2, se observa que 4;(s)
combina una rigidez (k;) y un amortiguamiento (c;) en paralelo. Sus contribuciones

individuales son:

Rigidez (k) Fi(s)  kiX(s) _ ﬁ (C.12)
V(s) sX(s) s
Amortiguamiento (¢;) Fr(s) aX(s) (C.13)

V(s)  sX(s) !

La subadmitancia A4 (s) , resulta de la suma paralela de ambos componentes:

k cis+k 14
A1(S):?1+C1:; (19

Al sustituir la Ec. (C.14) en (C.10), se obtiene finalmente la ecuacion de la admitancia global
para el DVA, en donde se refleja la interaccion dindmica entre la inercia (m),
amortiguamiento (cq) y rigidez (k).

ms(cys + kq) (C.15)
ms? +c¢;s + kyq

Agpva (s) =

Para obtener las ecuaciones de la admitancia mecénica global de las tres configuraciones de
redes mecanicas C3, C4 y C6, se emplea la Ec. (C.10) previamente desarrollada. En donde
al considerar que las redes mecénicas no tienen conexion a tierra se simplifica A, = 0, el
efecto combinado de la rigidez (k;), el amortiguamiento (c;) y la inertancia (b) de las redes,
se representa en las subadmitancias A, (s), como se observa en la Figura C.3.
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Config. C3 = w—

™ & ‘

Ky A

) '

Config. C4 :

Ky

Config. C6 : ’{ b T

Figura C.3 Esquema de los efectos de rigidez y amortiguamiento e inertancia de la subadmitancia A1 para la
red mecanica C3, C4y C6 [44].

Al realizar la suma de sus componentes se agrega la contribucion individual de la inertancia:

Inertancia (b) Fy(s) bs?X(s) _ (C.16)
V(s)  sX(s)

Al realizar la suma de sus componentes individuales, se obtienen las siguientes Ecs.:

_ bey(ky + kp)s? + bkykys + cykyky (C.17)
Ares(s) = (bs2c; + kybs + kycy)s
_ beys® 4 by + ky)s? + ks + kyk, (C.18)
Arca(s) = (bs?+cis+ky)s
(ky + ky)(bs + ¢1)s + kqik, (C.19)
Aice(s) =

s(kz + s(bs + cl))

Al sustituir cada una de las Ecs. (C.17-C.19) en la Ecs. (C.10), se obtienen finalmente las
ecuaciones de la admitancia mecénica global para cada una de las redes, en donde se refleja
la interaccion dindmica entre la inercia (m), el amortiguamiento (c;), la rigidez (k) y la
inertancia (b).

Ao (bcy(k + ky)s? + bkkys + c kk;)sm (C.20)
9 7 peymst + bkyms3 + ¢y ((b + m)ky + bk)s? + bkkys + cikk,
A ms(bcys® + b(k + ky)s? + c ks + kk,) (C.21)
9™ hms* + ¢,(m + b)s3 + (b(k + ky) + kym)s? + c,ks + kk,
Ao sm(b(k + ky)s? + ¢, (k + ky)s + kk;) (C.22)
9,6 —

bms*+cyms3 + ((b +m)k + bk1)52 +c,(k+ky)s + kk,
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Apéndice D: Coeficientes de los
IDVA

IDVA C3
Polinomio de la frecuencia angular
a; = 482212
ag = 4St2Ur28232u% — 4 (—25u((1 +(z+DB)? + 2 +1){,82 — 21%B (cua + g) 8a — 2160, u8s —

(~un2B58, 4 (sus +1)3,) - 4kM se2Ure?u2c3

as = St2Ur? (4— (—25/1((1 +(z+ DN + 2+ 1)(,62 — 2n2p ((,uc? + }2—’) 8q —

2uaca)) +.. +AM Ur?Se? (4(1 + (B + Dn2)u262¢267 — (~un?p58, — 4 (qus +1) (a))

ay = 562072 (8 (280 (z + 152 +17B (6 +£) 8 + (1 + (B + 1Dn*)udl,) 85m8, +

(~280((1 + (2 + DBIN? + 2 + 1)¢,82 — 2028 (u5 +1) 5, — 2u6(a)2 +o4 nZBBEa)

ag = St2Ur? (~882u2G38in? + 4 (un?6¢a(z + 8% + 126 (Sus +5) 60+ (1+ (B + DnPIpéS,) 83 +
2) +...+(625%u?)

a, = St2Ur? (—4;1 n?8,64 (—25/1((1 +(z+DBIN? +z+1)(,8% — 2n%p ((,uc? + }2—’) 8q —

2068) ) 4.+ (=407 (300 + 1) a0 = un?B363) Sm2up o2

a, = St*Ur? (—8;1 260 85+....+ (—4—172 (f,ué + g) {08 — #n2ﬁ553)2> + 4KM St2Ur?5%n*u?¢2s¢8
ay = 4St?Ur?5%n*u?q258

Amplitud de la estela

a5 = 208 (~0uf 1?8, — 43 (Gu8 +1)) + 26276 17 8.8

ay = =280,(1 + (B + Dn»)oZu (—cw 0?8, — 44q (Cu + g)) 8B 1?80 (~26u((1 + (2 + DPIN? +
2+ 1)0a6% — 21 (£u +1) 8, — 2603,

a5 = 21?8004 (~0uB 1?8 — 48 (16 + £)) ... +28up 763 (8 7ala + 182 + 176 (qu +1) 6, +
(1+ (B + Dn*)usde)

ay = 2un?60a64 (6(z + Dn’uB 83 + 41 + (B + 2) (Tu6 +L) u8% + 6up 128 +... +282> B 1* 854,
ay = (2un?63,5% (—an? (qud +¥) 3u82 — 512uBs3) +26°n*u? B34, ) wa

be = 48*u?(3
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" b= (4 (=281(C1 + G2+ DB + 2+ 1)448% — 2076 (35 +£) 8 — 2600, ) Buda + (8B N7,

42, (qus + %))2> 52
= b= (8 (512KGaCz + 1)8% +17B (315 +2) 80 + (1 + (B + DIN8Gq) 858KGa+...+ (8B 175 -

4, (g5 + §))>

" by = 885672007 + 4 (512Ga(z + 1)8% + 12 (TS +2) 84 + (1 + (B + 1n*)u8l, ) 8% (—28n((1 +
2
(2 + DB + 2 + 1)7,8% — 2n2p (T + 1) 8, — 260, ) +...+ (((us +2) 0,83 + ausnzsa)
" by = —4pn?80,8% (—260((1 + (z + DB + 2+ 1)¢,8% — 20°B (16 + ¥) 8, — 2600, ) +...+ (8(z +
DN2UBS3 + 4(1 + (B + 1n?) (28 + 1) 462 + 8up 25, ) 82
o by = (<8un?60488 (81PuGa(z + 18 + 1?8 (Gu8 +1) 80+ (1+ (B + DnPIusGy) + (~? (ud +

2
1) ¢at - 577uB03) )2

= =48t T8S

Amplitud de la estructura
o« ag =483
o a,=-8823(1+ (B + n*)oau® + 822 pn'sg
o ay = 4873202845 + (1 + (B + Dn?)?8HN? — 2622 B7n*s
o ap=—882GA8E(1+ (B + DnP? + 52258
o a, =48"n*u*{5qwa
o« by =457
o by =4(=26u((1+ 2+ DB + 2+ 1)08% — 202B (§8 +5) 84 — 288,) S+ (—nPusps, -
2
)4
4 (18 +5) ¢4)
o by =8(un?60u(z + 182 +n?p (548 +L) 8, + (1 + (B + DnPusla) 630ula+... + (—12u6p 5, —
)4
4 (8 +5) ¢4)
o by = —88%ESIn? + 4 (un?60u(z + 1)8% +17B (§u8 +5) 80+ (14 (B + Dn?udly) 83+ + (us(z +
Dn2B63 + 41+ (8 + Dn) (§6 +2) 062 + n2uspsy)
e b, =—-46n%ud,6% (—28;1((1 + @+ VPN +z+1){,02 — 2n%p (fué’ + %) 8a — 25#%) +..+ (ucS(z +
D263 +4(1L+ (B + 1n?) (&u +1) 4462 + n?usps,)
o by =—85n?uv0g (un?6%a(z + 1)6F + 1B (518 +£) 80 + (L + (B + Dn?)uscy) + (—4n? (us +
2
L) Ca8 — uS 0?63
o by =48n*ut{isd
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IDVA C4

Polinomio de la frecuencia angular

= a; = pE&H?

" g = St2Ur?p%uc8% + 2(uB(M2(z + DB+ 1P + z + 1)82) + -+ AM St2Ur?p?8%?

= g5 = —2St2Ur? (yc?ﬁ(nz(z + DB +1%+2z4+1)62 + 47, ((ué + %) B +1)6, + ;uSﬁ) uSB+..+8, ((1 +

(z+ 1)p)86, +2 (gus +1) p’)

«  q, = 25t2Ur28: (unzBS(z + 1)82 + 44, (38 +1) 8, + u8B(n2p +n* + 1)) Ho AR +02 + DBS, +
usl,(B+1)
= ;= St2Ur? <—28262n2u283 — 2682 (unZBS(z +1)82 + 4¢, (Zu& + %) 8 + USBM2B + 1 +

1))) o458, (B + )8 (B2 (45 + 1) 84 + oG )

»  a, =2St2Ur?un?pest (uSB(nZ(Z +1)B+n%+z+1)82 +4¢, (u(& + %) B+ 1§, +
u8B) +...+4 (Bn? (08 +1) 8 + udca) 864an

= a, = —25t2Ur2B8n2uss (unZBS(z + 1)8% + 44, (38 + 1) 8, + usp(n2p +n* + 1)) +
AM Ur?St288B326%n*u?

" gy = St2Ur?p?eintucsd

Amplitud de la estela

= a5 = 5B (20an(1 + (2 + IB)8S, +2 (55 + 1) B) + 2(B + 158a*Cs
= ay=uSB(L+ B+ D)8 (20an(1 + (z + 1DP)88, +2 (U8 + L) B) +... +4¢, (58 + ) (B + 1), + 6

" a3 = —un?p88, (20an(1 + (z + 1DB)SS, +2 (8 + L) B) — 2u8B(1 + (B + 1?83 (18Ca(z +
1))82+... +p8B(BN% +n% + 1)

o = 2uB88% (W8Ga(z + 18 + (38 + 1) (BN? + 17 + DS + WSa(B + 1)) ... -
2(B + 182654707

= ay = (~2un?B85 (Bn? (58 +7) 8 + 18a) + 2656202 anB) 0]

» b = StUrB28*u?

= bs = UrSt(—2(uSBP(z + DB + 1 + 2 + 1)8G + 47, (TS +L) (B + 108, + 6B ) usp+... +2 (qus +
SLOLY

» b, =UrSt <26§ (unZBS(z + 1)8% + 44, (38 +1) 8, + usp(n2p +n* + 1)) WBB-+...+8, (20a1(1 +

(z + 1)P)88, +2 (nis +%) 3)) 82
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|
s by =Urst <—2p2n2828283 — 28% (un?BS(z + 1)8% + 40, (8 +1) 8, ) +... +4 (ué(a(z +1)8% + (qus +

2
X) (1B + 1 + 1B8a + 18La(B + 1) 63) 52
* b, =UrSt <2u2n2[328282(n2(z +1DB+n%+z+1)+udl(z+1)8%+... + (u(& + ‘E/) M?B+ 12+ 1)BS, +
B3 (B + 1))
o by = UrSt(—2un?p85¢ (un7BOC + 18 + 40a (45 + 1)) ... +4 (176 (405 +1) 8 +
EARAL
* by = StUTrB28*n* 288
Amplitud de la estructura
° as = BZSZUZ
o a,=—2p%&A(1+ (B+ NG + 4(B + 1?8285,
o a3 =PBPEuP(2n8; + (1 + (B + 1n?)?85) — 885(B + D& uE,”
o ay=—2B8PNP85 (1 + (B + D) + 4858717,
*  a =RN2S;
° b6 — BZSZUZ
o by = —2(WSB(MA(z + DB+ + 2+ 183 + 4G (45 + 1) (B+ )8 + uSB) 8B + (26an(L + (2 +
2
1B)85, +2 (qud +1) B)
o by =252 (u N2B8(z + 1)82 + 43, ($u8 +¥) 6, + uSB(2B +n? + 1)) U+ +8q (281 + (2 +
1)B)86, +2(¢us +1) )

o by = —2B262n225% — 262 (unZBS(z +1)82 + 48, (4u8 +Y) 8, + usB(n2B +n2 + 1)) bt (u&(a(z +

5% + (05 +£) (026 + 1 + 1BS, + n6Zu (B + 1)) 52

o by =—4602ulo6t (—28u((1+ (z + DRI + 2+ 1){a8% — 20°B (§u6 +1) 80 — 26uds ) +..+ (ud(z +
D283 + 41+ (B + 1n?) (£u8 +L) a7 + n*uspo,)

o by =2 2B26%88 (M2(z + DB+ 12 +2z+ 1) +... +6% (ué{a(z +1)82 + (Eus + %) 2B+ 12 + 1)Ps, +

AGERY)

© by = B8 n"?5;
IDVA Cé

Polinomio de la frecuencia angular

" a; = prEtu?
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|
" g =St2Ur?R28%u — 2 (—u(1 + n?(z + DB + (z + 1)P)8S — 48,4, ((u6 +¥) — usp ) usp -
2
(—2u6748, — 2 (s + 1) )" — AM St2Ur2p2622
" a4y =25t20r2 (—p(L + 02 (z + DB? + (2 + 1)B)88E — 48,0 (s +1) —
u6B) W+ +AM Ur2st? (L@sz + 2018048 (216848, — 2 (gu5 +7) B))
«  a, = 25620282 (unZBS(z + 1982 + 45400 (5 +1) (B2 + 1) + us(B2n2 + B +
D)) 8B+ +415308% (1580 (B2 + 1)(z + 1S + (B2n7 + B+ 1) (305 +) 8 + G, )
= g = St2Ur? <—28282n2u283 + 283 (unZBS(z + 1)8% + 48,0, (s +2) (Bn + 1) +
HB(Bn? + B + 1))) o 475288 (B (08 +¥) 8+ Ca(B? + 1))
*  a, = —2St?Ur?BSn?usi (—u(l +1%(z+ 1B% + (z + 1)B)882 — 48,(, (Zu& + %) -

u8B) +.. +4udE (Bn?63 + 52)8¢, (Bn? (4u5 + 1) 84 +a(Bn? +1)5u)

t oy = —25EUr2BouPuog (1n?BOC + 163 + 48a8a (S8 + L) (B + 1) + nO(TN? +  +
1)) +...+AM Ur?St268u*n*p25?

B gy = St2Ur?p28%n*u?s8
Amplitud de la estela
= as = B (—208¢,8, — 2 (Eud + 1) B) + 2126%¢,8,

= a, = —SuS(EP? + B+ 1) (—2u87,8, — 2 (5u5 + ) B) + 2u262B¢, (Bn? + V(= +

Y
1)82+... +48,¢, (zus + E) — 18
" ay = un?p8st (—2u8¢,8, — 2 (16 + ) B) — 20883 (Bn? + B + 1)+... +205¢,53 (unZBS(z +
1) + 4844, (£ +2) (B + 1) + ud(§n? + p + 1)

= @y = 200?885 (3, (BN? + D(z + D82 + (B*n* + B+ 1) (us +2) 6, +

u8¢, ) +... +uS(BPN? + B + 1) — 2028%¢, 8502
v ay = —2un?p88% (B0 (6 + 1) 8, + B¢, (B2 + D) + 2085B 752 + 82)5%,n?
b, = StUTrp?8*u?
« by = UrSt (z (~n(1 + 12 + DB? + (2 + 1DB)SSE — 45,4, (4ud +1) — p5B) w5p +

(~2u5¢,8, — 2 (qu5 +) 3)2) 52
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Apéndice D

|
« b, =UrSt (253 (unZBS(z +1)82 + 48,7, ((ua + g) Bn2+1) +ps(P2nZ + B+ 1)) uSB +
8, (—zuagaaa —2 ((ua + g) B)) §2

= by =UrSt (—2u2n282828§ +282un?Bs(z+1) + 4 (uSZa(B 2+ 1D(z+1)82 +
2
(B> + B+ 1) (36 + ) 5, + usc,) 62) 2

» b, =UrSt (2u2n23525g(1 +02(z + 1DB? + (z + 1)) + u8¢,(BN? + 1)(z + 1)82 +

(B*0% + B+ 1) (8 +2) 5, + use, ) &

« b, =UrSt (—anzsssg (unZBS(z +1)82 + 48,7, ((us + g)) + 485 (an (zua + g) 8, +
2
8¢, (B + 1)) )62
*  p, = StUTP28*n*u288
Amplitud de la estructura
o ag =P
o a,=-2p28%87(B*n? + B+ 1B + 4n?838%¢,°
o a3 =P8 (2BM38; + 82(B°n% + B+ 1?) + 4u?8%(—2B1?87 — 283)8°¢
o ap =278 BN?5G (B + B+ 1) + 4?83 (Bn?8G + 82)*8°¢,°
o a; =B n*?s;
e b, =p%8%2
o by =2(~n( 407z + DB+ (2 + DB)SSE — 4847, (En8 + ) — nSB) nop +
(—2u8¢,8, — 2 (Eus +) [3)2
o b, =28 (unZBS(z +1)82 + 48,7, (cus + g) (Bn? + 1)) +... 44 (usza(snz +1)(z +1)8% +

B**+B+1) (CHS + E) 8q + uGCa) 84 (—2p8§a8a -2 (§H5 + %) B)

o by = —28%2n2B262 + 262 (unZBS(z + 1)8% + 48,7, (8 + g)) +...+4 (u8¢, (B0 + 1z +

182 + (B2n? + B+ 1) (q6 + “s2
a N+ B+1) (8 +7)8, +n6¢,) 8

o by =—2B0288% (—u(1 +n?(z + DB + (z + DP)SSE — 4844, (zus +5 - uas) ...+ (Qus +
Y) 8, + 8,
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Apéndice D

. __________________________________________________________________________________________________________________________________________|
o by = ~2B07u58 (N7BO(z + 18 + 48,4, (58 + 1) (Bn® + 1) + uS(B7 + B+ 1)) +
488 (B2 (55 +¥) 8, +¢,(Bn? + op)

* by =p*8"n*u*s;
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