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Contribucion académica

La asignatura Calculo Vectorial actualmente se imparte en el tercer semestre del programa
educativo de Ingenieria Quimica del Tecnoldgico Nacional de México/Instituto Tecnolégico de
Mexicali (TecNM/ITM). Se detalla, un anélisis sobre como esta asignatura contribuye al
cumplimiento de los objetivos formativos establecidos en dicho programa.

El objetivo general de la carrera de Ingenieria Quimica es “Formar profesionistas en
Ingenieria Quimica competentes para investigar, generar y aplicar el conocimiento cientifico y
tecnoldgico, que le permita identificar y resolver problemas de disefio, operacion, adaptacion,
optimizacion y administracién en industrias quimicas y de servicios, con calidad, seguridad,
economia, usando racional y eficientemente los recursos naturales, conservando el medio
ambiente, cumpliendo el codigo ético de la profesion y participando en el bienestar de la
sociedad” (TecNM/ITM, s.f.).

Durante los meses de junio y agosto de 2022 los integrantes de la Academia de Ingenieria
Quimica y Bioquimica se reunieron para establecer por consenso tres objetivos formativos
educacionales para el programa educativo de Ingenieria Quimica del TecNM/ITM. Se presenta
una descripcién sobre la contribucion de la asignatura de Calculo Vectorial a la consecucion de
dichos objetivos:

“Los egresados de Ingenieria Quimica son profesionistas competentes para desarrollarse
en los sectores industrial y de servicios; identificando, analizando, formulando y resolviendo
problemas propios de su ambito”. En este sentido la asignatura de Calculo Vectorial contribuye
al desarrollar un pensamiento I6gico matematico que le permitira al egresado identificar,
analizar y resolver problemas, ya que tendran las herramientas basicas necesarias para modelar
fendmenos de Ingenieria Quimica. Con las herramientas matematicas podran manipular una

gran cantidad de variables para emplearlas en las ecuaciones de disefio y de modelacion para la



simulacion de los procesos. Estos andlisis podran servir de base en la toma de decisiones y para
hacer mas eficientes los procesos. Los conocimientos adquiridos son indispensables para
identificar el comportamiento de una gran cantidad de sistemas tanto a nivel laboratorio como a
escala industrial. Las competencias adquiridas en Calculo Vectorial, entre ellas, la aplicacion de
las propiedades de vectores, rectas, planos, calculo de funciones vectoriales o escalares de varias
variables son necesarias para resolver y optimizar problemas de Ingenieria Quimica,
principalmente el disefio de equipos de procesos industriales de esta ingenieria.

“Los egresados de Ingenieria Quimica se conducen éticamente y aplican la normatividad
inherente a su practica profesional con una vision sustentable en ambientes interdisciplinarios y
multiculturales”. Con las competencias adquiridas en Célculo Vectorial, el egresado de Ingenieria
Quimica es capaz de manipular las variables incluidas en los diferentes modelos matematicos
claves en el disefio de procesos quimicos. La manipulacion de las variables de proceso lleva al
desarrollo de diferentes alternativas de operacion en las que el egresado puede aplicar su
capacidad de analisis y sintesis para seleccionar la méas viable, no solo desde el punto de vista
econdmico, sino también con una perspectiva ética, sustentable y respetuosa con la normatividad
aplicable.

“Los egresados de Ingenieria Quimica son competentes para administrar recursos,
comunicarse en forma oral y escrita de manera expedita y concisa, asi como trabajar en equipo
con actitud creativa y emprendedora en el desarrollo de proyectos”. En la asignatura de Célculo
Vectorial varios subtemas se abordan con actividades en las cuales los estudiantes forman grupos
para resolver una serie de ejercicios o problemas, favoreciendo con ello el trabajo en equipo,
también exponen la solucion frente al grupo, poniendo en préactica habilidades de comunicacion

oral (exposiciones y discusiones) y escrita (al resolver los ejercicios en el pizarrén y en algunos



temas al elaborar el portafolio de evidencia de lo realizado), para ello emplean con regularidad

las tecnologias de la informacion y comunicacion (TIC’s).
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INTRODUCCION

La asignatura de Céalculo Vectorial, que se imparte en el TecNM/ITM, forma parte del
curriculo de los programas de ingenieria del tercer semestre. Esta materia se encuentra dentro del
area de Ciencias Basicas y representa un pilar fundamental para la formacion de los estudiantes
en el campo de la ingenieria. Su estudio fomenta en el estudiantado el desarrollo de un
pensamiento l6gico y matematico que no solo enriquece el perfil del futuro ingeniero, sino que
también le otorga herramientas para modelar fendmenos y aplicarlos en diversos contextos.

El Célculo Vectorial constituye la base para cursos mas avanzados como Estatica,
Ecuaciones Diferenciales y Fisica, ademas de ser esencial en el aprendizaje de otras asignaturas
de carrera y especialidad de Ingenieria Quimica (Termodinamica, Fisicoquimica, Balance de
Momento, Calor y Masa, entre otras). Durante este curso los estudiantes adquieren: habilidad
para realizar abstracciones, analizar y sintetizar informacion; capacidad para identificar, formular
y resolver problemas de manera efectiva; habilidad para aprender de forma continua y actualizar
sus conocimientos y capacidad para colaborar eficazmente en un equipo de trabajo.

Cinco temas se abordan en el programa de Calculo Vectorial, se inicia en el tema 1, con la
exploracién de los vectores, abordando su comprension, manipulacion algebraica y
representacion geométrica. Se utiliza el producto escalar para calcular el trabajo realizado por una
fuerza y el producto vectorial para determinar el momento de esta, entre otras aplicaciones.
También se estudia el triple producto escalar, el cual permite calcular volimenes de
paralelepipedos rectangulares y determinar momentos de fuerzas con respecto a un eje. Para
cerrar el primer tema, se estudian las ecuaciones las ecuaciones que describen rectas y planos en
el espacio.

En el segundo tema, el enfoque se traslada al estudio de curvas en el plano, esenciales

para analizar el movimiento de un cuerpo en terminos de posicion, velocidad y aceleracion. Se



emplean tanto coordenadas rectangulares como polares, dependiendo de la geometria de las
trayectorias, optimizando asi la resolucion algebraica. También se abordan conceptos como la
tangente horizontal y vertical a una curva, longitud de arco y el célculo de area de una superficie.

El estudio de curvas en el espacio utilizando parametrizacion se introduce en el tercer
tema. Se analiza los limites y la continuidad de funciones vectoriales, asi como sus derivadas e
integrales. Se examina ademas los vectores tangentes, normal y binormal, los cuales caracterizan
la geometria de una curva en el espacio. Se estudia la longitud de arco y la curvatura.

En el cuarto tema, se trabaja con funciones de dos variables, representandolas mediante
gréaficos, mapas de contorno y curvas de nivel para comprender su comportamiento. Se estudian
los limites y la continuidad en funciones de varias variables, ademas de calcular y analizar sus
derivadas parciales e interpretar su significado geométrico. También se introduce el concepto de
diferencial y la linealizacion de funciones, complementando el tema con la regla de la cadena, la
derivacion implicita y las derivadas parciales de orden superior. Se finaliza con la definicion de
gradiente y su uso en el célculo de derivadas direccionales, concluyendo con el analisis de
valores extremos de funciones de varias variables.

Finalmente, el Ultimo tema se centra en el estudio de las integrales dobles y triples en
distintos sistemas de coordenadas, fundamentales para el calculo de areas y volumenes. Se
exploran regiones tipo | y tipo Il para facilitar la aplicacion de integrales multiples. Ademas, se
introduce el concepto de campo vectorial, con ejemplos practicos como el flujo de calor, flujo de
energia, el campo gravitatorio y las cargas eléctricas. A partir de estos analisis, se profundiza en
la interpretacion geométrica del gradiente, la divergencia y el rotacional de un campo vectorial.
Para concluir, se estudian las integrales de linea y los teoremas fundamentales de Green, Stokes y

de la divergencia de Gauss (TecNM, s. f.).



Estos apuntes estan disefiados para ser una herramienta préctica y accesible que facilite la
ensefianza del Calculo Vectorial. La intencion es ofrecer un material estructurado y de calidad
que favorezca el aprendizaje de los estudiantes y a los docentes a enriquecer sus clases. Ademas
de servir como guia de estudio, este material busca aportar una perspectiva adicional sobre los
contenidos, contribuyendo al fortalecimiento de las asignaturas de Ciencias Basicas,
fundamentales en la formacion de cualquier ingenieria.

Se espera que estos apuntes sean un apoyo efectivo tanto para profesores como para
estudiantes, ayudando a mejorar el aprendizaje y los resultados académicos en estas disciplinas
clave. Se incluyen diversas actividades para ser desarrolladas en clase, practicas que los
estudiantes realizaran en el aula y tareas para reforzar el aprendizaje fuera del horario escolar.

Es importante sefialar que todas las actividades y tareas que no cuentan con cita han sido
disefiados o resueltos por el autor de estos apuntes. En cambio, aquellos que han sido tomados de

otras fuentes incluyen la cita correspondiente.
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1. VECTORES EN EL ESPACIO

Competencias especificas: comprende y aplica las propiedades de las operaciones con
vectores para resolver problemas de diversas areas de la ingenieria, ademas formula y analiza
ecuaciones de rectas y planos en distintos contextos, desarrollando habilidades para el modelado
matematico y su aplicacién en situaciones reales.

Competencias genéricas: habilidad para realizar abstracciones, analizar y sintetizar
informacidn; capacidad para identificar, formular y resolver problemas de manera efectiva;
habilidad para aprender de forma continua y actualizar sus conocimientos y capacidad para

colaborar eficazmente en un equipo de trabajo (TecNM, s. f.).

1.1 Definicion de un vector en el plano y en el espacio. Interpretacion geométrica.

Los autores Swokowski (1989), Leithold (1998), Marsden y Tromba (2004), Edwards y
Penney (2008), Zill y Dewar (2008), Larson y Edwards (2010), Thomas (2010), Zill y Wright
(2011), Stewart (2018), Riveray Alvarez, (2020) entre otros, abordan el tema de manera
semejante. En las ciencias, la ingenieria y las matematicas es usual utilizar cantidades escalares
(o escalares) y cantidades vectoriales (0 vectores). Se inicia con los conceptos basicos de este
tema.

Una cantidad escalar o simplemente un escalar es una magnitud cuya determinacion solo
requiere el conocimiento de un nimero. Por ejemplo, las siguientes son unidades de medida: la
estatura, edad, temperatura, el peso y el tiempo

Los escalares se indican por una letra del tipo ordinario, generalmente por las primeras
letras del alfabeto. Las operaciones con escalares obedecen las reglas del algebra elemental de los

numeros reales (Leithold, 1998).
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Mientras que una cantidad vectorial o cominmente un vector es “...un segmento de recta
dirigido...” (Thomas, 2010, p. 665) que “posee tanto magnitud como direccion” (Stewart, 2018,
p. 798). Por ejemplo, una fuerza, desplazamiento, velocidad, aceleracion, campo eléctrico, campo
magnético, etcétera son cantidades vectoriales que se representan geométricamente como un

vector (Larson y Edwards, 2010).

Representacion grafica de un vector

Un segmento de recta dirigido, representado por una flecha, define un vector. El punto
donde comienza se denomina punto inicial, mientras que el punto donde termina es el punto final.
La flecha que conecta ambos puntos indica la direccion del vector. La longitud del segmento
también llamada magnitud o médulo, expresa su tamafio (Rivera y Alvarez, 2020). Cuando el
punto inicial coincide con el origen de coordenadas, el vector recibe el nombre de vector de
posicién (Edwards y Penney, 2008). En la Figura 1.1 se muestran varios ejemplos de vectores en

el sistema bidimensional (plano) y en la Figura 1.2 un vector en el sistema tridimensional

(espacio).
Figura 1.1 Figura 1.2
Vectores en el sistema bidimensional. Vector en el sistema tridimensional.

>y

F 3
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Representacion analitica de un vector

Se representa por una literal con una flecha encima o la literal en negrillas.

- -
A Se lee vector “A 7

Un vector se puede representar como una pareja o terna ordenada de numeros reales, a los

elementos del vector se les llama componentes, separados por comas Yy entre rombos.

Dos dimensiones (Dos componentes) Tres dimensiones (Tres componentes)
- -
A =(ab) A = (a,b.c)

TAREA 1.1: Realizar una presentacion de la clasificacion y uso de vectores en la

vida cotidiana. Utilice formato APA para las referencias. Subir a plataforma Moodle.

Magnitud o modulo de un vector

Es la longitud del segmento dirigido.
- -
Se denota por: |A] o [| Al|

- - -
NOTA: |A| 20 ; |A|=0 A=0

Calculo de la magnitud o médulo de un vector

- -
Si A es el vector, entonces la magnitud del vector A es la raiz cuadrada de la suma de
cada componente del vector al cuadrado, es decir:

Vector en dos dimensiones Vector en tres dimensiones

- -
|A] =/a? +b? |A| =/a? +b? +¢?
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Direccion de un vector

Para calcular la direccion, se utiliza el &ngulo que existe entre el eje positivo de las
abscisas y el vector, como se muestra en Figura 1.3 (Swokowski, 1989; Leithold, 1998; Marsden
y Tromba, 2004; Edwards y Penney, 2008; Zill y Dewar, 2008; Larson y Edwards, 2010;
Thomas, 2010; Zill y Wright, 2011; Stewart, 2018; Riveray Alvarez, 2020).

Figura 1.3

Angulo entre un vector y el eje x.
Del teorema de Pitagoras

4 (GJ b) se tiene:

tan(G):Z

Despejando el angulo:

0= arctan( bj
a

N

1.2 Algebra vectorial y su geometria

Los autores de libros de texto para matematicas como: Swokowski (1989), Leithold
(1998), Marsden y Tromba (2004), Edwards y Penney (2008), Zill y Dewar (2008), Larson y
Edwards (2010), Thomas (2010), Zill y Wright (2011), Stewart (2018), Riveray Alvarez, (2020)
entre otros, abordan el tema de manera semejante.

El Algebra vectorial es una rama de las mateméaticas que estudia las propiedades y
operaciones entre vectores, tales como la suma, la resta, el producto escalar y el producto

vectorial. Su aplicacion es fundamental en la Geometria Analitica, ya que permite modelar y
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resolver problemas relacionados con magnitudes que poseen direccion y sentido, como la fuerza,
la velocidad o la aceleracidn, asi como la determinacion de la ecuacion de una recta en el espacio,
la distancia entre dos puntos o la interseccion de planos.

En Geometria, los vectores se utilizan para representar puntos, direcciones y planos en el
espacio tridimensional. A través de la combinacion lineal de vectores, es posible describir rectas
y planos.

A continuacién, se desarrolla el subtema.

Algebra vectorial:

- -
1) Dos vectores A y B son iguales cuando tienen la misma magnitud, direccion y sentido y el

mismo origen. Se representa por:
- - -
A=B =B
- -
2) Dado un Vector A el vector opuesto — A, es el que tiene la misma magnitud, direccion y

sentido contrario.

—

- - -
3) La suma o resultante de dos vectores A y B es otro vector C obtenido trasladando el origen

_)
A

- - - -
de B al extremo de A yuniendo el origena A con el extremo de B.

) - - -
Analiticamente se expresa:. A + B = C
NOTA: La suma de varios vectores puede realizarse siempre y cuando se sumen de dos

en dos para el caso 3, analiticamente no importa el nimero de vectores.



Leyes del algebra vectorial:
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> -5 >
Sean A, B y C tres vectores, m y n dos escalares:

- 2> = -
1) A+B=B+A

- - -
2) A+/B+C |=| A+B

- -
3) mA =Am
_)
4) (m+n)A=m A +
- - -
5) m A+B|=mA+m

6) m(nzjz(mn)_A)

P. Conmutativa de la suma

P. Asociativa de la suma

P. Conmutativa del producto

P. Distributiva del producto

P. Distributiva

P. Asociativa del producto por un escalar

Las operaciones con vectores se realizaran para dos dimensiones (dos componentes) y

después se generaliza para n componentes.

Suma o resta de vectores:
_)

Sean los vectores: A=(a;,a,) y B=(by,h,)

Entonces:

> -
A+B:<al+b1,a2 +b2>

- -
A— B:<a.1—b1,a.2 —b2>

Multiplicacién de vector por un escalar:

Sea C el escalar:

N
C A: <Ca1,Ca.2>



Vector 0 o nulo:

%
Graficamente se representa como un punto y analiticamente: 0 = <0,0>
_)
Vector opuesto: — A=—(a;,a,)=(—a;,—ay)
9
Actividad 1.1: Grafique el vector A=(2,3)

y
4

9

CNA

-+ - > X

Actividad 1.2: Determine la magnitud de los siguientes vectores.

a) A=(4,2)

= @ +(2)% =16+4 =-/20= [5)(4) =2./5

1+8 9 3

16 16 4

SOR m [t

16
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Préactica 1: Representar graficamente los vectores en el espacio, utilizando Winplot.
Realizar la practica en el aula y subir a plataforma Moodle el trabajo terminado.
Procedimiento:

1. Abrir el programa Winplot.

2. Elegir pestafa ventana, Opcion 3 dim.

3. En pestafia ecuacion, elegir opcion punto, opcion cartesiana y escribir la coordenada origen

(0,0,0).

4. En pestafia ecuacion, elegir opcion punto, opcién cartesiana y escribir las componentes del

vector dado.

5. En pestafia ecuacion, elegir opcion segmento, y escribir las coordenadas del punto origen en a,
b, cy después las componentes del vector 1 en d, e, f. (Si desea cambiar color, seleccionar la opcion
color y elegir el color de su preferencia). Seleccione ancho de lapiz mayor a 1 para que el segmento

sea mas grueso y coloque el sentido del segmento.

6. En pestafia ver, elegir opcion caja, volver a escoger caja.

7. Una vez trazado el vector, seleccionar pestafia Btns, elegir opcion texto, dar clic derecho en
cualquier parte de la grafica y escribir el nombre de vector, dar clic en aceptar y acomodar en la
gréfica (Si desea cambiar fuente de la letra, seleccionar la opcidn fuente y elegir el color, tipo y

tamario de su preferencia).
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Actividad 1.3: Represente graficamente los vectores en el espacio.

2) A=(3,2,3) b) B=(2,4,2)




€) Z=(-3,2,5) )W =(3,-4,8)

I

- e N
e N
v M
. | X

T

Vector en el espacio

Puede obtenerse por la suma de sus componentes como se observa en Figura 1.4:
Figura 1.4
Vector en el espacio dado dos puntos.

Z
Y

"r"le{I'-z, V2,22)

Py(x1,y1z1)

Si el punto P1(x1, y1, z1) es el punto inicial del vector y el punto P2(x2, y2, z2) es el punto

_)
final del vector, las componentes del vector A son:
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S
PLP=A=(X = X,Y, — V1.2, — 11

_)
El mddulo o magnitud de A es:

A= /(% % )2 + (¥ —y1 )2 +(25 21 )2

%
NOTA: Las componentes de un vector A son independientes del origen que se

selecciona.

Vectores unitarios

_)
Cualquier vector A diferente de cero, da origen a un vector a en la misma direccion y

magnitud “1" de la siguiente forma:

Al vector a se le llama vector unitario de A.

NOTA: Los vectores unitarios, se representaran con las minudsculas correspondientes al

_)
vector asociado, o bien con la letra U .



Interpretacion geométrica
Figura 1.5

Representacion de los vectores canonicos de un vector en dos y tres dimensiones.

iy
]

A
v
X

Dos dimensiones Tres dimensiones

Observaciones:
1) El vector unitario determina la direccion del vector.
2) Vectores de diferente magnitud, pero igual direccion tendra el mismo vector unitario.

3) Vectores unitarios canonicos. Son los vectores en la direccidn de los ejes coordenados. Se
denotan por T, j,K y su representacion geométrica se muestra en Figura 1.6.

Figura 1.6
Representacion de los vectores candnicos en el sistema rectangular y en el sistema

tridimensional.

A
}
v
X
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Donde:

=100  j=(010) K=(0,0,1)

Representacion de vectores en términos de los vectores unitarios canonicos

Todo vector diferente de cero se puede representar en términos de los vectores canonicos.

%

Sea el vector A= <a1, by, Cl> por la ley distributiva es posible escribir el vector como:
ﬁ
A=2a (1,0,0)+b (0,1,0)+¢; (0,0,1)

H
Porlotanto: A=a i+b j+c K Representacion Candnica Vectorial

9
Actividad 1.4: Expresar A=(3,—4,2) entérminosde i,],K y encontrar un vector

- -
unitario U que tenga direccion opuestaa A (Swokowski, 1989).

e X 5 _—A)
N
- A
> | 5 5 ;. .
% - } A_ < - —_—
U= 3 +4) 2k: 3f+ 4 j— 2 K= 3 /29 . 4 .J29 . 2 .J29 .

i+ -
29 20 " 29 29° T 20 29 T 29 291 29 29

-
0 3¢§’r4_4J§*j 2,29,
29 29 29



_)
Actividad 1.5: Encuentre un vector con direccion opuesta al vector A— 3

-

magnitud 4. Si los vectores son _A)=< 2,1)y B=(3,-2)

- - -
C=A-3B :<2,1>—3<3,—2>
- -
C=(-7,7) Porlotanto -C=(7,-7)
%
—C |=./49+49=7./2
_)
- —
U= ¢
%
_C
- (7,-7 71,-1 " . . . - .
U=< >: < >=il—ij Racionalizando szzl-NEJ Magnitud 1
7.2 72 20 2 2 2
- -
De magnitud 4: U =4{ff—fj} U=2/2i-2/2]

_)
Actividad 1.6: Dados los puntos P(5, 6, - 2) y Q(- 3, 8, 7) encontrar los vectores a y

- - -
b en Rs que correspondan a PQ y QP respectivamente.

Ax=-3-5=-8 Ax=5-(-3)=8

Wl

Il
Ol
<

- - - -
Ay=8-6=2 a=PQ=(-8209) Ay =6-8=-2 b=QP=(8-2-9)

Il
1
©

Az =T7-(-2=9 Az=-2-7
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- -
Actividad 1.7: Obtenga el punto S de manera que PQ y RS representen el mismo

vector, considere P=(2,5),Q=(1,6),R=(-3,2)y S=(S1, S2).

PQ=a=(-11) PO = RS

Si  PQ=RS
(~11)=(S,+3,S,—2)

Los vectores son iguales, por lo tanto, se igualan las componentes para x y las

componentes para y para obtener el punto S.

~1=8,+3 1=5,-2
81:—4 82:3

S=(-4,3)

TAREA 1. 2: (Leithold, 1998).
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Angulos y cosenos directores

_)
Los angulos directores de un vector a = <a1, ay, a3> diferente de cero son los angulos

a, B, v comprendidos respectivamente entre los vectores 1, j, K y el vector a, los cosenos

directores son: cosa, €oS 5, COSy .



25

Los angulos directores de un vector siempre se mencionan en el orden especifico «, S,

- -
y se observan en Figura 1.7. Si  OA es el vector de posicion correspondiente a a entonces es

conveniente medir estos &ngulos siguiendo el camino mas corto de cada uno de los ejes

4)
coordenados de 0A . Los angulos directores estan en el intervalo de [0, z] .

Figura 1.7

Representacion de los angulos directores de un vector.

z
A
5
o
7
p >y
a
X
Teorema:
9
Si a, B, y son los &ngulos directores de un vector a #0
Gl a a3
cosq=-——,C0Sff=—5,,COSy ="
a) = B = Y -
a a a
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b) cos? o +cos? B+cos?y =1

Deduccion:
2 (&) 2 ,_(32) 2 _(a3)?
COS“ o = _)Z,cos = ;/__>2
a a a

Sustituyendo en: cos? o +€0s> B+ cos? y=1

a’ as a? a’ +as+a?
i, @ a3 3 +ay+a
2 2 2 = 2
- - - -
a a a a
2
N -
: 2, .2, .2
Si|al|= X/alz +a§ + a% Soja] =a +al +ag
INT:
a’ as as ?
L+ 2+ 3= > =1 L.Q.Q.D. (lo que se queria demostrar)
- - - -
a a a a

_)
c) Los &ngulos directoresde a son: 7 —a, 7— B, 7—y

d) Ley de cosenos: ¢ =a? +b? —2abcosy

Ve s/



- - -
Actividad 1.8: Sean los vectores a = (3,-1,4), b=(-2,5,-3), ¢ = (4,3,-2).

) - - - -
Encontrar los angulos y cosenos directoresde M=3a—-2b—-4c.

% 4 -
M=3(3-14)-2(-25-3)-4(4,3-2) Angulos directores
_)
M =(9,-312) - (-4,10,-6)- (16,12, -8) a = cos™ (- 0.0828) = 94.76 grados
I\_/I> -3, 25,26) B=cos(-0.6907) = 133.68 grados
7 =c0s?(0.7184) = 44.07 grados
M = /(C3)% + (- 25) + (26)% = 1310
=+/(=3)" +(=25)" +(26)" =~

Mx -3 My = —25

cos a = = =-0.0828 cos 3 = = =-0.6907
v 1310 P v | /1310

cosy= M2 = 25 (718

M

- | 1310

Gréaficamente se observan los angulos directores en el sistema tridimensional.

TAREA 1.3: (Leithold, 1998).

Pagina | Ejercicios
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1.3 Producto escalar y vectorial

Los autores de libros de texto para matematicas como: Swokowski (1989), Leithold
(1998), Marsden y Tromba (2004), Edwards y Penney (2008), Zill y Dewar (2008), Larson y
Edwards (2010), Thomas (2010), Zill y Wright (2011), Stewart (2018), Riveray Alvarez, (2020)
entre otros, abordan el tema de manera semejante.

En esta seccidn se estudiaran dos métodos para multiplicar vectores.

Al primero se le denomina Producto Escalar (“Producto Punto") porque de éste se obtiene
como resultado un escalar.

Este producto es util en el calculo de componentes vectoriales a lo largo de una
determinada direccion.

Otra operacion es el Producto Vectorial (“Producto Cruz”) cuyo resultado es un vector.

Este producto se utiliza ampliamente para describir los efectos de las fuerzas en estudios

de electricidad y magnetismo, flujo de fluidos, y mecanica orbital.

Producto escalar

- -
El producto escalar o producto punto entre los vectores A = <a1, az,a3>y B= <b1, bz,b3>

- >
Se denota por: A.B se lee "A producto punto B"

Se determina en términos de sus componentes:

- —> " R " .
A.B=ail+axj +azk . bal +b2j +bsk



- >
A.B=aibii%aby j2 + asbs k? donde: i2=1, j?=1,k?=1
i 1] |K
i |1 (0 |0
i [0 |1 |0
kK |0 |0 |1

NOTA: El resultado del producto escalar es un nimero real.

Propiedades del producto escalar

13 bh)

> > > .
Sean A,B y C vectores y “m” cualquier escalar

e .
) A.B=B.A Conmutativo

N

- - - - - -
4 mA.B=m(A.B) =A. (mB)

- -
5 0.A=0

Deduccion de 1:

- -
A.A = <a1,a2>.<a1,a2>

29
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- - % % - % %
Actividad 1.9: Calcular el producto escalar a .b sia = (1,4-3), b = (-1,5,3).

a.b=)(-1)+@)E) +(3) @) =—1+20-9=10

Angulo entre dos vectores

- - .
Sean a y b los vectoresy @ el angulo en radianes entre los dos vectores.

1
=l
o
SR

A
s

A

\ J
v

A
«—
<

Partiendo de la ley de los cosenos: ¢ =a? +h? — 2abcosy

2

- - - - - || =
b—-a| =|a| +|b| -2 |a]||b]cos(8) ;
- > > |2 ﬂ %
Si a. a=|a| entonces: _
o f
A c B
-> - -> - -> 5> o o > || =
b-a b-a|=a.a+b.b-2 a||b|cos(9)
-> =5 o> o e e e T T > —
b.b—-—b.a —-a.b+ a.a=a.a+b.b-2|a||b|cos)




N

a cos(0)

%
b

cos(0)

%
b

- -
cos(@)= _?b_>
al|b

Despejando el &ngulo:

- -
a.b
0 =arccos| ———

> —
allb

Vectores ortogonales o perpendiculares:

Se dice que dos vectores son ortogonales o perpendiculares si @ = ~ =90 grados.

2

_)
Por convencién se dice que el vector 0 (nulo) es paralelo y perpendicular a todo vector

o |

Por lo tanto, para dos vectores L (ortogonales):

o |

c0s90°

%
b

SR
S
I
o

31
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Proyeccion de vectores

Proyeccidn escalar o componente de un vector

- > - - -
Sean A y B dos vectores en Rz (V3) con B =0, lacomponente de A alolargade B se

H
denota por: Comp_, A
B

> > AB
Y se define: ProyEscalar, A= Comp, A =
B

=
B B

%
Si A=ai+a, J+ask entonces las componentes del vector son:

- -> — - - -
comp; A=a; = A-i comp; A=a; =A- ] compy A=az=A-k

_)
Es decir, las componentes de A alo largo de i, j,k son las mismas que las componentes

%
aj,a,,az de A.

Proyeccidn vectorial

. - - -> - -
El vector proyeccion de B = PQ sobre un vector no nulo A=PS es el vector PR

determinado al bajar una perpendicular de Q a la recta PS. Es decir, es el vector formado al

_)
multiplicar la componente de A en la direccion especificada con un vector unitario en esa

direccion.



33

- - -
Se denota por Proy_, B,y se lee “vector proyeccion de B sobre A”y se observaen la
A

se muestra en Figura 1.7.

Figura 1.8

., . e e ., g g
Proyeccion vectorial de B sobre A o vector proyeccion de B sobre A.

Prov B S A

Se define:

5
Proy., B = (magnitud)(direccion)
A

\

- -
Proy, B=Comp, B. U
A A

>

-> -
Actividad 1.10: Sean los vectores A=5i-K ] y B=Ki+6] donde K es un escalar.

> -
Encuentre K tal que Ay B sean perpendiculares.
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%
Actividad 1.11: Demostrar que los pares de vectores a = i =(1,0,0)y

ﬁ
b =j=(0,1,0)son ortogonales.

Si son ortogonales el producto escalar entre ellos debe ser cero.

- -
a-b =O=0=<1,0,0>.<0,1,0>
- -
a-b=0=0+0+0
- -
a-b=0=0..son perpendiculares (L)
- - o e d - -
Actividad 1.12: Encontrar la componente de a =51 —-6] endireccionde z =71+ .
- -
_)
.z
Comp, a = a.z
7 e d
z
- (5-6)-(7,1 —
Compﬁa=< >< >=35 6
z 49 +1 /50
_)
Comp, a = ﬁ =41
z 5.2

- -
Actividad 1.13: Dados los vectores A=—51+], B=4i+2]. Determinar la

- -
proyeccion escalar de B sobre A.

Comp, B=B-A_(42-5Y) -20+2 -18

A 2 J25+1 J26 /26
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Producto vectorial o producto cruz
- - ]
Sean los vectores A =(aj,a,,a3) Y B =(bj,b,,bs) el producto vectorial se denota por:

-> >
A X B yselee“acruzb”.

Se define:
i ] K
- -
A X B = al a2 a3
by b, by

Definicién geométrica

- >
Si los vectores A y B no son paralelos, entonces determinan un plano como se observa

en la figura.

ra W
=< TN R

- > -
Asi la magnitud del vector C = A X B es el area del paralelogramo formado por los

- - . > || =
vectores Ay B.Como el area es base por altura se tiene: AllB

send .

> o
AX B




Propiedades:

—

- - -
1)AXB=0si A=00 B =0.

- > - >
2) El producto vectorial no es conmutativo, es decir AX B=—-B X A.
- - - - - - - L. .
3) AX|B+C |=|AXB|+|AXC ley distributiva
- - - - > - > L .
4) |A+B |[XC=|AXC|+|BXC ley distributiva
- -
5) AX A=0  El producto vectorial consigo mismo es igual a cero.
- - - - - =
6) AX (k sz(k AJ X B =k(AX BJ Kk es un escalar.

- - - -
7) Los vectores A 'y B son paralelos siy solosi AX B=0.

-> > -
8) El vector C = A X B es perpendicular al plano que contiene a los vectores, por lo tanto, es

perpendicular a ambos vectores.

Actividad 1.14: Obtenga el determinante:

2 3 42 3
1 0 21 0=0+12+4-(0+4+3)=16-7 =9
2 1 12 1



—>
Actividad 1.15: Sea a =(2,-1,6) y

1989)

Lo ] ki ]
axo=aXb={2 -1 62 -1

-3 5 1-3 5

g - R . R R R .
aXb=-i-18)+10k — (3k +30i +2])
- d n R
aXb=-i-18j+10k —3k —30i — 2]
-> - .
aXb=-31i-20]+7k

%

b=(-3,51)

37

N -
.Obtenga: a X b (Swokowski,

Actividad 1.16: Determine el vector perpendicular (L) unitario al plano formado

- -
por el vector a=(2,-6,-3) yelvector b =(4,3,—-1).

R I G
- -
axXb=2 -6 -32 -6
4 3 -14 3
d d R . R R R .
aXb =6i-12]-6k —(-24k —9i —2])
e e R R
aXb =6i-12]-6K+24K—-97 +2j
- - .
a X b =151 —10j + 30K
- - .
J_aXb _157-10j+30K _15.
> o 35 35
axXhb
BN
U=§|“—Ej+§kA
7 7 7

10 .
35

aXb =152+ (-10)? + (30)% =35

30 .

35

J+—Kk



B - -
Angulo entre dos vectores A X B

- -
Si A X B esdiferente de cero entonces:

- — > || =
AXB|=|A||B]|sen@
- -
AXB
send =
= [l
AB
- -
AXB
@=sen L1
> ||
AB

NOTA: La magnitud del producto vectorial es igual al area del paralelogramo formado

por dos vectores.

Vectores paralelos

-> o
Dos vectores son paralelos <//> si: AXB =0entonces =0 6O=rx

Actividad 1.17: Determine (Swokowski, 1989):
a) El &rea formada por P (4,-3,1),Q(6,-4,7)yR (1, 2, 2).

b) El area del triangulo formado por los vectores.
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- -

P =a=<2,—1,6>
Obteniendo:

-> -

R:b:<—3,5,1>
I ] ki ]
aXb=/2 -1 62

-3 5 1-3 5

P
ol

=317 -20j+7K

> >

axXh

Area del paralelogramo esiguala |[a X b

Area del triangulo =

> o

2

area = \/(—31)2 +(=20)? +(7)® =37.54 u? Area del triangulo = 18.77u?

Triple producto

a) Escalar

- > >

Sedenotapor: a b c

Se define:



b) Vectorial
- - -
Sedenotapor: a X| b Xc

Se define:

%
Actividad 1.18: Dados los vectores a = <3,— 1,2>,

-> - -
el triple producto vectorial (a X b) X ¢ .

T S
- -
aXb=3 -1 23 -1 (

i d e R R
Xb|[Xc=14i+5]+2k—(7k —10i — 2])
b d d R . R R R .

Xb|Xc=141+5]+2k -7k +10i +2]

- - R
Xb|Xc=247+7]-5K

TAREA 1.4: (Leithold, 1998).

Pagina | Ejercicios
819 17,23

5
b=(2,1,-1)
P
=-1 7
1 -2

40

5
, C =<1,— 2, 2>. Hallar
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1.4 Ecuacion de la recta

Swokowski (1989), Leithold (1998), Marsden y Tromba (2004), Edwards y Penney
(2008), Zill y Dewar (2008), Larson y Edwards (2010), Thomas (2010), Zill y Wright (2011),
Stewart (2018), Rivera y Alvarez, (2020) entre otros, abordan el tema de manera semejante.

En esta seccidn se mostrara como usar productos escalares y vectoriales para escribir las
ecuaciones de rectas, segmentos de rectas y planos en el espacio.

La grafica de una ecuacion de dos variables, x y y es una curva en el plano x-y. El tipo
de curva mas simple en el espacio bidimensional es la recta, y la ecuacion general de una linea
recta es de la forma: Ax+ By + C =0 que es una ecuacion de primer grado.

En el espacio tridimensional, la grafica de una ecuacion de tres variables es una

superficie. La superficie mas simple es un plano.

Rectas en el espacio tridimensional

%
Sea una recta en k> que contenga un punto P.(X{,Y1,21) y paralela al vector a como

se muestra:

P(x,y,z)
Py(x3,2,27) a=ay,a,,a

B(x1,»1,21)

v
<



_)
La recta € es el conjunto de puntos P(X, y, z) tal que el vector PP es paralelo al vector

- H 4 H H g H H
a . Asi el punto P se encuentra sobre la recta € si y sélo si existe un escalar "t" distinto de cero

tal que:
- -
RP=at - (1)

Como PP =(Xx-x,y-y;,z2-17)

Sustituyendo en (1) se obtiene:

N
(X=X, Y-y, 2-7)=at

<x — X, Y=Y, Z— zl> = <a1, a2,a3>t
Por igualdad de vectores, las componentes respectivas deben de ser iguales, asi.
X—X =at y—y; =ast z—7 =agt
Rescribiendo estas ecuaciones para X, Y, z se tiene:
X=X +at y=y+ayt Z=71+agt
Que se conocen con el nombre de Ecuaciones Paramétricas de la Recta.

Despejando el parametro t se obtiene forma de las ecuaciones simétricas de la recta.

42
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Y-Y1_ -7

ay as

Obteniendose de esta manera la interseccion de 2 planos, el primero de los cuales es

perpendicular a xy y el segundo a xz.

Actividad 1.19: Encontrar

a) ecuaciones paramétricas para larecta ¢ que pasapor P (5, -2, 4) y es paralela
al vector (3,12,-4).

Sustituyendo en las ecuaciones paramétricas:

X=X1+a1t y=y1+a.2t Z=Zl+a.3t
Se tiene:
X =5+3t, y=-2+12t, z=4-4t Vi

b) ¢En qué punto € corta al plano XY?

z=0 Pey(X Y, 2)
z=4-4t X=5+3=8

0=4—4t =-2+12=10 P,y(8,10,0)
t=1 z=0

c) ¢En qué punto ¢ corta al plano YZ?
x=0 P, (X Y, 2)

5+3t=0 y=-22



t=—2 = 32 Pyz[o,—zz,szj
3 3 3

Actividad 1.20: Suponiendo que x=5-3t, y=-2+t, z=1+ 9t son ecuaciones

parameétricas de una recta ¢, encuentre las ecuaciones paramétricas para la recta que pasa

por el punto P(- 6, 4, - 3) y es paralela a €.

Si son rectas paralelas las componentes son las mismas... las ecuaciones paramétricas son:

X=—6-3t, y=4+t, z=-3+9t \Y%

Actividad 1.21: Determine si las dos rectas dadas se intersecan y en caso afirmativo

encuentre el punto de interseccion (Swokowski, 1989).

Recta 1 Recta 2
x=1+2t X=4-v
y=1-4t y=—-1+06v
z=5-t Z=4+v

De recta 1 y 2 se obtienen los vectores:

N

N
a=(2-4-1 y b=(-161)
No son maltiplos .. No son paralelos

El punto de interseccion se encuentra igualamos componente a componente (x con X, y
cony, z con z).
1+2t=4-v 2t+ v=3 1
. . . V=-
1-4t=-1+6v —4t—-6v=-2 Resolviendo el sistema de 2 X 3 se tiene

5-t =4+v - t-v=-1 t=2

Se verifica que los valores encontrados satisfagan a las tres ecuaciones y de ser asi, se

encuentra el punto de interseccion.
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El punto de interseccion se encuentra sustituyendo ent o v en la recta 1 o en la recta 2.

x=1+2(2)=5
y=1-4(2)=-7 Punto de interseccion P (5, - 7, 3)
z=5-2=3

NOTA: Cuando las rectas no se intersecan ni son paralelas se llaman rectas oblicuas.

Observaciones:

- -
1) Las rectas son ortogonales (L) cuando a.b =0
2) Las rectas son paralelas cuando los vectores son multiplos escalares uno del otro.

1.5 Ecuacion del plano

Swokowski (1989), Leithold (1998), Marsden y Tromba (2004), Edwards y Penney
(2008), Zill y Dewar (2008), Larson y Edwards (2010), Thomas (2010), Zill y Wright (2011),
Stewart (2018), Rivera y Alvarez, (2020) entre otros, abordan el tema de manera semejante.

Sea la Figura 1.9 la representacion de un plano en el espacio (sistema tridimensional) con
un vector normal al plano.

Figura 1.9

Plano en el espacio.

-
n

' Plxy.2)
- PoXo YoZo)

/\.

X y
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Un plano p es un conjunto de puntos P(x, y, z) que satisfacen la condicion de

ﬁ
perpendicularidad n. PTDO =0, donde n =(a,b,c) es un vector normal al plano y P, (X,,Y,,Z,)

es un punto que pertenece o esta en el plano:

-

Obteniendo el vector RyP = (x—%, Y - Yp,Z—2p)

Desarrollando la condicién de perpendicularidad:

n.PR =0

(a,b,c)- (x=%,y—Yg,2—2y)=0

a(x—Xp)+b(y—-yp)+c(z—2z7)=0 Ecuacion del plano dado un punto y un vector normal al
plano

ax—ax, +by—by, +cz—cz, =0

Si —axy —byy —czg =d

ax+by+cz+d =0

Actividad 1.22: Encontrar una ecuacion del plano que pasa por P(5, - 2, 4) y tiene un

-

vector normal a =(1, 2, 3) (Swokowski, 1989).

Si laecuacion del planoes:  a(x—xy)+b(y—yy)+c(z—25)=0
(Xx=5+2(y+2)+3(z—4)=0
X—5+2y+4+3z-12=0

X+ 2y +3z—-13=0 Ecuacion del plano.
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Actividad 1.23: Determinar la ecuacion de plano dado por los puntos P (4, - 3, 1),

Q (6,-4,7)y R (1, 2, 2) (Swokowski, 1989).

- - I . -
aXb=2 -1 62 -1 = -31i-20j+7k..elvectornormal n =(-31-20,7)
-3 5 1-3 5
Conociendo el vector normal al plano y un punto que pasa él se obtiene la ecuacién del
plano:

Si la ecuacion del plano es: a(x—x,)+b(y—y,)+c(z-2,)=0
—31(x—4)—-20(y+3)+7(z-1) =0
—31x+124-20y-60+7z2—-7=0

—-31x-20y+7z2+57=0

Definicion:
- - i
Dos planos con vectores normales m y n respectivamente son:

N -
a) Paralelos. Si m y n son paralelos de otra manera los dos planos se cortan en una recta.

- —>
Los vectores m y n son L alos planos #1y &> respectivamente.
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P

N —> N —>
b) Ortogonales. Si m y n son ortogonales. Los vectores m y n de los dos planos son ambos

perpendiculares a la recta.

Actividad 1.24: Encuentre el &ngulo formado por los planos cuyas ecuaciones son:
I 2X+3y—2=3 y F2- 4X+5y+z=1

De cada ecuacion del plano se obtiene el vector normal al plano:

- -
m=(2,3-1) n=(4,51)
- - = ||| =
El producto escalar entre ambos vectoreses: m.n = | m || n |cos(8)
- -
. ) . -1 m.n
Despejando el angulo se tiene: 6 =cos TSI
miln
- >
m.n =22
-
m|=-14
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—

n|=-/42
Sustituyendo

8 = cos -1 L
14 a2

0 =24.87°

Actividad 1.25: Encontrar una ecuacion en el plano que pasa por P(5,—2,4)yes

paralela al plano 3x+ y—-6z+ 8= 0 (Swokowski, 1989).

ﬁ
Si los planos son paralelos el vector normal es el mismo: m=3i + j— 6k

La ecuacion del plano que falta es:

ax+by+cz+d =0
3X+y—-6z+d=0

Sustituyendo las coordenadas del punto P

3(5)-2-6(4)+d +0

d-11 . Laecuacién buscada es: 3x+y—-6z+11=0

TAREA 1.5: (Leithold, 1998).

Pagina | Ejercicios
819 31
832 1,3,7,21,29

1.6 Aplicaciones
Se presentan aplicaciones del area de la fisica que seran Utiles para el perfil del Ingeniero

Quimico, sobre todo en las asignaturas de carrera.
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Actividad 1.26: Dos fuerzas de magnitudes 340 y 475 Newton (N) respectivamente
forman un angulo de 34.6 grados y se aplican en el mismo punto (Leithold, 1998).

a) Determinar la magnitud de la fuerza resultante.

b) El angulo que forma la fuerza resultante con la fuerza de 475 N.

Datos:
y y
A A
N
F, | =340 Newton —
F?:
34.6°
N X > X
F, | =475 Newton g
F
v v
%
a)|R|=7?
; - -
b) Anguloentre Ry F, ="
De grafica se observa Componente en x
_)
F, = (340,0) Cos(34.6) = | 2
475
a) La resultante es el vector suma de fuerzas:
N
> 2> -2 F,, =475c0s(34.6
R=F +F 2 (34.6)
N
F,, =390.9
N
R = (340,0) + (390.9, 269.7) Componente en'y
_)
- F2y
R= <730.9, 269.7> sen(34.6) =

475



51

N
La magnitud de la resultante F,y = 475sen(34.6)
- 5 5 —
R |=/(730.9)? +(269.7)2 =779.07 N Fpy =260.7
N

F =(390.9,269.7)

b) El angulo entre la fuerza de 475 Newton y la resultante

[
L

El &ngulo buscado es: 34.6° - 20.25° =14.3°

%
Actividad 1.27: Una fuerza F tiene una intensidad de 6 Ib y la medida del angulo es
1 . i . = i
6 z rad. Determine el trabajo realizado por F al mover un objeto a lo largo de una recta

desde el origen al punto P(7, 1), considere que la distancia se mide en pies. En la figura se

_)
muestra la representacion del vector de posicion de y del vector de posicion de OP

(Leithold, 1998).
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T

P(7. 1)

i T V4 =
Si F=(6 cos(ﬁj, 6 sen (6} y el vector OP = (7,1

Por definicidn el trabajo realizado es:

<6 cos 6 sen(6j>.<7,1>
W=(3+3

SR

W=21./3+3

W =39.37 Ib-pie

1.7 Actividades de aprendizaje y complementos educacionales

Segun lo planteado en la propuesta de trabajo, se describen los complementos
educacionales y las actividades de aprendizaje para el tema 1: vectores en el espacio. La
competencia especifica busca que él y la estudiante comprendan y apliquen las propiedades de las

operaciones con vectores para resolver problemas de diversas areas de la ingenieria, ademas
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formula y analiza ecuaciones de rectas y planos en distintos contextos, desarrollando habilidades
para el modelado matematico y su aplicacion en situaciones reales.

Las competencias genéricas incluyen habilidad para realizar abstracciones, analizar y
sintetizar informacion; capacidad para identificar, formular y resolver problemas de manera
efectiva; habilidad para aprender de forma continua y actualizar sus conocimientos y capacidad
para colaborar eficazmente en un equipo de trabajo (TecNM, s. f.).

Para el Tema 1, y para todos los temas de la asignatura, se utilizara el enfoque de
metodologias activas de aprendizaje. A través del aprendizaje colaborativo y cooperativo, se
fomenta la cohesion del grupo y se incentiva a los estudiantes a trabajar de manera conjunta.
Ademas, se aplicara el aprendizaje basado en problemas, en el que los estudiantes aprenden a
través de la resolucion de actividades con problemas tipo. El profesor llevara a cabo actividades
que luego seran analizadas y discutidas tanto a nivel de equipo como en grupo. Si bien el
resultado final es Gnico y no admite discusion, el proceso para llegar a él puede variar
dependiendo de las bases matematicas de los estudiantes. El rol del profesor sera el de guia o
facilitador del aprendizaje, promoviendo el desarrollo de habilidades para que el estudiante sea el
protagonista de su proceso educativo.

Complemento Educacional No. 1. Aprendizaje basado en problemas y Complemento
Educacional No. 3. Ejercicios/casos practicos. En relacidn con estos complementos
educacionales, se presentaran en clase actividades relacionadas con la solucion de problemas o
ejercicios de cada uno de los subtemas. La resolucion de estos ejemplos se llevara a cabo durante
las diferentes sesiones de clases de acuerdo con la planeacion realizada por el profesor
procurando en todo momento fomentar la discusion y participacion de los estudiantes. Ademas de
los ejemplos de clase, se conformaran equipos de trabajo para la realizacion de préacticas en el

aula. En el anexo 1 se incluye una serie de actividades con ejercicios representativos que se
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tienen planeados para el curso. Las herramientas tecnologicas relacionadas con este objetivo
educacional consisten en los programas Word®. En Word® se presentara el listado con la
redaccion de las actividades a resolver en el aula y las tareas. Se utilizo el GeoGebra y el Winplot
para realizar la mayoria de los graficos del tema. Tanto los problemas resueltos como los
propuestos estaran a disposicion de los estudiantes a través de la plataforma MOODLE y en la
medida de lo posible seran proyectados en el aula de clase para su solucion. Durante estas
actividades se llevara un registro de la participacion de los estudiantes en la resolucion de las
actividades en el aula.

Complemento Educacional No. 2. Presentaciones. Se han preparado una serie de
presentaciones con el propdsito de desarrollar los diferentes subtemas en el aula. Una vez que se
hayan visto en clase, las presentaciones estaran a disposicion de todos los estudiantes a traves de
la plataforma MOODLE. A manera de muestra en la Figura 1.10 se presenta una caratula del
programa PowerPoint® en la que se visualiza el contenido de la clase inicial o el encuadre del
curso. En la Figura 1.11 se muestra la vista del programa PowerPoint® de la presentacion del
Tema 1: Vectores en el espacio de la asignatura Calculo Vectorial.

En la instrumentacion didactica que acompafa a estos apuntes se proporciona informacion
detallada sobre las actividades de aprendizaje y de ensefianza, asi como los niveles de desempefio

y evaluacidn para este tema.
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Figura 1.10

Vista del presentador en el programa PowerPoint® de la presentacion encuadre de la asignatura

Célculo Vectorial.

7:08a.m Diapositiva siguiente

Educacién =

Educacion | == [N

Calculo Vectorial

Encuadre Haz clic para agregar notas

Maria Guadalupe Amado Moreno
Departamento de Ciencias Basicas
Semestre 2025-2

Bdocacion P—  |§

Célculo Vectorial
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Figura 1.11

Vista del presentador en el programa PowerPoint® de la presentacion del Tema 1: Vectores en el

espacio de la asignatura Calculo Vectorial.

7:08a.m Diapositiva siguiente
Educacién @-==

L‘ Competencia del tema:

ofnclacs ¥ wincss i col Cdkde
ors rezober probleras de Ingseletd oo

Calculo Vectorial

Haz clic para agregar notas
Tema 1: Vectores en el espacio

Maria Guadalupe Amado Moreno
Departamento de Ciencias Basicas
Semestre 2025-2
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2. CURVAS PLANAS, ECUACIONES PARAMETRICAS Y COORDENADAS POLARES

Competencias especificas: establece ecuaciones de curvas planas, en coordenadas
rectangulares, polares o en forma parameétrica, para brindarle herramientas necesarias para el
estudio de curvas més sofisticadas.

Competencias genéricas: habilidad para realizar abstracciones, analizar y sintetizar
informacidn; capacidad para identificar, formular y resolver problemas de manera efectiva;
habilidad para aprender de forma continua y actualizar sus conocimientos y capacidad para
colaborar eficazmente en un equipo de trabajo (TecNM, s. f.).

En las asignaturas previas se ha trabajado con curvas cuyas graficas estan en coordenadas
cartesianas rectangulares, en este tema se estudiaran otras curvas planas utilizando ecuaciones

paramétricas y coordenadas polares.

2.1 Ecuaciones paramétricas de algunas curvas planas y su representacion grafica.

Los autores Swokowski (1989), Leithold (1998), Marsden y Tromba (2004), Edwards y
Penney (2008), Zill y Dewar (2008), Larson y Edwards (2010), Thomas (2010), Zill y Wright
(2011), Stewart (2018), Riveray Alvarez, (2020) entre otros, abordan el tema de manera

semejante.

Curva plana

Definicion:

Si fy g son funciones continuas definidas sobre un intervalo I, entonces: x = f(t), y = g(t)
se llaman ecuaciones paramétricas, y a t se le llama parametro. Al conjunto C de pares ordenados

(f(t), g(t)) cuando t varia sobre | se le llama curva plana (Leithold, 1998).
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Tipos de curvas planas
Curva lisa o suave

Definicion:

Una curva plana C se dice que es lisa (suave) en el intervalo cerrado [a, b ] sif”yg son
continuas en [a, b ] y f (t) yg'(t) no son cero simultaneamente en cada numero del intervalo

abierto (a, b).

Curva cerrada
Definicion:
Una curva plana C se dice que es cerrada si el punto inicial A(f (a), g (a)) y el punto final o

terminal B(f (b), g (b)) coinciden.

Curva simple

Definicion:
Una curva plana C se dice que es simple entre los puntos A(f (a), g(a)) y B(f (b), g (b)) si
(f (t), 9 () esdiferente del punto (f (t,), g (ty))paratodo t; y t, diferentes del intervalo

abierto (a, b).

La grafica de una curva paramétrica C es el conjunto de todos los puntos (x, y) en el plano

coordenado correspondiente al par ordenado (f(t), g(t)) (Leithold, 1998).
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Actividad 2.1: Grafique la curva C, cuyas ecuaciones paramétricas se indican.

a) x=2t—-3, y=4t-1 (Leithold, 1998)

f@ (.| 7|5 ]| -3|-1|1]...

9O ... 95| -1]3|7]...

F 3

/

b) x=t2— 4, y=t3— 3t (Zill y Wright, 2011)

Buscando la interseccion con los ejes coordenados:

Eje x: porlotantoy =0 Eje y: por lo tanto, x =0
t2-3t=0 t2-4=0
t(t?-3)=0 t=+./4=+2
t=0 t2-3=0
t=+-/3

Valores que toma el parametro t

t | 2|-3|1]0l1]/3]2

fy[ 0| 1 |3|4|3]-1]0

gl 2] 0 [2]0o]2]0 |2 \/\

F 3
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2.2 Derivada de una curva en forma paramétrica
Definicion:
Sea una curva definida por x = f(t) y y = g(t), la derivada gi se obtiene (Leithold,

1998; Thomas, 2010; Stewart, 2018):

dy dg
dy dt _dt _9°®
O _d _d _9 2.1
dx  dx df  fr(r) (21)
dt  dt

Donde f (t) =0

Actividad 2.2: Determine la derivada dy e indique para que valores de t existe la
X
derivada.

a) x=t2>-3, y=2t-1

o W,
dt dt

dy dg

Sustituyendo las derivadas en 2.1: dy _dt _dt _9°(

dx  dx —df T fr()

dt dt
dy
gi = g)t( = 22t = La derivada existe para todos los nimeros reales, excepto para t =0

dt
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b) th-T—l' y= Jt+1 (Stewart, 2018).
d d
dt (t +1)° t+1)% (t+1)?
»_diinh ey Byt - 1
dt  dt 2 dt 2(t+1)2 2. t+1
dy dg
Sustituyendo las derivadas en 2.1: dy _dt _dt _9 ,(t)
dx dx df  fr(r)
dt  dt
dy 1 2_3 3
dy gt 2. t+1  @+1)?  (t+12  (t+1) 2 (t+D)2 - t+D°
_ dat _ - . = - -
dx dx 1 : 2.t+1 2(t+1)4 2 2 2
dt (t+1)

La derivada existe en el intervalo [-1, oo ).

2.3 Tangentes a una curva

Si x =1(t), y = g(t) define a una curva suave "C" (sin cambios abruptos), entonces la

pendiente de una recta tangente en un punto P(x, y) de la curva es ;iy (que es la ecuacion 2.2,
X

solo que ahora a la derivada se le denotara con la letra m que representa la pendiente) sobre "C"

es: (Zill y Wright, 2011; Stewart, 2018).
_dy

dy _g'®
dx f'(t)

si f'(t)=0

(2.2)

Se puede utilizar junto con la ecuacién de la recta punto-pendiente:

Y=Yy =m(X—X)

(2.3)
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Actividad 2.3: Encuentre la pendiente y la ecuacion de una recta tangente al punto P

para el parametro t indicado (Zill y Wright, 2011).

Dado: x=t - 4 y=t3— 4t parat=1

Considerando x = f(t), y = g(t), entonces derivando ambas funciones y sustituyendo en

2.2 x=t2—-4 y=t3-4t
, Parat = 1
no B0 3
dx f'(t) x=(1)"-4 y=(1)"-4(1)
X=-3 y=-3
fi)=t2— 4 g(t)=t>— 4t P(-3,-3)

f°(t) = 2t g (t)=3t>- 4

dy 3t°2-4
m=-—=
dx 2t

3-4

m‘t=1: T, =

3 1
2 2
Por lo tanto, la ecuacién de la recta tangente, en el punto correspondiente at =1 se

obtiene con 2.3:

y — yl :m(X—Xl) Sfm:-0-51p('31'3)

y +3 = -l(x+3)
2
3
=-_-X-—- -3
Y 2
_ 1,09
y 2

TAREA 2.1: (Zill y Wright, 2011).
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2.4 Areay longitud de arco
Area
El area bajo una curva paramétrica se obtiene integrando el producto de y

laderivadade x = f(t) ,es decir (Edwards & Penney, 2008):

b
A = J-g(t)f'(t)dt si f(a) < f (b)

Actividad 2.4: Determine el area bajo la curva que tiene las ecuaciones

parameétricas:
_ 2 -
a) x =t, y =t enelintervalo [0,2]
fty=x =t, g(t)=y = t2 secumple que f(a) < f (b)
fr(t)=1

b

Sustituyendo en 2.4 para encontrar el area bajo la curva A = J.g () f()dt

a

b) X =t3- 3t, y = t? — 1 enelintervalo [— 2, 2] (Leithold, 1998).

f)=x =t3— 3t gt)=y =t%>— 1 secumpleque f(a) < f (b)

f'(t)=3t% - 3=3(t%-1)

63

g (t) por

(2.4)
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b
Sustituyendo en 2.4 para encontrar el area bajo lacurva A = jg ) f'(t)dt

a

2 2 2
A = SJ'(tZ—l) t%- 1)dt= 3j(t2—1)2 dt = 3j(t4—2t2+1) dt

_3{;[(2)5 - (- 2)5]—2[(2)3 - 2+l 2)]}

-2

A = 3{1 [32- (- 32)]——[8— (—8)]+[2+2)]}:3E(32+32)—g[8+8]+4}
[

;(64)—g(16)+4}:3(654—332+4j:3(192_160+60 j:s(gzj

15 15

TAREA 2.2: (Edwards y Penney, 2008).
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Longitud de arco
Si una curva “C” tiene una parametrizacion regular x = f(t), y = g(t),en a<t <b ysi “C”
no se corta a si misma en (a, b), entonces la longitud (L) de “C” es (Swokowski, 1989; Leithold,

1998; Zill y Wright, 2011) :
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b

L=IMVmF+bﬁﬂ2m (2.5)

a

Actividad 2.5: Determine la longitud de arco de la curva parametrizada en cada
inciso.
a) x =4t,y = t 2 en el intervalo de [0, 2] ( zill y Wright, 2011).

La longitud de arco se determina por la expresion 2.5:

b

L=IMV®F+bﬁﬂ2m

a

f(t)=x= 4t git)=y=12

f'it)= 4 g't)=2t

Sustituyendo en 2.5:

2 2
L:J‘«/(4)2 +(2t)2 dt :j\/16+ 4t2 dt
0 0
Para resolver la integral de L se utiliza la ecuacion 24 de (Garcia-Anguis, 1981):

2
J‘«/uzira2 du=;x/u2ia2+azLn[u+x/uzia2}+c

2 4
L=J-\/16+4t2 dt=;j\/a2+ u? du
0 0
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Se tiene: Limites de la integral

at=4 u2=4t? u=2t
a =2 u =2t u;=2(0)=0

du

— =2 u,=2(2)=4

ot s=2(2

du _ g

2

4

2 4
2
L=j‘x/16+4t2 dt:;J‘«/aer u? du:;{;«/u2+16+a2Ln[U+\/u2+16}}
0 0

0

Tomando limites en la variable u:

L= 3{ 3[4 @z r16-0]« 2 Lo 4+ @7 +16] - Ln (jo16]]}

L= ;{;(4x32)+2 [Ln(4+ /32 )-Ln (4)]}

L= ;{2 (16) (2) +2[Ln (4+ (16)(2))—Ln (4)]}

L= /a6)2) +Ln(4+./16)(2) )-Ln (4)= 42+ n(4+42) - Ln(4)

L=1918

b) x(t)=e'sen(t), y(t)=e'cos(t), cuando t se incrementa de 1 a 4 (Leithold, 1998).

f(t) = x(t) =e'sen (t) g(t) = y(t) =e' cos(t)

Derivando como un producto:

d d d d
ft)=e' " sen(t ) e “(t)=e' = cos(t ) e
t)=e Oltsen()Jrsen()dte g'(t)=e dtcos()+cos()dte

f (t)=e'cos(t) +sen(t) e g'(t)=—e'sen(t) +cos(t) e'
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b
Sustituyendo en 2.5 para determinar L = J‘J[f ‘©]% +[g°®)]* dt
a

4
Lz"‘x/[etcos(t)Jrsen(t) et]z + [—et sen (t) + cos (t) et]2 dt

1

4
L= J-\/e 2t cos2(t) + 2e %t cos(t) sen (t) +sen? (t) e 2t + sen? (t) e 2" — 2e2 cos(t) sen (t) +e?! cos? (t) dt
1

4
L= J.Je 2tcos?(t) +sen? (t) 2t +sen? (t) et + 2! cos? (t) dt

1

P 4
L:j e oos(t) +sen? () + sen? (1) + cos? (1) | :f Je?2c05%(t) +2sen’ (1) |
! 1
4 . 1 4 . . 1
L= JA\/ZeZtlcosz(t) + sen? (t) J dt:J‘\/ZeTtdt:xEJ- o2t gt zﬁj‘(ezt)zdt
1 1 1 4

4
4
L= \E"‘etdtzﬁet =J2(e*—¢)
1

1

L= 73.36

TAREA 2.3: (Leithold, 1998).
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2.5 Curvas planas y graficacion en coordenadas polares

Son aquellas que se encuentran en el sistema bidimensional o cartesiano (plano), es decir,
solo tienen dos dimensiones: largo y ancho y pueden representarse en diferentes formas:
cartesiana, paramétrica y polar (Leithold, 1998; Zill y Wright, 2011).

En el sistema de coordenadas rectangular o cartesiano:

Forma explicita: y = f(x)
Forma implicita: F(x,y) = 0

Forma paramétrica: x = f(t) ,y = f(t)

En el sistema de coordenadas polar: r = f(6)

Las curvas en el sistema de coordenadas rectangular se estudiaron en el curso de Célculo
Diferencial, las ecuaciones paramétricas en este tema 2 y coordenadas polares se desarrollara a
continuacion.

Graficacion en coordenadas polares

En el sistema coordenado rectangular se puede graficar una funcién y = f(x) trazando
los puntos P (x, y) y crear la curva en el plano rectangular. De forma analoga en el sistema de
coordenadas polares se puede graficar una funcién trazando los puntos P (r, ) y crear la curva
en el plano polar.

Se realiza una tabulacion dandole valores a la variable independiente & y se obtiene el
valor de r . Se generan las parejas ordenadas de puntos P (r, &) los cuales se ubican en el plano
polar y se conectan los puntos para obtener el grafico (Rivera Berrio y Alvarez Sainz, 2020).

En la Tabla 2.1 se muestra un resumen de algunas curvas en coordenadas polares, donde

a, b y n son constantes arbitrarias.



Tabla 2.1

Curvas comunes en coordenadas polares.
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Nombre

Ecuacién

Rectas que pasan por el origen

@ = Constante

Circunferencias

r=asen(d) , r=acos(f)

Espiral r=a+bo

Cardioide r=a[l+sen(d)], r=a[l+cos(8)]
Limacon r=a thsen(d) , r=a tbcos(b)
Rosa r=asen(né) , r=acos(no)
Lemniscata

r?=asen(26) , r>=acos(26)

Fuente: (Zill y Wright, 2011; Rivera Berrio y Alvarez Sainz, 2020).

Tradicionalmente la graficacion de este tipo de funciones se realiza por tabulacion,

resultando muy tedioso y laborioso para los estudiantes, debido a la gran cantidad de operaciones

que se realiza para obtener un punto en coordenadas polares, al comportamiento de los angulos y

a las diferentes representaciones que tiene un mismo punto en coordenadas polares.

Por lo que, este tema se desarrolla utilizando el Winplot/GeoGebra para graficar las curvas

en coordenadas polares. Se realiza en el aula y se deja un trabajo extra clase del tema.

Préactica 2.1: Graficando en coordenadas polares

Competencia: El estudiante utilizara el winplot para graficar funciones en coordenadas

polares, y observara los cambios que sufre la grafica al ir modificando algunos parametros de la

funcion.
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La grafica de una funcion en coordenadas rectangulares es diferente en coordenadas
polares. Para graficar estas funciones en el cuaderno o en el pizarrén se puede hacer una

e .. T 3 .
tabulacién sélo con algunos valores de 6 que casi siempre son: 0, PR y 27 Posteriormente

observar como cambia el valor de r. Sin embargo, en ocasiones no es tan sencillo graficar, por lo
que, se utilizara el winplot para graficar estas funciones.

Instrucciones: Indicar el nombre de la funcion en inglés, por ejemplo, para la funcion
seno sera sin, coseno cos, exponencial e, y los argumentos de las funciones trigonométricas deben
estar entre paréntesis, el angulo & seré con el parametro t, por lo demas se respetan los simbolos
de producto, division y potencia como *, / y " respectivamente.

Se pueden graficar varias funciones a la vez en un mismo plano, estas apareceran con
diferente color y puede editarlas con la ecuacion de cada grafico.

Pasos a seguir:
¢ De doble click en el icono de winplot que se encuentra en el escritorio de su monitor
%+ Seleccione en window 2-dim
¢+ En equa seleccione r = f(t) (coordenadas polares)
+¢+ Escriba la ecuacién del lado derecha de la funcion y ok. Aparece el grafico de la funcion
+¢+ Seleccionando Ecua aparece la ecuacion del grafico
% Con X desactiva la ventana anterior
¢ En file puede grabar lo realizado

+«+ Con copy to clipboard puede llevar el grafico a cualquier archivo del office



SIGUIENDO LAS INSTRUCCIONES ANTERIORES GRAFIQUE LAS

FUNCIONES:
a)r=4 b) r=2 c)r=-4 dyr=-2

¢ Qué observa en la gréfica de las funciones del inciso a al e?

e)r
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N

f)r=0 g) r=26 h)r=—0 i)r=—29

¢ Qué observa en la gréfica de las funciones del inciso f al i?

m) I

Npo T K Fo S nr
D= wne ) "= wne )

~ send ~ send

¢ Qué observa en la gréfica de las funciones del inciso j al m?
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n) r =cosé 0) r=5cosé@ p) r=— coséd q) F=—5cosé

¢ Qué observa en la grafica de las funciones del inciso n al q?

s) r=send t) r=2send u) r=-—senéd v) r=—2send

¢ Qué observa en la gréfica de las funciones del inciso s al v?

w) = sen26 X) = sen36 y) r= sen4d 7) I = sen5@

¢ Qué observa en la gréafica de las funciones del inciso w al z?

aa) r=1-senéd ab) r=1-2sené gc) r=1-3send

¢ Qué observa en la gréfica de las funciones del inciso aa al ac?
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ad) r=1-sen2d ge)r=1-sen3@ gaf) r=1-sen4d

¢ Qué observa en la gréfica de las funciones del inciso ad al af?

Con el software GeoGebra se generaron también las graficas en coordenadas polares. Con
los resultados de alguno de los grupos se disefid una estrategia didactica para el tema, la cual sera
publicada préximamente. Después de utilizar la aplicacion con GeoGebra el estudiante contesta

para los subtemas una serie de preguntas, que se muestran Préactica 2.2:

Préactica 2.2: Bosquejando funciones polares.
Realiza las siguientes actividades en la aplicacion con GeoGebra y registra tus respuestas.
SUBTEMA: Grafica de cardioides
) REALIZA LAS ACTIVIDADES INDICADAS POR EL PROFESOR.
1. Abrir la aplicacién y seleccionar la opcidn cardioides.

2. Escribir la funcion a +bsen(6).



74

3. Posicionar los deslizadoresena=2yb = 3.
4. Mover el deslizador de angulo.

I1) SECCION DE PREGUNTAS Y RESPUESTAS. Lee cuidadosamente las preguntas y

responde detalladamente.

5. Describe la gréafica obtenida.

6. ¢ Qué representa en la grafica el valor del pardmetro a?

7. Encuentra una relacion de los puntos en los que la grafica corta al eje vertical, con los valores

de los parametros a y b. Explica (si deseas modifica los valores de los parametros).

8. Explica lo que sucede si a < 0 (negativo).

9. Explica lo que sucede si b < 0 (negativo).

10. ;Qué sucede si se cambia la funcidn sen(0) por cos(0)?
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11. Salga de la aplicacion y con lo aprendido bosqueje la grafica de las siguientes funciones polares.
a) r(6)=—2+4cos(0) b) r(€) =6+ 4sen(0)

c) r(0) =—3cos(H) d) r(8) =2sen(0)

TAREA 2.4: Individualmente y utilizando el Winplot grafique las siguientes
funciones, ponga atencion en los cambios que ocurren en la gréafica al ir modificando la
ecuacion y observe la forma que tienen las graficas segun la ecuacion.

1: Grafique los siguientes limacones o caracoles. Son gréaficas polares llamadas limacon
(caracol) palabra francesa que proviene del latin limax que significa caracol. La forma de la

funcion que las representa es: r(@) =a £ bcos(09).
a) r=1- cos (@) b) r=1-2cos(9) c) r=1-3cos(0)
d)r =1+ cos (@) d) r=1+ 2cos(0) e) r=1+ 3cos(h)

2: Grafique las siguientes espirales.

w| D

a)r=e? Espiral logaritmica b) r Espiral logaritmica

e
c)r=260 Espiral de Arquimedes d)r= ; Espiral reciproca

3: Grafique las siguientes lemniscatas.

aQ)r?=9sen(20) b)r2=-4sen(20) c)r2=16cos(26) d)r?=-25c0s(20)
4: Grafique el Cisoide r = 2sen(8)tan (0).

5: Grafique las siguientes funciones.

a) r =cos(0) b) r =2cos(0) c) r =3cos(8) d) r=— cos(0)

e) r=—2cos(0) f) r=—3cos(0) g) r=cos(26) h) r =cos(36)
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2.6 Calculo en coordenadas polares

Puntos en el sistema bidimensional (puntos en el plano)

En un sistema de coordenadas rectangulares o cartesiano como el de la Figura 2.1, se
puede localizar un punto con una sola pareja de puntos (X, y) estos valores son las distancias
dirigidas, partiendo del origen, desde los ejes x y eje y respectivamente. El origen es el punto

donde se intersectan los dos ejes coordenados (Leithold, 1998; Zill y Wright, 2011).

Figura 2.1

Sistema de coordenadas rectangular.

y

A
P(x,y)

y ____________ —
|
< 3 > X

X

v

Otra forma de representar puntos en el plano es empleando coordenadas polares, en este
sistema se necesitan un angulo (6) y una distancia (r). Para medir © se requiere una semirrecta
dirigida llamada eje polar y para medir r, un punto fijo llamado polo u origen mostrado en la

Figura 2.2.
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Figura 2.2

Coordenadas polares de P.
P(r, 6)
[

vwe

0 Polo u origen

» Eje polar

En la Figura 2.3 se muestra el sistema de coordenadas polares, donde r es la distancia en
coordenadas polares. Se utiliza la convencion de que un angulo es positivo al medirlo en sentido

contrario a las manecillas del reloj, caso contrario se considera dngulo negativo (Stewart, 2018).

Figura 2.3

Sistema de coordenadas polares.

= consfante

/

—r
L

Eje polar

&= constante
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0 es la medida del angulo en radianes, positivo cuando se mide en direccidn contraria a las
manecillas del reloj y negativo a favor del movimiento de las manecillas del reloj.

Las coordenadas polares se denotan por (r, #) y para localizar un punto P(r, &) en este
sistema de coordenadas, lo primero que se hace es trazar una circunferencia de radio r, después
trazar una linea con un éangulo de inclinacién 6 y, por ultimo, localizar el punto de interseccion
entre la circunferencia y la recta; este punto sera el buscado.

Para graficar un punto (- r, #)donde — r <0, se considera el valor absoluto de r a lo
largo del rayo (0 semirecta) 0+ r .

A diferencia de un sistema de coordenadas rectangulares, un punto en coordenadas
polares no es Unico y puede tener muchas representaciones. Una vuelta completa en el sentido
contrario a las manecillas del reloj esta dada por 2.

Entonces el punto representado por las coordenadas polares (r, 8), se representa también

por: (r,@0+27) y (-r, & +(2n+1)x) donde nes cualquier entero (Zill y Wright, 2011).

Actividad 2.6: Localizar los puntos en el plano polar:

a) P(Z,Z], b) P(s,’é], c) P(1,7), d) p(4,’3’],e) P[_4,Zj’f) P[_5’_73r)

(Leithold, 1998).
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Pp) 3
P@pile)

TAREA 2.5: (Leithold, 1998).
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Cambio de coordenadas

Sistema de coordenadas rectangular a sistema de coordenadas polar

La relacidn entre coordenadas rectangulares y polares se puede ver en la Figura 2.4, donde

el polo corresponde al origen y el eje polar coincide con el eje x positivo.



Figura 2.4

Relacion entre coordenadas rectangulares y polares.

A

v
X

v

De la Figura 2.4 se tiene:
cos(f) = X
r
X =rcos(d)
sen(d) = 3:

y =rsen(d)

tan(6) = y
X

Partiendo de la ecuacién de una circunferencia en el origen:

X2+ y 2-r? sustituyendo el equivalente de x y y:

x2+y2=r2cos?(0)+ r?sen’(0)

x2+y?=r? [0032(6?)+ senz(e)]

80

(2.6)

(2.7)

(2.8)
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x2+y2: r? (2.9)

Las ecuaciones 2.6 y 2.7 permiten determinar un punto en coordenadas rectangulares,
cuando se conocen las coordenadas polares.

Cuando se conocen las coordenadas rectangulares y se busca determinar ry &, se utilizan
las ecuaciones 2.9 y 2.8 (Stewart, 2018).

Es importante tomar en cuenta para la determinacion de @ en qué cuadrante se ubica el
punto en coordenadas rectangulares.

Determinacion del angulo & de acuerdo al cuadrante:

Cuadrante 1

El &ngulo se obtiene directamente de

ecuacion 2.8:

o' X V)

tan(9) =2 Hztan‘l(lj
X

> X

Cuadrante 2

P(x, y)

0 > PR por lo que se utiliza un &ngulo auxiliar « , que se mide desde el eje x hasta el punto.



y

tan(a):H a=tan” y
X

1—‘, por lo tanto: 6=n—a
X

Cuadrante 3

P(x,y)

Determinando « , que se mide desde el eje x hasta el punto.

y

1—‘, por lo tanto: O =7 + a
X

tan(a) :H a=tan"
X

Cuadrante 4

P(x,y)

y

1 —‘, por lo tanto: @ =27 —
X

tan(a) :H a=tan"
X

En la Tabla 2.2 se muestra la forma de encontrar el angulo segun el cuadrante en el que

esta ubicado el punto en coordenadas rectangulares.

82



Tabla 2.2

Determinacion de & dado un P(x, y).
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NUmero de cuadrante

Obtencion del angulo 6

1
tan(8) =2 Z :tan‘l(lj
X X
2
tan(9)=l G:ﬂ—tan‘ll
X X
3
tan(0) =2 0=rx+tan Y
X X
4
tan(0) =2 0=27 —tan 1Y
X X

Coordenadas cilindricas

Son generalizaciones de las coordenadas polares en el espacio tridimensional como se

observa en Figura 2.5. Un punto P en coordenadas cilindricas se denota por P((r, &,z) donde ry

0 son las coordenadas polares de la proyeccion de P en el plano polar y z es la distancia dirigida

desde este plano polar a P.

Figura 2.5

Coordenadas cilindricas.

™
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Coordenadas esféricas

Un punto P en este sistema de coordenadas se denota por la terna ordenada P (p, 6, ¢)
donde la primera coordenada p es una distancia, la segunday la tercera coordenadas son

angulos.

1) p esladistanciaentre Py el origen, p >0
2) 6 esel mismo angulo utilizado en coordenadas cilindricas parar >0

3) ¢ esel angulo entre el eje z positivo y el segmento de recta OP, 0< ¢ <=

Figura 2.6

Coordenadas esféricas.

£

r=pseng =2 + 3

P

x

L$ (p. 8, )
0 %T (x.y. 2
A iy 1 Bl i
g o
. I
I
1
I
ke

Fuente: (Larson y Edwards, 2010).

Para convertir de un sistema a otro, utilizar lo siguiente (Larson y Edwards, 2010):

a) Esféricas a rectangulares

X=psen(¢)cos(9) y=psen(g)sen(8) Z=pcos(¢)
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b) Rectangulares a esféricas

p2=x%+y?+72 tan(e):% cos(¢)=

X“+y +1z

C) Esféricas a cilindricas

r2:p23en2(¢) =0 z=pcos(gp)

Actividad 2.7: Convierta el punto dado a coordenada polar, cilindrica, esférica o

rectangular segun sea el caso.
a) P(4,4) ubicando el punto en el plano, esté en el primer cuadrante x=4 y=4
Para determinar el &ngulo: Como esta en el primer cuadrante se obtiene directamente de

ecuacion 2.8: tan(4) =%

0 =tan ‘{Xj =tan ‘{ﬁJ
X 4

9=45°="
4

2

Para encontrar la distancia polar se utiliza ecuacion 2.9: si r?=x2+ y?, entonces

r=yx2+y? =\(4)%+(4)? =2(16) =42

Por lo tanto: P(44)= P[%@%)

b) P(— 1, \/5) ubicando el punto en el plano, esta en el segundo cuadrante x=-1 y= J3

Se determina el &ngulo auxiliar «, medido desde el eje x al segmento dirigido del origen al punto
dado.
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tan(a) = ‘\/§‘ o= arctan‘\/§‘ = 60° :%

Qzﬁ—a:ﬁ—zzgﬂ

3 3

Para encontrar la distancia polar se utiliza ecuacion 2.9: si r’=x’+ y2, entonces r=y x2+ y?

r=-/(-D%+(/3)* =1+3=2

Por lo tanto: P(~1,-/3)= P[Z, gn]

C) P(—\/§,—l) ubicando el punto en el plano, esta en el tercer cuadrante x=—+/3 y=-1

Se determina el &ngulo auxiliar o, medido desde el eje x al segmento dirigido del origen

al punto dado.

1
tan(a) = ‘—‘ a = arctan

J3

1 b
—|=30°==—
SRt

T
O=r+a =7Z+€=—7[

6

Para encontrar la distancia polar se utiliza ecuacion 2.9: si r’=x2+ y2 , entonces

r:\/x2+ y? :\/(—1)2 +(x/3)? =/1+3=2

Por lo tanto: P(— .J3, —1): P(Z, ;7[)

d) P(2,— 2) ubicando el punto en el plano, esté en el cuarto cuadrante x=2 y=-2

Se determina el &ngulo auxiliar o, medido desde el eje x al segmento dirigido del origen

al punto dado.



tan(a ) = E‘ a =arctan|l| =45° = %

o=27-a=20-"="1
4 4

Para encontrar la distancia polar se utiliza ecuacion 2.9: si r

r=yx?+y? =J4+4=[2(4) =22

2=x2+y?, entonces

Por lo tanto: P(2, -2)= P(Z 2, Zﬂ')

e) P2V2,-1) x=2 y=v2 z--1

Para encontrar la distancia polar se utiliza ecuacion 2.9: si r?>=x2+ y?, entonces

r=x2+y? =22 +(2)2 =/4+2="l6

@ = arctan (yj = arctan[f] =35.260
X

Por lo tanto: P(2+/2,-1)=P(\/6,35.26°~ 1)= P(v6 ,0.1958 7,~ 1)

fyp|-2,-Z r=-2 6=-7"
2 2

Con ecuacién 2.6 y 2.7:

X = rcos(6) y = rsen(60)

X= —ZCOS(—ﬂj y = _zsen(_”)
2 2

x=0 y= 2

Por lo tanto: P(—Z, - Zj: P(0,2)

87



o) Pl4,-Z 5 r=4 9=-7" z=5
3 3
Con ecuacién 2.6 y 2.7:
X = rcos(0) y = rsen(6)
X = 4cos(— ”j y= 4sen(— ﬂj z=5
3 3
X=2 y=—-346=—2-/3

Para convertir a coordenadas esféricas:

p2=x2 4 y? 472

p=(2)% +(-346)2 +(5)> tan(e)%
p=JET1197+25 g T
p=2097 3
cos(¢):;=i

x2+y24z? P
qﬁ:arccos( > ]=38.62°

~40.97

Por lo tanto: P(4, - %,5): P(2,-23 5)= P[\/40.97 ,—%,0.2145;:)

h) P(1,-35) x=1 y=-3 z=5
Se determina el angulo auxiliar o
tan(ar)=[3] a=arctan|3 =71.56°=0.39757

0=27r—-a =360-71.56 =288.44°=27 —0.39757 =1.6025

r=x2+y? =/(1)2+(-3)2 =10

Por lo tanto: P(1, — 3,5)=P(+/10,1.60257 5)=P(1/10,288.44°,5)
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Cambiando de coordenadas rectangulares a coordenadas esfeéricas:

=2 4y? 172

p=-]0)?2 +(=3)% + (52 tan(«9>=¥
p=x/1+9+25=x/£ 0=288.44°
cos(¢)= Z

x2 +y? +22

5
¢:arccos[ =32.31°=0.1795x
/35

Por lo tanto: P(L, — 3,5)=P(\/35,288.44°,32.31°)= P(\35 1.60257,0.17957 )

T T T

1o(255)  pe2 0ol 0]
x=psen(g)cos(d)  y=psen(¢)sen(6) 2 = poos(g)
X= ZSen[zj COS(ZJ y = Zsen(ZJ Sen(ﬁ} 7=2 Cos(ﬂ-j
4 3 4 3 4

x=0.7071=£ y:l_zzzﬁ 2= 42
2 2
2 s
Por lo tanto: P(Z 3 4){2 R IJ

Actividad 2.8: Obtenga una ecuacién cartesiana de la grafica que tiene la ecuacion

polar o cilindrica indicada.

a) r= 4sen(@) (Leithold, 1998).

De 2.7: y = rsen(6) se tiene que sen(0) = :

89
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b)r2cos(20) —z? =1 (Leithold, 1998).
Se tiene la identidad trigométrica: cos(26) = cos? () — sen?(6)

r2 :cosz(a) - senz(H)]— 22=1

2 2
X
r2 __y_2 ~7%=1

r r

X2 —y?—72=1

) x2 = 8(2-y) (zill y Wright, 2011).

Sustituyendo ecuacién 2.7:
r2cos®(6) = 8[2—rsen(d)]

Si cos? (0) + sen?(#) =1 entonces:cos?(6) =1— sen?(6)
r2[1- sen?(6) | = 16 —8rsen(®)
r?—r2sen?(0) = 16 —8rsen(0)

r’=r2sen?(0) —8rsen(d) + 16

El lado derecho de la ecuacion es un trinomio cuadrado perfecto, factorizando:



r?=[rsen () - 4]°
r=+[rsen(g) - 4]

Resolviendo para r

r= rsen(d) - 4 r=—[rsen(¢9)—4]
r— rsen(@d) =-— 4 r=-rsen(@)+ 4
r[l— Sen(H)]=—4 r+rsen (@)= 4
r=- 4 r[1+ sen (0)]= 4
1- sen (0)
B 4
1+ sen (0)

d) r?cos?(8) + z2 +1=0 (Leithold, 1998).

2
rz(x—]+zz+1=0
r2

x2+7%241=0

TAREA 2.6: (Leithold, 1998).

Pagina | Ejercicios
764 57,911

2.7 Actividades de aprendizaje y complementos educacionales
Segun lo planteado en la propuesta de trabajo, se describen los complementos
educacionales y las actividades de aprendizaje para el tema 2: curvas planas, ecuaciones

paramétricas y coordenadas polares. La competencia especifica establece ecuaciones de curvas
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planas, en coordenadas rectangulares, polares o en forma paramétrica, para brindarle
herramientas necesarias para el estudio de curvas mas sofisticadas.

Competencias genéricas: habilidad para realizar abstracciones, analizar y sintetizar
informacidn; capacidad para identificar, formular y resolver problemas de manera efectiva;
habilidad para aprender de forma continua y actualizar sus conocimientos y capacidad para
colaborar eficazmente en un equipo de trabajo (TecNM, s. f.).

Para el Tema 2, y para todos los temas de la asignatura, se utilizara el enfoque de
metodologias activas de aprendizaje. A través del aprendizaje colaborativo y cooperativo, se
fomenta la cohesion del grupo y se incentiva a los estudiantes a trabajar de manera conjunta.
Ademas, se aplicara el aprendizaje basado en problemas, en el que los estudiantes aprenden a
través de la resolucion actividades con problemas tipo. El profesor llevara a cabo actividades que
luego seran analizadas y discutidas tanto a nivel de equipo como en grupo. Si bien el resultado
final es Unico y no admite discusion, el proceso para llegar a él puede variar dependiendo de las
bases matematicas de los estudiantes. El rol del profesor sera el de guia o facilitador del
aprendizaje, promoviendo el desarrollo de habilidades para que el estudiante sea el protagonista
de su proceso educativo.

Complemento Educacional No. 1. Aprendizaje basado en problemas y Complemento
Educacional No. 3. Ejercicios/casos practicos. En relacidn con estos complementos
educacionales, se presentaran en clase actividades relacionadas con la solucion de problemas o
ejercicios de cada uno de los subtemas. La resolucion de estos ejemplos se llevara a cabo durante
las diferentes sesiones de clases de acuerdo con la planeacion realizada por el profesor
procurando en todo momento fomentar la discusion y participacion de los estudiantes. Ademas de
los ejemplos de clase, se conformaran equipos de trabajo para la realizacion de préacticas en el

aula (Practica 2.1: Graficando en coordenadas polares con Winplot y Practica 2.2: Bosquejando
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funciones polares con GeoGebra). En el anexo 1 se incluye una serie de actividades con
ejercicios representativos que se tienen planeados para el curso. Las herramientas tecnoldgicas
relacionadas con este objetivo educacional consisten en los programas Word®. En Word® se
presentara el listado con la redaccion de las actividades a resolver en el aula y las tareas. Las
gréficas de funciones polares se realizan con el Winplot y con GeoGebra. Tanto los problemas
resueltos como los propuestos estaran a disposicion de los estudiantes a través de la plataforma
MOODLE y en la medida de lo posible seran proyectados en el aula de clase para su solucion.
Durante estas actividades se llevara un registro de la participacion de los estudiantes en la
resolucion de las actividades en el aula.

Complemento Educacional No. 2. Presentaciones. Se han preparado una serie de
presentaciones con el propdsito de desarrollar los diferentes subtemas en el aula. Una vez que se
hayan visto en clase, las presentaciones estaran a disposicion de todos los estudiantes a traves de
la plataforma MOODLE. A manera de muestra en la Figura 2.7 se presenta una caratula del
programa PowerPoint® en la que se visualiza el contenido de una de las presentaciones
sefialadas. Se cre6 un Padlet, mostrado en Figura 2.8 con el formulario para derivadas e
integrales a utilizar durante el curso, los estudiantes podran bajarlo con la liga:

https://padlet.com/lupitaamado/c-lculo-integral-formulario-para-derivadas-e-integrales-

vaktstlpfrOohdxw

En la instrumentacién didactica que acompafia a estos apuntes se proporciona informacion
detallada sobre las actividades de aprendizaje y de ensefianza, asi como los niveles de desempefio

y evaluacion para este tema.


https://padlet.com/lupitaamado/c-lculo-integral-formulario-para-derivadas-e-integrales-vqktstlpfr0ohdxw
https://padlet.com/lupitaamado/c-lculo-integral-formulario-para-derivadas-e-integrales-vqktstlpfr0ohdxw
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Figura 2.7

Vista del presentador en el programa PowerPoint® de la presentacion del Tema 2: curvas planas,

ecuaciones paramétricas y coordenadas polares.

00:29 N C 7:12p.m Diapositiva siguiente

Educacion | == [N

Educacién @
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Figura 2.8

Padlet. Curso de Calculo Integral. Formulario para derivar e integrar.
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3. FUNCIONES VECTORIALES DE UNA VARIABLE REAL

Competencias especificas: establece ecuaciones de curvas en el espacio en forma
paramétrica, para analizar el movimiento curvilineo de un objeto, asi como contribuir al disefio
de elementos que involucran curvas en el espacio.

Competencias genéricas: habilidad para realizar abstracciones, analizar y sintetizar
informacidn; capacidad para identificar, formular y resolver problemas de manera efectiva;
habilidad para aprender de forma continua y actualizar sus conocimientos y capacidad para
colaborar eficazmente en un equipo de trabajo (TecNM, s. f.).

Los autores Swokowski (1989), Leithold (1998), Marsden y Tromba (2004), Edwards y
Penney (2008), Zill y Dewar (2008), Larson y Edwards (2010), Thomas (2010), Zill y Wright
(2011), Stewart (2018), Riveray Alvarez, (2020) entre otros, abordan el tema de manera

semejante.

3.1 Definicion de funcién vectorial de una variable real

Las funciones vectoriales son vectores cuyas componentes son funciones. Es una

%
correspondencia que asocia a cada nimero t en el dominio D un vector Gnico R (t) en el espacio

(V3). Determina la trayectoria de un movil.

Las graficas de las funciones vectoriales son curvas, las cuales también pueden
representarse por ecuaciones paramétricas.

Las aplicaciones geomeétricas incluyen la longitud de arco, vectores tangentes y normales
a una curvay curvatura. En las aplicaciones fisicas se emplean los vectores para estudiar el

movimiento de una particula a lo largo de una curva.
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%
Sean f, g y h funciones reales de una variable real t, entonces una funcion vectorial R (t)

se define por:

_)

Rt)=f@®)i+g(t)j+h()k (3.1)
Donde t es cualquier nimero real del dominio D comun de f, g y h.
Nota: La funcidn vectorial puede representarse por cualquier literal del alfabeto, aunque

- -
por lo general se denota por R(t)o r (t) en la mayoria de los libros de matematicas.

La interpretacion geométrica del dominio D se representa por puntos en una recta real

(Leithold,1998).

%
Actividad 3.1: Sea R(t) =(t+2) I +(2t2-3) J +t3K

Determinar:

- -
a) R(1) y R(2)y trazar sus vectores de posicion.

_)
b) ¢Para qué valores de t el vector de posicion R (t)esta en el plano XY, YZ?

—

a) R() =(1+2)7 +(@2-3) ]+ K R(2) =(Q+2)7 +[2(4)-3] j +8K

~ — ~

- . .
R@W =31 - j+K R(2) =41 +5] +8K
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- -
Grafica de los vectores de posicion R (1) y R(2):

R (1) 20 N

N\

_)
b) Valores de t para que el vector de posicion R (t)este en el plano:

XY .. Z=0 YZ .. X=0
Tomando la componente en Z e igualando a cero: Tomando la componente en X e
igualando a cero:

t3 — O t + 2 = 0

t=0 t==-2

X=t+2 y:2t2—3 y:2t2—3 z7=t3

X =2 x=-3 y=8-3=5 z=-8
P(2,-3,0) P (0,5, -8)

3.2 Limites y continuidad de una funcién vectorial
% - - -
Sea R una funcion vectorial cuyos valores de funcion estan dados por:
H A
Rt)=f{)i+g()j+h(t)k

_)
Entonces el limite de R (t) cuando t tiende a a esta definido por:

lim ﬁ(t)z[tlim f(t)}n[tnm g(t)} j+[tlim h(t)} K (3.2)
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Si lim f(t), lim g(t) y lim h(t) existen (Swokowski, 1989; Leithold, 1998; Larson y
t—a t—>a t—a

Edwards, 2010).

Actividad 3.2: Obtenga el limite de las funciones vectoriales siguientes:

- -
a) |im0 R(t) si R(t)=cost i +2e' j+3K (Leithold, 1998).
t—

lim g(t):[ lim cost}HZ[ lim et}j{ lim 3}2

t—0 t—0 t—0 t—0

_)
lim R(t) =i +2j+3k=(1,2,3)
t—0

l—COSt an t »~
1 +

- -
b) IimOR(t) si R(t)= el J+e 'K (Leithold, 1998).
t—>

im R() {lim 1“;°St}r+{|im A }j{um et }k

t—0 t—0 t—>0 t—0

Aplicando Regla de L’Hopital en el primer componente para quitar la indeterminacioén 0

lim R_()t):{lim sent}H[lim e }j+[lim e ! }IZ S

t—>0 t—>0 t—>0 t—>0

fim R(t) =+ K
t[)nOR(t)=1+ =(0,1,1)

1+cost ~ 1—cos’t . t2
I+ ]+
1-sent 1-cost sen

BN 2 2 7.
im R ()= fim S 1p i 1O s i R 1
t—0 t>01-sent t—>0 1—cost t—0sent

> - R
c) Iim R(t) si R(t)= k (Leithold, 1998).
t—>0 t
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Aplicando Regla de L’Hopital en el segundo y tercer componente para quitar la

indeterminacion

oo

Derivando simultaneamente el numerador y denominador del segundo componente se

obtiene:

Numerador ;jt(l— cos? t) = ;It[l— (cost)z] = —2cost§tcost =—-2cost(—sent) = 2costsent

Denominador :jjt(l— cost) = sent

Derivando simultaneamente el numerador y denominador del tercer componente se

obtiene:
d.» . d
Numerador at =2t Denominador asent:cost

Sustituyendo en 1:

o
im R(t) = | lim 1+COSt}T+[Iim ZCOStsem}j+2{lim t}l%

t—0 |[t—>01-sent t—>0  sent t—0 Ccost

o
im R(t)=| fim 7% 742 lim cost [j+2 m |k
t—0 | t—>01-sent t—0 t—0 Ccost

Realizando el proceso a limite

% - -~
Iim R(t)=21+2)
t—0

. - 2 t—sent ~ sent » sen’t .
d) Iim R(t) si R(t)= s It I+ Kk
t—0 t t t

- _ 2 |
im R @) = im "7 | m S| m S g
t—0 t>0 3 t—>0 t2 t>0 t
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Se observa indeterminacion en todos los componentes de la funcion vectorial, para ello

aplicamos L’Hopital en cada uno de ellos.

Derivando simultaneamente el numerador y denominador se obtiene:

Numeradores Denominadores
i(t—sent):l—cost gt3 =3t?

dt dt

gsent = Ccost gt2 =2t

dt dt

1(sent)2 = 25ent.gsent = 2sent cost gt =1

dt dt dt

Sustituyendo los resultados de la derivada en 2:

4) - ~
lim R(t):[lim L cost }h{lim Coﬂ j{lim ZSentcost}k
t—0 t—0 3t t—0 2t t—0

Tomado limite se observa que sigue la indeterminacion en la componente 1 pero la

%
componente 2 queda indefinida, por lo que, se dice: lim R (t) No existe.
t—0

TAREA 3.1: (Leithold, 1998).

Pagina | Ejercicios
870 17,19

TAREA 3.2: Obtenga:

t -~ tant . sen4t .
I+ ]+ K
sent sen 5t sen 7t

a) lim R(1)si R (t)=

—sent . sen5t . sen®t .
5 1+ ]+ K
t sen 3t t

b) tli_r)nos(t) SiR ()=
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Continuidad de funciones vectoriales

DEFINICION: Se dice que la funcion vectorial es continua si cada una de las

componentes es continua.

. - —
En general debe cumplir: lim R(t) =R (a)
t—a

_)
Actividad 3.3: indique para que valores de t la funcion R (t) no es continua.

A

2 1. 1
a) R({t)=-1+—1
) RO=, 1+ ]

5
Ent=0 t=2 noescontinua .. obien R(t) escontinua (-o,0) U (0,2) U (2,)

~

b) R(t)=In(t+1)F— i

t2 -4

«—P | v > (
t+1>0 -1 2 ©
t>-1
D: (-1, ), t#2

También puede expresarse en términos de intervalos: D: (-1, 2)U (2, )

Por lo tanto, la funcion vectorial es continua en (—1,),t # 2

TAREA 3.3: (Leithold, 1998).

Pagina | Ejercicios
910 1,915
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3.3 Derivada de una funcion vectorial

- -
Se obtiene derivando cada componente de R (t) si R(t) = f(t) i + g(t) j + h(t) k donde

f, g y h son derivables entonces:

RM=FfOI+9 O]+ Ok (33)

La ecuacion 3.3 también puede expresarse con la notacion de diferenciales:

d— d . [d . [d X
dtR(t)=[dtf(t)}l {dtg(t)}ﬁ{dth(t)}k (3.4)

Derivadas de orden superior

N
Sif, g y h tiene segundas derivadas entonces se deriva sucesivamente R (t).

- ) 2> 2 3ta L2
Actividad 3.4: Sea R(t)=In(t) I +e ~ J +t

Determinar (Swokowski, 1989):

_)
i) Eldominio de R(t) y los intervalos donde es continua

i) 3'(0, _R)"(t) y R Vt)

Solucion:
i) In1=0si
In (-1) = no existe . eldominioD: t>0 O0biende (0,)

In (0) = no existe Es continua de (0, )



R
i) R’(t)=i|“—3e‘3tj +2t K

N
Rt)=t1i-3e 3] +2tKk

-

R"(t)=—t 27+ 9e 3] +2K

5
R”M)=2t 37 — 27e73j

N\
R ()=-6t*f +81e7%]j

- 6 81
R (t)z—?l +eTJ

Actividad 3.5: Dada la funcién vectorial determine en cada inciso:

_)
1) Dominiode r (t) .
d—)
i) —r(t) ysudominio.
dt
- 1 a 2 a
a )=—— 2t
) r(t) ap T2t

Solucion:

i)D:R,t# -1 obien D:(—o0,—1)U(-1,0)
%
ii) r(t):i|“+2t2 j=t+)ti+2t? ]
t+1

N
:jtr(t)z— t+) 27 +4t]

T T+4t] D:(—o0,—1)U(-1,0)

104
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- 2 a 3 ”
b) r(t)=+t"=41+5t° )
Solucién:

i) D: (-o0,- 2] U[2,0)

N| =

in7m=a2—® i +5t3]

[y

d > 1 2 D) ~ 2 A
—rt)==(t°-4) 2.2ti +15t
LTO=27 -4 ]

d~> - 2 .
—r )= I +15t
ot (t) 1 ]
(t*-4)2
_)
gr(t):é i+15t2 ] D: (—o,—2)U (2, «)
dt Jt2 -4

TAREA 3.4: (Leithold, 1998).

Pagina | Ejercicios impares
880 1,357,911, 13

PRACTICA 3.1: En equipo de tres personas, resolver los ejercicios y entregar

individualmente un trabajo al final de la clase.

1. Indicar la continuidad de las siguientes funciones vectoriales:

g a 1 ” 2 A
a) R(t)=In(t+2)1r — —— ] +t°Kk
t+4

E 1 .
b R(t) = t+4i‘+—4+82tk
) ©)= (t+3)(2t+5) |
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0 R@M)=_+_f+ ' j-1¢
AJt+2 t+4 t

2. Derive las funciones vectoriales ¢para qué valores de t existe la derivada?

£

g 3t a ” A
a) R(t)=e” 1 +tcos(2t) | + 2k
t

P - 2 A L2p
b)  R()=In(t)+(3t2+50) ]+t 2K

3.4 Integracion (antiderivada) de funciones vectoriales
-
Si R(t)=f(t)i +g(t) j+h(t) k, donde f, g y h son continuas en [a, b], la integral

%
indefinida (o primitiva) de R (t) es (Leithold, 1998):

.[E(t) dt{ J‘ f(t)dt} r+Ug(t) dt} j{ j h(t)dt} K (3.5)

La solucion de 1 se obtiene integrando cada componente:
J.f(t)dt:F(t)+C1 J.g(t)dt:G(t)+C2 J.h(t)dt:H(t)+C3

Donde: F (©=1(0) G’ (t)=g(t) H'(t) = h(t)

Las tres constantes escalares de integracion producen una constante vectorial de

integracion, sustituyendo en 3.5:

3(t)dt=[F(t)+c1] F+[G(t)+C,] j+[H() +C5] Kk

E(t)dt:[F(t) P+ G(t) j+H®) K]+[C,+Cy +Cs]
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.E(t)dt =[F)i+G@) j+ HEO) K]+ (C;T+C,p j+C3K)

- -
R@{)dt=r (t)+C
° T T Constante vectorial

T

- -
Donde: r (t)=R(t)

Antiderivada o primitiva

La integral indefinida de una funcion vectorial representa a una familia de funciones
vectoriales que difieren una de otras en algin vector constante.

La integral definida sobre el intervalo a <t <b es:

b b b b
jﬁ(t)dt: Jf(t)dt i+ jg(t)dt i+ Ih(t)dt K (3.6)

Actividad 3.6: Antiderive las funciones vectoriales.

a)I(tf+3t ) dt

J.(tl“+3t j)dt:U.tdt}l“+{3j-t dt}j:[t22+C1J |“+(:23t2 +C2jj

1
- -
b)-"R(t)dt si R(t)= 3/t f+ij
t+1
0

1 1 1

- 1
jR(t)dt: J‘%dt iy Ildt j
t+1

0 0 0
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Haciendo cambio de variable en la segunda integral: : =t :j—tl
U=

1 1 2

= 1
J-R(t)dtz JAtAdt P+ jldu j

u

0 0 1
1 4 1 .

- 3 ) )
jR(t) a :3t4 T+ 1%[3’\/(1)“ —0} i+ [inf2)— Inf1]

1

0 0

1_> 3. N
IR(t)dt=4|+In2 j
0

4t2 43t +1 .

- -
TAREA 3.5: Resolver la integral indefinida: “.R(t)dt si R(t)=arctan (t) T + 3 J
t(2t+1)

3.5 Longitud de arco
Una curva en el espacio es el conjunto de ternas ordenadas de la forma:

[f(t), g(t), h(t)], donde f, g, h son funciones continuas en un intervalo | (Leithold, 1998).

Ecuaciones paramétricas de una curva C.

x=f(t), y=g(t), z=nh(t)por lo que, E(t): f@) 7 +g(t) j+h)K
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Si una curva “C” tiene una parametrizacion regular x = f(t), y=9(t), z=h(t), en

a<t<b ysi “C”no se corta a si misma, excepto posiblemente en los extremos del intervalo [a,
b], entonces la longitud (L) de “C” es:

b

L= j JE 1 + [o°®]% + [h@)? dt 3.7)

a

b

L= j R

a

dt (3.8)

NOTA: Para obtener la longitud de una curva se determina la derivada de las

componentes de la funcién vectorial.

Actividad 3.7: Determine la longitud de la curva parametrizada por: x=t 2,

y=tsen(t), z=tcos(t) en el intervalo de [0, 1] (Leithold,1998).

b
Con ecuacion 3.7: L = I\/[f ‘©]% + [9°®]% + [h't)]? dt

a

Obteniendo las derivadas de f (t), g(t) y h(t), después se eleva al cuadrado el resultado

de cada una de las derivadas y finalmente se sustituyen en 3.6:
ft)y=x=t2

f(t) =2t

[f®)]* =4t?

g(t) =y =tsen(t) derivando como un producto de funciones
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g (t) =tcos(t) + sen(t)

[9°(t)]? = [t cos(t) + sen(t)]? =t 2 cos 2(t) + 2t cos(t) sen(t) + sen 2(t)

h(t) = z =t cos(t) derivando como un producto de funciones

h™(t) = —t sen(t) + cos(t)

[h"(t)]? = [~ tsen(t) + cos(t)]* =t 2 sen 2(t) — 2t sen(t) cos(t) + cos 2 (t)
Sustituyendo en ecuacion 3.7 para obtener la longitud de arco de la funcién vectorial:

1
L= J-J4t 2 +t2cos 2(t) + 2t cos(t) sen(t) + sen 2(t) + t2%sen 2(t) — 2t sen(t) cos(t) + cos 2(t) dt

0

1
L:JAJ4t2+t2cosz(t) +sen2(t)+ tzsenz(t) +cosz(t) dt
0

1
L:J-\/4t2 +t2[c052(t)+sen2(t) J + [senz(t) +c052(t)] dt
0

Si sen?(t) +cos?(t) =1

1 1
L:JA\/4t2+t2 +1 dt= J'\/5t2+1 dt
0 0



111

Del formulario de integrales de (Garcia-Anguis, 1981), ecuacion 24:
2
J-x u?+adu= l;x/uz +3a2 J_razln[u +4/u? iaz}

De la antiderivada a resolver se tiene:

u =-/5t a =1

du = /5 dt

du

L

5

L= 1 A[5t% +1 dt—lxgx u?+a?du —l[ux/u2+1+1lnu+x/u2+1}£

5 512 2 0

0 0

Tomando limites para u

L=%{ _gwl(\/g)z +1—O}+%[In‘\/§+w/(\/§)2 +l‘—|n‘0+\/iﬂ}

L= jg{ _5\6}+;[|n£+ x/g—ln(l)]}

L =1.57 Unidades de longitud

TAREA 3.6: (Leithold, 1998).

Pagina | Ejercicios impares
881 49, 51
911 25
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3.6 Vectores tangente, normal y binormal

_)
Se ha dicho que el vector velocidad v apunta en la direccién del movimiento.
Cuando una particula recorre una curva “C” puede cambiar su velocidad rdpida o lentamente
dependiendo de si “C” se dobla brusca o gradualmente. Para medir la rapidez con que “C” se

encorva o cambia de forma, se usa el concepto de curvatura.

- -
Si r(t)es una funcion vectorial y “C” esta determinada por r(t) y es regular, entonces:

_)
r “(t) es un vector tangente a C.

Vector tangente unitario

>
Se denota por: T (t) y se define por:

?(t)— L'(t) (3.9)
ro(t)
Si 7'(t)¢o

- - -
Si T (t) es derivable entonces r “ (t) es ortogonal (perpendicular) a T (t). Entonces:

T().T()=0

Vector normal principal unitario

-
Es el vector unitario que tiene la misma direccion que T (t).

N
Se denota por: N (t)
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>
Se definepor: N(t)= ——~,

T

(3.10)

- %,
Si T'(t)=0
Las expresiones anteriores se pueden aplicar tanto a curvas planas como a curvas

espaciales.

- -
Cuando T (t) y N (t) se representan geométricamente, como en Figura 3.1, se toma en
cuenta:

e El punto inicial en el punto P de C correspondiente a t.

%
e El vector tangente r “ (t) apunta en la direccion en que el punto se mueve cuando “t”

5
aumenta, también T (t) apunta en esa direccion (Leithold, 1998).

Figura 3.1

Representacion geométrica del vector tangente unitario y el vector normal principal unitario.

f(t)
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%
Actividad 3.8: Se tiene la curva plana “C “ determinada por: r (t) =t 2T+t ]

(Swokowski, 1989) .

a) Encontrar el vector tangente unitario.

%
b) TrazarC, T (1).

a) Vector tangente unitario

—

N ;
Con ecuacion 3.9: T (t) = _r) ®)
r ()
-, " -~
r{t)y=2ti+]
I 2
(M) | = /at? +1
- 2 2t i+
Sustituyendoen3.9: T(t) = ————=
Jat? 1
N
To= 2L i L

Jatter o fat? 4

b) TrazarC, T (1)

Para graficar:

t -2 -1 0 1 2
- 4,-2 [ {1,-) |00 |11 |42

r
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f(t)

< T > t
NI

5
Para t=1 r)= i+j

Tm= 2 i+ 1 52 20ty
Ja+ 1 Ja+ 1 NG NG

3.7 Curvatura
Curvatura de “C” en el punto P(X, Y)
Se denota por: K

Sea C una curva plana que tiene parametrizacion x = f(t), y = g(t), entonces la

curvatura K en P(x, y) es:

K = (3.11)

3

N2
[1+()2]2
Si una curva plana “C” esta dada paramétricamente por x = f (t), y = g(t), donde f " (t)

y g”’(t) existen, entonces la curvatura K en P(X, y) es:

«_ | T 00" 0)-9 O "(:) (3.12)

([ OF +lo" O f2
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Actividad 3.9: Demostrar que la curvatura en todos los puntos de una circunferencia
de radio K es igual a PR La circunferencia de radio k con centro en el origen tienen las

siguientes ecuaciones paramétricas: x =kcos(t) y y=ksen(t) (Swokowski, 1989).

Ya que se tienen las ecuaciones paramétricas se utiliza ecuacion 3.12:

« — | 09 1)-9"®f )
- 3
[t OF +[o°OF |2
f(t) = x=kcos(t) g(t) =y=ksen(t)
f'(t)= — ksen(t) g (t) =kcos(t)
f7(t)= — kcos(t) g’ (t)= — ksen(t)

Sustituyendo en 3.12:

|- ksen®][- ksen(®) ] ~[kcos(®) [~ kcos®)] _ kZsen® (1) +k*cos® (1) |
B 3 - 3
{[— ksen (t) ]| %+ kcos (t) ]? }5 [kzsenz(t)+k2cos2(t)]5

‘. kz[senz(t)+cosz(t)] =k2 K
2 2 2 2 22 k?
[k [sen (t) + cos (t)“ (k )

K= i L Q. Q. D. lo que se queria demostrar
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3.8 Aplicaciones
Existen diversas aplicaciones de las funciones vectoriales, en esta seccion se estudiara el

movimiento de una particula en el plano y la funcion de posicién de un proyectil (Swokowski,

1989; Leithold, 1998; Larson y Edwards, 2010; Stewart, 2018).

Movimiento de una particula en el plano
Cuando una particula se mueve sobre una curva en el plano, las coordenadas (x, y) de su

centro de masa son funciones del tiempo. En vez de utilizar f y g para ellas se utiliza:

f=x(t), g=y(t)

H
Por lo tanto, el vector de posicion sera: r (t) = x(t) i + y(t) j que representa el

movimiento de la particula en el plano.

_)
El vector tangente r”(t) se denomina por definicion velocidad de la particula al tiempo t.

H
El vector r™"(t) representa la aceleracion de la particula.

La velocidad y la aceleracion se representan geométricamente por vectores con punto

%
inicial P. En la mayoria de los casos r”"(t) apunta hacia el lado concavo de C. La rapidez de la

velocidad no es més que la magnitud de la velocidad.
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Figura 3.2

Representacion de la velocidad y aceleracion en el plano.

Actividad 3.10: Una particula se mueve a lo largo de una curva, donde x =2t3,

y=t 2_4t, z=3t-5,siendotel tiempo. Hallar (Swokowski, 1989):

a) 7(1)y Z(l).

%
b) Las componentes de velocidad y aceleracion en la direccién de b = <1, -3, 2> parat=1.

Con las ecuaciones paramétricas dadas se obtiene la funcion vectorial:

g 3 2 " -
r()=2t°i+(t°—-4t)j+(3-5)k

a) Velocidad y aceleracion

- - ) ) )
v (t)=r (t) =6t |"+(2t—4)j+3k=<6t ,2t—4,3>

- - p R R
v =r')=60)“i+(2-4)j+3k=6i-2]j+3k= <6,— 2,3>



b) Componente de la velocidad

comp_, vV =
b

> (61%,21-4,3).(,-3.2)

TR ke
b=| 1,32 A19+4= 14

- -
a(t)=r"(t)=12t i +2 j=(12t,2)

—

al)=r (1)=127+2 j=122)

— 6t2_-6t+12+6
comp., vV =

b x/ﬂ

comp 7_6t2—6t+18
b 14

- —
comp., v (1):@
b

14
- 18
comp, V() =——=4.38
pb () x/]j
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Componente de la aceleracion

- -
- a.b
comp, a =—-—
b —>

b

- _
(12t,2,0).(1,-3,2)
comp,, a =
b L-32)]

=1.6

%
comp,, a(l) =
b

6
iz

Actividad 3.11: El vector de posicion de una particula que se mueve en el plano

coordenado es (Swokowski, 1989):

g 8 ar 2% 30
rt)=2t1r+3t°j+t°k para0<st<2.

a) Calcular la velocidad y la aceleracion de la particula al tiempo t.
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- -
b) Trazar la trayectoria C de la particula y representar geométricamente v (1)y a (1) .

a) Velocidad y aceleracion

—> —> 20 — - R R
v(it)=r'(t)=2i+6t j+3t“K a(t)=r"(t)=6j+6tK

- - R - - .

VA =r" )=2i+6j+3k=(2,6,3) a()=r"(1)=6])+6K=(6,6)

4)
b) De la funcion vectorial r (t) se obtienen las ecuaciones paramétricas de la curva C:

X =2t y:3t2 z=13

Para graficar se dan valores de t en el intervalo dado de 0<t<2

t{0] 05 1 15| 2
X| 0 1 2 3 4
y| 0] 075 ] 3 |6.75] 12
z/0)0125] 1 |34 | 8

Sustituyendo t =1 en la funcién vectorial para obtener el punto P (2, 3, 1).

Z
4

>y
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Funcion de posicion de un proyectil
El movimiento de proyectiles es otra aplicacion de las funciones vectoriales.
Es el movimiento bidimensional de una particula disparada oblicuamente al aire, por
ejemplo, el movimiento ideal de una pelota de baseball, de una bola de golf, de una bala, etcétera.
La trayectoria de un proyectil localizado desde una altura inicial “h” con una velocidad

inicial V y un angulo de elevacion @ se describe por la funcion vectorial:
- - 1 2.
r(t)=[Vytcos(@) |i +| h+V, tsen(8) — S9t7 (3.13)

Donde:

g = Gravedad (constante gravitacional, 9.8 m/s?, 32 ft/s?)
h = Altura

Vo = Velocidad inicial

t=Tiempo

0= Angulo de elevacion

Figura 3.3

Funcion de posicion de un proyectil.

(Vysend) j




Deduccion:

)= 5 v0

dv(t) = a(t)dt

v t
V - -
J-d v(t)=ja(t)dt
i 0
Vo
v t
-
jdv(t):j(—g j)dt
> 0
Vo
N
v(it) =-gtj
Vo
- -
V-vo=-gt]
-> -
V=Vo —Qt]
N
v= (Vocosd)i + (Vosend)j —gt]
Sumando vectores
_)
v= (VocosO)i + (Vpsenf —gt)]

d -
—r(t)=v
ot (t)

Expresando en forma de diferenciales:

- -
dr(t)=vdt

122
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I t

- -
jd r(t):jvdt
> 0
ro

N
r

t
jd rt) = J[ (Vocos) i + (— gt +Vgsend)] |t
0

=
ro

- t
N r >
re)., = [(\/Ocose)?+(—gt+vosen6?)j]dt
ro L
- o *
r-ro= [(Vocose) f]dt+j[(—gt+vosen9)j ]dt

- - . 1 5 .
r—ro:(tvocose)|+£—2gt +V0tsen6?jj

> -
r=r

o+(tV0c039)|“+(—;gt2+votsen0j j

%
Si ro=xi+YyyJ=h]j

—
r.

= h j+(tvoc050)|“+(—;gt2+Votsen9j ]

?(t)z[votcos(e)]l‘+[h+votsen(49)— ;gtz}j

Actividad 3.12: Se golpea una pelota de baseball a 3 ft del suelo con un angulo de %

. . ft . L.
respecto de la horizontal y con una velocidad de 100 — . Determine la altura maxima que
S

alcanzé la pelota (Larson y Edwards, 2010).
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Datos 0
h = 3ft t -
Yo
0=45° \ )
Dimax

ft i
VO — 100 — }

S 3
hmax =? € > t

e Alcance 4:,|

v

Con ecuacién 3.13 se plantea la funcion vectorial:
- - 1 -0
r(t)=[V, tcos(0) i +[h+vo tsen () — 50t } j
Sustituyendo los datos en 3.13:

T (1) =100t cos (45°) ]l“+[3+100tsen(45°)— ;(32)t2} j

- . 5] .
r(t)=70.71t i + [3+ 70.71t — 16t ]j
De la funcidn vectorial se tienen las ecuaciones paramétricas:

Componente en x Componente en 'y

x = 70.71t y =3+70.71t —16t 2

Para encontrar el tiempo que tarda en alcanzar la altura maxima, se considera:
y =70.71 — 32t
0=70.71 — 32t

Despejando t

32t=70.71

7071

32

t
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t = 2.2segundos

Para encontrar la altura maxima se trabaja con la componente en y:
e = Y =3+70.71(2.2) —16(2.2) ?

Moy =81.12 ft

Actividad 3.13: Se lanza una pelota de baseball desde una altura de 3 ft sobre el nivel
del suelo con un angulo de 45° y la captura a 300 ft de distancia. ¢ Cuél fue la velocidad
inicial de la pelota y que altura alcanzo si la captura se hizo a 3 ft sobre el nivel del suelo?
(Larson y Edwards, 2010).

ft)
Datos: A
0 =45°
y=3ft

o 457

e

x = alcance = 300 ft —

h = 3ft 3ft
- <€

I —
PO
v

[« Alcance —_——>

v

Con ecuacién 3.13 se plantea la funcion vectorial:
- . 1 5].
r(t)=[Vytcos(d) |i +| h+V,tsen(8) — S9t° ]
Sustituyendo los datos en 3.13:

—r>(t) = [Vo t cos(45°) ]l‘+[3+vo tsen(45°) — ;(SZ)tZ} ]

- . AW
r (t)=07071V t +(3+0.7071Vo t — 16t2 )]
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De la funcidn vectorial se tienen las ecuaciones paramétricas:

Componente en x Componente en 'y

x=0.7071 Vyt y=3+0.7071 V, t —16t?

Para encontrar el tiempo que tarda en alcanzar la altura méxima, se considera:

300=0.7071V,t

t=_ S0 A
0.7071

Sustituyendo t en la componente en y:

y=3+0.7071V, t —16t?

2
323107071V, | -0 | 1| 300
0.7071 V, 0.7071 V,

300 jz

0=300 —16{ ———
0.7071V,

Despejando la velocidad inicial Vj:

300 ]2

~ 300 = -16|
0.7071V,

~300 ( 300 )
“16 (0.7071V,

16 \o7om

300 2 300 2
0.7071

v2_ (16)(300)°
U 2
(300)(0.7071)

v2_ (16)(300)
(0.7071) 2
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v._ |(6)(300)
0= a2
|/ (0.7071)

Vo = 97.98?

Sustituyendo en A para encontrar t:

. _ 300
0.7071 V,

. 300
0.7071 (97.98)

t =4.33s

La altura méaxima se alcanza cuando el componente vertical de la velocidad es cero.

Primero se determina el tiempo que tarda en alcanzar la altura maxima:
y=3+0.7071V, t 16t 2
0=y = 07071V, —32t

32t= 0.7071V,

L 07071V,
32

_0.7071 (97.98)
32

t

t= 2.16s

La altura maxima es:

y=3+0.7071V, t 16t 2

hmex = Y =3+ 0.7071 (97.98) (2.16) — 16 (2.16) >

Ny = 77.99 ft



TAREA 3.7: (Leithold, 1998).

Pégina

Ejercicios
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1' 3' 17! 21| 25| 27| 41, 45, 47

3.9 Actividades de aprendizaje y complementos educacionales
Segun lo planteado en la propuesta de trabajo, se describen los complementos

educacionales y las actividades de aprendizaje para el tema 3: funciones vectoriales de una
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variable real. La competencia especifica es que los estudiantes establezcan ecuaciones de curvas

en el espacio en forma paramétrica, para analizar el movimiento curvilineo de un objeto, asi
como contribuir al disefio de elementos que involucran curvas en el espacio.

Competencias genéricas: habilidad para realizar abstracciones, analizar y sintetizar
informacion; capacidad para identificar, formular y resolver problemas de manera efectiva;
habilidad para aprender de forma continua y actualizar sus conocimientos y capacidad para
colaborar eficazmente en un equipo de trabajo (TecNM, s. f.).

Para el Tema 3, y para todos los temas de la asignatura, se utilizara el enfoque de
metodologias activas de aprendizaje. A través del aprendizaje colaborativo y cooperativo, se
fomenta la cohesién del grupo y se incentiva a los estudiantes a trabajar de manera conjunta.

Ademas, se aplicara el aprendizaje basado en problemas, en el que los estudiantes aprenden a

través de la resolucion actividades con problemas tipo. El profesor llevara a cabo actividades que

luego seran analizadas y discutidas tanto a nivel de equipo como en grupo. Si bien el resultado

final es Unico y no admite discusion, el proceso para llegar a él puede variar dependiendo de las

bases matematicas de los estudiantes. El rol del profesor sera el de guia o facilitador del

aprendizaje, promoviendo el desarrollo de habilidades para que el estudiante sea el protagonista

de su proceso educativo.
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Complemento Educacional No. 1. Aprendizaje basado en problemas y Complemento
Educacional No. 3. Ejercicios/casos practicos. En relacidn con estos complementos
educacionales, se presentaran en clase actividades relacionadas con la solucion de problemas o
ejercicios de cada uno de los subtemas. La resolucién de estos ejemplos se llevara a cabo durante
las diferentes sesiones de clases de acuerdo con la planeacion realizada por el profesor
procurando en todo momento fomentar la discusion y participacion de los estudiantes. Ademas de
los ejemplos de clase, se conformaran equipos de trabajo para que los estudiantes resuelvan los
ejercicios y reafirmen sus conocimientos. En el anexo 1 se incluye una serie de actividades con
gjercicios representativos que se tienen planeados para el curso. Las herramientas tecnoldgicas
relacionadas con este objetivo educacional consisten en los programas Word®. En Word® se
presentara el listado con la redaccion de las actividades a resolver en el aula y las tareas. Las
gréficas de las funciones se realizan con el Winplot y con GeoGebra. Tanto los problemas
resueltos como los propuestos estaran a disposicion de los estudiantes a través de la plataforma
MOODLE y en la medida de lo posible seran proyectados en el aula de clase para su solucién.
Durante estas actividades se llevara un registro de la participacion de los estudiantes en la
resolucion de las actividades en el aula.

Complemento Educacional No. 2. Presentaciones. Se han preparado una serie de
presentaciones con el propdsito de desarrollar los diferentes subtemas en el aula. Una vez que se
hayan visto en clase, las presentaciones estaran a disposicion de todos los estudiantes a través de
la plataforma MOODLE. A manera de muestra en la Figura 3.4 se presenta una caratula del
programa PowerPoint® en la que se visualiza el contenido de una de las presentaciones
sefialadas. Se cre6 un Padlet, mostrado en Figura 2.8 con el formulario para derivadas e

integrales a utilizar durante el curso, los estudiantes podran bajarlo con la liga:
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https://padlet.com/lupitaamado/c-lculo-integral-formulario-para-derivadas-e-integrales-

vaktstlpfrOohdxw

En la instrumentacion didactica que acompafa a estos apuntes se proporciona informacion
detallada sobre las actividades de aprendizaje y de ensefianza, asi como los niveles de desempefio
y evaluacidn para este tema.

Figura 3.4

Vista del presentador en el programa PowerPoint® de la presentacion del Tema 3: funciones
vectoriales de una variable real.

o
00:11 M C 5:36 p.r a siguiente

Educacion | == [N

Educacién @

Competencia especifica del tema:

Calculo Vectorial

Haz clic para agregar notas
Tema 3: Funciones vectoriales de una variable
real

Maria Guadalupe Amado Moreno
Departamento de Ciencias Basicas
Semestre 2025-2

Educacion P i

Célculo Vectorial

|



https://padlet.com/lupitaamado/c-lculo-integral-formulario-para-derivadas-e-integrales-vqktstlpfr0ohdxw
https://padlet.com/lupitaamado/c-lculo-integral-formulario-para-derivadas-e-integrales-vqktstlpfr0ohdxw

131

4. FUNCIONES REALES DE VARIAS VARIABLES

Competencias especificas: aplica los principios del calculo de funciones de varias
variables para resolver y optimizar problemas de ingenieria del entorno, asi como para mejorar su
capacidad de analisis e interpretacion de leyes fisicas.

Competencias genéricas: habilidad para realizar abstracciones, analizar y sintetizar
informacidn; capacidad para identificar, formular y resolver problemas de manera efectiva;
habilidad para aprender de forma continua y actualizar sus conocimientos y capacidad para
colaborar eficazmente en un equipo de trabajo (TecNM, s. f.).

Los autores Swokowski (1989), Leithold (1998), Marsden y Tromba (2004), Edwards y
Penney (2008), Zill y Dewar (2008), Larson y Edwards (2010), Thomas (2010), Zill y Wright
(2011), Stewart (2018), Riveray Alvarez, (2020) entre otros, abordan el tema de manera

semejante.

4.1 Definicion de una funcion de varias variables

Una funcidn de dos variables es una regla de correspondencia que asigna a cada pareja de
nameros reales (x, y) uno y solo un numero real z. Por ejemplo, el area de un rectangulo depende
de dos cantidades: ancho y longitud (Swokowski, 1989; Larson y Edwards, 2010; Zill y Wright,
2011, Stewart, 2018).

Nota: Con el fin de observar las gréaficas de las funciones se consideran las definiciones
para funciones de dos variables, pero todo lo mencionado para éstas es valido para funciones de
cualquier nimero de variables.

Al conjunto que contiene las parejas ordenadas (X, y) se le llama Dominio de la Funcion.
El conjunto de valores z que corresponde a los pares ordenados se llama imagen o

contradominio.
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Usualmente estas funciones se denotan por: z =1 (x, y)

En la Figura 4.1 se representa el dominio y contradominio de una funcion de dos variables
(Swokowski, 1989).
Figura 4.1

Dominio y contradominio de una funcion de dos variables.

Eje W

I 3

f(x,y)

(x,y
(a, b) —D. f(a, b)
' —1 0
< > X
L ]
v

4.2 Gréfica de una funcién de varias variables. Curvas y superficies de nivel
Graficas de una funcién de dos variables

La gréafica de una funcidon de dos variables es el conjunto de puntos (x, y, z) donde (X, y)
estd en el dominiode f y z=f(x,y).

Estas gréaficas son SUPERFICIES en el espacio tridimensional.

Actividad 4.1: Sea g(Xx, Y,z)= x% =5 x y+ yz2 evalle:
a) g(L4,-2)= ()% -=51)(4) + (4)(-2)> =1-20+16 =3

b) g(2a,-b, - 3c) = (2a)? —5(2a)(-b) + (b)(—3c)? = 4a? +10ab—9cb
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Actividad 4.2: Describa la region R en el plano cartesiano XY, que corresponde al
dominio de f(x,y)=-/4—x? - y?. Encuentre el contradominio de f(x,y) (Swokowski,
1989; Stewart, 2018).

4-x%-y*>0

42x2+y2

G +y2 <4| Circunferenciader =2

D= {x,y)/ x*+y? <4{={0.0),(0,1),(0.2),(10),(11),(20),(~10),(0,-2),(—20),(~1-1)}

f(xy)=-/4-x*-y?

f (0’0) =2 Eje W

f (0!1) = \/g

£(0,2)=0 D

f(L0)=-3 : ?(k(,q : o
k_/ ] 0 02)

Contradominio: [0, 2]

Representacion geométrica de funciones de varias variables y curvas de nivel

Si se tiene una funcidn de dos variables “X” y “y” la grafica de la funcién es z = f (X, y)
en un sistema rectangular y en tres dimensiones suele ser una superficie de cierto tipo.

Si representamos a D por una region en el plano xy, entonces la pareja (x, y) en D queda
representada por el punto P(x, y, 0). El valor f(x, y)de la funcion es la distancia dirigida del

punto P(x, y, 0) a S medida sobre la recta paralela al eje z, que pasa por este punto (Swokowski,

1989; Stewart, 2018).
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Figura 4.2

Gréfica de una funcion z = f(x,y).

Z
A

{

xv.f(xv)

Actividad 4.3: Sea f la funcion f(x,y)= 9- x? — y2 con D = {(x, y)/x2+y2 = 9}.

Trazar la grafica de f e indicar las trazas en los planosz=0,z=2,z=4,z=6yz=8
(Swokowski, 1989).

z=f(x,y)

7=9-x2— y2 paraboloide

Cada traza representa a una circunferencia:

2=0, X* + y2 =9 Ecn. de una circunferencia de radio 3

=2, X2 + y2 =7 Ecn. de una circunferencia de radio +/7
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2=8, x>+ y2 =1 Ecn. de una circunferencia de radio 1

z
4
4
4
z

W nnn
oo asaN

il

Curvas de nivel

Un método gréafico que es til para describir una funcion f de dos variables consiste en
trazar en el plano xy las graficas de las ecuaciones f (x,y) = k para varios valores de k. Las
gréaficas que se obtienen de esta manera son llamadas curvas de nivel de la funcion f. Es
importante observar que cuando un punto P(X, y) se mueve sobre una curva de nivel, los valores

f (x,y) de lafunciéon no cambian.

Las curvas de nivel se utilizan frecuentemente en la elaboracion de mapas orograficos o
planos de configuracion. Para indicar la configuracion del fondo de un lago se utilizan mapas
hidrograficos, también mapas meteoroldgicos o climaticos, las isotermas, etc.

La caracteristica principal en una curva de nivel es que si un punto P(x, y, z) se mueve

sobre una curva de nivel la f(x,y, z) no cambia (Swokowski, 1989; Stewart, 2018).
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Actividad 4.4: Describa las curvas de nivel asociadas a las funciones siguientes:

a) f(x,y)= 9—x2—y2sik=0,k=1, k=5, k=8 (Swokowski, 1989).

f(x,y)=k

<

x2 + y 2=9-k circunferencia

+

b) f(x,y)= x+2y+3z parak=2yk =4 (Edwardsy Penney, 2008).

f(x,y)= Kk 5
X+2y+3z=Kk

k=4
X+2y+3z=2 X+2y+3z=4 plano /‘>
P«(2, 0, 0) P«(4, 0, 0) / ;
Py(0, 1, 0) Py(0, 2, 0)
P,(0, 0, 0.6) P.(0, 0, 1.3) *

c) f(x,y)= y—sen(x) parak=0,k=1yk=-1

f(x,y)= k

y —sen(x) =k
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y = k+sen(x)

Yoﬂﬂ3ﬂ2ﬁ5ﬂ'3ﬂ7ﬁ4ﬁ
k
0
1
-1

TAREA 4.1: Obtenga las curvas de nivel asociadas a f(x,y)= y—cos(x) (Swokowski,

1989).

4.3 Limite y continuidad de una funcion de varias variables

La definicidn de limite de una funcidn de dos variables va en total paralelismo con la
definicién de limite de una funcién de una sola variable.

Para determinar si una funcién de una sola variable tiene limite en Xo es necesario
observar lo que ocurre si se aproxima a Xo por dos trayectorias diferentes, por la izquierda y por la

derecha. Si la funcion tiene el mismo limite se concluye que el limite existe.
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Para una funcién de dos variables, (x, y) los limites pueden determinarse, si existen, por
sustitucion o con la definicion (Swokowski, 1989; Leithold, 1998; Thomas G. B., 2010; Larson y

Edwards, 2010).

Definicion de limite de una funcién de dos variables

lim f(x,y)=L 4.1
(X, ¥)=>(Xo, Yo)

Si para cada & >0 existe un & >0 tal que |f(xy)-L| <s siempre que

2 2
0< [(x—x)2+(y—yp)? <&
Definicion similar al limite de una variable, su interpretacidn grafica se muestra en Figura

4.3 (Larson y Edwards, 2010).

Figura 4.3

Limite de una funcion de dos variables.

Z
A
L+et
4
L ',
L—¢et |

|
|
|
|
|
I
1
1
1
1
S . ,
: oy
¢ o
7 ‘
(/\0

X (x. 09 (% 3%
Fuente: (Larson y Edwards, 2010).
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Actividad 4.5: Comprobar el limite lim  x=a utilizando la definicion (Larson
(x,y)—>(a, b)

y Edwards, 2010).

Sea f(x,y)=x Yy L=a siparacada ¢ >0 existeun § >0 tal que;

f(xy)-L| =|x-a <¢

Fe-L| = (x-a)?

oY) L] < J(x-a)% +(y-b)?

f(xy)-L <&

Pudiéndose elegir § = ¢ para que el limite se compruebe.

Actividad 4.6: Evalue los limites indicados (Swokowski, 1989).

a) lim  (x®—4xy? +5y-7)= 8-4(2)(-3)° +5(-3) - 7 = - 86
(Xv y)—>(2, - 3)

)(2—y2 9-16 7

(x,¥)=>(3, 4) \/m m 5
. x% -2 2
c) lim == —=
(x,¥)—>(0,0) 3+ Xy 3
2 _\,2 0
d) lim X2 y2 _ =9
(x,9)=(0, 0) X +y 0

Regla de las dos trayectorias

A diferencia del limite de una funcién de una variable, en el caso de una funciéon de dos

variables, se tiene (x,y) — (xy,y,) 10 que significa que el punto p(x,y) puede acercarse o

aproximarse al punto p(x,,y,) por cualquier direccion, camino o trayectoria.
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Si dos trayectorias que llevan a un punto p(x,, y,) producen dos valores limites diferentes

para f, entonces (Leithold, 1998; Thomas G. B., 2010; Larson y Edwards, 2010):

lim f(x,y) NO EXISTE
(%, ¥)—>(X0, Yo)

Actividad 4.7: Demuestre que los limites indicados no existen (considere la regla de

las dos trayectorias).

2 2
a)  lim 7Y  (Swokowski, 1989; Stewart, 2018).
(x,)>(0, 0) x? + y?

Trayectoria 1: Cualquier punto sobre el eje x, es decir, P(x, 0) o en el eje y P(0, V)

En el eje x Enelejey
2 2
: X i . — .
m  —= lm 1=1 lim —);= Iim -1=-1
(X, ¥) >(x0) X=  (x,y)—>(x,0) x,y)—>@0,y) y (x,y) (0, y)

Trayectoria 2: (X, V) tiende a (0, 0) a lo largo de la recta y = 2x

. X2 — 4x2 . — 3x°
I|m ﬁ == I|m 2 =
(x, y) —=(0,2x) X“ + 4X (x,y)—(0,2x) 5x (x,¥) —(0,2x%)

. -3
lim —_— =
5 5

Por lo tanto, por la regla de las dos trayectorias, el limite no existe.

b) lim 2X y 5 (Edwards y Penney, 2008; Stewart, 2018).
(x,y)=>(0, 0) X“ +y

Trayectoria 1: Cualquier punto sobre el eje x, es decir, P(x, 0) o en el eje y P(0, V)

En el eje x Enelejey

lim % = Ilm 0=0 lim —2 = Jlm 0=0
(X, ¥)=>(x,0 x=  (x,¥) =>(x,0) ) =0, y) y* (X y)—>(0Y)
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Trayectoria 2: El conjunto de todos los puntos (X, y) en cualquier recta en el origen y = x

. XX . X2 . 1
lim s = lm —= Jm ==
(%, ¥)=>(0,x) X* + X (X, ) >(0,x) 2 X (% y)—>(0,x) 2

N+

Por lo tanto, por la regla de las dos trayectorias, el limite no existe.

TAREA 4.2: (Leithold, 1998).

Pagina | Ejercicios
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4.4 Derivadas parciales

Esta seccion muestra cdmo se originan las derivadas parciales y como calcularlas
aplicando las reglas para diferenciar funciones de una sola variable.

En la aplicacion de las funciones de varias variables se desea conocer, cdmo se vera
afectada la funcion, por la variacion de sus variables independientes.

Considerando la variacion producida por una variable independiente a la vez, mientras
que las otras se mantienen constantes.

Es decir, es la derivada de f cada vez con respecto a una variable independiente
manteniendo constante las demas, este proceso, se conoce como Diferenciacion parcial o
Derivada Parcial y su resultado se refiere como la Derivada Parcial de f con respecto a la

variable independiente elegida.

Definicion: Sea f una funcion de dos variables. Las primeras derivadas parciales de f con

respecto a x y y son las funciones fy y fy definidas por (Swokowski, 1989; Stewart, 2018).:
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of . f(x+h,y)-f(x,
&:fx =le(x’y)=r!lfo ( yg x.¥) donde:
X, y son fijas pero arbitrarias
of - f(x,y+h)-f(xy) -
—=f,=D,f(X,y) = lim =
oy =P (X,y) lim 5 h = variable

Si el limite existe.

Notacion de derivadas
Sea w= f(x,y)

Primera derivada

ow ow ow ow . .
— | =—=w,=w, | —| =-—=w,=Ww, Se leederivada parcial de w con respecto a
ox ), oX oy ) oy

[TERT)
X

Segunda derivada

o’w)  o’w o’w) 0w o’w B o'w
= =W, =Wy ~2 | T =Wy =Wy —— =W, =W, ——=W, =W,
y X

Ox? ox? oy? oy> " oxoy ° oyox "
Se lee: Segunda derivada parcial de w con respecto a “x”, Segunda derivada parcial de w
con respecto a “y”, Segunda derivada parcial de w con respecto a xy, respectivamente.

También puede tenerse: w= f(x,y,z)

o*w o*w o*w o*w

% = aX3 = Wxxx = Wlll 8y3 = aya = Wyyy = W222
y.Z X,z

83_W = 83—W =W, =W 83W =W, =W

623 o 823 227 333 axayaz Xyz 123

Nota: En la notacion de subindice, el orden de la diferenciacion es de izquierda a derecha,

mientras que en la notacion con el simbolo de parcial el orden es de derecha a izquierda.
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Actividad 4.8: Dada la funcién obtenga las primeras derivadas parciales.
a) z(x,y)= xzy—5y3x4 -5y

Derivando con respecto a x (manteniendo y constante):

2 4
(gj = yai —5y36i: 2yx —5y%.4x°
y OoX OX

(gj = 2yx — 20y°x®
oX ),

Derivando con respecto a y (manteniendo x constante):

3
a :xza—y—Sx“%—S@:x2 —5x*.3y* -5
), oy oy
a) x> —15x*y* -5
Y )y

b) f=y3sen(2x)+eXy— yIn(x®)-3xy

Derivando con respecto a x:

5 3y— =2y°cos(2x)+ 2ye™ — yia—By
X

of 5 0sen(2x) oe* aln(x*) OX 3x?
—| =y Y-y ~3y—
y OX OX OX OX X

(qj =2y®cos(2x)+ 2ye* — ﬂ—3y
oX ), X

Derivando con respecto a y:

(%Jx =Sen(2X)zy_;+e2X%_ In(xs)%_BX%ZSGn(ZX)-3y2 +e — In(x*) - 3x

(%)X = 3y%sen(2x)+e* — In(x*) - 3x
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c) w(x,y)=sen(x—y)—4cos(Xxy)+2x
Derivando con respecto a X:

W, :ﬁsen(X—y)_4acos(Xy)+26_X:cos(x—y)
OX OX OX

AX=y) +4sen(xy)@+2
OX OX

w, = cos(x—y)(1)+4sen(xy).yg—x+2
X

w, = coS(X—Yy) +4 ysen(xy) +2

Derivando con respecto ay

w, = 6sen(a>;— y)_48002§xy) + Zﬁzcos(x—y)wﬁ% sen(xy)%

%y

= - -1)+4 X—
w, =cos(x—Yy)(-1)+ sen(xy)xay

w, =—cos(x—Yy) +4 xsen(xy)

TAREA 4.3: (Leithold, 1998).
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Derivadas parciales de ecuaciones de estado

Para un sistema en equilibrio termodinamico una ecuacién de estado es aquella que
relaciona las variables de estado presion (P), volumen (v) y temperatura (T) que lo describen.

Existen varias ecuaciones de estado utilizadas en la ingenieria, entre las mas utilizadas se
encuentra la ecuacion de estado de Redlich-Kwong, de Clausius, de Van der Waals, de Peng-

Robinson (Smith J. M. et al, 2020).



Las derivadas parciales tipicas para determinar cambios en funciones de estado
s (0OP oP ov ov
termodinamicasson: | — | , |— | . |—=| Y| == | -
ot ), \ov ). \oT )," \oP );

Actividad 4.9: Dada la ecuacion de estado de Redlich-Kwong

P RT a
v—-b v-T(v+b)

obtenga (ap) y (aP] (Smith J. M. et al, 2020).
or ),” \ov )
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Es una ecuacion explicita para P que depende de la temperatura y el volumen, a'y b son

constantes.

p_ RT a
v-b v T(v+b)

Derivando P con respecto a T:

1

3
(@J_Rﬂ_ a oT 2_ R a 1.7
oT ), v—=boT wv(v+b) oT v—b v(v+b) 2
oP R a
- = + 3
(8TJV v—Db 5
2v(v+Db) T

P)_R . a
6TV v—-b 2v(v+b)Tﬁ

Derivando P con respecto a v:

RT a

Partiendo de P = -
v-b vyT (v+b)

oP o(v-b)?t a oviw+b?
= | =RT -
ov ) oV JT ov
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-1 -1
@j __RT(v—by2 2V=P) @ | AVHD) Ty NV
v ) o T ov ov
oP L, al , O(v+b) T av}
— | =—RT(v-b) " ——|v .= (v+b) . ——=+(v+b) " .—v . —
) Ryt - vty vy v
oP 2 a [ 2 -1 _2
— | ==RT(v-b) " —— v .= (v+b) “+(v+b) " .—vVv
oy | = RT=b) = vy vy v
Py __RT _af| 1 1 |__ RT__al vivsb
v J)r (v=b? T | w(v+b)® (v+b)v? (v=b)? VT |v3(v+b)?
(@] ___RT__al_ 2vsb
NJr o (v=b)? T [ vi(v+b)?
Actividad 4.10: Dada la ecuacion de Clausius | P + —— 5 |[(v-b)=RT
T(v+c)

obtenga o° (Smith J. M. et al, 2020).
oT ),

Despejando P de la ecuacién de Clausius:

a RT
P+ > |=
{ T(v+c) } v-b

RT a
P= = .
v=b  T(v+c)

Derivando con respectoa T

R aT a ot

(GTJV Tv-b'oT (v+c)2' oT

(Ej = R + a 2.T_2
or ), v-=b (v+c)
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(GPJ R a
T T2 2
oT )y v=b T<(v+c)

TAREA 4.4: Obtener las derivadas parciales: (ap) , (6P] : (avj y (6\/) con la
oT ), ov)r \O0T)p" \OP);

ecuacion de estado de Van der Waals (P + az) (v—="b)=RT (Smith J. M. et al, 2020).
v

4.5 Incrementos y diferenciales
Incrementos
Definicion:
Sea una funcion de dos variables z = f (x,y)y seaAxy Ay los incrementos de xy y
respectivamente. El incremento de la variable dependiente z es:
Az = f(X+AX, y+Ay)— f(X,y) 4.2)
El cual representa el cambio en el valor de la funcién cuando (x, y) variaa
(X + AX, y + Ay). En la Figura 4.4 se muestra el incremento en z (Larson y Edwards,2010; Zill y

Wright, 2011).

Figura 4.4

Incrementoen z .

Fuente: (Zill y Wright, 2011).
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Actividad 4.11: Se tiene z= f(X,y)=3X 2 _x y
a) Suponiendo que los incrementos X y y son AXy Ay determinar Az.
b) Obtenga Az para determinar el cambio en f(x,y) cuando (x, y)variade (1,2) a
(1.01,1.98) (Swokowski, 1989).

Con ecuacién 4.2
Az = f(X+AX, y+Ay) - f(X,y)

Primero se evalGa:
f(X+AX, Y+ AY) = 3(x+AX) 2 — (X + AX) (Y + AY)
f(X+AX, Yy +Ay) = 3[x2+2xAx+(Ax)2] — (XY + XAY + Y AX + AX Ay)
f(X+AX, Y+ Ay) = 3x2 +6XAX+3(AX)% =Xy — XAy — Y AX — AXAy)
Sustituyendo en 4.2
AzZ=3X2+6XAX+3(A) % =Xy —XAY - yAX—AXAY —3x% + Xy

AZ= B6XAX+3(AX) % — XAy — Y AX — AX Ay

b) (x,y)variade (1, 2) a (1.01,1.98)
Se obtiene el cambio en x y el cambio en y:
AX =Xy — X =1.01-1=0.01
Ay=Y, -y, =198-2=-0.02
Sustituyendo AX, Ay, Xyyen Az:
Az = 6(1)(0.01) +3(0.01) 2 — (1) (- 0.02) — (2)(0.01) — (0.01) (— 0.02)

Az = 0.0605
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Este valor puede encontrarse también evaluando f(1.01,1.98) — f(1,2).

Diferenciales
Definicion:
Una funcion z = f (x, y) es diferenciable en (xo,Yo) si fx(Xo, o) ¥ fy (X0, o) EXisteny
si Az satisface la ecuacion:
Az = T, (X0, Yo) AX + (X0, Vo) Ay + & AX+ &, Ay (4.3)
Enlacual &, &, >0 cuando AXy Ay — 0. Se dice que f es diferenciable si es

derivable en todos los puntos de su dominio (Thomas, 2010).

Condiciones suficientes para la diferenciabilidad

Si f esunafuncionde x y y, paralaque f,y f,son continuas en una region abierta R,

entonces f es diferenciable en R.

Diferenciabilidad implica continuidad

Si una funcién de x y y es diferenciable en (Xg, Yp) , entonces es continua en (X, Yo)

(Thomas, 2010; Larson y Edwards, 2010; Zill y Wright, 2011).

Definicion de diferencial total

Si z=f(x,y)y AXy Ay son los incrementosen x y en y, entonces las diferenciales de
las variables independientes x y y son:
dx=Ax y dy = Ay

Y la diferencial total de la variable z es:



150

0z 0z
dz=——dx+—d 4.4
7y oy y (4.4)

La cual puede extenderse a una definicion de tres 0 méas variables (Larson y Edwards,

2010).

Actividad 4.12: Sea w = f (X, y, z,t) exprese el diferencial total dw.

dw="Yax+Way + Wz + Wt
O X oy 0z ot

Actividad 4.13: Determinar la diferencial total de la funciéon w =z2 + y 2 4+ x2

(Larson y Edwards, 2010).

La diferencial total de w(x,y,z)= z2 +y? + x2es:
dw :@dx+@dy+@dz
x oyl a

Obteniendo las derivadas parciales de w

@:Zx
OX
8W=2y
oy
a—W:ZZ
0z

Sustituyendo las derivadas parciales en la diferencial total dw

dw =2xdx+2ydy+2z dz
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4.6 Regla de la cadena y derivacion implicita

Sea w= f(x,y), donde f esunafuncién diferenciablede x y y.Si x=f(t) y y=g(t),
siendo fy g derivables de t, entonces w es una funcién derivable de t y se expresa:

ow_ow ox  ow oy

ot ox ot oy ot (43)
En general, suponga que w es una funcion derivable de n variables independientes

X1, %9 X3, ... Xy Y que cada x; es una funcion derivable de las mvariables t; ,t; ,t3,...t,.

Entonces, wuna funcion de t; ,t, ,t3,...t,, Se expresa:

ow_ow oxy oW o o DX oW “6)

ot oxg ot Oxy ot oxg ot OX, ot

Paracada i =1, 2, 3,... m (Swokowski, 1989; Leithold, 1998; Stewart, 2018).

Actividad 4.14: Sea y= 2wz+z2con w=eX | z= cos( x). Aplicando la regla de la
oy .
cadena obtenga v (Leithold, 1998) .

Se tiene y = f(w,z)una funcién de dos variables, aplicando 4.5:

oy _0y ow oy oz A

X ow o T

ﬂ=22 %zex

ow OX
ﬂ:2W+22:2(W+ 7) g:—sen(x)
0z X

Sustituyendo en A: ¥ = ﬂ,@ + @_Q
OX OW OX 0z OX

R

P 2ze* —2(w+ z)sen(x) = 2[zex — (W + z) sen(x)
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Sustituyendo z y w (para dejar en términos de x):

% = Z{ex cos(X) — [e "+ cos(x) ]sen(x)}

Simplificando:

¥
o

= Z[ex cos(x) —e*sen(x) — cos(x)sen(x)]

Actividad 4.15. Utilice la ley del gas ideal PV = RT con R = 0.8 atm-litro/K para

obtener la tasa a la que la temperatura varia en el instante en que el volumen del gas es de

15 litros y el gas esta bajo una presion de 12 atm, si el volumen se incrementa a una tasa de

0.1 litros/min y la presion disminuye con una tasa de 0.2 atm/min (Leithold, 1998).

Datos:

R = 0.8 atm-litro/K

V =15 litros

P =12 atm

N gy L
ot min
P __gpam
ot min
T _,

ot

PV =RT
T-PY_PV _128pv T f(PV)
R 08

oT _oT oP  aT oV

ot P ot oV ot

a =1.25V i =1.25v
oP oP

a =1.25P % =1.25P Sustituyendo en A

ov

% ~1.25V(~0.2) +1.25P(0.1)

% =1.25(15)(-0.2) +1.25(12)(0.1)

a =—2.25 L tasa de disminucion de la temperatura
ot min
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TAREA 4.5 (Leithold, 1998).

Pagina | Ejercicios
973 7,9, 13, 47

Derivacion implicita
Sea una ecuacion F(x,y,z) =0 que determina implicitamente una funcién diferenciable
f de dos variables x y y tales que z = f(x, y) para toda (x, y) en el dominio de f , entonces

(Swokowski, 1989; Leithold, 1998; Larson y Edwards, 2010; Stewart, 2018)):

oz _ K%y, (4.7)
OX F, (X, Y,2) '
a _ Fxy.2) 4.8)
o  F(xy72) '

Actividad 4.16: Sea z= f(x, y) tal que 423+3x22—xyz—2xy2+7=0.

Determine a y o (Leithold, 1998).
ox = oy

Si F(x,y,2)=42%+3xz% -xyz-2xy?+7=0

Obteniendo primero las derivadas parciales de F con respecto a cada una de las variables:

?;:F)(:Bzz—xy—Zy2
?;:Fy:— XZ—4Xxy=—(Xz+4xy)
aaF=FZ: 12 22+6xz—xy

z

Después se sustituyen las derivadas parciales de F en la definicion 4.7 y 4.8:
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oz 3z% —xy-2y?

x 12 22 4+6X7—XYy

oz —(xz+4xy) XZ+4xy

y 12 22+6xz—xy_12 22 +6XZ-XY

4.17: Sea z = f(x, y)tal que x222+xy2—z3+4yz—5=0. Determine gzy 2;
X

Si F(x,y,2)=x%2%+xy2—-z3+4yz-5

Obteniendo primero las derivadas parciales de F con respecto a cada una de las variables:

oF 2 2
—=F,=2xz° +
o X y
Z’; =Fy=2yx+4z
a—F:FZ =27x2-3z2°2 +4y
0z
Después se sustituyen las derivadas parciales de F en la definicion 4.7 y 4.8:
oz 2xz22% + y 2

GX__22x2—322+4y

oz 2yx+4z

oy 2zx%-3z%2+4y

4.7 Derivadas parciales de orden superior
Se obtienen aplicando derivadas parciales repetidamente (sucesivamente) a una funcion,
mientras sus derivadas existan (Swokowski, 1989; Leithold, 1998; Thomas, 2010, Larson y

Edwards, 2010; Stewart, 2018).
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Recordando de la notacion de derivadas que f,, significa que primero se deriva con

respecto a x y luego con respecto a y. Mientras que cuando se utiliza la notacion "o" el orden es

2

.0 . . .
al reves: ﬁ se deriva primero con respecto a y despues con respecto a X.
X

Actividad 4.18. Dada la funcion obtenga las segundas derivadas parciales

(Swokowski, 1989).
a) f(x,y)=x3y2 —2x2y+3x

Derivando con respecto a X:

3 2

(ij :yz.aL—Zy.8L+3.Q
y

(qj :3y2x2—2y(2x)+3

ox )y

(i] :3y2x2 —4yx+3
y

Segunda derivada de f con respecto a x:

2 2

_6 f =3y2.ai—4y.6—X
OXOX y OX OX
0% f )

—— | =6y“°Xx-4

OXOX y y

y

Volviendo a derivar (%) = 3y2x2 —4yx+3 con respecto ay:
y

2
fyy :3x2.ay——4x.@
oy oy



fxy =6x2y — 4x

Derivando con respecto a y:

(ij = 2x3y — 2x?
X

oy

()

Derivando (ﬁJ
oy

—2x°

X

fyx =6y X2 —4x

Nota: Derivadas parciales mixtas o cruzadas.

X

=2x3y — 2x2 con respecto a x

?f  o%f
oXoy oy ox

Xy

=y

Teorema de Clairaut o de la derivada mixta o cruzada

Sea f(x,y) unafuncion de dos variables, si f,, f,, f,, y f,, soncontinuas en una
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region abierta R entonces: f,, = f,, en R (Swokowski, 1989; Thomas, 2010; Stewart, 2018).

TAREA 4.6: (Leithold, 1998).

Pagina

Ejercicios
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49, 51
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4.8 Derivada direccional y gradiente
Derivada direccional

Los autores Swokowski (1989), Leithold (1998), Marsden y Tromba (2004), Edwards y
Penney (2008), Zill y Dewar (2008), Larson y Edwards (2010), Thomas (2010), Zill y Wright
(2011), Stewart (2018), Riveray Alvarez, (2020) entre otros, abordan el tema de manera
semejante.

Se ha visto como las derivadas parciales de una funcion caracterizan la tasa de variacion
de la funcion a lo largo de rectas paralelas a los ejes coordenados. Esto es, si f es una funcion en

la direccion del eje x, y y la derivada f,(x,y)describe la tasa de variacion de f en la direccion

del ejey.
N
Sea w= f(x,y) yseaU = U;i+U, J un vector unitario. La derivada direccional de f
-
en P(x,y) en ladireccion de U, se denotapor: D, f(x,y) .
U

Se define:

of of
D, f(x,y)=fU,+fU,=—U;, +—.U 49
0 ( y) x~1 y“2 oX 1 8}/ 2 ( )

La cual se puede generalizar para n variables independientes.

Actividad 4.19: Sea f(Xx,y)= x3y2

%
a) Determinar la D_, f(x,y) en la direccién del vector a = (4, — 3). Evalué en el punto en
U

P(-1,2).

b) Explicar el significado del inciso a suponiendo que f(x,y)es latemperaturaen (x,y).
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Obteniendo el vector unitario:

N
oo @ %% 4, 3,
> 1649 5 5
a
Obteniendo las derivadas parciales:

3 2
fX:yZ.aL:3y2x2 fy:x3.ay—:2x3y
OX oy

Sustituyendo en 4.9 para obtener la derivada direccional:
of of
D, f(x,y)=fU;+fU,="—U;+ .U
0 ( y) x~1 y“Y2 Ox 1 ay 2

4 3) 12 6
D, f(x,y)=3 2x2£j+2x3 (—J: 2y2 _ 23
> (X, y) =3y c Y=g )=V XY

_ 222 Bl o48, 12 00
D, 1(-12)= T - LD @=C+ =1

D, f(-12) = 12
U

b) Significa que en el punto P la temperatura aumenta 12° por unidad de distancia.

Gradiente de una funcion f(x,y)
Definicion: Sea f (x,y)una funcién de dos variables. El gradiente de f es la funcion

vectorial dada por:

VE(XY) = f (X y) T+ fu (X, y) ] (4.10)

—

Donde el operador nabla: V=

R
2|
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Actividad 4.20: Determinar el gradiente de f(x, y)= yIn(x)+ x y 2en el punto (, 2)

(Larson y Edwards, 2010).

Primero se obtienen las derivadas parciales:

olIn( x OX 1
. ( )+y2.—:y.—+ y2:X+ y2
OX OX X X

fy=y

oy oy?

fy =In(x).@+ X'E: In(x) + 2y x

Con ecuacidn 4.10 se obtiene el gradiente:

VECGY) = (o) T+ fy(x y) ]

Vf(x,y):(§+ yzjl“+[ln(x)+2yx]j

El gradiente en el punto (1, 2) es:
VEL2)=(2+4)i +[In(D)+2Q O ]| ]

VE(L2)=67+4]=(64)

Derivada Direccional en términos del gradiente

Se define:

%
D, f(x,y)=Vf(x,y).U
U

Actividad 4.21: Sea f(Xx,y)= x? —4xy

Encontrar:

a) El gradientede fen P(1,2).

b) La derivada direccional de fen P(1,2)en ladireccionde P(1,2)aQ(2,5).

(4.11)



f =

El gradiente se obtiene con ecuacion 4.10: Vf(x,y)= f (x,y)i + fy(X,y) i

Obteniendo las derivadas parciales:
2x -4y fy =—4x

Sustituyendo en 4.10:

VE(X,y)=(2x—-4y)i —4x |

Vi(1,2)=[2(1)-4(2)]i -4(1) ]

Vi(1,2)=-6i-4 ]

160

Para encontrar la derivada direccional, primero se obtiene el vector de P a Q y luego el

vector unitario asociado a ese vector.

-

—

PQ=a=(2-15-2)=(13)

%
U=

D,
U
D,
U
D,
U
D,
U

D,
U

L3 1 ., 3 j
J1+9 10 10

Sustituyendo en 4.11:

f(x,y)=Vf(x,y).J

f(x,y)=(2x-4y, - 4x>.<ﬁfo, %>

2x—4y B 12x  2x-4y-12x -10x-4y

=" "o~ o o
fLz- "0®-42) _-10-8_-18

V1o 10 o

f(L,2)= —5.7
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4.9 Valores extremos de funciones de varias variables
Valor Maximo y minimo de la derivada direccional

Sea f una funcion de 2 variables que es diferenciable en el punto P(x,y).

e El valor maximo de D, f(x,y) en P(x,y)es |Vf(x,y)| y el valor minimo
u

= Vi) .
e La tasa de crecimiento maximo de f(x,y) en P(x,y) se alcanza en la direccion de

Vi(x,y) (Leithold, 1998; Stewart, 2018).

Actividad 4.22: Sea f(Xx,y)= x? —4xy (Leithold, 1998) . Encontrar
a) Ladireccion en la que f(x,y) aumenta més rapidamente en el punto P(1,2).

b) La tasa maxima de crecimientoen P(1,2).
Con ecuacion 4.10 se obtiene el gradiente de f: Vf(x,y)= f,(x,y)I + f,(x,y) ]

Vi(1,2)=—6i-4 ]

a) El valor maximo de crecimiento es
| VE(12) [ =+(~6)? +4? =36 +16 = /52 =7.2

b) La tasa méaxima de crecimiento es la direccion de Vf(1,2)=-61i —4 j

Actividad 4.23: La funcion T (X, y) representa la temperatura en °C en la superficie

de una placa metélica y estd dada por T(X, y)=20— 4x? — y2 donde x y yse miden en

centimetros. ¢en qué direccion a partir de (2, - 3) aumenta mas rapido la temperatura?

¢cudl es la tasa o ritmo de crecimiento? (Larson y Edwards, 2010).
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Con ecuacion 4.10 se obtiene el gradiente de T
VT(XY) =T, ()T +Ty(X, y) ]
Obteniendo las derivadas parciales: T, =—8Xx T, =-2y
Sustituyendo en 4.10:
VT(X,y)=—8xi-2y ]
La direccion de maximo incremento es igual al gradiente en el punto (2, -3):
VT(2-3)=-8(2)i —2(-3)]
VT(2-3)=-167+6]

La tasa de incremento es | VT (2,-3)

IVT(2-3)|=+/(~16)2 +62 =256+ 36 = /202

| VT(2,-3)|=17.08° por centimetro

TAREA 4.7: (Leithold, 1998).

Pagina | Ejercicios
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4.10 Actividades de aprendizaje y complementos educacionales

Segun lo planteado en la propuesta de trabajo, se describen los complementos
educacionales y las actividades de aprendizaje para el tema 4: funciones reales de varias
variables. La competencia especifica es que los estudiantes apliquen los principios del célculo de
funciones de varias variables para resolver y optimizar problemas de ingenieria del entorno, asi

como para mejorar su capacidad de analisis e interpretacién de leyes fisicas.
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Competencias genéricas: habilidad para realizar abstracciones, analizar y sintetizar
informacidn; capacidad para identificar, formular y resolver problemas de manera efectiva;
habilidad para aprender de forma continua y actualizar sus conocimientos y capacidad para
colaborar eficazmente en un equipo de trabajo (TecNM, s. f.).

Para el Tema 4, y para todos los temas de la asignatura, se utilizara el enfoque de
metodologias activas de aprendizaje. A través del aprendizaje colaborativo y cooperativo, se
fomenta la cohesion del grupo y se incentiva a los estudiantes a trabajar de manera conjunta.
Ademas, se aplicara el aprendizaje basado en problemas, en el que los estudiantes aprenden a
través de la resolucion actividades con problemas tipo. El profesor llevara a cabo actividades que
luego seran analizadas y discutidas tanto a nivel de equipo como en grupo. Si bien el resultado
final es Unico y no admite discusion, el proceso para llegar a él puede variar dependiendo de las
bases matematicas de los estudiantes. El rol del profesor sera el de guia o facilitador del
aprendizaje, promoviendo el desarrollo de habilidades para que el estudiante sea el protagonista
de su proceso educativo.

Complemento Educacional No. 1. Aprendizaje basado en problemas y Complemento
Educacional No. 3. Ejercicios/casos practicos. En relacidn con estos complementos
educacionales, se presentaran en clase actividades relacionadas con la solucion de problemas o
ejercicios de cada uno de los subtemas. La resolucién de estos ejemplos se llevara a cabo durante
las diferentes sesiones de clases de acuerdo con la planeacion realizada por el profesor
procurando en todo momento fomentar la discusion y participacion de los estudiantes. Ademas de
los ejemplos de clase, se conformaran equipos de trabajo para que los estudiantes resuelvan los
ejercicios y reafirmen sus conocimientos. En el anexo 1 se incluye una serie de actividades con
ejercicios representativos que se tienen planeados para el curso. Las herramientas tecnoldgicas

relacionadas con este objetivo educacional consisten en los programas Word®. En Word® se
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presentara el listado con la redaccion de las actividades a resolver en el aula y las tareas. Las
gréficas de las funciones se realizan con el Winplot, Matlab y GeoGebra. Tanto los problemas
resueltos como los propuestos estaran a disposicion de los estudiantes a través de la plataforma
MOODLE y en la medida de lo posible seran proyectados en el aula de clase para su solucion.
Durante estas actividades se llevara un registro de la participacion de los estudiantes en la
resolucion de las actividades en el aula.

Complemento Educacional No. 2. Presentaciones. Se han preparado una serie de
presentaciones con el propdsito de desarrollar los diferentes subtemas en el aula. Una vez que se
hayan visto en clase, las presentaciones estaran a disposicion de todos los estudiantes a traves de
la plataforma MOODLE. A manera de muestra en la Figura 4.4 se presenta una caratula del
programa PowerPoint® en la que se visualiza el contenido de una de las presentaciones
sefialadas. Se cre6 un Padlet, mostrado en Figura 2.8 con el formulario para derivadas e
integrales a utilizar durante el curso, los estudiantes podran bajarlo con la liga:

https://padlet.com/lupitaamado/c-lculo-integral-formulario-para-derivadas-e-integrales-

vaktstlpfrOohdxw

En la instrumentacion didactica que acompafa a estos apuntes se proporciona informacion
detallada sobre las actividades de aprendizaje y de ensefianza, asi como los niveles de desempefio

y evaluacién para este tema.


https://padlet.com/lupitaamado/c-lculo-integral-formulario-para-derivadas-e-integrales-vqktstlpfr0ohdxw
https://padlet.com/lupitaamado/c-lculo-integral-formulario-para-derivadas-e-integrales-vqktstlpfr0ohdxw
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Figura 4.4

Vista del presentador en el programa PowerPoint® de la presentacion del Tema 4: funciones

reales de varias variables.

00:07 N C 2:29p.m Diapositiva siguiente

Educacion | == [N

Educacién @

Competencia del tema:

Calculo Vectorial

Haz clic para agregar notas
Tema 4: Funciones reales de varias variables

Maria Guadalupe Amado Moreno
Departamento de Ciencias Basicas
Semestre 2025-2

Educacion P i
| Céleulo Vectorial
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5. INTEGRACION MULTIPLE

Competencias especificas: formula y resuelve integrales multiples a partir de una
situacion propuesta, eligiendo el sistema de coordenadas méas adecuado para desarrollar su
capacidad para resolver problemas. Interpreta y determina las caracteristicas de los campos
vectoriales para su aplicacion en el estudio de fendmenos fisicos.

Competencias genéricas: habilidad para realizar abstracciones, analizar y sintetizar
informacidn; capacidad para identificar, formular y resolver problemas de manera efectiva;
habilidad para aprender de forma continua y actualizar sus conocimientos y capacidad para
colaborar eficazmente en un equipo de trabajo (TecNM, s. f.).

Los autores Swokowski (1989), Leithold (1998), Marsden y Tromba (2004), Edwards y
Penney (2008), Zill y Dewar (2008), Larson y Edwards (2010), Thomas (2010), Zill y Wright

(2011), Stewart (2018) entre otros, abordan el tema de manera semejante.

5.1 Calculo de areas e integrales dobles

Sea F una funcién de dos variables definida en una region R y sea P = {Rk} una particion

interna de R. Una suma de Riemann de F para P es una expresion de la forma:

ZKF<Uk,vk)AAk

Para los pares (U,,V,) estanen R, y AA es el area de Rk. La suma se extiende sobre

todas las regiones R1, Rz, ..., Rnde P.

Definicion del limite de esta suma de Riemann:

lim ZkF(uk,vk)A A (5.1)

\P\—)O

L= Es la Integral doble



167

La Integral doble se define:

”RF(X, y)dA:‘gi‘rlo ZkF(Uk,Vk)AAk (5.2)

Siempre y cuando el limite exista (Leithold, 1998; Stewart, 2018).

Propiedades

1) CF(x,y)dA=C —”F(x, y)dA Paratodo numero real C.
J JR R

2) [F(x,y)ie(x,y)]dAz”F(x,y)dA + ”G(x,y)dA
R R

J JR

3) Si R es la union de dos regiones R1 y Rz que no se sobreponen o traslapan.

”F(X, y)dA = HF(x, y)dA+J.J-F(X, y)dA
R Ry R>

4) Si F(x,y) > 0en toda region R, entonces: J‘J.F(x, y)dA>0
R

Evaluacion de integrales dobles

Es casi imposible calcular el valor de una integral doble directamente a partir de la
definicion dada. Por lo que, la integral doble se expresa en términos de dos integrales sucesivas,
cada una de las cuales tiene una variable independiente.

b

El simbolo J‘F(x, y) dy significa que x se toma como constante y y es la variable de

a

integracion. (Equivale a una integracion parcial con respecto a y).
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b d b[d

ij(x, y)dydx:J‘ jF(x, y)dy |dx (5.3

c

[ b

d b d
JAJ-F(X’ y)dxdy:j jF(x, y) dx |dy (5.4)

a

Al evaluar una integral sucesiva se determina primero la integral "interna".

5.2 Integrales iteradas

b 92(x) b [92(0

IF(X, y) dydx:j j‘F(x, y)dy |dx (5.5)
a g;(x) a| 9:1(x)
d ha2(y) d [ha2(y)

jF(x, y)dxdy:j IF(X, y) dx |dy (5.6)
¢ h(y) ¢ Lhm(y)

5.3 Integral doble en coordenadas rectangulares
Utilizando las ecuaciones 5.3, 5.4, 5.5 y 5.6 se determinan las integrales dobles en
coordenadas rectangulares. Lo importante es, si no se tienen los limites de la integral interna o

externa, obtenerlos como se indica en las actividades presentadas.

Actividad 5.1: Evalue las siguientes integrales:

3 @2 3 2
a)j (2x2—3y)dxdy:I[ (2x2—3y)dx] dy
19-1 1

-1

Realizando la integral interna:
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2 2 2
(2x2 -3y)dx = ZJ‘ xzdx—3yjdx = § X —3yx

-1 -1 1

2
Tomando limite en x

-1

o2

@x -3y &x=2[2° - (n*]-3y[@) - (-0]=2@+D -3y 2+ =29 -3y
Jv-1

o2
(2x% —3y) dx = 1:?—9y=6 —9y
J-1

El resultado se vuelve a integrar, ahora con respecto a y

3

Tomando limites

o3 3 3 9
(6-9y) dy=6J‘dy—9j.ydy=6y—y2
1 1 1 2

1

e 3

(6—9y) dy = 6(3—1)—3[(3)2—(1)2]=6(2)—9(9-1):12—9(8)=12—B:12—36
J. 2 2 2 2
.3

(6-9y)dy= —24
J1
3 p 2

(2x2 —3y) dxdy =-24

ol J-1

2 @3 2 3
b) j J‘(s&— 3y)dydx :j “(&R:&y)dy }dx
1 1 1 1

Resolviendo la integral interna:

3
tomando limiteseny

3 3 3
3
J.(S&—By)dy =3&J-dy —3Iydy=3ﬁy—2y2
1 1 1

1
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3
j 3/x-39)dy = 3XB-D-[@7 - ©7]-3/X @)~ S 0-D=6.x > ®) =6./x ~12
1

El resultado se vuelve a integrar, ahora con respecto a x

2 2 1 2 3,
(6-/x —12)dx = 6.[ x 2dx —12Idx=6x2.—12x
1 1 1 3

Tomando limites

2 3 3
ej (6+/x —12)dx = 4[(2) 2_(1) 2] ~12(2-1)=4(2.8284—1) —12 = — 4.6864
1

2 @3
j I (3-/x —3y)dydx = — 4.6864
1 1
4x—x>
Actividad 5.2: Evalue la integral j J‘dy dx (Leithold, 1998).

Realizando la integral interna:

4x—x
J.dy = y\4x . Sustituyendo limites
X

4X—X

de _y\4x x = 4x—x% —x% = 4x— 2x°
2

X

Integrando con respecto a x

2
2y =2(2)2—§(2)3=2(4)—§(8>

0
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4x—x
j j-dydx =

TAREA 5.1: (Leithold, 1998).

Pagina | Ejercicios
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Areay Volumen

El area como limite de sumas dobles

b g2(x)

A:AlirloZZAy‘Axk _jjdA j J-dydx (5.7)

a 91(x)

El simbolo: |a|-o Indica que todo los Ax, y Ay;tienden a 0.

Actividad 5.3: Encontrar por integracion doble el area de la region en el plano xy

acotada por las curvas: y=x2, y= 4x — x> (Leithold, 1998) .

b 92(X)

Con expresion 5.7: A= dy dx se determina el area de la region buscada.

a g1(x)

Los limites de la integral externa se obtienen igualando las ecuaciones de las curvas
dadas:
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2

X2 = 4x —x2

X2 +x%2—4x=0

2x% —4x=0

2x(x=2)=0

2x=0 X_2-0
2

El menor valor de x es el limite para a'y el mayor valoreseldeb. a=0y b=2
Después se encuentra la region delimitada por las 2 curvas en el plano xy, graficando cada

una de ellas en el intervalo (a,b).

Tabulando para: N

y=x’

X [0|1]|2|6 -2 :

y |0[1]4 3] 4

) — l X

y= 4x —x? v
x{0]1]2|3]-1 v

y| 0|34 -5

Los limites de la integral interna se obtienen con el rectangulo representativo de la region
acotada por las dos curvas.
El area se obtiene:

2 4x—x?

A= J. J-dy dx Integrando con respecto a 'y
0 x?



2 4x—x?

A:J‘yx2 dx Sustituyendo limites en y
0

2

—2x°
0

2 2
A:J‘(4x—x2 —xz)dx=j(4x—2x2) dx = ‘21)(2 —§x3
0 0

o2 20003 oy 2oy o 16
A=22)? - S (2° =2(4)- (@ =8

El volumen como limite de sumas dobles

b 92(x)
V = lim ZZf(Uk,Uj)ijAxk:J‘ jf(x,y)dydx
4]0 a 99,
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5 2
—2%3%  Tomando limites
3 o

(5.8)

Actividad 5.4: Calcular el volumen del sélido en el primer octante acotado por los

planos coordenados y por las gréficas de las ecuaciones f(Xx,y)= X% + y2 +1y 2x+y=2.

Solido
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De la grafica se obtienen los limites parax: x=0ax = 1.
Con el rectangulo representativo se obtienen los limites paray: y=0a y=2-2x

Con ecuacioén 5.8 se obtiene el volumen:

1 2-2x
Vv =-”f(x, y)dydx=J. J-(XZ +y? +1)dy dx
R 0 O

Realizando la integral interna:

2-2x

2-2X 2-2x 2-2x 3 29
j (x2+y2+1)dy: X2 jdy+ jyzdy+ j‘dy:xzy+é+y
0 0 0

Sustituyendo limites en'y

0

2-2x

3
j(xz + y2 +1)dy = x2(2—2x)+ﬂ+
0

2—-2x

2-2X

J‘(xz +y2 +1)dy = 2x° —2x3+;(8—24x+24x2 —8x3) 42— 2x
0

2-2X
(X% +y? +1)dy = 2x2—2x3+§—%x+%x2—§x3+2—2x
3 3 3 3
0

2-2x

j(xz +y2+1)dy = —134x3+10x2 —1Ox+1:;1r

0

Se vuelve a integrar, ahora con respecto a x

1
1
4
v= -3 110x2 —10x4+ 4 dx:—E.X—+Ex3—Ex2+Ex Tomando limites
3 3 3 4 3 2 3 0
0
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7 .10 _ 14 -7+20-30+28

14 4 10 .3 10 ., 14
V=-—@O"+—O)"-—O " +—=—B=—=+—-5+
O O MW= )

También puede integrarse con respecto a X:
2y
2

(x% + y? +1)dxdy

2
v-|
0

O'—‘

5.4 Integral doble en coordenadas polares

6

Sea R la region limitada por los rayos 6 = oy 6 = B y las circunferencias r=ay r =b.

A

Eje polar

B b b B
j‘J.f(r,e)dA:J‘J.f(r,@)rdrd0=jjf(r,e)rdedr
R a a a o

Nota: dA=rdrdé

(5.9)

En condiciones adecuadas, una integral doble en coordenadas rectangulares puede

transformarse en una integral doble en coordenadas polares.

Para ello se sustituye en el integrando las coordenadas rectangulares por el equivalente en

coordenadas polares.
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Recordando del Tema 2:

r2=x2+y2  cos(d) =~ sen() :%
i X =rcos(0) y = rsen(6)
y
/1° O
X
Es decir:
jj- f(x,y)dxdy = J:[ f[rcos(6), rsen(#)]rdrdé (5.10)
R R

Actividad 5.5: Determinar por medio de integrales dobles el area del solido de la

figura:

RS R

r=acos#f

a

El area de una region puede determinarse con una integral doble en coordenadas polares

por la ecuacion 5.9 ysi f(x,y) =1, la expresion se simplifica:

A= -”dA que en coordenadas polares se expresa

R
Azjjrdrde :jjrdrde
R R

De la grafica de la funcion se obtienen los limites para r y 4:



Limites para r:

Con el rectangulo representativo se obtiene el limite inferior (i) y superior (s)

=0 Iy =acoso
Limites para @:

Del area donde esté la figura se obtienen los limites:

6,=0 95:%
7 acos

A:j jrdrde
0 0

Resolviendo la integral interna:

a cosd acosé

= ;[(acose) 2 O]z ;azcos2 Z

Se vuelve a integrar con respecto al angulo @

N |

T T

2 2

A:J;azcoszedez 1a2jc0329d9 Si: cos? 6 =;+;c0529
0 0

N~

2
A= la2 E-i-ECOSZH do = 1a2
2 2 2
0

177
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i
2 _ lsenU
4

0

T
2 T
A= a2 Yaes Lt Y cosudu |=1ta2|te
2 2 2 2 2
0 0

. l(sen;z—seno) _Laofm g
2 4 2 4

Actividad 5.6: Evaluar utilizando coordenadas polares la integral doble

2 2
Ije‘ (X*+Y") dA. La region R se encuentra en el primer cuadrante y esta limitada por la
R

circunferencia x? + y2 =4 y los ejes coordenados (Leithold, 1998).

Limites parar:

dA=rdrdé@

Sustituyendo en la doble integral: "‘J'e‘(x2 +Y) A = e "'rdrdo

R

O o | N
O e

Resolviendo la integral interna:
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2 4

J.e‘rzr drz—ij.eudu =—leu‘4=—£(e4—1)
2 0 2

0 0

U=—r? o

dUu =-2rdr ! )

N Us=(2)? =4
— =rdr

5.5 Integral triple en coordenadas rectangulares. Volumen
Las integrales triples de una funcion de tres variables X, y, z, se evaltan siguiendo un

proceso parecido al de las funciones de dos variables (Swokowski, 1989; Liethold,1998; Thomas,

2010; Larson y Edwards, 2010; Zill y Wright, 2011; Stewart, 2018).

z

Paralelepipedo
rectangular

Volumen Q = AX Ay Az
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Por definicion:

Plim_)OZf(Uk,Vk,Wk)z-‘-JJ-f(x, y,z)dV (5.11)
Q

Si Q es la region de la figura entonces:

ndb
J.jjf(x, y,z)dV =J.jjf(x, y, z) dxdy dz (5.12)
Q mec a

Actividad 5.7: Evalue la integral triple III3 Xy 322dv para
Q

Q={(x,y,2): —1<x<3 1<y< 4 0<z< 2 } (Swokowski, 1989).
Se ordena el dV como en ecuacién 5.12.

Los limites de las integrales se colocan segun el orden de los diferenciales:

2 43
v“‘.‘-"3xy3zzdxdydz
01-1

Se realiza la integral interna (se integra con respecto a x):

- yia?e? - (7] D yite-y

3
2
j3xy322dx:3yszzjxdx :3y322.x— 5

2
-1

-1 -1

3
jBxy3zzdx= 2y322(8)=224y3z2 =12y3%z? se vuelve a integrar con respecto y

-1
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4

J‘12y3zzdy: 1222'.‘y3’dy:1222.y4
1

1
1

4
jlz y3z2dy= 76522 sevuelve a integrar con respecto a z

1

3 2
= 725 [(2)3 —o]: @(8) = 2040

2
I76522dz:765j22dz:7652 ;

0

Es decir, la integral buscada es:

IIISxyszde=ZO4O
Q

Actividad 5.8: Evalue la integral triple jjj XYyz 2 dv para
Q

Q={(x.y,2): 0sx<1 -—1<y<?2

Se ordena el dV como en ecuacién 5.12.

Los limites de las integrales se colocan segun el orden de los diferenciales:

312
Jjjxyzzdydxdz
00-1

Se realiza la integral interna (se integra con respecto a y):

2 2

2

-1 -1

0<z< 3 } (Stewart, 2018).

2 2 2
XZ 2 XZ XZ
jxyzzdy =xz2j yay="2" .y X2 @2 - |- @-y-
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4
:322[(4)4 —(1)4]:322(256—1):322(255)

3xz2
2
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El resultado se vuelve a integrar con respecto a x:

1 1 1
2 2 2 2 2 2
3xz dx zsi dezsi_L zgi[(l)Z_o]:BZ
o 4 4
0 0

El resultado se vuelve a integrar con respecto a z:

3 3 .
2 3
327 . 23 ;24,23 T :i[(3)3_0 _3(@n_27
4 4 4 30 12 12 4
0 0

312
El resultado de la jjjxyzzdydxdz:?
00-1

Integral triple iterativa

d hy(y) ka(x.y)

jjjf(x, y,z) dV :j j jf(x, y,z) dV (5.13)
Q

¢ h(y) k(xy)

La integral triple puede interpretarse como la medida del volumen de una region

tridimensional.
Si f(x,y,z)=1enQ:

d ha(y) ka(xy)

fffe | e

c h(y) k(xy)
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Actividad 5.9: Determine el volumen del s6lido mostrado en la figura y que esta

acotado por el cilindro y = X2 y los planos y + z =4y z = 0 (Swokowski, 1989).

d ha(y) ka(x,y)
De ecuacion 5.14 se tiene que V = J‘jj dv :J. J. J- dzdxdy
Q

¢ h(y) ki(xy)

Los limites de las integrales se colocan segun el orden de los diferenciales:
Limites para z:

z; =0, z, se obtiene despejandode y+z=4, z,=4-y
Limites para y:

Y = X2 ys se obtiene despejandode y+z=4,si z=0 entoncesde y+z=4, y, =4
Limites para x:

De la figura observe que x; =—2 a X = 2

Sustituyendo en ecuacion 5.14 se obtiene:

2 4 4-y
V:jjjdV:jj- jdzdydx
Q -2x% 0

Resolviendo la integral interna con respecto a z:
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4-y

jdz= Z‘g—y =4y

0

Resolviendo la integral paray:

o4

4
j(4—y)dy= 4y—y7
X2

=4(4—x2)—;[(4)2—(XZ)QJ=16—4XZ—;(16—x4)

X2

4

X4

4
"-(4—y)dy: 16-4x2 -8 +X2:8—4x2+2

X2

Resolviendo la integral para x:

2

2
4
8_ax2 + X |dx= 8x_ T x3 4 T y5
2 3 10 _

4 4 1
J.(8—4X2 +X2Jd><= 8[2—(—2)]—3[(2)3 - (- 2)3]+10[(2)5 - (- 2)5]

2, X i gy -4 1 _3p_ 4 L
J.(s—4x +2jdx_8(4) ,B+8)+  (32+432)=32-_(16)+ " (64)

4 —
8—4x2+ X |dx= 32—%+%:960 040 +192 :512:17.06
2 3 10 30 30

-2

2 4 4-y
El resultado del volumen del sélidoes V = I j J.dz dydx =17.06

242 0
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TAREA 5.2: (Leithold, 1998).

Pagina | Ejercicios
1065 1,3,5,7

5.6 Integral triple en coordenadas cilindricas y esféricas
Una integral triple es mas facil de evaluar si se utilizan coordenadas cilindricas y
esféricas. Recapitulando del Tema 2 del curso de Calculo vectorial los sistemas de coordenadas

en tres dimensiones.

Coordenadas cilindricas

Es una generalizacion en tres dimensiones de las coordenadas polares. Un punto P en el
espacio tridimensional esté representado por la terna ordenada P(r, &, z).
Para convertir de coordenadas cilindricas a rectangulares, se utilizan las ecuaciones:
X=rcosé, y=rsend, z=z

El cambio de coordenadas rectangulares a cilindricas se realiza con las ecuaciones:

r2:x2+y2, tanezx, z2=1
X

Coordenadas esféricas

Un punto P en el espacio tridimensional esté representado por la terna ordenada
P(p, 0, ¢). Se puede convertir de un sistema en coordenadas rectangulares y cilindricas a
coordenadas esféricas y viceversa.

Para cambiar de coordenadas rectangulares a esféricas se utilizan las ecuaciones:

X=psengcosd, y=psengsend, z=pcos¢, p’>=x>+y?+1z°
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Integral triple en coordenadas cilindricas
Los autores Swokowski (1989), Leithold (1998), Edwards (2008), Stewart (2018)

plantean la integral triple de la forma:

J:‘:[ f(x,y,2)dV = J:‘] f(r,0,2)dVv (5.15)
R R

Donde: dV =rdrdé@dz

Reescribiendo considerando las coordenadas cilindricas y el cambio del diferencial de

volumen.

J.jj.f(x, y,z)dV =J-J.J-f(rcose,rsen6?, z) rdrdédz (5.16)
R R

La integral triple puede evaluarse como una integral iterada con la expresion:

b 6,(2) 1,(0,2)
J]jf(r,@,z) rdrd@dz:j j If(r,@,z) rdrdédz (5.17)
a 6(z) n(62)

VA
2

2 2r
Actividad 5.10: Evalue la integral I I I rdzdrdé@ (Stewart, 2018).

_7 00
2

Utilizando la expresion 5.15 y considerando f (r,#,z) =1, se realiza la integral interna

(con respecto a 2):

r? r?

2
;
jrdz =rjdz =rz; =rr?=r?®

0 0
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Integrando el resultado con respecto a r:

(@ 16
4 4

4

T
j 4d0 =40|2_ = 4(72[+72Zj:47r

NN

2 2
La integral triple J j j rdzdrdé =4r
00

Actividad 5.11: Cambie a coordenadas cilindricas y evalue la integral triple

(Stewart, 2018).

2 AJa-y? 2

j X zdz dx dy

—2—\4—y2 \x2+y2
En coordenadas cilindricas se tiene:
X=rcos@, y=rsend, z=z, dV =rdzdrdé@

Es una region en el plano xy, un disco de radio 2 en donde los limites de integracion son:

0<r<2,0<0<27ryr<z<2

Sustituyendo en la integral dada:
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2 44— 22 2 22 2
j j szdzdxdy J-jj-rzcoserdzdrde Ijj zcos@dzdrdé
—2—\/4 y \x +y

Resolviendo la integral interna:

2 2
2 2

2
-.-rzzcosedz:rzcosHJ.zdz:rzcosezz :r2c059(4— r2)
r
r r

Integrando el resultado con respecto a r:

2
jr2c059(4 r 2)dr = C°25‘9 r2(4—r2)dr= "‘39’9—“(4 2 _r%ydr

2
2
T coso(4—r?)dr = SOl g r2ar— | r4ar =COS€(4r3—1r5j
2 2 2 3 5
0

2
r2 2y C0SO[4.3 1.6] 4 cosf (32 32
IZCOS@(4_r e N E L }_Cow[s@) 5(32)} 2(3 5)

0s @

cos @ [32(5) - 32(4)} _ (160-128)cosd _ 32,

2
T coso@-r2)dr=
2 2 15 30

2
T coso-r?)dr= 16 050
2 15
El resultado se vuelve a integrar con respecto a &

Icos@de— gsene (sen2;r—sen0):ig(0)=0
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2 Ja-y? 2

Por lo tanto, la integral buscada j Xxzdzdxdy =0

~2 _ [a_y? x/X2+y2

TAREA 5.3: (Leithold, 1998).

Pagina | Ejercicios
1072 1,3

Integral triple en coordenadas esféricas
Los autores Swokowski (1989), Leithold (1998), Edwards (2008), Stewart (2018) definen

la integral triple:

jjj.f(x,y,z)dv :jjjf(p,0,¢)dv (5.18)
R R

Donde: dV = p? sengdpdddg
Reescribiendo considerando las coordenadas esféricas y el cambio del diferencial de

volumen.

jjjf(p,@,qﬁ)dV =jjjf(psen¢cose,psen¢sene,pcos¢) pzsen¢dpd¢9d¢ (5.19)
R R

La integral triple puede evaluarse como una integral iterada con la expresion:

b 6,(8) p2(0,9)
J'Hf(p,e,@dv :J. j J‘f(p,ﬁ,(ﬁ) p?sengdpdodg (5.20)
a 6,(4) o (6.9)

Si f(p,0,¢) =1 se obtiene la expresion para el volumen (V):
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b 6,(4) p2(0,9)

:”.J.dV:J. J- Jpzsen¢dpd6?d¢ (5.21)
R

a 61(4) p1(0.9)

3
Actividad 5.12: EvalUe la integral jjje(xz+y2+zz) ?dV , donde R es la pelota

unitaria que cumple con R= {(p,o, @)/ x 2 4 yZ+ 2% < 1} , considere
R={(p,0.9)/ 0<p<1,0<0<2m, 0<¢<r} (Stewart, 2018).
Como la frontera de R es una esfera, se utilizan coordenadas esféricas:

Sustituyendo en el integrando de la triple integral p* =x>+y? +z2,

dv =p 23en¢dpd«9d¢y los limites de integracion de acuerdo al orden de los diferenciales
como en ecuacion 5.20.

3 Trlrl r2r1
jjje(x2+y2+z )% g Jjje(p ) p2sengdpddde = jjjep p2sengdpdOde
R

Realizando la integral interna (con respecto a p):

1

1 1
jepspzsen¢dp=sen¢ J‘epspzdp:seggé J.eUdU = seggzﬁ eV Seg¢(e eo)

-

0
3
U=p u,=0°=0
dU:3p2dp
Y _ 2 U.-@®=1

3 -
1

J.epsp 2sengdp = Se2¢ (e-1)

0



El resultado se vuelve a integrar con respecto a 6:

2z 27

jsew(e—l)dez Sew(e—l)j 06 =% (e _q)gp = 27 (e~ Ysend
3 3 3 3

0 0

El resultado se vuelve a integrar con respecto a ¢ :

” 2z(e-1)seng . 2z(e-1) ( _ 2x(e-1) p
j 3 dg = 3Isen¢d¢— #.cosqﬁ\o

0

J‘Zﬂ e— 1sen¢d¢_ 27[((93—1)(0037[_(:050): _27[(83—1)(_1_1):

T

J'zn(e—l)sen¢d¢ _ 4rle-l) =37(e-1)

3 3
0

3
Por lo tanto, la integral buscada J'J'-“e(xzwzﬂz) v = ;172'(8 ~1)

R

5.7 Campos vectoriales

191

Un campo vectorial es una funcion que asigna a cada punto de una region del espacio un

vector, mientras que un campo escalar asigna un valor o magnitud. El campo vectorial describe la

magnitud y direccién de una cantidad en cada posicion.

Se utilizan para modelar fendbmenos como campos de velocidad, campos eléctricos,

campos gravitacionales y flujos de calor (Swokowski, 1989; Leithold, 1998; Edwards y Penney,

2008; Larson y Edwards, 2010; Zill y Wright, 2011; Stewart, 2018).
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Campo de fuerza o de fuerzas

Se utiliza en el estudio de la mecénica y de la electricidad.
Definicion:

Dado un campo vectorial, se supone que hay un sistema de coordenadas rectangulares y el

_)
vector asociado al punto P(x,y,z)se denota por: F(X,Y,z) en donde:

I_:>(x, v, 2)=M(x,y,2)T + N(X,y,2) j + P(x,y,2) Kk (5.22)

Donde M, N, P son funciones escalares de tres variables (Swokowski, 1989).

Figura 5.1

Representacion de un campo vectorial en tres dimensiones.

f

;(x.}'.:)

Clasificacion

_)
Sea r =xi + Yy j+zK el vector de posicion de un punto P (x,y,z). Se dice que un campo

5
vectorial F es un campo de variacion inversa al cuadrado de la distancia si:

N -
F(X’y,z):g

ﬁ
r

(5.23)
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Donde:
C: Escalar

- -
U : Vector unitario con la misma direccién de r

Ejemplos de fuerzas de un campo tipo de variacion inversa al cuadrado son: la ley de la

gravitacion universal de newton y la ley de Coulomb.

Campo vectorial conservativo

5
Un campo vectorial F es de este tipo si es el gradiente de una funcién escalar, es decir, si

para una funcién f se tiene:

F(6Y,2) =VF (x,y,2) (5.24)
Donde:
VE(Y,2) = F (6, 2) T+ £, (6 1,2) T+ T, (6 y,2) K (5.25)

En estos campos, el trabajo realizado para mover una particula entre dos puntos es
independiente de la trayectoria.
Todo campo vectorial del tipo de variacion inversa al cuadrado o del tipo gravitacional) es

conservativo (Swokowski, 1989; Stewart, 2018).

Actividad 5.13: Encuentre un campo vectorial conservativo que tenga el potencial

dado (Swokowski, 1989).
f(x,y,2)=x2-3y2+4z7?
N
De ecuacion 5.24 F(xy,2)=Vf(x,y,2)

y con 525 Vf (X! y’ Z) = fX (X, y’ Z) r+ fy (X, y’ Z) j+ fZ (X! y, Z) R

Se obtiene:
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2 2 2
Vf(x,y,z)zagX “—Say 42 % g

Actividad 5.14: Encuentre un campo vectorial conservativo que tenga el potencial

dado (Stewart, 2018).
1
Fxy)=2(x=y)*

%
De ecuacion 5.24 F(x,y,2)=Vf(XY,2)

y con 525 Vf (X1 y, Z) = fX (X1 y,Z) r+ fy (X1 y1 Z) j+ fZ (X’ y1 Z) R

Se obtiene:

1a(x=y)?. 1 o(x—y)? .
Vf(x,y)zz.w|+2.WJ

VE(Y) = 200-Y) T = . 2(-Y) ]

VE(XY) = (X=Y)T=(x=Y) ]

5.8 Integral de linea

A diferencia de la integral donde la funcidn se evalla en un intervalo, la integral de linea
(o integral de curva) se evalla a largo de una curva (en el plano o en el espacio) sumando valores
de un campo escalar o vectorial. Se utiliza para calcular longitudes de arco, masas de alambres y
el trabajo realizado por una fuerza sobre una particula. En la figura 5.2 se observa la

representacion de integrales de linea de f sobre C (Swokowski, 1989).



195

Figura 5.2
Integrales de linea de f sobre C (Swokowski, 1989).

y
I

Donde:
AX =Xy = X1
AYy = Yk = Yk1
AS, = Longitud de B,_;a R

Q= Uy, W)
Considerando las tres sumas:
E FUVK)AS E FUk Vi) Ax E F (U Vi) Ay
k k k
Si los limites de estas sumas existen cuando |a |0, son entonces las integrales de linea de

f sobre C con respecto a S, x y y respectivamente.

La integral de linea se denota por el simbolo: I
C
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Y se define:
f(x,y)dS = lim Zf(uk,vk)ASk (5.26)
Jc |A|=0
f(x,y)dx = Ilm Zf(uk,vk)Axk (5.27)
Jc |A|=0
k
Fydy = m > Ui Ay (5.28)
Jc |A|—0

Las integrales se pueden evaluar reemplazando: x = g(t), y = h(t), es decir, la

parametrizacién de C y reemplazando los diferenciales por:

dS=1/(dx)? +(dy)® si dx=g'(t)dt, dy = h'(t)dt

ds = [g'®]? + [@)]? ot

Evaluacion para integrales de linea

Si una curva C estd dada por x=g(t), y=h(t) en a<t<b y f(x,y)escontinuaen una

region D que contiene a C, entonces:

b
j f(x,y)ds = j t[o®).h®)] [o'®]? + [h'®)]? dt (5.29)
C

b
f f(x,y)dx = j flg(),h()]g' )t (5.30)
C

b

J. f(x,y)dy = j f [g(t),h(t)]h'(t)dt (5.31)
C

a
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Integral de linea para una funcién de tres variables
Si una curva C tiene una parametrizacion x=g(t), y=h(t), z=k()en a<t<b, la

integral de linea se puede evaluar:

b

f(xy.2)d5 = | f[g(®).h®).k®][g'®] +['®)]? + [k ©)? at (5.32)
JC I~

f(x,y,2)dz= | M(X,y,z)dx + N(x,y,z)dy + P(X,y,z)dz (5.33)
JC JC

Actividad 5.15: Evaluar Ix y 2ds, donde C tiene la parametrizacion: x = cos(t),
C

y=sen(t)enelintervalo 0<t < % (Swokowski, 1989).

b

Aplicando 5.29 j f(x,y)dS = j f [g(t), h(t)]x/[g'(t)]z +[h*()]? dt
C

a

Primero obtener: f [g(t), h(t)]
f o y)=xy?
f [g(t), h(t)] = cos(t) sen 2 (t)
Segundo: Obtener: g(t), h(t), g'(t) y h'(t)
Si: x=g(t) y =h(t)
g(t) = cos(t) h(t) = sen(t)

g'(t) =—sen(t) h'(t) = cos(t)
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Tercero: Sustituir en 5.29

jx y 2dS = jcos (t) sen 2(t)J[—sen(t)]2 + [cos(t)]? dt

C
0

T
2
2 4o _ 2 2 2 : 2 202y _
jxy dS_Jcos(t)sen (t)\/sen (t) + cos“(t) dt donde: sen“(t) +cos“(t) =1
c

0

T

1
Ixyzds = jcos(t)senz(t) dt :j‘cos(t)[sen(t)]2 dt :IU 2du = U::

Cc
0 0

i 1
=§G—®

0
0

U = sen(t) U; =sen(0)=0

dU =cos(t)dt U, = sen(ijl

J.xy2d8= L
c 3

Actividad 5.16: Evaluar I

X y2dx y I x y 2dy, donde C tiene las ecuaciones
c c

paramétricas: x=t, y=t2en elintervalo 0<t<?2

b

f(x,y)dx = j f [g(t),h(t)]g'(t)dt y5.31

a

Aplicando 5.30 J
C

b

I f(xy)dy = I flo@),h®]h" ) dt
C

a



199

Se tiene:
flo@®.h®]=tt?)?=t°
gt) =t h(t) =t
g'(t)=1 h'(t) = 2t

b

f(x,y)dx = j f [g(t),h(t)]g'(t)dt se obtiene:

a

Sustituyendo en 5.30 J‘

C
2 f t62

J.xy dx=j-t5dt:

C . 6

1,6 1 32

0
b

f(x, y)dy = J- f [g(t), h(t)]n' () dt se obtiene:

a

Con ecuacién 5.31 J-
C

2
2 2
7
xy2dx= |t5@)dt=2]t8dt=2t| =227 _0)=2@28)= 20 3657
A 7177 7 7
0 0 0

Actividad 5.17: Evaluar j

yzdx + xzdy + x ydz donde C esta dada por: x=t,
c

y=t2, z=t3enelintervalo 0 <t <2 (Swokowski, 1989).

Se tiene:
X =t y=t? z=t3
dx = dt dy = 2tdt dz = 3t %dt

Sustituyendo los valores de X, Y, z, y los diferenciales en la integral de linea, se obtiene:
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2 2
J.yzdx+xzdy+xydz:J.t2t3dt+2tt3tdt+3tt2t2dt:j(t5+2t5+3t5)dt
¢ 0 0
2 2 t62
jyzdx+xzdy+xydz=j6t5dt :6jt5dt :6.E =2%=64
C 0
0 0

Independencia de la trayectoria
Una integral de linea es independiente de la trayectoria en una region cuando el valor de
la integral de un campo vectorial entre dos puntos A y B depende Unicamente de los puntos

inicial y final y no del camino recorrido.

Si la integral de linea j f (X, y)dS es independiente de la trayectoria se denota:
C

B
J f (x,y) dS porque el valor de la integral depende solo de los extremos A 'y B de la curva C.
A

- -
Si un campo vectorial F es continuo, entonces la integral de linea IF .dres
C

%
independiente de la trayectoria si y solo si el campo vectorial F es conservativo, es decir, si:

5
F =V f(x,y) para alguna funcién escalar f.

Si C es una curva regular parte por parteen D con extremos A(Xq, Y1)y B(X,Y5),

entonces:
(X2,Y2)
%
J.M (X, y)dx + N(x,y)dy = -.-F dr=1(x—y2)— fx¢—y) (5.34)
C

(X1, ¥1)
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J-fx(x, y)dx + fy (x,y)dy = J-I_:).dr (5.35)
C C

De donde se tiene:

of

M=—"="f 5.36
X (5.36)
of

Si M(x,y) y N(x,y) tienen primeras derivadas parciales continuas en una regién

simplemente conexa D, entonces la integral de linea J‘M (x, y)dx +N(x, y)dy es independiente
C

de la trayectoria en D si y solo si cumple con la condicién:

0

d
o M(x,y) = &N(x, y) (5.38)

O simplemente:

M _aN
oy oX

(5.39)

Actividad 5.18: Demuestre que la integral de linea

(3,1)
(y 2+ 2x y)dx + (X 2 +2x y)dy es independiente de la trayectoria y calcule su valor

(_1! 2)
(Swokowski, 1989).

Probando la independencia de la trayectoria:
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2
M:y2+2xy @—ay—+2x@:2y+2x

&y o o oM _oN

oy OX

2
oN :ax—+2ya—X:2x+2y
OX

N=x2+2xy —
oX  OX

Calculando su valor:

%
Si F =V f(x,y) laintegral de linea es independiente de la trayectoria y con ecuacion 5.35

N
jfx(x, y)dx+ fy (x,y)dy = jF.dr
C

C
: . . of
Para encontrar f se tienen dos opciones: M = P f, 0 N=

Seleccionando M (la funcion que sea més fécil de integrar):

gf =M= y2+ 2yx Expresando en forma diferencial
X

df = (y2 + 2yx)dx Integrando ambos lados de la igualdad

J.df = J.(y2+ 2yx)dx Resolviendo

f = yzjdx+ 2ijdx

f=y2x+ iy x2 +k(y) es una funcién de dos variables, puede expresarse:

f,y)= y2x+ yx2 +k(y)

Para encontrar la funcién k(y)se deriva f con respecto a y:

Axy) _ % 20y, k() a(xy)

oy oy o oy oy
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X 2 +2Xy= 2Xy + x 2 +8k(y)

() _,
oy

k(y)=C C = constante
Sustituyendo en f(x,y)= vy 2%+ y X 2 4 k(y)
f(xy)= y2x+ yx2+C considerando que C =0

f(xy)=y?x+ yx?
(3

Evaluando en los limites dados: f(x,y)= y?x+ yx?
(_112)

foY)= M2@) - D2+ WE)2-()(2)2=3-2+9+4

f(x,y)= 14

T
(115)
Actividad 5.19: Demuestre que la integral de linea § e* sen(y)dx + e* cos(y)dy es

(0,0)
independiente de la trayectoria y calcule su valor (Swokowski, 1989).
Probando la independencia de la trayectoria:

oM o X osen (y)

M =e* sen(y) = =e " cos(y)
oy oy oM _oN
) oy OX
X ON _ oe’  x
N =e” cos(y) P = cos(y) o =e” cos(y)

Calculando su valor:

_)
Si F =V f(x,y) laintegral de linea es independiente de la trayectoria y con ecuacion 5.35



N
J.fx(x, y)dx + f, (x, y)dy = J.F.dr
C

C

Para encontrar f se tienen dos opciones: M = aaf: fy 0 N=

Seleccionando M (la funcion que sea mas facil de integrar):

? =M = e*sen(y) Expresando en forma diferencial
X
df = e*sen(y)dx Integrando ambos lados de la igualdad

J-df = sen(y)J.eX dx Resolviendo

f= e“sen(y)+k(y) esunafuncion de dos variables, puede expresarse:

fxy)="e*sen(y)+k(y)

Para encontrar la funcién k(y)se deriva f con respecto a y:

o (xy) _ g osen(y)  ok(y) o af(xy) _
oy oy oy oy

ok (y)

e*cos(y)= e*cos(y)+

) _,
oy

k(y)=C C = constante
Sustituyendo en f(x,y)= e*sen(y) +k(y)
f(x,y)= e*sen(y)+C considerando C = 0

f(x,y)= e“sen(y)

204
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Evaluando en los limites dados: f(x,y) = e* sen (y)‘
(0,0)

f(x,y)= esen(Z] —eYsen(0) =e

Integral de linea sobre una curva cerrada simple

Se denota por: § que determina el recorrido a lo largo de una trayectoria C que

C

comienza y termina en el mismo punto, como se observa en Figura 5.3 Es utilizada para analizar
campos conservativos o campos de fuerza sobre una curva. Usualmente se evalUa con el teorema
de Green (Swokowski, 1989; Leithold, 1998; Stewart, 2018).

Figura 5.3

Integral de linea sobre una curva cerrada simple (Swokowski, 1989).

Nota: La integral de linea se efectla en una trayectoria cerrada que se recorre en sentido

positivo.

5.9 Divergencia, rotacional, interpretacion geométrica y fisica

_)
La divergencia y el rotacional de F son operadores que miden la tendencia de un campo a

“extenderse” desde una fuente o a “girar” alrededor de un punto, respectivamente.
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%
SeaF(x,y,z)=M(x,y,2) i + N(x, y,2) j+P(x,y, z) k tal que M, N y P tienen

derivadas parciales en alguna region.
- - %
Divergencia de F

- -
Sedenotapor divF o V-.F ,elresultado es un escalar.

Se define:
N
V-anl\/l+a—l\l+a—P (5.40)
oXx oy oz

La divergencia proporciona informacion acerca del flujo o desplazamiento de la masa.

_)
Si divF <0 enunpunto P(x,y,z), entonces la masa fluye hacia el punto y se dice que

hay un sumidero en P.
% -
Si div F > 0, entonces la masa fluye desde el punto y se dice que hay una fuente en P.
H - - - - -
Si div F =0, es caracteristica de los fluidos incomprensibles (densidad constante).

_)
Si F es un campo de velocidades. En una fuente las lineas de velocidad divergen al
emanar o salir del punto, se dice que la divergencia es positiva. En un sumidero las lineas

convergen al llegar del punto y por lo tanto la divergencia es negativa.

_)
Rotacional de F

- - ->
El rotacional de F se denota por rot F 0 V x F, el resultado es un vector.

Se define:



207

K
- - 0
rot F=VxF= P (5.41)

Z%‘Q)—)
Z\%)‘Q)\—)
N

P

El rotacional proporciona informacién acerca del aspecto giratorio o rotativo del

movimiento (Swokowski, 1989; Leithold, 1998).

9
Actividad 5.20: Sea: F(x,y,z)=x%zi —2y%z% j+ xy?z K (Swokowski, 1989).

Determinar:
_)
a) V-F(x,y,2)

b) V-I_:)(x, y,z)en P(1,-1,1)

¢) El punto P ¢es una fuente o un sumidero?
x> .0y Loz

_)
a) Con 5.40 se obtiene la divergencia: V-F (X, y,2) =z e 27° T+ Xy° —
X

%
V-F (X, Y,2) =2xz —62%y? + xy?

b) V-F @ -1 =201 -6@10)3 (-1 +@)(-1)2=2-6+1

%
V-F@L-11)=-3

ﬁ
c) Setiene div F < Oentonces el punto P es un sumidero
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%
Actividad 5.21: Sea F(x,y, z)=z3x | — 2y x%z | + 2yz* K (Swokowski, 1989).

Encontrar:
%
a)Vx F(xY,2)

%
b) V x F(X,y,z)enel punto P(1,-1,1)

_)
a) Con 5.41 se obtiene el rotacional de F

- -
rot F=V xF (x,y,2)=

Z°X

| =

\%’|Q)t—->
\%’|Q)t—->

]
0
oz | ox
—2yx?z 2yz*|z%x -—2yx’z

N 3 2
V x F(x,Y, z):224gyy|“+xaazj—2yza;(XR+2yx262|“=224|“+322xj—4xy212+2yx2|“
z

0z

2 4 2 2 .
VXF(X,y,2)=(22" +2yx°) i +3z°x ] —4xyzk

H
b) Sustituyendo en V x F(X, Y, z) el punto P(1-1,1)

5
VXFL-11)=(2-2)i+3j+4K

Vx F(L-11)= (0,34)

TAREA 5.4: (Leithold, 1998).

Pagina
1089

Ejercicios
33,35,39,41
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5.10 Teoremas de integrales. Aplicaciones.
Teorema de Green
Este teorema muestra una relacién entre la integral de linea alrededor de C y sobre cierta

integral doble sobre una region R.

Definicion:
Sea C una curva cerrada regular parte por parte y cerrada simple (no se corta a si misma),
y sea R la region que consta de C y su interior. Si M y N son funciones continuas que tienen

primeras derivadas parciales continuas en una region D que contiene a R entonces (Swokowski,

1989):

§de + Ndy = J‘J‘(éN - aM] dA (5.42)
ox oy

C R

Teorema de Green para campos vectoriales conservativos

N
J.F.dr:-“M dx + N dy (5.43)
C C

j 2 dr < j j (aNaMJ dA (5.44)
ox oy
C R

- -
jF .dr = 0 loque indica que F es un campo conservativo (Larson y Edwards, 2010).

Cc
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Actividad 5.22: Evalue la f x 4dx + x ydy , donde C es la curva triangular

C
(mostrada) que consta de los segmentos de recta de (0,0) a (1,0), de (1,0) a (0,1) y de (0,1) a

(0,0) (Stewart, 2018).

(0,0) (1,0) x

Del teorema de Green, ecuacion 5. 42 §de + Ndy = J:[(ZN 6@“;' JdA se obtiene:
X
o R
§x4dx+xydy Ij(aN aMJdA J. J-( ]dydx

C

11-x 11-x
§x4dx+xydy =J j(y—o)dydx:j jydydx ............... A
c 0 0 0 0

Resolviendo la integral interna:

= ;(1— X)2 = ;(1— 2X + x 2) sustituyendo el resultado en A

1 1
§x4dx+xydy = I;(1—2x+x2)dx:;j(1—2x+x2)dx

C
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Actividad 5.23: Aplicar el teorema de Green para evaluar §5 X ydx + x 3 dy, donde

C

C es la curva cerrada que consta de las gréaficas: y= x2, y = 2 xentre los puntos (0,0) y

(2,4) (Swokowski, 1989).

[
L

F 3

Del teorema de Green, ecuacion 5. 42 §de + Ndy = J‘“.(ZI;I - ZI\;'J dA se obtiene:
c

R

M =5xy N =x3

)
<
2
)
pd

—— =95X—=05X = =3x?

oy oy ox
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Los limites para y se obtienen de la grafica: y; = x?2

, Ys =2X
Los limites para x se obtienen de la grafica o igualando las ecuaciones:

x2 = 2x igualando a cero

x2 —2x=0 factorizando
x(x —2) =0 de donde se tiene

0 Xx—2=0
X =
yx:2

El menor valor de x es el limite inferior y el mayor es el limite superior

Por ecuacion 5.42 se obtiene:

22X
§5xydx+x3dy:jj-(3x2—5x)dydx ........ A
o 0 x2

Resolviendo la integral interna

2X 2X oy
J.(sz —5x)dy=(3x% —5X) J.dy =(3x%-5x)y] =(3x*-5x)(2x-x?)
X2 X2 i

X

2X
j(sxz —5x)dy=6x3-3x%-10x2 +5x3=-3x* +11x> -10x?

XZ

El resultado se vuelve a integrar con respecto a x

2
2
(—3x4+11x3—10x2)o|x=—§x5+£x4—@x3 :—§(2)5+E(2)4-9(2)3
5 4 37, 5 4 3
0
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2
(=3x4 +11x3 —10x ) dx= — >(32) + L (16) ~ 0 (g) - 26 , 176 80 %6 ,, 80
5 4 I S 3
0
2
j(—3x4+1lx3—10x2)dx i 956+44_830:(96)(3) ; (4;1;(15)—(80)(5) :288+61650—400

0

2

(—3x4 +11x3 —10x2)dx

_28 sustituyendo en A
15

0

28

Exydx+ x3dy = — ==
y y 15

[ 4
C
. . T 3
El resultado representa la circulacion neta del campo vectorial: F = <5x Y, X > alrededor

de la curva C.
El signo negativo indica que la tendencia global del campo es circular en sentido opuesto

a la orientacion positiva de la curva.
Integrales de superficies

Cuando se tiene la proyeccion de una superficie S sobre un plano coordenado, entonces se
dice que S tiene una proyeccion regular sobre el plano coordenado.

La proyeccion regular sobre el plano xy, xz o yz se denota por: R Ry; O R

Xy? yz»

respectivamente.
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Para tales proyecciones se supone que S es la grafica de una ecuacion de la forma

z=f(x,y), y=h(x,z) o x=Kk(y, z), como se muestra en la Figura 5.4 (Swokowski, 1989;
Larson y Edwards, 2010).

Figura 5.4
Proyeccién de una superficie S sobre

un plano coordenado (Larson y Edwards, 2010).

S:z=gk,y)

M

3

J

u
\

o
=

>

(5%

Sea S una de las dos caras de una superficie como la mostrada en la Figura 5.5y

considerando a una de ellas arbitrariamente positiva (si S es una superficie cerrada se toma

%
positiva). Un vector unitario normal n en un punto cualquiera de la cara positiva de S se llama
vector unitario normal exterior.
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Figura 5.5
Proyeccién de una superficie S sobre

un plano coordenado. Sélido visto desde arriba (Swokowski, 1989).

A las integrales que incluyen el elemento diferencial de area dS se les llama integrales de

superficie (Swokowski, 1989).

Teorema para evaluar integrales de superficie (Swokowski, 1989)

jjmends=jjgkmfu»ﬂJhAwa+hﬂmwF+¢dA (5.45)
S Ry

j J- g(x,y,2)dS = J j g [x.h(x 2),2]. /[0 (% 2)]? + |y (x.2)]2 +1 dA (5.46)
S Ryz

[memndszjfgkwlxwﬂJWAmnF+kﬂmnF+ldA (5.47)
S Ry
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Actividad 5.24: Evaluar II x 2z dS suponiendo que S es la parte del cono circular

S

(mostrado) z 2=x%+ y une se encuentra entre los planos z=1y z=4 (Swokowski,

1989).

Con ecuacién 5.45:

”g(x, y,2) dS = ”g %y 6] [+ [fy (0 n)]2 +1 da
S ny

De donde se tiene que z = f(x,y)

1
Si 22 =x2+ y2entonces despejando z Zx/m:( 2y YZ)E

1
Obteniendo las derivadas parciales de f(x,y) = (x2 + yZ)E conrespectoa x ya y

N| -

1
1 - X 1 -

R R B B e SR M BV B (RS I TR S
(x2+y2)5 (x2+y2)2

Elevando las derivadas parciales al cuadrado para después sustituir en 5.45

2 2

o=l X=X (RO T -

XY= 1 _x2+y2 y X Y)l = 1 _x2+y2

X2 +y2)2
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Sustituyendo en 5.45:

1
5 2 2
J.J-xzzdS:”‘xz(x2+y2)2J 2X 5+ 2y 5 +1 dA
X“+yS X°+y
R

S Xy

1

J.szzdS: jj.xz(x2+y2)2\
S Ry

1 2 2 1 2 2

x2zds= || x2(x2+y2)? 242V ga [ x2 (k24 y2)? |24V ga

J:[ IJ‘ ( y)\ x2+y2 ( y)\ x2+y2
S ny ny

1
‘”xzzdS: J‘J‘xz(x2+y2)2x2 dA
S Ryy

x2+y2+x2+y2

2

dA
x2+y?

La integral doble de A se resuelve facilmente utilizando coordenadas polares:

r2=x2+y? dA=rdrdé X =rcos(6) x% =r2cos? (0)
Los limites son:
Para r: Para &
r=lar=4 0=0a6=2r
Sustituyendo en A:
27 4 27 4

1
jszzdS: ﬁj jrzcosz(e)(rz)Z rdrdo = x@j J-rzcosz(e)r rdrdo
0 1 0 1

S



218

27 4

”xzzd3= ﬁjjr“cosz(e)drde ................................................................ B
0 1

S

Evaluando la integral interna:

_cosz(e) 5 5 _cosz(e) B
== [(4) @ ]_5 (1024 -1)

1

4 4 4
5
jr4cosz(9)dr :cosz(e)Jr4dr :cosz(e).r5
1

4
jr cos (e)dr_10523cos (0)

1

Sustituyendo el resultado de la integral interna en B

2r
J.J-x zdS—er‘ 1023, 52(9)d9=(102§))ﬁ"‘ cos?(6)d6
0

S

Si cos 2 (0) = ; + ;cos (20)

H 27dS = (1023)( j cos(29)}d«9 (1023“5 L j do+ = j cos(20)d6

S

U=20
dUu =2dé

v _ 49

2
2z 4 4
x2zdS = M 1 d6'+El cos(U)duU :(1023)( —sen(U)\
5 |2 22 5 |2, 4 .
S 0 0

_”'XZZdS W{ZZ l[sen(47r) SGH(O)]}=W|:7T+§(O—O):|

S
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J‘J‘xzzdszmzzﬁ’zzgog

S

_)
Integral de superficie de F sobre S (o integral de flujo)

- >

Swokowski (1989) y otros la denotan como jj F.ndS que es el flujo de un campo

S
- - ’ P - - -
vectorial F através de (o sobre) una superficie S, donde n es un vector unitario normal.

4)
El vector unitario normal n se define:

N
2 Voy.2) (5.48)
Vol y.2)]
Donde: g(x,y,z)=z— f(x,Y)
oo Ry T y) j+K (5.49)

Tt + [, )P +1

Se parte de las siguientes suposiciones:

%
e n varia continuamente sobre la superficie S.
e Si S tiene dos lados, tales como “lado de arriba” y “lado de abajo” de la gréfica de,

z= f(x,y) . Para una superficie cerrada S como una esfera puede considerarse “la parte

_)
de afuera” y “la parte de adentro” de S. En donde a n se le llama vector unitario normal

exterior o vector unitario normal interior como se observa en la Figura 5.6 y Figura 5.7.



Figura 5.6

Vectores unitarios normales

exteriores (Swokowski, 1989).
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Figura 5.7
Vectores unitarios normales

interiores (Swokowski, 1989).

e Siel fluido tiene densidad p = p(X, Y, z) entonces el valor de la integral de flujo

- -
jj F.ndS eslamasa del fluido que atraviesa S por unidad de tiempo.

S

%
e El campo vectorial F puede representar flujo térmico en estado estacionario, un gas que
se expande uniformemente, una corriente eléctrica. En estos casos, “flujo” corresponde a
cantidad (por unidad de tiempo) de calor que cruza S, de gas a través de S o de carga

eléctrica a través de S, respectivamente.

Para una superficie cerrada como una esfera:

_)
Si n es el vector unitario normal exterior, entonces el flujo mide el desplazamiento neto

hacia afuera por unidad de tiempo. Si la integral de flujo es positiva, el flujo hacia afuera de S es

_)
mayor que el flujo hacia adentro y se dice entonces que hay una fuente de F dentro de S; caso
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contrario, si la integral es negativa, entonces el flujo hacia adentro de S es mayor que el flujo

%
hacia afuera de S y se dice que hay un sumidero dentro de F . Si la integral es cero significa que

el flujo hacia adentro y el flujo hacia afuera de S son iguales (Swokowski, 1989).

Actividad 5.25: Sea S la parte de la grafica (mostrada) cuya ecuacion es

- -
z=9-x?—y?talque z>0ysea F(X,y,z)=3xi + 3y j+zK. Determinar el flujo de F a

traves de S (Swokowski, 1989).

- - -
El flujo F:IIF. n ds

S

. o . 2> Vo(xYy,2)
Primero: se encuentra el vector unitario normal con ecuaciéon 5.48: n=——"2"""_

Va(xy.2)|
z="1(x,y)
7=9-x2-y?
g(xy,2)=z-f(xy)

9(x,y,2)=2-(9-x*-y?)



0. 0. 0n
Va(x,y,2)=—1+—]+—K
9 y.2)=— 5w

x2. oyl. 8(z-9), . . -
Va(x,y,2) = I+ ]+ k=2xi+2yJ+Kk

ox oy oz

HVg(x,y,z)H:J(Zx)2 +(2y)%+ 1=J4x2+4y2+ 1

Por lo tanto: n = Vaxy,z)
Va(xy.2),

E)— 2xi+2yj+ K
Jax?+ay?41

H
Segundo: se encuentra el flujo de F através de S

- > - Y
ij.ndS::[ @Bxi+3yj+zK). 2T H2YI+K 4o
Jax?eay?in
S

S
JIF 0 ds J‘J‘ 6x2 +6y + 2z as
4x +4y +1
Tercero: resolver la integral de flujo con ecuacion 5.45:

jjg(x,y,z) ds = J]g[x,y, f (X, y)]\/[fx(x, V] + [fy(x,y)J2 +1 dA
S ny

6x2+6y2+ z
JaxP+ay?e1

glx,y, f(xy)]=

Debe estar solo en funcion de x y y, por lo que es necesario sustituir el valor de
z7=9-x%- y2 .

6x2+6y2+ 9—x2—y2 B 5x2+5y2+ 9

alxy. f(x, y)]= =
JaxZ+ay?+1 Jax?+ay?a1
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Obteniendo las derivadas parciales de f(x,y)=9—x2—y? conrespectoa X ya y

f(x,y)=—2x £ (%) = -

Elevando las derivadas parciales al cuadrado para después sustituir en 5.45

[f, 06, y)]? = 4x? [f, 002 =4y?

2 2
JIF ndS IJ SXT+5y"+ 9 x/4x2+4y2+1d8 =I (5x2+5y2+ 1 dA
J 2 2
4x°+4y°+1

Ryy

R.,€s laregion circular en el plano Xy acotado por la grafica de x>+ y?=9.
Para resolver la integral se utilizan coordenadas polares:
r2:x2+y2 dA=rdrdé

Los limites son:

Para r: Para &:
x?+y?=9
r=0ar=3 0=0a6=2r
Sustituyendo:
27 3 27 3

S

Z 2 2 2 3
J.IF.ndS :j (5x“+5y +9)dA:jI(5r +9)rdrd9:j-J.(5r + 9r)drdé
Ryy 00 00

Resolviendo la integral interna:

3 3

3
J‘(5r3+ 9r) dr = 5Jlr3dr+9-.-rdr_ Zr4+2r2
0

0 0

3

0

223
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I(sr +9r)dr_—(3) f(s) —(81) f(9)—@ 821 4051162 527

El resultado se vuelve a integrar con respecto a &

jwdg_wg -5 o

D e

- >
F.ndS =@ﬂ'

D e

Formas alternativas del teorema de Green

Son el teorema de la divergencia o de Gauss y el teorema de Stokes, que son la extension

de las formas vectoriales del teorema a tres dimensiones.

Teorema de la divergencia o de Gauss

Se refiere al flujo de un campo vectorial a través de una superficie cerrada S que es la

frontera de una regidn Q en tres dimensiones, es decir, este teorema permite evaluar el flujo a

_)
través de una superficie cerrada utilizando una integral triple. En esta parte n denota un vector

unitario normal exterior a S (Swokowski, 1989: Larson y Edwards, 2010).
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Figura 5.8

Representacion de un vector unitario

normal exterior a S.

Eje Z

Eje X
Eey | 2 ?
Definicion:
- - - - - _)
Sea Q una region en tres dimensiones acotada por una superficie cerrada Sy sea n un

vector unitario normal exterior a S en (X, y, z). Si es una funcion vectorial que tiene derivadas

parciales continuas en Q, entonces:

(e (oo

Recordando que F =M(x,y,z)i + N(x,Y,2) j + P(x,y,z)K, entonces el teorema de la

divergencia puede expresarse:

J'J‘Fnds J‘J:ﬂaM(xy,z) aN(xy,z) aP(xy,z)}

(5.50)

(5.51)
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O Simplemente:

e (25

Actividad 5.26: Sea Q la regioén acotada por las graficasde x2 + y2=4,z =0y

z =3, Slafrontera de Q (como se muestra en la figura dada) y

%
F(x,y,2)=xT+y3]+z3K. Utilice el teorema de la divergencia para evaluar

- >
F.ndS (Swokowski, 1989).

S

adeV
oz
= 3 3 3
De F se obtiene: M =X N=y P=z
Derivando parcialmente: aﬂ:3x2 N :3y2 8—P:3z 2
X oy 0z

Sustituyendo en 5.52:



e e[|

Utilizando coordenadas cilindricas, para resolver la integral triple:

r2=x?+y?, dv=rdzdrdo

[ 0-sf[i - o

Limites para z :
z=0a1z=3

Limites para r:
r=0ar=2

Limites para &:
0=0a6=2x

272 3

”Fnds 31” b 22)rdzdrdo

Resolviendo la integral interna con respecto a z

3 3 3 3
j(rz + zz)rdzdrdezj(r3 + rzz)dz:r3jdz + rJ‘z2

0 0 0 0

( 2 2 r 3 r 27

j(r + z )rdzdrdezrsz+3.230:3r3+3.27:3r3+3r =3r3+0r
0

Resolviendo la integral para r

227
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2

2 2 2
(3r3+9r)dr:3 3dr + 9 |rdr = S.r4 4 92 =§.(2)4+g.(2)2
4 2 4 2
0 0 0 0

2
I(sr?’ +9r)dr =Z .(16)+2.(4)=12 +18=30

0
Resolviendo la integral para @

2
2

jsodez 300| =30(27)=60x

0
0

Sustituyendo en A

> >
HF.n dS = 3(607)=1807

S

Actividad 5.27: Sea Q el sélido acotado por el cilindro x2 + y2 =4, el plano

- >
X+ z=6 yelplano x y, como se muestra en la figura. Encontrar IIF .n dS donde S es

S

%
la superficiede Qy F (X, y,z) = [x2 +sen (z)]f +[x y+cos(z)]j+eYK (Larsony

Edwards, 2010).



N

Plano:
x+z=6 8

Cilindro:
2+y=4

Utilizando el teorema de la divergencia para evaluar la integral de flujo:

De ecuacion 5.52 se tiene que IIF nds = ”‘J‘( ZPJ dv
z

E (x,y,2)= [x2 +sen (z)]i +[xy+cos(z)]j+eY K

_)
De F se obtiene: M = x% +sen (2) N =X y + cos(z) P=¢Y
Derivando parcialmente: M =2X N =X op =0
OX oy 0z

Sustituyendo en 5.52

[ [ com- o[

Utilizando coordenadas cilindricas, para resolver la integral triple:

x=rcos(d), dV =rdzdrdé

229
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JIF nds = 3jjjrcos(0) rdzdrdé = Bjjjr cos(@) dzdrd@.........ccoeiinininn.l. A

Limites para z:
X+2=06
Z2=6—-—x=6-rcos(0)
z=0az=6-rcos(b)

Limites para r:
r=0ar=2

Limites para &:
0=0a6=2xn

27 2 6-—rcos(6)
- — 5
J‘J‘F.n ds = BJ‘I J‘r cos(@)dzdrdé

S 00 0

Resolviendo la integral interna con respecto a z

6 —rcos(0) 6—rcos(0)
2 2 6 —rcos(9)
r<cos(f)dz = r “cos(6) dz =r?cos (0) z‘
0 0
6 — rcos(6)

r?cos(#)dz = r?cos(0)[6 - rcos(8)]=6r2cos(d) — ricos?(6)
El resultado se vuelve a integrar para r

2 2
J‘[6r2cos(9)— r3cosz(0) ]dr=6cos(0)J-r2dr —cosz(e)J‘r3dr

0
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2 2
3 2
J[Brzcos(e)— r3c052(6?) ]dr=6 cos(6?)|r3 —c052(¢9)r44 =2 cos(¢9)(2)3 —(3054«0)(2)4
0
0

2
J-[Gr 2 cos (6) — r3 cos? )] ]dr =16 cos(¢) — 4cos 2 )]

0

El resultado se vuelve a integrar para @

27 27 27
3j[16 cos (0) — 4cos 2 (0) ]d0:48jcos 6) do — 12 j cos 2 (6)do
0 0 0

Si: cos 2 (0) :;+;sen(29)

2r 2 2

3'[[16 cos(6) — 4cos ? (6) ]dH:4SIcos 0) do — 12"‘[;+;sen(20)}d0
0 0 0
27 2 27 2

3 j[l6 cos () — 4cos? ) ]d0:48-“cos (6) d6 - 6 J‘da—;j sen(26)do
0 0 0

0

U=26¢0
du =2dé#
U _ e
2
2 2 2r 4
3 J-[16 cos (0) — 4cos 2 (6) ]d0:48-[cos (0) do — 6 Ide— ;;J- sen (U)du
0 0 0 0

2
2r 4z

3 j[16 cos (0) — 4cos ? (0) ]d&' =48sen () — 660, + jrcos @]
0 0
0
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2
3 I[lG cos (0) — 4cos? () ]d0:48[sen (27) —sen () |- 6(27z)+‘11[cos(47z) —cos(0) ]

0

27

3 j[lﬁ cos (0) — 4cos 2 (0) ]de =127+ i(l—l) =-127
0

Sustituyendo en A

- -
F.ndS=-127

]

Teorema de Stokes
Swokowski (1989), Leithold (1998), Larson y Edwards (2010) y Stewart (2018) entre
otros, desarrollan el tema de forma similar.

Definicion (Swokowski, 1989):

§E ?dS = jj(rot E]Z ds (5.53)
S

C

También el teorema de Stokes puede expresarse:

- - -
&F.TdS=§F.dr (5.54)

- -
El vector T es un vector unitario tangente a C que apunta en la direccion positiva. Si F
es un campo vectorial cuyas componentes tienen derivadas parciales continuas en una region que

contiene a S, como se muestra en la Figura 5.9.
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Figura 5.9

Seslagraficade z= f(x,y)y laproyeccion de C,

de C sobre el plano xy (Swokowski, 1989).

Actividad 5.28: Sea S la parte del paraboloide z=9—x? — y?para z>0,yseaC la

traza de S en el plano x y. Verificar el teorema de Stokes para el campo vectorial

%
F(x,y,2)=3z1 +4x]+2yKk (Swokowski, 1989).




Primero: se encuentra el vector unitario normal con ecuacion 5.48:

z="1(x,y)
z=9—x2—y2
g(X,y,Z)=Z— f(X,y)

g(x,y,2)=2-(9-x*-y?)

0. O . O n
Va(x,y,z2)=—i+—]+—k
g(x,y,2) P 8yJ p

2 2 B
Vg(x,y,z):a(;(X |“+&Zy j+6(za 9)I€:2xf+2yj+ K
z

HVg(x,y,z)H:\/(Zx)2 +(2y)% + 1:J4x2+4y2+ 1

Por lo tanto: n =Y 9X:¥:2)
Va(xy.2)|

:_ 2xi+2yj+ kK
Jax?+ay?it

_)
Segundo: se encuentra el rotacional de F con ecuacion 5.41:

- -
rotF=VxF

P K
0 0 O
X oy oz
M N P

R T ‘S I I |

- -
ot F=vxF= 2 ¢ 212 0
OXx oy 0z |0Xx oy
3z 4x 2y 3z 4x

oz a—XR =2i+3j+4K
0z OX

S
g no YI(Y.2)

Va(xy.2)]|
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Por lo tanto:

2xi+2yj+ kK
Jax?+ay?ia

2 od N N 2 od )
rotF|{.ndS = || (2i+3j+4Kk).
s

o M~ N N o M~
(rotFj.ndS Ax+ by + 4
Jo \/4x2+4y2+1

Tercero: resolver la integral de superficie con ecuacion 5.45:

J:[g(x,y,z)ds = J.."g[x,y,f(x,y)],\/[fx(x,y)]2 +f,00y)]2 +1 da
S Ryy

f(x,y) =9-x2—y?

Obteniendo las derivadas parciales de f(x,y)=9—x2—y? conrespectoa x ya y
fe(X,y) =—2x fy(xy)=-

Elevando las derivadas parciales al cuadrado para después sustituir en 5.45
[, (x, y)]? = 4x? [f, 00 y)]2=4y?

4x + 6y + 4
Jax?say?in

glxy, f(xy)]=

Sustituyendo en 5.45:

Hg(xyz)ds—” OV ax?iay?e1dn
Jax?ray?ia

jjg(x,y,z) ds = I (AX + By +4) dA
s Ry

Para resolver la integral se utilizan coordenadas polares:

X =rcos(0), y =rsen (0) dA=rdrdé
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Los limites son:

Para r: Para @:
X +y2:9
r=0ar=3 60=0a0=2x
Sustituyendo en A:
27 3
”g(x,y,z) ds = jj[4 rcos(d) + 6 rsen(6) + 4|rdrdo
S 00
27 3

J.J‘g(x,y,z) ds = J‘J.[4 r2cos(d) + 6 rsen(d) + 4r]drd¢9
S 0 0

Resolviendo la integral interna para r

3 3 3 3
J[4 r2cos(d) + 6 r?sen(6) + 4r]dr=4cos(9)J.r2dr +65en(¢9)J.r2dr+4J. rdr
0 0 0

0
3 3 3

2 2 r? rd r2

[4 r<cos(d) + 6 r-sen(d) + 4r]dr=4cos(0).3 +6 sen(@).? +4.7
0 0 0 0

4cos ()
3

3
j[4 r2cos(d) + 6 r2sen() + 4r]dr: .(3)3%+2sen(®).(3)°%+2. (3)2
0

4co§ ©) (27)+2 sen(9). (27) + 2. 9)

3
J.[4 rzcos(é?) + 6 rzsen(é’) + 4r]dr=
0

3
J.[4 rzcos(é’) + 6 rzsen(e) + 4r]dr:36cos(9)+54sen(6?) +18

0

236
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El resultado se vuelve a integrar con respecto a &:

2

j[sa cos (0) +54sen (0) +18] dg= 36sen (6) — 54cos(0) +180)
0

2

0

2

j[sa cos (0) + 54sen () +18] d@=36]sen (27) — sen(0) |- 54[cos (27) — cos (0) | +18(2 7)
0

2
I[36cos(9)+54sen(6’) +18]do= 54[1-1] +367 =367

0

-

> -
Con ecuacion 5.54: i’;F. TdS = §F .dr

C C

N
iF .dr:§3zdx+4xdy+2ydz
C C

Donde C es la circunferencia en el plano xy (por lo tanto, z=0), entonces la expresién

anterior se reduce a:

N
§F.dr:§4xdy=4§xdy

C C C

Por definicion, el &rea de la regiéon R es: §xdy

C

N
F.dr=4A

OQ

c 2 2
F.dr=4zr“=423)“ =367

OQ
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Por lo tanto, el teorema de Stokes:

- - -\ -
§F.Td8: Jj(rotFj.ndS
C S

36 7 = 367 lo que se queria demostrar

_)
Actividad 5. 29: Utilice el teorema de Stokes para evaluar f F .dr, donde

C

_)
F(x,v,2)=—y2T+ xj+2z2Ky Ceslacurvade interseccion del plano y +z=2 yel

cilindro x?2 + y 2=1.LacurvaC se aprecia en la figura dada (Stewart, 2018).

%
Primero se obtiene el rotacional de F con ecuacion 5.41:

- —
rntF=VxF-=

0 ,Q‘)‘Q) >

j
9
oy
N

T Qo ™



239

TS
- -
ot F=vxf= < 9 00 0
OXx oy oL| ox oy
_y2 x 22 |-y? x
% 2
VxF=XRoo¥ g L%k Ckiayk=@+2y)k
OX oy OX

El disco x2 + y 2 <1 es la proyeccién D de Sen el plano xy:

§I_:> dr = J‘J.[rotl_:)). ds :‘”.(1+2y) dA
C S D

Para resolver la integral se utilizan coordenadas polares:
y =rsen(6) dA=rdrdé

Los limites son:

Para r: Para &:
X+ y2=1
r=0ar=1 0=0a0=2r

27 1 27 1
IR
&F.dr:jj[1+2rsen(9)]rdrdezjj[r+2rzsen(¢9)]drd¢9 ........................... A
c 0 0 0 0

Resolviendo la integral interna para r

1 1 1 1
2 3

J.[r+ r 2 sen () ]dr:-‘-rdr+ZSen(9)j‘l’2dr=r2+25€n(9)-r3

0 0 0 i

1

j[r+ r 2 sen (0) ]dr: ; +289n(6’)-:1)’= ; +§sen(9)

0

El resultado se vuelve a integrar con respecto a @:
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27 2 27
2
[1+zsen(0)}d¢9: a0 +2 [ sen@do=10-2cos(0)

23 2 3 273 .
0 0 0
2
J‘[ ;+§sen(0)}d9: ;(Zn)—g[cos(Zn)—cos(O)]zﬁ—i(l—l)z T
0

Sustituyendo el resultado en A

N
F.dr=x
C

5.11 Actividades de aprendizaje y complementos educacionales

Segun lo planteado en la propuesta de trabajo, se describen los complementos
educacionales y las actividades de aprendizaje para el tema 5: integracion multiple. La
competencia especifica es que los estudiantes formulen y resuelvan integrales maltiples a partir
de una situacién propuesta, eligiendo el sistema de coordenadas mas adecuado para desarrollar su
capacidad para resolver problemas. Interpreta y determina las caracteristicas de los campos
vectoriales para su aplicacion en el estudio de fendmenos fisicos.

Competencias genéricas: habilidad para realizar abstracciones, analizar y sintetizar
informacion; capacidad para identificar, formular y resolver problemas de manera efectiva;
habilidad para aprender de forma continua y actualizar sus conocimientos y capacidad para
colaborar eficazmente en un equipo de trabajo (TecNM, s. f.).

Para el Tema 5, al igual que para todos los temas de la asignatura, se utilizara el enfoque
de metodologias activas de aprendizaje. A traves del aprendizaje colaborativo y cooperativo, se

fomenta la cohesion del grupo y se incentiva a los estudiantes a trabajar de manera conjunta.
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Ademas, se aplicara el aprendizaje basado en problemas, en el que los estudiantes aprenden a
través de la resolucion actividades con problemas tipo. El profesor llevara a cabo actividades que
luego seran analizadas y discutidas tanto a nivel de equipo como en grupo. Si bien el resultado
final es Unico y no admite discusion, el proceso para llegar a él puede variar dependiendo de las
bases matematicas de los estudiantes. El rol del profesor sera el de guia o facilitador del
aprendizaje, promoviendo el desarrollo de habilidades para que el estudiante sea el protagonista
de su proceso educativo.

Complemento Educacional No. 1. Aprendizaje basado en problemas y Complemento
Educacional No. 3. Ejercicios/casos practicos. En relacidn con estos complementos
educacionales, se presentaran en clase actividades relacionadas con la solucion de problemas o
ejercicios de cada uno de los subtemas. La resolucién de estos ejemplos se llevara a cabo durante
las diferentes sesiones de clases de acuerdo con la planeacion realizada por el profesor
procurando en todo momento fomentar la discusion y participacion de los estudiantes. Ademas de
los ejemplos de clase, se conformaran equipos de trabajo para que los estudiantes resuelvan los
ejercicios y reafirmen sus conocimientos. En el anexo 1 se incluye una serie de actividades con
gjercicios representativos que se tienen planeados para el curso. Las herramientas tecnoldgicas
relacionadas con este objetivo educacional consisten en los programas Word®. En Word® se
presentara el listado con la redaccion de las actividades a resolver en el aula y las tareas. Las
graficas de las funciones se realizan con el Winplot, Matlab y GeoGebra. Tanto los problemas
resueltos como los propuestos estaran a disposicion de los estudiantes a través de la plataforma
MOODLE y en la medida de lo posible seran proyectados en el aula de clase para su solucion.
Durante estas actividades se llevara un registro de la participacion de los estudiantes en la

resolucion de las actividades en el aula.
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Complemento Educacional No. 2. Presentaciones. Se han preparado una serie de
presentaciones con el propdsito de desarrollar los diferentes subtemas en el aula. Una vez que se
hayan visto en clase, las presentaciones estaran a disposicion de todos los estudiantes a traves de
la plataforma MOODLE. A manera de muestra en la Figura 5.10 se presenta una caratula del
programa PowerPoint® en la que se visualiza el contenido de una de las presentaciones
sefialadas. Se cre6 un Padlet, mostrado en Figura 2.8 con el formulario para derivadas e
integrales a utilizar durante el curso, los estudiantes podran bajarlo con la liga:

https://padlet.com/lupitaamado/c-lculo-integral-formulario-para-derivadas-e-integrales-

vaktstlpfrOohdxw

Figura5.10

Vista del presentador en el programa PowerPoint® de la presentacion del Tema 5: integracion

maultiple.

o050 M C 2:49p.m dia /a siguiente

Educacion | == X

Calculo Vectorial
Tema 5: Integracion multiple e

Maria Guadalupe Amado Moreno
Departamento de Ciencias Basicas
Semestre 2025-2

Cilcula Vectorial



https://padlet.com/lupitaamado/c-lculo-integral-formulario-para-derivadas-e-integrales-vqktstlpfr0ohdxw
https://padlet.com/lupitaamado/c-lculo-integral-formulario-para-derivadas-e-integrales-vqktstlpfr0ohdxw
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En la instrumentacion didactica que acompafa a estos apuntes se proporciona informacion
detallada sobre las actividades de aprendizaje y de ensefianza, asi como los niveles de desempefio

y evaluacidn para este tema.



244

REFERENCIAS

Edwards, C. H., y Penney, D. E. (2008). Calculo con trascendentes tempranas. México: Pearson
Educacion.

Larson, R., y Edwards, B. H. (2010). Calculo de varias variables trascendentes tempranas.
México: McGrawHiill.

Leithold, L. (1998). El Calculo. México: Oxford University Press.
Marsden, J. E., y Tromba, A. J. (2004). Calculo vectorial. Espafia: Pearson Educacion, S. A.

Rivera Berrio, J. G., y Alvarez Séinz, E. E. (2020). Célculo Vectorial-Parte 1. Colombia: Fondo
Editorial Pascual Bravo.

Smith J. M., V. N. (2020). Introduccién a la termodinamica en ingenieria quimica. México:
McGrawHill.

Stewart, J. (2018). Calculo. Trascendentes tempranas. México: CENGAGE.

Swokowski, E. W. (1989). Calculo con Geometria Analitica. México: Grupo Editorial
Iberoamérica, S. A. de C. V.

TecNM. (s. f.). TecNM. Obtenido de Planes y programas de estudio. Ingenieria Quimica.:
https://www.tecnm.mx/?vista=Normateca

TecNM/ITM. (s.f.). Tecnoldgico Nacional de México/Instituto Tecnolohgico de Mexicali.
Obtenido de Oferta educativa. Ingenieria Quimica:
http://www.itmexicali.edu.mx/carreras/quimica/quimica.html

Thomas, G. B. (2010). Calculo, varias variables. México: Pearson Educacion.

Zill, D. G., y Dewar, J. M. (2008). Calculo Vectorial, Analisis de Fourier y Analisis Complejo.
México: McGrawHiill.

Zill, D., y Wright, W. S. (2011). Matematicas 3. Calculo de varias variables. México:
McGrawHill.



245

ANEXO 1. ACTIVIDADES ADICIONALES PARA CALCULO VECTORIAL
Las actividades elaboradas por el autor de estos apuntes no cuentan con referencia,

mientras que aquellas tomadas de otros autores estan acompariadas de la referencia respectiva.

1. Vectores en el espacio

Actividad 1.1: Sean los vectores Z: (-1,3)y _B)= (4,2). Encontrar:
-> -
a) A+B
> -
A+B =(-1,3)+(4,2)=(3,5)
b) —>B
2
32 3
_7B = —_— — (— -
5 ( 2)(4,2) (—6,-3)
- -
c) 2A+3B

2A+3B=2(-13)+3(4,2)=(-2,6)+ (12,6)= (10,12}

o
Wl

) A-

A-B =(-13)-(4,2)=(-51)
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- -
e) Trazar los vectores de posicién A, B, 2

>
>
+
Wl
<

|
w

Actividad 1.2: Determine la magnitud de los siguientes vectores.

2)B =8,3)

B = /@@ = 6419 = /73
b)8=<5,ﬁ>

C - (5)2+ (V2)2 = /25+2 = /27 =3./3
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¢) E=(2,4,3)

>
E |= J(2)2+(4)2+(3)2 = J4+16+9 = -/29 Rsternaordenada (x,y, 2)

- -

Actividad 1.3: Dados los vectores: _A)= (5,—4),B=(-3,2), N=(3,-2)y

%
R=(4,-1), realice las operaciones:

a) A-B

A-B=(5,-4)-(~3,2)=(8,~6)

b) 2 A+3B
2A+3B=2(5-4)+3(-3,2)=(10,-8)+(~9,6)=(1,-2)
o N-R

N-R=(3,-2)-4,-1)=(~1,-1)

Actividad 1.4: Determinar la suma o resultante de forma analitica y gréafica.

- -

a) C=(-2,4) B=(41)

Forma analitica
- -
C+B =(-24)+(4,1)

4B =(2,5)

Ol



Forma grafica (método del paralelogramo)

b) 8=<—3,4>, H =(3,4)

Forma analitica

G+H =(-3,4)+(3,4)

®l
Il
I

+ (0,8)

Forma gréafica (método del paralelogramo)
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- - -

_)
Actividad 1.5: Se tiene A=51+ ]y B=4{-7] . Expresar 3A -2 B como una
combinacion lineal de los vectores canonicos (Swokowski, 1989).
i e R R
3A-2B =35I+ j)-204i -7} )

- -
3A-2B =157 +3j -8 +14]

- -
3A-2B =71+17] = (7,17)

_)
Actividad 1.6: Encontrar un vector unitario U que tenga la misma direccion que el

% n “~
vector r =21+ 4j.

> 7
=.[4+16=1/20=/(4)(5) =2-/5 U= —
;
goA+4i_ 2 . 04 1. 2,
2./5 LF "ol s
Racionalizando:
Gol B2 By
55 FAﬁ
OB 2[
5 5
- ,\ u -
Actividad 1.7: Sea el vector a =81 +15] . Encontrar un vector unitario U que
tenga:

_)
a) La misma direccion del vector a .



_)
b) Direccion opuesta al vector a .

%
- -
a)Uzia U:ﬁhE“
> 1717
a
.
3 |=/64+225 = [289 =17
- -
%
- _ -
b)U =2 u=-2i-1j
> 7' 17
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9
Actividad 1.8: Un vector a tiene una componente “x” positiva de 4 unidades y una

componente “y’’ negativa de 2 unidades, ;Qué vector d al sumarsea a producird un

%
vector resultante cuya magnitud sea el triple de lade a y esté dirigido en direccion “y”

positiva?

%
a

= [6+4=20=25
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_)
d =3(2./5)j—4i +2]
_)
d=—4i+(6/5+2)]

%
d=-47+1541]

> /> - -
Actividad 1.9: Calcular el producto escalar b .{a-c )si a= (-2,3,1),

b= (7,45 yc=(1-52).

a.b = (7,45, [-231 - (1-52)]
a.b=(745 . (-38-1)

- >

a.b =-21+32-5

|
ol

=6

%
Actividad 1.10: Determine el angulo entre los vectores: M =4i—-3]+K Yy

% ~n o A
N=—1-2]+2K.

-

M| =/16+9+1=./26

N
N| =/1+4+4=.9=3




252

- -
M-N=(4-31.(-1-22)=—4+6+2=4

- - - -
M-N=|M N |cos@
- -
0 =cos * M-N
T=11=1
M N
_ 4
@=cosY 1 |=74.84
(3@

%
Actividad 1.11: Demostrar que los pares de vectores a =31 —7]+2K y

9
b =101 + 4] — K son ortogonales.

Si son ortogonales el producto escalar entre ellos debe ser cero.

0

S

N
b=
N
b =(3-7,2)-10,4,-1)
N
b

=30-28-2=30-30=0..son L

- -
Actividad 1.12: Dados los vectores A=—5i+ ], B=41+2]. Determinar La

- -
proyeccion vectorial de B sobre A.

- -
La proyeccion vectorial de B sobre A se determina por:
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- - - - -
Proy., B =Comp,, B. U, =Comp,, B. %
A A A A A

- -
En la Actividad 1.13 del aula de clase se obtuvo la proyeccion escalar de B sobre A:

% _ _ _
ComeB:B'A:<’>-< ,>: 20+2 -18
A

2 [25+1 J26 /26

- -
Sustituyendo ese valor en la expresién para la proyeccion vectorial de B sobre A

- - - -

Proy., B=Comp, B. U, =Comp, B. 2

Proy 518 (=51 / 90 -18 _<90 —18>
A J26° 26 \-/26-/26"-/26-/26/ \26" 26

- _
Proy, B = ﬁ—g
A 13 13

Actividad 1.13: Obtenga el determinante:

2 -1 3
2 5 1/=-40-1-12-(15+4-8)=-64
1 2 -4



%
Actividad 1.14: Sea a =(2,-1,6) y

%

(Swokowski, 1989).

N
b X

%
Actividad 1.15: Dados los vectores a = <1,— 2,— 3>,

-

KT
-3 5 6-31
2 -1 12 6
307 + 2 + 3K — (10K — T —18])
30i +2j+3k—10K +i +18]
317 +20] - 7K

) ) - - -
Hallar el triple producto vectorial (a X b) X ¢ .

N
Xb=1 -2
2 1

N

Xb=2-6]

-

Xb=2i-6j

-

X b =5i-5]j
-> o
aXxXhb
-> o
axXhb
-> o
axXb

b=(-3,51)

- -
.Obtenga: B) b X a

_)

KT ] Loy o ]
-31 -2 (aijXc:S
-12 1

%
X ¢ =10f +5] + 2K — (-5K + 157 —107)

%
X ¢ =10i +5] +15K — 5K — 157 +10

% A
X ¢ =—5i +15] + 20K

b=21-1),c=(13-2).

254
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Actividad 1.16: Encontrar la forma simétrica de la ecuacion de la recta que pasa por

P(3,1,-2) y P,(-2,7,-4) (Swokowski, 1989).

N
P1P2 = <— 5, 6, - 2>

X=3-5t
y =1+6t X _53 - _61 _Z +22 Forma simétrica de la recta
1=-2-2t

Actividad 1.17: Encuentre el angulo entre las dos rectas que tienen ecuaciones

parameétricas:

Recta 1 x=7-2t y=4+3t z=">5t

Recta 2 X==1+vV y=3+4v z=1+v
- 7 - - - -
De ecuaciones parametricas de recta 1 se tiene: a =(—2,35) y de recta 2 se tiene que

b=141)

-

. - -
Si el producto escalares: a.b = | a

cos(0)

9
b

- -
a.bh=-2+12+5=15
%

a

=./4+9+25=./38

N
b|=-1+16+1=-/18

_)
a

%
b 15 o 15
9: 1 - |= 1 —— =550
1 cos («/38«/18] cos (A/ss(ls)}

0 =cos !

a




Actividad 1.18: Trazar la grafica de la ecuacion del plano 2x+3y+4z=12

(Swokowski, 1989).

Primero obtener los puntos de interseccion del plano con los ejes coordenados:

Sustituyendo x, y, z por “cero” en la ecuacion del plano se obtiene:

Sity=z=0

z=x=0 y=x=0
Se obtiene: X y z
2X+3y+4z=12 2X+3y+4z=12 2X+3y+4z=12
2x=12 3y=12 47 =12
X=6 y:4 =3
P.(6, 0, 0) Py (0, 4,0) P, (0,0, 3)
Graficando:
z
A
> Y

Actividad 1.19: Dos fuerzas de 200 Ib y 250 Ib forman un angulo de 17[ entresiy

estan aplicadas a un objeto en el mismo punto. Determine:
a) Laintensidad o magnitud de la fuerza resultante

b) El angulo que forma la resultante con la fuerza de 200Ib (Leithold, 1998).
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Datos:
-
F, | =200 1Ib y
— —
F, | =250 Ib F
60°
R
_)
a)|R|=?

B - -
b) Anguloentre Ry F =7

De grafica se observa
H
F = <200, 0>

a) La resultante es el vector suma de fuerzas:

- - d
R:F1+F2

-

R = (200,0) + (125,216.5)

5
R = (325,216.5)

La magnitud de la resultante

R | =./(325)% + (216.5)?

D

=390.5 Ib

L

Componente en x

-

cos(60) = 2':;6

_)
F,, = 250co0s(60) =125

Componenteeny

—

F
sen(60) = %

%
Fp, = 250 sen(60) = 216.5

R
F, = (125,216.5)
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b) El dngulo entre la fuerza de 200 Ib y la resultante

tany =

ﬁ
Ry
_)
RX

El &ngulo buscado es: 33.6°

: y=tan! 216.5) 36
325

_)
Actividad 1.20: Obtenga el trabajo realizado por una fuerza constante F = <2, 4>

sobre un bloque que se mueve de P;(1,1)a P,(4, 6). Suponga que la magnitud de la fuerza

se mide en libras y la de la distancia se mide en pies (Zill y Wright, 2011).

La distancia o desplazamiento del bloque esta dado por:

— - -
d = PP, =OP, — OP, = (4,6)— (1,1)= (3,5)

Entonces por definicion el trabajo realizado es:

-

- -
W=F.d=F.OP
W =(2,4).(35)
W=6+20

W = 26 Ib-pie
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2. Curvas planas, ecuaciones paramétricas y coordenadas polares

Actividad 2.1: Grafique la curva C, cuyas ecuaciones paramétricas se indican.

a) x= t2, y= t2 en el intervalo de [- 1, 2] (Swokowski, 1989; Zill y Wright, 2011).

y
A

f) | 1 | 025 | 0| 1 | 225 4

gv | -1 |-0125| 0| 1 | 337 |8

b) x=2cos(t), y=2sen(t) en el intervalo de [0, 2] (Leithold, 1998).

y
E 372' Fy

t 0|2 |®| 2 |27

ft) |12/ 0|-2] 0 2

g0l 2|0 | -2 0

F 3
Y
]
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Actividad 2.2: Determine la derivada gy e indique para que valores de t existe la
X

derivada.

a) x=t2+1, y= t3 (Stewart, 2018).

ax =2t dy _ 3t 2
dt dt
dy dg
Sustituyendo las derivadas en 2.1: dl dt _dt _9 ,( )
dx dx ﬂ f7(t)
dt dt
dy

- 2
dy —dt_ st™ = 3t La derivada existe para todos los nimeros reales.
dx dx 2t 2

dt

b) x=te', y= t+sen(t) (Stewart, 2018).

a0 gt ot 9y pet 4ot
dt dt dt
dl=it+gsen(t)= 1+ cos(t)
dt dt dt

dy dg

Sustituyendo las derivadas en 2.1: dy_dt _dt _ g—(t)
dx dx df  f(t)

dt dt
dy
dy gt _ 1+ cos(t) _ 1+ cos(t)
dx dx te! +el el (t+1)
dt

La derivada existe para todos los nimeros reales, t = —1.
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Actividad 2.3: Encuentre la pendiente y la ecuacion de una recta tangente al punto P
para el parametro t indicado (Zill y Wright, 2011).
Dado: x=t2— 4t—2, y= t> — 4t3 -1, el punto P correspondiente a t = 1.

Evaluando x, y en el parametro t = 1 se obtiene el punto P (- 5, - 4)

Con 2.2 se obtiene la pendiente: m=d—y= g'(V
dx f '(t)
f(t)=t>— 4t—2 git)=t>— 4t3-1
f)y=2t— 4 g’(t) =5t* — 12t 2
dy _5t*-12t*
dx 2t—-4
dyy 5-12 -7 7

dxj_, 2-4 -2 2
Por lo tanto, la ecuacion de la recta tangente, en el punto correspondiente at =1 se

obtiene con 2.3:

7
Y-y =m(X—x;) m:E P(-5,-4)

y +4 = ;(x+5)

7 35

= — X+ — -4
Y 2 2
7 27
y = —X + —
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Actividad 2.4: Determine el area bajo la curva que tiene las ecuaciones

parameétricas:

a) X =t2, y = t3 en el intervalo [0, 2] (Leithold, 1998).

f)=x =t2, g(t)=y =t secumple que f(a) < f (b)

fr(t) = 2t
b

Sustituyendo en 2.4 para encontrar el area bajo la curva A = J.g () f()dt

2 2 .
A = 2jt3tdt=2jt4dt:2;)
0

0

a

2 9 2 64
. :5(25 _0)25(32)25

b) x =1-e', y = 2t +1 enelintervalo [0,1] (Edwardsy Penney, 2008).
f(t) =1—-e', g(t) = 2t +1secumpleque f(a) < f (b)

frt) =—e'
b

Sustituyendo en 2.4 para encontrar el area bajo la curva A = J.g () f()dt

a

1 1 1 1
A = —I(zt +1)etdt =—j(2tet+ e)ydt = — Zj.tetdt —J.etdt
0 0 0 0

1

Resolviendo la primera integral Jtet dt por partes:

0
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U=t dv=eldt

dU =dt jdv:jetdt
t

V=e
1 1
1
Itet dt =te! —J‘etdt:tet - et‘ :(el— O)—(el—eo):el—e1+e0:1
0
0 0

1

Resolviendo la segunda integral jet dt directa:

Sustituyendo los resultados de ambas integrales en A:

1 1
A= - Zj-tet dt —Iet dt=—2(1)-(e-1)=—2-e+1=—-1-e=—(1+e)
0 0

Actividad 2.5: Determine la longitud de arco de la curva parametrizada en cada

inciso.

a) x(t)= 3e?, y(t)= —4e?" enelintervalo de [0, In5] (Leithold, 1998).
f(t)=x(t)= 3e? gt) =y(t)= —4e?

f(t)=6e% g'(t)= —8e?



b
Sustituyendo en 2.5 para determinar L = J.\/[f ‘©]% +[g"®)]* dt

a

Ln5 Ln5 Ln5
L= "‘\/(GeZt)2+(—8e2t)2 dt = j‘J36e4t+64e‘“ dt = J‘\100e4t dt

0 0 0

Ln5 Ln5 Ln5 2Ln5

1 10 2Ln5
L:loj et dt=10j(e4t)2 dt =10 jeZt dt="" JeRdR:5eR
0 0

0
0 0

R =2t R; =2(0)=0

Realizando cambio de variable dR=2dt Rg=2Ln5
dR _

2

dt

L=5[e2ts —e0)=5(e Ln5*® —1):5(25—1):5(24)

L= 120

b) x(t)= t3, y(t)= 2t2, enelintervalo 0< t<1 (Leithold, 1998).
f(t)=t3 g(t)= 2t2

f(@t)= 3t? gt)= 4t

b
Sustituyendo en 2.5 para determinar L = j\/[f ‘©]% +[o"®)]* dt

a
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1 1 1 1
L:J‘J(Stz)2+(4t)2 dt:J‘x/9t4+16t2 dt:j\/t2(9t2+16) dtzjt\/9t2+16 dt
0 0 0 0
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25 25
1 [ 12 3 1 3 S
L=~ ju2du=".2U2 ="|(252-(16)2|=" (125-64)
18 18°3 27 27
16 16
U=9t2+16 U, =9(0)?+16=16
du =18t dt U,=9(1)?>+16=25
U
18
_ 6l
27

Actividad 2.6: Convierta el punto dado a coordenada polar, cilindrica, esférica o

rectangular segun sea el caso.

a) P(—Z\/§,—2) ubicando el punto en el plano, estd en el cuarto cuadrante
X=-2/3 y=-2

Se determina el &ngulo auxiliar o, medido desde el eje x al segmento dirigido del origen

al punto dado.

2 1 T
tan(a)=|——| ¢ =arctanl—|=30°=-—
() ‘zﬁ‘ @‘ 6
O=r+a«a =7Z'+£=—7z'
6 6

Para encontrar la distancia polar se utiliza ecuacion 2.9: si r?>=x2+ y?, entonces:

r=yx2+y? ={(-2v3)2+(-2)? = (4)(3)+4 =16 =4

Por lo tanto: P(— 2\/§,— 2)= P(4%7r)
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b) P(— 1, 3) ubicando el punto en el plano, esta en el segundo cuadrante x=—1 y=3

Se determina el &ngulo auxiliar o, medido desde el eje x al segmento dirigido del origen

al punto dado.

tan(ar) =[3] «a=arctan3|=71.56°=0.3975~

O=r—oa=r-0.39757=0.6025r

Para encontrar la distancia polar se utiliza ecuacion 2.9: si r’>=x?+y?, entonces

r=yx?+y? = [(-1)2+(3)2 =-/10

Por lo tanto: P(~1,3)= P(-/10,0.6025 ) = P(./10,108.43°)

o Pl-1,% r=-1 0= 7"
4 4

Con ecuacion 2.6 y 2.7:

X = rcos(60) y = rsen(6)
/4 /4

X= — COS| — y=—sen| —
4 4

x= —0.7071 y=—-0.7071

Por lo tanto: P(—l, ZJ: P(~ 0.7071, — 0.7071) = p{ - f - f)

d) P(— 2, —2\/5) ubicando el punto en el plano, esta en el tercer cuadrante x=—2 y=—2/3

Se determina el angulo auxiliar o, medido desde el eje x al segmento dirigido del origen

al punto dado.



tan(a) = ‘?‘ o= arctan‘\/§‘ =60° :%
O=r+a =n+2="x
3 3

Para encontrar la distancia polar se utiliza ecuacion 2.9: si r>=x?+ y?, entonces

r=\ )P +y? = (-2)2 +(-243)? =4+ 4(3) =16 = 4

Por lo tanto: P(— 2,— 2\/5): P(4,%7rj

e)P|6,%.4] r=6 0=2 ;-4
6 6

cos(0)=" sen(9)=" o =i 1y 42 cos(g) =

¢=arccos(zj

X =rcos(8) y=rsen(8d) P:\/m P

x =6c0s(30) y=6sen(30) p= \/(3x/§)2 +(3)? + (4)? ¢= arccos(zjfﬁj
x=5.196 y =3.4 p=-/52=[413) =213

¢ =56.30" =0.3128 7

Por lo tanto: P(6, g,4j =P(5.196, 3.4,4)= P(Z\@, g 0.312811)

Actividad 2.7: Obtenga una ecuacion cartesiana de la grafica que tiene la ecuacion

polar o cilindrica indicada.
a) z = 4r? (Leithold, 1998).

7= 4(x2 +y2)
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4x2+4y2—z:0

b) r2 = 4sen(26) (Leithold, 1998).

Se tiene la identidad trigométrica: sen (26) = 2sen (0) cos ()

r? =4[ 2sen(6)cos (6) |

©) X%+ y? = 8x (zillyWright, 2011).

Sustituyendo ecuaciones:

r? cos? () + r?sen?(0) = 8rcos (0)

r2 [cos2 @ + senz(e)] = 8rcos (f) Identidad trigonométrica: cos? (9) + sen? () =1
r? = 8rcos (0)

r? — 8rcos () =0

r[r — 8cos(8)]=0
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3. Funciones vectoriales de una variable real

%
Actividad 3.1: Sea R(t) = \/t—=2 T + t13 ] + In(t) K. Determine el dominio D

de la funcion vectorial (Leithold, 1998).

_)
El dominio de R (t)es el conjunto de valores de t para los cuales f (t), g(t) y h(t) estan

definidos, es decir, el dominio son todos los valores de t que satisfacen a todos las componentes

de la funcién vectorial.

%
Determinado el D de cada componente de R (t):

f(t) a(t) h(t)
t—-2 >0 t=#3 t >0
t>2

Por lo tanto, el dominio D que satisface a todas las funcioneses: t > 2,t =3

También puede expresarse como: |2, 3)U (3, o).

Actividad 3.2: Obtenga el limite de las funciones vectoriales siguientes:

- > 12 _
a) fim R(t) si R &% 1+ 11 (Leithold, 1998).
to>-1 t+1 t-1

- 2 _
im RO =| im 1| 74| im L
t>-1 to>-1t+1 to-1t-1

% —_—
lim Ra):[ﬁm “*thn}r+{nm t+1}j
t—>-1 t>-1  t+1 t>-11-1
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iim R?t):[ﬁm (t—l)}H[lim ”1}1‘
1 t—>-1 t

t—>— —--1t-1

Aplicando el proceso a limite de la funcion vectorial

im R(t)=-2i=(-2,0,0)

t>-1

cost ~. tant . sen3t .
I+ ]+ k
t sen 2t sen 5t

S
fim R(t){lim COtSt}H{Iim @ant }j{nm Se“ﬂk

b) lim R (1) si R (1) =

t—0 t—0 t—0 sen 2t t—0 sen 5t

Se observa que al tomar limite en la componente 1 este no existe, y hay indeterminacion

en los componentes 2 y 3 de la funcidn vectorial, pero como el limite de la componente 1 no est4
- - - H
definido entonces, se dice: lim R(t) No existe .

t—0

_)
Actividad 3.3: indique para que valores de t la funcion R(t) es continua.

e d l a n <
R(t)= I —In(4-t L . A
52 0 4 %
2t+5>0 4-1>0
-5 —-t>-4
t>—
2 t<4

Por lo tanto, la funcion vectorial es continua en (_25 4)



Actividad 3.4: Dada la funcidn vectorial:
- a 1 ” A n _ 4t Y A
r(t)=[cosE)]i + 5 j+(7t+1)K =[cos(5t)]i +e™ " j+(7t+1)K
e

Determine en cada inciso:
-

1) Dominiode r (t) .
d e d

i) —r(t) ysudominio.
dt

Solucion:

i) D:R

d~> « 4t s, o p
ii) ar(t)=—55en(5t+1)|—4e J+7Kk

d~> ~ 4 .
—r{t)=-5sen(5t+)i——— J+7k p: (=00, )
dt e4t

Actividad 3.5: Antiderive las funciones vectoriales.

t

% -9 - o ~ 1 o)
a) | R(t)dt si R(t)=e 3 |+cos(5t)1+fk

t
J‘E(t)dt = [je3dt] |“+“‘cos(5t)dt} 1+Uidt}2

—t
U=—

3 w = 5t
du="Ydt  dw=5dt
3 d
“3du=dt W _gt

271
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J‘E(t) dt = {—BJ‘e“du} f{;jcos(w)dw} j+“idt}l€

N -t
jR(t)dt={3e 3 +<:1} |“+Esen(5t)+cz} j+[In(t) + C5]k

a 5

1 A
K
Jar1 T cos(2t)

b) I_R)(t)dt Si R(t) = (3t+2) [+

o_) g T ) r M 1 A ] 5 .
R(t)dt=| | 3t+2)dt| i+ dt}]+{ dt}k

J R 1) At J cos(2t)
o_) r @ T r @ -1 B .
R(t)dt=| | 3t+2)dt|i+| | (4t+1)2dt |j+ 5.[sec(2t)dt K
u=4t+1 w =2t
g g
4 2

1

IE(t)dt:U(suz)dt} i ij‘u_zdu j{gjsec(w)dw}k

. 1
2 3.2 ~ 1 5 . |5 A " u A
R(t)dtz[zt +2tj P+ U -2 J+{2Insec(w)+tan(w) }k+(c1| +Cy j +C3K)

*
R(t)dt:@t2 +2tj |“+;x/4t+1 j+2|n sec(2t)+tan(2t) | K+ (cyf +c, j +caK)
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C)I_R)(t)dt si _R)(t )=cos? (3t) i +In(t)]

J‘E(t)dt =Ucos2(3t)dt }n“m(t)dt} F oo e e e A

La primera integral de A se resuelve con la identidad trigonométrica:

1 1 . — . L
cos? (3t)= 5 + 5 cos(6t)y la segunda integral de A con la técnica de integracion por partes.

j cos? (30)dt = J‘B ; ;cos(6t)}dt - ;J‘dt + ; j cos(6t) dt

u =6t

du = 6dt
du
5

dt

cos? (3t)dt = 1 dt + 1 l cos(u)du = t + 1 sen(6t)
2 2 6 2 12

.ln(t)dt:tln(t)—jt.%: tln(t)—jdt: tin(t)—t

u=In(t) dv = dt

du=%dt V=t

Sustituyendo en A

JAE(t)dt={;+1lzsen(6t) }H[tln(t)—t 17+ (e + ¢y +c5K)
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%
Actividad 3.6: Encontrar la longitud de arcosi R(t) = e'sen(t)i +e'cos(t) ] sit

se incrementa de 1 a 4 (Leithold, 1998).

_)
Resolviendo con ecuacion 3. 8: L= j R(t) dt

a

H
Derivando la funcion vectorial R(t) = e'sen(t)i +e‘cos(t) j:

—

R(t) = [et cos(t) + et sen(t) ]l“+ [etcos(t)—et sen (t) ]j

R (t) :\/[et cos(t) + e sen(t) ]2 + [et cos(t) —e' sen(t) ]2

%
R ()= \/e 2t cos?(t) + 26 2t cos (t)sen (t) +e 2'sen?(t) + e 2t cos? (t) — 2 2t cos (t)sen (t) +e 2sen?(t)

%
R'(t)|= X/e 2t cos? (t) + e 2t sen? (t) + e 2t cos? (t) +e 2! sen? (t)

R () = \/e 2t [cos2 (t) + sen? (t) + cos? () + sen? (t)]

R(M) = o2t (1+1) = 22 =ﬁ(e2‘); —[2¢!

%
Sustituyendo en 3.8: L = j R(t) |dt

a

4 4
4
L:J‘xZetdt:xE etdt:xﬁet‘l
1

1

L= ﬁ(e"’— e)
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Actividad 3.7: Hallar el vector normal principal unitario para el circulo dado por:
_) an ~
r (t)=2cos(t) 1 +2sen(t) j .

)

)

_)
El vector tangente unitario se obtiene con 3.9: T () =

-

r'(t)=— 2sen(t)i+2cos(t) j

)= Jasen?(t) + 4cos 2 (t) = J4[sen 2(t) + cosz(t)]z Ja=2

Sustituyendo en 3.9:

N B N . B - .
T = 2sen (t)|2+2cos(t) j_ 2[-sen (t)2| +cos(t) j]_ sen ()7 + cos(t) |
N
. . : o2 T(t)
El vector normal principal unitario se obtiene con 3.10: N (t) = T—
T
H
Si T(t)=-sen(t)i+cos(t) ]
_)

T7(t) =—cos(t) i —sen(t) j

'I_')’(t) :\/cosz(t)+sen2(t) =1

—

Sustituyendo en 3.10: N (t) = —cos(t) i —sen(t) j



Actividad 3.8: El vector de posicion de una particula que se mueve en el plano

coordenado es (Swokowski, 1989):

g 2, p 3%
r)=>t“+t)1+t°j para0<t<2
a) Calcular la velocidad y la aceleracion de la particula al tiempo t.

- -
b) Trazar la trayectoria C de la particula y representar geométricamente v (1)y a (1) .

a) Velocidad y aceleracion

— - 2 - -
vit)=r @) =(2t+D)i+3t° ] a(t)=r""(t)=2ti+6t ]

V=1 1)=37+3j=(33) a)=r-)=27+6]=(26)

_)
b) De la funcion vectorial r (t) se obtienen las ecuaciones paramétricas de la curva C:

x=t?+t y=t°>

Para graficar se dan valores de ten el intervalo dadode 0 <t <2 :

t|0|05{1|15]|2
x|10]08|2 |38
y|0]01|{1 348

(o3}

Parat =1 laparticulaestaen el punto P (2, 1)

Graficando:
f(x)
A
;’ ) g
] ™

276
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Actividad 3.9: Una particula se mueve a lo largo de una curva cuyas ecuaciones
parameétricas son:
x=e" y = 2 cos(3t) z =2 sen(3t)
Siendo t el tiempo.
Hallar:
a) La velocidad y aceleracién al tiempo t.

b) EI modulo de la velocidad y la aceleracion en el instante t = 0.

El vector de posicion de la particula es:

H
r(t)=e'i+2cos(3t) j+2sen(3t)K

a) Velocidad y aceleracion al tiempo t
- - .
v({t)=r"(t)= — e 'T—6sen(3t) j+6cos(3t) k

- - N
a(t)=r"(t)=e ‘T —18cos(3t) j —18sen(3t) K

b) Mddulo o magnitud de la velocidad y aceleracion parat=0.

7(0):?'(0)=r+6|2: 1,0,6) Z(O):?"(O):r—lsj=<1,—18,o>
7(0) =.1+36 =-/37 Z(O) =+/1+324 =./325 = /(25)(13) =5 /13

Actividad 3.10: Un proyectil es lanzado de un arma en un angulo de elevacion de %

radianes. Su velocidad inicial es 480 ft/s (Leithold, 1998).

ENCONTRAR:
a) El vector de posicion del proyectil en cualquier tiempo.

b) El tiempo de recorrido (cuando el proyectil cae).



2178

¢) El alcance del proyectil
d) La altura maxima.
e) El vector velocidad del proyectil en el impacto.

f) La magnitud de la velocidad al impacto

f(t)

i

Datos:

0 =30°

Vo = 480 ft/s
) P

t alcance =? l

W
-+

F

X =?

=9

a) Con ecuacién 3.13 se plantea la funcion vectorial:
- . 1 5]
r(t)=[V, tcos(d) i +{h+v0 tsen (@) — 59t } j
Sustituyendo los datos en 3.13:

¥ (t) =] 480t cos (30°) ]l“+{480tsen (30°) ;(32)#} i

- . 2 ).
r (t)=415.69t i +(240t — 16t )j

De la funcidn vectorial se tienen las ecuaciones paramétricas:

Componente en x Componente en 'y

x = 415.69t y=240t-16t?2



b) El tiempo de recorrido (cuando el proyectil cae y = 0)

0=240t —16t2

0=1t(240 —16t)

t =0 240 —16t =0
—16t = — 240

. _ 240
~16

t=15s
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O bien puede determinarse el tiempo que tarda el proyectil en alcanzar la altura maxima

y=240t-16t?2
0=y =240 —32t
Despejando t

32t =240

[ 240
32

t=7.5s tiempo que tarda en caer el proyectil

c) Elalcance del proyectil (x)

x = 415.69t
x = 415.69 (15)

X =6235.35 ft
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d) hp =y=240t—16t2
hex = 240 (7.5) —16(7.5) 2

Ny = 900 ft

e) t =15 seg.

_)

v (15)=?

g 2
r(t)=415.60t i+ (240t - 16t2 )]

- —

v(t)=r"(t)=415.69 i +(240 — 32t)]

—> —> R .
v (15)=r (15)=415.69 i +[240 - 32(15)]j
- - R
v(15)=r (15)=415.69 i +[240 — 480]]j
- -

v (15)=r" (15 =415.69 T - 240 j= (41569, - 240)

—

v (15) = <415.69, — 240> vector velocidad al momento del impacto.

f) | v(15) =/(415.69)2 + (- 240)2
7(15) =479.4 ';t
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4. Funciones vectoriales de una variable real

Actividad 4.1: Sea g(Xx,y) = x2y3 - x3y2 + 3X+ 2y evalle g(1,2) (Stewart,
2018):

912 =022 °%- 3@ %+ 3 +2(2)=8-4+3+4=11

Actividad 4.2: Demuestre que los limites indicados no existen (considere la regla de

las dos trayectorias).

2
a)  lim XY (Thomas G. B., 2010).
(x.9)=(0, 0) x* +y

Trayectoria 1: Cualquier punto sobre el eje x, es decir, P(x, 0) o en el eje y P(0, V)

En el eje x Enelejey
lim %: im 0=0 flim —g: im 0 =0
(% y)>(x0) X" (X y)—>(x,0) (xy) >0, y) y© (% y)—>0,Y)

Trayectoria 2: El conjunto de todos los puntos (X, y) en cualquier recta que pasa por el origen

y =mX

x°mx . mx° . mx°
lim —_ = lim

lim = -
2 (% y)>(0.mx) X% (x2 + m?)

) —0,m) x* + (MX)2 (% y) >0 m) x* + m? x

. mx 0
= Jm S —s=—=0
(X, ¥) =0, mx) X* +m m

Trayectoria 3: El conjunto de todos los puntos (x, y) en la parabola y = x?

X2 X2 4
lim 71 = lim 7= lim
(%, ¥) =0, x3) X" + X (%, ¥) —>(0,mx) 2x%  (x, y) —(0, mx)

X 1.1
2 2

Por lo tanto, por la regla de las dos trayectorias, el limite no existe.
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. x y?
b) lim B (Stewart, 2018).
(x,¥)—>(0, 0) X* +y

Trayectoria 1: (X, y) tiende a (0, 0) a lo largo de cualquier rectay = mx

. X y? . x (M x)? . mx®
(xy)=>(0, mx) X“ +y*  (xy)>(0, mx) X~ +(MX) (x,y)—>(0, mx) X“+m™ X
X y? mx® mx

im 7 = lm = lm
)—>0 m) X2 +y4 =0 m) 2L+ m*x2) ()0, M1+ m? x2

2
lim -0
x¥)=>(0,mx) X* +y

Trayectoria 2: El conjunto de todos los puntos (x, V) en la parabola x = y?

lim xy? _ lim iy lim y*
2, AT 2 2\2 |, A T 2 4 4
=GEN XY )= E (Y)Y =AY +Y

2 y4

lim Y — lim im  *

o2 X2 +y o2 2yt oy 2

2
) X
lim y.o _

1
Yoy X2 +yt 2

Como trayectorias distintas conducen a valores limite diferentes, el limite dado no

existe, o bien puede indicar que, por la regla de las dos trayectorias, el limite no existe.

Actividad 4.3: Dada la funcion obtenga las primeras derivadas parciales.

a) w=sen(x)+3xy° — 52"’y4x2 — 3xyz

Derivando con respecto a x (manteniendo y, z constante):

2
+3y56_x_ 524y4ai

OX
—3yz—=cos(x)+3y°>— 5z°y*.2x —3yz
OX OX OX y OX (X) y y y

(@) _ dsen(x)
oX )y, -
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(@j =cos(x)+3y° — 10z*y*x —3yz
oX )y,

Derivando con respecto a y (manteniendo x, z constante):

= 3x%5— 5z4x2%4—3xz%=3x(5y4)— 52'x%(4y®) - 3xz

X,Z

= 15xy* — 20z*x?y® —3xz

X,z

22 22

Derivando con respecto a z (manteniendo X, y constante):

4
(%J = - 5y4xza—z—3xy§: — 5y*x*(4z°) - 3xy
0L )y 0z 0z

(@J = — 20y*x?z® - 3xy
Xy

b) f(x,y,t)=e > cos(4x)sen(6y)
Derivando con respecto a x:

ocos(4x)

e 3" tsen(6y) . — 4sen(4x)
OX

f(xy,t)=f, =e " tsen(6y)

f (X, y,t)=f, =—4e 3 'sen(6y) sen(4x)

Derivando con respecto a y:

_3r osen(6y)
f,=e” " cos(4x)———* =

e "' cos(4x).6cos(6Yy)

f, =6e7" cos(4x)cos(6y)
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Derivando con respecto a t:

-3rt

ot

f.(x,y,t)=f, =cos(4x)sen(6y) =cos(4x)sen(6y)e".—3r

f.(x,y,t)=f =—37e " cos(4x)sen(6y)

a

Actividad 4.4: Dada la ecuacion de Clausius | P + 5
T(v+c)

i|(v—b)=RT

obtenga (6P] (Smith J. M. et al, 2020).
N J7
Despejando P de la ecuacion de Clausius:
Py a = RT
T(v+c)“| v-b

RT a
P= - 2
v=b T (v+c)

Derivando con respecto a v

(@) _RT o(v—b)™* a a(v+c)”?
v ) Y T v

2a(v+c) 3

= (1)

_ _ -2
(EJT_ RT(v—b)~ 1)+

(apj RT 2a
— | == +
)y (v=b)2 T(v+c)®

Actividad 4.5: Se tiene z= f(X,y)= X 2_x y. Obtenga Az para determinar el

cambio en f(x,y)cuando (x, y)variade (1,1) a (1.2,0.7) (Zill y Wright, 2011).
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Con ecuacion 4.2
Az = f(X+ AX, ¥y + Ay) — f(X, y)
Primero se evalUa:
f(X+AX Y+ AY) = (X+AX)Z = (X +AX) (Y + Ay)
f(X+AX Yy +Ay)= x2+2xAx+(Ax)2 — (XY + XAy + Y AX + AX AY)
f(X+AX y+Ay)= x2+2xAx+(Ax)2 — XY — XAy — Yy AX — AX Ay
Sustituyendo en 4.2
AZ= X2 +2XAX+ (Ax)2 — XY — XAy — YyAX — AX Ay — x2+xy
AZ= 2XAX+ (Ax)2 — XAy — Yy AX — AX Ay
(x,y) variade (1,1) a (1.2,0.7)
Se obtiene el cambio en x y el cambio en y:
AX=X, —% =12-1=0.2
Ay=Yy,-y;=07-1=-0.3
Sustituyendo Ax, Ay, Xxyyen Az:
Az= 2(1)(0.2) + (0.2)2 - (1) (- 0.3) —(1)(0.2) - (0.2) (- 0.3)

Az= 0.6

Actividad 4.6: Determinar la diferencial total de la funcion:

z(x,y)=2xsen (y)—3x?2y?(Larsony Edwards, 2010).

La diferencial total de z (X, y) =2xsen (y) —3x? y es:
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dz 8—de+a—dy
OX oy

Obteniendo las derivadas parciales de z

8—2:2 sen (y)—6xy2
OX

oz 2
—=2xc0s(y)—-6x“y
oy

Sustituyendo las derivadas parciales en la diferencial total dz

dz :[2 sen (y)—6xy2 ]dx+ [2xcos(y)—6x2 y]dy

Actividad 4.7: Sea U= X%+ Yz, x=rsen(t), y=rcos(t) y z=rsen?(t). Aplicando

la regla de la cadena obtenga: Z—uy — (Leithold, 1998).

Sea u = f (x,y, z) una funcién de tres variables. Planteando las derivadas parciales:

ou G_UQ auay ou oz A

o oxar ayar oz or

au a_ugauaya_ug B

ot ox ot oy ot ez ot

Derivando parcialmente u=x? + yz con respecto ax,y, z

ou ou ou
— =2X —=1 —=
OX oy 0z

Derivando x =rsen(t), y=rcos(t) y z=rsen?(t) con respecto a r:

x_ sen(t) o sen(t) ¥ _ cos(t) o cos(t) a_ sen?(t) o sen?(t)
or r or or or

Derivando x=rsen(t), y=rcos(t) y z=rsen 2(t) con respecto a t:
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x_ r __ésen(t) =rcos(t) ¥ _ r .—a cos(t) =—rsen(t)
ot ot ot ot
2 2
a =r. csen” (1) =T. 8[sen(t)] = 2r sen(t) lﬁse_n(t) = 2r sen(t) cos(t)
ot ot ot ot

Sustituyendo las derivadas encontradas en A: u_ou ox + Y + u oz

or ox or oy or oz or

Z—u = 2xsen(t) + zcos(t) + y sen?(t)
r

Sustituyendo x =rsen(t), y=rcos(t) y z=rsen 2(t) (para dejar las derivadas parciales

en términos de r y t) y simplificando:

Z—t’ — 2rsen(t) sen(t) + r sen®(t) cos(t) + r cos(t) sen?(t)
(2_1: = 2rsen®(t) +rsen®(t) cos(t) + r cos(t) sen?(t)
Z—l: =rsen?(t)[2 + cos(t) + cos(t) ]=rsen?(t)[2 + 2cos(t) ]

ou 2
. 2rsen®(t)[1 + cos(t) |

Sustituyendo las derivadas encontradas en B: a = a—u.% + a_u.@ + a—u.g
ot ox ot oy ot oz ot

Z—ltj =2Xrcos(t) — zrsen(t) + 2y rsen(t) cos(t)

Sustituyendo x =rsen(t), y=rcos(t) y z=rsen?(t) (para dejar las derivadas parciales
en términos de r y t) y simplificando:

88—11 =2xrcos(t) —zrsen(t) + 2y rsen(t) cos(t)

aa—l: =2rsen(t)rcos(t)—r senz(t) r sen(t) + 2r cos(t) rsen(t) cos(t)
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r =2 rzsen(t) cos(t) — r? sen3(t) +2r2 cosz(t) sen(t)

‘2—;’: rzsen(t)[Z cos(t) — sen?(t) + 20082(t)]

Actividad 4.8: Determine la razén a la que cambia la presion cuando la temperatura

. K , .
es de 300 K aumenta a razon de 0.1? y el volumen es 100 litros y aumenta a razon de

I : o .
0.2 ~ Considere que la presion (kilopascales), el volumen (litros) y la temperatura (grados

K) se relacionan por la ecuacion de estado PV =nRT para un mol de un gas ideal.

Considere la contante universal de los gases como R =8.31

Datos:
R=8.31 J
mol — K

V =100 litros
T =300 K
ﬂ =02
ot S
T _g1K
ot S
P,

ot

(Stewart, 2018).

mol — K
PV =nRT
nRT _8.31T
P=—" = P=f(T.V
v v (T.V)
oP _OP OT P &V
= T LA
ot oT at oV ot
P _831 o1 _831
oT vV T Vv
-1
P _garr. Y _gary-2-- 23T
oV oV Vv 2

Sustituyendo en A

0P _831 o, 83T
ot VvV V 2

(0.2)
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c’;I: ?L:()l( ) - 831(300) 02)
(100) 2
oT

o 0.04155 ksPa tasa de disminucion de la presién

Actividad 4.9: Sea z = f(x, y)tal que x?+ XYy 27=0. Determine 22 y Z)z/

Si F(x,y,2)=x?+xy?z

Primero se obtienen las derivadas parciales de F con respecto a cada una de las variables:

oF 2
—=F,=2x + Z
x y
‘Z'; =F,=2yxz
oF 2
—=F,=X
pe z y
Después se sustituyen las derivadas parciales de F en la definicion 4.7 y 4.8.
az _ 2x+y 27
8X X y 2
o 2yxz
&  xy?

Actividad 4.10: Dada la funcion obtenga las segundas derivadas parciales

(Swokowski, 1989).

W =¢e **sen(x) W = f(xy)
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Derivando con respecto a X

Xz
aﬂ) _ o osen(x) + sen(x) oe
. OX OX

=e* cos(x) + sen(x).e* xz _ e** cos(x) + sen(x).e*z
OX OX

%j =e™ cos(x) + z esen(x)
ax z

%}Z =e*[cos(x) + z sen(x)]

Derivando otra vez con respecto a X

2 Xz Xz
0 V;l _ @ 0cos(X) + cos(x) oe 17| sen(x) oe L e¥ osen(x)
x° ), OX OX OX OX
oW Xz 2 OXZ { w OXZ }
— | =—e*sen(x) + cos(x).e™® — + z| sen(x).e* —= + e** cos(x
[ N Z (X) (X) o (X) o (X)
o°W
vl B e**sen(x) + cos(x).e*z + z[sen(x).exzz +e™ cos(x) ]
X
z
o°W 2
vl e*sen(x) + ze™ cos(x) + z“e™*sen(x) + ze’* cos(x)
z
oW )
vl e*sen(x) + 2 ze™ cos(x) + z“e**sen(x)
X
z
o°W 2
vl i e* [— sen(x) + 2 zcos(x) + z sen(x)]
X
z

. wW .
Derivando (%) =e™ cos(x) + z e¥sen(x) con respecto a z. Se obtiene la segunda
z

derivada parcial cruzada.

0 0 0z
W,, =cos(X) —e*? +sen(x)|z —e** +e** =
o =cos() ()[ : 62}
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W,, =cos(x) e*’ §xz+sen(x){z e*? §xz+e“ }: cos(x) e ** x+sen(x) |z e** x+e** ]
z z

W,, =xe*?cos(x) +zxe*?sen(x) +e**sen(x)

W,, = e*? [xcos(x) + zxsen(x) + sen(x)]

Derivando W =e **sen(x) con respecto a z

Xz
(aﬂ) = sen(x) e _ sen(x).e* xz_ e*sen(x).x = xe*sen(x)
oz )y oz oz

(8\Nj = xe**sen(x)

Derivando otra vez con respecto a z

(azw e Xz

— | = xsen(x)a— = xsen(x).e™ = xe*sen(x).x = x%e’?sen(x)
z z

X

(— = x%e*sen(x)

X

Derivando [a(;Nj = xe**sen(x) con respecto a X. Se obtiene la segunda derivada
z X

parcial cruzada.

xz X

0 0
W, =xe*? Zsen(x) +sen(x)| x —e** +e
X ox (x) ( ){ x x

}:xeXZ cos(x)+sen(x){xe“aaxxz+eXZ }

Xz

W,, = xe*? cos(x)+sen(x)[xe“z+e | =xe** cos(x)+x ze** sen(x) +e**sen(x)

W,, = e*?[x cos(x)+x zsen(x) + sen(x) ]

Las parciales cruzadas son iguales:

W, = e** [xcos(x) + zxsen(x) + sen(x)] W,, = e**[xcos(x)+ x zsen(x) + sen(x) ]
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Actividad 4.11 : Determine la derivada direccional de f(X,Yy,z)= X y2 —4x 2y +2°

%
en (1,-1, 2) en ladireccion de v = (6, 2,3) (Zill y Wright, 2011).
Primero se determinan las derivadas parciales con respecto a cada una de las variables

independientes.

OX ox 2

fo=y2 " —4y. T =y?_8yx

x =Y ox y ox y y
ot 2 2

fy=x—"— —4x°. = =2xy-4x f, =2z
oy oy

Sustituyendo en la ecuacion 4.10 para obtener el gradiente, considerando tres variables
VE(x y,2) = fy(x, Y, 2) T+ (%, y,2) J+ f,(x, v,2) K
VE(X, y,2)=(y?> —=8yX) T + (2xy—4x?) j+2zK
Vi@ -12)=|-0%-8¢-D O + 0 () -4®?|j + 2 k
VE(L-12)=(1+8)i+(-2-4) j+4K
Vi@ -12)= 97— 6 j+4Kk=(9,-6,4)

El vector unitario es:

J_v._ 623 @ 2,3>:6r+21+3|2:<623>
o T serdave a9 7 71\

De 4.11 se obtiene la derivada direccional:

N
D, f(x,y,2)=Vf(x,y,2).U enPP(, -12)
u

_)
D, f(l,-12)=Vf(,-12).U
U
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6 2 3
D, f(xy)=(9,-6,4). [>,%,°
u oy = ) <7 7 7>

54 12 12

D, f(x,y)= —— + =

U (%) 7 7 7
D, f(x,y)= 2
u 7

Actividad 4.12: Suponga que la temperatura T(°C) en el punto P(x,y,z) esta dada

por:

T =50 + xyz

a) Encontrar la razén de cambio de la temperatura con respecto a la distancia en pies al punto

%
P(3,4,1) en ladireccion del vector a =(1,2,2) .

b) La derivada direccional maxima en el punto P(3,4,1).

N
a) Conecuacion 4.11: D, T(x,y,z) =VT(x,y,z).U
U

%
- 122 . . R -
U:i:< 3 >=;I+§j+§ al = 12422422 =1+4+4=3
a
Obteniendo derivadas Parciales
T, =yz Tyzxz T, =xy

Obteniendo el gradiente con ecuacion 4.10:
VT(X,Y,2)=To(X,Y,2)i +Ty(X,y,2) J+ T,(x,y,2)K
VT(X,y,2)=yzi+xz ]+ XYk

Sustituyendo el punto P(34,1)
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VT(34,1)=(4)(1)i +(3)(1) j+ (3)(4)k
VT(34,1)=41+3 ]+ 12k
Por lo tanto, la derivada direccional es: DJT(x, y,2) = VT (X, y,z).J en P(3471)

1

N

D,TGR4D)="i+-j+-K-4i+3j+ 12k
U

w
w|N
w

D_,T(3,4,l)=i +§ +E _34
U 3 3 3 3

D,T(3,4,1) = 11.33 <
U ft

b) El valor méximo de la derivada direccional es en:

| VT(34,1) | =42 +3% + (12)> =169

| VT(34.1) =13 Tf

5. Integracion multiple

304
Actividad 5.1: EvalGe la integral doble I jy (x+3)2 dxdy.
0 J2

3[ 4
j jy(x+3)2dx dy
0|2

Resolviendo la integral interna:

4 4 7 %
j‘y(x+3)2dx=yj (x+3)2dx:yj u2du:y3
2

2 5

7
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U=Xx+3 U;j=2+3=5
3

3 pd .
.[ J-y(x+3)2 dxdy 218J‘y0|>/=218. y2 =109 2
0 2 3 3 2 3

3 =129[(3)2 —0]:327

0
0

V4 y2

Actividad 5.2: Evalue la integral j j sen(?)dx dy (Leithold, 1998).
T
590

Realizando la integral interna (por cambio de variable):

y? y y
j sen (?de = yJ‘sen (u)du =-ycos(u) = —y[cos(y)—cos(0)]= —y[cos(y) 1]
0 0

0

u:i uj=—=0 Ug="—=Y
y y

du 1 dx

dx y dx

du 1

dxy

du = L dx
y

ydu = dx

El resultado se vuelve a integrar con respecto a y:

T VA

j— y[cos(y)—1]dy=—jycos(y)dy +Iydy .................................. A
2 2 2

T

La primera integral es por partes: J‘ ycos(y)dy
T
2
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Resolviendo primero como integral indefinida chos(y) dy

dv =cos(y)dy

du =dy jdv_jcos(y)dy

= sen(y)

IVCOS(V) dy = ysen(y) — jsen (y)dy

J.ycos(y) dy =ysen(y)+cos(y)+C

Evaluando en los limites dados

T

jycos(y)dy = (7)sen(x) — Zsen(;rj+ cos () —COS(ZJ =0- %(1) +1—O:—% +1

z
2

Evaluando la segunda integral j y dy
2

NN

Sustituyendo los resultados de ambas integrales en A:
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Actividad 5.3: Calcular el &rea de la regién acotada por las gréficas: 2y =16 - x° y

X+2y=4.

Primero: Despejando la misma variable de ambas ecuaciones

16 — X2
y= y=

2

Segundo: Igualando las ecuaciones de las curvas para obtener los limites a y b.

2(16 — x?)
2

=4 -X

4—

2

16 — x? =4 — x igualando a cero la ecuacion

0= 4—x+x%-16

x% — x —12 =0 factorizando

(x—4)(x+3)=0

-4=0 X+3=0
X=4 X=-—3

De donde se tiene que a=-3y b=4
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Graficando las curvas

_16—x2

=5

x|-41-3]-1]0 11213 4
y| 0 |[35]75|8 |75]|6|35]|0
_4-x

Y=

y| 4 [35]25] 2 |15|1|-5]|0

Los limites de la integral interna se obtienen con el rectangulo representativo de la regién
acotada por las dos curvas.

b g2(x)

El area se obtiene con expresion 5.7 A= dydx:

a g1(x)

16—x°
2

4
A= I J‘dy dx Integrando con respecto a 'y

-3 4-x
2

Resolviendo la integral interna e integrando con respecto a 'y

16—x2

16—x?

2 ) y

J-dy - y‘ﬂ =, se integra con respecto a x
4=x 2

2
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4

4 4
2
A [ X A X gt - x2)dx— L (a-x)ax
2 2 2 2
-3 -3

Tomando limites
A:6[4—(—3)]—é[(4)3 —(—3)3]+ i[(4)2 —(—3)2]:6(4+3)— é(e4+27)+i(16 -9)

A= 6(7)_5(91)+£(7):42_%+Z:w
6 4 6 4 12

_348 2
12

A

Actividad 5.4: Determinar el &rea de la region en el plano xy acotada por las
graficas: x=y°, x+y=2, y=0
X=2-Y

Graficar la region entre las curvas:

x=y?3
yl-110]1]2
x-110]1|8

X <
1
=
o
=
N

Los limites de y para la integral externa se obtienen de la grafica:a=0yb=-1

Con el rectangulo representativo se obtienen los limites para la integral interna:
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12y
A= j J‘ dx dy
0 3
Resolviendo la integral interna:
2-y
J‘dx = x\igy =2-y—y> Sevuelve a integrar, ahora con respecto a y

y3

! 1
2 4
@-y-yHay=2y-L - ¥ —2a-0)-t|m?-o]-L[w2-0]=2-L-L_>_125
2 4 2 4 4

0 0

1 2-y

S) 2

A=j J-dxdy= -=125u

0 y3

Actividad 5.5: Encontrar el volumen del sélido acotado por la superficie

f(x,y)= 4—21)x2 - 116 y2 , los planos x =3y y =2,y los 3 planos coordenados. La figura

muestra la gréafica de la ecuacion z= f(x,y) en el primer octante y el s6lido dado

(Leithold, 1998).
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32
12 1 2
V= f(x,y)dA V= 4-"—x°—"—y° [dydx
_” (x,y) _”[ 5 16yjy
R 00
Realizando la integral interna:
2 2 , 2 2 , 512
1 2 1 2 X 1 2 X 1 y
4—-xX°——y“ldy=4)dy—— Jdy — dy=4y——y— .7
_.I9 16yjy jy 9jy 16yy y9y1 30
0 0 0 0

Tomando limitesen y
‘ 2
1, 1 3 X 1 3 2 - 2 1 2
4——x°——y ldy=42)-—(2)—- =(2)°=8-—x"—-—— =8—-—XxX"—-"=—"——- "X
j( 9 16yjy (@) 9() 48() 9 48 9 6 6 9
0

Integrando el resultado con respecto a x:

3 3

3
4T 2.2 )y 4, 2 X :ﬂ(g)_i(gfzﬂ_i(y):ﬂ_z
6 9 6 3 0 6 27 2 27 2
0
2

También puede obtenerse el volumen V integrando primero con respecto a x para el

mismo ejemplo.

Actividad 5.6: Determinar el area de la region R acotada por un riso del lemniscato

r > =a?sen 26 de la figura del primer cuadrante. Considere a > 0.



NS

r?2 = a®sin 26

v
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AzﬂdA

R

El area de una region puede determinarse con una integral doble en coordenadas polares

por la ecuacion 5.9y si f(x,y) =1, laexpresion se simplifica:

dA que en coordenadas polares se expresa

e

A= rdrd@ =_Urdrd9

o
R R

Limites parar:

Con el rectangulo

riZO

r, =a,/sen(20)

Limites para 0:

Area donde esta la figura

T
6 =0 Oy ==
i $T
%a\/senze
A:I jrdrde
0 0

Resolviendo la integral interna:
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a./sen20 a.[sen20

r2
J.rdrdez

2
0

Se vuelve a integrar con respecto al &ngulo &

’ 1 2 12 a’
=2[(aW) —O]zza sen 26 = = -sen 20

0

2 2
2 2
A= a—senZHdG:a— sen26dé
2 2
0 0

U=20 U; =2(0)=0
dU =2do

U _gg uszz(”jzﬂ
2 2

T

2 2 4 2 2
Aza—.E senU dU =— a—cosU
2 2 4

2
a a a
=— —(cosz—-cos0) =— —(-1-)=- — (-2

, (Cosm—cos0) == ° (-1-1)=- " (-2)

0

Actividad 5.7: Evalue la integral triple jjjx ysen(yz)dV siQesel
Q

. /4 /4
paralelepipedo rectangular acotado por los planos X =7z, y = o Z= gy los planos

coordenados (Leithold, 1998).

Los limites de las integrales se colocan segun el orden de los diferenciales:

7z
7 2 3

Jjjxysen(y z)dz dy dx
000
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Resolviendo la integral interna con respecto a z:

jxysen(yz)dz = XYy J sen(yz)dz

0 0

Realizando cambio de variable con respecto a z, por lo tanto y se considera constante.

U=yz Ui =y(0)=0

dU =ydz

du T 7wy

Rl U =yl Z|="~

y : y(sj 3

V4 Ty

3 3 ’;—y

jxysen(yz)dz: Xy jsen(U)dU =—xcos(U) | :—x{cos(?j—cos(O)}
y 0

0 0

w| N

Ix ysen(yz)dz= —x [cos[”;’j _1} se vuelve a integrar con respecto a y

0

i fLok ) e fofo o

w="Y w; =7 (0)=0
3 3
7T
dw ="~d
3 y
2
T 3)\ 2 6

i
2

”2
6 2 7
—X cos[”y]—l dy = _3x cos(W)dw — x | dy= _X sen(”y] ° ~xY|
3 i 4 3 Jo 0
0 0

O Cmm—1o | N
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Sustituyendo en y los limites indicados

VA
: 3
—X Cos(ﬂy}—l dy = ~Hen| T +§x=—3—xsen(30°)+£x
3 Vs 18 2 T 2
0

El resultado se vuelve a integrar con respecto a x

T

[—?’Xsen (30°)+7Zx}dy= {—Ssen (30°) + ﬁ}xdx= Txdx="
T 2 T 2 2 2
0

>
o
>
Il
NN
7~ N\
I\J‘ =,

T T
T 23 5
El resultado de la integral triple jjjx ysen(yz)dzdydx = %
0

2 2xr

Actividad 5.8 : Evalue la integral J. jj rdzd@dr (Stewart, 2018).
0 00

Utilizando la expresion 5.15 y considerando f(r,#,z) =1, se realiza la integral interna

(con respecto a z):

r r
i
J.rdz :rjdz =rzjj=rr= r?
0 0

Integrando el resultado con respecto a &:
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2 2 27

jrzdeerJdezrze =1 Qr)=2xr?
0

0 0

El resultado se vuelve a integrar con respecto a r:

2

2 2
3
27r?dr =27 | r?dr =27r.r— = 2—7[(2)3 =Eﬂ'
3 3 3
0 0

2 2nr

La integral triple j‘J.J‘ rdZdedl’Zl?’Gﬁ
0 00

V3
2r 4 cosg

Actividad 5.9: EvalUe la integral J' j Ipzsen¢dpd¢d0 (Stewart, 2018).
00 0

Considerando f(p,8,¢) =1y utilizando 5.21:

Se inicia resolviendo la integral interna (con respecto a p):

CoS ¢ CoS ¢

3
jpzsen¢dpd¢d0:sen¢ Ipzdp :senq{p?,j
0 0

% en ¢ 3 sen ¢ cos 3 ¢
= 7[(cos¢) —O]:3

0

El resultado se vuelve a integrar con respecto a ¢ :

r z 2

3 4 2 A2
sengcosg 1 s, 1 s, _ 1{U"
j3d¢_3jsen¢(cos¢) dg = 3JU du = 3( 4J
0 1

0
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T *\2
U =cos ¢ Ui—cosz— T_0.7071
dU =-sengdg

—dU = sengdg U,=cos0=1

T

4
sengoos®y  1|(2) _1f2%2 ) 1(1 . 1( 3
[mesebay - ul(z] (1)4]‘12[24 ‘1]“12(4‘1]“12(‘4j

0

z
4
sen¢cos3¢d¢ 3 _1
3 48 16
0

El resultado se vuelve a integrar con respecto a &

2r 2z
Lao= e =ie\2”=3n=§
16 16 16 ° 16 8
0 0
T
27 4 cos¢g
Por lo tanto, la integral buscada I j pzsenqﬁdp dgdé = Z
00 0

Actividad 5.10: Realizar la evaluacion de la integral de linea I(x3 +y)dS, donde C
c

tiene la parametrizacion: x=3t, y=t Senelintervalo 0<t<1

b

Aplicando 5.29 I f(x,y)dS = I f [g(t),h(t)]\/[g'(t)]z +[h'(®)]? dt
C

a

Primero obtener: f [g(t), h(t)]

fxy)=x3+y



f[g(t),h(t)]=3t)3 + t3 =273+ t3=28t3

Segundo: Obtener: g(t), h(t), g'(t) y h'(t)

Si: x=g(t) y = h(t)
g(t) = 3t h(t) =t3
9'(t)=3 h'(t) =3t

Tercero: Sustituir en 5.29

1

! 1
1
I(X3+y)ds =J‘28t3J(3)2+ (3t2)2dt=28j‘t3x9+ ot dt=28jt3(9+ ot*)2 at
0 0

C
0

U=9+9t* U, =9+ 9(0)*=9

du =36t3dt U,=9+ 9(1)*=18
du

— t3dt
36
. 18 1 3 18 18
3 28 = 7 o2 14 [ 3 14[ 2 3}
x34y)ds = L2l u2dqu=—‘uz2.9 =" ud = 18)3 — /(9
.C( ) 36j 9 3 27 o 27 1a8)° -

9

(x3+y)dS = E(76.3675 —27) = E(49.3675) = 25.59
JC 27 27

Actividad 5.11: Evaluar I

f(x,y)dx y j f (X, y)dy paralacurvaC con la
c

C

parametrizacion: f (x,y)=x3+y, x=3t, y=t° enelintervalo 0<t<1.
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b
f(x, y)dx = f f[g(t).h(H)]g' ) dt y5.31

a

Aplicando 5.30 j
C

b

j f(xy)dy = j flo@),h®]h" ) dt
Cc

a

Se tiene:
f(x,y)= x3 +y
f[g(t),ht)]=3t) +t3=27t3 +t3 =28t3
g(t) = 3t h(t) =t3

g'(t)=3 h'(t) =3t

b

Sustituyendo en 5.30 J'

C
a

1 1
3 3 3 4" g4
(x7+y)dx= | 28t°(3)dt =84] t°dt :84'Z =
c
0 0

1*-0)=21
4

0

b
f(x, y)dy = J- f [g(t), h(t)]h' () dt se obtiene:

a

Con ecuacién 5.31 j-
c

1

=864 1%-0)=14

0

1 1
6
j(x3+y)dy=j28t3(3t2)dt:84jt5dt =84.t6
C
0 0

f(x y)dx = j f [g(t),h(t)]g'(t)dt se obtiene:

309
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Actividad 5.12: Utilice el teorema de Green para evaluar la integral de linea

f(x2 + y)dx + x y 2dy , C es la curva cerrada dada por y2=x, y=—x de (0,0)a (L, - 1)
C

(Swokowski, 1989).

Del teorema de Green, ecuacion 5.40 i';MdX + Ndy = J‘J.(%T - a{;\yﬂj dA se obtiene:

C R
0 -y )
2 2 N oM 2 OX OX oy

XS+ y)dx+xy“dy = — - |dA= — —| ——+ > ||dxd
§( y) y “dy ”[ax 6‘yj {y ™ (ay ayﬂ y
C R -1 y?

0 -y

§(x2+y)dx+xy2dy:J‘ j(yz—l)dxdy .................... A
C -1 y2

Resolviendo la integral interna:

-y
j(yz—l) dx
y2

-y
j(yz—l) dx
y2

0
§(x2 +y)dx + xy 2dy =j y*-y3+yZ+y)dy
C -1

-y
-y
yzjdx — | dx= (yzx—X)y,_ =y2(-y-y?)-(-y-y?)
y2

<

2

<

—y3—ytry+y2=—y*—y3 4+ y? 4y sustituyendo el resultado en A

2 2 y y y y
d dy= -2 -2 4+ > L 7
§(x + y)dx + xy “dy c 4+ 3+ 5
C



P 5 4 3 2
(x2+y)dx+xy?dy = 0 —| - S A G AN o A :—[1— 11
) 5 4 3 2 5 4 3
C
[, 2 12—15—20+3oj 7
X“+y)dx+xy“dy = - - -
.( y) y “dy ( 50 60
C

Actividad 5.13: Obtenga la divergencia y rotacional si
- 2 a 2 ” 2 A .
F(Xx,y,2)=3yz°x1 + y~sen(z) j+ xe“* k (Swokowski, 1989).

ﬁ
De F se obtiene M =3yz2x , N =y?sen(z) , P = xe??

N 2 2z
a) Con 5.41 se obtiene la divergencia: V- F (X, y,z) =3y 72 ZX + sen(z) »° + X 82
X z

_)
V-F(X,y,2)=3yz? +2ysen(z) +2xe??

_)
b) Con 5.42 se obtiene el rotacional de F

]k ) ] K ] ]
- -
rot F=VxF (x,y,z)= N A 9o 9 9o o
oX oy oz OX oy 0z OX oy
M N P

3y22x yzsen(z) xe?? 3y22x yzsen(z)

2 2
Ia+3yxaz j+ay sen(z)R_322Xayl2_yzasen(z)f_ 27 OX .

e
oz OX oy oz OX
[ 2.0 2 2
VXF(Xy,2)=6yxzj —3z°xk—-y-cos(z)i —e“* j

o xe??

N
VXF(XY,2)=

e 2 « 22y + 2.0
VXxF(xy,z)=—y“cos(z)i+ (6yxz —e“")] — 3z°xk
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Actividad 5.14: Aplicar el teorema de Green para evaluar

f y 3ax + (x 34+3x y 2)dy donde C es la trayectoria desde (0,0) hasta (1,1) a lo largo la

C

graficade y= x 3 y desde (1,1) hasta (0,0) a lo largo de la grafica de y = x, como se

muestra en la figura dada a continuacién (Larson y Edwards, 2010).

(0. 0)

Aplicando ecuacion 5.42: §de + Ndy = jj( P
c R
Considerando: M =y? N=x3+3xy?
Derivando parcialmente:
aﬂ:3y2 @:3x2+3y2

oy OX

3 3 2yqv = | I[N M
§y dx+ (x° +3xy )dy—jj[ax 6yjdA
R

C

N _am

|
oy
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1 x
§y3dx+(x3+3xy2)dy:J‘ [(C-Sx2 +3y2)—3y2 ]dydx
3

C 0 x

1 x
i§y3dx+(x3+3xy2)dyzj‘ (3x2+3y2—3y2)dydx
C 3

0 x

1 x

j;y3dx+(x3+3xy2)dy:J.J’3x2dydx ..................................... A
c

Resolviendo la integral interna

X X

X
j3x2dy:3x2jdy: 3x2y :3x2(x—x3):3x3—3x5
X3 X3 X3

El resultado se vuelve a integrar con respecto a x

1

1
(3x3—3x5)dx:§x4 _ 3y =§(1)4—1(1)6=§_£:;2: 1
420 "6 |, 4 27 T4 2 4 4
0
Sustituyendo en A:
§y3dx+(x3+3xy2)dy= 411

C
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ANEXO 2. INTRUMENTACION DIDACTICA PARA CALCULO VECTORIAL

Tecnolégico Nacional de México
Instituto Tecnolégico de Mexicali
Subdireccién Académica
Instrumentaciéon Didactica para la Formaciéon y Desarrollo de Competencias Profesionales
Periodo: 2025-2

Nombre de la asignatura: Calculo Vectorial
Plan de estudios: Todas las carreras
Clave de asignatura: ACF-0904
Horas teoria — horas practicas — créditos: 3-2-5

1. Caracterizacion de la asignatura:

En diversas aplicaciones de la ingenieria, la concurrencia de variables espaciales y temporales, hace necesario el analisis de
fenédmenos naturales cuyos modelos originan funciones vectoriales o escalares de varias variables. Se disefia esta asignatura
con el fin de proveer al alumno de herramientas para analizar estas funciones de tal manera que se pueda predecir o
estimar su comportamiento, y estudiar conceptos relacionados con ellas; haciendo hincapié en la interpretacion geomeétrica
siempre que sea posible.

El curso esta disefiado de manera que posibilite al estudiante para representar conceptos, que aparecen en el campo de la
ingenieria, por medio de vectores; resolver problemas en los que intervienen variaciones continuas; resolver problemas
geométricos en forma vectorial; graficar funciones de varias variables; calcular derivadas parciales; resolver integrales dobles
y triples; aplicar las integrales en el calculo de areas y volimenes.

Con el disefio de este curso se pretende que al mismo tiempo que el alumno aprende el lenguaje de las matematicas,
adquiera estrategias para resolver problemas; elabore desarrollos analiticos para la adquisicion de un concepto; piense
conceptualmente, desarrolle actitudes para la integracién a grupos interdisciplinarios y aproveche los recursos que la tecnologia
ofrece, como el uso de software de algebra simbdlica, calculadora grafica y computadora.

2. Intencion didactica:

La caracteristica mas relevante de la materia es el tratamiento a nivel intuitivo de los Campos escalares y vectoriales desde el inicio
del curso, con el fin de dotar de significado a muchos de los conceptos que se estudiaran mas adelante en el curso. El examinar y
retomar, a lo largo de todo el curso, la importancia geométrica y fisica de campos, como flujo de calor, flujo de energia, el gravitatorio
o el asociado con cargas; analisis que servira para dar significado a diversos subtemas del curso como algebra vectorial, superficies
de nivel, longitud de arco, vector tangente, etc. Esto permitira que el alumno se sensibilice de la importancia del concepto “"Campo”
en el desarrolio de las bases conceptuales de la fisica y la ingenieria, asi como en la consolidacién del pensamiento cientifico.

La propuesta es llegar a las formalizaciones a partir de lo concreto; por ejemplo, primero se estudia la geometria de las operaciones
vectoriales y después estas operaciones.




Instrumentacién Didactica para la Formaciéon y Desarrollo de Competencias Profesionales

Tecnolégico Nacional de México
Instituto Tecnolégico de Mexicali

Subdireccién Académica

de estas coordenadas.

En la dltima unidad se aborda el concepto Integral de Riemann de funciones de varias variables y el concepto de coordenadas
esféricas y cilindricas, cuya intenciéon es mostrar el potencial del calculo en las aplicaciones donde se calcula un volumen; es decir,
no se pretende ser exhaustivo en la resolucién de distintos problemas sélo sensibilizar al alumno, del potencial que tiene el uso

En la seccion “Unidades de aprendizaje” se recomiendan actividades dirigidas a los estudiantes que pretenden servir de
ejemplo para activar competencias al mismo tiempo que se adquieren conocimientos

3. Competencia de |la asignatura:

Conocer los principios y técnicas basicas del Calculo en Varias Variables para interpretar y resolver modelos que
representan fendémenos de la naturaleza en los cuales interviene mas de una variable continua.

4, Analisis por competencias especificas:

Competencia No: 1
Algebra de vectores

rectas a ecuaciones dadas.

soltura

Descripcion: Analizar de manera intuitiva campos escalares y vectoriales del entorno. Identificar la
manifestacion de un vector en distintos contextos. Resolver con
vectores. Determinar ecuaciones de rectas y planos dados, asi como asociar graficas de planos y

operaciones entre

1.3 La geometria de las
operaciones vectoriales.

1.4 Operaciones con vectores
y sus propiedades.

* Realizar en equipo las
tareas extraclase.

*Elaborar durante el
desarrollo de la unidad

estudiantes y
mencionar algunos
habitos de estudio que
les pueden facilitar el
aprendizaje.

ambiente: ser capaz
de organizar el
tiempo y las
estrategias para el
aprendizaje, tomar

Temas y subtemas para Actividades de Actividades de Desarrollo de Horas tedrico-
desarrollar la competencia aprendizaje ensefanza competencias practica
especifica genéricas
1.1 Definicion de un vector *Contestar el examen *Elaborar el examen *Capacidades
en R? R® y su diagnéstico. diagnéstico de cognitivas, la
interpretacion derivadas y capacidad de
geométrica. *Contestar el diferenciales. comprender y
cuestionario de estilos manipular ideas y
1.2 Introduccién a los de aprender. * Conocer el estilo de pensamientos.
campos escalares y ) apreqder de los 3
vectoriales. *Calcular operaciones estudiantes. Comentar | *Capacidades
con vectores. en clase los estilos de metodolégicas para
aprender de los manipular el

3 semanas (15hrs)
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1.5Descomposicion vectorial
en 3 dimensiones.

1.6 Ecuaciones de rectas y
planos.

1.7 Aplicaciones fisicas y
geomeétricas.

el portafolio de
evidencias.

*Elaborar un mapa
conceptual con el
resumen de la unidad.

*Resolver ejercicios de
ecuaciones de rectas y
planos.

*Investigar aplicaciones
del producto vectorial.

*Participar activamente
en elaula.

*Entregar el formulario
de derivadas e
integrales a utilizar en
el curso.

*Resolver y explicar los
ejercicios.

“*Responder las dudas
de los temas vistos en
clase.

*Impartir asesorias.

*Indicar el formato de
reporte de la
investigacion.

*Fomentar
actividades grupales
que propicien la
comunicacion, el
intercambio de ideas,
la reflexion, la
integracién y
colaboracion de
pares.

decisiones o
resolver problemas.

*Capacidad de
analisis y sintesis.

*Capacidad de
organizar y
planificar.

*Comunicacién oral
y escrita en su
propia lengua.

“Habilidades basicas
de manejo de la
computadora.

*Habilidades de
gestion de
informacion
(habilidad para
buscar y analizar
informacion
proveniente de
fuentes diversas.

*Solucion de
problemas.

*Capacidad critica y
autocritica.

*Trabajo en equipo.
*Apreciacién de la

diversidad y
multiculturalidad
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*Trabajo en equipo

*Apreciacion de la
diversidad y
multiculturalidad

Indicadores de alcance

Valor del indicador

A. Realiza trabajo de investigacion de la aplicacién del producto vectorial
B. Resuelve y analiza los ejemplos propuestos en clases.
C. Organiza su tiempo y trabaja de manera auténoma entregando en tiempo y forma las actividades

encomendadas.

D. Analiza y aplica los fundamentos del Calculo Vectorial en la toma de decisiones.
E. Incorpora conocimientos obtenidos en otras asignaturas.

10%
60%
15%
10%
5%

Niveles de desempefio

Desempeno Nivel de desempefio | Indicadores de alcance Valoracién numérica
Competencia alcanzada Excelente Cumple con los indicadores (A, B, C, y D). 95-100
Notable Cumple con los indicadores (A, By C)o (B,Cy D) o 85-94
(A, B,DyE).
Bueno Cumple con los indicadores (By C) o (A, By E) o (B, 75-84
DyE).
Suficiente Cumple con los indicadores (Ay B) o (By D). 70-74
Competencia no alcanzada Insuficiente No cumple con el indicar B. NA
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Matriz de evaluacion

Evidencia de aprendizaje % Indicador de alcance Evaluacion formativa de la competencia
A B C D E

Examen Escrito 60% 50 10 Corroborar la comprensiéon de conceptos
y su aplicacion.

Investigacién 5% 5 Reporte de Investigacion segun formato
indicado.

Actividad Extraclase 15% 5 10 Portafolio de Evidencias.

Ejercicios en clase 15% 5 10 Portafolio de Evidencias.

Asistencia y Participacion 5% 5 Lista de Cotejo de asistencia y
participacion

Total | 100% 10% 60% 15% 10% 5%
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Competencia No: 2
Curvas en R2 y
ecuaciones
paramétricas.

Descripcion: Construir la grafica de una curva plana en forma paramétrica eligiendo la técnica mas
apropiada.

Temas y subtemas para
desarrollar la competencia
especifica

Actividades de
aprendizaje

Actividades de
ensefanza

Desarrollo de

competencias genéricas

Horas tedrico-practica

2.1 Ecuacién parameétrica
de la linea recta.

2.2 Curvas planas.

2.3 Ecuaciones
paramétricas de
algunas curvas y su
representacion
grafica.

2.4 Derivada de una
funcion dada
parameétricamente.

2.5 Coordenadas polares.
2.6 Graficacién de curvas

planas en
coordenadas polares.

*Graficar curvas en
forma polar.

*Realizar en equipo
las tareas
extraclase.

*Elaborar durante
el desarrollo de la
unidad el portafolio
de evidencias.

*Elaborar un mapa
conceptual con el
resumen de la
unidad.

*Resolver ejercicios
de conversion de
ecuaciones
rectangulares a
polares y viceversa.

*Participar
activamente en el
aula.

*Resolver y explicar los
ejercicios.

*Responder las dudas
de los temas vistos en
clase.

*Impartir asesorias.

*Indicar el formato de
reporte de la
investigacion.

*Fomentar
actividades grupales
que propicien la
comunicacién, el
intercambio de ideas,
la reflexion, la
integraciéon y
colaboracién de
pares.

*Capacidades

cognitivas, la capacidad

de comprender y
manipular ideas y
pensamientos.

*Capacidades
metodolégicas para
manipular el ambiente:

ser capaz de organizar

el tiempo y las
estrategias para el
aprendizaje, tomar
decisiones o resolver
problemas.

*Capacidad de analisis

y sintesis.

*Capacidad de
organizar y planificar.

*Comunicaciéon oral y
escrita en su propia
lengua.

2 semanas (10hrs)
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*Realizar
Investigacion
acerca de curvas
planas en forma
paramétricas.

*Habilidades basicas de
manejo de la
computadora.

*Habilidades de gestion
de informacién
(habilidad para buscar y
analizar informacién
proveniente de fuentes
diversas.

*Solucién de problemas.

*Capacidad critica y
autocritica.

*Trabajo en equipo.

*Apreciacion de la
diversidad y
multiculturalidad

*Trabajo en equipo

*Apreciacion de la
diversidad y
multiculturalidad
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Indicadores de alcance

Valor del indicador

encomendadas.

A. Realiza trabajo de investigacion curvas planas en forma paramétrica.
B. Resuelve y analiza los ejemplos propuestos en clases.
C. Organiza su tiempo y trabaja de manera auténoma entregando en tiempo y forma las actividades

D. Analiza y aplica los fundamentos del Calculo Vectorial en la toma de decisiones.
E. Incorpora conocimientos obtenidos en otras asignaturas.

10%
60%
15%
10%
5%

Niveles de desempefio

Desempeno Nivel de desempeno | Indicadores de alcance Valoracién numérica
Competencia alcanzada Excelente Cumple con los indicadores (A, B, C, y D). 95-100
Notable Cumple con los indicadores (A,ByC)o (B,CyD)o 85-94
(A, B,DyE).
Bueno Cumple con los indicadores (By C) o (A, By E) o (B, 75-84
DyE).
Suficiente Cumple con los indicadores (Ay B) o (By D). 70-74
Competencia no alcanzada Insuficiente No cumple con el indicar B. NA
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Matriz de evaluaciéon
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Evidencia de aprendizaje % Indicador de alcance Evaluacion formativa de la competencia
A B C D

Examen Escrito 60% 50 10 Corroborar la comprensién de conceptos
y su aplicacion.

Investigacion 5% 5 Reporte de Investigacion segun formato
indicado.

Actividad Extraclase 15% 5 10 Portafolio de Evidencias.

Ejercicios en clase 15% 5 10 Portafolio de Evidencias.

Asistencia y Participaciéon 5% 5 Lista de Cotejo de asistencia y
participacion

Total | 100% 10% 60% 15% 10% 5%
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Competencia No: 3
Funciones vectoriales de
una variable real.

Descripcién: Reconocer una funcién vectorial en distintos contextos y manejarla como un vector.
Manejar con soltura ecuaciones paramétricas y el software para graficar curvas. Analizar graficas de
curvas de funciones vectoriales en el espacio. Determinar los parametros que definen una curva en el

espacio.
Temas y subtemas para Actividades de Actividades de Desarrollo de Horas tedrico-practica
desarrollar la competencia aprendizaje ensefianza competencias genéricas
especifica
*Resolver ejercicios *Resolver y explicar | *Capacidades

3.1 Definicién de funcion
vectorial de una
variable real.

3.2 Graficacién de curvas
en funcién del
parametro t.

3.3 Derivacién de funciones
vectoriales y sus
propiedades.

3.4 Integracion de funciones
vectoriales.

3.5 Longitud de arco.

3.6 Vector tangente, normal
y binormal.

3.7 Curvatura.

3.8 Aplicaciones.

de calculo de
ecuaciones de un
vector tangente a una
curva.

*Realizar en equipo
las tareas extraclase.

*Elaborar durante el
desarrollo de la
unidad el portafolio de
evidencias.

*Elaborar un mapa
conceptual con el

resumen de la unidad.

*Resolver ejercicios
de Integrales de
funciones vectoriales.

* Participar
activamente en el
aula.

los ejercicios.

*Responder las
dudas de los temas
vistos en clase.

*Impartir asesorias.

*Indicar el formato
de reporte de la
investigacion.

*Fomentar
actividades
grupales que
propicien la
comunicacion, el
intercambio de
ideas, la reflexion,
la integracion y
colaboracion de
pares.

cognitivas, la capacidad
de comprender y
manipular ideas y
pensamientos.

*Capacidades
metodolégicas para
manipular el ambiente:
ser capaz de organizar
el tiempo y las
estrategias para el
aprendizaje, tomar
decisiones o resolver
problemas.

*Capacidad de analisis
y sintesis.

*Capacidad de
organizar y planificar.

*Comunicacion oral y
escrita en su propia
lengua.

4 semanas (20hrs)
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*Realizar

Investigacion acerca
de aplicaciones de
funciones vectoriales.

*Habilidades basicas de
manejo de la
computadora.

*Habilidades de gestion
de informacion
(habilidad para buscar y
analizar informacion
proveniente de fuentes
diversas.

*Solucién de problemas.

*Capacidad critica y
autocritica.

*Trabajo en equipo.

*Apreciacion de la
diversidad y
multiculturalidad

*Trabajo en equipo

*Apreciacion de la
diversidad y
multiculturalidad
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Indicadores de alcance

Valor del indicador

A. Realiza trabajo de investigacién de la aplicacion de las funciones vectoriales.
B. Resuelve y analiza los ejemplos propuestos en clases.
C. Organiza su tiempo y trabaja de manera auténoma entregando en tiempo y forma las actividades

encomendadas.

D. Analiza y aplica los fundamentos del Calculo Vectorial en la toma de decisiones.
E. Incorpora conocimientos obtenidos en otras asignaturas.

10%
60%
15%
10%
5%

Niveles de desempefio

Desempeiio Nivel de desempefio [ Indicadores de alcance Valoracién numérica
Competencia alcanzada Excelente Cumple con los indicadores (A, B, C, y D). 95-100
Notable Cumple con los indicadores (A,ByC)o (B,CyD)o 85-94
(A, B,DyE).
Bueno Cumple con los indicadores (By C) o (A, By E) o (B, 75-84
DyE).
Suficiente Cumple con los indicadores (Ay B) o (By D). 70-74
Competencia no alcanzada Insuficiente No cumple con el indicar B. NA
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Matriz de evaluacién

Evidencia de aprendizaje % Indicador de alcance Evaluacion formativa de la competencia
A B C D

Examen Escrito 60% 50 10 Corroborar la comprension de conceptos
y su aplicacion.

Investigacion 5% 5 Reporte de Investigacién segun formato
indicado.

Actividad Extraclase 15% 5 10 Portafolio de Evidencias.

Ejercicios en clase 15% 5 10 Portafolio de Evidencias.

Asistencia y Participacion 5% 5 Lista de Cotejo de asistencia y
participacion

Total | 100% 10% 60% 15% 10% 5%
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Competencia No: 4
Funciones reales de

Descripcién: Analizar de manera formal campos escalares y vectoriales. Calcular derivadas parciales
y direccionales, determinar gradientes, planos tangentes y valores extremos de una funcién. Resolver

varias variables.

problemas que involucran varias variables.

Temas y subtemas para Actividades de Actividades de Desarrollo de competencias | Horas tedrico-
desarrollar la competencia aprendizaje ensefanza genéricas practica
especifica
4.1 Definicion de una *Resolver ejercicios de *Resolver y explicar | *Capacidades cognitivas, la
funcién de varias derivadas parciales. los ejercicios. capacidad de comprender y
variables. manipular ideas y
*Realizar en equipo las *Responder las pensamientos.
4.2 Grafica de una funcién tareas extraclase. dudas de los temas 4 semanas
de varias variables. vistos en clase. *Capacidades (20hrs)

4.3 Curvas y superficies de
nivel.

4.4 Derivadas parciales
de funciones de varias
variables y su
interpretacion
geométrica.

4.5 Derivada direccional.

4.6 Derivadas parciales de
orden superior.

47 Incrementos,

diferenciales y regla
de la cadena.

4.8 Derivacion parcial

*Elaborar durante el
desarrollo de la unidad el
portafolio de evidencias.

*Elaborar un mapa
conceptual con el
resumen de la unidad.

*Resolver ejercicios del
gradiente y derivada
direccional.

* Participar activamente
en elaula.

*Realizar Investigacion
de igualdad de derivadas
parciales cruzadas o
mixtas.

*Impartir asesorias.

*Indicar el formato
de reporte de la
investigacion.

*Fomentar
actividades
grupales que
propicien la
comunicacion, el
intercambio de
ideas, la reflexién,
la integracién y
colaboracién de
pares.

metodolégicas para
manipular el ambiente: ser
capaz de organizar el
tiempo y las estrategias
para el aprendizaje, tomar
decisiones o resolver
problemas.

*Capacidad de analisis y
sintesis.

*Capacidad de organizar y
planificar.

*Comunicacién oral y
escrita en su propia lengua.

*Habilidades basicas de
manejo de la computadora.

*Habilidades de gestion de
informacion (habilidad para
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implicita.
4.9 Gradiente.
4.10 Campos vectoriales.

4.11 Divergencia,
rotacional,
interpretacion
geométrica y fisica.

4.12 Valores extremos de
funciones de varias
variables.

buscar y analizar
informacion proveniente de
fuentes diversas.

*Solucién de problemas.

*Capacidad critica y
autocritica.

*Trabajo en equipo.

*Apreciacion de la
diversidad y
multiculturalidad

*Trabajo en equipo

*Apreciacion de la
diversidad y
multiculturalidad
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Indicadores de alcance

Valor del indicador

A. Realiza trabajo de investigacion de derivadas cruzadas o mixtas. 10%
B. Resuelve y analiza los ejemplos propuestos en clases. 60%
C. Organiza su tiempo y trabaja de manera auténoma entregando en tiempo y forma las actividades 15%

encomendadas. 159;',6

D. Analiza y aplica los fundamentos del Calculo Vectorial en la toma de decisiones.
E. Incorpora conocimientos obtenidos en otras asignaturas.

Niveles de desempefio

Desempeno Nivel de desempefio | Indicadores de alcance Valoracién numérica
Competencia alcanzada Excelente Cumple con los indicadores (A, B, C, y D). 95-100
Notable Cumple con los indicadores (A, ByC)o (B,CyD) o 85-94
(A,B,DyE).
Bueno Cumple con los indicadores (By C) o (A, By E) o (B, 75-84
DyE).
Suficiente Cumple con los indicadores (Ay B) o (By D). 70-74
Competencia no alcanzada Insuficiente No cumple con el indicar B. NA
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Matriz de evaluacion

Evidencia de aprendizaje % Indicador de alcance Evaluacion formativa de la competencia
A B C D

Examen Escrito 60% 50 10 Corroborar la comprension de conceptos
y su aplicacion.

Investigacion 5% 5 Reporte de Investigacion segtn formato
indicado.

Actividad Extraclase 15% 5 10 Portafolio de Evidencias.

Ejercicios en clase 15% 5 10 Portafolio de Evidencias.

Asistencia y Participacion 5% 5 Lista de Cotejo de asistencia y
participacion

Total | 100% 10% 60% 15% 10% 5%
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Competencia No: S Descripcion: Plantear y resolver integrales a partir de una situacion propuesta, eligiendo el sistema de
Integracién. coordenadas mas adecuado. Usar software para hallar la representacion grafica de un campo vectorial.
Temas y subtemas para Actividades de Actividades de Desarrollo de competencias | Horas tedrico-
desarrollar la competencia aprendizaje ensenanza genéricas practica
especifica
5.1 Introduccion. *Resolver ejercicios de *Resolver y explicar | *Capacidades cognitivas, la
integrales dobles en los ejercicios. capacidad de comprender y
5.2 Integral de linea. coordenadas manipular ideas y
rectangulares. *Responder las pensamientos.
5.3 Integrales iteradas dudas de los temas 4 semanas
dobles y triples. *Realizar en equipo las vistos en clase. *Capacidades (20hrs)
tareas extraclase. metodoldgicas para
5.4 Aplicaciones a areas y *Impartir asesorias. | manipular el ambiente: ser
solucién de problema. *Elaborar durante el capaz de organizar el
desarrollo de la unidad el | *Indicar el formato tiempo y las estrategias
5.5 Integral doble en portafolio de evidencias. | de reporte de la para el aprendizaje, tomar
coordenadas polares. investigacion. decisiones o resolver
*Elaborar un mapa problemas.
P— conceptual con el *Fomentar
%8 522;2:2:: AT T resumen de la unidad. actividades *Capacidad de analisis y
grupales que sintesis.
. *Resolver ejercicios de propicien la
in?é7gg7 lltcria:: ne: " integrales dobles en comunicacion, el 'Capacidad de organizary
coordenadas cartesianas, coordenadas polares. intercalmbio de planificar.
; : : ideas, la reflexion,
il S * Participar activamente | la integracién y *Comunicacién oral y
en elaula. colaboracién de escrita en su propia lengua.
pares.
*Realizar Investigacién *Habilidades basicas de
de la aplicacion de manejo de la computadora.
integral triple en
coordenadas “Habilidades de gestion de
cartesianas, cilindricas y informacién (habilidad para
esféricas. buscar y analizar
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informacién proveniente de
fuentes diversas.

*Solucién de problemas.

*Capacidad critica y
autocritica.

“Trabajo en equipo.

*Apreciacion de la
diversidad y
multiculturalidad

*“Trabajo en equipo

*Apreciacion de la
diversidad y
multiculturalidad
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informacién proveniente de
fuentes diversas.

*Solucién de problemas.

*Capacidad critica y
autocritica.

“Trabajo en equipo.

*Apreciacion de la
diversidad y
multiculturalidad

“Trabajo en equipo

*Apreciacion de la
diversidad y
multiculturalidad




Tecnolégico Nacional de México
Instituto Tecnolégico de Mexicali

Subdireccion Académica
Instrumentacién Didactica para la Formacion y Desarrollo de Competencias Profesionales

Indicadores de alcance

Valor del indicador

A. Realiza trabajo de investigacién de la aplicaciéon de la integral triple.
B. Resuelve y analiza los ejemplos propuestos en clases.

C. Organiza su tiempo y trabaja de manera auténoma entregando en tiempo y forma las actividades

encomendadas.

D. Analiza y aplica los fundamentos del Calculo Vectorial en la toma de decisiones.

E. Incorpora conocimientos obtenidos en otras asignaturas.

10%
60%
15%
10%
5%

Niveles de desempeiio

Desempefio Nivel de desempefio | Indicadores de alcance Valoracién numérica
Competencia alcanzada Excelente Cumple con los indicadores (A, B, C, y D). 95-100
Notable Cumple con los indicadores (A,ByC)o (B,CyD) o 85-94
(A,B,DyE).
Bueno Cumple con los indicadores (By C) o (A, BYE) o (B, 75-84
DyE).
Suficiente Cumple con los indicadores (Ay B) o (By D). 70-74
Competencia no alcanzada Insuficiente No cumple con el indicar B. NA
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Matriz de evaluacion

Evidencia de aprendizaje % Indicador de alcance Evaluacién formativa de la competencia
A B C D

Examen Escrito 60% 50 10 Corroborar la comprension de conceptos
y su aplicacién.

Investigacion 5% 5 Reporte de Investigacién segun formato
indicado.

Actividad Extraclase 15% 5 10 Portafolio de Evidencias.

Ejercicios en clase 15% 5 10 Portafolio de Evidencias.

Asistencia y Participacion 5% 5 Lista de Cotejo de asistencia y
participacion

Total | 100% | 10% 60% 15% 10% 5%
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5. Fuentes de informacion y apoyos didacticos

Fuentes de informacion: Apoyos didacticos:

1. Aleksandrov, A. D., Kolmogorov A. N., Laurentiev

M. A. La mateméatica: su contenido, métodos y e Pizarrén y plumones.
significado. Madrid, Alianza Universidad, 1985. e Computadora.
e Calculadora.
2. Boyer C. B. (1959). The history of the e Retroproyector.
Claculus and its conceptual development. New e Plataforma Moodle.
York, Dover Publications Inc.Bressoud. e Internet.

3. Crowe M. J. (1985). A history of Vector Analysis (The
evolution of the Idea of a Vectorial System). New
York, Dover Publications Inc.

4. Kline M. (1977). Calculus: an intuitive and physical
approach. 2% edition, New
York, Dover Publications Inx.

5. Marsden J. E. & Tromba A. J. (2004).
Célculo vectorial, 5*. edicion, Wilmington,
Addison-Wesley |beroamericana.

6. Stewart J. (1999). Calculo multivariable. México,
Thomson.

7. Swokowsky E. (1989). Célculo con geometria
analitica, 2*. edicion, México, Grupo Editorial
Iberoamérica.
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6. Calendarizacion de evaluaciéon en semanas:

Semana 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 |14 ] 15 16 17 | 18
TP ED EF: EF: EF: EF. EFs | ES
TR
sD sD sD sD sD

TP = Tiempo planeado

ED = Evaluacion diagnoéstica

TR = Tiempo real
EEn = Evaluacion formativa
(competencia especifica n)

Dra. Maria Guadalupe Amado Moreno

Profesor

5D = Seguimiento departamental
ES = Evaluacion sumativa

Fecha de elaboracion: 02 de septiembre de 2025

M.C. Oscar Enrique Callejas Melgoza

Jefe del Departamento de Ciencias Basicas

337



ANEXO 3. CARTA DE RECONOCIMIENTO DEL AUTOR DE LOS DERECHOS A

FAVOR DEL TECNM

338

CARTA DE RECONOCIMIENTO DEL AUTOR DE LOS DERECHOS A FAVOR DEL TECNM

Ciudad de México, 02/09 /2025

TECNOLOGICO NACIONAL DE MEXICO.
PRESENTE

Bajo protesta de decir verdad, Maria Guadalupe Amado Moreno, personal docente adscrito

al Instituto Tecnoldgico de Mexicali del Tecnolégico Nacional de México, manifiesto que en

cumplimientode mis actividades relacionadas con el Ano Sabatico elaboré la
obra titulada “Apuntes de Calculo Integral y Calculo Vectorial”.

Con base en lo anterior, y con fundamento en los articulos 83 de la Ley Federal del Derecho
de Autor y 46 de su Reglamento, reconozco que el Tecnolégico Nacional de México es
titular de los derechos patrimoniales sobre la misma y le corresponden las facultades
relativas a la divulgacién, integridad de la obra y de coleccion, conservando el derecho a
figurar como autor.

Asimismo, respondo por la autoria y originalidad de la citada obra; y relevo de toda
responsabilidad al Tecnolégico Nacional de México de cualquier demanda o reclamacion
que llegara a formular alguna persona fisica o moral que considere que con esta obra es
afectado en alguno de los derechos protegidos por la Ley en cita, asumiendo todas las
consecuencias legales y econémicas.

ATENTAMENTE /

,‘ / (el 1/0 V4,

Maria Guadalupe Amado Moreno
AUTOR




