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Contribución académica 

 La asignatura Cálculo Vectorial actualmente se imparte en el tercer semestre del programa 

educativo de Ingeniería Química del Tecnológico Nacional de México/Instituto Tecnológico de 

Mexicali (TecNM/ITM). Se detalla, un análisis sobre cómo esta asignatura contribuye al 

cumplimiento de los objetivos formativos establecidos en dicho programa. 

El objetivo general de la carrera de Ingeniería Química es “Formar profesionistas en 

Ingeniería Química competentes para investigar, generar y aplicar el conocimiento científico y 

tecnológico, que le permita identificar y resolver problemas de diseño, operación, adaptación, 

optimización y administración en industrias químicas y de servicios, con calidad, seguridad, 

economía, usando racional y eficientemente los recursos naturales, conservando el medio 

ambiente, cumpliendo el código ético de la profesión y participando en el bienestar de la 

sociedad” (TecNM/ITM, s.f.). 

Durante los meses de junio y agosto de 2022 los integrantes de la Academia de Ingeniería 

Química y Bioquímica se reunieron para establecer por consenso tres objetivos formativos 

educacionales para el programa educativo de Ingeniería Química del TecNM/ITM. Se presenta 

una descripción sobre la contribución de la asignatura de Cálculo Vectorial a la consecución de 

dichos objetivos:  

“Los egresados de Ingeniería Química son profesionistas competentes para desarrollarse 

en los sectores industrial y de servicios; identificando, analizando, formulando y resolviendo 

problemas propios de su ámbito”.  En este sentido la asignatura de Cálculo Vectorial contribuye 

al desarrollar un pensamiento lógico matemático que le permitirá al egresado identificar, 

analizar y resolver problemas, ya que tendrán las herramientas básicas necesarias para modelar 

fenómenos de Ingeniería Química. Con las herramientas matemáticas podrán manipular una 

gran cantidad de variables para emplearlas en las ecuaciones de diseño y de modelación para la 
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simulación de los procesos.  Estos análisis podrán servir de base en la toma de decisiones y para 

hacer más eficientes los procesos. Los conocimientos adquiridos son indispensables para 

identificar el comportamiento de una gran cantidad de sistemas tanto a nivel laboratorio como a 

escala industrial. Las competencias adquiridas en Cálculo Vectorial, entre ellas, la aplicación de 

las propiedades de vectores, rectas, planos, cálculo de funciones vectoriales o escalares de varias 

variables son necesarias para resolver y optimizar problemas de Ingeniería Química, 

principalmente el diseño de equipos de procesos industriales de esta ingeniería. 

“Los egresados de Ingeniería Química se conducen éticamente y aplican la normatividad 

inherente a su práctica profesional con una visión sustentable en ambientes interdisciplinarios y 

multiculturales”. Con las competencias adquiridas en Cálculo Vectorial, el egresado de Ingeniería 

Química es capaz de manipular las variables incluidas en los diferentes modelos matemáticos 

claves en el diseño de procesos químicos. La manipulación de las variables de proceso lleva al 

desarrollo de diferentes alternativas de operación en las que el egresado puede aplicar su 

capacidad de análisis y síntesis para seleccionar la más viable, no solo desde el punto de vista 

económico, sino también con una perspectiva ética, sustentable y respetuosa con la normatividad 

aplicable.  

 “Los egresados de Ingeniería Química son competentes para administrar recursos, 

comunicarse en forma oral y escrita de manera expedita y concisa, así como trabajar en equipo 

con actitud creativa y emprendedora en el desarrollo de proyectos”. En la asignatura de Cálculo 

Vectorial varios subtemas se abordan con actividades en las cuales los estudiantes forman grupos 

para resolver una serie de ejercicios o problemas, favoreciendo con ello el trabajo en equipo, 

también exponen la solución frente al grupo, poniendo en práctica habilidades de comunicación 

oral (exposiciones y discusiones) y escrita (al resolver los ejercicios en el pizarrón y en algunos 
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temas al elaborar el portafolio de evidencia de lo realizado), para ello emplean con regularidad 

las tecnologías de la información y comunicación (TIC’s).  
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INTRODUCCIÓN 

La asignatura de Cálculo Vectorial, que se imparte en el TecNM/ITM, forma parte del 

currículo de los programas de ingeniería del tercer semestre. Esta materia se encuentra dentro del 

área de Ciencias Básicas y representa un pilar fundamental para la formación de los estudiantes 

en el campo de la ingeniería. Su estudio fomenta en el estudiantado el desarrollo de un 

pensamiento lógico y matemático que no solo enriquece el perfil del futuro ingeniero, sino que 

también le otorga herramientas para modelar fenómenos y aplicarlos en diversos contextos. 

El Cálculo Vectorial constituye la base para cursos más avanzados como Estática, 

Ecuaciones Diferenciales y Física, además de ser esencial en el aprendizaje de otras asignaturas 

de carrera y especialidad de Ingeniería Química (Termodinámica, Fisicoquímica, Balance de 

Momento, Calor y Masa, entre otras). Durante este curso los estudiantes adquieren: habilidad 

para realizar abstracciones, analizar y sintetizar información; capacidad para identificar, formular 

y resolver problemas de manera efectiva; habilidad para aprender de forma continua y actualizar 

sus conocimientos y capacidad para colaborar eficazmente en un equipo de trabajo. 

Cinco temas se abordan en el programa de Cálculo Vectorial, se inicia en el tema 1, con la 

exploración de los vectores, abordando su comprensión, manipulación algebraica y 

representación geométrica. Se utiliza el producto escalar para calcular el trabajo realizado por una 

fuerza y el producto vectorial para determinar el momento de esta, entre otras aplicaciones. 

También se estudia el triple producto escalar, el cual permite calcular volúmenes de 

paralelepípedos rectangulares y determinar momentos de fuerzas con respecto a un eje. Para 

cerrar el primer tema, se estudian las ecuaciones las ecuaciones que describen rectas y planos en 

el espacio. 

En el segundo tema, el enfoque se traslada al estudio de curvas en el plano, esenciales 

para analizar el movimiento de un cuerpo en términos de posición, velocidad y aceleración. Se 
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emplean tanto coordenadas rectangulares como polares, dependiendo de la geometría de las 

trayectorias, optimizando así la resolución algebraica. También se abordan conceptos como la 

tangente horizontal y vertical a una curva, longitud de arco y el cálculo de área de una superficie. 

El estudio de curvas en el espacio utilizando parametrización se introduce en el tercer 

tema. Se analiza los límites y la continuidad de funciones vectoriales, así como sus derivadas e 

integrales. Se examina además los vectores tangentes, normal y binormal, los cuales caracterizan 

la geometría de una curva en el espacio. Se estudia la longitud de arco y la curvatura. 

En el cuarto tema, se trabaja con funciones de dos variables, representándolas mediante 

gráficos, mapas de contorno y curvas de nivel para comprender su comportamiento. Se estudian 

los límites y la continuidad en funciones de varias variables, además de calcular y analizar sus 

derivadas parciales e interpretar su significado geométrico. También se introduce el concepto de 

diferencial y la linealización de funciones, complementando el tema con la regla de la cadena, la 

derivación implícita y las derivadas parciales de orden superior. Se finaliza con la definición de 

gradiente y su uso en el cálculo de derivadas direccionales, concluyendo con el análisis de 

valores extremos de funciones de varias variables. 

Finalmente, el último tema se centra en el estudio de las integrales dobles y triples en 

distintos sistemas de coordenadas, fundamentales para el cálculo de áreas y volúmenes. Se 

exploran regiones tipo I y tipo II para facilitar la aplicación de integrales múltiples. Además, se 

introduce el concepto de campo vectorial, con ejemplos prácticos como el flujo de calor, flujo de 

energía, el campo gravitatorio y las cargas eléctricas. A partir de estos análisis, se profundiza en 

la interpretación geométrica del gradiente, la divergencia y el rotacional de un campo vectorial. 

Para concluir, se estudian las integrales de línea y los teoremas fundamentales de Green, Stokes y 

de la divergencia de Gauss (TecNM, s. f.). 
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Estos apuntes están diseñados para ser una herramienta práctica y accesible que facilite la 

enseñanza del Cálculo Vectorial. La intención es ofrecer un material estructurado y de calidad 

que favorezca el aprendizaje de los estudiantes y a los docentes a enriquecer sus clases. Además 

de servir como guía de estudio, este material busca aportar una perspectiva adicional sobre los 

contenidos, contribuyendo al fortalecimiento de las asignaturas de Ciencias Básicas, 

fundamentales en la formación de cualquier ingeniería. 

Se espera que estos apuntes sean un apoyo efectivo tanto para profesores como para 

estudiantes, ayudando a mejorar el aprendizaje y los resultados académicos en estas disciplinas 

clave. Se incluyen diversas actividades para ser desarrolladas en clase, prácticas que los 

estudiantes realizaran en el aula y tareas para reforzar el aprendizaje fuera del horario escolar. 

Es importante señalar que todas las actividades y tareas que no cuentan con cita han sido 

diseñados o resueltos por el autor de estos apuntes. En cambio, aquellos que han sido tomados de 

otras fuentes incluyen la cita correspondiente. 
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1. VECTORES EN EL ESPACIO 

Competencias específicas: comprende y aplica las propiedades de las operaciones con 

vectores para resolver problemas de diversas áreas de la ingeniería, además formula y analiza 

ecuaciones de rectas y planos en distintos contextos, desarrollando habilidades para el modelado 

matemático y su aplicación en situaciones reales. 

Competencias genéricas: habilidad para realizar abstracciones, analizar y sintetizar 

información; capacidad para identificar, formular y resolver problemas de manera efectiva; 

habilidad para aprender de forma continua y actualizar sus conocimientos y capacidad para 

colaborar eficazmente en un equipo de trabajo (TecNM, s. f.). 

 

1.1 Definición de un vector en el plano y en el espacio. Interpretación geométrica. 

Los autores Swokowski (1989), Leithold (1998), Marsden y Tromba (2004), Edwards y 

Penney (2008), Zill y Dewar (2008), Larson y Edwards (2010), Thomas (2010), Zill y Wright 

(2011), Stewart (2018), Rivera y  Álvarez, (2020) entre otros, abordan el tema de manera 

semejante. En las ciencias, la ingeniería y las matemáticas es usual utilizar cantidades escalares 

(o escalares) y cantidades vectoriales (o vectores). Se inicia con los conceptos básicos de este 

tema. 

Una cantidad escalar o simplemente un escalar es una magnitud cuya determinación solo 

requiere el conocimiento de un número. Por ejemplo, las siguientes son unidades de medida: la 

estatura, edad, temperatura, el peso y el tiempo  

Los escalares se indican por una letra del tipo ordinario, generalmente por las primeras 

letras del alfabeto. Las operaciones con escalares obedecen las reglas del álgebra elemental de los 

números reales (Leithold, 1998). 
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Mientras que una cantidad vectorial o comúnmente un vector es “…un segmento de recta 

dirigido…” (Thomas, 2010, p. 665) que “posee tanto magnitud como dirección” (Stewart, 2018, 

p. 798). Por ejemplo, una fuerza, desplazamiento, velocidad, aceleración, campo eléctrico, campo 

magnético, etcétera son cantidades vectoriales que se representan geométricamente como un 

vector (Larson y Edwards, 2010). 

 

Representación gráfica de un vector 

Un segmento de recta dirigido, representado por una flecha, define un vector. El punto 

donde comienza se denomina punto inicial, mientras que el punto donde termina es el punto final. 

La flecha que conecta ambos puntos indica la dirección del vector. La longitud del segmento 

también llamada magnitud o módulo, expresa su tamaño (Rivera y Álvarez, 2020). Cuando el 

punto inicial coincide con el origen de coordenadas, el vector recibe el nombre de vector de 

posición (Edwards y Penney, 2008). En la Figura 1.1 se muestran varios ejemplos de vectores en 

el sistema bidimensional (plano) y en la Figura 1.2 un vector en el sistema tridimensional 

(espacio). 

Figura 1.1 

Vectores en el sistema bidimensional. 

 

Figura 1.2 

Vector en el sistema tridimensional. 
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Representación analítica de un vector 

Se representa por una literal con una flecha encima o la literal en negrillas. 



A                                    Se lee vector “


A  ” 

Un vector se puede representar como una pareja o terna ordenada de números reales, a los 

elementos del vector se les llama componentes, separados por comas y entre rombos. 

Dos dimensiones (Dos componentes)  Tres dimensiones (Tres componentes) 



A  = ba,         


A  = cba ,,    

 

TAREA 1.1: Realizar una presentación de la clasificación y uso de vectores en la 

vida cotidiana. Utilice formato APA para las referencias. Subir a plataforma Moodle. 

 

Magnitud o módulo de un vector 

Es la longitud del segmento dirigido. 

Se denota por: |A|


 o ||A||


 

NOTA: 0A 


 ; 0A 


  0A 


  

 

Cálculo de la magnitud o módulo de un vector 

Si 


A  es el vector, entonces la magnitud del vector 


A  es la raíz cuadrada de la suma de 

cada componente del vector al cuadrado, es decir: 

Vector en dos dimensiones                            Vector en tres dimensiones 

                
22 baA 



                                            
222 cbaA 


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Dirección de un vector 

Para calcular la dirección, se utiliza el ángulo que existe entre el eje positivo de las 

abscisas y el vector, como se muestra en Figura 1.3 (Swokowski, 1989; Leithold, 1998; Marsden 

y Tromba, 2004; Edwards y Penney, 2008; Zill y Dewar, 2008; Larson y Edwards, 2010; 

Thomas, 2010; Zill y Wright, 2011; Stewart, 2018; Rivera y  Álvarez, 2020). 

Figura 1.3 

Ángulo entre un vector y el eje x.  

 

 

1.2 Álgebra vectorial y su geometría 

Los autores de libros de texto para matemáticas como: Swokowski (1989), Leithold 

(1998), Marsden y Tromba (2004), Edwards y Penney (2008), Zill y Dewar (2008), Larson y 

Edwards (2010), Thomas (2010), Zill y Wright (2011), Stewart (2018), Rivera y  Álvarez, (2020) 

entre otros, abordan el tema de manera semejante. 

El Álgebra vectorial es una rama de las matemáticas que estudia las propiedades y 

operaciones entre vectores, tales como la suma, la resta, el producto escalar y el producto 

vectorial. Su aplicación es fundamental en la Geometría Analítica, ya que permite modelar y 

Del teorema de Pitágoras 

se tiene: 

a

b
)tan(   

Despejando el ángulo: 











a

b
arctan  
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resolver problemas relacionados con magnitudes que poseen dirección y sentido, como la fuerza, 

la velocidad o la aceleración, así como la determinación de la ecuación de una recta en el espacio, 

la distancia entre dos puntos o la intersección de planos. 

En Geometría, los vectores se utilizan para representar puntos, direcciones y planos en el 

espacio tridimensional. A través de la combinación lineal de vectores, es posible describir rectas 

y planos.  

A continuación, se desarrolla el subtema. 

 

Álgebra vectorial: 

1) Dos vectores 


A  y 


B  son iguales cuando tienen la misma magnitud, dirección y sentido y el 

mismo origen. Se representa por: 



 BA = 


B  

2) Dado un Vector 


A   el vector opuesto 


 A , es el que tiene la misma magnitud, dirección y 

sentido contrario. 

 

                                                          

                                                                         

3) La suma o resultante de dos vectores 


A  y 


B   es otro vector 


C   obtenido trasladando el origen 

de 


B  al extremo de 


A   y uniendo el origen a 


A  con el extremo de 


B .                                                

Analíticamente se expresa:     


A   +  


B   =  


C  

NOTA: La suma de varios vectores puede realizarse siempre y cuando se sumen de dos 

en dos para el caso 3, analíticamente no importa el número de vectores. 



A  



 A  
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Leyes del álgebra vectorial:  

Sean 


A , 


B  y 


C tres vectores, m y n dos escalares: 

1) 


 ABBA      P. Conmutativa de la suma 

2) 



















 CBACBA   P. Asociativa de la suma  

3) mAAm


        P. Conmutativa del producto 

4) 


 AnAmA)nm(    P. Distributiva del producto 

5) 










 BmAmBAm     P.  Distributiva 

6) 










A)nm(Anm     P. Asociativa del producto por un escalar  

 

Las operaciones con vectores se realizarán para dos dimensiones (dos componentes) y 

después se generaliza para n componentes. 

 

Suma o resta de vectores: 

Sean los vectores: 21 a,aA 


  y 21 b,bB 


  

Entonces:  

2211 ba,baBA 


  

2211 ba,baBA 


  

 

Multiplicación de vector por un escalar:  

Sea C el escalar: 

21 Ca,CaAC 

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Vector 0 o nulo:  

Gráficamente se representa como un punto y analíticamente: 0,00 


  

 

Vector opuesto: 2121 a,aa,aA 


 

Actividad 1.1: Grafique el vector  3,2A 


 

 

 

Actividad 1.2: Determine la magnitud de los siguientes vectores. 

a) 2,4A 


  




A 52)4)(5(20416)2()4( 22    

 

b) 
2

1
,

4

1
D 


 




D
4

3

16

9

16

81

2

1

16

1

2

1

4

1
22


























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Práctica 1: Representar gráficamente los vectores en el espacio, utilizando Winplot. 

Realizar la práctica en el aula y subir a plataforma Moodle el trabajo terminado. 

Procedimiento: 

1. Abrir el programa Winplot.    

 

2. Elegir pestaña ventana, Opción 3 dim.  

 

3. En pestaña ecuación, elegir opción punto, opción cartesiana y escribir la coordenada origen 

(0,0,0).    

 

4. En pestaña ecuación, elegir opción punto, opción cartesiana y escribir las componentes del 

vector dado.   

 

5. En pestaña ecuación, elegir opción segmento, y escribir las coordenadas del punto origen en a, 

b, c y después las componentes del vector 1 en d, e, f. (Si desea cambiar color, seleccionar la opción 

color y elegir el color de su preferencia). Seleccione ancho de lápiz mayor a 1 para que el segmento 

sea más grueso y coloque el sentido del segmento. 

 

6.  En pestaña ver, elegir opción caja, volver a escoger caja.    

 

7. Una vez trazado el vector, seleccionar pestaña Btns, elegir opción texto, dar clic derecho en 

cualquier parte de la gráfica y escribir el nombre de vector, dar clic en aceptar y acomodar en la 

gráfica (Si desea cambiar fuente de la letra, seleccionar la opción fuente y elegir el color, tipo y 

tamaño de su preferencia).  
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Actividad 1.3: Represente gráficamente los vectores en el espacio. 

a) 3,2,3A 


                                                   b) 2,4,2B 


 

                                   

 

 

c) 2,4,3R 


                                                  d) 4,3,5M 

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e) 5,2,3Z 


                                                  f) 8,4,3W 


 

                                

 

Vector en el espacio  

 

Puede obtenerse por la suma de sus componentes como se observa en Figura 1.4: 

Figura 1.4 

Vector en el espacio dado dos puntos. 

 

Si el punto P1(x1, y1, z1) es el punto inicial del vector y el punto P2(x2, y2, z2) es el punto 

final del vector, las componentes del vector 


A  son: 
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12121221 zz,yy,xxAPP 


 

El módulo o magnitud de 


A  es:   

2
12

2
12

2
12 )zz()yy()xx( ||A|| 



 
 

 

NOTA: Las componentes de un vector 


A  son independientes del origen que se 

selecciona. 

 

Vectores unitarios 

Cualquier vector 


A  diferente de cero, da origen a un vector â  en la misma dirección y 

magnitud “1" de la siguiente forma: 







A

A
â

 

Al vector  â   se le llama vector unitario de 


A . 

  

NOTA: Los vectores unitarios, se representarán con las minúsculas correspondientes al 

vector asociado, o bien con la letra 


U . 
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Interpretación geométrica 

Figura 1.5 

Representación de los vectores canónicos de un vector en dos y tres dimensiones. 

 

 

 

 

 

 

                                                                                                    

          Dos dimensiones                                                  Tres dimensiones   

 

Observaciones: 

1) El vector unitario determina la dirección del vector. 

2) Vectores de diferente magnitud, pero igual dirección tendrá el mismo vector unitario. 

3) Vectores unitarios canónicos. Son los vectores en la dirección de los ejes coordenados. Se 

denotan por  k̂,ĵ,î   y su representación geométrica se muestra en Figura 1.6. 

Figura 1.6 

Representación de los vectores canónicos en el sistema rectangular y en el sistema 

tridimensional. 

 

 

 

 

 

 

 

x 

  y  z 

y 

x 

 

 

 

 

 

x 

  y 

 

 

 z 

y 

x 
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Donde:  

        1,0,0ˆ               0,1,0ˆ        0,0,1ˆ  kji  

 

Representación de vectores en términos de los vectores unitarios canónicos 

Todo vector diferente de cero se puede representar en términos de los vectores canónicos.  

Sea el vector 111 ,, cbaA 


 por la ley distributiva es posible escribir el vector como: 

                      1,0,00,1,00,0,1 111 cbaA 


 

Por lo tanto:   kcjbiaA ˆˆˆ 111 


        Representación Canónica Vectorial    

                                                                   

Actividad 1.4: Expresar 2,4,3A 


 en términos de k̂,ĵ,î  y encontrar un vector 

unitario 


U  que tenga dirección opuesta a 



A  (Swokowski, 1989). 

kjiA ˆ2-ˆ4ˆ3 -2,4,3 


  










A

A
U  

294169)2()4()3( 222 


A  

kjikji
kji

U ˆ
29

29

29

2
ˆ

29

29

29

4
ˆ

29

29

29

3
ˆ

29

2
ˆ

29

4
ˆ

29

3

29

ˆ2ˆ4ˆ3













 

 

kjiU ˆ
29

292
ˆ

29

294
ˆ

29

293






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Actividad 1.5: Encuentre un vector con dirección opuesta al vector 


 CB3A   y 

magnitud 4. Si los vectores son 1,2A 


 y 2,3B 


.  



 BAC 3  = 1,2  – 3 2,3   

7,7


C   Por lo tanto 7,7 


C   

274949 


C   











C

C
U  

jiU ˆ
2

1
ˆ

2

1

27

1,17

27

7,7










      Racionalizando   
2

2
U


î - Ĵ

2

2
  Magnitud 1 

De magnitud 4:            











jiU ˆ
2

2
ˆ

2

2
4     jiU ˆ22ˆ22 



 

 

Actividad 1.6: Dados los puntos P(5, 6, - 2) y Q(- 3, 8, 7) encontrar los vectores 


a  y 



b  en R3  que correspondan  a 


PQ  y 


QP  respectivamente. 

 

 x =  - 3 - 5 = - 8      x =  5 - (- 3) = 8 

 y =  8 - 6 = 2               9,2,8


PQa     y  =  6 - 8  =  - 2         9,2,8 


QPb  

 z  =  7 - (- 2) = 9      z = - 2 - 7  =  - 9 
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Actividad 1.7: Obtenga el punto S de manera que 


PQ  y 


RS  representen el mismo 

vector, considere    P = (2, 5), Q = (1, 6), R = (- 3, 2) y S = (S1, S2). 

1,1


aPQ       


 RSPQ  

2,3 21 


SSbRS  

Si         


 RSPQ                        

2,31,1 21  SS  

Los vectores son iguales, por lo tanto, se igualan las componentes para x y las 

componentes para y para obtener el punto S. 

4

31

1

1





S

S
   

3

21

2

2





S

S
      

)3 ,4 (S  

 

TAREA 1. 2: (Leithold, 1998).  

Página Ejercicios 

797 11, 15, 17, 19, 23, 27, 33 

809 29 

 

 

Ángulos y cosenos directores 

Los ángulos directores de un vector 321 , , aaaa 


 diferente de cero son los ángulos 

 ,,  comprendidos respectivamente entre los vectores  kji ˆ,ˆ,ˆ  y el vector a


,  los  cosenos  

directores  son: cos , cos  , cos . 
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Los ángulos directores de un vector siempre se mencionan en el orden específico  ,,  

y se observan en Figura 1.7.  Si   


A0   es el vector de posición correspondiente a 


a  entonces es 

conveniente medir estos ángulos siguiendo el camino más corto de cada uno de los ejes 

coordenados de


A0 . Los ángulos directores están en el intervalo de  ,0  . 

Figura 1.7 

Representación de los ángulos directores de un vector. 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

Teorema:   

Si  ,,  son los ángulos directores de un vector  0


a  

 

a) 




a

a1cos , 




a

a2cos , 




a

a3cos  

 

 

 

z 

 y 

x 
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b) 1coscoscos 222   

Deducción:  

 
2

2
12cos




a

a
 , 

 
2

2
22cos




a

a
 , 

 
2

2
32cos




a

a
  

 Sustituyendo en: 1coscoscos 222   

2

2
3

2
2

2
1

2

2
3

2

2
2

2

2
1






a

aaa

a

a

a

a

a

a
 

 Si 2
3

2
2

2
1 aaaa 


    

2
3

22

2

21
aaaa 



 

1
2

2

2

2
3

2

2
2

2

2
1 







a

a

a

a

a

a

a

a
    L.Q.Q.D. (lo que se quería demostrar) 

 

c) Los ángulos directores de 


a  son:     ,  ,   

d) Ley de cosenos: cos2222 babac   
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Actividad 1.8: Sean los vectores 


a  = 4,1 -,3 , 


b = 3,5,2  ,  2,3,4c 


. 

Encontrar los ángulos y cosenos directores de 


 c4b2a3M . 



M = 3 4,1- ,3  - 2 3,5,2  - 4 2,3,4   



M  = 12,3- ,9  - 6,10,4  - 8,12,16     



M = 26,25,3    

1310)26()25()3( 222 


M  

cos  = 


M

Mx
= 

1310

3
= - 0.0828   cos  = 



M

My
= 

1310

25
= - 0.6907 

cos  = 


M

Mz
= 

1310

26
= 0.7184 

Gráficamente se observan los ángulos directores en el sistema tridimensional. 

 

 

TAREA 1.3: (Leithold, 1998).  

Página Ejercicios 

810  35, 39 

Ángulos directores 

 

 = cos-1 (- 0.0828) = 94.76 grados 

 = cos-1 (- 0.6907) = 133.68 grados 

 = cos-1 (0.7184) = 44.07 grados 
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1.3 Producto escalar y vectorial 

Los autores de libros de texto para matemáticas como: Swokowski (1989), Leithold 

(1998), Marsden y Tromba (2004), Edwards y Penney (2008), Zill y Dewar (2008), Larson y 

Edwards (2010), Thomas (2010), Zill y Wright (2011), Stewart (2018), Rivera y  Álvarez, (2020) 

entre otros, abordan el tema de manera semejante. 

En esta sección se estudiarán dos métodos para multiplicar vectores.  

Al primero se le denomina Producto Escalar (“Producto Punto") porque de éste se obtiene 

como resultado un escalar.  

Este producto es útil en el cálculo de componentes vectoriales a lo largo de una 

determinada dirección.  

Otra operación  es el Producto Vectorial (“Producto Cruz”) cuyo resultado es un vector. 

Este producto se utiliza ampliamente para describir los efectos de las fuerzas en estudios 

de electricidad y magnetismo, flujo de fluidos, y mecánica orbital.    

 

Producto escalar 

El producto escalar o producto punto entre los vectores  321 ,, aaaA 


y 321 ,, bbbB 


 

Se denota por:   


BA  .   se lee "A producto punto B"  

Se determina en términos de sus componentes:  

332211 . bababaBA 


 

Es decir: 



BA  . = a1 î + a2 ĵ  + a3 k̂  .  b1 î + b2 ĵ  + b3 k̂  
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

BA  . = a1b1 î 2
+ a2b2 ĵ

2
   +  a3b3 k̂

2
                   donde: î 2 =1, ĵ

2 =1, k̂ 2 = 1 

       î  ĵ  k̂  

 î  1 0 0 

ĵ  0 1 0 

k̂  0 0 1 

 

NOTA: El resultado del producto escalar es un número real. 

 

Propiedades del producto escalar 

Sean  


A ,


B  y 


C   vectores y “m” cualquier escalar 

1) 
2

.


 AAA  

2) 


 ABBA ..  Conmutativo 

3) 


 CABACBA ...  

4) )(.).(.


 BmABAmBAm  

5) 0.0 


A  

 

Deducción de 1: 



AA  .  = 2121 ,., aaaa      



AA  .  = a1
2  +  a2

2  

2

 . 


 aAA     
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Actividad 1.9: Calcular el producto escalar 


b.a   si 


a  3,4,1  , 


b 3,5,1 .                  

109201)3()3()5()4()1()1( . 


ba  

 

Ángulo entre dos vectores 

Sean 


a  y 


b  los vectores y   el ángulo en radianes entre los dos vectores. 

 

 

 

Partiendo de la ley de los cosenos: cos2222 babac    

)cos(ba2baab

222




  

 

Si 

2

aa.a


 entonces: 

 

)cos(2... 



















 babbaaabab  

)cos(ba2b.ba.aa.ab.aa.bb.b 

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)cos(ba2b.a2 


 

)cos(bab.a 


 







ba

b.a
)cos(   

Despejando el ángulo: 

  


























ba

b.a
arccos  

 

Vectores ortogonales o perpendiculares: 

Se dice que dos vectores son ortogonales o perpendiculares si   = 
2


= 90 grados. 

Por convención se dice que el vector 


0  (nulo) es paralelo y perpendicular a todo vector 



a . 

Por lo tanto, para dos vectores    (ortogonales): 

 

 

0

90cos









ba

baba 
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Proyección de vectores 

 

Proyección escalar o componente de un vector  

Sean 


A  y 


B  dos vectores en R3 (V3) con 0B 


, la componente de 


A  a lo larga de 


B  se 

denota por:  


 AComp
B

 

Y se define: 


 AoyEscalar
B

Pr
 



 AComp
B

  







B

BA
           

Si kajaiaA ˆˆˆ
321 



 entonces las componentes del vector son: 

 

iAaAcompi
ˆ

1ˆ 


  jAaAcomp j
ˆ

2ˆ 


          kAaAcompk
ˆ

3ˆ 


 

Es decir, las componentes de 


A  a lo largo de kji ˆ,ˆ,ˆ  son las mismas que las componentes 

321 ,, aaa  de 


A . 

 

Proyección vectorial  

El vector proyección de  


 PQB  sobre un vector no nulo 


 PSA  es el vector 


PR

determinado al bajar una perpendicular de Q a la recta PS. Es decir, es el vector formado al 

multiplicar la componente de 


A  en la dirección especificada con un vector unitario en esa 

dirección. 
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Se denota por 


 Boy
A

Pr , y se lee “vector proyección de 


B  sobre 


A ” y se observa en la 

se muestra en  Figura 1.7. 

Figura 1.8  

Proyección vectorial de 


B  sobre 


A o vector proyección de 


B  sobre 


A . 

 

Se define:  



 Boy
A

Pr  = (magnitud)(dirección)   



 
AAA

UBCompBoy .Pr  

 

Actividad 1.10: Sean los vectores ĵKî5A 


  y ĵ6îKB 


 donde K es un escalar. 

Encuentre K tal que  


B y A  sean perpendiculares. 

Si 0


ba  

0

0

065

065









k

k

kk

kk
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Actividad 1.11: Demostrar que los pares de vectores 0,0,1ˆ 


ia y 

0,1,0ˆ 


jb son ortogonales. 

Si son ortogonales el producto escalar entre ellos debe ser cero. 

)(00

0000

0,1,00,0,100













laresperpendicusonba

ba

ba

 

 

Actividad 1.12: Encontrar la componente de ĵ6î5a 


 en dirección de ĵî7z 


. 

 







z

za
aComp

z

.
          

50

635

149

1,76,5 









 aComp
z

                

1.4
25

29




 aComp
z

         

 

Actividad 1.13: Dados los vectores ĵ2î4B   ,ĵî5A 


. Determinar la 

proyección escalar de 


B sobre 


A . 

 

26

18

26

220

125

1,5.2,4. 

















A

AB
BComp

A
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Producto vectorial o producto cruz 

Sean los vectores 321 ,a ,a aA 


  y  321 ,, bbbB 


 el producto vectorial se denota por:  



BXA  y se lee “a cruz b”. 

Se define: 

321

321

ˆˆˆ

bbb

aaa

kji

BXA 


 

 

Definición geométrica 

Si los vectores 


A y 


B no son paralelos, entonces determinan un plano como se observa 

en la figura. 

 

                                                

   

 Así la magnitud del vector 


 BXAC   es el área del paralelogramo formado por los 

vectores 


A y    


B . Como el área es base por altura se tiene: senBABXA


 . 
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Propiedades: 

 

1) 0


BXA  si 0


A  o  0


B . 

2) El producto vectorial no es conmutativo, es decir  


 AXBBXA . 

3) 





























CXABXACBXA       ley distributiva 

4) 





























CXBCXACXBA      ley distributiva 

5) 0


AXA       El producto vectorial consigo mismo es igual a cero. 

6) 
























 

BXAkBXAkBkXA       k es un escalar. 

7) Los vectores 


A y 


B  son paralelos si y sólo sí 0


BXA .  

8) El vector  


 BXAC  es perpendicular al plano que contiene a los vectores, por lo tanto, es 

perpendicular a ambos vectores. 

 

 

Actividad 1.14: Obtenga el determinante: 

112

201

432

12

01

32

  = 0 + 12 + 4 - (0 + 4 + 3) = 16 - 7   = 9 
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Actividad 1.15: Sea 6,1,2a 


 y 1,5,3b 


. Obtenga:  


a  X  


b  (Swokowski, 

1989) . 

bXa


= 

53

12

ˆˆ

153

612

ˆˆˆ










jikji

bXa      

kjibXa

jikkjibXa

jikkjibXa

ˆ7ˆ20ˆ31

ˆ2ˆ30ˆ3ˆ10ˆ18ˆ

)ˆ2ˆ30ˆ3(ˆ10ˆ18ˆ 













 

 

Actividad 1.16: Determine el vector perpendicular ( ) unitario al plano formado 

por el vector     3,6,2a 


y el vector 1,3,4b 


. 

34

62

ˆˆ

134

362

ˆˆˆ








jikji

bXa  

kjibXa

jikkjibXa

jikkjibXa

ˆ30ˆ10ˆ15

ˆ2ˆ9ˆ24ˆ6ˆ12ˆ6

)ˆ2ˆ9ˆ24(ˆ6ˆ12ˆ6













                35)30()10()15( 222 


bXa   

kji
kji

bXa

bXa
U ˆ

35

30
ˆ

35

10
ˆ

35

15

35

ˆ30ˆ10ˆ15










 

kjiU ˆ
7

6
ˆ

7

2
ˆ

7

3



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Ángulo entre dos vectores 


BXA  

 

Si 


BXA  es diferente de cero entonces: 

senBABXA


  







BA

BXA

sen  




























BA

BXA

sen 1  

 

NOTA: La magnitud del producto vectorial es igual al área del paralelogramo formado 

por dos vectores. 

 

Vectores paralelos 

 

Dos vectores son paralelos //  si: 0


BXA  entonces  0        

 

Actividad 1.17: Determine (Swokowski, 1989): 

a) El área formada por P (4, - 3, 1), Q (6, - 4, 7) y R (1, 2, 2). 

b) El área del triángulo formado por los vectores. 
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Obteniendo: 

1,5,3

6,1,2









bPR

aPQ
 

53

12

ˆˆ

153

612

ˆˆˆ










jikji

bXa = kijkjikijkji ˆ3ˆ30ˆ2ˆ10ˆ18ˆ)ˆ3ˆ30ˆ2(ˆ10ˆ18ˆ   

kjibXa ˆ7ˆ20ˆ31 


 

Área del paralelogramo es igual a 


bXa                                    Área del triángulo = 
2



bXa

 

 

2222 54.37)7()20()31( uárea                                     Área del triángulo = 18.77u2 

 

 

Triple producto 

 

a) Escalar 

 Se denota por:  


cba  

Se define: 













cXbacba .  

321

321

321

ccc

bbb

aaa

cba 

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b) Vectorial 

Se denota por:  






 

cXbXa  

Se define: 

 






















acbbcacXbXa

cbabcacXbXa

)()(

)()(

 

 

Actividad 1.18: Dados los vectores 2,2,1c,1,1,2b,2,1,3a 


. Hallar 

el triple producto vectorial 


cX)bXa( . 

12

13

ˆˆ

112

213

ˆˆ








jikji

bXa



                           

21

71

ˆˆ

221

571

ˆˆˆ














 
jikji

cXbXa  

kjibXa

jikkjibXa

jikkjibXa

ˆ5ˆ7ˆ

ˆ3ˆ2ˆ2ˆ3ˆ4ˆ

)ˆ3ˆ2ˆ2(ˆ3ˆ4ˆ













                        

kjicXbXa

jikkjicXbXa

jikkjicXbXa

ˆ5ˆ7ˆ24

ˆ2ˆ10ˆ7ˆ2ˆ5ˆ14

)ˆ2ˆ10ˆ7(ˆ2ˆ5ˆ14


































     

TAREA 1.4: (Leithold, 1998).  

Página Ejercicios 

819  17, 23 
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1.4 Ecuación de la recta 

Swokowski (1989), Leithold (1998), Marsden y Tromba (2004), Edwards y Penney 

(2008), Zill y Dewar (2008), Larson y Edwards (2010), Thomas (2010), Zill y Wright (2011), 

Stewart (2018), Rivera y  Álvarez, (2020) entre otros, abordan el tema de manera semejante. 

En esta sección se mostrará cómo usar productos escalares y vectoriales para escribir las 

ecuaciones de rectas, segmentos de rectas y planos en el espacio.  

La gráfica de una ecuación de dos variables, x  y  y  es una curva en el plano x-y. El tipo 

de curva más simple en el espacio bidimensional es la recta, y la ecuación general de una línea 

recta es de la forma: 0 CyBxA  que es una ecuación de primer grado.  

En el espacio tridimensional, la gráfica de una ecuación de tres variables es una 

superficie. La superficie más simple es un plano.  

 

Rectas en el espacio tridimensional  

  Sea una recta en 3  que contenga un punto ),,( 1111 zyxP  y paralela al vector 


a  como 

se muestra: 

 

 

 

 

 

 

 

 

l 
y 

x 

 

 

 

 

z 
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La recta l  es el conjunto de puntos P(x, y, z) tal que el vector 


PP1  es paralelo al vector 



a .  Así el punto P se encuentra sobre la recta l si y sólo si existe un escalar "t" distinto de cero 

tal que: 

 taPP


1     ----------------------   (1) 

Como   1111 ,, zzyyxxPP 


 

Sustituyendo en (1) se obtiene: 

taaazzyyxx

tazzyyxx

321111

111

,,,,

,,






 

              Por igualdad de vectores, las componentes respectivas deben de ser iguales, así. 

tazztaytaxx                        y                      312111   

            Rescribiendo estas ecuaciones para x, y, z se tiene:  

tazztaytaxx 312111                       y                        

Que se conocen con el nombre de Ecuaciones Paramétricas de la Recta. 

Despejando el parámetro t se obtiene forma de las ecuaciones simétricas de la recta. 

 

3

1

2

1

1

1

a

 
 

y  zz

a

y

a

xx 






 

También se pueden indicar: 

2

1

1

1 y  

a

y

a

xx 



 

3

1

1

1

a

 
 

zz

a

xx 



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3

1

2

1

a

 
 

y  zz

a

y 



 

Obteniéndose de esta manera la intersección de 2 planos, el primero de los cuales es 

perpendicular a xy  y el segundo a xz . 

 

Actividad 1.19: Encontrar 

 a) ecuaciones  paramétricas  para  la recta  l  que  pasa por P (5, - 2, 4) y es paralela 

al vector 4,12,3  . 

Sustituyendo en las ecuaciones paramétricas:  

tazztayytaxx 312111                            

Se tiene: 

                   44      ,122         ,35 ttztytx   

 

b) ¿En qué punto l corta al plano XY? 

 

   z = 0                                                                                       zyxP yx ,,   

z = 4 – 4t                                  x = 5 + 3 = 8 

0 = 4 – 4t                                  y = - 2 + 12 = 10                       0,10,8yxP  

  t = 1                                        z = 0 

 

c) ¿En qué punto l corta al plano YZ? 

   x = 0                                                                                      zyxP zy ,,    

5 + 3 t = 0                                  y = - 22 
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3

5
t    

3

32
z    










3

32
,22,0zyP  

 

Actividad 1.20: Suponiendo que t91z ,t2y ,t35x   son ecuaciones 

paramétricas de una recta l, encuentre las ecuaciones paramétricas para la recta que  pasa   

por el punto P(- 6, 4, - 3) y es paralela a l. 

Si son rectas paralelas las componentes son las mismas  las ecuaciones paramétricas son: 

ttzt ytx             93         ,4    ,36             

 

Actividad 1.21: Determine si las dos rectas dadas se intersecan y en caso afirmativo 

encuentre el punto de intersección (Swokowski, 1989). 

   Recta 1     Recta 2 

        

tz

ty

tx







5

41

21

                                              

vz

vy

vx







4

61

4

 

De recta 1 y 2 se obtienen los vectores: 

1,4,2 


a     y  1,6,1


b  

No son múltiplos   No son paralelos 

El punto de intersección se encuentra igualamos componente a componente (x con x, y 

con y, z con z). 

t

t

t







5

41

21

v

v

v







4

61

4

       

1   -

264

3   2   







vt

vt

vt

   Resolviendo el sistema de 2 X 3 se tiene 
2   

1





t

v
      

Se verifica que los valores encontrados satisfagan a las tres ecuaciones y de ser así, se 

encuentra el punto de intersección.     
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El punto de intersección se encuentra sustituyendo en t o v en la recta 1 o en la recta 2. 

325

7)2(41

5)2(21







z

y

x

               Punto de intersección P (5, - 7, 3) 

NOTA: Cuando las rectas no se intersecan ni son paralelas se llaman rectas oblicuas. 

Observaciones: 

1) Las rectas son ortogonales ( ) cuando 0. 


ba  

2) Las rectas son paralelas cuando los vectores son múltiplos escalares uno del otro. 

 

 

1.5 Ecuación del plano 

Swokowski (1989), Leithold (1998), Marsden y Tromba (2004), Edwards y Penney 

(2008), Zill y Dewar (2008), Larson y Edwards (2010), Thomas (2010), Zill y Wright (2011), 

Stewart (2018), Rivera y  Álvarez, (2020) entre otros, abordan el tema de manera semejante. 

Sea la Figura 1.9 la representación de un plano en el espacio (sistema tridimensional) con 

un vector normal al plano. 

Figura 1.9 

Plano en el espacio. 
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Un plano   es un conjunto de puntos P(x, y, z) que satisfacen la condición de 

perpendicularidad 0PP.n 0 


, donde cban ,,


 es un vector normal al plano  y oP ),,( ooo zyx

es un punto que pertenece o está en el plano:  

Obteniendo el vector 0000 zz,yy,xxPP 


 

Desarrollando la condición de perpendicularidad:  

0PP.n 0 


 

0zz,yy,xxc,b,a 000   

0)()()( 000  zzcyybxxa   Ecuación del plano dado un punto y un vector normal al 

plano 

0 ooo czczbybyaxax  

Si           dczbyax 000 
 

0 dczbyax  

 

Actividad 1.22: Encontrar una ecuación del plano que pasa por P(5, - 2, 4) y tiene un 

vector normal  3,2,1a 


 (Swokowski, 1989). 

Si la ecuación del plano es:      0)zz(c)yy(b)xx(a 000   

0)4(3)2(2)5(  zyx  

0123425  zyx  

01332  zyx  Ecuación del plano. 

 



47 

 

Actividad 1.23: Determinar la ecuación de  plano  dado  por  los  puntos P (4, - 3, 1), 

Q (6,-4,7) y R (1, 2, 2) (Swokowski, 1989). 




PQ 6,1,2 


a  

1,5,3


bPR   

53

12

ˆˆ

153

612

ˆˆˆ










jikji

bXa    =   kji ˆ7ˆ20ˆ31  el vector normal 7,20,31


n                        

 

Conociendo el vector normal al plano y un punto que pasa él se obtiene la ecuación del 

plano: 

Si la ecuación del plano es: 0)()()(  ooo zzcyybxxa  

0)1(7)3(20)4(31  zyx  

077602012431  zyx                              

05772031  zyx  

 

Definición: 

Dos planos con vectores normales 


m  y 


n  respectivamente son: 

a) Paralelos. Si 


m  y 


n  son paralelos de otra manera los dos planos se cortan en una recta. 

Los vectores 


m  y 


n  son   a los planos P1 y P2 respectivamente. 
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b) Ortogonales.  Si 


m  y 


n  son ortogonales. Los vectores  


m  y 


n  de los dos planos son ambos 

perpendiculares a la recta. 

 

Actividad 1.24: Encuentre el ángulo formado por los planos cuyas ecuaciones son: 

P1:          332  zyx  y   P2 :  1zy5x4      

De cada ecuación del plano se obtiene el vector normal al plano: 

1,3,2 


m                             1,5,4


n  

El producto escalar entre ambos vectores es: )cos(. 


 nmnm                          

Despejando el ángulo se tiene:    




























nm

nm .
cos 1   

22. 


nm  

14


m  
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42


n  

Sustituyendo 











 

4214

22
cos 1  

 87.24  

 

Actividad 1.25: Encontrar una ecuación en el plano que pasa por )4,2,5(P  y es 

paralela al plano 08z6yx3   (Swokowski, 1989). 

Si los planos son paralelos el vector normal es el mismo: kjim ˆ6ˆˆ3 


 

La ecuación del plano que falta es:  

063

0





dzyx

dczbyax
     

Sustituyendo las coordenadas del punto P 

11d

0d)4(62)5(3




             La ecuación buscada es: 01163  zyx  

 

TAREA 1.5: (Leithold, 1998).  

Página Ejercicios 

819  31 

832 1, 3, 7, 21, 29 

 

 

1.6 Aplicaciones 

Se presentan aplicaciones del área de la física que serán útiles para el perfil del Ingeniero 

Químico, sobre todo en las asignaturas de carrera. 
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Actividad 1.26: Dos fuerzas de magnitudes 340 y 475 Newton (N) respectivamente 

forman un ángulo de 34.6 grados y se aplican en el mismo punto (Leithold, 1998). 

a) Determinar la magnitud de la fuerza resultante. 

b) El ángulo que forma la fuerza resultante con la fuerza de 475 N. 

 

Datos: 

 



1F  = 340 Newton 



2F  = 475 Newton 

 

a) 


R  = ? 

b) Ángulo entre 


R  y 


2F = ? 

     De gráfica se observa   Componente en x 

     


1F  = 0 ,340      
475

)6.34cos( 2



 xF
 

a) La resultante es el vector suma de fuerzas: 



 21 FFR          

9.390

)6.34cos(475

2

2









x

x

F

F
 



R = 0 ,340  + 7.269 ,9.390        Componente en y 



R = 269.7 ,9.730          
475

)6.34(
2




yF

sen  

 

 

 x  x 

34.6 
 

 

 y 

34.6 
 

 y 
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La magnitud de la resultante       )6.34(4752 senF y 


 

 

22 )7.269()9.730( R 


  = 779.07 N     7.2692 


yF              

 

                                          7.269 ,9.390


F   

b) El ángulo entre la fuerza de 475 Newton y la resultante 

 

El ángulo buscado es: 34.6 - 20.25  = 14.3 

 

Actividad 1.27: Una fuerza 


F  tiene una intensidad de 6 lb y la medida del ángulo es 


6

1
rad. Determine el trabajo realizado por 



F al mover un objeto a lo largo de una recta 

desde el origen al punto )1,7(P , considere que la distancia se mide en pies. En la figura se 

muestra la representación del vector de posición de y del vector de posición de 


OP  

(Leithold, 1998). 

 

25.20
9.730

7.269
tan          ,tan 1 








 







x

y

R

R
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Si 



















6
6,

6
cos6


senF  y el vector 1,7



OP  

 

Por definición el trabajo realizado es: 



 OPFW .  

1,7.
6

6,
6

cos6 


















senW  

1,7.3,33W  

3321 W  

37.39W lb-pie 

 

1.7 Actividades de aprendizaje y complementos educacionales 

Según lo planteado en la propuesta de trabajo, se describen los complementos 

educacionales y las actividades de aprendizaje para el tema 1: vectores en el espacio.  La 

competencia especifica busca que él y la estudiante comprendan y apliquen las propiedades de las 

operaciones con vectores para resolver problemas de diversas áreas de la ingeniería, además 
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formula y analiza ecuaciones de rectas y planos en distintos contextos, desarrollando habilidades 

para el modelado matemático y su aplicación en situaciones reales. 

Las competencias genéricas incluyen habilidad para realizar abstracciones, analizar y 

sintetizar información; capacidad para identificar, formular y resolver problemas de manera 

efectiva; habilidad para aprender de forma continua y actualizar sus conocimientos y capacidad 

para colaborar eficazmente en un equipo de trabajo (TecNM, s. f.). 

Para el Tema 1, y para todos los temas de la asignatura, se utilizará el enfoque de 

metodologías activas de aprendizaje. A través del aprendizaje colaborativo y cooperativo, se 

fomenta la cohesión del grupo y se incentiva a los estudiantes a trabajar de manera conjunta. 

Además, se aplicará el aprendizaje basado en problemas, en el que los estudiantes aprenden a 

través de la resolución de actividades con problemas tipo. El profesor llevará a cabo actividades 

que luego serán analizadas y discutidas tanto a nivel de equipo como en grupo. Si bien el 

resultado final es único y no admite discusión, el proceso para llegar a él puede variar 

dependiendo de las bases matemáticas de los estudiantes. El rol del profesor será el de guía o 

facilitador del aprendizaje, promoviendo el desarrollo de habilidades para que el estudiante sea el 

protagonista de su proceso educativo. 

Complemento Educacional No. 1. Aprendizaje basado en problemas y Complemento 

Educacional No. 3. Ejercicios/casos prácticos. En relación con estos complementos 

educacionales, se presentarán en clase actividades relacionadas con la solución de problemas o 

ejercicios de cada uno de los subtemas. La resolución de estos ejemplos se llevará a cabo durante 

las diferentes sesiones de clases de acuerdo con la planeación realizada por el profesor 

procurando en todo momento fomentar la discusión y participación de los estudiantes. Además de 

los ejemplos de clase, se conformarán equipos de trabajo para la realización de prácticas en el 

aula. En el anexo 1 se incluye una serie de actividades con ejercicios representativos que se 
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tienen planeados para el curso. Las herramientas tecnológicas relacionadas con este objetivo 

educacional consisten en los programas Word®. En Word® se presentará el listado con la 

redacción de las actividades a resolver en el aula y las tareas. Se utilizó el GeoGebra y el Winplot 

para realizar la mayoría de los gráficos del tema. Tanto los problemas resueltos como los 

propuestos estarán a disposición de los estudiantes a través de la plataforma MOODLE y en la 

medida de lo posible serán proyectados en el aula de clase para su solución. Durante estas 

actividades se llevará un registro de la participación de los estudiantes en la resolución de las 

actividades en el aula. 

Complemento Educacional No. 2. Presentaciones. Se han preparado una serie de 

presentaciones con el propósito de desarrollar los diferentes subtemas en el aula. Una vez que se 

hayan visto en clase, las presentaciones estarán a disposición de todos los estudiantes a través de 

la plataforma MOODLE. A manera de muestra en la Figura 1.10 se presenta una carátula del 

programa PowerPoint® en la que se visualiza el contenido de la clase inicial o el encuadre del 

curso. En la Figura 1.11 se muestra la vista del programa PowerPoint® de la presentación del 

Tema 1: Vectores en el espacio de la asignatura Cálculo Vectorial. 

En la instrumentación didáctica que acompaña a estos apuntes se proporciona información 

detallada sobre las actividades de aprendizaje y de enseñanza, así como los niveles de desempeño 

y evaluación para este tema.   
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Figura 1.10 

Vista del presentador en el programa PowerPoint® de la presentación encuadre de la asignatura 

Cálculo Vectorial. 
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Figura 1.11 

Vista del presentador en el programa PowerPoint® de la presentación del Tema 1: Vectores en el 

espacio de la asignatura Cálculo Vectorial. 
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2. CURVAS PLANAS, ECUACIONES PARAMÉTRICAS Y COORDENADAS POLARES 

Competencias específicas: establece ecuaciones de curvas planas, en coordenadas 

rectangulares, polares o en forma paramétrica, para brindarle herramientas necesarias para el 

estudio de curvas más sofisticadas. 

Competencias genéricas: habilidad para realizar abstracciones, analizar y sintetizar 

información; capacidad para identificar, formular y resolver problemas de manera efectiva; 

habilidad para aprender de forma continua y actualizar sus conocimientos y capacidad para 

colaborar eficazmente en un equipo de trabajo (TecNM, s. f.). 

En las asignaturas previas se ha trabajado con curvas cuyas gráficas están en coordenadas 

cartesianas rectangulares, en este tema se estudiarán otras curvas planas utilizando ecuaciones 

paramétricas y coordenadas polares. 

 

2.1 Ecuaciones paramétricas de algunas curvas planas y su representación gráfica. 

Los autores Swokowski (1989), Leithold (1998), Marsden y Tromba (2004), Edwards y 

Penney (2008), Zill y Dewar (2008), Larson y Edwards (2010), Thomas (2010), Zill y Wright 

(2011), Stewart (2018), Rivera y  Álvarez, (2020) entre otros, abordan el tema de manera 

semejante. 

 

Curva plana  

 

Definición: 

 

Si f y g son funciones continuas definidas sobre un intervalo I, entonces: x = f(t), y = g(t) 

se llaman ecuaciones paramétricas, y a t se le llama parámetro. Al conjunto C de pares ordenados 

(f(t), g(t)) cuando t varía sobre I se le llama curva plana (Leithold, 1998). 
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Tipos de curvas planas  

Curva lisa o suave 

Definición: 

Una curva plana C se dice que es lisa (suave) en el intervalo cerrado  ba,  si f ´ y g´ son 

continuas en  ba, , y f ´(t)  y g´(t) no son cero simultáneamente en cada número del intervalo 

abierto (a, b). 

 

Curva cerrada 

Definición: 

Una curva plana C se dice que es cerrada si el punto inicial ))(),(( agafA  y el punto final o 

terminal ))(),(( bgbfB  coinciden. 

 

Curva simple 

Definición: 

Una curva plana C se dice que es simple entre los puntos ))(),(( agafA  y  ))(),(( bgbfB  si 

))(),(( 11 tgtf  es diferente del punto ))(),(( 22 tgtf para todo 1t  y 2t  diferentes del intervalo 

abierto (a, b). 

 

La gráfica de una curva paramétrica C es el conjunto de todos los puntos (x, y) en el plano 

coordenado correspondiente al par ordenado (f(t), g(t)) (Leithold, 1998). 
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Actividad 2.1: Grafique la curva C, cuyas ecuaciones paramétricas se indican. 

a) 32  tx ,   14  ty  (Leithold, 1998) 

 

t … -2 -1 0 1 2 … 

f(t) … -7 -5 -3 -1 1 … 

g(t) … -9 -5 -1 3 7 … 

 

 

 

b)  42  tx ,  tty 33   (Zill y Wright, 2011) 

 

Buscando la intersección con los ejes coordenados: 

Eje x: por lo tanto y = 0  Eje y: por lo tanto, x = 0 

t3 - 3 t = 0    t2 - 4 = 0                                    

t(t2 - 3) = 0    t =  

t = 0   t2 - 3 = 0 

          t =  

 

Valores que toma el parámetro t  

t -2   -1 0 1

 

 2 

f(t) 0 -1 -3 -4 -3 -1 0 

g(t) -2 0 2 0 -2 0 2 

 

                                                                             

 

 

 

24 

3

3 3
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2.2 Derivada de una curva en forma paramétrica 

Definición: 

Sea una curva definida por )(tfx   y )(tgy  , la derivada 
dx

dy
se obtiene (Leithold, 

1998; Thomas, 2010; Stewart, 2018): 

 

 
)´(

)´(

tf

tg

dt

df
dt

dg

dt

dx
dt

dy

dx

dy
                  (2.1) 

Donde 0)´( tf  

 

Actividad 2.2: Determine la derivada 
dx

dy
e indique para que valores de t existe la 

derivada. 

a) 32  tx , 12  ty  

   t
dt

dx
2        2

dt

dy
 

Sustituyendo las derivadas en 2.1: 
)´(

)´(

tf

tg

dt

df
dt

dg

dt

dx
dt

dy

dx

dy
  

tt

dt

dx
dt

dy

dx

dy 1

2

2
          La derivada existe para todos los números reales, excepto para 0t  
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b) 
1


t

t
x , 1 ty  (Stewart, 2018). 

222 )1(

1

)1(

1

)1(

)1()1(














tt

tt

t

t
dt

d
tt

dt

d
t

dt

dx
     

     
  12

1

12

1
11

2

1
1

2
1

2
1

2
1









tt

t
dt

d
tt

dt

d

dt

dy
 

 

Sustituyendo las derivadas en 2.1: 
)´(

)´(

tf

tg

dt

df
dt

dg

dt

dx
dt

dy

dx

dy
  

2

)1(

2

)1(

2

)1(

)1(2

)1(

12

)1(

)1(

1

12

1
32

3

2

1
2

2
1

22

2


























ttt

t

t

t

t

t

t

dt

dx
dt

dy

dx

dy
      

La derivada existe en el intervalo   ,1 .  

 

2.3 Tangentes a una curva 

Si x = f(t), y = g(t) define a una curva suave "C" (sin cambios abruptos), entonces la 

pendiente de una recta tangente en un punto P(x, y) de la curva es 
dx

dy
 (que es la ecuación 2.2, 

solo que ahora a la derivada se le denotará con la letra m que representa la pendiente) sobre "C" 

es: (Zill y Wright, 2011; Stewart, 2018). 

0)(' si   
)('

)('
 tf

tf

tg

dx

dy
m                (2.2) 

Se puede utilizar junto con la ecuación de la recta punto-pendiente: 

)( 11 xxmyy                   (2.3) 
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Actividad 2.3: Encuentre la pendiente y la ecuación de una recta tangente al punto P 

para el parámetro t indicado (Zill y Wright, 2011). 

 

Dado: 42  tx      tty 43      para t = 1 

 

Considerando x = f(t), y = g(t), entonces derivando ambas funciones y sustituyendo en 

2.2: 

   
)('

)('

tf

tg

dx

dy
m   

 4)( 2  ttf       tttg 4)( 3                                  

ttf 2)´(           43)´( 2  ttg       

   
2

43 2

t

t

dx

dy
m


                                          

 

2

1
  

2

43
1





t

m

 

Por lo tanto, la ecuación de la recta tangente, en el punto correspondiente a t = 1 se 

obtiene con 2.3: 

 )( y 11 xxmy  sí m = - 0.5, P (- 3, - 3) 

)    (x -    y 3
2

1
3   

   -   x-  - y  3
2

3

2

1
                                  

    x -    -  y  
2

9

2

1


 

TAREA 2.1: (Zill y Wright, 2011).  

Página Ejercicios 

68  2, 4, 6, 7, 8, 9, 10 

 

)-,P(-

yx

)()(y)(x

 Para t 

ttytx

33

3 3

14141

1

44

32

32








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2.4 Área y longitud de arco 

Área 

El área bajo una curva paramétrica se obtiene integrando el producto de )(t  gy   por 

la derivada de )(t  fx   , es decir (Edwards & Penney, 2008): 



b

a

dttftg  A  )(')(  sí )()( bfa f                           (2.4) 

 

Actividad 2.4: Determine el área bajo la curva que tiene las ecuaciones 

paramétricas: 

a) tx  , 
2 ty   en el intervalo  2,0  

tx tf )( , 
2)(  ty tg   se cumple que )()( bfa f   

1)(' tf  

Sustituyendo en 2.4 para encontrar el área bajo la curva 

b

a

dttftg  A  )(')(  

 
3

8
02

3

1

3

3
2

0

3
2

0

2  
t

dtt  A   

 

b) ttx 33  , 12   ty  en el intervalo  2,2  (Leithold, 1998). 

ttx tf 3)( 3       1)( 2   ty tg   se cumple que )()( bfa f   

)1(333)(' 22  tttf  
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Sustituyendo en 2.4 para encontrar el área bajo la curva 

b

a

dttftg  A  )(')(  






2

2

24

2

2

22

2

2

22 )12(3)1(3)1()1(3 dttt  dtt  dttt  A   

     


























)2(2)2()2(
3

2
)2()2(

5

1
3

3

2

5
3 3355

2

2

35

t
tt

  A   

          

















 488
3

2
3232

5

1
3)22)8(8

3

2
)32(32

5

1
3  A   

  















 




















15

92
3

15

60160192
34

3

32

5

64
34)16(

3

2
64

5

1
3  A   

  A  
5

92
  

 

TAREA 2.2: (Edwards y Penney, 2008). 

Página Ejercicios 

695  2, 3, 5 

 

 

Longitud de arco 

Si una curva “C” tiene una parametrización regular x = f(t), y = g(t), en bta   y si “C” 

no se corta a sí misma en (a, b), entonces la longitud (L) de “C” es (Swokowski, 1989; Leithold, 

1998; Zill y Wright, 2011) : 



65 

 

    dttgtfL

b

a

 
22

)´()´(                (2.5) 

 

Actividad 2.5: Determine la longitud de arco de la curva parametrizada en cada 

inciso. 

a) tx 4 , 2ty   en el intervalo de [0, 2] ( Zill y Wright, 2011). 

La longitud de arco se determina por la expresión 2.5: 

    dttgtfL

b

a

 
22

)´()´(  

txtf 4)(    2)( tytg   

4)(' tf   ttg 2)('   

Sustituyendo en 2.5:
 
 

dttdttL  

2

0

2

2

0

22 416)2()4(  

Para resolver la integral de L se utiliza la ecuación 24 de (García-Anguis, 1981):  

CauuLn
a

au
u

duau 




 

22
2

2222

22
 

duuadttL  

4

0

22

2

0

2

2

1
416  
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Se tiene:    Límites de la integral 

dt
du

u
dt

du

utua

tutua

s

i









2

4)2(2                                         2

0)0(2                                        22

2                                            44 222

 

 

4

0

2
2

2

4

0

22

2

0

2 16
2

16
22

1

2

1
416

















   uuLn

a
u

u
duuadttL  

Tomando límites en la variable u: 

 













 




 





  16016)4(4

2

4
016)4(4

2

1

2

1 22 LnLnL  

    








 )4(3242324
2

1

2

1
LnLnL  

   )4()2()16(42)2()16(2
2

1
LnLnL   

     424424)4()2()16(4)2()16( LnLnLnLnL   

18.9L  

 

b) )()( tsenetx t , )cos()( tety t ,  cuando t se incrementa de 1 a 4 (Leithold, 1998). 

)()()( tsenetxtf t     )(cos)()( tetytg t  

Derivando como un producto: 

tt e
dt

d
tsentsen

dt

d
etf )()()´(     tt e

dt

d
tt

dt

d
etg )(cos)(cos)´(   

tt etsentetf )()(cos)´(      tt ettsenetg )(cos)()´(   
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Sustituyendo en 2.5 para determinar     dttgtfL

b

a

 
22

)´()´(  

    dtettseneetsenteL tttt

 

4

1

22
)(cos)()()(cos  

dttetsenteetsenetsentsenteteL tttttt

 

4

1

2222222222 )(cos)()cos(2)()()()cos(2)(cos  

dtteetsenetsenteL tttt

 

4

1

22222222 )(cos)()()(cos  

    dttsentedtttsentsenteL tt

 

4

1

222

4

1

22222 )(2)(cos2)(cos)()()(cos  

  dtedtedtedttsenteL tttt

 

4

1

2

1

2

4

1

2

4

1

2

4

1

222 )(222)()(cos2  

)(222 4
4

1

4

1

eeedteL tt    

36.73L  

 

TAREA 2.3: (Leithold, 1998).  
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751 1, 3, 5, 11, 13 

 

  



68 

 

2.5 Curvas planas y graficación en coordenadas polares 

Son aquellas que se encuentran en el sistema bidimensional o cartesiano (plano), es decir, 

solo tienen dos dimensiones: largo y ancho y pueden representarse en diferentes formas: 

cartesiana, paramétrica y polar (Leithold, 1998; Zill y Wright, 2011). 

En el sistema de coordenadas rectangular o cartesiano:  

Forma explícita:  x fy  )(  

Forma implícita:    yxF 0),(   

Forma paramétrica:  t fx  )( ,  t fy  )(  

En el sistema de coordenadas polar:   fr  )(  

Las curvas en el sistema de coordenadas rectangular se estudiaron en el curso de Cálculo 

Diferencial, las ecuaciones paramétricas en este tema 2 y coordenadas polares se desarrollará a 

continuación.  

Graficación en coordenadas polares 

En el sistema coordenado rectangular se puede graficar una función  x fy  )( trazando 

los puntos ),( yxP y crear la curva en el plano rectangular. De forma análoga en el sistema de 

coordenadas polares se puede graficar una función trazando los puntos ),( rP y crear la curva 

en el plano polar. 

Se realiza una tabulación dándole valores a la variable independiente  y se obtiene el 

valor de r . Se generan las parejas ordenadas de puntos ),( rP los cuales se ubican en el plano 

polar y se conectan los puntos para obtener el gráfico (Rivera Berrío y Álvarez Sáinz, 2020).  

En la Tabla 2.1 se muestra un resumen de algunas curvas en coordenadas polares, donde 

a, b y n son constantes arbitrarias. 
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Tabla 2.1 

Curvas comunes en coordenadas polares. 

Nombre Ecuación 

Rectas que pasan por el origen  = Constante 

Circunferencias )(senar  , )(cos ar   

Espiral bar   

Cardioide  )(1 senar  ,  )(cos1  ar  

Limacon )(senbar  , )(cos bar   

Rosa )( nsenar  , )(cos nar   

Lemniscata )2(2 senar  , )2(cos2 ar   

Fuente: (Zill y Wright, 2011; Rivera Berrío y Álvarez Sáinz, 2020). 

 

Tradicionalmente la graficación de este tipo de funciones se realiza por tabulación, 

resultando muy tedioso y laborioso para los estudiantes, debido a la gran cantidad de operaciones 

que se realiza para obtener un punto en coordenadas polares, al comportamiento de los ángulos y 

a las diferentes representaciones que tiene un mismo punto en coordenadas polares.  

Por lo que, este tema se desarrolla utilizando el Winplot/GeoGebra para graficar las curvas 

en coordenadas polares. Se realiza en el aula y se deja un trabajo extra clase del tema. 

 

Práctica 2.1: Graficando en coordenadas polares 

Competencia: El estudiante utilizará el winplot para graficar funciones en coordenadas 

polares, y observará los cambios que sufre la gráfica al ir modificando algunos parámetros de la 

función. 
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La gráfica de una función en coordenadas rectangulares es diferente en coordenadas 

polares. Para graficar estas funciones en el cuaderno o en el pizarrón se puede hacer una 

tabulación sólo con algunos valores de  que casi siempre son: 0, ,  y . Posteriormente 

observar cómo cambia el valor de r. Sin embargo, en ocasiones no es tan sencillo graficar, por lo 

que, se utilizará el winplot para graficar estas funciones. 

Instrucciones: Indicar el nombre de la función en inglés, por ejemplo, para la función 

seno será sin, coseno cos, exponencial e, y los argumentos de las funciones trigonométricas deben 

estar entre paréntesis, el ángulo  será con el parámetro t, por lo demás se respetan los símbolos 

de producto, división y potencia como *, / y ^ respectivamente. 

Se pueden graficar varias funciones a la vez en un mismo plano, estas aparecerán con 

diferente color y puede editarlas con la ecuación de cada gráfico. 

 Pasos a seguir: 

 De doble click en el icono de winplot que se encuentra en el escritorio de su monitor 

 Seleccione en window 2-dim  

 En equa seleccione r = f(t) (coordenadas polares) 

 Escriba la ecuación del lado derecha de la función y ok. Aparece el gráfico de la función 

 Seleccionando Ecua aparece la ecuación del gráfico 

 Con X desactiva la ventana anterior 

 En file puede grabar lo realizado 

 Con copy to clipboard puede llevar el grafico a cualquier archivo del office 

 

 

2



2

3
2
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SIGUIENDO LAS INSTRUCCIONES ANTERIORES GRAFIQUE LAS 

FUNCIONES: 

a) 4r         b) 2r              c) 4r              d) 2r                        e) 
2

1
r       

¿Qué observa en la gráfica de las funciones del inciso a al e? 

___________________________________________________________________________

___________________________________________________________________________

___________________________________________________________________________

___________________________________________________________________________ 

 

f) r              g)  2r             h) r            i) 2r     

¿Qué observa en la gráfica de las funciones del inciso f al i? 

___________________________________________________________________________

___________________________________________________________________________

___________________________________________________________________________

___________________________________________________________________________ 

 

j) 
sen

r
1

             k) 
sen

r
3

             l) 
sen

r
1

             m) 
sen

r
3

     

¿Qué observa en la gráfica de las funciones del inciso j al m? 

___________________________________________________________________________

___________________________________________________________________________

___________________________________________________________________________

___________________________________________________________________________ 
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n) cosr            o) cos5r            p) cosr         q) cos5r     

¿Qué observa en la gráfica de las funciones del inciso n al q? 

___________________________________________________________________________

___________________________________________________________________________

___________________________________________________________________________

___________________________________________________________________________ 

 

s)  senr           t) senr 2             u)  senr            v)  senr 2    

¿Qué observa en la gráfica de las funciones del inciso s al v? 

___________________________________________________________________________

___________________________________________________________________________

___________________________________________________________________________

___________________________________________________________________________ 

 

w) 2senr                x)  3senr                 y)  4senr               z) 5senr   

¿Qué observa en la gráfica de las funciones del inciso w al z? 

___________________________________________________________________________

___________________________________________________________________________

___________________________________________________________________________

___________________________________________________________________________ 

 

aa) senr  1  ab) senr 21   ac) senr 31   

¿Qué observa en la gráfica de las funciones del inciso aa al ac? 
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___________________________________________________________________________

___________________________________________________________________________

___________________________________________________________________________

___________________________________________________________________________ 

 

ad) 21 senr   ae) 31 senr   af) 41 senr   

¿Qué observa en la gráfica de las funciones del inciso ad al af? 

___________________________________________________________________________

___________________________________________________________________________

___________________________________________________________________________

___________________________________________________________________________ 

 

Con el software GeoGebra se generaron también las gráficas en coordenadas polares. Con 

los resultados de alguno de los grupos se diseñó una estrategia didáctica para el tema, la cual será 

publicada próximamente. Después de utilizar la aplicación con GeoGebra el estudiante contesta 

para los subtemas una serie de preguntas, que se muestran Práctica 2.2: 

 

Práctica 2.2: Bosquejando funciones polares. 

Realiza las siguientes actividades en la aplicación con GeoGebra y registra tus respuestas. 

SUBTEMA: Gráfica de cardioides 

I) REALIZA LAS ACTIVIDADES INDICADAS POR EL PROFESOR. 

1. Abrir la aplicación y seleccionar la opción cardioides.  

2. Escribir la función )(senba  . 
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3. Posicionar los deslizadores en a = 2 y b = 3. 

4. Mover el deslizador de ángulo. 

II) SECCIÓN DE PREGUNTAS Y RESPUESTAS. Lee cuidadosamente las preguntas y 

responde detalladamente. 

5. Describe la gráfica obtenida. 

______________________________________________________________________________

______________________________________________________________________________ 

6. ¿Qué representa en la gráfica el valor del parámetro a? 

______________________________________________________________________________

______________________________________________________________________________ 

7. Encuentra una relación de los puntos en los que la gráfica corta al eje vertical, con los valores 

de los parámetros a y b. Explica (si deseas modifica los valores de los parámetros). 

______________________________________________________________________________

______________________________________________________________________________ 

8. Explica lo que sucede si a < 0 (negativo).   

______________________________________________________________________________

______________________________________________________________________________ 

9. Explica lo que sucede si b < 0 (negativo).   

______________________________________________________________________________

______________________________________________________________________________ 

10. ¿Qué sucede si se cambia la función sen(θ) por cos(θ)? 

______________________________________________________________________________

______________________________________________________________________________ 
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11. Salga de la aplicación y con lo aprendido bosqueje la gráfica de las siguientes funciones polares. 

a) )cos(42)(  r     b) )(46)(  senr      

c) )cos(3)(  r      d) )(2)(  senr   

 

TAREA 2.4: Individualmente y utilizando el Winplot grafique las siguientes 

funciones, ponga atención en los cambios que ocurren en la gráfica al ir modificando la 

ecuación y observe la forma que tienen las gráficas según la ecuación. 

1: Grafique los siguientes limacones o caracoles. Son gráficas polares llamadas limacon 

(caracol) palabra francesa que proviene del latín limax que significa caracol. La forma de la 

función que las representa es: )(cos)(  bar  . 

a) )(cos1 r   b) )(cos21 r   c) )(cos31 r  

d) )(cos1 r   d) )(cos21 r   e) )(cos31 r  

2: Grafique las siguientes espirales. 

a) er   Espiral logarítmica   b) 3



er    Espiral logarítmica 

c) 2r   Espiral de Arquímedes  d) 


1
r   Espiral recíproca 

3: Grafique las siguientes lemniscatas. 

a) )2(92 senr      b) )2(42 senr      c) )2(cos162 r     d) )2(cos252 r  

4: Grafique el Cisoide )(tan)(2 senr  . 

5: Grafique las siguientes funciones. 

a) )(cos r        b) )(cos2 r       c) )(cos3 r       d) )(cos r  

e) )(cos2 r       f) )(cos3 r       g) )2(cos r       h) )3(cos r  
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2.6 Cálculo en coordenadas polares 

 

Puntos en el sistema bidimensional (puntos en el plano) 

 

En un sistema de coordenadas rectangulares o cartesiano como el de la Figura 2.1, se 

puede localizar un punto con una sola pareja de puntos (x, y) estos valores son las distancias 

dirigidas, partiendo del origen, desde los ejes x y eje y respectivamente. El origen es el punto 

donde se intersectan los dos ejes coordenados (Leithold, 1998; Zill y Wright, 2011). 

  

Figura 2.1 

Sistema de coordenadas rectangular. 

 

 

 

Otra forma de representar puntos en el plano es empleando coordenadas polares, en este 

sistema se necesitan un ángulo () y una distancia (r). Para medir  se requiere una semirrecta 

dirigida llamada eje polar y para medir r, un punto fijo llamado polo u origen mostrado en la 

Figura 2.2.  
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Figura 2.2  

Coordenadas polares de P. 

 

 

En la Figura 2.3 se muestra el sistema de coordenadas polares, donde r es la distancia en 

coordenadas polares. Se utiliza la convención de que un ángulo es positivo al medirlo en sentido 

contrario a las manecillas del reloj, caso contrario se considera ángulo negativo (Stewart, 2018). 

 

Figura 2.3  

Sistema de coordenadas polares. 
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 es la medida del ángulo en radianes, positivo cuando se mide en dirección contraria a las 

manecillas del reloj y negativo a favor del movimiento de las manecillas del reloj. 

Las coordenadas polares se denotan por ),( r  y para localizar un punto ),( rP  en este 

sistema de coordenadas, lo primero que se hace es trazar una circunferencia de radio r, después 

trazar una línea con un ángulo de inclinación  y, por último, localizar el punto de intersección 

entre la circunferencia y la recta; este punto será el buscado. 

Para graficar un punto ),( r donde 0 r , se considera el valor absoluto de r a lo 

largo del rayo (o semirecta)    . 

A diferencia de un sistema de coordenadas rectangulares, un punto en coordenadas 

polares no es único y puede tener muchas representaciones. Una vuelta completa en el sentido 

contrario a las manecillas del reloj está dada por 2 .  

Entonces el punto representado por las coordenadas polares  ),( r , se representa también 

por:  r )2,(   y  nr ))12(,(   donde n es cualquier entero (Zill y Wright, 2011). 

 

Actividad 2.6: Localizar los puntos en el plano polar:  

 a) 








4
,2


P ,   b) 








6
,3


P ,    c)  ,1P ,  d) 








3
,4


P , e) 









6
,4


P , f) 









3
,5


P  

(Leithold, 1998). 
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TAREA 2.5: (Leithold, 1998).  

Página Ejercicios 

764 1, 3 

 

 

Cambio de coordenadas 

Sistema de coordenadas rectangular a sistema de coordenadas polar 

 

La relación entre coordenadas rectangulares y polares se puede ver en la Figura 2.4, donde 

el polo corresponde al origen y el eje polar coincide con el eje x positivo.  
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Figura 2.4 

Relación entre coordenadas rectangulares y polares. 

 

 

 

 

 

 

 

 

De la Figura 2.4 se tiene: 

r

x
)cos(          

)cos(rx                    (2.6)

r

y
sen )(  

)(senry                    (2.7) 

x

y
)tan(                    (2.8) 

Partiendo de la ecuación de una circunferencia en el origen: 

222 ryx   sustituyendo el equivalente de x y y: 

)()(cos 222222  senrryx   

 )()(cos 22222  senryx   

x 

y 

 

y 

x 

r 

r 

P (x, y) 

● P(r, ) 
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222 ryx                   (2.9) 

Las ecuaciones 2.6 y 2.7 permiten determinar un punto en coordenadas rectangulares, 

cuando se conocen las coordenadas polares.  

Cuando se conocen las coordenadas rectangulares y se busca determinar r y  , se utilizan 

las ecuaciones 2.9 y 2.8 (Stewart, 2018).  

Es importante tomar en cuenta para la determinación de   en qué cuadrante se ubica el 

punto en coordenadas rectangulares. 

Determinación del ángulo   de acuerdo al cuadrante: 

 

Cuadrante 1 

 

 

Cuadrante 2 

 

 

2


  , por lo que se utiliza un ángulo auxiliar  , que se mide desde el eje x hasta el punto. 

El ángulo se obtiene directamente de 

ecuación 2.8: 

x

y
)tan(    








 

x

y
tan 1  
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x

y
)tan(          

x

y
tan 1 , por lo tanto:   

Cuadrante 3 

 

 

Determinando  , que se mide desde el eje x hasta el punto. 

x

y
)tan(        

x

y
tan 1 , por lo tanto:    

 

Cuadrante 4 

 

 

x

y
)tan(     

x

y
tan 1 , por lo tanto:  2  

 

 

En la Tabla 2.2 se muestra la forma de encontrar el ángulo según el cuadrante en el que 

está ubicado el punto en coordenadas rectangulares. 
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Tabla 2.2 

Determinación de   dado un ),( yxP . 

Número de cuadrante                    Obtención del ángulo   

1 

x

y
)tan(    








 

x

y
tan 1  

2 

x

y
)tan(    

x

y
tan 1  

3 

x

y
)tan(    

x

y
tan 1  

4 
       

x

y
)tan(                

x

y
tan2 1   

 

Coordenadas cilíndricas 

Son generalizaciones de las coordenadas polares en el espacio tridimensional como se 

observa en Figura 2.5. Un punto P en coordenadas cilíndricas se denota por P(  donde r y 

 son las coordenadas polares de la proyección de P en el plano polar y z es la distancia dirigida 

desde este plano polar a P. 

Figura 2.5 

Coordenadas cilíndricas.  

 

), ,( zr 
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Coordenadas esféricas 

Un punto P en este sistema de coordenadas se denota por la terna ordenada ),,( P  

donde la primera coordenada   es una distancia, la segunda y la tercera coordenadas son 

ángulos. 

1)   es la distancia entre P y el origen,   0 

2)   es el mismo ángulo utilizado en coordenadas cilíndricas para r  0 

3)   es el ángulo entre el eje z positivo y el segmento de recta  𝑂𝑃⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ,  0      

 

Figura 2.6 

Coordenadas esféricas. 

 

Fuente: (Larson y Edwards, 2010). 

 

Para convertir de un sistema a otro, utilizar lo siguiente (Larson y Edwards, 2010): 

a) Esféricas a rectangulares 

)cos()(senx          )(sen)(seny              )cos(z   
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b) Rectangulares a esféricas 

2222 zyx            
x

y
)tan(                          

222 zyx

z
)cos(


  

c) Esféricas a cilindricas 

)(senr 222                                                  )cos(z   

 

Actividad 2.7: Convierta el punto dado a coordenada polar, cilíndrica, esférica o 

rectangular según sea el caso. 

a) )4,4(P   ubicando el punto en el plano, está en el primer cuadrante   4y4x   

Para determinar el ángulo: Como esta en el primer cuadrante se obtiene directamente de 

ecuación 2.8: 
x

y
)tan(   









 

x

y
tan 1 








 

4

4
tan 1

 

4
45


             

Para encontrar la distancia polar se utiliza ecuación 2.9: si 222 yxr  , entonces 

22 yxr  24)16(2)4()4( 22   

Por lo tanto: 









4
,24P)4,4(P


 

b)  3,1P     ubicando el punto en el plano, está en el segundo cuadrante 3y1x   

Se determina el ángulo auxiliar  , medido desde el eje x al segmento dirigido del origen al punto 

dado. 
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3)tan(      
3

603arctan


   

  



3

2

3
  

Para encontrar la distancia polar se utiliza ecuación 2.9: si 222 yxr  , entonces 22 yxr 

231)3()1( 22 r  

Por lo tanto:   







 

3

2
,23,1 PP  

c)  1,3P   ubicando el punto en el plano, está en el tercer cuadrante 1y3x   

Se determina el ángulo auxiliar  , medido desde el eje x al segmento dirigido del origen 

al punto dado. 

3

1
)tan(      

6
30

3

1
arctan


   

  



6

7

6
  

Para encontrar la distancia polar se utiliza ecuación 2.9: si 222 yxr  , entonces 

22 yxr  231)3()1( 22   

Por lo tanto:   







 

6

7
,21,3 PP  

 

d)  2,2P   ubicando el punto en el plano, está en el cuarto cuadrante 2y2x   

Se determina el ángulo auxiliar  , medido desde el eje x al segmento dirigido del origen 

al punto dado. 
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2

2
)tan(      

4
451arctan


   

 2 



4

7

4
2   

Para encontrar la distancia polar se utiliza ecuación 2.9: si 222 yxr  , entonces 

22 yxr  22)4(244   

Por lo tanto:   







 

4

7
,222,2 PP  

e)   1,2,2P     1z2y2x    

Para encontrar la distancia polar se utiliza ecuación 2.9:  si 222 yxr  , entonces 

   

     

 

Por lo tanto:      1,1958.0,6P1,26.35,6P1,2,2P    

f) 









2
,2P


 2r   

2


   

Con ecuación 2.6 y 2.7: 

)(cos rx     )(senry   











2
cos2


x   










2
2


seny    

0x     2y  

Por lo tanto: )2,0(
2

,2 PP 










 

624)2()2( 2222  yxr

26.35
2

2
arctanarctan 





















x

y

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g) 







 5,

3
,4P


          5

3
4  zr


  

Con ecuación 2.6 y 2.7: 

)(cos rx     )(senry   











3
cos4


x   










3
4


seny   5z  

2x     3246.3 y    

Para convertir a coordenadas esféricas: 

97.40

2597.114

)5()46.3()2(

zyx

222

2222

















          

3

x

y
)tan(










                        
















62.38
97.40

5
arccos

z

zyx

z
)cos(

222






 

Por lo tanto:   
















 


2145.0,

3
,97.40P5,32,2P5,

3
,4P  

 

h)  5,3,1P     531  zyx  

Se determina el ángulo auxiliar   

3)tan(       3975.056.713arctan   

 2  6025.13975.0244.28856.71360   

22 yxr  10)3()1( 22   

Por lo tanto:      5,44.288,10P5,6025.1,10P5,3,1P    
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Cambiando de coordenadas rectangulares a coordenadas esféricas: 

2222 zyx   

352591

)5()3()1( 222








          





44.288

x

y
)tan(




                        





1795.031.32
35

5
arccos

zyx

z
)cos(

222














 

Por lo tanto:       1795.0,6025.1,35P31.32,44.288,35P5,3,1P   

 

i) 








4
,

3
,2P


        2    

3


      

4


   

2

2
7071.0x

3
cos

4
sen2x

)cos()(senx



























        

2

6
22.1y

3
sen

4
sen2y

)(sen)(seny



























            

2

4
cos2

)cos(















z

z

z





 

Por lo tanto: 




















2,

2

6
,

2

2

4
,

3
,2


P  

 

Actividad 2.8: Obtenga una ecuación cartesiana de la gráfica que tiene la ecuación 

polar o cilíndrica indicada. 

a) )(4 senr    (Leithold, 1998). 

De 2.7: )(senry  se tiene que 
r

y
sen )(  
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









r

y
r 4  

yr 42   

yyx 422   

 

b) 1)2(cos 22  zr   (Leithold, 1998). 
 

Se tiene la identidad trigométrica: )()(cos)2cos( 22  sen  

  1z)(sen)(cosr 2222    

 

1z
r

y

r

x
r 2

2

2

2

2
2 












  

1zyx 222   

 

c) )2(82 yx   (Zill y Wright, 2011). 
 

Sustituyendo ecuación 2.7:  

 )(28)(cos 22  senrr    

            Si 1)()(cos 22   sen    entonces: )(1)(cos 22  sen  

  )(816)(1 22  senrsenr   

)(816)(222  senrsenrr   

16)(8)(222   senrsenrr     

El lado derecho de la ecuación es un trinomio cuadrado perfecto, factorizando: 
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 22 4)(  senrr  

 4)(  senrr  

Resolviendo para r  

4)(  senrr     4)(  senrr    

4)(  senrr    4)(  senrr    

  4)(1  senr    4)(  senrr  

)(1

4

sen
r


       4)(1  senr  

      
)(1

4

sen
r


  

 

d) 01)(cos 222  zr   (Leithold, 1998). 

01z
r

x
r 2

2

2
2 














     

01zx 22             

 

TAREA 2.6: (Leithold, 1998).  

Página Ejercicios 

764 5, 7, 9, 11 

 

2.7 Actividades de aprendizaje y complementos educacionales 

Según lo planteado en la propuesta de trabajo, se describen los complementos 

educacionales y las actividades de aprendizaje para el tema 2: curvas planas, ecuaciones 

paramétricas y coordenadas polares. La competencia específica establece ecuaciones de curvas 
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planas, en coordenadas rectangulares, polares o en forma paramétrica, para brindarle 

herramientas necesarias para el estudio de curvas más sofisticadas. 

Competencias genéricas: habilidad para realizar abstracciones, analizar y sintetizar 

información; capacidad para identificar, formular y resolver problemas de manera efectiva; 

habilidad para aprender de forma continua y actualizar sus conocimientos y capacidad para 

colaborar eficazmente en un equipo de trabajo (TecNM, s. f.). 

Para el Tema 2, y para todos los temas de la asignatura, se utilizará el enfoque de 

metodologías activas de aprendizaje. A través del aprendizaje colaborativo y cooperativo, se 

fomenta la cohesión del grupo y se incentiva a los estudiantes a trabajar de manera conjunta. 

Además, se aplicará el aprendizaje basado en problemas, en el que los estudiantes aprenden a 

través de la resolución actividades con problemas tipo. El profesor llevará a cabo actividades que 

luego serán analizadas y discutidas tanto a nivel de equipo como en grupo. Si bien el resultado 

final es único y no admite discusión, el proceso para llegar a él puede variar dependiendo de las 

bases matemáticas de los estudiantes. El rol del profesor será el de guía o facilitador del 

aprendizaje, promoviendo el desarrollo de habilidades para que el estudiante sea el protagonista 

de su proceso educativo. 

Complemento Educacional No. 1. Aprendizaje basado en problemas y Complemento 

Educacional No. 3. Ejercicios/casos prácticos. En relación con estos complementos 

educacionales, se presentarán en clase actividades relacionadas con la solución de problemas o 

ejercicios de cada uno de los subtemas. La resolución de estos ejemplos se llevará a cabo durante 

las diferentes sesiones de clases de acuerdo con la planeación realizada por el profesor 

procurando en todo momento fomentar la discusión y participación de los estudiantes. Además de 

los ejemplos de clase, se conformarán equipos de trabajo para la realización de prácticas en el 

aula (Práctica 2.1: Graficando en coordenadas polares con Winplot y Práctica 2.2: Bosquejando 
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funciones polares con GeoGebra). En el anexo 1 se incluye una serie de actividades con 

ejercicios representativos que se tienen planeados para el curso. Las herramientas tecnológicas 

relacionadas con este objetivo educacional consisten en los programas Word®. En Word® se 

presentará el listado con la redacción de las actividades a resolver en el aula y las tareas. Las 

gráficas de funciones polares se realizan con el Winplot y con GeoGebra. Tanto los problemas 

resueltos como los propuestos estarán a disposición de los estudiantes a través de la plataforma 

MOODLE y en la medida de lo posible serán proyectados en el aula de clase para su solución. 

Durante estas actividades se llevará un registro de la participación de los estudiantes en la 

resolución de las actividades en el aula. 

Complemento Educacional No. 2. Presentaciones. Se han preparado una serie de 

presentaciones con el propósito de desarrollar los diferentes subtemas en el aula. Una vez que se 

hayan visto en clase, las presentaciones estarán a disposición de todos los estudiantes a través de 

la plataforma MOODLE. A manera de muestra en la Figura 2.7 se presenta una carátula del 

programa PowerPoint® en la que se visualiza el contenido de una de las presentaciones 

señaladas. Se creó un Padlet, mostrado en Figura 2.8 con el formulario para derivadas e 

integrales a utilizar durante el curso, los estudiantes podrán bajarlo con la liga: 

https://padlet.com/lupitaamado/c-lculo-integral-formulario-para-derivadas-e-integrales-

vqktstlpfr0ohdxw 

En la instrumentación didáctica que acompaña a estos apuntes se proporciona información 

detallada sobre las actividades de aprendizaje y de enseñanza, así como los niveles de desempeño 

y evaluación para este tema.   

 

 

 

https://padlet.com/lupitaamado/c-lculo-integral-formulario-para-derivadas-e-integrales-vqktstlpfr0ohdxw
https://padlet.com/lupitaamado/c-lculo-integral-formulario-para-derivadas-e-integrales-vqktstlpfr0ohdxw
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Figura 2.7 

Vista del presentador en el programa PowerPoint® de la presentación del Tema 2: curvas planas, 

ecuaciones paramétricas y coordenadas polares.  
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Figura 2.8 

Padlet. Curso de Cálculo Integral. Formulario para derivar e integrar. 
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3. FUNCIONES VECTORIALES DE UNA VARIABLE REAL 

Competencias específicas: establece ecuaciones de curvas en el espacio en forma 

paramétrica, para analizar el movimiento curvilíneo de un objeto, así como contribuir al diseño 

de elementos que involucran curvas en el espacio. 

Competencias genéricas: habilidad para realizar abstracciones, analizar y sintetizar 

información; capacidad para identificar, formular y resolver problemas de manera efectiva; 

habilidad para aprender de forma continua y actualizar sus conocimientos y capacidad para 

colaborar eficazmente en un equipo de trabajo (TecNM, s. f.). 

Los autores Swokowski (1989), Leithold (1998), Marsden y Tromba (2004), Edwards y 

Penney (2008), Zill y Dewar (2008), Larson y Edwards (2010), Thomas (2010), Zill y Wright 

(2011), Stewart (2018), Rivera y  Álvarez, (2020) entre otros, abordan el tema de manera 

semejante. 

 

3.1 Definición de función vectorial de una variable real 

Las funciones vectoriales son vectores cuyas componentes son funciones. Es una 

correspondencia que asocia a cada número t en el dominio D un vector único )(tR


 en el espacio 

(V3). Determina la trayectoria de un móvil. 

Las gráficas de las funciones vectoriales son curvas, las cuales también pueden 

representarse por ecuaciones paramétricas. 

Las aplicaciones geométricas incluyen la longitud de arco, vectores tangentes y normales 

a una curva y curvatura. En las aplicaciones físicas se emplean los vectores para estudiar el 

movimiento de una partícula a lo largo de una curva. 



97 

 

Sean f, g y h funciones reales de una variable real t, entonces una función vectorial )(tR


 

se define por:  

kthjtgitftR ˆ)(ˆ)(ˆ)()( 


               (3.1) 

Donde t es cualquier número real del dominio D común de f, g y h. 

Nota: La función vectorial puede representarse por cualquier literal del alfabeto, aunque 

por lo general se denota por )( o )( trtR


en la mayoría de los libros de matemáticas. 

La interpretación geométrica del dominio D se representa por puntos en una recta real 

(Leithold,1998). 

 

Actividad 3.1: Sea )(tR


 = (t + 2) î  + (2t 2 – 3) ĵ  + t 3 k̂  

Determinar: 

a) )2(  y  )1(


RR y trazar sus vectores de posición. 

b) ¿Para qué valores de t el vector de posición )(tR


está en el plano XY, YZ? 

 

a)     )1(


R  = (1 + 2) î  + (2 – 3) ĵ  +  k̂         )2(


R  = (2 + 2) î  + [2(4) – 3] ĵ  + 8 k̂  

  )1(


R = 3 î   – ĵ  +  k̂          )2(


R  = 4 î  + 5 ĵ  + 8 k̂  
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Gráfica de los vectores de posición  )1(


R y )2(


R : 

                                     

 

b) Valores de t para que el vector de posición )(tR


este en el plano: 

XY   Z = 0                                                                                            YZ  X = 0 

Tomando la componente en Z e igualando a cero:          Tomando la componente en X e 

igualando a cero: 

0

03





t

t
                                                                                    

2

02





t

t
 

 
2

2





x

tx
            

3

32 2





x

ty
    

538

32 2





y

ty
       

8

3





z

tz
 

P (2, - 3, 0)       P (0, 5, - 8) 

   

3.2 Límites y continuidad de una función vectorial 

Sea 


R  una función vectorial cuyos valores de función están dados por:  

kthjtgitftR ˆ )(ˆ )(ˆ )()( 


 

Entonces el límite de )(tR


 cuando t tiende a a está definido por: 

kthjtgitftR
atatatat

ˆ )(limˆ )(limˆ )(lim)(lim 
































                                                           (3.2)        

 )1(


R  
 )2(



R  
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Si )(lim tf
at

, )(lim tg
at

 y )(lim th
at

 existen (Swokowski, 1989; Leithold, 1998; Larson y 

Edwards, 2010). 

 

Actividad 3.2: Obtenga el límite de las funciones vectoriales siguientes: 

a) )(lim
0

tR
t




 sí kjeittR

t ˆ 3ˆ 2ˆ  cos)( 


 (Leithold, 1998). 

kjeittR
t

t

ttt

ˆ 3limˆlim2ˆ coslim)(lim
0000


































 

3,2,1ˆ3ˆ2ˆ )(lim
0





kjitR

t
 

b) )(lim
0

tR
t




 sí kejei

t

t
tR

tt ˆ ˆ ˆ 
 cos1

)(







  (Leithold, 1998). 

kejei
t

t
tR tt

tt

ˆ limˆ limˆ 
cos1

lim)(lim
0t0t00


























 











 

Aplicando Regla de L’Hopital en el primer componente para quitar la indeterminación 
0

0
 

kejeitsentR t

t

t

ttt

ˆ limˆ limˆ lim)(lim
0000



























 






    S 

1,1,0ˆˆ)(lim
0





kjtR

t
           

 

c)  )(lim
0

tR
t




 sí k

sent

t
j

t

t
i

sent

t
tR ˆ ˆ 

cos1

cos1
ˆ 

1

 cos1
)(

22














 (Leithold, 1998). 

k
tsen

t
j

t

t
i

tsen

t
tR

tttt

ˆ limˆ 
cos1

cos1
limˆ 

1

 cos1
lim)(lim

2

0

2

000 















































…………………………………1 
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Aplicando Regla de L’Hopital en el segundo y tercer componente para quitar la 

indeterminación 
0

0
. 

Derivando simultáneamente el numerador y denominador del segundo componente se 

obtiene: 

Numerador tsentsenttt
dt

d
tt

dt

d
t

dt

d
cos2)(cos2coscos2])(cos1[)cos1( 22   

Denominador  )cos1( sentt
dt

d
  

Derivando simultáneamente el numerador y denominador del tercer componente se 

obtiene: 

Numerador tt
dt

d
22    Denominador   cos tsent

dt

d
  

Sustituyendo en 1: 

k
t

t
j

sent

sentt
i

sent

t
tR

tt

ˆ 
cos

lim2ˆ 
cos2

limˆ 
1

cos1
lim)(lim

0t0t00





































 

k
t

t
jti

sent

t
tR

tt

ˆ 
cos

lim2ˆ coslim2ˆ 
1

cos1
lim)(lim

0t0t00





































    

Realizando el proceso a límite 

jitR
t

ˆ2ˆ 2)(lim
0





    

d)  



)(lim

0
tR

t
 si k

t

tsen
j

t

sent
i

t

sentt
tR ˆ ˆ ˆ 

 
)(

2

23







 

k
t

tsen
j

t

sent
i

t

sentt
tR

tttt

ˆ limˆ limˆ 
 

lim)(lim
2

020300 



























 







  

……………………………………2 
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Se observa indeterminación en todos los componentes de la función vectorial, para ello 

aplicamos L’Hopital en cada uno de ellos. 

Derivando simultáneamente el numerador y denominador se obtiene: 

Numeradores       Denominadores 

tsentt
dt

d
cos1)(       

23 3tt
dt

d
  

tsent
dt

d
cos        tt

dt

d
22   

tsentsent
dt

d
sentsent

dt

d
cos2.2)( 2     1t

dt

d
 

Sustituyendo los resultados de la derivada en 2: 

ktsentj
t

t
i

t

t
tR

tttt

ˆ cos2limˆ 
2

cos
limˆ 

3

 cos1
lim)(lim

00200

























 







    

Tomado límite se observa que sigue la indeterminación en la componente 1 pero la 

componente 2 queda indefinida, por lo que, se dice: existeNotR
t

)(lim
0




. 

 

TAREA 3.1: (Leithold, 1998).  

Página Ejercicios 

870 17, 19 

 

 

TAREA 3.2: Obtenga: 

a) )(lim
0

tR
t




 si k

tsen

tsen
j

tsen

t
i

tsen

t
(tR ˆ 

7

4
ˆ 

5

tan
ˆ 

 
) 



  

b) k
t

tsen
j

tsen

tsen
i

t

tsent
(tRtR

t

ˆ ˆ 
3

5
ˆ 

 
 ) si   )(lim

2

30








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Continuidad de funciones vectoriales 

DEFINICIÓN: Se dice que la función vectorial es continua si cada una de las 

componentes es continua. 

En general debe cumplir:  )()(lim aRtR
at




   

Actividad 3.3: indique para que valores de t la función )(tR


 no es continua. 

a)  )(tR


 = 
t

1
 î + 

2

1

t
 ĵ  

En t = 0       t = 2  no es continua    o bien )(tR


 es continua (- ,0) U (0,2) U (2, ) 

 

b) j
t

ittR ˆ
4

1
ˆ)1ln()(

2 




 

 

1

01





t

t
  

D: 2),,1(  t   

También puede expresarse en términos de intervalos: D: ),2()2,1(  U  

Por lo tanto, la función vectorial es continua en 2),,1(  t  

 

TAREA 3.3: (Leithold, 1998).  

Página Ejercicios 

910 1, 9, 15 

 

 

 l 
   - 1    2 
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3.3 Derivada de una función vectorial 

Se obtiene derivando cada componente de )(tR


 si  kthjtgitftR ˆ)(ˆ)(ˆ)()( 


 donde 

f, g y h son derivables entonces: 

kthjtgitftR ˆ)´(ˆ)´(ˆ)´()´( 


               (3.3) 

La ecuación 3.3 también puede expresarse con la notación de diferenciales: 

kth
dt

d
jtg

dt

d
itf

dt

d
tR

dt

d ˆ)(ˆ)(ˆ)()( 





























                                                                       (3.4) 

 

Derivadas de orden superior  

Si f, g y h tiene segundas derivadas entonces se deriva sucesivamente )(tR


.  

 

Actividad 3.4: Sea  )(tR


= )ln( t  î  + e
t3

ĵ  + t
2

 k̂  

Determinar (Swokowski, 1989): 

i) El dominio de )(tR


 y los intervalos donde es continua  

ii) )´(tR


, )´´(tR


 y )(tR
IV



 . 

Solución: 

i) ln 1 = 0 si 

ln (-1) = no existe                     el dominio D: 0t    0 bien de  ),0(   

ln (0) = no existe    Es continua de (0, ) 
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ii) kt    + j  e- i
t

tR t ˆ2ˆ3ˆ
1

)(́ 3


  

      kt    + j  e it(t)´R t ˆ2ˆ3ˆ 31 


  

      k   + j  e it(t)´R t ˆ2ˆ9ˆ´ 32 


  

        j  e it(t)´R t ˆ27ˆ2´´ 33 


  

        j  eit(t)R t
IV

ˆ81ˆ6 34 


  

        j  
e

i
t

(t)R
t

IV

ˆ
81

ˆ
6

3




 

 

Actividad 3.5: Dada la función vectorial determine en cada inciso: 

i) Dominio de )(tr


 . 

ii) )(tr
dt

d 

 y su dominio. 

a) jti
t

tr ˆ2ˆ
1

1
)(

2





 

Solución: 

i) D: R, t   -1       o bien ),1(U)1,(:D    

ii)  jtitjti
t

tr ˆ2ˆ)1(ˆ2ˆ
1

1
)( 212 


 



 

       jtittr
dt

d
ˆ4ˆ)1()( 2  



    

      jti
t

tr
dt

d
ˆ4ˆ

)1(

1
)(

2







              ),1(U)1,(:D   
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b) jtittr ˆ5ˆ4)(
32 



  

Solución: 

i)  D: (- ,- 2] U [2, ) 

ii) jtittr ˆ5ˆ)4()( 32

1

2 


 

     jtitttr
dt

d
ˆ15ˆ2.)4(

2

1
)( 22

1

2 


 

       jti

t

t
tr

dt

d
ˆ15ˆ

)4(

)( 2

2

1

2








 

       jti
t

t
tr

dt

d
ˆ15ˆ

4
)( 2

2







     D: ),2()2,(  U   

 

TAREA 3.4: (Leithold, 1998).  

Página Ejercicios impares 

880 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13 

 

 

PRÁCTICA 3.1: En equipo de tres personas, resolver los ejercicios y entregar 

individualmente un trabajo al final de la clase. 

1. Indicar la continuidad de las siguientes funciones vectoriales: 

a) ktj
t

ittR ˆˆ
4

1
ˆ)2ln()(

2





                                        
 

b) 
 

kej
tt

ittR
t ˆˆ

)52)(3(

1
ˆ4)(

2





       

 



106 

 

c) k
t

j
t

t
i

t
tR ˆ

1
ˆ

4
ˆ

2

1
)( 









                            

 

 

2. Derive las funciones vectoriales ¿para qué valores de t existe la derivada? 

k
t

jttietR
t ˆ

1
ˆ)2cos(ˆ)(       a)

2

3 


 

ktjttittR ˆˆ)53(ˆ)ln()(       b)
22 



 

 

3.4 Integración (antiderivada) de funciones vectoriales 

Si kthjtgitftR ˆ)(ˆ)(ˆ)()( 


, donde f, g y h son continuas en [a, b], la integral 

indefinida (o primitiva) de )(tR


 es (Leithold, 1998): 

kdtthjdttgidttfdttR ˆ  )(ˆ  )(ˆ  )()( 

























 



              (3.5) 

La solución de 1 se obtiene integrando cada componente: 

1)()( CtFdttf         2)()( CtGdttg    3)()( CtHdtth   

Donde:    )()(´ tftF   )()(´ tgtG    )()(´ thtH           

Las tres constantes escalares de integración producen una constante vectorial de 

integración, sustituyendo en 3.5: 

      kCtHjCtGiCtFdttR ˆ  )(ˆ  )(ˆ  )()( 321 


               

     ˆ )(ˆ )(ˆ )()( 321 CCCktHjtGitFdttR 

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   kCjCiCktHjtGitFdttR ˆ ˆ ˆ ˆ )(ˆ )(ˆ )()( 321 


 

CtrdttR 


 )()(  

 

Donde:    )()(´ tRtr


  

La integral indefinida de una función vectorial representa a una familia de funciones 

vectoriales que difieren una de otras en algún vector constante. 

La integral definida sobre el intervalo bta   es: 

kdtthjdttgidttfdttR

b

a

b

a

b

a

b

a

ˆ  )(ˆ  )(ˆ  )()(





















































 


                                                        (3.6) 

 

Actividad 3.6: Antiderive las funciones vectoriales. 

a)   dtjtit )ˆ 3ˆ (  

jtiC
t

jdttidttdtjtit ˆC 
2

3
ˆ  

2
ˆ 3ˆ )ˆ 3ˆ ( 2

2
1

2










































   

 

b) dttR


1

0

)(      si j
t

ittR ˆ 
1

1
ˆ  )( 3






 

jdt
t

idttdttR ˆ 
1

1
ˆ )(

1

0

1

0

3
1

1

0



































 


       

Antiderivada o primitiva 

Constante vectorial 
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Haciendo cambio de variable en la segunda integral:  
dtdu

tu



 1
 

jdu
u

idttdttR ˆ 
1

ˆ )(

2

1

1

0

3
1

1

0


































 


 

jui
t

dttR ˆlnˆ 
4

3
)(

2

1

1

0

3
41

0




=   ĵ 1ln2lnî  0)1(
4

3 3 4 




   

jidttR ˆ 2lnˆ  
4

3
)(

1

0




 

 

TAREA 3.5: Resolver la integral indefinida: dttR


)(  si  j 
)tt(

tt
i(t)  (t)R ˆ

12

134
ˆarctan

3

2








 

 

3.5 Longitud de arco 

Una curva en el espacio es el conjunto de ternas ordenadas de la forma: 

[f(t), g(t), h(t)], donde f, g, h son funciones continuas en un intervalo I (Leithold, 1998). 

 

Ecuaciones paramétricas de una curva C. 

)(tfx  , )(tgy  , )(thz  por lo que, kthjtgitftR ˆ)(ˆ)(ˆ)()( 

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Si una curva “C” tiene una parametrización regular )(tfx  , )(tgy  , )(thz  , en 

bta   y si  “C” no se corta a sí misma, excepto posiblemente en los extremos del intervalo [a, 

b], entonces la longitud (L) de “C” es: 

      dtthtgtfL

b

a

 
222

)´()´()´(               (3.7) 

dttRL

b

a




 )´(                  (3.8) 

NOTA: Para obtener la longitud de una curva se determina la derivada de las 

componentes de la función vectorial. 

 

Actividad 3.7: Determine la longitud de la curva parametrizada por: 2
tx  , 

)(tsenty  , )cos(ttz   en el intervalo de [0, 1] (Leithold,1998). 

Con ecuación 3.7:       dtthtgtfL

b

a

 
222

)´()´()´(  

Obteniendo las derivadas de )(tf , )(tg  y )(th , después se eleva al cuadrado el resultado 

de cada una de las derivadas y finalmente se sustituyen en 3.6: 

2)( txtf   

ttf 2)´(    

  22
4)´( ttf   

  

)()( tsentytg    derivando como un producto de funciones 
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)()cos()´( tsentttg   

    )()()cos(2)(cos)()cos()´( 22222
tsentsentttttsentttg   

 

)cos()( ttzth    derivando como un producto de funciones 

)cos()()´( ttsentth   

    )(cos)cos()(2)()cos()()´( 22222
tttsenttsentttsentth   

         

Sustituyendo en ecuación 3.7 para obtener la longitud de arco de la función vectorial:  

 

dttttsenttsenttsentsentttttL  

1

0

2222222 )(cos)cos()(2)()()()cos(2)(cos4  

dtttsenttsentttL  

1

0

2222222 )(cos)()()(cos4  

    dtttsentsentttL  

1

0

222222 )(cos)()()(cos4  

Si 1)(cos)( 22  ttsen  

dttdtttL  

1

0

2

1

0

22 1514  
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Del formulario de integrales de (García-Anguis, 1981), ecuación 24:   





 

22
2

2222 auln
2

a
au

2

u
duau u

 

De la antiderivada a resolver se tiene: 

 

tu

 tu

5

5 22




         

1

12





a

a
  

dt
du

dtdu





5

5

      

5

0

22

5

0

22

1

0

2 1ln
2

1
1

25

1

5

1
15 








  uuu

u
du audttL    

Tomando límites para u 

 


















 







 10ln1)5(5ln

2

1
01)5(

2

5

5

1 22L

 

 




















 )1ln(65ln

2

1
6

2

5

5

1
L

 

57.1L  Unidades de longitud 

 

TAREA 3.6: (Leithold, 1998).  

Página Ejercicios impares 

881 49, 51 

911 25 
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3.6 Vectores tangente, normal y binormal 

Se ha dicho que el vector velocidad 


v  apunta en la dirección del movimiento. 

Cuando una partícula recorre una curva “C” puede cambiar su velocidad rápida o lentamente 

dependiendo de si “C” se dobla brusca o gradualmente. Para medir la rapidez con que “C” se 

encorva o cambia de forma, se usa el concepto de curvatura.  

Si )(tr


es una función vectorial y “C” está determinada por )(tr


 y es regular, entonces:                                  

)( ́r t


es un vector tangente a C.  

 

Vector tangente unitario 

Se denota por: )(tT


 y se define por:    

 )( ́r 

 )( ́r 
 (t)T

t

t






                   (3.9) 

Si   )( ́r t


  0 

Si )(tT


 es derivable entonces )( ́r t


 es ortogonal (perpendicular) a )(tT


. Entonces: 

0)´(.)( 


tTtT  

 

Vector normal principal unitario 

Es el vector unitario que tiene la misma dirección que )(tT


. 

Se denota por:  )(tN

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Se define por:  

 )(´

)(´
)(

tT

tT
tN






                (3.10) 

Si   0)(´ 


tT   

Las expresiones anteriores se pueden aplicar tanto a curvas planas como a curvas 

espaciales. 

Cuando )(tT


 y )(tN


 se representan geométricamente, como en Figura 3.1, se toma en 

cuenta: 

 El punto inicial en el punto P de C correspondiente a t. 

 El vector tangente )( ́r t


 apunta en la dirección en que el punto se mueve cuando “t” 

aumenta, también )(tT


 apunta en esa dirección (Leithold, 1998). 

 

Figura 3.1 

Representación geométrica del vector tangente unitario y el vector normal principal unitario. 
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Actividad 3.8: Se tiene la curva plana “C “ determinada por:  jtittr ˆˆ)(
2 



 

(Swokowski, 1989) . 

a) Encontrar el vector tangente unitario. 

b) Trazar C,  )1(


T . 

 

a) Vector tangente unitario    

Con ecuación 3.9: 

 )( ́r 

 )( ́r 
 (t)T

t

t






          

jittr ˆˆ  2)(´ 


 

14 )(´  2 


ttr   

Sustituyendo en 3.9: 
14

 ˆˆ  2 
 (t)T

2 






t

jit
 

j
t

i
t

t
ˆ

14

 1 
ˆ

14

 2 
 (t)T

22 







 

 

b) Trazar C,  T


(1)  

Para graficar: 

t -2 -1 0 1 2 

 tr


 
4, -2 1, -1 0, 0 1, 1 4, 2 
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Para    t = 1         jir ˆˆ )1( 


 

jiji ˆ
5

1 
ˆ

5

2 
 ˆ

14

 1 
ˆ

14

 2 
 (1)T 









             

 

3.7 Curvatura 

Curvatura de “C” en el punto P(x,  y) 

Se denota por:    K 

Sea C una curva plana que tiene parametrización )(tfx  , )(tgy  , entonces la 

curvatura K en P(x, y) es: 

 

  2

3
2

´1

´´

y

y
K



                (3.11) 

Si una curva plana “C” está dada paramétricamente por )(tfx  , )(tgy  , donde )´´(tf  

y )´´(tg existen, entonces la curvatura K en P(x, y) es: 

       

      2

3
22

´´

´´´´´´

tgtf

tftgtgtf
K




              (3.12) 
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Actividad 3.9: Demostrar que la curvatura en todos los puntos de una circunferencia 

de radio K es igual a 
k

1
. La circunferencia de radio k con centro en el origen tienen las 

siguientes ecuaciones paramétricas: )(cos tkx   y )(tsenky   (Swokowski, 1989). 

Ya que se tienen las ecuaciones paramétricas se utiliza ecuación 3.12:  

       

      2

3
22

´´

´´´´´´

tgtf

tftgtgtf
K




  

)(cos)( tkxtf      )()( tsenkytg   

)()(´ tsenktf      )(cos)(´ tktg   

)(cos)(´´ tktf      )()(´´ tsenktg   

 

Sustituyendo en 3.12: 

 

     

      2

3
2222

2222

2

3
22 )(cos)(

)(cos)(

)(cos)(

)(cos)(cos)()(

tktsenk

tktsenk

tktsenk

tktktsenktsenk
K









  

 

 

    
3

2

2

3
2

2

2

3
222

222

)(cos)(

)(cos)(

k

k

k

k

ttsenk

ttsenk
K 




  

k
K

1
  L Q. Q. D.   lo que se quería demostrar 
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3.8 Aplicaciones 

Existen diversas aplicaciones de las funciones vectoriales, en esta sección se estudiará el 

movimiento de una partícula en el plano y la función de posición de un proyectil (Swokowski, 

1989; Leithold, 1998; Larson y Edwards, 2010; Stewart, 2018). 

 

Movimiento de una partícula en el plano 

Cuando una partícula se mueve sobre una curva en el plano, las coordenadas (x, y) de su 

centro de masa son funciones del tiempo. En vez de utilizar f y g para ellas se utiliza:  

)(txf  , )(tyg   

 

Por lo tanto, el vector de posición será: jtyitxtr ˆ)(ˆ)()( 


 que representa el 

movimiento de la partícula en el plano. 

 

El vector tangente )(´ tr


 se denomina por definición velocidad de la partícula al tiempo t. 

 

El vector )(´´ tr


 representa la aceleración de la partícula. 

 

La velocidad y la aceleración se representan geométricamente por vectores con punto 

inicial P. En la mayoría de los casos )(´´ tr


 apunta hacia el lado cóncavo de C. La rapidez de la 

velocidad no es más que la magnitud de la velocidad. 
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Figura 3.2  

Representación de la velocidad y aceleración en el plano. 

 

 

Actividad 3.10: Una partícula se mueve a lo largo de una curva, donde 32 tx  , 

tty 42  , 53  tz , siendo t el tiempo. Hallar (Swokowski, 1989): 

a) )1(


v y )1(


a . 

b) Las componentes de velocidad y aceleración en la dirección de 2,3,1 


b  para 1t . 

 

Con las ecuaciones paramétricas dadas se obtiene la función vectorial: 

k) t(jt) (ti t)(r ˆ53ˆ4ˆ21 23 


 

a) Velocidad y aceleración 

 3,42,6ˆ 3ˆ )42(ˆ 6)( ́)( 22 


ttkjtittrtv       

3,2,6ˆ 3ˆ 2ˆ 6ˆ 3ˆ )42(ˆ )1(6)1(´)1( 2 


kjikjirv   
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b) Componente de la velocidad     Componente de la aceleración 








b

bv
vcomp

b

.
     








b

ba
acomp

b

.
 

2,3,1

2,3,1. 3,42,6 2










tt
vcomp

b

   
2,3,1

2,3,1.0,2,12










t
acomp

b

 

1449123,1, 


b  

2,12ˆ 2ˆ 12)(´´ )( tjittrta 


 

2,12ˆ 2ˆ 12)1(´´ )1( 


jira  

14

61266 2 






tt
vcomp

b

    
14

612 






t
acomp

b
 

14

1866 2 






tt
vcomp

b

     
14

612
)1(






 acomp
b

14

1866
)1(






 vcomp
b

     6.1
14

6
)1( 



 acomp
b

8.4
14

18
)1( 



 vcomp
b

 

 

 

Actividad 3.11: El vector de posición de una partícula que se mueve en el plano 

coordenado es (Swokowski, 1989): 

 ˆ ˆ3ˆ 2)(
32
ktjtittr 



para 20  t . 

a) Calcular la velocidad y la aceleración de la partícula al tiempo t. 
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b) Trazar la trayectoria C de la partícula y representar geométricamente )1(


v y )1(


a . 

a) Velocidad y aceleración 

ktjtitrtv ˆ3ˆ 6ˆ 2)(´)( 2


   ktjtrta ˆ6ˆ 6)(´´)( 


 

3,6,2ˆ3ˆ 6ˆ 2)1(´)1( 


kjirv   6,6ˆ6ˆ 6)1(´´)1( 


kjra  

b) De la función vectorial )(tr


 se obtienen las ecuaciones paramétricas de la curva C: 

tx 2   23ty   3tz   

Para graficar se dan valores de t en el intervalo dado de 20  t  

t 0 0.5 1 1.5 2 

x 0 1 2 3 4 

y 0 0.75 3 6.75 12 

z 0 0.125 1 3.4 8 

 

Sustituyendo t =1 en la función vectorial para obtener el punto P (2, 3, 1). 
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Función de posición de un proyectil 

El movimiento de proyectiles es otra aplicación de las funciones vectoriales. 

Es el movimiento bidimensional de una partícula disparada oblicuamente al aire, por 

ejemplo, el movimiento ideal de una pelota de baseball, de una bola de golf, de una bala, etcétera. 

La trayectoria de un proyectil localizado desde una altura inicial “h” con una velocidad 

inicial 0V  y un ángulo de elevación   se describe por la función vectorial: 

  jtgsentVhitVtr ˆ
2

1
)(ˆ)(cos)( 2

00 











           (3.13) 

Donde: 

g = Gravedad (constante gravitacional, 9.8 m/s2, 32 ft/s2) 

h = Altura 

V0 = Velocidad inicial 

t = Tiempo 

 = Ángulo de elevación 

Figura 3.3 

Función de posición de un proyectil. 
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Deducción: 

)()( tv
dt

d
ta



  

dttatvd )()(


  










tv

dttatvd

v
0

)()(

0

 

  






tv

dtjgtvd

v
0

ˆ)(

0

 

jtgtv

v

v

ˆ)(

0









 

jtgvv ˆ0 


 

jtgvv ˆ0 


 

jtgjsenViVv ˆˆ)(ˆ)cos( 00 


  

Sumando vectores 

jtgsenViVv ˆ)(ˆ)cos( 00 


  



 vtr
dt

d
)(  

Expresando en forma de diferenciales: 

dtvtrd


)(  
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 dtjVtgVtrd

dtvtrd

tr

r

tr

r





















0

00

0

ˆ)sen(î )cos()(

)(

0

0



 

 dtjVtgVtr

t
r

r
 







0

00
ˆ)sen(î )cos()(

0

  

    


dtjθ)senVtg(dtiθ) (Vrr ˆˆcos 000  

jθsentVtgiθ) Vtrr ˆ
2

1
ˆcos( 0

2
00 












 

jθsentVtgiθ) Vtrr ˆ
2

1
ˆcos( 0

2
00 












 

Si jhjyixr ˆˆˆ
000 



 

jθsentVtgiθ) Vtjhr ˆ
2

1
ˆcos(ˆ

0
2

0 











 

  jtgsentVhitVtr ˆ
2

1
)(ˆ)(cos)( 2

00 











  

 

Actividad 3.12: Se golpea una pelota de baseball a 3 ft del suelo con un ángulo de 
4


 

respecto de la horizontal y con una velocidad de 100 
s

ft
. Determine la altura máxima que 

alcanzó la pelota (Larson y Edwards, 2010). 
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Datos 

h = 3ft 

 = 45  

s

ft
100V0   

hmax =? 

 

 

Con ecuación 3.13 se plantea la función vectorial: 

  jtgsentVhitVtr ˆ
2

1
)(ˆ)(cos)( 2

00 











  

Sustituyendo los datos en 3.13: 

  jtsentittr ˆ)32(
2

1
)45(1003ˆ)45(cos100)( 2












  

  jttittr ˆ1671.703ˆ71.70)( 2


 

De la función vectorial se tienen las ecuaciones paramétricas: 

Componente en x     Componente en y 

tx 71.70       21671.703 tty   

Para encontrar el tiempo que tarda en alcanzar la altura máxima, se considera: 

ty 3271.70´   

t3271.700   

Despejando t 

71.7032 t  

32

71.70
t  
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2.2t segundos 

Para encontrar la altura máxima se trabaja con la componente en y: 

2
max )2.2(16)2.2(71.703  yh  

 fth 12.81max   

 

Actividad 3.13: Se lanza una pelota de baseball desde una altura de 3 ft sobre el nivel 

del suelo con un ángulo de 45° y la captura a 300 ft de distancia. ¿Cuál fue la velocidad 

inicial de la pelota y que altura alcanzo si la captura se hizo a 3 ft sobre el nivel del suelo? 

(Larson y Edwards, 2010). 

 

 

 

 

 

 

 

Con ecuación 3.13 se plantea la función vectorial: 

  jtgsentVhitVtr ˆ
2

1
)(ˆ)(cos)( 2

00 











  

Sustituyendo los datos en 3.13: 

  jtsentVitVtr ˆ)32(
2

1
)45(3ˆ)45(cos)( 2

00 










  

  jttVitVtr ˆ167071.03ˆ7071.0)( 2
00 



 

Datos: 

 = 45° 

y = 3 ft 

x = alcance = 300 ft 

h = 3ft 

hmax =? 

V0 =? 

 

 

 

 

 



126 

 

De la función vectorial se tienen las ecuaciones paramétricas: 

Componente en x     Componente en y 

tVx 07071.0      2
0 167071.03 ttVy   

Para encontrar el tiempo que tarda en alcanzar la altura máxima, se considera: 

tV07071.0300   

07071.0

300

V
t  ….. A 

Sustituyendo t en la componente en y: 

2
0 167071.03 ttVy   

2

00
0

7071.0

300
16

7071.0

300
7071.033 























VV
V  

2

07071.0

300
163000 










V
 

Despejando la velocidad inicial 0V : 

2

07071.0

300
16300 










V
 

2

07071.0

300

16

300
















V
 

2
2

0
7071.0

300

16

300








V  

2

2
2

0
)7071.0()300(

)300()16(
V  

2

2
0

)7071.0(

)300()16(
V  
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20
)7071.0(

)300()16(
V  

s

ft
V 98.970   

Sustituyendo en A para encontrar t: 

07071.0

300

V
t   

)98.97(7071.0

300
t  

st 33.4  

La altura máxima se alcanza cuando el componente vertical de la velocidad es cero. 

Primero se determina el tiempo que tarda en alcanzar la altura máxima: 

2
0 167071.03 ttVy   

tVy 327071.0´0 0   

07071.032 Vt   

32

7071.0 0V
t   

32

)98.97(7071.0
t  

st 16.2  

La altura máxima es: 

2
0 167071.03 ttVy   

2
max )16.2(16)16.2()98.97(7071.03  yh  

fth 99.77max   
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TAREA 3.7: (Leithold, 1998).  

Página Ejercicios 

907 1, 3, 17, 21, 25, 27, 41, 45, 47 

 

 

3.9 Actividades de aprendizaje y complementos educacionales 

Según lo planteado en la propuesta de trabajo, se describen los complementos 

educacionales y las actividades de aprendizaje para el tema 3: funciones vectoriales de una 

variable real. La competencia específica es que los estudiantes establezcan ecuaciones de curvas 

en el espacio en forma paramétrica, para analizar el movimiento curvilíneo de un objeto, así 

como contribuir al diseño de elementos que involucran curvas en el espacio. 

Competencias genéricas: habilidad para realizar abstracciones, analizar y sintetizar 

información; capacidad para identificar, formular y resolver problemas de manera efectiva; 

habilidad para aprender de forma continua y actualizar sus conocimientos y capacidad para 

colaborar eficazmente en un equipo de trabajo (TecNM, s. f.). 

Para el Tema 3, y para todos los temas de la asignatura, se utilizará el enfoque de 

metodologías activas de aprendizaje. A través del aprendizaje colaborativo y cooperativo, se 

fomenta la cohesión del grupo y se incentiva a los estudiantes a trabajar de manera conjunta. 

Además, se aplicará el aprendizaje basado en problemas, en el que los estudiantes aprenden a 

través de la resolución actividades con problemas tipo. El profesor llevará a cabo actividades que 

luego serán analizadas y discutidas tanto a nivel de equipo como en grupo. Si bien el resultado 

final es único y no admite discusión, el proceso para llegar a él puede variar dependiendo de las 

bases matemáticas de los estudiantes. El rol del profesor será el de guía o facilitador del 

aprendizaje, promoviendo el desarrollo de habilidades para que el estudiante sea el protagonista 

de su proceso educativo. 
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Complemento Educacional No. 1. Aprendizaje basado en problemas y Complemento 

Educacional No. 3. Ejercicios/casos prácticos. En relación con estos complementos 

educacionales, se presentarán en clase actividades relacionadas con la solución de problemas o 

ejercicios de cada uno de los subtemas. La resolución de estos ejemplos se llevará a cabo durante 

las diferentes sesiones de clases de acuerdo con la planeación realizada por el profesor 

procurando en todo momento fomentar la discusión y participación de los estudiantes. Además de 

los ejemplos de clase, se conformarán equipos de trabajo para que los estudiantes resuelvan los 

ejercicios y reafirmen sus conocimientos. En el anexo 1 se incluye una serie de actividades con 

ejercicios representativos que se tienen planeados para el curso. Las herramientas tecnológicas 

relacionadas con este objetivo educacional consisten en los programas Word®. En Word® se 

presentará el listado con la redacción de las actividades a resolver en el aula y las tareas. Las 

gráficas de las funciones se realizan con el Winplot y con GeoGebra. Tanto los problemas 

resueltos como los propuestos estarán a disposición de los estudiantes a través de la plataforma 

MOODLE y en la medida de lo posible serán proyectados en el aula de clase para su solución. 

Durante estas actividades se llevará un registro de la participación de los estudiantes en la 

resolución de las actividades en el aula. 

Complemento Educacional No. 2. Presentaciones. Se han preparado una serie de 

presentaciones con el propósito de desarrollar los diferentes subtemas en el aula. Una vez que se 

hayan visto en clase, las presentaciones estarán a disposición de todos los estudiantes a través de 

la plataforma MOODLE. A manera de muestra en la Figura 3.4 se presenta una carátula del 

programa PowerPoint® en la que se visualiza el contenido de una de las presentaciones 

señaladas. Se creó un Padlet, mostrado en Figura 2.8 con el formulario para derivadas e 

integrales a utilizar durante el curso, los estudiantes podrán bajarlo con la liga: 



130 

 

https://padlet.com/lupitaamado/c-lculo-integral-formulario-para-derivadas-e-integrales-

vqktstlpfr0ohdxw 

En la instrumentación didáctica que acompaña a estos apuntes se proporciona información 

detallada sobre las actividades de aprendizaje y de enseñanza, así como los niveles de desempeño 

y evaluación para este tema.   

Figura 3.4 

Vista del presentador en el programa PowerPoint® de la presentación del Tema 3: funciones 

vectoriales de una variable real.  

 

 

https://padlet.com/lupitaamado/c-lculo-integral-formulario-para-derivadas-e-integrales-vqktstlpfr0ohdxw
https://padlet.com/lupitaamado/c-lculo-integral-formulario-para-derivadas-e-integrales-vqktstlpfr0ohdxw
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4. FUNCIONES REALES DE VARIAS VARIABLES 

Competencias específicas: aplica los principios del cálculo de funciones de varias 

variables para resolver y optimizar problemas de ingeniería del entorno, así como para mejorar su 

capacidad de análisis e interpretación de leyes físicas. 

Competencias genéricas: habilidad para realizar abstracciones, analizar y sintetizar 

información; capacidad para identificar, formular y resolver problemas de manera efectiva; 

habilidad para aprender de forma continua y actualizar sus conocimientos y capacidad para 

colaborar eficazmente en un equipo de trabajo (TecNM, s. f.). 

Los autores Swokowski (1989), Leithold (1998), Marsden y Tromba (2004), Edwards y 

Penney (2008), Zill y Dewar (2008), Larson y Edwards (2010), Thomas (2010), Zill y Wright 

(2011), Stewart (2018), Rivera y  Álvarez, (2020) entre otros, abordan el tema de manera 

semejante. 

 

4.1 Definición de una función de varias variables 

Una función de dos variables es una regla de correspondencia que asigna a cada pareja de 

números reales (x, y) uno y solo un número real z. Por ejemplo, el área de un rectángulo depende 

de dos cantidades: ancho y longitud (Swokowski, 1989; Larson y Edwards, 2010; Zill y Wright, 

2011, Stewart, 2018). 

Nota: Con el fin de observar las gráficas de las funciones se consideran las definiciones 

para funciones de dos variables, pero todo lo mencionado para éstas es válido para funciones de 

cualquier número de variables. 

Al conjunto que contiene las parejas ordenadas (x, y) se le llama Dominio de la Función.  

El conjunto de valores z que corresponde a los pares ordenados se llama imagen o 

contradominio.   
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Usualmente estas funciones se denotan por:   z = f (x, y) 

En la Figura 4.1 se representa el dominio y contradominio de una función de dos variables 

(Swokowski, 1989). 

Figura 4.1 

Dominio y contradominio de una función de dos variables. 

 

 

4.2 Gráfica de una función de varias variables. Curvas y superficies de nivel 

Gráficas de una función de dos variables 

La gráfica de una función de dos variables es el conjunto de puntos (x, y, z) donde (x, y) 

está en el dominio de  f   y ),( yxfz  . 

Estas gráficas son SUPERFICIES en el espacio tridimensional. 

 

Actividad 4.1: Sea 
22 5),,( zyyxxzyxg   evalúe: 

a) )2 ,4 ,1( g = 316201)2)(4()4)(1(5)1( 22   

b) )3 ,b- ,2( cag  = bcabacbbaa 2222 9104)3)(())(2(5)2(   
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Actividad 4.2: Describa la región R en el plano cartesiano XY, que corresponde al 

dominio de 224),( yxyxf  . Encuentre el contradominio de ),( yxf  (Swokowski, 

1989; Stewart, 2018). 

22

22

yx4

0yx4




      

4yx 22    Circunferencia de r = 2 

D =    )1,1(),0,2(),2,0(),0,1(),0,2(),1,1(),0,1(),2,0(),1,0(),0.0(4yx/)y,x( 22     

3)0,1(

0)2,0(

3)1,0(

2)0,0(

4),( 22











f

f

f

f

yxyxf

 

Contradominio: ]2,0[  

 

 

 

Representación geométrica de funciones de varias variables y curvas de nivel  

Si se tiene una función de dos variables “x” y “y” la gráfica de la función es ),( yxfz   

en un sistema rectangular y en tres dimensiones suele ser una superficie de cierto tipo. 

Si representamos a D por una región en el plano xy, entonces la pareja (x, y) en D queda 

representada por el punto P(x, y, 0). El valor ),( yxf de la función es la distancia dirigida del 

punto P(x, y, 0) a S medida sobre la recta paralela al eje z, que pasa por este punto (Swokowski, 

1989; Stewart, 2018). 
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. 

Figura 4.2 

Gráfica de una función ),( yxfz  . 

 

 

Actividad 4.3: Sea f la función 
229),( yxyxf   con D = {(x, y)/x2+y2   9}. 

Trazar la gráfica de f e indicar las trazas en los planos z = 0, z = 2, z = 4, z = 6 y z = 8 

(Swokowski, 1989). 

),( yxfz   

229 yxz     paraboloide  

Cada traza representa a una circunferencia: 

zyx  922
 

z 0 2 4 6 8 

r 3 2.6 2.2 1.7 1 

 

0z , 922  yx  Ecn. de una circunferencia de radio 3 

2z , 722  yx  Ecn. de una circunferencia de radio 7  
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8z , 122  yx  Ecn. de una circunferencia de radio 1 

 

 

 

Curvas de nivel 

Un método gráfico que es útil para describir una función f de dos variables consiste en 

trazar en el plano xy las gráficas de las ecuaciones kyxf ),( para varios valores de k. Las 

gráficas que se obtienen de esta manera son llamadas curvas de nivel de la función f. Es 

importante observar que cuando un punto P(x, y) se mueve sobre una curva de nivel, los valores 

),( yxf de la función no cambian. 

Las curvas de nivel se utilizan frecuentemente en la elaboración de mapas orográficos o 

planos de configuración.  Para indicar la configuración del fondo de un lago se utilizan mapas 

hidrográficos, también mapas meteorológicos o climáticos, las isotermas, etc. 

La característica principal en una curva de nivel es que si un punto P(x, y, z) se mueve 

sobre una curva de nivel la ),,( zyxf no cambia (Swokowski, 1989; Stewart, 2018). 
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Actividad 4.4: Describa las curvas de nivel asociadas a las funciones siguientes: 

a) 229),( yxyxf   si k = 0, k = 1, k = 5, k = 8 (Swokowski, 1989). 

   

kyxf ),(  

 kyx  229  

 kyx  922      circunferencia 

   

           

 

 

b) zyxyxf 32),(   para k = 2 y k = 4 (Edwards y Penney, 2008). 

kyxf ),(  

kzyx  32  

232  zyx        432  zyx   plano 

Px(2, 0, 0)  Px(4, 0, 0) 

Py(0, 1, 0)  Py(0, 2, 0) 

Pz(0, 0, 0.6)  Pz(0, 0, 1.3) 

 

 

c)  )(),( xsenyyxf   para k = 0, k = 1  y k = - 1. 

kyxf ),(  

kxseny  )(   

k 0 1 5 8 

r 3 2.8 2 1 
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)(xsenky             

 

 

 

 

 

 

 

 

TAREA 4.1: Obtenga las curvas de nivel asociadas a )(cos),( xyyxf   (Swokowski, 

1989). 

 

4.3 Límite y continuidad de una función de varias variables  

La definición de límite de una función de dos variables va en total paralelismo con la 

definición de límite de una función de una sola variable. 

Para determinar si una función de una sola variable tiene límite en x0 es necesario 

observar lo que ocurre si se aproxima a x0 por dos trayectorias diferentes, por la izquierda y por la 

derecha. Si la función tiene el mismo límite se concluye que el límite existe. 

x 0 

 

 

 

 

 

 

 

 

0 0 1 0 -1 0 1 0 -1 0 

1 1 2 1 0 1 2 1 0 1 

- 1 -1 0 -1 -2 -1 0 -1 -2 -1 

 

k 



138 

 

Para una función de dos variables, (x, y) los límites pueden determinarse, si existen, por 

sustitución o con la definición (Swokowski, 1989; Leithold, 1998; Thomas G. B., 2010; Larson y 

Edwards, 2010). 

 

Definición de límite de una función de dos variables  

Lyxf
yxyx




),(lim
),(),( 00

                   4.1 

Si para cada 0  existe un 0  tal que  Lyxf ),( siempre que 

 2
0

2
0 )()(0 yyxx . 

Definición similar al límite de una variable, su interpretación gráfica se muestra en Figura 

4.3 (Larson y Edwards, 2010). 

 

Figura 4.3 

Límite de una función de dos variables. 

 
Fuente: (Larson y Edwards, 2010). 
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Actividad 4.5: Comprobar el límite ax
bayx


 ),(),(

lim  utilizando la definición (Larson 

y Edwards, 2010). 

Sea xyxf ),( y aL   si para cada 0  existe un 0  tal que; 

 Lyxf ),(  ax  

 Lyxf ),( 2)( ax   

Lyxf ),( 22 )()( byax   

 Lyxf ),(  

Pudiéndose elegir   para que el límite se compruebe. 

 

Actividad 4.6: Evalúe los límites indicados (Swokowski, 1989). 

a) 


)754(lim
23

)3,2(),(
yxyx

yx
 8 - 4(2)(-3)2 + 5(-3) - 7 =  - 86 

b)
22

22

)4,3(),(
lim

yx

yx

yx 



 5

7

169

169





  

c) 




 xy

x

yx 3

2
lim

2

)0,0(),(
 

3

2
  

d) 




 22

22

)0,0(),(
lim

yx

yx

yx

?
0

0
  

 

Regla de las dos trayectorias 

A diferencia del límite de una función de una variable, en el caso de una función de dos 

variables, se tiene ),(),( 00 yxyx   lo que significa que el punto ),( yxP puede acercarse o 

aproximarse al punto ),( 00 yxP  por cualquier dirección, camino o trayectoria. 
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Si dos trayectorias que llevan a un punto ),( 00 yxP  producen dos valores límites diferentes 

para f, entonces (Leithold, 1998; Thomas G. B., 2010; Larson y Edwards, 2010): 

),(lim
),(),( 00

yxf
yxyx 

  NO EXISTE 

 

Actividad 4.7: Demuestre que los límites indicados no existen (considere la regla de 

las dos trayectorias). 

a)
22

22

)0,0(),(
lim

yx

yx

yx 




(Swokowski, 1989; Stewart, 2018). 

Trayectoria 1: Cualquier punto sobre el eje x, es decir, P(x, 0) o en el eje y P(0, y) 

En el eje x       En el eje y 

11limlim
)0,(),(2

2

)0,(),(


 xyxxyx x

x
         11limlim

),0(),(2

2

),0(),(




 yyxyyx y

y
 

Trayectoria 2: (x, y) tiende a (0, 0) a lo largo de la recta y = 2x 

5

3

5

3
lim

5

3
lim

4

4
lim

)2,0(),(2

2

)2,0(),(22

22

)2,0(),(












 xyxxyxxyx x

x

xx

xx
 

Por lo tanto, por la regla de las dos trayectorias, el límite no existe. 

 

b)
22)0,0(),(

lim
yx

yx

yx 
(Edwards y Penney, 2008; Stewart, 2018). 

Trayectoria 1: Cualquier punto sobre el eje x, es decir, P(x, 0) o en el eje y P(0, y) 

En el eje x       En el eje y 

00lim
0

lim
)0,(),(2)0,(),(


 xyxxyx x
         00lim

0
lim

),0(),(2),0(),(


 yyxyyx y
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Trayectoria 2: El conjunto de todos los puntos (x, y) en cualquier recta en el origen y = x 

2

1

2

1
lim

2
limlim

),0(),(2

2

),0(),(22),0(),(


  xyxxyxxyx x

x

xx

xx
 

Por lo tanto, por la regla de las dos trayectorias, el límite no existe. 

 

TAREA 4.2: (Leithold, 1998).  

Página Ejercicios 

940 1, 3, 11, 15 

 

 

4.4 Derivadas parciales 

Esta sección muestra cómo se originan las derivadas parciales y como calcularlas 

aplicando las reglas para diferenciar funciones de una sola variable.  

En la aplicación de las funciones de varias variables se desea conocer, cómo se verá 

afectada la función, por la variación de sus variables independientes.  

Considerando la variación producida por una variable independiente a la vez, mientras 

que las otras se mantienen constantes. 

Es decir, es la derivada de f cada vez con respecto a una variable independiente 

manteniendo constante las demás, este proceso, se conoce como Diferenciación parcial o 

Derivada Parcial y su resultado se refiere como la Derivada Parcial de f con respecto a la 

variable independiente elegida. 

 

Definición: Sea f una función de dos variables. Las primeras derivadas parciales de f con 

respecto a x y y son las funciones fx y fy definidas por (Swokowski, 1989; Stewart, 2018).: 
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h

)y,x(f)y,hx(f
lim)y,x(fDf

x

f

0h
1x









 

h

)y,x(f)hy,x(f
lim)y,x(fDf

y

f

0h
2y









  

Sí el límite existe. 

 

Notación de derivadas 

Sea  y,xfw          

Primera derivada 

 2y

x

1x

y

ww
y

w

y

w
ww

x

w

x

w




































  Se lee derivada parcial de w con respecto a 

“x” 

 Segunda derivada 

21yx

2

12xy

2

22yy2

2

x

2

2

11xx2

2

y

2

2

ww
xy

w
ww

yx

w
ww

y

w

y

w
ww

x

w

x

w














































 

Se lee: Segunda derivada parcial de w con respecto a “x”, Segunda derivada parcial de w 

con respecto a “y”, Segunda derivada parcial de w con respecto a xy, respectivamente. 

También puede tenerse:  z,y,xfw   

123xyz

3

333zzz3

3

y,x

3

3

222yyy3

3

z,x

3

3

111xxx3

3

z,y

3

3

ww
zyx

w
ww

z

w

z

w

ww
y

w

y

w
ww

x

w

x

w




























































   

 

Nota: En la notación de subíndice, el orden de la diferenciación es de izquierda a derecha, 

mientras que en la notación con el símbolo de parcial el orden es de derecha a izquierda. 

 
donde: 

x, y son fijas pero arbitrarias 

h = variable 
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Actividad 4.8: Dada la función obtenga las primeras derivadas parciales. 

a)   y5xy5yxy,xz 432   

Derivando con respecto a x (manteniendo y constante): 

33
4

3
2

y

x4.y5yx2
x

x
y5

x

x
y

x

z























 

33

y

xy20yx2
x

z













 

Derivando con respecto a y (manteniendo x constante): 

5y3.x5x
y

y
5

y

y
x5

y

y
x

y

z 242
3

42

x




























 

5yx15x
y

z 242

x













 

 

b) xy3)xln(yye)x2(senyf 3x23   

Derivando con respecto a x: 

y3
x

x3
yye2)x2cos(y2

x

x
y3

x

)xln(
y

x

e
y

x

)x2(sen
y

x

f
3

2
x23

3x2
3

y

































 

y3
x

y3
ye2)x2cos(y2

x

f x23

y













 

Derivando con respecto a y: 

x3)xln(ey3).x2(sen
y

y
x3

y

y
)xln(

y

y
e

y

y
)x2(sen

y

f 3x223x2
3

x

































 

x3)xln(e)x2(seny3
y

f 3x22

x













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c) x2)xycos(4)yx(sen)y,x(w   

Derivando con respecto a x: 

2
x

xy
)xy(sen4

x

)yx(
)yxcos(

x

x
2

x

)xycos(
4

x

)yx(sen
wx 
























  

2
x

x
y.)xy(sen4)1()yxcos(wx 



  

2)xy(seny4)yxcos(wx   

Derivando con respecto a y 

y

xy
)xy(sen4

y

)yx(
)yxcos(

y

x
2

y

)xycos(
4

y

)yx(sen
wy
























  

y

y
x.)xy(sen4)1()yxcos(wy



  

)xy(senx4)yxcos(wy   

 

TAREA 4.3: (Leithold, 1998).  

Página Ejercicios impares 

952 1 - 9, 13 - 25 

 

 

Derivadas parciales de ecuaciones de estado 

Para un sistema en equilibrio termodinámico una ecuación de estado es aquella que 

relaciona las variables de estado presión (P), volumen (v) y temperatura (T) que lo describen. 

Existen varias ecuaciones de estado utilizadas en la ingeniería, entre las más utilizadas se 

encuentra la ecuación de estado de Redlich-Kwong, de Clausius, de Van der Waals, de Peng-

Robinson (Smith J. M. et al, 2020). 
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Las derivadas parciales típicas para determinar cambios en funciones de estado 

termodinámicas son: 

v
T

P












,  

T
v

P












, 

P
T

v












y 

T
P

v












. 

 

Actividad 4.9: Dada  la  ecuación  de estado  de  Redlich-Kwong  

)( bvTv

a

bv

TR
P





  obtenga  

vT

P












y 

Tv

P












(Smith J. M. et al, 2020).  

Es una ecuación explícita para P que depende de la temperatura y el volumen, a y b son 

constantes. 

b)(vTv

a

bv

TR
P





  

Derivando P con respecto a T: 

2

3

2

1
.

)(
.

)(
.

2

1




































T
bvv

a

bv

R

T

T

bvv

a

T

T

bv

R

T

P

v

 

2

3

)(2 Tbvv

a

bv

R

T

P

v

















 

TTbvv

a

bv

R

T

P

v
)(2 
















 

Derivando P con respecto a v: 

Partiendo de 
)( bvTv

a

bv

RT
P





  

v

bvv

T

a

v

bv
TR

v

P

T




















  111 )(
.

)(
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  

































 





v

v
.)bv(

v

)bv(
v

T

a

v

)bv(
.bvRT

v

P 1
1

1
12

T

 

  




























 

v

v
.v.)bv(

v

)bv(
.)bv(.v

T

a
bvRT

v

P 21212

T

 

   21212

T

v.)bv()bv(.v
T

a
bvRT

v

P 













 

   













































222222

T )bv(v

bvv

T

a

bv

RT

v)bv(

1

)bv(v

1

T

a

bv

RT

v

P
 

 




























222

T )bv(v

bv2

T

a

bv

RT

v

P
 

 

Actividad 4.10: Dada  la  ecuación  de Clausius TRbv
cvT

a
P 














 )(

)( 2

obtenga 
vT

P












(Smith J. M. et al, 2020).  

Despejando P de la ecuación de Clausius: 

bv

TR

cvT

a
P















2)(
 

2)cv(T

a

bv

TR
P





  

Derivando con respecto a T 

T

T

cv

a

T

T

bv

R

T

P

v 























 1

2
.

)(
.  

2

2
v

T.
)cv(

a

bv

R

T

P 


















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22
v )cv(T

a

bv

R

T

P


















 

 

TAREA 4.4: Obtener las derivadas parciales: 
vT

P












,  

Tv

P












, 

PT

v












y 

TP

v












con la 

ecuación de estado de Van der Waals TRbv
v

a
P 








 )(

2
(Smith J. M. et al, 2020). 

 

4.5 Incrementos y diferenciales 

Incrementos 

Definición: 

Sea una función de dos variables ),( yxfz  y sea x y y los incrementos de x y y 

respectivamente. El incremento de la variable dependiente z  es:  

),(),( yxfyyxxfz                                  (4.2) 

El cual representa el cambio en el valor de la función cuando ),( yx varía a 

),( yyxx  . En la Figura 4.4 se muestra el incremento en z  (Larson y Edwards,2010; Zill y 

Wright, 2011). 

 

Figura 4.4  

Incremento en z . 

 

Fuente: (Zill y Wright, 2011). 
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Actividad 4.11: Se tiene  yxxyxfz  23),(  

a) Suponiendo que los incrementos x y y son x y y determinar z . 

b) Obtenga z para determinar el cambio en ),( yxf  cuando ),( yx varía de )2,1(  a 

)98.1,01.1(  (Swokowski, 1989). 

Con ecuación 4.2 

),(),( yxfyyxxfz   

Primero se evalúa: 

)()()(3),( 2 yyxxxxyyxxf   

  )()(23),( 22 yxxyyxyxxxxxyyxxf   

))(363),( 22 yxxyyxyxxxxxyyxxf   

Sustituyendo en 4.2  

yxxyxxyyxyxxxxxz  222 3)(363  

yxxyyxxxxz  2)(36  

 

 b) ),( yx varía de )2,1(  a )98.1,01.1(  

Se obtiene el cambio en x y el cambio en y: 

01.0101.112  xxx  

02.0298.112  yyy  

Sustituyendo x , y , x y y en z : 

)02.0()01.0()01.0()2()02.0()1()01.0(3)01.0()1(6 2  z  

0605.0 z  
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Este valor puede encontrarse también evaluando )2,1()98.1,01.1( ff  . 

 

Diferenciales 

Definición: 

Una función ),( yxfz  es diferenciable en ),( 00 yx  si ),( 00 yxfx  y ),( 00 yxf y existen y 

si z  satisface la ecuación: 

yxyyxfxyxfz yx  210000 ),(),(                                      (4.3)  

En la cual 1 , 2 0  cuando x y 0y . Se dice que f  es diferenciable si es 

derivable en todos los puntos de su dominio (Thomas, 2010). 

 

Condiciones suficientes para la diferenciabilidad 

Si f es una función de x  y y , para la que xf y yf son continuas en una región abierta R, 

entonces f es diferenciable en R. 

 

Diferenciabilidad implica continuidad 

Si una función de x  y y  es diferenciable en ),( 00 yx , entonces es continua en ),( 00 yx

(Thomas, 2010; Larson y Edwards, 2010; Zill y Wright, 2011). 

 

Definición de diferencial total 

Si ),( yxfz  y x y y son los incrementos en x  y  en y , entonces las diferenciales de 

las variables independientes x  y y son: 

xdx   y ydy   

Y la diferencial total de la variable z es: 
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dy
y

z
dx

x

z
dz









                  (4.4) 

La cual puede extenderse a una definición de tres o más variables (Larson y Edwards, 

2010).  

 

Actividad 4.12: Sea ),,,( tzyxfw   exprese el diferencial total dw . 

dt
t

w
dz

z

w
dy

y

w
dx

x

w
dw



















  

 

Actividad 4.13: Determinar la diferencial total de la función 222 xyzw   

(Larson y Edwards, 2010). 

La diferencial total de 222),,( xyzzyxw  es: 

dz
z

w
dy

y

w
dx

x

w
dw














  

Obteniendo las derivadas parciales de w  

x
x

w
2




 

y
y

w
2




 

z
z

w
2




 

Sustituyendo las derivadas parciales en la diferencial total dw  

dzzdyydxxdw 222   
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4.6 Regla de la cadena y derivación implícita 

Sea ),( yxfw  , donde f es una función diferenciable de x  y y . Si )(tfx   y )(tgy  , 

siendo f y g  derivables de t , entonces w  es una función derivable de t  y se expresa: 

t

y

y

w

t

x

x

w

t

w






















..                 (4.5) 

En general, suponga que w  es una función derivable de n variables independientes 

nxxxx ...,,, 321 y que cada jx  es una función derivable de las m variables mtttt ...,,, 321 . 

Entonces, w una función de mtttt ...,,, 321  se expresa: 

i

n

niiii t

x

x

w

t

x

x

w

t

x

x

w

t

x

x

w

t

w








































....... 3

3

2

2

1

1

            (4.6) 

Para cada mi ...,3,2,1 (Swokowski, 1989; Leithold, 1998; Stewart, 2018). 

 

Actividad 4.14:  Sea 
2zzw2y  con 

xew   ,  )xcos(z  . Aplicando la regla de la 

cadena obtenga 
x

y




 (Leithold, 1998) . 

Se tiene )z,w(fy  una función de dos variables, aplicando 4.5: 

x

z

z

y

x

w

w

y

x

y






















..   …………   A 

z
w

y
2




     xe

x

w





 

)(222 zwzw
z

y





   )(xsen

x

z





 

Sustituyendo en A: 
x

z

z

y

x

w

w

y

x

y






















..    

 )()(2)()(22 xsenzwzexsenzwez
x

y xx 



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Sustituyendo z y w (para dejar en términos de x): 

  )()cos()cos(2 xsenxexe
x

y xx 



 

Simplificando: 

 )()cos()()cos(2 xsenxxsenexe
x

y xx 



 

 

Actividad 4.15. Utilice la ley del gas ideal PV = RT con R = 0.8 atm-litro/K para 

obtener la tasa a la que la temperatura varía en el instante en que el volumen del gas es de 

15 litros y el gas está bajo una presión de 12 atm, si el volumen se incrementa a una tasa de 

0.1 litros/min y la presión disminuye con una tasa de 0.2 atm/min (Leithold, 1998). 

Datos: 

R = 0.8 atm-litro/K                            RTPV   

V = 15 litros               PV25.1
8.0

PV

R

PV
T    )V,P(fT      

P = 12 atm    
t

V

V

T

t

P

P

T

t

T
























……. A    

min

l
1.0

t

v





               V25.1

P

P
V25.1

P

T










 

min

atm
2.0

t

P





   P25.1

V

V
P25.1

V

T










  Sustituyendo en A 

?
t

T





    )1.0(P25.1)2.0(V25.1

t

T





 

)1.0)(12(25.1)2.0)(15(25.1
t

T





 

min

K
25.2

t

T





tasa de disminución de la temperatura   
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TAREA 4.5: (Leithold, 1998).  

Página Ejercicios  

973 7, 9, 13, 47 

 

 

Derivación implícita  

Sea una ecuación 0),,( zyxF  que determina implícitamente una función diferenciable 

f  de dos variables x y y tales que ),( yxfz  para toda ),( yx en el dominio de f , entonces 

(Swokowski, 1989; Leithold, 1998; Larson y Edwards, 2010; Stewart, 2018)): 

),,(

),,(

zyxF

zyxF

x

z

z

x



                            (4.7) 

),,(

),,(

zyxF

zyxF

y

z

z

y





                            (4.8)  

 

Actividad 4.16: Sea ),( yxfz  tal que 07234 223  yxzyxzxz . 

Determine 
x

z




 y 

y

z




 (Leithold, 1998). 

            Si 07234),,( 223  yxzyxzxzzyxF  

Obteniendo primero las derivadas parciales de F con respecto a cada una de las variables: 

22 23 yyxzF
x

F
x 




 

)4(4 yxzxyxzxF
y

F
y 




 

yxzxzF
z

F
z 




612 2

 

Después se sustituyen las derivadas parciales de F en la definición 4.7 y 4.8:  
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yxzxz

yyxz

x

z










612

23
2

22

 

yxzxz

yxzx

yxzxz

yxzx

y

z















612

4

612

)4(
22

 

 

4.17: Sea ),( yxfz  tal que 0543222  zyzyxzx . Determine 
x

z




 y 

y

z




. 

            Si 54),,( 3222  zyzyxzxzyxF  

Obteniendo primero las derivadas parciales de F con respecto a cada una de las variables: 

222 yzxF
x

F
x 




 

zxyF
y

F
y 42 




 

yzxzF
z

F
z 432 22 




 

Después se sustituyen las derivadas parciales de F en la definición 4.7 y 4.8:  

yzxz

yzx

x

z

432

2
22

22









 

yzxz

zxy

y

z

432

42
22 







 

 

4.7 Derivadas parciales de orden superior 

Se obtienen aplicando derivadas parciales repetidamente (sucesivamente) a una función, 

mientras sus derivadas existan (Swokowski, 1989; Leithold, 1998; Thomas, 2010, Larson y 

Edwards, 2010; Stewart, 2018). 
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Recordando de la notación de derivadas que xyf significa que primero se deriva con 

respecto a x y luego con respecto a y. Mientras que cuando se utiliza la notación ""  el orden es 

al revés: 
yx

f



2

 se deriva primero con respecto a y después con respecto a x. 

 

Actividad 4.18. Dada la función obtenga las segundas derivadas parciales 

(Swokowski, 1989). 

a) x3yx2yx)y,x(f 223   

Derivando con respecto a x: 

x

x
.3

x

x
.y2

x

x
.y

x

f 23
2

y 

























 

3)x2(y2xy3
x

f 22

y













 

3yx4xy3
x

f 22

y













 

Segunda derivada de f con respecto a x: 

x

x
.y4

x

x
.y3

xx

f 2
2

y

2




























 

y4xy6
xx

f 2

y

2



















 

Volviendo a derivar 3yx4xy3
x

f 22

y













 con respecto a y: 

y

y
.x4

y

y
.x3f

2
2

yx








  
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x4yx6f 2
yx   

Derivando con respecto a y: 

23

x

x2yx2
y

f













 

3

x

2

x2
yy

f



















 

Derivando 23

x

x2yx2
y

f













 con respecto a x 

xxyf xy 46 2   

 

Nota: Derivadas parciales mixtas o cruzadas. 

 
xyyx

22

ff
xy

f

yx

f











 

 

Teorema de Clairaut o de la derivada mixta o cruzada  

Sea ),( yxf  una función de dos variables, si xf , yf , yxf  y xyf  son continuas en una 

región abierta R entonces: xyyx ff  en R (Swokowski, 1989; Thomas, 2010; Stewart, 2018). 

 

TAREA 4.6: (Leithold, 1998).  

Página Ejercicios  

953 49, 51 
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4.8 Derivada direccional y gradiente 

Derivada direccional 

Los autores Swokowski (1989), Leithold (1998), Marsden y Tromba (2004), Edwards y 

Penney (2008), Zill y Dewar (2008), Larson y Edwards (2010), Thomas (2010), Zill y Wright 

(2011), Stewart (2018), Rivera y  Álvarez, (2020) entre otros, abordan el tema de manera 

semejante. 

Se ha visto como las derivadas parciales de una función caracterizan la tasa de variación 

de la función a lo largo de rectas paralelas a los ejes coordenados. Esto es, si f es una función en 

la dirección del eje x, y y la derivada )y,x(fx describe la tasa de variación de f en la dirección 

del eje y. 

Sea )y,x(fw   y sea jUiUU ˆˆ
21 



 un vector unitario. La derivada direccional de f 

en )y,x(P  en la dirección de 


U , se denota por: ),( yxfD
U
  . 

Se define:  

2121 ..),( U
y

f
U

x

f
UfUfyxfD yx

U 







              (4.9) 

La cual se puede generalizar para n variables independientes.  

 

Actividad 4.19: Sea 
23 yx)y,x(f   

a) Determinar la  ),( yxfD
U
  en la dirección del vector 3,4 



a . Evalué en el punto en 

)2,1(P  . 

b) Explicar el significado del inciso a suponiendo que )y,x(f es la temperatura en )y,x( . 
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Obteniendo el vector unitario: 

ji

a

a
U ˆ

5

3
ˆ

5

4

916

3,4












 

Obteniendo las derivadas parciales: 

22
3

2
x xy3

x

x
.yf 



      yx2

y

y
.xf 3

2
3

y 



  

Sustituyendo en 4.9 para obtener la derivada direccional: 

2121 ..),( U
y

f
U

x

f
UfUfyxfD yx

U 







  

yxxyyxxyyxfD
U

322322

5

6

5

12

5

3
2

5

4
3),( 

















  

5

60

5

12

5

48
)2()1(

5

6
)1()2(

5

12
)2,1( 322  fD

U
 

12)2,1(  fD
U

 

 
b) Significa que en el punto P la temperatura aumenta 12° por unidad de distancia. 

 

Gradiente de una función )y,x(f  

Definición: Sea )y,x(f una función de dos variables. El gradiente de f es la función 

vectorial dada por:  

ĵ)y,x(fî)y,x(f)y,x(f yx               (4.10) 

 Donde el operador nabla:      ĵ
y

î
x 







  
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Actividad 4.20: Determinar el gradiente de 2)ln(),( yxxyyxf  en el punto (1, 2) 

(Larson y Edwards, 2010). 

Primero se obtienen las derivadas parciales: 

222 1
..

)ln(
. y

x

y
y

x
y

x

x
y

x

x
yf x 









  

xyx
y

y
x

y

y
xf y 2)ln(.).ln(

2










  

Con ecuación 4.10 se obtiene el gradiente: 

jyxfiyxfyxf yx
ˆ),(ˆ),(),(   

  jxyxiy
x

y
yxf ˆ2)ln(ˆ),( 2 








  

El gradiente en el punto (1, 2) es: 

    jif ˆ)1()2(2)1ln(ˆ42)2,1(   

4,6ˆ4ˆ6)2,1(  jif  

 

Derivada Direccional en términos del gradiente 

Se define:  



 UyxfyxfD
U

.),(),(               (4.11) 

 

Actividad 4.21: Sea xy4x)y,x(f 2   

Encontrar: 

a) El gradiente de f en )2,1(P .  

b) La derivada direccional de f en )2,1(P en la dirección de )5,2(Qa)2,1(P . 
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El gradiente se obtiene con ecuación 4.10: ĵ)y,x(fî)y,x(f)y,x(f yx   

Obteniendo las derivadas parciales:  

y4x2fx    x4f y   

Sustituyendo en 4.10:  

ĵx4î)y4x2()y,x(f   

  ĵ)1(4î)2(4)1(2)2,1(f   

ĵ4î6)2,1(f   

Para encontrar la derivada direccional, primero se obtiene el vector de P a Q y luego el 

vector unitario asociado a ese vector. 

3,125,12 


aPQ  

jiU ˆ
10

3
ˆ

10

1

91

3,1







 

Sustituyendo en 4.11: 



 UyxfyxfD
U

.),(),(   

10

3
,

10

1
.4,42),( xyxyxfD

U
  

10

410

10

1242

10

12

10

42
),(

yxxyxxyx
yxfD

U








  

10

18

10

810

10

)2(4)1(10
)2,1(








 fD

U
 

7.5)2,1(  fD
U
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4.9 Valores extremos de funciones de varias variables 

Valor Máximo y mínimo de la derivada direccional 

Sea f una función de 2 variables que es diferenciable en el punto )y,x(P . 

 El valor máximo de ),( yxfD
U
  en )y,x(P es )y,x(f  y el valor mínimo  

)y,x(f . 

 La tasa de crecimiento máximo de )y,x(f  en )y,x(P   se alcanza en la dirección de  

)y,x(f  (Leithold, 1998; Stewart, 2018). 

 

Actividad 4.22: Sea xy4x)y,x(f 2   (Leithold, 1998) .  Encontrar 

a)  La dirección en la que )y,x(f  aumenta más rápidamente en el punto )2,1(P .  

b)  La tasa máxima de crecimiento en )2,1(P .  

Con ecuación 4.10  se obtiene el gradiente de f : ĵ)y,x(fî)y,x(f)y,x(f yx          

ĵ4î6)2,1(f   

a) El valor máximo de crecimiento es 

 2.75216364)6()2,1(f 22     

b) La tasa máxima de crecimiento es la dirección de ĵ4î6)2,1(f   

 

Actividad 4.23: La función ),( yxT representa la temperatura en °C en la superficie 

de una placa metálica y está dada por 22420),( yxyxT  donde x  y y se miden en 

centímetros. ¿en qué dirección a partir de (2, - 3) aumenta más rápido la temperatura? 

¿cuál es la tasa o ritmo de crecimiento? (Larson y Edwards, 2010). 
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Con ecuación 4.10 se obtiene el gradiente de T 

jyxTiyxTyxT yx
ˆ),(ˆ),(),(   

Obteniendo las derivadas parciales: xTx 8  yTy 2  

Sustituyendo en 4.10: 

jyixyxT ˆ2ˆ8),(   

La dirección de máximo incremento es igual al gradiente en el punto (2, -3): 

jiT ˆ)3(2ˆ)2(8)3,2(   

jiT ˆ6ˆ16)3,2(   

La tasa de incremento es )3,2( T : 

292362566)16()3,2( 22 T  

centímetropor08.17)3,2( T  

 

TAREA 4.7: (Leithold, 1998).  

Página Ejercicios  

983 1, 3, 7, 15, 23 

 

 

4.10 Actividades de aprendizaje y complementos educacionales 

Según lo planteado en la propuesta de trabajo, se describen los complementos 

educacionales y las actividades de aprendizaje para el tema 4: funciones reales de varias 

variables. La competencia específica es que los estudiantes apliquen los principios del cálculo de 

funciones de varias variables para resolver y optimizar problemas de ingeniería del entorno, así 

como para mejorar su capacidad de análisis e interpretación de leyes físicas. 
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Competencias genéricas: habilidad para realizar abstracciones, analizar y sintetizar 

información; capacidad para identificar, formular y resolver problemas de manera efectiva; 

habilidad para aprender de forma continua y actualizar sus conocimientos y capacidad para 

colaborar eficazmente en un equipo de trabajo (TecNM, s. f.). 

Para el Tema 4, y para todos los temas de la asignatura, se utilizará el enfoque de 

metodologías activas de aprendizaje. A través del aprendizaje colaborativo y cooperativo, se 

fomenta la cohesión del grupo y se incentiva a los estudiantes a trabajar de manera conjunta. 

Además, se aplicará el aprendizaje basado en problemas, en el que los estudiantes aprenden a 

través de la resolución actividades con problemas tipo. El profesor llevará a cabo actividades que 

luego serán analizadas y discutidas tanto a nivel de equipo como en grupo. Si bien el resultado 

final es único y no admite discusión, el proceso para llegar a él puede variar dependiendo de las 

bases matemáticas de los estudiantes. El rol del profesor será el de guía o facilitador del 

aprendizaje, promoviendo el desarrollo de habilidades para que el estudiante sea el protagonista 

de su proceso educativo. 

Complemento Educacional No. 1. Aprendizaje basado en problemas y Complemento 

Educacional No. 3. Ejercicios/casos prácticos. En relación con estos complementos 

educacionales, se presentarán en clase actividades relacionadas con la solución de problemas o 

ejercicios de cada uno de los subtemas. La resolución de estos ejemplos se llevará a cabo durante 

las diferentes sesiones de clases de acuerdo con la planeación realizada por el profesor 

procurando en todo momento fomentar la discusión y participación de los estudiantes. Además de 

los ejemplos de clase, se conformarán equipos de trabajo para que los estudiantes resuelvan los 

ejercicios y reafirmen sus conocimientos. En el anexo 1 se incluye una serie de actividades con 

ejercicios representativos que se tienen planeados para el curso. Las herramientas tecnológicas 

relacionadas con este objetivo educacional consisten en los programas Word®. En Word® se 
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presentará el listado con la redacción de las actividades a resolver en el aula y las tareas. Las 

gráficas de las funciones se realizan con el Winplot, Matlab y GeoGebra. Tanto los problemas 

resueltos como los propuestos estarán a disposición de los estudiantes a través de la plataforma 

MOODLE y en la medida de lo posible serán proyectados en el aula de clase para su solución. 

Durante estas actividades se llevará un registro de la participación de los estudiantes en la 

resolución de las actividades en el aula. 

Complemento Educacional No. 2. Presentaciones. Se han preparado una serie de 

presentaciones con el propósito de desarrollar los diferentes subtemas en el aula. Una vez que se 

hayan visto en clase, las presentaciones estarán a disposición de todos los estudiantes a través de 

la plataforma MOODLE. A manera de muestra en la Figura 4.4 se presenta una carátula del 

programa PowerPoint® en la que se visualiza el contenido de una de las presentaciones 

señaladas. Se creó un Padlet, mostrado en Figura 2.8 con el formulario para derivadas e 

integrales a utilizar durante el curso, los estudiantes podrán bajarlo con la liga: 

https://padlet.com/lupitaamado/c-lculo-integral-formulario-para-derivadas-e-integrales-

vqktstlpfr0ohdxw 

En la instrumentación didáctica que acompaña a estos apuntes se proporciona información 

detallada sobre las actividades de aprendizaje y de enseñanza, así como los niveles de desempeño 

y evaluación para este tema.   

 

 

 

 

 

 

https://padlet.com/lupitaamado/c-lculo-integral-formulario-para-derivadas-e-integrales-vqktstlpfr0ohdxw
https://padlet.com/lupitaamado/c-lculo-integral-formulario-para-derivadas-e-integrales-vqktstlpfr0ohdxw
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Figura 4.4 

Vista del presentador en el programa PowerPoint® de la presentación del Tema 4: funciones 

reales de varias variables.  
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5. INTEGRACIÓN MÚLTIPLE 

Competencias específicas: formula y resuelve integrales múltiples a partir de una 

situación propuesta, eligiendo el sistema de coordenadas más adecuado para desarrollar su 

capacidad para resolver problemas. Interpreta y determina las características de los campos 

vectoriales para su aplicación en el estudio de fenómenos físicos. 

Competencias genéricas: habilidad para realizar abstracciones, analizar y sintetizar 

información; capacidad para identificar, formular y resolver problemas de manera efectiva; 

habilidad para aprender de forma continua y actualizar sus conocimientos y capacidad para 

colaborar eficazmente en un equipo de trabajo (TecNM, s. f.). 

Los autores Swokowski (1989), Leithold (1998), Marsden y Tromba (2004), Edwards y 

Penney (2008), Zill y Dewar (2008), Larson y Edwards (2010), Thomas (2010), Zill y Wright 

(2011), Stewart (2018) entre otros, abordan el tema de manera semejante. 

 

5.1 Cálculo de áreas e integrales dobles 

Sea F una función de dos variables definida en una región R y sea  kRP   una partición 

interna de R. Una suma de Riemann de F para P es una expresión de la forma:  

k
k

kk AVUF  ),(  

Para los pares ),( kk VU  están en kR  y kA es el área de RK. La suma se extiende sobre 

todas las regiones R1, R2, …, Rn de P. 

Definición del límite de esta suma de Riemann: 

 
 k

kkk
P

AVUF ),(lim
0

                                      (5.1) 

L= Es la Integral doble 
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La Integral doble se define: 

 
 k

kkk
P

R

AVUFdAyxF ),(lim),(
0

             (5.2) 

Siempre y cuando el límite exista (Leithold, 1998; Stewart, 2018). 

 

Propiedades  

1) dAyxFCdAyxFC

RR   ),(),(    Para todo número real C. 

2)   dAyxGdAyxFdAyxGyxF

RRR   ),(),(),(),(  

3) Si R es la unión de dos regiones R1 y R2 que no se sobreponen o traslapan. 

  

1 2

),(),(),(

R RR

dAyxFdAyxFdAyxF  

4) Si 0),( yxF en toda región R, entonces:  

R

dAyxF 0),(  

Evaluación de integrales dobles 

Es casi imposible calcular el valor de una integral doble directamente a partir de la 

definición dada. Por lo que, la integral doble se expresa en términos de dos integrales sucesivas, 

cada una de las cuales tiene una variable independiente. 

El símbolo 
b

a

dyyxF ),(  significa que x  se toma como constante y y  es la variable de 

integración. (Equivale a una integración parcial con respecto a y ). 
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dxdyyxFdxdyyxF

b

a

d

c

b

a

d

c

 
















 ),(),(              (5.3) 

dydxyxFdydxyxF

d

c

b

a

d

c

b

a

 
















 ),(),(               (5.4) 

Al evaluar una integral sucesiva se determina primero la integral "interna". 

 

5.2 Integrales iteradas 

dxdyyxFdxdyyxF

b

a

xg

xg

b

a

xg

xg

   

















)(

)(

)(

)(

2

1

2

1

),(),(               (5.5) 

dydxyxFdydxyxF

d

c

yh

yh

d

c

yh

yh

   

















)(

)(

)(

)(

2

1

2

1

),(),(               (5.6) 

 

5.3 Integral doble en coordenadas rectangulares 

Utilizando las ecuaciones 5.3, 5.4, 5.5 y 5.6 se determinan las integrales dobles en 

coordenadas rectangulares. Lo importante es, si no se tienen los límites de la integral interna o 

externa, obtenerlos como se indica en las actividades presentadas. 

 

Actividad 5.1: Evalúe las siguientes integrales: 

a) dydxyx 




3

1

2

1

2
)32( = dydxyx  

















3

1

2

1

2 )32(  

Realizando la integral interna: 



169 

 

2

1

2

1

3

2

1

2

1

22 3
3

2
32)32(




 

    yxxdxydxxdxyx Tomando límite en x 

    )3(3)9(
3

2
)12(3)18(

3

2
)1()2(3)1()2(

3

2
)32( 33

2

1

2 yyydxyx   

yydxyx 969
3

18
)32(

2

1

2   

El resultado se vuelve a integrar, ahora con respecto a y 

  

3

1

3

1

2
3

1

3

1
2

9
696)96( yydyydydyy     Tomando límites 

  3612
2

72
12)8(

2

9
12)19(

2

9
)2(6)1()3(

2

9
)13(6)96(

3

1

22  dyy  

 

3

1

24)96( dyy  

24)32(

3

1

2

1

2   dydxyx  

 

b)   

2  

1  

3 

1  

)33( dxdyyx = dxdyyx  














2  

1  

3

1

)33(  

Resolviendo la integral interna: 

3

1

2
3

1

3

1

3

1
2

3
333)33( yyxdyydyxdyyx   tomando límites en y 
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  126)8(
2

3
6)19(

2

3
)2(3)1()3(

2

3
)13(3)33( 22

3

1

 xxxxdyyx  

El resultado se vuelve a integrar, ahora con respecto a x 

2

1

2

3
2

1

2

3
2

1

2

32

1

2

1

2

12

1

12412
3

12
12

3

2
.6126)126( xxxxxxdxdxxdxx    

Tomando límites 

6864.412)18284.2(4)12(12)1()2(4)126(6 2

3

2

32

1















 dxx  

6864.4)33(

2  

1  

3 

1  

  dxdyyx  

 

Actividad 5.2: Evalúe la integral  
2

0

4
2

2

xx

x

dxdy  (Leithold, 1998). 

Realizando la integral interna: 

2

2

2

2

4
4

xx

x

xx

x

ydy




     Sustituyendo límites 

2224
4

244
2

2

2

2

xxxxxydy
xx

x

xx

x






  

Integrando con respecto a x 

  )8(
3

2
)4(2)2(

3

2
)2(2

3

2
2

3

2

2

4
24 32

2

0

32
2

0

32

2

0

2  xxxxdxxx  
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 
3

8

3

16

3

24

3

16
824

2

0

2  dxxx  

3

8
2

0

4 2

2

 
xx

x

dxdy  

 

TAREA 5.1: (Leithold, 1998).  

Página Ejercicios  

1040 21, 23, 25, 26, 29 

 

 

Área y Volumen 

El área como límite de sumas dobles 

  


b

a

xg

xgR

kj dxdydAxyA

)(

)(

0

2

1

lim              (5.7) 

El símbolo:  0  Indica que todo los kx y jy tienden a 0. 

 

Actividad 5.3: Encontrar por integración doble el área de la región en el plano xy 

acotada por las curvas: 2xy   , 24 xxy   (Leithold, 1998) . 

Con expresión 5.7:  

b

a

xg

xg

dxdyA

)(

)(

2

1

se determina el área de la región buscada. 

Los límites de la integral externa se obtienen igualando las ecuaciones de las curvas 

dadas:  
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22 4 xxx   

0422  xxx  

042 2  xx  

0)2(2 xx  

0
2

0

02





x

x

     
2

02





x

x
 

El menor valor de x es el límite para a y el mayor valor es el de b. 0a y 2b  

Después se encuentra la región delimitada por las 2 curvas en el plano xy, graficando cada 

una de ellas en el intervalo ),( ba . 

Tabulando para: 

2xy   

x 0 1 2 6 - 2 

y 0 1 4 36 4 

 

24 xxy   

x 0 1 2 3 -1 

y 0 3 4 3 -5 

 

Los límites de la integral interna se obtienen con el rectángulo representativo de la región 

acotada por las dos curvas. 

El área se obtiene: 

 




2

0

4 2

2

xx

x

dxdyA        Integrando con respecto a y 

 

 



173 

 






2

0

4 2

2 dxyA

xx

x
           Sustituyendo limites en y 

2

0

32
2

0

32

2

0

2

2

0

22

3

2
2

3

2

2

4
)24()4( xxxxdxxxdxxxxA       Tomando limites 

3

16
8)8(

3

2
)4(2)2(

3

2
)2(2 32 A  

2

3

8
uA   

 

El volumen como límite de sumas dobles 

 

  


b

a

xg

xg

kjjk dxdyyxfxyUUfV

)(

)(
0

2

1

),(),(lim            (5.8) 

 

Actividad 5.4: Calcular el volumen del sólido en el primer octante acotado por los 

planos coordenados y por las gráficas de las ecuaciones 1),( 22  yxyxf y 22  yx . 
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De la gráfica se obtienen los límites para x: x = 0 a x = 1.  

Con el rectángulo representativo se obtienen los límites para y:   y = 0 a x-y 22  

Con ecuación 5.8 se obtiene el volumen: 

 




1

0

22

0

22 )1(),(

x

R

dxdyyxdxdyyxfV  

Realizando la integral interna: 

xxxx x

y
y

yxdydyydyxdyyx

22

0

3
2

22

0

22

0

2

22

0

22

0

222

3
)1(

 

   Sustituyendo límites en y 

x
x

xxdyyx

x

22
3

)22(
)22()1(

3
2

22

0

22 





 

xxxxxxdyyx

x

22)824248(
3

1
22)1( 3232

22

0

22 


 

xxxxxxdyyx

x

22
3

8

3

24

3

24

3

8
22)1( 3232

22

0

22 


 

3

14
1010

3

14
)1( 23

22

0

22 


xxxdyyx

x

 

Se vuelve a integrar, ahora con respecto a x 

1

0

23
4

1

0

23

3

14

2

10

3

10

4
.

3

14

3

14
1010

3

14
xxx

x
dxxxxV 








     Tomando límites 
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6

2830207

3

14
5

3

10

6

7
)1(

3

14
)1(

2

10
)1(

3

10
)1(

12

14 234 
V  

3

6

11
uV   

 

También puede integrarse con respecto a x: 

 





2

0

2

2

0

22 )1(

y

dydxyxV  

 

5.4 Integral doble en coordenadas polares 

Sea R la región limitada por los rayos  =  y  =  y las circunferencias ar  y br  . 

 

 

b

a

b

aR

drdrrfddrrrfdArf









 ),(),(),(             (5.9) 

Nota: ddrrdA   

En condiciones adecuadas, una integral doble en coordenadas rectangulares puede 

transformarse en una integral doble en coordenadas polares. 

Para ello se sustituye en el integrando las coordenadas rectangulares por el equivalente en 

coordenadas polares. 
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Recordando del Tema 2: 

 
 

Es decir: 

   ddrrrsenrfdydxyxf

R R

  )(),cos(),(                       (5.10) 

 

Actividad 5.5: Determinar por medio de integrales dobles el área del sólido de la 

figura: 

 

El área de una región puede determinarse con una integral doble en coordenadas polares 

por la ecuación 5.9 y si 1),( yxf , la expresión se simplifica: 



R

dAA  que en coordenadas polares se expresa  

 

 

RR

ddrrddrrA   

De la gráfica de la función se obtienen los límites para r  y  : 

)()cos(                         

)()cos(222





rsenyrx

r

y
sen

r

x
yxr




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Límites para r : 

Con el rectangulo representativo se obtiene el límite inferior (i) y superior (s)  

0ir   cosars   

Límites para  :  

Del área donde está la figura se obtienen los límites: 

0i           
2


 s  

 

2

0

cos

0






a

ddrrA  

Resolviendo la integral interna: 

  



222

cos

0

cos

0

2

cos
2

1
0)cos(

2

1

2
aa

r
drr

aa

  

Se vuelve a integrar con respecto al ángulo   

 

2

0

22

2

0

22 cos
2

1
cos

2

1



 dadaA   Si:  2cos
2

1

2

1
cos2   





























  

2

0

2

0

2

2

0

2 2cos
2

1

2

1

2

1
2cos

2

1

2

1

2

1

 

 ddadaA  

                                                                           

 
























2
2                 

2

2

              002                    2

s

i

Ud
du

ddU

UU
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





































  









0

2

0

2

2

0 0

2

4

1

2

1

2

1
cos

2

1
.

2

1

2

1

2

1
senUadUUdaA  

  
















 0

42

1
0

4

1

2
.

2

1

2

1 22 



asensenaA  

2

8

1
aA   

 

Actividad 5.6: Evaluar utilizando coordenadas polares la integral doble




R

yx dAe )(
22

. La región R se encuentra en el primer cuadrante y está limitada por la 

circunferencia 422  yx  y los ejes coordenados (Leithold, 1998).  

Límites para r: 

0ir          2sr        

Límites para : área donde está la figura 

0i           
2


 s  

rdrddA   

Sustituyendo en la doble integral: 



ddrredAe r

R

yx


 

2

0

2

0

)( 222

 

Resolviendo la integral interna: 
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 1
2

1

2

1

2

1 4
4

0

4

0

2

0

2

 
 eedUedrre UUr           

Se vuelve a integrar con respecto a  : 

rdr
du

rdrdU

rU








2

2

2

   
4)2(

0

2 



s

i

U

U
 

       
2

.1
2

1
1

2

1
1

2

1
1

2

1 4
2

0

4

2

0

4

2

0

4 





  eedede  

 1
4

4)( 22


 edAe

R

yx 
 

 

5.5 Integral triple en coordenadas rectangulares. Volumen 

Las integrales triples de una función de tres variables x, y, z, se evalúan siguiendo un 

proceso parecido al de las funciones de dos variables (Swokowski, 1989; Liethold,1998; Thomas, 

2010; Larson y Edwards, 2010; Zill y Wright, 2011; Stewart, 2018). 

 

 

 

 

 

 

 

 

Volumen Q = zyx   

Q Paralelepípedo 

rectangular 

z 

x 

y 
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Por definición:  

 


Q

kkk
P

dVzyxfWVUf ),,(),(lim ,
0

            (5.11) 

Si Q es la región de la figura entonces: 

 

Q

n

m

d

c

b

a

dzdydxzyxfdVzyxf ),,(),,(            (5.12) 

 

Actividad 5.7: Evalúe la integral triple 
Q

dVzyx
23

3  para 

 20      41       31:),,(  zyxzyxQ  (Swokowski, 1989). 

Se ordena el dV como en ecuación 5.12. 

Los límites de las integrales se colocan según el orden de los diferenciales: 




2

0

4

1

3

1

233 dzdydxzyx      

Se realiza la integral interna (se integra con respecto a x): 

  )19(
2

3
)1()3(

2

3

2
.333 232223

3

1

2
23

3

1

23

3

1

23 




 zyzy
x

zydxxzydxzyx  

232323

3

1

23 12
2

24
)8(

2

3
3 zyzyzydxzyx 



  se vuelve a integrar con respecto y 
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  )255(3)1256(3)1()4(3
4

.121212 22442

4

1

4
2

4

1

32

4

1

23 zzz
y

zdyyzdyzy    

2

4

1

23 76512 zdyzy     se vuelve a integrar con respecto a z 

  2040)8(
3

765
0)2(

3

765

3
765765765 3

2

0

3
2

0

2

2

0

2  
z

dzzdzz  

Es decir, la integral buscada es: 

20403 23 
Q

dVzyx  

 

Actividad 5.8: Evalúe la integral triple 
Q

dVzyx
2  para 

 30      21       10:),,(  zyxzyxQ   (Stewart, 2018). 

Se ordena el dV como en ecuación 5.12. 

Los límites de las integrales se colocan según el orden de los diferenciales: 

 


3

0

1

0

2

1

2 dzdxdyzyx      

Se realiza la integral interna (se integra con respecto a y): 

 
2

3
)14(

2
)1()2(

2
.

2

22
22

22

1

2
2

2

1

2

2

1

2 zxzxzx
y

zx
dyyzxdyzyx 





      
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El resultado se vuelve a integrar con respecto a x: 

 
4

3
0)1(

4

3

2
.

2

3

2

3

2

3 2
2

2
1

0

22
1

0

2
1

0

2 zzxz
dxx

z
dx

zx
       

El resultado se vuelve a integrar con respecto a z: 

 
4

27

12

)27(3
0)3(

12

3

3
.

4

3

4

3

4

3 3

1

0

3
3

0

2

3

0

2

 
z

dzzdz
z

     

 El resultado de la 
4

27

3

0

1

0

2

1

2  


dzdxdyzyx  

 

Integral triple iterativa 

 

   

Q

d

c

yh

yh

yxk

yxk

dVzyxfdVzyxf

)(

)(

),(

),(

2

1

2

1

),,(),,(            (5.13) 

 

La integral triple puede interpretarse como la medida del volumen de una región 

tridimensional. 

 

Si 1),,( zyxf en Q: 

 

   

Q

d

c

yh

yh

yxk

yxk

dydxdzdVV

)(

)(

),(

),(

2

1

2

1

            (5.14) 
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Actividad 5.9: Determine el volumen del sólido mostrado en la figura y que está 

acotado por el cilindro 2xy   y los planos 4 zy y 0z (Swokowski, 1989). 

 
 

De ecuación 5.14 se tiene que     

Q

d

c

yh

yh

yxk

yxk

dydxdzdVV

)(

)(

),(

),(

2

1

2

1

 

Los límites de las integrales se colocan según el orden de los diferenciales: 

Límites para z: 

0iz , sz  se obtiene despejando de  4 zy , yzs  4  

Límites para y: 

2xyi  sy  se obtiene despejando de  4 zy , si 0z  entonces de  4 zy , 4sy  

Límites para x: 

De la figura observe que 2ix  a 2sx  

Sustituyendo en ecuación 5.14 se obtiene: 

   






Q x

y

dxdydzdVV

2

2

4 4

02

 

Resolviendo la integral interna con respecto a z: 
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yzdz
y

y






 4
4

0

4

0

 

Resolviendo la integral para y: 

     422222

4
2

4

16
2

1
4164

2

1
)4(4

2
4)4(

2
2

xxxx
y

ydyy

x
x








  

2
48

2
8416)4(

4
2

4
2

4

2

x
x

x
xdyy

x

  

Resolviendo la integral para x: 
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2 
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






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



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dx
x

x  

06.17
30
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192640960
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2 





















dx
x

x  

El resultado del volumen del sólido es  06.17

2

2

4 4

02

   




x

y

dxdydzV  
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TAREA 5.2: (Leithold, 1998).  

Página Ejercicios  

1065 1, 3, 5, 7 

 

 

5.6 Integral triple en coordenadas cilíndricas y esféricas 

Una integral triple es más fácil de evaluar si se utilizan coordenadas cilíndricas y 

esféricas. Recapitulando del Tema 2 del curso de Cálculo vectorial los sistemas de coordenadas 

en tres dimensiones. 

 

Coordenadas cilíndricas 

Es una generalización en tres dimensiones de las coordenadas polares. Un punto P en el 

espacio tridimensional está representado por la terna ordenada ),,( zrP  . 

Para convertir de coordenadas cilíndricas a rectangulares, se utilizan las ecuaciones: 

cosrx  , senry  , zz   

El cambio de coordenadas rectangulares a cilíndricas se realiza con las ecuaciones: 

222 yxr  , 
x

y
tan , zz   

 

Coordenadas esféricas 

Un punto P en el espacio tridimensional está representado por la terna ordenada 

),,( P . Se puede convertir de un sistema en coordenadas rectangulares y cilíndricas a 

coordenadas esféricas y viceversa. 

Para cambiar de coordenadas rectangulares a esféricas se utilizan las ecuaciones: 

 cossenx  ,  senseny  ,  cosz ,  2222 zyx   
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Integral triple en coordenadas cilíndricas 

Los autores Swokowski (1989), Leithold (1998), Edwards (2008), Stewart (2018) 

plantean la integral triple de la forma: 

 

RR

dVzrfdVzyxf ),,(),,(              (5.15) 

Donde: dzddrrdV   

Reescribiendo considerando las coordenadas cilíndricas y el cambio del diferencial de 

volumen. 

 

RR

dzddrrzsenrrfdVzyxf  ),,cos(),,(                                                        (5.16) 

La integral triple puede evaluarse como una integral iterada con la expresión: 

   

b

a

z

z

zr

zr

dzddrrzrfdzddrrzrf

)(

)(

),(

),(

2

1

2

1

),,(),,(









                                                    (5.17) 

 

 

Actividad 5.10: Evalúe la integral   


2

2

2

0 0

2






r

ddrdzr  (Stewart, 2018). 

Utilizando la expresión 5.15 y considerando 1),,( zrf  , se realiza la integral interna 

(con respecto a z): 

32

0

00

2

22

rrrzrdzrdzr
r

rr

   
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Integrando el resultado con respecto a r: 

4
4

16

4

)2(

4

4
2

0

4
2

0

3 
r

drr  

El resultado se vuelve a integrar con respecto a   














4
22

444 2

2

2

2

















 d  

La integral triple 





4

2

2

2

0 0

2

  


r

ddrdzr  

 

Actividad 5.11: Cambie a coordenadas cilíndricas y evalúe la integral triple 

(Stewart, 2018). 

  




 

2

2

4

4

2
2

2 22

y

y yx

dydxdzzx  

En coordenadas cilíndricas se tiene: 

cosrx  , senry  , zz  , ddrdzrdV   

Es una región en el plano xy, un disco de radio 2 en donde los límites de integración son: 

 20  r ,  20  y 2 zr  

Sustituyendo en la integral dada: 
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



ddrdzzrddrrdzzrdydxdzzx

rr

y

y yx

   





 

2

0

2

0

2

2

2

0

2

0

22

2

4

4

2

coscos

2

2 22

 

Resolviendo la integral interna: 

)4(cos
22

coscoscos 2
2

2
2

2

2

2

2

2 r
rz

rdzzrdzzr

r
rr

    

Integrando el resultado con respecto a r: 

drrrdrrrdrr
r

rr

 

2
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2
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2
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)4(
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cos
)4(
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cos
)4(cos
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
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
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 drr
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
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
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 cos
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 drr
r  

El resultado se vuelve a integrar con respecto a 

0)0(
15

16
)02(

15

16

15

16
cos

15

16 2

0

2

0

 sensensend 



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Por lo tanto, la integral buscada 0

2

2

4

4

2
2

2 22

  




 

y

y yx

dydxdzzx  

 

TAREA 5.3: (Leithold, 1998).  

Página Ejercicios  

1072 1, 3  

 

 

Integral triple en coordenadas esféricas  

Los autores Swokowski (1989), Leithold (1998), Edwards (2008), Stewart (2018) definen 

la integral triple: 

 

RR

dVfdVzyxf ),,(),,(              (5.18) 

Donde:  dddsendV 2  

Reescribiendo considerando las coordenadas esféricas y el cambio del diferencial de 

volumen. 

 

RR

dddsensensensenfdVf  2)cos,,cos(),,(             (5.19) 

La integral triple puede evaluarse como una integral iterada con la expresión: 

   

b

a

dddsenfdVf

)(

)(

),(

),(

2

2

1

2

1

),,(),,(









                                             (5.20) 

Si 1),,( f  se obtiene la expresión para el volumen (V): 
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   

b

aR

dddsendVV

)(

)(

),(

),(

2

2

1

2

1









            (5.21) 

 

Actividad 5.12: Evalúe la integral 


R

zyx
dVe

2

3

222
)( , donde R es la pelota 

unitaria que cumple con   1/),,( 222  zyxR   , considere 

   0,20,10/),,(R  (Stewart, 2018). 

Como la frontera de R es una esfera, se utilizan coordenadas esféricas: 

Sustituyendo en el integrando de la triple integral 2222 zyx  ,  

 dddsendV 2 y los límites de integración de acuerdo al orden de los diferenciales 

como en ecuación 5.20. 
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 Realizando la integral interna (con respecto a  ): 
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El resultado se vuelve a integrar con respecto a  : 

     
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El resultado se vuelve a integrar con respecto a  : 
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Por lo tanto, la integral buscada  1
3

42

3

222 )( 
 edVe

R

zyx   

 

5.7 Campos vectoriales 

Un campo vectorial es una función que asigna a cada punto de una región del espacio un 

vector, mientras que un campo escalar asigna un valor o magnitud. El campo vectorial describe la 

magnitud y dirección de una cantidad en cada posición. 

Se utilizan para modelar fenómenos como campos de velocidad, campos eléctricos, 

campos gravitacionales y flujos de calor (Swokowski, 1989; Leithold, 1998; Edwards y Penney, 

2008; Larson y Edwards, 2010; Zill y Wright, 2011; Stewart, 2018). 
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Campo de fuerza o de fuerzas 

Se utiliza en el estudio de la mecánica y de la electricidad. 

Definición: 

Dado un campo vectorial, se supone que hay un sistema de coordenadas rectangulares y el 

vector asociado al punto ),,( zyxP se denota por: ),,( zyxF


 en donde: 

kzyxPjzyxNizyxMzyxF ˆ),,(ˆ),,(ˆ),,(),,( 


           (5.22) 

Donde M, N, P son funciones escalares de tres variables (Swokowski, 1989). 

 

Figura 5.1 

Representación de un campo vectorial en tres dimensiones. 

 

 

 

Clasificación 

Sea kzjyixr ˆˆˆ 


 el vector de posición de un punto ),,( zyxP . Se dice que un campo 

vectorial 


F es un campo de variación inversa al cuadrado de la distancia si: 








r

UC
zyxF

.
),,(                (5.23) 
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Donde: 

 C: Escalar 

 


U : Vector unitario con la misma dirección de 


r  

Ejemplos de fuerzas de un campo tipo de variación inversa al cuadrado son: la ley de la 

gravitación universal de newton y la ley de Coulomb.  

 

Campo vectorial conservativo 

Un campo vectorial 


F  es de este tipo si es el gradiente de una función escalar, es decir, si 

para una función f se tiene: 

),,(),,( zyxfzyxF 


              (5.24) 

Donde:  

kzyxfjzyxfizyxfzyxf zyx
ˆ),,(ˆ),,(ˆ),,(),,(            (5.25) 

En estos campos, el trabajo realizado para mover una partícula entre dos puntos es 

independiente de la trayectoria. 

Todo campo vectorial del tipo de variación inversa al cuadrado o del tipo gravitacional) es 

conservativo (Swokowski, 1989; Stewart, 2018). 

 

Actividad 5.13: Encuentre un campo vectorial conservativo que tenga el potencial 

dado (Swokowski, 1989). 

222 43),,( zyxzyxf   

De ecuación 5.24           ),,(),,( zyxfzyxF 


 

y con 5.25  kzyxfjzyxfizyxfzyxf zyx
ˆ),,(ˆ),,(ˆ),,(),,(   

Se obtiene: 
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Actividad 5.14: Encuentre un campo vectorial conservativo que tenga el potencial 

dado (Stewart, 2018). 

2
)(

2

1
),( yxyxf   

De ecuación 5.24            ),,(),,( zyxfzyxF 


 

y con 5.25   kzyxfjzyxfizyxfzyxf zyx
ˆ),,(ˆ),,(ˆ),,(),,(   

Se obtiene: 
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1
),(   

jyxiyxyxf ˆ)(ˆ)(),(   

 

 

5.8 Integral de línea 

A diferencia de la integral donde la función se evalúa en un intervalo, la integral de línea 

(o integral de curva) se evalúa a largo de una curva (en el plano o en el espacio) sumando valores 

de un campo escalar o vectorial. Se utiliza para calcular longitudes de arco, masas de alambres y 

el trabajo realizado por una fuerza sobre una partícula. En la figura 5.2 se observa la 

representación de integrales de línea de f sobre C (Swokowski, 1989).  
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Figura 5.2 

Integrales de línea de f sobre C (Swokowski, 1989). 

 

Donde:  

1 kkk xxx  

1 kkk yyy  

kkk PPS adeLongitud 1  

),( kk VUQ   

Considerando las tres sumas: 

 

k

kkk SVUf ),( ,  

k

kkk xVUf ),( ,  

k

kkk yVUf ),(  

Si los límites de estas sumas existen cuando 0 , son entonces las integrales de línea de 

f sobre C con respecto a S, x y y respectivamente. 

La integral de línea se denota por el símbolo: C  
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Y se define: 

 


k

kkk

C

SVUfdSyxf ),(lim),(
0

            (5.26) 

 


k

kkk

C

xVUfdxyxf ),(lim),(
0

            (5.27) 

 


k

kkk

C

yVUfdyyxf ),(lim),(
0

            (5.28) 

Las integrales se pueden evaluar reemplazando: )(tgx  , )(thy  , es decir, la 

parametrización de C y reemplazando los diferenciales por: 

22 )()( dydxdS   si dttgdx )(' , dtthdy )('  

    dtthtgdS
22

)(')('   

 

Evaluación para integrales de línea 

Si una curva C está dada por )(tgx  , )(thy   en bta   y ),( yxf es continua en una 

región D que contiene a C, entonces: 

      dtthtgthtgfdSyxf

b

a
C

22
)(')(')(),(),(             (5.29) 

  dttgthtgfdxyxf

b

a
C

)(')(),(),(               (5.30) 

  dtththtgfdyyxf

b

a
C

)(')(),(),(               (5.31) 
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Integral de línea para una función de tres variables  

Si una curva C tiene una parametrización )(tgx  , )(thy  , )(tkz  en bta  , la 

integral de línea se puede evaluar: 

        dttkthtgtkthtgfdSzyxf

b

a
C

222
)(')(')(')(),(),(),,(           (5.32) 

 

cC

dzzyxPdyzyxNdxzyxMdzzyxf ),,(),,(),,(),,(          (5.33) 

 

Actividad 5.15: Evaluar dSyx

C


2 , donde C tiene la parametrización: )(cos tx  , 

)(tseny  en el intervalo 
2

0


 t  (Swokowski, 1989). 

Aplicando 5.29         dtthtgthtgfdSyxf

b

a
C

22
)(')(')(),(),(     

Primero obtener:  )(),( thtgf  

2),( yxyxf   

  )()(cos)(),( 2 tsentthtgf   

Segundo: Obtener: )(tg , )(th , )(' tg  y )(' th  

Si:   )(tgx     )(thy   

)(cos)( ttg     )()( tsenth    

)()(' tsentg    )(cos)(' tth      
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Tercero: Sustituir en 5.29 

    dtttsentsentdSyx

C

22

2

0

22 )cos()()()(cos  



 

dtttsentsentdSyx

C

)(cos)()()(cos 22

2

0

22  



donde: 1)(cos)( 22  ttsen  

  )01(
3

1

3
)()(cos)()(cos

1

0

3
1

0

2

2

0

2

2

0

22  
U

dUUdttsentdttsentdSyx

C



 

    
dttdU

tsenU

)(cos

)(




   

1
2

0)0(














senU

senU

s

i

 

3

12

 

C

dSyx  

 

Actividad 5.16: Evaluar dxyx

C


2  y dyyx

C


2 , donde C tiene las ecuaciones 

paramétricas: tx  , 
2ty  en el intervalo 20  t  

 Aplicando 5.30   dttgthtgfdxyxf

b

a
C

)(')(),(),(    y 5.31

  dtththtgfdyyxf

b

a
C

)(')(),(),(      
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Se tiene: 

  522)()(),( tttthtgf   

ttg )(    
2)( tth    

1)(' tg    tth 2)('     

Sustituyendo en 5.30    dttgthtgfdxyxf

b

a
C

)(')(),(),(    se obtiene:  

66.10
3

32
)64(

6

1
)02(

6

1

6

6

2

0

6
2

0

52  
t

dttdxyx

C

 

Con ecuación 5.31   dtththtgfdyyxf

b

a
C

)(')(),(),(   se obtiene: 

57.36
7

256
)128(

7

2
)02(

7

2

7

2
2)2( 7

2

0

7
2

0

6

2

0

52  
t

dttdtttdxyx

C

 

 

Actividad 5.17: Evaluar dzyxdyzxdxzy

C

  donde C está dada por: tx  , 

2ty  , 3tz  en el intervalo 20  t  (Swokowski, 1989). 

Se tiene: 

dtdx

tx




  

dttdy

ty

2

2




   

dttdz

tz

2

3

3


 

Sustituyendo los valores de x, y, z, y los diferenciales en la integral de línea, se obtiene: 
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 dttttdttttdttttdtttdzyxdyzxdxzy

C  

2

0

55522

2

0

332 3232  

642
6

.666 6

2

0

6
2

0

5

2

0

5  
t

dttdttdzyxdyzxdxzy

C

 

 

Independencia de la trayectoria 

Una integral de línea es independiente de la trayectoria en una región cuando el valor de 

la integral de un campo vectorial entre dos puntos A y B depende únicamente de los puntos 

inicial y final y no del camino recorrido.  

Si la integral de línea  dSyxf

C ),( es independiente de la trayectoria se denota:


B

A

dSyxf ),( porque el valor de la integral depende solo de los extremos A y B de la curva C. 

Si un campo vectorial 


F es continuo, entonces la integral de línea drF

C

.


es 

independiente de la trayectoria si y solo si el campo vectorial 


F es conservativo, es decir, si: 

),( yxfF 


para alguna función escalar f. 

Si C es una curva regular parte por parteen D con extremos ),( 11 yxA y ),( 22 yxB , 

entonces:  

)()(.),(),( 1122

),(

),(

22

11

yxfyxfdrFdyyxNdxyxM

yx

yx
C

 


         (5.34) 
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




CC

yx drFdyyxfdxyxf .),(),(             (5.35) 

De donde se tiene: 

xf
x

f
M 




                 (5.36) 

yf
y

f
N 




                 (5.37) 

 

Si ),( yxM  y ),( yxN tienen primeras derivadas parciales continuas en una región 

simplemente conexa D, entonces la integral de línea  

C

dyyxNdxyxM ),(),( es independiente 

de la trayectoria en D si y solo si cumple con la condición: 

),(),( yxN
x

yxM
y 







              (5.38) 

O simplemente: 

x

N

y

M









                (5.39) 

 

Actividad 5.18: Demuestre que la integral de línea 






)1,3(

)2,1(

22
)2()2( dyyxxdxyxy es independiente de la trayectoria y calcule su valor 

(Swokowski, 1989). 

Probando la independencia de la trayectoria: 
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yxyM 22   xy
y

y
x

y

y

y

M
222

2















 

yxxN 22   yx
x

x
y

x

x

x

N
222

2















 

Calculando su valor: 

Si ),( yxfF 


la integral de línea es independiente de la trayectoria y con ecuación 5.35  






CC

yx drFdyyxfdxyxf .),(),(  

Para encontrar f se tienen dos opciones: xf
x

f
M 




  o yf

y

f
N 




  

Seleccionando M (la función que sea más fácil de integrar):   

xyyM
x

f
22 




    Expresando en forma diferencial                

dxxyydf )2( 2       Integrando ambos lados de la igualdad 

  dxxyydf )2( 2
   Resolviendo 

  dxxydxyf 22
   

)(
2

2 22 ykxyxyf    es una función de dos variables, puede expresarse: 

)(),( 22 ykxyxyyxf   

Para encontrar la función )(yk se deriva f con respecto a y: 

y

yk

y

y
x

y

y
x

y

yxf


















 )(),( 2
2

 si N
y

yxf




 ),(
 

x

N

y

M









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y

yk
xyxyxx






)(
22 22

  

0
)(






y

yk
 

Cyk )(               C = constante 

Sustituyendo en )(),( 22 ykxyxyyxf   

Cxyxyyxf  22),(   considerando que C = 0 

22),( xyxyyxf   

Evaluando en los límites dados: 

)1,3(

)2,1(

22),(


 xyxyyxf  

4923)2()1()3()1()2()1()3()1(),( 2222 yxf  

14),( yxf  

Actividad 5.19: Demuestre que la integral de línea  

)
2

,1(

)0,0(

)(cos)(



dyyedxysene xx es 

independiente de la trayectoria y calcule su valor (Swokowski, 1989). 

Probando la independencia de la trayectoria: 

)(yseneM x  )(cos
)(

ye
y

ysen
e

y

M xx 








 

)(cos yeN x  )(cos)(cos ye
x

e
y

x

N x
x










 

Calculando su valor: 

Si ),( yxfF 


la integral de línea es independiente de la trayectoria y con ecuación 5.35 

x

N

y

M









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




CC

yx drFdyyxfdxyxf .),(),(  

Para encontrar f se tienen dos opciones: xf
x

f
M 




  o yf

y

f
N 




  

Seleccionando M (la función que sea más fácil de integrar):   

)(yseneM
x

f x



    Expresando en forma diferencial                

dxysenedf x )(      Integrando ambos lados de la igualdad 

  dxeysendf x)(    Resolviendo 

)()( ykysenef x     es una función de dos variables, puede expresarse: 

)()(),( ykyseneyxf x   

Para encontrar la función )(yk se deriva f con respecto a y: 

y

yk

y

ysen
e

y

yxf x













 )()(),(
        si N

y

yxf




 ),(
 

y

yk
yeye xx






)(
)(cos)(cos   

0
)(






y

yk
 

Cyk )(               C = constante 

Sustituyendo en )()(),( ykyseneyxf x   

Cyseneyxf x  )(),(   considerando C = 0 

)(),( yseneyxf x  
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Evaluando en los límites dados: 












2
,1

)0,0(

)(),(



yseneyxf x  

eseneseneyxf 







 )0(

2
),( 0

 

 

Integral de línea sobre una curva cerrada simple 

Se denota por: 
C

 que determina el recorrido a lo largo de una trayectoria C que 

comienza y termina en el mismo punto, como se observa en Figura 5.3 Es utilizada para analizar 

campos conservativos o campos de fuerza sobre una curva. Usualmente se evalúa con el teorema 

de Green (Swokowski, 1989; Leithold, 1998; Stewart, 2018). 

Figura 5.3 

Integral de línea sobre una curva cerrada simple (Swokowski, 1989). 

 

 

 

 

Nota: La integral de línea se efectúa en una trayectoria cerrada que se recorre en sentido 

positivo. 

 

5.9 Divergencia, rotacional, interpretación geométrica y física 

La divergencia y el rotacional de 


F son operadores que miden la tendencia de un campo a 

“extenderse” desde una fuente o a “girar” alrededor de un punto, respectivamente. 

R 
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Sea kzyxPjzyxNizyxMzyxF ˆ),,(ˆ),,(ˆ),,(),,( 


 tal que M, N y P tienen 

derivadas parciales en alguna región. 

Divergencia de 


F  

Se denota por 


Fdiv    o    


 F , el resultado es un escalar. 

Se define: 

z

P

y

N

x

M
F


















              (5.40) 

La divergencia proporciona información acerca del flujo o desplazamiento de la masa. 

Si 0


Fdiv   en un punto )z,y,x(P , entonces la masa fluye hacia el punto y se dice que 

hay un sumidero en P. 

Sí 0


Fdiv , entonces la masa fluye desde el punto y se dice que hay una fuente en P. 

Sí 0


Fdiv , es característica de los fluidos incomprensibles (densidad constante). 

Si 


F es un campo de velocidades. En una fuente las líneas de velocidad divergen al 

emanar o salir del punto, se dice que la divergencia es positiva. En un sumidero las líneas 

convergen al llegar del punto y por lo tanto la divergencia es negativa. 

Rotacional de 


F  

El rotacional de 


F se denota por 


Frot  o 


 Fx , el resultado es un vector. 

Se define:  
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PNM

zyx

kji

FxFrot















ˆˆˆ

                (5.41) 

El rotacional proporciona información acerca del aspecto giratorio o rotativo del 

movimiento (Swokowski, 1989; Leithold, 1998). 

Actividad 5.20: Sea: kzxyjzyizxzyxF ˆˆ2ˆ),,(
2232 



 (Swokowski, 1989). 

Determinar:  

a) ),,( zyxF


  

b) ),,( zyxF


 en )1,1,1(P   

c) El punto P ¿es una fuente o un sumidero? 

 

 a) Con 5.40 se obtiene la divergencia: 
z

z
xy

y

y
z

x

x
zzyxF

















2

3
2

2

2),,(  

 
22262),,( xyyzxzzyxF 



 

 

 

b) 162)1)(1()1()1(6)1)(1(2)1,1,1( 222 


F  

3)1,1,1( 


F  

 

c) Se tiene  0


Fdiv entonces el punto P es un sumidero 
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Actividad 5.21: Sea kyzjzxyixzzyxF ˆ2ˆ2ˆ),,(
423 



 (Swokowski, 1989). 

Encontrar: 

a) ),,( zyxFx


  

b) ),,( zyxFx


 en el punto )1,1,1(P   

 

 a) Con 5.41 se obtiene el rotacional de 


F  

PNM
zyx

kji

zyxFxFrot















ˆˆˆ

),,( = 

zyx2xz

yx

ĵî

yz2zyx2xz

zyx

k̂ĵî

23423 






















 

iyxkxyzjxzizi
z

z
yxk

x

x
yzj

z

z
xi

y

y
zzyxFx ˆ2ˆ4ˆ3ˆ2ˆ2ˆ2ˆˆ2),,( 2242

23
4 























  

kxyzjxziyxzzyxFx ˆ4ˆ3ˆ)22(),,( 224 


 

 

b) Sustituyendo en ),,( zyxFx


  el punto )1,1,1(P   

kjiFx ˆ4ˆ3ˆ)22()1,1,1( 


 

4,3,0)1,1,1( 


Fx  

 

TAREA 5.4: (Leithold, 1998).  

Página Ejercicios  

1089 33, 35, 39, 41 
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5.10 Teoremas de integrales. Aplicaciones. 

Teorema de Green  

Este teorema muestra una relación entre la integral de línea alrededor de C y sobre cierta 

integral doble sobre una región R. 

 

Definición: 

Sea C una curva cerrada regular parte por parte y cerrada simple (no se corta a si misma), 

y sea R la región que consta de C y su interior. Si M y N son funciones continuas que tienen 

primeras derivadas parciales continuas en una región D que contiene a R entonces  (Swokowski, 

1989): 

dA
y

M

x

N
NdyMdx

C R

  
















              (5.42) 

 

Teorema de Green para campos vectoriales conservativos 

dyNdxMdrF

C C

  


.                         (5.43) 

dA
y

M

x

N
drF

C R

  




















.             (5.44) 

0. 


C

drF  lo que indica que 


F  es un campo conservativo (Larson y Edwards, 2010). 
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Actividad 5.22: Evalúe la  

C

ydyxdxx 4 , donde C es la curva triangular 

(mostrada) que consta de los segmentos de recta de (0,0) a (1,0), de (1,0) a (0,1) y de (0,1) a 

(0,0) (Stewart, 2018). 

 

 

Del teorema de Green, ecuación 5. 42 dA
y

M

x

N
NdyMdx

C R

  
















  se obtiene: 

dxdy
y

x

x

x
ydA

y

M

x

N
ydyxdxx

x

RC

 












































1

0

1

0

4
4

 

  dxdyydxdyyydyxdxx

xx

C

  




1

0

1

0

1

0

1

0

4 0 …………… A 

Resolviendo la integral interna: 

)21(
2

1
)1(

2

1

2

22

1

0

2
1

0

xxx
y

dyy

x
x






 sustituyendo el resultado en A 

dxxxdxxxydyxdxx

C

 

1

0

2

1

0

24 )21(
2

1
)21(

2

1
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6

1

3

1
11

2

1

32

2

2

1
1

0

3
24 

























x
xxydyxdxx

C

 

 

Actividad 5.23: Aplicar el teorema de Green para evaluar  

C

dyxdxyx 35 , donde 

C es la curva cerrada que consta de las gráficas: 2xy  , xy 2 entre los puntos (0,0) y 

(2,4) (Swokowski, 1989).  

 

 

Del teorema de Green, ecuación 5. 42 dA
y

M

x

N
NdyMdx

C R

  
















  se obtiene: 

yxM 5    3xN   

x
y

y
x

y

M
55 









  23x

x

N





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Los límites para y se obtienen de la gráfica:  2xyi  ,  xys 2  

Los límites para x se obtienen de la gráfica o igualando las ecuaciones: 

xx 22   igualando a cero  

022  xx  factorizando 

0)2( xx  de donde se tiene  

0x  y 
2

02





x

x
   

El menor valor de x es el límite inferior y el mayor es el límite superior 

Por ecuación 5.42 se obtiene: 

  

2

0

2

23

2

)53(5

x

xC

dxdyxxdyxdxyx ……..  A 

Resolviendo la integral interna 

)2()53()53()53()53( 22
2

2

2

2

2

2

2
22

xxxxyxxdyxxdyxx

x

x

x

x

x

x

   

2343243

2

2 1011351036)53(

2

xxxxxxxdyxx

x

x

  

El resultado se vuelve a integrar con respecto a x 

345
2

0

345

2

0

234 )2(
3

10
)2(

4

11
)2(

5

3

3

10

4

11

5

3
)10113(  xxxdxxxx  
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3

80
44

5

96

3

80

4

176

5

96
)8(

3

10
)16(

4

11
)32(

5

3
)10113(

2

0

234  dxxxx  

15

400660288

15

)5)(80()15)(44()3)(96(

3

80
44

5

96
)10113(

2

0

234 



 dxxxx  

15

28
)10113(

2

0

234  dxxxx  sustituyendo en A 

15

28
5 3 

C

dyxdxyx  

El resultado representa la circulación neta del campo vectorial: 3,5 xyxF 


 alrededor 

de la curva C. 

El signo negativo indica que la tendencia global del campo es circular en sentido opuesto 

a la orientación positiva de la curva.  

 

Integrales de superficies 

 

Cuando se tiene la proyección de una superficie S sobre un plano coordenado, entonces se 

dice que S tiene una proyección regular sobre el plano coordenado.  

La proyección regular sobre el plano xy , xz  o yz  se denota por: yxR , zxR  o zyR , 

respectivamente. 
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 Para tales proyecciones se supone que S es la gráfica de una ecuación de la forma 

),( yxfz  , ),( zxhy   o ),( zykx  , como se muestra en la Figura 5.4 (Swokowski, 1989; 

Larson y Edwards, 2010). 

 

Figura 5.4  

Proyección de una superficie S sobre 

un plano coordenado (Larson y Edwards, 2010). 

 

 

 

Sea S una de las dos caras de una superficie como la mostrada en la Figura 5.5 y 

considerando a una de ellas arbitrariamente positiva (si S es una superficie cerrada se toma 

positiva). Un vector unitario normal 


n en un punto cualquiera de la cara positiva de S se llama 

vector unitario normal exterior. 

 

 

 

 



215 

 

Figura 5.5 

Proyección de una superficie S sobre 

un plano coordenado. Sólido visto desde arriba (Swokowski, 1989). 

 

A las integrales que incluyen el elemento diferencial de área dS se les llama integrales de 

superficie (Swokowski, 1989). 

 

Teorema para evaluar integrales de superficie (Swokowski, 1989) 

 

      dAyxfyxfyxfyxgdSzyxg yx

RS yx

1),(),(),(,,),,(
22
          (5.45) 

      dAzxhzxhzzxhxgdSzyxg yx

RS zx

1),(),(),,(,),,(
22
          (5.46) 

      dAzykzykzyzykgdSzyxg yx

RS zy

1),(),(,),,(),,(
22
          (5.47) 
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Actividad 5.24: Evaluar dSzx

S


2 suponiendo que S es la parte del cono circular 

(mostrado) 222 yxz  que se encuentra entre los planos 1z  y 4z   (Swokowski, 

1989). 

 

Con ecuación 5.45: 

      dAyxfyxfyxfyxgdSzyxg yx

RS yx

1),(),(),(,,),,(
22
   

De donde se tiene que ),( yxfz   

Si 222 yxz  entonces despejando  2

1
2222 yxyxz   

Obteniendo las derivadas parciales de  2

1
22),( yxyxf   con respecto a x  y a y  

 
 2

1
22

2

1
22 2.

2

1
),(

yx

x
xyxyxfx






          
 2

1
22

2

1
22 2.

2

1
),(

yx

y
yyxyxf y






 

Elevando las derivadas parciales al cuadrado para después sustituir en 5.45 

 

 
22

2

2

2

1
22

2
),(

yx

x

yx

x
yxfx






















        
 

22

2

2

2

1
22

2
),(

yx

y

yx

y
yxf y






















      
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Sustituyendo en 5.45: 

  dA
yx

y

yx

x
yxxdSzx

xyRS

1
22

2

22

2
2

1

2222 





   

  dA
yx

yxyx
yxxdSzx

xyRS

22

2222
2

1

2222




   

    dA
yx

yx
yxxdA

yx

yx
yxxdSzx

xyxy RRS

22

22
2

1

222

22

22
2

1

2222 )(222









   

  dAyxxdSzx

xyRS

2
2

1

2222

   

  dAyxxdSzx

xyRS

2

1

2222 2   …………………………………………………….…. A 

La integral doble de A se resuelve fácilmente utilizando coordenadas polares: 

222 yxr           drdrdA   )(cos rx         )(cos 222 rx   

Los límites son: 

Para r :    Para  : 

1r  a 4r     0  a  2  

Sustituyendo en A: 





ddrrrrddrrrrdSzx

S

   

2

0

4

1

222

1

2

2

0

4

1

222 )(cos2)()(cos2  
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



ddrrdSzx

S

  

2

0

4

1

242 )(cos2 …………………………………………………….… B 

Evaluando la integral interna: 

   11024
5

)(cos
)1()4(

5

)(cos

5
.)(cos)(cos)(cos

2
55

2
4

1

5
2

4

1

42

4

1

24  



r

drrdrr  

)(cos
5

1023
)(cos 2

4

1

24   drr  

Sustituyendo el resultado de la integral interna en B 





dddSzx

S

)(cos
5

2)1023(
)(cos

5

1023
2 2

2

0

2

2

0

2

   

Si )2(cos
2

1

2

1
)(cos 2    

























 





2

0

2

0

2

0

2 )2(cos
2

1

2

1

5

2)1023(
)2(cos

2

1

2

1

5

2)1023(
ddddSzx

S

 

       







d
dU

ddU

U







2

2

2

 
































 







4

0

2

0

4

0

2

0

2 )(
4

1

25

2)1023(
)(cos

2

1
.

2

1

2

1

5

2)1023(
UsendUUddSzx

S

 

  

















 )00(
4

1

5

2)1023(
)0()4(

4

1

2

2

5

2)1023(2 


sensendSzx

S

 



219 

 

909
5

2)1023(2 


dSzx

S

 

 

Integral de superficie de 


F sobre S (o integral de flujo) 

 

Swokowski (1989) y otros la denotan como dSnF

S



 . que es el flujo de un campo 

vectorial 


F  a través de (o sobre) una superficie S,  donde 


n  es un vector unitario normal. 

El vector unitario normal  


n se define: 

),,(

),,(

zyxg

zyxg
n








               (5.48) 

Donde: ),(),,( yxfzzyxg   

    1),(),(

ˆˆ),(ˆ),(

22







yxfyxf

kjyxfiyxf
n

yx

xx              (5.49) 

 

Se parte de las siguientes suposiciones: 

 


n  varía continuamente sobre la superficie S. 

 Si S tiene dos lados, tales como “lado de arriba” y “lado de abajo” de la gráfica de, 

),( yxfz  . Para una superficie cerrada S como una esfera puede considerarse “la parte 

de afuera” y “la parte de adentro” de S. En donde a 


n se le llama vector unitario normal 

exterior o vector unitario normal interior como se observa en la Figura 5.6 y Figura 5.7. 
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Figura 5.6      Figura 5.7 

Vectores unitarios normales    Vectores unitarios normales 

exteriores (Swokowski, 1989).   interiores (Swokowski, 1989). 

                                        

 

 Si el fluido tiene densidad ),,( zyx  entonces el valor de la integral de flujo 

dSnF

S



 . es la masa del fluido que atraviesa S por unidad de tiempo. 

 El campo vectorial 


F puede representar flujo térmico en estado estacionario, un gas que 

se expande uniformemente, una corriente eléctrica. En estos casos, “flujo” corresponde a 

cantidad (por unidad de tiempo) de calor que cruza S, de gas a través de S o de carga 

eléctrica a través de S, respectivamente.  

 

Para una superficie cerrada como una esfera: 

Si 


n es el vector unitario normal exterior, entonces el flujo mide el desplazamiento neto 

hacia afuera por unidad de tiempo. Si la integral de flujo es positiva, el flujo hacia afuera de S es 

mayor que el flujo hacia adentro y se dice entonces que hay una fuente de 


F dentro de S; caso 
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contrario, si la integral es negativa, entonces el flujo hacia adentro de S es mayor que el flujo 

hacia afuera de S y se dice que hay un sumidero dentro de 


F . Si la integral es cero significa que 

el flujo hacia adentro y el flujo hacia afuera de S son iguales (Swokowski, 1989). 

 

Actividad 5.25: Sea S la parte de la gráfica (mostrada) cuya ecuación es 

229 yxz   tal que 0z y sea kzjyixzyxF ˆˆ3ˆ3),,( 


. Determinar el flujo de 


F a 

través de S (Swokowski, 1989). 

 

 

El flujo dSnFF

S



 .  

Primero: se encuentra el vector unitario normal con ecuación 5.48: 
),,(

),,(

zyxg

zyxg
n








 

),( yxfz   

229 yxz   

),(),,( yxfzzyxg   

)9(),,( 22 yxzzyxg   
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k
z

j
y

i
x

zyxg ˆˆˆ),,(













  

kjyixk
z

z
j

y

y
i

x

x
zyxg ˆˆ2ˆ2ˆ)9(

ˆˆ),,(
22















  

1441)2()2(),,( 2222  yxyxzyxg  

Por lo tanto: 
),,(

),,(

zyxg

zyxg
n








 

144

ˆˆ2ˆ2

22 






yx

kjyix
n  

Segundo: se encuentra el flujo de 


F a través de S 

dS
yx

kjyix
kzjyixdSnF

SS
144

ˆˆ2ˆ2
.)ˆˆ3ˆ3(.

22 


 



 

dS
yx

zyx
dSnF

SS

 






144

66
.

22

22

 

Tercero: resolver la integral de flujo con ecuación 5.45: 

      dAyxfyxfyxfyxgdSzyxg yx

RS yx

1),(),(),(,,),,(
22
   

 
144

66
),(,,

22

22






yx

zyx
yxfyxg   

Debe estar solo en función de x  y y , por lo que es necesario sustituir el valor de 

229 yxz  . 

 
144

955

144

966
),(,,

22

22

22

2222











yx

yx

yx

yxyx
yxfyxg  
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Obteniendo las derivadas parciales de 229),( yxyxf   con respecto a x  y a y  

xyxfx 2),(    yyxf y 2),(            

Elevando las derivadas parciales al cuadrado para después sustituir en 5.45 

  22
4),( xyxfx      22

4),( yyxf y           

dAyxdSyx
yx

yx
dSnF

xyxy RRS

)155(144
144

955
. 2222

22

22

 







  

yxR es la región circular en el plano xy  acotado por la gráfica de 9
22
 yx . 

Para resolver la integral se utilizan coordenadas polares: 

222 yxr           drdrdA    

Los límites son: 

Para r :     Para  : 

9
22
 yx      

0r  a 3r     0  a  2  

Sustituyendo: 

   






2

0

3

0

3

2

0

3

0

222 )95()95()955(. ddrrrddrrrdAyxdSnF

xyRS

 

Resolviendo la integral interna: 

3

0

24

3

0

3

0

3

3

0

3

2

9

4

5
95)95( rrdrrdrrdrrr     



224 

 

4

567

4

162405

2

81

4

405
)9(

2

9
)81(

4

5
)3(

2

9
)3(

4

5
)95( 24

3

0

3 


 drrr  

El resultado se vuelve a integrar con respecto a  : 

)2(
4

567

4

567

4

567
.

2

0

2

0






 


ddSnF

S

 


2

567
. 


 dSnF

S

 

 

 

Formas alternativas del teorema de Green 

 

Son el teorema de la divergencia o de Gauss y el teorema de Stokes, que son la extensión 

de las formas vectoriales del teorema a tres dimensiones. 

 

 

Teorema de la divergencia o de Gauss 

 

Se refiere al flujo de un campo vectorial a través de una superficie cerrada S que es la 

frontera de una región Q en tres dimensiones, es decir, este teorema permite evaluar el flujo a 

través de una superficie cerrada utilizando una integral triple. En esta parte 


n denota un vector 

unitario normal exterior a S (Swokowski, 1989: Larson y Edwards, 2010).  
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Figura 5.8 

Representación de un vector unitario 

normal exterior a S. 

 

Definición: 

Sea Q una región en tres dimensiones acotada por una superficie cerrada S y sea 


n  un 

vector unitario normal exterior a S en ),,( zyx . Si es una función vectorial que tiene derivadas 

parciales continuas en Q, entonces: 

 

dVFdSnF

QS




 ..               (5.50) 

Recordando que kzyxPjzyxNizyxMF ˆ),,(ˆ),,(ˆ),,( 


, entonces el teorema de la 

divergencia puede expresarse: 

 

dV
z

zyxP

y

zyxN

x

zyxM
dSnF

QS

 























 ),,(),,(),,(
.          (5.51) 
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O Simplemente: 

 

dV
z

P

y

N

x

M
dSnF

QS

 

























.             (5.52) 

 

Actividad 5.26: Sea Q la región acotada por las gráficas de 422  yx , 0z  y 

3z , S la frontera de Q (como se muestra en la figura dada) y 

kzjyixzyxF ˆˆˆ),,(
333 



. Utilice el teorema de la divergencia para evaluar 

dSnF

S



 .  (Swokowski, 1989). 

 

De ecuación 5.52   Se tiene dV
z

P

y

N

x

M
dSnF

QS

 

























.  

De 


F se obtiene:   3xM    3yN    3zP   

Derivando parcialmente:       
23 x

x

M





           

23 y
y

N





            

23 z
z

P





 

Sustituyendo en 5.52: 
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    dVzyxdVzyxdSnF

QQS

 


222222 3333.  

Utilizando coordenadas cilíndricas, para resolver la integral triple: 

222 yxr  ,  ddrdzrdV   

  ddrdzrzrdSnF

QS

 


223.  

Límites para z : 

0z  a 3z  

Límites para r : 

0r  a 2r  

Límites para  : 

0  a  2  

  






2

0

2

0

3

0

223. ddrdzrzrdSnF

S

……………………………………………...…… A 

Resolviendo la integral interna con respecto a z  

      

3

0

3

0

2

3

0

323

3

0

22 dzzrdzrdzzrrddrdzrzr   

  rrrr
r

rz
r

zrddrdzrzr 93
3

27
327.

3
3.

3

333
3

0

33

3

0

22    

Resolviendo la integral para r  
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  24

2

0

24

2

0

2

0

3

2

0

3 )2(.
2

9
)2(.

4

3
.

2

9
.

4

3
9393    rrdrrdrrdrrr  

  301812)4(.
2

9
)16(.

4

3
93

2

0

3  drrr  

Resolviendo la integral para   






60)2(303030

2

0

2

0

 d  

Sustituyendo en A 

 180)60(3. 


 dSnF

S

 

 

Actividad 5.27: Sea Q el sólido acotado por el cilindro 422  yx , el plano 

6 zx  y el plano yx , como se muestra en la figura. Encontrar dSnF

S



 . donde S es 

la superficie de Q y     kejzyxizsenxzyxF
y ˆˆ)cos(ˆ)(),,(

2 


 (Larson y 

Edwards, 2010). 
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Utilizando el teorema de la divergencia para evaluar la integral de flujo: 

De ecuación 5.52  se tiene que dV
z

P

y

N

x

M
dSnF

QS

 

























.  

    kejzyxizsenxzyxF y ˆˆ)cos(ˆ)(),,( 2 


 

De 


F se obtiene:   )(2 zsenxM   )cos(zyxN   yeP   

Derivando parcialmente:       x
x

M
2




            x

y

N





            0





z

P
 

Sustituyendo en 5.52  

  dVxdVxdVxxdSnF

QQQS

 


3302.  

Utilizando coordenadas cilíndricas, para resolver la integral triple: 

)(cos rx  ,  ddrdzrdV   
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 ddrdzrddrdzrrdSnF

QQS

 


)(cos3)(cos3. 2 …………………….. A 

Límites para z : 

6 zx  

)(cos66 rxz   

0z  a )(cos6 rz   

Límites para r : 

0r  a 2r  

Límites para  : 

0  a  2  



 

ddrdzrdSnF

r

S

  






2

0

2

0

)(cos6

0

2 )(cos3.  

Resolviendo la integral interna con respecto a z  

)(cos6

0

2

)(cos6

0

2

)(cos6

0

2 )(cos)(cos)(cos





r

rr

zrdzrdzr




   

  )(cos)(cos6)(cos6)(cos)(cos 2322

)(cos6

0

2 



rrrrdzr

r




 

El resultado se vuelve a integrar para r  

   

2

0

32

2

0

2

2

0

232 )(cos)(cos6)(cos)(cos6 rdrdrrdrrr   
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  4
2

3

2

0

4
2

3
2

0

232 )2(
4

)(cos
)2()(cos2

4
)(cos

3
)(cos6)(cos)(cos6


 

rr
drrr

  )(cos4)(cos16)(cos)(cos6 2

2

0

232   drrr  

El resultado se vuelve a integrar para   

  



ddd  

2

0

2

2

0

2

0

2 )(cos12)(cos48)(cos4)(cos163  

       Si: )2(
2

1

2

1
)(cos 2  sen   

  



dsendd  









2

0

2

0

2

0

2 )2(
2

1

2

1
12)(cos48)(cos4)(cos163  

  



dsenddd  

2

0

2

0

2

0

2

0

2 )2(
2

1
6)(cos48)(cos4)(cos163  

         







d
dU

ddU

U







2

2

2

 

  dUUsenddd  





4

0

2

0

2

0

2

0

2 )(
2

1
.

2

1
6)(cos48)(cos4)(cos163  

 






4

0

2

0

2

0

2 )(cos
4

1
6)(48)(cos4)(cos163  send  
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     )0(cos)4(cos
4

1
)2(6)()2(48)(cos4)(cos163

2

0

2  



sensend  

  



12)11(
4

1
12)(cos4)(cos163

2

0

2  d  

Sustituyendo en A 

12. 


 dSnF

S

 

 

 

Teorema de Stokes 

Swokowski (1989), Leithold (1998), Larson y Edwards (2010) y Stewart (2018) entre 

otros, desarrollan el tema de forma similar.   

Definición (Swokowski, 1989): 

dSnFrotdSTF

SC



 







 ..              (5.53) 

También el teorema de Stokes puede expresarse: 






CC

drFdSTF ..                          (5.54) 

El vector 


T es un vector unitario tangente a C que apunta en la dirección positiva. Si 


F  

es un campo vectorial cuyas componentes tienen derivadas parciales continuas en una región que 

contiene a S, como se muestra en la Figura 5.9. 
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Figura 5.9 

S es la gráfica de ),( yxfz  y la proyección de C1 

de C sobre el plano yx (Swokowski, 1989). 

 

 

Actividad 5.28: Sea S la parte del paraboloide 229 yxz  para 0z , y sea C la 

traza de S en el plano yx . Verificar el teorema de Stokes para el campo vectorial 

kyjxizzyxF ˆ2ˆ4ˆ3),,( 


 (Swokowski, 1989). 
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Primero: se encuentra el vector unitario normal con ecuación 5.48: 
),,(

),,(

zyxg

zyxg
n








 

),( yxfz   

229 yxz   

),(),,( yxfzzyxg   

)9(),,( 22 yxzzyxg   

k
z

j
y

i
x

zyxg ˆˆˆ),,(













  

kjyixk
z

z
j

y

y
i

x

x
zyxg ˆˆ2ˆ2ˆ)9(

ˆˆ),,(
22















  

1441)2()2(),,( 2222  yxyxzyxg  

Por lo tanto: 
),,(

),,(

zyxg

zyxg
n








 

144

ˆˆ2ˆ2

22 






yx

kjyix
n  

Segundo: se encuentra el rotacional de 


F con ecuación 5.41: 

PNM

zyx

kji

FxFrot















ˆˆˆ

 




FxFrot  

xz

yx

ji

yxz

zyx

kji

43

ˆˆ

243

ˆˆˆ




















 

kjik
x

x
j

z

z
i

y

y
Fx ˆ4ˆ3ˆ2ˆ4ˆ3ˆ2 

















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Por lo tanto: 

 










 

SS
yx

kjyix
kjidSnFrot

144

ˆˆ2ˆ2
.)ˆ4ˆ3ˆ2(.

22
 

 










 

SS
yx

yx
dSnFrot

144

464
.

22
 

Tercero: resolver la integral de superficie con ecuación 5.45: 

      dAyxfyxfyxfyxgdSzyxg yx

RS yx

1),(),(),(,,),,(
22
   

229),( yxyxf   

Obteniendo las derivadas parciales de 229),( yxyxf   con respecto a x  y a y  

xyxfx 2),(    yyxf y 2),(            

Elevando las derivadas parciales al cuadrado para después sustituir en 5.45 

  22
4),( xyxfx      22

4),( yyxf y           

 
144

464
),(,,

22 




yx

yx
yxfyxg  

Sustituyendo en 5.45: 

dAyx
yx

yx
dSzyxg

yxRS

144
144

464
),,( 22

22





   

dAyxdSzyxg

yxRS

)464(),,(   …………………………………………………… A 

Para resolver la integral se utilizan coordenadas polares: 

)(cos rx  ,       )(senry           drdrdA    
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Los límites son: 

Para r :     Para  : 

9
22
 yx      

0r  a 3r     0  a  2  

Sustituyendo en A: 

   





2

0

3

0

4)(6)(cos4),,( ddrrsenrrdSzyxg

S

 

   





2

0

3

0

22 4)(6)(cos4),,( ddrrsenrrdSzyxg

S

 

Resolviendo la integral interna para r  

    

3

0

3

0

2

3

0

3

0

222 4)(6)(cos44)(6)(cos4 drrdrrsendrrdrrsenrr   

 
3

0

2
3

0

3
3

0

3

0

3
22

2
.4

3
.)(6

3
.)(cos44)(6)(cos4

rr
sen

r
drrsenrr    

  23

3

0

322 )3(.2)3(.)(2)3(.
3

)(cos4
4)(6)(cos4  


 sendrrsenrr  

  )9(.2)27(.)(2)27(.
3

)(cos4
4)(6)(cos4

3

0

22  


 sendrrsenrr  

  18)(54)(cos364)(6)(cos4

3

0

22   sendrrsenrr  
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El resultado se vuelve a integrar con respecto a  : 

 






2

0

2

0

18)(cos54)(3618)(54)(cos36  sendsen  

      )2(18)0(cos)2(cos54)0()2(3618)(54)(cos36

2

0





 sensendsen  

    



3636115418)(54)(cos36

2

0

 dsen  

Con ecuación 5.54:  




CC

drFdSTF ..   

dzydyxdxzdrF

CC

243.  


                 

Donde C es la circunferencia en el plano yx (por lo tanto, 0z ), entonces la expresión 

anterior se reduce a: 

 


CCC

dyxdyxdrF 44.  

Por definición, el área de la región R es: 
C

dyx  

AdrF

C

4. 


 

 36)3(44. 22 


rdrF

C
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Por lo tanto, el teorema de Stokes:  

dSnFrotdSTF

SC



 







 ..  

 3636   lo que se quería demostrar 

 

 

Actividad 5. 29: Utilice el teorema de Stokes para evaluar 


C

drF . , donde 

kzjxiyzyxF ˆˆˆ),,(
22 



y C es la curva de intersección del plano 2 zy  y el 

cilindro 122  yx . La curva C se aprecia en la figura dada (Stewart, 2018). 

 

Primero se obtiene el rotacional de 


F con ecuación 5.41: 

PNM

zyx

kji

FxFrot















ˆˆˆ
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


FxFrot  

xy

yx

ji

zxy

zyx

kji

222

ˆˆˆˆˆ
























 

kykykk
x

x
k

y

y
k

x

x
Fx ˆ)21(ˆ2ˆˆˆ2ˆ

2



















 

El disco 122  yx  es la proyección D de S en el plano yx :  

dAydSFrotdrF

DSC

 











)21(..  

Para resolver la integral se utilizan coordenadas polares: 

)(senry           drdrdA    

Los límites son: 

Para r :     Para  : 

1
22
 yx      

0r  a 1r     0  a  2  

    



ddrsenrrddrrsenrdrF

C

   


2

0

1

0

2

2

0

1

0

)(2)(21. ……………………… A 

Resolviendo la integral interna para r  

 
1

0

32
1

0

2

1

0

1

0

2

3
.)(2

2
)(2)(

r
sen

r
drrsendrrdrsenrr     

  )(
3

2

2

1

3

1
.)(2

2

1
)(

1

0

2  sensendrsenrr   

El resultado se vuelve a integrar con respecto a  : 
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




2

0

2

0

2

0

2

0

)(cos
3

2

2

1
)(

3

2

2

1
)(

3

2

2

1









  dsenddsen  

  











 )11(

3

2
)0(cos)2(cos

3

2
)2(

2

1
)(

3

2

2

1

2

0

dsen  

Sustituyendo el resultado en A 




C

drF .

 

 

5.11 Actividades de aprendizaje y complementos educacionales 

Según lo planteado en la propuesta de trabajo, se describen los complementos 

educacionales y las actividades de aprendizaje para el tema 5: integración múltiple. La 

competencia específica es que los estudiantes formulen y resuelvan integrales múltiples a partir 

de una situación propuesta, eligiendo el sistema de coordenadas más adecuado para desarrollar su 

capacidad para resolver problemas. Interpreta y determina las características de los campos 

vectoriales para su aplicación en el estudio de fenómenos físicos. 

Competencias genéricas: habilidad para realizar abstracciones, analizar y sintetizar 

información; capacidad para identificar, formular y resolver problemas de manera efectiva; 

habilidad para aprender de forma continua y actualizar sus conocimientos y capacidad para 

colaborar eficazmente en un equipo de trabajo (TecNM, s. f.). 

Para el Tema 5, al igual que para todos los temas de la asignatura, se utilizará el enfoque 

de metodologías activas de aprendizaje. A través del aprendizaje colaborativo y cooperativo, se 

fomenta la cohesión del grupo y se incentiva a los estudiantes a trabajar de manera conjunta. 
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Además, se aplicará el aprendizaje basado en problemas, en el que los estudiantes aprenden a 

través de la resolución actividades con problemas tipo. El profesor llevará a cabo actividades que 

luego serán analizadas y discutidas tanto a nivel de equipo como en grupo. Si bien el resultado 

final es único y no admite discusión, el proceso para llegar a él puede variar dependiendo de las 

bases matemáticas de los estudiantes. El rol del profesor será el de guía o facilitador del 

aprendizaje, promoviendo el desarrollo de habilidades para que el estudiante sea el protagonista 

de su proceso educativo. 

Complemento Educacional No. 1. Aprendizaje basado en problemas y Complemento 

Educacional No. 3. Ejercicios/casos prácticos. En relación con estos complementos 

educacionales, se presentarán en clase actividades relacionadas con la solución de problemas o 

ejercicios de cada uno de los subtemas. La resolución de estos ejemplos se llevará a cabo durante 

las diferentes sesiones de clases de acuerdo con la planeación realizada por el profesor 

procurando en todo momento fomentar la discusión y participación de los estudiantes. Además de 

los ejemplos de clase, se conformarán equipos de trabajo para que los estudiantes resuelvan los 

ejercicios y reafirmen sus conocimientos. En el anexo 1 se incluye una serie de actividades con 

ejercicios representativos que se tienen planeados para el curso. Las herramientas tecnológicas 

relacionadas con este objetivo educacional consisten en los programas Word®. En Word® se 

presentará el listado con la redacción de las actividades a resolver en el aula y las tareas. Las 

gráficas de las funciones se realizan con el Winplot, Matlab y GeoGebra. Tanto los problemas 

resueltos como los propuestos estarán a disposición de los estudiantes a través de la plataforma 

MOODLE y en la medida de lo posible serán proyectados en el aula de clase para su solución. 

Durante estas actividades se llevará un registro de la participación de los estudiantes en la 

resolución de las actividades en el aula. 
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Complemento Educacional No. 2. Presentaciones. Se han preparado una serie de 

presentaciones con el propósito de desarrollar los diferentes subtemas en el aula. Una vez que se 

hayan visto en clase, las presentaciones estarán a disposición de todos los estudiantes a través de 

la plataforma MOODLE. A manera de muestra en la Figura 5.10 se presenta una carátula del 

programa PowerPoint® en la que se visualiza el contenido de una de las presentaciones 

señaladas. Se creó un Padlet, mostrado en Figura 2.8 con el formulario para derivadas e 

integrales a utilizar durante el curso, los estudiantes podrán bajarlo con la liga: 

https://padlet.com/lupitaamado/c-lculo-integral-formulario-para-derivadas-e-integrales-

vqktstlpfr0ohdxw 

Figura 5.10 

Vista del presentador en el programa PowerPoint® de la presentación del Tema 5: integración 

múltiple.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

https://padlet.com/lupitaamado/c-lculo-integral-formulario-para-derivadas-e-integrales-vqktstlpfr0ohdxw
https://padlet.com/lupitaamado/c-lculo-integral-formulario-para-derivadas-e-integrales-vqktstlpfr0ohdxw


243 

 

En la instrumentación didáctica que acompaña a estos apuntes se proporciona información 

detallada sobre las actividades de aprendizaje y de enseñanza, así como los niveles de desempeño 

y evaluación para este tema.   
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ANEXO 1. ACTIVIDADES ADICIONALES PARA CÁLCULO VECTORIAL 

Las actividades elaboradas por el autor de estos apuntes no cuentan con referencia, 

mientras que aquellas tomadas de otros autores están acompañadas de la referencia respectiva.    

 

1. Vectores en el espacio 

 

Actividad 1.1: Sean los vectores 3,1A 


 y 2,4B 


. Encontrar: 

a) 


 BA  

5,32,43,1BA 


   

 

b) 


 B
2

3
 



 B
2

3
 = 3- ,62 ,4

2

3
 







  

 

c)  



 B3A2  

12,106,126,22,433,12B3A2 


 

 

d) 


 BA  

1,52,43,1 


BA  
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e) Trazar los vectores de posición 


A , 


B , 


A2 , 


 BA   y 


 B
2

3
. 

 

 

 

 Actividad 1.2: Determine la magnitud de los siguientes vectores. 

a) 3,8B 


  




B )3()8( 2   =  964     =  73  

 

b) 2,5C 


 




C  √(5)2 + (√2)2  =  225  =  27  = 3 3  
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c) 3,4,2E 


 




E 222 )3()4()2(   =  9164    =   29     R3 terna ordenada (x, y, z)  

 

Actividad 1.3: Dados los vectores: 4,5 


A , 2,3


B , 2,3 


N  y 

1,4 


R , realice las operaciones: 

a) 


 BA  

6,82,34,5BA 


 

b) 


 BA 32  

2,16,98,102,334,52B3A2 


 

c) 


 RN  

1,11,42,3RN 


 

 

Actividad 1.4: Determinar la suma o resultante de forma analítica y gráfica. 

a) 4,2


C , 1,4


B  

Forma analítica 



 BC   1,44,2    



 BC    = 5,2  
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Forma gráfica (método del paralelogramo) 

 

 

b) 4,3


G , 4,3


H  

Forma analítica 



 HG  4,34,3    



 HG  8,0  

Forma gráfica (método del paralelogramo) 
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Actividad 1.5: Se tiene ĵî5A 


 y ĵ7î4B 


 .  Expresar 3


A  - 2 


B  como una 

combinación lineal de los vectores canónicos (Swokowski, 1989). 

3


A  - 2 


B  = 3(5 î  +  ĵ  ) – 2(4 î  –7 ĵ   )                                                                     

3


A  - 2 


B   = jiji ˆ14ˆ8ˆ315 


 

3


A  - 2 


B  = ji ˆ17ˆ7    = 17,7  

 

Actividad 1.6: Encontrar un vector unitario 


U  que tenga la misma dirección que el 

vector ĵ4î2r 


. 

  52)5()4(20164 


r   







r

r
U  

jiji
ji

U ˆ
5

2
ˆ

5

1
ˆ

52

4
ˆ

52

2

52

ˆ4ˆ2







     

Racionalizando:     

jiU ˆ
5

5
.

5

2
ˆ

5

5
.

5

1




 

jiU ˆ
5

52
ˆ

5

5




     

Actividad 1.7: Sea el vector ĵ15î8a 


. Encontrar un vector unitario  


U  que 

tenga: 

a) La misma dirección del vector 


a . 
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b) Dirección opuesta al vector 


a . 

a) 

  







a

a
U                    ĵ

17

15
î

17

8
U 


                  

17      

1728922564 









aa

a

          

               

b) 

  a

a
U









                  ĵ

17

15
î

17

8
U 


 

 

Actividad 1.8: Un vector 


a  tiene una componente “x” positiva de 4 unidades y una 

componente “y’’ negativa de 2 unidades, ¿Qué vector 


d  al sumarse a 


a  producirá un 

vector resultante cuya magnitud sea el triple de la de 


a  y esté dirigido en dirección “y” 

positiva? 

jia ˆ2ˆ4 


                                 


a  = 416  = 20  = 2 5  

ĵ   3


 aad  



 aad  -ĵ    3  
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jijd ˆ2ˆ4ˆ)52(3 


                          

jid ˆ)256(ˆ4 


               

jid ˆ41.15ˆ4 


 

 

Actividad 1.9: Calcular el producto escalar 


c  -a . b  si  1,3,2


a ,  

5,4,7


b  y 


c  2,5,1   .  

        



ba  .  = 5,4,7 .  [ 1,3,2  – 2,5,1  ] 



ba  . = 5,4,7   .  1,8,3    



ba  .   = - 21 + 32 – 5 



ba  . = 6 

 

Actividad 1.10: Determine el ángulo entre los vectores:  k̂ĵ3î4M 


  y   

k̂2ĵ2îN 


.    

1916 


M = 26  

39441 


N                
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42642,2,1.1,3,4 


NM  

cos


 NMNM  






























NM

NM1cos  

  
84.74

263

4
cos 1 








   

 

Actividad 1.11: Demostrar que los pares de vectores kjia ˆ2ˆ7ˆ3 


 y 

kjib ˆˆ4ˆ10 


 son ortogonales. 

Si son ortogonales el producto escalar entre ellos debe ser cero. 













sonba

ba

ba

0303022830

1,4,102,7,3

0

 

 

Actividad 1.12: Dados los vectores ĵ2î4B   ,ĵî5A 


. Determinar La 

proyección vectorial de 


B  sobre 


A . 

La proyección vectorial de 


B  sobre 


A se determina por:  
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








A

A

AAAA
BCompUBCompBoy ..Pr  

 

En la Actividad 1.13 del aula de clase se obtuvo la proyección escalar de 


B  sobre 


A : 

  

26

18

26

220

125

1,5.2,4. 

















A

AB
BComp

A
 

Sustituyendo ese valor en la expresión para la proyección vectorial de 


B  sobre 


A  

 










A

A

AAAA
BCompUBCompBoy ..Pr    

26

18
,

26

90

2626

18
,

2626

90

26

1,5
.

26

18
Pr












 Boy
A

 

 

13

9
,

13

45
Pr






 Boy
A

 

 

Actividad 1.13: Obtenga el determinante: 

42  1   

1   5  2

3   12  







 = - 40 – 1 – 12 – (15 + 4 - 8) = - 64 
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Actividad 1.14: Sea 6,1,2a 


 y 1,5,3b 


. Obtenga: B) 


b  X 


a  

(Swokowski, 1989). 

62

13

ˆˆ

112

653

ˆˆˆ








jikji

aXb  

kjiaXb

jikkjiaXb

jikkjiaXb

ˆ7ˆ20ˆ31

ˆ18ˆˆ10ˆ3ˆ2ˆ30

)ˆ18ˆˆ10(ˆ3ˆ2ˆ30













 

 

Actividad 1.15: Dados los vectores 2,3,1c,1,1,2b,3,2,1a 


. 

Hallar el triple producto vectorial 


cX)bXa( . 

12

21

ˆˆ

112

321

ˆˆ








jikji

bXa



  

31

55

ˆˆ

231

555

ˆˆˆ












 
jikji

cXbXa  

kjibXa

jikkjibXa

jikkjibXa

ˆ5ˆ5ˆ5

ˆˆ3ˆ4ˆˆ6ˆ2

)ˆˆ3ˆ4(ˆˆ6ˆ2













 

 

kjicXbXa

jikkjicXbXa

jikkjicXbXa

ˆ20ˆ15ˆ5

ˆ10ˆ15ˆ5ˆ15ˆ5ˆ10

)ˆ10ˆ15ˆ5(ˆ2ˆ5ˆ10

































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Actividad 1.16: Encontrar la forma simétrica de la ecuación de la recta que pasa por 

)2 ,1 ,3(P1   y )4 ,7 ,2(P2   (Swokowski, 1989). 

2,6,521 


PP  

tz

ty

tx

22

61

53







                                
2

2

6

1

5

3













 zyx
    Forma simétrica de la recta 

 

Actividad 1.17: Encuentre el ángulo entre las dos rectas que tienen ecuaciones 

paramétricas: 

Recta 1 t5z             t34y            t27x                

Recta 2 v1z           v43y             v1x   

De ecuaciones paramétricas de recta 1 se tiene: 5,3,2


a  y de recta 2 se tiene que 

1,4,1


b   

Si el producto escalar es: )cos(. 


 baba   

   

181161

382594

155122.













b

a

ba

 

         




























ba

ba .
cos 1            55

(18) 38

15
cos

1838

15
cos 11 























   
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Actividad 1.18: Trazar la gráfica de la ecuación del plano  12z4y3x2   

(Swokowski, 1989). 

Primero obtener los puntos de intersección del plano con los ejes coordenados: 

Sustituyendo x, y, z por “cero” en la ecuación del plano se obtiene: 

Si: y = z = 0        z = x = 0                 y = x = 0 

Se obtiene:           x             y            z 

2 x + 3 y + 4 z = 12  2 x + 3 y + 4 z = 12  2 x + 3 y + 4 z = 12 

 

)0,0,6(

6

122

xP

x

x





    

)0,4,0(

4

123

yP

y

y





        

)3,0,0(

3

124

zP

z

z





 

 

Graficando: 

 

 

 

 

 

 

 

 

Actividad 1.19: Dos fuerzas de 200 lb y 250 lb forman un ángulo de 
3

1
 entre sí y 

están aplicadas a un objeto en el mismo punto. Determine: 

a) La intensidad o magnitud de la fuerza resultante 

b) El ángulo que forma la resultante con la fuerza de 200lb (Leithold, 1998). 

   

 

 

x 

y 

z 
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Datos: 



1F  = 200 lb 



2F  = 250 lb 

 

a) 


R  = ? 

b) Ángulo entre 


R  y 


1F = ? 

De gráfica se observa  Componente en x 

    


1F  = 0 ,200     
250

)60cos( 2



 xF
 

a) La resultante es el vector suma de fuerzas:            125)60cos(2502 


xF  



 21 FFR           



R = 0 ,200  + 216.5 ,125        Componente en y 



R = 5.216 ,325         
250

)60(
2




yF

sen  

La magnitud de la resultante               5.216)60(2502 


senF y  

22 )5.216()325( 


R                         5.216 ,1252 


F   

lbR 5.390

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b) El ángulo entre la fuerza de 200 lb y la resultante      

  

 

6.33
325

5.216
tan          ,tan 1 








 







x

y

R

R
 

El ángulo buscado es: 33.6  

 

Actividad 1.20: Obtenga el trabajo realizado por una fuerza constante  4,2


F

sobre un bloque que se mueve de )1,1(1P a )6,4(2P . Suponga que la magnitud de la fuerza 

se mide en libras y la de la distancia se mide en pies (Zill y Wright, 2011). 

La distancia o desplazamiento del bloque está dado por:  

5,31,16,41221 


OPOPPPd  

Entonces por definición el trabajo realizado es: 



 OPFdFW ..  

5,3.4,2W  

206 W  

26W  lb-pie 
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2. Curvas planas, ecuaciones paramétricas y coordenadas polares 

 

Actividad 2.1: Grafique la curva C, cuyas ecuaciones paramétricas se indican. 

a) 2tx  ,   3ty   en el intervalo de [- 1, 2] (Swokowski, 1989; Zill y Wright, 2011). 

 

t -1 -0.5 0 1 1.5 2 

f(t) 1 0.25 0 1 2.25 4 

g(t) -1 -0.125 0 1 3.37 8 

   

 

 

 

 

b)  )cos(2 tx  ,   )(2 tseny   en el intervalo de [0, 2π] (Leithold, 1998). 

 

t 0 
 

π 
 

2π 

f(t) 2 0 -2 0 2 

g(t) 0 2 0 -2 0 

 

 

 

 

 

 

2



2

3
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Actividad 2.2: Determine la derivada 
dx

dy
e indique para que valores de t existe la 

derivada. 

a) 12  tx , 
3ty   (Stewart, 2018). 

   t
dt

dx
2        

23 t
dt

dy
  

Sustituyendo las derivadas en 2.1: 
)´(

)´(

tf

tg

dt

df
dt

dg

dt

dx
dt

dy

dx

dy
  

2

3

2

3 2 t

t

t

dt

dx
dt

dy

dx

dy
          La derivada existe para todos los números reales.  

 

b) 
t

etx  , )(tsenty   (Stewart, 2018). 

   
tttt eett

dt

d
ee

dt

d
t

dt

dx
      

)(cos1)( ttsen
dt

d
t

dt

d

dt

dy
  

Sustituyendo las derivadas en 2.1: 
)´(

)´(

tf

tg

dt

df
dt

dg

dt

dx
dt

dy

dx

dy
  

)1(

)(cos1)(cos1











te

t

eet

t

dt

dx
dt

dy

dx

dy
ttt

      

La derivada existe para todos los números reales, 1t .  
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Actividad 2.3: Encuentre la pendiente y la ecuación de una recta tangente al punto P 

para el parámetro t indicado (Zill y Wright, 2011). 

Dado: 242  ttx ,  14 35  tty , el punto P correspondiente a t = 1.  

Evaluando x, y en el parámetro t = 1 se obtiene el punto P (- 5, - 4) 

Con 2.2 se obtiene la pendiente:    
)('

)('

tf

tg

dx

dy
m   

24)( 2  tttf          14)( 35  tttg  

42)´(  ttf    24 125)´( tttg   

   
42

125 24






t

tt

dx

dy
 

m
dx

dy

t












 2

7
 

2

7
  

42

125

1

 

Por lo tanto, la ecuación de la recta tangente, en el punto correspondiente a t = 1 se 

obtiene con 2.3: 

)x(xm y - y 11 

  

), -    P(- m 45
2

7
 

    

)    (x     y 5
2

7
4   

4
2

35

2

7
 -  x    y                                  

2

27

2

7
  x    y  
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Actividad 2.4: Determine el área bajo la curva que tiene las ecuaciones 

paramétricas: 

a) 
2

tx  , 
3 ty   en el intervalo  2,0  (Leithold, 1998). 

2)( tx tf  , 
3)(  ty tg   se cumple que )()( bfa f   

ttf 2)('   

Sustituyendo en 2.4 para encontrar el área bajo la curva 

b

a

dttftg  A  )(')(  

   
5

64
32

5

2
02

5

2

5

2
22 5

2

0

5
2

0

4

2

0

3  
t

dttdttt  A   

 

b) 
tex  1 , 12  t y  en el intervalo  1,0  (Edwards y Penney, 2008). 

te tf 1)( , 12)(  t  tg  se cumple que )()( bfa f   

te tf )('  

Sustituyendo en 2.4 para encontrar el área bajo la curva 

b

a

dttftg  A  )(')(  

 

1

0

1

0

1

0

1

0

2)2()12( dtedtetdteet  dtet  A  ttttt
 

Resolviendo la primera integral 
1

0

dtet t
 por partes: 
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t

t

t

ev

dtedvdtdU

dtedvtU







  

    10 011011
1

0

1

0

1

0

  eeeeeeeetdteetdtet ttttt
 

Resolviendo la segunda integral 
1

0

dte t  directa: 

101
1

0

1

0

 eeeedte tt
 

Sustituyendo los resultados de ambas integrales en A: 

)1(112)1()1(22

1

0

1

0

eeeedtedtet  A  tt    

 

Actividad 2.5: Determine la longitud de arco de la curva parametrizada en cada 

inciso. 

 

a)  tetx 23)(  , tety 24)(  , en el intervalo de  [0, ln5] (Leithold, 1998). 

tetxtf 23)()(      tetytg 24)()(   

tetf 26)´(       tetg 28)´(   
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Sustituyendo en 2.5 para determinar     dttgtfL

b

a

 
22

)´()´(  

dtedteedteeL

Ln

t

Ln

tt

Ln

tt

 

5

0

4

5

0

44

5

0

2222 1006436)8()6(  

52

0

52

0

5

0

2

5

0

2

1

4

5

0

4 5
2

10
10)(1010

Ln
R

Ln

R

Ln

t

Ln

t

Ln

t edRedtedtedteL    

Realizando cambio de variable                          

dt
Rd

LnRdtRd

RtR

s

i







2

522

0)0(22

 

      2451255155
25052 






  LnLn eeeL  

120L  

 

b) 3)( ttx  , 22)( tty  , en el intervalo 10  t  (Leithold, 1998).    

3)( ttf    22)( ttg   

23)´( ttf    ttg 4)´(   

Sustituyendo en 2.5 para determinar     dttgtfL

b

a

 
22

)´()´(  

dtttdtttdtttdtttL  

1

0

2

1

0

22

1

0

24

1

0

222 169)169(169)4()3(  
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)64125(
27

1
)16()25(

27

1

3

2
.

18

1

18

1
2

3

2

3
25

16

2

3
25

16

2

1















  UdUUL  

dtt
dU

)(UdttdU

)(UtU

s

i







18

 251619                    18

 161609                  169

2

22

 

27

61
L  

 

Actividad 2.6: Convierta el punto dado a coordenada polar, cilíndrica, esférica o 

rectangular según sea el caso. 

a)  2,32P   ubicando el punto en el plano, está en el cuarto cuadrante 

2y32x   

Se determina el ángulo auxiliar  , medido desde el eje x al segmento dirigido del origen 

al punto dado. 

32

2
)tan(      

6
30

3

1
arctan


   

  



6

7

6
  

Para encontrar la distancia polar se utiliza ecuación 2.9: si 222 yxr  , entonces: 

 22 yxr  4164)3)(4()2()32( 22   

Por lo tanto:   







 

6

7
,4P2,32P  
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b)  3,1P     ubicando el punto en el plano, está en el segundo cuadrante 3y1x   

Se determina el ángulo auxiliar  , medido desde el eje x al segmento dirigido del origen 

al punto dado. 

3)tan(       3975.056.713arctan   

   6025.03975.0   

Para encontrar la distancia polar se utiliza ecuación 2.9:  si 222 yxr  , entonces 

22 yxr  10)3()1( 22   

Por lo tanto:       43.108,106025.0,103,1 PPP   

 

c) 









4
,1


P   1r   
4


   

Con ecuación 2.6 y 2.7: 

)(cos rx     )(senry   











4
cos


x   










4


seny    

7071.0x    7071.0y    

Por lo tanto: 























2

2
,

2

2
)7071.0,7071.0(

4
,1 PPP


 

 

d)  32,2P   ubicando el punto en el plano, está en el tercer cuadrante 32y2x   

Se determina el ángulo auxiliar  , medido desde el eje x al segmento dirigido del origen 

al punto dado. 
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2

32
)tan(      

3
603arctan


   

  



3

4

3
  

Para encontrar la distancia polar se utiliza ecuación 2.9:   si 222 yxr  , entonces 

22 yxr  416)3(44)32()2( 22   

Por lo tanto:   







 

3

4
,4P32,2P  

 

e) 







4,

6
,6P


       6r    
6


      4z  

r

x
)cos(     

r

y
)(sen    2222 zyx                    




z
)cos(  

196.5x

)30cos(6x

)cos(rx





 

    

4.3y

)30(sen6y

)(senry





 

 

132)13(452

)4()3()33( 222

222











 zyx

        








3128.030.56

132

4
arccos

arccos



























z

 

Por lo tanto:   


















 
3128.0,

6
,132P4,4.3,196.5P4,

6
,6P  

 

Actividad 2.7: Obtenga una ecuación cartesiana de la gráfica que tiene la ecuación 

polar o cilíndrica indicada. 

a) 
24 r z    (Leithold, 1998). 

)(4 22 yx z   
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044 22  zyx  

 

b) )2(42 senr   (Leithold, 1998). 

Se tiene la identidad trigométrica: )(cos)(2)2(  sensen   

 )(cos)(242 senr   



















r

x

r

y
r 82  

2

2 8

r

xy
r   

  xyr 8
22   

  xyyx 8
222   

  08
222  xyyx  

 

c) xyx 822    ( Zill y Wright, 2011). 

Sustituyendo ecuaciones:  

)(cos8)()(cos 2222  rsenrr   

  )(cos8)()(cos 222  rsenr   Identidad trigonométrica: 1)()(cos 22   sen  

)(cos82 rr   

0)(cos82  rr  

  0)(cos8  rr  
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3. Funciones vectoriales de una variable real 

 

Actividad 3.1: Sea ktj
t

ittR ˆ)ln(ˆ
3

1
ˆ2)( 






. Determine el dominio D 

de la función vectorial (Leithold, 1998). 

El dominio de )(tR


es el conjunto de valores de t para los cuales )(tf , )(tg y )(th están 

definidos, es decir, el dominio son todos los valores de t que satisfacen a todos las componentes 

de la función vectorial. 

Determinado el D de cada componente de )(tR


: 

)(tf      )(tg     )(th  

02 t            3t     0t      

2t  

Por lo tanto, el dominio D que satisface a todas las funciones es: 3,2  tt  

También puede expresarse como:    ,33,2 U . 

 

Actividad 3.2: Obtenga el límite de las funciones vectoriales siguientes: 

a) )(lim
1

tR
t




 sí j

t

t
i

t

t
tR ˆ 

1

1
ˆ  

1

1
)(

2










 (Leithold, 1998). 

ji
t

t
tR

tt
ˆ 

1-t

1t
limˆ 

1

1
lim)(lim

1 t

2

1 1







 
























 

ji
t

tt
tR

tt
ˆ 

1-t

1t
limˆ 

1

)1)(1(
lim)(lim

1 t1 1 







 




















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jittR
tt

ˆ 
1-t

1t
limˆ )1(lim)(lim

1 t1 1 







 
















 

Aplicando el proceso a límite de la función vectorial 

0,0,2ˆ 2)(lim
1 





itR

t
 

 

b)  )(lim
0

tR
t




 si k

tsen

tsen
j

tsen

t
i

t

t
tR ˆ 

5

3
ˆ 

2

tan
ˆ 

 cos
)( 



 

k
tsen

tsen
j

tsen

t
i

t

t
tR

tttt

ˆ 
5

3
limˆ 

2

tan
limˆ 

 cos
lim)(lim

0000

































 

Se observa que al tomar límite en la componente 1 este no existe, y hay indeterminación 

en los componentes 2 y 3 de la función vectorial, pero como el límite de la componente 1 no está 

definido entonces, se dice:  existeNotR
t

)(lim
0




 . 

 

Actividad 3.3: indique para que valores de t la función )(tR


 es continua. 

jti
t

tR ˆ)4ln(ˆ
52

1
)( 






 

 

2

5

052






t

t

 

 

4

4

04







t

t

t

  

Por lo tanto, la función vectorial es continua en 






 
4

2

5
,

 

 

 l 

   0  - 5/2    4 
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Actividad 3.4: Dada la función vectorial: 

  ktj
e

ittr
t

ˆ)17(ˆ
1

ˆ)5cos()(
4




   k̂)1t7(ĵeî)t5cos( t4  
 

Determine en cada inciso: 

i) Dominio de )(tr


 . 

ii) )(tr
dt

d 

 y su dominio. 

Solución: 

i) D: R     

ii) kjeitsentr
dt

d t ˆ7ˆ4ˆ)15(5)( 4  


 

kj
e

itsentr
dt

d
t

ˆ7ˆ
4

ˆ)15(5)(
4




    D: ),(   

 

Actividad 3.5: Antiderive las funciones vectoriales. 

a) dttR


)(      si k 
t

jt) (i  e(t)R

t

ˆ
1

ˆ5cosˆ3 


 

dttR


)(  = kdt
t

jdttidt

t

ˆ 
1

ˆ )5cos(ˆ  e 3




































 

  

dtdu

dtdu

t
u









3

3

1

3

 

dt
dw

dtdw

tw







5

5

5
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dttR


)(  = kdt
t

jdwwiduu ˆ 
1

ˆ )cos(
5

1
ˆ  e3 


























   

  kCtjCtseniCedttR

t

ˆ )ln(ˆ )5(
5

1
ˆ  3)( 321

3 



























  

 

b) dttR


)(      si 
 

k
t

j
t

ittR ˆ 
2cos

5
ˆ 

14

1
ˆ  )23()( 






 

 
kdt

t
jdt

t
idttdttR ˆ 

2cos

5
ˆ 

14

1
ˆ  )23()( 




























 



 

  kdttjdttidttdttR ˆ )2sec(5ˆ 14ˆ  )23()( 2

1



























 



 

                                                 

dt
du

dtdu

tu







4

4

14

                 

dt
dw

dtdw

tw







2

2

2

 

kdwwjduuidttdttR ˆ )sec(
2

5
ˆ 

4

1
ˆ  )23()( 2

1

































 



 

    )ˆˆˆ(ˆ tansecln
2

5
ˆ2

4

1
ˆ  2

2

3
)( 321

2

1

2 kcjcickwwjuittdttR 





































 

    )ˆˆˆ(ˆ 2tan2secln
2

5
ˆ14t

2

1
ˆ  2

2

3
)( 321

2 kcjcickttjittdttR 










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c) dttR


)(      si   j tit)  ()(tR ˆlnˆ3cos
2 



 

  jdttit)dt(dttR ˆ lnˆ  3cos)( 2

















 



……………………………………………………………A 

La primera integral de A se resuelve con la identidad trigonométrica: 

)t6cos(
2

1

2

1
t)3(cos2  y la segunda integral de A con la técnica de integración por partes. 

  







 dttdtdtt)(t)dt( )6cos(

2

1

2

1
 6cos

2

1

2

1
 3cos2

 

       

dt
du

dtdu

tu







6

6

6

 

)6(
12

1

2
)cos(

6

1
.

2

1

2

1
 3cos2 tsen

t
duudtt)dt(    

t)tln(tdt)tln(t
t

dt
.t)tln(tdt)tln(    

 

dt
t

du

tu

1

)ln(





     
tv

dtdv




 

 

Sustituyendo en A 

  )ˆˆˆ(ˆ )ln(ˆ )6(
12

1

2
)( 321 kcjcicjtttitsen

t
dttR 











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Actividad 3.6: Encontrar la longitud de arco si jteitsenetR
tt ˆ)(cosˆ)()( 



 si t 

se incrementa de 1 a 4 (Leithold, 1998). 

Resolviendo con ecuación 3. 8: dttRL

b

a




 )´(   

Derivando la función vectorial jteitsenetR tt ˆ)(cosˆ)()( 


: 

    jtseneteitsenetetR tttt ˆ)()(cosˆ)()(cos)´( 


 

   22
)()(cos)()(cos)´( tsenetetsenetetR tttt 



 

)()()(cos2)(cos)()()(cos2)(cos)´( 2222222222 tsenetsentetetsenetsentetetR tttttt 


 

)()(cos)()(cos)´( 22222222 tsenetetsenetetR tttt 


 

 )()(cos)()(cos)´( 22222 tsenttsentetR t 


 

  tttt eeeetR 222)11()´( 2

1
222 



 

Sustituyendo en 3.8: dttRL

b

a




 )´(  

4

1

4

1

4

1

222 ttt edtedteL    

 eeL  42  
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Actividad 3.7: Hallar el vector normal principal unitario para el círculo dado por: 

jtsenittr ˆ )(2ˆ )cos(2)( 


. 

El vector tangente unitario se obtiene con 3.9: 

 )( ́r 

 )( ́r 
 (t)T

t

t






  

jtitsentr ˆ )cos(2ˆ )(2)(´ 


 

  24)(cos)(4)(cos4)(4 )(´  2222 


ttsenttsentr   

 

Sustituyendo en 3.9: 

 
jtitsen

jtitsenjtitsen
ˆ )cos(ˆ )(

2

ˆ )cos(ˆ )(2 

2

ˆ )cos(2ˆ )(2 
 (t)T 









 

 

El vector normal principal unitario se obtiene con 3.10:   

 )(´

)(´
)(

tT

tT
tN






  

Si  jtitsentT ˆ )(cosˆ )()( 


    

jtsenittT ˆ )(ˆ )cos()(´ 


        

1 )()(cos)(´ 22 


tsenttT     

 

Sustituyendo en 3.10:    jtsenittN ˆ )(ˆ )cos()( 

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Actividad 3.8: El vector de posición de una partícula que se mueve en el plano 

coordenado es (Swokowski, 1989): 

 ˆˆ t)()(
32

jtittr 


para 20  t  

a) Calcular la velocidad y la aceleración de la partícula al tiempo t. 

b) Trazar la trayectoria C de la partícula y representar geométricamente )1(


v y )1(


a . 

a) Velocidad y aceleración 

jtittrtv ˆ 3ˆ )12()(´)( 2


   jtittrta ˆ 6ˆ 2)(´´)( 


 

3,3ˆ 3ˆ 3)1(´)1( 


jirv    6,2ˆ 6ˆ 2)1(´´)1( 


jira  

b) De la función vectorial )(tr


 se obtienen las ecuaciones paramétricas de la curva C: 

ttx  2  3ty    

Para graficar se dan valores de t en el intervalo dado de 20  t  : 

t 0 0.5 1 1.5 2 

x 0 0.8 2 3.8 6 

y 0 0.1 1 3.4 8 

 

Para t  = 1 la partícula está en el punto P (2, 1) 

Graficando: 
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Actividad 3.9: Una partícula se mueve a lo largo de una curva cuyas ecuaciones 

paramétricas son: 

 tex    )3cos(2 ty                )3(2 tsenz     

Siendo t el tiempo.  

Hallar: 

a) La velocidad y aceleración al tiempo t. 

b) El módulo de la velocidad y la aceleración en el instante t = 0. 

El vector de posición de la partícula es: 

  ˆ )3(2 ˆ )3(cos2ˆ )( ktsenjtietr t  


 

a) Velocidad y aceleración al tiempo t 

ktjtsenietrtv t ˆ )3(cos6ˆ )3(6ˆ )(´)(  


 

ktsenjtietrta t ˆ )3(18ˆ )3cos(18ˆ )(´´)(  


 

b) Módulo o magnitud de la velocidad y aceleración para t = 0. 

6,0,1ˆ 6ˆ )0(´)0( 


kirv   0,18,1ˆ 18ˆ )0(´´)0( 


jira  

37 361 )0( 


v    135)13)(25(325 3241 )0( 


a   

 

Actividad 3.10: Un proyectil es lanzado de un arma en un ángulo de elevación de 
6

  

radianes. Su velocidad inicial es 480 ft/s (Leithold, 1998). 

ENCONTRAR: 

a)  El vector de posición del proyectil en cualquier tiempo. 

b)  El tiempo de recorrido (cuando el proyectil cae). 
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c)  El alcance del proyectil 

d)  La altura máxima. 

e)  El vector velocidad del proyectil en el impacto. 

f)  La magnitud de la velocidad al impacto 

 

 

 

 

 

        

 

 

 

a) Con ecuación 3.13 se plantea la función vectorial: 

  jtgsentVhitVtr ˆ
2

1
)(ˆ)(cos)( 2

00 











  

Sustituyendo los datos en 3.13: 

  jtsentittr ˆ)32(
2

1
)30(480ˆ)30(cos480)( 2












  

  jttittr ˆ16240ˆ69.415)( 2


 

 

De la función vectorial se tienen las ecuaciones paramétricas: 

Componente en x    Componente en y 

tx 69.415      216240 tty   

 

Datos: 

 = 30° 

V0 = 480 ft/s 

)(tr


=? 

t alcance =? 

x =? 

hmax =?   

=?      
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b) El tiempo de recorrido (cuando el proyectil cae y = 0) 

2162400 tt   

)16240(0 tt   

0t   016240  t  

      24016  t     

  
16

240




t  

  st 15  

O bien puede determinarse el tiempo que tarda el proyectil en alcanzar la altura máxima 

216240 tty   

ty 32240´0   

Despejando t 

24032 t  

32

240
t  

st 5.7 tiempo que tarda en caer el proyectil 

  

c)   El alcance del proyectil (x) 

tx 69.415  

)15(69.415x  

ftx 35.6235  
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 d)   2
max 16240 ttyh   

2
max )5.7(16)5.7(240 h  

fth 900max   

 

e) t = 15 seg. 

)15(


v = ? 

  jttittr ˆ16240ˆ69.415)( 2


 

  jtitrtv ˆ32240ˆ69.415)(´)( 


 

  jirv ˆ)15(32240ˆ69.415)15(´)15( 


 

  jirv ˆ480240ˆ69.415)15(´)15( 


 

240,69.415ˆ240ˆ69.415)15(´)15( 


jirv   

240,69.415)15( 


v vector velocidad al momento del impacto. 

 

f)   22 )240()69.415(15 


v  

 
s

ft
v 4.47915 

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4. Funciones vectoriales de una variable real 

 

Actividad 4.1: Sea yxyxyxyxg 23),( 2332   evalúe )2,1(g  (Stewart, 

2018): 

114348)2(2)1(3)2()1()2()1()2,1( 2332 g  

 

Actividad 4.2: Demuestre que los límites indicados no existen (considere la regla de 

las dos trayectorias). 

a) 
24

2

)0,0(),(
lim

yx

yx

yx 
 (Thomas G. B., 2010). 

Trayectoria 1: Cualquier punto sobre el eje x, es decir, P(x, 0) o en el eje y P(0, y) 

En el eje x       En el eje y 

00lim
0

lim
)0,(),(4)0,(),(


 xyxxyx x
         00lim

0
lim

),0(),(2),0(),(


 yyxyyx y
 

Trayectoria 2: El conjunto de todos los puntos (x, y) en cualquier recta que pasa por  el  origen 

y = mx 

)(
limlim

)(
lim

222

3

),0(),(224

3

),0(),(24

2

),0(),( mxx

xm

xmx

xm

mxx

xmx

mxyxmxyxmxyx 





 
 

0
0

lim
222),0(),(





 mmx

xm

mxyx
 

Trayectoria 3: El conjunto de todos los puntos (x, y) en la parábola y = x2 

2

1

2

1
lim

2
limlim

),0(),(4

4

),0(),(44

22

),0(),( 2


  mxyxmxyxxyx x

x

xx

xx
 

Por lo tanto, por la regla de las dos trayectorias, el límite no existe. 
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b) 
42

2

)0,0(),(
lim

yx

yx

yx 
(Stewart, 2018). 

Trayectoria 1: (x, y) tiende a (0, 0) a lo largo de cualquier recta y = mx 

442

3

),0(),(42

2

),0(),(42

2

),0(),(
lim

)(

)(
limlim

xmx

xm

xmx

xmx

yx

yx

xmyxxmyxxmyx 





 
 

  24),0(),(242

3

),0(),(42

2

),0(),( 1
lim

1
limlim

xm

xm

xmx

xm

yx

yx

xmyxxmyxxmyx 





 
 

0lim
42

2

),0(),(


 yx

yx

xmyx

 

Trayectoria 2: El conjunto de todos los puntos (x, y) en la parábola x = y2  

44

4

),(),(
422

22

),(),(
42

2

),(),( 222
lim

)(
limlim

yy

y

yy

yy

yx

yx

yyyxyyyxyyyx 





 

 

2

1
lim

2
limlim

),(),(
4

4

),(),(
42

2

),(),( 222 yyyxyyyxyyyx y

y

yx

yx






 

2

1
lim

42

2

),(),( 2


 yx

yx

yyyx

 

Como trayectorias distintas conducen a valores límite diferentes, el límite dado no 

existe, o bien puede indicar que, por la regla de las dos trayectorias, el límite no existe. 

 

Actividad 4.3: Dada la función obtenga las primeras derivadas parciales. 

a) xyz3xyz5xy3)x(senw 2445   

Derivando con respecto a x (manteniendo y, z constante): 

yz3x2.yz5y3)xcos(
x

x
yz3

x

x
yz5

x

x
y3

x

)x(sen

x

w 445
2

445

z,y

































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yz3xyz10y3)xcos(
x

w 445

z,y













 

Derivando con respecto a y (manteniendo x, z constante): 

xz3)y4(xz5)y5(x3
y

y
xz3

y

y
xz5

y

y
x3

y

w 3244
4

24
5

z,x




























 

xz3yxz20xy15
y

w 3244

z,x













 

Derivando con respecto a z (manteniendo x, y constante): 

xy3)z4(xy5
z

z
xy3

z

z
xy5

z

w 324
4

24

y,x























 

xy3zxy20
z

w 324

y,x













 

 

b) )y6(sen)x4cos(e)t,y,x(f t3  

Derivando con respecto a x: 

)x4(sen4.)y6(sene
x

)x4cos(
)y6(senef)t,y,x(f t3t3

xx 



  

 

)x4(sen)y6(sene4f)t,y,x(f t3
xx

  

Derivando con respecto a y: 

)y6cos(6.)x4cos(e
y

)y6(sen
)x4cos(ef t3t3

y

  



  

)y6cos()x4cos(e6f t3

y

  
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Derivando con respecto a t: 




3.e)y6(sen)x4cos(
t

e
)y6(sen)x4cos(f)t,y,x(f t3

t3

tt 



 



 

)y6(sen)x4cos(e3f)t,y,x(f t3

tt

   

 

Actividad 4.4: Dada  la  ecuación  de Clausius TRbv
cvT

a
P 














 )(

)( 2

obtenga 
Tv

P












(Smith J. M. et al, 2020).  

Despejando P de la ecuación de Clausius: 

bv

TR

cvT

a
P















2)(
 

2)cv(T

a

bv

TR
P





  

Derivando con respecto a v 

v

)cv(
.

T

a

v

)bv(
.TR

v

P 21

T 



















 

 

)1(
T

)cv(a2
)1()bv(TR

v

P 3
2

T


 













 

32
T )cv(T

a2

)bv(

TR

v

P


















 

 

Actividad 4.5: Se tiene  yxxyxfz  2),( . Obtenga z  para determinar el 

cambio en ),( yxf cuando ),( yx varía de )1,1(  a )7.0,2.1( (Zill y Wright, 2011). 
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Con ecuación 4.2  

),(),( yxfyyxxfz   

Primero se evalúa: 

)()()(),( 2 yyxxxxyyxxf   

)()(2),( 22 yxxyyxyxxxxxyyxxf   

yxxyyxyxxxxxyyxxf  22 )(2),(  

Sustituyendo en 4.2  

yxxyxxyyxyxxxxxz  222 )(2  

yxxyyxxxxz  2)(2  

),( yx varía de )1,1(  a )7.0,2.1(  

Se obtiene el cambio en x y el cambio en y: 

2.012.112  xxx  

3.017.012  yyy  

Sustituyendo x , y , x y y en z : 

)3.0()2.0()2.0()1()3.0()1()2.0()2.0()1(2 2  z  

6.0 z  

 

Actividad 4.6: Determinar la diferencial total de la función:

223)(2),( yxysenxyxz  (Larson y Edwards, 2010).  

La diferencial total de 223)(2),( yxysenxyxz  es: 
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dy
y

z
dx

x

z
dz









  

Obteniendo las derivadas parciales de z  

26)(2 yxysen
x

z





 

yxyx
y

z 26)(cos2 



 

Sustituyendo las derivadas parciales en la diferencial total dz  

   dyyxyxdxyxysendz 22 6)(cos26)(2   

 

Actividad 4.7:  Sea yzxu  2
, )(tsenrx  , )cos(try 

 
y )(2 tsenrz  . Aplicando 

la regla de la cadena obtenga: 
r

u




y 

t

u




 (Leithold, 1998).  

Sea ),,( zyxfu  una función de tres variables. Planteando las derivadas parciales: 

r

z

z

u

r

y

y

u

r

x

x

u

r

u































...  ... A 

t

z

z

u

t

y

y

u

t

x

x

u

t

u































...  ...   B 

Derivando parcialmente zyxu  2  con respecto a x, y, z 

x
x

u
2




  z

y

u





   y

z

u





 

            Derivando )(tsenrx  , (t)ry cos  y )(2 tsenrz   con respecto a r:  

)(.)( tsen
r

r
tsen

r

x










 )cos(.)cos( t

r

r
t

r

y










 )(.)( 22 tsen

r

r
tsen

r

z










 

            Derivando )(tsenrx  , (t)ry cos  y )(2 tsenrz   con respecto a t:  
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)cos(
)(

. tr
t

tsen
r

t

x










    )(

)cos(
. tsenr

t

t
r

t

y










 

 
)cos()(2

)(
.)(2

)(
.

)(
.

22

ttsenr
t

tsen
tsenr

t

tsen
r

t

tsen
r

t

z




















 

Sustituyendo las derivadas encontradas en A: 
r

z

z

u

r

y

y

u

r

x

x

u

r

u































...  

)()cos()(2 2 tsenytztsenx
r

u





 

Sustituyendo )(tsenrx  , (t)ry cos  y )(2 tsenrz   (para dejar las derivadas parciales 

en términos de r y t) y simplificando: 

)()cos()cos()()()(2 22 tsentrttsenrtsentrsen
r

u





 

)()cos()cos()()(2 222 tsentrttsenrtsenr
r

u





 

   )cos(22)()cos()cos(2)( 22 ttsenrtttsenr
r

u





 

 )cos(1)(2 2 ttsenr
r

u





 

Sustituyendo las derivadas encontradas en B: 
t

z

z

u

t

y

y

u

t

x

x

u

t

u































...  

)cos()(2)()cos(2 ttrsenytsenrztrx
t

u





 

Sustituyendo )(tsenrx  , (t)ry cos  y )(2 tsenrz   (para dejar las derivadas parciales 

en términos de r y t) y simplificando: 

)cos()(2)()cos(2 ttrsenytsenrztrx
t

u





 

)cos()()cos(2)()()cos()(2 2 ttrsentrtsenrtsenrtrtsenr
t

u





 



288 

 

)()(cos2)()cos()(2 22322 tsentrtsenrttsenr
t

u





 

 )(cos2)()cos(2)( 222 ttsenttsenr
t

u





 

 

Actividad 4.8:  Determine la razón a la que cambia la presión cuando la temperatura 

es de 300 K aumenta a razón de 
s

K
1.0  y el volumen es 100 litros y aumenta a razón de 

s

l
2.0 . Considere que la presión (kilopascales), el volumen (litros) y la temperatura (grados 

K) se relacionan por la ecuación de estado TRnPV   para un mol de un gas ideal. 

Considere la contante universal de los gases como 
Kmol

J
R


 31.8  (Stewart, 2018). 

Datos: 

Kmol

J
R


 31.8                               TRnPV   

V = 100 litros               
V

T

V

TRn
P

31.8
   ),( VTfP       

T = 300 K    
t

V

V

P

t

T

T

P

t

P
























……. A    

s

l

t

V
2.0




               

VT

T

VT

P 31.831.8










 

s

K

t

T
1.0




    

2

2
1 31.8

31.831.8
V

T
VT

V

V
T

V

P









 


   

?




t

P
    Sustituyendo en A 

)2.0(
31.8

)1.0(
31.8

2V

T

Vt

P





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)2.0(
)100(

)300(31.8
)1.0(

100

31.8
2






t

P
 

s

Pak

t

T
04155.0




 tasa de disminución de la presión 

 

 

Actividad 4.9:  Sea ),( yxfz  tal que 022  zyxx . Determine 
x

z




 y 

y

z




. 

            Si zyxxzyxF 22),,(   

Primero se obtienen las derivadas parciales de F con respecto a cada una de las variables: 

zyxF
x

F
x

22 



 

zxyF
y

F
y 2




 

2yxF
z

F
z 




 

Después se sustituyen las derivadas parciales de F en la definición 4.7 y 4.8.  

2

22

yx

zyx

x

z 





           

2

2

yx

zxy

y

z





 

 

Actividad 4.10: Dada la función obtenga las segundas derivadas parciales 

(Swokowski, 1989). 

)x(seneW xz            ),( yxfW   
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Derivando  con respecto a x                

zexsenxe
x

xz
exsenxe

x

e
xsen

x

xsen
e

x

W xzxzxzxz
xz

xz

z

).()cos().()cos()(
)(




























 

)()cos( xsenezxe
x

W xzxz

z













 

 )()cos( xsenzxe
x

W xz

z













 

Derivando otra vez con respecto a x 



















































x

xsen
e

x

e
xsenz

x

e
x

x

x
e

x

W xz
xzxz

xz

z

)(
)()cos(

)cos(
2

2

 






































)cos().().cos()(

2

2

xe
x

xz
exsenz

x

xz
exxsene

x

W xzxzxzxz

z

 

 )cos().().cos()(
2

2

xezexsenzzexxsene
x

W xzxzxzxz

z



















 

)cos()()cos()( 2

2

2

xzexsenezxzexsene
x

W xzxzxzxz

z



















 

)()cos(2)( 2

2

2

xsenezxzexsene
x

W xzxzxz

z



















 

 )()cos(2)( 2

2

2

xsenzxzxsene
x

W xz

z



















 

Derivando )()cos( xsenezxe
x

W xzxz

z













  con respecto a z. Se obtiene la segunda 

derivada parcial cruzada. 

























z

z
ee

z
zxsene

z
xW zxzxzx

xz )()cos(  
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 zxzxzxzxzxzx
xz exezxsenxexezx

z
ezxsenzx

z
exW 


















 )()cos()()cos(  

)()()cos( xsenexsenexzxexW zxzxzx
xz   

 )()()cos( xsenxsenxzxxeW zx
xz   

Derivando )x(seneW xz
 
con respecto a z 

)().().()( xsenxexxsene
z

xz
exsen

z

e
xsen

z

W xzxzxz
xz

x























 

)x(senex
z

W zx

x













 

Derivando otra vez con respecto a z  

)().().()( 2

2

2

xsenexxxsenxe
z

xz
exxsen

z

e
xxsen

z

W xzxzxz
xz

x





























 

)(2

2

2

xsenex
z

W xz

x



















 

Derivando )x(senex
z

W zx

x













  con respecto a x. Se obtiene la segunda derivada 

parcial cruzada. 





































 zxzxzxzxzxzx

xz ezx
x

ex)x(sen)xcos(ex
x

x
ee

x
x)x(sen)x(sen

x
exW  

  )x(sene)x(senezx)xcos(exezex)x(sen)xcos(exW zxzxzxzxzxzx
xz   

 )x(sen)x(senzx)xcos(xeW zx
xz   

Las parciales cruzadas son iguales: 

 sen(x)sen(x)xz(x)xeW zx
xz  cos      )()()cos( xsenxsenzxxxeW zx

xz   
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Actividad 4.11 : Determine la derivada direccional de 
222 4),,( zyxyxzyxf 

en (1, -1, 2) en la dirección de 3,2,6


v  (Zill y Wright, 2011). 

Primero se determinan las derivadas parciales con respecto a cada una de las variables 

independientes. 

xyy
x

x
y

x

x
yfx 8.4. 2

2
2 









  

22
2

42.4. xyx
y

y
x

y

y
xf y 









    zfz 2  

Sustituyendo en la ecuación 4.10 para obtener el gradiente, considerando tres variables 

kzyxfjzyxfizyxfzyxf zyx
ˆ),,(ˆ),,(ˆ),,(),,(   

kzjxyxixyyzyxf ˆ2ˆ)42(ˆ)8(),,( 22   

    kjif ˆ)2(2ˆ)1(4)1()1(2ˆ)1()1(8)1()2,1,1( 22   

kjif ˆ4ˆ)42(ˆ)81()2,1,1(   

4,6,9ˆ4ˆ6ˆ9)2,1,1(  kjif  

El vector unitario es: 

 
7

3
,

7

2
,

7

6
ˆ

7

3
ˆ

7

2
ˆ

7

6

49

3,2,6

9436

3,2,6










kji

v

v
U  

De 4.11 se obtiene la derivada direccional: 



 UzyxfzyxfD
U

.),,(),,(  en P )2,1,1( P  



 UffD
U

.)2,1,1()2,1,1(  
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7

3
,

7

2
,

7

6
.4,6,9),(  yxfD

U
 

7

12

7

12

7

54
),(  yxfD

U

 

7

54
),(  yxfD

U

 

 

Actividad 4.12: Suponga que la temperatura )C(T   en el punto )z,y,x(P está dada 

por: 

xyz50T   

a) Encontrar la razón de cambio de la temperatura con respecto a la distancia en pies al punto  

)1,4,3(P  en la dirección del vector 2,2,1


a  . 

b) La derivada direccional máxima en el punto )1,4,3(P . 

a)   Con ecuación 4.11: 


 UzyxTzyxTD
U

.),,(),,(          

kji

a

a
U ˆ

3

2
ˆ

3

2
ˆ

3

1

3

2,2,1







                    3441221 222 


a  

Obteniendo derivadas Parciales 

    yzTx    xzTy    xyTz    

Obteniendo el gradiente con ecuación 4.10: 

k̂)z,y,x(Tĵ)z,y,x(Tî)z,y,x(T)z,y,x(T zyx   

k̂yxĵzxîzy)z,y,x(T   

Sustituyendo el punto )1,4,3(P  
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k̂)4()3(ĵ)1)(3(î)1)(4()1,4,3(T   

k̂12ĵ3î4)1,4,3(T   

Por lo tanto, la derivada direccional es: 


 UzyxTzyxTD
U

.),,(),,(  en )1,4,3(P  

kjikjiTD
U

ˆ12ˆ3ˆ4ˆ
3

2
ˆ

3

2
ˆ

3

1
)1,4,3(   

3

34

3

24

3

6

3

4
)1,4,3( TD

U

 

ft

C
TD

U


 33.11)1,4,3(  

b) El valor máximo de la derivada direccional es en: 

169)12(34)1,4,3(T 222 
 

ft

C
13)1,4,3(T




 

 

5. Integración múltiple 

 

Actividad 5.1: Evalúe la integral doble dydxxy  

3

0

4

2

2)3( . 

dydxxy  














3

0

4

2

2)3(  

Resolviendo la integral interna: 

    
3

218
57

33
)3()3(

33

7

5

37

5

2
4

2

2
4

2

2 yyyu
duuydxxydxxy    
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dxdu

3xu




  

734u

532u

s

i




 

dydx)3x(y

3

0

4

2

2

     3270)3(
3

109

3

109

2
.

3

218

3

218 2
3

0

22
1

3

0

 yydyy  

 

Actividad 5.2: Evalúe la integral   











2
0

2
y

dydx
y

x
sen  (Leithold, 1998). 

Realizando la integral interna (por cambio de variable): 

     1)cos()0cos()cos()(cos
000

2










 yyyyuyduusenydx
y

x
sen

yyy

     

dxduy

dx
y

du

ydx

du

dx

dx

ydx

du

y
y

y
u

y
u

y

x
u si











1

1

.
1

0
0 2

 

El resultado se vuelve a integrar con respecto a y: 

   













222

)cos(1)cos( dyydyyydyyy ……………………………. A 

La primera integral es por partes:  




2

)cos( dyyy  
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Resolviendo primero como integral indefinida  dyyy )cos(  

)(

)(cos

)(cos

ysenv

dyydvdydu

dyydvyu







  

  dyysenysenydyyy )()()cos(  

Cyysenydyyy  )(cos)()cos(   

Evaluando en los límites dados 

1
2

01)1(
2

0
2

cos)(cos
22

)()()cos(

2






























sensendyyy  

Evaluando la segunda integral 




2

dyy  

 
8

3

4

4

2

1

42

1

22

1

2

2222
2

2
2

2

2

2




























 








































y
dy  

Sustituyendo los resultados de ambas integrales en A: 
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 
8

384

8

3
11

28

3
1

2
1)cos(

222

2
















 dyyy  

8

843 2

2
0

2












 






y

dydx
y

x
sen  

 

Actividad 5.3: Calcular el área de la región acotada por las gráficas: 2162 xy   y  

42  yx . 

Primero: Despejando la misma variable de ambas ecuaciones 

2

16 2x
y


                      

2

4 x
y


  

Segundo: Igualando las ecuaciones de las curvas para obtener los límites a y b. 

2

4

2

16 2 xx 



 

x
x




4
2

)16(2 2

 

xx  416 2  igualando a cero la ecuación 

1640 2  xx  

0122  xx  factorizando 

0)3()4(  xx  

34

0304





xx

xx
 

De donde se tiene que 3a y 4b  
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Graficando las curvas 

2

16 2x
y


  

x - 4 - 3 -1 0 1 2 3 4 

y 0 3.5 7.5 8 7.5 6 3.5 0 

 

 

2

4 x
y


  

x - 4 - 3 -1 0 1 2 3 4 

y 4 3.5 2.5 2 1.5 1 - .5 0 

 

 

 

Los límites de la integral interna se obtienen con el rectángulo representativo de la región 

acotada por las dos curvas. 

El área se obtiene con expresión 5.7  

b

a

xg

xg

dxdyA

)(

)(

2

1

: 

 








4

3

2

16

2

4

2x

x

dxdyA        Integrando con respecto a y 

Resolviendo la integral interna e integrando con respecto a y 

2

x4

2

x16
ydy

22

x16

2

x4

2

x16

2

x4

2
2















          se integra con respecto a x    
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dx)x4(
2

1
dx)x16(

2

1
dx

2

x4

2

x16
A

4

3

4

3

2

4

3

2

















 



  

4

3

23
4

3

23
4

3

23

4

x

6

x
x6

4

x
x2

6

x
x8

2

x
x4

2

1

3

x
x16

2

1
A
































  

Tomando límites 

      )916(
4

1
)2764(

6

1
)34(6)3()4(

4

1
)3()4(

6

1
)3(46A 2233   

12

21182504

4

7

6

91
42)7(

4

1
)91(

6

1
)7(6A


  

2u
12

343
A   

 

Actividad 5.4: Determinar el área de la región en el plano xy acotada por las 

gráficas:     0,2,3  yyxyx . 

                             yx  2  

Graficar la región entre las curvas: 

3yx   

y -1 0 1 2 

x -1 0 1 8 

 
yx  2  

y -1 0 1 2 

x 3 2 1 0 

 

Los límites de y para la integral externa se obtienen de la gráfica: a = 0 y b = - 1     

 

Con el rectángulo representativo se obtienen los límites para la integral interna:  
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  




1

0

2

3

y

y

dydxA  

Resolviendo la integral interna: 

32

2

23

3

yyxdx
y

y

y

y






   Se vuelve a integrar, ahora con respecto a y 

    25.1
4

5

4

1

2

1
20)1(

4

1
0)1(

2

1
)01(2

42
2)2( 32

1

0

42
1

0

3 
yy

ydyyy  

2

1

0

2

25.1
4

5

3

udydxA

y

y

  


 

 

Actividad 5.5: Encontrar el volumen del sólido acotado por la superficie 

22

16

1

9

1
4),( yxyxf  , los planos 3x y 2y , y los 3 planos coordenados. La figura 

muestra la gráfica de la ecuación ),( yxfz   en el primer octante y el sólido dado 

(Leithold, 1998). 
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 

R

dAyxfV ),(         









3

0

2

0

22

16

1

9

1
4 dxdyyxV  

Realizando la integral interna: 

2

0

32
2

0

2

2

0

2
2

0

2

0

22

3
.

16

1

9
4

16

1

9
4

16

1

9

1
4

y
y

x
ydyydy

x
dydyyx 








    

Tomando limites en y 

2223
2

2

0

32

9

2

6

47

6

1

9

2
8

48

8

9

2
8)2(

48

1
)2(

9
)2(4

16

1

9

1
4 xxx

x
dyyx 







  

Integrando el resultado con respecto a x: 

2
2

47
)27(

27

2

2

47
)3(

27

2
)3(

6

47

3
.

9

2

6

47

9

2

6

47 3

3

0

3
3

0

2 









x
xdxx  

3

2

43
uV   

 

También puede obtenerse el volumen V integrando primero con respecto a x para el 

mismo ejemplo. 

 

Actividad 5.6: Determinar el área de la región R acotada por un riso del lemniscato 

222 senar  de la figura del primer cuadrante. Considere a > 0. 
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El área de una región puede determinarse con una integral doble en coordenadas polares 

por la ecuación 5.9 y si 1),( yxf , la expresión se simplifica: 



R

dAA  que en coordenadas polares se expresa  

 

RR

ddrrddrrA   

Límites para r: 

Con el rectángulo 

0ir          )2( senars         

 

Límites para :  

Área donde está la figura 

0i           
2


 s  

 

2

0

2

0






sena

ddrrA  

Resolviendo la integral interna: 



R

dAA
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  




2
2

2
2

1
0)2(

2

1

2

2
22

2

0

2
2

0

sen
a

senasena
r

ddrr

sena
sena

  

Se vuelve a integrar con respecto al ángulo   

 

2

0

2
2

0

2

2
2

2
2



 dsen
a

dsen
a

A  

    

 
























2
2                 

2

2

              002                    2

s

i

Ud
du

ddU

UU

 

)2(
4

)11(
4

)0cos(cos
4

cos
42

1
.

2

222

0

2

0

2

 
aaa

U
a

dUUsen
a

A 



 

2

2a
A   

 

Actividad 5.7: Evalúe la integral triple 
Q

dVzysenyx )( si Q es el 

paralelepípedo rectangular acotado por los planos x , 
2


y , 

3


z y los planos 

coordenados (Leithold, 1998). 

Los límites de las integrales se colocan según el orden de los diferenciales: 




 

0

2

0

3

0

)( dxdydzzysenyx  
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Resolviendo la integral interna con respecto a z: 

 

3

0

3

0

)()(



dzzysenyxdzzysenyx  

Realizando cambio de variable con respecto a z, por lo tanto y se considera constante. 

 

33
                 

              00                  

y
yUdz

y

du

dzydU

yUzyU

s

i

















 


















  )0cos(

3
cos)cos()()(

3

0

3

0

3

0

y
xUxdUUsen

y

yx
dzzysenyx

y
y






 


















 1

3
cos)(

3

0

y
xdzzysenyx





 se vuelve a integrar con respecto a y 

 













































2

0

2

0

2

0

2

0

3
cos

3
cos1

3
cos




dyxdy

y
xdyx

y
xdy

y
x  

 

623
      W          

3

3

              00
3

                  
3

2





























s

i

dy
dW

dydW

W
y

W

 

 
2

0

6

0

2

0

6

0

2

0

2

2

3

3
cos

3
1

3
cos











yx

y
sen

x
dyxdWW

x
dy

y
x 


























   
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Sustituyendo en y los límites indicados 

xsen
x

xsen
x

dy
y

x
2

)30(
3

218

3
1

3
cos

3
2

0













































  

El resultado se vuelve a integrar con respecto a x 


































 










0

2

0000

22222
)30(

3

2
)30(

3 x
dxxdxxdxxsendyxsen

x  

422218

3 32

0

3 

























































 dyxsen

x
 

El resultado de la integral triple 
4

)(
3

0

2

0

3

0




 

 dxdydzzysenyx  

 

 

Actividad 5.8 : Evalúe la integral rdddzr

r

  
2

0

2

0 0



  (Stewart, 2018). 

Utilizando la expresión 5.15 y considerando 1),,( zrf  , se realiza la integral interna 

(con respecto a z): 

2

0

00

rrrzrdzrdzr
r

rr

   

Integrando el resultado con respecto a  : 
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22

2

0

2

2

0

2

2

0

2 2)2( rrrdrdr 




   

El resultado se vuelve a integrar con respecto a r: 





3

16
)2(

3

2

3
.222 3

2

0

3
2

0

2

2

0

2  
r

drrdrr  

La integral triple 



3

16

2

0

2

0 0

  rdddzr

r

 

 

Actividad 5.9: Evalúe la integral   








2

0

4

0

cos

0

2
dddsen  (Stewart, 2018). 

Considerando 1),,( f  y utilizando 5.21: 

Se inicia resolviendo la integral interna (con respecto a  ): 

  
3

cos
0cos

33

3
3

cos

0

3
cos

0

2

cos

0

2 







sensen
sendsendddsen 














   

El resultado se vuelve a integrar con respecto a  : 

 
2

2

1

4
2

2

1

3

4

0

3

4

0

3

43

1

3

1
cos

3

1

3

cos













 

U
dUUdsend

sen





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





dsendU

dsendU

U





 cos

     

10cos

7071.0
2

2

4
cos





s

i

U

U


 

  




























































 4

3

12

1
1

4

1

12

1
1

2

2

12

1
1

2

2

12

1

3

cos
4

2
4

44

0

3






d
sen

 

16

1

48

3

3

cos
4

0

3








d
sen

 

El resultado se vuelve a integrar con respecto a  : 

816

2

16

1

16

1

16

1 2

0

2

0

2

0








  dd  

Por lo tanto, la integral buscada 
8

2

0

4

0

cos

0

2 







   dddsen  

 

Actividad 5.10: Realizar la evaluación de la integral de línea dSyx

C
  )(

3 , donde C 

tiene la parametrización: tx 3 , 
3

ty  en el intervalo 10  t  

Aplicando 5.29         dtthtgthtgfdSyxf

b

a
C

22
)(')(')(),(),(     

Primero obtener:  )(),( thtgf  

yxyxf  3),(  
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  33333 2827)3()(),( tttttthtgf   

Segundo: Obtener: )(tg , )(th , )(' tg  y )(' th  

Si:   )(tgx     )(thy   

ttg 3)(     
3)( tth    

3)(' tg    
23)(' tth      

Tercero: Sustituir en 5.29 

  dtttdtttdtttdSyx

C

2

1
4

1

0

34

1

0

3222

1

0

33 99289928)3()3(28)(    

       

dtt
dU

UdttdU

UtU

s

i

3

43

44

36

18)1(99      36

9)0(99        99







 





  

33
18

9

3

18

9

2

3

2

1
18

9

3 )9()18(
27

14

27

14

3

2
.

9

7

36

28
)( UUdUUdSyx

C

 

59.25)3675.49(
27

14
)273675.76(

27

14
)( 3  dSyx

C

 

 

Actividad 5.11: Evaluar dxyxf

C
 ),(  y dyyxf

C
 ),(  para la curva C con la 

parametrización: yxyxf  3),( ,  tx 3 , 3ty  en el intervalo 10  t . 
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Aplicando 5.30   dttgthtgfdxyxf

b

a
C

)(')(),(),(    y 5.31

  dtththtgfdyyxf

b

a
C

)(')(),(),(      

Se tiene: 

yxyxf  3),(  

  33333 2827)3()(),( tttttthtgf   

ttg 3)(     
3)( tth    

3)(' tg    
23)(' tth   

Sustituyendo en 5.30    dttgthtgfdxyxf

b

a
C

)(')(),(),(    se obtiene:  

21)01(
4

84

4
.8484)3(28)( 4

1

0

4
1

0

3

1

0

33  
t

dttdttdxyx

C

 

Con ecuación 5.31   dtththtgfdyyxf

b

a
C

)(')(),(),(   se obtiene: 

14)01(
6

84

6
.8484)3(28)( 6

1

0

6
1

0

52

1

0

33  
t

dttdtttdyyx

C
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Actividad 5.12: Utilice el teorema de Green para evaluar la integral de línea 

 

C

dyyxdxyx 22 )( , C es la curva cerrada dada por xy 2
, xy   de (0,0) a (1, - 1) 

(Swokowski, 1989). 

Del teorema de Green, ecuación 5.40 dA
y

M

x

N
NdyMdx

C R

  
















  se obtiene: 

dydx
y

y

y

x

x

x
ydA

y

M

x

N
dyyxdxyx

y

yRC

 































































0

1

2
222

2

)(  

dydxydyyxdxyx

y

yC

 






0

1

222

2

)1()(  ……………….. A 

Resolviendo la integral interna: 

)()()()1( 222222
2

222

yyyyyxxydxdxydxy
y

y

y

y

y

y

y

y






  

yyyyyyyydxy

y

y




2342432

2

)1(    sustituyendo el resultado en A 

dyyyyydyyxdxyx

C






0

1

23422 )()(  

0

1

2345
22

2345
)(




yyyy

dyyxdxyx

C
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



















 









 2

1

3

1

4

1

5

1

2

)1(

3

)1(

4

)1(

5

)1(
0)(

2345
22

C

dyyxdxyx  

60

7

60

30201512
)( 22 







 


C

dyyxdxyx  

 

Actividad 5.13: Obtenga la divergencia y rotacional sí 

kexjzsenyixzyzyxF
z ˆˆ)(ˆ3),,(

222 


 (Swokowski, 1989). 

De 


F se obtiene xzyM 23 , )(2 zsenyN  , zexP 2  

a) Con 5.41 se obtiene la divergencia: 
z

e
x

y

y
zsen

x

x
zyzyxF

z
















 22
2 )(3),,(  

zexzsenyzyzyxF 22 2)(23),,( 


 

 

 

b) Con 5.42 se obtiene el rotacional de 


F  

 

PNM
zyx

kji

zyxFxFrot















ˆˆˆ

),,( = 

)(3

ˆˆ

)(3

ˆˆˆ

22222 zsenyxzy

yx

ji

exzsenyxzy

zyx

kji

z




















 

 

j
x

x
ei

z

zsen
yk

y

y
xzk

x

zseny
j

z

z
xyi

y

ex
zyxFx z

z

ˆˆ
)(

ˆ3ˆ
)(

ˆ3ˆ),,( 222
222

































  

jeizykxzjzxyzyxFx z ˆˆ)(cosˆ3ˆ6),,( 222 


 

kxzjezxyizyzyxFx z ˆ3ˆ)6(ˆ)(cos),,( 222 

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Actividad 5.14: Aplicar el teorema de Green para evaluar 

 

C

dyyxxdxy )3( 233
 donde C es la trayectoria desde (0,0) hasta (1,1) a lo largo la 

gráfica de 3
xy   y desde (1,1) hasta (0,0) a lo largo de la gráfica de xy  , como se 

muestra en la figura dada a continuación (Larson y Edwards, 2010). 

 

 

Aplicando ecuación 5.42: dA
y

M

x

N
NdyMdx

C R

  
















  

Considerando:    3yM           23 3 yxxN    

Derivando parcialmente: 

23 y
y

M





         

22 33 yx
x

N





 

dA
y

M

x

N
dyyxxdxy

RC

 
















 )3( 233
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  

1

0

222233

3

3)33()3(

x

xC

dxdyyyxdyyxxdxy  

 

1

0

222233

3

)333()3(

x

xC

dxdyyyxdyyxxdxy  

 

1

0

2233

3

3)3(

x

xC

dxdyxdyyxxdxy ………………………………. A 

Resolviendo la integral interna 

  

x

x

x

x

x

x

xxxxxyxdyxdyx

3 3
3

5332222 33)(3333  

El resultado se vuelve a integrar con respecto a x 

4

1

4

23

2

1

4

3
)1(

2

1
)1(

4

3

6

3

4

3
)33( 64

1

0

1

0

6453 


 xxdxxx  

Sustituyendo en A: 

4

1
)3( 233 

C

dyyxxdxy  
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ANEXO 2. INTRUMENTACIÓN DIDÁCTICA PARA CÁLCULO VECTORIAL 
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ANEXO 3. CARTA DE RECONOCIMIENTO DEL AUTOR DE LOS DERECHOS A 

FAVOR DEL TECNM 

 

 


