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gran parte de mi ser actual. Debo decir que tu amor siempre me ha motivado a seguir adelante y
que jamás he olvidado todos los momentos contigo desde que era un niño. Gracias abuela, porque
jamás has dejado de estar pendiente de mi y porque siempre he estado en tus oraciones. Te amo.

Andrés Maldonado Ort́ız. Dios fue bueno al darme un abuelo como tú, en un tiempo muy corto me
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brindado tu apoyo genuino. Valoro el acompañamiento brindado, sinceramente, te considero una
amiga.



A mi amigo Irbin Carrillo Mart́ınez.

Contigo inicie mi estancia Doctoral, cuando te conoćı identifique semejanza entre tu personalidad y
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Resumen

En este trabajo de investigación, se propusieron absorbedores de vibración dinámicos (DVAs)
basados en modelado de orden fraccionario para reducir los niveles de vibración lateral de los
álabes de aerogeneradores de eje horizontal (HAWTs). Primero, a partir de la formulación de Euler-
Lagrange, se reprodujeron y desarrollaron cinco modelos de orden clásico de DVAs dentro de la
estructura de un álabe de un sólo grado de libertad (SDOF). De acuerdo con este análisis y tomando
como referencia el rendimiento del amortiguador de masa sintonizado (TMD) clásico, se propusieron
dos dispositivos capaces de superar el rendimiento de control del TMD. Estos dispositivos están
conformados por la conexión en serie de un elemento viscoelástico con uno inercial. Para modelar el
comportamiento del elemento viscoelástico, la derivada de orden fraccionario de Caputo–Fabrizio
fue utilizada. A partir de la minimización de la varianza de desplazamiento de la respuesta en
frecuencia al cuadrado del álabe SDOF, se establecieron intervalos de ordenes de derivación en
los que los DVAs fraccionarios superan al TMD, y estos resutados fueron evaluados mediante la
simulación de una carga aerodinámica modal utilizada como entrada tanto para los modelos de
orden clásico como para los que involucran la derivada fraccionaria. Después, partiendo del hecho
de que las vibraciones frontales y laterales de los álabes generan fallas de deformación y fisura,
se realizó un análisis experimental en una turbina de 400Watts, considerando cinco velocidades
angulares de operación con álabes en estado sano y con siete casos de falla, cuatro sobre fallas
puras y tres sobre fallas combinadas. Para tal fin, un acelerómetro tridimensional fue montado
sobre la góndola del HAWT, obteniendo una base de datos de vibración. A través de la extracción
de métricas estad́ısticas e impulsivas de las vibraciones en la dirección frontal y lateral, se encontró
que para las velocidades más altas de operación, las vibraciones de la góndola en la dirección
lateral proporcionan más información sobre los casos de falla investigados. A partir de este análisis,
se entrenaron quince redes neuronales artificiales (ANNs), una para cada velocidad angular de
operación considerando fallas puras, combinadas y la unión de ambos casos. Finalmente, se encontró
que las métricas temporales utilizadas como entradas de las ANNs entrenadas con el algoritomo de
Levenberg–Marquardt, pueden ser utilizadas con alta precisión para clasificar fallas de deformación
de los álabes en la dirección frontal del 2.08 %, 4.16 % y 6.25 % con respecto a la longitud total del
álabe.
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Abstract

In this research work, dynamic vibration absorbers (DVAs) based on fractional order modeling
were proposed to reduce the edgewise vibration levels of horizontal axis wind turbine (HAWT)
blades. First, based on the Euler–Lagrange formulation, five models of classical-order DVAs coupled
within the structure of a single-degree-of-freedom (SDOF) blade were reproduced and developed.
According to this analysis and taking the performance of the classic tuned mass damper (TMD) as
a reference, two devices capable of exceeding the control performance of the TMD were proposed.
These devices consist of a series connection of a viscoelastic element with an inertial element. To
model the behavior of the viscoelastic element, the Caputo-Fabrizio fractional derivative was used.
Based on the minimization of the displacement variance of the squared frequency response of the
SDOF blade, intervals of derivative orders were established in which the fractional DVAs outperform
the TMD, and these results were evaluated by simulating a modal aerodynamic load used as input
for both the classical order models and those involving the fractional order derivative. Then, based
on the fact that flapwise and edgewise vibrations of the blades generate deformation and crack
faults, an experimental analysis was performed on a 400 − W HAWT, considering five angular
operating speeds with blades in healthy condition and with seven fault cases, four pure faults and
three combined faults. For this purpose, a three-dimensional accelerometer was mounted on the
HAWT nacelle, obtaining a vibration data set. Through the extraction of statistical and impulsive
metrics from the vibrations in the frontal and lateral directions, it was found that for the highest
operating speeds, the vibrations of the nacelle in the lateral direction provide more information
about the failure cases investigated. Based on this analysis, fifteen artificial neural networks (ANNs)
were trained, one for each angular operating speed, considering pure faults, combined faults, and
the combination of both cases. Finally, it was found that the temporal metrics used as inputs to the
ANNs trained with the Levenberg-Marquardt algorithm can be used with high accuracy to classify
blade deformation faults in the flapwise direction of 2.08 %, 4.16 %, and 6.25 % relative to the total
blade length.
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partir de la teoŕıa BEM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
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16. (a) Amortiguador de masa sintonizado viscoelástico [6]. (b) Marco de referencia del
sistema álabe-VTMD (Figura editada de [12]). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
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20. FRFs del álabe estacionado y en operación (Ω = 0 y Ω = 1.27 rad
s ) utilizando los

dispositivos con las soluciones anaĺıticas propuestas para µ = µd = 0.03 y x0 = 45
m. (a) RID-TMD. (b) DMDVA. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
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v = 11.4 m/s. (a) Radio variable en el intervalo 44m ≤ x3 ≤ 46m. (b) Radio fijo
en x3 = 45 m. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

39. Variación del ancho de la sección transversal del álabe de 61.5 metros de longitud
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Caracteŕısticas de las señales en la dirección frontal. (b) Caracteŕısticas de las señales
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estimados m0f = 1110.12 y m2f = 2306.17 y del HAWT de NREL [26]. (a) Respuesta
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10. Parámeros del TMD clásico para µ = 0.03, x0 = 45m y Ω = 1.27 rad
s . . . . . . . . . . 73
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15. Condiciones de falla en los álabes a cinco velocidades angulares de operación en
estado estacionario Ω ≈ {3.583, 4.832, 6.665, 8.082, 10.081} rev

s . . . . . . . . . . . . . . 98

16. Equipos y dispositivos que conforman el banco de adquisición de señales de vibración.102
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1 Antecedentes y motivación

1.1 Introducción

Actualmente, existe una demanda creciente en el desarrollo de sistemas de generación de enerǵıa
eléctrica a part́ır de fuentes renovables a nivel mundial. El funcionamiento de estos sistemas está
basado en el uso de enerǵıas renovables basadas en viento, agua y luz solar [40], principalmente.
Uno de los sistemas que han estado en desarrollo cont́ınuo son los aerogeneradores de eje horizontal
(HAWTs), cuyo diseño e implementación involucra a ingenieros e investigadores de campos como la
ingenieŕıa eléctrica, mecánica, estructural, mecatrónica, entre otros. Con la finalidad de incremen-
tar el rendimiento de producción de enerǵıa, los HAWTs son diseñados con álabes y torre de gran
longitud, hecho que genera problemas estructurales como la inestabilidad aeroelástica, obligando a
los investigadores a implementar métodos de control estructural y de detección de deterioro pre-
maturo de sus componentes. Tanto la torre como los álabes sufren vibraciones laterales y frontales.
En general, las vibraciones frontales son asociadas con un factor de amortiguamiento ligeremente
alto, reduciendo parcialmente los daños estructurales en esta dirección. Sin embargo, las vibraciones
laterales son las que generalmente originan daños, debido al amortiguamiento estructural extrema-
damente bajo existente en esta dirección. Además, las cargas aerodinámicas que actúan sobre los
álabes son no estacionarias debido a la naturaleza estocástica del viento, cuyo comportamiento es
caracterizado por la densidad espectral de enerǵıa (PSD) de banda ancha [27].

La presencia de una anomaĺıa en la estructura de los álabes es capaz de modificar las caracte-
risticas de las fuerzas aerodinámicas que inciden sobre ella, originando daños a otros componentes,
como la torre o los elementos del tren de transmisión. Particularmente, los álabes deben ser pro-
tegidos de fallas como fisuras y deformaciones, ya que son las anomaĺıas comúnmente presentadas
debido a vibraciones frontales y laterales. Además, se ha demostrado que los daños por deforma-
ción en los álabes afectan directamente la generación de enerǵıa del sistema completo. A partir
de este conocimiento, para incrementar el amortiguamiento estructral de los álabes, la adición de
absorbedores de vibración dinámicos (DVAs) dentro de su estructura es un área que ha estado bajo
investigación durante los últimos años. Sin embargo, actualmente se han presentado casos en los
que la presencia de fallas es inevitable, ya que los DVAs solo prolongan la salud estructural de los
álabes, pero no anulan la fatiga estructural. Por lo tanto, el monitoreo del estado de salud de los
álabes es una actividad fundamental para evitar el colapso de su estructura o de otros componentes.
Dicha actividad, puede ser realizada a través del análisis de señales de vibración de la forma modal
dominante de la torre, es decir, en lo alto de la torre o en la góndola. Para tal fin, algunos métodos
de clasificación de fallas como las redes neuronales artificales (ANNs) pueden ser utilizados.

Una vez que la importancia de proteger la estructura de los álabes mediante técnicas de mode-
lado y de detección de fallas ha sido comprendida, en esta invetigación se proponen cuatro análisis
teóricos y experimentales sobre la protección estructural de los álabes, los cuáles no han sido re-
portados en la literatura. Los análisis uno y dos corresponden a la evaluación del diseño óptimos de
DVAs con modelado de orden clásico y fraccionario, mientras que los últimos dos a la realización de
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un experimento que incluye álabes con niveles distintos de deformación y la clasificación de fallas
incluyendo un análisis ANOVA.

Este trabajo, explica una metodoloǵıa para proteger y clasificar fallas en la estructura de los
álabes, proponiendo dispositivos basados en amortiguamiento viscoelástico y un esquema de detec-
ción de fallas. En este Caṕıtulo se define la investigación propuesta y su motivación, el Caṕıtulo 2
incluye el estado del arte, el Caṕıtulo 3 porporciona los conocimientos teóricos relacionados para
abordar el problema, el Caṕıtulo 4 incluye la metodoloǵıa y resultados, donde se describen los
modelos de orden clásico de un álabe de un solo grado de libertad (SDOF) incluyendo optimización
paramétrica y una propuesta de dos nuevos DVAs basados en modelado de orden fraccionario. Des-
pués, el desempeño de los nuevos DVAs se evalúa a través de simulaciones en el dominio del tiempo.
Por último, se define una metodoloǵıa experimental para detectar fallas de fisura y deformación en
los álabes de un HAWT de 400W incluyendo un esquema de clasificación de fallas basado en redes
neuronales artificiales (ANNs). Finalmente, en el Caṕıtulo 5 se proporcionan los resultados de esta
investigación, conclusiones y trabajo futuro.

1.2. Descripción del problema

Los HAWTs son sistemas aeroelásticos, donde tienen lugar fuertes acoplamientos entre la aero-
dinámica y la dinámica estructural. Las fuerzas aerodinámicas que actúan sobre la estructura de
los HAWTs dependen de la velocidad del aire que pasa por la estructura. Si dichas fuerzas ocasio-
nan que la estructura se deforme, el cambio de forma debido a la deformación elástica afectará las
fuerzas aerodinámicas debido a un cambio en el ángulo de ataque. Además, existe transferencia de
enerǵıa entre la estructura vibrante y el aire que la rodea. Si la enerǵıa fluye desde la estructura
del HAWT hacia el aire, se genera un fenómeno de amortiguamiento que reduce la amplitud del
movimiento estructural, denominado amortiguamiento aerodinámico [22]. No obstante, bajo ciertas
circunstancias, es posible que la enerǵıa fluya al revés y provoque que la vibración aumente. Es-
to se conoce como: amortiguamiento aerodinámico negativo. Si el amortiguamiento aerodinámico
negativo excede el amortiguamiento estructural, el HAWT presentará inestabilidad aeroelástica,
ocasionando vibraciones de gran magnitud [22,28].

Actualmente, la industria energética ha exigido HAWTs terrestres y marinos con torre y álabes
de gran tamaño [29], ocasionando que sean cada vez más flexibles, exhibiendo alta susceptibilidad
a las vibraciones inducidas por cargas eólicas, śısmicas y olas marinas. La deformación de gran
magnitud de la torre, ocurre debido a que su tamaño aumenta sin un aumento proporcional de
la rigidez del material. Generalmente, las cargas eólicas son las que ocasionan daños con mayor
frecuencia, transmitiendo vibraciones de alta magnitud desde los álabes del rotor hasta la estructura
de la torre, ocasionando fisuras, deformaciones o fracturas en los álabes y daños en los componentes
del tren de transmisión. Además, se ha demostrado que los daños por flexión en los álabes de
aerogeneradores afectan directamente en la generación de enerǵıa [29].

Los álabes de HAWTs sufren vibraciones laterales y frontales, siendo las primeras las que po-
seen un factor de amortiguamiento estructural más bajo que las segundas [28, 30]. Tomando en
consideración lo anterior y que la resonancia ocurre cuando las frecuencias naturales del viento y
de la estructura coinciden o actúan en una región cercana, el modelado, control y monitoreo de
HAWTs son tópicos esenciales para asegurar un desempeño duradero de los álabes. Una forma de
incrementar el amortiguamiento estructural de los álabes en la dirección lateral es mediante la adi-
ción de absorbedores de vibración dinámicos (DVAs) dentro de su estructura. Mientras que, en la
dirección frontal los álabes poseen un factor de amortiguamiento más alto, haciendo que la adición
de DVAs no sea tan redituable. Sin embargo, esto no significa que el álabe no pueda deformarse
a medida que pasa el tiempo. Por esta razón, para atender la dirección frontal, podŕıa ser más
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beneficioso realizar un monitoreo del estado de salud de los álabes a partir del procesamiento de
señales de la respuesta de la góndola mientras el HAWT está en operación.

1.3. Propuesta de solución

Para el planteamiento de la hipótesis, primero se describen las soluciones a la problematica
actual, basadas en los avances del estado del arte.

1. El TMD clásico y otros dipositivos [10, 12, 13, 15, 31] han sido acoplados exitosamente en
los álabes de HAWTs terrestres para controlar vibraciones dentro del plano del rotor. No
obstante, existen algunos dispositivos de control pasivo que podŕıan superar el rendimiento
del TMD y que no han sido investigados para controlar vibraciones en los álabes.

2. Debido a que existe un vaćıo en el uso de dispositivos viscoelásticos en los álabes de HAWTs,
tomando en cuenta que su comportamiento dinámico puede ser descrito mediante derivadas
fraccionarias [32] y las ventajas que el VTMD proporciona frente al TMD [3, 6, 33]. La res-
puesta dinámica de la forma modal dominante de los álabes de HAWTs puede ser mejorada
mediante el uso de DVAs novedosos basados en una red mecánica conformada por elementos
inerciales y viscoelásticos, cuyo comportamiento puede ser descrito mediante la formulación
de derivada fraccionaria de Caputo-Fabrizio (CF) o Liouville-Caputo (LC).

3. Métodos de detección de daños como fisuras, flexiones dentro y fuera del plano del rotor, daños
por erosión, entre otros, han sido propuestos [7,34–36]. Mientras que en [37–39], los daños por
deformación de los álabes han sido investigados. Sin embargo, esquemas de clasificación de
fallas considerando grados de deformación en la dirección frontal y la combinanción de cada
grado de deformación con un álabe fisurado no han sido propuestos.

4. Para detectar anomaĺıas en señales de vibración, la adquisición de datos debe ser realizada
desde la góndola de un HAWT. En esta caso, se hará uso del HAWT de 400W perteneciente
al laboratorio de maestria en ciencias de la ingenieŕıa eléctrica del ITESI. Para tal fin, se uti-
lizaran métodos estad́ısticos para caracterizar tales señales, y de no ser suficiente, se propone
el uso de transformadas integrales.

1.3.1 Hipótesis

Las argumentos de los párrafos de la Sección 1.3, conducen la hipótesis de este trabajo.

Hipótesis:
A partir de herramientas matemáticas basadas en cálculo fraccionario es posible prolongar la vida
útil y detectar daños en los álabes de aerogeneradores de eje horizontal.

1.4. Objetivo general

Reducir y clasificar fallas en álabes de aerogeneradores utilizando métodos de procesamiento de
señales y absorbedores de vibración dinámicos basados en modelado de orden fraccionario.
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1.4.1. Objetivos espećıficos

1. Desarrollar los modelos de un álabe SDOF acoplado con un RID-TMD y otros dispositivos
de amortiguamiento.

2. Proponer absorbedores de vibración dinámicos basados en modelado de orden fraccionario
para minimizar la enerǵıa de vibración del álabe SDOF.

3. Realizar simulaciones en el dominio de la frecuencia y del tiempo considerando DVAs basados
en modelado de orden entero y fraccionario sujetos a excitación estocástica.

4. Realizar instrumentación, caracterización de sensores y generación de fallas en los álabes para
la puesta en marcha de un HAWT de 400W operando mediante un túnel de viento.

5. Utilizar técnicas de procesamiento de señales basadas en métricas estad́ısticas para obtener
diagramas de dispersión bidimensionales.

6. Clasificar y detectar fallas de fisura y deformación mediante una ANN tipo perceptrón de dos
capas considerando distintas velocidades angulares de operación.

1.5. Justificación

Con el incremento radial de los álabes de HAWTs terrestres y marinos, los daños en su estruc-
tura debido a excitaciones externas se han vuelto frecuentes. Esta investigación ha sido propuesta
con la finalidad de hacer comparaciones anaĺıticas y numéricas del modelado y diseño óptimo del
amortiguador de masa sintonizado (TMD) clásico y del amortiguador de masa sintonizado de doble
inercia rotacional (RID-TMD) con respecto a dos dispositivos viscoelásticos propuestos en esta
investigación. Además, se plantea investigar el efecto de diferentes niveles de deformación de los
álabes en la dirección frontal sobre las vibraciones frontales y laterales de la torre. La importancia
del trabajo radica en dar continuidad al análisis de señales, modelado y diseño óptimo de sistemas
dinámicos que aporten al control de vibraciones en estructuras generadoras de enerǵıa eléctrica
para prolongar su vida útil y minimizar las fallas en sus componentes. Tomando en cuenta que la
implementación de enerǵıas renovables se encuentra en cont́ınuo desarrollo y debido a las exigen-
cias actuales en torno al desarrollo de HAWTs eficientes y de gran tamaño, es que el trabajo se
justifica. Por lo tanto, este trabajo repercute directamente en la generación de conocimiento para
la reducción de costos de la industria energética a través de la prolongación de la vida útil de los
álabes de HAWTs terrestres. Asimismo, se pretende aportar teórica y experimentalmente al estado
del arte en el control pasivo de vibraciones y en la clasificación de fallas.

1.6. Metodoloǵıa

La metodoloǵıa para el desarrollo de este proyecto se compone de seis fases. Donde cada fase
esta relacionada con cada objetivo espećıfico.

Fase 1. Utilizar la ecuación de Euler-Lagrange para reproducir el modelo dinámico de un álabe
SDOF acoplado con TMD y el modelo dinámico de un álabe SDOF acoplado con RID-TMD para
controlar vibraciones dentro del plano del rotor.

Comparar el efecto de amortiguamiento de vibraciones laterales del TMD y RID-TMD con
respecto a dos dispositivos más que no hayan sido utilizados para este propósito. Para realizar
estas comparaciones se proponen los siguientes análisis:
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Calcular soluciones anaĺıticas para sintonizar los parámetros de los cuatro dispositivos me-
diante la técnica de los puntos invariantes extendida (EFPT).

Mediante la definición de la norma H2 evaluar el rendimiento de cada dispositivo en términos
de la minimización de la varianza de desplazamiento del álabe.

Hacer comparaciones exhaustivas en el dominio de la frecuencia.

Fase 2. A partir del análisis de la fase 1, utilizar al menos dos configuraciones existentes de
DVAs que no hayan sido acoplados en los álabes, cuyo modelado sea razonable para introducir el
operador fraccionario de Caputo–Fabrizio en los términos de primer orden de cada modelo. Después,
realizar lo siguiente.

Optimizar los parámetros de los dos nuevos dipositivos utilizando de nuevo la definición de
la norma H2.

Hacer una análisis de sensibilidad paramétrica mediante la variación del orden de la derivada
para evaluar las regiones en donde la varianza de la respuesta en frecuencia al cuadrado del
álabe se minimiza.

Fase 3. Simular una aproximación al comportamiento de una carga aerodinámica actuando
sobre la dirección lateral de la masa modal del álabe SDOF. Después, utilizar esta señal como
entrada en todos los modelos de orden clásico considerados. Finalmente, utilizar la media de la
señal simulada para hacer simulaciones en el dominio del tiempo y evaluar el efecto de los DVAs
viscoelásticos basados en modelado de orden fraccionario propuestos.

Fase 4. Poner en marcha un aerogenerador de 400W en el laboratorio de ciencias de la ingenieŕıa
eléctrica del Instituto Tecnológico Superior de Irapuato (ITESI). Para este propósito, se plantean
las siguientes actividades.

Elegir y caracterizar sensores y tarjetas de adquisición de datos.

Colocar el acelerómetro seleccionado sobre la góndola del HAWT estableciendo parámetros
de la velocidad del viento y de rotación en los álabes.

Generar fallas de fisura y grados de deformación en los álabes en la dirección frontal, tomando
como referencia el modelo de una viga isotrópica en voladizo sujeta a flexión pura.

Establer casos espećıficos de combinaciones entre tipos de fallas y velocidades ángulares del
HAWT.

Adquirir señales de vibración y de sonido desde la superficie superior y el interior de la
góndola, respectivamente, monitoreando en cada prueba la velocidad del viento y ángular de
los álabes.

Fase 5. Sobre la base de datos obtenida experimentalmente, utilizar métricas estad́ısticas y de
enerǵıa de señales en el dominio del tiempo. Para tal fin, considerar sólo las vibraciones frontales
y laterales de la góndola, ya que los HAWTs de gran escala definen su comportamiento dinámico
global a partir de estas vibraciones en la masa modal de la torre, es decir, en la góndola.

A partir de este análisis de datos obtener diagramas de dispersión considerando todas las velo-
cidades de operación del HAWT.

Fase 6. Mediante el uso de redes neuronales artificiales (ANNs) de dos capas, clasificar los
rasgos y patrones de las señales de vibración frontal y lateral.
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Proponer tres ANNs para la clasificación de fallas puras, combinadas y el caso que conjunta
ambos tipos de fallas.

Mediante un análisis ANOVA, seleccionar las caracteŕısticas predominantes de cada escenario
de falla.

Simplificar las ANNs para cada velocidad angular de operación del sistema.
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2 Estado del arte

En este caṕıtulo se citan las investigaciones más relevantes que contribuyeron al planteamiento
de esta investigación. Asimismo, en esta recopilación de información, se mencionan los trabajos
espećıficos que motivaron todos los análisis presentados.

2.1. Generalidades de los absorbedores de vibración dinámicos

Una alternativa para minimizar fallas en los componentes estructurales de los HAWTs, es utilizar
absorbedores de vibración dinámicos (DVAs). El DVA o el amortiguador de masa sintonizado
(TMD) clásico está compuesto de una masa conectada a un resorte y un amortiguador de flúıdo
viscoso conectados en paralelo entre si como se observa en la Figura 1. Las terminales libres del
resorte y amortiguador viscoso son conectadas a una masa primaria (masa del sistema controlado).
Existen diversas variantes del TMD clásico que se distinguen por la adición de masas, o por cambios
en la configuración de conexión de los resortes y amortiguadores del TMD, en cualquier caso, la
masa primaria es el elemento que debe ser aislado de perturbaciones vibratorias, ya sean armónicas
o estocásticas. [1, 41–43].

Figura 1: Amortiguador de masa sintonizado clásico conectado a una estructura primaria.

2.1.1. Control de vibración pasivo

El diseño de los parámetros de un DVA, se realiza de modo que las frecuencias naturales del
sistema primario se alejen de la frecuencia de excitación, con la finalidad de disminuir la resonancia,
que es una de las causas principales que ocasionan fallas y deterioro prematuro en los sistemas
estructurales. Para lograr esto, los parámetros de rigidez y amortiguamiento del TMD clásico deben
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ser sintonizados. En la literatura, se ha empleado la técnica de los puntos fijos (FPT) [41, 42, 44],
desarrollada por Ormondroyd y Hartog [45]. La FPT se utiliza cuando la función de respuesta en
frecuencia (FRF) de la masa del sistema primario consta de dos puntos resonantes. Sin embargo,
cuando la FRF consta de tres picos resonantes, usualmente se emplea la técnica de los puntos
fijos extendida (EFPT), desarrollada por Barredo et al. [43]. Los DVAs pueden ser empleados de
forma pasiva, activa y semiactiva. En general, los sistemas de control activos y semiactivos son más
robustos que los de control pasivo, pero necesitan de una fuente de enerǵıa externa y por lo general
son más costosos para implementar [46]. Un sistema de control activo posee uno o más actuadores
para obtener la fuerza deseada suministrada por el amortiguador, mientras que los semiactivos
producen fuerzas controlables y consumen menos enerǵıa que un amortiguador activo [46]. En
cambio, los sistemas de control pasivo no necesitan actuadores. Además, el rendimiento dinámico
de los sistemas e control pasivo basadosen DVAs puede ser mejorado cuando los parámetros del
dispositivo son optimizados. Para fines prácticos, los DVAs pasivos y sus variantes han sido más
utilizados que los activos y semiactivos y actualmente han mejorado su robustez mediante el uso de
redes mecánicas novedosas y de amplificadores de masa (inersores) [2,42,47]. La información sobre
el funcionamiento del dispositivo inersor puede ser encontrada en [48].

2.1.2. Diseño óptimo de DVAs

En la literatura, actualmente existen dos métodos de optimización utilizados frecuentemente
como medidas de rendimiento de control, basados en la definición de la norma H∞ y H2. Algunos
trabajos que utilizan estas medidas de desempeño se describen a continuación.

1. Optimización basada en la norma H∞

Normalmente, los DVAs exhiben alto rendimiento dinámico para minimizar los picos reso-
nantes de una estructura primaria cuando su diseño está basado en la norma H∞ [1, 2, 49].
Para lograr esto, se formula un problema de optimización paramétrica, donde la función ob-
jetivo describe la magnitud máxima de la respuesta en frecuencia de la estructura principal.
Adicionalmente, la formulación publicada en [1], garantiza que la magnitud de los picos re-
sonantes serán aproximadamente iguales. Algunas investigaciones relacionadas se describen
a continuación: en [49], obtuvieron los parámetros óptimos del DVA clásico conectado a una
masa primaria amortiguada, donde de forma generalizada la masa primaria puede represen-
tar la masa modal de cualquier sistema dinamico estructural. En [1], utilizaron la norma H∞
para formular un problema de optimización no lineal y optimizar los parámetros de DVAs de
doble masa conectados a sistemas primarios no amortiguados, estos DVAs de doble masa se
muestran en las Figuras 2(a) y 2(b). Similarmente, en [2] utilizaron la optimización H∞ para
DVAs basados en inersores (IDVAs), los cuáles constan del reemplazando del amortiguador
viscoso del DVA clásico por seis redes mecánicas basadas en inersores, cuya configuración se
muestra en la Figura 2(c). En general, solo los IDVAS basados en las redes mecánicas C1 y C2
presenaron un desempeño deficiente, debido a que no cuentan con la adición de un elemento
elástico, por lo que se puede aseverar que la combinación de un elemento inercial con un
elemento viscoso puro no es apropiada para obtener IDVAs con un buen desempeño.

2. Diseño óptimo de DVAs sujetos a vibración estocástica

Debido a que la mayoŕıa de los sistemas estructurales están sujetos a excitaciones aleatorias, la
definición de la norma H2 en el dominio de la frecuencia ha sido utilizada con frecuencia para
optimizar los parámetros de los DVAs y sus variantes. Esto permite minimizar la enerǵıa total
de vibración de la estructura principal o bien, la varianza de desplazamiento de la respuesta
estructural de la masa primaria. Esta formulación ha sido empleada ya sea considerando
excitación de ruido colorido o de ruido blanco Gaussiano [1,2,47,50,51]. En general, la norma
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(a) (b) (c)

Figura 2: (a) Configuración en serie del DVA de doble masa [1]. (b) Configuración en paralelo del DVA de
doble masa [1]. (c) Redes mecánicas utilizadas para reemplazar el amortiguador viscoso del TMD clásico [2].

H2 puede ser calculada mediante la ecuación matricial CLCT [52], donde C es definida a
partir de la forma canónica controlable del sistema en lazo abierto de la estructura primaria
y L es la matriz solución que satisface la ecuación de Liapunov. Esta formulación se explica
con detalle en la Sección 3.2.1 y será utilizada para disminuir los niveles de vibración lateral
de los álabes.

2.2. Derivadas fraccionarias en el modelado de sistemas vibratorios

El comportamiento de osciladores mecánicos descrito mediante derivadas de orden clásico ha
sido ampliamente investigado. Sin embargo, existen algunos análisis que involucran las deriva-
das fraccionarias (FDs) de Riemann–Liouville (RL), Liouville–Caputo (LC) y Caputo–Fabrizio
(CF) [53–58]. La definición matemática formal de estos operadores es mostrada en [59–61]. En [55],
soluciones anaĺıticas de la ecuación diferencial de orden fraccionario continuamente variable de un
sistema masa-resorte-amortiguador (DSM) considerando amortiguamiento viscoelástico y viscoso-
viscoelástico fueron determinadas a partir de un método recursivo sucesivo. En [56], el coeficiente
de amortiguamiento de un sistema DSM fue calculado teórica y experimentalmente, considerando
diferentes flúıdos y utilizando la FD de Liouville–Caputo. Coronel et al. [57], evaluaron el compor-
tamiento dinámico no local del péndulo triple bidimensional utilizando las derivadas fraccionarias
de RL, LC y CF para calcular las posiciones de las tres masas del péndulo. Los resultados mos-
traron que pequeños cambios en el orden de la derivada modifican significativamente la capacidad
de amortiguamiento del sistema. Vaz et al. [58] calcularon soluciones anaĺıticas para el oscilador
tipo Voigt en términos de funciones Mittag–Leffler bivaluadas. Para tal fin, utilizaron el operador
de LC solamente en el término de fuerza de amortiguamiento. La información sobre las funciones
Mittag–Lefler se encuentra en [62].

2.2.1. Modelado Dinámico de DVAs de orden fraccionario

La inclusión de FDs en el modelo del amortiguador viscoso de un TMD corresponde al com-
portamiento dinámico de un TMD viscoelástico (VTMD). El VTMD consiste del reemplazo del
amortiguador viscoso del TMD clásico por un amortiguador de material viscoeástico, como se ob-
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serva en la Figura 3(a). El modelo de un amortiguador viscoelástico consiste de una red mecánica
conformada por resortes y amortiguadores viscosos [6,63,64]. Los modelos de Maxwell y Kelvin son
los más conocidos para describir el comportamiento de materiales viscoelásticos [64]. En la litera-
tura, investigaciones sobre DVAs acoplados en HAWTs involucrando FDs no han sido reportadas
aún, tampoco se ha inclúıdo el uso del VTMD en este tipo de sistemas. Sin embargo, investigaciones
sobre el rendimiento de control de DVAs acoplados en estructuras SDOF involucrando FDs, si han
sido reportadas [3–5,33,65–68].

Rudinger et al. [65], evaluaron el comportamiento de un VTMD conectado a una masa prima-
ria sujeta a ruido blanco Gaussiano considerando ordenes de derivada de 0.25, 0.5, 0.75, y 1. Los
resultados demostraron que el VTMD podŕıa ser menos costoso que el TMD debido a la diversi-
dad de materiales viscoelásticos que podŕıan satisfacer un modelo de orden fraccionario. Barone et
al. [66] utilizaron el operador de LC para describir un amortiguador de masa sintonizado fracciona-
rio (FTMD), que consiste de una masa conectada a un material viscoelástico como se observa en la
Figura 3(b). Introdujeron el concepto de frecuencia fraccionaria amortiguada y un valor critico del
orden de derivada, concluyendo que valores más grandes o más pequeños que 0.441 corresponden
a un comportamiento dominante viscoso o elástico, respectivamente. En [4], los autores utilizaron
el FTMD en un sistema SDOF sujeto a ruido blanco Gaussiano considerando la ley constitutiva
fraccionaria inherente para cojinetes viscoelásticos basada en la FD de Liouville–Caputo. Los re-
sultados demostraron que el FTMD tiene baja sensibilidad para variaciones ligeras de la frecuencia
de sintonización, convirtiendolo en un dispositivo viable ante la incertidumbre de los parámetros
de la estructura primaria.

(a) (b)

(c) (d)

Figura 3: (a) Configuración del VTMD conectado a una estructura primaria [3]. (b) Sistema estructural
SDOF con FTMD [4]. (c) Modelo sólido lineal estándar fraccionario [5]. (d) Modelo viscoelástico lineal
estándar [6].

Dai et al. [3], evaluaron la contribución de un material viscoelástico basado en el modelo de
Kelvin fraccionario equivalente sobre el rendimiento de un VTMD. Para este fin, los autores consi-
deraron los efectos de dependencia de la frecuencia del material visacoelástico y concluyeron que el
VTMD proporciona mayor desempeño que el TMD para relaciones de masa pequeñas. Dai et al. [5],
evaluaron el efecto de la rigidez dependiente de la frecuencia del VTMD con una gran relación de
masa sobre la dinámica de un sistema SDOF sujeto a excitación de ruido blanco Gaussiano. La
fuerza de amortiguamiento viscoelástico fue descrita con el modelo sólido lineal estándar fraccio-
nario que se muestra en la Figura 3(c), destacando que el grado de dependencia de la frecuencia
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depende del tipo de material y del modo de vibración controlado. Muresan et al. [33], compararon
un VTMD activo con un controlador de orden fraccionario con respecto a el TMD y el VTMD pasi-
vo en una estructura SDOF sujeta a aceleración śısmica. Los resultados demostraron que el VTMD
activo proporciona mayor rendimiento dinámico en términos de la mitigación de las amplitudes
de la respuesta estructural. En [68], un modelo que describe el desplazamiento de la superficie del
ĺıquido de un amortiguador columna ĺıquido sintonizado (TLCD), cuya configuración será mostrada
más adelante, fue sujeto a excitación de aceleración para validarlo mediante la FD de Liouville–
Caputo. A través de una comparación con datos experimentales, una descripción de alta precisión
del comportamiento del ĺıquido con respecto a la formulación de orden entero fue encontrada.

En [6,69], los autores no utilizaron FDs, pero investigaron el comportamiento del VTMD. En [6],
los autores desarrollaron la FPT para un VTMD basado en la red mecánica viscoelástica del modelo
lineal estándar conectado a una estructura SDOF. Desmostrando una reducción de las amplitudes
de vibración y la aparición de un tercer punto invariante en la FRF de la estructura primaria
con respecto al uso del TMD clásico. La Figura 3(d) muestra la red mecánica del modelo lineal
estándar. En [69], una modificación de la FPT para sintonizar los parámetros dependientes de la
frecuencia del VTMD fue propuesta para mitigar vibraciones infrasónicas de baja frecuencia. Los
autores compararon el VTMD sin resorte elástico lineal, encontrando que el VTMD convencional
se desempeña mejor que el VTMD sin resorte elástico lineal.

A lo largo de esta investigación, algunas consideraciones de modelado del VTMD con deriva-
das fraccionarias serán tomadas en cuenta para proponer DVAs que mitiguen eficientemente las
vibraciones de los álabes dentro del plano del rotor.

2.3. Aerogeneradores de eje horizontal

El proceso de transformación de enerǵıa a partir de los HAWTs consta de dos fases: primero
la conversión de enerǵıa eólica a enerǵıa mecánica y después la conversión de enerǵıa mecánica a
enerǵıa eléctrica. Los HAWTs se componen de tres structuras principales; torre, álabes y góndola,
como se observa en la Figura 4(a). Adicionalmente, dentro de la góndola se encuentra un sistema
electromecánico de generación de enerǵıa eléctrica llamado tren de transmisión, el cuál se muestra
en las partes 2-5 de la Figura 4(a) y en la Figura 4(b). Actualmente, hay HAWTs terrestres y
marinos, un aerogenerador marino (OWT) tiene mayor capacidad de obtención de enerǵıa que uno
terrestre, debido a que las cargas eólicas en ambientes marinos son más uniformes y de mayor
velocidad, dicha capacidad de captación de enerǵıa aumenta conforme la distancia del OWT con
respecto a la costa incrementa [70]. El tamaño de los componentes de OWTs no esta limitado, pero
el uso de estas estructuras incrementa el costo de diseño y construcción, debido a la adición de una
subestructura de soporte cimentada o flotante [71]. En [72] tratan distintos tipos de subestructuras
que soportan OWTs, mostrando que las tendencias están dirigidas hacia el uso de subestructuras
tipo jacket y monopiloto, mismas que se ven expuestas a fenómenos vibratorios de mayor intensidad
en comparación con un HAWT terrestre, debido a la actividad de olas marinas [51,73].

Esta investigación presenta algunas contribuciones teóricas y experimentales sobre la minimiza-
cion y detección de daños en la estructura de los álabes. Por lo tanto, las investigaciones recopiladas
a continuación se enfocan en el análisis de DVAs y las técnicas de procesamiento de señales em-
pleadas sobre estas estructuras.
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(a) (b)

Figura 4: (a) Componentes esenciales de un HAWTs: 1 álabes, 2 cojinetes, 3 ejes, 4 caja de engranes, 5
generador, 6 torre [7]. (b) Tren de transmisión de un HAWT [8].

2.4. Modelado dinámico estructural de los álabes de HAWTs

Muchas investigaciones teóricas y experimentales sobre modelado y control de vibración de
los álabes mediante DVAs, han utilizado como referencia el modelo del HAWT de 5 MW de
NREL [15,74,75] y del software ”Fatiga, Aerodinámica, Estructura y Turbulencia (FAST)”, que fue
desarrollado en el Laboratorio de Enerǵıas Renovables Nacional (NREL) para simular el rendimien-
to dinámico, analizar las fuerzas aerodinámicas que actúan sobre los componentes estructurales y
la fatiga de HAWTs modernos [74, 76]. El modelo dinámico estructural de un HAWT terrestre es
desarrollado anaĺıticamente en [9] a través de la ecuación de Euler-Lagrange para sistemas no con-
servativos. Para obtenerlo, los álabes del rotor son idealizados como una viga tipo Euler-Bernoulli,
que considera 2-DOF en la masa modal de cada álabe, un modo de vibración fuera y otro dentro del
plano del rotor. Además, considera 5-DOF en lo alto de la torre: 2 desplazamientos traslacionales
(vibración frontal y lateral) y 3 rotacionales con respecto a cada eje del marco de referencia global
que se observa en la Figura 5(a). Adicionalmente, se consideran 2-DOF rotacionales, en el eje del
rotor y del generador. De este modo, la estructura global del HAWT terrestre está conformada
por 13-DOF. Las Figuras 5(a) y 5(b) muestran las coordenadas generalizadas de los componentes
estructurales y del tren de transmisión respectivamente, que pueden ser vistas con detalle en [9].

(a) (b)

Figura 5: HAWT aeroelástico de 13-DOF. (a) Definición del sistema de coordenadas global (fijo) y local
(dinámico). (b) Coordenadas generalizadas del tren de transmisión flexible con un número impar de etapas
en la caja de engranes [9].
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2.4.1 Modelado y control de los álabes

La estructura de la torre y álabes de HAWTs presentan vibraciones dentro y fuera del plano
del rotor. En la Figura 5(a), q7 y q8 son los desplazamientos frontal y lateral de la masa modal de
la torre a la altura de la góndola [9]. Mientras que las coordenadas qi y q2i para i = 1, 2, 3, son los
desplazamientos de la masa modal de los álabes, en la dirección frontal y lateral, respectivamente.
Aunque esta investigación tiene como objetivo proponer métodos pasivos de control de vibración
de los álabes mediante cálculo fraccionario, asi como investigar casos de falla no reportados en
la literatura, se realizó una revisión sobre DVAs acoplados en los álabes, torre o góndola, con la
finalidad de contextualizar mejor las oportunidades de aportación de esta investigación.

La Tabla 1 muestra el resumen de los DVAs que han sido utilizados en los componentes de
HAWTs, sin considerar las distinciones espećıficas de los trabajos encontrados, tales como; objetivo
de control (vibraciones laterales o frontales), acoplamiento en HAWT terrestre o maŕıno, cargas de
excitación y forma de operación del DVA (pasiva, activa o semiactiva).

Tabla 1: Dispositivos de control de vibración utilizados en componentes de HAWTs.

Dispositivo Instalación Casos reportados

TMD Torre/góndola [77–86]

Álabes [12,17,87]

TMDI Torre/góndola [50,88,89]

Álabes [14]

IDVAs Torre/góndola [75,90]

Álabes –

RID - TMD Torre/góndola [51]

Álabes [15]

PTMD Torre/góndola [91]

Álabes –

3D-PTMD Torre/góndola [92–94]

Álabes –

TLD Torre/góndola [95]

Álabes [31]

TLCD Torre/góndola [73,96,97]

Álabes [13]

Amortiguador
de rodillo

Torre/góndola –

Álabes [10]

CLCD Torre/góndola –

Álabes [11]

Por otro lado, las Figuras 6(a)-6(j) muestran las configuraciones de los dispositivos descritos en
la Tabla 1. En las Figuras 6(a)-6(j), se puede observar que la mayoŕıa de los dispositivos utilizados
son variaciones del TMD clásico y están basados en movimientos traslacionales, excluyendo los
dispositivos tipo péndulo, los cuáles han demostrado ser más robustos que el TMD cuando los
HAWTs están sujetos a cargas bidireccionales.
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

(g) (h) (i) (j)

Figura 6: Configuraciones de absorbedores de vibración dinámicos. (a) TMD, (b) TMDI, (c) RID-TMD,
(d) TLD, (e) TLCD, (f) IDVAs, (g) PTMD, (h) 3D-PTMD, (i) Amortiguador de rodillo (Figura editada
de [10]), y (j) CLCD (Figura editada de [11]).

2.4.2. Dispositivos de amortiguamiento dentro de la estructura de los álabes

Debido a las demandas energéticas, actualmente, los álabes exhiben una gran longitud [12,29],
convirtiéndose en estructuras altamente flexibles cuando están sujetas a excitaciones de viento con
altos niveles de turbulencia, siendo más propensos a daños por fatiga. Por lo tanto, el uso de DVAs
en los álabes de HAWTs se ha convertido en un tema de investigación relevante, ya que de este modo
es posible incrementar el factor de amortiguamiento estructural modal de los álabes, ya sea en la
dirección frontal o lateral. En la literatura, este problema ha sido abordado considerando los álabes
como una viga en voladizo y controlando t́ıpicamente los niveles de vibración de la forma modal
dominante del álabe, facilitando la optimización o sintonización de los parámetros del dispsitivo
utilizado.

En general, las vibraciones fuera del plano del rotor (vibraciones frontales) exhibidas por los
álabes tienen un factor de amortiguamiento más alto que las vibraciones dentro del plano del rotor
(vibraciones laterales) [98]. Por tal razón, existen más investigaciones focalizadas en mitigar vibra-
ciones dentro del plano del rotor. En diversos trabajos [10–16,31,99], el control de vibración pasivo
de vibraciones laterales ha sido abordado mediante los siguientes dispositivos: Amortiguador de
rodillo, TLCD, TLD, amortiguador de columna ĺıquida circular (CLCD), TMD, TMDI, RID-TMD
y el TMDI no lineal bidimencional (2d-NTMDI). Zhang & Nielsen [99] compararon el rendimien-
to dinámico de un amortiguador de rodillo contra el TLCD, concluyendo que el amortiguador de
rodillo es más efectivo, al lograr una reducción en la minimización de la desviación estandar del
desplazamiento del álabe del 36.57 % contra una reducción del 25.63 % al acoplar el TLCD. Zhang
et al. [31], modelaron el comportamiento dinámico de un TLD rectángular utilizando un sistema
de coordenadas similar al que se muestra en la Figura 7(a). Obtuvieron un sistema de ecuaciones
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diferenciales con coeficientes dependientes del tiempo y encontraron que el TLD con un diseño
óptimo puede amortiguar eficientemente las vibraciones laterales del modo fundamental del álabe.
Por otro lado, el CLCD, una variante análoga al TLCD, mostrado en la Figura 6(j), fue utilizado
para control de vibraciones laterales en los álabes [11]. Para tal fin, sus parámetros fueron optimi-
zados utilizando un modelo matemático no lineal de 2-DOF que considera al CLCD y a un álabe
SDOF. Los parámetros óptimos del dispositivo fueron validados utilizando un modelo aeroelástico
de 13-DOF, como se muestra en las Figuras 5(a) y 5(b). Realizaron simulaciones en un HAWT de
5 MW utilizando como referencia los datos del HAWT de 5 MW de NREL, encontrando robustes
con relaciones de masa pequeñas en la velocidad nominal del rotor, pero una disminución en su
rendimiento a medida que la velocidad angular disminuye.

Zhang [12] desarrolló un modelo matemático lineal de 2-DOF definido en la ecuación (1) basado
en los marcos de referencia global y local mostrados en la Figura 7(a). El modelo nvolucra los
parámetros del álabe, tales como: amortiguamiento c0, rigidez k0, masa modalm0, velocidad angular
Ω, la forma modal a y los parámetros del TMD mostrados en la Figura 7(a). Varios estudios sobre
control de vibración de la forma modal dominante de los álabes han sido realizados a partir de
modelos simplificados de 2-DOF, similares al de la ecuación (1).{(

m0 + a2md

)
q̈ + amdü+ c0q̇ +

(
k0 −m0Ω

2 −mdΩ2a2
)
q − amdΩ2u = f0(t) + amdg sin θ,

amdq̈ +mdü+ cdu̇− amdΩ2q +
(
kd −mdΩ2

)
u = mdg sin θ.

(1)

Zhang [12], utilizó la FPT [45] y la teoŕıa de Krenk [44] para sintonizar los parámetros del
TMD con la frecuencia resonante de un álabe SDOF, encontrando soluciones en forma cerrada
tanto para la relación de frecuencias como para la del amortiguamiento del TMD. Estas soluciones
fueron evaluadas tomando los parámetros del álabe del HAWT de 5-MW de NREL. La Figura 7(a)
muestra el marco de referencia inercial global y local utilizado para obtener las ecuaciones dinámicas
del sistema álabe-TMD, mismo que también es utilizado en [14,15]. Por otro lado, el uso del TMDI
con respecto al del TMD clásico no presenta una mejora en la respuesta estructural de los álabes.
No obstante, si presenta una mejora del 55 % en la reducción de la carrera del amortiguador, lo cuál
es benéfico si se considera el espacio reducido que hay dentro de los álabes [14]. Ocurre lo contrario
con el RID-TMD, es decir que, este dispositivo mejora la respuesta estructural de los álabes,
sujeto a un aumento pequeño en la carrera del amortiguador con respecto al TMD convencional
[15]. Jahangiri et al. [16] propuso un nuevo dispositivo conocido como el 2d-NTMDI para mitigar
vibraciones de los álabes dentro y fuera del plano del rotor simultáneamente. La configuración del
2d-NTMDI se muestra en la Figura 7(b). Los autores desarrollaron un modelo dinámico no lineal
de cuatro ecuaciones, utilizaron la teoŕıa del momento del momento del elemento del álabe (BEM)
para calcular las cargas aerodinámicas, y optimizaron loa parámetros del dispositivo mediante el
algoritmo de optimización de enjambre de part́ıculas (PSO) para minimizar la respuesta RMS del
álabe, encontrando que con una relación de masa de 6 %, el 2d-NTMDI puede mitigar el pico
espectral del álabe en un 62.2 % y 19.2 % en la dirección lateral y frontal, respectivamente.

Por otro lado, Arrigan et al. [17] utilizaron un TMD semiactivo (STMD) para controlar vi-
braciones fuera del plano del rotor, considerando parámetros variantes en la velocidad rotacional
de los álabes y la ŕıgidez de los álabes y góndola, estudiaron la variación de la frecuencia natural
de los álabes y emplearon un algoritmo de seguimiento de frecuencias basado en la STFT, el cuál
fueutilizado para sintonizar cont́ınuamente el STMD con las frecuencias dominantes del sistema.
En esa ib¿vestigación, se destacó la viabilidad de utilizar el STMD sujeto a cargas estacionarias y
no estacionarias. La Figura 7(c) muestra el marco de referencia utilizado en [17].
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(a) (b)

(c)

Figura 7: (a) Sistema de coordenadas, geometŕıa y DOF del sistema álabe-TMD [12]. Este marco de referencia
es utilizado en [10,11,13–15]. (b) Modelo del 2d-NTMDI [16]. (b) Modelo dinámico del sistema STMD-álabe
para controlar vibraciones frontales [17].

2.5. Fallas en los componentes de HAWTs

Como se argumento en las Secciones anteriores, las vibraciones en los álabes o torre, ya sea
que ocurran dentro o fuera del plano del rotor, eventualmente generan fallas, ya sea en la torre,
álabes o el tren de transmisión. Las últimas reciben el nombre de fallas mecánicas, que pueden
ser generadas en los engranes, cojinetes o ejes. Mientras tato, las primeras dos, son conocidas
como fallas estructurales, que son las que se consideran en esta investigación. Sin embargo, para
tener un contexto general de las anomaĺıas que un HAWT puede sufrir, en esta Sección se reúnen
algunos casos de fallas mecánicas. Aunque las fallas mecánicas se presentan con menos frecuencia
que las fallas eléctricas, una falla mecánica es un problema de consideración mayor, puesto que el
tiempo de mantenimiento correctivo requiere detener el funcionamiento de la máquina por un largo
tiempo [20], ocasionando la interrrupción del abastecimiento de enerǵıa.

Para monitorear el estado de salud de los comonentes de HAWTs se emplean métodos de mo-
nitoreo de condiciones, seleccionados acorde con las necesidades de los parques eólicos. Marquez
et al. [100], revisaron métodos de monitoreo de condiciones comúnmente utilizados en aerogene-
radores, tales como: análisis de vibración, emisiones acústicas, técnicas ultrasónicas, medición de
tensión, entre otras, destacando que el análisis de señales de vibración ha sido utilizado con mayor
frecuencia, principalmente en la caja de engranes. Mientras tanto, en [101], los autores reunieron
métodos de monitoreo de condiciones, incluyendo el método basado en vibración, para lo cuál nor-
malmente se utilizan transformadas integrales y/o métodos estad́ısticos. La Figura 8, muestra un
diagrama de flujo del proceso elemental para clasificar fallas partiendo del análisis y procesamiento
digital de señales de vibración.
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Figura 8: Proceso de análisis de vibración. Figura editada de [18].

2.5.1. Fallas mecánicas

Las fallas mecánicas normalmente ocurren en los componentes del tren de transmisión, este
sistema es una de las partes más suceptibles a sufrir fallas, debido a las cargas variables transmitidas
desde los álabes, que cambian según las condiciones del viento y de las condiciones climáticas
[18]. Los componentes del tren de transmisión que comúnmente presentan fallas son: los engranes,
rodamientos y generadores [102]. La detección de fallas en estos elementos es importante puesto que
puede prevenir que las vibraciones de estos componentes continuén amplificcándose, previniendo
una aveŕıa o un colapso de todo el sistema. Para este propósito, se han utilizado métodos de
procesamiento de señales de vibración basados en transformadas integrales de orden entero como
se muestra en las referencias [19,21,103–105].

Barszcz et al. [106], emplearon un método basado en Kurtosis espectral para la detección de
grietas en un diente del engrane planetario de un HAWT. Para este propósito, utilizaron datos de
señales de vibración de un caso real de falla, encontrando que su método identifica la existencia de
la grieta varias semanas antes de ocurrir la falla en el engrane. Feng et al. [103], abordaron el caso
de detección de desgaste en el contorno de engranes planetarios sujetos a cargas no estacionarias
utilizando una técnica basada en la transformada Synchrosqueezin (SST) denominada como ”SST
iterativa generalizada”. Validaron su método utilizando simulaciones numéricas y análisis experi-
mental adquiriendo datos de vibración desde los engranes planetarios, encontrando consistencia
entre el análisis numérico y experimental, además, destacaron la robustez de la técnica para el
análisis de señales no estacionarias con componentes múltiples y frecuencias variables en el tiempo.
Antoniadou et al. [104], realizaron un monitoreo de la caja de engranes de un HAWT real sujeto a
gargas variables. Evaluaron simulaciones y datos experimentales del sistema utilizando la técnica
de descomposición emṕırica de modos (EMD) y después la transformada Hilbert (HT) como un
método de demodulación de los componentes de la señal. Teng et al. [19], detectaron fallas débiles
en los cojinetes de la caja de cambios, midiendo señales de vibración colocando varios sensores
sobre la superficie de los componentes del tren de transmisión de un HAWT somo se muestra en la
Figura 9(a). Después, para descomponer y demodular las señales, utilizaron la transformada Wave-
let (WT) compleja, tomando en cuenta que permite descomponer las señales en diferentes escalas y
obtener un espectrograma envolvente multiescala. Los resultados destacaron que el método detecta
eficientemente las fallas de grieta en el interior del cojinete trasero y de holgura entre el eje de alta
velocidad y el interior del cojinete. Por otro lado, con la finalidad de detectar fallas en los cojinetes
de la caja de engranes. Kramti et al. [20], utilizaron la transformada rápida de Fourier (FFT) para
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procesar señales de vibración adquiridas de la caja de engranes en las direcciones axial, vertical
y horizontal de un HAWT ”Gamesa AE61 1.320 Kw”supervisado por ”the Tunisian electricity
and gas company (STEG)”, como se observa en la Figura 9(b). En esta investigación, los autores
encontraron una precisión aceptable en la determinación y localización de las fallas.

(a) (b)

(c)

Figura 9: (a) Esquema editado del tren de transmisión utilizado en [19]. (b) Diagrama del método de
diagnóstico de fallas utilizado en [20]. (c) Figura editada de la representación del HAWT de accionamiento
directo utilizado en [21].

Chen et al. [105], utilizaron la técnica de la transformada Wavelet emṕırica (EWT) para detec-
tar fallas mecánicas en el cojinete del generador. Para tal fin, realizaron dos casos experimentales
que derivan del montaje del cojinete con falla en el generador. Los autores destacaron que la EWT
es robusta para detectar los componentes principales de una señal estacionaria y de una no esta-
cionaria. Yang et al. [107], utilizaron una técnica basada en la WT para monitorear y diagnósticar
fallas mecánicas y eléctricas, utilizando un banco de pruebas de velocidad variable con un genera-
dor śıncrono de imán permanente. Mediante el análisis de señales de potencia del generador, los
autores validaron su técnica a partir del diagnóstico de desbalance en el rotor de un aerogenerador,
demostrando la viabilidad de la WT cont́ınua. Ibrahim & Watson [108], utilizaron la FFT y la
transformada de Fourier de tiempo corto (STFT) para detectar anomaĺıas de excentricidad en el
rotor. Para este propósito, utilizaron técnicas de procesamiento en señales de corriente del estator
del generador. La robustes de la STFT fue destacada ante los escenarios de falla considerados.
Asimismo, la robustes de utilizar la STFT frente a la FFT fue también demostrada. An et al. [21],
utilizaron la descomposición de modos emṕırica ensamblada (EEMD) y la HT para detectar fallas
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en el soporte de los cojinetes frontal y trasero conectados en el eje de transmisión como se observa en
la Figura 9(c). Los autores generaron estos escenarios aflojando los elementos de sujección de dicho
soporte, después, adquirieron señales de vibración en la dirección frontal y vertical considerando
dos velocidades ángulares de operación Finalmente, encontraron que las caracteŕısicas de falla en
el soporte frontal vaŕıan significativamente en comparación con las del soporte trasero, a pesar de
proporcionarles la misma holgura de aflojamiento.

2.6. Fallas estructurales en los álabes

De acuerdo con [9], los álabes exhiben vibraciones dentro y fuera del plano del rotor, corres-
pondientes a las direcciones lateral y frontal, respectivamente. Las vibraciones dentro del plano del
rotor tienen un amortiguamiento estructural extremadamente bajo, lo que propicia que la estructu-
ra presente inéstabilidad aeroelástica, debido al efecto predominante del factor de amortiguamiento
aerodinámico negativo. Mientras tanto, aunque las vibraciones fuera del plano del rotor son general-
mente menos dañinas, la fatiga estructural en la dirección frontal es inevitable a medida que pasa el
tiempo, provocando pequeñas deformaciones en la estructura del álabe. En general, las vibraciones
en la dirección lateral y frontal, alteran las fuerzas aerodinámicas sobre la estructura de los álabes
y causan deflexiones, mismas que afectan la producción de enerǵıa [29]. Este problema se acentúa
cada vez más con el diseño de álabes de gran longitud exigido por la industria energética global. La
Figura 10 muestra los tipos de deformación que se presentan en los álabes, siendo la deformación
frontal y lateral las que se atienden en esta investigación.

Figura 10: Tipos de deformaciones en los álabes y torre de HAWTs [22]

Debido a la importancia de monitorear el rendimiento de HAWTs operando en su velocidad
nominal en estado sano o sujeto a fallas, varias investigaciones han sido realizadas. Chou & Tu et
al. [23] investigaron el colapso de un HAWT en una costa Taiwanesa en 2008, el cuál es mostrado
en la Figura 11. Este colapso fue causado por la fractura de la torre debido a la presencia de una
tormenta marina. Adicionalmente, los autores revisaron casos de falla similares de otros páıses y sus
causas. En la literatura, otras investigaciones sobre colapsos de componentes de HAWTs pueden
ser encontrados en [109–112]. Por otro lado, los daños más comunes en los álabes son: fisuras [7],
flexiones dentro y fuera del plano del rotor [34], daños por erosión [35, 36], entre otros. Análisis
de fallas causados por deformación en los álabes han sido atendidos en [37–39]. Yang et al. [38],
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emplearon una técnica videométrica para medir la deformación del álabe de un HAWT en las
direcciones frontal y lateral. Por otro lado, motivados por el trabajo desarrollado en [113], donde
un álabe fue sujeto a una carga estática, en [39] los autores investigaron el proceso de colapso
estructural de un álabe de 52.3 m en una prueba de flexión en la dirección frontal. Por lo anterior,
se afirma que el monitoreo del estado estructural de los álabes es vital para prevenir daños de gran
magnitud en toda la estructura.

Figura 11: Ejemplo de un colapso global de un HAWT causado por la fractura de la torre [23].

Para prevenir el colápso de los álabes, una detección temprana de anomaĺıas de deformación
o fisura es necesaria. Para tal fin, una gran cantidad de técnicas de procesamiento de señales en
el dominio de la frecuencia y del tiempo han sido propuestas. Debido al cambio significativo en
el contenido frecuencial de las vibraciones de los álabes, el monitoreo de estas estructuras puede
ser realizado a través de señales de vibración [114, 115]. Du et al. [115], realizaron una revisión de
las técnicas de detección de daños en los álabes, donde se encuentran las caracteŕısticas de señales
de vibración que normalmente son extráıdas como indicadores de falla. Tales como: respuesta en
frecuencia, amplitud, forma modal, enerǵıa de deformación, kurtosis espectral, entre otras, siendo
uno de los indicadores más importantes la kurtosis espectral.

Tsai et al. [116], emplearon una método denominado como: ”producto de ancho de banda tem-
poral generalizado basado en la STFT”, que esta basado en el uso de la función Gaussiana como
función ventana en la formulación de la STFT. Tal método fue utilizado en tres casos espećıficos
de monitoreo de los álabes, encontrando que a través del uso de dicha transformación matemática
es posible distinguir entre la estructura de un álabe con falla de una en estado sano. Fitzgerald et
al. [117], realizaron un estudio teórico de la respuesta estructural de los álabes y góndola sujetos a
una carga eólica detectando las frecuencias dominantes de estos componentes utilizando la STFT.
Tsai et al. [118], utilizaron la WT continua para detectar fallas en los álabes, realizaron varias
pruebas colocando sensores de adquisición de señales en diferentes localizaciones y comparando las
señales en estado sano con las señales con falla. Ulriksen et al. [34], realizaron un estudio experi-
mental obteniendo formas modales de un álabe de 34 metros de longitud y utilizando la WT sobre
las señales medidas para la detección de daños. En [7], emplearon la técnica recursiva conocida
como descomposición eṕırica de modos (EMD) y después una técnica más reciente denominada;
nivel de intensidad de la caracteŕıstica descompuesto emṕıricamente (EDFIL), con la finalidad de
detectar la presencia de grietas en los álabes. Los autores midieron las señales de vibración desde
la góndola mediante un acelerómetro y caracterizaron las señales obtenidas considerando primero;
los tres álabes en estado sano, y después ocasionando cuatro tipos de grietas diferentes en tamaño
y produndidad en uno de los álabes. La Figura 12 muestra el esquema de monitoreo considerado
en [7]. Ghoshal et al. [114], detectaron daños en los álabes usando la respuesta de vibración de un
álabe de 8ft de longitud excitado mediante parches actuadores piezocerámicos. Utilizáron cuatro
métodos: función de transmitancia, forma de deflexión operacional, comparación resonante y prue-
bas de propagación de ondas, los autores destacaron la viabilidad de utilizar sensores de parches
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piezocerámicos para medir la respuesta de vibración de los álabes.

Figura 12: Esquema de un sistema de monitoreo de condiciones de los álabes de un HAWT [7].

De acuerdo con la revisión hay varios estudios que consideran el uso de transformadas integrales
para discriminar el estado de los álabes o de algún componente del tren de transmisión. La Tabla
2 muestra un resumen de estos estudios, considerando también aquellos que han utilizado la EMD
para detectar fallas en los componentes de HAWTs.

Tabla 2: EMD y transformadas integrales de orden clásico y fraccionario empleadas en el procesamiento de
señales para detectar fallas mecánicas y estructurales en los componentes de HAWTs.

Método de procesamiento HAWTs Otros componentes ro-
tatorios

Tren de transmisión Álabes

FFT [20,119]

EMD, BEMD & EEMD [21,104] [7] [120]

HT & HHT [21,104] [121]

STFT [119] [116,117] [122]

WT [19] [34,118]

EWT [105] [121]

SST [103]

FrFT [123]

2.6.1. Uso de métricas estad́ısticas

En la literatura, se han realizado investigaciones basadas en extracción de caracteŕısticas es-
tad́ısticas [35, 36, 124–129]. Gonzalez et al. [124], propusieron un método basado en análisis de los
componentes principales, el cuál fue evaluado en la detección de daños en los álabes bajo condicio-
nes de temperatura variable y ante la presencia de agua pulverizada. En [35,36,125,126], diferentes
tipos de fallas en los álabes de un HAWT de baja potencia fueron inducidas, tales como deforma-
ción en la dirección frontal, fisura, erosión, holgura en la unión del álabe con la base del rotor y
torsión del ángulo de pretorsión del álabe. Los autores utilizaron mediciones de vibración adquiridas
desde la góndola del HAWT y después extrajeron las siguientes caracteŕısticas: media aritmética,
desviación estándar, aśımetria y Kurtosis. Adicionalmente, para la clasificación de fallas utilizaron
métodos de machine learning basados en árboles de decisión, clasificación Bayesiana, y el método
del vecino más cercano.

Por otro lado, Dolinski et al. [127], propusieron una técnica basada en el análisis de formas
modales de vibración de deformación de bajas frecuencias de los álabes del rotor. Esta técnica fue
aplicada en un álabe a pequeña escala con 36m de diámetro del rotor. En esta investigación, se des-
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tacó la efectividad de combinar análisis modal cn análisis estad́ıstico para detectar la localización
de daños ligeros. En [128], utilizaron un método de preprocesamiento denominado descomposición
modal variacional (VMD) y métricas estad́ısticas descriptivas en señales de vibración obtenidas des-
de la góndola de un HAWT con palas en buen estado y sometidas a diferentes fallos. En desacuerdo
con la EMD tradicional, el VMD evita los modos redundantes, proporcionando señales libres de
ruido. En [129], extrajeron caracteŕısticas estad́ısticas de las señales de vibración de un HAWT
de baja potencia, teniendo en cuenta palas en buen estado y palas con fallos de tipo fisura con
diferentes niveles de severidad. Después, a partir del análisis de varianza unidireccional (ANOVA),
seleccionaron las 10 caracteŕısticas que mejor aislaban una condición de fallo de un álabe en buen
estado para utilizarlas en el algoritmo del vecino más cercano con una precisión del 99.5 %.

2.7. Métodos de Detección de fallas de HAWTs basados en cálculo
fraccionario

Actualmente, no se han reportado estudios sobre el uso espećıfico de transformadas integrales
fraccionarias como un método de procesamiento para discriminar condiciones de fallas estructura-
les en los álabes o de fallas mecánicas en algún componente del tren de transmisión. Sin embargo,
existe una investigación relacionada desarrollada por Xu et al. [130], en donde utilizaron un info-
grama de entroṕıa fraccionario multiescala (MSFE Infogram) como método de extracción de los
transitorios repetitivos de señales de vibración para detectar fallas en maquinaria rotatoria. Los
autores validaron este método considerando un caso de simulación y dos casos a través del análisis
de datos reales: el de un cojinete de locomoción y el de un engrane del tren de transmisión de un
aerogenerador. Como resultado de este análisis, los autores demostraron la eficiencia del método
para extraer los transitorios repetitivos de señales de vibración, encontrando un orden fraccionario
óptimo en la obtención del infograma MSFE.
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3 Marco teórico

En este caṕıtulo se resumen lo métodos matemáticos que de acuerdo con la literatura, son de
utilidad tanto en el modelado de sistemas como en el análisis de señales aleatorias de vibración.
Los métodos y definiciones citados en este apartado, serán utilizados directa o indirectamente a lo
largo del desarrollo de esta investigación.

3.1. Ecuación de Euler–Lagrange

Debido a que en el análisis vectorial de descomposición de fuerzas de un sistema vibratorio
real pueden aparecer componentes en diferentes direcciones, el uso de la segunda ley de Newton
podŕıa representar un anpalisis con complejidad alta. Por lo tanto, el uso de la frmulación de Euler–
Lagrange podŕıa resultar más simple para los sistemas que se abordan en esta investigación. Este
formulación se basa en el principio de conservación de la enerǵıa y se define en la ecuación (2).

d

dt

(
∂ T

∂ẏk

)
− ∂ T

∂ yk
+
∂ V

∂ yk
= Fyk(t), (2)

donde k = 1, 2, 3...n, T y V son las funciones de enerǵıa cinética y potencial del sistema, respec-
tivamente, yk es la k-ésima coordenada generalizada y Fyk(t) la k-ésima fuerzas generalizada no
conservativa correspondiente a cada coordenada.

Por otro lado, cuando el sistema es conservativo, se utiliza la ecuación (3), donde L se conoce
como Lagrangiano, y se define como la diferencia entre la enerǵıa cinética y la enerǵıa potencial
total del sistema como se observa en la ecuación (4). La deducción de las ecuaciones (2) y 3 se basa
en el análisis funcional y el cálculo de variaciones [131].

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
− ∂L

∂qi
= 0, (3)

L = T − V. (4)

3.2. Optimización multivariable

Un problema de optimización consiste en la formulación de una función matemática de una o
más variables, cuya variable dependiente debe minimizarse o maximizarse según la necesidad del
problema. Un problema de optimización normalmente está sujeto a una o más restricciones. La
complejidad de este tipo de problemas depende principalmente del comportamiento de la función
objetivo y del número de variables independientes involucradas. La optimización de funciones mul-
tivariable es una generalización del caso de una variable. Por ejemplo, considerando una función de
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dos variables z = z(x, y), es posible calcular sus derivadas parciales siempre que la función z sea
continua en un disco abierto de radio r y exista algún punto (a, b) ∈ ℜ donde a2 + b2 < r2. Las
derivadas de la función z se calculan según las ecuaciones (5) y (6), donde la igualación con cero se
debe a que los planos tangentes a un extremo relativo de la superficie tinen pendiente cero, como
ocurre en el caso de una variable. Mientras tanto, a medida que z vaŕıa con respecto a una de las
dos variables independientes la otra permanece constante en un plano vertical, sea x = a o y = b.

△z
△x

= ĺım
△x→0

(
z(x+ △x, y) − z(x, y)

△x

)
=
∂z

∂x
= 0, (5)

△z
△y

= ĺım
△y→0

(
z(x, y + △y) − z(x, y)

△y

)
=
∂z

∂y
= 0. (6)

Las ecuaciones (5) y (6) deben ser resueltas simultáneamente. Después, las ráıces encontradas
x0 y y0 conforman las coordenadas de los puntos cŕıticos. Finalmente, se utiliza un criterio basado
en las segundas derivadas parciales para decidir si los puntos cŕıticos son máximos o mı́nimos
absolutos, relativos, puntos de silla o si alguna de las derivadas parciales no existe en ese punto.
Este criterio parte de la ecuación (7) conocida como discrimante;

D(x, y) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂2z

∂x2
∂2z

∂x∂y
∂2z

∂x∂y

∂2z

∂y2

∣∣∣∣∣∣∣∣ . (7)

Los puntos cŕıticos encontrados x0, y0 deben sustituirse en la ecuación (7) utilizando el siguiente
criterio. Si D(x0, y0) > 0 es posible que exista un máximo o mı́nimo relativo, si D(x0, y0) < 0
no hay un extremo relativo en ese punto y si D(x0, y0) = 0 la prueba falla. La ecuación (7) se
generaliza para funciones de n variables como se muestra en la ecuación (8), conocida como matriz
Hessiana o Hessiano, cuyos eigenvalores proporcionan información sobre los puntos cŕıticos. Elegir
los puntos que minimizan o maximizan la función objetivo, suele complicarse cuando intervienen
varias variables y/o aparecen múltiples ráıces.

H(x1, x2, x3, ...xn) =



∂2f

∂x21

∂2f

∂x1∂x2
· · · ∂2f

∂x1∂xn
∂2f

∂x2∂x1

∂2f

∂x22
· · · ∂2f

∂x2∂xn
...

...
. . .

...
∂2f

∂xn∂x1

∂2f

∂xn∂x2
· · · ∂2f

∂x2n


. (8)

3.2.1. Minimización de la varianza de desplazamiento a partir de la norma H2

La función de transferencia para un sistema de una entrada y una salida dada en forma general
se muestra en la ecuación (9), cuyo denominador y numerador son coprimos entre si y cuyos
coeficientes de s se definen en términos de los parámetros de un sistema dinámico.

H(s) =
bn−1s

n−1 + bn−2s
n−2 + · · · + b1s

1 + b0
sn + an−1sn−1 + · · · + a2s2 + a1s1 + a0

, (9)

por otro lado, las ecuaciones en espacio de estados en la forma canónica controlable para el mismo
sistema de una entrada y una salida se definen de forma general como sigue:

ẋ = Ax + Bu,

y = Cx,
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donde las matrices A, B y C se definen como:

A =



0 1 0 · · · 0 0

0 0 1 · · ·
... 0

0 0 0
. . . 0

...
...

...
...

. . . 1 0
0 0 0 · · · 0 1

−a0 −a1 −a2 · · · −an−2 −an−1


, B =



0
0
0
...
0
1


y

C =
(
b0 b1 b2 b3 · · · bn−1

)
, respectivamente.

Las matrices A, B y C y la función de transferencia de la ecuación (9) se relacionan mediante
la ecuación H(s) = C (sI −A)−1B, donde los eigenvalores de la matriz A, | sI −A | representan
los polos de la función de trasferencia de la ecuación (9) [132]. Por otro lado, la norma H2, definida
como una medida de rendimiento de un sistema de control se define en la ecuación (10) en el
dominio de la frecuencia.

∥G (ω) ∥2 =

√
1

2π

∫ ∞

−∞
|G(jω)|2dω, (10)

la ecuación (10) se define como la desviación estándar de la respuesta en frecuencia al cuadrado del
sistema en estado estable, el cuál se obtiene reemplazando s por jω. Ahora considere la señal de
salida de un sistema de control en el dominio de Fourier sujeto a una entrada estocástica de ruido
colorido definida como Ss(jω) =| G(jω) |2 S0(jω), que puede interpretarse como la enerǵıa de la
señal de salida, mientras que S0(jω) se define como la función de densidad espectral de enerǵıa
(PSD) de la entrada. La enerǵıa total de la señal de salida se obtiene integrando la salida en todo
el rango de frecuencias de excitación, obteniendo:

E =

∫ ∞

−∞
| G(jω) |2 S0(jω) dω, (11)

si la señal de entrada tiene una PSD constante de ruido blanco Gaussiano igual a S0, describiento
un proceso estocástico aproximadamente estacionario con media cero, la ecuación (11) se define
como:

E = S0

∫ ∞

−∞
| G(jω) |2 dω, (12)

relacionando las ecuaciones (10) y (12) se obtiene la ecuación E = 2πS0| G(jω) |22. No obstante,
debido a que | G(jω) |2 es la desviación estándar de la señal de salida, se deduce que | G(jω) |22
representa la varianza de esta misma señal y se define en la ecuación (13):

E = 2πS0σ
2. (13)

Puesto que el término 2πS0 es constante, el problema de optimización se puede formular úni-
camente mediante la minimización del cuadrado de la norma 2 (varianza de la señal de salida), lo
cuál se deduce fácilmente a partir de la ecuación (13):

σ2 =
1

2π

∫ ∞

−∞
|G(jω)|2dω, (14)

la ecuación (14) se define en función de los parámetros del sistema de control, y al minimizarla,
implicitamente se minimizará la enerǵıa total de la señal de salida. La integral de la función (14)
no puede resolverse mediante integración directa, por lo tanto, una opción es recurrir a la relación
(15) definida en [52], que es válida cuando el sistema es estable.

1

2π

∫ ∞

−∞
|G(jω)|2dω = CLCT . (15)
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En la ecuación (15), la matriz C se definió en la representación en la forma canónica controlable
del sistema en lazo abierto y L se define en la ecuación (16) como una matriz simétrica que representa
una solución que satisface la ecuación de Liapunov: AL + LAT + BBT = 0.

L =



I11 I12 I13 · · · I1(n−1) I1n
· I22 I23 · · · I2(n−1) I2n
· · I33 · · · I3(n−1) I3n

· · · . . .
...

...
· · · · I(n−1)(n−1) I(n−1)n

· · · · · Inn


. (16)

Para determinar los elementos que conforman la matriz L, se soluciona la ecuación matricial
de Liapunov, lo que resulta en un sistema de ecuaciones escalares de an incógnitas, dicho número
de incógnitas se puede determinar mediante la relación an = n + an−1 partiendo de a0 = 0 donde
n = 1, 2, 3.... Después de calcular L, la función (14) se define como:

σ = CLCT =
(
b0 b1 b2 b3 · · · bn−1

)


I11 I12 I13 · · · I1(n−1) I1n
· I22 I23 · · · I2(n−1) I2n
· · I33 · · · I3(n−1) I3n

· · · . . .
...

...
· · · · I(n−1)(n−1) I(n−1)n

· · · · · Inn





b0
b1
b2
b3
· · ·
bn−1

 ,

en términos de los parámetros del sistema (x1, x2, ...xn), es decir;

σ2 = σ2(x1, x2, ...xn), (17)

asumiento que la función (136) es continua en un disco abierto de radio r, calculando sus primeras
derivadas parciales e igualandolas con cero, se obtiene el sistema de ecuaciones algebraicas no
lineales de la ecuación (18);

∂σ2(x1, x2, ...xn)

∂x1
= 0,

∂σ2(x1, x2, ...xn)

∂x2
= 0, ...,

∂σ2(x1, x2, ...xn)

∂xn
= 0, (18)

cuyas ráıces se analizan mediante los eigenvalores de la matriz Hessiana en la ecuación (8). En el
Caṕıtulo 4, esta formulación será utilizada para minimizar la varianza de desplazamiento estructural
de la respuesta estructural de los álabes, involucrando dispositivos de amortiguamiento basados en
modelado de orden clásico y fraccionario.

3.3. Calculo fraccionario

Recientemente han surgido aplicaciones diversas del cálculo fraccionario en áreas como: pro-
cesamiento de señales, modelado y control de sistemas dinámicos. El modelado dinámico a través
del cálculo fraccionario, permite considerar integrales y derivadas de cualquier orden real positivo.
Uno de los campos de aplicación relevantes del cálculo fraccionario es la viscoelasticidad, ya que es
posible modelar fenómenos hereditarios con larga memoria [32]. Debido a la posibilidad de que los
DVAs investigados en este trabajo pueden exhibir comportamiento viscoelástico, el uso de derivadas
fraccionarias podŕıa ser útil para analizar su rendimiento dinámico.
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3.3.1. Conceptos y funciones especiales

En este apartado se definen, algunas funciones preliminares que se involucran en las definiciones
de derivadas fraccionarias.

Función Gamma

Del cálculo elemental, es conocido que el factorial de un número entero positivo, puede obtenerse
mediante la ecuación (19),

n! =

∫ ∞

0
e−ttndt, (19)

si n es remplazado por z − 1, donde z = a+ bi ∈ C, se obtiene la ecuación (20);

(z − 1)! =

∫ ∞

0
e−ttz−1dt = Γ(z), (20)

donde z = a + bi ∈ C / (a, b) ∈ R : Re (z) ̸= {0, 1, 2, 3, . . .}. La ecuación (20) se conoce como
la función Gamma y se utiliza dentro de las definiciones de algunas derivadas fraccionarias. Existe
otra notación particular para la función Gamma, la cuál se obtiene a partir del ĺımite de Euler en
la ecuación (21);

e−t = ĺım
n→∞

(
1 − t

n

)n

, (21)

sustituyendo la ecuación (21) en la ecuación (20) y realizando simplificaciones algebraicas, se obtiene
una representación alternativa de la función Gamma,

Γ(z) =
1

z
Π∞

n=1

[( z
n

+ 1
)−1

(
1

n
+ 1

)z]
, z ̸= {0,−1,−2,−3, . . .− n} . (22)

La función Gamma definida en las ecuaciones (20) y (22), posee propiedades importantes,
algunas de ellas se muestran en la ecuación (23).

Γ (z + 1) = zΓ(z)

Γ(z)Γ(1 − z) =
π

sin(πz)

Γ

(
1

2

)
=

√
π

. (23)

Función Beta

La función β aparece con frecuencia cuando se utilizan herramientas del cálculo fraccionario y es
definida en la ecuación (24):

β(z, w) =

∫ 1

0
T z−1(1 − T )w−1dT, (24)

cuya relación con la función Γ(z) es dada por la propiedad (25)∫ 1

0
T z−1(1 − T )w−1dT =

Γ(z)Γ(w)

Γ(z + w)
. (25)

Función Mittag-Leffler

La función Mittag-Leffler está estrechamente relacionada con la representación mediante series de
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la función exponencial, senoidal, cosenidal, entre otras. La importancia de esta función radica en la
solución de ecuaciones diferenciales de orden fraccionario [133]. Esta función se define en términos
de dos parámetros como se muestra en la ecuación (26).

Eα,β(z) =

∞∑
k=0

zk

Γ(kα+ β)
, (α, β) ∈ ℜ+, (26)

la función exponencial se origina cuando los parámetros α = β = 1. Este resultado, se muestra
como sigue;

E1,1(z) =

∞∑
k=0

zk

Γ(k + 1)
=

∞∑
k=0

zk

k!
= ez. (27)

Por otro lado, la representación del coseno y del coseno hiperbólico se muestran en las ecuaciones
(28) y (29),

cos z

∞∑
k=0

(−1)kz2k

(2k)!
=

∞∑
k=0

(−z2)k

Γ(2k + 1)
= E2,1(−z2), (28)

cosh z =
ez + e−z

2
=

1

2

( ∞∑
k=0

zk

k!
+

∞∑
k=0

(−z)k

k!

)
=

∞∑
k=0

(z2)k

Γ(2k + 1)
= E2,1(z

2). (29)

De acuerdo con las ecuaciones (27)-(29), las funciones elementales que aparecen en la solución
de ecuaciones diferenciales ordinarias de orden entero, son casos particulares de la función Mittag-
Lefler.

3.3.2. Derivadas de orden fraccionario

Existen varias definiciones de derivadas de orden arbitrario, las cuáles son utilizadas de acuerdo
con la naturaleza del problema. Estos operadores utilizan la definición de integral fraccionaria de
Riemann–Liouville, la cuál se define para una función continua f(t) para a > 0 :

RL
a IBt f(t) =

1

Γ(B)

∫ t

0
(t− τ)B−1f(τ)dτ. (30)

Utilizando la integral fraccionaria definida en la ecuación (30), se establecen tres definiciones
de derivadas fraccionarias: Riemann–Liouville, Liouville–Caputo y Caputo–Fabrizio. La primera
de ellas tiene un significado matemático puro, mientras que las últimas dos han demostrado tener
mayor aplicabilidad en el modelado de sistemas dinámicos. Para definir la derivada fraccionaria de
Riemann-Liouville se reemplaza el orden B de la ecuación (30) por m− α, donde m = 1, 2, 3, 4, ....
De esta forma, la ecuación (31) denota la derivada de Riemann-Liouville, donde α es el orden
derivativo.

RL
a Dα

t f (t) =
1

Γ(m− α)

dm

dtm

∫ t

0

f(η)

(t− η)α−m+1dη, (31)

m− 1 < α < m.

Una definición utilizada para obtener soluciones numéricas generales cuando se utiliza la deriva-
da fraccionaria de Rieman-Liouville, es la derivada de Grunwald–Letnikov, definida en la ecuación
(32),

Dα
t f (t) = ĺım

h−→0

1

hα

t−α
h∑

j=0

(−1)j
(
α
j

)
f(t− jh), (32)
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donde j es el incremento de tiempo y α ∈ R+. Adicionalmente, las ecuaciones (33) y (34) son las
definiciones de derivada fraccionaria de Liouville-Caputo y Caputo-Fabrizio, respectivamente.

C
0 D

α
t f (t) =

1

Γ(m− α)

∫ t

0

fm(η)

(t− η)α−m+1dη, (33)

CF
0 Dα

t f (t) =
1

m− α

∫ t

0
e

−α
m−α

(t−η)fm(η)dη, (34)

que se diferencian mediante el tipo de Kernel que las conforman, aunque ambas definiciones son
no locales, la derivada tipo Caputo–Fabrizio tiene un efecto de memoria más débil que la derivada
de Liouville–Caputo. Sin embargo, ambos operadores han sido utilizados para modelar sistemas
vibratorios [54,57,58], mientras que en el análisis dinámico del TMD solo se ha utilizado el operador
de Liouville-Caputo [3, 4, 68]. No obstante, ninguno de los dos operadores han sido utilizados para
describir el comportamiento viscoelástico de DVAs y su efecto sobre el control de vibración de los
álabes. Por lo tanto, la dinámica de un DVA viscoelástico podŕıa inflúır de manera positiva en
la minimización de daños en los álabes, ya que el modelado de orden entero es tan sólo un caso
part́ıcular del comportamiento dinámico de un sistema generalizado mediante la variacion del orden
de derivada.

3.4. Procesamiento de señales

Esta Sección muestra algunos métodos de procesamiento de señales que han sido utilizados
principalmente en el análisis de señales de vibración. Estos métodos están basados en el uso de
transformadas integrales, de la técnica recursiva conocida como descomposición de modos emṕırica
(EMD) y en el uso de métricas estad́ısticas. En general, se muestran los métodos que han sido
utilizados principalmente para monitorear el estado estructural de los álabes de HAWTs.

3.4.1. Transformada rápida de Fourier

El análisis en el dominio de la frecuencia es normalmente utilizado para procesar señales esta-
cionarias, proporcionando eficientemente las componentes principales de una señal con múltiples
armónicos. Mientras tanto, debido a la aparición de frecuencias dependientes del tiempo y al ruido
intŕınseco contenido en señales de vibración, el análisis en el dominio tiempo-frecuencia es más
eficiente para analizar señales no estacionarias [102]. La transformada rápida de Fourier (FFT) es
el método en el dominio de la frecuencia que ha sido útilizado con mayor frecuencia en el análisis de
espectros de enerǵıa y de señales obtenidas de los componentes de HAWTs [20,119]. La información
sobre la FFT como un método rápido para calcular la transformada de Fourier discreta (DFT) se
encuentra en [134,135]. La definición de la DFT y su inversa se proporciona en las ecuaciones (35)
y (36)

X[k] =
N−1∑
n=0

x[n]e−j2π n
N
k, (35)

x[n] =
1

N

N−1∑
k=0

X[k]ej2π
n
N
k. (36)

La FFT simplifica significativamente el cálculo de la DFT para una serie de N datos en el
dominio del tiempo. El número de operaciones necesarias para obtener los coeficientes de la DFT
de una serie en el tiempo de N muestras, es de n = Log2N , donde n es el número de operaciones
aritméticas necesarias [134].
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3.4.2. Otras transformadas integrales

Además de la FFT, existen otras transformadas integrales de orden entero normalmente utili-
zadas en el análisis en el dominio del tiempo y tiempo-frecuencia. Algunas de ellas que han sido
utilizadas para caracterizar señales y detectar fallas en álabes de HAWTs son: la transformada de
Fourier de tiempo corto (STFT), la trasformada Wavelet (WT), la transformada Synchrosqueezing
(SST) y la transformada Hilbert (HT).

Transformada de Fourier de tiempo corto
Qin et al. [136], presentan la formulación de la STFT y de su transformada inversa, destacando
las diferencias principales de la STFT con respecto al uso de la transformada de Fourier y la
WT. Por otra parte, aunque la STFT y la WT son métodos de procesamiento de señales en el
dominio tiempo-frecuencia, la WT ha presentado mayor robustez sobre STFT al hacer posible
realizar el análisis de localización con una ventana móvil en el espectrograma. Por otro lado,
en [137], presentaron la formulación de un método de estimación de frecuencia instantánea
(IFE) basado en el análisis tiempo-frecuencia a partir de la STFT adaptativa (ASTFT), que
es una variante de la STFT y que consiste en el uso de diferentes ventanas para cada instante
de tiempo.

Transformada Wavelet
La WT es otro método de procesamiento de señales tiempo-frecuencia, conocida por sus
caracteŕısticas de filtro pasa banda. La definición matemática de la WT tanto continua como
discreta se encuentra en [138].

Transformada Synchrosqueezing
En las referencias [139,140] mostraron la definición y teoŕıa relacionada con la formulación de
la SST, la cuál esta basada en la WT continua y en el método de reasignación de frecuencias.
Oberlin et al. [139], propusieron una definición de la transformada Synchrosqueezing basada
en la STFT, conocida por sus siglas en el inglés como FSST, realizaron una comparación
con respecto a la SST basada en la teoŕıa de la WT continua, y con base en la capacidad de
separación de frecuencias, destacaron las diferencias entre ambos métodos.

Transformada Hilbert
El planteamiento y aplicaciones de la HT se encuentra en [141, 142]. Debnath et al. [142],
mostraron las propiedades de la HT y algunas aplicaciones en la solución de ecuaciones dife-
renciales parciales. Feldman [141], presenta la HT de una señal x(t) como la parte imaginaria
de una nueva señal anaĺıtica cuya parte real es la función original x(t), muestra la represen-
tación de dicha señal anaĺıtica en forma polar y presenta la utilidad de la HT en aplicaciones
de monitoreo de condiciones y detección de daños a través del análisis de señales vibratorias.
La HT es un operador lineal que puede ser utilizado para obtener la representación anaĺıtica
de una señal x(t). Dicha representación facilita la estimación de las amplitudes y frecuencias
instantáneas de una señal [104]. Considere el siguiente producto:

1

πt
∗ x(t),

con base en la definición de convolución, se obtiene la HT x⋆(t):

x⋆(t) =
1

πt
∗ x(t) =

1

π

∫ ∞

−∞

x(τ)

π(t− τ)
dτ. (37)

La ecuación (37) representa la parte compleja de una nueva señal anaĺıtica introducida en
[143], definida como:

z(t) = x(t) + ix⋆(t), (38)
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la ecuación (38) representa una señal que se expresa en forma polar quedando como sigue:

z(t) = A(t)eiθ(t), (39)

donde A(t) =
√
x(t)2 + x⋆(t)2 es la magnitud y θ(t) = arctan

(
x⋆(t)
x(t)

)
es el argumento de z(t),

respectivamente. Por otro lado, la frecuencia instantánea se calcula como:

ω(t) =
dθ(t)

dt
= 2πf(t),

o bien:

f(t) =
1

2π

dθ(t)

dt
, (40)

extrayendo la parte real de la señal definida en la ecuación (39) y descomponiendola en sus
funciones de modo intŕınseco (IMFs) como en la técnica EMD se obtiene:

x(t) = Re


N∑
j=1

Aj(t)e
iθj(t)

 . (41)

El j-ésimo ángulo θ(t) de la señal definida en la ecuación (41) se obtiene integrando la ecuación
(40), quedando como sigue:

θj(t) = 2π

∫
fj(t)dt =

∫
ωj(t) dt, (42)

sustituyendo la ecuación (42) en la ecuación (41) se obtiene la expresión (43) que proporciona
el espectro tiempo-frecuencia, conocido como el espectro de Hilbert.

x(t) = Re


N∑
j=1

Aj(t)e
i
∫
ωj(t)dt

 . (43)

3.4.3. Descomposición de modos emṕırica

Huang et al. [144] introdujeron una técnica emṕırica conocida como la descomposición de modos
empirica (EMD), que no es una transformación matemática y es conocida como una técnica que
actúa como un banco de filtros diádicos [104, 145, 146]. Aunque la EMD es un método recursivo
que carece de un sustento matemático sólido, ha sido utilizado para descomponer señales con o
sin ruido, en una suma de múltiples funciones denominadas funciones de modo intŕınseco (IMFs).
La EMD ha sido utilizada en la detección de fallas de maquinaria rotatoria [120, 146, 147] y en la
detección de fallas en componentes de HAWTs [7, 21, 104]. Frecuentemente, al utilizar la EMD en
el análisis de señales no estacionarias, ocurre un problema conocido como ”mezcla de modos”, el
cuál se produce entre la mezcla de IMFs y se observa cuando alguna IMF muestra oscilaciones de
escala de gran amplitud [145,146]. Por otro lado, en [145] se muestra la teoŕıa relacionada con una
variante de la EMD conocida como: ”descomposición de modos emṕırica ensamblada (EEMD)”,
dicho método ha sido utilizado con la finalidad de abordar el problema de mezcla de modos.

El objetivo de la EMD es descomponer una señal x(t) en IMFs, cuya suma resulta en la señal
x(t). Cada IMF se asocia con una banda de frecuencias de la señal, es por eso que la EMD es
conocida como un método de banco de filtros. Una IMF debe satisfacer las siguientes dos condiciones
[104,144]: (1) el número de extremos y de cruces por cero en todo el dominio de t considerado de la
IMF deben ser iguales o diferir como máximo en uno. (2) En cualquier punto, el valor medio de la
envolvente de la IMF definida por sus máximos y mı́nimos locales es cero. La condición (2) satisface
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una de las caracteristicas de una señal de ruido blanco Gaussiano. Sea la señal x(t) un proceso
estocástico, se obtienen dos involutas: la primera de ellas se forma al unir los máximos locales, y la
segunda es formada al unir los mı́nimos locales de la señal x(t), ambas involutas se definen como
u(t) y l(t) respectivamente. En ambos casos, la unión de los puntos se hace normalmente con una
función cúbica [144]. La media de u(t) y l(t) se calcula como se ve en la ecuación (44)

m1(t) =
u(t) + l(t)

2
, (44)

entonces la primera IMF posible se obtiene restando m1(t) de la señal original

h1(t) = x(t) −m1(t), (45)

si la ecuación (45) cumple con las dos condiciones para ser una IMF, se obtiene la primera IMF, si
no es asi, el proceso debe continuar hasta obtener la primera IMF. En la segunda iteración h1(t)
es la nueva señal en estudio con una nueva media definida como m11(t), por lo tanto, se tiene que:

h11(t) = h1(t) −m11(t),

reiterando el proceso k veces hasta obtener la primera IMF

h12(t) = h11(t) −m12(t),

h13(t) = h12(t) −m13(t),

...

h1k(t) = h1(k−1)(t) −m1k(t). (46)

Entonces la primera IMF se define en la ecuación (46), como h1k = c1 para k = 1, 2, ...n. La
señal c1 contiene el componente de periodo más corto de la señal x(t) y puede ser separada del
resto de datos de la siguiente manera:

r1(t) = x(t) − c1(t). (47)

Para encontrar la segunda IMF, se aplica el mismo proceso sobre r1(t), debido a que contiene
información de los componentes de periódo más largos de x(t). Después de haber encontrado c2(t)
a partir de r1(t), se tiene una segunda señal residual

r2(t) = r1(t) − c2(t),

haciendo el mismo proceso n veces

r3(t) = r2(t) − c3(t),

...

rn(t) = rn−1(t) − cn(t), (48)

el proceso se detiene cuando el residuo rn(t) es una función monótona. Finalmente, sustituyendo
sucesivamente los n residuos de la ecuación (48) en la ecuación (47) y despejando x(t) de (47), se
obtiene la señal original en términos de las n IMF y de la enésima señal residual como se muestra
en la ecuación (49).

x(t) =
n∑

i=1

ci(t) + rn(t). (49)
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Por otra parte, con la finalidad de mejorar la robustez de la EMD, otros métodos basados en ella
han sido desarrollados. En [148] muestran la teoŕıa de un método, llamado la descomposición de
modos emṕırica bivariada (BEMD), que es una generalización de la EMD, utilizado para tratar con
series temporales de valores complejos. En [149], compararon el método BEMD con respecto a la
EMD convencional para detectar fallas mecánicas y eléctricas en un HAWT de velocidad variable,
encontrando que el método BEMD es más robusto que la EMD. En [120], propusieron un método
mejorado para restringir el efecto final en la EMD, con la finalidad de mejorar la detección de
fallas en maquinaria rotatoria a gran escala a través del procesamiento señales de vibración no
estacionarias.

Adicionalmente, existen otras formulaciones basadas en la EMD que actúan en conjunto con
algunas transformadas integrales, tales como: la transformada Wavelet emṕırica (EWT) [150], que
surge del uso de la WT y de la técnica EMD; o, la transformada Huang-Hilbert (HHT), que se basa
en la aplicación de la HT sobre las IMFs obtenidas a partir de la técnica EMD convencional [151].
En [121], compararon la robustez de la HHT con un método basado en la EWT y la HT, este último
fue denominado como: la transformada Wavelet empirica Hilbert (HEWT). Para ello, consideraron
un caso de detección de grietas en los dientes de engranes en una caja de cambios de una etapa,
encontrando que la técnica basada en la HEWT es más sensible con respecto a la HHT a través
del análisis de señales de vibración en entornos ruidosos y sin ruido. En cualquier caso, la mayoŕıa
de los métodos derivados de la EMD son eficientes en el análisis de señales no estacionarias, no
importando si las señales tratadas son de vibración u otra naturaleza.
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4 Metodoloǵıa y resultados

Con la finalidad de minimizar teóricamente los niveles de vibraciónn lateral de los álabes, en
este caṕıtulo se reproducen algunos modelos tomados de la literatura y se desarrollan modelos
anaĺıticos nuevos de álabes acoplados con sistemas de amortiguamiento. Por otro lado, se realizan
simulaciones numéricas basadas en el modelado de una señal aerodinámica aproximada generada a
partir de la teoŕıa BEM. Finalmente, se analizan señales adquiridas desde la góndola de un HAWT
de baja potencia para clasificar distintos tipos de daños en los álabes causados por las fuerzas
aerodinámicas que inciden sobre la estructura de los álabes.

4.1. Modelado matemático

La propuesta de solución contempla el análisis de modelos matemáticos de orden clásico sobre
vibraciones de los álabes de HAWTs dentro del plano del rotor. Para la obtención de dichos modelos,
se toma como análisis inicial el modelo dinámico aeroelástico desarrollado por Zhang en [9], el cuál
considera un marco de referencia tridimensional global y local donde se posiciona la estructura de un
HAWT de 13-DOF como se muestra en las Figuras 5(a) y 5(b). En estas Figuras, los desplazamientos
de la torre, góndola y ejes del tren de transmisión, se miden con respecto al marco de referencia
global X1 − X2 − X3, mientras que los desplazamientos de los álabes se miden en el marco de
referencia local x1 − x2 − x3.

La Tabla 3 muestra el significado de cada una de las coordenadas generalizadas definidas en las
Figuras 5(a) y 5(b). De acuerdo con la revisión hecha, hay dos tipos de movimientos traslacionales
en los HAWTs. (1) Vibraciones frontales, que actúan en dirección axial al flujo del viento y son
conocidas como vibraciones fuera del plano del rotor. (2) Vibraciones de borde o laterales, que
actúan en direción perpendicular al eje radial de los álabes y son conocidas como vibraciones dentro
del plano del rotor. En esta investigación, los desplazamientos angulares definidos por q9(t), q10(t),
q11(t), q12(t) y q13(t) mostrados en la Tabla 3 no son considerados. Mientras que los desplazamientos
traslacionales de los álabes y góndola q1(t), q2(t), q3(t), q4(t), q5(t), q6(t) y q7(t) si son considerados,
tanto en el análisis de modelos como en el análisis de señales.

4.1.1. Modelos dinámicos de un álabe SDOF acoplado con DVAs

Debido a que las vibraciones laterales en los álabes de HAWTs ocasionan daños mas signi-
ficativos que las vibraciones frontales [22, 28, 30], el uso de DVAs para incrementar el factor de
amortigumaiento estructural del álabe en la dirección lateral es considerado en esta investigación,
bajo la premisa de que la dinámica de un álabe de múltiples grados de libertad puede ser aproxi-
mada considerando solo el desplazamiento de la masa modal del álabe mediante un modelo SDOF.
Tomando en cuenta esto, se definen cinco casos de modelado como se indica a continuación:
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Tabla 3: Nomenclatura de las coordenadas generalizadas del modelo de HAWT aeroelástico de 13-DOF.

Coordenada Significado

q1(t) Desplazamiento del primer álabe en cualquier punto en dirección de x1
q2(t) Desplazamiento del segundo álabe en cualquier punto en dirección de x1
q3(t) Desplazamiento del tercer álabe en cualquier punto en dirección de x1
q4(t) Desplazamiento del primer álabe en cualquier punto en dirección de x2
q5(t) Desplazamiento del segundo álabe en cualquier punto en dirección de x2 más

un desfase angular Ψ2

q6(t) Desplazamiento del tercer álabe en cualquier punto en dirección de x2 más un
desfase angular Ψ3

q7(t) Desplazamiento frontal de la góndola en dirección de X1

q8(t) Desplazamiento lateral de la góndola en dirección de X2

q9(t) Desplazamiento angular en lo alto de la torre al rededor de X1

q10(t) Desplazamiento angular en lo alto de la torre al rededor de X2

q11(t) Desplazamiento angular en lo alto de la torre al rededor de X3

q12(t) Desplazamiento angular en el eje del rotor al rededor de X1

q13(t) Desplazamiento angular en el eje del generador al rededor de X1

Caso A: Modelado de un álabe SDOF sujeto a una señal de fuerza aerodinámica modal en la
dirección lateral.

Caso B: Modelado de un sistema de 3-DOF, que considera un álabe acoplado con el amortiguador
de masa sintonizado de doble inercia rotacional (RID-TMD) sujeto a fuerza aerodinámica
modal en la dirección lateral.

Caso C: Modelado de un álabe acoplado con el TMD clásico para controlar vibración lateral.

Caso D: Obtención de un nuevo modelo de 3-DOF que considera un álabe acoplado con el absor-
bedor de vibración dinámico de doble masa (DMDVA).

Caso E: Obtención de un nuevo modelo que considera un álabe acoplado con el amortiguador de
masa sintonizado viscoelástico (VTMD).

En esta investigación, el modelo del caso A es reproducido con la finalidad de explicar las
consideraciones y parámetros que intervienen en la dinámica del álabe SDOF. Los modelos de los
casos B y C actualmente están reportados en la literatura, sin embargo, el modelo del caso B es
desarrollado con detalle para dar un panorama general de la obtención de los modelos del resto de
los casos. Además, para el caso B, se proponen soluciones anaĺıticas de sintonización de frecuencias
para el RID-TMD, mismas que no han sido reportadas en la literatura. Finalmente, los modelos D
y E son desarrollados como modelos propios de esta investigación, los cuáles están basados en el
DMDVA y el VTMD, que aunque han sido investigados en la literatura, su efecto en la minimización
de vibraciones de los álabes no ha sido evaluado.

Caso A:

Considerando la torre como un cuerpo no deformable y que los álabes no sufren vibraciones en
la dirección frontal, el sistema de 13-DOF de la Figura 5(a) se simplifica en uno de tres grados de
libertad con las coordenadas q4, q5 y q6. Mientras que, el ángulo azimuthal del j-ésimo álabe esta
definido en la ecuación (50) [9]:

Ψ(t) = Ωt+
2

3
π(j − 1), (50)

donde j = 1, 2, 3 y Ω es la velocidad ángular del cubo del rotor. Debido a que los tres álabes poseen
la misma geometŕıa y propiedades estructurales su dinámica es la misma. Por lo tanto, es posible
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considerar solo uno de ellos para j = 1, y reducir el sistema de 3-DOF en uno de 1-DOF. De modo
que solo se considera la coordenada generalizada q4(t), que a partir de aqúı será denominada como
q(t) como se observa en la Figura 13.

Figura 13: Álabe simplificado en un sistema SDOF en el marco de referencia local x1 − x2 − x3 y global
X1 −X2 −X3 (Figura editada de [12]).

Si j = 1, la ecuación (50) se reduce a Ψ(t) = Ωt y la velocidad de rotación es:

Ψ̇(t) = Ω. (51)

Por otro lado, de acuerdo con [9], el campo de desplazamiento del álabe en dirección del eje local
x2, es definido en la ecuación (52). Donde ϕ(x3) es la forma modal del álabe en la dirección lateral
en un punto espećıfico de x3 y toma valores en el intervalo [0, 1], mientras que q(t) se considera
positivo en la dirección negativa de x2,

u2,B(x3, t) = −ϕ(x3)q(t), (52)

sustituyendo un punto espećıfico x0 en la ecuación (52) se obtiene:

u2,B(x0, t) = −ϕ(x0)q(t) = −aq(t),

con 0 < a ≤ 1.

La velocidad ángular del rotor induce una componente de velocidad tangencial en la dirección
de x2 definida como:

u̇2(x3, t) = −Ωx3, (53)

derivando la ecuación (52) con respecto al tiempo

u̇2,B(x3, t) = −ϕ(x3)q̇(t). (54)

Por lo tanto, la componente del campo de velocidades que actúan sobre el álabe en la dirección
de x2 se obtiene sumando las ecuaciones (53) y (54)

V2B(x3, t) = −Ωx3 − ϕ(x3)q̇(t). (55)

Por otro lado, la ecuación (51) ocasiona que el vector de desplazamiento definido en la ecuación
(52) induzca una velocidad normal en la dirección de x3 definida en la ecuación (56):

V3B(x3, t) = Ψ̇(t)u2(x3, t), (56)
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sustituyendo las ecuaciones (51)-(52) en la ecuación (56)

V3B(x3, t) = −Ωϕ(x3)q(t). (57)

Las ecuaciones (57) y (55) son las componentes del vector velocidad a través de la sección
transversal del álabe en las direcciones de los ejes x3 y x2, respectivamente. Este vector se define
en la ecuación (58):

V B(x3, t) = [−Ωϕ(x3)q(t)] i+ [−Ωx3 − ϕ(x3)q̇(t)] j. (58)

La enerǵıa cinética a lo largo de la longitud L del álabe se define en la ecuación (59), donde
µ(x3) es la función de masa del álabe por unidad de longitud.

T (q, q̇) =
1

2

∫ L

0
µ(x3)∥ V B(t) ∥2dx3, (59)

sutituyendo la ecuación (58) en la ecuación (59) y desarrollando las operaciones algebraicas, se
obtiene:

T (q, q̇) =
1

2
(Ω2q2 + q̇2)

∫ L

0
µ(x3)ϕ

2(x3)dx3 +
1

2
Ω2

∫ L

0
µ(x3)x3

2dx3 + Ωq̇

∫ L

0
µ(x3)x3ϕ(x3)dx3,

donde: 
∫ L
0 µ(x3)ϕ

2(x3)dx3 = m0,∫ L
0 µ(x3)x3

2dx3 = I,∫ L
0 µ(x3)x3ϕ(x3)dx3 = m1,

(60)

son la masa modal del álabe, el momento de inercia de masa del álabe con repecto al eje y un
parámetro que acopla la respuesta modal con la rotación del rotor, respectivamente [12]. De esta
forma, la enerǵıa cinética se expresa como sigue:

T (q, q̇) =
1

2
(Ω2q2 + q̇2)m0 +

1

2
Ω2I + Ωq̇m1, (61)

mientras que la función de energia potencial elástica es:

V (q) =
1

2
k0q

2, (62)

donde k0 es la ŕıgidez flexionante modal del álabe en la dirección lateral definida como

k0 =

∫ L

0

[
EI(x3)

(
d2ϕ(x3)

dx23

)2

+N(x3,Ω)

(
dϕ(x3)

dx3

)2
]
dx3, (63)

que considera los efectos de resistencia a la flexión y la rigidez debida a las fuerzas centrifugas.
Mientras que la rigidez debida a las fuerzas gravitacionales no es considerada. Asimismo, N(x3,Ω) =

Ω2
∫ L
x3
µ(ξ)ξdξ es la fuerza axial centŕıpeta por unidad de longitud y EI(x3) la rigidez flexionante

por unidad de longitud [12]. De la ecuación (63), se observa que k0 es función de la velocidad de
rotación Ω, por lo que la eigenfrecuencia natural no amortiguada del álabe SDOF se calcula a partir
de la ecuación (64),

ω0(Ω) =

√
k0(Ω)

m0
. (64)

Sustituyendo las funciones (61) y (62) en la ecuación de Euler–Lagrange definida en la ecuación
(2), donde yk = q(t), Fq = f0(t) − c0q̇(t), f0(t) es la fuerza aerodinámica actuando sobre la masa
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modal del álabe y c0 es el amortiguamiento modal que se mantiene sin variaciones en cualquier
punto de la estructura del álabe [25, 26], calculando las derivadas parciales con respecto a q, las
derivadas temporales y simplificando términos se obtiene la ecuación diferencial (65), misma que
coincide con la que se presenta en la referencia [9].

m0q̈ + c0q̇ + (k0 −m0Ω
2)q = f0(t). (65)

Los parámetros k0, c0 y Ω se expresan en términos de la eigenfrecuencia natural no amortiguada
dominante ω0 y del factor de amortiguamiento modal ζ0 de la estructura del álabe como se observa
en la ecuación (66):

k0 = m0ω0
2, c0 = 2m0ω0ζ0, Ω = lω0. (66)

Dividiendo la ecuación (65) por m0 y sustituyendo las relaciones definidas en la ecuación (66)
en sus coeficientes, se obtiene la ecuación diferencial (67), que describe el comportamiento dinámico
de la masa modal del álabe SDOF en rotación.

q̈ + 2ω0ζ0q̇ + (1 − l2)ω0
2q =

1

m0
f0(t). (67)

Para expresar la ecuación (67) en espacio de estados, se utilizan las variables q = x1a y q̇ = x2a,
obteniendo las matrices de parámetros y entradas definidas como Aa y Ba, respectivamente, como
se observa en la ecuación (68):

Ẋa = AaXa + Ba,(
ẋ1a
ẋ2a

)
=

(
0 1

(l2 − 1)ω0
2 −2ζ0 ω0

)(
x1a
x2a

)
+

 0
1

m0

 f0(t), (68)

cuya ecuación de transformación es

q = CaXa =
(

1 0
)( x1a

x2a

)
.

Caso B:
A continuación se reproduce el sistema dinámico basado en el uso del RID-TMD en algún punto
dentro de la estructura del álabe [15], cuyas consideraciones f́ısicas para obtener un álabe simplifi-
cado fueron las mismas que se tomaron en cuenta en el caso A, de modo que solo se considera la
interacción entre las vibraciones del álabe y del dispositivo dentro de su estructura, esta simplifica-
ción ha sido utilizada in [10, 11, 14, 31, 99]. Además, se ha demostrado que bajo esta consideracion
los DVAs pueden ser diseñados óptimamente obteniendo variaciones no significativas con respecto
a un proceso de optimización sujeto a los efectos del acoplamiento completo de un HAWT. De este
modo, se forma un sistema de 3-DOF, como se muestra en la Figura 14(a). Donde el RID-TMD,
consta del reemplazo del amortiguador viscoso del TMD clásico, por una red mecánica conocida
como amortiguador de masa viscoso sintonizado (TVMD) propuesta por Ikago et al. [152], la cuál
está conformada por un resorte, un inersor y un amortiguador viscoso como se ve en la Figura 6(c).

En este caso, la enerǵıa cinética del álabe es la misma que se obtuvo en el caso A en la ecuación
(61). Por lo tanto, solo se calcula la enerǵıa cinética adicional generada por los elementos inerciales
del RID-TMD. Para tal fin, se considera el marco de referencia de la Figura 14(b) y se obtiene el
vector de posición rA(t):

rA(t) = [−x3 sinψ − (ϕ(x3)q + xA) cosψ] i+ [x3 cosψ − (ϕ(x3)q + xA) sinψ] j,
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(a) (b)

Figura 14: (a) Marco de referencia del sistema álabe-RID-TMD [15]. (b) Coordenadas xA y xB en el marco
de referencia global X2-X3.

derivando con respecto al tiempo se obtiene la ecuación (69):

vA(t) = [−(x3Ω + ϕ(x3)q̇ + ẋA) cosψ + (ϕ(x3)q + xA)Ω sinψ] i+ ... (69)

[−(x3Ω + ϕ(x3)q̇ + ẋA) sinψ − (ϕ(x3)q + xA)Ω cosψ] j.

Mientras tanto, la enerǵıa cinética global del sistema de 3-DOF del caso B se define como sigue:

T =
1

2
(Ω2q2 + q̇2)m0 +

1

2
Ω2I + Ωq̇m1 +

1

2
mA∥ vA(t) ∥2 +

1

2
b (ẋA − ẋB)2 , (70)

donde mA es la masa del RID-TMD y b es la inertancia del inersor. Sutituyendo la ecuación (69) en
la ecuación (70), desarrollando las operaciones algebraicas y colocando el RID-TMD a x0 metros
del centro del rotor obteniendo una forma modal ϕ(x0) = a, se obtiene la ecuación (71):

T (q, xA, xB, q̇, ẋA, ẋB) =
1

2
(Ω2q2 + q̇2)m0 +

1

2
Ω2I + Ωq̇m1 +

1

2
b(ẋA − ẋB)2+ (71)

1

2
mA

[
(aq + xA)2Ω2 + (x0Ω + aq̇ + ẋA)2

]
.

Por otro lado, la enerǵıa potencial elástica y gravitatoria total calculada a partir del marco de
referencia inercial de la Figura 14(b) es:

V (q, xA, xB) = mAg [x0 cosψ − (aq + xA) sinψ] +
1

2
kAx

2
A +

1

2
kBx

2
B +

1

2
k0q

2, (72)

mientras que en la ecuación (73) se define una función de disipación de enerǵıa

D(q̇, ẋA, ẋB) =
1

2
cB(ẋB − ẋA)2 +

1

2
c0q̇

2. (73)

Las ecuaciones (71), (72) y (73) satisfacen la ecuación de Euler-Lagrange de la ecuación (2).
Entonces, asumiendo que la función de disipación de enerǵıa D(q̇, ẋA, ẋB) puede ser considerada en
las fuerzas descritas en el miembro derecho de la ecuación (2), calculando las derivadas parciales
correspondientes con respecto a q, las derivadas temporales y simplificando términos, se obtiene la
ecuación diferencial (74):

(m0 +mAa
2)q̈+mAaẍA + c0q̇+ (k0 −m0Ω

2 −mAΩ2a2)q−mAΩ2axA = f0(t) + amAg sinψ, (74)

análogamente para las coordenadas generalizadas xA y xB se obtienen las ecuaciones (75) y (76),
respectivamente.
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amAq̈ + (mA + b)ẍA − bẍB + cB(ẋA − ẋB) − amAΩ2q + (kA −mAΩ2)xA = mAg sinψ, (75)

b(ẍB − ẍA) + cB(ẋB − ẋA) + kBxB = 0. (76)

Tomando en cuenta que las fuerzas gravitatorias amAg sinψ y mAg sinψ son despreciables si se
comparan con la magnitud de la fuerza modal aerodinámica f0(t) [15] y definiendo las ecuaciones
(74)-(76) en forma matricial se obtiene la ecuación (77) m0 + a2mA amA 0

amA mA + b −b
0 −b b

 q̈
ẍA
ẍB

+

 c0 0 0
0 cB −cB
0 −cB cB

 q̇
ẋA
ẋB

+ ... (77)

 k0 −m0Ω
2 −mAΩ2a2 −amAΩ2 0

−amAΩ2 kA −mAΩ2 0
0 0 kB

 q
xA
xB

 =

 f0(t)
0
0

 .

Adicionalmente, la ecuación (77) puede expresarse en términos de las frecuencias naturales no
amortiguadas de sus elementos inerciales a través de las ecuaciones k0 = m0ω0

2, kA = mAωA
2 y

kB = bωB
2. Asimismo, se define un conjunto de variables adimensionales llamado Cb,

µ =
mA

m0
, δ =

b

m0
, ζB =

cB
2mAωA

, ν =
ωA

ω0
, η =

ωB

ω0
, l =

Ω

ω0
, ζ0 =

c0
2m0 ω0

. (78)

Por lo tanto, reemplazando los parámetros k0, kA y kB por sus relaciones correspondientes,
sustituyendo el conjunto de variables adimensionales Cb y despejando las aceleraciones q̈, ẍA y ẍB
en la ecuación (77), se obtiene:

q̈ = (l2 − 1)ω0
2q − 2ζ0 ω0q̇ + aµ ν2ω0

2xA + a δη2ω0
2xB +

f0(t)

m0

ẍA = aω0
2q + 2aζ0 ω0q̇ + (l2 − ν2 − a2µ ν2)ω0

2xA −
(
a2 +

1

µ

)
δ η2 ω0

2xB + g sinψ − af(t)

m0

ẍB = aω0
2q + 2aζ0 ω0q̇ + (l2 − ν2 − a2µ ν2)ω0

2xA + 2ζB
µ

δ
νω0ẋA −

(
a2 δ +

δ

µ
+ 1

)
η2 ω0

2xB...

−2ζB
µ

δ
νω0ẋB + g sinψ − af(t)

m0

.

(79)

Este sistema se define en espacio de estados como se observa en la ecuación (80) a partir de las
variables de estado q = x1b, q̇ = x2b, xA = x3b, ẋA = x4b, xB = x5b y ẋB = x6b,

Ẋb = AbXb + Bbf0(t), (80)

cuya ecuación de transformación es
Yb = CbXb,

donde: XT
b =

(
x1b x2b x3b x4b x5b x6b

)
, BT

b =

(
0

1

m0
0 − a

m0
0 − a

m0

)
f0(t),

YT
b =

(
q xA xB

)
,

Ab =



0 1 0 0 0 0
(l2 − 1)ω0

2 −2ζ0 ω0 aµ ν2ω0
2 0 aδη2ω0

2 0
0 0 0 1 0 0

aω0
2 2aζ0 ω0 (l2 − ν2 − a2µ ν2)ω0

2 0 −
(
a2 + 1

µ

)
δ η2 ω0

2 0

0 0 0 0 0 1

aω0
2 2aζ0 ω0 (l2 − ν2 − a2µ ν2)ω0

2 2ζB
µ
δ νω0 −

(
a2 δ + δ

µ + 1
)
η2 ω0

2 −2ζB
µ
δ νω0


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y Cb =

 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0

.

Caso C:
Este caso considera el modelo dinámico álabe-TMD desarrollado en [12], que consta del acoplamien-
to del TMD clásico dentro de la estructura del álabe SDOF. La configuración del TMD se muestra
enla Figura 6(a). Este modelo es considerado únicamente para tener un punto de comparación con
los casos B, D y E, puesto que en [12], el TMD fue sintonizados mediante la técnica de lospuntos
invariantes (FPT), mientras que los dispositivos investigados en esta tesis no han sido sintonizados
mediante esta técnica, pero tampoco se ha medido su desempeño mediante el uso de una norma,
como puede ser H2 o H∞. Por lo tanto, las ecuaciones definidas en [12], son las siguientes:(

m0 + a2mA amA

amA mA

)(
q̈
ẍA

)
+

(
c0 0
0 cA

)(
q̇
ẋA

)
+ ... (81)

(
k0 −m0Ω

2 −mAΩ2a2 −amAΩ2

−amAΩ2 kA −mAΩ2

)(
q
xA

)
=

(
f0(t) + amAg sinψ

mAg sinψ

)
,

donde mA, cA y kA son la masa, amortiguamiento y rigidez del TMD.

Al igual que en el caso B, las rigideces de este sistema se relacionan con las frecuecias naturales
no amortiguadas acorde con las ecuaciones kA = mAω

2
A y k0 = m0ω

2
0, mientras que también se

definen las siguientes variables adimensionales en la ecuación (82)

µ =
mA

m0
, ζA =

cA
2mAωA

, ν =
ωA

ω0
, l =

Ω

ω0
, ζ0 =

c0
2m0ω0

, (82)

siguiendo el mismo procedimiento que en el caso B y proponiendo las variables de estado q = x1c,
q̇ = x2c, xA = x3c y ẋA = x4c, la ecuación (81) se define de la siguiente forma:

Ẋc = AcXc + Bcf0(t), (83)
ẋ1c
ẋ2c
ẋ3c
ẋ4c

 =


0 1 0 0

(l2 − 1)ω0
2 −2ζ0 ω0 aµ ν2ω0

2 2aµζA ν ω0

0 0 0 1
aω0

2 2aζ0 ω0 (l2 − ν2 − a2µ ν2)ω0
2 −2ζAν (a2µ+ 1)ω0




x1e
x2e
x3e
x4e

 ...

+


0
1

m0
0

− a

m0

 f0(t),

cuya ecuación de transformación es

Yc = CcXc,

(
q
xA

)
=

(
1 0 0 0
0 0 1 0

)
x1c
x2c
x3c
x4c

 .

Caso D:
En este caso se obtiene un nuevo sistema dinámico de 3-DOF, que considera el acoplamiento del
absorbedor de vibración dinámico de doble masa (DMDVA) dentro de la estructura de un álabe
SDOF para controlar vibraciones laterales. El DMDVA, investigado en [1], esta conformado por
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Figura 15: Marco de referencia inercial del sistema álabe-DMDVA (Figura editada de [15]).

dos masas mA y mB conectadas en serie a través de un resorte kB y un amortiguador viscoso cB
conectados en paralelo como se muestra en la Figura 15. El DMDVA, es utilizado de la misma
forma en que se realizo en el caso B en la Figura 14(a).

Análogamente al análisis hecho en el caso B, las funciones de enerǵıa cinética y potencial del
sistema de la Figura 15 son obtenidas en las ecuaciones (84) y (85), respectivamente. Nótese que
en este caso, ahora son dos masas las que contribuyen en la función de enerǵıa cinética y potencial.

T (q, xA, xB, q̇, ẋA, ẋB) =
1

2
(Ω2q2+q̇2)m0+

1

2
Ω2I+Ωq̇m1+

1

2
mA

[
(aq + xA)2Ω2 + (x0Ω + aq̇ + ẋA)2

]
...

(84)

+
1

2
mB

[
(aq + xB)2Ω2 + (x0Ω + aq̇ + ẋB)2

]
,

V (q, xA, xB) = mAg [x0 cosψ − (aq + xA) sinψ] +mBg [x0 cosψ − (aq + xB) sinψ] ... (85)

+
1

2
kAx

2
A +

1

2
kB(xB − xA)2 +

1

2
k0q

2.

Las funciones (84) y (85) satisfacen la ecuación (2). Además, las fuerzas disipativas corres-
pondientes a las coordenadas generalizadas q(t), xA(t) y xB(t) son f0(t) − c0q̇, cB(ẋB − ẋA) y
−cB(ẋB − ẋA). Bajo estas consideraciones se obtienen las siguientes tres ecuaciones diferenciales:[

m0 + (mA +mB)a2)
]
q̈ + amAẍA + amBẍB + c0q̇ +

[
(k0 −m0Ω

2 − (mA +mB)Ω2a2
]
q... (86)

−amAΩ2xA − amBΩ2xB = f0(t) + a(mA +mB)g sinψ,

amAq̈ +mAẍA + cB(ẋA − ẋB) − amAΩ2q + (kA + kB −mAΩ2)xA − kBxB = mAg sinψ, (87)

amB q̈ +mBẍB + cB(ẋB − ẋA) − amBΩ2q − kBxA + (kB −mBΩ2)xB = mBg sinψ, (88)

donde las fuerzas gravitacionales serán despreciadas por las razones expuestas en el caso B. Además,
para hacer que los coeficientes de las ecuaciones (86)-(88) sean adimensionales, se utilizan las
ecuaciones kA = mAωA

2 y kB = mBωB
2, que relacionan la rigidez de los resortes con las frecuencias

naturales no amortiguadas de los elementos inerciales y un conjunto de variables adimensionales
definido en (89),

µd =
mA +mB

m0
, δd =

mB

mA
, ζBd =

cB
2mBωB

, ν =
ωA

ω0
, η =

ωB

ω0
, l =

Ω

ω0
, ζ0 =

c0
2m0 ω0

. (89)
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Sustituyendo los parámetros k0, kA y kB por las relaciones de rigidez correspondientes, sustitu-
yendo el conjunto de variables adimensionales de la ecuación (89), y despejando las aceleraciones
q̈, ẍA y ẍB en las ecuaciones (86)-(88) se obtiene:

q̈ = (l2 − 1)ω0
2q − 2ζ0 ω0q̇ +

aµ ν2

1 + δ
ω0

2xA +
f0(t)

m0
,

ẍA = aω0
2q + 2aζ0 ω0q̇ +

(
l2 − ν2 − δη2 − a2 µ ν2

1 + δ

)
ω0

2xA − 2ζBηδω0ẋA + δ η2 ω0
2xB

+2ζBηδω0ẋB − a
f0(t)

m0
,

ẍB = aω0
2q + 2aζ0 ω0q̇ +

(
η2 − a2 µ ν2

1 + δ

)
ω0

2xA + 2ζBη ω0ẋA + (l2 − η2)ω0
2xB − 2ζBη ω0ẋB

−af0(t)
m0

.

Definiendo las variables de estado q = x1d, q̇ = x2d, xA = x3d, ẋA = x4d, xB = x5d y ẋB = x6d,
el sistema queda definido como se observa en la ecuación (90)

Ẋd = AdXd + Bdf0(t), (90)

cuya ecuación de transformación es:

Yd = CdXd,

donde: XT
d =

(
x1d x2d x3d x4d x5d x6d

)
, BT

d =

(
0

1

m0
0 − a

m0
0 − a

m0

)
f0(t),

YT
d =

(
q xA xB

)
,

Ad =



0 1 0 0 0 0

(l2 − 1)ω0
2 −2ζ0 ω0

aµ ν2

1 + δ
ω0

2 0 0 0

0 0 0 1 0 0

aω0
2 2aζ0 ω0

(
l2 − ν2 − δη2 − a2 µ ν2

1 + δ

)
ω0

2 −2ζBηδω0 δ η2 ω0
2 2ζBη δ ω0

0 0 0 0 0 1

aω0
2 2aζ0 ω0

(
η2 − a2 µ ν2

1 + δ

)
ω0

2 2ζBη ω0 (l2 − η2)ω0
2 −2ζBη ω0


y Cd =

 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0

.

Caso E:
En este caso se obtiene otro nuevo sistema dinámico, conformado por el amortiguador de masa sin-
tonizado viscoelástico (VTMD) dentro de la estructura del álabe SDOF. El VTMD, ha presentado
pequeñas ventajas sobre el TMD clásico en la supresión de vibración armónica [3,6,69], y se origina
al reemplazar el amortiguador viscoso del TMD por uno viscoelástico como se observa en la Figura
16(a). Existen esencialmente dos configuraciones para describir amortiguadores viscoelásticos, el
modelo tipo Maxwell y tipo Voigt [6,63,64]. En este caso, se utiliza un modelo lineal estándar utili-
zado por Batou et al. [6], que esta conformado por un resorte conectado en paralelo con el modelo
Maxwell. El VTMD se acopla de la misma forma que en los casos anteriores como se observa en la
Figura 16(b).

De nuevo, las ecuaciones diferenciales de este sistema se calculan a partir de la ecuación de
Euler-Lagrange (2), considerando el marco de referencia de la Figura 16(b). Estas ecuaciones son:

(m0 +mAa
2)q̈ + amAẍA + c0q̇ +

[
k0 − Ω2(m0 +mAa

2)
]
q− amAΩ2xA = f0(t) + amAg sinψ, (91)
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(a) (b)

Figura 16: (a) Amortiguador de masa sintonizado viscoelástico [6]. (b) Marco de referencia del sistema álabe-
VTMD (Figura editada de [12]).

amAq̈ +mAẍA + kb

∫ ∞

0
e
− kb

cb
(t−τ)dxA(τ)

dτ
dτ − amAΩ2q + (kA −mAΩ2)xA = mAg sinψ. (92)

Para este sistema no se proponen relaciones adimensionales para kb y cb, ya que debido al com-
portamiento viscoelástico de este dispositivo, estos parámetros están relacionados con frecuencias
naturales que son dependientes de la frecuencia de excitación ω. Por otro lado, aunque la rigidez kA
puede ser adimensional con respecto a k0, los tres parámetros (kb, cb y kA) son tratados de forma
dimensional para evitar ambiguedades durante el análisis. Por lo tanto, únicamente se considera la
relación de masa, la velocidad adimencional l y el factor de amortiguamiento modal del álabe ζ0,
definidos en la ecuación (93),

µ =
mA

m0
, l =

Ω

ω0
, ζ0 =

c0
2m0 ω0

. (93)

Sustituyendo los parámetros Ω, c0, k0 y mA de las ecuaciones (91)-(92) por las relaciones
definidas en (93), despejando las aceleraciones q̈ y ẍA y estableciendo las variables de estado q = x1e,
q̇ = x2e, xA = x3e y ẋA = x4e, se obtiene la ecuación (94):

Ẋe = AeXe + Be f0(t) + G(x,t)e, (94)

cuya notación matricial es


ẋ1e
ẋ2e
ẋ3e
ẋ4e

 =


0 1 0 0

(l2 − 1)ω0
2 −2ζ0 ω0 a

kA
m0

0

0 0 0 1

aω0
2 2aζ0 ω0 l2ω2

0 −
kA
m0

(
a2 + 1

µ

)
0




x1e
x2e
x3e
x4e

+


0
1

m0
0

− a

m0

 f0(t)+G(x,t)e,

donde: G(x,t)e =


0

a
kb
m0
0

− kb
m0

(
a2 + 1

µ

)


∫ t
0 e

− kb
cb

(t−τ)
x4(τ)dτ, mientras que la ecuación de transfor-

mación es

Ye = CeXe
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, (
q
xA

)
=

(
1 0 0 0
0 0 1 0

)
x1e
x2e
x3e
xde

 .

4.1.2. Sintonización de frecuencias a partir de la EFPT

En esta Sección se sintonizan los parámetros de los DVAs de los casos B, C y D con la eigen-
frecuencia principal modal del álabe SDOF, de modo que se obtenga una respuesta en frecuencia
de la masa modal del álabe SDOF aproximadamente óptima en términos de la minimización de los
picos resonantes. Para tal fin, se utiliza un método de sintonización conocido como la técnica de los
puntos fijos extendida (EFPT) desarrollado en [43]. Los resultados obtenidos a partir de la EFPT
serán utilizados como referencia para formular un problema de optimización basado en la definición
de la norma H2. Esta última proporcionará los parámetros óptimos de los dispositivos basandose en
el enfoque de minimización de la varianza de desplazamiento de respuesta en frecuencia al cuadrado
de la masa modal del álabe.

La función de transferencia en el dominio de Laplace para el desplazamiento q(t) de las ecua-
ciones diferenciales planteadas en los casos B, C, D y E se define como sigue:

Hk(s) =
Q(s)

F (s)
=

bk,(n−1)

m0
sn−1 +

bk,(n−2)

m0
ω0

0sn−2 + · · · +
bk,1
m0

ω0
n−3s1 +

bk,0
m0

ω0
n−2

ω0
0sn + ak,(n−1)ω0

1sn−1 + · · · + ak,2ω0
n−2s2 + ak,1ω0

n−1s1 + ak,0ω0
n
, (95)

donde k = B,C,D,E se refiere a los casos planteados en la Sección 4.1.1. Mientras que los coeficien-
tes bk,(n−1), ...bk,0 y ak,(n−1), ...ak,0 se definen en función de las variables adimensionales definidas
en las ecuaciones (78), (82), y (89).

Caso B
A partir de la transformada de Laplace de las ecuaciones diferenciales definidas en la ecuación (79),
la función de transferencia de la masa modal del álabe del caso B se define como se observa en la
ecuación (96),

HB(s) =
Q(s)

F (s)
=

bB,5

m0
s5 +

bB,4

m0
s4 +

bB,3ω0

m0
s3 +

bB,2ω
2
0

m0
s2 +

bB,1ω
3
0

m0
s+ bB,0

ω4
0

m0

s6 + aB,5ω0 s5 + aB,4ω0
2s4 + aB,3ω0

3s3 + aB,2ω0
4s2 + aB,1ω0

5s1 + aB,0ω0
6
,

(96)
bB,5 = 0,

donde los coeficientes bB,(n−1), ...bB,0 y aB,(n−1), ...aB,0 para n = 6 se definen en el Apéndice A.
Asumiendo que el sistema se encuentra en estado estable, la ecuación (96) se define en el dominio
de Fourier sustituyendo la variable s por i ω, y en forma adimensional mediante la relación ω = rω0,
obteniendo:

HB(ir) =
Q(ir)k0
F (ir)

=
bB,4(ir)

4 + bB,3(ir)
3 + bB,2(ir)

2 + bB,1(ir) + bB,0

(ir)6 + aB,5(ir)
5 + aB,4(ir)

4 + aB,3(ir)
3 + aB,2(ir)

2 + aB,1(ir) + aB,0

, (97)

agrupando las partes reales e imaginarias:

HB(ir) =
Nre,B + iNim,B

Dre,B + iDim,B
, (98)

donde; Nre,B = bB,4r
4−bB,2r

2+bB,0, Nim,B = −bB,3r
3+bB,1r, Dre,B = −r6+aB,4r

4−aB,2r
2+aB,0

y Dim,B = aB,5r
5 − aB,3r

3 + aB,1r.
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La FRF de la ecuación (98) se expresa en términos de variable real multiplicando numerador y
denominador por el conjugado del denominador y extrayendo la magnitud de la función compleja
resultante, dando lugar a la ecuación (99);

| HB(ir) |=

√
Nre,B

2 +Nim,B
2

Dre,B
2 +Dim,B

2 , (99)

que en la ecuación (100) se generaliza para los casos B, C y D;

| Hk(ir) |=

√
Nre,k

2 +Nim,k
2

Dre,k
2 +Dim,k

2 , (100)

para k = B,C,D.

A partir de la ecuación (99) se obtiene una FRF adimensional, sobre la cuál se puede deter-
minar la existencia de cuatro frecuencias invariantes independientes del factor de amortiguamiento

influyente sobre el sistema ζB =
cB

2mAωA
, ya que ζ0 se considera cero al ser extremadamente pe-

queño [12,15]. El factor ζB es proporcionado por el elemento amortiguador del RID-TMD definido
en la ecuación (78). La EFPT consiste en utilizar dos condiciones de operación del dispositivo.
La primera se obtiene al hacer que el factor de amortiguamiento ζB sea infinitamente pequeño
(ζB → 0) y después haciendo que sea infinitamente grande (ζB → ∞) en la ecuación (99). Esto se
observa anaĺıticamente en las ecuaciones (101) y (102),

HBζB→0 = ĺım
ζB→0

HB = ĺım
ζB→0

√
Nre,B

2 +Nim,B
2

Dre,B
2 +Dim,B

2 =

√
Nre,B

2

Dre,B
2 = ±

Nre,B

Dre,B
, (101)

y

HBζB→∞ = ĺım
ζB→∞

HB = ĺım
ζB→∞

√
Nre,B

2 +Nim,B
2

Dre,B
2 +Dim,B

2 =

√√√√√√√√
(
Nim,B

ζB

)2

(
Dim,B

ζB

)2 = ±
Nim,B

Dim,B
. (102)

A partir de la ecuación (99) se obtienen curvas de respuesta en frecuencia con tres picos resonan-
tes y cuatro frecuencias invariantes, donde las ecuaciones (101) y (102) estarán inclúıdas como casos
particulares de la ecuación (99). Al igualar las ecuaciones (101) y (102) se obtiene una ecuación
polinómica cuyas ráıces son las frecuencias invariantes r, de este modo se obtiene;

Nre,B

Dre,B
= ±

Nim,B

Dim,B
. (103)

Si se toma la ráız positiva de la ecuación (103) conduce a:

a2δ2η4µ2 (l2 + r2)2 = 0,

cuya solución es r = ±li, lo cuál carece de sentido f́ısico. Sin embargo, si se toma la ráız negativa
se obtiene:

Nre,BDim,B +Nim,BDre,B = 0,

después de simplificaciones se obtiene un polinomio de grado ocho con multiplicidad dos como se
ve en la ecuación (104)

f4(µ, δ)r
8+f3(ν, η, µ, δ, l, a)r6+f2(ν, η, µ, δ, l, a)r4+f1(ν, η, µ, δ, l, a)r2+f0(ν, η, µ, δ, l, a) = 0, (104)
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cuyas ráıces son las frecuencias invariantes r. Dividiento la ecuación (104) por el coeficiente de r8

y estableciendo el cambio de variable λ = r2, se obtiene la ecuación (105)

λ4 +
f3(ν, η, µ, δ, l, a)

f4(µ, δ)
λ3 +

f2(ν, η, µ, δ, l, a)

f4(µ, δ)
λ2 +

f1(ν, η, µ, δ, l, a)

f4(µ, δ)
λ+

f0(ν, η, µ, δ, l, a)

f4(µ, δ)
= 0, (105)

cuyos coeficientes de λ son funciones de las variables adimensionales de la ecuación (78) y de la
forma modal a. Por otro lado, si se utiliza la ráız positiva de la ecuación (102) y se iguala con cero
se obtiene:

HBζB→∞Dim,B −Nim,B = 0. (106)

Al igual que en la ecuación (103), a partir de la ecuación (106) se obtiene una ecuación po-
linómica de grado cuatro con λ = r2. De este modo, se obtiene la ecuación (107)

λ4 + h3(ν, η, µ, δ, l, a)λ3 + h2(ν, η, µ, δ, l, a, | HB |)λ2 + h1(ν, η, µ, δ, l, a, | HB |)λ+ ... (107)

+h0(ν, η, µ, δ, l, a, | HB |) = 0.

Debido a que r = ±
√
λ, las ecuaciones (105) y (107) tienen ocho ráıces. Sin embargo, cuatro

de ellas son despreciadas debido a que se ubican sobre el eje negativo de las frecuencias. Por otro
lado, la suma y el producto de las cuatro ráıces positivas satisfacen el teorema de Vieta [43], lo
que justifica que sean iguales si los coeficientes de las ecuaciones (105) y (107) se igualan. De este
modo, se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones no lineales;

f3(ν, η, µ, δ, l, a)

f4(µ, δ)
− h3(ν, µ, δ, l, a) = 0, (108)

f2(ν, η, µ, δ, l, a)

f4(µ, δ)
− h2(ν, µ, δ, l, a,HB) = 0, (109)

f1(ν, η, µ, δ, l, a)

f4(µ, δ)
− h1(ν, µ, δ, l, a,HB) = 0, (110)

f0(ν, η, µ, δ, l, a)

f4(µ, δ)
− h0(ν, µ, δ, l, a,HB) = 0. (111)

Este sistema esta sujeto a (ν, η, δ, | HB |) ≥ 0, ∀{µ, l, a} ∈ Re+.

La solución del sistema de ecuaciones no lineal (108) - (111) consiste en encontrar cuatro funcio-
nes anaĺıticas para ν, η, δ y | HB | como funciones de las variables independientes µ, l y a. Después
de analizar las funciones multivariables que satisfacen el sistema de ecuaciones (108) - (111). Las
soluciones para ν, η, δ y | HB | se definen en la ecuación (112):

ν(µ, l, a) =

√
a2l2 µ+ l2 − 1

(a2l2 µ− 2a2µ+ l2 − 1)(a2µ+ 1)
=
ωA

ω0

η(µ, l, a) =

√
−(a2µ+ 1)(a2l2 µ− 2a2 µ+ l2 − 1)

a2µ+ 1
=
ωB

ω0

δ(µ, l, a) =
2a2µ2

[a2(l2 − 2)µ+ l2 − 1]2
=

b

m0

HB(µ, a) =

√
a2µ+ 1

a2µ

. (112)

La ecuación (112) restringe las variables ν, η, y δ, de modo que proporcionen la misma amplitud
de vibración | HB | en las frecuencias invariantes de la FRF definida en la ecuación (100) para k = B.
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Además, se observa que al igual que el TMD, utilizado en [12], la amplitud de vibración invariante
| HB | es independiente de la velocidad angular Ω. Esto significa que, ante las variaciones en la
velocidad del rotor y la posible desintonización de los parámetros del RID-TMD, las amplitudes de
vibración invariantes en la dirección lateral no cambiarán. Análogamente, las EFPT es utilizada
para el sistema álabe-DMDVA (caso D). Las soluciones anaĺıticas para los parámetros de este
sistema son definidas en la ecuación (113).

ν(µd, a) =

√
2 a2µd + 1

a2µd + 1
=
ωA

ω0

η(µd, a) =

√
1

2 a4µ2d + 3 a2µd + 1
=
ωB

ω0

δ(µd, a) = 2a2µd =
mB

mA

HD(µd, a) =

√
a2µd + 1

a2µd

. (113)

Adicionalmente, aunque las soluciones anaĺıticas de los parámetros del TMD (caso C) fueron
calculadas en [12], en este trabajo se calculan a partir de la FPT, ya que la magnitud de la FRF
obtenida a partir de la ecuación (95) para k = C proporciona un polinomio de grado cuatro en el
denominador como se observa en el Apéndice A, haciendo innecesario el uso de le EFPT. De este
modo se obtienen las soluciones mostradas en la ecuación (114),

ν(µ, a) =
1

a2µ+ 1
=
ωA

ω0

HC(µ, a) =

√
a2µ+ 2

a2µ

ζB(µ, a, l) =
1

2

√
(−2 a6µ3 − 5a4µ2 − 3a2µ)l2 + 3a2µ

(a2µ+ 1) [2 + (a2µ+ 2)(a2µ+ 1)2 l4 + (−2a4µ2 − 6 a2µ− 4)l2]
=

cA
2mAωA

.

(114)

Mientras tanto, los parámetros del VTMD del caso E no pudieron ser calculados con la FPT
ni con la EFPT, ya que el polinomio del denominador de la FRF de la ecuación (100) para k = E
es de grado cinco, y actualmente no existe una técnica de sintonización para este tipo de sistemas.
En las ecuaciones (112), (113) y (114) se observa que en los tres casos las amplitudes de vibración
invariantes son independientes de la velocidad ángular del rotor. Siendo HB(µ, a) y HD(µd, a) de
igual magnitud, mientras que, en la ecuación (114), se observa que la magnitud de HC(µ, a) es mayor
que la magnitud de las amplitudes invariantes porporcionada por el RID-TMD y el DMDVA. Hecho
que demuestra, una primera ventaja del RID-TMD y el DMDVA sobre el TMD.

Uno de los hallazgos más importantes es que aunque la ecuación (113) (caso D) muestra que ν y
η son independientes de l, las funciones ν(µd, a) y η(µd, a) hacen que las frecuencias naturales ωA y
ωB del DMDVA sean directamente proporcionales a la eigenfrecuencia modal del álabe ω0, debido
a que se relacionan mediante las relaciones ν = ωA

ω0
y η = ωB

ω0
definidas en la ecuación (89). Este

comportamiento involucra impĺıcitamente la influencia de Ω en la sintonización de estas frecuencias.
Mientras tanto, la relación inercial δd es expĺıcitamente independiente de la velocidad angular, lo
que hace que la masa mB sea tolerante a ligeros cambios en la velocidad angular del rotor, evitando
aśı la desintonización de este parámetro. A diferencia del DMDVA, las variables adimensionales
ν, η y δ del RID-TMD dependen expĺıcitamente de la velocidad angular adimensional l, lo que
hace que los parámetros de estos dispositivos sean parcialmente más sensibles a pequeños cambios
mientras los álabes están en operación. Por lo que aparentemente el DMDVA parece tener mayores
beneficios en comparación con el RID-TMD y el TMD.
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4.1.2.1. Sintonización del factor de amortiguamiento

Las ecuaciones (112) y (113) garantizan una amplitud de vibración igual en los puntos invarian-
tes, pero no garantizan la atenuación de las amplitudes de vibración en las frecuencias resonantes.
Para ilustrar esto, se simulan las FRFs de las ecuaciones (101), (102) y (99) para k = B. Para
ello, se utilizan las soluciones calculadas en la ecuación (112), teniendo en cuenta las condiciones de
operación y los parámetros del HAWT del laboratorio nacional de enerǵıas renovables (NREL) [26],
cuyos álabes tienen una masa modal m0 = 1354 kg y una longitud de 63m. El rotor de este HAWT
mantiene una velocidad angular Ω = 1.27rad/s correspondiente a una velocidad media del viento
de v = 11, 4 m/s. En condiciones normales de operación, mientras el viento vaŕıa entre 3 m/s
y 11, 4 m/s, la velocidad angular del rotor Ω aumenta de 0 rad/s a 1, 27 rad/s, manteniéndose
en 1, 27 rad/s hasta una velocidad media máxima del viento de 25 m/s, debido al accionamiento
del controlador del ángulo de paso [12]. Entonces, suponiendo que el álabe opera en su velocidad
nominal Ω = 1, 27 rad/s, teniendo en cuenta que la frecuencia modal no amortiguada ω0 es una
función de Ω (l = 0, 17663), y utilizando al RID-TMD con µ = 0.03 situado en x0 = 45m, lo que
produce a ≈ 0.516 [12,26], se obtiene la simulación de la Figura 17.

Figura 17: FRFs de la masa modal del álabe acoplado con RID-TMD para Ω = 1.27 rad
s , l = 0.1766, x0 = 45m,

a(x0) = 0.516, and µ = 0.03. Los ćırculos color morado indican la amplitud de vibración en las frecuencias
invariantes, mientras que r1∞, r2zero, y r2∞ son las frecuencias resonantes.

En la Figura 17 se observa que todas las curvas pasan por los cuatro puntos invariantes. Sin
embargo, las ĺıneas negras verticales muestran que, en las frecuencias resonantes, las amplitudes
vaŕıan significativamente en cada caso si el factor de amortiguación no se selecciona de manera que
produzca una curva con amplitudes más estables. Por lo tanto, el factor de amortiguamiento ζB
debe determinarse a partir de las tres frecuencias resonantes mostradas en la Figura 17. Para ello,
los denominadores de las ecuaciones (101) y (102) se establecen iguales a cero, ya que sus ráıces
producen esas amplitudes indefinidas. Esto da lugar a las ecuaciones (115) y (116);

p1(δ, µ)r6 + p2(δ, µ, η, ν, a, l)r
4 + p3(δ, µ, η, ν, a, l)r

2 + p4(δ, µ, η, ν, a, l) = 0, (115)

q1(µ, ν)r5 + q2(δ, µ, η, ν, a, l)r
3 + q3(δ, µ, η, ν, a, l)r = 0. (116)

Nótese que la ecuación (116) tiene una ráız r = 0, por lo que puede ser reducida en un polinomio
de cuarto grado con multilicidad dos. Tomando en cuenta esto y sustituyendo las funciones de la
ecuación (112) en los coeficientes de los polinomios (115) y (116), se obtienen dos nuevos polinomios
cuyos coeficientes son funciones de la relación de masa añadida µ, la forma modal en el punto de
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localización del RID-TMD a y la velocidad angular adimensional del rotor l,

p1(µ, l, a)r6 + p2(µ, a, l)r
4 + p3(µ, a, l)r

2 + p4(µ, a, l) = 0, (117)

q1(µ, a, l)r
4 + q2(µ, a, l)r

2 + q3(µ, a, l) = 0. (118)

Las ecuaciones (117) y (118) tienen tres y dos ráıces positivas, respectivamente, r1ζB→0 = r1zero,
r2ζB→0 = r2zero y r3ζB→0 = r3zero para la ecuación (117), y r1ζB→∞ = r1∞ y r2ζB→∞ = r2∞
para la ecuación (118). En la Figura 17, r2zero = 0.9841, r1∞ = 0.9379 y r2∞ = 1.0285 son las
frecuencias buscadas, cuya solución anaĺıtica se obtiene solo para las últimas dos, ya que para
r2zero, el desarrollo algebraico es extremadamente extenso. Por lo tanto, la solución anaĺıtica para
el factor de amortiguamiento se determina únicamente a partir de las dos frecuencias mencionadas.
Para obtener un factor de amortiguamiento que aplane las amplitudes resonantes de las FRFs de
la Figura 17, las soluciones anaĺıticas de la ecuación (112), junto con cada una de las frecuencias
r2zero, r1∞ y r2∞, deben sustituirse en la ecuación (99) al mismo tiempo que se iguala con cero, de
modo que:

HB(r)2
(
Dre,B

2 +Dim,B
2
)
−
(
Nre,B

2 +Nim,B
2
)

= 0, (119)

sustituyendo las funciones calculadas en la ecuación (112) y cada una de las frecuencias invarian-
tes r2zero, r1∞ y r2∞ en la ecuación (119), se obtienen tres ecuaciones en función del factor de
amortiguamiento ζB, µ, a y l.

HB
2(r2zero)

(
Dre,B

2 +Dim,B
2
)
−
(
Nre,B

2 +Nim,B
2
)

= 0, (120)

HB
2(r1∞)

(
Dre,B

2 +Dim,B
2
)
−
(
Nre,B

2 +Nim,B
2
)

= 0, (121)

HB
2(r2∞)

(
Dre,B

2 +Dim,B
2
)
−
(
Nre,B

2 +Nim,B
2
)

= 0. (122)

Las ecuaciones (120)-(122) deben ser resueltas para ζB, obteniendo tres factores de amortigua-
miento: ζB(r2ζB→0), ζB(r1ζB→∞), y ζB(r2ζB→∞), que corresponden a cada frecuencia invariante.
En [43], el criterio de la EFPT indica que la relación de amortiguamiento sintonizada debe obte-
nerse calculando la ráız media cuadrática de los valores de amortiguamiento producidos en cada
frecuencia resonante, tal y como se muestra en la ecuación (123);

ζB =

√
[ζBb(r2ζBb→0)]

2 + [ζBb(r1ζBb→∞)]2 + [ζBb(r2ζBb→∞)]2

3
. (123)

Sin embargo, no fue posible calcular el factor ζB(r2ζB→0) debido a que la frecuencia r2ζB→0 no
pudo ser determinada anaĺıticamente. Entonces, la solución de ζB se determina como una aproxi-
mación a la ecuación (123) utilizando sólo ζB(r1ζB→∞) y ζB(r2ζB→∞). Esto produce la ecuación
(124), que completa el conjunto de soluciones anaĺıticas calculadas en la ecuación Eq. (112).

ζB(µ, a, l) =

√
− (2a2l2µ+ 3l2 − 3)a6µ3

(a2l2µ+ l2 − 1)(a2 l2µ− 2a2µ+ l2 − 1)3(a2l4µ− 2 a2 l2µ+ l4 − 2l2 + 1)
=

cB
2mAωA

.

(124)

Análogamente, la solución anaĺıtica para ζBd del DMDVA se determina en la ecuación (125),

ζBd(µd, a, l) =
1

2

√
− µd a

2(2a2 l2µd + 3l2 − 3)

(2 a2µd + 1)(a2 l4µd − 2a2 l2µd + l4 − 2l2 + 1)
=

cB
2mBωB

. (125)

Para demostrar que los factores de amortiguamiento propuestos en las ecuaciones (124) y (125)
son útiles para aplanar eficazmente los picos resonantes de cada sistema, las Figuras 18(a) y 18(b)
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muestran las curvas de respuesta en frecuencia utilizando las ecuaciones (112) y (113), correspon-
dientes al RID-TMD y DMDVA, respectivamente. En estas simulaciones se utilizan de nuevo los
parámetros del álabe de NREL [26], situando cada dispositivo en x0 = 45m, con µ = µd = 0, 03.
En la Figura 18(a), se utilizó el factor de amortiguamiento sintonizado definido en la ecuación
(124) correspondiente al RID-TMD, lo que dio como resultado la curva verde. Después, otros dos
factores de amortiguación, ζB = 0.00096 y ζB = 0.0017, dieron lugar a las curvas morada y negra,
respectivamente. Esto muestra que, aunque las tres curvas pasan por los cuatro puntos invariantes
de magnitud HB = 11.23, la curva más plana se obtiene al utilizar el factor de amortiguación sinto-
nizado propuesto en la ecuación (124). Por otro lado, la Figura 18(b) muestra un comportamiento
similar cuando se usa el DMDVA, en el que se utilizaron factores de amortiguamiento arbitrarios,
con magnitudes inferiores y superiores a las proporcionadas por la ecuación (125). En la Figura

(a) (b)

(c)

Figura 18: Respuesta en frecuencia del álabe a partir de las soluciones anaĺıticas y dos factores de amorti-
guamiento desintonizados para x0 = 45m, Ω = 1.27 rad

s y µ = µd = 0.03. (a) RID-TMD. (b)DMDVA. (c)
FRFs sintonizadas comparadas con la respuesta en frecuencia del álabe acoplado con RID-TMD y DMDVA
basados en el factor de amortiguamiento numérico definido en la ecuación (123).

18(c), los sistemas de los casos B y D son simulados considerando todas las soluciones anaĺıticas pro-
puestas para ambos dispositivos. Asimismo, se muestran las FRFs basadas en el amortiguamiento
numérico completo definido en la ecuación (123). En esta simulación, se puede observar que ambos
dispositivos se comportan igual entre śı, usando ya sea las soluciones anaĺıticas propuestas en las
ecuaciones (124) y (125) o bién, el factor de amortiguamiento completo calculado numéricamente
mediante la ecuación (123).

4.1.3. Curvas de respuesta en frecuencia basadas en el álabe de NREL

Para evaluar las soluciones anaĺıticas de las ecuaciones (112) y (124) del RID-TMD, y las
ecuaciones (113) y (125) del DMDVA, en las Figuras 19(a)-19(d) se muestran las FRFs de la
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masa modal del álabe definidas en la ecuación (100), utilizando nuevamente los parámetros del
álabe de NREL [26]. Si el álabe opera en Ω = 1, 27 rad

s , se obtienen las Figuras 19(a) y 19(b), que
corresponden al uso de RID-TMD para diferentes relaciones de masa µ y para dos ubicaciones a
lo largo del álabe, respectivamente, en donde se observa que las amplitudes de vibración aumentan
a medida que la relación de masas disminuye y a medida que el dispositivo se aproxima al centro
del rotor, lo cual tiene sentido desde el punto de vista f́ısico, ya que las vibraciones de mayor
amplitud se producen en la punta del álabe. Por lo tanto, el dispositivo debe ubicarse en un punto
en el que reduzca las vibraciones sin sobrecargar el álabe. Después, teniendo en cuenta las mismas
condiciones de operación del álabe, en las Figuras 19(c) y 19(d) se realizaron simulaciones del
sistema acoplado al DMDVA, donde se observa un comportamiento análogo al que exhibe el álabe
mediante el RID-TMD. Además, a medida que aumentan las relaciones de masa µ y µd, el ancho
de banda de frecuencias de operación aumenta en cualquiera de los dos casos. Del mismo modo, se
observa que ocurre lo mismo cuando los dispositivos se colocan en una zona cercana a la punta del
álabe.

(a) (b)

(c) (d)

Figura 19: FRFs del álabe en operación a Ω ≈ 1.27 rad
s utilizando las soluciones anaĺıticas de las ecuaciones

(112), (124), (113) y (125). (a) RID-TMD para µ = {0.01, 0.03, 0.05}. (b) RID-TMD localizado en x0 = 35
m y 45 m. (c) DMDVA para µ = {0.01, 0.03, 0.05}. (d) DMDVA localizado en x0 = 35 m y 45 m.

Las Figuras 20(a) y 20(b) muestran las curvas de respuesta en frecuencia utilizando el RID-TMD
y el DMDVA, respectivamente, situados en x0 = 45m con una relación de masas de µ = µd = 0.03.
El comportamiento del álabe es evaluado cuando está estacionado y cuando opera en su velocidad
nominal. En estas simulaciones, se observa un desplazamiento hacia la izquierda en el eje de las
frecuencias adimensionales r cuando el álabe está en operación. Sin embargo, las FRFs mantienen la
misma simetŕıa para ambas condiciones del álabe, de forma similar a lo observado en [12] mediante
el uso del TMD.

Por otro lado, las Figuras 21(a) y 21(b) comparan al RID-TMD frente al DMDVA con µ =
µd = 0.03 y Ω = 1.27 rad

s , la primera simulación para x0 = 45 m y la segunda para x0 = 35 m. Estas
simulaciones muestran que el RID-TMD y el DMDVA generan la misma mitigación de vibración
con la misma magnitud en los picos resonantes. En relación a esto, a partir de las soluciones
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(a) (b)

Figura 20: FRFs del álabe estacionado y en operación (Ω = 0 y Ω = 1.27 rad
s ) utilizando los dispositivos con

las soluciones anaĺıticas propuestas para µ = µd = 0.03 y x0 = 45 m. (a) RID-TMD. (b) DMDVA.

calculadas en las ecuaciones (112), (124), (113) y (125), la masa modal m0 y la eigenfrecuencia
natural no amortiguada ω0 cuando el álabe opera en Ω = 1.27 rad

s , hacen que tanto el RID-TMD
como el DMDVA requieran parámetros inerciales y viscosos aproximadamente iguales. Por ejemplo,
en la Figura 21(a), el RID-TMD requiere constantes de amortiguamiento y de inercia de cB =
2µνζBm0ω0 = 0.7541Ns

m y b = δ m0 = 0.6694kg, respectivamente. Mientras que el DMDVA requiere

cB = 2 δbµbηζBb
1+δb

m0ω0 = 0.7081Ns
m y mB = δbµb m0

1+δb
= 0.6387 kg. Esto parece indicar que el efecto de

control dinámico de ambos dispositivos es el mismo bajo el criterio de sintonización de la EFPT,
haciendo que las constates de inercia y amortiguamiento sean aproximadamente iguales en ambos
casos. Esta observación se muestra en las Figuras 22(a)-22(d), las cuáles se obtuvieron considerando
el álabe en operación acoplado con el RID-TMD y el DMDVA. Las Figuras 22(a) y 22(b) muestran
la variación de cB y de los parámetros inerciales, respectivamente, con los dispositivos en x0 = 45m
para 0.005 < µ < 0.1. Mienras tanto, las Figuras 22(c) y 22(d) muestran las mismas variaciones
paramétricas para µ = µd = 0.03 y 0 < a < 1. Se puede observar que en todos los escenarios hay
una discrepancia no sifnificativa entre los parámetros de ambos dispositivos, lo que confirma que
estos parámetros contribuyen en gran medida a que la dinámica del RID-TMD y del DMDVA sea
aproximadamente igual.

(a) (b)

Figura 21: Respuesta en frecuencia del álabe acoplado con RID-TMD y DMDVA para µ = µd = 0.03 y
Ω = 1.27 rad

s . (a) En x0 = 45 m. (b) En x0 = 35 m.

A pesar del análisis que se muestra en las Figuras 22(b)-22(d), existe una diferencia ligeramente
significativa entre la inertancia b del RID-TMD y la masa mB del DMDVA, ya que se puede
argumentar que el diseño f́ısico de una masa pequeña puede ser en parcialmente más simple que
el de un inersor con un efecto inercial amplificado y un nivel de inertancia pequeño. Además, otra
ventaja que ofrece el DMDVA sobre el RID-TMD es la independencia de la masa mB respecto a la
frecuencia modal dominante ω0 y la velocidad angular del rotor, lo que evita la desintonización de
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 22: Constantes de amortiguamiento, masa e inertancia del RID-TMD y DMDVA para Ω = 1.27 rad
s .

(a) cB en función de µ y µd en x0 = 45 m. (b) b y mB en función de µ y µd en x0 = 45 m. (c) cB en
función de a en µ = µd = 0.03. (d) b y mB en función de a en µ = µd = 0.03.

este parámetro ante variaciones turbulentas de la carga aerodinámica f0(t).

Para validar las soluciones anaĺıticas propuestas, las Figuras 23(a) y 23(b) muestran una com-
paración entre el RID-TMD, DMDVA, TMD, y el TMDI, utilizados bajo las mismas condiciones.
Para tal fin, los parámetros del TMD y el TMDI fueron calculados utilizando las soluciones anaĺıti-
cas determinadas por Zhang en [12, 14] para µ = 0.03, Ω = 1.27 rad

s , y dos localizaciones diferentes
en 35 y 45 metros. En las Figuras 23(a) y 23(b), las FRFs de dos picos resonantes corresponden
al uso del TMD y el TMDI. Además, dado que la inercia del TMDI no se puede calcular de forma
óptima, se utiliza un nivel de inercia igual al requerido por el RID-TMD a partir de la ecuación
(112). Por ejemplo, en la Figura 23(a), se utilizó δ = b

m0
= 00004. Al igual que en [14], en las

Figuras 23(a) y 23(b), el TMDI no muestra ninguna mejora con respecto a ninguno de los otros
dispositivos en relación con la magnitud de los picos resonantes mostrados en cada caso. De hecho,
si se aumenta la inertancia, su rendimiento empeora. Además, se observa que con las soluciones
anaĺıticas propuestas, no solo disminuyen las amplitudes de vibración en el dominio de la frecuen-
cia, sino que también se produce un aumento del ancho de banda de frecuencias de operación con
respecto al TMD y al TMDI.

Dado que las simulaciones de las Figuras 23(a) y 23(b) se generaron mediante el TMD y TMDI
sintonizados a partir de la FPT con las soluciones anaĺıticas propuestas por Zhang [12, 14], es
posible hacer una comparación justa calculando los valores pico obtenidos por cada dispositivo.
En la tabla 4, las dos últimas columnas muestran la reducción del pico máximo δp para cada
dispositivo con respecto al TMD y al TMDI, respectivamente, que se calculó siguiendo la ecuación

δp = 100
(

1 − max(Hk)
max(Hp)

)
%. Donde p = tmd, tmdi, max(Hp) es el pico máximo para p = tmd, tmdi,

y max(Hk) es el pico máximo para k = B,D. La tabla 4 demuestra la robustez del RID-TMD y el
DMDVA sintonizados con las soluciones anaĺıticas propuestas, donde se observa que el RID-TMD y
DMDVA proporcionan la misma mejora, lo que concuerda con los análisis realizados en las Figuras
22(a)-22(d).

Finalmente, la Tabla 5 resume los parámetros f́ısicos calculados para el RID-TMD, DMDVA, y
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(a) (b)

Figura 23: Respuesta en frecuencia del álabe basada en RID-TMD, DMDVA, TMD, y TMDI para µ = µd =
0.03 y Ω = 1.27 rad

s . (a) Dispositivos colocados en x0 = 45 m. (b) Dispositivos colocados en x0 = 35 m.

Tabla 4: Reducción porcentual de los picos resonantes del álabe SDOF operando en su velocidad nominal,
obtenida mediante RID-TMD y DMDVA comparados con el TMD y TMDI para µ = µd = 0.03.

x0 [m] Dispositivo Valor pico δTMD [ %] δTMDI [ %]

45 RID-TMD 12.9631 20.69948 21.36334
DMDVA 12.9631 20.69950 21.36335

TMD 16.3468 0 0.83713
TMDI 16.4848 -0.84420 0

35 RID-TMD 22.3923 20.72452 21.38508
DMDVA 22.3923 20.72451 21.38507

TMD 28.2462 0 0.83324
TMDI 28.4835 -0.84024 0

el TMD clásico, correspondientes a las condiciones en las que se realizo la simulación de la Figura
23(a). Adicionalmente, en la columna cuatro de la Tabla 5 se incluye la magnitud de los puntos
invariantes independientes del factor de amortiguamiento.

Tabla 5: Dispositivos sintonizados para µ = µd = 0.03 y los datos estructurales del álabe de NREL, m0 =
1354kg, l = Ω

ω0
= 1.27

7.19 = 0.017663 y a = ϕ(x0) = ϕ(45m) = 0.516.

Caso Variables sintonizadas Parámetros sintonizados Amplitud de
vibración inva-
riante

B: RID-TMD ν = 0.987915, η =
0.988294, δ = 0.0004944,
ζB = 0.001306

mA = 40.62kg, kA =
2049.45N

m , kB = 33.803N
m ,

b = 0.6694kg, cB = 0.7541Ns
m

HB = 11.2335

D: DMDVA ν = 1.003954, η =
0.988168, δ = 0.015975,
ζB = 0.078029

mA = 39.98kg, mB =
0.6387kg, kA = 2083.25N

m ,
kB = 32.24N

m , cB = 0.7081Ns
m

HD = 11.2335

C: TMD clási-
co

ν = 0.992075, ζA =
0.055326

mA = 40.62kg, kA =
2066.746N

m , cA = 32.099Ns
m

HC = 15.8551
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4.1.4. Optimización multivariable basada en la norma H2

La norma H2 ha sido utilizada como una medida de rendimiento cuando los sistemas dinámicos
están sujetos a excitación estocástica, como es el caso de la fuerza aerodinámica. Esta medida de
rendimiento, ha sido utilizada en varias investigaciones para minimizar la varianza de la respuesta
en frecuencia al cuadrado de un sistema de control en lazo abierto. Este problema de optimización,
está ligado con la minimización de la enerǵıa total E[x2] de la respuesta en frecuencia de un sistema
dinámico. La fuerza de excitación f0(t) que aparece en las ecuaciones (77), (81) y (86) tiene una
densidad espectral de enerǵıa (PSD) S0(ω). Sin embargo, para fines de simplificación computacional,
S0(ω) puede ser considerada constante en todo el intervalo de frecuencias de excitación.

En esta investigación, la definición de la norma H2 se utiliza para minimizar la varianza de
desplazamiento de la masa modal del álabe m0. Para tal fin, se desarrolla el caso B (álabe acoplado
con RID-TMD) utilizando la FRF definida en la ecuación (98) y su magnitud dada por la ecuación
(99). Mientras que para los casos C y D, solo se proporcionan los parámetros óptimos debido a que
el desarrollo anaĺıtico y numérico es análogo al del caso B.

La salida energética del sistema definido en la Figura 14(a) para una frecuencia espećıfica se
define como:

Sq0(ω) =| HB(ω) |2 S0(ω),

asumiendo que la PSD S0(ω) es constante e integrando la salida Sq0(ω) en todo el intervalo de
frecuencias de excitación, la enerǵıa total de vibración es obtenida en la ecuación (126)

E[q0
2] =

∫ ∞

−∞
| HB(ω) |2 S0 dω = S0ω0

∫ ∞

−∞
| HB(ir) |2 dr︸ ︷︷ ︸

Notación adimensional

. (126)

Por otro lado, el ı́ndice basado en la definición de la norma H2 se define en [49] como se muestra
en la ecuación (127);

I =
E[q0

2]

2π S0 ω0
=|| HB(r) ||22, (127)

el término 2πω0 aparece en el denominador debido al uso de variables adimensionales en la ecuación
(126). Sustituyendo la ecuación (126) en (127) se obtiene la definición de la norma H2 en el dominio
de la frecuencia.

I =
1

2π

∫ ∞

−∞
| HB(r) |2 dr =|| HB(r) ||22 . (128)

Sustituyendo la FRF definida en la ecuación (99) en la ecuación (128) se obtiene;

I =
1

2π

∫ ∞

−∞

Nre,B
2 +Nim,B

2

Dre,B
2 +Dim,B

2 dr. (129)

La función (129) es la varianza de desplazamiento σq
2 de la respuesta en frecuencia del sistema

y puede calcularse mediante integración numérica. No obstante, es posible obtener una función
multivariable en términos de las variables definidas en la ecuación (78) correspondientes al caso B.
Para este propósito, si el sistema del caso B definido en la ecuación (96) es estable, la norma H2,
se puede calcular utilizando la siguiente ecuación [2, 52];

I = σq
2 =|| HB(s) ||22=|| C (sI−A)−1B ||= CLCT , (130)

donde HB(s) = C (sI−A)−1B es la ecuación para obtener la función de transferencia en términos
de las matrices A, B y C, que son definidas en espacio de estados en la forma canónica controlable.

58



Mientras que s es la variable de Laplace y L es una solución que satisface la ecuación de Lyapunov
definida en la ecuación (131).

AL + LAT + BBT = 0. (131)

La función de transferencia HB(s), en el dominio de Laplace se definió en la ecuación (96)
haciento k = B, donde se obtuvo:

HB(s) =
Q(s)

F (s)
=

bB,5

m0
s5 +

bB,4

m0
s4 +

bB,3ω0

m0
s3 +

bB,2ω
2
0

m0
s2 +

bB,1ω
3
0

m0
s+ bB,0

ω4
0

m0

s6 + aB,5ω0 s5 + aB,4ω0
2s4 + aB,3ω0

3s3 + aB,2ω0
4s2 + aB,1ω0

5s1 + aB,0ω0
6
,

cuyos coeficientes bB,i y aB,i (i = 0, 1, ...5) aparecen en el Apéndice A en función de las variables
definidas en la ecuación (78), de la forma modal a, la velocidad angular adimensional l y del factor
de amortiguamiento ζ0.

La ecuación (96) puede definirse en el dominio de Fourier y en forma adimensional reemplazando
la variable s por i r ω0, obteniendo la ecuación (97) definida en la Sección 4.1.2;

HB(r) =
Q(r)k0
F (r)

=
bB,4(ir)

4 + bB,3(ir)
3 + bB,2(ir)

2 + bB,1(ir) + bB,0

(ir)6 + aB,5(ir)
5 + aB,4(ir)

4 + aB,3(ir)
3 + aB,2(ir)

2 + aB,1(ir) + aB,0

.

Por otro lado, de acuerdo con la Sección 3.2.1 la forma canónica controlable en espacio de
estados de este sistema esta dada por:

ẋ = Ax + Bu,

y = Cx,

donde las matrices A, B y C son:

A =



0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

−aB,0 −aB,1 −aB,2 −aB,3 −aB,4 −aB,5

 , (132)

B =



0
0
0
0
0
1

 , (133)

y
C =

(
bB,0 bB,1 bB,2 bB,3 bB,4 bB,5

)
, (134)

cuyos elementos son los coeficientes bB,i y aB,i definidos en el Apéndice A. Para calcular la matriz L
se sustituyen las matrices (132) y (133) en la ecuación matricial (131). La solución que satisface esta
ecuación es una matriz simétrica L de tamaño 6 × 6 que tiene por elementos I1i (para i = 1, ...6),
I2i (para i = 2, ...6), I3i (para i = 3, ...6), I4i (para i = 4, 5, 6), I5i (para i = 5, 6) e I66, como se
observa en la ecuación (135).

L =



I11 I12 I13 I14 I15 I16
I12 I22 I23 I24 I25 I26
I13 I23 I33 I34 I35 I36
I14 I24 I34 I44 I45 I46
I15 I25 I35 I45 I55 I56
I16 I26 I36 I46 I56 I66

 . (135)
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Los elementos de la matriz L se obtienen al despejar L de la ecuación (131), lo que proporciona
un sistema de ecuaciones escalares lineales de 21 ecuaciones con 21 incógnitas en función de los
coeficientes bB,i y aB,i, y en consecuencia, en función de la forma modal a y de las variables
adimensionales de la ecuación (78): µ, δ, ν, η, ζB, ζ0 y l.

Después, utilizando la ecuación (135), se calcula la norma H2 definida en la ecuación (130),
obteniendo una función escalar definida como;

I = σq
2 (µ, δ, ν, η, ζB, ζ0, a, l) = CLCT , (136)

despreciando el factor de amortiguamiento de la estructura del álabe ζ0 y tomando en cuenta que
la relación de masa µ, la forma modal a y la velocidad de rotación l son constantes, la ecuación
(136) se define como una función de cuatro variables independientes, como se observa en la ecuación
(137);

σq
2 (δ, ν, η, ζB) = CLCT . (137)

La ecuación (137) es la función objetivo que define la varianza de la respuesta en frecuencia
del álabe en la dirección lateral en función de las variables adimensionales del conjunto definido en
(78). Para minimizar σq

2, se calculan cuatro derivadas parciales como se observa en las ecuaciones
(138)-(141), asumiendo que las primeras derivadas parciales de σq

2 existen en sus extremos relativos
en una región acotada incluyendo el mı́nimo absoluto (δ0, ν0, η0, ζB0).

∂σq
2(δ, ν, η, ζB)

∂δ
= 0, (138)

∂σq
2(δ, ν, η, ζB)

∂ν
= 0, (139)

∂σq
2(δ, ν, η, ζB)

∂η
= 0, (140)

∂σq
2(δ, ν, η, ζB)

∂ζB
= 0. (141)

El sistema de ecuaciones algebraico no lineal definido en (138) - (141) se soluciona numéri-
camente para las variables δ, ν, η y ζB, utilizando el método de Newton-Raphson mediante el
comando ”fsolve”del programa Maple-Soft para diferentes valores constantes de µ en el intervalo
0 < µ ≤ 0.05. Asimismo, se consideran tres formas modales a y el caso del álabe estacionado y
en operación en su velocidad angular nominal. Las variables óptimas se muestran en la Tabla 6,
donde se puede observar que para una velocidad l y una localización ϕ(x0) = a fijas, a medida que
µ incrementa, las variables δ, η y ζB también aumentan, mientras que la variable ν decrece.

Debe notarse que al minimizar σq
2 también se minimiza la enerǵıa total de vibración E[q20],

debido a que están relacionadas mediante el ı́ndice de rendimiento basado en la norma H2 definido
en la ecuación (127). En los resultados de la Tabla 6, se observa que la magnitud de σ2q es muy
alta para la localización en x0 = 25 m. Por lo tanto, para evaluar que tan viable es utilizar esa
localización, la ecuación (137) fue obtenida para el caso A utilizando los mismos parámetros del
álabe de NREL con ζ0 = 0.005, obteniendo un valor de σ2qA = 50.0000 y σ2qA = 51.610141 para el

álabe estacionado y en rotación, respectivamente. Esto significa que el valor de σ2qA del álabe SDOF

sin dispositivo de control esta por debajo de la magnitud de σ2q para x0 = 25 m y µ = 0.01 en la
Tabla 6, mientras que para µ = 0.02, 0.03, 0.04, 0.05, σ2q no se reduce demasiado en comparación con
σ2qA. Por lo tanto, en todos los análisis subsecuentes, solamente se considerarán las localizaciones
x0 = 35 m y x0 = 45 m.
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Tabla 6: Variables óptimas del RID-TMD (caso B) y varianza de desplazamiento mı́nima σq
2 para µ =

0.01, 0.02, ...0.05 y ζs = 0.

Ω Localización x0 µ =
mA

m0
δ =

b

m0
ν =

ωA

ω0
η =

ωB

ω0
ζB =

cB
2mAωA

σq
2

1.27 rad
s 45 m 0.01 0.000056 0.997262 0.986978 0.000255 17.0517

0.02 0.000222 0.994547 0.989673 0.000716 12.0576
0.03 0.000494 0.991853 0.992361 0.001306 9.84514
0.04 0.000869 0.989181 0.995042 0.001996 8.52627
0.05 0.001344 0.986529 0.997717 0.002767 7.62624

35 m 0.01 0.000018 0.999084 0.985179 0.000049 29.5256
0.02 0.000075 0.998171 0.986080 0.000139 20.8778
0.03 0.000168 0.997261 0.986980 0.000255 17.0467
0.04 0.000298 0.996353 0.987880 0.000392 14.7630
0.05 0.000464 0.995447 0.988778 0.000547 13.2045

25 m 0.01 0.0000038 0.999811 0.984462 0.0000046 65.1748
0.02 0.000015 0.999623 0.984647 0.000013 46.0856
0.03 0.000034 0.999436 0.984832 0.000023 37.6287
0.04 0.000061 0.999248 0.985017 0.000036 32.5875
0.05 0.000096 0.999060 0.985202 0.000051 29.1471

0 rad
s 45 m 0.01 0.000052 0.997348 1.002659 0.000236 16.7834

0.02 0.000208 0.994717 1.005311 0.000662 11.8676
0.03 0.000464 0.992106 1.007956 0.001207 9.68992
0.04 0.000816 0.989516 1.010594 0.001844 8.39171
0.05 0.001263 0.986947 1.013225 0.002557 7.50578

35 m 0.01 0.000017 0.999113 1.000887 0.000045 29.0612
0.02 0.000070 0.998228 1.001774 0.000128 20.5494
0.03 0.000158 0.997346 1.002660 0.000236 16.7785
0.04 0.000280 0.996466 1.003545 0.000362 14.5306
0.05 0.000436 0.995589 1.004430 0.000505 12.9965

25 m 0.01 0.0000036 0.999817 1.000182 0.0000042 64.1500
0.02 0.000014 0.999635 1.000364 0.000012 45.3609
0.03 0.000032 0.999453 1.000546 0.000022 37.0370
0.04 0.000058 0.999271 1.000728 0.000034 32.0750
0.05 0.000090 0.999089 1.000910 0.000047 28.6887

Casos C y D
A continuación se optimizan las variables adimensionales definidas para los casos C (TMD) y D
(DMDVA) definidas en las ecuaciones (82) y (89). La formulación del problema de optimización
para estos casos es análoga a la del caso B y su solución se muestra en las Tabla 7 y 8 para ζs = 0,
Ω = 1.27 rad

s y a(x0) = 0.516. A partir de los resultados de las Tablas 6, 7 y 8 es posible hacer
comparaciones del rendimiento dinámico del RID-TMD y DMDVA con respecto al TMD clásico,
este es uno de los análisis más relevantes de esta investigación, ya que el TMD ya ha sido utilizado
para mitigar vibraciones laterales de los álabes [12], por lo tanto, la aportación principal de este
análisis es la evaluación de la mejora que el RID-TMD y el DMDVA proporcionan con los enfoques
de optimización y sitonización de parámetros planteados en esta y en la Sección 4.1.2.

Nótese que el caso D, que trata del uso del VTMD, no fue inclúıdo en este problema de optimi-
zación. Esto se debe a que su configuración esta basada en el reemplazo del amortiguador viscoso
del TMD por un amortiguador viscoelástico. Por lo tanto, el VTMD es una generalización del TMD
convenional, hecho que conduce a que el análisis de su desempeño debeŕıa ser analizado directa-
mente mediante la inclusión de una derivada fraccionaria mediante la norma H2 y evitar obtener
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Tabla 7: Variables óptimas de la ecuación (82) para el TMD clásico y varianza de desplazamiento mı́nima
σq

2 para ζs = 0, Ω = 1.27 rad
s y a(x0) = 0.516.

Ω
[
rad
s

]
Localización
x0 [m]

µ =
mA

m0
ν =

ωA

ω0
ζA =
cA

2mAωA

σq
2

1.27 45 0.01 0.99798 0.02618 19.6833
0.02 0.99598 0.03699 13.9139
0.03 0.99399 0.04527 11.3571
0.04 0.99200 0.05222 9.8326
0.05 0.99003 0.05833 8.7918

Tabla 8: Variables óptimas de la ecuación (89) para el DMDVA y varianza de desplazamiento mı́nima σq
2

para ζs = 0, Ω = 1.27 rad
s y a(x0) = 0.516.

Ω
[
rad
s

]
Localización
x0 [m]

µ =
mA +mB

m0

δ =
mB

mA
ν =

ωA

ω0
η =

ωB

ω0
ζB =
cB

2mBωB

σq
2

1.27 45 0.01 0.00532 1.00265 0.99734 0.04528 17.0517
0.02 0.06388 1.00531 0.99471 0.06388 12.0576
0.03 0.01597 1.00795 0.99210 0.07803 9.8451
0.04 0.02130 1.01059 0.98951 0.08988 8.5262
0.05 0.02663 1.01323 0.98694 0.98694 7.6262

el mismo ı́ndice de desempeño mediante dos formas de modelado distintas.

4.1.4.1. FRFs obtenidas a partir de la optimización basada en la norma H2

En esta Sección se comparan las curvas de respuesta en frecuencia adimensionales de los es-
cenarios paramétricos que pueden surgir con los resultados de las Tablas 6-8. Para tal fin, de
nuevo se consideran las condiciones de operación del álabe de NREL definido en [26] y empleadas
en [12, 14, 15]. Este álabe opera a una velocidad angular Ω = 1.27 rad

s con una eigenfrecuencia na-

tural no amortiguada ω0 ≈ 7.19 rad
s . Tales condiciones se obtienen cuando el rotor esta en una fase

estacionaria debido al efecto del control de ángulo de paso a una velocidad promedio del viento
de 11.4 rad

s . Adicionalmente, se consideran tres formas modales del álabe en la dirección lateral
en x0 = {25, 35, 45}m. Cabe mencionar que la descripción del comportamiento de la carga aero-
dinámica f0(t) y de la curva modal para calcular los valores de a en función de la localización del
dispositivo x0 serán mostradas en la Sección 4.3.3.

En la Figura 24(a) se muestra una comparación entre las FRFs adimensionales de la ecuación
(99). Para tal fin, se considera el álabe sin rotación acoplado con RID-TMD con una masa del 3 % y
en localizaciones distintas x0 mostradas en la Tabla 6. Mientras tanto, en la Figura 24(b), se realiza
una comparación semejante pero ahora considerando los álabes en rotación. Nótese como el estado
de operación del álabe no afecta las amplitudes de vibración en comparación con las que se generan
cuando esta estacionado. Además, en acuerdo con la observación de la Sección 4.1.4, se observa que
si el RID-TMD se coloca en x0 = 25m, los picos resonantes de HB(r) son muy altos, por lo que en
los analisis subsecuentes solo se usaran las localizaciones x0 = 35m y x0 = 45m. Por otro lado, en
las Figuras 24(c) y 24(d) se muestra el caso sin rotación y en rotación respectivamente, pero ahora
la masa agregada por el RID-TMD vaŕıa entre el 1 % y 5 % y la posición x0 se mantiene fija en 45
metros, donde se observa que al incrementar la masa f́ısica del RID-TMD las curvas de respuesta
en frecuencia se atenúan correspondientemente. Finalmente, en la Figura 24(e) se muestran las
FRFs con el álabe estacionado y en rotación, con una masa del 3 % del RID-TMD ubicado en
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x0 = 45m. En esta simulación, se observa nuevamente que el estado de operación del álabe no
afecta las amplitudes de vibración, en lugar de eso, solo ocurre un desfase a la derecha en el eje de
las frecuencias r sobre el cuál el RID-TMD actúa cuando el álabe esta estacionado.

(a) (b)

(c) (d)

(e)

Figura 24: FRFs utilizando el RID-TMD con los resultados de la Tabla 6. (a) FRFs cuando l = 0 con una
masa agregada del 3 %. (b) FRFs cuando l = 0.17663 con una masa agregada del 3 %. (c) FRFs cuando el
RID-TMD se ubica en x0 = 45 m y los álabes no rotan. (d) FRFs cuando el RID-TMD se ubica en x0 = 45
m y l = 0.17663. (e) FRFs cuando el RID-TMD agrega una masa del 3 % y se ubica en x0 = 45 m.

Por otro lado, tomando en cuenta que las amplitudes de vibración más altas se obtienen en la
punta del álabe [12]. Los cuatro dispositivos (RID-TMD, TMD, DMDVA y VTMD) investigados
son analizados en la localización x0 = 45m, que produce una forma modal a = 0.516 y que en
este estudio es la más próxima a la localización en la punta del álabe en x0 = 61.5m. La Figura
25 muestra las FRFs adimensionales de la masa modal del álabe considerando esta localizacion, el
estado de operación del álabe Ω = 1.27 rad

s y una relación de masa del 3 % (µ = 0.03) que produce
una masa añadida por cada caso de 40.62kg. Esta simulación muestra que el RID-TMD y el DMDVA
producen el mismo efecto de control sobre el álabe, al igual que se observó en la Sección 4.1.2. Lo
cuál podŕıa deberse a que el inersor del RID-TMD y la segunda masa del DMDVA producen el
mismo efecto de sintonización con respecto a las frecuencias de vibración del álabe.
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Figura 25: Diagramas de Bode adimensionales de los casos B, C, D y E generados al utilizar los parámetros
óptimos para cada dispositivo considerando el álabe estacionado y en rotación, a = 0.516 y una masa añadida
de 40.62kg.

Adicionalmente, en la Figura 25, se observa que el VTMD y el TMD son superados contunden-
temente por el DMDVA y RID-TMD, mientras que el VTMD presenta una pequeña mejora con
respecto al TMD. Este hecho parece indicar que un amortiguador viscoelástico en la configuración
tradicional del TMD no genera una mejora significativa en el efecto de control. Por lo tanto, en la
siguiente Sección, se probará teóricamente que el desempeño del VTMD puede mejorar mediante
la adicion de un segundo elemento inercial, para demostrar que el modelado de orden fraccionario
tiene sentido cuando se utiliza en un DVA conformado por un elemento viscoelástico configurado
en serie con un elemeno inercial.

4.2. Modelado basado en la derivada fraccionaria de Caputo–Fabrizio

De acuerdo con los análisis hechos en las Secciones 4.1.2.1 y 4.1.3, se observo que el RID-
TMD y DMDVA (casos B y D de orden clásico) exhibieron mejor rendimiento que el TMD y el
TMDI. Sin embargo, uno de los propósitos de esta investigación es evaluar si el buen desempeño
del RID-TMD y del DMDVA puede ser obtenido mediante algún dispositivo que involvucre al
menos un elemento menos en su configuración, ya sea elástico, viscoso o inercial, para reducir la
complejidad de diseño en un trabajo futuro. Es por eso que se propone utilizar dos dispositivos
más reportados en la literatura que utilizan un elemento menos que el RID-TMD y el DMDVA,
pero que no necesariamente han exhibido el mejor desempeño. Sin embargo, mediante la inclusión
de una derivada fraccionaria en el modelado de su elemento viscoso, se podŕıa observar una mejora
en estos dos nuevos casos.

Los dos nuevos dispositivos parten de las configuraciones de DVAs tomadas de [2] y [1]. En [2],
un dispositivo llamado IDVA-C2, que consiste de la adición de un inersor entre el amortiguador y
la masa del TMD clásico como se observa en la Figura 26, se desempeña aproximadamente igual
que el TMD en el control de vibraciones armónicas y aleatorias. Por lo tanto, tras un intento por
superar el desempeño del TMD, se propone reemplazar el amortiguador viscoso del IDVA-C2 por
un amortiguador viscoelástico modelado mediante la derivada fraccionaria de Caputo–Fabrizio,
originando un nuevo dispositivo llamado absorbedor de vibración dinámico fraccionario basado en
inersor C2 (IFDVA-C2), de este modo se evalua el desempeño de un nuevo dispositivo sin incre-
mentar el número de parámetros f́ısicos del IDVA-C2 clásico. Análogamente, el segundo dispositivo
propuesto parte de la simplificación del DMDVA investigado en [1], conectando ambas masas en
serie mediante un sólo amortiguador viscoelástico, dando origen a un nuevo dispositivo llamado
absorbedor de vibración dinámico fraccionario de doble masa como se observa en la Figura 26. Adi-
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cionalmente, el VTMD (caso E) también es considerado en este análisis para evaluar su desempeño
con respecto al TMD, IFDVA-C2 y DMFDVA. La Figura 26 muestra las configuraciones clásicas
del IDVA-C2, DMDVA y TMD comparadas con sus versiones fraccionarias que introducen un com-
portamiento viscoelástico en su amortiguador, donde los dispositivos basados en amortiguamientos
viscoelástico se convierten en su versión tradicional cuando α = 1.

Figura 26: Comparación de la configuración clásica y fraccionaria de los dispositivos investigados.

4.2.1. Modelado de orden fraccionario del álabe SDOF acoplado con nuevos VD-
VAs

Los modelos matemáticos del álabe SDOF acoplado con los absorbedores de vibración dinámicos
viscoelásticos (VDVAs) propuestos se obtienen de modo similar a los casos de orden de entero
desarrollados en la Sección 4.1.1 La Figura 27(a) se utiliza como marco de referencia inercial para
los nuevos tres casos. Donde los ejes X1−X2−X3 y x1−x2−x3 corresponden al marco de referencia
global y local del sistema, respectivamente, θj describe la posición ángular del j-ésimo álabe, L es la
longitud del álabe desde el cubo hasta la punta, q(t) es la coordenada que describe el desplazamiento
lateral en la punta del álabe y a es la forma modal del álabe definida en el intervalo [0, 1] en un
punto espećıfico x0. Por otro lado, en la Figura 27(b) se observa que los VDVAs propuestos utilizan
un amortiguador que proporciona una fuerza disipativa en función de la constante cA y del orden
de derivada α. Aunque es cierto que al variar el orden de la derivada α se añade otro parámetro al
modelo, el objetivo es no añadir más parámetros f́ısicos a la configuración clásica del IDVA-C2 y
del DMDVA.

A continuación, solo se muestra el desarrollo para obtener el modelo matemático del álabe
acoplado con IFDVA-C2 cuando α = 1, ya que el caso del DMFDVA y VTMD se obtienen de
forma análoga. Tomando en cuenta las consideraciones f́ısicas del modelo del caso A en la Sección
4.1.1, el vector de velocidad en algún punto del álabe SDOF se define acorde con la ecuación (58):

V B(x3, t) = ⟨[−Ωϕ(x3)q(t)] , [−Ωx3 − ϕ(x3)q̇(t)]⟩.

Después, al igual que en el desarrollo del modelo del caso B, si las vibraciones laterales de la
torre son despreciadas y solo la interacción entre el IFDVA-C2 y el álabe SDOF es considerada, un
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(a) (b)

Figura 27: (a) Álabe SDOF acoplado con VDVAs (figura editada de [12]). (b) Configuración del VTMD,
IFDVA-C2 y DMFDVA.

modelo dinámico simplificado es obtenido [10, 11, 14, 31, 99]. Esta simplificación produce un diseño
óptimo del dispositivo utilizado con alta precisión con respecto a la consideración de un modelo
con más acoplamientos.

Si α = 1 en la Figura 27(b), el IFDVA-C2 regresa a la configuración clásica denóminada IDVA-
C2. Asumiendo esto y considerando desplazamientos relativos de las coordenadas xA(t) y xB(t) del
IDVA-C2 con respecto a q(t), de forma análoga a lo que se realizó en el caso B en la Figura 14(b).
Las ecuaciones (142) y (143) definen los vectores de posición para el nodo del inersor y la masa
mA,

r̄B(t) = ⟨[−x0 sin θ − (aq + xB) cos θ] , [x0 cosψ − (aq + xB) sin θ]⟩, (142)

r̄A(t) = ⟨[−x0 sin θ − (aq + xA) cos θ] , [x0 cos θ − (aq + xA) sin θ]⟩. (143)

Derivando la ecuación (143) con respecto al tiempo, la velocidad de la masa del IDVA-C2 es
definida en la ecuación (144)

V̄A(t) = ⟨[−(x0Ω + aq̇ + ẋA) cosψ + (aq + xA)Ω sinψ] , [−(x0Ω + aq̇ + ẋA) sinψ − (aq + xA)Ω cosψ]⟩,
(144)

entonces, la enerǵıa cinética global del sistema de 3-DOF se define en la ecuación (145)

T =
1

2

∫ L

0
µ(x3)∥ V̄B(t) ∥2dx3 +

1

2
mA∥ V̄A(t) ∥2 +

1

2
b (ẋA − ẋB)2 , (145)

donde mA es la masa del IDVA-C2 y b es la inertancia del inersor. Sustituyendo las ecuaciones (58)
y (144) y desarrollando las operaciones algebraicas, la ecuación (145) da como resultado:

T (q, xA, q̇, ẋA, ẋB) = Eb +
1

2
mA

[
(aq + xA)2Ω2 + (x0Ω + aq̇ + ẋA)2

]
+

1

2
b(ẋA − ẋB)2, (146)

Donde Eb =
1

2
(Ω2q2 + q̇2)m0 +

1

2
Ω2m1 + Ωq̇m2, x0 es el punto de ubicación del VDVA a lo largo

del álabe y a es la forma modal en dicho punto. Mientras que m0, m1 y m2 fueron definidos en la
Sección 4.1.1 en la ecuación (60), donde µ(x3) y ϕ(x3) son las funciones de masa por unidad de
longitud y de las formas modales en la dirección lateral del álabe, respectivamente.

Por otro lado, las funciones de enerǵıa potencial total y de disipación de enerǵıa son definidas
en la ecuación (147).

V (q, xA) = mAg [x0 cos θ − (aq + xA) sin θ] +
1

2
kAx

2
A +

1

2
k0q

2,

D (q̇, ẋB) =
1

2
c0q̇

2 +
1

2
cAẋ

2
B.

(147)
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Sustituyendo las funciones de enerǵıa de las ecuaciones (146) y (147) en la ecuación de Euler-
Lagrange (2), calculando las derivadas parciales con respecto a q, xA y xB, las derivadas temporales
y simplificando términos el modelo dinámico de orden entero del álabe acoplado con IDVA-C2 es
obtenido en la ecuación (148).

(
m0 + a2mA

)
q̈ + amAẍA + c0q̇ +

(
k0 −m0Ω

2 −mAΩ2a2
)
q − amAΩ2xA = f0(t)...

+amAg sin θ

amAq̈ + (mA + b)ẍA − bẍB − amAΩ2q +
(
kA −mAΩ2

)
xA = mAg sin θ

b (ẍB − ẍA) + cBẋB = 0

. (148)

Similarmente, las funciones de enerǵıa para el álabe acoplado con DMFDVA cuando α = 1 son
obtenidas en la ecuación (149),

T (q, xA, xB, q̇, ẋA, ẋB) = Eb +
1

2
mA

[
(aq + xA)2Ω2 + (x0Ω + aq̇ + ẋA)2

]
...

+
1

2
mB

[
(aq + xB)2Ω2 + (x0Ω + aq̇ + ẋB)2

]
V (q, xA, xB) = {mA [x0 cos θ − (aq + xA) sin θ] +mB [x0 cos θ − (aq + xB) sin θ]} g...

+
1

2
kAx

2
A +

1

2
k0q

2

. (149)

Usando las funciones de la ecuación (149) en la ecuación (2), se obtiene el modelo dinámico del
álabe acoplado con DMFDVA cuando α = 1 como se muestra en la ecuación (150)

[
m0 + (mA +mB)a2)

]
q̈ + amAẍA + amBẍB + c0q̇ +

[
(k0 −m0Ω

2 − (mA +mB)Ω2a2
]
q...

−aΩ2mAxA − aΩ2mBxB = f0(t) + a(mA +mB)g sin θ,

amAq̈ +mAẍA + cA(ẋA − ẋB) − amAΩ2q + (kA −mAΩ2)xA = mAg sin θ,

amB q̈ +mBẍB + cA(ẋB − ẋA) − amBΩ2q −mBΩ2xB = mBg sin θ.

(150)

Finalmente, el modelo del álabe acoplado con VTMD cuando α = 1 se muestra en la ecuación
(151), que de hecho es idéntico al modelo del álabe acoplado con TMD desarrollado en [12] mostrado
en la ecuación (151) en la Sección 4.1.1.{(
m0 + a2mA

)
q̈ + amAẍA + c0q̇ +

(
k0 −m0Ω

2 −mAΩ2a2
)
q − amAΩ2xA = f0(t) + amAg sin θ,

amAq̈ +mAẍA + cAẋA − amAΩ2q +
(
kA −mAΩ2

)
xA = mAg sin θ.

(151)

4.2.1.1. Inclusión de la derivada fraccionaria de Caputo–Fabrizio

La formulación de la derivada fraccionaria tipo Liouville-Caputo se define como se observa en la
ecuación (33) [54,57] en la Sección 3.3.2. Si el Kernel de potencia de la ecuación (33) se reemplaza por

una función exponencial y el término 1
Γ(n−α) por M(α)

1−α , se obtiene la FD de Caputo–Fabrizio [54,57]

como se observa en la ecuación (34) en la Sección 3.3.2, cuya notación será considerada como se
muestra en la definición de la ecuación (152):

CF
0 Dα

t f(t) =
M(α)

1 − α

∫ t

0
fn(τ)e−

α(t−τ)
1−α dτ, (152)

n− 1 < α ≤ n /n ∈ Z+,
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donde M(α) es una función de normalización que satisface M(0) = M(1) = 1. Por otro lado, la
transformada de Laplace de la derivada fraccionaria de CF es representada como se observa en la
ecuación (153) [61].

L{CF
0 Dα+n

t f(t)}(s) =
1

1 − α
L{fn+1(t)}L{e−

α t
1−α } =

sn+1L{f(t)} − snf(0) − sn−1f ′(0)...− fn(0)

s+ α(1 − s)
.

(153)

En esta Sección, los modelos presentados en las ecuaciones (151), (148) y (150), que correspon-
den al sistema del álabe montado con VTMD, IFDVA-C2 y DMFDVA cuando α = 1, respecti-
vamente, son generalizados introduciento la definición (152) en los términos de amortiguamiento
viscoso de cada dispositivo. Sin embargo, note que si la ecuación (152) es directamente sustitúıda
en los terminos de fuerza de amortiguamiento de cada dispositivo, se pierde la consistencia dimen-
sional, ya que la derivada de orden fraccionario de Caputo–Fabrizio tiene unidades de m

sα . Para
evitar este problema, una constante dimensional σ con unidades de segundos es introducida para
mantener la consistencia f́ısica de sistemas dinámicos de orden fraccionario [53, 54, 153]. De este
modo, a partir de la ecuación (152), la fuerza de amortiguamiento se define como sigue:

Fdamping = cAσ
α−1 CF

0 Dα
t f(t) = cA︸︷︷︸

kg
s

σα−1︸ ︷︷ ︸
sα−1

M(α)

1 − α

∫ t

0
fn(τ)e−

α(t−τ)
1−α dτ︸ ︷︷ ︸

m
sα

. (154)

El análisis dimensional hecho sobre la fuerza de amortiguamiento mediante la inclusión de una
FD, conduce a una constante de amortiguamiento viscoelástico con unidades de kg sα−2 [65]. No
obstante, en esta investigación, el amortiguamiento viscoso efectivo es cuantificado asociando la
constante σ con los efectos disipativos de enerǵıa, lo cuál en cualquier caso conduce a un compor-
tamiento viscoelástico para cada dispositivo.

Por otro lado, en la ecuación (155) se definen relaciones adimensionales para los parámetros de
cada sistema excepto para la constante de amortiguamiento cA.

µ =
mA

m0
, µc =

mA +mB

m0
, δb =

b

m0
, δc =

mB

m0
, ζ0 =

c0
2m0ω0

, ν =
kA
k0
, l =

Ω

ω0
, (155)

donde µ es la relación de masa del TMD y del IDVA-C2, µc y δc son las relaciones de masa del
DMDVA, δb es la relación de inertancia del IDVA-C2, ν es la relación de rigidez de cada dispositivo,
ζ0 es el factor de amortiguamiento modal del álabe y l es la velocidad angular adimensional del
álabe.

En las ecuaciones (151), (148) y (150), las fuerzas gravitatorias son despreciadas debido a que
son pequeñas en comparación con f0(t) [15]. Tomando en cuenta esto, sustituyendo las variables
de la ecuación (155) en las ecuaciones (151), (148) y (150) y variando el orden de las derivadas de
orden 1 referentes a la fuerza de amortiguamiento de cada dispositivo a través de la FD tipo CF
definida en la ecuación (154), las ecuaciones (156)-(158) son obtenidas, mismas que corresponden
al álabe acoplado con VTMD, IFDVA-C2 y DMFDVA respectivamente,

(
1 + a2µ

)
q̈ + aµẍA + 2ζ0ω0q̇ +

(
1 − l2 − µl2a2

)
ω2
0q − aµ l2ω2

0xA =
f0(t)

m0
1

ω2
0

(aq̈ + ẍA) +
cAσ

α−1

µk0
CF
0 Dα

t xA − a l2 q +

(
ν

µ
− l2

)
xA = 0

, (156)



(
1 + a2µ

)
q̈ + aµẍA + 2ζ0ω0q̇ +

(
1 − l2 − µl2a2

)
ω2
0q − aµ l2ω2

0xA =
f0(t)

m0
1

ω2
0

[
aq̈ +

(
1 +

δb
µ

)
ẍA − δb

µ
ẍB

]
− a l2 q +

(
ν

µ
− l2

)
xA = 0

ẍB − ẍA +
cAσ

α−1

δbm0

CF
0 Dα

t xB = 0

, (157)
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

(
1 + a2µc

)
q̈ + a(µc − δc)ẍA + aδcẍB + 2ζ0ω0q̇ +

(
1 − l2 − µcl

2a2
)
ω2
0 q − a(µc − δc) l

2ω2
0xA...

−aδc l2ω0
2xB =

f0(t)

m0
1

ω2
0

(aq̈ + ẍA) +
cAσ

α−1

(µc − δc) k0

(
CF
0 Dα

t xA − CF
0 Dα

t xB
)
− a l2 q +

(
ν

µc − δc
− l2

)
xA = 0

1

ω2
0

(aq̈ + ẍB) +
cAσ

α−1

δc k0

(
CF
0 Dα

t xB − CF
0 Dα

t xA
)
− a l2 q − l2xB = 0

.

(158)

En las ecuaciones (156)-(158), la constante σ puede ser aproximada como una función de los
parámetros del sistema [54]. Siguiendo esa afirmación, σ se calculaa como una función de los paráme-
tros de cada VDVA y el orden de la derivada como se muestra en la ecuación (159):

σa =
2αmA√

4 kAmA − c2A

, σb =
2α (mA + b)√

4 kA (mA + b) − c2A

, σc =
2α (mA +mB)√

4 kA (mA +mB) − c2A

, (159)

donde σa, σb y σc corresponden al VTMD, IFDVA-C2 y DMFDVA. Nóte que la ecuación (159)
tambien se puede escribir en función de las variables adimensionales definidas en la ecuación (155).
Las ecuaciones (156)-(158) no han sido reportadas en la literatura, y son una de las novedades de
esta investigación, ya que actualmente no hay análisis sobre DVAs con comportamiento viscoelástico
para superar el rendimiento del TMD para minimizar vibraciones laterales de los álabes. A partir de
las ecuaciones (156)-(158), se obtiene una variedad de VDVAs basada en las configuraciones clásicas
del TMD, IDVA-C2 y DMDVA para cualquier α en (0, 1], proporcionando más de un conjunto de
parámetros que mejoran la respuesta en frecuencia de un álabe SDOF.

4.2.1.2. Funciones de respuesta en frecuencia adimensionales

Las ecuaciones (156)-(158) son presentadas en el dominio de la frecuencia por medio de la
transformada de Fourier utilizando la ecuación (153), utilizando condiciones iniciales nulas y re-
emplazando la variable s por iω, donde i es la unidad imaginaria igual a la

√
−1 y ω la frecuencia

de excitación. Esto origina las ecuaciones (160)-(162), las cuáles corresponden al sistema del álabe
acoplado con VTMD, IFDVA-C2 y DMFDVA, respectivamente.


[
−(a2µ+ 1)ω2 + 2iζ0ω0ω + (−a2 l2µ− l2 + 1)ω2

0

]
Q(iω) − aµ (l2ω2

0 + ω2)XA(iω) =
F0(iω)

m0

−a(l2ω2
0 + ω2)Q(iω) +

[
−ω2 +

i cAσ
α−1 ω

(iω + α(1 − iω))µm0
− l2ω2

0 +
ν

µ
ω2
0

]
XA(iω) = 0

,

(160)

[
−(a2µ+ 1)ω2 + 2iζ0ω0ω + (−a2 l2µ− l2 + 1)ω2

0

]
Q(iω) − aµ(l2ω2

0 + ω2)XA(iω) =
F0(iω)

m0

−a(l2ω2
0 + ω2)Q(iω) +

[
−
(

1 +
δb
µ

)
ω2 +

νω2
0

µ
− l2ω2

0

]
XA(iω) +

δb
µ
ω2XB(iω) = 0

ω2XA(iω) +

[
−ω2 +

icAσ
α−1ω

δbm0(iω + α(1 − iω))

]
XB(iω) = 0

,

(161)
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

[
−(a2µc + 1)ω2 + 2i ζ0ω0ω + (−a2l2µc − l2 + 1)ω2

0

]
Q(iω) − (µc − δc)(aω

2 + al2ω2
0)XA(iω)...

−aδc(l2ω2
0 + ω2)XB(iω) =

F0(iω)

m0

−a(l2ω2
0 + ω2)Q(iω) +

[
νω2

0

µc − δc
− l2ω2

0 +
cAσ

α−1iω

(iω + α(1 − iω))(µc − δc)m0
− ω2

]
XA(iω)...

− cA iωσ
α−1XB(iω)

(iω + α(1 − iω))(µc − δc)m0
= 0

−a(l2ω2
0 + ω2)Q(iω) − cAiωσ

α−1XA(iω)

(iω + α(1 − iω))δcm0
+

[
cA iσ

α−1ω

(iω + α(1 − iω))δcm0
− l2ω2

0 − ω2

]
XB(iω) = 0

.

(162)

En las ecuaciones (160)-(162) el factor de amortiguamiento modal ζ0 es despreciado debido a
que es extremadamente bajo [15, 24]. La FRF adimensional de la masa modal de la estructura
del álabe m0 es calculada solucionando las ecuaciones (160)-(162) para la amplitud adimensional
k0 Q(iω)
F0(iω)

, la cuál se representa por la variable Hv(ir) para v = a, b, c, donde r = ω
ω0

es la frecuencia
de excitación adimensional y v = a, v = b y v = c se refieren a las FRFs correspondientes al álabe
acoplado con VTMD, IFDVA-C2 y DMFDVA, respectivamente. La función Hv(ir) se define en
terminos de variable compleja en la ecuación (163),

Hv(ir) =
Qk0
F0

=
Nv5r

5 +Nv4r
4 +Nv3r

3 +Nv2r
2 +Nv1r +Nv0

Dv7r7 +Dv6r6 +Dv5r5 +Dv4r4 +Dv3r3 +Dv2r2 +Dv1r +Dv0
. (163)

Donde los coeficientes Nvm y Dvn para m = 5, 4...0 y n = 7, 6...0 se muestran en el Apéndice
B. Si se extrae la magnitud de la ecuación (163), se obtiene la ecuación (164).

|Hv(ir)| =

√
Re{Nv}2 + Im{Nv}2

Re{Dv}2 + Im{Dv}2
, (164)

donde: Nv = Nv5r
5 + Nv4r

4 + Nv3r
3 + Nv2r

2 + Nv1r + Nv0 y Dv = Dv7r
7 + Dv6r

6 + Dv5r
5 +

Dv4r
4 + Dv3r

3 + Dv2r
2 + Dv1r + Dv0, para v = a, b, c. En la siguiente Sección la ecuación (164)

será empleada para formular problemas de optimización basados en la norma H2 para minimizar
la varianza de la respuesta estructural de la masa modal del álabe.

4.2.2. Minimización de la varianza de desplazamiento del álabe

Debido a la naturaleza estocástica de la velocidad del viento, la fuerza modal aerodinámica
f0(t) que aparece en las Eqs. (156)-(158) tiene un contenido frecuencial que puede ser descrito a
través de una función PSD Sf (ω). Sin embargo, asumiendo que la PSD es constante de magnitud
S0 en todo el rango de frecuencias de excitación, el problema se simplifica y la salida energética del
álabe SDOF puede ser calculada a partir de la ecuación (165) [2, 47,49],

Sq(ω) =| Hv(iω) |2 S0. (165)

Luego, la enerǵıa total de vibración E se obtiene integrando la ecuación (165) en todo el rango
de frecuencias de excitación,

E =

∫ ∞

−∞
| Hv(ω) |2 S0 dω = S0ω0

∫ ∞

−∞
| Hv(ir) |2 dr︸ ︷︷ ︸

Notación adimensional

. (166)

Nótese que la ecuación (166) puede ser expresada en términos de las FRFs de magnitud adimen-
sional calculadas en la ecuación (164). Por otro lado, el ı́ndice basado en la norma H2 es definido

70



en la ecuación (167) [49]:

I =
E

2π S0 ω0
= || Hv(ir) ||22, (167)

relacionando las ecuaciones (166) y (167), la definición expĺıcita de la norma H2 se obtiene en
la ecuación (168), misma que puede ser interpretada como la varianza de desplazamiento de la
respuesta en frecuencia al cuadrado del sistema [2,47] σq

2:

σq
2 = I =

1

2π

∫ ∞

−∞
| Hv(ir) |2 dr = || Hv(ir) ||22, (168)

sustituyendo la ecuación (164) en la ecuación (168), se obtiene la ecuación (169),

σq
2 =

1

2π

∫ ∞

−∞

Re{Nv}2 + Im{Nv}2

Re{Dv}2 + Im{Dv}2
dr. (169)

La integral que aparece en la ecuación (169) es función de los parámetros del álabe montado con
los VDVAs y del orden de la derivada α. El objetivo es calcular los parámetros de los VDVAs para
minimizar σq

2. Por otro lado, para un sistema estable, la norma H2 puede ser calculada utilizando
la ecuación (170) en el dominio de Laplace [52],

I =|| H(s) ||22=|| C (sI−A)−1B ||22= CLCT , (170)

donde H(s), A, B y C se definieron en la Sección 4.1.4 y L es una solución que satisface la ecuación
de Lyapunov [2, 52] definida en la ecuación (131).

La función de transferencia de cada uno de los casos, cuyos coeficientes son definidos en el
Apéndice C, puede ser escrita en función de las matrices A, B y C, que son obtenidas al escribir
cada sistema en su forma canónica controlable como se ve en la ecuación (171),

ẋv = Avx + Bu, (171)

yv = Cvx,

donde

Av =


0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1
−a0,v −a1,v −a2,v · · · −an−1,v

 ,B =


0
0
...
0
1

 ,Cv =
(
b0,v b1,v b2,v · · · bn−1,v

)
.

Sustituyendo las matrices Av y B en la ecuación (131), se obtiene la matriz simétrica Lv para
v = a, b, c, cuyos elementos están en función de los coeficientes de la función de transferencia de
cada caso. Finalmente, sustituyendo las matrices Lv y Cv en la ecuación (170), se obtiene la función
objetivo en la ecuación (172)

σqv
2 = I = CvLvC

T
v . (172)

En la ecuación (172), si v = a, v = b y v = c, se obtiene σqa
2 = σqa

2(ω0, k0, a, l, µ, ν, cA, α, σ),
σqb

2 = σqb
2(ω0, k0, a, l, µ, ν, cA, δb, α, σ) y σqc

2 = σqc
2(ω0, k0, a, l, µc, ν, cA, δc, α, σ), respectivamente.

Nótese que ζ0 no aparece en la función σqv
2, ya que no tiene influencia significativa en el problema

de optimización [15]. Adicionalmente, los parámetros del álabe, la velocidad angular adimensional
l, y las relaciones de masa µ y µc son fijos. De este modo, si las primeras derivadas parciales de
σqv

2 existen en sus extremos relativos incluyendo el mı́nimo absoluto para una región acotada, el
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problema de optimización es formulado en los sistemas no lineales en la ecuación (173) para el álabe
acoplado con VTMD, IFDVA-C2 y DMFDVA, respectivamente.



∂σqa
2(ν, cA, α)

∂ν
= 0

∂σqa
2(ν, cA, α)

∂ cA
= 0

∂σqa
2(ν, cA, α)

∂α
= 0

,



∂σqb
2(ν, cA, δb, α)

∂ν
= 0

∂σqb
2(ν, cA, δb, α)

∂ cA
= 0

∂σqb
2(ν, cA, δb, α)

∂δb
= 0

∂σqb
2(ν, cA, δb, α)

∂α
= 0

,



∂σqc
2(ν, cA, δc, α)

∂ν
= 0

∂σqc
2(ν, cA, δc, α)

∂ cA
= 0

∂σqc
2(ν, cA, δc, α)

∂δc
= 0

∂σqc
2(ν, cA, δc, α)

∂α
= 0

. (173)

Cuando v = a, v = b y v = c, la ecuación (173) esta sujeta a:

(ν, cA) ≥ 0, σ = 2αµm0√
4 ν µ k0 m0−c2A

/ 0 < α ≤ 1, ∀{µ, l, a} ∈ Re+,

(ν, cA, δb) ≥ 0, σ = 2α (µ+δb)m0√
4 ν (µ+δb) k0 m0−c2A

/ 0 < α ≤ 1, ∀{µ, l, a} ∈ Re+ y

(ν, cA, δc) ≥ 0, σ = 2αµc m0√
4 ν µc k0 m0−c2A

/ 0 < α ≤ 1, ∀{µc, l, a} ∈ Re+, respectivamente.

4.2.2.1. Desempeño de los VDVAs cuando el orden de la derivada fraccionaria es entero

Para demostrar la necesidad de incluir la derivada de orden fraccionario de CF en el modelado
de las configuraciones clásicas del TMD, IDVA-C2 y DMDVA mostradas en la Figura 26, la ecuación
(173) se resuelve numéricamente cuando el amortiguamiento de dichos dispositivos es puramente
viscoso, haciendo que α→ 1. Para ello, se utilizaron de nuevo los parámetros del álabe de NREL [26]
Ω = 1, 27 rad

s , la forma modal a = 0, 516 para x0 = 45m y la relación de masa µ = µc = 0, 03. Los
resultados de este análisis se muestran en la Tabla 9, donde se observa que el efecto del elemento
inercial secundario b y mB de IDVA-C2 y DMDVA es insignificante, dado que ninguno de los
dispositivos reduce σq

2 con respecto al TMD aun con estos elementos adicionales. De hecho, el
rendimiento dinámico del DMDVA se pierde notablemente, ya que cuando α → 1, se obtiene una
función monótona σqc

2 con respecto a cA, haciendo que el DMDVA requiera un valor excesivamente
alto de cA para igualar apenas el rendimiento del TMD. Cuando el álabe no rota, este análisis lleva
a las mismas conclusiones.

Tabla 9: Parámetros óptimos de los VDVAs cuando α→ 1 para µ = 0.03, x0 = 45m y Ω = 1.27 rad
s .

Dispositivo cuando α→ 1 kA [N/m] cA [Ns/m] b o mB [kg] σqmin
2

VTMD ⇒ TMD clásico 2074.696 26.284 — 11.3571

IFDVA-C2 ⇒ IDVA-C2 clásico 2079.623 26.303 141.196 11.3571

DMFDVA ⇒ DMDVA 2085.406 950 (non-optimal) 21.794 11.3691

Para validar el enfoque de optimización propuesto, la tabla 10 presenta una comparación del
error de los parámetros del TMD calculados a partir de la ecuación (173) cuando v = a y α → 1,
con respecto a los proporcionados por las soluciones anaĺıticas basadas en la FPT calculadas por
Zhang [12]. En la Tabla 10, se observa un error insignificante para la rigidez kA y un error más
significativo para la constante cA. Sin embargo, esto último es beneficioso, ya que con el enfoque
de optimización propuesto, el TMD requiere una constante de amortiguamiento menor.

Las Figuras 28(a) y 28(b) respaldan los resultados presentados en las Tablas 9 y 10. La Figura
28(a) muestra que la FRF de la ecuación (164) es la misma cuando se utilizan el VTMD y el
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Tabla 10: Parámeros del TMD clásico para µ = 0.03, x0 = 45m y Ω = 1.27 rad
s .

Parámetros Optimización H2 FPT Zhang [12] Error [ %]

kA [N/m] 2074.696 2066.746 -0.3846

cA [Ns/m] 26.284 37.063 29.03

IFDVA-C2 si α→ 1; además, son idénticas a la FRF obtenida con el TMD. Mientras tanto, la FRF
obtenida cuando se utiliza el DMFDVA cuando α→ 1 es aproximadamente igual a las mencionadas
anteriormente. Por estas razones, el IDVA-C2 y el DMDVA no tinen ninguna ventaja con respecto
al rendimiento del TMD, a pesar de contar con un elemento inercial adicional en su configuración, el
inersor de inertancia b y la masa mB. Por otro lado, en la Figura 28(b) se muestra que la atenuación
de las amplitudes de vibración de la masa modal del álabe es similar cuando se utiliza el TMD
con sus parámetros calculados mediante la optimización FPT o H2. A partir del método utilizado
en [12], se observa que la FRF es más plana en los picos resonantes, ya que el FPT se aproxima
a la norma H∞. Sin embargo, con el enfoque utilizado basado en la norma H2, se observa una
atenuación más pronunciada entre los dos picos resonantes de la estructura y un ligero aumento en
el ancho de banda de la frecuencia de operación, ya que el problema formulado en la ecuación (173)
garantiza la minimización de la enerǵıa de vibración en todo el rango de frecuencias de operación.

(a) (b)

Figura 28: (a) Desempeño deficiente de los VDVAs cuando α → 1 para Ω = 1.27 rad
s , ϕ(45) = 0.516 y

µ = µc = 0.03. (b) FRFs del álabe acoplado con TMD con sus parámetros calculados mediante la FPT [12] y
mediante el critrio de optimización basado en la norma H2 para Ω = 1.27 rad

s , ϕ(45) = 0.516 y µ = µc = 0.03.

4.2.2.2. Solución óptima de los VDVAs propuestos incluyendo el orden de derivada

En esta Sección se ha realizado un esfuerzo por calcular soluciones anaĺıticas de los parámetros
de los VDVAs a partir de la ecuación (173). Sin embargo, no fue posible calcularlas, ya que en el caso
más simple (álabe-VTMD) aparecieron polinomios de alto grado tanto para la relación de rigidez
ν como para el orden α, y en el caso del IFDVA-C2 y DMFDVA, el problema se dificultó aún más.
No obstante, para el álabe SDOF acoplada con VTMD, si fue posible calcular soluciones anaĺıticas
cuando el álabe no gira (l = 0), dichas soluciones se muestran en las ecuaciones (174)-(176):

P4(a, µ, ω0)α
4 + P3(a, µ, ω0)α

3 + P2(a, µ, ω0)α
2 + P1(ω0)α+ P0(ω0) = 0, (174)

ν =
µ
[
k − 2

√
(α− 1)2(a2µ+ 1)ω2

0µa
2((α− 1)4ω4

0 + α2(α− 1)2(a2µ+ 2)ω2
0 + 3

4a
2α4µ+ α4)

]
2α(a2µ+ 1)2((a2µ+ ω2

0 + 1)α2 − 2αω2
0 + ω2

0)
,

(175)

cA = −

√
(α− 1)2(a2µ+ 1)ω2

0µa
2((α− 1)4ω4

0 + α2(α− 1)2(a2µ+ 2)ω2
0 + 3

4a
2α4µ+ α4) k0µ

2(a2µ+ 1)2α(α− 1)ω2
0σ

α−1
.

(176)
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Donde; P4 = −4ω4
0 +(16a4µ2 +28a2µ+8)ω2

0−3a2µ−4, P3 = −ω2
0(32a4µ2 +56a2µ−16ω2

0 +16),
P2 = ω2

0(16a4µ2 + 28a2µ−24ω2
0 + 8), P1 = 16ω4

0, P0 = −4ω4
0, y k = α(a2µ+ 1)((a2µ+ 2ω2

0 + 2)α2−
4αω2

0 + 2ω2
0).

Los coeficientes del polinomio de la ecuación (174) son una función de a, µ y ω0. Con esos datos
conocidos se resuelve el polinomio, lo que proporciona cuatro ráıces, las cuales deben evaluarse en
las ecuaciones (175) y (176) para seleccionar aquella que satisfaga las condiciones de la formulación
de la ecuación (173). Por lo tanto, considerando de nuevo los parámetros del álabe de NREL sin
rotación y situando el VTMD en x0 = 45m y en x0 = 35m, la variación de α, ν, cA y σ se obtiene a
partir de las ecuaciones (174)-(176), como se observa en las Figuras 29(a)-29(d). Donde se observa
una variación no significativa para ν en ambas localizaciones del VTMD para 0, 01 < µ < 0, 05. Sin
embargo, para α, cA y σ existe una diferencia más notable entre ambas localizaciones del VTMD,
lo cual es razonable ya que en x0 = 45m los niveles de vibración son más altos, por lo que el
amortiguador viscoelástico debe tener una constante de viscosidad cA más alta, lo que aumenta en
consecuencia el orden de la derivada α.

(a) (b)

(c) (d)

(e)

Figura 29: (a), (b), (c) y (d). Variación de los parámetros del VTMD colocado en dos puntos distintos a
partir de la ecuación (174). (e) Comparación de las FRFs del álabe SDOF montado con VTMD y del álabe
SDOF montado con TMD bajo la optimización basada en la norma H2 y en la FPT [12].

En la Figura 29(e) se muestra una comparación entre la FRF obtenida a partir de las ecuaciones
(174)-(176) cuando el VTMD se sitúa en x0 = 45m con µ = 0.03 y la obtenida cuando se utiliza el
TMD en las mismas condiciones. Para el TMD, se han utilizado la optimización H2 y las soluciones
anaĺıticas obtenidas mediante la FPT en [12]. En esta simulación, se demuestra que el VTMD ofrece
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un mejor rendimiento que el TMD bajo el enfoque de optimización utilizado, en términos de una
ligera disminución de las amplitudes de vibración y un pequeño aumento del ancho de banda de
frecuencias de operación.

Por otra parte, la ecuación (173) se resuelve numéricamente mediante la caja de herramientas
de Maplesoft para ecuaciones no lineales, tanto cuando el álabe gira como cuando no gira. Para
ello, se consideraron las relaciones de masa µ = µc = {0, 01, 0, 03, 0, 05} y las formas modales
a = ϕ(45) = 0.516 y a = ϕ(35) = 0.298 utilizadas en [12]. Además, otra vez se utilizaron los
parámetros del álabe de NREL [26] utilizados en [12]; una masa modalm0 = 1354kg y las frecuencias
fundamentales ω0 ≈ 7 rad

s y ω0 ≈ 7.19 rad
s , correspondientes a l = Ω

ω0
= 0 y l = Ω

ω0
= 0.17663, ya que

ω0 es una función de la velocidad angular del rotor, tal y como se explicó en la ecuación (63). Las
tablas 11-13 proporcionan los parámetros óptimos que minimizan la varianza del desplazamiento
estructural de la masa modal del álabe σqv

2 para v = a, b, c. Se observa que σqv
2 disminuye cuando

el álabe no gira y a medida que la relación de masas y la ubicación del dispositivo aumentan, lo
cual tiene sentido, según la f́ısica de los modelos presentados.

Tabla 11: Parámetros óptimos del VTMD obtenidos a partir de la formulación basada en la norma H2.

Ω [ rads ] x0 [m] µ νopt cAopt [Ns
m ] αopt σ [s] σqa

2

1.27 45 0.01 0.00948 6.6312 0.8828 0.12616 19.4399
0.03 0.02732 33.4297 0.8874 0.12956 11.1261
0.05 0.04424 70.3764 0.8904 0.13203 8.5694

35 0.01 0.00970 3.8941 0.8800 0.12429 33.8378
0.03 0.02845 19.8996 0.8828 0.12616 19.4349
0.05 0.04666 42.3134 0.8846 0.12748 15.0001

Tabla 12: Parámetros óptimos del IFDVA-C2 obtenidos a partir de la formulación basada en la norma H2.

Ω [ rads ] x0 [m] µ νopt δbopt cAopt [Ns
m ] αopt σ [s] σqb

2

1.27 45 0.01 0.00996 0.000056 0.4021 0.3949 0.05518 17.0510
0.03 0.02969 0.000507 4.7679 0.5306 0.07481 9.8438
0.05 0.04915 0.001402 14.0919 0.5934 0.08441 7.6245

35 0.01 0.00998 0.000018 0.0868 0.2738 0.03813 29.5251
0.03 0.02989 0.000169 1.2072 0.3950 0.05519 17.0460
0.05 0.04971 0.000471 3.9000 0.4574 0.06410 13.2035

0 45 0.01 0.00996 0.000053 0.3646 0.3848 0.05521 16.7825
0.03 0.02970 0.000475 4.3677 0.5200 0.07525 9.6883
0.05 0.04918 0.001314 12.9769 0.5830 0.08509 7.5037

35 0.01 0.00998 0.000017 0.0782 0.2654 0.03797 29.0607
0.03 0.02990 0.000159 1.0949 0.3849 0.05522 16.7775
0.05 0.04972 0.000442 3.5524 0.4468 0.06429 12.9953

En las tablas 11-13, la constante σ describe las componentes de tiempo fraccionario para ca-
da orden α [154]. Estos componentes muestran un comportamiento intermedio entre los efectos
disipativos y conservativos del amortiguador de cada dispositivo. El hallazgo principal es que el
IFDVA-C2 y el DMFDVA superan ampliamente el rendimiento dinámico proporcionado por el
VTMD. Esto se debe a la interacción simultánea entre su amortiguador viscoelástico conectado en
serie con su elemento inercial secundario. Ya que como se mostró en la Figura 28(a), el inersor del
IFDVA-C2 y la segunda masa del DMFDVA no aportan ninguna ventaja sobre el TMD cuando
α → 1. También se observa que cuando x0 = 35 m, el orden α alcanza valores inferiores a 0.5,
lo que implica una constante de amortiguación viscosa pequeña. Esto se debe a que los niveles de
vibración lateral del álabe en esta ubicación son más bajos que en x0 = 45 m.
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Tabla 13: Parámetros óptimos del DMFDVA obtenidos a partir de la formulación basada en la norma H2.

Ω [ rads ] x0 [m] µc νopt δcopt cAopt [Ns
m ] αopt σ [s] σqc

2

1.27 45 0.01 0.00997 0.000052 0.3759 0.3860 0.05374 17.0664
0.03 0.02982 0.000463 4.4143 0.5185 0.07234 9.8701
0.05 0.04951 0.001259 12.9116 0.5792 0.08095 7.6578

35 0.01 0.00999 0.000017 0.0812 0.2671 0.03716 29.5341
0.03 0.02993 0.000157 1.1288 0.3861 0.05375 17.0615
0.05 0.04983 0.000435 3.6358 0.4471 0.06230 13.2233

0 45 0.01 0.00998 0.000052 0.3597 0.3835 0.05483 16.7972
0.03 0.02982 0.000463 4.2246 0.5159 0.07392 9.7133
0.05 0.04953 0.001260 12.3621 0.5767 0.08278 7.5354

35 0.01 0.00999 0.000017 0.0778 0.2650 0.03787 29.0692
0.03 0.02994 0.000157 1.0799 0.3835 0.05484 16.7923
0.05 0.04983 0.000435 3.4786 0.4445 0.06361 13.0143

La dificultad del diseño f́ısico del IFDVA-C2 radica en el bajo nivel de inercia que requiere.
Sin embargo, este nivel de inercia es muy similar al que necesita el RID-TMD [15], que de hecho
también puede ser visto en las soluciones anaĺıticas (112) calculadas en la Sección 4.1.2. Sin embargo,
esto puede resultar beneficioso, ya que los dispositivos que requieren una gran fuerza de control
inercial generada por el inersor comprometen la integridad de la estructura y del propio inercial.
Por otro lado, el DMFDVA no incluye un inersor en su configuración, y δc es aproximadamente
igual a δb. Esto podŕıa sugerir que, en el futuro, un diseño f́ısico del DMFDVA seŕıa más factible
que el del IFDVA-C2. Mientras que, el VTMD presenta órdenes de derivada superiores a 0.85 sin
cambios significativos entre cada escenario paramétrico. Por esta razón, su configuración requiere
un amortiguador predominantemente viscoso.

Para evaluar el comportamiento dinámico de los VDVAs, en las Figuras 30(a)-30(c) se muestran
las FRFs adimensionales de la masa modal del álabe, definidas en la ecuación (164). Estas curvas
se obtuvieron utilizando las variables óptimas de las Tablas 11-13 para µ = µc = {0.01, 0.03, 0.05},
x0 = 45 m y Ω = 1.27 rad

s . Como se esperaba, a medida que el µ y µc aumentan, las amplitudes de
las FRFs disminuyen y el ancho de banda de la frecuencias de operación aumenta en cualquiera de
los tres casos.

La Figura 30(d) muestra una comparación entre los VDVAs y el TMD bajo las mismas condicio-
nes. Para ello, los parámetros del TMD se optimizaron según la formulación expuesta en la Sección
4.2.2, utilizando una relación de masa µ = 0.03. Dichos parámetros se muestran en la tabla 9. En la
Fig. 30(d), las FRF de dos puntos resonantes se generan acoplando el TMD y el VTMD. El VTMD
proporciona una pequeña reducción de las amplitudes resonantes en comparación con el TMD,
mientras que, una disminución significativa de las amplitudes resonantes es observada cuando se
utilizan el IFDVA-C2 y el DMFDVA. La adición de un inersor entre la masa y el amortiguador
del VTMD da lugar al IFDVA-C2; por lo tanto, el buen rendimiento del IFDVA-C2 se debe a la
conexión en serie entre su inersor y su amortiguador viscoelástico. Adicionalmente, se observa un
aumento del ancho de banda de la frecuencias, que cambia de 0.908 < r < 1.054 a 0.9 < r < 1.065
cuando se utilizan el TMD y el IFDVA-C2, respectivamente.

Por otro lado, la Tabla 14 muestra la reducción de la varianza de desplazamiento obtenida
mediante el uso de VDVAs con respecto al uso del TMD para controlar vibraciones laterales. Para
este propósito, se utiliza la ecuación (177), donde v = a, b, c y σtmd

2 es la varianza de desplazamiento
cuando el TMD es utilizado. Mientras tanto, εa, εb y εc son las reducciones de la varianza de
la respuesta estructural obtenida mediante el VTMD, IFDVA-C2 y DMFDVA, respectivamente.
Considerando todos los escenarios, el VTMD, IFDVA-C2 y DMFDVA, producen mejoras respecto
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 30: FRFs con parámetros óptimos para µ = µc = {0.01, 0.03, 0.05}, x0 = 45 m y Ω = 1.27 rad
s . (a)

VTMD, (b) IFDVA-C2. (c) DMFDVA. (d) Comparación entre los VDVAs y el TMD clásico para µ = µc =
0.03.

al TMD del 0.71 % al 2.53 %, 13.277 % al 13.3894 % y del 12.89 % al 13.09 %, respectivamente.

εv = 100

(
σtmd

2 − σv
2

σtmd
2

)
%. (177)

Tabla 14: Reducción porcentual de la varianza de desplazamiento utilizando VDVAs con respecto al TMD
clásico.

Ω [ rads ] x0 [m] µ, µc σtmd
2 εa[ %] εb[ %] εc[ %]

1.27 45 0.01 19.6833 1.2400 13.3731 13.2946
0.03 11.3572 2.0345 13.3249 13.0937
0.05 8.7919 2.5303 13.2771 12.8987

35 0.01 34.0896 0.7382 13.3893 13.3629
0.03 19.6776 1.2403 13.3731 13.2945
0.05 15.2390 1.5676 13.3570 13.2268

0 45 0.01 19.3734 1.1999 13.3734 13.2973
0.03 11.1779 1.9677 13.3258 13.1017
0.05 8.6527 2.4444 13.2786 12.9116

35 0.01 33.5533 0.7147 13.3894 13.3639
0.03 19.3677 1.2002 13.3734 13.2973
0.05 14.9989 1.5164 13.3575 13.2314

4.2.2.3. Análisis paramétrico en función del orden de derivada fraccionaria

El problema de optimización descrito en la Sección 4.2.2 se resuelve de nuevo excluyendo el
orden α, utilizando x0 = 45m, µ = µc = 0.03, Ω = 1.27 rad

s y 0.3 ≤ α < 1, con el fin de investigar
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los intervalos de α en los que los VDVAs mejoran la respuesta estructural del álabe acoplado con
TMD. En las Figuras 31(a)-31(f), αa, αb y αc son los órdenes óptimos mostrados en las Tablas 11-13
para el VTMD, IFDVA-C2 y DMFDVA, respectivamente. En la Figura 31(a), se observa que σqv

2

vaŕıa entre once y doce unidades para el VTMD dentro del intervalo 0.4 < α < 1. Cuando α → 1,
el VTMD se convierte en el TMD, con una varianza σqa

2 = 11, 3571. Mientras tanto, en el intervalo
0.3 < α < 0.88, el IFDVA-C2 y DMFDVA superan ampliamente el rendimiento proporcionado
por el VTMD y TMD. Además, DMFDVA muestra un rendimiento ligeramente superior al del
IFDVA-C2 para α < αc, ocurriendo lo contrario cuando α > αc.

La Figura 31(b) muestra que tanto el IFDVA-C2 como el DMFDVA no presentan variaciones
significativas en la relación de rigidez ν para 0, 3 < α < 1. Sin embargo, a medida que α disminuye,
la relación de rigidez ν del VTMD disminuye significativamente, ya que la rigidez total del VTMD
está compuesta por el resorte kA y la proporcionada por su amortiguador viscoelástico, que actúan
en paralelo sobre el desplazamiento de la masa mA, lo que provoca que la relación de rigidez ν dis-
minuya para compensar el efecto elástico predominante del amortiguador viscoelástico del VTMD.
De este modo, el VTMD mantiene un buen rendimiento. Este hecho influye en el comportamiento
de la constante cA del VTMD, como se observa en la Fig. 31(c), donde se observa un aumento de
cA cuando α disminuye hasta 0, 5. Después, cA disminuye para α < 0, 5, lo cual es coherente con la
disminución del efecto viscoso del amortiguador viscoelástico del VTMD.

La Figura 31(d) muestra con mayor detalle el comportamiento de cA para el IFDVA-C2 y
DMFDVA, donde se observa una tendencia decreciente a medida que α disminuye. Aunque el
comportamiento dinámico de IFDVA-C2 y DMFDVA es similar, se observa que DMFDVA requiere
una constante de amortiguamiento muy elevada cuando α > 0.95, lo que limita su aplicabilidad
en esa región. De hecho, cuando α → 1, el DMFDVA requiere niveles muy altos de cA, como se
mostró en la Tabla 9. En la Figura 31(e), se observa que la constante dimensional σ tiene un
comportamiento similar al de la constante cA mostrada en las Figs. 31(c) y 31(d), ya que está
relacionada con la enerǵıa disipada por el amortiguador viscoelástico de cada dispositivo. Por otro
lado, en la Figura 31(f), se observa que para α > 0.98, el IFDVA-C2 requiere niveles de inercia
muy elevados, y que la relación de inercia δb y la relación de masa δc aumentan a medida que α
incrementa. Aunque ambos parámetros son bajos y de magnitud similar para 0.3 < α < 0.88, el
DMFDVA podŕıa ser mejor que el IFDVA-C2, ya que la masa mB es f́ısicamente más simple que el
diseño de un inersor con un nivel de inertancia bajo. Sin embargo, esta afirmación debeŕıa evaluarse
a profundidad en el futuro, ya que otros dispositivos como el RID-TMD, utilizado para el mismo
propósito también requieren un nivel de inertancia pequeño [15].

A partir de las observaciones anteriores, se concluye que, cuando se utiliza al IFDVA-C2 o al
DMFDVA en el intervalo 0.3 < α < 0.88 y se colocan en x0 = 45m, su rendimiento supera al del
VTMD y al del TMD clásico cuando el álabe opera en su velocidad nominal. Adicionalmente, debido
a la significativa disminución de la rigidez kA, el VTMD dpodŕıa ser viable en el intervalo 0.7 < α <
1 y puede superar ligeramente el desempeño del TMD utilizando un amplio intervalo de constantes
de amortiguamiento, mientras que el TMD necesita una única constante de amortiguamiento.

Por otro lado, tomando los parámetros óptimos mostrados en las Figuras 31(b)-31(f), donde se
excluyó el orden α del problema de optimización para Ω = 1, 27 rad

s , x0 = 45 m y 3 %, se obtienen las
Figuras 32(a)-32(c), que muestran las curvas obtenidas a partir de la ecuación (164) demostrando
que, incluso para diferentes conjuntos de parámetros dentro del intervalo 0.3 < α < 0.88, las
amplitudes de vibración disminuyen en comparación con el uso del TMD. La Figura 32(a) muestra
una variación no significativa en los picos resonantes de la FRF | Ha(ir) |, excepto para α = 0.4, y
una ligera disminución de los picos resonantes cuando α es óptimo en relación con el TMD clásico.
La Figura 32(a) respalda el hecho de que el VTMD no es viable para α < 0.7. Por su parte, la Figura
32(b) muestra que si α→ 1, el comportamiento de la FRF | Hb(ir) | se aproxima al obtenido cuando
se utiliza el TMD clásico, ya que el amortiguador viscoelástico del IFDVA-C2 se vuelve viscoso,
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figura 31: Variación paramétrica de los VDVAs y de σ2
qv en función del orden derivativo α para Ω =

1.27 rad
s , x0 = 45m y µ = µc = 0.03. (a) Varianza σ2

qv para v = a, b, c. (b) Relación de rigidez ν = kA

k0
.

(c) Constante de amortiguamiento cA. (d) Constante de amortiguamiento del IFDVA-C2 y DMFDVA. (e)
Constante dimensional σ. (f) Relaciones inerciales δb = b

m0
y δc = mB

m0
.

anulando el efecto del inersor, tal y como se explicó en la Sección 4.2.2.1. Esto se respalda mediante
el valor obtenido para σqb

2 cuando α→ 1, mostrado en la Figura 31(a). Además, en los ordenes de
derivada analizados, se observaron cambios significativos en los picos resonantes en comparación
con el orden óptimo, mientras que el rendimiento del TMD se superó en mayor o menor medida.
Esto se debe al efecto del amortiguador viscoelástico en la configuración convencional del IDVA-C2.
Debido a ello, se pueden obtener diversos conjuntos de parámetros óptimos para el IFDVA-C2 en
el intervalo 0.3 < α < 0.88, con una mayor mitigación de vibración en comparación con el TMD.

En la Figura 32(c) se obtienen resultados muy similares a los mostrados en la Figura 32(b). Sin
embargo, no se intenta recuperar el caso de orden entero debido al comportamiento monótono que
muestra la función σ2qc con respecto a la constante de amortiguamiento cA cuando α→ 1, tal y como
se explicao anteriormente. En su lugar, se obtuvo la FRF correspondiente a α = 0.95. Por último,
las Figuras 32(d)-32(f) muestran las mismas comparaciones que las mostradas en las Figuras 32(a)-
32(c), pero ahora considerando el álabe sin rotación. En estas simulaciones numéricas, la respuesta
en frecuencia de la álabe SDOF solo se desplaza hacia la derecha a lo largo del eje de las frecuencias,
y se observa un comportamiento análogo en las amplitudes de vibración con respecto al caso del
álabe operando en su velocidad nominal, de modo que los parámetros de las Tablas 11-13 y las

79



(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figura 32: Comparación entre las FRFs óptimas y las FRFs basada en ordenes de derivada no óptimos. Para
todos los casos x0 = 45m y µ = µc = 0.03. (a) VTMD, (b) IFDVA-C2 y (c) DMFDVA para Ω = 1.27 rad

s .

(d) VTMD, (e) IFDVA-C2, y (f) DMFDVA para Ω = 0 rad
s .

soluciones anaĺıticas propuestas en las ecuaciones (174)-(176) podŕıan utilizarse para un análisis de
diseño inicial de los VDVAs basados en el control pasivo de una pala en operación o estacionada.

4.3. Análisis en el dominio del tiempo

En esta Sección se describe el procedimiento para simular una carga aerodinámica modal apro-
ximada que actúa sobre los álabes, con el propósito de utilizarla como señal de entrada en los
modelos matemáticos obtenidos en la Sección 4.1.1. Aunque el viento puede ser descrito como un
flujo que actúa sobre una superficie, en este trabajo sólo se considera la magnitud de este flúıdo
actuando sobre un punto, para obtener la magnitud de la carga que actúa sobre la forma modal
dominante de un álabe SDOF. Para tal fin, se toma en cuenta el comportamiento estocástico del
viento mediante una función PSD basada en el espectro Kaimal.
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4.3.1. Señal estocástica de velocidad de viento unidireccional

De acuerdo con [92, 93, 155], una señal de velocidad de viento se puede describir como la suma
de una componente turbulenta ν(t) y de la media aritmética de la misma señal v, como se observa
en la ecuación (178):

v(t) = v + ν(t). (178)

A partir de un conjunto de datos de velocidad de viento que actúan sobre un punto, adquiridos
mediante un anemómetro, es posible obtener una señal aleatoria ν(t) de N datos, de periodo
T = ∆ tN y con una frecuencia f = 1

∆ t , donde ∆t es el tiempo transcurrido entre cada muestra.
De acuerdo con [155], la señal definida en la ecuación (178) puede ser representada como una serie
de Fourier,

v(t) = a0 +

N/2∑
n=1

[an cosωn t+ bn sinωn t] ,

que puede ser expresada en términos de señales cosenoidales como se observa en la ecuación (179).

v(t) = v +

N/2∑
n=1

√
a2n + b2ncos(ωn t− ϕn). (179)

Utilizando el método de representación de señales estocásticas mediante funciones PSD [156],
la señal de la ecuación (179) es representada mediante la variación de las amplitudes, frecuencia y
ángulos de fase de cada una de sus componentes armónicas como se observa en la ecuación (180),

v(t) = v +

N/2∑
n=1

√
2Sf (ωn)

T
cos(ωn t− ϕn), (180)

donde ωn =
2π n

T
. Mientras que la función PSD Sf (ωn) se utiliza para generar señales de viento

artifical y se conoce como el espectro Kaimal [157]. Su modelo matemático se define en la ecuación
(181).

Sf (ωn) =
I2 v lh(

1 + 1.5
lhωn

v

) 5
3

, (181)

donde I es la intensidad de turbulencia, ωn es la frecuencia en rad/s, v es la velocidad del viento
promediada en un tiempo de 10 minutos y lh es un factor de escala de longitud, que es igual a 20h
y 600 metros para h < 30 y h ≥ 30 metros respectivamente, donde h es la altura sobre el nivel del
mar [155].

Para simular la ecuación (180), se utilizan las caracteŕısticas y condiciones de operación del
HAWT de NREL [26], cuyo rotor mantiene una velocidad angular Ω = 1.27rad/s correspondiente
a una velocidad de viento promedio v = 11.4m/s, que, como se mencionó en la Sección 4.1.2, en
condiciones normales de operación la velocidad ángular del rotor incrementa de Ω0 = 0 a Ω = 1.27
rad/s cuando el viento incrementa de 3m

s a 11.4m
s . Debido al accionamiento del control de ángulo

de paso en conjunto con el sistema de frenado [12], esta velocidad se mantiene sin variaciones
significativas mientras la velocidad promedio máxima del viento no exceda 25m/s. Por lo tanto,
considerando cuatro niveles distintos de intensidad de turbulencia I y un factor de escala de lh = 600
(debido a la altura de la torre del HAWT de NREL), la simulación de la función PSD de la ecuación
(181) se obtiene en la Figura 33.

La Figura 33 muestra que las amplitudes de la PSD incrementan a medida que el nivel de
turbulencia aumenta, lo cuál tiene sentido de acuerdo con el modelo de la ecuación (181). Por otro
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Figura 33: Función PSD del espectro Kaimal para cuatro niveles de intensidad de turbulencia I.

lado, una simulación de velocidad de viento a partir de la ecuación (180) aproximadamente realista,
se obtiene cuando N es suficientemente grande. En este caso se considera N = 8000 muestras, un
paso de ∆t = 0.01s entre cada muestra y la PSD de la Figura 33 para I = 0.1, obteniendo la señal

estocástica de la Figura 34 de periódo T = ∆N = 80s y de frecuencia f =
1

∆t
= 100s−1.

Figura 34: Señal artificial de velocidad de viento con media v = 11.4m/s, intensidad de turbulencia de
I = 0.1, un conjunto de datos de N = 8000 y una paso de ∆t = 0.01s.

4.3.2. Velocidad instantánea del viento sobre la estructura de los álabes

Debido a que los álabes reciben una velocidad de viento distinta en cada punto a lo largo de
su longitud dependiendo de la posición angular en la que se encuentren mientras están rotando.
Antes de obtener la velocidad relativa del viento actuando sobre la estructura de los álabes, se
determina la ecuación de la velocidad instantánea. De acuerdo con [27], la variación de la velocidad
instantánea promedio a lo largo del radio x3 del álabe se puede calcular a partir de la ecuación
(182),

Vj(x3, t) = v(H0) + (vmax − v(H0))
(x3
L

)
cos(Ψj), (182)

donde H0 es la altura del suelo al cubo del rotor, L es la longitud total del álabe, vmax es la
velocidad en el punto más alto del HAWT, es decir en H = H0 +L y Ψj fue definido en la ecuación
(50). Nótese que cuando x3 = 0, se obtiene la velocidad instantánea promedio en el centro del rotor.
Adicionalmente, vmax se calcula a partir de la ecuación (183),

v(H)

v(H0)
=

ln

(
H

z0

)
ln

(
H0

z0

) , (183)
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donde z0 es el factor de longitud de rugosidad, cuyos valores se definen en [155]. Sustituyendo H
por H0 +L y despejando v(H0 +L) se obtiene la velocidad máxima como se muestra en la ecuación
(184)

vmax = v(H0 + L) = v(H0)

ln

(
H0 + L

z0

)
ln

(
H0

z0

) . (184)

Sustituyendo las ecuaciones (184) y (50) en la ecuación (182), se obtiene la ecuación (185) para
calcular la velocidad promedio instantánea para cualquier posición angular y radio de longitud de
cada álabe,

Vj(x3, t) = v(H0) + v(H0)

 ln

(
H0 + L

z0

)
ln

(
H0

z0

) − 1

(x3L ) cos

(
Ωt+

2

3
π(j − 1)

)
. (185)

Si se utiliza la misma velocidad promedio v(H0) que se utilizó en la simulación de la Figura
34 una longitud de rugosidad de z0 = 0.005, la altura de la torre H0 = 87.6m, una longitud del
álabe de L = 61.5m y una velocidad angular de Ω = 1.27rad/s, que son los datos del modelo de
NREL [26], es posible hacer una simulación de la velocidad instantánea. Entonces, considerando
un punto espećıfico en x3 = 45m en el primer álabe con j = 1, se obtiene la velocidad instantánea
promedio en ese punto como se observa en la Figura 35.

Figura 35: Señal de velocidad promedio instantánea en el primer álabe a 45 metros del centro del rotor y a
una velocidad angular de Ω = 1.27rad/s.

En el primer periódo de la señal de la Figura 35, se puede observar que cada ciclo es de
t ≈ 4.94s, lo cuál corresponde con la ecuación (50) al sustituir t = 4.94s, ya que se obtiene
Ψ(4.94s) = 0.998 ≈ 1. Asimismo, se puede observar que cuando los álabes se alinean con la altura
de la góndola de obtiene la velocidad de 11.4m

s , que corresponde con la velocidad de viento el
HAWT recibe en el centro del rotor.

4.3.3. Simulación de una carga aerodinámica en las direcciones frontal y lateral
a partir de la teoŕıa BEM

La teoŕıa del momento del elemento del álabe (BEM) considera las propiedades geométricas y
aerodinámicas del perfil del álabe, velocidad del viento, y velocidad angular del rotor [24, 27]. La
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Figura 36(a) muestra un álabe discretizado en N elementos de longitud dx3 y ancho c(x3), este
último parámetro definido como la longitud de cuerda de un extremo a otro de un sólo segmento y
x3 es el eje radial del álabe. Mientras que la Figura 36(b) muestra las fuerzas y velocidades locales
que actuan en el i-ésimo segmento del álabe, donde Vj es la velocidad calculada en la ecuación
(185) actuando en dirección axial al eje local x1, α, ϕ, β y κ son los ángulos de ataque, flujo, paso
y pretorsión, respectivamente, PL y PD son las fuerzas de sustentación y resistencia, mientras que
PN y PT son sus proyecciones, que representan las fuerzas normal y tangencial actuando sobre
el segmento del álabe [24]. Estas fuerzas corresponden a las direcciones x1 y x2, respectivamente,
acorde con los marcos de referencia mostrados en las Figuras 5(a), 13 y 27(a).

(a)

(b)

Figura 36: (a) Modelo de álabe discretizado en N elementos. Figura editada de [24]. (b) Fuerzas y velocidades
locales en un solo elemento del álabe. Figura editada de [24].

4.3.3.1. Cálculo de la velocidad relativa

A partir de la velocidad turbulenta definida en la ecuación (180) y de la velocidad instantánea
mostrada en la ecuación (185), es posible obtener una expresión matemática para la velocidad
relativa que aparece en la Figura 36(b). En la Figura 36(b), la velocidad relativa Vrel,j se muestra
como la magnitud de las componentes de velocidad que actúan en dirección tangencial y normal a
la estructura del álabe, además, se puede observar que la velocidad instantánea Vj calculada en la
ecuación (185) actúa sobre la dirección de x1.

A partir de lo anterior, la velocidad relativa se define en la ecuación (186),

Vrel,j(x3, t) =

√
[(1 − a)Vj(x3, t)]

2 + [Ωx3(1 + á)]2, (186)
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donde a y á son coeficientes adimensionales de inducción axial y tangencial respectivamente, que
pueden ser calculados numéricamente para diferentes radios de longitud x3 del álabe y cuyo sentido
f́ısico es discutido en [155].

Es cierto que pueden existir efectos turbulentos tanto en la dirección frontal como en la dirección
lateral del álabe. Sin embargo, en este trabajo solo se considera el efecto turbulento en la dirección
frontal. Por lo tanto, añadiendo la velocidad estocástica de la ecuación (180) a la componente
de velocidad normal (en dirección de x1) se obtiene la ecuación (187), que es la magnitud de la
velocidad que produce las fuerzas por unidad de longitud PL y PD mostradas en la Figura 36(b).

Vrel,j(x3, t) =

√
[(1 − a)Vj(x3, t) + v(t)]2 + [Ωx3(1 + á)]2. (187)

Por otro lado, en [155] los factores de inducción axial y tangencial a y á son obtenidos numeri-
camente a partir de las ecuaciones (188) y (189)

á(1 + á)x2 − a(1 − a) = 0, (188)

á =
1 − 3a

4a− 1
, (189)

a > 0.25,

donde x =
Ωx3
v

.

Si se sustituye la ecuación (189) en la ecuación (188) se obtiene la ecuación cúbica

16a3 − 24a2 + (9 − 3x2)a+ x2 − 1 = 0,

cuya solución anaĺıtica fue encontrada en esta investigación acorde con la ecuación (190)

a =
1

2
+

1

4

[√
3 sin

(
1

3
arctanx

)
− cos

(
1

3
arctanx

)]√
x2 + 1. (190)

Para simular las ecuaciones (189) y (190) se utilizan los datos Ω = 1.27rad/s y v = 11.4m/s,
dando lugar a las curvas de la Figura 37 para diferentes puntos del álabe a lo largo del radio de

longitud x3. En la Figura 37, se puede ver que el coeficiente a tiene una cota superior en a = 3 +
1

3
,

lo cuál también se puede probar calculando anaĺıticamente el ĺımite ĺımx3→∞ a(x3) a partir de la
ecuación (190).

Figura 37: Variación de los coeficientes de inducción axial y tangencial a(x3) y á(x3) con respecto al radio
x3 considerando Ω = 1.27rad/s y v = 11.4m/s.
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Por otro lado, sustituyendo las ecuaciones de velocidad estocástica (180), de velocidad promedio
instantánea (185), los coeficientes definidos en las ecuaciones (190) y (189), y tomando en cuenta los
mismos datos del HAWT de NREL, se obtiene la señal de velocidad relativa a partir de la ecuación
(187), para diferentes valores de x3 como se observa en la Figura 38(a). Nótese que conforme x3
aumenta, la media de la señal de viento con respecto a t también aumenta, esto se debe al efecto de
la componente de velocidad tangencial Ωx3(1 + á) de la ecuación (187). Por otra parte, la Figura
38(b) muestra la variación de la velocidad relativa espećıficamente en x3 = 45m, donde se observa
que la variación de su magnitud coincide con la superficie tridimensional mostrada en la Figura
38(a).

(a)

(b)

Figura 38: Curvas de velocidad relativa para j = 1 (en el primer álabe), Ω = 1.27 rad/s y v = 11.4 m/s. (a)
Radio variable en el intervalo 44m ≤ x3 ≤ 46m. (b) Radio fijo en x3 = 45 m.

4.3.3.2. Fuerzas tangencial y normal por unidad de longitud

Con base en las ecuaciones presentadas en las Secciones anteriores, es posible definir las fuerzas
aerodinámicas por unidad de longitud de sustentación PL y de resistencia PD, las cuáles se calculan
a partir de la ecuación (191) [9].

PL,j(x3, t) =
1

2
ρ Vrel,j(x3, t)

2c(x3) cl(α),

PD,j(x3, t) =
1

2
ρ Vrel,j(x3, t)

2c(x3) cd(α),
(191)

donde j = 1, 2, 3, ρ es la densidad del aire, c(x3) es la longitud de cuerda para el i-ésimo elemento de
álabe, y cl(α) y cd(α) son los coeficientes adimensionales de sustentación y resistencia dependientes
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del ángulo local de ataque α, el cuál se calcula como se muestra en la ecuación (192) para j = 1, 2, 3,

αj(x3, t) = ϕj(x3, t) − β(t) − κ(x3), (192)

donde ϕj(x3, t) es el ángulo de flujo determinado a partir de la Figura 36(b) en la ecuación (193),
β(t) y κ(x3) son los ángulos de paso y de pretorsión local del álabe respectivamente.

ϕj(x3, t) = arctan

(
(1 − a)Vj(x3, t) + v(t)

Ωx3(1 + á)

)
. (193)

En este trabajo, el ángulo de pretorsión se determina a partir de la geometŕıa estructural del
álabe de 61.5 metros de longitud del HAWT de NREL reportado en [26], dando como resultado la
ecuación (194).

κ(x3) = 2.9402×10−9 x3
5−5.5596×10−7 x3

4+4.0856×10−5 x3
3−0.001369x3

2+0.0095034x3+0.45599.
(194)

A partir de la Figura 36(b), también se definen las proyecciones de las fuerzas PL,j(x3, t) y
PD,j(x3, t) sobre el eje local x1 y x2, es decir, en la dirección fuera y dentro del plano del rotor
respectivamente. Estas proyecciones se calculan en la ecuación (195), que define las fuerzas normal
y tangencial por unidad de longitud aplicada sobre el álabe a lo largo del radio x3.

PN,j(x3, t) =
1

2
ρ Vrel,j(x3, t)

2c(x3) (cl(α) cosϕ+ cd(α) sinϕ)

PT,j(x3, t) =
1

2
ρ Vrel,j(x3, t)

2c(x3) (cl(α) sinϕ− cd(α) cosϕ)
. (195)

Para este estudio, la función c(x3) que aparece en las fuerzas por unidad de longitud PN,j(x3, t)
y PT,j(x3, t) definidas en la ecuación (195), se aproxima a partir de los datos numéricos del HAWT
de NREL [26]. La función que mejor se aproxima a la variación de la longitud de cuerda c(x3) se
define en la ecuación (196):

c(x3) = −0.0057186z8−0.27083z7+0.01556z6+0.94941z5−0.31629z4−0.59571z3+0.13845z2 (196)

−1.0872z + 3.7437,

para z =
x3 − 30.749

19.589
. La cuál fue calculada mediante un ajuste de curvas a través de Matlab y su

gráfica se observa en la Figura 39.

Figura 39: Variación del ancho de la sección transversal del álabe de 61.5 metros de longitud c(x3).

Finalmente, la fuerza aerodinámica modal que actúa sobre la estructura del álabe tanto en
la dirección frontal (eje x1) y lateral (eje x2) se obtiene mediante las funciones definidas en la
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ecuación (197) [9,27], donde ϕf (x3) y ϕ(x3) son las curvas modales del álabe en la dirección de x1
y x2 respectivamente, definidas en el intervalo [0, 1].

{
fj(t) =

∫ L
0 ϕf (x3)PN,j(x3, t)dx3

fj+3(t) =
∫ L
0 ϕ(x3)PT,j(x3, t)dx3

. (197)

La curva ϕ(x3) en la dirección de x2 se aproxima a partir de los datos modales utilizados
en [12]. Mientras que la curva ϕf (x3) en la dirección de x1 se tomó de la referencia [79]. Ambas
curvas modales se muestran en la ecuación (198) y sus gráficas en la Figura 40.


ϕf (x3) = −4.577255699 × 10−11x3

6 + 5.9078202 × 10−9x3
5 − 2.4340433 × 10−7x3

4

+7.3449633 × 10−6x3
3 + 0.000013880626x3

2,

ϕ(x3) = −7.3081 × 10−12x3
6 + 2.7757 × 10−9x3

5 − 3.1559 × 10−7x3
4 + 0.000014909x3

3

−3.4631 × 10−16.

(198)

Figura 40: Curvas modales del álabe de 61.5 metros de longitud en la dirección frontal ϕf (x3) y lateral ϕ(x3).

La integración numérica de las funciones definidas en la ecuación (197) se realiza en Matlab
utilizando el método del rectángulo, el cuál fue programado con 10000 particiones a lo largo del
eje x3 comenzando con el ĺımite inferior de la integral x3min = 0.01 m, mientras que el tiempo
se mantuvo en 0 < t ≤ 120 con un paso ∆t = 0.01 s. Por otro lado, se utilizó una densidad del
aire ρ = 1.225 kg

m3 [27], los datos operacionales del HAWT de NREL y coeficientes adimensionales
de sustentación y resistencia constantes para cualquier radio x3. Si en la ecuación (197) j = 1, se
obtinen las fuerzas f1(t) y f4(t) que actúan sobre la masa modal del primer álabe en la dirección
frontal y lateral, respectivamente. Para obtener la fuerza f4(t), que representa la carga modal f0(t)
utilizada como excitación de los modelos de orden entero definidos en los casos A a D, se utilizaron
los coeficientes cl(α) = 0.75 y cd(α) = 0.0001, dando como resultado la simulación de la Figura
41(a).

Mientras tanto, como un ejemplo ilustrativo, en la Figura 41(b) se simulan las cargas aero-
dinámicas f1(t), f2(t) y f3(t) que actúan en la dirección frontal sobre la masa modal de cada uno
de los tres álabes, utilizando los coeficientes cl(α) = 0.85 y cd(α) = 0.65. Adicionalmente, el modelo
dinámico de la referencia [9] es afectado por otra señal de entrada f7(t) que actúa en el centro del
rotor en la dirección frontal. Esta señal puede ser calculada a partir de la ecuación (199). Como un
caso particular, si se utilizan los coeficientes de sustentación y resistencia cl = 0.8 y cd = 1.3, se
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(a)

(b)

(c)

Figura 41: Señales de fuerza aerodinámica estocástica actuando sobre los álabes de 61.5m. (a) Fuerza modal
f0(t) en la dirección de x2. (b) Fuerzas modales f1(t), f2(t) y f3(t) en la dirección de x1. (c) Fuerza aero-
dinámica f7(t) actuando en el centro del rotor en la dirección de X1.

obtiene la simulación de la Figura 41(c).

f7(t) =

3∑
j=1

∫ L

0
PN,j(x3, t)dx3. (199)
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4.3.4. Respuesta dinámica del álabe SDOF

En esta Sección se obtiene la respuesta dinámica en el dominio del tiempo de los modelos
planteados en la Sección 4.1.1 y de los modelos basados en la derivada fraccionaria de CF propuestos
en la Sección 4.2. Para este propósito, se utilizan las señales estocásticas determinadas en la Sección
4.3.3. Después, se calcula la media aritmética de la señal f0(t) para utilizarla como señal de entrada
tipo escalón en los modelos de orden fracionario, bajo la premisa de que esta señal modela la
magnitud promedio de la carga en Newtons que actúa sobre el álabe SDOF, proporcionando una
mejor visualización de la respuesta del sistema para diferentes ordenes de derivación α.

4.3.4.1. Simulación numérica de modelos de orden entero

Si se utilizan los parámetros estructurales del álabe de NREL, los parámetros óptimos de los
dispositivos RID-TMD, DMDVA y TMD clásico calculados en la Sección 4.1.4 en las Tablas 6-8 para
una relación de masa del 3 % (µ = 0.03), la velocidad angular del rotor nominal Ω = 1.27rad/s [14]
con los dispositivos colocados a una distancia x0 = 45m con respecto al centro del cubo del rotor
que produce la la forma modal a = 0.516 y la señal de fuerza aerodinámica f0(t) de la Figura 41(a),
se obtienen las gráficas de las Figuras 42(a) - 42(c).

En las Figuras 42(a)-42(c) se observa que cualquiera de los tres dispositivos logra atenuar las
amplitudes de vibración del álabe cuando opera sin ningún dispositivo de amortiguamiento. Sin
embargo, si se observa con detalle la Figura 42(c), se puede notar que el RID-TMD y DMDVA (casos
B y C) superan el rendimiento proporcionado del TMD, tal y como se mostró en las simulaciones
en el dominio de la frecuencia realizadas en las Secciones 4.1.2 y 4.1.4.

Por otro lado, utilizando las mismas condiciones de operación del álabe, la Figura 43(a) muestra
una comparación de la respuesta dinámica de las masas de los tres dispositivos: RID-TMD, DMDVA
y TMD. En esta simulación, se puede observar que la masa mA del TMD clásico sufre desplaza-
mientos más pequeños en comparación con los de la masa fisica del RID-TMD y del DMDVA. Este
comportamiento es el costo del buen desempeño proporcionado por el RID-TMD y el DMDVA, no
obstante, este aumento de desplazamiento no perjudica su utilidad para HAWTs con un espacio
interior en los álabes como el que se observa en la Figura 39. En la Figura 43(b) se muestra una
comparación del desplazamiento del nodo del inersor del RID-TMD con respecto al de la masa mB

del DMDVA, debido a que se infiere que la dinámica de estos dispositivos es similar, de acuerdo
con lo que se observó en la Figura 25. En la Figura 43(b), de nuevo se observa un comportamiento
dinámico idéntico, lo que demuestra que el rendimiento dinámico del RID-TMD y del DMDVA es
el mismo en el dominio del tiempo y de la frecuencia, además, el desplazamiento de tales elementos
tampoco perjudica la disponibilidad de espacio dentro de la estructura del álabe. Finalmente, en la
Figura 43(c) se muestra una comparación de la velocidad adquirida por la masa modal del álabe m0

cuando está acoplado con algún dispositivo y cuando esta libre de cualquier acoplamiento. Donde
es evidente que la velocidad de las vibraciones de borde o laterales disminuyen considerablemente al
utilizar un amortiguador de control pasivo, pero sobre todo, al utilizar el RID-TMD o el DMDVA.

Utilizando los mismos parámetros y condiciones de operación del álabe que se utilizaron en las
simulaciones de las Figuras 42(a)-42(c), pero ahora describiendo la carga f0(t) mediante la media
aritmética de la señal de la Figura 41(a), se obtienen las simulaciones de las Figuras 44(a)-44(c).
Estas simulaciones fueron realizadas con la finalidad de observar con más claridad la atenuación
de las amplitudes de vibración de la respuesta del álabe SDOF. Asimismo, se puede observar que
la media de la señal de respuesta q(t) de la masa m0, es decir, la respuesta en estado estable, tiene
una magnitud aproximadamente igual a la que se observa en las Figuras 42(a)-42(c) cuando el
álabe esta sujeto al comportamiento estocástico de f0(t). Particularmente, en la Figura 44(c) se
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(a)

(b)

(c)

Figura 42: Respuesta q(t) de los casos de orden entero A, B, C y D, utilizando una masa del 3 %, la velocidad
angular Ω = 1.27rad/s, la masa modal m0 = 1354kg, la eigenfrecuencia modal ω0 = 7.19rad/s, ζ0 = 0.005
y la forma modal ϕ(45) = 0.516. (a) Comparación de los casos A a D. (b) Comparación de los casos A y B.
(c) Comparación de los casos B, C y D.

puede observar que en la fase transitoria el RID-TMD y el DMDVA superan contundentemente el
desempeño del TMD clásico, mientras que en el estado estacionario esta diferencia no es notable
debido a la naturaleza de la señal de entrada.

Adicionalmente, se realizaron dos simulaciones más obtenidas al utilizar los mismos parámetros
que en las simulaciones de las Figuras 43(a) y 43(b), pero ahora considerando la media aritmética
de la señal mostrada en la Figura 41(a) f0(t) = 1.0217 × 104N . En las Figuras 45(a) y 45(b),
se observa un comportamiento dinámico similar al de las Figuras 43(a) y 43(b), debido a que el
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(a)

(b)

(c)

Figura 43: (a) Respuesta xA(t) de los casos B, C y D. (b) Respuesta xB(t) de los casos B y C. (c) Velocidad
de la masa modal del álabe q̇(t) de los casos A, B, C y D.

desplazamiento de los elementos mA, mB y el nodo B del inersor, no se ve afectado en relación con
la disponibilidad de espacio dentro de la estructura del álabe. Esto confirma que tanto el RID-TMD
como el DMDVA podŕıan ser utilizados en lugar del TMD clásico sin incrementar su masa f́ısica,
obteniendo un mejor rendimiento dinámico sujeto a un aumento pequeño en el desplazamiento de
sus elementos inerciales.

92



(a)

(b)

(c)

Figura 44: Respuesta q(t) de los casos de orden entero utilizando la media aritmética de la señal de entrada
f0(t) = 1.0217× 104N , una masa del 3 %, la velocidad angular Ω = 1.27rad/s, la masa modal m0 = 1354kg,
la eigenfrecuencia modal ω0 = 7.19rad/s, ζ0 = 0.005 y la forma modal ϕ(45) = 0.516. (a) Comparación de
los casos A a D. (b) Comparación de los casos A y B. (c) Comparación de los casos B, C y D.

4.3.4.2. Respuesta del álabe SDOF involucrando la derivada fraccionaria de CF

En esta sección se presentan simulaciones numéricas de las ecuaciones (156)-(158) para evaluar
la respuesta en el dominio del tiempo q(t) de la masa modal del álabe. Para ello, se utiliza como
señal de entrada la media aritmética de la aproximación a una carga aerodinámica simulada en
la Figura 41(a), cuya magnitud es f0(t) = 1.0217 × 104N . Esto permite reducir la dificultad de
la simulación numérica proporcionada por la derivada de orden fraccionario de Caputo–Fabrizio
y mostrar claramente la reducción de las amplitudes de respuesta del álabe SDOF. Para este
propósito, se utilizan los parámetros estructurales del álabe de NREL [26] empleados en [12, 15] y
la relación de masas µ = µc = 0.03. Además, se considera la ubicación de los VDVA en x0 = 45m, lo
que da como resultado la forma modal a = 0.516, como se muestra en la Figura 40. En las Figuras
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(a)

(b)

Figura 45: (a) Respuesta xA(t) de los casos B, C y D sujeta a excitación tipo escalón f0(t) = 1.0217×104N .
(b) Respuesta xB(t) de los casos B y C sujeta a excitación constante f0(t) = 1.0217 × 104N .

46(a)-46(d) se muestran simulaciones numéricas basadas en los parámetros óptimos calculados en
las Tablas 11-13 para el álabe en rotación. Estas simulaciones fueron generadas mediante Matlab
mediante el uso de las funciones de transferencia del álabe SDOF con cada VDVA, utilizando los
siguientes parámetros f́ısicos. Para el VTMD: mA = 40.62 kg, cA = 33.4297 Ns

m , kA = 1912.473 N
m y

α = 0.8874. Para el IFDVA-C2: mA = 40.62 kg, b = 0.6865 kg, cA = 4.7679 Ns
m , kA = 2078.1966 N

m
y α = 0.5306. Finalmente, para el DMFDVA: mA = 39.992 kg, mB = 0.6270 kg, cA = 4.4143 Ns

m ,
kA = 2087.2962 N

m y α = 0.5185.

En las figuras 46(a)-46(c), las curvas color café claro corresponden al álabe SDOF desacoplado
de los VDVAs y sometida sólo a la influencia del factor de amortiguación modal ζ0 = 0.005. Por
su parte, las curvas color verde, azul y rojo corresponden al álabe influenciado por el VTMD,
IFDVA-C2 y DMFDVA, respectivamente. Las Figuras 46(a)-46(c) muestran una atenuación de las
amplitudes de vibración de q(t) en la región transitoria al acoplar cualquiera de los tres VDVAs.
De hecho, las amplitudes de q(t) mostradas en las curvas verde, azul y roja se atenuaŕıan aún más
si, en el acoplamiento de estos dispositivos, se hubiera considerado el amortiguamiento estructural
ζs = 0.005. A partir de t = 20s, la respuesta comienza a estabilizarse en q(t) ≈ 0.1507m debido
a la naturaleza de la señal de entrada. Este valor se interpreta como la media en la que oscilaŕıan
todas las amplitudes de respuesta q(t) cuando el álabe sea sometido a una carga aerodinámica
estocástica. A partir de estas observaciones, los VDVAs basados en los parámetros óptimos de las
Tablas 11-13 resultan útiles para un análisis de diseño inicial de esquemas de control pasivo para
las vibraciones laterales de los álabes.

En la Figura 46(d) se muestra una comparación entre la respuesta estructural q(t) obtenida
mediante el uso de los VDVAs y del TMD clásico. Dicha comparación se realizó teniendo en cuenta
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 46: Respuesta del álabe SDOF q(t) acoplado con un VDVA en x0 = 45m con una masa añadida del
3 %, sujeto a f0(t) = 1.0217 × 104N y operando a su velocidad nominal. (a) VTMD. (b) IFDVA-C2. (c)
DMFDVA. (d) Comparación entre VDVAs y TMD clásico.

las mismas condiciones y parámetros que los que se utilizaron en las simulaciones de las Figuras
46(a)-46(c). Asimismo, se volvieron a utilizar los parámetros óptimos mostrados en las Tablas 9 y
10 del TMD, tal y como se hizo en la simulación de la Figura 30(d). En la Figura 46(d), se observa
una mayor disminución de las amplitudes de vibración de q(t) cuando se utilizan el IFDVA-C2 y
el DMFDVA. Esto los convierte en dispositivos viables para mitigar las vibraciones laterales de los
álabes en lugar del TMD clásico. Además, el IFDVA-C2 y el DMFDVA tienen un ancho de banda
de frecuencia de operación más amplio que el TMD, como se mostró en la Figura 30(d). Por último,
aunque el VTMD ofrece un buen rendimiento, su comportamiento dinámico solo mejora ligeramente
con respecto al del TMD clásico. Por lo tanto, su utilidad radica principalmente en el hecho de
que puede emular un efecto similar al del TMD con diferentes amortiguadores viscoelásticos, cuyo
comportamiento puede describirse mediante diferentes órdenes de derivada α, lo cuál supone una
ventaja teniendo en cuenta la disponibilidad limitada de amortiguadores puramente viscosos.

Por otro lado, dado que el IFDVA-C2 y DMFDVA son los VDVAs más robustos de los dis-
positivos inestigados, se realizó un análisis más detallado de su influencia sobre la respuesta q(t)
cuando el álabe opera a su velocidad nominal y cuando no rota. Para ello, se utilizaron los mis-
mos parámetros que los que se usaron en las simulaciones de las Figuras 46(a)-46(d). Las Figuras
47(a) y 47(b) muestran que no hay diferencias significativas entre las amplitudes de respuesta q(t)
cuando el álabe gira y cuando no lo hace. Independientemente de si se utiliza el IFDVA-C2 o el
DMFDVA, considerando x0 = 45m y µ = µc = 0, 03. No obstante, se observa un desplazamiento
no significativo de la coordenada q(t) sobre el eje vertical.

A continuación, considerando las mismas condiciones de operación, las Figuras 47(c) y 47(d) se
obtienen cuando el álabe opera en Ω = 1.27 rad

s y se acopla al IFDVA-C2 y DMFDVA, respectiva-
mente. En ambas simulaciones se utilizaron los parámetros óptimos correspondientes a diferentes
órdenes de derivadas dentro del intervalo definido en la Sección 4.2.2.2, 0.3 < α < 0.88, donde
se incluye el orden óptimo. Cabe señalar que en la Figura 47(d) no se recupera el caso de orden
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figura 47: Respuesta del álabe SDOF acoplado con IFDVA-C2 y DMFDVA en x0 = 45 m con una relación
de masa 3 %, sujeto a f0(t) = 1.0217 × 104N . (a) IFDVA-C2 para Ω = 0 y Ω = 1.27 rad

s . (b) DMFDVA

para Ω = 0 rad
s y Ω = 1.27 rad

s . (c), (d), (e) y (f) Parámetros óptimos para 0.6 ≤ α < 1. (c) IFDVA-C2 para

Ω = 1.27 rad
s . (d) DMFDVA para Ω = 1.27 rad

s . (e) IFDVA-C2 para Ω = 0 rad
s . (f) DMFDVA para Ω = 0 rad

s .

entero, debido a las razones expuestas en la Sección 4.2.2.1. Las Figuras 47(c) y 47(d) muestran
que la mejor respuesta se obtiene cuando el orden es óptimo. No obstante, en la fase transitoria
se observa que los parámetros obtenidos para los órdenes α = 0.6 y α = 0.8 también logran una
disminución de las amplitudes de q(t) con respecto a la respuesta obtenida cuando α es cercano a
uno. Por lo tanto, IFDVA-C2 y DMFDVA no se limitan a un conjunto espećıfico de parámetros,
convirtiéndose en dispositivos que, en el futuro, podŕıan utilizarse en un análisis de rendimiento
más profundo. Finalmente, en las Figuras 47(e) y 47(f), se realizaron comparaciones como en las
Figuras 47(c) y 47(d), teniendo en cuenta el álabe estacionado, encontrándose un comportamiento
análogo de la respuesta del álabe con respecto a su respuesta cuando esta en operación, sujeto a
un desplazamiento no significativo en la dirección positiva de q(t).
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4.4. Clasificación de fallas estructurales de los álabes

Todos los hallazgos de los Caṕıtulos 4 y 5 están relacionados directamente con la prevención
de deformaciones o fisuras causados por vibraciones de gran magnitud en la dirección lateral. Aun-
que también podŕıan implementarse métodos de control pasivo para mitigar daños en la dirección
frontal, no es muy común, debido a que en esta dirección el álabe cuenta con un factor de amorti-
guamiento estrultural más alto que en la dirección lateral. Por lo tanto, los daños en esta dirección
son menos frecuentes. Sin embargo, eso no significa que el álabe no pueda sufrir deformaciones en
la dirección frontal, ya que a medida que transcurre el tiempo, la fatiga estructural es inevitable,
por lo que en este caso, las técnicas de monitoreo de condiciones y de detección de fallas podŕıan
ser más redituables para asegurar la salud estructural del álabe en la dirección frontal.

Con base en las afirmaciones del párrafo anterior, se propone utilizar la metodoloǵıa mostrada
en la Figura 48, utilizada con frecuencia en la literatura [36,128,129]. En la Figura 48 se muestran
siete etapas. (1) Delimitación de escenarios de fallas en los álabes generadas frecuentemente por la
actividad de vibraciones frontales mientras operan a su velocidad angular nominal. (2) Puesta en
marcha de un túnel de viento controlado mediante un variador de frecuencias. (3) Montaje de un
banco experimental en el que se han seleccionado cinco velocidades de operación para un HAWT de
400W. (4) Adquisición de señales de vibración en la dirección frontal, lateral y vertical con respecto
al flujo suministrado por el túnel de viento. En esta etapa también se registran señales de velocidad
de viento y se monitorea la velocidad ángular del rotor. (5) Extracción de caracteŕısticas temporales
basadas en métricas estad́ısticas e impulsivas. (6) Selección de las caracteŕısticas dominantes para
cada sistema mediane un análisis de la varianza ANOVA de una sola via. (7) Clasificación de las
caracteŕısticas seleccionadas mediante ANNs de dos capas para cada velocidad angular de operación.
En la Figura 48, los bloques en color azul indican cómo y en que condiciones se ejecutaron cada
una de las etapas principales descritas en los bloques negros.

Figura 48: Diagrama de flujo de la metodoloǵıa propuesta.
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4.4.1. Delimitación de escenarios de falla

Los álabes de HAWTs están sujetos a cargas aerodinámicas no estacionarias en la dirección
frontal y lateral, mismas que incrementan la fatiga estructural, causando daños de deformación
o fisura en su estructura. Aunque pueden existir niveles de deformación no perceptibles en los
álabes en la dirección frontal, estos pequeños cambios causan modificaciones en el ángulo de ataque
del álabe, que eventualmente pueden causar desbalances en el tren de transmisión, debido a las
amplitudes de vibración anormales del álabe. Por tal razón, una detección temprana de este tipo
de falla es necesario [38,39]. Por otro lado, en [128,129] se han investigado casos de fisuras, que de
no atenderse pueden ocasionar la pérdida total de funcionalidad del álabe. Una fisura normalmente
ocurre debido a la presencia del fenómeno de inestabilidad aeroelástica o bien, puede ser una
consecuencia de la deformación inicial del álabe. Con base en estos problemas, siete casos de falla
en los álabes de un HAWT de 400W son investigados y resumidos en la Tabla 15, mientras opera
a cinco velocidades anguláres Ω distintas en estado estacionario: Ω1 ≈ 3.583 rev

s , Ω2 ≈ 4.832 rev
s ,

Ω3 ≈ 6.665 rev
s , Ω4 ≈ 8.082 rev

s y Ω5 ≈ 10.081 rev
s .

Tabla 15: Condiciones de falla en los álabes a cinco velocidades angulares de operación en estado estacionario
Ω ≈ {3.583, 4.832, 6.665, 8.082, 10.081} rev

s .

Clase Condición de los álabes Repeticiones

A Álabes sanos 21
B Un álabe con deflexión del 2.08 % 21
C Un álabe con deflexión del 4.16 % 21
D Un álabe con deflexión del 6.25 % 21
E Un álabe con fisura de 0.03m 21
F Un álabe fisurado y otro con deflexión del 2.08 % 21
G Un álabe fisurado y otro con deflexión del 4.16 % 21
H Un álabe fisurado y otro con deflexión del 6.25 % 21

La Fig. 49(a), indica la longitud radial del álabe L desde el cubo hasta la punta y los puntos
referentes a la generación de fallas. Los primeros tres casos de falla consideran una deformación en
la dirección frontal en el punto P2 del 2.08 %, 4.16 % y 6.25 % con respecto a la longitud radial del
álabe L0, el cuarto caso trata de una fisura de 0.03m en la longitud L1 del álabe. Finalmente, los
casos cinco a siete son una combinación de los casos uno a tres añadiendo el álabe fisurado del caso
cuatro.

4.4.2. Fisura

Aunque la mayor concentración de esfuerzos se encuentra en la zona fija del álabe. Las fisuras
normalmente son generadas en una zona intermedia, ya que se trata de una estructura oscilante
donde las vibraciones de menor magnitud ocurren en la zona de anclaje. Es por eso que la fisura es
generada en uno de los álabes mediante un corte casero de 0.03m de longitud a L1 metros del punto
P1, de profundidad total y de forma perpendicular al borde inferior del álabe como se observa en
las Figs. 49(a) y 49(b).

4.4.3. Deformación

Los niveles de deflexión propuestos indican que el álabe a quedado deformado en un estado per-
manente, debido a los esfuerzos internos causados por las vibraciones aleatorias de gran magnitud
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figura 49: (a) Álabe sano. (b) Longitud y profundidad de la fisura inducida. (c) Álabe idealizado como una
viga sujeta a una carga uniformemente distribuida simulando la media de una señal de fuerza aerodinámica.
(d) Curvas generadas por la Ec. (206). (e) Alineación del álabe con la curva sin deformar. (f) Álabe con un
nivel de deformación del 2.08 % en la punta con respecto a su longitud total L0 = 0.48m.

distribúıdas a lo largo de toda su estructura. Para simular esta falla, se han obtenido curvas de
deformación simples, considerando la geometŕıa del álabe en estado sano de la Fig. 49(a) para ser
modelado como una viga en voladizo Euler-Bernoulli homogénea e isotrópica sujeta a deformación
estática [158] como se observa en la Fig. 49(c). Esto es parcilmente válido porque dichas deforma-
ciones deben ser pequeñas en comparación con la longitud total del álabe. La Fig. 49(c) muestra
la simplificación del álabe sometido a flexión pura, de sección transversal constante A, módulo de
elasticidad E y longitud L0. La longitud L0 es seleccionada debido a que; tomar el extremo del
álabe de 0.03m de longitud después del punto P2, dificulta el proceso de deformación en esa sección,
ya que es una zona de espesor muy pequeño.

Para obtener una curva anaĺıtica de deformación de los álabes, se considera el modelo de la
viga definido en la ecuación (202) y la simplificación que considera un álabe sujeto a una carga
cuya magnitud por unidad de longitud es constante como se observa en la Figura 49(c). De tal
modo, que dicha carga solo simula la media w de una señal de fuerza aerodinámica a lo largo de
la estructura. El arco delimitado por el eje neutro de la viga deformada y el eje fijo x2, tiene un
radio de curvatura que se calcula a partir de la ecuación (200) [158]. Donde ρ(x2) es el radio de
curvatura, I es el momento de inercia y M(x2) es el momento flexionante generado por la carga
w = w (x2).

k(x2) =
1

ρ(x2)
=
M(x2)

EI
, (200)
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ρ(x2) puede ser calculado a partir de la ecuación (201),

1

ρ(x2)
=

d2x1
dx22(

1 +

(
dx1
dx2

)2
) 3

2

. (201)

En la ecuación (201), la pendiente dx1
dx2

es pequeña en una viga con deformaciones pequeñas a

lo largo de su longitud. Consecuentemente,
(
dx1
dx2

)2
es despreciable cuando es comparado con la

unidad. Entonces, la ecuación (201) puede ser simplificada como: 1
ρ(x2)

= d2x1

dx2
2

. De este modo, la

ecuación (200) se simplifica en la ecuación (202):

d2x1
dx22

=
M(x2)

EI
. (202)

De acuerdo con el análisis realizado en la Fig. 49(c), la función de momentos flexionantes que
actúan sobre la viga es:

M(x2) = −ω
2
x22 + ωL0x2 −

ω

2
L2
0

, lo que da lugar a la ecuación (203)

d2x1
dx22

=
1

EI

(
−ω

2
x22 + ωL0x2 −

ω

2
L2
0

)
, (203)

sujeta a x1(0) = 0 y x′1(0) = 0.

La solución de la ecuación (203) que genera las curvas de deflexión simplificadas es la ecuación
(204),

x1(x2) =
ω

EI

(
−x

4
2

24
+

1

6
L0x

3
2 −

1

4
L2
0x

2
2

)
. (204)

Los coeficientes de la ecuación (204) pueden ser expresados en función de la longitud L0 y de
la deflexión máxima δ0 en el punto P2 del álabe. Para tal fin, la condición x1(L0) = δ0 es utilizada.
De este modo, la ecuación (204) queda como:

δ0 =
w

EI

(
−L

4
0

24
+

1

6
L4
0 −

1

4
L4
0

)
,

cuya simplificación conduce a
w

EI
= −8

δ0
L4
0

. (205)

Sustituyendo este resultado en la ecuación (204), se obtiene la ecuación (206) en términos de
L0 y δ0,

x1(x2) = −8
δ0
L4
0

(
−x

4
2

24
+

1

6
L0x

3
2 −

1

4
L2
0x

2
2

)
. (206)

A partir de la ecuación (206), se obtienen los niveles de deflexión δ0 en el punto P2 de la Figura
49(a), de longitud igual a 0.01, 0.02 y 0.03 metros. Mismos que corresponden a las clases A-C de
la Tabla 15. La Figura 49(e) muestra las curvas de deformación de la Figura 49(d) trazadas en una
hoja con dimensiones en escala real, adherida y alineada con una mesa fija. Asimismo, muestra el
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proceso de fijación del álabe mediante tres prensas a través de una solera de π
2 . Dos de las prensas

fueron colocadas en la mesa fija y la otra se encargó de unir la zona de anclaje del álabe junto con la
solera de π

2 . Para evitar dañar la estructura del álabe, la zona de contacto entre la prensa y el álabe
fue intervenida mediante una pequeña pieza de madera. La Figura 49(e) muestra como el borde
inferior del álabe sano fue fijado y alineado con el eje recto de la Figura 49(d). Finalmente, la Figura
49(f) muestra como el álabe fue deformado mediante la aplicación de calor a 300oC uniformemente
por ambos lados de su estructura hasta lograr que el borde inferior del álabe siguiera la curva del
primer nivel de deformación. Es necesario mencionar que el eje radial central del álabe sigue la
misma trayectoria que las curvas dibujadas, ya que su posición es relativa a la de su borde inferior.
Los otros niveles de deflexión fueron obtenidos bajo el mismo procedimiento.

4.4.4. Adquisición de datos

Esta Sección explica el proceso de instrumentación y montaje de un banco experimental en el
laboratorio de la maestria en ciencias de la ingenieŕıa eléctrica del Instituto Tecnológico Superior
de Irapuato en México. Además, se especif́ıcan las consideraciones tomadas en cuenta durante
la operación del HAWT de 400W durante cada prueba. Los equipos y dispositivos electrónicos
mostrados en las Figuras 50(a) y 50(b) fueron utilizados y son organizados en la Tabla 16.

(a) (b)

Figura 50: Banco experimental de adquisición de señales de vibración desde la góndola de un HAWT de
400W. (a)Vista lateral. (b) Vista frontal.

Para operar el sistema de la Figura 50(a), el variador de frecuencias es accionado desde 0V a
10V , donde 10V equivalen a una frecuencia de 60Hz. Esta frecuencia, proporciona una velocidad
angular de 1800rpm en el motor trifásico, el cuál se encarga de accionar la turbina del túnel de
viento mediante una banda de transmisión cuya relación de poleas es 1 : 1. Una vez que el túnel
de viento es activado, un anemómetro fue montado unidireccionalmente con respecto al centro del
HAWT y conectado directamente desde su contador digital de pulsos a la DAQ como se observa enel
punto 5 de la Figura 50(b). En la Figura 50(a), el número seis se refiere a los álabes del HAWT,
hechos de materiales poliméricos con una capa compuesta de fibra de carbono. El número siete
hace referencia a un acelerómetro tridimensional de la marca ”klister”montado sobre una superficie
plana desde la góndola. Tal dispositivo, fue alimentado con 24V y tiene sensibilidades con respecto
a cada eje como se indica en la Tabla 16. Donde el eje x y y se refieren a las vibraciones frontales
y laterales, respectivamente. El número ocho se refiere al montaje de un encoder para monitorear
la velocidad del rotor. En el número once, se muestra una tarjeta de adquisición de datos (DAQ)
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de la marca ”National Instrument”modelo ”NI USB-6211”, que cuenta con 16 canales de entrada,
una resolución de 16 bits y una frecuencia de muestreo multicanal máxima de 250kS

s . Esta DAQ
fue utilizada para mandar una señal para activar el variador de frecuencias, poner en marcha la
turbina generadora de viento y para recibir cinco señales analógicas; vibraciones en los ejes x, y, y
z, pulsos del encoder del rotor y pulsos registrados por el anemómetro. Finalmente, el número trece
se refiere a un botón de paro de emergencia instalado para desactivar el variador de frecuencias en
caso de que alguna anomaĺıa sea presentada mientras el túnel de viento se encuentra en operación.

Tabla 16: Equipos y dispositivos que conforman el banco de adquisición de señales de vibración.

Etiqueta Equipo/dispositivo Caracteŕısticas

1 Variador de frecuencias Operación de 0 a 10 volts

2 Motor trifásico Operación de 0 a 1800 rpm

3 Turbina de generación de viento Conectado al motor con una relación 1 : 1

4 Túnel de viento —

5 Anemómetro —

6 Álabes Material polimérico con una capa de fibra de car-
bono

7 Acelerómetro tridimensional Sensibilidad de 399mV
g en z, 400mV

g en y y 401mV
g

en x

8 Sensor de imánes Para monitorear la velocidad del rotor

9 Fuente de voltaje —

10 Registro de velocidad de viento —

11 Tarjeta de adquisición de datos Resolución de 16 bits y frecuencia de muestreo mul-
ticanal máxima de 250ks

s

12 Computadora En operación mediante Matlab

13 Botón de paro de emergencia —

Durante el proceso de adquisición de datos se ejecutaron un total de 1302 pruebas, obteniendo
seis señales distintas durante cada una de ellas. Para tal fin, se emuló una velocidad ángular Ω
aproximadamente constante, poniendo en operación el HAWT de 400W durante un tiempo de 100s
en cada prueba considerando tres etapas. La primera, es una etapa transitoria de 12s en la que el
HAWT comienza a operar desde 0 rev

s hasta alcanzar una velocidad angular en estado estable. La
segunda etapa considera la operación en estado estacionario durante t = (12, 80)s, mientras que la
tercera etapa considera el paro de la máquina en t = [80, 100]s.

Para lograr esto, el variador de frecuencias fue accionado con tres señales de voltaje, una en
t = 0s para el arranque de HAWT, otra en t = 12s para mantener la velocidad angular Ω apro-
ximadamente constante y una en t = 80s para el descenso de la máquina. La Tabla 17 muestra
las señales mandadas al variador de frecuencias para mantener las cinco velocidades de opera-
ción mencionadas en la Tabla 15. Las columnas V1, V2 y V3 indican la magnitud de tales señales,
mientras que las columnas de Ω indican las velocidades alcanzadas por el HAWT. Cada caso Ωn

para n = 1, 2, 3, 4, 5 fue replicado para las ocho condiciones de los álabes mostradas en la Tabla
15. A partir de aqúı, todas las señales fueron adquiridas utilizando una frecuencia de muestreo
fs = 12000s−1, seleccionada a partir del teorema de Nyquist-Shannon [159].

4.4.4.1. Monitoreo de la velocidad del rotor

Para monitorear la velocidad ángular, se colocó un sensor de pulsos en la base del rotor como
se muestra en la Figura 51(a). Para obtener estos pulsos, una serie de imánes de neodimio de 1mm
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Tabla 17: Magnitud de las señales de voltaje para el arranque del HAWT y mantener la velocidad ángular Ω
aproximadamente constante.

0 ≤ t < 12 12 ≤ t < 80 80 ≤ t < 100
V1 [V ] Ω [rps] V2 [V ] Ω [rps] V3 [V ] Ω [rps]

Ω1 3.44 [0, 3.58] 1.08 3.58 0 [3.58, 0]

Ω2 3.5 [0, 4.83] 1.25 4.83 0 [4.83, 0]

Ω3 3.3 [0, 6.67] 1.55 6.67 0 [6.67, 0]

Ω4 3.3 [0, 8.08] 1.8 8.08 0 [8.08, 0]

Ω5 3.3 [0, 10.08] 2.08 10.08 0 [10.08, 0]

de espesor y 1.5mm de diámetro fueron adheridos en la base de anclaje de los álabes a 9o de
separación alternando sus polos de atracción, como se observa en la Figura 51(b). El sensor de la
Figura 51(a) manda una señal a la DAQ cada vez que un imán es atráıdo.

(a) (b) (c)

Figura 51: Montaje de un sensor de pulsos para monitorear la velocidad angular Ω. (a) Montaje del sensor.
(b) Imánes de neodimio colocados a 9o de separación. (c) Etiquetas de los cables conectados a la DAQ.

Para mostrar como se realizó la monitorización de la velocidad angular Ω, se tomo como ejemplo
el caso de los álabes en estado sano operando a Ω2 ≈ 4.83. La Fig. 52(a) muestra una señal de pulsos
entre 0 y 1, obtenida al definir aquellos valores de magnitud mayor que 1 como un pulso unitario y
aquellos de magnitud menor que 1 como ceros. La Figura 52(b) muestra una aproximación a una
función que registra el número de pulsos por muestra. Por otro lado, en la Figura 52(c) se observa
una aproximación a una función de pulsos continúa, la cuál ha sido obtenida a través del filtro
promedio móvil, calculando promedios entre dos datos consecutivos bajo la ecuación (207)

an[n] =
1

M

M−1∑
k=0

an[n− k], (207)

donde n es la muestra actual y M la cantidad totl de muestras. Finalmente, la señal obtenida a
partir de la derivada discreta de la señal an[n] de la Figura 52(c) es obtenida en la Figura 52(d),
misma que también fue tratada a través del filtro promedio móvil y convertida a unidades de
[rev/s]. Mientras tanto, la velocidad unididreccional del viento fue monitoreada de forma análoga.

4.4.4.2. Señales adquiridas

Las Figuras 53(a)-53(d) muestran las señales que corresponden a una de las pruebas de la clase
A de los álabes operando a Ω2 ≈ 4.83rps, excluyendo la señal de vibración vertical y de sonido.
En la Figura 53(a) se observa que la magnitud de la velocidad del viento tiene coherencia con
las señales de control registradas en la Tabla 17 para activar el túnel de viento, aśı como con el
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 52: Monitorización de Ω en el caso sano de los álabes operando a Ω2 ≈ 4.83rps(a) Tren de pulsos
obtenido para n = [0, 100000]. (b) Señal discreta obtenida al sumar los pulsos en función de cada muestra.
(c) Aplicación del filtro promedio móvil sobre la señal de pulsos. (d) Curva de velocidad en rps durante una
prueba de 100s.

comportamiento de la velocidad angular mostrado en la Figura 53(b). Las señales de vibración de la
góndola en la dirección de x y y son mostradas en las Figs. 53(c) y 53(d) en unidades de gravedades
de aceleración.

(a) (b)

(c) (d)

Figura 53: (a) Velocidad del viento generada por la turbina del túnel de viento. (b) Velocidad ángular Ω del
rotor del HAWT de 400W . (c) Vibración en la dirección frontal. (d) Vibración en la dirección lateral.

Cabe mencionar que en esta investigación sólo se analizan las señales en la dirección frontal
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y lateral de la góndola, debido a que estas direcciones describen la dinámica de HAWTs a mayor
escala [9], y a que en la góndola se encuentra la masa modal dominante de la estructura de la torre,
cuya dinámica contiene información de las vibraciones transmitidas desde los álabes. Mientras que,
el comportamiento de las vibraciones en la dirección vertical se asocia con un comportamiento
espećıfico del modelo del HAWT utilizado en esta investigación.

4.4.5. Procesamiento de señales en el dominio del tiempo

En esta Sección, se seleccionaron cuatro métricas estad́ısticas (media, varianza, kurtosis y asi-
metŕıa) y tres métricas impulsivas (Valor medio cuadrático, valor pico y factor de cresta) utilizadas
en [129,160], cuya descripción es dada a continuación:

1. Media aritmética: es una medida de tendencia central, que en este estudio indica la magnitud
promedio de las amplitudes de vibración.

x =
1

N

N∑
i=1

Vi. (208)

2. Varianza: Medida de dispersión que indica la variabilidad de los datos al rededor de la media,
en este caso indica la variación de las amplitudes de aceleración al rededor de la aceleración
promedio de las señales adquiridas.

S2 =

∑N
i=1 (Vi − x)

N − 1
. (209)

3. Kurtosis: Es el grado de concentración de los datos alrededor de su distribución. Proporciona
información para saber en que magnitud se concentran los datos adquiridos entorno a su curva
de distribución, es comúnmente utilizada para procesos de comportamiento no Gaussiano.

xkurt =
1
N

∑N
i=1 (Vi − x)4(

1
N

∑N
i=1 (Vi − x)2

)2 . (210)

4. Asimetŕıa: Proporciona información sobre el comportamiento de la distribución de un con-
junto de datos, útil para conocer si una distribución es normal o anormal.

skw =
1
N

∑N
i=1 (Vi − x)3(

1
N

∑N
i=1 (Vi − x)2

) 3
2

. (211)

5. Ráız media cuadrática: Es una métrica útil para conocer cuantitativamente la potencia media
promedio de la señal.

xrms =

√√√√ 1

N

N∑
i=1

Vi
2. (212)

6. Valor pico: Es la amplitud más alta de una señal, en esta caso la aceleración máxima obtenida
en la góndola, ya sea en la dirección lateral o frontal.

Xp = max | Vi | . (213)
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7. Factor de cresta: Es un indicador normalizado que relaciona la máxima amplitud de la señal
con respecto a su potencia promedio.

C =
Xp√

1

N

∑N
i=1 Vi

2

. (214)

En las ecuaciones (208)-(214) Vi es el vector de datos de las señales de vibración que será
introducido según los casos definidos en la Tabla 15. De acuerdo con la frecuencia de muestreo
fs = 12000muestras

s y el tiempo de duración de cada prueba t = 100s, se obtuvieron un total de
N = 1200000 muestras por cada señal. Debido a la gran cantidad de datos, las señales de vibración
en l dirección de x y y fueron divididas en cuatro secciones: n1 = [0, 144000], n2 = [144001, 552000],
n3 = [552001, 960000] y n4 = [960001, 1200000], que corresponden a los intervalos t = [0, 12)s, t =
(12, 46)s, t = (46, 80)s y t = (80, 100]s, respectivamente, como se observa en la Figura 54(a). Debido
a que normalmente los HAWTs deben ser monitoreados mientras operan a su velocidad nominal,
la región tres mostrada en la Fig. 54 es seleccionada para procesar los datos, como se observa en
la Fig. 54(b). Para tal fin, se originan dos matrices Vxk y Vyk para los datos de vibración frontal y
lateral, respectivamente. Donde las filas son el número de pruebas, las columnas el número de datos
de cada región y k = 1, 2, 3, 4 se refiere a la región de la señal sobre la que se procesan los datos.
Las métricas definidas en las ecuaciones (208)-(214) son extráıdas para cada fila de datos de las
matrices Vx3 y Vy3 de acuerdo con las ecuaciones metricxk = P (Vxk(i, :)) y metricyk = P (Vyk(i, :)),
respectivamente. Donde k = 3, i = 1, 2, ...840 y P = x, S2, xkurt, skw, xrms, Xp, C.

Figura 54: (a)Vibración en la dirección frontal de una de las pruebas del caso sano del HAWT operando a
Ω2

rev
s dividida en cuatro regiones. Región uno: fase de arranque, regiones 2 y 3: fase de operación estacio-

naria, y región 4: paro del HAWT. (b) Región sobre la cuál las caracteŕısticas estad́ısticas son obtenidas. (c)
Ventana de un segundo tomada de la región 3.

De este modo, se obtienen un total de 14 vectores de 840 × 1 que contienen cada una de las
métricas de cada prueba para las vibraciones en ambas direcciones, mismos que fueron concatenados
para formar una matriz A3 de 840 × 14. Considerando el caso del HAWT de 400W operando a
Ω2

rev
s , las Figuras 55(a) y 55(b) muestran la variación de las métricas xv, S2

v , xkurtv , skwv, xrmsv ,
Xpv y 7 = Cv con respecto al número de pruebas m. El sub́ındice v = A,B,C,D,E, F,G,H, se
refiere a las condiciones de los álabes definidas en la Tabla 15.

En las Figuras 55(a) y 55(b) se observa que xv presenta un comportamiento bien delimitado
entre cada prueba cuando el HAWT opera en Ω2

rev
s , tanto para las señales en la dirección de x como

en la de y. Este comportamiento se repite para las demás velocidades excepto para Ω5, como puede
observarse en los diagramas del Apéndice C. En las Figuras 55(a) y 55(b), las métricas S2

v , xkurtv ,
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skwv, xrmsv , Xpv y Cv de las señales en la dirección frontal presentan una variación significativa
entre cada prueba, por lo que aparentan ser no concluyentes, a pesar de que se observan ligeros
cambios en su magnitud entre una y otra condición de los álabes. Por otro lado, a pesar de que
en la Fig. 55(b) se observan solapamientos entre una y otra condición de los álabes, las métricas
xv, S2

v , skwv, xrmsv y Xpv aparentan un comportamiento mejor delimitado en comparación con las
observadas en la Fig. 55(a).

(a)

(b)

Figura 55: Variación de las métricas con respecto a cada prueba del HAWT operando a Ω2 en la región 3
(46 ≤ t < 80). Eje horizontal: número de pruebas. Eje vertical: 1 = xv, 2 = S2

v , 3 = xkurtv , 4 = skwv,
5 = xrmsv , 6 = xpv

y 7 = Cv. (a) Vibración en la dirección frontal. (b) Vibración en la dirección lateral.

107



4.4.5.1. Análisis de dispersión

Para incrementar la fiabilidad del monitoreo de condiciones de los álabes del HAWT de 400W,
se realiza un muestreo por segundo de las señales adquiridas en la región 3 como se observa en la
Fig. 54(c). De este modo, se obtienen un total de 34 subregiones, y un total de 714 ventanas de
muestreo. Debido a que en las Figuras 55(a) y 55(b) la media aritmética presentó una delimitación
mas clara entre cada condición de los álabes para Ω2, en las Figuras 56(a) y 56(b) se obtienen
diagramas de dispersión que muestran la variación de S2

v , xkurtv , skwv y xrmsv con respecto a la
media aritmética, para la velocidad de operación Ω2.

(a)

(b)

Figura 56: Diagramas de dispersión de 2 = S2
v , 3 = xkurtv , 4 = skwv y 5 = xrmsv con respecto a xv para

v = A,B,C,D,E, F,G,H, considerando Ω2 ≈ 4.832 rev
s en la región 3 de operación. (a) Caracteŕısticas de

las señales en ladirección frontal. (b) Caracteŕısticas de las señales en la dirección lateral.

En la Figura 56(a) se puede observar que las regiones de las clases A, B y E (sano, nivel de
deflexión 1 y fisura) presentan ligero solapamiento, esto se debe a que el primer nivel de deflexión
es bajo con respecto al eje recto del álabe, mientras que la fisura aparentemente genera baja
variabilidad sobre las caracteŕısticas extráıdas en comparación con la clase A. Mientras tanto, la
clase C (segundo nivel de deformación) aparenta ser una transición de los casos A, B y E a los casos
D, F , G y H, los cuáles se sitúan en una región distinta de las clases A, B y E. Por otro lado, en la
Figura 56(b) se observa una delimitación bien definida entre las PFs y las CFs a partir de xv, ya que
ambos tipos de fallas se sitúan en regiones independientes. Esto significa que tomar xv como una
métrica discriminatoria entre CFs (clases F , G y H) y la clase sana A mejoraŕıa signifcativamente
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la precisión de un clasificador. Sin embargo, las clases F , G y H y las PFs (clases B, C, D y E)
están solapadas entre śı. Por lo tanto, para Ω2, la clasificación podŕıa necesitar caracteŕısticas de
las vibraciones en ambas direcciones.

Para complementar este análisis, las Figuras 57(a) y 57(b), 58(a) y 58(b), 59(a) y 59(b) y
60(a) y 60(b), muestran los diagramas de dispersión que corresponden a Ω1, Ω3, Omega4 y Ω5,
respectivamente. En la Figura 57(a), se observa que para Ω1 en la dirección frontal, se forman tres
regiones, la primera incluye las clases A, B y E, la segunda incluye las clases C, G y H, mientras que
la tercera incluye la clase D y F, lo cuál muestra que en esta dirección aun es posible discriminar
una condición de otra. Similarmente, en la Figura 57(b) las clases se agrupan en tres regiones que
incluyen las mismas clases, sin embargo, las tres regiones están mucho más traslapadas que en el
caso de las que se muestran en la Figura 57(a), demostrando que para Ω1 las vibraciones frontales
proporcionan información más relevante para discriminar las condiciones de los álabes investigadas.

(a)

(b)

Figura 57: Diagramas de dispersión de S2
v , xkurtv , skwv y xrmsv con respecto a xv para v =

A,B,C,D,E, F,G,H, considerando Ω1 ≈ 3.58 rev
s en la región 3 de operación. (a) Caracteŕısticas de las

señales en la dirección frontal. (b) Caracteŕısticas de las señales en la dirección lateral.

Al igual que en las Figuras 57(a) y 56(a), en la Figura 58(a) para Ω3, se observa que las clases
A, B y E delimitan una región. Sin embargo, dicha región se traslapa con la clase H (álabe en
tercer nivel de deformación con álabe fisurado), por lo que se puede inferir que a partir de esta
velocidad existe un traslape más evidente entre cada clase. Mientras tanto, en la dirección lateral
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para Ω3 se observa que la variación de S2
k y XRMSk

separan las clases A y B de las clases E y
F, mientras que el resto de las clases estan fuertemente traslapadas, como se observa en la Figura
58(b). Esto podŕıa significar que a partir de esta velocidad las vibraciones laterales proporcionan
información más significativa que las vibraciones frontales. En la Figura 59(a) para Ω4, se observa
que las vibraciones en la dirección frontal presentan fuerte solapamiento entre una y otra condición
para las cuatro métricas mostradas. No obstante, en la Figura 59(b) se observa una delimitación
evidente para casi todas las clases excepto para la clase G cuando la varianza 2 = S2

v y al valor
RMS 5 = xrmsv son variados con respecto a la media aritmética xv, similarmente con respecto a lo
que se observó en la Figura 58(b).

(a)

(b)

Figura 58: Diagramas de dispersión de S2
v , xkurtv , skwv y xrmsv con respecto a xv para v =

A,B,C,D,E, F,G,H, considerando Ω3 ≈ 6.66 rev
s en la región 3 de operación. (a) Caracteŕısticas de las

señales en la dirección frontal. (b) Caracteŕısticas de las señales en la dirección lateral.

En la Figura 60(a), se observa que para Ω5 solo se forman dos regiones, una conformada por
la clase C y E y la otra conformada por un traslape del resto de las clases. Sin embargo, a pesar
de la existencia de dicho traslape, las regiones entre cada clase comienzan definirse un poco más
en comparación con lo que se se observó para Ω3 y Ω4 en las Figuras 58(a) y 59(a). Por lo tanto,
podŕıa inferirse que a partir de Ω5 de nuevo las vibraciones frontales proporcionan información
más significativa para discriminar una condición de otra. Por otro lado, en la Figura 60(b), aunque
es posible observar un nivel de separación aceptable entre las clases B, E, F y H, todas las clases
intersectan o se aproximan demasiado con la región de la clase sana, por lo que podŕıa inferirse que
para Ω5 las vibraciones verticales proporcionan información menos significativa que las vibraciones
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(a)

(b)

Figura 59: Diagramas de dispersión de S2
v , xkurtv , skwv y xrmsv con respecto a xv para v =

A,B,C,D,E, F,G,H, considerando Ω4 ≈ 8.082 rev
s en la región 3 de operación. (a) Caracteŕısticas de las

señales en la dirección frontal. (b) Caracteŕısticas de las señales en la dirección lateral.

laterales.

En general, para las velocidades angulares Ω1 y Ω2 las métricas de las vibraciones frontales
proporcionan regiones mejor delimitadas entre una y otra condición, mientras tanto, para Ω3 y Ω4

las métricas de las vibraciones laterales proporcionan información más relevante, espećıficamente
las métricas S2

k y xRMSk
, hecho que parece indicar que a medida que Ω incrementa, las vibraciones

laterales generan regiones mejor delimitadas para cada una de las clases. No obstante, este supuesto
no pudo comprobarse para la velocidad ángular más alta Ω5, ya que para este caso nuevamente
las vibraciones frontales formaron regiones mejor delimitadas. Con la finalidad de evitar supuestos
basados únicamente en la observación, en las siguientes Secciones se realizan análisis de precisión
de un clasificador tipo ANN y una comparación entre las medias de los vectores de caracteŕısticas
a partir del análisis unididreccional de la varianza (ANOVA).

4.4.6. Clasificación mediante ANNs de dos capas

En esta Sección, se clasifican los casos de falla mediante ANNs y se evalúa la precisión obtenida
para cada escenario. Para tal fin, se toman en cuenta algunos estudios de la literatura basados
en ANNs. En [128, 161–164], se encuentran investigaciones basadas en ANNs para clasificación y
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(a)

(b)

Figura 60: Diagramas de dispersión de S2
v , xkurtv , skwv y xrmsv con respecto a xv para v =

A,B,C,D,E, F,G,H, considerando Ω5 ≈ 10.08 rev
s en la región 3 de operación. (a) Caracteŕısticas de las

señales en la dirección frontal. (b) Caracteŕısticas de las señales en la dirección lateral.

diagnóstico de anomaĺıas en HAWTs. En [161], se empleó una metodoloǵıa basada en la EMD y
ANNs para discriminar seis condiciones de operación: asimetŕıa aerodinámica, desbalance del rotor,
desbalance del fuselaje, desbalance en los álabes, desbalance en la góndola y la condición de fun-
cionamiento normal, utilizando Simulink, FAST (fatiga, aerodinámica, estructuras y turbulencia)
y TurbSim. En [162], se empleó una red neuronal convolucional (CNN) para monitorizar el estado
de salud de los álabes basándose en procesamiento de imágenes obtenidas por drones. En [163], se
obtuvo un conjunto de datos de imágenes de álabes de HAWTs para utilizar una CNN en cuatro
escenarios: erosión del borde de ataque, panel generador de vórtices, panel generador de vórtices
con dientes faltantes y receptor de rayos. En [128], se utilizó una ANN perceptrón multicapa para
discriminar seis condiciones de uno de los álabes de un HAWT de baja potencia, obteniéndose
una precisión de clasificación del 87 % y del 76.83 %, una basada en el método VMD y otra sin el
método VMD, respectivamente. En [164], se utilizó una metodoloǵıa basada en el filtro Kalman y
ANNs para diagnosticar seis tipos de fallos en el sistema de paso de los álabes de un aerogenerador
tipo flotante, utilizando un algoritmo que tiene en cuenta datos para entrenamiento, validación y
prueba, obteniéndo una precisión del 97.5 %.

De acuerdo con la información citada en el párrafo anterior, no se encontraron investigaciones
basadas en ANNs para clasificar niveles de deformación de los álabes en la dirección frontal, por lo
tanto, este análisis se aborda en esta Sección utilizando las caracteŕısticas extráıdas en una ANN
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perceptrón de dos capas como la que se muestra en la Figura 61.

Figura 61: ANN de dos capas. Las salidas C1, C2, ...C8 son las clases, que corresponden a las condiciones
A,B, ...H, respectivamente. Las clases marcadas en color azul, verde y rojo, corresponden a las ANNs en-
trenadas para PFs, CFs y PCFs, respectivamente.

Donde Pkx y Pky para k = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, son los vectores de entrada de las caracteŕısticas
definidas en las ecuaciones (208)-(214) por velocidad Ω en las direcciones frontal y lateral, respec-
tivamente. En la ecuación (215) se define la matriz de entradas para el entrenamiento de la ANN,
donde Ωi para i = 1, 2, 3, 4, 5 es el caso de operación del HAWT.

FΩi = (P1x P2x P3x P4x P5x P6x P7x P1y P2y P3y P4y P5y P6y P7y)T . (215)

Por otro lado, el modelo de la salida de la ANN a2 es presentado en la ecuación (216), donde
x son los datos de entrada, IW y LW son los pesos sinápticos de la capa oculta y de salida,
respectivamente, b1 y b2 son los bias de la capa oculta y de salida, respectivamente, ϕ1 es la función
de activación no lineal de la capa oculta definida en la ecuación (217), y ϕ2 es una función de
activación lineal para la capa de salida.

a2 = ϕ2 [LW (ϕ1(IW(x) + b1)) + b2] . (216)

ϕ1 =
2

1 + e−2x
− 1. (217)

Para el entrenamiento de la ANN se utiliza el agoritmo de Levenerin-Maquare. A partir de aqúı,
se obtienen tres clasificadores para los siguientes casos: (1) fallas puras (PFs), (2) fallas combinadas
(CFs) y (3) fallas puras y combinadas (PCFs). Las PFs se conforman de las clases A a E, las CFs
se conforman por las clases A y E a H, mientras que las PCFs se conforman por las ocho clases. En
la Figura 61, para el caso de PFs la ANN consta de 14 entradas definidas por las caracteŕısticas
extráıdas y de 4 salidas definidas en una matriz de 4×(4· 714). Análogamente, matrices de salidas de
tamaño 5×(5· 714) y 8×(8· 714), son definidas para los casos de CFs y PCFs, respectivamente. Para
evaluar la precisión del clasificador, se obtienen cinco ANNs para PFs, CFs y PCFs, considerando
cada una de las velocidades angulares Ωi. La Tabla 18 muestra la śıntesis del entrenamiento de
las quince ANNs, incluyendo la precisión, minimización del error medio cuadrado en la validación,
tiempo de entrenamiento, número de épocas y número de neuronas en la capa oculta.

Para ilustrar mejor los resultados de la Tabla 18, las Figuras 62(e)-62(f) muestran seis matrices
de confusión, correspondientes a los casos de PFs, CFs y PCFs en las velocidades Ω2 y Ω4. En la

113



Tabla 18: Śıntesis del entrenamiento de las ANNs utilizadas en todos los escenarios.

ANN Ωi [ revs ] Neuronas Épocas Tiempo de entre-
namiento [s]

MSE Precisión
[ %]

PFs Ω1 ≈ 3.58 12 14 7.61 0.005 99.8
Ω2 ≈ 4.83 12 12 5.09 0.00053 99.8
Ω3 ≈ 6.66 40 10 13.67 0.0094 99.2
Ω4 ≈ 8.08 9 8 3.62 0.00016 100
Ω5 ≈ 10.08 12 11 4.67 0.0075 98.7

CFs Ω1 ≈ 3.58 16 15 18.07 0.0017 99.9
Ω2 ≈ 4.83 16 15 10.45 0.00089 99.8
Ω3 ≈ 6.66 5 6 7.66 0.0196 100
Ω4 ≈ 8.08 5 6 3.32 0.00094 100
Ω5 ≈ 10.08 8 8 5.11 0.00094 100

PCFs Ω1 ≈ 3.58 20 18 47.19 0.0052 98.8
Ω2 ≈ 4.83 20 16 42.39 0.0036 99.6
Ω3 ≈ 6.66 20 17 65.52 0.0064 98.3
Ω4 ≈ 8.08 16 14 32.74 0.0039 99.4
Ω5 ≈ 10.08 16 19 52.64 0.0022 99.2

matriz de la Figura 62(a) se observan porcentajes de confusión del 0.6 % en la clase B (deflexión 1)
con respeco a la clase A (álabes sanos), mientras que en la Figura 62(b) se observa una precisión
del 100 %. Por lo tanto, la ANN es capaz de discriminar con alta precisión los escenarios de PFs.
Por otro lado, en las Figuras. 62(c) y 62(d) y en la Tabla 18 se observan ı́ndices de precisión por
enćıma del 99.8 % para todas las velocidades angulares Ω. Por lo tanto, si el HAWT se encuentra
operando sujeto solamente a PFs o a CFs, la ANN discriminará eficientemente todos los escenarios
de falla. Adicionalmente, en el caso de CFs la precisión es muy alta debido a que el HAWT esta
operando con dos álabes dañados, lo que produce cambios significativos en su dinámica facilitando
la discriminación de estos escenarios de falla con respecto al caso de operación en estado sano.
Sin embargo, en condiciones reales los HAWTs están sujetos a condiciones climatológicas muy
variables que pueden dañar ligera o severamente uno o más álabes. Por lo tanto, el análisis debe
ser concretado considerando el caso de PCFs en las cinco velocidades de operación. En la Tabla 18
puede ser observado que aunque los ı́ndices de precisión también son altos para PCFs, ninguno de los
clasificadores alcanza una precisión del 100 %. De hecho, en la Figura 62(e) se observa un porcentaje
de confusión del 2.2 % de la clase A (clase sana) con respecto a la clase E (álabe fisurado), mientras
que en la Figura 62(f) se observa un porcentaje de confusión del 3.8 % de la clase C (nivel de
deflexión 2) con respecto a la clase H (deflexión 3 con álabe fisurado). Si bién estos ı́ndices de error
no son muy altos, podŕıan ser mejorados en el futuro mediante la extracción de más caracteŕısticas
temporales, o bien, mediante la inclusión de análisis en el dominio de la frecuencia.

4.4.7. Análisis de la varianza ANOVA

Para intentar reducir el costo computacional en la fase de entrenamiento de las ANNs, se realiza
una comparación entre las medias de las distribuciones de las clases A a H definidas en la Tabla 15
por cada una de las catorce caracteŕısticas. Para este propósito se utilizo un análisis de la varianza
(ANOVA) de una sola v́ıa para cada velocidad angular de operación Ωi. A partir de este análisis, se
observó que la magnitud de las medias de cada condición difieren una de la otra para cada una de
las caracteŕısticas consideradas. Sin embargo, este hallazgo no resuelve la pregunta sobre conocer
cuáles son las caracteŕısticas más descriptivas. Por lo tanto, la magnitud de la varianza normalizada
obtenida del análisis ANOVA realizado a los ocho grupos (ocho condiciones de los álabes) para cada
caracteŕıstica es mostrada en las Figuras 63(a)-63(e) para cada velocidad de operación Ωi.
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En las Figuras 63(a)-63(e) las métricas con sub́ındice x y y hacen referencia a las vibraciones
frontales y laterales, respectivamente. En estas Figuras se observa que la varianza normalizada
máxima corresponde a las caracteŕısticas xx, xx, xrmsy , S2

y y xx para las velocidades de operación
Ω1, Ω2, Ω3, Ω4 y Ω5, respectivamente. Por lo tanto, tras un intento por reducir el número de
entradas de la ANN de la Figura 61 solo para el caso de PCFs, las catorce caracteŕısticas fueron
seleccionadas en orden descendente comenzando por la caracteŕıstica dominante, encontrando que:
para las velocidades de operación Ω1, Ω4 y Ω5 la eliminacion de tan solo las dos caracteŕısticas menos
dominates, produce una disminución de la precisión de la ANN de al menos un punto porcentual,
por lo que para estos casos no se elimió ninguna caracteŕıstica. Por otro lado, para la velocidad
angular Ω2, las siete caracteŕısticas más descriptivas de la Figura 63(b), xx, xy, xrmsx , skwy, S2

x,
xrmsy y Cy fueron utilizadas, mientras que para el HAWT operando a Ω3, las nueve caracteŕısticas
más descriptivas de la Figura 63(c), xrmsy , xx, S2

y , xkurty , Xpy, skwy, xy, Cy y xpx fueron utilizadas.
La selección de una cantidad de caracteŕısticas inferior a las cantidades mencionadas, produce una
disminución en el desempeño del clasificador para estas velocidades de operación (Ω2 y Ω3).

Adicionalmente, en las Figuras 63(c)-63(e), se observa que las caracteŕısticas extráıdas de las
vibraciones en la dirección lateral son más descriptivas que las obtenidas de las vibraciones en la
dirección frontal. Esto se relaciona directamente con el hecho de que el amortiguamiento estruc-
tural de la masa modal de la torre pequeña en la dirección lateral es bajo en comparación con el
amortiguamiento estructural relacionado con las vibraciones en la dirección frontal, por lo tanto,
debido al incremento de la velocidad angular de los álabes a partir de Ω3, Ω4 y Ω5, el efecto de la
inestabilidad aeroelástica de la estructura se amplifica, originando un incremento en las amplitudes
y enerǵıa de vibración.

La Tabla 19 muestra la śıntesis del entrenamiento de las ANNs con entradas reducidad para
el escenario de PCFs para las velocidades de operación Ω2 y Ω3 utilizando las siete y nueve ca-
racteŕısticas más descriptivas, respectivamente, donde se observa que la precisión se mantiene en
comparación con los resultados de la Tabla 18. Este desempeño esta sujeto a un aumento pequeño
en la cantidad de neuronas utilizadas, mientras que el tiempo de entrenamiento se mantiene apro-
ximadamente igual. Por lo que, para una implementación a futuro, es necesario realizar un balance
entre usar una ANN de catorce entradas con una cantidad de neuronas pequeña o usar una ANN
con menos entradas pero con mayor cantidad de neuronas para las velocidades de operación Ω2 y
Ω3.

Tabla 19: Śıntesis del entrenamiento de las ANNs para PCFs utilizando las caracteŕısticas más descriptivas.

Ωi [ revs ] Neuronas Épo-
cas

Tiempo [s] MSE Precisión
[ %]

Ω2 ≈ 4.83 30 22 54.37 0.00174 99.6

Ω3 ≈ 6.66 30 22 61.89 0.00452 98.3

Las Figuras 64(a) y 64(b) respaldan los resultados de la Tabla 19. En ambos casos se obtiene
una buena precisión, sin embargo, la Figura 64(b) presenta un ı́ndice de confusión ligeramente alto
entre las clases C y G (nivel de deflexión dos y nivel de deflexión dos junto con un álabe fisurado).
Además, aunque la matriz de confusión de la Figura 64(a) presenta la misma precisión global que
la mostrada en la Figura 62(e), los ı́ndices de confusión locales son ligeramente más bajos para la
mayoŕıa de las clases.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figura 62: Matrices de confusión para tres casos de fallas cuando el HAWT opera a Ω2 y Ω4. (a) PFs a Ω2.
(b) PFs a Ω4. (c) CFs a Ω2. (b) CFs a Ω4. (a) PCFs a Ω2. (b) PCFs a Ω4.
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(a) (b)

(c) (d)

(e)

Figura 63: Varianza normalizada obtenida del análisis ANOVA de una sola v́ıa para las métricas estad́ısticas
e impulsivas de cada condición de los álabes. (a) Ω1 ≈ 3.58 rev

s , (b) Ω2 ≈ 4.83 rev
s , (c) Ω3 ≈ 6.66 rev

s , (d)
Ω4 ≈ 8.08 rev

s y (e) Ω5 ≈ 10.08 rev
s .

(a) (b)

Figura 64: Matrices de confusión para PCFs cuando el HAWT opera a Ω2 y Ω3. (a) Operación a Ω2
rad
s

utilizando las caracteŕısticas xx, xy, xrmsx , skwy, S
2
x, xrmsy y Cy. (b) Operación a Ω4

rad
s utilizando las

caracteŕısticas xrmsy , xx, S
2
y , xkurty , Xpy, skwy, xy, Cy y xpx.
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5 Análisis de resultados y conclusiones

En este caṕıtulo se realiza un análisis sobre los hallazgos más relevantes obtenidos de esta
investigación y los resultados se discuten mediante comparaciones cuantitativas con respecto a
información tomada de la literatura. Se toman en cuenta los resultados obtenidos a partir de la
EFPT, de la optimización basada en la norma H2 incluyendo el orden de la derivada fraccionaria
de CF, los resultados obtenidos de la clasificación de fallas mediante ANNs y el uso del análisis de
la varianza ANOVA com un método de selección de la caracteŕısticas más descriptivas.

5.1. Discusión de resultados

En esta investigación se encontraron varios hallazgos que contribuyen a la protección estructural
y detección de fallas de los álabes de HAWTs. A partir del análisis de diversos modelos matemáti-
cos de orden clásico, se propusieron las soluciones anaĺıticas para sintonizar dos dispositivos: el
DMDVA y el RID-TMD, mismos que superan el desempeño del TMD clásico. Después, mediante la
introducción de un operador de orden fraccionario, se analizaron dos nuevos VDVAs para superar
el rendimiento del TMD en el control de vibraciones laterales de los álabes. Por otro lado, debido
a que la dinámica de la góndola actúa como el modo de vibracion dominante de la torre y a que
contiene información de la dinámica de los álabes, se realizó una metodoloǵıa basada en procesa-
miento de señales de vibración en las direcciones frontal y lateral de la góndola, con la finalidad de
clasificar fallas de deformación en la dirección frontal de los álabes. De acuerdo con lo anterior, a
continuación se discuten los hallazgos más relevantes.

Se determinaron dos nuevos conjuntos de soluciones anaĺıticas para calcular los parámetros
del DMDVA y RID-TMD bajo el criterio de la EFPT, lo cuál permitió sintonizar sus frecuen-
cias de vibración con la frecuencia fundamental del álabe. El modelo del álabe-DMDVA (caso
D) no hab́ıa sido investigado, y se encontró que el efecto de sintonización de este dispositivo
supera el efecto de sintonización que proporciona el TMD en [12] para controlar vibraciones
laterales de un álabe SDOF. Adicionalmente, se encontró que mientras el álabe está en opera-
ción, el DMDVA mantiene dos de sus parámetros sintonizados con una relación directamente
proporcional a la variación de la eigenfrecuencia natural del álabe, mientras que otro de sus
parámetros muestra independencia absoluta de la velocidad angular del rotor. Por otro lado,
el RID-TMD (caso B), que ya hab́ıa sido investigado en el control de vibraciones laterales
de los álabes [15], no hab́ıa sido comparado con respecto al TMD a partir de una técnica de
sintonización de frecuencias, como se hizo en esta inestigación. En general, tanto el DMDVA
como el RID-TMD superan el desempeño del TMD clásico hasta en un 29.14 %.

A partir de los resultados del párrafo anterior, se propusieron dos nuevos VDVAs que in-
volucran un parámetro f́ısico menos que el DMDVA y el RID-TMD, pero que introducen
el orden derivativo α como un grado de libertad adicional en el problema de optimización
basado en la norma H2. Estos dispositivos son llamados IFDVA-C2 y DMFDVA, e incluyen
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un amortiguador con comportamiento viscoelástico descrito a través de la derivada fraccio-
naria de Caputo–Fabrizio. Se encontró que tanto el IFDVA-C2 como el DMFDVA superan
contundentemente el rendimiento dinámico proporcionado por el TMD clásico para contro-
lar vibraciones laterales de los álabes. Adicionalmente, se estableció un intervalo de alpha
0.4 < α < 0.88 en el cuál estos VDVAs mantienen una capacidad de mitigación de vibración
superior a la del TMD. Este hallazgo es novedodo porque actualmente no se han desarrollado
investigaciones sobre control pasivo de vibraciones en los álabes considerando amortiguado-
res viscoelásticos. Aunque por otro lado, el buen desempeño del IFDVA-C2 y del DMFDVA
se debe a la conexión en serie de un amortiguador viscoelástico con un elemento inercial
secundario.

Los parámetros óptimos para los nuevos VDVAs son proporcionados bajo un criterio de
optimización basado en la norma H2. Adicionalmente, un tercer dispositivo conocido como
VTMD (la generalización del TMD clásico) también fue investigado. Sin embargo, aunque
no se encontró que el VTMD mejore significativamente el desempeño del TMD, se calcularon
soluciones anaĺıticas para calcular sus parámetros y el orden derivativo óptimos mientras
la varianza de desplazamiento del álabe sin rotación se minimiza. Este hallazgo podŕıa ser
útil después de realizar pruebas experimentales para álabes estacionados o en una etapa de
mantenimiento.

EL TMD clásico es superado por el IFDVA-C2 y por el DMFDVA, proporcionando reducciones
de la varianza de desplazamiento del álabe del 13.277 % al 13.389 % y del 12.89 % al 13.09 %,
respectivamente.

Aunque en este análisis se utilizaron los parámetros del HAWT de NREL [26]. El problema de
optimización formulado tanto para el caso de orden clásico como fraccionario también puede
aplicarse a álabes con otras propiedades estructurales. Adicionalente, ocurre lo mismo con las
soluciones anaĺıticas propuestas en las ecuaciones (112), (124), (114) y (125).

Comparado con el IFDVA-C2 y el VTMD, el DMFDVA es probablemente el sistemas más
viable para utilizar en un análisis experimental futuro ya que presenta la ventaja de no requerir
la adición de un inersor y producir un rendimiento aproximadamente igual al del IFDVA-C2
con la misma relación de masa f́ısica. En lugar de eso, sólo requiere la adición de una masa
f́ısica pequeña, que en la práctica podŕıa ser más simple de implementar que un inersor con
un nivel de inertancia pequeño.

En el análisis experimental, los niveles de deformación propuestos no hab́ıan sido investigados
en la literatura a partir del modelo de la viga Euler-Bernoulli. De hecho, en [128] se incluye
una falla tipo deflexión en la dirección frontal, mientras que en [39], los autores investigaron
el proceso de colapso estructural de un álabe de 52.3m realizando pruebas de flexión en la
direccfion frontal. No obstante, estos casos de falla no se inducieron a partir de un modelo
matemático, ni tampoco se realizaron análisis de defromación pequeños. Esto significa que el
análisis realizado proporciona una base sobre la cuál se pueden hacer relaciones entre álabes de
diferentes longitudes para dimensionar los cambios en la respuesta de vibración de la góndola
en comparación con la dinámica del sistema cuando los álabes se encuentran en estado sano.

Se incluyó un método para monitorear la velocidad ángular, considerando cuatro escenarios
de PFs y tres de CFs, basados en una fisura y diferentes grados de deformación de los álabes.
Adicionalmente, los siete casos de falla fueron análizados en un intervalo amplio de velocidades
angulares Ω. Demostrando que la clasificación de estos escenarios de falla no se ve fuertemente
afectada por la velocidad anular de operación.

A partir del entrenamiento de quince ANNs se encontraron ı́ndices de precisión de clasificación
del 98.7 % al 100 %, del 99.8 % al 100 % y del 98.3 % al 99.6 % para los casos de PFs, CFs
y PCFs, respectivamente. Esto significa que para estos niveles de deformación las métricas
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estad́ısticas utilizadas proporcionan información suficiente para identificar el estado delálabe
con falla. Sin embargo, ya que los ı́ndices de precisión más bajos corresponden al caso de PCFs,
se obseva que podŕıan mejorarse mediante la implementación de técnicas en el dominio de la
frecuencia.

Debido a que el escenario de PCFs son el más complejo y real, se realizó un análisis ANOVA
de una sola v́ıa sobre este caso para seleccionar las caracteŕısticas más descriptivas y reducir
el costo computacional del entrenamiento de la ANN. Este análisis reveló que para todas las
velocidades de operación excepto para Ω4, la media x en la dirección frontal, figura como una
de las métricas más descriptivas. Mientras que, la media x en la dirección lateral es una de
las métricas más descriptivas excepto para la velocidad de operación Ω5.

A partir de la segunda velocidad de operación Ω2, las siete primeras métricas más descriptivas
pertenecen a las señales de vibración lateral. Debido a que la enerǵıa y amplitudes de las
señales en esta dirección se amplifican debido al efecto de inestabilidad aeroelástica de la
estructura del HAWT, generando cambios significativos en métricas como xrms, xp y S2.

Para las velocidades Ω1, Ω4 y Ω5 la ANN no pudo ser reducida mediante el análisis ANOVA,
debido a que: eliminar al menos dos de las caracteŕısticas menos significativas redućıa al menos
en dos puntos porcentuales la precisión de la ANN. Por otro lado, para las velocidades Ω2 y
Ω3, las entradas de la ANN se redujeron a las siete y nueve caracteŕısticas más descriptivas,
respectivamente. Obteniendo la misma precisión que proporciona la ANN entrenada con las
catorce caracteŕısticas. Sin embargo, si el HAWT opera en todo el intervalo de velocidades
angulares proporcionado, no es conveniente eliminar ńınguna caracteŕıstica.

En términos generales, esta discusión conduce a que la hipótesis planteada se verifica, debido
a que fue posible reducir las vibraciones laterales de los álabes mediante dispositivos de amor-
tiguamiento basados en modelado de orden fraccionario. Esto hecho impacta directamente en la
reducción de la fatiga del álabe, ya que la disminución de las vibraciones reduce la aparición de
posibles deformaciones en su estructura. Finalmente, para prevenir el colapso del álabe debido a
fallas en la dirección frontal, la implementación de técnicas de monitoreo prematuro de deformación
podŕıa ser más redituable que el uso de sistemas de amortiguamiento.

120



5.2. Alcances y limitaciones de resultados

Después de hacer un análisis de los resultados obtenidos se observan los siguientes alcances y
limitaciones.

Alcances

Los alcances más notorios de esta investigación fueron los siguientes:

Las ecuaciones (148), (150), (157) y (158) son nuevos modelos matemáticos de orden clásico y
fraccionario, los cuáles fueron validados teóricamente mediante comparaciones con [12,14,15].

Se considero más de un nivel de deformación en la dirección frontal de los álabes, los cuáles
han sido analizados con un monitoreo continuo de la velocidad del viento y del rotor.

Limitaciones

Los parámetros estructurales del HAWT de 400 W perteneciente al ITESI no están disponibles, por
lo que no fue posible hacer la validación de un modelo teórico con el experimental. Inicialmente, se
pretend́ıa unir el análisis teórico con el experimental como se explica en los siguientes tres pasos:

1. Realizar la validación del modelo álabes-góndola de orden entero definido en la ecuación
(231) en la Sección de trabajo futuro, con respecto al modelo experimental que se utilizó en
la Sección 4.4.

2. Mediante la verificación del paso anterior, realizar de nuevo la validación introduciendo un
álabe con falla. Esta falla puede emularse en el modelo teórico variando la rigidez modal
del álabe. Es necesario mencionar que en este paso y en el anterior se abre una brecha de
oportunidad para introducir un operador fraccionario y lograr obtener una respuesta dinámica
de la góndola de alta fidelidad con respecto a la respuesta experimental.

3. Una vez que se validaron los modelos de los dos pasos anteriores, es posible utilizar el modelo
teórico introduciendo uno de los amortiguadores que se analizaron en esta investigación en
los álabes o góndola, y evaluar su desempeño tanto en el caso de un aerogenerador con álabes
sanos y de álabes con falla.

Cabe mencionar, que la no disponibilidad de los parámetros de la turbina del HAWT perte-
neciente al ITESI, no fue una limitante determinante, ya que los parámetros hubieran podido ser
estimados mediante idéntificación. Sin embargo, esto hubiera incrementado significativamente el
tiempo de validación de modelos, desfazando aún más la unificación del análisis teórico y experi-
mental.

Finalmente, los primeros dos pasos de la limitación mencionada fueron abordados parcialmente,
primero: mediante la adquisición de la respuesta estructural del HAWT experimental en el escenario
de álabes sanos y con falla, y después, en la Sección de trabajo futuro, mediante la simulación de
un modelo teórico que considera el acoplamiento de álabes y góndola.
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5.3. Conclusiones

Para contribuir en la protección estructural de álabes de aerogeneradores, se analizaron tres
DVAs dentro de su estructura involucrando derivadas enteras: el RIT-TMD, DMDVA y TMD.
Después se investigaron alternativas de control de vibración de modo que la inclusión de un operador
fraccionario fuera útil en la reducción de vibración. A partir de aqúı, se utilizó el VTMD y dos
nuevos VDVAs. A través de la ecuación de Euler-Lagrange se obtuvo un modelo dinámico para
cada VDVA acoplado en un álabe SDOF, mismos que fueron generalizados introduciendo la FD
de Caputo-Fabrizio manteniendo la consistencia f́ısica a través de una constante dimensional σ que
describe la componente de tiempo fraccionaria correspondiente a cada orden α. Los parámetros
de los tres VDVAs y el orden α fueron optimizados a través de la minimización de la varianza de
desplazamiento de la respuesta en frecuencia al cuadrado del álabe utilizando la definición de la
norma H2. Tales parámetros fueron calculados considerando el álabe estacionado y en operación a
su velocidad nominal posicionando los VDVAs en dos localizaciones distintas.

Se encontraron reducciones de la varianza de desplazamiento del álabe del 0.71 % al 2.53 %,
del 13.277 % al 13.389 % y del 12.89 % al 13.09 % cuando el VTMD, IFDVA-C2 y DMFDVA son
utilizados en lugar del TMD. Después, el problema de optimización fue solucionado nuevamente
manteniendo fijo el orden α para el álabe operando a su velocidad nominal y localizando los VDVAs
a 45m con una relación de masa del 3 %, encontrando que tanto el IFDVA-C2 y DMFDVA son
capaces de superar el rendimiento del TMD en 0.4 ≤ α ≤ 0.88, mientras que para α > 0.9 requieren
niveles altos de inertancia y de amortiguamiento, respectivamente. Bajo estas observaciones, se
concluyó que el buen desempeño del IFDVA-C2 y del DMFDVA en 0.4 ≤ α ≤ 0.88 se debe a la
interacción simultánea entre el amortiguador viscoelástico y el inersor conectados en serie y a la
conexión en serie del amortiguador viscoelástico con la masa mB, respectivamente. Los modelos
dinámicos fraccionarios fueron solucionados numéricamente mediante Matlab a partir de la función
de transferencia de cada sistema considerando f0(t) constante, hecho que se interpretó como la
media de una señal de fuerza aerodinámica. A partir de esta solución numérica, se encontró que los
VDVAs investigados mejoran significativamente la respuesta estructural q(t) del álabe comparado
con el álabe conectado con el TMD.

Continuando con la fase experimental, los procesos de deformación del álabe y de monitoreo de
la velocidad ángular de un HAWT de 400W se explican detalladamente. La técnica proporcionada
para monitorear la velocidad angular es de gran utilidad para evaluar el efecto de las fallas en los
álabes en las vibraciones de la góndola en un amplio intervalo de Ω. Después, en el procesamiento
de las señales adquiridas, se utilizaron un total de 34 ventanas de un segundo con 12000 muestras
en la etapa de operación en estado aproximadamente estacionario. Se extrajeron cuatro métricas
estad́ısticas y tres métricas impulsivas para las señales de vibración en ambas direcciones. En
este análisis se encontró que para todas las velocidades de operación excepto para ω4, la media
aritmética en la dirección frontal es una métrica fundamental para discriminar los escenarios con
falla del caso sano. Después, mediante diagramas de dispersión las regiones delimitadas entre una
y otra condición fueron analizadas utilizando la variación de S2, xkurt, skw y xrms con respecto a
x para ambas direcciones de las señales de vibración, revelando que para Ω2 y Ω3 las métricas en
la dirección frontal delimitan contundentemente las regiones formadas por cada condición.

Se utilizo una ANN perceptrón de dos capas para discriminar una condición de otra. Conside-
rando PFs, CFs y PCFs con 4, 5 y 8 clases, respectivamente. Precisiones del 98.7 % al 100 %, del
99.8 % al 100 % y del 98.3 % al 99.6 % fueron presentadas por el clasificador para los escenarios del
PFs, CFs y PCFs, respectivamente. En el escenario de PFs, el mayor ı́ndice de confusión (aunque
es pequeño) se encuentra entre la clase A y B para casi todas las velocidades de operación, debido a
que el primer nivel de deflexión esta basado en la curva de deformación más cercana al eje recto del
álabe sano. Por otro lado, el desempeño más alto de la ANN se obtiene para las CFs, debido a que
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la adición de la falla de fisura genera cambios significativos con respecto a las PFs. Mientras que,
para las PCFs el ı́ndice de precisión de la ANN presenta una ligera disminución con respecto a las
CFs y PFs. En general, para condiciones de operación adversas, las vibraciones laterales contienen
información más significativa para discriminar fallas de deformación en los álabes. A futuro, niveles
de deformación más pequeños entre el eje recto del álabe y la curva del primer nivel de deformación
podŕıan ser investigados para detectar anticipadamente el inicio de deformación del álabe. Por otro
lado, los ı́ndices de precisión más bajos podŕıan ser mejorados mediante análisis de caracteŕısticas
en el dominio de la frecuencia. Finalmente, esta metodoloǵıa podŕıa ser implementada para mo-
nitoreo de condiciones en ĺınea mediante hardware, proporcionando una herramienta tecnológica
para discriminar niveles de deformación de álabes en la dirección frontal.

Trabajo futuro

En esta Sección se resumen los trabajos futuros que derivan directamente de los resultados de
esta investigación. Asimismo, se proponen análisis novedosos que podŕıan contribuir en la validación
de modelos y en el análisis de fallas de los álabes.

1. Las soluciones anaĺıticas de sintonización determinadas para los dispositivos RID-TMD y
DMDVA (casos B y D) podŕıan ser evaluadas en un modelo de HAWT con más acoplamientos,
por ejemplo, un modelo de cuatro grados de libertad que incluya desplazamientos laterales
en los tres álabes y en la góndola. Esto permitiŕıa incrementar la fiabilidad de las soluciones
anaĺıticas, demostrando su utilidad considerando modelos más sofisticados.

2. A partir de la variación de la relación de masa, velocidad angular del rotor y la localización
de los dispositivos, se propone realizar un análisis de sensibilidad paramétrica tanto para los
casos B y D como para los casos basados en el operador fraccionario de Caputo–Fabrizio,
el VTMD, el IFDVA-C2 y el DMFDVA. Particularmente, en los casos de orden fraccionario
se podŕıa incluir el orden de derivada, lo que permitiŕıa indentificar cuál o cuales son los
parámetros más sensibles ante la variación del orden, permitiendo establecer regiones más
espećıficas en donde los VDVAs se desempeñan bien.

3. Para fortalecer el análisis en el dominio del tiempo, los modelos basados en el VTMD, el
IFDVA-C2 y el DMFDVA podŕıan ser evaluados utilizando como señal de entrada una carga
aerodinámica estocástica. Para realizar estas simulaciones, seŕıa imposible el uso de funcio-
nes de transferencia, por lo tanto, el uso riguroso de métodos numéricos como el de Adams
Bashforth-Moulton se volveŕıa necesario. Además, esto permitiŕıa que los dispositivos pro-
puestos también fueran evaluados mediante el operador de Liouville–Caputo.

4. De acuerdo con los análisis teóricos, el IFDVA-C2 y DMFDVA podŕıan ser dispositivos viables
para dar inicio a un análisis experimental, aunque no necesariamente se acoplen dentro de
un álabe. Para este propósito, pero no estrictamente necesario, podŕıan calcularse constantes
de resorte y de amortiguamiento que aproximen o produzcan el mismo rendimiento dinámico
que estos dispositivos producen ante la inclusión del orden de la derivada. En la Figura 65,
se ilustran tres redes mecánicas que podŕıan emular el comportamiento del amortiguador vis-
coelástico del IFDVA-C2. De es este modo, se tendŕıa una referencia más clara para visualizar
como debeŕıa estar conformado el amortiguador viscoelástivo o bien, tener una idea de cuáles
seŕıan los materiales posibles que podŕıan proporcionar ese comportamiento.

5. El análisis en el dominio de la frecuencia podŕıa ser de utilidad para evaluar si las caracteŕısti-
cas en el dominio del tiempo son más o menos descriptivas que las caracteŕısticas frecuenciales.
Este análisis podŕıa realizarse mediante la FFT o la STFT.
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Figura 65: Configuración del IFDVA-C2 y tres redes mecánicas que podŕıan aproximar su comportamiento.

6. La puesta en marcha del HAWT de 400W se realizó mediante una monitorización de la
velocidad ángular del rotor manteniendola aproximadamente estable. Sin embargo, este ex-
perimento podŕıa ser realizado variando la velocidad angular Ω en un intervalo pequeño, por
ejemplo 120rpm < Ω < 130rpm. Esto dificultaŕıa aún más la clasificación de las fallas, ya
que se obtendŕıan señales de vibración altamente no estacionarias. Sin embargo, permitiŕıa
introducir técnicas más robustas como la EMD, la HT o la WT para extraer caracteŕısticas
que proporcionen un clasificador con un ı́ndice de precisión alto.

7. La clasificación de las fallas investigadas se realizó mediante ANNs. Sin embargo, se reco-
mienda realizar un estudio comparativo que involucre al menos dos clasificadores más para
evaluar cuál proporciona un mayor ı́ndice de precisión ante este tipo de fallas.

8. Para detectar el estado de falla inicial del álabe, se propone realizar un nuevo experimento
en el que se induzcan fallas de deformación en la dirección frontal con un grado de severidad
menor al del primer nivel de deformación que se consideró en esta investigación. Esto tendŕıa
un doble propósito, ya que también abriŕıa la posibilidad de introducir otros métodos de
extracción de caracteŕıticas más robustos, que incluso podŕıan incluir el uso de transformadas
integrales de orden fraccionario.

A continuación se proponen dos trabajos futuros en donde existe la posibilidad de inclúır un
operador de orden fraccionario para efectos de validación de modelo. El primer caso, parte del
modelo de orden entero del caso A definido en la Sección 4.1.1, mientras que el segundo, parte de
un modelo con cuatro coordenadas generalizadas que describen la dinámica frontral de la góndola
y la punta de los álabes.

Caso A involucrando el operador de Liouville–Caputo

El sistema del caso A (álabe SDOF) definido en la Sección 4.1.1 fue utilizado como una referencia
para evaluar la capacidad de mitigación de vibración de los dispositivos de orden clásico y fracciona-
rio. Sin embargo, este modelo podŕıa ser evaluado introduciendo la derivada de orden fraccionario
de Liouville–Caputo o Caputo–Fabrizio, debido a que estos operadores describen eficientemente
la dinámica de sistemas vibratorios. Aqúı se plantea un análisis teórico que podŕıa ser evaluado
rigurosamente en un nuevo trabajo de investigación, destacando la importancia de realizar una
comparación con un modelo experimental.

El modelo dinámico de orden entero del caso A fue definido en la Sección 4.1.1 en la ecuación
(67) como se muestra a cotinuación,

q̈ + 2ω0ζ0q̇ + (1 − l2)ω0
2q =

1

m0
f0(t),

introduciendo la derivada fraccionaria de Liouville-Caputo en la ecuación (67) se reemplazan las

124



derivadas q̈(t) y q̇(t) por C
0 D

2γ
t q(t) y C

0 D
γ
t q̇(t), respectivamente.

1

σ2(1−γ)
C
0 D

2γ
t q(t) + 2ω0ζ0

1

σ1−γ
C
0 D

γ
t q(t) + (1 − l2)ω0

2q =
1

m0
f0(t), (218)

donde 0 < γ < 1.

Notesé que al igual que en los modelos utilizados en esta investigación, se introdujo la constante
σ para mantener la consistencia dimensional para cualquier orden γ [53]. En este caso, σ se define
en la ecuación (219) como una constante de tiempo en función de los parámetros del sistema y del
orden γ,

σ =
γ

ω0

√
1 − l2 − ζ20

. (219)

Multiplicando la ecuación (218) por σ2(1−γ) se obtiene:

C
0 D

2γ
t q(t) + ϕ C

0 D
γ
t q(t) + φ2q(t) =

φ2f0(t)

(1 − l2)m0ω2
0

, (220)

0 < γ < 1,

donde ϕ = 2 ζ0 ω0 σ
1−γ y φ2 = (1 − l2)ω2

0 σ
2(1−γ). Después, aplicando la definición de la Transfor-

mada de Laplace para el operador de Liouville-Caputo en la ecuación (220), se obtiene:

s2γQ(s) − s2γ−1q(0) − s2γ−2q̇(0) + ϕ
[
sγ Q(s) − sγ−1q(0)

]
+ φ2Q(s) =

φ2

(1 − l2)m0ω2
0

F0(s),

utilizando condiciones iniciales nulas y despejando Q(s)

Q(s) =
φ2

(1 − l2)m0ω2
0

1

s2γ + ϕ sγ + φ2
F0(s),

aplicando la transformada inversa de Laplace

q(t) =
φ2

(1 − l2)m0ω2
0

L−1

{
1

s2γ + ϕ sγ + φ2
F0(s)

}
. (221)

Para calcular la transformada inversa de Laplace de la ecuación (221) se utiliza el teorema de
convolución, cuya definición es:

g(t) ∗ f(t) =

∫ t

0
g(t)f(t− τ)dτ (222)

y su transformada de Laplace es el producto de las transformadas de cada una de las funciones, es
decir:

L{g(t) ∗ f(t)}(s) = G(s)F (s). (223)

Por lo tanto, haciendo que F (s) = F0(s), que G(s) =
1

s2γ + ϕ sγ + φ2
y utilizando la ecuación

(223), el problema se reduce a calcular la transformada inversa de Laplace de F (s) y G(s) como se
muestra en las ecuaciones (224) y (225).

f(t) = f0(t), (224)

g(t) = L−1

{
1

s2γ + ϕ sγ + φ2

}
. (225)
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Para calcular la transformada inversa de la ecuación (225) se utiliza la siguiente definición (226):

L{tb−1E(a1,a2),b(−A1t
a1 ,−A2t

a2)}(s) =
s−b

1 +A1s−a1 +A2s−a2
, (226)

multiplicando el numerador y denominador de la ecuación (225) por s−2γ

g(t) = L−1

{
s−2γ

1 + ϕ s−γ + φ2s−2γ

}
, (227)

relacionando las ecuaciones (226) con (227) se encuentra que b = 2γ, A1 = ϕ, a1 = γ, A2 = φ2 y
a2 = 2γ. Por lo tanto, la función g(t) se define en la ecuación (228):

g(t) = t2γ−1E(γ,2γ),2γ

(
−ϕ tγ ,−φ2t2γ

)
. (228)

Sustituyendo las ecuaciones (224) y (228) en la ecuación (222), se obtiene la convolución de las
funciones f(t) y g(t) , ∫ t

0
t2γ−1E(γ,2γ),2γ

(
−ϕ tγ ,−φ2t2γ

)
f0(t− τ)dτ,

entonces, a partir de la ecuación (221), se obtiene la respuesta estructural q(t) como se observa en
la ecuación (229)

q(t) =
φ2

(1 − l2)m0ω2
0

∫ t

0
t2γ−1E(γ,2γ),2γ

(
−ϕ tγ ,−φ2t2γ

)
f0(t− τ)dτ. (229)

Para el caso particular en que la fuerza f0(t) es constante de magnitud f0, la solución anaĺıtica de
la ecuación (220) se define en (230),

q(t) =
φ2f0

(1 − l2)m0ω2
0

t2γE(γ,2γ),1+2γ

(
−ϕ tγ ,−φ2t2γ

)
. (230)

A partir de la ecuación (230), en las Figuras 66(a) y 66(b) se obtiene la respuesta q(t) utilizando
diferentes ordenes de derivada γ, los parámetros del álabe de NREL [26] y excitación tipo escalón
seleccionada arbitrariamente. En las Figuras 66(a) y 66(b) se observan atenuaciones de la respuesta
estructural q(t) conforme el orden γ disminuye, este fenómeno ocurre debido a que existe pérdida
de enerǵıa mecánica mientras el álabe vibra en la dirección lateral. Normalmente, este comporta-
miento está asociado con la existencia de viscoelásticidad, por lo que en un análisis experimental,
el amortiguamiento y rigidez modal ζ0 y k0 podŕıan tener ligeras variaciones durante la operación
del álabe. De acuerdo con estas observaciones, la constante de tiempo σ y los parámetros m0, k0,
ζ0 y Ω, debeŕıan variar en función del orden γ. Por lo tanto, mediante un análisis experimental o
la formulación de un problema de optimización, estos parámetros podŕıan ser ajustados de modo
que sea posible proponer un orden que describa la dinámica real de este sistema.

Propuesta de validación de un modelo dinámico álabes-góndola

Debido a la no disponibilidad de los parámetros estructurales del modelo de la turbina pequeña
de 400 W , para fines de validación, se propone hacer una identificación paramétrica de un modelo
que involucra ocho variables de estado desarrollado en [25], que considera los desplazamientos de
la góndola y los tres álabes en la dirección frontal. Después de estimar los parámetros, a partir
del operador de Caputo o Caputo–Fabrizio se podŕıa calcular el orden derivativo α que describa
la dinámica real de este sistema. Como un análisis inicial, se simula el modelo de orden clásico
descrito, el cuál necesita los parámetros estructurales reales de la turbina que se utilizó como
análisis experimental en la Sección 4.4.
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(a)

(b)

Figura 66: Respuesta dinámica q(t) del caso A fraccionario utilizando la derivada de LC con los parámetros
m0 = 1354kg, Ω = 1.27 rad

s , ζ0 = 0.005, ω0 = 7.19 rad
s y fuerza aerodinámica tipo escalón de f0 = 5366N .

Eje horizontal [s]. Eje vertical [m].

La Figura 67, muestra las cuatro coordenadas de este modelo, el cuál se desarrolla de acuerdo
con la formulación presentada en [9]. A partir de la Figura 5(a) se puede notar que la Figura 67 es
una simplificación del modelo de 13-DOF. Donde M0 representa la masa total de la góndola junto
con la de la torre, cuya dinámica se decribe mediante la coordenada q7(t). Mientras que la dinámica
de los álabes se describe con las coordenadas q1(t), q2(t) y q3(t).

Figura 67: Sistema de 4-DOF con álabes y góndola acoplados desplazandose fuera del plano del rotor (Figura
editada de [25]).

Considerando desplazamientos relativos de la punta de los álabes con respecto a la góndola y
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utilizando la ecuación de Euler–Lagrange se obtiene el modelo de la ecuación (231).
m0f 0 0 m2f

0 m0f 0 m2f

0 0 m0f m2f

m2f m2f m2f M0 + 3mt




q̈1
q̈2
q̈3
q̈7

+


c0f 0 0 0
0 c0f 0 0
0 0 c0f 0
0 0 0 c7




q̇1
q̇2
q̇3
q̇7

+ ... (231)


k0f 0 0 0
0 k0f 0 0
0 0 k0f 0
0 0 0 k7




q1
q2
q3
q7

 =


f1(t)
f2(t)
f3(t)
f7(t)

 ,

donde k7, c7, k0f , c0f son la rigidez flexionante modal de la torre, el amortiguamiento modal de
la torre, la rigidez flexionante modal de los álabes y el amortiguamiento modal de los álabes en la
dirección frontal, respectivamente. Mientras que mt, m0f y m2f se definen en la ecuación (232),
donde ϕf (x3) es la curva de formas modales de los álabes en la dirección frontal.

mt =
∫ L
0 µ(x3)dx3

m0f =
∫ L
0 µ(x3)ϕf (x3)

2dx3

m2f =
∫ L
0 µ(x3)ϕf (x3)dx3

. (232)

Definiendo los parámetros de la ecuación (231) en forma adimensional

µ1 =
m2f

m0f
, µ2 =

mt

M0
, µ3 =

m2f

M0
, ζ0f =

c0f
2m0fω0f

, ζ7 =
c7

2M0ω7
. (233)

Escribiendo la ecuación (231) en espacio de estados utilizando las variables: q1 = xf1, q̇1 = xf2,
q2 = xf3, q̇2 = xf4, q3 = xf5 y q̇3 = xf6, q7 = xf7 y q̇7 = xf8 se obtiene la ecuación (234),

Ẋf = AfXf + Bf (t), (234)

Yf = CfXf , (235)

donde XT
f =

(
xf1 xf2 xf3 xf4 xf5 xf6 xf7 xf8

)
, YT

f =
(
q1 q2 q3 q7

)
,

Af =



0 1 0 0 0 0 0 0

s1 s2 s3 s4 s3 s4
µ1
A
ω7

2 2
µ1
A
ζ7ω7

0 0 0 1 0 0 0 0

s3 s4 s1 s2 s3 s4
µ1
A
ω7

2 2
µ1
A
ζ7ω7

0 0 0 0 0 1 0 0

s3 s4 s3 s4 s1 s2
µ1
A
ω7

2 2
µ1
A
ζ7ω7

0 0 0 0 0 0 0 1
µ3
A
ω2
0f 2

µ3
A
ζ0fω0f

µ3
A
ω2
0f 2

µ3
A
ζ0fω0f

µ3
A
ω2
0f 2

µ3
A
ζ0fω0f −ω7

2

A
− 2

A
ζ7ω7


,

Bf (t) =



0
1

Am0f
[(A+ µ1µ3)f1(t) + µ1µ3(f2(t) + f3(t)) − µ3f7(t)]

0
1

Am0f
[(A+ µ1µ3)f2(t) + µ1µ3(f1(t) + f3(t)) − µ3f7(t)]

0
1

Am0f
[(A+ µ1µ3)f3(t) + µ1µ3(f1(t) + f2(t)) − µ3f7(t)]

0
1

AM0
[f7(t) − µ1(f1(t) + f2(t) + f3(t))]



y
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Cf =


1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0

 .

Donde: s1 = −
(

1 +
µ1µ3
A

)
ω0f

2, s2 = −2
(

1 +
µ1µ3
A

)
ζ0fω0f , s3 = −µ1µ3

A
ω0f

2, s4 = −2
µ1µ3
A

ζ0fω0f

y A = 1 + 3µ2 − 3µ1µ3.

La ecuación (234) se soluciona numericamente utilizando el método iterativo de Euler con un
paso de δ = 10−3. Para tal fin, se utilizan los parámetros reportados en [26,79], condiciones iniciales
nulas y las fuerzas aerodinámicas f1(t), f2(t), f3(t) y f7(t) generadas en las Figuras 41(b) y 41(c).
Mientras tanto, para calcular los parámetros inerciales de la ecuación (231), se obtuvo una función
de masa por unidad de longitud aproximada utilizando los datos del álabe del HAWT de NREL
reportados en [26] como se observa en la ecuación (236).

µ(x3) = −3.8301 × 10−9x3
8 + 9.7804 × 10−7x3

7 − 0.00010224x3
6 + 0.0056109x3

5... (236)

−0.17164x3
4 + 2.8346x3

3 − 21.474x3
2 + 22.525x3 + 714.83.

Sustituyendo la ecuación (236) y la forma modal ϕf (x3) definida en la ecuación (198) en la
ecuación (232), se determinan los parámetros m0f y m2f . La masa mt y M0 son iguales a 17740kg
y 587460kg, respectivamente, donde M0 considera la masa de la torre junto con la de la góndola.
Los factores de amortiguamiento cof y c7 definidos en (233), están relacionados con el factor de
amortiguamiento modal del álabe y de la torre y toman el valor de ζof = 0.0048 y ζ7 = 0.01,
respectivamente. Mientras que las frecuencias naturales del primer modo de vibración tanto para los
álabes como para la torre son ωof = 2π(0.6767)rad/s y ω7 = 2π(0.324)rad/s, respectivamente [79].
Utilizando estos parámetros se obtienen las simulaciones de las Figuras 68(a)-68(b).

Debido a que los tres álabes tienen la misma geometria y propiedades estructurales, su dinámica
es la misma tanto en la dirección de x1 como de x2. Por lo tanto, es posible reducir el modelo
matemático de 4-DOF en uno de 2-DOF, que solo considera el acoplamiento entre la góndola y un
solo álabe. Utilizando de nuevo la formulación de Euler-Lagrange, el modelo simplificado se obtiene
en la ecuación (237),(

m0f m2f

m2f M0 +mt

)(
q̈1
q̈7

)
+

(
c0f 0
0 c7

)(
q̇1
q̇7

)
+

(
k0f 0
0 k7

)(
q1
q7

)
=

(
f1(t)
f7(t)

)
. (237)

El modelo definido en la ecuación (237) se simuló en las Figuras 69(a) y 69(b) utilizando los
mismos parámetros, condiciones iniciales y señales de excitación que en el modelo de la ecuación
(231). La similitud entre la respuesta de ambos modelos tanto para la coordenada q7(t) como para
q1(t) mostrada en las Figuras 69(a) y 69(b), permite tomar como referencia el modelo simplificado
de 2-DOF, reduciendo la complejidad de simulación numérica al introducir operadores fraccionarios.
Por lo tanto, para este trabajo futuro, se propone utilizar el modelo de la ecuación (237).
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(a)

(b)

Figura 68: Respuesta q7(t) y qi(t) (i = 1, 2, 3) utilizando los parámetros de masa estimados m0f = 1110.12 y
m2f = 2306.17 y del HAWT de NREL [26]. (a) Respuesta de la torre-góndola. (b) Desplazamiento relativo
de la punta de los álabes con respecto a la góndola qi(t) después de 160 segundos.

(a)

(b)

Figura 69: Respuesta dinámica del sistema góndola-álabes con las coordenadas q7(t) y q1(t) a partir de
los modelos de 4 y 2 grados de libertad, utilizando los parámetros de masa estimados m0f = 1110.12 y
m2f = 2306.17 y del HAWT de NREL [26]. (a) Respuesta de la torre-góndola. (b) Desplazamiento relativo
de la punta del primer álabe con respecto a la góndola.
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Apéndice A.

Coeficientes de la función de transferencia de la ecuación (96) para el modelo de orden entero
del casos B, álabe acoplado con RID-TMD.

bB,5 = 0, bB,4 = 1, bB,3 =
µζBνω0

δ
, bB,2 =

δη2 + η2µ− l2µ+ µν2

µ
,

bB,1 =
νζB(δη2 − l2µ+ µν2

δ
, bB,0 = (−l2 + ν2)η2, aB,5 =

(µνζB + δζ0)

δ
,

aB,4 =
η2(a2µ+ 1)δ2 + µ (a2µν2 + η2 − 2l2 + ν2 + 1)δ + 4µ2νζ0ζB

µδ
,

aB,3 =
2(a2µ3ν3ζB + νζB(a2δη2 − 2l2 + ν2 + 1)µ2 − δ (−ζ0ν2 − νη2ζB + ζ0(−η2 + l2))µ+ δ2η2ζ0)

µδ
,

aB,2 = −η
2(a2l2µ+ l2 − 1)δ2 + µT1δ + 4µ2νζ0ζB(l − ν)(l + ν)

µδ
para T1 = a2ν2(l − η)(l + η)µ+ (−4νζ0ζB + 2l2 − ν2 − 1)η2 + (l2 − 1)ν2 − l4 + l2,

aB,1 = −2(ζB(−1 + (a2µ+ 1)l2)µν3 − δη2ν2ζ0 + ζB(−µ l4 + (η2(a2µ+ 1)δ + µ)l2 − η2δ)ν + δη2 l2ζ0)

δ
y aB,0 = −η2(−l4 + (1 + (a2µ+ 1)ν2)l2 − ν2).
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Apéndice B.

Coeficientes de la función de respuesta en frecuencia en variable compleja definida en la ecuación
(163) en la Sección 4.2.1.2 para el álabe acoplado con cada VDVA.

Álabe acoplado con VTMD (v = a)

Na5 = 0, Na4 = 0, Na3 = (α− 1) k0µω
5
0 i

3, Na2 = −αk0µω4
0 i

2,
Na1 = −

(
σα−1 cA + k0(α− 1)(l2µ− ν)

)
ω5
0 i, Na0 = αk0ω

4
0(l2µ− ν), Da7 = 0, Da6 = 0,

Da5 = k0µ(α− 1)ω5
0 i

5, Da4 = −αk0µω4
0 i

4,
Da3 = −ω5

0

(
cA(a2µ+ 1)σα−1 − ((a2ν − 2l2 + 1)µ+ ν)(α− 1) k0

)
i3,

Da2 = −αk0ω4
0(a2µν − 2 l2µ+ µ+ ν) i2,

Da1 =
(
(−1 + (a2µ+ 1) l2)cAσ

α−1 − (α− 1) (−µ l4 + (a2µν + µ+ ν)l2 − ν)k0
)
ω5
0 i

y Da0 =
(
−µ l4 + (a2µν + µ+ ν)l2 − ν

)
k0ω

4
0α.

Álabe acoplado con IFDVA-C2 (v = b)

Nb5 = 0, Nb4 = ω6
0δb k0µ (α− 1)i4, Nb3 = −ω5

0α δbk0µi
3,

Nb2 = −
(
cA(µ+ δb)σ
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)
ω6
0i
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0 i
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0i
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Álabe acoplado con DMFDVA (v = c)
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+l2((µc − δc) l
4 + ((a2ν + 1)δc − a2µcν − µc − ν)l2 + ν) (α− 1) k0δc) i

y Dc0 = −l2 k0
(
(−µc + δc)l

4 + ((−a2ν − 1)δc + a2µcν + µc + ν) l2 − ν
)
δcαω

6
0.
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Apéndice C.

La función de transferencia de los tres modelos basados en la derivada fraccionaria de Caputo–
Fabrizio se define en la ecuación (238)

Hv(s) =
bn−1,vs

n−1 + bn−2,vs
n−2 + · · · + b1,vs

1 + b0,v
sn + an−1,vsn−1 + · · · + a2,vs2 + a1,vs1 + a0,v

, (238)

donde v = a, v = b y v = c corresponden a n = 5, n = 6 y n = 7, respectivamente. Para el álabe
acoplado con cada VDVA se obtienen los siguientes coeficientes.

Para v = a (álabe-VTMD):

b4,a = 0, b3,a =
(iω0)

2Na3

k0Da5
, b2,a =

(iω0)
3Na2

k0Da5
, b1,a =

(iω0)
4Na1

k0Da5
, b0,a =

(iω0)
5Na0

k0Da5
, a4,a =

iω0Da4

Da5
, a3,a =

(iω0)
2Da3

Da5
, a2,a =

(iω0)
3Da2

Da5
, a1,a =

(iω0)
4Da1

Da5
and a0,a =

(iω0)
5Da0

Da5
.

Para v = b (álabe-IFDVA-C2):

b5,b = 0, b4,b =
(iω0)

2Nb4

k0Db6
, b3,b =

(iω0)
3Nb3

k0Db6
, b2,b =

(iω0)
4Nb2

k0Db6
, b1,b =

(iω0)
5Nb1

k0Db6
, b0,b =

(iω0)
6Nb0

k0Db6
, a5,b =

(iω0)Db5

Db6
, a4,b =

(iω0)
2Db4

Db6
, a3,b =

(iω0)
3Db3

Db6
, a2,b =

(iω0)
4Db2

Db6
, a1,b =

(iω0)
5Db1

Db6
and a0,b =

(iω0)
6Db0

Db6
.

Para v = c (álabe-DMFDVA):

b6,c = 0, b5,c =
(iω0)

2Nc5

k0Dc7
, b4,c =

(iω0)
3Nc4

k0Dc7
, b3,c =

(iω0)
4Nc3

k0Dc7
, b2,c =

(iω0)
5Nc2

k0Dc7
, b1,c =

(iω0)
6Nc1

k0Dc7
, b0,c =

(iω0)
7Nc0

k0Dc7
, a6,c =

iω0Dc6

Dc7
, a5,c =

(iω0)
2Dc5

Dc7
, a4,c =

(iω0)
3Dc4

Dc7
, a3,c =

(iω0)
4Dc3

Dc7
, a2,c =

(iω0)
5Dc2

Dc7
, a1,c =

(iω0)
6Dc1

Dc7
and a0,c =

(iω0)
7Dc0

Dc7
.

Por otro lado, la matriz Lv que satisface la ecuación de Liapunov (131) para los sistemas de la
Sección 4.2.2 se muestran en las ecuaciones (239)-(241).

Para el álabe acoplado con VTMD:

La =


I1,1a I1,2a I1,3a I1,4a I1,5a
I1,2a I2,2a I2,3a I2,4a I2,5a
I1,3a I2,3a I3,3a I3,4a I3,5a
I1,4a I2,4a I3,4a I4,4a I4,5a
I1,5a I2,5a I3,5a I4,5a I5,5a

 . (239)

Para el álabe acoplado con IFDVA-C2:

Lb =



I1,1b I1,2b I1,3b I1,4b I1,5b I1,6b
I1,2b I2,2b I2,3b I2,4b I2,5b I2,6b
I1,3b I2,3b I3,3b I3,4b I3,5b I3,6,b
I1,4b I2,4b I3,4b I4,4b I4,5b I4,6b
I1,5b I2,5b I3,5b I4,5b I5,5b I5,6b
I1,6b I2,6b I3,6b I4,6b I5,6b I6,6b

 . (240)
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Para el álabe acoplado con DMFDVA:

Lc =



I1,1c I1,2c I1,3c I1,4c I1,5c I1,6c I1,7c
I1,2c I2,2c I2,3c I2,4c I2,5c I2,6c I2,7c
I1,3c I2,3c I3,3c I3,4c I3,5c I3,6,c I3,7,c
I1,4c I2,4c I3,4c I4,4c I4,5c I4,6c I4,7c
I1,5c I2,5c I3,5c I4,5c I5,5c I5,6c I5,7c
I1,6c I2,6c I3,6c I4,6c I5,6c I6,6c I6,7c
I1,7c I2,7c I3,7c I4,7c I5,7c I6,7c I7,7c


. (241)

Los elementos de las matrices (239)-(241) se obtuvieron anaĺıticamente solucionando la ecuación
(131) a través de Maple soft. Para este fin, se formularon sistemas de ecuaciones escalres lineales de
15, 21 y 28 incógnitas para el álabe acoplado con VTMD, IFDVA-C2 y DMFDVA, respectivamente.
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Retribuciones y productos académicos.
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