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Resumen

Esta tesis doctoral desarrolla estrategias de estimacion distribuida basadas en ob-
servadores para la fusién de senales en sistemas multisensor, abordando condiciones
realistas como muestreo heterogéneo (multitasa), retardos en las mediciones, ruido en
los sensores y limitaciones en la comunicacion entre agentes. Se presentan cuatro contri-
buciones originales que evolucionan desde escenarios ideales hacia esquemas robustos y
eficientes. La primera contribucion disena un observador distribuido con mediciones
multitasa y retardos multiples bajo comunicacién continua, incorporando predictores
del error de salida que se actualizan en cada instante de muestreo, garantizando con-
vergencia exponencial y superando a enfoques tradicionales en presencia de muestreo
heterogéneo. La segunda contribucién propone un observador sincronizado que fusiona
multiples estimadores locales para atenuar el ruido de medicién en entornos multitasa,
demostrando que el promedio de las estimaciones reduce el ruido de forma inversamente
proporcional al nimero de observadores, logrando una estimacion robusta. La tercera
contribucion introduce un observador distribuido con comunicacién multitasa periddica,
desacoplando los eventos de muestreo de los de intercambio de informacién mediante
una descomposicion del error en partes observable y no observable, lo que relaja sig-
nificativamente las condiciones de diseno de las ganancias y permite una estimacion
continua precisa validada con datos experimentales reales. La cuarta contribucion inte-
gra un mecanismo dindmico de comunicacién activada por eventos junto con un diseno
robusto al ruido de medicién, incorporando una variable auxiliar que ajusta el umbral de
evento para reducir drasticamente el nimero de transmisiones sin degradar la precision,
demostrando estabilidad exponencial del error hacia una regiéon acotada por el nivel de
ruido. En conjunto, las contribuciones avanzan la teoria de observadores distribuidos al
incorporar condiciones operativas realistas, ofreciendo soluciones escalables, tolerantes a
fallos y eficientes en el uso de recursos de comunicacion, validadas tanto en simulacion
como en prototipos experimentales, con publicaciones resultantes en revistas indexadas
de alto impacto.

Palabras clave: observadores distribuidos, fusion multisensor, comunicaciéon por

eventos, sistemas lineales, estimacion distribuida, grafos dirigidos.



Abstract

This doctoral thesis develops distributed estimation strategies based on observers for
signal fusion in multisensor systems, addressing realistic conditions such as heterogeneous
(multirate) sampling, measurement delays, sensor noise, and communication constraints
among agents. Four original contributions are presented, progressing from ideal scenarios
toward robust and efficient schemes. The first contribution designs a distributed observer
with multirate measurements and multiple delays under continuous communication,
incorporating output error predictors that update at each sampling instant, guaranteeing
exponential convergence and outperforming traditional approaches in the presence of
heterogeneous sampling. The second contribution proposes a synchronized observer that
fuses multiple local estimators to attenuate measurement noise in multirate environments,
demonstrating that the average of the estimates reduces noise inversely proportional
to the number of observers, thus achieving robust estimation. The third contribution
introduces a distributed observer with periodic multirate communication, decoupling
sampling events from information exchange through a decomposition of the estimation
error into observable and unobservable parts, which significantly relaxes the gain design
conditions and enables accurate continuous estimation validated with real experimental
data. The fourth contribution integrates a dynamic event-triggered communication
mechanism with a measurement-noise-robust design, incorporating an auxiliary variable
that adjusts the event threshold to drastically reduce the number of transmissions
without degrading estimation accuracy, proving exponential stability of the error toward
a residual region bounded by the noise level. Collectively, these contributions advance
the theory of distributed observers by incorporating realistic operating conditions,
offering scalable, fault-tolerant, and communication-efficient solutions validated both in
simulation and on experimental prototypes, with resulting publications in high-impact
indexed journals.

Keywords: distributed observers, Directed graphs, multi-sensor fusion, event-

triggered communication, linear systems, distributed estimation.



Publicaciones

Publicaciones en revista

Galicia-Galicia, L.-A., Hernandez-Gonzélez, O., Garcia-Beltran, C.D., Valencia-
Palomo, G., Guerrero-Sanchez, M.-E. (2024). Distributed observer for linear systems

with multirate sampled outputs involving multiple delays. Mathematics, 12(18),
2943. DOI: 10.3390 /math12182943

Galicia-Galicia, L.A., Garcia-Beltran, C.D., Hernandez-Gonzélez, O., Valencia-
Palomo, G., Morales-Valdez, J., Guerrero-Sanchez, M.E. (2026). Multirate sampled-
data distributed observer synthesis for building-type structures. Measurement,

121364. DOI: 10.1016/j.measurement.2026.121364

Galicia-Galicia, L.-A., Herndndez-Gonzalez, O., Garcia-Beltran, C.D., Valencia-
Palomo, G., Guerrero-Sanchez, M.-E. (2026). Distributed observer with multi-rate
measurements and event-triggered communication for disturbed linear systems.

Information Sciences, Sometido 2026

Publicaciones en congresos

e Galicia Galicia, L.A., Herndndez Gonzélez, O., Garcia Beltran, C.D.; Valencia Palo-

mo, G. (2022). Control basado en un observador sincronizado para una estructura
tipo edificio. En: Novena edicion de la Jornada de Ciencia y Tecnologia Aplicada

(presentacion oral, noviembre 2022).

Galicia Galicia, L.A., Herndndez Gonzéalez, O., Garcia Beltran, C.D., Guerrero
Sanchez, M.E., Castro Gomez, J.F., Valencia Palomo, G. (2024). Synchronized esti-
mation of displacement in a structure using multi-sensors under different sampling
periods. En: Memorias del Congreso Nacional de Control Automdtico 2024, pp.
144-149. DOI: 10.58571/CNCA.AMCA.2024.025

e Galicia-Galicia, L.-A., Hernandez-Gonzalez, O., Garcia-Beltran, C.D., Valencia-

Palomo, G., Guerrero-Sanchez, M.-E. (2025). Distributed event-triggered estimation
over sensor networks for satellite tracking in LEO. En: 2025 22nd International

Conference on Electrical Engineering, Computing Science and Automatic Control

(CCE), pp. 1-4. DOI: 10.1109/CCE67728.2025.11272037

10



Indice general

[Agradecimientos|

[Resumen|
[Abstract

[Lista de Figuras

[Lista de Tablas

i1 Tccid

(1.5 Objetivos . . . . . . . . .
[L6  Justificacion . . . . . . . . ...

(1.7 Alcance y Limitaciones| . . . . . . . . .. .. ... ... ... ......

[1.8 Organizacion de la Tesig| . . . . . . . . . ... . ... ... ... ... .

14

15

[2  Observador distribuido con mediciones multitasa y retardo en la salida 20

R1 Introduccionl . . . . . . ...
[2.1.1 Planteamiento del problema . . . . .. . . ... ... ... ...
[2.1.2  Disefnio del observador distribuidol . . . . . ... ..o
2.1.3  Analisis de estabilidadl . . . . . ... ... ... ... ...
2.1.4 Caso de estudio. Satélitesen LEOJ . . . . ... ... ... ...

2.2 Observador Sincronizado . . . . . . . . .. ...
221 Introducciénm . . . . . . . ...
[2.2.2  Modelado de estructura tipo edificio. . . . . . . ... ... ...
[2.2.3 Disefio del observador] . . . .. ... ... L
2.2.4 Observador sincronizadal . . . . . . . ... ... L.
[2.2.5 Caso de estudio. Estructura tipo edificio de dos pisos.| . . . . . .

11

20

48



[3  Observador distribuido con datos muestreados y comunicaciéon multi- |

[_tasa 51
3.1 TIntroduccionl. . . . . . . .. 51
[3.2  Planteamiento del problemal . . . . . . . .. . ... ... ... ... . 52
B.3_Diseio del observador . . . . . . . .. ... 53
3.4 Analisis de Estabilidadl . . . . . . . .. ... ... L. 59
[3.5 Caso de estudio. Estructura tipo edificio de cinco pisos| . . . . . . . .. 65

[4 Observador distribuido con mediciones muestreadas y comunicaciéon |

|  por eventos| 76
4.1 TIntroduccionl. . . . . . . .. 76
[4.2  Planteamiento del problemal . . . . . . . .. ... .. ... ... ... 7
4.3 Diseno del observador. . . . . . . . . ... 79
K44 Analisis de Estabilidadl . . . . . . . . ... oL 83
[4.5 Caso de estudio: Conjunto de cuatro VANTs.|. . . . . .. ... ... .. 93

[4.5.1 Comportamiento ante el ruido en las mediciones| . . . . . . . . . 100
4.6 Caso de estudio. Satélites en LEOJ . . . . . . .. .. ... ... ... 108

[5 Conclusiones y Trabajo Futuro 114
[5.1  Contribuciones principales| . . . . . . . . .. ... ... ... ... ... 114
[5.2  Conclusiones especificas por esquemal . . . . . . . . ... ... ... .. 115
[5.3  Direcciones de investigacion futura . . . . . . . ... ... 116

129

[Anexos| 130
[A  Diseno experimental de la estructura tipo edificio de cinco pisos . . . . 130

[B Metodologia empleada para el desarrollo de observadores distribuidos| . 137

[Lista de variables utilizadas| . . . . . . . . . . . . . . . 142

12



Indice de figuras

[1.1 Clasificaciéon de los algoritmos de estimacion distribuida. Adaptada de |

(Huang et al.,2022) . . . . . . . ... ... 11

[2.1 Esquema de estimacion distribuida con mediciones de salida con multiples |

muestreos bajo multiples retardos.|. . . . . . . ... ... L. 21

[2.2 Grafo de comunicacion entre nodos.] . . . . . ... ... 32

[2.3 Estimaciones de las componentes p, (t

(£), py( (
[2.4 Estimaciones de las componentes p,.(t), p,(t) y p.(t). Segundo Escenario| 36
(1), py( (

[2.5 Estimaciones de las componentes p, (1

[2.6 Estimaciones de las componentes p,(t), p,(t) vy p.(t) segundo experimento.| 38

[2.7 Estimaciones de las componentes p,(t), p,(t) y p.(t) tercer experimento. 39

[2.8 Estimaciones de las componentes p,(t), p,(t) y p.(t) cuarto experimento.| 40

[2.9 Esquema de una estructura vertical tipo edificio de n pisos.|. . . . . . . 41
[2.10 Salidas de medicion a diferentes tasas de muestreo) . . . . . .. .. .. 48
[2.11 Estimacion de posiciéon| . . . . . . .. .. .. 49
212 Estimacion de velocidadl . . . . . . . ..o 50
[2.13 Estimacion promedio de la posicion| . . . . . . ... 50

[3.1 Grafo de comunicacion del observador para la estructura de cinco pisos.| 67

[3.2  Salida de mediciéon muestreada a 60 ms y 100 ms, respectivamente] . . . 69
[3.3  Estimacion de desplazamiento, primer escenario.| . . . . . . . . . . . .. 70
[3.4 Estimacion de velocidad, primer escenario.| . . . . . . .. .. ... ... 70
[3.5  Estimacion de desplazamiento, segundo escenario.| . . . . . . . . . . .. 71
[3.6 Estimacion de velocidad, segundo escenario.| . . . . . . . ... ... .. 71

[4.1 Estimaciones de los componentes de posicion de cada VANT obtenidas |

por los observadores es un escenario sin ruido| . . . . . .. ... .. .. 98

4.2  Norma del error de estimacion de posicion |[¢;(t)|| para cada VANT |

[4.3 Estimaciones de las componentes de la posicién absoluta del VANT-1 en |

un escenario sin ruidod . . . . . . L 100

13



14

[4.4 Instantes de activacion por cada observador . . . .. .. .. ... ... 101
[4.5  Componentes de la posicion absoluta del VANT 1 y sus estimaciones con |
ruido de varianza 0.001. . . . . . . . . . . ... 102

[4.6 Estimaciones de posicion para cada VANT bajo ruido de medicion de |
varianza Q.001] . . . . . ..o 103

1.7 Norma del error de estimacion de posicion ||¢;(t)|| para cada VANT |
usando cada observador, bajo ruido de medicién de varianza 0.001.]. . . 104

[4.8  Componentes de la posicion absoluta del VANT 1 y sus estimaciones con |
ruido de varianza 0.01. . . . . . . . . . . ... 105

[4.9 Estimaciones de posicion para cada VANT bajo ruido de mediciéon de |
varianza Q.01 . . . . . . .. 106

.10 Norma del error de estimacion de posicion ||¢;(t)|| para cada VANT |
usando cada observador, bajo ruido de mediciéon de varianza 0.01.] . . . 107

.11 Las componentes p,, p, y p. de la posicién y sus respectivas estimaciones.|112
|4.12 Instantes de activacion de (. | ....................... 113
(1 Prototipo de edificio de cinco pisos a escala reducida. . . . . . . .. .. 131
[2 Componente norte-sur normalizada del terremoto de la Ciudad de México |
de 1985) . . . . 132

[3 Modelo real de la planta (edificio de cinco pisos instrumentado). . . . . 134
[4 Mediciones experimentales de aceleracion y desplazamiento relativas a la |
L basel . . . . . 135



Lista de Tablas

[2.1 Condiciones iniciales de posicién|. . . . . . . . .. .. ... 35

[2.2  Configuraciones experimentales con mediciones de salida muestreadas |

que involucran multiples retardos . . . . . . . ... ... ... L. 37

[3.1 Meétricas de rendimiento experimental para el desplazamiento estimado.| 73

[3.2  Meétricas de rendimiento experimental para las velocidades estimadas. . 74
.1 Condiciones iniciales de los VANTs m|| . . . . . . ... ... ... ... 96
[4.2  Meétricas de rendimiento promedio por observador para los tres escenarios |

deruidol . . . . ... 108
[4.3  Condiciones iniciales de posicion|. . . . . . . . .. .. ... ... ... 111
(1 Parametros estructurales del prototipo de edificio de cinco pisos| . . . . 132

15



Capitulo 1

Introduccion

1.1 Contexto y motivaciéon

Se comprende que cuando la informaciéon de varios sensores o multisensores se
combinan en una fusién de datos se obtienen mas beneficios que las que se obtendrian
con un solo sensor, considerando que se pueden fusionar sensores de distintos tipos esto
permite tener lecturas més precisas y exactas de la variable a medir o estimar. De este
modo, se inicia con algunas definiciones encontradas en los articulos de fusion.

En (Hall and Llinas, |1997)), se explica la fusion de la siguiente manera: “La inte-
gracion de informacion procedente de miltiples fuentes para producir datos unificados
especificos y completos sobre una entidad”, en (Khaleghi et al., 2013) “La fusion de
informacion es el estudio de métodos eficientes para transformar automatica o semiau-
tomaticamente informacion de diferentes fuentes y de diferentes puntos en el tiempo, en
una representacion que proporcione un apoyo eficaz para la toma de decisiones humana
o automatizada” y en (Kong et al., [2020) es “El proceso de combinar los datos de
medicion de todos los sensores y utilizar algoritmos especiales para proporcionar una
vision completa de la medicién se denomina fusion de datos multisensor”. De manera
general estos son algunas definiciones de fusion, conceptos que vienen de lo general a lo
particular, y que para este trabajo se ha de considerar la fusiéon de datos multisensor.

Los sistemas multisensor se utilizan en el reconocimiento de objetivos, en la nave-
gacion autéonoma de robots y en la fabricacién automaética, entre otros (Hackett and
Shah, [1990; Tsanousa et al., 2022; Nazarahari and Rouhani, |2021). En las aplicaciones
que se basan en localizacion, la fusion es una estrategia que permite combinar las
mediciones inerciales y de posicién recopiladas por los sensores que funcionan con
diferentes tecnologias y a diferentes frecuencias de muestreo (D’Ippolito et al., [2023)).
En esta revision de literatura, la técnica més popular para la fusiéon de datos de sensores
fueron los filtros Kalman y sus variantes (Chong et al., 2018), luego le siguen las redes

neuronales y los estimadores de estados como los observadores.



La fusion de sensores se puede llevar a cabo mediante arquitecturas centralizadas,
descentralizadas, distribuidas o jerarquicas (Nebot Roglé, 2008; [Ma et al., 2017). La
arquitectura centralizada en su implementacién podria ser la mas facil de llevar a cabo,
sin embargo al presentarse una falla todo el sistema se detiene, también presenta cuellos
de botella cuando la informacién es de gran tamano o son multiples sensores. Por
otra parte, la arquitectura distribuida al presentarse una falla el funcionamiento del
sistema continda, porque cada sensor tiene su propio centro de procesamiento para
después enviarla al centro del sistema y completar la asociaciéon, en comparaciéon con
la estructura de fusiéon centralizada, la estructura distribuida reduce la presion de
comunicacion del sistema y al mismo tiempo asegura el tiempo real y la confiabilidad
del sistema (Nebot Rogla, [2008). La arquitectura distribuida presenta un conjunto de
ventajas para la fusion multisensor como escalabilidad, flexibilidad, tolerancia a fallas y
aprendizaje automatico (Rodriguez Del Nozal et al., 2019a).

Durante la revision bibliografica, se encontré que para sistemas complejos a gran
escala sobre sensores en red, los algoritmos de estimacion de estados distribuidos son
los més utilizados. Estos algoritmos se han clasificado en dos principales categorias:
métodos tipo filtros Kalman y métodos tipo observador, en sistemas lineales invariantes
en el tiempo (Han et al., 2018; Huang et al., 2022).

1.2 Estado del arte

Los observadores distribuidos que tienen como objetivo observar y estimar el estado
de un sistema complejo a partir de miltiples fuentes de informacion distribuidas en la
red, en donde cada observador tiene el objetivo de estimar el estado de tal manera que
converja asintoticamente al estado del sistema o también realizar el calculo para la fusion
de datos. Actualmente se han desarrollado muchos algoritmos que realizan ya esta tarea,
sin embargo, atn existen desafios y algunos problemas en los enlaces de comunicacion
entre observadores. Las arquitecturas descentralizadas o distribuidas representan una
solucion para desahogar a los esquemas centralizados, ademas de permitir escalar el
sistema. Los observadores distribuidos representan una solucién para la estimacion de
variables en el momento de tener la informacion de todas las medidas de los sensores y
poder llevar a cabo estrategias de control o monitorizaciéon del mismo. A continuacion,
se presentan algunas revisiones en la literatura sobre los observadores distribuidos.

El problema de la estimacion distribuida de estados esté siendo cada vez mas
estudiado debido a la creciente aplicacién de sensores en redes espacialmente ubicadas
(He et al., 2020; [Huang et al., 2022), como las redes de sensores utilizadas en aeronautica
y astronautica (Yingrong et al., [2022), localizacion (Soares et al., 2015)), operaciéon
de redes eléctricas (Mitra and Sundaram)| 2016|), entre otras areas. En el control de

formaciones de sistemas multiagente lineales, un observador distribuido permite que



cada agente estime su estado y se coordine para lograr una formacion estable (He and
Liu, [2024). Los algoritmos empleados para redes de sensores espacialmente ubicados
se pueden clasificar en dos estrategias principales: los filtros de Kalman distribuidos
(Olfati-Saber, 2007 [Ma et al., [2017) y los observadores de estado distribuidos (Han
et al., 2018; Huang et al., 2022)). A diferencia de los filtros de Kalman distribuidos,
los observadores de estado distribuidos han podido resolver el problema de la carga
computacional y facilitar la expansion del sistema (Rodriguez Del Nozal et al., 2019a).

Un observador distribuido esta formado por un conjunto de observadores individuales
espacialmente distribuidos. Cada observador local reconstruye una cierta porciéon del
estado utilizando sus propias medidas y utiliza dindmicas de consenso para estimar las
porciones no observables del estado con los otros observadores (Han et al., 2018). De
esta manera, al combinar sus propias mediciones con las estimaciones de sus vecinos,
cada observador local puede lograr una estimacion completa del estado (Chen et al.|
2021c). Las dindmicas de consenso son realizadas a través de grafos que pueden ser
de comunicacién no dirigida y conectada Kim et al. (2016) o dirigido y fuertemente
conectado |[Han et al. (2018). En los sistemas lineales invariantes en el tiempo, uno de los
observadores més utilizado para algoritmos de estimacion de estados distribuidos es el
observador de Luenberger, representando un enfoque simple que permite la convergencia
asintotica.

Los primeros trabajos sobre observadores distribuidos utilizaban estados aumentados
con representaciones discretas de los sistemas, lo que conllevaba un problema de carga
computacional debido al modelo aumentado (Park and Martins, 2012a, 2016)). En (Park
and Martins, [2012a) se presenta el diseno de una red de observadores aumentados
para el problema de estimacion distribuida. Asi mismo, en (Park and Martins, |2012b,
2016) presenta las condiciones necesarias y suficientes para la estabilidad de una clase
de observadores distribuidos con estados aumentados, que permitan la omnisciencia
asintotica del estado de la planta en todos los observadores locales. Posteriormente, Kim
et al. (2016) present6 como novedad tener dos ganancias en el observador distribuido;
una para las mediciones locales y otra para el intercambio de informacién en los grafos
de consenso, ya que previamente (2005), se actualizaban los datos de cada nodo con
una media ponderada por minimos cuadrados de los datos de sus vecinos (Xiao et al.,
2005). Es por eso que a partir de esta idea de tener dos ganancias en el observador, Han
et al. (2018) presenta un procedimiento simple en donde se puede calcular las matrices
de ganancia del observador mediante desigualdades matriciales lineales (LMI) para un
sistema continuo y reafirmando que si el sistema observado es observable y el grafo
de la red es un grafo dirigido fuertemente conectado, entonces existe un observador
distribuido. Su algoritmo permite cualquier tasa de decrecimiento del error deseada y
desacopla la informacion topologica de la red mediante un grafo auxiliar. En Kim et al.

(2019) se implement6 un diseno completamente distribuido, refinando la metodologia



original para proporcionar mayor flexibilidad y adaptabilidad a los cambios en la red,
utilizando un esquema adaptativo para ajustar la ganancia de acoplamiento entre los
agentes.

Existen diferentes estructuras para la estimacion de estados distribuidos. En Millan
et al. (2017) se presenta la descomposicion ortogonal de los subespacios locales en
observables y no observables asociados a cada conjunto de salidas localmente accesibles,
de esta manera permite tener un diseno escalable para cuando crezca el ntumero de
agentes. En cambio (Rego et al., 2017) disefia la estructura de estados distribuidos
basadas en consenso utilizando el enfoque de filtrado de Kalman distribuido con la
diferencia de no requerir intercambiar covarianzas, al realizar este tipo de estructura
reduce los requisitos de ancho de banda de comunicaciones. Ademas, una tercera estruc-
tura para observadores distribuidos trata con la teoria clasica de control decentralizada,
que se presenta en (Kim et al., [2019; [Wang and Morse, 2017; [Wang et al., 2019alb)
con un grafo fuertemente conectado y un sistema cuyo estado a estimar es observable
en conjunto (jointly observable), permitiendo reducir restricciones que se dan en las
suposiciones donde cada par (C;, A) es observable o detectable. En dicho trabajo se
permite controlar directamente la tasa de convergencia, sin embargo, no logra tener
un diseno resistente ante cambios bruscos en el nimero de nodos y enlaces del grafo
vecino. Mas adelante en (Wang et al., |2017, 2020, 2022) presenta un observador hibrido
resistente ante cambios en nodos o enlaces; este observador hibrido tiene un observador
local continuo y un estimador de parametros local disenado para estimar recursivamente
en cada intervalo de tiempo, dando una solucién a un observador resistente.

En (Mitra and Sundaram, 2018) se introducen diferentes transformaciones matriciales,
utilizando la descomposiciéon candnica observable de Kalman a un entorno multi-sensor
para dividir los subespacios observables y no observables de cada agente, dando como
resultado un disefio de observador que se puede llevar a cabo de forma distribuida. Sin
embargo, el método no permite ajustar la tasa de convergencia y el diseno distribuido
requiere que se intercambie una gran cantidad de informacion, (Rodriguez Del Nozal
et al., 2018). Rodriguez Del Nozal et al. (2018) presenta un enfoque en donde se considera
que los agentes se comunican a través de una red multisalto por tiempo de muestreo,
donde los datos transmitidos pueden tardar varios instantes de muestreo en llegar a
su destino final, es decir, las comunicaciones se ven afectadas por retrasos inducidos
en los grafos, no por retrasos en la transmision o procesamiento de las seniales de los
agentes. Para la fusion de datos que se trata en este trabajo, el diseno del observador
reduce el intercambio de informacion ya que cada agente no esté obligado a recopilar la
informacion de cada agente para reconstruir todo el estado. En Rodriguez Del Nozal
et al| (2019b) se realiza la estimacion de estados de una planta LTI en un contexto
en el que los agentes pueden sufrir fallos o ser corrompidas las mediciones. Por lo

que desarrolla un estimador robusto y un algoritmo para limitar el efecto de dichas



fallas o ataques. El objetivo de cada agente es reconstruir el estado completo a partir
de sus propias medidas y corregir la estimacion en subespacios no observables con la
informacién proporcionada por sus vecinos.

Uno de los mayores problemas que se presentan en la estimacion distribuida es en las
vias de comunicacién, por lo que, en los siguientes trabajos se enfatizan las estrategias
llevadas a cabo para resolverlas. En (Silm et al., 2020b) se modela mediante el enfoque
de retardo temporal, en el que se tienen en cuenta los intervalos de muestreo variables,
los retardos de transmision y los abandonos de paquetes. Las ganancias son calculadas
mediante LMI utilizando la desigualdad de Halanay. En (Xin and Cheng, 2020) considera
el problema de consenso basado en observadores de sistemas multiagente lineales con
comunicaciéon intermitente proponiendo un protocolo basado en el observador con datos
continuos y muestreados. En (Xu et al., 2020) investiga para sistemas lineales en redes de
comunicacion desconectadas y variables en el tiempo, y calcula las ganancias utilizando
el método de LMIs. Para sistemas LTI de tiempo continuo con retardos de comunicacion
en tiempo variable (Chen et al., 2021c), disena un observador con dos ganancias que
son calculadas por la ecuacion algebraica de Riccati, y por la ecuacion de Lyapunov-
Krasovski para el acoplamiento, sugiriendo que se estudien los retardos heterogéneos en
las comunicaciones, los errores de transmision y los canales de comunicacion dirigidos.

La mayoria de los estudios sobre observadores distribuidos se concentran en el desafio
de la comunicacion (Tian et al., 2020; Tanaka et al.,|2022; |[Bertollo et al., [2022)), dejando
de lado el problema de que cada salida medida de los sistemas puede ser muestreada
en diferentes instantes de muestreo. Esta problemética surge porque las mediciones de
salida pueden ser proporcionadas por diferentes tipos de sensores, cada uno con su propia
tasa de muestreo, ya sea periodica o aperiddica. Entre los trabajos mas significativos
centrados en la comunicacion entre observadores, Tian et al.| (2020)), inspirado en los
trabajos de Kim et al.| (2016)); Han et al.| (2018)), realiza una comunicacién impulsada por
eventos entre observadores vecinos, es decir, los observadores vecinos solo se comunican
y comparten su estimacién cuando se activa la condicion de activacion del evento
correspondiente. En [Tanaka et al.| (2022) se propone un observador de estado completo
cooperativo distribuido asincrénicamente basado en un protocolo gossip, seleccionando
aleatoriamente el tiempo de comunicacion y un par de nodos de comunicaciéon. Por lo
tanto, se considera la estimacion distribuida con comunicaciéon intermitente y mediciones
continuas de los sensores. La comunicacion sincréonica en una red a gran escala es una
tarea dificil, y no es facil determinar dicho intervalo, por lo que se utiliz6 el protocolo
gossip para la comunicacién asincrona cuyo intervalo de comunicaciéon se selecciona
aleatoriamente, resultando facil su implementacion y demostrando que el error de
estimacion converge a cero en un sentido medio-cuadratico. Por el contrario, Bertollo
et al.| (2022) propone un observador hibrido, donde los observadores locales y de planta

funcionan en tiempo continuo, y para el intercambio de informacién entre los vecinos



lo hace mediante datos muestreados. En la descomposicién de subespacios, utiliza el
método propuesto por (Rodriguez Del Nozal et al.l |2019a)), denominado multi-hop,
donde cada agente construye su propia observabilidad en forma escalonada. Ademas, se
consideran las perturbaciones del proceso, el ruido de medicién y de comunicacion.

En el ambito de los sistemas centralizados, se han desarrollado técnicas basadas en
predictores del error de salida para enfrentar el problema de mediciones muestreadas o
con retardo. Por ejemplo, Farza et al. (2018) y Ramirez-Rasgado et al.| (2022b) proponen
observadores que incorporan un predictor del error de estimacion, el cual se actualiza
cada vez que se recibe una nueva medicién. Estos enfoques han sido aplicados con éxito
en sistemas con miiltiples salidas y en presencia de retardos, permitiendo una estimacion
continua del estado a partir de mediciones discretas. Sin embargo, dichas estrategias se
han desarrollado principalmente para esquemas centralizados, donde un tnico observador
tiene acceso a todas las mediciones. La extension de estos predictores al contexto de
observadores distribuidos, donde cada agente solo dispone de informacién local y debe
coordinarse con sus vecinos, no ha sido explorada en profundidad y constituye una
oportunidad de investigacion.

Sin embargo, los trabajos mencionados (tanto los distribuidos como los centralizados
con predictores) asumen que cada medicion de salida se realiza en tiempo continuo y
que dichas mediciones son ideales, sin efectos de retardo. Los retardos son inevitables y
afectan negativamente el rendimiento y la estabilidad del sistema. Se han reportado
trabajos interesantes sobre este tema (Silm et al., 2020b; |Chen et al., 2021c; |Ge et al.,
2022). En [Silm et al.| (2020b) los autores asumen que las mediciones son casi instantaneas,
pero consideran retardos en la comunicacién con intervalos de muestreo variables. En
Chen et al. (2021c) los retardos de comunicacion se consideran constantes y uniformes.
Por otro lado, en |Ge et al. (2022) se disefia un observador para converger en un
tiempo fijo, lo que permite compensar los retardos en la transmision de datos después
de que ocurren. Considerando que en el diseno de un observador distribuido influye
la comunicacion gréafica entre agentes, (Ge et al.| (2022) garantiza las propiedades de
convergencia en tiempo fijo utilizando los operadores integrales de Volterra con funciones
especiales del Kernel, donde la comunicaciéon entre agentes puede implicar retardos
variables en el tiempo, y ademés caracteriza la robustez del algoritmo en presencia de
ruido de medicion. Varios estudios han explorado el muestreo de senales de transmision
para aumentar la viabilidad de lograr escenarios mas realistas, como en el trabajo de
He and Liu (2024), donde el control de formacion se basa en un observador distribuido
con senales muestreadas asincronamente. Sin embargo, estos estudios pasan por alto el
impacto de los retardos en las senales. En contraste, en |[Fang and Zhul (2024) se aborda
el problema de los retardos en la transferencia de informacion, rechazandolos de manera
robusta mediante el uso de una funciéon de Lyapunov especial, aunque asumiendo que

tanto la transferencia de informacién como el sistema operan en un marco de tiempo



continuo.

En (Wang et al.| [2024) se abordan los observadores distribuidos con medicion local
de datos muestreados y comunicacién aperiddica. Cada agente observador percibe
informacion parcial del sistema a observar, pero al no satisfacer la condicién de obser-
vabilidad, se comunica por periodos de muestreo con todos los observadores de cada
nodo. En Yang et al.| (2023)) se garantiza el rendimiento de la estimacion de estado, atun
cuando la comunicacién puede fallar, desconectarse y reconstruirse con el tiempo; esto
es posible si la unién de los enlaces de comunicacién en intervalos finitos de tiempo
hace que la topologia de comunicaciéon se conecte. Por lo que se enfatiza en el tipo
de topologia de comunicaciéon que es de conmutacién conectada en conjunto, lo que
permite la estimacion completa del sistema. Ademés, las ganancias disenadas para el
observador permiten atenuar el ruido en las mediciones y las perturbaciones externas,
obteniendo un rendimiento deseado. En ocasiones, aunque cada observador tenga acceso
a la medida local no es suficiente para proveer la observabilidad al sistema, sin embargo
el conjunto de todas las mediciones en la red si garantiza la observabilidad. Por lo
que se debe asegurar que los observadores puedan intercambiar sus estimaciones sin
que fallen los enlaces. Asi, en Yang et al. (2023) se considera un escenario donde el
enlace de comunicacion puede fallar, reconstruirse con el tiempo y ademés tener una
comunicacién conmutada, proponiendo un observador distribuido para un sistema LTI
en presencia de fallas en los enlaces de comunicacién presentando una topologia de
conmutaciéon conectada en conjunto en intervalos de tiempo finito. Asegurando asi
que la comunicacién en los observadores distribuidos no necesariamente tiene que ser
continua, sino a través de una topologia de conmutacion conjunta. Ademaés, en este
trabajo se extiende a un escenario con perturbaciones externas y ruido en las mediciones,
disenando las ganancias del observador para un rendimiento robusto.

En los sistemas de control en red, los observadores distribuidos son cruciales para
coordinar sensores, actuadores y estimadores de estado que operan de forma asincrona.
En este sentido, se han disenado observadores distribuidos para sensores en red como en
Cao and Wang (2023); [Han et al. (2018); Rego| (2023); Silm et al.| (2020a); [Wang and
Guay| (2024). Para la sincronizacion de arquitecturas maestro-esclavo se han desarrollado
diferentes técnicas, como algoritmos evolutivos (Liu et al., 2007), observador de estados
de modos deslizantes (Yang and Zhu, |2013), sincronizacion a través del acoplamiento
de Huygens (Pena Ramirez et al., 2013), modelo de observador no lineal de Runge-
Kutta (Beyhan, [2013), orden completo y observadores afines a la salida de orden
reducido (Abdullah} [2013) y de entrada desconocida de los sistemas caoticos difusos de
Takagi-Sugeno (Gonzalez-Miranda, 2004)). Las técnicas de sincronizaciéon basadas en
observadores son mas aplicables en condiciones en las que se desconocen todos los estados
de los sistemas controlador y esclavo (Morgtl and Solak, |1996|) y observadores sincronos

cadticos acoplados (CCS) y observadores sincronos adaptativos cadticos acoplados



(CCAS) (Hussain et al., |2021).

Como se ha podido revisar en el estado del arte existen diferentes técnicas o
metodologias para lograr reunir la informacién proporcionada por los sensores y que
ésta sea una sola senal suficiente para el sistema en estudio, cada una de estas técnicas
tiene su grado de dificultad para implementarse, asi como sus ventajas y desventajas,
considerando las oportunidades que se tienen al utilizar observadores y que éstos
permiten sincronizarse se utilizaran para la fusion de sensores de manera que lleguen a
un consenso o sigan una trayectoria en comun.

En los problemas de consenso de seguimiento de lider de una clase de sistemas mul-
tiagente no lineales de segundo orden, donde se supone que la informaciéon de velocidad
no es medible, se ha presentado un novedoso protocolo de control de retroalimentacion
de salida aperiddicamente intermitente de modo que todos los seguidores lleguen a
un consenso con el lider, en el que se construye un observador de estado distribuido
para que cada seguidor observe el estado de velocidad. Con base en la teoria de la
estabilidad de Lyapunov y algunas técnicas de analisis de matrices, se obtienen un
par de condiciones suficientes para el consenso de seguimiento del lider del sistema
multiagente no lineal en estudio, aunque el estado de velocidad no esté disponible |Luo
et al. (2023). Los agentes en las redes actualizan sus estados en base al intercambio
de informacion entre ellos. Si cada agente se ejecuta en un estado comun, lo llamamos
sistema multiagente que logra el consenso. En los dltimos anos, ha habido una enorme
cantidad de investigaciones sobre el problema del consenso, y se han obtenido muchos
resultados interesantes Zhang and Tian (2009).

La comunicacién entre observadores locales o vecinos es uno de los puntos més
importantes en los observadores distribuidos. Segtn Zhou (2023) la transmision de
comunicacion muestreada es més practica y puede reducir la carga de comunicacion,
por lo que utiliza el método de descomposicién de detectabilidad u observabilidad
que consiste en dividir en dos partes el estado completo: un subestado detectable que
recupera las salidas locales y un subestado indetectable que recupera las salidas mediante
el intercambio de informacion entre vecinos. La estimacion entre los vecinos introduce
dos funciones de Lyapunov diferentes en el analisis de convergencia. Basandose en la
teoria de Lyapunov de los sistemas hibridos (Dolk et al., 2016)), junto con el método
de disparo por tiempo y el método de disparo por evento, se presentan condiciones
suficientes para asegurar la convergencia exponencial de los sistemas de error.

Con la intenciéon de reducir los tiempos de convergencia en los observadores distri-
buidos, algunos trabajos (Silm et al., 2017, |2020a; |Ortega et al., [2020; Ge et al., 2022)
tratan con observadores convergentes en tiempo finito o en tiempo fijo. (Ortega et al.,
2020)) logra la convergencia en tiempo finito, sin inyeccion de alta ganancia, y en la
comunicacion entre agentes utiliza el grafo con camino Hamiltoniano siendo menos

restrictivo que los grafos de comunicacion dirigidos fuertemente conectados. El algoritmo



que presenta tiene las caracteristicas de ser robusto a perturbaciones externas y retrasos
en la comunicacion. Ademés, se proponen dos objetivos importantes: la reconstruccion
de todo el estado en un nodo determinado y la omnisciencia, es decir, reconstrucciéon de
todo el estado en cada nodo; sin embargo, este segundo objetivo es cuestionado por las
grandes exigencias de intercambio de informacion. En (Ortega et al., [2022), utilizando
la propiedad de observabilidad local de los agentes, con una operacion de muestreo
y retenciéon o de suma finita, es posible estimar algebraicamente los parametros de
la trayectoria y también establecer el tiempo de convergencia asintotica o finita del
observador para varios escenarios del grafo, incluidos los de tiempo variable, conmuta-
cion y con retardos de transmision. Ademas, emplea una estrategia de consenso para
reconstruir el vector de estados en cada agente tomando en cuenta distintos escenarios
de la topologia de grafos, con un grafo fuertemente conectado. Por otra parte, al igual
que en la mayoria de la literatura que se revisd6 —a excepcion de (Rego et al., 2020; Ge
et al., 2022; Yang et al., [2023)— no trata el ruido en las mediciones.

En este punto, es importante destacar que las estrategias de estimacion tradicionales
se han basado predominantemente en esquemas centralizados, que aiin son ampliamente
utilizados en aplicaciones practicas. Sin embargo, este enfoque presenta limitaciones
fundamentales en sistemas de gran escala, donde las fallas locales pueden propagarse,
causando inestabilidad global. Para enfrentar estos desafios, se han desarrollado alter-
nativas descentralizadas, como el enfoque propuesto por |Aghajanian et al. (2017), que
emplea un observador de Luenberger para la estimacion de estados. De esta manera,
también se han desarrollado esquemas espacialmente distribuidos, dando lugar a arqui-
tecturas mas flexibles con comunicacién cooperativa entre subsistemas que mejoran la
estimacion de estados en sistemas de gran escala Han et al. (2018); Rodriguez Del Nozal
et al. (2019a); Kim et al.| (2019)). Avances recientes [Zhang et al. (2023); [Fioravanti et al.
(2025) resuelven la estimacion distribuida en tiempo continuo y discreto en grafos diri-
gidos con agentes intermitentes y admiten conmutaciéon topolégica asincrona. Mientras
que algunos trabajos resuelven el problema de salidas medidas muestreadas indepen-
dientemente de esquemas continuos o discretos, persisten desafios en las comunicaciones
muestreadas |Liu and Huang (2021); He and Huang (2022, [2025).

Estudios recientes sobre estimaciéon distribuida bajo comunicacién no ideal han
explorado protocolos disparados por eventos [Zhou| (2023)), resiliencia a ciberataques
Jenabzadeh et al. (2025)) y esquemas adaptativos Zhu and Su (2025a). Sin embargo,
comunmente manejan el muestreo y la comunicacion simultaneamente mediante formu-
laciones basadas en Lyapunov [Wang and Guay| (2024)), o dependen de desigualdades
matriciales lineales (LMIs) complejas |Liu and Huang (2021) y mecanismos adaptativos.
Esta formulacion conjunta dificulta aislar los efectos del muestreo multitasa de los de la
comunicacion de datos muestreados multitasa. El trabajo en \Wang and Guay| (2024))

relaja las restricciones topoldgicas en la estimacion distribuida pero atn asume disponi-



bilidad continua de la salida o integra el muestreo sin distincion. Como resultado, su
aplicabilidad es limitada en sistemas con sensores de muestreo multitasa. Las estrategias
disparadas por eventos Zhou (2023) se centran en decidir cudndo transmitir para aho-
rrar recursos, mientras que los protocolos adaptativos ajustan los parametros en linea.
También se han desarrollado estrategias de estimacion resilientes para contrarrestar
ciberataques como la inyeccion de datos falsos y la denegaciéon de servicio en sistemas
multiagente Jenabzadeh et al. (2025), garantizando la estabilidad bajo perturbaciones
maliciosas. De manera similar, Zhu and Su (2025a) propone un observador distribuido
adaptativo basado en eventos que opera bajo grafos dirigidos y entornos ruidosos,
utilizando transformaciones de coordenadas para manejar subespacios no detectables. El
trabajo en |Liu and Huang (2021)) sienta las bases para el control cooperativo con datos
muestreados en sistemas lineales multiagente, mostrando que la regulacion de salida es
alcanzable bajo ciertas tasas de muestreo. Sin embargo, su enfoque unificado basado
en LMI y su dependencia de la comunicaciéon continua entre observadores limitan la
escalabilidad en sistemas de gran escala con sensores heterogéneos y comunicacion de
datos muestreados multitasa.

A pesar de estos avances, persisten dos limitaciones en el estado del arte. En primer
lugar, existe una desconexion entre los avances en mecanismos de comunicacion activados
por eventos para el control y consenso, y los especificos de los observadores distribuidos.
Los esquemas robustos disenados para grafos dirigidos [Wu et al. (2022) no se han
integrado plenamente con las arquitecturas de observacion avanzadas. En segundo lugar,
la bibliografia predominante Tian et al. (2020); Zhou| (2023); | Xu et al.| (2025); |Zhuang
et al. (2025) opera bajo el supuesto de que las mediciones de salida estan disponibles
de forma continua. Esta premisa es insostenible en los sistemas digitales, donde los
sensores proporcionan datos muestreados de forma inherente. La interacciéon entre el
muestreo periédico de mediciones y la comunicacion aperidédica desencadenada por
eventos plantea retos de estabilidad y diseno que no se han explorado suficientemente.

En (Huang et al.,|2022)), resume en su momento los avances y tendencias que tuvieron

los observadores distribuidos hasta aproximandamente 2019, bosquejéndolo en la Figura
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Método tipo

Figura 1.1: Clasificacion de los algoritmos de estimacion distribuida. Adaptada de
(Huang et al., 2022)

1.3 Planteamiento del problema

Siguiendo la revision de la literatura existente, se puede comentar de manera
resumida que la estimacion distribuida se lleva a cabo por un conjunto de observadores
que colaboran entre ellos para alcanzar un objetivo definido, a través de una red de
comunicacion que influye de manera significativa en la convergencia del sistema. La
mayoria de los conflictos se presentan precisamente en la comunicacion, ya sea por
retardos, fallas en los enlaces o diferentes intervalos de comunicacién, por lo que se
recomienda que el algoritmo aplicado para estas limitaciones considere una topologia
de grafo fuertemente conectado. Ademés, gran parte de los resultados reportados se
enfocan en el objetivo de la omnisciencia, es decir, reconstruir el estado completo en
cada nodo, lo cual se puede alcanzar fusionando las estimaciones independientes de
los diferentes nodos a través de una ley de consenso. Cabe destacar que la mayoria de
las referencias encontradas se centran en sistemas continuos o discretos, mientras que
la estimacion con dindmica continua y mediciones muestreadas no se ha investigado
completamente. Por otra parte, se ha dejado de lado el impacto del ruido de medicion en
la estabilidad del sistema; al igual que el tratamiento de datos muestreados, el manejo

del ruido en las mediciones constituye un area muy poco investigada en observadores
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distribuidos, lo que abre la puerta para acercarse cada vez mas a estimaciones mas
practicas y reales.

Asi como existen aplicaciones para resolver necesidades de la vida humana, también
existen problemas por resolver. En areas como los sistemas de seguimiento de objetivos, el
monitoreo ambiental o el transporte inteligente tripulado y no tripulado, surgen conflictos
que requieren atenciéon. Con la intenciéon de hacer una contribucién considerable, se
ha identificado un area de oportunidad en la parte de monitoreo, pues los sensores
desempenan un papel muy importante en la recolecciéon de informacién en tiempo real.
Estos han sido disenados de diferentes tipos segtn la aplicacion requerida, permitiendo
que entre ellos se complementen y sean redundantes. Al requerir que trabajen en conjunto,
surgen otros problemas, como el acoplamiento de senales cuando operan a diferentes
tasas de muestreo, el trabajo en diferentes marcos de referencia, la pérdida de datos en el
procesamiento de la informacion, el ruido en la medicion, entre otros. Los observadores
o estimadores de estado han sido ampliamente utilizados, principalmente cuando no se
dispone de mediciones precisas o completas, o cuando se desea sustituir algin sensor. En
este sentido, el diseno de sistemas robustos de estimacion que permitan mantener lecturas
con alto grado de confiabilidad es fundamental, a pesar de la presencia de ruido de
medicion, de la discrepancia entre los métodos de medicion, de la diferencia de velocidades
de muestreo de los sensores, de la asincronia entre las mediciones y de los problemas en
la comunicacién. Bajo un esquema multisensor con las caracteristicas mencionadas, el
desarrollo de esquemas de estimacion de variables basados en observadores distribuidos
requiere proponer algoritmos adecuados que garanticen la estabilidad y convergencia de

la estimacion.

1.4 Marco Teo6rico

En sistemas de gran escala o multiagente, surge la necesidad de emplear observadores
de estado. Las arquitecturas distribuidas se presentan como una alternativa de solucién
para estos casos; sin embargo, enfrentan una condicion restrictiva: la informacion
disponible para cada nodo es inherentemente limitada. Por ello, los nodos deben
intercambiar informacién con sus vecinos a través de la red de comunicacion, buscando
alcanzar un consenso que permita estimar el estado global, de modo que cada nodo
pueda reconstruir el estado completo del sistema. A pesar de esta restriccion, las
arquitecturas distribuidas ofrecen ventajas como escalabilidad, tolerancia a fallos y
menor carga computacional por nodo.

Para formular el problema, considérese un sistema lineal invariante en el tiempo
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descrito por

T = Ax

y=_Cx (1.1)

con estado x € R" y salida y € R”. La salida se distribuye entre N sensores, de modo

que el nodo ¢ mide

Y; = Cix € Rpi, (12)
T
C = [(Jf O]TV] , (1.3)
N
> pi=0r. (1.4)
=1

Cada nodo puede intercambiar informacion con un subconjunto de otros nodos (sus
vecinos) de acuerdo con una topologia de red modelada por un grafo G. El objetivo es
que cada nodo 7 genere, a partir de su medicién y; y de la informacién recibida de sus

vecinos, una estimacion z;(t) tal que

Definicion 1 (Park and Martins (2012b)). Un observador distribuido alcanza la om-
nisciencia asintoticamente si para todas las condiciones iniciales en x(t) y &; se tiene:
Jim [24(t) — 2(t)] = 0 (15)

para todo i € V, es decir, la estimacion de estado en cada nodo converge asintoticamente

al estado real de la planta.

La dificultad central reside en que el par (A, C;) que determina la informaciéon
disponible para el nodo 7 es, en general, no observable. Esto significa que, trabajando
en las coordenadas originales, no es posible disenar una ganancia de realimentacion de
salida L; que permita reconstruir el estado completo de forma independiente, pues la
dinamica del error estaria gobernada por A — L;C;, cuya estructura no puede modificarse
arbitrariamente para lograr observabilidad |[Kim et al.| (2016]); Han et al.| (2018); |Kim
et al. (2019). Para superar esta limitacion, se requiere un cambio de coordenadas que
revele la estructura interna del sistema desde la perspectiva de cada sensor. Este cambio
se materializa mediante una transformacion que lleva el sistema a la forma canoénica de

observabilidad, como se desarrolla a continuacion.

Condicién de observabilidad conjunta

La viabilidad de que los nodos, mediante cooperacion, estimen el estado completo x

descansa en la observabilidad del sistema global, es decir, del par (A, C'). Esta condicion
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equivale a que la interseccion de todos los subespacios no observables locales sea trivial
Kim et al. (2016):

ﬂui = {0}, (1.6)

En términos de las matrices de bases ortonormales, la condicion implica que
la matriz formada por la concatenacién de las bases de las partes observables tiene
rango completo de filas. Sea v; la dimension del subespacio observable del par (A, C;).
Definiendo

O=[0, Oy -+ Oy]eRVELM) (1.7)

se cumple que rangoO = n Han et al.| (2018); Kim et al.| (2019). Esta propiedad
garantiza que, bajo una topologia de comunicaciones adecuadamente conectada |Olfati-
Saber and Murray (2004)); Ren| (2007), la informacién compartida entre los nodos
permite reconstruir cualquier direccion del espacio de estados, incluyendo aquellas no

observables para cada nodo individual.

Matriz de observabilidad global

Considérese la matriz de salida global obtenida mediante la concatenacion vertical

de las matrices locales:

Cn
donde p = ZZ]\LI pi v pi es el nimero de salidas del nodo i. La matriz de observabilidad
del par (A, C) se define como

C
CA
O(A,C)= | CA? | e RPmxn, (1.8)

CAnfl

El sistema global es observable si y solo si
rango(0(A,C)) = n. (1.9)

Esta condicion de rango completo es equivalente a la interseccion trivial ((1.6]) y
al rango completo de la matriz O = [O; Oy --- Op] construida a partir de las bases

ortonormales de los subespacios observables locales Kim et al.| (2016); Han et al. (2018).
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A continuacion, se introducen los conceptos necesarios para el diseno de observadores
distribuidos: la descomposicion de observabilidad mediante transformaciones ortogonales

y la teoria de grafos para modelar la red de comunicaciones.

Descomposicion de observabilidad

Para cada nodo i, el par (A, C;) puede no ser observable. Para revelar su estructura,
se introduce el subespacio no observable.

El subespacio no observable del par (A, C;), denotado U;, se define como

Uy = (ker(C;A"Y). (1.10)
=1
El par (A, C;) es observable si y solo si U; = {0}.
Sea n—wv; = dimU;, es decir, la dimension del subespacio no observable. Se construye
una matriz ortogonal T; € R™*" (TZ-TTi = I,,) tal que sus primeras v; columnas formen
una base ortonormal de U;- (el complemento ortogonal de U;) y las tltimas n — v

columnas formen una base ortonormal de U;. Particionando T; como
T,=10; U],  0;eR™"™) U; e R™, (1.11)

se cumple im O; = Uit v im U; = U;.

Aplicando la transformacién de coordenadas ¢; = T} x, las matrices del sistema adop-
tan la forma canonica de observabilidad (descomposicion de Kalman para observabilidad)
Luenberger (1971); Kim et al. (2016):

A O

T AT, =
Air Azu

,  CGTi= [C 0], (1.12)

donde A;, € RWIxw) A, e Rvx@) A, € RVvxn—vi v O, € RP*®) En esta

representacion:

» Ahora el par (A;,,C;,) es observable, por construccion; concentra toda la infor-
macién del sistema que puede ser reconstruida desde la perspectiva del nodo
7.

= La matriz A;, describe la dinamica de la parte no observable, la cual no es

influenciada directamente por la medicion local ;.

= El bloque nulo en C;T; refleja que la salida local no tiene acceso a la parte no

observable.

Esta descomposiciéon permite disenar el observador de manera estructurada: se

asigna una ganancia L;, que actie sobre la parte observable (estabilizando A;, — L;,Cj,
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si el sistema es observable, o simplemente ubicando los polos si se desea una dinamica
especifica), mientras que la parte no observable deberé estimarse mediante intercambio

de informacion con los vecinos.

Grafo dirigido y matriz laplaciana

Un grafo dirigido ponderado se denota I' = (V, £, A), donde V = {1,2,..., N} es el
conjunto de vértices, £ C V x V es el conjunto de aristas dirigidas y A = [a;;]nxn es la
matriz de adyacencia. La convencion es la siguiente: a;; > 0 si y sélo si (j,i) € € (el
nodo ¢ recibe informacion del nodo j), y a;; = 0 en caso contrario. Se excluyen lazos
propios, es decir, a;; = 0 para todo %.

El conjunto de vecinos de entrada del agente i es VI* = {j € V | (j,7) € £}. La
matriz de grado de entrada D = diag{ds, ds, ...,dy} se define mediante

N
di = Z Qi = Zaij. (113)
j=1

jevin
La matriz laplaciana £ = [l;;]nxn del grafo I' se define como

L=D- A (1.14)

Equivalentemente, sus elementos son

N
lis = Zaija lij = —ai; (i # 7). (1.15)
j=1
Por construccion, £ satisface L1y = Oy, donde 1y = [1,...,1]7.

Definicion 2 (Grafo fuertemente conexo). Un grafo dirigido I' es fuertemente conexo
st para todo par de nodos distintos 1,5 € V existe un camino dirigido desde i hasta j

(una secuencia de aristas (i,11), (i1,92), ..., (ix, 7))

Lema 1 (Lema 1 Olfati-Saber and Murray| (2004)); [Ren| (2007)); [Han et al. (2018)). Sea

I' un grafo dirigido fuertemente conexo. Entonces existe un tunico vector fila positivo

9 =1[91,92,---,9n] tal que
gL=0 y gly=N. (1.16)

Defina G := diag{g1, 92, - - -, gy }. La matriz simétrica

L:=GL+ LG (1.17)

es semidefinida positiva, cumple 1]7\}2 =0y L1y = 0. Ademds, L es la matriz laplaciana

de un grafo no dirigido conexo, denominado el espejo del grafo balanceado GL, que se
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obtiene ajustando los pesos originales. Los valores propios de L pueden ordenarse como
O:)\1<>\2§/\3§§/\N

Gracias a este lema, podemos medir el error global del sistema sumando los errores
individuales de cada observador con ciertos pesos. La matriz L se comporta como si la
red de comunicacion fuera no dirigida, lo que ayuda a que todos los observadores se
pongan de acuerdo en su estimacion.

Este lema se emplea en el anélisis de convergencia de los observadores distribuidos

propuestos, ya que en los casos de esta tesis se utilizan grafos dirigidos.

1.5 Objetivos

Objetivo general

Disenar una estrategia de estimacion distribuida basada en observadores distribuidos

con mediciones de salidas muestreadas y comunicacion aperiddica para sistemas lineales.

Objetivos especificos

1. Disenar un observador distribuido con mediciones de salidas muestreadas con

retardo y comunicaciéon continua.

2. Disenar un observador sincronizado con mediciones de salidas muestreadas co-

rrompidas por ruido.

3. Disenar un observador distribuido con mediciones de salida muestreadas con

comunicacion aperiddica.

4. Disenar un observador distribuido con mediciones de salidas muestreadas co-
rrompidas por ruido con comunicaciéon por eventos y retardos acotados en la

comunicacion.

5. Evaluar mediante simulaciones y datos reales el funcionamiento de los observadores

propuestos.

1.6 Justificacion

Actualmente los sistemas multisensor cuentan con una mayor atencion en las inves-
tigaciones debido a la diversidad en sus aplicaciones. Los sistemas multisensor van a
contar con sensores que estén configurados segtn la variable a medir, por lo que se puede
tener sensores a diferentes tiempos de muestreo, en diferentes marcos de referencia,

senales que estén sin sincronizaciéon y ademas mediciones corrompidas por el ruido.
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Por otra parte, para la estimacion de sus estados, existen diversas arquitecturas que
van a permitir la fusiéon de datos, entre ellas, se encuentra la estimaciéon de estados
distribuidos que puede llevarse a cabo mediante filtros Kalman y sus variantes, asi como
por observadores, siendo estos los de nuestro interés por presentar menor complejidad
en su estudio y ser otra alternativa para la fusion de datos con arquitectura distribuida.
Actualmente, los sistemas estudiados se consideran ya sea en tiempo continuo, en tiempo
discreto o continuos con comunicacion discreta, y pocos trabajos han considerado disenar
un observador distribuido continuo discreto; el cual tiene la ventaja de considerar el
sistema con dinamica continua y las salidas de medicion muestreadas, lo que se ajusta
mejor a escenarios reales donde las mediciones no son continuas. Ademas, en sistemas
multisensor avanzados, el aumento en el ntimero de sensores incrementa la complejidad
de la red, especialmente cuando se consideran las diferencias en las caracteristicas fisicas
de los dispositivos, se propone un enfoque sincronizado para atender las mediciones
corrompidas por el ruido. De esta manera, el diseno de un observador continuo-discreto
no solo responde a las limitaciones de muestreo en entornos reales, sino que también

asegura la convergencia del sistema, y aplicabilidad en configuraciones distribuidas.

1.7 Alcance y Limitaciones

Los sistemas a estudiar son LTI.

Se esta enfatizando que el tipo de salida es muestreada.

Se considera el ruido en las mediciones.

Se consideraran retardos en la medicion, no en el sistema.

1.8 Organizacion de la Tesis

Esta tesis doctoral se organiza en cuatro capitulos, seguidos de las conclusiones
generales y los anexos. La secuencia de capitulos responde a una progresion logica:
desde los fundamentos y el estado del arte (Capitulo 1), pasando por el diseno de
observadores distribuidos con comunicacion continua (Capitulo 2), hasta propuestas
con comunicacion periodica (Capitulo 3) y basada en eventos (Capitulo 4).

Capitulo 1 — Introduccién. Presenta la motivacion, el estado del arte, la problemética
que aborda la tesis y los conceptos bésicos necesarios para comprender el resto del
trabajo.

Capitulo 2 — Observador distribuido con mediciones multitasa y retardo en la salida
bajo comunicacion continua. Se describe el diseno del observador cuando los nodos

se comunican de manera continua. Ademas, se extiende el resultado a un observador
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sincronizado considerando mediciones multitasa y ruido en la salida. Se incluyen dos casos
de estudio: uno para el observador distribuido y otro para el observador sincronizado.

Capitulo 3 — Observador distribuido con mediciones multitasa y comunicacion
periodica. Se plantea el problema, se presenta el disenio del observador, se analiza su
convergencia y se valida mediante un caso de estudio.

Capitulo 4 — Observador distribuido con mediciones a diferentes velocidades y
comunicacion disparada por eventos. Siguiendo la estructura de los capitulos anteriores,
se incluye introducciéon, planteamiento del problema, diseno del observador, analisis de
convergencia y casos de estudio.

Conclusiones — Se resumen las aportaciones de la tesis en funciéon de cada objetivo
alcanzado, y se discuten lineas de trabajo futuro y areas de oportunidad.

Anexos — Contienen: (i) un caso de estudio con mediciones reales, (ii) un repositorio
con los codigos desarrollados y (iii) un listado de las variables utilizadas en el cuerpo de

la tesis.
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Capitulo 2

Observador distribuido con mediciones

multitasa y retardo en la salida

2.1 Introducciéon

El problema de la estimacion distribuida de estados ha cobrado relevancia en
aplicaciones con sensores espacialmente localizados, como aeronédutica, localizacion y
redes eléctricas [Soares et al. (2015); Mitra and Sundaram (2016)); [He et al. (2020);
Huang et al. (2022); [Yingrong et al.| (2022). Dentro de las estrategias existentes, los
observadores de estado distribuidos destacan frente a los filtros de Kalman distribuidos
por reducir la carga computacional y facilitar la expansion del sistema Rodriguez
Del Nozal et al. (2019a).

Un observador distribuido consiste en miiltiples observadores locales que, al carecer
de informacién completa por si mismos, combinan sus mediciones con las estimaciones
de sus vecinos mediante una red de comunicacién para lograr una estimacion completa
del estado |Chen et al. (2021c). Aunque se han desarrollado numerosos avances en este
campo, la mayoria de los estudios se centran en los desafios de comunicaciéon [Tian et al.
(2020); [Tanaka et al.| (2022); Bertollo et al.| (2022)); [Zhu and Su (2025b), asumiendo
que las mediciones de salida estan disponibles en tiempo continuo y son ideales, sin
efectos de retardo. Sin embargo, en la practica las salidas se muestrean peridédicas o
aperiddicas y los retardos son inevitables, afectando la estabilidad y el rendimiento [Silm
et al. (2020b); |Chen et al. (2021c); Ge et al.| (2022); |[Fang and Zhu (2024); Torchiaro
et al.| (2025).

Un aspecto poco tratado es que cada sensor puede tener su propia tasa de muestreo
(escenario multitasa), ya sea sincrona o asincrona, y que los retardos pueden afectar
tanto a las mediciones como a la comunicacion. Existen trabajos que consideran retardos
en la comunicacion Silm et al. (2020b); |Chen et al. (2021c) o convergencia en tiempo

fijo (Ge et al.| (2022), pero muy pocos abordan simultdneamente el muestreo multitasa y
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los retardos multiples en las mediciones de salida.

Motivado por lo anterior, este capitulo aborda el diseno de observadores distribuidos
en tiempo continuo para sistemas lineales, considerando mediciones de salida mues-
treadas en condiciones multitasa (sincronas o asincronas) y con retardos multiples. La
propuesta mantiene la comunicaciéon continua entre nodos para lograr una estimacion
continua del estado completo. La originalidad radica en el uso de predictores del error
de salida, que se actualizan cada vez que se recibe una nueva medicién, permitiendo
manejar de forma independiente la naturaleza del retardo y el intervalo de muestreo
de cada sensor con restricciones de maximos permitidos. Este enfoque ha sido apli-
cado previamente en sistemas centralizados con multiples salidas [Farza et al. (2018));
Ramirez-Rasgado et al.| (2022b); Bouraoui et al.| (2015), pero su extension a observadores
distribuidos no ha sido explorada.

La Figura [2.1] ilustra el esquema propuesto: observadores locales con acceso a
una parte del sistema lineal comunicados segtn el grafo de comunicaciéon dado, cada
observador incorpora un predictor que minimiza el error de estimaciéon durante los
intervalos sin medicién, a diferencia de los enfoques tradicionales basados tnicamente
en datos muestreados He and Liu| (2024); |He et al.| (2020). La estructura resultante es
similar al observador continuo de Han et al. (2018)), pero reemplazando el término de

error de observacion por la variable que predice.
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Figura 2.1: Esquema de estimacion distribuida con mediciones de salida con multiples
muestreos bajo miiltiples retardos.

De esta manera, se proporciona una soluciéon alternativa que facilita la implementa-
cion digital en sistemas distribuidos, logrando una estimacion fiable del sistema atin

con mediciones de salidas con multiples muestreos y posibles retardos.
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2.1.1 Planteamiento del problema

Considere un sistema fisico que es monitoreado por N sensores, representado por el
siguiente modelo matematico lineal bajo mediciones de salida muestreadas multitasa
que involucran retardos miltiples, el cual es mas general que el considerado en |Wang
and Guay (2024); Cao and Wang (2023); Han et al. (2018):

{ @(t) = Az(t) 21)

y(t) =yt =7(t)) = Ca(t = (1))

donde z(t) € R™ es el vector de estado, A € R"*" es la matriz del sistema, C' € RP*"
es la matriz de salida, y y(t — 7(¢)) € R” denota las mediciones de salida con retardos
adquiridas en diferentes instantes de tiempo; 7(¢) : R™ — [0, Tyax + Amax] €8 una funcion
continua a trozos, donde 7,4 €s una constante positiva que representa el retardo maximo
v Anax €s la cota superior del tiempo de muestreo maximo.

Dado que cada medicién de salida muestreada esta disponible en los instantes de
tiempo ty, correspondiente a la medicion de salida muestreada en el instante ¢, — 7(t),

la salida muestreada y con retardo se representa de la siguiente manera:

y(t) =yt — (t =t +7(tr)) = y(te — 7(tx)) = Ca(ty — 7(t1)) (2.2)

ya que la funcion continua 7(t) se denota como 7(t) =t — tg + 7(t).

Por lo tanto, la salida muestreada y con retardo puede particionarse como:

nt-n) ][ Gt - ()
. . 2 z_TQ 2 CQI’ 2—7'2 z . .
90 = wlth — ey = | 0T PO | ) G RO o)
yv (G — v (1)) Cna(ty —v(ty)

(2.3)
donde y;(ti —7;(t1)) € RP y SN | p; = p, con C; € RP*™. Esto significa que la medicion
parcial y;(t; — 7;(t%)) = Cix(ti, — 7;(t})) € R? es la medicion con retardo disponible para
el nodo sensor 7. La salida con retardo del sistema esta disponible solo en los instantes
de muestreo que satisfacen 0 < tf — 7;(t)) < ... <t} — 7;(t},) < thoy — 7i(thyy) < ...
Asi, se tiene 7 = (¢, — Tt ) — (th — 7(th)) v kl_l)gl_loo(Té) = +00,i = 1,...,p. Se
asume que existe una cota superior para el didmetro de la particion de muestreo de
cada nodo sensor 4, A! . > 0, y una cota superior para el didmetro de la particion de
muestreo Apys, > 0 de la salida muestreada y con retardo y(t), es decir

0<thp —t =0 <ALy < Anax, VE>0, i=1,..p (2.4)

max
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Ademas, se asume que cada retardo en los instantes de muestreo ti, i.e., 7;(¢;), son
funciones acotadas de la siguiente manera:

() <7 <7l < Tmax, VE>0/i=1,...p (2.5)

m.

donde 7¢ . es la cota superior del retardo variable en el tiempo de cada nodo sensor 1,

max
V Tmax representa el retardo méximo.

Por lo tanto, se obtiene, como en |[Ramirez-Rasgado et al. (2022b); Ramirez-Rasgado
et al.| (2021); Bouraoui et al. (2015):
0< A, 74 < Xi < Amix + Tmax < X- (2.6)

max

Para el disenio del observador se considerarén los siguientes supuestos.

Suposicién 1. El par (A, C) es observable; sin embargo, una submatriz C; de C' puede

no garantizar la observabilidad del sistema.
Suposicion 2. El grafo G es dirigido y fuertemente conezo.

Dado el sistema a estimar y y una estructura de comunicaciéon G entre
cada observador, se espera que la esquema del observador distribuido bajo muestreo
multitasa y retardos multiples logre la omnisciencia asintéticamente para todos los
nodos i € V ([L.5).

En consecuencia, para abordar los desafios que plantean las mediciones de salida
muestreadas afectadas por multiples retardos, se propone un rediseno de la estructura del
observador distribuido en tiempo continuo. Este rediseno tiene como objetivo garantizar
la omnisciencia asintotica de la red, permitiendo la estimacién en tiempo continuo,

como se presenta en [Han et al. (2018).

2.1.2 Diseno del observador distribuido

Esta seccion presenta el observador distribuido para el sistema lineal con muestreo
multitasa y multiples retardos (2.1)) y (2.3)). La estructura del observador distribuido se

describe mediante el siguiente sistema:

Bi(t) = Ad;(t) — Limi(t) + Wi > ayy (25(t) — 35(t)) i €V

j=1
mi(t) = =CiLini(t), t € [t;, — (t}), they — Ti(thn)) k€N
(7 (te — 7i(th) = Ciw (t, — 7:(ty)) — Cis (8, — 7(t})) £ =t} — Ta(t},)

(2.7)

donde el valor de z; € R"™ es el vector de estado estimado del nodo observador

i; a;; es el elemento (i, j)-ésimo de la matriz de adyacencia A, que esta relacionada

23



con la red de comunicacién; v € R es una ganancia de acoplamiento a disenar; y
L; € R™Pi y W; € R™" son matrices de ganancia a disenar. La funcion n;(t) es
continua en el intervalo de tiempo [t} — 7;(t}),th .1 — 7:(t,1)), el cual se establece
en cada instante de muestreo t; — 7;(¢%) utilizando tinicamente la medicion de salida
muestreada y; ((t%) — 7;(¢%)).

El error de estimacion del observador del nodo i-ésimo se define como sigue €;(t) :=

z;(t) — z(t), combinando (2.1)) con (2.7)), se obtiene:

&i(t) = Ae(t) = Lini(t) + Wi Y iy ((t) — ei(t)) (2.8)

j=1

Definiendo z;(t) como una variable auxiliar,
zi(t) = Cie(t) — ni(t) (2.9)

Sustituyendo (2.9)) en (2.8)),

&(t) = (A= LiCi) ei(t) + Lizi(t) + W3 > i (e;(t) — (1))

=1

donde €(t) := col(e (t), €l (t), ..., €L (t)) es el vector conjunto de errores. Por lo tanto,
se puede escribir el error global:

é(t) = Ne(t) + Lz(t) — YW (L ® In) e(t) (2.10)

donde
A =diag{A — L,C4,...,A— LyCn},

L =diag{Ly,...,Ly},
z(t) = diag {z1(t),...,2n(t)},
W :diag{Wl,...,WN}.
Nota 1. Dado que (A, C;) puede no ser observable o detectable, se requiere una trans-
formacion ortogonal para lograr la observabilidad del par (A, C;). Siguiendo el enfoque
de |Han et al. (2018) y Kim et al. (2016), se define una matriz ortogonal T; (es de-

cir, T, TT = 1,,) para i € V. Luego, las matrices A y C; se transforman mediante la
transformacion de espacio de estados T; dados en (1.12)).

Los lemas que se presentan a continuacion se utilizaran para garantizar la conver-

gencia del observador propuesto.

Lema 2 (Han et al| (2018)). Vinculando la matriz laplaciana L al grafo dirigido
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fuertemente conexo G, para todo g; > 0,1 € V, es necesario tener 1» > 0 tal que
77 (ﬁ@fn)T+R > Yl (2.11)

donde L se describe en el lema T es una matriz diagonal con entradas Ty, ..., Txn, y

R es una matriz diagonal cuyos elementos estdn determinados por r;.

Lema 3 (Han et al.| (2018)). La estructura de observador distribuido garantiza
omnisciencia asintoticamente. Ademds, todas las dindmicas de error convergen
a cero con una tasa de decaimiento de al menos ., considerando que existen matrices
definidas positivas Py, € Rv>*v P, € RO—v)xX(=v) "y yng matriz Q; € RY*Pi tales que

. Tyl <0, VieV (2.12)

Gi

donde W; == P, Ay, + AL Py, — QiCio — CLQT + 2Py, asi, las matrices de ganancia del
observador distribuido (2.7)) son

L =T, i (2.13)

donde L;, = Pingi,i ev.

Lema 4 (Ramirez-Rasgado et al. (2022b)). Considere una funcion diferenciable v : t €
[to — d(t), +o00[ — v(t) € RT, donde to,d(t) > 0, por lo tanto, la funcion v(t) satisface

la siguiente desigualdad
t
0(t) < —av(t) + b/ v(s)ds, Yt >t (2.14)
t—8(t)

dondea>0,b>0y s

b
M (2.15)
a

entonces, la funcion v tiene una convergencia exponencial a cero, es decir
v(t) < (1+0(a—o(d(t))))e oCWIE=to)y (1) (2.16)

0 < o(8(t)) = (a—bd(t))e O < a. (2.17)

Sobre la base de lo anterior, se propone el siguiente teorema:

Teorema 1. Dado el sistema observable (2.1) y (2.3) y un grafo dirigido fuertemente

conexo G, existe una constante positiva x > 0 tal que la cota superior (Ti + Al ) de

max max
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cada observador v satisface que
Tméx + Améo( < X (218)

y también se satisface > 0, entonces el observador distribuido bajo muestreo multitasa
y maltiples retardos (2.7) alcanza la omnisciencia asintética (1.5)), y el sistema de error

es estable, lo cual estd dado por:

)\méx<P)

(0] < |/ 725

e ltne)(=10) (1 4 g (2 — o(dmax))|€(0)] (2.19)

donde dma’,x = Arna’,x + Tméax, & = 2”7 b=2 (G ® [n) ’L’ i\\:i’:((g))g Y
U(dméx) = (a - bdméx) e_adméx’

ademas, realizando los siguientes pasos:

1. Encontrar una matriz ortogonal T; para todo i € V tal que el par (A, Ci,) sea

observable:
A, O

TI AT, =
Air Azu

. GT, = [ Cio 0 } (2.20)

2. Calcular el vector fila positivo g = [g1, ..., gn] tal que gL =0 y g1N = N.

3. Calcular 1) > 0, proponiendo r; = 1. De manera que
T"(L @ I)T + R > tpI,n (2.21)

se cumpla.
4. Calcular v > 0 para todo i € V

1

Y
g o —2p

i

A Al <0 (2.22)

5. Calcular L;, tal que los valores propios de A;, — L;oCi, converjan a la region
s € C| Re(s) < —p.

6. Calcular las matrices de ganancia L; y W; para © € V tales que

_

JUI<0, Viey (2.23)
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donde Lpz = PioAio + Ag;Pio - QiCio - Ccror + 2,UIDZ'O

0% 1

Lio Pl 0
Li:=T, , Wi=T, | " LT (2.24)
0 0 P,
donde L;, = PingZ-, 1 € V. Se obtiene lo siguiente:
P, 0
P =T, T, P >0 (2.25)

ast, el observador (2.7) converge asintéticamente con una tasa de decrecimiento

de al menos p.

2.1.3 Analisis de estabilidad

Demostracion. Considere la funcion candidata de Lyapunov para el sistema de error
(2.10):

V(ep,... en,t) = Zgie?(t)ﬂ-ei(t) (2.26)

donde la matriz P; estd dada por ([2.25)).
La derivada temporal de V' (¢,t) = V(ey,...,en,t) a lo largo de las trayectorias de

€(t) se obtiene como

V(e(®),t) =€"(t) (G ® I,,) (PA+ ATP)) e(t)
— " (t) (PW(GL® I,) + (L"G @ 1,) WTP) €(t) (2.27)
+(G® 1) (e(t)" PLz(t) + 2" () L" Pe(t))

con P =diag {P,, ..., Py}. Dado que la matriz W; en (2.13) se define como W; = P, !,
se sigue que W = P~!. En consecuencia, (2.27)) se convierte en

V (e(t),t) = €7 (1) ((G ®1,) (PA+ATP) — 5 (.c ® In>) e(t) + (G @ I,) (2€7 (t) PLx(1))
(2.28)

donde £ = GL + LTG. Por otro lado, se analiza la funcion auxiliar z(t) dada en (2.9).

Notese que z(t; — 7;(t)) = 0. Ademas, la derivada temporal de z(t) se puede expresar

CcOomo

2(t) = C ((A— LC)e(t) + Lz(t) + W (L ® L,) €(t)) + CLe” CHGmlD Ot — 7,(11))

= CAe(t) + CyW (L @ 1,,) €(t)
(2.29)
Integrando (2.29)) desde 6;(t) = ¢t — (t; — 7:(¢})) hasta ¢, y considerando ademas que

2(th — 7;(t})) = 0, obtenemos
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2(t) = /t: o (CAe(s) + CyPH (L ® 1) e(s)) ds

t (2.30)
= (CA%—C’yP*l (E@[n)) / e(s)ds
t—8;(t)
y por lo tanto
t
ol < carerrtican) [ dou
t—0;(t)

t

< (ICIIIAN + ISy Izl H(£®fn)!|)/t o le(s)llds (2.31)

<¢ / s)lds

donde & = ||C||||All + ICIIVIIPH (£ @ 1,,)|]. Asi, de la ecuacion (2.28))

P
12T (1) PL(1)]| < 2| L P/ VV(e(s), 5)ds x V(). 1) (2.32)
t—6;(t)

Por lo tanto

V(e(t)t)<e()((G®[ PA+ATP) (£®1))()

2.33)
P (
2(G o 1) Ll F / Vel 5)ds x /Vel).1)
t—3,(t)
Por otro lado, a partir de las desigualdades (2.11)) y (| - de los Lemas I 2l v 13 I
respectivamente, se obtiene la siguiente de&gualdad
diag{H,, ..., Hy} — T <£ ® In) T <0, (2.34)

Dado que L;, = iolQi, premultiplicando y postmultiplicando la desigualdad ([2.34) por

donde H; = , 1 €V, con ¥; definido en el Lema

T y TT, esto resulta en
(G® 1) (PA+ATP +2uP) — 7 (L ® In) <0, (2.35)

Por lo tanto, del analisis anterior, se garantiza que

(G & I,) (PA+ATP +2uP) — (c ® In> < UV (e(t), 1). (2.36)
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Basandose en el analisis y considerando el Lema [4] se sigue que

V (e(t),t) < —2uV(e(t),t) +2(G @ L,) | L] maX(P) o VvV s)ds x \/V (e(t),t)

i P) )y 5
(2.37)

o equivalentemente

t

dtV < —avV(e(®),t) +b VV(e(s), s)ds (2.38)

t—0;(t)

donde a=py
)\méx<P)

b= (G®IL,)|L| m

§

Por lo tanto, de acuerdo con el Lema [4], se sigue que

V(e(t) < (1+0(t)(a— a(8(1)))e 7O/ (€(0), 1)

< (14 dmsx(a — a(dméx))e_"(dmé")(t_t(’)\/ V(e(0),t)

donde dpse = Amax + Tmax ¥

(2.39)

0 < 0(dnax) = (2 — by ) € 2Mmax, (2.40)

y se supone que los valores méaximos del tiempo de muestreo A4, v el retardo 74

satisfacen la siguiente condicion Apsy + Tmax = dmax < § = X, es decir, bd%é" <lo
explicitamente
max P
(G2 1) Iy Jiie
max (241)
1

donde el valor méximo d,;, satisface la siguiente condicion
Amax < % = a — £ x (2.42)

(G ® L) || Ll 3eetBe

Volviendo a los términos del error de estimacion €(t), se puede establecer que

Ie()] < 4 JE e dfa = o O] (243

De la ecuacion (2.43), se observa que el error de estimacion e(t) disminuye asintotica-
mente a una region cercana a cero a una tasa exponencial. Entonces, con los pardmetros
calculados como 9, v, P, P, v aquellos calculados en los pasos 3 y 6 del Teorema
, se garantiza que se satisface la desigualdad . De esta manera, el observador

distribuido con mediciones de salida muestreadas y con retardos ([2.7]) con las matrices
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de ganancia calculadas L;, W; y « logra la omnisciencia asintotica (1.5) con una tasa

de decaimiento de al menos u, como se expresa en (|2.36)). O

2.1.4 Caso de estudio. Satélites en LEO.

En esta seccion se presenta un ejemplo numérico para mostrar como se comporta
el observador distribuido que se propone. El ejemplo consiste en la estimacion de
seguimiento de satélites perseguidores que se mueven en oOrbita terrestre baja (LEO).
Para que estos satélites funcionen bien, necesitan conocer su érbita con precision y en
tiempo real. Esta determinacion precisa de la 6rbita depende casi por completo del
sistema de posicionamiento global. Sin embargo, no es nada sencillo obtener siempre
informacion orbital estable y de alta precision en tiempo real desde un satélite en 6rbita
baja, porque las mediciones que estos satélites logran capturar varian segtiin reciben
o transmiten senales Yang et al. (2020). Por eso, para determinar la posicion orbital
en tiempo real desde el satélite, hay que encontrar un equilibrio entre la eficiencia
computacional, los recursos del procesador a bordo y la precision que se necesita.
Normalmente, las mediciones hechas a bordo tienen maés errores que las terrestres,
y ademés suelen ser discontinuas; pueden aparecer muchos valores atipicos. Por esta
razon, lo habitual es aplicar un modelo dindmico junto con una técnica de estimacion
para mejorar la fiabilidad y estabilidad de las soluciones orbitales en tiempo real. Un
ejemplo es el trabajo de |Li et al. (2022), donde se propone un filtro de Kalman para la
determinacién precisa de la érbita en tiempo real.

El problema es que el procesador a bordo tiene una capacidad limitada, lo que
restringe cuantas mediciones se pueden procesar. Ademas, cuando las mediciones son
escasas o se pierde frecuentemente el seguimiento del satélite, tratar de estimar muchas
mediciones junto con los pardmetros del modelo dinamico puede hacer que las soluciones
se vuelvan singulares. En definitiva, es clave considerar ese equilibrio entre la capacidad
del procesador a bordo y la precisiéon con la que se estiman las variables que no se
miden directamente.

Para este ejemplo, se supone que el satélite objetivo actia como referencia y se
mueve en una Orbita circular de radio ry, con wy = 0y wy = \/m, donde g es el
parametro gravitacional estandar. La dindmica relativa de los satélites perseguidores
con respecto al satélite objetivo se linealiza usando el siguiente sistema de referencia.
Se elige el sistema de coordenadas derecho (orientado a la derecha), con el origen en el
centro de masa del satélite objetivo. El eje-x es tangente a la érbita, el eje-y apunta a lo
largo del vector de posicion que va desde el centro de la Tierra hasta el satélite objetivo,
y el eje-z esta alineado con el vector de momento angular orbital, es decir, perpendicular
al plano de la o6rbita del satélite objetivo. Las ecuaciones linealizadas de la dinamica

relativa del satélite objetivo son las conocidas ecuaciones de Clohessy-Wiltshire |Clohessy

30



and Wiltshire| (1960); Alfriend et al. (2009).

Uz (t) = Pa(t) — 2wopy () (2.44)
uy () = Py (t) + 2wop.(t) — 3wip,(t) (2.45)
u(t) = p(t) + wip=(t) (2.46)

Las componentes de posicion del satélite objetivo estan representadas por p,(t),
py(t) v p2(t); us(t), uy(t), us(t) representan las entradas de control; y wy denota la
tasa angular del satélite objetivo. Es conveniente expresar las ecuaciones diferenciales
lineales (2.44)-(2.46) en forma de espacio de estados [Chen et al. (2023). Se define
el vector de estado ((t) = [(1(t) (2(t)]T, donde (;(t) contiene las componentes de
posicion (i (t) = [p.(t) p,(t) p.(t)]T, v ((t) contiene las componentes de velocidad
G(t) = [Pa(t) py(t) PO,y ult) = [ua(t) u,(t) ws(t)]"

C(t) = AC(t) + Bu(t) (2.47)
con
[0 0 0 1 0 0] [0 0 0]
0 0 0 0 1 0 00 0
0 0 0 0 0 1 00 0
A= . B= , (2.48)
0 0 0 0 2w 0 10 0
0 302 0 —2w 0 0 010
0 0 —w&@ 0 0 0 00 1

donde la velocidad angular del satélite objetivo wy se fija en 0.001 rad/s. Ademas, la

entrada de control se define como

L (1) — o (t)
(t) = [-F ]LQ()_M )], (2.49)

donde g;(t) = [sin(27t), cos(2mt), sin(27t) + 8] y 0o(t) = 01(t) definen la
trayectoria deseada. Las matrices I} y F5 son las matrices de ganancia de realimentacion

y se definen como sigue:

27.0750 0 0 10.4500 0.0020 0
I = 0 5.4150 0 , Fy = {—0.0020 4.7500 0 . (2.50)
0 0 3.6100 0 0 4.7500

Suponga que las mediciones de los sensores son ¢ (t) = p,(t; — 71(th)), v2(t) =
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py (6 — 1a(t3)) v ys(t) = p.(t3 — 73(t3)), las cuales son muestreadas y con retardos;
ademas, reconociendo que las velocidades tipicamente no son medibles, por lo tanto, la

salida muestreada y con retardos se denota de la siguiente manera:

gt) =) ) 7)) =CC) (2.51)
donde
100000 4
C=1010000|=]|0C (2.52)
001 00O Cs

De acuerdo con y , este sistema adopta las formas que se ven en (2.1)) y
. Asi que podemos comprobar sin problemas si el enfoque que proponemos funciona
bien.

Ahora bien, el grafo fuertemente conexo que se muestra en la Figura indica
que los Observadores 1 y 3 pueden obtener informacién del Observador 2, y que el

Observador 2 puede recibir informacion de los otros dos observadores locales.

Figura 2.2: Grafo de comunicacién entre nodos.

La matriz laplaciana asociada a este grafo es:

L=1]-1 2 -1]. (2.53)

Para calcular las ganancias Ly, Lo, Ls, Wi, Wy v W3, primero es necesario seguir
una serie de pasos preliminares. Estos pasos consisten en calcular ciertos valores que
después se usaran en la ecuacion ([2.24)).

Antes de continuar, se recuerda que la dimension del estado del sistema es 6. Por lo
tanto, para que un par (A, C;) sea completamente observable, su matriz de observabilidad
debe tener rango 6.

Ahora bien, se define O = obsv(A,C) y O; = obsv(A4, C;) como las matrices de
observabilidad de los pares (A, C) y (A, C;), respectivamente. En este caso, se calculan

sus rangos y se obtiene:

rango(O0;) =4, rango(O2) =3, rango(O;) = 2.
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Es decir, ninguno de los pares locales (A, C;) alcanza el rango completo 6; por lo tanto,
cada observador local por separado no es observable.

Sin embargo, de manera conjunta (es decir, usando todas las salidas) el sistema si
es observable, ya que el par (A, C) tiene una matriz de observabilidad O con rango
completo, igual a 6.

Entonces, debido a que la observabilidad local no se cumple, es necesario aplicar
transformaciones matriciales para resolver esta limitacion. Para ello, considere las

siguientes matrices ortogonales T; calculadas conforme a la subseccion

100000 0 0 -10 0 000100
000100 10 00 0 001000
0000 o] 00 01 0| p |100000
010000 00 -1 00 0 000010
001000 0 1 00 0 000001
(00000 1 0 0 00 -1 (01000 O

Las nuevas matrices transformadas, segtn la ecuacion (2.20)), A; = TF AT, y C; = C/T;,

se obtienen

De donde obtenemos, A;,, Ai,Air y Cio, como se muestra en (2.20). Para el calculo de v

0 1 0 0 0 0
0 0 0.0020 0 0 0
4 _ | 0 00020 0 3x10° 00|
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 01
0 0 0 0 ~1x10°° 0 |
[ 0 1 0 0 0 0]
3 x 10~ 0 0.0020 0 0 0
- 0 —0.0020 0 0 0o 0|
0 0 10 0 0
0 0 0 0 0 -1
I 0 0 00 1x10° 0|
[ 0 1 0 0 0 0]
1% 107 0 0 0 0 0
i 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0
00 0 0 0 0.0020
I 00 —3x10°° 0 —0.0020 0|

Cy = 100000]:@:@
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en , se propone un valor de g = 0.01, mientras que 1 se determina usando ,
obteniendo 1 = 0.0820 y v = 2.021. Estos valores se utilizan luego en ([2.23)), a partir
de la cual se calculan los parametros L;,, P, v P;,. Posteriormente, estos parametros se
emplean en para determinar las ganancias L, Lo, L3, Wi, W5 v W3. Entonces,

las matrices de ganancia del observador local resultantes son:

0.3590 0 0
433.8611 1.0007 0
0 0 0.8952
L, = , Loy = , L3 =
0.1400 —11.2996 0
0.5591 1.5786 0
0 0 1.3059
[ 1.94 x 1078 3.69 x 10~ 0 1.15x 1072 4.74 x 1079 0|
3.69 x 1076 0.03 0 7.15x107% 3.22x10°° 0
0 0 0.12 0 0 2.61x10°%
Wy =
1.15x 1079 7.15x 1076 0 2.31x1072 9.22x107Y 0
474 x 1072 3.29 x 107° 0 9.22x 1079 4.14x 1078 0
i 0 0 2.61x10°* 0 0 1.04x107° |
[ 0.22 0 0 0 0 0|
0 336x10°8 0 —9.94x107% 1.38x10°8 0
0 0 094 0 0 0.02
Wy =
0 —9.94x 1078 0 286x10% —284x1077 0
0 1.38x107? 0 —284x1077 3.97x10°8 0
0 0 0.0166 0 0 3.57x107* |
[ 0.94 0.01 0 0.02 —9.04 x 1074 0
0.01 0.96 0 9.93x10~* 0.02 0
0 0 3.28x10°8 0 0 1.12x10°8
Ws =
0.02 9.93x 1074 0 358x107* 148 x 107 0
—9.04 x 1074 0.02 0 148 x107% 3.73x10°* 0
I 0 0 1.12x 1078 0 0 3.30x 1078

Para las simulaciones, se definieron las siguientes condiciones iniciales de posicion,
las cuales se resumen en la Tabla[2.1. En todos los casos, tanto para el sistema real
como para cada observador local, las condiciones iniciales de velocidad se consideraron
nulas, es decir, p,(0) = p,(0) = p.(0) = 0.

Para evaluar la efectividad del método propuesto bajo condiciones variables de
mediciones de salida muestreadas multitasa y con retardos variables, se consideraron
los pardametros que se muestran en la Tabla [2.2. Cabe mencionar que los retardos

considerados en la prueba son constantes en el tiempo; por esta razon, se denotan como
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Tabla 2.1: Condiciones iniciales de posicion

Estado Da Dy D
3x1073m|] 3% 1073 [m| 3 x 1073 |m|

¢(0) 50 40 30

¢(0) 45 36 27

(0) 100 80 60

5(0) -125 -100 75

() = 7.

Estas configuraciones tuvieron como objetivo simular escenarios con retardos sig-
nificativos, los cuales son tipicos en aplicaciones practicas de mediciones muestreadas.
Para la evaluacion del observador distribuido propuesto se consideraron dos escenarios
principales: en el primer escenario se utilizaron los valores base, mientras que en el
segundo escenario se incrementaron tanto los periodos de muestreo como los retardos
de medicion, con los valores también indicados en la Tabla Cada configuracién ex-
perimental gener6 graficas de simulacion que ilustran el comportamiento del observador
distribuido con salidas muestreadas multitasa que involucran miltiples retardos. La
primera serie de simulaciones, correspondiente al primer escenario, se muestra en la
Figura [2.3, donde se presenta la estimacion de las variables de estado por cada obser-
vador: C}(t) = pu(t), C3(t) = py(t) y C3(t) = p.(t), para i = 1,2,3. Cada componente
de estado es estimada por los V observadores distribuidos continuos, considerando que
entre las salidas existen diferentes periodos de muestreo A; y diferentes retardos 7;
en cada salida. Los resultados obtenidos para el segundo escenario se muestran en la
Figura Los resultados demuestran que los observadores distribuidos con mediciones
de salida muestreadas y multiples retardos convergen a los valores correctos del estado,
a pesar de que no se cumplen las condiciones de observabilidad individual, como se
evalud previamente. Ademas, el observador logra una omnisciencia asintotica, estimando
con éxito los valores del estado ain con salidas de mediciéon muestreadas a diferentes

frecuencias y a miltiples retardos.

Comparacion con un observador distribuido tradicional

Para resaltar la originalidad del observador distribuido propuesto en presencia de
mediciones de salida bajo diferentes periodos de muestreo, la estrategia se compar6 con
un enfoque de observador distribuido tradicional basado en un mecanismo de datos
muestreados, como se presenta en He and Liu (2024). Ambos observadores distribuidos
se aplicaron al problema de estimacion de posiciéon para un satélite perseguidor en LEO,
realizandose la comparacion con diferentes periodos de muestreo.

Se llevaron a cabo cuatro experimentos, ademés de los escenarios experimentales
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Tabla 2.2: Configuraciones experimentales con mediciones de salida muestreadas que
involucran multiples retardos

Intervalos de muestreo para Retardos en las salidas

Escenario las salidas muestreadas muestreadas
[s] [s]
A; =0.0120 71 = 0.0120
Primer Ay = 0.0240 5 = 0.0144
A3 =0.0168 73 = 0.0168
A; =0.160 7 = 0.140
Segundo Ay = 0.320 5 = 0.168
Ag =0.224 T3 = 0.196

mostrados en la seccidon anterior. Para evitar confusiones, las siguientes pruebas se
denominaran experimentos: El primer experimento corresponde al observador distribuido
tradicional con un periodo de muestreo base de A; =0.5s, Ay =1sy A3 =1.25s. El
segundo experimento es con el observador distribuido propuesto, empleando los mismos
periodos de muestreo. El tercer experimento utiliza el observador distribuido tradicional
con un incremento en los perfodos de muestreo: Ay = 0.77 s, Ay = 1.54 s y Az = 1.925
s, y el cuarto experimento es con el observador distribuido propuesto bajo los mismos
periodos de muestreo.

Los resultados se muestran en la Figura [2.5 para el observador distribuido basado
en el enfoque tradicional [He and Liu| (2024) y en la Figura para el observador
distribuido propuesto que utiliza mediciones de salida muestreadas. Al comparar estas
figuras, se observa que la estimacion en la Figura [2.5 presenta mayores oscilaciones
que la de la Figura @ El observador distribuido tradicional (Figura es mas
sensible a las variaciones en las senales de entrada muestreadas, lo que resulta en una
respuesta menos suave. En contraste, el observador propuesto con mediciones de salida
muestreadas (Figura proporciona una estimacion mas estable y suave, lo que indica
que la estrategia de muestreo implementada en este caso mitiga las fluctuaciones en la
estimacion.

En el tercer y cuarto experimento, en el que se aumentaron los periodos de muestreo
tanto para el observador distribuido tradicional (Figura , como para el observador
distribuido propuesto con mediciones de salida muestreadas (Figura . Se puede
observar que el observador distribuido con mediciones de salida muestreadas (Figura
proporciona una estimacioén consistente del estado completo del sistema, manteniendo
un error de observaciéon acotado a pesar del retardo y los periodos de muestreo mas
grandes. En contraste, el observador distribuido tradicional muestra un comportamiento
indeterminado bajo estas condiciones, teniendo dificultades para ofrecer estimaciones

confiables con los intervalos de muestreo aumentados.
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Figura 2.7: Estimaciones de las componentes p,(t), p,(t) y p.(t) tercer experimento.

El observador distribuido utiliza su propia informacién y se comunica con sus vecinos
en tiempo continuo. A pesar de que las mediciones de los sensores llegan con diferentes
periodos de muestreo y con posibles retardos, el observador logra converger asintotica-
mente a la omnisciencia. Esto se ha demostrado tanto en el analisis de convergencia
como en el ejemplo numérico, en el cual se probaron diversos valores de muestreo y
retardo, mostrando que el observador mantiene la convergencia. Se ha evidenciado que
cada sensor 7 de la red de sensores alcanza la convergencia independientemente de la
naturaleza del retardo temporal o del intervalo de muestreo de cada sensor.

Ademés, el observador de perturbaciones ha demostrado que maneja periodos de
muestreo grandes mediante la integracion eficiente de informacion de miltiples sensores,
manteniendo al mismo tiempo una estimacion precisa del estado. Esto se corroboré
adicionalmente mediante una comparaciéon con resultados disponibles en la literatura.
Como posible extension para trabajo futuro, se propone aplicar este enfoque a sistemas
de control multi-agente, abordando la gestion de retardos de comunicacion variables en

el tiempo y desconocidos.
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2.2 Observador Sincronizado

2.2.1 Introduccién

La fusién de senales multisensor es la combinacion de senales de mas de un sensor

para hacer posible que la informaciéon resultante sea mejor que la de un solo sensor

(Elmenreich| 2002). En la mayoria de los casos, un solo sensor presenta limitaciones para

cumplir satisfactoriamente su tarea de medicién, por lo que se anade otro sensor que

complemente la medicion. En Ma et al. (2017), se fusionan un sensor electromagnético

y un sensor infrarrojo, ambos tienen diferentes caracteristicas entre si; sin embargo, al

fusionarse se complementan para mejorar la precision en el reconocimiento del objetivo.

En [Li and Fu| (2018)), se fusionan el sensor GPS, el sistema de navegacion Inercial (INS),

y los sensores de luz visible, cada uno de estos sensores funciona de manera diferente, y
en la fusion comparten y complementan informacion para lograr el posicionamiento de

un vehiculo aéreo no tripulado (UAV). Existen diversas y multiples aplicaciones para la

fusion de datos multisensor; algunas otras se pueden encontrar en |Gao et al.| (2018), [You|
(2020) y en |[Karaked et al. (2022)). De acuerdo al método de integracion, la fusion
de datos se puede dividir en homogéneas y heterogéneas (Chen et al., 2021b). En los

casos antes mencionados, se han presentado fusion de datos heterogéneos multisensor,
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siendo los méas reportados en la literatura. Para la fusion de datos se utiliza el enfoque
de filtros de Kalman y sus mejoras. Por otra parte, en |Grave and Tang (2015) presenta
una soluciéon novedosa para la estimacion de profundidad desconocida de un objeto en
3D utilizando la sincronizacion de observadores de orden completo, lo que da como
resultado senales con menos ruido al sincronizar los observadores. De igual manera, en
Pérez et al.| (2018), se lleva a cabo la sincronizacién de observadores para una clase de
osciladores neuronales. En (Chavez-Moreno et al. (2018)), se estiman la velocidad angular
de pequenos satélites utilizando el disenio de observadores sincronizados, y en [Tang et al.
(2019) abordan el diseno de un observador multisensor para medir la misma senal. En
este trabajo, se realiza la fusion de sensores de posiciéon para reconstruir la mediciéon de
posicion y velocidad de cada uno de los pisos, utilizando observadores sincronizados.
La aportacion es dar solucion al problema de miltiples sensores para estimar los
desplazamientos de una estructura tipo edificio. Las mediciones de posicién provienen
de distintos sensores, que pueden estar afectados por distintos ruidos de medicién
y multiples periodos de muestreo en cada sensor, los cuales pueden ser periédicos o
aperiodicos. Se considera un escenario donde las mediciones multiples provienen de
distintos sensores que miden la posiciéon de cada piso, modelando el edificio como un

sistema lineal.

2.2.2 Modelado de estructura tipo edificio

Se considera una estructura tipo edificio vertical con n-pisos, representada en la
Figura @, como en (Rodriguez-Torres et al., [2021)), la cual tiene el siguiente modelo

mateméatico:
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21 Onxn ]n><n 21 0n><1
= - g(t)
2.12 —M_ls —M_lD z9 f
(2.54)
21
Y= [[n On} =21
<2

\
siendo z; v z5 las posiciones y velocidades de cada uno de los pisos, respectivamente; n
el nimero de pisos de la estructura; y la medicion de las posiciones de cada uno de los
pisos; y M, D y S las matrices de constantes conocidas de masa, amortiguamiento y

rigidez, respectivamente, definidas como:

M = diag [ml me - my| >0 (2.55)
(dy+dy —dy - 0 0
—dy  dy+ds : :
D= : : : >0 (2.56)
dnfl + dn _dn
| 0 0 . —d, d, |
-81 + So —S2 s 0 0 i

—S2 So + S3 : :
g — . >0 (2.57)
Sn—1 + Sn —Sn

0 0 —5, Sn

donde m;, d; y s; para i =1,2,...,n, son la masa, la constante de amortiguamiento y la
constante de rigidez entre los pisos, respectivamente. El vector ¢ permite distribuir la

senial sismica ¢(t), quedando:
T
¢ = [1,1,1,--- ,1} e R (2.58)

El vector de estado esta definido por la posicion y velocidad de cada uno de los niveles

de la estructura, representado por z = [z, 29]7, quedando el siguiente modelo:

. On><n In><n 0n><1
z = z — qg
~M-'S —M~'D ¢ (2.59)

Yy = [n 0ni|Z:Z1
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El sistema ([2.59) se puede escribir como:

2 =Az+ FEg (2.60)
y =Cz=2z '
donde:
[0, I,
A= , 2.61
— M-S —M—ID] (2.61)
0,0
E=|", c= [In on] , (2.62)
RS

donde z es el estado, y la salida medible, y el par (A, C) es observable.

2.2.3 Diseno del observador

Considere el sistema lineal presentado en ([2.60)), el cual puede estar siendo monito-
reado por miltiples tipos de sensores con distintos rangos de muestreos. Por lo tanto, es
necesario llevar a cabo el anélisis del monitoreo con un tipo particular de sensor para el
sistema lineal presentado en , considerando que las mediciones de salida estéan
disponibles en instantes de tiempo, es decir, se considera una salida muestreada con un

periodo de muestreo dado. Por lo tanto, se propone el siguiente sistema:

y(t) = C (1) (263)

donde y(tx) € R” es la mediciéon de salida, adquirida en instantes de tiempo con un

{ () = Az(t)

rango de muestreo que puede ser periodo o aperiddico. Las matrices A, C'y E, asi como
el vector de estado z, y la senal g(t), ya fueron definidas previamente.

Es importante mencionar que el par del sistema (A, C), se asume como
observable.

Ademas, se asume que hay p mediciones de y(t;) representadas por y;(tr;) =
Y(tei) +wi(tri), i =1,...,p, las cuales estan afectadas por ruido de medicion w;(ty;).
El problema es disenar un observador tal que la diferencia entre la trayectoria de estado
z(t) y su estimacion Z(t) satisfaga que ||Z — z|| — 0 asintéticamente, manteniendo todas
las soluciones del sistema acotadas. Se asume que las mediciones de salidas y;(tx) pueden
ser medidas en distintos tiempos de muestreos, es decir, cada mediciéon de salida se
muestrea aperiédicamente.

En este trabajo se considera que cada salida medible esta disponible solo en ciertos
instantes de tiempo. Considerando y;(tx) como la i-ésima salida i = 1,...,p, para

(0) (1) (k)

esta salida esta disponible en los instantes de tiempo, 0 < ¢;7 < ¢,/ < ... < t; 7,
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)

Agk) — kD) _ tl(k) y limy_,oo t;”’ = 4+00,7 = 1,...,p. Entonces, para cada salida existe

i

0 <Ay, <Ay, < 400, lo que corresponde a
0< A® =" 4 < Ay VE>0,i=1,...,p.

Primeramente, se aborda el disenio de observadores para la clase de sistemas dindmicos
, asumiendo salidas medidas limpias y(t).

Consideremos el siguiente observador de orden completo para la estimacion del
vector de estado del sistema con mediciones de salida muestreadas a un rango

periddico o aperiddico:

t) = Az(t) + Kn(t)

t)= —CKn(t), t€ [ty,tys1),keN (2.64)
n(te) = Ca(te) — Co(te),

donde 2 = [, 22]T es el vector de estado estimado y K es la ganancia del observador.

Cabe mencionar que la funcion 7(t) es continua en el intervalo de tiempo [tg,txi1)

y se actualiza en cada instante de muestreo t; utilizando solo la mediciéon de salida

muestreada y(tx), es decir, a una tasa de muestreo periodica o aperiodica.

Nota: Es importante mencionar para el caso del sistema de la estructura vertical
tipo edificio, la mediciéon de salida es el vector de los desplazamientos de cada piso del
edificio, es decir, y(tx) = 21(tx), siendo 2 (tx) todos los desplazamientos de cada uno de
los pisos.

Considerando esto, se propone el siguiente teorema.

Teorema 2. Sea el sistema (2.64) un observador para estimar el estado del sistema
(12. 63), si existen matrices P >0, R y Q > 0 de dimensiones apropiadas, que satisfagan

la siguiente desigualdad:
AP+ PA—-CT"R—-R'C < —-Q (2.65)

donde la ganancia del observador es K = P7'RT, y si la cota mdxima del didme-

tro de particion de la muestra es Ay < L. Asi, el observador (2.64) convergerd
L

by
exponencialmente a una region acotada que dependerd de dicho didmetro.

Prueba: Tomando en cuenta (2.63) y (2.64), se tiene la siguiente dinamica del error

de observacién zZ = z — z:

Z(t) = AZ(t) — Kn(t) (2.66)
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A partir de 7(t) en ([2.64)), se tiene que:
n(t) = Cz(ty)e CK -t (2.67)
Ahora, se define una variable auxiliar ¢(t):

C(t) = Cz(t) — n(t) = CE(t) — CF(ty)e ) (2.68)

Sustituyendo ([2.68)) en (2.66)) se obtiene:

Z(t) = (A— KCO) 2(t) + KC(t) (2.69)

Ahora, se considera la siguiente funcion cuadratica de Lyapunov V (2, t) = 27 () PZ(t),

la cual tiene la siguiente dinamica en el tiempo:

V(2(t),t) = 23T ()P [(A — KC) () + K((t)]
=21t P(A - KCO)2(t) + 227 (1) PKC(t). (2.70)

Tomando en cuenta , se debe asegurar que existe una matriz simétrica P > 0y

p=[Ql, tal que:
ATP+ PA—-C"R—-R'C < —p (2.71)

con lo que la ganancia del observador estara dada por K = P~'R”.
Ahora, se analizara la funcion auxiliar {(¢) dada por (2.68), la cual tiene la siguiente

dindmica en el tiempo:

((t) =CA(1) + CR O3 (t)e O 1)
—C[(A - KC)2(t) + KC(1)]
+ CKCZ(tk)e—CK(t—tk)
—CA3(b). (2.72)

A partir de la ecuacion anterior, ((t) queda:

¢(t) = /tt CAZ(s)ds. (2.73)
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Obteniendo la norma de ((t):
t
ICOI <Nl [ IAlllz(s)llds

V'V (2(s),s)ds

1Al

= \ )\min(p) tr

Tomando en cuenta (2.71) y (2.74)), se tienen las siguientes normas:

1257 () PRC(1)| <215 ( sl [ W(z(s»ds)

x \/V(2(t),1),
1227 () P(A — KC)E(t)|] < = 2uV (2(1), 1),

A continuacion, se sustituyen las ecuaciones previas en (2.70)), queda:

V(E(t), 1) < —2uV (2(1). 1)
P)

+2||K||( Al [ \/v<z<s>,s>ds) ViLEGR)

Reescribiendo, queda como a continuacion:

d

TVVED, 1) <= 2u/V(EW), 1)
2| KA [ VGG

— )‘méx(P)
con o = m
Agrupando:

ag;, = 241, by, = 20| K|[[| Al

Sustituyendo ([2.78]) en (2.77)) se obtiene:

%«/V(%(t),t) < — ag /VEDLD) +b9L/t SV ), s)ds

(2.74)

(2.77)

(2.78)

(2.79)

De acuerdo al Lema 2.1 presentado en Ramirez-Rasgado et al. (2022a) se asegura que

existe una convergencia exponencial del observador propuesto, donde el valor maximo
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del diametro de muestreo Aj; satisface la siguiente desigualdad:

Yoo . F (2.80)

A < =
M, o KA

2.2.4 Observador sincronizado

Considerando que para el sistema (2.63)) se asume que existen p mediciones de y(tx)
denotadas por y;(tx:) = y(tk:) + wi(tr:), i = 1,...,p, afectadas por el ruido blanco
w;(ty ;) con Bw;(ty;) =0, Bw;(ty)w;(tr:) = 0,Vi # j y Ewi(tyi) = 0, donde E(-) es
la expectativa matematica. Consideremos el grupo de p observadores de orden completo
acoplados , denominado observador sincronizado con mediciones de salida con

muestreos periodicos o aperiodicos:

Gi(t) = A%(t)+ Kn(t) + K. 32, (5 — 2)

ni(t) = —CLni(t), t€ [thithyri),k €N (2.81)
N(tri) = Czi(tr) — Coi(try),
donde K, > 0 es la ganancia de acoplamiento y ¢ = 1,...,p es el nimero de

observadores a sincronizar.

La estimacion dada por el observador sincronizado esta dada por

El siguiente teorema establece que el observador tiene un comportamiento libre
de ruido, por lo tanto, la trayectoria del estado puede recuperarse asintéticamente a

medida que el nimero de observadores de orden completo tiende a infinito.

Teorema 3. Sea z el vector de estado, Zgim-Rruido, la estimacion de z por el observador

de orden completo W), Y ZRuido ‘= 110 le (2], la estimacion de z por el observador
sincronizado (12.81 ) en presencia de medidas ruidosas y;(ty;), respectivamente. Entonces,

después de un transitorio exponencial
~ ~ 2 <
HZRm'do - ZSin—Ruido” >~ C/p;

donde ¢ > 0 es una constante para las caracteristicas dadas del sistema y del ruido.
Por lo tanto, por la desigualdad del tridngulo ||Zruidzo — 2| < |ZRuido — Z8in-Ruido || +

| Zsin-ruido — 2|| = 0, cuando t — oo y p — 0.

Prueba: La prueba es similar a la presentada en Grave and Tang| (2015). [ |
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2.2.5 Caso de estudio. Estructura tipo edificio de dos pisos.

Para validar la eficacia del algoritmo de estimacion basado en un observador sincro-
nizado disenado para una estructura vertical tipo edificio en presencia de una senal de
entrada inducida por una senal senoidal, se analizo6 el caso de una estructura vertical tipo
edificio de dos pisos (n = 2). Para la estructura tipo edificio, las mediciones disponibles
son las posiciones de los pisos, denotadas por la literal z;, mientras que las velocidades
de los pisos, denotadas por la variable z5, son mediciones no disponibles. Estas literales
son utilizadas en el diseno del observador. Dado que se trata de un edificio de dos
pisos, se tiene una variable de estado de desplazamientos z; = [21  22]7 y una variable
de velocidades zo = [25  23]T. Las salidas y;(t),i = 1,2, 3 son medidas a diferentes
periodos de muestreo Ay, = 0.1s, Ay, = 0.14 s, y Ay, = 0.25 s, respectivamente.

Como se pueden ver en la Figura (2.10))

%107

1073 2
o : : :

— z(t)
O yi(tra)
% 2 (tke) |

0.5}
+ Y3 (ths)

Posicion [m]
(e
Posicion [m]
.

. o, ‘ ‘ ‘
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
Tiempo [s] Tiempo [s]
(a) Primer piso (b) Segundo piso

Figura 2.10: Salidas de medicion a diferentes tasas de muestreo.

Los valores de las masas, las constantes de resorte y amortiguador de cada piso son:
mq = 3.17 kg, mo = 4.609 kg, d; = 7.388 Ns/m, dy = 6.834 Ns/m, k; = 9199.834 N/m,
ky = 7531.62 N/m, quedando las siguientes matrices (2.55)-(2.57), (Galaz-Palma et al.
(2023):

0 4.609 N —7531.628 7531.628

A — 3.17 0 7 g 16731.462 —7531.628 ,
—6.834 6.834

[14.222 —6.834]

Las condiciones iniciales del sistema original son z(0) = 047 y de los observadores son
210) =5x 10741 —100]7, 22(0) = 7.5x 1074[1 —1 0 0]%,23(0) = 9.5x 107*[1 —1 0 0]7.
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De acuerdo al Teorema 2, las ganancias del observador sincronizado son las siguientes:

0.1595 0.0068
0.0067 0.1645

K=1x10° , Ka=diag |7.57.512.5 12.5
0.7251 3.0814

2.2887 5.0026

En las Figura [2.11 se muestran las estimaciones de posicion del primer y segundo
piso mediante el observador sincronizando, donde se utilizan 3 mediciones de las
posiciones en cada piso, por lo que p = 3. Cada medicion de las salidas y;(t;) son
afectadas por ruidos diferentes, los cuales son: w; = 82 x 107° sin(200¢), wy = 31.623 x
107° \/%6_9”2/ 2 donde z es una variable real aleatoria con media 0 y varianza 1, y
ws = 1 x 1073 sin(200t). Para las tres mediciones se considera una matriz E = I,,. En
la Figura [2.11 se muestran las estimaciones de los 3 observadores de la posicion del
primer y segundo piso, respectivamente. Se ilustra que incluso en presencia de senales
ruidosas que perturban las mediciones de salida. En la Figura [2.12 se muestra las
3 estimaciones de los observadores para la velocidad del primer y del segundo piso,
respectivamente. Debido al diseno propuesto, se logra estimar estas velocidades sin
ningtn problema. Finalmente, en la Figura se muestra la estimacion sincronizada
de los 3 observadores para la posiciéon en presencia de miltiples mediciones de salidas

ruidosas, donde se observa que el observador sincronizado logra un buen desempeno.

%1073 X102
T —_— 2
— () N
1 = 5l Y
— 05 - 50| = A
E M) B 237 (t)
5 5
g 0 S
2 Z
£ -05 o
-1
0 0.5 1 15 2 25 3 0 0.5 1 1.5 2 25 3
Tiempo [s] Tiempo [s]
(a) Primer piso (b) Segundo piso

Figura 2.11: Estimaciéon de posicion
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0.03

0.02 1 - 0.02 -

= 0.01 fill; 0.01 tF

001§

Velocidad [m/s]
(e

Velocidad [m/s]
(e

T

002 y 002
: -0.03 |
-0.03 : : : : : A : : :
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
Tiempo [s] Tiempo [s]

(a) Primer piso (b) Segundo piso

Figura 2.12: Estimacion de velocidad

%1073

Posicion [m]
Posicién [m]

15 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
Tiempo [s] Tiempo [s]
(a) Primer piso (b) Segundo piso

Figura 2.13: Estimacién promedio de la posicion

Se ha presentado el desarrollo de un observador sincronizado con la fusiéon de p-
mediciones de salida que pueden provenir de distintos sensores a distintos tiempos
de muestreos, los cuales puede ser periddicos o aperiddicos. Este enfoque ha sido
validado en el sistema de una estructura vertical tipo edificio, donde las posiciones
en cada piso son las mediciones de salida muestreadas periddicamente. Ademaés, estas
mediciones son afectas por ruido de mediciéon. El observador sincronizado propuesto
logra una estimacion sincronizada continua incluso ante distintos tipos de ruido y
periodos distintos relativamente grandes. Con base en los resultados obtenidos, podemos
afirmar que el observador sincronizado exhibe un buen desempeno en la estimacion
de estados. Su diseno, basado en mediciones de salidas muestreadas, representa un
algoritmo de estimaciéon simple, capaz de ser implementado en un entorno real con el

ajuste adecuado.
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Capitulo 3

Observador distribuido con datos

muestreados y comunicacién multitasa

3.1 Introducciéon

Los terremotos son fenémenos naturales que pueden causar danos significativos a
estructuras, infraestructura y comunidades, por lo que resulta esencial el desarrollo de
tecnologias para mitigar sus efectos Kim et al. (2006). Una de las principales causas
de dano estructural en edificios es el desplazamiento lateral excesivo durante eventos
sismicos. El uso de acelerémetros para la estimacion de desplazamientos estructurales
esta ampliamente extendido, ya que el desplazamiento puede obtenerse mediante la
doble integracion de las mediciones de aceleracion (Gavin et al. (1998); Thenozhi et al.
(2013), siendo esta técnica fundamental para el monitoreo dinamico de estructuras Ma
et al. (2023). Aunque se han desarrollado varios métodos, los sistemas convencionales
presentan limitaciones en precision, robustez y aplicabilidad en tiempo real |Paziewski
et al.| (2025); Qu et al.| (2025).

Una alternativa prometedora es el uso de observadores de estado, que integran datos
de sensores con un modelo dindmico para estimar estados no medidos. En el ambito
del monitoreo estructural, se han propuesto observadores adaptativos Morales-Valdez
et al. (2018), esquemas de minimos cuadrados recursivos con filtrado integral Concha
et al. (2016)), filtros de Kalman extendido [Yang et al.| (2006)); Lei et al. (2012)), obser-
vadores robustos mediante LMI (Galaz-Palma et al. (2023) y observadores algebraicos
proporcionales-integrales Oliva-Gonzalez et al. (2024)); [Morales-Valdez et al. (2024]).
Sin embargo, estos enfoques son predominantemente centralizados, lo que conlleva
limitaciones en sistemas de gran escala: las fallas locales pueden propagarse causando
inestabilidad global, y existe vulnerabilidad de punto tinico de fallo. Ademaés, la pérdida
de datos por interrupciones o deriva temporal es un desafio critico en el monitoreo de
salud estructural Kim et al. (2018); |Zhang et al.| (2024).
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Para superar estas limitaciones, se han desarrollado esquemas descentralizados y
distribuidos, que ofrecen arquitecturas mas flexibles con comunicaciéon cooperativa entre
subsistemas Han et al. (2018); [Rodriguez Del Nozal et al. (2019a)); Kim et al. (2019). No
obstante, persisten desafios en las comunicaciones muestreadas Liu and Huang| (2021);
He and Huang (2022, 2025). En el campo del monitoreo estructural, las técnicas de
fusion de datos multifrecuencia permiten integrar seniales de aceleracion (alta frecuencia)
y desplazamiento (baja frecuencia), como se demuestra con filtros de Kalman multitasa
Zheng et al. (2019); Zhu et al. (2023) y asincronos Zhu and Zhu (2024). Sin embargo,
la mayoria de los estudios distribuidos asumen disponibilidad continua de las salidas o
integran el muestreo sin distinguir sus efectos, lo que limita su aplicabilidad en sistemas
con sensores heterogéneos que operan a diferentes frecuencias (muestreo multitasa).

Estudios recientes han explorado protocolos disparados por eventos [Zhou (2023)),
resiliencia a ciberataques Jenabzadeh et al.| (2025) y esquemas adaptativos |Zhu and Su
(2025a)), pero suelen manejar el muestreo y la comunicacion conjuntamente mediante
formulaciones basadas en Lyapunov o LMI complejas, dificultando aislar los efectos
del muestreo multitasa de los de la comunicacion. En particular, la interaccién entre
el muestreo peridédico de mediciones y la comunicaciéon aperidédica no se ha explorado
suficientemente en el contexto de monitoreo estructural.

Por lo tanto, este capitulo aborda la estimacion distribuida de desplazamientos y
velocidades en estructuras tipo edificio, considerando mediciones de salida muestreadas
bajo un esquema de muestreo multitasa (sincrono o asincrono). El objetivo es disenar
observadores distribuidos que permitan una estimacion continua y estable, aprovechan-
do la cooperacion entre sensores espacialmente distribuidos mediante comunicacion

periddica multitasa, sin requerir mediciones continuas.

3.2 Planteamiento del problema

Considere un sistema fisico lineal e invariante en el tiempo, modelado por

{ #(t) = Ax(t) + Bu(t) (3.1)

y(t) = Cux(t)

donde z(t) € R™ es el vector de estado, u(t) € R™ es la entrada conocida, y(t) € R” es
la salida medida, y A, B, C' son matrices constantes de dimensiones apropiadas.
El sistema es monitoreado por una red de V = {1,..., N} sensores. Cada sensor i

mide una componente parcial de la salida,

N
yi(t) = Ciz(t), C; € RF™, sz‘ =p,
i—1
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de modo que C' = [CT, ..., CE]". Debido a limitaciones de hardware o de red, las medi-
ciones no estan disponibles de forma continua, sino tinicamente en instantes de muestreo
i, propios de cada sensor, con intervalos A} = ¢, — ti acotados uniformemente.Es
decir, Cada sensor muestrea a diferente velocidad, por lo que el proceso de medicion es
multitasa.

Los agentes pueden intercambiar informacion a través de una red de comunicacion.
La topologia de esta red se describe mediante un grafo dirigido fuertemente conexo
G=V,& A), donde (j,7) € € indica que el agente j envia informacion al agente 7, y
la matriz de adyacencia A = [a;] asocia pesos positivos a las aristas existentes; esto
es, ay; > 0si (j,7) € £y a;; = 0 en caso contrario. La comunicacion entre agentes se
realiza de forma periédica multitasa: cada agente ¢ transmite su estado estimado a sus
vecinos en los instantes ti = hT", con periodo propio T% € [T}, Ths].

El problema consiste en disenar, para cada agente ¢, un observador local que,

utilizando tnicamente:
= sus propias mediciones muestreadas y;(t%) en los instantes t},
» la entrada u(t) (conocida por todos),

= y la informacion intercambiada periédicamente con sus vecinos segin G en los

instantes ¢}

genere una estimacion Z;(t) del estado completo z(t), de modo que todos los observadores
logren la omnisciencia asintotica (1.5)) independientemente de la velocidad de muestreo
de cada sensor (siempre que esté acotada) y de las condiciones iniciales.

Para ello, se requieren los siguientes supuestos.

Suposiciéon 3. El par (A, C) es observable. Sin embargo, ningin subsistema individual

(A, C;) es necesariamente observable.
Suposicion 4. El grafo de comunicacion G es dirigido y fuertemente conezo.

Suposicion 5. Los intervalos de muestreo de las mediciones satisfacen Ay < W. Los

periodos de comunicacion satisfacen 0 < T, < T < Ty < T para todo i € V.

Bajo estas suposiciones, se desarrollard un observador distribuido basado en un
esquema de muestreo en la medicion (7;) y un término de consenso acoplado a la

comunicacion periodica.

3.3 Diseno del observador

Considere el sistema lineal descrito en la ecuacion (3.1)), monitoreado por una red

de V sensores donde cada i-ésimo sensor mide una salida parcial y;(t}) = Ciz(¢})
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en instantes de muestreo ti. Estos sensores (actuando como agentes) se comunican
utilizando una topologia representada por el grafo G. Los agentes colaboran para
estimar el estado completo z(t), intercambiando informaciéon a multiples periodos de
comunicaciéon T entre observadores locales segiin G.

Cada sensor obtiene mediciones en sus propios instantes de muestreo t%. Cada sensor
obtiene mediciones en sus propios instantes de muestreo ti. Si todas las mediciones

locales se agruparan, el modelo de mediciéon podria expresarse como
T T i i
)" yn (@] = [CF, .. CF] 2 (ty) = Ca(ty),

lo que permite la estimacion cooperativa del estado mediante mediciones parciales y
comunicacion distribuida.
Se asume que cada salida esta disponible solo en instantes de tiempo especificos.

Sea y;(t%) la i-ésima salida muestreada, con ¢ = 1,..., N, disponible en los instantes
0<ty<ti<...<tp,<...,

donde el intervalo de muestreo se define como A}, = ¢, | —ti. Los instantes de muestreo

satisfacen ti — 400 cuando k — oo para todo ¢ € V, con intervalos acotados
0< Al <AL <AL <Ay <+oo, Vk>0,Vie.
De forma anéloga, cada agente i se comunica con sus vecinos en los instantes
i =hT', h=0,1,2,...,
con periodo propio T > 0, satisfaciendo
0<T, <T' <Ty<+o0, Yie),

donde T); = méx; T°. En general, T* # T7 para i # j, por lo que la comunicacion es
también multitasa.

Para superar estas limitaciones y basdandonos en el marco propuesto por |Galiciaq
Galicia et al. (2024b), nuestra principal contribucion es extender el disefio del observador

distribuido a un marco cooperativo con comunicacién periddica multitasa entre obser-
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vadores locales, cuya dinamica se rige por:

(

2:(t) = Az;(t) + Bu(t) + Lin;(t) + Wi Z g (25(8) — 2:(E)),

j=1
772(t) = _OiLini(t)v te [ ;c? 2—1—1)7
(i(th) = Cia(ty) — Cidi(ty),  t =t}

El estado del observador local en el nodo i, denotado por z; € R", depende de
los parametros de disefio «;; (entradas de la matriz de adyacencia A), la ganancia de
acoplamiento v € R, y las matrices de ganancia L; € R™"*? y W; € R™"™. La funciéon
de actualizacion 7;(t), continua en el intervalo [t},t} ), se recalcula en cada instante
de muestreo t} utilizando tnicamente la salida muestreada y;(t%).

El término de consenso utiliza los estados estimados en los instantes de comunicaciéon
iyt donde £ = tt + T con T' € [T}, Ty el periodo de comunicacion propio
del agente 4. El término de correccion 9;(t) = €(t) — € (£;), definido para t € [t},, ),
cuantifica la deriva del error de estimacién entre instantes de comunicaciéon consecutivos.

Este desacoplamiento explicito de los eventos de medicion (¢) y comunicacion (£)
permite el manejo independiente de las restricciones de muestreo e intercambio de datos.
Sea €;(t) = x(t) — &;(t), i € V, el error de estimacion del i-ésimo observador. Entonces,

la dindmica del error puede escribirse como:

= Ae;(t) — Lini(t) — AW Z aij (25(8) — (1)) (3.3)
Dado que 7;(f}) — @(f}) = —(¢;(#]) — ei(£})), entonces:
&(t) = Aei(t) — Limi(t) + AW, Z aij (€;(8) — e(ih)) (3.4)

Sustituyendo las expresiones para ¢;(t}) v ¢;(f1) en términos de (), (1), €;(t), v 9;(t)
(donde ¥;(t) = €;(t) — ¢;(£%)), tenemos:

alfh) = at) = 0.(0).  e(H) = (1) = 0,(1) (3.5)

25



Sustituyendo ({3.5)) en (3.4)):

() = Aei(t) — Lii(t) +4Wi Y iy [(e5(8) = €i(t)) — (9;(8) = 9:(1))]

= Aﬁi(t) — Lini(t) + Wi Z Ofij(ej (t) —€(t) — Wi Z aij(ﬁj(t) - ﬂi(t))- (3.6)

Para obtener una representaciéon compacta, los términos de acoplamiento se reescri-

ben utilizando la matriz laplaciana del grafo de comunicacion. Sea A = ;5] la matriz

de adyacencia y D = diag(d;) la matriz de grados, donde d; = Z;V:1 a;j. La matriz

laplaciana se define como £ = D — A, cuyas entradas satisfacen l;; = —a;; para i # j
vl = fo:l a;,. Usando esta definicion, el término de acoplamiento difusivo puede

reescribirse como

N N N N
E aij(xj — ZEZ) = E CYZ‘jZL‘j — T E aij = E O[ijl'j — dZZL‘Z
j=1 j=1 =1 =1

Dado que l; = d; y l;; = —ayj, se sigue que

N N
Y (e —m) ==Yl
j=1 j=1

Aplicando esta identidad a ambos términos de acoplamiento en (3.6)), obtenemos

Z I CIOREE Z Lies(0), D e (95(8) = 0:(0) = = 310 (1)

Sustituyendo estas expresiones en ([3.6|) se obtiene

N
&(t) = Ae;(t) — Lin;(t) — AW, lee] )+ Wi > Lid5(t). (3.7)

j=1

Para facilitar el analisis del desempeno del observador, introducimos una variable
auxiliar z;(t) definida en ([2.9))
Esta variable expresa la diferencia entre el error de estimacion de la salida Cye;(t) y

la senal de correccion n;(t). Sustituyendo z;(t) en la dindmica del error (3.7]), obtenemos:

&(t) =(A — LiCy)e(t) + Lizi(t) — yW; szej + W, Z 1;9;(t (3.8)

7j=1

Continuando con el analisis de la dinamica del error, es importante notar que el
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par (A, C;) no siempre es observable. Por lo tanto, se realiza una transformacion de
observabilidad utilizando una matriz de transformaciéon ortonormal 7; (es decir, una
matriz cuadrada que satisface T;T] = I,). Esta matriz se construye concatenando
las submatrices O; y U;: T; = [Oi UZ} , donde O; € R™ " contiene los elementos
observables y U; € R™*("~%) agrupa los elementos no observables, siendo v; la dimensién
del subespacio observable del par (A, C;).

Dada la no observabilidad del par (A, C;), las matrices del sistema se transforman
mediante T; ((1.12)).

Para analizar la dinamica del error, descomponemos el error de estimacion ¢;(t) en

componentes observable y no observable:

eiO(t)] , (3.9)

donde €;,(t) es la parte observable y €;,(t) es la parte no observable. Similarmente, para

Vi (t):

Vio(t
0i(t) =T, (t) . (3.10)
Vi (1)
Sustituyendo (3.9)) y (3.10) en la dinamica del error (3.8]), obtenemos:
.io t i0 t
3.11
N N
€jo(t) U;o(t)
2157 | 25 |y

Las matrices de ganancia L; y W, se disenan para estabilizar el observador y
garantizar la convergencia. Estas matrices de ganancia se calculan de la siguiente
manera. Primero, para cada nodo i, el subsistema observable (A;,, C;,) se obtiene
mediante la descomposicion de observabilidad . Utilizando asignacion de polos, se
disena L;, tal que (A;, — L;,C}) sea Hurwitz con una tasa de decaimiento deseada .

La ganancia completa es entonces

Lio 0 0
L =T, , W, =T, Tr, (3.12)

7

n—u;

La matriz de ponderacion W; en ([3.12]) es una proyeccion ortogonal sobre el subespacio
no observable de (A, C;).
Sustituyendo la transformacion (1.12)) y las matrices de ganancia (3.12) en la
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dindmica del error, obtenemos

éo(t) = (Ao — LoCo)eo(t) + Loz(t), (3.13)
€u(t) = Aveo + Ayey(t) — YU (L @ L,)(Oc,(t) + Uey(t))
+ AU (L @ 1,)(00,(t) + U, (1)), (3.14)

donde €, := col(€;,), €, := col(€;,) y:

A, = diag(A;), L, := diag(Ly,), C, = diag(Cj,),
Ar = dlag<Azr)7 0= dlag(ol)v Z(t) = dlag(zz)7
A, = diag(A.), U := diag(U;).

El resultado principal se ilustraré con la introduccion del siguiente lema:

Lema 5. (Lema 2 de|Liu and Huang (2021)). Suponga que V (t) : [0,00) — [0,00) es
continua, Yy existe una secuencia {tt |t € N,ft € [0,00)} que satisface ft“ — z?t > tm
para todo t € N y para algun t,, > 0, tal que V(t) es diferenciable en cada intervalo
[Etagt-i-l) )

V() < =BiV(E) + BVu(t), VtE [t tipr), (3.15)
donde Var(t) = méx iz, 4 V(s) y B1, B2 > 0 con By < Bi. Entonces lim; o, V() = 0.
Ahora, tenemos el siguiente teorema:

Teorema 4. Considere un grafo de comunicacion dirigido y un sistema (A,C) que
es conjuntamente observable. Se propone un observador distribuido que garantiza la
convergencia al estado del sistema con una tasa de decaimiento minima de p > 0 si L;

se calcula de modo que (Ao — LiyCiy) < —p para cada i €V, y v se calcula como

2(méXgi) HAu + NIH
Amin(UT (L ® 1,)U)

(3.16)

y st la dimension mdxima de la particion de muestreo Ay es tal que Ay < W, entonces
el estado del observador convergerd exponencialmente a una region acotada, la cual

estard dada por la funcion ng, (Ay;), definida como
Mo (AM) = (CL@L - bHLAM>€7a6LAM7 (317>

y si los intervalos de muestreo en la comunicacion entre nodos satisfacen Ty € [ty ta]

con0<£m§£M<fpamt0dot€N.
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3.4 Analisis de Estabilidad

. . . €o
Demostracion. Para garantizar una tasa de decaimiento de p > 0, sumamos p [ ] a
€y

las ecuaciones (3.13))-(3.14]), obteniendo la siguiente dindmica del error:

éo(t) = (Ap — LoCy + pl)eo(t) + Loz(t), (3.18a)
éu(t) = Aveo + (Ay —YUT (L @ LU + pl)ey(t) + YU (L @ 1)UV, (t).  (3.18b)

Por lo tanto, se debe demostrar la estabilidad de cada subsistema (é,, é,) de €.
Para garantizar la estabilidad del subsistema ¢, presente en (3.18a), se considera la

siguiente funcion candidata de Lyapunov:
V(e,) := €l Pe,, (3.19)

donde P es una matriz simétrica definida positiva (P = PT > 0). Entonces, la derivada
temporal de V' a lo largo de (3.19)) es

V(e,) == 2¢L Pé,, (3.20)
y reemplazando €, de (3.18al)
V(e,) = 2L P(A, — LoCy + pl)eo(t) + 2¢X PLy2(t). (3.21)

Si suponemos que (A, — L,C,) es Hurwitz, entonces podemos encontrar una matriz

P tal que:
P(A, — L,C,) + (A, — L,Co)'P = —pul, (3.22)

donde p es un término positivo.

A partir de la definicién de z;(t) dada en (2.9), su derivada es
Zi(t) = Ciéi(t) — ni(1).
Usando la dindmica de 7;(t) dada en (3.2)), obtenemos
Zi(t) = Ci€;(t) + C; Lim;(1).

Sustituyendo la dindmica del error (3.7)) en la ecuacion anterior, se obtiene

Zi(t) = C <A€i(t) = Lan(t) = YWi Y lige; (8) + Wi D 10, (75)) + CiLin;(t).

j=1
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Reduciendo términos se tiene:

N N
4(t) = CiAe(t) — yCiW; Y Lijei(t) +y CWi Y 105 (8). (3.23)

J=1 Jj=1

Una simplificacion crucial surge de la estructura de la matriz W;. De (3.12)), mientras
que la descomposicion de observabilidad ((1.12)) da

0 0

CW; = G T, =0 o] 17 =0,

m-lo oo 0.

n—u;

Por lo tanto, el término C;W; se elimina porque W; se proyecta solo sobre el subespacio

no observable, resultando

Para expresar Z;(t) en términos de la componente observable, empleamos la transforma-
cion de coordenadas €;(t) = Tilei(t) €:,(t)]T y las matrices transformadas (1.12). Asi,
sustituyendo en ([3.24)) se obtiene

wo=anaran [0] - fe o[ ][0
Realizando la multiplicaciéon de matrices,
A, O
poqu&u:pﬁ”q’
y por lo tanto
5(1) = |Codiy 0] [(? = CioMieiot). (3.25)

La ecuacion (3.25)) muestra que la dindmica de z;(t) depende exclusivamente de la parte
observable del error de estimacion, lo cual es consistente con su papel como medida de
la discrepancia entre la salida y el error en el subespacio observable.

Se integran ambos lados de la ecuacién desde ti hasta t:

t t
/ ZZ(S)dS = / CioAiOEio<S)dS. (326)

th th
La integral del lado izquierdo es simplemente z;(t) — 2;(t%). Dado que z(t}) = 0,

obtenemos

t
Zl<t):/ C(z‘OAAZ‘OEZ‘O(S)dS7 (327)
i

k
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reescribiendo

2(t) = /t CoA€o(S)ds. (3.28)

tr

Aplicando la norma euclidiana y acotando cada término

1201 < [CoAs | / leo(s)lds. (3.29)

Ahora, para demostrar la estabilidad del sistema, derivamos una cota superior para

el error observable €,(t). Asi, la condicion de estabilidad se establece mediante las cotas:
Am(P)l€@)I* < V(eo(t), 1) < Aur(P)llea ()], (3.30)

donde A, (P) es el minimo valor propio de P y Ay (P) es el méximo valor propio de P.

Ahora, sustituyendo estas relaciones en la integral, obtenemos:
< M t V d 3.31
Iz € === [ VV(el(s),s)ds. (3.31)
)\m(P) tg
Considerando (3.21)) y (3.31]), obtenemos:

12¢5 (1) PLoz(t)]| <2|| Lo (y/ii—((i))HOvoll/t vv(60(5)75)d8) VVI(e(t), 1)
(3.32)

Por lo tanto, la derivada de la funciéon de Lyapunov se puede acotar de la siguiente

V(eo(t), t) < —2uV (e(t), 1)

2L <\/§Z§§§||COAO|| / \/v<eo<s>,s>ds) NUCIOR)

Reescribiendo, queda de la siguiente forma:

%\/V(eo(t),t)g— 1/ V(eo(), 1) + 20| Lo ||| Co Ao | /t VV(e(s),s)ds,  (3.33)

A (P)

con o = A (P)

Sean: ag, = i, by, = 20||L,||||CoA,||, obtenemos:

%\/V(eo(t),t) < — ag,/V(e, (1), 1) + by, /t VV (e (s), s)ds. (3.34)
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El valor maximo de muestreo Aj; satisface la siguiente condicion:

agy, 2 A
o, _ 2y (3.35)
by 2U||L0||”OOA0”

Ay <

L

Aplicando el Lema 2.1 propuesto en Ramirez-Rasgado et al. (2022b)), con a =

ap, ,b = by, , resulta:
Mo, (Dr) = (ag, — bo, Ayg)e 50 (3.36)
Por lo tanto, se obtiene:
V(e,(t), 1) <e Mr(Bat, [V (e,(0)). (3.37)
Volviendo a términos del error de observacion €,(t):
leo(t)II <™z G leo(0)]]. (3.38)

Como se ha mostrado, la parte observable €,(t) es estable y tiende a una region acota-

da por A ;. Para calcular el periodo méaximo de muestreo A j;, establecemos el Algoritmo

Algoritmo 3.4.1: Calculo del periodo méaximo de muestreo (A ;)

1. Construir la matriz ortogonal T; = [O;, U;].
2. Obtener las matrices transformadas usando ([1.12)).

3. Calcular G = diag(gy, ..., gy) tal que £ = GL + LTG sea una matriz

semidefinida positiva.

3.4.1.
4. Resolver (Ajo — LiyCio)T P + P(Asy — LioCio) + ul <0 con P = PT = 0.

5. Calcular v usando ([3.16).

6. Calcular o = 1/;‘2?7"((5)).

7. Calcular la cota superior Ay usando (3.35)).

A continuacion, evaluaremos el subsistema no observable €,(t), proponiendo la

siguiente funciéon candidata de Lyapunov:

N
View) = Zgz|l€zu|’2 (3.39)
i=1
En efecto, se tiene
N
V(e = gi- 2€héin. (3.40)
i=1
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Reescribiendo

V(e =268 (G ® 1) éu, (3.41)
sustituyendo ¢, de (3.18b) en (3.41))

V(ew) = 2L (G ® 1) (Aueu(t) — YU (L @ 1,)Ue,(t)
+ AU (L @ 1)U, (t) + ple,(t)). (3.42)

Eliminando paréntesis y simplificando la expresion (3.42), agrupamos los términos
que contienen A, y ul. Esto nos permite factorizar 2¢X (G @ I,,) y expresar el resultado

CO1mo:

Ve, = 26€L (G®I,) (A, + pl)e,(t)
— 27l (G L) UT (L ® 1) Ue, (1)

)
+ 27l (G @ I,) UT (L ® 1,)U,(t). (3.43)

Ahora acotamos cada término. Para el primer término, usando la norma espectral y

considerando que |G ® I,,|| = méx g;, se sigue que

27 (G @ L)(Au + pl)eu(t) < 2(méx g5) | A + g | (3.44)
El segundo término en la derivada de Lyapunov toma la forma:
—velUT(L ® I,)Ue,. (3.45)

Recuérdese que el producto de Kronecker satisface: (G ® I,)(L ® I,) = (GL ® I,,),
donde £ = GL + LTG. Dado que L es definida positiva, UT (£ ® I,)U también es
definida positiva. Sea )\mm(U T(Eu ® I,)U ) el minimo valor propio de la matriz. Entonces,

podemos acotar el término como:
el UT(L @ I)Uey < —YAmin( U (L @ 1)U ) ||| (3.46)

Para el tercer término, sea Amax (U7 (£ ® I,)U) el méximo valor propio de la matriz

y apliquese la desigualdad de Cauchy-Schwarz:

Ve  UT(L @ L) UVy < YU (£ © L)U)leu] |19 (3.47)

Combinando las tres cotas:
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View < (2(mix go) | Au+ sl || = i U (£ @ L)U) ) Jleal
+’7)‘max(UT(‘Cu®]n)U)HEu””ﬁuH (348)
Para garantizar la estabilidad, se requiere que el coeficiente principal sea negativo:

2(madx g;) | Au + p|
Amin(UT (L @ 1,)U)

(3.49)

Bajo la condiciéon de que existe (; = VAmin(UT(Ev ® 1,)U) — 2(méx g;) | Ay + pI|| > 0
y (= 'y)\méX(UT(E ® I,)U), se cumple la siguiente desigualdad:

V(Eu) < _C1||6UHQ+§2||5u||||19un- (3.50)

Consideramos el término G||€,||||Y.]| v aplicamos la desigualdad de Young (ab <

ta® + 5-b%), tomando ¢ = (1, a = ||e,|| y b = (/¥ Esto produce:

Gz, g g2
GlleulllPull < Zlleall” + 2<1H |

Ahora, sustituimos esto en la ecuacion original ([3.50)):

G

2
' < _ 2 G1 s & 2
V(e < —Gille] +(2||euu 2o, )

lo que se simplifica a:

. 2
Vie) < ~Slal + 5210 (351)

Ademas, considerando las cotas de Lyapunov:

A (P)llea()* < V(eu(t)) < Aur(P)lea(t)]?, (3.52)
se sigue que:
len(t)]] < VA(%;(?. (3.53)

Para todo t € [ty,1;41) con periodos de muestreo t,, < T} < ) < j”, el error de
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vecindad ||, (t)]| = |leu(t) — eu(n)]| satisface:

1. < / léu(s)] ds
S/Z IV (e,)(s)ds

< Y(t— Eh) Vi (€u)(t)

< Vtp/Var(ew) (1), (3.54)

donde Vs (e,)(t) = max (s, 4 V(€u)(s) v la constante ¥ se define como:

19:

[(Au + pl) = UL @ L)U|| + [ZUT (£ @ 1)U
Am (P)

Esto implica:
1911 < 93, Var (eu(t)).

Sustituyendo las cotas (3.52) v (3.54) en la derivada V(e,)(t) se obtiene:

GOt
2G1

G

Vied)(t) +

Vi (€u) (). (3.55)

. 2922 . .
Definiendo (3, :oﬁlﬂ y [y = Ci%fM, se cumple la desigualdad V' (e,) < =51V (t) +
BoVar(t). Dado que t; 1 —t, =T} > t,,, para todo t € N, la condicion fy < [3; se satisface

siempre que:

oSG
G/ A (P)

En consecuencia, de acuerdo con el Lema 1 en |Liu and Huang (2021, se puede concluir

(3.56)

que lim; o V(€,(t)) = 0, lo que asegura la estabilidad asintotica del error de estimacion
€y- ]

3.5 Caso de estudio. Estructura tipo edificio de cinco
pisos

Para evaluar el rendimiento de nuestro esquema de observador, presentamos resul-
tados experimentales obtenidos en un marco de pruebas realista, cuya configuracion
preliminar se describe en el anexo [A]

El problema de estimacion de estados en estructuras de multiples grados de libertad
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bajo excitacion sismica requiere observadores capaces de operar con informaciéon limi-
tada y frente a incertidumbres paramétricas. Para abordar el diseno de observadores
distribuidos, se parte del modelo de espacio de estados de la estructura.

En dinamica estructural, los edificios con miltiples grados de libertad se modelan
cominmente representando cada piso como una masa concentrada, interconectada por
elementos elasticos y amortiguadores. Esto conduce a un sistema de ecuaciones de

movimiento:

( . _xl(t)] _ [ 0n><n [n><n

x1(t) Onxt]| ..
)

o (t) ~M;'K, —M;'Cy -
)= MUK, —M;Cl ZE? — Ca(t),
0= [, w), ... o] R
nalt) = [0, in0), ... (b)) R (3.58)
y(t) = :yl(t), Yo (1), ..., yn(t):TER”XI.

Aqui, el vector de estado es z(t) = [x1(t), z2(t)]T € R** ! donde z1(t) y zo(t)
representan los desplazamientos v;(t) y velocidades 7;(t) de cada piso, respectivamente;
n es el nimero de pisos; y y;(t) es la aceleracion medida en cada piso. Las matrices My,

Cy vy Ky (masa, amortiguamiento y rigidez) son:

My = diag([m1,ma,...,my,]) >0, €R™™, (3.59)
(hy + ko —ky - 0 0
_kQ kQ —+ kg :
Kq= : : ; Cl >0, eRMV™ (3.60)
kno1+k, —k,
| 0 0 : —k, kn |
BRI 0 0]
—Cz C2tC3
Ca= : : : c |l >0, eRV™ (3.61)
Cn—1 + Cn —Cp
| 0 0 e —Cp, cn |
donde m;, ¢; y k; (i =1,...,n) son la masa, amortiguamiento y rigidez entre pisos. El
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vector I'y distribuye la senal sismica 7,(t) € R:
4 1
Iy = [1 1. 1] e R™I (3.62)

El sistema (3.57)) se puede escribir en la forma estandar como en la ecuacion (3.1)),

con
[0, I,
A _ 1 X c R2n><2n’
__Md_ Ky _Md_ Cq
i
B Fxl cR™ (= [—Md_le —M;lCy| € RV, (3.63)
d

donde u(t) = %,(t) es la aceleracion del suelo (entrada sismica medida).

Se establecen los siguientes supuestos:

Suposicién 6. Dado que My, Cy y Ky son simétricas y definidas positivas o semidefi-

nidas positivas, el par (A, C) es observable.

Suposicion 7. Se dispone de mediciones de aceleracion para cada piso (i;) y para el

nivel del suelo (Zg).

Suposicion 8. Antes de la accion sismica, la estructura estd en reposo: x;(t) = 0,

;i(t) =0, (t) =0 parai=1,...,n.

Para este estudio, n = 5 (cinco pisos). La entrada u(t) = #,(t) se muestrea a
una frecuencia constante significativamente menor que Ay y estd disponible para
todos los observadores locales. Las mediciones de los sensores son y;(t},) = C;x(t%) con
1 =1,...,5, correspondientes a acelerometros en cada piso, y se muestrean en instantes
potencialmente diferentes ¢ .

El grafo de la Figura es dirigido y fuertemente conexo. No es un grafo completo,
ya que sus enlaces conectan principalmente pisos adyacentes, y algunos de ellos son
unidireccionales, lo que refleja restricciones realistas de comunicacion. El Nodo 1 (primer
piso) actiia como puerta de enlace, el Nodo 4 como punto de agregacion, y las aristas

asimétricas modelan canales tipicos en sistemas cableados o inalambricos.

Figura 3.1: Grafo de comunicacién del observador para la estructura de cinco pisos.
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La matriz laplaciana asociada es

(2 0 -1 -1 0]
-1 -1 0
L=|0 -1 2 0 -1]. (3.64)
-1 1 0
L O _]' .
Para calcular las ganancias L; y W; (i = 1,...,5), primero se verifica la observabilidad

de los pares (A, C) y (A, C;). Las matrices de observabilidad O; tienen rango 5; al ser
menor que 2n = 10, los pares (A, C;) no son observables individualmente. En cambio,
(A, C) tiene rango completo, garantizando la observabilidad global. Para abordar la
inobservabilidad local, se aplica una transformaciéon matricial mediante la matriz
ortogonal T;, resolviendo asi la restriccion.

Se implement6 un esquema multitasa sincrono en los diferentes canales. Cada canal
proporciona mediciones de salida muestreadas a los observadores con periodos fijos pero
distintos en cada uno de los tres experimentos realizados. En el experimento de mayor
frecuencia, estos periodos variaron entre 0.15 s y 0.75 s. Ademaés, se emularon los efectos
de la comunicacion a multiples velocidades mediante retenedores de orden cero (ZOH)
con intervalos de actualizacion entre 0.075 s y 0.375 s.

Para validar el observador distribuido en entornos reales con velocidades de muestreo
heterogéneas, se realizaron dos escenarios experimentales: primero con intervalos de
muestreo pequenos (tanto para medicién como para comunicaciéon), y luego aumen-
tando progresivamente dichos periodos para evaluar el rendimiento bajo adquisicion e
intercambio intermitente de informacion.

El sistema real (estructura) parte del reposo: z(0) = 0, ©(0) = 0, #(0) = 0. La senal

sismica se muestrea a 0.01 s. Las condiciones iniciales de los observadores son:

A

#5(0) = —2.0x 107 5 -55 —55 —5050 —5050 — 50]".

#1(0)= 1.0x102[-15 =55 —55 —5050 — 5050 — 50]7,
T9(0)= 15x10%[ 5 -55 —55 —5050 —5050 — 507,
23(0)=—-15x10%[ 5 =55 —55 —5050 — 5050 — 507,
#40)= 20x10%] 5 —55 —55 —5050 —5050 — 507,
(0) = [ ]

En nuestros escenarios experimentales, las ganancias locales L; se calcularon mediante
asignacion de polos, seleccionando una ganancia de acoplamiento v = 1.57 que satisface
la condicion de estabilidad v > 1.37 establecida en (3.16]). Como resultado, se obtiene
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la siguiente matriz de ganancias para los observadores locales:

L=[1, L, L, L L5]

[0.0482 —0.0309 —0.0112  0.0112 —0.0134
—0.1570 —0.0384 —0.0419  0.0107 —0.0669
~0.2091 —0.0481 —0.0534 —0.0470 —0.0136
~0.3223 —0.0450 —0.0673 —0.0950 —0.0736
~0.3437 —0.0652 —0.0565 —0.1364 —0.0730
—0.4428 —0.0102 —0.0003  0.0027  0.0023
~0.0524 —0.0395 —0.0012  0.0081  0.0033
—0.0435 —0.0091 —0.0299  0.0051  0.0045
—0.0017 —0.0015  0.0034 —0.0341  0.0033
0.0792  0.0176  0.0060  0.0080 —0.0222

Para evaluar el observador distribuido propuesto en condiciones de muestreo multi-
tasa, el primer escenario consider6 periodos de muestreo heterogéneos Ay = {i- 0.2 s |
i=1,...,5} para las mediciones y T; = {j-0.015 s | j = 1,...,5} para la comunicacion.
Enla Figura se muestran las salidas de medicion del piso intermedio (tercer piso) y del
tltimo piso (quinto piso), con periodos de muestreo de 60 ms y 100 ms, respectivamente.
Esto demuestra que cada sensor posee un periodo de muestreo distinto segiin la ubicacion
del piso monitoreado.

La Figura muestra las estimaciones de desplazamiento en los pisos 3 y 5,
mientras que la Figura|3.4| corresponden a las estimaciones de velocidad. Estos resultados

demuestran que el observador opera correctamente en condiciones de muestreo multitasa.

0.2 i I i i 0.2

. ;
5»-03XX . ’ X (), Aag | | P S ’ H s, A | |

.ifi [m/SQ]
&% [m/s’]

0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25

Tiempo [s] Tiempo [s]
(a) Tercer piso (b) Quinto piso

Figura 3.2: Salida de medicion muestreada a 60 ms y 100 ms, respectivamente

El segundo escenario evalu6 condiciones de operacion con intervalos de muestreo
extendidos, donde los periodos de medicion siguieron la progresion Ay; = {i-0.15s | i €
{1,...,5}}, que esta por debajo del limite maximo teorico de 0.7768248 s obtenido de
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v [m]

% [m/s]

0.06 | 0:05 — 0 — 0-05“____ — 0
0.04 1 0 =————" —- 0 =0 005} Op—=m===id —- 03
o b ]
0.02 0.1 ]
' —
) A’Vmwvvwww 2
2
-0.02 .
-0.04 - 1 -0.05 4
-0.06 .
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
Tiempo [s] Tiempo [s]
(a) Tercer piso (b) Quinto piso
Figura 3.3: Estimacion de desplazamiento, primer escenario.
0.4 — ' [ T 0.4 — ' T_ 5
14 - 14 14
L as = — — 23 ,\g L _— — S .5 ;%
0.5 Ny b b 0.5 o e /) s
-0.4 5 b -0.4 5 b
0 11950} 0 2 Vs — 0 n 1 i i
| g ob
0 l JV\N\/VW\N\N- £ o0 r—«z\fw , MAMW
N
0.5 . 0.5+ .
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
Tiempo [s] Tiempo [s]

(a) Tercer piso (b) Quinto piso

Figura 3.4: Estimacion de velocidad, primer escenario.
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la ecuacion ([3.35)), y los intervalos de comunicacion se escalaron segin 7; = {j - 0.075 s |
je{l,...,5}}.

0.05 — ' ' p 3
0.05 ¢ 0.05 ¢
i) 0 ) 0
o s}
A
0.05} ] 0.05}
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
Tiempo [s] Tiempo [s]
(a) Tercer piso (b) Quinto piso

Figura 3.5: Estimacion de desplazamiento, segundo escenario.

v [m/s]

° [m/s]

0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25

Tiempo [s] Tiempo [s]
(a) Tercer piso (b) Quinto piso

Figura 3.6: Estimacion de velocidad, segundo escenario.

Estas configuraciones nos permiten evaluar el impacto del muestreo miltiple en las
salidas de medicién y en la comunicacién entre observadores. En el segundo escenario,
donde los periodos de muestreo son 7.5 veces més largos que en el primero, se observa
que, a pesar de las tasas de actualizacion reducidas y los intervalos de comunicacion mas
largos, el observador distribuido mantiene su capacidad de convergencia. Sin embargo,
exhibe una respuesta transitoria més lenta, requiriendo mas tiempo para alcanzar el
estado estacionario, como se aprecia en las estimaciones de posicion y velocidad para los
pisos 3 y 5 (Figura . No obstante, es evidente un compromiso inherente entre la
velocidad de respuesta y la tolerancia a perturbaciones temporales. Estos resultados
validan la estabilidad del observador distribuido propuesto, incluso bajo condiciones de

muestreo multitasa y tasas de actualizacion reducidas.
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Comparacion con otros enfoques convencionales de observadores distribuidos

Para demostrar adicionalmente la originalidad del observador distribuido propuesto,
disenado para operar con mediciones de salida muestreadas heterogéneamente y comuni-
cacion entre observadores con periodos de muestreo variables, se realizd una comparacion
sistemética con un observador distribuido convencional basado en esquemas de datos
muestreados |Liu and Huang| (2021); [He and Huang (2025) y el observador clasico de
Luenberger. Los tres enfoques se aplicaron al problema de estimar el desplazamiento y
la velocidad en un modelo de edificio de cinco pisos. Para la validacion experimental,
las condiciones fueron estrictamente equitativas dentro del marco de su propio diseno,
utilizando las mismas ganancias L; (calculadas mediante asignacion de polos), la misma
ganancia de acoplamiento v, e idénticos periodos de muestreo (0.005 s para mediciones,
0.0025 s para comunicacion) para el observador propuesto y el observador convencional,
mientras que para el observador de Luenberger solo se consider6 el muestreo en la salida
de medicion. Esta configuracion permitié analizar el impacto en el rendimiento del
observador propuesto en comparacion con los enfoques mencionados, bajo un esquema de
muestreo en la salida de mediciéon y en la comunicaciéon. Para realizar una comparacion
equitativa, las ganancias del observador distribuido convencional Liu and Huang (2021);
He and Huang| (2025) se disenaron especificamente para el mismo edificio estructural
y las mismas condiciones experimentales consideradas en este trabajo. Las ganancias
de estimacion local L; se calcularon mediante la técnica de colocacion de polos, de
acuerdo a la metodologia aplicada al observador propuesto, con el fin de garantizar una
dindmica de estimacion local comparable. La ganancia de acoplamiento 7y se seleccion6
para satisfacer las condiciones de estabilidad derivadas en Liu and Huang (2021) para
los intervalos de muestreo utilizados en los experimentos (75 = 0.005s y 7; = 0.0025s).
Los valores de muestreo elegidos se acercan al limite superior teodrico, lo que garantiza
la estabilidad del esquema convencional y proporciona una condiciéon de funcionamiento
exigente pero vélida para la comparacion. Las Tablas [3.1 y [3.2 presentan un andlisis
comparativo de la precision de la estimacion, mostrando el error absoluto medio (MAE),
la raiz del error cuadrético medio (RMSE) y el coeficiente de correlacion R? de las
estimaciones de desplazamiento y velocidad para cada piso y para cada observador.

Estas métricas se definen de la siguiente manera:

N

1 .
RMSE = | + ;(x — )2 (3.65)
1 N
MAE = — 2 llzs — 24| (3.66)
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N (= )2 N
1

Zi\;(xz —I)? i=

Tabla 3.1: Métricas de rendimiento experimental para el desplazamiento estimado.

Piso  Tipo de observador MAE RMSE R?
[mm|  [mm]

Propuesto distribuido 0.35 0.47  0.96

Primer  Luenberger 1.13 1.57  0.59

Distribuido convencional 0.60 0.85 0.88

Propuesto distribuido 0.69 0.99 0.97
Segundo Luenberger 3.17 4.67  0.43
Distribuido convencional 1.35 2.02  0.89

Propuesto distribuido 1.17 1.83  0.96
Tercer  Luenberger 4.32 6.25  0.55
Distribuido convencional — 2.32 3.53  0.86

Propuesto distribuido 1.62 2.49  0.95
Cuarto  Luenberger 5.28 7.67  0.56
Distribuido convencional  3.07 4.67 0.84

Propuesto distribuido 1.88 2.88  0.95
Quinto  Luenberger 5.70 8.28  0.59
Distribuido convencional  3.50 5.31  0.83

De acuerdo con los resultados presentados en las Tablas v [3.2, el observador
distribuido propuesto demuestra una mayor precision en la estimacion tanto de despla-
zamientos como de velocidades en cada piso. Presenta los valores de error méas bajos
(MAE y RMSE) y los coeficientes de correlacion (R?) mas cercanos a uno, manteniendo
un rendimiento favorable incluso en los pisos superiores, donde la dindmica es més
compleja y el movimiento mas pronunciado. En comparacion, el observador distribuido
convencional, que opera en el limite de su convergencia con los mismos periodos de
muestreo (0.005 s) y comunicacion (0.0025 s), ofrece resultados aceptables, pero con
errores sisteméticamente mas altos y un R? consistentemente mas bajo. Por otro lado,
el observador centralizado de Luenberger muestra un rendimiento considerablemente
inferior, con los errores mas altos y una capacidad de seguimiento muy limitada, confir-
mando que no es adecuado para escenarios que requieren operacion distribuida bajo
restricciones de muestreo.

Ademas de la precision en la estimacion, el esquema de observador distribuido
propuesto reduce significativamente la carga computacional en comparacion con enfoques
anteriores. En la etapa de diseno, las ganancias del observador se obtienen utilizando
operaciones béasicas de algebra lineal y asignacion de polos (Algoritmo , evitando

el uso de LMI de gran escala como en |Li et al.| (2025) para observadores distribuidos

73



Tabla 3.2: Métricas de rendimiento experimental para las velocidades estimadas.

Piso Tipo de observador MAE RMSE R?
[mm/s| [mm/s]
Propuesto distribuido 5.44 8.00 0.89
Primero Luenberger 14.95 23.82  0.06
Distribuido convencional — 4.94 7.75 0.90
Propuesto distribuido 9.70 13.40  0.95
Segundo Luenberger 42.03 62.90 -0.02
Distribuido convencional — 9.40 14.19  0.95
Propuesto distribuido 11.12 15.75  0.97
Tercero  Luenberger 36.72 53.05  0.68
Distribuido convencional — 14.22 2227 094
Propuesto distribuido 13.33 19.44  0.97
Cuarto  Luenberger 46.95 64.78  0.70
Distribuido convencional  19.56 29.10 0.94
Propuesto distribuido 15.56 2275 0.97
Quinto  Luenberger 47.31 65.65  0.75

Distribuido convencional  22.78 34.07 0.93

o en (Galaz-Palma et al. (2023) para sistemas con una estructura como la nuestra,
cuya complejidad crece con la dimension total del sistema 2n. Sin embargo, nuestro
diseno distribuido mantiene una complejidad fija e independiente por observador local,
descomponiendo efectivamente el problema de diseno de ganancias del observador en
un marco de observador distribuido. En la implementacién, cada observador integra un
modelo dindmico de 2n variables de estado con un paso de 1 ms, pero las actualizaciones
de estado ocurren a tasas muy bajas (Ay; entre 150 y 750 ms). Por ejemplo, en la prueba
de 25 s con cinco pisos (n = 5), el sistema completo realiza solo 383 mediciones y 764
eventos de comunicaciéon en total. El nimero de mediciones por piso es 167, 84, 56, 42 y
34 para los pisos 1 a 5, respectivamente, reflejando los diferentes periodos de muestreo
Aj;. De manera similar, los eventos de comunicacion por observador son 334, 167, 112,
84 y 67 para los observadores 1 a 5. En contraste, un observador continuo |Morales-Valdez
et al. (2024) requerirfa una frecuencia de muestreo de al menos 103 Hz por sensor, lo que
para la misma estructura y duracion producirfa aproximadamente 1.25 x 10° eventos,
tres 6rdenes de magnitud mas que el esquema propuesto. Para corroborar atiin mas la
capacidad en tiempo real del esquema propuesto, se realizaron mediciones directas del
tiempo de célculo en el mismo hardware utilizado para la validaciéon experimental: una
estacion de trabajo Advantech equipada con un procesador Intel Core i7-4770S (3.1
GHz, 8 GB de RAM) en la que se ejecutaba MATLAB/Simulink R2011a con el conjunto
de herramientas Real-Time Windows Target. Se midieron los tiempos de ejecucion de

los ciclos de actualizacion completos para un tinico observador local a lo largo de los
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25 segundos que dur6 el experimento. El tiempo de célculo medio fue de 85.37 us por
observador y por iteracion. Esta medicion incluye las operaciones requeridas para cada
observador local: prediccion de estado utilizando el modelo dindmico; correcciéon a partir
de la medicion muestreada mediante la variable 7;(t); el término de consenso con los
observadores vecinos bajo el esquema de comunicaciéon multitasa; y la actualizacion
de las variables internas. Teniendo en cuenta que los periodos de muestreo de las
mediciones oscilaron entre 0.15 s y 0.75 s, el tiempo de calculo representa solo el 0,057 %
del intervalo de muestreo mas rapido, lo que deja un margen de tiempo real considerable.
En cuanto a la escalabilidad, el coste computacional por observador implica operaciones
sobre matrices de tamatio 2n x 2n, lo que da lugar a una complejidad de O(n?), donde
n es el namero de pisos. Estos resultados confirman que el observador propuesto es

computacionalmente ligero en relacion con estos intervalos de muestreo.
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Capitulo 4

Observador distribuido con mediciones
muestreadas y comunicacion por

eventos

4.1 Introduccion

En los altimos afos, la investigacion sobre sistemas multiagente (MAS) ha crecido
significativamente debido a su versatilidad en aplicaciones como redes eléctricas Chen
et al. (2021a)), vehiculos aéreos no tripulados Ren and Cao| (2010); |Campos-Martinez
et al. (2024)); |Chi and Su| (2024), vehiculos submarinos no tripulados |Mahboubi et al.
(2022) y redes de monitorizacion medioambiental Miller et al.| (2025). Estos sistemas han
aumentado en escala y complejidad, lo que ha hecho necesario desarrollar arquitecturas
distribuidas o descentralizadas Siljak (2011) que ofrezcan escalabilidad, robustez y
eficiencia operativa. En este contexto, los estimadores de estado distribuidos (como
los filtros de Kalman distribuidos |Olfati-Saber (2007) y los observadores distribuidos
Park and Martins| (2012b, 2016)) permiten reconstruir el estado completo a partir de
mediciones parciales mediante cooperacion entre agentes.

Sin embargo, la implementacion de estos estimadores enfrenta retos practicos en el
consumo de recursos de comunicacién. Si bien los primeros trabajos asumian mediciones
y comunicaciones continuas (un supuesto idealizado), avances recientes han incorporado
mediciones muestreadas. Por ejemplo, He and Liu/ (2024)) aborda el control de formacion
multiagente con salidas muestreadas en instantes no coordinados; |[Liu and Huang
(2021) resuelve la regulacion cooperativa de salida con mediciones y comunicaciones
muestreadas, estableciendo limites explicitos para los intervalos de muestreo; y Wang
and Guay| (2024)) trata la estimacion distribuida con mediciones muestreadas a multiples
velocidades y comunicacion asincrona, incluso cuando los agentes individualmente no

satisfacen la observabilidad.
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La creciente complejidad de los MAS ha evidenciado que la comunicaciéon continua
no siempre es factible debido a recursos limitados. Para abordar esto, los mecanismos de
comunicacion activados por eventos (ETM) permiten transmitir solo cuando se cumple
una condicion especifica, reduciendo transmisiones innecesarias |Liu et al.| (2018); [Wu
et al.[(2022). La investigacion ha evolucionado desde esquemas estaticos hacia dinamicos
(DETM) que incorporan variables auxiliares para umbrales mas adaptativos [Wu et al.
(2022); Tian et al. (2020). Por ejemplo, Tian et al. (2020) propuso un observador
distribuido con DETM que garantiza convergencia asintotica y evita el comportamiento
de Zendn. Posteriormente, |Zhou| (2023) introdujo un observador que separa subestados
detectables de no detectables para reducir la carga de comunicacion.

Recientemente, se han ampliado estos conceptos al consenso bipartito [Yao et al.
(2025), al control de formacién y observaciéon adaptativa con topologias cambiantes
Xu et al. (2025); [Zhuang et al.| (2025), y a mecanismos robustos ante retardos |Li et al.
(2025) o esquemas sincronos/asincronos [Wang and Chen (2025).

A pesar de estos avances, persisten dos limitaciones importantes en el estado del arte.
Primero, existe una desconexion entre los avances en ETM para control /consenso y los
especificos para observadores distribuidos; los esquemas robustos para grafos dirigidos
Wu et al. (2022) no se han integrado plenamente con arquitecturas de observacion
avanzadas. Segundo, la bibliografia predominante Tian et al. (2020); Zhou (2023); Xu
et al. (2025); |Zhuang et al. (2025)) opera bajo el supuesto de que las mediciones de salida
estan disponibles de forma continua, lo cual es insostenible en sistemas digitales donde
los sensores proporcionan datos muestreados. La interaccion entre el muestreo periddico
de mediciones y la comunicacion aperiodica desencadenada por eventos plantea retos

de estabilidad y diseno que no se han explorado suficientemente.

4.2 Planteamiento del problema

En esta seccion, definimos el problema de estimaciéon distribuida para un sistema
lineal invariante en el tiempo general sobre un grafo dirigido. Cada agente tiene acceso
a una parte de la salida del sistema observado y se comunica con los agentes vecinos, lo
que permite a cada agente estimar el estado completo de la planta. La comunicacion
entre agentes se lleva a cabo utilizando una topologia representada por el grafo dirigido
'=W,& A),donde V ={1,..., N} es el conjunto de agentes, € C V x V es el conjunto
de aristas dirigidas y A = [;;] es la matriz de adyacencia ponderada, con a;; > 0 siy
solo si (7, 7) € € (el agente ¢ envia informacion a j). Se supone que no hay lazos propios
(cvi; = 0) y que el grafo es fuertemente conexo, es decir, para cualquier par de nodos 1, j
existe un camino dirigido de 7 a j y de j a 1.

Para cada agente i, el conjunto de vecinos de salida es VP = {j € V| (i,J) € £},

y su grado de salida es d; = Zjewut a;;. La matriz laplaciana del grafo se define
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como L =D — A, donde D = diag{ds,...,dn}. Asi, los elementos de £ son [; = d;
y lij = —oy; para ¢ # j. Dado que el grafo es dirigido, la matriz de adyacencia no
es simétrica, por lo que se requiere un lema adicional (Lema [l) para el analisis de
estabilidad; dicho lema se present6 en la Seccion [1.4 y permite construir un grafo no
dirigido “espejo” a partir del laplaciano balanceado GL, cuya matriz asociada es L.
Consideremos ahora el siguiente sistema lineal perturbado e invariante en el tiempo

con salidas muestreadas:

x(t) = Azx(t) + Bu(t),
vilti,) = Cix(ty) + DiGi(t},), (4.1)

donde z(t) € R™ es el vector de estado, A € R™*" es la matriz del sistema, B € R"*? es
la matriz de entrada y u(t) € R? es la entrada de control. El sistema es monitoreado
por una red de N sensores, donde el i-ésimo sensor proporciona una medicion de salida
parcial y;(t) € R? en los instantes de muestreo ti. La matriz C; € RP**™ es la matriz
de salida del sensor ¢, D; = I,, € RP*Pi es la matriz de acoplamiento de ruido, y
Gi(th) € RP es el ruido de medicion que afecta al sensor i-ésimo.

Cada agente i obtiene mediciones de salida en los instantes de muestreo t}, que
satisfacen:

0<th<ti<..<tp<th,<..,

donde los intervalos de muestreo se definen como:
Z = t§c+1 - t?c- (4.2)

Los instantes de muestreo satisfacen ti — +o0o cuando k — oo, para todo i =1,..., N.

Existen limites positivos para los intervalos de muestreo tales que:
0< AL <AL <AL <Apg<+4oc0, Vk>0,i=1,...,N, (4.3)

donde A > 0 es el limite inferior del intervalo de muestreo para el agente 1, A% >0 es
el limite superior local, y Ag > 0 es el limite superior global que satisface A% < Ag
para todo i.

La salida particionada del sistema puede expresarse como:

y1(th) Crx(ty,) + DiGi(ty)
y2(t3) Cha(ty) + DaGa(t7)

yn (1) Cnz(ty ) + DnCn(ty)
donde y;(t;) € R* y S, pi = p.
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En el diseno se consideran las siguientes suposiciones:

Suposicién 9. Sea C = [CT,CT ... CLIT la matriz de salida global. Entonces (A, C)

es observable, mientras que (A, C;) no es observable para ningin i € V.

Suposicién 10. Las mediciones se ven afectadas por un ruido aditivo (;(t%) que es
acotado, es decir, existe una constante Z > 0 tal que ||(;(¢%)|| < Z para todo i € V y

todos los instantes de muestreo t};.

4.3 Diseno del observador

El objetivo principal es disenar un observador distribuido que, para cada agente i,
genere una estimacion Z;(t) del estado global z(t), utilizando tnicamente mediciones
locales muestreadas y;(t%) y el intercambio de informacién con los vecinos j € VUt
donde la comunicacién se activa en respuesta a eventos. Se desea garantizar que el error
de estimacion €;(t) = ;(t) —z(t) esté uniformemente acotado y converja asintoticamente
a cero, a pesar del muestreo multitasa y la comunicacion desencadenada por eventos.

Para lograr la estimacion colaborativa del estado completo de un sistema dinamico,
se propone un observador distribuido compuesto por V' observadores locales que se
comunican a través de una secuencia temporal desencadenada por eventos. Cada
observador i € V decide transmitir su estado 2;(t) a sus vecinos solo cuando se cumple
una condicién de activacion especifica, evaluada en funcién del ultimo estado recibido
de sus vecinos ij(wi), su propio estado actual Z;(t), y la ltima informacion transmitida
#;(w?). Este mecanismo de comunicacion selectiva reduce significativamente el uso de
recursos de red al tiempo que mantiene la precision de la estimacion. Cada observador

local ¢ sigue la dinamica:

(

Bi(t) = A#;(t) + Bu(t) — Limi(t) +yW; > ai(5(wi) — &i(w}))
. (4.5)
0i(t) = =CiLini(t), t € [ti,thy)

Este enfoque considera dos secuencias temporales independientes. Por un lado,
los instantes de muestreo ¢ definen los momentos en los que cada agente i obtiene
mediciones de salida ;(}), que se producen con intervalos de muestreo acotados
Aj, < A% por otro lado, los instantes de comunicacion wj, representan los momentos en
los que el agente 7 transmite su estado estimado a sus vecinos, los cuales se determinan
de forma asincrona mediante una condiciéon desencadenante de eventos, lo que permite

una comunicacion selectiva que optimiza el uso de los recursos de red.
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En este esquema, los instantes de muestreo t; proporcionan nuevas mediciones
de salida, mientras que los instantes de comunicacion w! permiten el intercambio de
informacion entre agentes vecinos.

El estado del observador local en el nodo i, denotado por z; € R", depende de
los parametros de diseno «;; (entradas de la matriz de adyacencia A), la ganancia de
acoplamiento v € R y las matrices de ganancia L; € R"** y W; € R"*".

A continuacién se propone un mecanismo dinamico de activacion de eventos. Este
mecanismo se basa en una variable dindmica interna ¢;(t) para cada i € V, cuya
dinamica rige los instantes de comunicacion entre los observadores distribuidos, y viene

dada por

Gi(t) = ~bidi(t) — 29gidl| (1) — 2i(eh)
N
2 (g + g £:(h) — 5 () (4.6)

j=1

con ¢;(0) > 0, donde ¢;(0) corresponde al estado inicial de ¢;, b; > 0 es un parametro
positivo, y la condicién de activacion asociada al observador i viene definida por la

siguiente expresion:
wj,, = inf {t > w | 2ygid; || 2(t) — & (w,@)”2

> 0;0i(t) +

o2

Z(giaij + aji9;) chl (w,zc) -z, (wi) HZ} , (4.7)

donde ~ se define en la ecuaciéon y 6; > 0 es un parametro. Para evaluar el
rendimiento de los observadores, definimos el error de observacion €;(t) = &;(t) — z(t) y
la diferencia 6;(t) = #;(t) — &;(w},) durante el intervalo ¢ € [w},w}, ). La dindmica del
error para el observador ¢, resultante de combinar y 7 es la siguiente:

() = B(t) — (1)

= Aci(t) — Limi(t) + Wi Y _ oy (&5(wl) — £a(wp) - (4.8)

J=1

Expresando 7;(w]) = x(t) + ¢;(w]) v de forma similar para i, obtenemos:

j(wi) — &i(wh) = €;(w]) — ei(w))- (4.9)

De la definicion de §;(¢), se deduce que €;(wi) = €(t) — &;(t). Sustituyendo esta
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relacion y la correspondiente para ¢;(wj ), obtenemos:

€i(t) = Aei(t) = Limi(t) + Wi ) e [((t) = (1)) — (ealt) — 6i(t))]

j—l

— Aci(t) — L (t) + W, Zaw (1) — (D) + ;S (6i() — 55(1)).

Dada la matriz laplaciana £, observamos que:

Z aij(e;(t) — el Z Lije;(t) (4.11)
Z ;i (0:(t) — 6;(t)) = Z Lij0;(t), (4.12)

obtenemos finalmente:

N
&(t) = Ae(t) — Lini(t) — AW, Z Lije; (1) + Wi Y 1;05(). (4.13)

j=1

Para simplificar el analisis, introducimos una variable auxiliar z;(t) definida en (2.9)
Sustituyendo z;(t) en la dindmica de error (4.13]), obtenemos:

é(t) = (A — LiCy)es(t) + Liz(t) — AW, Z Lije;(t) + W, Z 1;0;(t (4.14)

Continuando con el analisis de la dinamica del error, es importante senalar que el
par (A, C;) no es necesariamente observable. Por lo tanto, se realiza una transformacion
de observabilidad utilizando una matriz de transformacion ortonormal T; (es decir,
una matriz cuadrada que satisface T;T] = I,,). Esta matriz se construye concatenando
las submatrices O; y U;: T; = [Oi UZ} , donde O; € R™ " contiene el subespacio
observable y U; € R™ (") genera el subespacio no observable, siendo v; la dimensién
del subespacio observable del par (A, C;).

Dado que el par (A, C;) no es observable, las matrices del sistema se transforman
mediante 7; (1.12)).

Para analizar la dinamica del error, descomponemos el error de estimacion ¢;(t) en

componentes observables y no observables:

EiO(t)] , (4.15)
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donde ¢;,(t) es la parte observable y €;,(t) es la parte no observable. De forma similar,

para 6;(t):

5(t) =T, (4.16)

51.0(75)]

din ()

Sustituyendo ([4.15) y (4.16]) en la dindmica de error (4.14)), y multiplicando por T}
por la izquierda, obtenemos:

€iolt) = TT(A - L,C)T, ciol) + T Lizi(t)

ezu(t) eiu(t)
TIW il 7 |G Ly il 7 | %ot o
EY; zj:1 gty €]u<t> VL Zj:1 R jut ‘

Las matrices de ganancia L; y W; estan disenadas para estabilizar el observador y

garantizar la convergencia,

Lio 0 0
L=T, : W; =T, Tr. (4.18)

)

n—u;

En (4.18), la matriz de ponderacion W; actiia como un proyector ortogonal sobre el
subespacio no observable definido por (A4, C;).
Sustituyendo la transformacion (1.12)) y las matrices de ganancia (4.18) en la

dindmica de error (4.14), y definiendo las siguientes variables agregadas:

€o = COl(€10, €20, - - -, ENG)5 €y = cOl(€1u, €20y - - - ENW),
A, = diag(Ai,, Aso, - -, Ano), L, := diag(Lio, Loy, - - -, Lno),
A, = diag(Ay,., Aoy, ..., Any), O := diag(04,0,,...,0y),
A, = diag(Aiy, Aou, - - - Anu), U := diag(Uy,Us, ..., Uy),
C, = diag(Ciy, Cop, . . ., Cno), z = col(z1,29,...,2N),
= diag(Dy, Da, ..., Dy).

La dindmica de error resultante, descompuesta en componentes observables y de

interconexion, puede escribirse en forma compacta de la siguiente manera:

6'o(t) = (Ao - LoCo>€o(t) + Loz(t>7 (4'19)
Ealt) = Aveo(t) + Aueu(t) — YUT(L @ I,)(Oco(t) + Ueu(t))
+ AU (L @ 1,)(06,(t) + Ub,(t)). (4.20)

Teorema 5. Consideremos un sistema lineal invariante en el tiempo (A, C') observable
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conjuntamente, monitoreado por una red de N agentes que se comunican a través de
un grafo dirigido fuertemente conectado I'. Cada agente obtiene mediciones de salida
en instantes de muestreo con un intervalo mdzrimo de Ag. El observador distribuido
propuesto , que utiliza comunicacion desencadenada por eventos , garantiza la

convergencia exponencial del error de estimacion si se cumplen las siguientes condiciones:

= Las matrices de ganancia L;, deben estabilizar los subsistemas observables de tal

manera que se cumpla la siguiente desiqualdad:

PA,+ATP—YC,—CTYT 4P Y

<0, P=PT>0. 4.21
y7T —o1 (421)

donde L, = P~'Y, con una tasa de decaimiento p > 0.

» La ganancia de acoplamiento v debe seleccionarse de acuerdo con v > 4(||Ay|| +
1)/ Amin(UT (L @ I,)U), y el intervalo de muestreo mdzimo Ag debe estar acotado
por arriba por xa, = 1/ | Lo [|CoA, ).

En estas condiciones, el error de estimacion €;(t) = &;(t) — x(t) cumple que

Co

el < o (1 + A (aa, — n(Am)) )e @ (0] + )

>‘ml’n<P) n(AH)

donde
N(Ag) = (1 — o|| Lo|l[| CoAo|| A fg) e #55. (4.23)

En consecuencia, el error converge erponencialmente a un conjunto residual cuyo

tamano es proporcional a co, /n(Ag); es decir, estd acotado en wltima instancia por
CQL

VAmi (P)n(Ag)

4.4 Analisis de Estabilidad

Demostracion. Para garantizar una tasa de decaimiento de 1 > 0, consideramos la

dindmica del error desplazada:

éo(t) = (A — LoCo + pl)e,(t) + Loz(t) (4.24a)
éu(t) = Apeo + (Ay — UL @ LU + pul)e,(t) + U (L @ 1)U, (t).  (4.24b)

Por lo tanto, debe demostrarse la estabilidad de cada subsistema de ¢;(t).
Para garantizar la estabilidad del subsistema ¢, presente en (4.24a)), consideramos
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la siguiente funcién de Lyapunov candidata:
V(e,) := €l Pe,, (4.25)

donde P es una matriz simétrica definida positiva (P = PT > 0). Entonces, la derivada

de V alo largo de (4.25) es:

V(e,) = 2eL Pé,. (4.26)
Sustituyendo (4.24a)):
V(e,) = 2L P(A, — LyCy + pil)ey(t) + 26X PLy2(t). (4.27)

Analicemos la variable auxiliar z, a partir de la definicién en ({2.9)), obteniendo
su respectiva derivada y considerando la dindmica del observador 7;(t) = —C;L;n;(t),
obtenemos

Sustituyendo la dinamica del error (4.13]) en la ecuacion anterior, se obtiene
N N
j=1 j=1
simplificando
N N
j=1 j=1

La estructura de W; en (4.18), junto con la descomposicion de observabilidad ((1.12)),

implica que C;W; = 0, lo que cancela los términos acoplados y da como resultado

Aplicando la transformacion €;(t) = Tj[e;0(t) €:,(t)]T v las matrices transformadas

(1.12), llegamos finalmente a
Zl(t) == OioAioeio<t) (431)

La dindmica de z;(t) depende, por lo tanto, exclusivamente del componente observa-
ble del error. Por lo tanto, basandonos en la suposicion [10], donde se garantiza que el
ruido de medicién estéa limitado por [|(;(t)|| < Z para todo i € V, y en particular las

muestras satisfacen ||¢;(t})]] < Z.
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Entre instantes de muestreo, n;(t) sigue evolucionando segtn 7; = —C;L;n;. A partir
de z;(t) en (2.9) y utilizando n;(¢) en (4.5]), ahora, su valor en el instante de muestreo

a(ty) = Ciei(ty,) — mi(ty) = —DiGi(ty,). (4.32)

Ahora, integrando Z;(t) desde ti hasta ¢ y utilizando la condicién inicial (4.32]) se obtiene:
t

Zz(t) = —chz(tk) +/ CiOAZ'OEiO(S)dS. (433)
%

Reescribiendo en forma vectorial:

2(t) = —=D((ty)+ /t CoAseo(s)ds, (4.34)

173

donde t;, = min,; t}; denota el instante de muestreo més reciente entre todos los agentes,

siguiendo la relacion ¢, < ¢ < t, + Ay con Ag = méx; (¢, — t},).
Asi, del término 2¢X PL,z(t) de la ecuacién (4.27)), se obtiene:

25 PL,2(t) = 2L PL, (—Dg(tk)+ / t Ovoeo(s)ds> (4.35)

tk

Dado que D es diagonal y definida positiva, podemos suponer sin pérdida de generalidad
que D = I mediante un escalado adecuado de los limites de ruido Z, de lo que se deduce

que:

. 1
2¢, PLoG(t) < 0[IC(t)]1* + gEOTPLoLZPEo

IN

. 1
62+ geOTPLOL}fPeo (4.36)

t t
2T PL, / CoAues(s) ds < 20]| Lo [|Co A | < / NACOR ds> NACOR)
tE ty

(4.37)

donde o = \//\méX(P)/)\mfn(P).
Para demostrar la estabilidad del sistema, tratamos de establecer un limite superior

para el error de estimacion observable €,(t). Con este fin, proponemos una funciéon

de Lyapunov de la forma V (e,(t)) = €I(t)Pe,(t), donde P es una matriz simétrica y
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definida positiva (SPD). La eleccion de P como SPD garantiza que V' (¢,(t)) sea una
funcion definida positiva, lo cual es esencial para analizar la convergencia del error vy,

en consecuencia, para demostrar la estabilidad del sistema.
Amin(P)leo|I* < V(eo(t), 1) < Amax(P) €01, (4.38)

donde Ay (P) es el valor propio minimo de Py Apsx(P) es el valor propio méaximo de

P. La variable ||¢,||* se expresa de la siguiente manera:

V(eo(t), 1)

< .
HEOH — )\mln(P)

(4.39)

Por lo tanto, la derivada de la funcién de Lyapunov puede acotarse de la siguiente

manera:

— 0

Vo(eo(t),t) + uVio(eo(t), t) < €X(2) [P(AO — L,Cy) + (A, — LyC,)TP + puP

1 _
+ =PL,LT P] €o(t) + 627

o
20 LICAVTD0) [ VTl ds
k (4.40)
Esta desigualdad se cumple, siempre que
P(A, — L,C,) + (A, — L,C,)" P + P + %PLOLZP] <0 (4.41)
Utilizando el complemento de Schur, esta condiciéon es equivalente a
Bo + %PLOL‘:’FP P{/O <0 (4.42)
Lrp —ol
donde A, = P(A4, — L,C,) + (A, — L,C,)T P + uP, expandiendo se obtiene:
A, =PA,+ ATP - PL,C,— CI'LTP + puP. (4.43)
Ahora, se denota PL, = Y. Entonces, la LMI se convierte en
= [PA A AL =YC-CYTeul Y | p g (g

YT —61

donde L, = P~'Y.
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Reescribiendo, la derivada de la funcién de Lyapunov se convierte en:

Vo(eo(t), 1) 4+ 1V, (eo(t), 1) < €L Ze, + 622

+2||Lo||0||Cvo||\/‘/;(Eo(t%t)/t V Vo(€o(s), s) ds, (4.45)

donde = = P(A, — L,C,) + (Ay — L,C,)TP + pP + LPL,LTP < 0.

Entonces:
d | _
V(e ) € ——— | — UV (1) + 622
VDD < 5 s | = vl
t
2L ICoA NV Talea®:D) | Valealo) ) ds|
ty
I 1
— B Ve t) 4+ ———=2
5V Voleo(t),t) 2 (P
t
+olLallICA [ VVilels) ) ds (4.46)
tg
Obtenemos:

%\/V(eo(t),t) < —ag,\/V(&(t),t) + g, /tt V V(e (s),s)ds+cy, . (4.47)
donde

W 1
o, = 35 bo, = || Lo|l|Codsl|, cop = mz

El valor maximo del diametro de muestreo A g satisface la siguiente condicion:

(o7 M A
Am < £ = = . 4.48
1y 2oL X (4.48)

Para limitar el error de observacion, recurrimos ahora al Lema 2.1 de Ramirez-
Rasgado et al.| (2022b)). En primer lugar, observemos que, para cualquier ¢ > t, el

término integral satisface

/t V(eo(s),s)ds < /t_A_ VV(els), s)ds, (4.49)

puesto que t — t < Ag. Por lo tanto, la desigualdad (4.47)) implica

t

%\/ V(eo(t),t) < —ag, /V(e(t),t) + by, VV(e(s),s)ds+cp,.  (4.50)

t— Deltag
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Ahora, identifiquemos
U(t> - V(Eo(t>7t)7 Y= ag,, H= b0L> )= AH, p(t) = Cy, -

a

La condicion Ag < bﬂ en (4.48)) garantiza que pud/y < 1, que es la condicion requerida
0r,

por el Lema 2.1. Por lo tanto, aplicando el lema se obtiene, para todo t > t,

Vi(eo(t), 1) < (1 + A (ag, — n(AH)))ew(Am(HO)

X max V(e (v),v) +

, 4.51
I/E[tong,to] T](AH) ( )

donde
n(Ag) = (agL — bgLAH)e_aeLAg.

Esta desigualdad proporciona un limite explicito del error de observaciéon en términos
del intervalo de muestreo méaximo Ay y el limite de perturbacion cg, . Muestra que el
error converge exponencialmente a un conjunto residual cuyo tamano es proporcional a

CGL/U<AH)'

Volviendo a los términos del error de observacion €,(t):

O L (4.52)
)‘min(P) U(AH>

leot)ll < o (1+ A (ag, —n(Aa)) )e ™28 eg(0)] +

Esta desigualdad muestra que el error de observacién converge exponencialmente a
una bola residual cuyo radio es proporcional al limite de perturbacion ¢y, e inversamente

proporcional a n(Ag).

Ahora evaluaremos el subsistema no observable €,(t), proponiendo la siguiente
funcion de Lyapunov candidata.

Funciéon candidata de Lyapunov:

N
Vo=V(e)+ Y ¢ (4.53)
i=1
donde:
N
i=1
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Utilizando el producto de Kronecker:
View = €, (G ® Ii_y)ey, (4.55)

donde n — v es la dimension del subespacio no observable. Entonces, la derivada de V:

N
V= Vi(e,) + Z ;. (4.56)
i=1
Para V(e,):
View) = €X(G @ Ii_y)éy + €5(G @ I,_y)ey. (4.57)

Sustituyendo €, en (4.57)):

V(ew) = €X(G @ Ii_y)[Areo + (Ay — YU (L @ LU + pul)ey + UL (L ® 1,)U6,]
+ [Areo + (Ay — YU (L@ L)U + pl)e, + YU (L @ 1)U (G @ I,,_,)en
(4.58)

Desarrollando los términos:

V(ew) = €X(G @ Ii_y)Aveo + €£(G @ I_y) Ayer — 7€L (G @ I, ) UT (L @ I,)Ue,
+ pel (G I_y)ew + 7€l (G @ L ) UT (L @ 1)U, + L AT (G @ I_y ey
+ e ANG @ I, )ew — vl UN (LT @ T)U(G @ Iy_y)ey + pel (G @ I, _,)e,
+3EUT(LT @ L)U(G @ I_y)ey (4.59)

Para facilitar el anélisis, los términos se agrupan de manera que se simplifique la
ecuacion (4.59). Comenzamos con los términos que relacionan los errores €, y €,. Dada

la estructura simétrica de la forma cuadratica, el primer término se reduce a:
(G L) Aveo + L AT(G @ 1_y)ey = 261 (G @ I,_y)) Ave, (4.60)
Agrupamos los términos asociados a la matriz de dinamica del sistema A, y obtenemos:
S(G @ Ih_y)Avey + € ALG @ 1_)ew = 261 (G @ I_y) Auey (4.61)

Por el Lema , tenemos que GL + LTG = L (considerando que G es la matriz de pesos
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diagonal). Por lo tanto, la suma de los dos términos se reduce a:

— v (G @ I_ ) U (L ® 1) Uey — el U (LT @ 1,)U(G ® I,_y)ew

= el UM [(G® L) (LR L)+ (LY@ L,)(G® L,-,)] Ue,

= —ve, U [(GL® I,) + (LTG ® 1,)] Ue,

= —elUT(L ® I,,)Ue, (4.62)

Sumando los términos con p se obtiene:
€(G @ Iy_y)ew + el (G @ Iy_y)ey = 2uel (G @ Iy_y)ey (4.63)
Finalmente, los términos que involucran a ¢, se reducen a:

YeX' (G @ I, ) UN (L @ 1)US, + 76U (LT @ L,)U(G @ I,,_,)e,
=7y, U [(G® L) (L@ 1)+ (LT @ 1,)(G & I,—,)] US,
= el U (L ® 1,)U8, (4.64)

Por lo tanto, la ecuacion V(e,) es:

View) =2¢7(G @ I_y) Aveo + 261 (G @ Iy ) (Ay + pl ey — vel U (L @ I,)Ue,
+ el U (L @ 1,)US,. (4.65)
Ahora, para Zf\il bi:
N N
> di =Y (—bigyi — 2ygidil|E:(t) — &i(wp)|)

i=1 =1

(giovij + ajz‘gj)Hfi(W;c) — Iy (Wi)||2

M=
WE

y
3

1 1

<.
I

i

N
=— Z bithi — 2 Y gidi|[&:(t) — &s(wp) ||
; i=1

Y a0 A j
5 (gicvi; + jig;)|| @i (wi) — &5 (w))||. (4.66)

Mz
WE

_|_

1 1

<.
Il

i

Tenemos:

N N N . y
D di== biti — 27> gidil|:i(t) — Zi(wi)[|> + (e — 6T (L ® L) (e — 5), (4.67)
i=1 i=1 i=1

donde € = col(Zy,...,2n) — 1y @z y 0 = col(dy,...,0n).
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Definiendo ¢ = Ue, y 6 = U4,, donde U es una base del subespacio no observable,

obtenemos:
N ] N N
Z ¢ = — Z bigi — 272 gidlil|25(t) — &i(wp)[1?
i=1 i=1 i=1
Y(eLUT(L @ 1,)Ue, — 265U (L ® 1,)US, + 6LUT (L ® 1,)US,).  (4.68)

Sumando algebraicamente las ecuaciones (4.65)) y (4.68]) obtenemos:
Vi, =2e0(G @ I,_y) Aveo + 265 (G @ L) (Ay + ey Z bid;

N
=29 ) gidi||i(t) — & (W) 1P + 6L UT(L @ 1,)US, — el U (L & 1,)U4,.
(4.69)

Para demostrar que V,, < 0, utilizamos la condicion de evento para obtener un limite
superior. Partimos de la expresion (4.69) de V.

La condicion de evento garantiza que, para cada agente i y ¢ € [w}, wh 1)

N N
=29 " gidil|6i]]* > = 0i6i — v(ew — 6,) U (L @ 1)U (ew — bu). (4.70)
=1 =1

Sustituyendo (4.70]) en (4.69) y simplificando:

V., < QEZ(G ® Iy_y)Are, + QGZ(G ® In_y)(Ay + pl )€,

N
= (bi + 0:)di — vel U (L ® L) Uey + v, U (L @ 1,,)US,. (4.71)

Para tratar el término cruzado vel U T(Eu ® I,)Ud,, aplicamos la desigualdad de

Young:

VeI UT(L & I,)US, < 2 TUT(E ® I)Ue, + %55UT(/§ ® I,)US,. (4.72)
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Ahora, para acotar 6-UT (£ ® I,,)US,, obsérvese que:

SLUT(L @ L)US, < |[UT (L@ L)U| - |16
<L @ Ll - (|6l
= [IL]] - [|6u ||2

A Z T
A Z Il

Por lo tanto,

U (L @ 1,)US, < —eTUT(L’ ® L) Uey + = Amax( Z 116:|. (4.73)

Sustituyendo la desigualdad (4.73)) en (4.71) se obtiene el limite

V., < 2e5(G @ I_y)Avey + 265 (G @ I, ) (Ay + pl)ey
(b;

-2

Amax(£) Z 116:]1. (4.74)

+6,)¢ %erT(E@;In)Ueu

.
[y

+

DO |2

El analisis de revela que el término 26X (G ® I,,_, )A€, decae exponencialmente
debido a la estabilidad del subsistema observable, mientras que — Zfil(bi + 0;);
contribuye negativamente porque b;, 6;, ¢;(0) > 0.

Los términos que contienen €, pueden combinarse como €. Qe,, donde la matriz Q

viene definida por
Q=2G®1I, ,)(A, +pul)— —UT(C ® I,)U. (4.75)

Para que @) sea definida negativa, el pardmetro ~ debe satisfacer

A Aull + 1)
Amin (UT(L ® I,)U)

(4.76)

Esta condicion garantiza que la parte cuadratica en ¢, sea negativa, contrarrestando
cualquier posible contribucién positiva de los demas términos.
Por el Lema |1} GG es definida positiva y £ es un laplaciano simétrico conexo, lo que

garantiza que U' (/i ® I,,)U es semidefinida positiva con Apm, > 0.
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La condicion de evento (4.7) garantiza que Zf\il 16;]|> permanece acotado y, en
consecuencia, %)\méx(f,) SV [16:]|? también es acotado. Si se elige v suficientemente
grande (segun la desigualdad anterior), los términos negativos en V,, predominan, lo

que lleva a
N
—(leull® + > ¢1). (4.77)
i=1

Al combinar este resultado con la estabilidad exponencial del subsistema observable,
concluimos que el error de estimaciéon es globalmente estable de forma exponencial con
una tasa 1, (Ag).

m

4.5 Caso de estudio: Conjunto de cuatro VANTS.

Se considera un conjunto de cuatro VANT o agentes que se mueven en un espacio
euclideo tridimensional. Cada VANT se modela como un sistema de doble integrador para
su dindmica de movimiento. Los agentes estan equipados con sensores que les permiten
medir puntos de referencia en el entorno para obtener mediciones de posiciéon absoluta
y detectar agentes vecinos para obtener mediciones de posicion relativa. Ademés, cada
agente dispone de un enlace de comunicacién que permite el intercambio de informacion
a través de una red dirigida fuertemente conectada. Las mediciones se obtienen a
miltiples frecuencias de muestreo, y la comunicaciéon se lleva a cabo utilizando un
esquema activado por eventos para reducir el uso de la comunicaciéon. El objetivo es
disenar un observador distribuido que permita a cada agente estimar el estado global
del sistema multiagente utilizando inicamente sus mediciones locales y la informacion
compartida por sus vecinos.

La dinamica de cada VANT i viene dada por:
Pi = Uy, U, = a;, 1= ]_, 2, 3, 4:, (478)

donde p; = [iz, Piy, piz]" € R? es el vector de posicion, v; = [Vig, Uiy, Vi:]T € R? es el
vector de velocidad, y a; = [@iz, a4y, a;.]T € R3 es el vector de aceleracion.

Para un grupo de cuatro VANT, el vector de estado global se define como:

T T T T T T T1T 24
T = [p1av1ap277127p3avsap4av4] € R™,

y el vector de entrada de control es:

T T T 1T 12
u_[a17a27a37a4] € R™.
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La dinamica global del sistema se describe mediante:

0 I3

A=1,® ER*™ B=L® € R¥#x12, (4.79)

3

Para el problema de localizacion, se supone que cada agente conoce las entradas
u;. La comunicacién sigue una topologia dirigida fuertemente conectada con matriz

laplaciana:

0 1 -1 0
L= . (4.80)
0 0 1 -1
-1 0 0 1

La comunicacion se lleva a cabo mediante un esquema activado por eventos, en el
que cada agente j transmite su estimaciéon Z; solo cuando se cumple la condiciéon de
activacion (4.7)).

Las matrices de salida se construyen como C; = [S; ® I3 0], donde las matrices S;

definen la estructura de medicion:

sl oo sel-od,

53:[0 1 -1 0], Sy = 00 1 —1

100—1]

Asi, C proporciona la posicion absoluta del VANT y la posicién relativa entre el
VANT, y el VANT;; C5 proporciona la posicion relativa entre el VANT; y el VANTS,;
(5 proporciona la posicion relativa entre el VANT, yv el VANTS3; v Cy proporciona
las posiciones relativas entre el VANT; y el VANTY, y entre el VANT;3 y el VANT,.
Obsérvese que solo el VANT] tiene acceso a su posiciéon absoluta, mientras que los
agentes restantes se basan exclusivamente en mediciones relativas.

Se puede verificar que los pares individuales (A, C;) no son observables. Sin embargo,
si consideramos la matriz de salida C' = col(C}, Cy, C3, Cy), entonces el par (A, C) es
observable; es decir, el sistema es conjuntamente observable, por lo que es posible
utilizar la descomposicion introducida en , de la que se deduce que, mediante
la transformacion, cada par (A;,, C;,) es observable. Por lo tanto, las ganancias del
observador L;, se disenan de tal manera que (A;, — L;,C},) sea de Hurwitz.

En este trabajo, las ganancias del observador se obtuvieron mediante el LMI de
la ecuacion (4.44]). Debido a las diferentes dimensiones de los subsistemas observables
(Aio, Cio), las ganancias Ly y L4 tienen un tamano de 24 x 6, mientras que Lo y L3 tienen
un tamano de 24 x 3. La ganancia del observador L; (dimensiones 24 x 6) obtenida

mediante el LMI tiene la siguiente estructura en bloques:
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Ly

Ly

(an)
= S o =
cC o R oo T O o 40 O Y O 0O 0 o0 o0 o o o o
— = = S
O oo oo 40 0w o o 0O 00 o0 o o o o
o S = 3
! ¥ —
© (en) = M.u
O 45 00 4 O o o o 00000000.004.
| | o0 —
0 —
© o = M,.u
© 4O O 4 O 0 o o o 0000000004..0
_ _ o0 —
—
% o = %
- Q0 O 4 © O o o o o 00000000400
| | o0 —
= = = =
000.004._0000 00000004..000.
0 L) © i
= = = =
S X < .
©C 2o o0 45 0 0000 O O O O o O S
o0 — © i
= = = =
0.004..000000 000004000.00
0 — © —
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Ls = Ly =

[0 0 0 ] [ 5.29 0 0 —1.78 0 0 |
0 0 0 0 5.29 0 0 —-178 0
0 0 0 0 0 5.29 0 0 —1.78
0 0 0 9.30 0 0 —268 0 0
0 0 0 0 9.30 0 0 —268 0
0 0 0 0 0 9.30 0 0  —2.68
5.51 0 0 0 0 0 0 0 0
0 5.51 0 0 0 0 0 0 0
0 0 5.51 0 0 0 0 0 0
15.00 0 0 0 0 0 0 0 0
0 15.00 0 0 0 0 0 0 0
0 0 15.00 0 0 0 0 0 0
—5.51 0 0 ~1.78 0 0 5.29 0 0
0 —5.51 0 0 -178 0 0 5.29 0
0 0 —5.51 0 0 -178 0 0 5.29

~15.00 0 0 —268 0 0 9.30 0 0
0 ~15.00 0 0 —268 0 0 9.30 0
0 0 —15.00 0 0 —268 0 0 9.30
0 0 0 —352 0 0 —-352 0 0
0 0 0 0 —352 0 0 —352 0
0 0 0 0 0 —352 0 0 —3.52
0 0 0 —6.63 0 0 —663 0 0
0 0 0 0 —663 0 0 —663 0

|0 0 0 | 0 0 —663 0 0 —6.63

Las condiciones iniciales del sistema definen las posiciones y velocidades de los cuatro
VANT, suponiendo velocidades iniciales nulas para todos ellos, tanto en el sistema real

como en los observadores. Las posiciones iniciales, expresadas en metros, se resumen en

la Tabla [4.1]
Tabla 4.1: Condiciones iniciales de los VANTSs [m)|

VANT 1 VANT 2 VANT 3 VANT 4

Estados D Dy y o Dz Dy Dz Pz Dy V& Pz Py Dz

T -05 -05 0 15 -05 O 1.5 25 0 -05 2 0
T -0.45 -0.45 -0.05 1.35 -0.45 0.15 1.35 2.25 -0.2 -045 1.8 0.2
T -06 -06 -01 18 -06 01 18 3 -03 -0.6 24 -0.2
T3 -04 -04 -01 12 -04 -01 12 2 -03 -04 16 0.1
Ty -0.55 -0.55 -0.05 1.65 -0.55 -0.05 1.65 2.75 -0.2 -0.55 2.2 -0.1
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Para controlar el movimiento de los VANTS, se implementa un controlador de
retroalimentacion de estado con una matriz de ganancia K disenada mediante la técnica
de colocacion de polos (utilizando el comando place de MATLAB) para asignar los
polos del bucle cerrado de cada eje en [—0.5; —1; —1.5; —2; —2.5; —3|. La estructura

diagonal resultante es:

7.5000 0 0 5.5000 0 0
K = 0 1.5000 0 0 2.5000 0 (4.81)
0 0 1.0000 0 0 2.5000

que se aplica al estado local de cada VANT z; = [p], vl]".
La velocidad de referencia es cero en todo momento: vy = [0, 0, 0]. Las entradas de

control u; para cada VANT se calculan utilizando la ley de control:

w = —K [pi _p‘“] : (4.82)

(%

donde p; € R? y v; € R3 representan los vectores de posicion y velocidad actuales del
i~ésimo VANT, y pg; € R? es su posicion deseada correspondiente a partir de py(t). La
evolucion temporal da como resultado que cada VANT recorra una trayectoria cuadrada
cerrada independiente, definida por los puntos de referencia constantes por tramos.

Las mediciones se representan mediante y;(ti) = C;x(t}), donde ti denota los
instantes de muestreo para el agente ¢, con intervalos de muestreo constantes Al = A’
para todo k. Los periodos especificos son Al = 0.04 s, A? = 1.5A!, A3 = 2Aly
A* = 25A!, que satisfacen los limites teéricos Al = Al y Ay = 0.1 s.

A continuaciéon se presentan los resultados de la simulacién obtenidos con el ob-
servador distribuido en las condiciones experimentales descritas anteriormente. La
comunicacion se implementa utilizando el mecanismo dindmico activado por eventos
, con su variable auxiliar , donde los pardmetros utilizados fueron 6; = 0.01,
bi=01y~vy=1

El conjunto de graficos que se muestra en las Figuras [4.1a-[4.1d] muestra las es-
timaciones de los componentes de posicion (x, y, z) para cada VANT, junto con
sus posiciones reales. Cada observador estima el estado completo del sistema. Sea
T (D2, Py, P») la estimacion de la posicion del VANT  proporcionada por el observador
t,donde i,k = 1,...,4. Los resultados muestran que las estimaciones siguen de cerca los
estados reales, lo que confirma la eficacia del observador distribuido propuesto incluso
bajo muestreo multitasa y comunicaciéon activada por eventos.

Para evaluar cuantitativamente el rendimiento de las estimaciones, se calcularon las
normas de error para cada uno de los cuatro VANT. Las Figuras muestran

la evolucion temporal de la norma de error media de la estimacion posicional para cada
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Figura 4.1: Estimaciones de los componentes de posicion de cada VANT obtenidas por
los observadores es un escenario sin ruido
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uno de los cuatro VANT, considerando cada observador por separado. La figura

presenta la norma de los errores obtenidos con el observador 1 (), donde cada curva

corresponde a un VANT diferente. De forma similar, las figuras [4.2b| [4.2c/y [4.2d

presentan los errores para los observadores 2 (&3), 3 (23) y 4 (#4), respectivamente. La
notacion ¢; ., se utiliza para la norma de error del observador ¢ al estimar el VANT k.
Se puede observar que todos los errores convergen hacia un valor pequeno cercano a
cero, y que la convergencia se mantiene a pesar de los cambios en la trayectoria, que

solo provocan pequenos aumentos temporales en el error.
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Figura 4.2: Norma del error de estimacion de posicion ||¢;(t)|| para cada VANT usando
cada observador.

En la siguiente seccion se evalta el rendimiento de los observadores en el seguimiento
de la salida medida del VANT 1. Esta salida, denotada como gy, representa la posicion
absoluta del primer VANT en coordenadas cartesianas y su posicion relativa con respecto
al VANT 4. Para evaluar el rendimiento del seguimiento, las figuras comparan
la evolucion temporal de cada coordenada (x, y, z) con las estimaciones proporcionadas
por los cuatro observadores (i1,...,24) de la posicion absoluta del VANT 1. Estos
graficos nos permiten observar hasta qué punto cada observador es capaz de reproducir

la trayectoria real del sistema.
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Figura 4.3: Estimaciones de las componentes de la posicion absoluta del VANT-1 en un
escenario sin ruido.

Ademas, se analiza la carga de comunicacién entre vecinos asociada al esquema
basado en eventos. Se obtuvieron un total de 496 eventos de activaciéon para el observador
&1, 427 para I, 419 para &3 y 481 para #,. La figura [£.4 muestra los instantes de
comunicacion para cada observador. Inicialmente, debido al error de estimacion inicial,
se producen multiples eventos; una vez que las estimaciones convergen, la tasa de
eventos disminuye significativamente. Sin embargo, en cada cambio de trayectoria, el
error aumenta temporalmente, lo que desencadena una serie de eventos hasta que se
restablece la convergencia. Este comportamiento ilustra la adaptabilidad del esquema

basado en eventos a los cambios en la trayectoria de referencia.

4.5.1 Comportamiento ante el ruido en las mediciones

A continuacion se presentan dos pruebas en las que se anadié ruido a la salida de la
medicion. En la primera prueba, se anadi6é ruido gaussiano con media cero y varianza
de 0.001; en la segunda prueba, la varianza se increment6 a 0.01. En ambos casos, el
ruido se aplico a todas las salidas de medicion. Las pruebas se llevaron a cabo con
la misma configuracion descrita para el escenario sin ruido, incluyendo el tiempo de

simulacion de 70 s, las mismas ganancias del observador (disenadas para el caso sin
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Figura 4.4: Instantes de activacion por cada observador

ruido) y los mismos parametros 6;, b; y v utilizados en la condicion de activacion de
eventos de (4.7)).

En esta primera prueba, la salida de mediciéon esta corrompida por ruido, tal y como
se ha descrito anteriormente. Para ilustrar el efecto de esta corrupciéon, presentamos las

salidas de medicion absolutas del VANT 1, concretamente los tres componentes de posi-

cion (p1z, P1ys P1.2), que se muestran en las figuras [4.5al [4.5b y [4.5¢| respectivamente.

El ruido anadido es claramente visible en las seniales medidas.

No obstante, el estimador logra eliminar el ruido, proporcionando una salida estimada
limpia que sigue la senal real sin reproducir las variaciones de alta frecuencia introducidas
por el ruido de medicién. Los resultados para todos los VANT se presentan en las
figuras [4.6d, que muestran las estimaciones de posicion junto con las posiciones
reales y la trayectoria deseada. A pesar de la presencia de ruido, las estimaciones se
mantienen cercanas a los estados reales, lo que demuestra que los estimadores mantienen
un rendimiento satisfactorio incluso cuando se ha anadido ruido a las mediciones.

Ademas, se calcularon las normas del error de estimaciéon tras anadir ruido a las
mediciones. Las figuras muestran estas normas para cada VANT, donde el
impacto del ruido es evidente. Cada una de estas figuras compara el rendimiento de los
cuatro observadores. A diferencia del caso sin ruido, los errores ya no convergen a cero,
sino que permanecen acotados en una regiéon cercana a este valor como resultado de la
excitacion del ruido.

Para la segunda prueba, se aument6 la varianza del ruido gaussiano a 0.01. Para
ilustrar el efecto de este ruido de mayor intensidad, se vuelve a presentar el resultado

de la medicion absoluta del VANT 1 para sus componentes de posicion pi, piy y Di-

en las figuras [4.8a, [4.8b| v |4.8cl respectivamente. Estas figuras muestran que el ruido

afecta significativamente a las senales medidas. No obstante, el estimador lo rechaza de
manera efectiva, proporcionando una estimacion limpia que sigue de cerca la trayectoria
real sin replicar las fluctuaciones de alta frecuencia inducidas por el ruido.

A continuacion se presentan los resultados restantes para este nivel de ruido. Las
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Figura 4.5: Componentes de la posicion absoluta del VANT 1 y sus estimaciones con
ruido de varianza 0.001.
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Figura 4.6: Estimaciones de posiciéon para cada VANT bajo ruido de mediciéon de

varianza 0.001.
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Figura 4.7: Norma del error de estimacion de posicion ||¢;(t)|| para cada VANT usando
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figuras [4.9a}- [4.9d muestran las estimaciones de posiciéon para cada VANT junto con las
trayectorias reales y deseadas. Las figuras [4.10a— presentan la evolucion temporal
de las normas de error de estimacién para cada observador y cada VANT. En conjunto,
estos resultados confirman que, incluso con un nivel de ruido més alto, el esquema de

estimaciéon distribuida mantiene un rendimiento satisfactorio.
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Figura 4.8: Componentes de la posicion absoluta del VANT 1 y sus estimaciones con
ruido de varianza 0.01.
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Figura 4.10: Norma del error de estimacion de posicion ||¢;(t)|| para cada VANT usando
cada observador, bajo ruido de mediciéon de varianza 0.01.

Para complementar el analisis cualitativo, se lleva a cabo una evaluacion cuantitativa
del rendimiento de los observadores utilizando los indicadores ITAE (error absoluto
medio ponderado en el tiempo), IAE (error absoluto integral) e ISE (error cuadrético

integral), definidos como:

70
ITAE, / Hles ()| dt, (4.83)
070
IAF, — / ()] dt, (4.84)
070
ISE = [ (o) dt, (4.85)
0

donde €;(t) = ;(t) — z(t) representa el error de estimacion del observador 7.

La tabla resume los valores medios de estas métricas para cada observador en
los tres escenarios considerados: sin ruido (N), ruido con varianza 0.001 (ruido bajo)
(L) y ruido con varianza 0.01 (ruido alto) (H).

En la tabla se observa que, en todos los escenarios, el observador Z; presenta

los valores méas bajos de ITAE e TAE, lo que indica una convergencia mas rapida y un
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Tabla 4.2: Métricas de rendimiento promedio por observador para los tres escenarios de
ruido.

Observador ITAE [m-s?| IAE |m-s] ISE [m? s
N L H N L H N L H
21 15.11 29.10 58.24 1.41 1.70 2.42 0.14 0.14 0.18
To 23.11 37.15 65.01 1.85 212 277 0.19 0.20 0.24
T3 2496 3791 64.59 2.16 2.41 3.02 0.27 0.28 0.31
T4 2542 36.06 62.41 193 2.10 2.70 0.17 0.17 0.21

error acumulativo menor. Por otro lado, el observador z3 registra sistematicamente los
valores mas altos de ISE, lo que sugiere la presencia de picos de error transitorios més
pronunciados, especialmente en presencia de ruido.

Como era de esperar, un aumento de la intensidad del ruido degrada las métricas de
todos los observadores. Sin embargo, incluso en el escenario de alto ruido (varianza 0.01),
los valores de TAE e ISE se mantienen dentro de limites razonables, lo que demuestra
que los observadores mantienen un rendimiento adecuado incluso en presencia de ruido
en las mediciones.

Asi se ha disenado y validado un observador distribuido con salidas de medicion
muestreadas para sistemas lineales sujetos a perturbaciones, incorporando un esquema
dinamico activado por eventos para la transmision de estimaciones entre agentes vecinos,
junto con un diseno capaz de atenuar el ruido de medicion. La validacion, llevada a cabo
utilizando un conjunto de cuatro VANT en escenarios con y sin ruido, demostrd una
estimacion precisa del estado completo, con el error de estimacién convergiendo a un
vecindario acotado alrededor de cero, lo que refleja la robustez del esquema propuesto
frente al ruido de mediciéon. Los resultados obtenidos confirman la viabilidad, la robustez
y el buen rendimiento del método propuesto. Por tltimo, aunque los resultados actuales
son prometedores, el trabajo futuro se centrara en abordar dinamicas no modeladas, asi
como en analizar el impacto de multiples retrasos temporales tanto en el proceso de

mediciéon como en los canales de comunicacion entre agentes.

4.6 Caso de estudio. Satélites en LEO.

En esta seccion se presenta la validacion del observador distribuido con comunicacion
activada por eventos, ilustrada mediante un ejemplo numérico de control de seguimiento
de satélites en orbita terrestre baja (LEO). El escenario supone un satélite objetivo en
una oOrbita circular de radio ry con velocidad angular wg = \/m , donde g es el paré-
metro de gravedad estandar, que sirve de referencia para la dindmica relativa linealizada
de los satélites perseguidores descrita por las ecuaciones de Clohessy-Wiltshire, Alfriend

et al. (2009) en un sistema de coordenadas diestro centrado en la masa objetivo, con
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los ejes alineados con la tangente de la 6rbita eje-z, el vector Tierra-satélite eje-y y la

direccion del momento angular eje-z, respectivamente.

Uy (t) = pu(t) — 2wopy(t) (4.86)
uy () = Py (t) + 2wop.(t) — 3wip,(t) (4.87)
u(t) = p(t) + wip-(t) (4.88)

La posicion del satélite objetivo viene definida por p,(t), p,(t) v p.(t), mientras que
sus entradas de control son u,(t), u,(t) y u,(t). La velocidad angular del satélite se
denota por wy. Siguiendo a |Chen et al. (2023), expresamos las ecuaciones diferenciales
lineales f en forma de espacio de estados. Definiendo el vector de estado

_ _ _ T
C(t) =[C(t) C&(t)]F, donde: (i(t) = [ +(t) py(t) pz(t)} contiene los componentes
_ T
de posicion. ((t) = [p (t) py(t) pz(t)} contiene los componentes de velocidad y

T
la entrada de control u(t) = [ux(t) uy(t) uz(t)} , la dinamica del sistema en (|4.1])

emplea las matrices:

0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1 0
A= B = : (4.89)
0 0 0 0 2wy O I
0 3062 0 —2wy 0 O
(0 0 —wg 0 0 0|
100000 X
C=|l010000|=]|0C,1. (4.90)
001000 e

donde la velocidad angular del satélite objetivo wy se fija en 0.001 rad/s. Ademaés,

la entrada de control se define como

(4.91)

donde
1.15sin(27 - 0.012 - £ + 0.5)

o1(t) =] 0.88cos(2m-0.0085-1) |, 02(t) = o1(t)
1.12sin(27 - 0.0115 - ¢ + 1.3)

Las matrices F} y F5 representan las matrices de ganancia de retroalimentacion y se

109



definen como:

27.0750 0 0 10.4500 0.0020 0
I = 0 5.4150 0 , Fy = {—0.0020 4.7500 0 . (4.92)
0 0 3.6100 0 0 4.7500

El esquema de comunicacion entre los observadores consta de tres nodos interconectados
que forman un grafo dirigido fuertemente conectado. En esta topologia, el observador 1
recibe informacion del observador 3, el observador 2 del observador 1, y el observador 3
de los observadores 1 y 2. Este patron de interconexiéon crea un flujo de informacion
ciclico que garantiza la accesibilidad mutua entre todos los nodos de la red. La matriz

laplaciana correspondiente que describe esta topologia viene dada por

1 -1 0
L=] 0 1 -1 (4.93)
~1 -1 2

Para el diseno del observador, primero se revisa la observabilidad conjunta o global

y la observabilidad local, como se explica en es decir:
O =obsv(A,C) (global), O; = obsv(A,C;) (local para i =1,2,3),

con los rangos correspondientes rank(0;) = 4, rank(O;) = 3 y rank(O3) = 2. Este
andlisis de rango revela que, mientras que cada par local (A, C;) es no observable, el
par global (A, C') mantiene una observabilidad total (rank(Q) = 6 = n), permitiendo el
diseno del observador distribuido. Para abordar esta falta de observabilidad local, se
implementan las transformaciones matriciales utilizando matrices ortogonales 7T;.

Para el célculo de la ganancia de acoplamiento se siguen los términos establecidos
en el Teorema [5, obteniendo v = 0.9 para este caso de estudio. Este valor, junto con
los parametros de comunicaciéon por eventos b; = 1y 6; = 0.1 (i € V), respeta las
condiciones del teorema. Las matrices de ganancia para los tres observadores son las
siguientes:

El célculo de las ganancias Ly a L3y Wi a W3 requiere una serie de pasos analiticos
previos, descritos en este capitulo y en los anteriores. Dichos calculos preparatorios

proporcionan los resultados intermedios necesarios para resolver las ecuaciones en (|4.18]).
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[ 0.1390 | 0] 0]
38.6025 1.0007 0
P U 0 I e
0.0125 ~11.2996 0
0.0500 1.5786 0

0 R 12,7100

W; = diag(0,0,1,0,0,1), W, = diag(1,0,1,0,0,1), Ws = diag(1,1,0,1,1,0).

Las condiciones iniciales de posicion empleadas en las simulaciones se presentan en la
Tabla En todos los escenarios (sistema real y observadores locales), las velocidades
iniciales se fijaron a cero: p,(0) = p,(0) = p.(0) = 0.

Tabla 4.3: Condiciones iniciales de posicion

Estado Da Dy D
m]  [m]  [m]

¢(0) 0.05 0.04 0.03

¢;(0)  0.045 0.036 0.027

¢:(0)  -0.075 -0.06 -0.045
(0)

3(0 0.10 0.08 0.06

Los componentes de posicion ((t) = [p.(t) p,(t) p.(t)]T y sus estimaciones co-
rrespondientes, obtenidas utilizando tres observadores diferentes, se muestran en las

Figuras [4.11a, 4.11b| y 4.11cl Los resultados muestran que todas las estimaciones

convergen hacia el estado real del sistema.
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Figura 4.11: Las componentes p,, p, ¥ p. de la posicién y sus respectivas estimaciones.

La figura muestra los instantes de activacion generados por la condiciéon de
activacion , registrando un nimero de comunicaciones considerablemente menor: 77,
160 y 117 eventos para los observadores 1, 2 y 3, respectivamente. Esto demuestra que
nuestra estrategia activada por eventos alcanza propiedades de convergencia comparables
al enfoque periddico de |Galicia-Galicia et al. (2024b) (que requiere 30000 eventos por

nodo), al tiempo que reduce drésticamente la frecuencia de comunicacion.
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Figura 4.12: Instantes de activacion de QA}

En esta seccion se ha estudiado un observador distribuido con comunicacion activada
por eventos para sistemas lineales. El enfoque propuesto reduce significativamente la
frecuencia de comunicaciéon entre nodos sin reducir el rendimiento de la estimacion,
mediante un esquema de activaciéon asincrona con umbrales dindmicos adaptativos. La
validacion experimental en un escenario de red de sensores con satélites de seguimiento
en orbita terrestre baja (LEO) demuestra que el enfoque mantiene una convergen-
cia exponencial al tiempo que logra una reduccién sustancial de la comunicaciéon en

comparacion con las estrategias de comunicacién continua.
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Capitulo 5

Conclusiones y Trabajo Futuro

5.1 Contribuciones principales

El capitulo 2| presenta la primera contribucion original en el &mbito de los obser-
vadores distribuidos. A diferencia de enfoques previos, este trabajo aborda el caso en
el que las mediciones se muestrean a periodos heterogéneos y estan sujetas a retardos
miltiples. Como se aprecia en las graficas, el observador propuesto converge a los
valores correctos del estado, a pesar de las diferencias en los tiempos de muestreo y la
presencia de retardos. Este aporte se encuentra en el primer articulo indexado derivado
de la investigacion, titulado: “Distributed Observer for Linear Systems with Multirate
Sampled Outputs Involving Multiple Delays” (Galicia-Galicia et al. (2024b).

La segunda contribuciéon se presenta en la seccion del capitulo [2| donde se
aborda por primera vez en esta tesis el problema del ruido en las mediciones. Se
demostr6 que, al sincronizar un conjunto de observadores completos, el ruido se reduce
significativamente, garantizando la convergencia al valor real del estado. A diferencia
de trabajos previos, este esquema incorpora mediciones muestreadas y corrompidas
por ruido, ampliando su aplicabilidad en entornos realistas. El esquema propuesto se
evalu6 en una estructura tipo edificio de dos pisos, utilizando tnicamente mediciones
de posicion. Los resultados confirman su eficacia incluso bajo condiciones de muestreo
heterogéneo y ruido. Esta contribuciéon fue publicada en conferencia |Galicia-Galicia
ct al.| (2024a).

La tercera contribucion se presenta en el capitulo |3 donde se extiende el marco
de trabajo desarrollado en (Galicia-Galicia et al. (2024b) al abordar el problema de las
comunicaciones multitasa entre observadores. La principal contribuciéon de este esquema
es un diseno de observador que relaja significativamente las restricciones para el calculo
de las ganancias del observador L;, la ganancia de acoplamiento v y la ganancia de peso
en las comunicaciones W;. Ademaés, se presenta la descomposicion del error para evaluar,

por un lado, la parte observable con las mediciones muestreadas y, por otro, la parte no
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observable con la comunicacion entre observadores. Por tltimo, el esquema se evalua
en un entorno de pruebas realista considerando condiciones operativas realistas. Los
resultados obtenidos en la estructura tipo edificio de cinco pisos fueron obtenidos del
prototipo real para la evaluacién del observador propuesto a diferencia de la mayoria
de los casos estudiados en la literatura, que suelen ser académicos y numéricos. Esta
contribucién fue publicada en el articulo “Multirate sampled-data distributed observer
synthesis for building-type structures”.

La cuarta contribuciéon se presenta en el capitulo |4, en el que se abordan dos
problematicas clave en observadores distribuidos: la optimizaciéon de recursos mediante
comunicacion activada por eventos y las mediciones muestreadas corrompidas por ruido.
En este esquema de observador distribuido, el calculo de las ganancias del observador
considera el ruido en la medicién. Para ello, se propone un esquema de observador
distribuido que ha sido probado en dos casos de estudio presentes en el mismo capitulo.
En el primer caso, se tiene un conjunto de 4 UAVs en el que solo se dispone de la
posicion absoluta de un UAV, mientras que las posiciones de los otros UAVSs se obtienen
a partir de posiciones relativas. El segundo caso retoma el escenario del capitulo
(satélites en LEO), pero ahora incorpora comunicaciéon por eventos y un calculo de
ganancias mas flexible.

En conjunto, las contribuciones avanzan en la teoria de observadores distribuidos al
incorporar condiciones realistas como el muestreo heterogéneo, los retardos, el ruido
y la comunicaciéon limitada, ademés de validar los esquemas en estructuras civiles y
sistemas multiagente, superando las limitaciones de los enfoques puramente académicos

0 numeéricos.

5.2 Conclusiones especificas por esquema

» Primera contribucién (Capitulo
Problema abordado: Mediciones muestreadas a periodos heterogéneos y con
retardos multiples.
Aportacion: Diseno de un observador distribuido que converge al estado real a
pesar de estas condiciones.
Publicacion: Articulo “Distributed Observer for Linear Systems with Multirate
Sampled Outputs Involving Multiple Delays” |Galicia-Galicia et al. (2024b)).

» Segunda contribucion (Seccion del Capitulo |2)
Problema abordado: Ruido en las mediciones.
Aportacion: Sincronizacién de observadores completos que reduce significativa-
mente el ruido y garantiza convergencia. Validado en estructura de dos pisos con

mediciones de posicion.

115



Publicacion: Conferencia “Synchronized estimation of displacement in a struc-
ture using multi-sensors under different sampling periods” (Galicia-Galicia et al.
(2024a).

Tercera contribucién (Capitulo
Problema abordado: Comunicaciones multitasa entre observadores.

Aportacion:

e Relajacion de restricciones en el calculo de L;, vy W.

e Descomposicion del error en parte observable (mediciones) y no observable

(comunicacion).
e Validacién realista con datos de una estructura tipo edificio de cinco pisos.

Publicacion: Articulo “Multirate sampled-data distributed observer synthesis for

building-type structures”.

Cuarta contribucion (Capitulo

Problemas abordados:

e Optimizaciéon de recursos mediante comunicaciéon activada por eventos.

e Mediciones muestreadas con ruido.

Aportacion: Diseno de observador distribuido que considera el ruido en el calculo

de ganancias. Validado en:

e Caso 1: 4 UAVs con una sola posiciéon absoluta y las deméas relativas.
Publicaciéon: Articulo “Distributed observer with multi-rate measurements

and event-triggered communication for disturbed linear systems”.

e Caso 2: Retoma el escenario del capitulo 2| (Satélites en LEO) con comu-
nicacién por eventos y ganancias més relajadas. Publicacién: Conferencia
“Distributed event-triggered estimation over sensor networks for satellite
tracking in LEO”.

5.3 Direcciones de investigaciéon futura

A partir de los resultados obtenidos en esta tesis, se identifican diversas lineas de

investigacion que permitirfan extender y robustecer atin mas el diseno de observadores

distribuidos en condiciones realistas:
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= Entradas desconocidas y dinAmicas no modeladas: Extender el esquema
propuesto para estimar simultaneamente el estado y las entradas desconocidas o

perturbaciones no modeladas.

» Filtrado de mediciones ruidosas: Incorporar un filtro explicito en el diseno
del observador distribuido para mejorar la estimaciéon en escenarios con ruido

severo en las mediciones.

= Retardos y ruido en las comunicaciones: Generalizar los esquemas presenta-
dos para considerar retardos variables, pérdida de paquetes y ruido en los canales

de comunicacion entre observadores, mas alla de los retardos en las mediciones.
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A Diseno experimental de la estructura tipo edificio

de cinco pisos

Para la evaluacion del esquema de observacion distribuido propuesto en el capitulo

3, se realizaron experimentos en un entorno realista que a continuacion se presenta.

Prototipo estructural

El prototipo del modelo experimental es una estructura que representa un edificio
de cinco pisos a escala reducida, mostrado en la Figura|ll La estructura esté construida
en aluminio, con tres columnas fabricadas intencionadamente en latén para introducir
asimetria estructural. Las columnas se caracterizan por una secciéon transversal cuadrada,
con una anchura de 6.35 mm. La estructura principal mide 1.8 m de largo y tiene una
base rectangular de 60 por 50 cm. El primer piso tiene una altura de 31 cm, mientras
que los pisos intermedios restantes miden 36 cm. La estructura de corte asume masas

globales en cada nivel de piso, cuyos valores se presentan mas adelante en la Tabla [1]

Mesa vibratoria y sistema de excitaciéon

Para caracterizar el sistema estructural, el prototipo se monté en una mesa vibratoria
accionada por servomotores Parker, modelo 406TO3LXR. El centro de control para
mover la mesa vibratoria consiste en una computadora con Windows XP, equipada con
una tarjeta National Instruments PC1 6713 y una licencia de MATLAB. Esta tarjeta
se encarga de generar las trayectorias de movimiento de la estructura y enviarlas a los
servomotores utilizando el software especializado Motion Planner de PARK, disenado
para generar la senal de excitacion externa que emula los movimientos de un terremoto.
La comunicacion entre la computadora y los actuadores de los servomotores se establece

a través de un puerto serie que opera a 9600 baudios/s.

Instrumentaciéon: sensores de aceleraciéon y desplazamiento

Para medir la respuesta estructural, el prototipo del edificio se equip6 con acelero-
metros basados en MEMS, modelo ADXL203E, con un rango de medicién de £1.7 g,
un ancho de banda de [0 — 50] Hz y un rango de salida de [0 — 10] V. Estos sensores se
instalaron para medir la aceleraciéon absoluta en cada planta y la excitacién externa
ejercida sobre la estructura.

Ademas, se montaron en cada planta sensores de desplazamiento basados en tecnolo-
gia laser, de la serie OptoNCDT de Micro-Epsilon, modelo ILD 1302-200, para medir el
desplazamiento relativo a la plataforma de la mesa vibratoria. Este tipo de dispositivo

tiene un rango de mediciéon de 200 mm, una resolucién de 0.1 mm y funciona a una
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frecuencia de muestreo de 750 Hz. Proporcionan una salida de corriente analégica en
el rango de [4 — 20] mA. Utilizando una resistencia de 500 © y un diseno electronico
adecuado, la salida también puede ser una senal de [0 — 10] V. Estas mediciones de
desplazamiento se utilizan exclusivamente para validar el desplazamiento estimado

proporcionado por el observador.

Sistema de adquisicién de datos

Las mediciones de los sensores se adquirieron mediante convertidores analogico-
digitales y se transmitieron al centro de adquisiciéon de datos, que consta de una estacion
de trabajo y de dos placas de adquisicion de datos. La estacion de trabajo consiste en
un ordenador Advantech equipado con un procesador Intel Core i7-4770S a 3.1 GHz, un
disco duro de 500 GB y 8 GB de RAM. Las tarjetas de adquisicion de datos utilizadas
son de la serie PCle 6221M de National Instruments, que cuentan con 16 canales de
entrada analogica con una resolucion de 16 bits y una frecuencia de muestreo de 250
kS/s, lo que garantiza la medicion simultanea de las respuestas tanto de aceleracion
como de desplazamiento. La estacion de trabajo funciona con el sistema operativo
Windows XP y utiliza MATLAB 2011a con la caja de herramientas Real-Time Windows
Target en Simulink. El sistema se configuré con un tiempo de muestreo fijo de 1 ms

para garantizar la adquisicion y el procesamiento sincronizados de datos en tiempo real.

Figura 1: Prototipo de edificio de cinco pisos a escala reducida.
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Identificacién de parametros estructurales

Para implementar el observador propuesto, los parametros estructurales se estimaron

utilizando el algoritmo de minimos cuadrados descrito en la referencia Morales-Valdez
et al. (2018), capaz de funcionar sin conexiéon y basandose tnicamente en mediciones de

aceleracion. Los parametros identificados para el edificio de cinco pisos se presentan en

la Tabla [1| Estos pardmetros definen el modelo de masa concentrada utilizado para el

diseno del observador en aplicaciones de monitoreo estructural.

Tabla 1: Pardmetros estructurales del prototipo de edificio de cinco pisos

Piso m; [kg] & [N-s/m] k; [N/m]

1 10.78 700.14 19011
2 9.17 278.18 12108
3 9.14 546.84 11966
4 9.12 372.54 11850
5 9.08 375.97 12406

Senal de excitacidon sismica

Para poner de relieve el rendimiento del observador propuesto en un contexto realista,
se llevaron a cabo experimentos utilizando el registro norte-sur del terremoto de la
Ciudad de México de 1985, registrado por la Secretaria de Comunicaciones y Transportes
(SCT), como senal para perturbar la estructura. Dicho registro se escalé temporalmente
para que coincidiera con el prototipo experimental; véase la Figura [2| La senal contiene
una frecuencia predominante de aproximadamente 1.5 Hz, que coincide con el modo

de vibraciéon fundamental del prototipo experimental, lo que la hace adecuada para la

| A.‘.}.‘ﬁl!“ i
% gl NI
i e
27 Ii -0.(3)I _

Figura 2: Componente norte-sur normalizada del terremoto de la Ciudad de México de
1985.
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Procedimiento de calculo de aceleraciones relativas

Con el proposito de aislar la respuesta estrictamente dinamica del edificio debida
a su deformacion interna, se calculd para cada piso la aceleracion relativa respecto de
la base mediante la resta punto a punto en el dominio del tiempo de la aceleracion
absoluta de la mesa vibratoria de la aceleracion absoluta correspondiente a cada nivel.

El vector de estado se define como z(t) = [z1(t) z2(t)]T, donde z(t) vy (t) re-
presentan los vectores de los desplazamientos de los pisos v;(t) y las velocidades v;(t),
respectivamente, con ¢ = 1,...,n; n = 5 describe el nimero de pisos de la estructura,
tal y como se muestra en la ecuacion ((3.58)).

Para las ecuaciones f se tienen las siguientes matrices diagonales de

masa, amortiguamiento y rigidez:

M, = diag |9.1378 9.3594 9.6701 9.633 9.3019]

C, = diag |37.3 311.4 849.5 1077.4 1560.4}

K, = diag —1118 9449 23188 36477 44902]

Resumen del procedimiento experimental
A continuaciéon se describe de manera secuencial el procedimiento experimental

implementado:

1. Preparacién del sistema estructural
= Se monto sobre la mesa vibratoria el edificio a escala de cinco pisos, rigida-
mente fijado a la mesa en su base.

= [La mesa vibratoria se configur6 para operar en un grado de libertad horizontal,

simulando el movimiento del suelo durante un sismo.

= En simulink se desarrollo la planta como se muestra en la Figura
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MODELO REAL DE LA PLANTA

Sismo

ACB

.w.. 9
Figura 3: Modelo real de la planta (edificio de cinco pisos instrumentado).

2. Selecciéon y acondicionamiento de la senal sismica de entrada
= Se selecciond el registro norte-sur del terremoto de la Ciudad de México de
1985 (SCT).
= Dicho registro fue escalado temporalmente para adecuarse a las leyes de

semejanza del prototipo experimental.

3. Instrumentaciéon

» Se instalaron seis acelerémetros MEMS ADXL203E:

e Uno en la mesa vibratoria (base del edificio).

e Uno en cada uno de los cinco pisos.

= Se instalaron seis sensores laser OptoNCDT ILD 1302-200 en los mismos

puntos para medir desplazamientos relativos a la mesa.

= Todos los sensores se conectaron al sistema de adquisiciéon de datos con

sincronizacion temporal comun.

4. Configuracion del sistema de adquisicién
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= Se utilizaron dos tarjetas PCle 6221M de National Instruments.
= Se configuré un tiempo de muestreo fijo de 1 ms en MATLAB 2011a con
Real-Time Windows Target.

5. Registro de mediciones absolutas

= Se aplico a la mesa vibratoria la senal sismica escalada.
= Durante el ensayo se registraron simultaneamente:

e Aceleraciones absolutas de la mesa y de cada piso.
e Desplazamientos relativos de cada piso respecto a la mesa.

e En Simulink se presentaron las mediciones. Figura []
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6. Calculo de aceleraciones relativas (post-procesamiento)
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» Para cada instante de tiempo ¢ y para cada piso ¢ (con ¢ = 1,...,5), se

calculo la aceleracion relativa mediante:
arel,i<t) = aabs,pisoi(t) - aabs,mesa(t)

= Este célculo se realizdé muestra por muestra en el dominio del tiempo.
7. Validacién de resultados

» Los desplazamientos medidos por los sensores léser se utilizaron para validar

los desplazamientos estimados por el observador propuesto.

En esta fase se obtuvieron las mediciones y se realizaron los ajustes necesarios

para generar la base de datos utilizada en las simulaciones del observador.
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B Metodologia empleada para el desarrollo de obser-

vadores distribuidos

A continuacion, se presentan las metodologias empleadas en cada uno de los enfoques

de observadores propuestos, las cuales se aplican segiin el caso de estudio correspondiente

a los capitulos y

Observador distribuido con mediciones muestreadas a diferentes

tasas de muestreo y ruido en la medicion.

Paso 1. (Observabilidad conjunta). Al disefiar un observador, es necesario verificar la
propiedad de observabilidad del sistema. En el caso de un observador distribuido, se re-
quiere que el sistema sea conjuntamente observable, aunque los subsistemas individuales
no lo sean. Revisar la ecuacion (|1.8))

Paso 2. (Matriz de transformacion). Se requiere un cambio de coordenadas para
descomponer los subsistemas en componentes observables y no observables. Revisar las
ecuaciones (1.11)-(1.12)

Paso 3. (Balanceo de la matriz Laplaciana). Calcular el vector fila positivo G, tal
que la matriz GL corresponde al Laplaciano del grafo dirigido balanceado que se obtiene
al ajustar los pesos en el grafo original. Revisar el lema

Paso 4. (Calcular ). La desigualdad asegura que la combinacion entre la
red de comunicaciéon (Zﬁ) y las ganancias locales es definida positiva. Ademés, permite
desacoplar las ganancias locales L;, M; del diseno de la ganancia de acoplamiento ~.

Paso 5. (Ganancia de acoplamiento 7). La ganancia v > 0 controla la intensidad de
la comunicacion entre los observadores. Para garantizar la estabilidad del sistema de
error, v debe elegirse suficientemente grande. Revisar la ecuacion

Paso 6. (Ganancia del observador L;).Se calcula la ganancia L; para estabilizar la
parte observable del sistema local. La parte no observable sera estimada mediante la
comunicacion con los vecinos, usando la matriz M; que proyecta la parte no observable.
Revisar la ecuacion (2.13))

Paso 7. Configurar el solver de ecuaciones diferenciales con retardos (DDE): opciones =
DDESET(‘MaxStep’, At)

Paso 8. Se calculan los retardos para cada uno de los observadores.

Paso 9. Se resuelve el sistema DDE, el cual incluye funciones que definen: (i) la
dindmica continua del sistema en lazo cerrado y de los tres observadores distribuidos para
un satélite (modelo de Hill-Clohessy-Wiltshire), junto con una referencia sinusoidal y su
derivada para el seguimiento de trayectoria, asi como las estimaciones del estado completo

mediante la prediccion de las mediciones muestreadas; (ii) los retardos asociados. Revisar

(2.18) en el teorema
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Paso 10. Se presentan los resultados.

Repositorio de codigos

A continuaciéon se presentan los repositorios donde se encuentran los cédigos de

simulacion del Caso de estudio 1 (Sistema con mediciones muestreadas y retardos).

(= Satélites (https://n9.cl/yp3jg). Incluye los codigos:

[8) VersionT1.m presenta la simulacién de un observador distribuido para un

satélite con mediciones muestreadas y retardos. Es el codigo principal.

[ SatCD2 delBIENT.m presenta la funciéon de la dinamica continua del
sistema en lazo cerrado y de los tres observadores distribuidos para un

satélite. Es invocado por VersionT1.m.

[ Sat sampling delBIENT.m Define los retardos. Es invocado por Ver-

sionT1.m.

[3) satellite Adri_v2.m presenta la simulacion de un observador distribuido

para un satélite con mediciones muestreadas sin retardos.

[3) satelites_continuos_mvl.m Contiene la simulaciéon de un observador distri-

buido tradicional para un satélite.

Observador sincronizado con mediciones muestreadas a diferentes

tasas de muestreo y ruido en la medicién.

Paso 1: Modelado del sistema y construcciéon de matrices (A, E, C) a partir de
pardmetros del edificio (ecuaciones [2.59[2.60).

Paso 2: Diseno de la ganancia del observador local K usando ubicaciéon de polos
(Teorema[2). Se asegura que A — KC sea Hurwitz.

Paso 3: Definicion de los periodos de muestreo. Cada observador ¢ tiene su propio
periodo de muestreo diferentes h;.

Paso 4: Generacion de ruido de medicién para cada sensor (periddico, gaussiano,
etc.) y adquisicién de mediciones muestreadas.

Paso 5: Implementaciéon del observador sincronizado para p = 3 observadores
(ecuacion (2.81])). Cada observador tiene dinamica

Paso 6: Configuracion del solver temporal.

Paso 7: Calculo de la estimacién sincronizada como promedio de los estados estima-
dos.

Paso 8: Almacenamiento de resultados y generacion de gréaficas comparativas.
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Repositorio de cédigos

A continuaciéon se presentan los repositorios donde se encuentran los cédigos de

simulacion del Caso de estudio 2 (Sistema con mediciones muestreadas y ruido).
(= Edificio_2_ pisos (https://n9.cl/2k1ldm). Incluye el codigo:

[8) CD_estructuraVFg.m presenta la simulaciéon de un observador sincronizado
para un edificio de dos pisos, con mediciones de posiciéon obtenidas mediante

muestreo a diferentes frecuencias.

Observador distribuido con mediciones muestreadas a diferentes

tasas de muestreo y comunicaciéon periédica

Paso 1. (Modelado del sistema estructural) Se definen los parametros fisicos: masa
m;, rigidez k; y amortiguamiento ¢; para cada piso ¢ = 1,..., N. (Revisar ecuaciones
E50)-E5).

Paso 2. (Observabilidad conjunta) Al disefiar un observador distribuido, es necesario
verificar la propiedad de observabilidad del sistema. Se requiere que el sistema sea
conjuntamente observable, aunque los subsistemas individuales no lo sean. Revisar la
ecuacion de observabilidad conjunta adaptada al modelo estructural .

Paso 3. (Matriz de transformacion) Se requiere un cambio de coordenadas para
descomponer cada subsistema en componentes observables y no observables. Para cada
sensor ¢ se calcula la matriz de transformacion T;. Revisar las ecuaciones de particion
utilizadas en el codigo -.

Paso 4: (Particion de las salidas por sensor)Cada piso dispone de un sensor que
mide su aceleracion. Por tanto, se extraen las filas individuales de la matriz C.

Paso 5: (Diseno local de ganancias L; y W;) Para la parte observable de cada subsis-
tema se disena una ganancia L; por asignaciéon de polos. Para inyectar la informacion
de los vecinos exclusivamente en la parte no observable de cada observador la matriz
W;. Revisar las ecuaciones (3.12)).

Paso 6: (Definicion del grafo de comunicacion) Se establece una topologia de co-
municacién entre los )V observadores mediante un grafo dirigido fuertemente conexo.
Revisar el lema [1l

Paso 7: (Ganancia de acoplamiento ) Revisar la ecuacion (3.16))

Paso 8: (Configuracion de muestreo y comunicacion) Revisar el algoritmo [3.4.1.

Paso 9: (Evaluacion del desempeno) Una vez finalizada la simulacion, se comparan
las estimaciones con los estados reales de datos experimentales. Se calculan las siguientes

meétricas:

» RMSE (raiz del error cuadratico medio) (3.65).
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» MAE (error absoluto medio)(3.66]).

» Coeficiente de determinacion R? (3.67))

Repositorio de cédigos

A continuacién se presentan los repositorios donde se encuentran los cédigos de
simulacion del Caso de estudio 3 (Sistema con mediciones muestreadas y comunicacion

periodica).
(= Edificio_5_pisos (https://n9.cl/rhq74 Incluye los codigos:

(8] Experimento sample petit.m presenta la simulacién de un observador distri-
buido con salidas de medicién muestreadas a diferentes tasas y comunicacion
periodica. El caso de estudio es una estructura tipo edificio de cinco pisos,
con las mediciones de una base de datos tratada. En este experimento se

consideran las condiciones del primer experimento reportado.

[8) Experimento sample large.m En este experimento se consideran las condi-

ciones del segundo experimento reportado.

[@ Metrica_ruido 1 varianza.m presenta los resultados en el que se toman
las condiciones del tercer experimento reportado y se anade ruido a las

mediciones con una varianza de 1.

[A Metrica_ruido 05 varianza.m presenta los resultados en el que se toman
las condiciones del tercer experimento reportado y se anade ruido a las

mediciones con una varianza de 0.5.

(8] Metrica_sin_ruido.m presenta los resultados en el que se toman las condi-

ciones del tercer experimento reportado sin ruido.

Observador distribuido con mediciones de salidas muestreadas a
diferentes tasas de muestreo con ruido anadido y comunicacién

activada por eventos.

Paso 1. al Paso 3. Revisar la seccion [B.
Paso 4. Definimos los parametros para reducir el nimero de activaciéon de eventos.
Revisar la variable dinamica interna [4.6] asi como la condicion de evento

= §; Permite que el threshold sea mas restrictivo.
» b; Hace que ¢ decaiga més rapido.

= 41 Tiene efecto en el consenso.
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Paso 5. Definir la ganancia L;, segin el teorema [ en la ecuacion y la ecuaciéon
Paso 6. Calcular la ganancia de acoplamiento v de acuerdo al teorema [5| asi como el
intervalo de muestreo méaximo.

Paso 7. Almacenamiento de resultados y generaciéon de gréaficas comparativas

Repositorio de codigos

A continuaciéon se presentan los repositorios donde se encuentran los codigos de
simulacion del Caso de estudio 4 (Conjunto de cuatro VANTS) y del Caso de estudio 5
(Satélites en LEO).

(= VANT (https://n9.cl/bd80te) Incluye los codigos:

[3) event con ruido MAX.m y event con ruido MIN.m presentan la simu-
lacion de un observador distribuido para un conjunto de cuatro VANT, con
mediciones de salida muestreadas a diferentes tasas de muestreo y con ruido

anadido, asi como una comunicacién dindmica activada por eventos.

[ event SIN ruido.m presenta la simulacién de un observador distribuido
para un conjunto de cuatro VANT, con mediciones de salida muestreadas a
diferentes tasas de muestreo con una comunicacién dindmica activada por

eventos.
[8) LMI_evet Lau.m presenta el calculo de la ganancia L; con LMI robusta.
[8) LMI evet Lau2.m presenta el calculo de la ganancia Ly con LM I robusta.
[8) LMI_evet Lau3.m presenta el célculo de la ganancia Ls con LM I robusta.
(8] LMI_evet Laud.m presenta el calculo de la ganancia L, con LM robusta.

9 mis_datos.mat contiene la ganancia L, calculada.
[D mis_ datos2.mat contiene la ganancia L, calculada.
[ mis datos3.mat contiene la ganancia Ls calculada.

[ mis datos4.mat contiene la ganancia L, calculada.

= Satélites (https://n9.cl/4v95c) Incluye el codigo:

[3) Satellite event.m presenta la simulacién de un observador distribuido para
la estimacion de posicion y velocidad de un satélite en LEO, con medicio-
nes de posicion obtenidas mediante muestreo a diferentes frecuencias y la

comunicaciéon dindmica activada por eventos.
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Lista de variables

Variables generales

Sistema y estado

Variable Descripcion

z(t) € R” Vector de estado del sistema

x(t) Derivada temporal del estado

n Dimension del vector de estado

A e R™" Matriz de dindmica del sistema

B e R™4 Matriz de entrada

u(t) € R? Vector de entrada de control

C e R Matriz de salida global

C; € Rpixn Matriz de salida del sensor ¢

y(t) e RP Vector de salida (mediciones)

p Dimension total de la salida (p = 31V, pi)

Pi Dimensién de la salida del sensor

N Nuamero de sensores/agentes en la red
Observabilidad

Variable Descripcion

O(A,C) Matriz de observabilidad del par (A, C)

U, Subespacio no observable del par (A, C;)

v; Dimension del subespacio observable del par (A, C;)

n—uv; Dimension del subespacio no observable del par (A, C;)
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Observadores y estimacion

Variable

Descripcion

z;(t) € R®

e(t) = 25(1) — (1)
mi(t)

zi(t) = Ciei(t) — mi(t)
L; € R™*pi

W, € R"*"

vyeR
W

T

(8

Estado estimado por el observador ¢

Error de estimacion del observador ¢

Variable auxiliar (predictor del error de salida)
Variable auxiliar para el anélisis de estabilidad
Ganancia de correccion del observador local

Matriz de ponderacion (proyeccion sobre el subespacio
no observable)

Ganancia de acoplamiento entre observadores

Tasa de decaimiento deseada (estabilidad)
Pardametro de diseno auxiliar en la condicion LMI
(Lema 2)

Constante positiva en la condiciéon de acoplamiento
(Lema 2)

Red de comunicacién

Variable Descripcion

G=0WEA) Grafo dirigido ponderado de comunicacion
Vv={Ll,...,N} Conjunto de nodos (observadores/agentes)
& Conjunto de aristas dirigidas del grafo

A = [ov] Matriz de adyacencia ponderada

Qi Peso de la arista del nodo j al nodo ¢

D Matriz diagonal de grados de entrada

d; Grado de entrada del nodo ¢

L Matriz laplaciana del grafo

Ji Pesos positivos tales que gL =0y gly = N
G = diag(g1,.--,9n) Matriz diagonal de pesos g;
L=GL+LTG Laplaciana simétrica del grafo balanceado
A2 (EU) Segundo valor propio mas pequenio de £
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Muestreo de mediciones

Variable Descripcion

th k-ésimo instante de muestreo del sensor ¢

AL =t —t Intervalo de muestreo del sensor i en el paso k

AY Cota superior del intervalo de muestreo del sensor ¢
A ax Cota superior global del intervalo de muestreo

v Cota méxima teorica del intervalo de muestreo (Cap. 3)
Xo,, Cota maxima teorica del intervalo de muestreo (Cap. 4)

Funciones de Lyapunov y estabilidad

Variable Descripcion
V(e, t) Funcion candidata de Lyapunov
P=P'>0 Matriz simétrica definida positiva en la funciéon de

)\min(P>7 )‘méx<P)

g = \/)\méx(P)/)\mfn(P)

ag, , bo,

Lyapunov

Valores propios minimo y maximo de P

Relaciéon de condicionamiento de P

Constantes de convergencia en las desigualdades dife-
renciales

Tasa de convergencia exponencial en funciéon del inter-
valo de muestreo

Parametros auxiliares de estabilidad del subsistema no
observable

Coeficientes en la desigualdad diferencial del Lema 4

(Cap. 3)
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Descomposicion de observabilidad

Variable Descripcion

T, = [0; U] Matriz ortogonal de transformacion del nodo i (T;T =
1)

0; € R™vi Base ortonormal del subespacio observable de (A, C;)

U, € R*(n—vi) Base ortonormal del subespacio no observable de
(A,Cy)

A;, € Rvixvi Dinamica de la parte observable (coordenadas trans-

Az’u c R(n—vi)x (n—wv;)

Air c R(nfvi)xvi
Cio € RPXvi
Lio

Pio, P

Eio<t>, (') (t)

formadas)

Dinémica de la parte no observable (coordenadas trans-
formadas)

Acoplamiento entre subespacios observable y no obser-
vable

Matriz de salida en coordenadas transformadas
Ganancia del observador para la parte observable
Matrices definidas positivas en la funcion de Lyapunov
local

Componentes observable y no observable del error del

nodo 7
Variables por capitulo
Capitulo 2 — Observador distribuido con mediciones multitasa y retardo
Variable Descripciéon
y(t) Salida muestreada y con retardo
7 (th,) Retardo en la medicion del sensor 7 en el instante ¢,
Tt Cota superior del retardo del sensor @
Tinéx Cota superior global del retardo
Amsx = Amax + Tmax Suma de cotas de muestreo y retardo
Xi Cota superior para A! .+ 7i . por nodo
X Cota superior global para dx

5;(t) =t — (th — 7(tL))

Tiempo transcurrido desde la tltima medicion corregi-
da por retardo

Constante auxiliar: € = ||C||[|Al|+||C ||y [P~ £L® L. |
Constantes de la desigualdad diferencial del Lema 4

Tasa de convergencia exponencial (Lema 4)
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Variable

Descripcion

P Namero de observadores a sincronizar

Yi(te:) i-ésima medicion de salida (potencialmente ruidosa)

w;(tk;) Ruido de medicion aditivo del sensor i

K Ganancia del observador de orden completo

K, Ganancia de acoplamiento del observador sincronizado

Zi(t) Estado estimado por el i-ésimo observador sincronizado

Zo Estimacion promedio (salida del observador sincroni-
zado)

M, D, S Matrices de masa, amortiguamiento y rigidez (estruc-
tura)

21(t), za(t) Vectores de desplazamientos y velocidades de los pisos

g(t) Senal sismica de entrada

13 Vector de distribucion de la senal sismica

Capitulo 3 — Observador distribuido con comunicacién peridédica multitasa

Variable Descripcion

i —= BT h-ésimo instante de comunicacién del agente ¢

T Periodo de comunicacion propio del agente i

Ty T Cotas inferior y superior de los periodos de comunica-
cion

T Cota tedrica maxima del periodo de comunicaciéon

Deriva del error de estimacion entre instantes de co-
municacion

Constante auxiliar de acotamiento de ||¢;(t)]]

Valor méximo de V(e,) en el intervalo [, 1]

Matrices de masa, amortiguamiento y rigidez (estruc-
tura 5 pisos)

Desplazamiento y velocidad del piso ¢

Aceleracion del suelo (entrada sismica)

Vector de distribucién de la excitaciéon sismica
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Capitulo 4 — Observador distribuido con comunicacién por eventos

Variable Descripcion

Gi(th) Ruido de medicion del sensor ¢ en el instante ¢},

D;=1, Matriz de acoplamiento del ruido de medicion del
sensor ¢

zZ Cota superior del ruido: [|;(t4)]| < Z

Ag Cota superior global del intervalo de muestreo (Cap. 4)

wt k-ésimo instante de comunicacion (evento) del agente
l

oi(t) Variable dindmica interna para el umbral de activacion

g; >0 Parametro del umbral de activacién del evento

b; >0 Parametro de decaimiento de ¢;(t)

8i(t) = (t) — &4(wi) Diferencia entre estado actual y ultimo estado trans-

—_
—
—

Cop, = Z/(2 )‘min(P»

out
Vi

mitido

Parametro de la LMI para manejo del ruido (Teore-
ma

Matriz de la condiciéon LMI (Teorema )

Constante del conjunto residual de error (efecto del
ruido)

Conjunto de vecinos de salida del agente ¢

Variables por caso de estudio

Caso 1: Satélite perseguidor en LEO (Capitulos 2 y 4)

Variable Descripcion

wo Velocidad angular del satélite objetivo (0.001 rad/s)
g Pardmetro gravitacional estandar

Ty Radio de la orbita circular de referencia

¢

Gi(t)

(o(t)

Py, By
01(t), 0a(t)
G(t)

Componentes de posicion relativa del satélite
Entradas de control

Vector de estado (posicion y velocidad)
Componentes de posicion

Componentes de velocidad

Matrices de ganancia de realimentaciéon del controlador
Trayectoria deseada de posicion y velocidad

Estimacion del estado por el observador i
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Caso 2: Estructura tipo edificio de dos pisos (Capitulo 2)

Variable Descripcion

n=2 Ntmero de pisos

m; Masa del piso ¢

d; Constante de amortiguamiento entre pisos

S Constante de rigidez entre pisos

21 (t) Vector de desplazamientos de los pisos

2o(t) Vector de velocidades de los pisos

Az, Periodo de muestreo del i-ésimo observador sincroni-

zado

Caso 3: Estructura tipo edificio de cinco pisos (Capitulo 3)

Variable

Descripcion

n=2>9
1(t), 22(t)
yi(t)

Tg(t)

My, Cy4, Ky
Ly

Namero de pisos

Vectores de desplazamiento y velocidad de los pisos
Aceleracion medida en el piso @

Aceleracion del suelo (entrada sismica)

Matrices de masa, amortiguamiento y rigidez

Vector de distribucién de la excitacién sismica

Caso 4: Conjunto de cuatro VANTs (Capitulo 4)

Variable Descripcion

p; € R? Posicion del VANT 4

v; € R3 Velocidad del VANT i

a; € R3 Aceleraciéon del VANT ¢

r € R Vector de estado global del sistema de cuatro VANTs

u € R12 Vector de entrada de control global

S; Matriz de estructura de medicion del VANT 4

K Matriz de ganancia del controlador (asignacion de
polos)

Dd,i Posicion deseada del VANT 4
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Métricas de rendimiento

Variable Descripcion

MAE Error absoluto medio (Mean Absolute Error)

RMSE Raiz del error cuadratico medio (Root Mean Square
Error)

R? Coeficiente de determinacion

ITAE Error absoluto integral ponderado por tiempo (Integral
Time Absolute Error)

[IAE Error absoluto integral (Integral Absolute Error)

ISE Error cuadratico integral (Integral Square Error)
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