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PROLOGO

Todos sabemos que en la prehistoria el ser humano fue esencialmente nomada,
los cual le obligaba a la busqueda de alimento y primordialmente de agua, liquido béasico
para la supervivencia. En algdn momento de la historia, aprendié a cultivar algunos
granos, requiriendo para ello de la disposicion de grandes volumenes de agua, por lo
gue le fue indispensable asentarse a la ribera de algun rio o en las cercanias de un lago.
En la medida que los asentamientos fueron creciendo, las necesidades de alimento
también lo hicieron, por lo que les fue necesario disponer cada vez de mayores
volumenes de agua. Por tanto, les fue necesario aprender a transportarla por medio de
canales. Por ejemplo, los egipcios construyeron canales para llevar el agua desde el rio
Nilo hasta las zonas de cultivo. Aqui es conveniente recordar una historia con tintes de
leyenda al respecto. Se cuenta que, hacia el siglo VI a. C., en la antigua Babilonia existio
un jardin botanico denominado “Los Jardines Colgantes de Babilonia”. De acuerdo con
la informacion disponible, se trataba de una terraza formada por piedra y tierra, en la cual
crecian diferentes tipos de plantas y que era irrigada por agua proveniente de un pozo.
Pudiéramos pensar que se trataba de un elevador de cangilones, movida por fuerza
animal, hasta la parte superior de la terraza, en donde se vertia el agua que caia por
gravedad y distribuyéndola por medio de pequefios canales.

Pero fue Arguimedes (287 a 212 a. C.) quien descubrié una de las propiedades
fundamentales del agua y de todos los materiales, la densidad, estableciendo lo que se
conoce como el Principio de Arquimedes, en donde se establece la relacion entre el peso
y el volumen de los cuerpos. Mas adelante los romanos aprovecharon todo este
conocimiento para transportar agua en grandes cantidades y a grandes distancias por
medio de canales, aprovechando la fuerza de gravedad, cuya inclinacion fue tan precisa
gue les permitié controlar también el flujo. En la blisqueda del comportamiento de los
materiales, fue Isaac Newton (1643 — 1727) quien descubri6 la magnitud de la fuerza de
atraccion de la Tierra sobre los cuerpos, estableciendo la Segunda Ley de Newton.
Ademas, descubrié que los liquidos, independientemente de su densidad, tenian otra
propiedad relacionada con la movilidad, es decir, la viscosidad, que tiene relacién con la
friccion que ejercen todos los fluidos sobre las superficies.

Otro de los grandes investigadores de la historia fue Daniel Bernoulli (1700 —
1782), quien estableci6 lo que se conoce como el Principio de Bernoulli, que describe
el comportamiento de un fluido al moverse a lo largo de un conducto cerrado,
estableciendo con ello los fundamentos de la Mecéanica de Fluidos. A continuacion,
Claude-Louis Henri Navier y George Gabriel Stokes en 1845 desarrollaron lo que se
conoce como Las Ecuaciones de Navier-Stokes las cuales, mediante la aplicacion de
las Leyes de Newton, de la Conservacion de la Materia y de la Conservacion del
Movimiento, describen matematicamente la trayectoria y direccién del flujo de los fluidos.
Luego Osborne Reynolds en 1883 establecié el que se conoce como Numero de
Reynolds, que es un parametro que permite establecer la relacion entre las fuerzas
inerciales y las fuerzas de friccion viscosa, independientemente del fluido de que se trate.



Todos los esfuerzos descritos y otros mas desarrollados a lo largo de la historia,
han permitido un conocimiento profundo del comportamiento no solo del agua, sino de
una gran de fluidos, desde gases hasta aceites y otros materiales tan extrafios en su
comportamiento como los plasticos, champus, polvos, lodos, etc. Lo cual hace de la
Mecanica de Fluidos una de las ramas mas importantes de la ciencia en la actualidad,
ya que forma parte muy preeminente de el nivel de vida que actualmente gozamos como
especie.

Jorge E. Duque L.
Agosto de 2019



INTRODUCCION

Como se menciona en e prologo, parte muy importante de nuestro nivel de vida
actual, se debe a la disposicion de diferentes tipos de fluidos de uso comun, los cuales
van desde gases, agua, aceites, champus, alimentos liquidos o en pasta, etc. De ahi la
importancia del conocimiento de sus propiedades para el transporte, empacado y
manipulacion. Todo esto es tema de la Mecanica de los Fluidos, por lo que es muy
importante su estudio en diferentes ingenierias, tales como Ingenieria Civil, Mecénica,
Electromecanica, Quimica, Bioquimica y otras mas. Tal es el tema fundamental de este
libro, el cual pretende ser el texto basico para la materia de Fenémenos de Transporte |
en la carrera de Ingenieria Bioquimica.

Este libro inicia con el estudio de los fluidos en reposo, area que se conoce como
Hidrostatica o mas bien Estatica de los Fluidos. Luego se continua con los
fundamentos de esta area con la Ley de Newton de la Viscosidad y otros modelos para
fluidos cuyo comportamiento sea muy diferente al del agua y los aceites. A continuacion,
el segundo capitulo se dedica a la aplicacién de las mateméaticas para la obtenciéon de
modelos de comportamiento de los fluidos en condiciones ideales y para sistemas
sencillos. Para luego desarrollar las ecuaciones de Navier — Stokes, las cuales permiten
ver el grado de complejidad que tiene el movimiento de los fluidos. El capitulo 3 se dedica
a el desarrollo de modelos de parametros que permiten evaluar la magnitud de la energia
perdida cuando un fluido fluye por un ducto o canal. Finalmente, en el capitulo 4 se dedica
a la aplicacion de todos estos conceptos y se desarrolla la Ecuacion de Energia
Mecénica para la determinacién de la magnitud del flujo de un fluido por un ducto o bien
para la dispersion de un fluido por una columna empacada, o también para el transporte
neumético de polvos.



CAPITULO 1

FUNDAMENTOS DEL TRANSPORTE DE CANTIDAD DE MOVIMIENTO

1.1 ESTATICA DE FLUIDOS

El ser humano, con su innata curiosidad, siempre se ha hecho preguntas
fundamentales con respecto a los fendmenos naturales que desde siempre lo han
impactado. Uno de ellos es precisamente el comportamiento del agua. Una caracteristica
del agua y de todos los fluidos, de acuerdo a su definicién, es que toman la forma del
recipiente que los contiene. Es decir, que entre mayor sea el recipiente, mayor es la
cantidad de agua que contiene. Y lo mismo se puede decir de cualquier otro liquido. Es
decir, entre mayor sea el recipiente, mayor es la masa de liquido que puede contener.
Por lo que, segun la Segunda Ley de Newton, mayor seréa el peso, de acuerdo con su
definicion:

F=ma (1.1)

Si en ésta ecuacion se considera la aceleracion gravitacional, entonces la fuerza
es el peso de los objetos, que no viene siendo mas que la fuerza que ejerce un objeto
sobre la superficie terrestre. Lo mismo sucede en cualquier cuerpo celeste, con la
diferencia de que en cada uno de ellos la aceleracién gravitacional es diferente, por
ejemplo, en la Luna la aceleracién gravitacional es un sexto de la terrestre, por esa razén
los objetos tienen menor peso. Por otro lado, la masa de los objetos depende de su
densidad, por lo que cada fluido, con el mismo volumen, tiene un peso diferente. Esta
informacion es importante dado que los fluidos, en grandes masas, ejercen sobre los
objetos sumergidos en ellos, un fendmeno al que se le ha denominado “presion” la cual
se define como la fuerza ejercida sobre un area, tal y como se muestra en el siguiente
desarrollo (Geankoplis, 2018).

Considérese un recipiente como el de la figura, el cual contiene un liquido de
densidad conocida. En cada uno de los puntos a mayor profundidad la masa del fluido
ejerce una fuerza mayor, como se muestra a continuacion:
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A g

En la figura, la fuerza ejercida por el fluido para las profundidades representadas por los
puntos 1y 2, se expresan:

Fy =Fy+ Mg = Fy + ph1gA,

F, = Fy + Myg = Fy + phy g4, (1.2)

En estas dos ecuaciones, tanto Ao, A1y A2 son iguales, por lo que se pueden dividir entre
cualquiera de ellas. Entonces, las fuerzas se transforman en presiones, quedando:

p1 =Dpo +pghy
P2 =Po +pgh; (1.3)

Siendo P la presion atmosférica, equivalente a 101,325 Pascales.
Y si se requiere conocer la diferencia de presion entre los puntos 1y 2, se expresa:

p2 —p1 = pg(hy — hy) (1.4)
En este caso, a la diferencia de presion entre la presién de la superficie y la presion en
el punto 1, se le denomina presién hidrostética, que se expresa:

P1— Do = pghy (1.5)

Por medio de la cual se puede expresar la presién en funcién de la altura (h)de la
columna de un liquido de densidad (p) conocida, es decir:

__ P~ Do
h = > (1.6)

En 1643 Evangelista Torricelli desarrollé un experimento en el cual utilizé un tubo
cerrado de un extremo, llenandolo de mercurio y colocando el extremo abierto sobre un



plato, observando que parte el mercurio empezaba a escaparse por la parte inferior. Sin
embargo, no todo el mercurio se escapaba, sino que en la parte superior se formaba un
espacio vacio y la altura que alcanzaba la columna de mercurio era de 760 mm, esto se
puede comprobar con la ecuacion antes mostrada, sustituyendo la diferencia de presion
por 101,325 Pa y la densidad del mercurio que es, aproximadamente 13,600 kg/m?,
obteniendo:

_ 101,325kg/m-s? _ B
h = (13,600kg/m3)(9.80665m/s2) 0.7597262m = 760 mm (1.7)

Igualmente, si se quiere construir un barémetro de agua, la altura de la columna que debera
tener este, serd la que se indica en el siguiente resultado:
101,325kg/m-s?

h= (1,000kg/m3)(9.80665m/52) 10.33322m (1.8)

Es decir, si nos sumergimos en el agua, a una profundidad de 10.33 metros se tiene una
presion equivalente a 1 atmésfera. Esto es, entre mayor sea la profundidad, mayor sera
la presion que ejercera el agua.

Ahora bien, la presién que ejerce un fluido en el fondo de un recipiente dependera
de la altura del fluido, mas no de la forma del recipiente ni del &rea transversal, de
acuerdo a como se muestra en la figura 1.1.

4 “H/—
‘ P g

°
-
°
v

Figura 1.1 La presion en los puntos A, B, C Y D es la misma.

Esta informacion es muy til ya que se aprovecha para elaborar medidores de
presion por medio de tubos transparentes doblados en forma de U, a los se les denomina
‘mandémetros”. Estos tubos se llenan de un liquido hasta la mitad de su altura. Si ambos
extremos se mantienen abiertos a la atmosfera, la altura del liquido en ambos lados del
tubo serd la misma, lo cual ocurre porque al estar abiertos la presién en ambos lados
corresponde a la presion atmosférica. Tal y como se observa en la figura 1.2a



Figura 1.2. Tubo en U

Si a uno de los lados se le llena de un liquido diferente, la columna del lado
izquierdo se eleva porque el liquido en el lado derecho lo desplaza y, dependiendo de la
densidad del liquido amarillo, su masa desplaza una maza equivalente del liquido azul,
mas su altura serd diferente porque su densidad es diferente.

Este fenbmeno se aprovecha para medir grandes alturas de un liquido de baja
densidad por medio de otro de mayor densidad, tal y como se muestra en el ejemplo 1.1

Ejemplo 1.1 Medicién de la altura de un liquido en un recipiente de gran tamafio.

Considérese un recipiente como el mostrado en la figura, en el cual se encuentra
contenido un liquido de densidad (p1) conocida. Se desea conocer la altura del fluido que
se encuentra contenido el recipiente utilizando un tubo en U que contiene otro liquido
inmiscible con densidad ( pz) también conocida.

Solucidn.

Para conocer la altura del liquido en el tanque, es necesario determinar la presion
en el punto A, para ello se requiere desarrollar un balance de fuerzas entre los puntos A,
B,y D. La presion en el punto Ay el B es la misma, expresandose de la siguiente manera,
siendo p la presion atmosférica en el nivel superior del tanque:

10
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Ejemplo 1.1

Pg =Pa=DPo+p1gh

La presion en el punto A es equivalente a la presion en el punto B, que se encuentra al
lado izquierdo del tubo en U. Y, a su vez, el punto de equilibrio entre ambos lados del
tubo en U se muestra en la linea BC, por lo que la presion es equivalente.

Del lado derecho, la presion en el punto C se expresa:

Pc = Po + p29h;

Igualmente, la p, es la presion en el punto D y equivale a la presion atmosférica. Al igualar
a ambas ecuaciones se tiene:

Do + p1ghs = po + p29h,

Se elimina la presién atmosférica, para finalmente obtener la ecuacion que nos permite
calcular la altura del liquido en el tanque:
P2
pihy = poh, = hy =—h,

P1

11



1.2 BOYANTEZ

Otro fendbmeno importante en la ingenieria es el hecho de que todos los cuerpos
sumergidos en un fluido tienden a sumergirse por efecto de su densidad, es decir, que
todo cuerpo ejerce una fuerza equivalente a su peso que apunta hacia el centro de la
tierra. Igualmente, el fluido ejerce una fuerza en direccion contraria por efecto de la fuerza
de flotacidén que ejerce el fluido sobre el objeto (Welty,2001). En esto se basa el principio
de Arquimedes que establece que objeto desplaza fluido en una cantidad equivalente al
volumen sumergido del solido. Lo anterior se puede ejemplificar de la manera siguiente.

Considérese la siguiente figura que muestra un cuerpo sumergido en un liquido de
densidad conocida:

P1

p2
Figura 1.3 Fuerza de flotacion

En el analisis de la figura, la fuerza que con direccion z, se define en forma matematica
en funcién de un balance de un cuerpo en equilibrio, cuya expresion queda:

12



F=F,—F, =p,A—pA—pchAg = (p; — p1)A — pchAg (1.9)

Si se toma la diferencia de presion en funcion de la fuerza que genera el fluido sobre el
cuerpo, entonces se debe sustituir por la presion hidrostatica que se genera debido al
desplazamiento del fluido por el cuerpo:

F=(p—pc)ghd = (p—pclgV (1.10)
Ahora bien, si el cuerpo esta parcialmente sumergido, y la parte sumergida del cuerpo

equivale a Vs, entonces el peso del fluido desplazado corresponde a pgVs, por lo que se
tiene:

V, = @V (1.11)

Ejemplo 1.2 Fuerza ejercida sobre un cuerpo sumergido.

Un cubo de 1 pie por lado se encuentra sumergido a 10 pies por debajo de la superficie
de agua. Calcular la fuerza ejercida para mantener al cuerpo en dicha posicion. Si se
tiene a). Corcho (p =10 Ibm/pied®) y b). Acero (p = 490 Ibm/pied).

a). Para corcho.
F=(624—-10)(1) =524 lbf = 233N

b). Para acero.
F =(62.4—490)(32.2)(1) = —427.6 lbf = —1902 N

Los signos en ambas ecuaciones implican que el corcho ejerce hacia arriba una fuerza
de 233 N, por lo que, para sostenerlo en la posicion deseada, es necesario aplicar una
fuerza contraria equivalente, es decir, de —233 N. En cuanto al acero, la fuerza ejercida
por el cuerpo es de 1902 N hacia abajo, por lo que, para sostenerlo en la posicion
deseada, es necesario aplicar 1902 N hacia arriba.

13



1.3 PROCESOS DE TRANSFERENCIA

El universo, como un todo, se encuentra en constante actividad, la cual esta siendo
comunicada constantemente hacia todas las partes que lo componen. Por ejemplo, el Sol
envia energia suficiente hacia la Tierra para hacer posible la existencia de seres vivientes
y, ocasionalmente, hidrégeno debido a las explosiones solares. En la Tierra también existe
una actividad constante interna y externa, ya que en sus entrafias se produce calor y en la
superficie se desarrolla el movimiento continuo de enormes masas de aire y agua. El agua,
a su vez, arrastra consigo diversos minerales. El conocer como suceden todos estos
fendmenos ha sido constante curiosidad del ser humano desde siempre. Es decir, ¢que
hace posible que el aire lleve a las nubes cargadas de agua desde un lugar a otro para
luego ser descargadas?, ¢Coémo es posible la transferencia de energia del Sol hacia la
Tierra?, ¢ que hace posible el movimiento del agua en los rios?, ¢ que provoca el movimiento
del mar?

En todos los fendmenos descritos existe algo en comdn que es el transferir o
transportar "algo" de un lugar a otro, siendo ese "algo" calor, masa o movimiento. Por tal
razén se les ha denominado en forma genérica FENOMENOS DE TRANSPORTE o
PROCESOS DE TRANSFERENCIA. Los Fendmenos de Transporte establecen que la
transferencia de calor ocurre si existe una diferencia de temperatura entre dos puntos de
un sistema. El mismo principio es aplicable al transporte de la electricidad, ya que esto
sucede solamente si existe una diferencia de voltaje. En general, se puede decir que en
gran numero de areas del conocimiento es aplicable el principio de transferencia que se ha
expuesto.

En la carrera de Ingenieria Bioquimica es necesario el conocimiento de cémo
ocurren los procesos de transferencia tanto de momento como de calor y masa. Estas
areas se pretenden cubrir en los cursos de Fenomenos de Transporte | y Il y en las
Operaciones Unitarias I, 11 y lll. Y particularmente, este curso de Fenémenos de Transporte
| estard dedicado al aprendizaje de los principios de la Transferencia de cantidad de
movimiento y sus aplicaciones, a la cual se le conoce también como Mecanica de
Fluidos.

14 LEY DE NEWTON DE LA VISCOSIDAD

El principio fundamental de la Transferencia de cantidad de movimiento es la Ley de
Newton de la viscosidad, la cual puede establecerse mediante el andlisis de un experimento
muy sencillo. Considérense dos placas muy grandes colocadas una sobre la otra y

14



separadas por un espacio Y entre ellas; dicho espacio se llena de algun fluido. La placa
superior es fija y la inferior es movible, encontrandose ambas en reposo antes de iniciado
el experimento, segun se observa en la Figura 1.4 (Bird, 2002).

Figura 1.4 Placas paralelas

El experimento se inicia (a tiempo t = 0) al aplicar una fuerza F a la placa inferior,
provocando que esta se mueva con una velocidad V. Sobre la placa inferior se encuentra
en reposo una capa de moléculas de fluido, a las cuales les comunica su movimiento por
efectos de la friccién. Sobre dicha capa se encuentra otra del mismo fluido, a la que a su
vez le comunica su movimiento y asi sucesivamente se va comunicando el movimiento
capa tras capa hasta llegar a la placa superior. Al poco tiempo de iniciado el experimento,
el disturbio provocado por la placa inferior no alcanza a llegar hasta las capas cercanas a
la placa inferior. Lo anterior se puede observar en la figura 1.5, en donde los perfiles de
velocidad, representados por las curvas que se encuentran por debajo de la linea diagonal
superior, no estan totalmente desarrollados y son cambiantes a medida que transcurre el
tiempo, entonces el sistema no ha alcanzado el equilibrio y por tal razén se dice que el
sistema esté en estado inestable.

vx=f(y,t)

/ Sistema en estado inestable

Figura 1.5 Estado inestable

Cuando el sistema alcanza el equilibrio dindmico el flujo se ha desarrollado
totalmente, lo cual queda representado por la linea diagonal y es cuando se dice que el
sistema esta en estado estable, es decir, mientras se mantenga la fuerza inicial, la placa
inferior mantiene la misma velocidad, manteniéndose también el mismo perfil de
velocidades sin importar el paso del tiempo. Esto es, en el estado estable los sistemas son
independientes del tiempo.

15



vx=f(y)
istema en estado estable

Vv

Figura 1.6 Estado estable

Al analizar el perfil de velocidades en estado estable, se puede observar que el
movimiento se transfiere en la direccion perpendicular al movimiento mismo. Ademas, a
mayor fuerza aplicada, mayor es la velocidad que se imprime a la placa, pero mayor fuerza
también se requiere para que el disturbio alcance mayor distancia. Entonces, la fuerza por
unidad de area es directamente proporcional a la velocidad, pero inversamente
proporcional a la distancia, por lo que:

F V-0 |74

- —— == (1.12)

A 0-Y Y
a la cual se le debe agregar una constante de proporcionalidad, la que resulta ser para este
caso la viscosidad dinamica (representada por la letra griega), transformandose en:

i 1.13

La viscosidad es una propiedad de los fluidos que mas adelante se analizara
detenidamente. Yendo nuevamente al analisis del perfil de velocidad, a la ecuacion (1.13)
se le puede aplicar un elemento diferencial del eje y logrando:

F v(y+Ay)-v(y)

- A L (1.14)

A Ay
a la cual, al aplicar el limite cuando el diferencial de y tiende a cero, la ecuacién (1.14) se
transforma en

. dvy

A esta expresion se le conoce como la ley de Newton de la viscosidad, en donde

7yx = esfuerzo cortante en direccion y, debido a un movimiento en direccién x.
vx = velocidad en la direccién x (direccion del movimiento).
y =direccion de la transferencia del movimiento.
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15 VISCOSIDAD.

La ley de Newton de la viscosidad, tal y como se observa en la ecuaciéon (1.15),
establece que el movimiento se transmite si existe una diferencia de velocidades en
direccion de la transferencia del movimiento. Ello es posible gracias al grado de friccién que
ejerce una capa de fluido sobre otra, lo cual es determinado por el tipo de substancia que
compone el fluido, por ejemplo, los gases ejercen menos friccion entre sus moléculas que
los liquidos y que los metales liquidos. Al grado de friccion mencionado se le ha llamado
anteriormente viscosidad dindmica, y sus dimensiones se pueden deducir a partir de las
dimensiones del resto de las cantidades que definen a la ley de Newton. Asi, si
consideramos al sistema dimensional basico como fuerza (F), longitud (L) y tiempo (T),
entonces:

tx=[FL?]
Vx = [ L T-l]
y=I[L]

y despejando a p de la ecuacion (1.15), da como resultado

_ o Tyx _[FL7?]
U= (%) - [T—1] -

[FL™2T] (1.16)

Sin embargo, el sistema dimensional mas difundido es el que considera como dimensiones
fundamentales a la masa (M), la longitud (L) y al tiempo (T). Sobre la base de este sistema
la fuerza (F) se define dimensionalmente por medio de la segunda ley de Newton como:

F=ma=[MLT?]

y al substituir la fuerza en la ecuacion (1.16), la viscosidad se expresa en el sistema
dimensional MLT

p=MLIT]

Pero, aunque es de mucha utilidad, expresar las cantidades por medio de un sistema
dimensional es algo muy genérico. La realidad es que todas las propiedades de los
materiales estan expresadas en sistemas de unidades. De ellos, existen tres que
actualmente son los mas utilizados en ingenieria. Uno de ellos es el sistema inglés que
toma en cuenta ambos sistemas dimensionales, por lo que la viscosidad en este sistema
se expresa de dos maneras:
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u = (Lbspie?hr)

y u = (Ibm pie*t hrt)

en este sistema de unidades existe la dificultad de que continuamente es necesario estarse
trasladando de un sistema dimensional a otro, por lo que se hace indispensable el uso del
factor de conversion gravitacional gc, el cual se define:

ge = 32.2 (Ibm/Ibf) ( pie/seg?)

Otro sistema de unidades es el CGS, en el cual ya no se hace uso de las unidades de
fuerza, sino que ya de antemano estas se supeditan a las unidades de masa, como sucede
con la dina. Asi, las unidades de la viscosidad son

M=(g/lcm-seqg.)

En este caso, la unidad fundamental de medicion es el Poise, para el cual
1 Poise =1 (g/cm - seg.)
Aungue es mas utilizado el centipoise (cp ) que viene siendo la centésima parte del Poise.

El tercer sistema de unidades es el Sistema Internacional ( Sl ), el cual cada vez va teniendo
mas aceptacion por su sencillez y facilidad de uso. Aqui también se supeditan las
dimensiones de fuerza a las de masa, por tanto no es necesaria ninguna transformacion.
Por lo que la viscosidad se define

M=(kg/m-s)=(Pa-s)
Siendo la unidad fundamental el Pascal-segundo ( Pa - s ), la cual es 10 veces mayor que
el centipoise.

Al dividir la viscosidad dinAmica entre la densidad, se obtiene una nueva cantidad

denominada la viscosidad cinemética, que se expresa matematicamente
v==E (1.17)
p

La cual mide el grado de difusion del movimiento, es decir, el area que abarca el disturbio
en la unidad de tiempo.

Como se menciono en el primer parrafo, la viscosidad es una propiedad que cada
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fluido posee y que mide el grado de friccion que las moléculas ejercen entre si.
Dependiendo del tipo de fluido es el orden de magnitud de la viscosidad, por ejemplo, en
los gases la viscosidad varia de 10 a 10° Pa - s, asi se puede observar en la Tabla 1.1 en
donde se muestran valores para algunos gases y su variacion con respecto a la temperatura
a 1 atm de presién. En la Tabla 1.2 se muestran algunos ejemplos de viscosidad para
diferentes liquidos. En ellas se observa que en los liquidos ligeros y metales liquidos el
orden de magnitud esta en el intervalo de  10“ a 102 Pa - s. Para los liquidos pesados
como los aceites los valores de la viscosidad llegan a ser poco mas de 10 Pa - s, como
sucede con la glicerina que es uno de los fluidos de mayor viscosidad. Una observacion
adicional con respecto al comportamiento de los fluidos es que, con respecto a los gases
la viscosidad aumenta con respecto a la temperatura, mientras que en los liquidos
disminuye ¢ por qué?

Tabla 1.1 Viscosidades de algunos gases a 1 atm de presion
EnPa-s

T(°C)

Aire

CO2

Nitrégeno

Oxigeno

Metano

Amoniaco

0

1.72 x10°

1.38 x 10°

1.66 x 10

1.92 x 10°

1.04 x 10

9.30 x 106

50

1.93 x 10°

1.62 x 10°

1.88 x 10

2.18 x 10°

1.18 x 10

1.11 x 10°

2.12 x 10°

1.85x 10°

2.08 x 10°

2.44 x 10°

1.33 x10°

1.30 x 10

2.32x 10°

2.06 x 10°

2.27 x 10°

2.67 x 10°

1.47 x 10

1.48 x 105

2.51 x 10°

2.27 x 10°

2.46 x 10°

2.90 x 10°

1.61 x 10°

1.66 x 10°

2.70 x 10°

2.48 x 10°

2.62 x 10°

3.10 x 105

1.73 x 10

1.84 x 10°

2.89 x 10°

(Cengel, 2011)

2.68 x 10°

2.79x 10°
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Tabla 1.2 Viscosidades de algunos liquidos en Pa - s

T (°C) Agua Etanol Benceno | Mercurio Acgllit\?ade Glicerina
0 1.79x10°%| 1.78x10° |9.10x10*|1.69 x 102 12.1
10 [1.306 x 10 1.47x10° |7.60x10%|1.62x 10° 3.95
20 |1.004 x 103 1.20x10° |6.50x10%|1.55x10°|8.08 x 102 1.48
30 |[8.02x10%| 9.91x10* |5.60x 10%|1.50x 103 |5.57x102| 0.6582
40 |6.53x10%| 8.25x10* [4.92x10%|1.45x103|3.72x 102 | 0.3073
50 |5.50x10%| 7.01x10* |[4.36x10%|1.41x10°%|253x102| 0.180
60 [4.70x10%| 5.91x10% |3.90x10%|1.37x103|1.92 x 102
70 |4.06x10%| 5.03x10% |3.50x10%|1.33x10°|1.45x 1072
80 [3.56x10%| 4.35x10% |3.16x10%|1.30x10°|1.16 x 102
90 |3.15x10*| 3.76 x10* |2.86x10%|1.27 x 10®

100 [2.82x10%| 3.25x10* |2.61x10%|1.24x 103

(Gengel, 2011), (Geankoplis, 2018)

Ejemplo 1.1

Considérese el mismo sistema mostrado por la figura 1.6. En donde la distancia
entre las dos placas es de 0.5 cm y la velocidad de la placa inferior es de 10 m/s. Mientras
gue el fluido es un aceite cuya viscosidad es 0.07 Pa - s. Se desea determinar el esfuerzo
cortante que se imprime al fluido.

dv, V. (0.07 Pa-s)(10 m/s)

e — 140 P
tyx = 7RG, THY 0.005 m 4
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1.6 FLUIDOS NO NEWTONIANOS

Existe en la naturaleza una gran cantidad de fluidos cuyo comportamiento mecanico
va de acuerdo a la ley de Newton de la viscosidad, es decir, con una viscosidad
independiente del esfuerzo cortante aplicado, por lo que se les conoce simplemente como
fluidos newtonianos. Pero existen otros en los que la viscosidad es dependiente de la
fuerza aplicada. La figura 1.7 muestra algunos de los tipos de fluidos existentes. Sin
embargo, aun cuando en la figura se muestra casos generalizados, existe una gran
variedad de fluidos no contemplados. Es decir, el estudio del comportamiento de los fluidos
es una ciencia muy amplia denominada Reologia que se define como la ciencia de la
deformacion y el flujo. Mas precisamente, la Reologia es la ciencia que estudia las
propiedades mecéanicas de los gases, liquidos, asfaltos, plasticos, pastas, plasmas y
materiales cristalinos. Es decir, abarca a todos los materiales que cumplen desde la ley de
Newton hasta la ley de Hooke.

La Reologia define una ley general para todos los fluidos que estudia, basada en la
ley de Newton, y que se expresa

_ av,
Tyx = — r (1.18)
En donde:
Wx _ . — velocidad de cort
dy—)/—veoaa e corte

n = viscosidad

En ella, la viscosidad es una propiedad mas generalizada que aquella definida por la ley de
Newton, ya que esta Ultima puede inclusive depender de la velocidad de corte o, lo que es
lo mismo, variar de acuerdo al incremento del esfuerzo cortante. Dependiendo del tipo de
fluido es el comportamiento de la viscosidad. Obsérvese por ejemplo a la figura 1.7 en
donde las tres curvas inferiores muestran fluidos con diferente tipo de comportamiento. La
curva inferior corresponde a un fluido dilatante, para el cual la viscosidad aumenta con un
incremento del esfuerzo cortante. La tercera curva corresponde a un fluido pseudoplasti-
co, en él la viscosidad disminuye con un incremento del esfuerzo cortante. Y la recta
intermedia corresponde a un fluido newtoniano, por lo que la viscosidad permanece
constante e independiente del esfuerzo cortante (Geankoplis, 2018).
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Bingham

Pseudoplastico

To Newtoniano

Tyx

Dilatante

y = -dvy/dy

Figura 1.7 Fluidos No newtonianos

Para poder explicar y comprender el comportamiento de gran cantidad de fluidos,
no sélo los mostrados en la figura 1.5, se han definido diferentes modelos, uno de ellos, y el
mas simple, es la ley de Newton de la viscosidad, pero existen muchos otros que van desde
los puramente viscosos hasta los viscoelasticos (en los que si el esfuerzo cortante no es lo
suficientemente grande vuelven a su forma original, un comportamiento similar al de los
solidos). Para la mecénica de fluidos son particularmente importantes los fluidos viscosos
y, en muchos de estos, su comportamiento se apega a dos modelos. El primero de esos
modelos es el:

MODELO DE OSTWALD DE WAELE (o Ley de la Potencia).

dvy

n
dy) = my" (1.19)

e =m (-

En la que la viscosidad se expresa de la manera siguiente:

| d‘Ux n—1
=m|———
n dy
en donde: m = indice de consistencia.
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y para: n > 1.0 fluido dilatante.
n < 1.0 fluido pseudopléstico.

n = 1.0 fluido newtoniano.

Otro de los modelos es el:

MODELO DE BINGHAM (o pléasticos Bingham).

La figura 1.7 muestra el comportamiento de los plasticos Bingham ideales con la
linea que aparece en la parte superior de la misma. Este tipo de fluidos requiere un esfuerzo
minimo para que el movimiento se origine, si el esfuerzo cortante es superior a ese minimo
su comportamiento es similar al de los newtonianos, de manera que se expresa

dv .
Tyx = —,uod—; +1, Si |Tyx| > T, (1.20)
dv .
d—; =0 Si |Tyx| < T

Las tablas 1.3 y 1.4 muestran algunos ejemplos de fluidos tipo Ostwald y
Bingham respectivamente, particularmente de alimentos.

Tabla 1.3 Valores de parametros para fluidos que siguen el modelo de
Ostwald de Waele.

Fluido Temp (K) m (Pa+s")

Puré de manzana, marca A. Densidad = 1.1

297 0.5

297 6.51

197 5.61

Crema, 30% de grasas. 276 0.01379

Puré de tomate.

5.8% de solidos totales. 305 ) 0.2226

Pulpa de madera al 4% en agua. 20.05
Sangre humana. 0.00384
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Tabla 1.4 Parametros para fluidos que siguen el Modelo de Bingham.

Fluido 7 (Pa) to(Pa.s)
Miel de abeja 57.55 11.51
Mayonesa 38.37 0.663
Salsa Catsup 14.39 0.08345

Pintura de Aceite (Brillante) 0-2.88 0.14 - 0.391
Pintura de Aceite

Pintura de Aceite (Mate) 1.92-10 0.06-0.1 I

(Semibrillante) 4.8-12 01-0.351

Pintura Vinilica 0.96 - 10 0.02-0.14

Barnices 0 0.09 — 0.291
Ejemplo 1.2

Los datos experimentales, obtenidos por medio de un viscosimetro de cilindro, para
un puré de platano a 340 K, fueron los siguientes

Velocidad de corte Esfuerzo de corte
(103s?) (10*Pa)

1.06
1.22
1.37
1.62
1.80
2.01
2.10
2.21

(62}

~NOUIRWN R R
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Fluido No newtoniano

0.00025

0.0002

y = 0.0016x0-392
R?=0.9984

0.00015

0.0001

Esfuerzo cortante

0.00005

0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007

Velocidad de corte

Figura 1.8 Calculo de parametros

La figura 1.8 es la grafica de los datos experimentales de velocidad de corte vs
esfuerzo cortante. La cual se obtuvo al vaciar los datos en una hoja de célculo en Excel y
desarrollando la gréfica que se muestra. Para desarrollar un andlisis de los datos
experimentales se aplica se obtiene la curva de tendencia con que cuenta el Excel y se
escoje el analisis para una curva potencial, que es la forma que tiene la expresién del fluido
Ostwald. Dando como resultado el siguiente:

para m =0.0016 Pa—-s"
y para n =0.392

Por tanto, se trata de un fluido pseudoplastico.

25



1.7 REGIMENES DE FLUJO.

En la seccion anterior se analizé s6lo una forma de transferencia del movimiento de
un fluido, es decir, la transferencia de cantidad de movimiento por fuerzas viscosas.
Pero el flujo de un fluido es un fendbmeno muy complejo ya que, coexistiendo con las fuerzas
viscosas, también se encuentran las fuerzas inerciales. Y estas fuerzas inerciales son la
causa de otra forma de transferencia que se denomina conveccion. Para entender a la
conveccion, considérese nuevamente la figura 1.6, en ella podemos observar que, ademas
de la friccion entre las moléculas de capas adyacentes, las moléculas de una misma capa
se unas a otras en la direccion del movimiento. Dicho de otra manera, las moléculas en
movimiento colisionan con otras moléculas comunicandoles de esta forma parte de su
energia cinética y provocando su movimiento.

Como ya se mencion0, ambas formas de transferencia coexisten en un mismo
sistema. Sin embargo, en muchos sistemas predomina uno de ellos y es lo que determina
los llamados regimenes de flujo. Si el flujo viscoso es el que predomina, entonces se dice
que el sistema esta en régimen laminar, o bien, que es un flujo laminar. Si el flujo
convectivo predomina, entonces el sistema se encuentra en régimen turbulento, o bien,
se le denomina flujo turbulento. En el primer tipo de régimen el movimiento de las
moléculas es perfectamente ordenado, de manera que las moléculas no pierden su
formacion. En cuanto al flujo turbulento, el movimiento es totalmente desordenado, de
manera que existe un mezclado. En cambio, si el orden se pierde parcialmente, de manera

Flujo laminar

Flujo turbulento

Figura 1.9 Regimenes de flujo
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gue existe un mezclado parcial, entonces el movimiento no es totalmente desordenado, por
lo que se le denomina flujo de transicién. En 1883 Osborne Reynolds observo este
fendmeno mediante un sencillo experimento, mostrado en la figura 1.9. El experimento
consiste en hacer fluir agua por un ducto y en su centro introducir una solucion de agua
coloreada. Cuando el flujo es lento, se agua coloreada fluye por el centro del ducto
formandose una linea de color a lo largo. Se tiene entonces un flujo ordenado y se considera
que el fluido estd moviéndose formando placas o laminas de moléculas de fluido, por esta
razén se le nombré flujo laminar. Cuando se incrementa el flujo, o lo que es lo mismo, por
efecto dee la velocidad la formacion de moléculas se empieza a perder, ya que el colorante
se empieza a mezclar con el agua no coloreada, sin llegar a colorearla totalmente, cuando
esto sucede se dice que se tiene un flujo de transicion. Al incrementar radicalmente la
velocidad, se forman turbulencias dentro del ducto provocando que el colorante termine
totalmente mezclado con el agua, por lo mismo se le ha llamado flujo turbulento. Ahora
bien, el punto de cambio de régimen no sélo depende de la velocidad sino también del tipo
de fluido y del tamafio del ducto, es decir, de la viscosidad y de la densidad del fluido y del
diametro del ducto. Combinando todas esas cantidades se obtiene el NUmero de Rey-
nolds que se expresa:

Re = — (1.21)

en donde:

D = Diametro del ducto = [L]

v = velocidad promedio del fluiido = [LT 1]
p = densidad del fluido = [ML™3]

u = viscosidad del fluido = [ML™1T 1]

La ecuacion (1.21) es la expresion de un numero adimensional, el cual, una vez
substituidas sus cantidades, es un claro indicativo del régimen de flujo. Esto es, el flujo
laminar se presenta cuando el Re < 2,100, el flujo de transicion se presenta entre 2,100 y
4,000 y el flujo turbulento cuando Re > 4,000.

Visto de otra manera, las cantidades representadas en el nimero de Reynolds se
pueden reacomodar de la siguiente forma

__ fuerzas inerciales

v
Re=p

T — ; (1.22)
Uy fuerzas viscosas

Claramente se puede ver que el nimero de Reynolds es una relacion de las fuerzas
inerciales con respecto a las fuerzas viscosas. De tal modo que, si las fuerzas viscosas
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predominan, el nimero de Reynolds es pequefio y se tiene el flujo laminar. En contraposi-
cion, si las fuerzas inerciales predominan, el nimero de Reynolds es grande y se presenta
el flujo turbulento.

Cuando se tiene un fluido no-newtoniano el nimero de Reynolds varia, por ejemplo,
si se trata de un fluido tipo Ostwald la expresion sera

Dnvz—np

3n+1\"
4an

Re =

(1.23)

gue es una expresion generalizada de la ecuacion (1.21).

Las ecuaciones anteriormente mostradas tienen al diametro como dimensién
caracteristica considerando un ducto cilindrico. Sin embargo, en ocasiones los sistemas
de flujo contienen tuberias que tienen otro tipo de geometria, como ejemplo se puede
mencionar los sistemas de aire acondicionado, en donde los ductos son rectangulares, o
bien los canales que generalmente son trapezoidales. En este caso se utiliza una
cantidad denominada radio hidraulico, el cual se define:

Area de flujo

Radio Hidraulico = Ry, = — : (1.24)
Perimetro mojado

Por lo que para un conducto rectangular se expresa:

R = ab
" 2(a+ b)
b
a
Y para un conducto circular:
nD?/4 D
T gD T 4
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De tal manera que el numero de Reynolds se debe expresar de la manera siguiente:
4R, vp
e = ——
J7i

Ejemplo 1.3

Por una tuberia de 3 cm de diametro fluye aceite de oliva a 20°C a razén de 40
Its/min. Determinar el tipo de régimen para este flujo.

Solucién. La densidad del aceite es 914 kg/m?®y su viscosidad de 0.0808 Pa - s.

3

I _G_(4O ltS) 1m® (1min)—67x10"4m
ujo votumetrico = G = min/ \103lts 60 seg o §

=7.068 X 10™* m?

{Area transversal} _ nD? _ 7(0.03 m)?

de la tuberia 4 4
Am3
{Velociad promediO} = g _ 6.7 x 10 4mT ~ oouat m
en la tuberia A 7.068 X 10~4m? | s

,_Dvp _(0.03 m)(0.9431™) (914%9)

= 320
u 0.0808 Pa-s

dado que el Re < 2,100 por lo tanto el flujo es laminar.

1.8 ESTIMACION DE VISCOSIDAD.

Valores estimados experimentalmente de la viscosidad para diferentes tipos de
fluidos se pueden encontrar en la bibliografia. Sin embargo, la gran mayoria de esa
informacion se refiere a substancias puras y, particularmente en los gases, no son comunes
las referencias que muestren su dependencia con respecto a la presion, asi se puede
observar en las tablas 1.1 y 1.2. Para algunos fluidos newtonianos no existe tabulacion,
tdmese por caso los barnices o los aceites porgque se trata de mezclas de substancias, en
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ellos solamente se puede obtener su viscosidad experimentalmente. Para la evaluacion
experimental de la viscosidad de fluidos newtonianos existen diversos aparatos, pero entre
los mas comunes estan el viscosimetro de Ostwald y el de Saybolt. La medicion en el
viscosimetro de Ostwald consiste en medir el tiempo que tarda en recorrer el fluido una
distancia a través de un tubo capilar. En el viscosimetro de Saybolt se mide el tiempo que
tarda en fluir una cantidad de fluido a través de un tubo capilar. Sin embargo, ninguno de
estos viscosimetros es Util para las determinaciones de los parametros de los fluidos no
newtonianos. Para los fluidos no newtonianos se utilizan viscosimetros del tipo rotatorio
gue, en general, consisten en un cilindro rotatorio que se introduce en un recipiente lleno
del liguido al que se desea medir la viscosidad, luego se aplica un torque al cilindro giratorio
y se mide la velocidad alcanzada por dicho cilindro. El torque es una medicién del esfuerzo
cortante y la velocidad del cilindro se relaciona con la velocidad de corte, por lo que se
grafica la informacién obtenida para obtener los parametros buscados. Existen diferentes
tipos de viscosimetros rotatorios, como son los de Couette, Stormer, Brookfield, etc. Estos
ltimos también son Utiles para determinar la viscosidad de fluidos newtonianos.

En el caso de gases, como se menciond anteriormente, la informacion que
proporciona la bibliografia generalmente son valores determinados a 1 atm de presion
(algunas tablas mencionan que, para gases ideales, todas las propiedades son
independientes de la presion, con excepcién de la densidad. Ver Transferencia de Calor y
Masa, 42 edicion, Cengel). No obstante, hay metodologias propuestas que consideran tanto
a la presién como a la temperatura y, en algunos casos, al volumen especifico. Tal es el
caso de los métodos de estados correspondientes, en donde se requieren las
condiciones de la substancia en el punto critico. La metodologia consiste en el uso de la
grafica 1.3-1del libro de Fenbmenos de Transporte (Bird, Stewart y Lightfoot). En ella se
relaciona la viscosidad reducida con la temperatura y presion reducidas, las cuales se
definen

Hr = i ; T = Tlc : pr = i (1.25)
Las condiciones criticas de temperatura, presion y volumen especifico estan disponibles en
tablas termodindmicas en diferentes manuales. Ademas, para algunos gases también se
cuenta con la viscosidad critica, pero no son la generalidad. Sin embargo, se cuenta con
algunas correlaciones para su estimacion, dos de ellas son:

2/3

e = 6.61(MT,)Y2(V,) (1.26)

o bien,
ue = 7.7MV2p2/3T 16 (1.27)

Siendo:
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Ue = [micropoises] = [1077Pa - s]
pc = [atm]

T, = [K]

V, = [em?®/gmol]

Una vez conocidas pry pe, se despeja p de la ecuacion (1.25) correspondiente y se evalla.
Para la figura 1.3-2, a partir de un valor conocido de la viscosidad a condiciones dadas se
evalla £ para luego evaluar la viscosidad a las nuevas condiciones que se desea evaluar.

Cuando se tiene una mezcla de gases, se evaluan las condiciones criticas promedio
de la mezcla, o sea:

p'. = Xt XiPei ; T’ =X xiTe ; # o= Nis Xitkei (1.28)
prosiguiendo con el mismo procedimiento que para gases puros.

DIAGRAMA DE VISCOSIDAD REDUCIDA
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Tabla 1.5 Propiedades criticas de gases

Compuesto Te (K) P, (atm) V. (cm3gmol) Hc (g/cm-seg)
H2 33.3 12.8 65 3.47 x 10
He 5.26 2.26 57.8 2.54x10°
Aire 1324 37 86.7 1.93x10*
O2 1544 49.7 74.4 2.5x10*%
N2 126.2 335 90.1 1.8x10*
CO 132.9 34.5 93.1 1.9x104
CO2 304.2 72.9 94.1 3.43x10*
Clz 417 76.1 124 4.2x10%
SO2 430.7 77.8 122 4.11x10*
CHa 191.1 45.8 98.7 1.59x104
C2H2 308.7 61.6 112.9 2.37x10*
(Bird, 2002)
Ejemplo 1.4

Se desea calcular la viscosidad de una mezcla de amoniaco al 23% mol y Freon 12
al 75% mol a una temperatura de 170°C y una presion de 450 atm. Siendo sus condiciones
criticas NHa: Freon 12: (CCl2F»

Tc=405.6 K Tc=385K
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pc = 111.3 atm pc = 40.7 atm
Ve =72.5 cm/g mol Ve =217 cm3 g mol
M =17 g/g mol M =121 g/g mol

Solucién. Se determina primero la temperatura y presion critica para la mezcla
T.=0.25(405.6)+ 0.75 (385)=390.15K

p.’=0.25 (111.3)+0.75 (40.7)=58.35 atm

se evalua ahora la viscosidad critica de cada uno de los componentes y de la mezcla
p, =7-7(17 )*(111.3 ) (405.6 )™ = 270 1p

4 =7.7(121)"(40.7 )** (385 Y"*=371.6 up

CFreon

4. =0.25(270)+0.75(371.6)= 346.2 11p

se calculan a continuacion la temperatura y presion reducidas

| 170+273 _

c—

114 5 p=—0 o771
390.15 58.35

por medio de las cuales y de la figura I.3-1 se obtiene
pfr=32
y el valor final de la viscosidad es
U= e = 3.2(346.2) = 1107.84 up
Ejemplo 1.5

Calcular la viscosidad del CO2 a 114.6 atm y 40.3°C.
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Tc=304.2 K pc = 72.9 atm, He = 3.43 x 104
Solucion. Se evalla primero ur
Tr=(273 + 40.3) /304.2 =1.03
pr=114.3/72.9 = 1.57

de la grafica 1.3-1 se obtiene Mur=15

con la cual se calcula

M Hr Ke = 1.5(3.43 x 104) = 5.145 x 10 poise

Para liquidos puros es mas recomendable y sencillo investigarla en la bibliografia
disponible, o bien, evaluarla por medios experimentales. No obstante, existen correlaciones
gue permiten su evaluacion, aunque en su mayor parte se refieren a hidrocarburos y, por
lo mismo, estan limitadas a los fluidos newtonianos, ademas, su error varia desde un 0%
hasta cerca de un 170%, sin ser consistente, 0 sea, no son confiables. La correlacion mas
confiable, pero también limitada, es la que se muestra enseguida:

logp, = A+ = CT + DT (1.29)

en donde:
ML = viscosidad de liquidos, (cp)
T = Temperatura, (K)

Las constantes A, B, Cy D estan dadas en la tabla 1.6 para algunos liquidos polares con
errores porcentuales realmente bajos. Desgraciadamente no se cuenta con valores para
todos los liquidos, por lo que la correlacion se encuentra muy limitada.

Tabla 1.6 Constantes para la ecuacién 1.29

Compuesto A B C D Intervalo (°C)
Agua -10.73 | 1,828 0.01966 -14.66 x 10° 0a374.2
CO2 -1.345 | 21.22 0.01034 -34.05 x 10° -56.5a31.1
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Metanol -99.73 | 7,317 0.4681 -745.3 x 10°® -97.6 a -40
Metanol -17.09 | 2,096 0.04738 -48.93 x 10° -40 a 239.4
Etanol -2.697 | 700.9 | 0.002682 -4.917 x 10 -105a243.1
n-Propanol -5.33 1,158 | 0.008722 -9.699 x 10° -72 2 263.6
n-Butanol -4.22 | 1,130 | 0.004137 -4.328 x 10° -60 a 289.8
Propano -3.372 | 3135 0.01034 -20.26 x 10°® -187.7 2 96.7
NO2 -8.431 | 932.6 0.02759 -37.54 x 10° -11.2 a 158
Ejemplo 1.6

Se desea calcular la viscosidad del agua a 20°C por medio de la ecuacion 1.29 y
evaluar el error inducido. El valor experimental de la viscosidad es 1.005 cp.

Solucion. La correlacion de Andrade para este caso en particular es
1,828

logp, = —10.73 + 2228 4 0.01966(293) — 14.66 x 1076(293)2 = 0.01074

293

py, = 10%0197% = 1,025 (cp)
y el porcentaje de error es:

~|1.005 — 1.025
€= 1.005

X 100 = 2%
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PROBLEMAS.

1. Las transfusiones intravenosas suelen impulsarse por gravedad cuando se cuelga
la botella de sangre a una altura suficiente para contrarrestar la presién sanguinea
en la vena y forzar ese fluido hacia el interior del cuerpo. Cuanto mas alto se
coloque la botella, mayor sera el gasto del fluido. Si se considera que las
presiones normales son de 80 mm para la sistolica y 120 mm para la diastélica. a)
Considerando que se equilibran entre si las presiones del fluido y la sanguinea
cuando la botella esta 1.2 m arriba del nivel del brazo, determine si la presion
sanguinea manomeétrica es suficiente para contrarrestar la presion interior. b) Si la
altura fuera de un metro, ¢ cual seria la presion y que ocurriria? c) Si la presion
manométrica del fluido a nivel del brazo es de 20 kPa para tener un gasto
suficiente, determine a qué altura debe colocarse la botella y determine si el
paciente tiene la presion normal o sufre de alta presion. Tome la densidad de la
sangre como 1 020 kg/m3.

_ —
( ,fi‘ ! )atm

‘ L-s‘:J\Botella IV

2. El sistema mostrado consta de una caja que se encuentra en lo profundo de un
lago. La caja en su interior se encuentra a una presion de 1.2 atm. La profundidad
a la que se encuentra la caja es de 15 m y la superficie del agua se encuentra a la
presion atmosférica (100 kPa). Determinar la lectura del manémetro. Si el
mandmetro muestra una diferencia de altura de 200 mm, calcular la profundidad a
la que se encuentra la caja.

150
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3. Los compartimientos B y C de la figura mostrada estan cerrados y llenos de aire.
La lectura barométrica es de 100 kPa. Cuando los manémetros A y D marcan las
lecturas indicadas, ¢ qué valor tendré x en el manémetro E de mercurio?

A

106 kPa R@ ¢

: P

4. Determinar la diferencia de presion entre los puntos A y B de la figura dada abajo.

ire

90 cm

45 cm

LI‘
|

60 cm

0cm

Agua a 27°C

B

5. El mandmetro de la figura permanece como se muestra cuando el recipiente se
encuentra abierto a la atmésfera.
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Aire

Agua

Determine la altura h del manometro tal y como se ve en la figura.Si el recipiente se
cierra y se mantiene 69 kPa de presion en el espacio que contiene aire, calcule la
altura h a la que debera de dar el manometro.

6. Determinar la presion en la tuberia que transporta agua, mostrada en la figura:

pd

800 kgs/m’

Agua

7. La presion manométrica dentro del tanque es de 65 kPa, como se muestra en la
figura. Calcule la altura h indicada para la diferencia de nivel del mercurio.
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/@/v 65 kPa l
Aceite 720 kg/m?®

Aire Altura 75 cm

Agua

Agua
30 cm

¢,Cual sera la nueva altura si la presion interna se incrementa a 100 kPa?

8. En la figura, se muestra un recipiente cerrado que contiene agua. El manémetro
mecanico mostrado, se encuentra a una profundidad de 4 m y marca una presion
de 90,000 pascales. EI manometro de la derecha es un tubo en U que contiene
mercurio y muestra una diferencia de altura que se desea calcular. Después de
hacer al calculo anterior, si la diferencia de altura del mercurio se incrementa en un
20%, ¢, Qué presion marcaria manometro mecanico?

= |f
&

9. Dos camaras con el mismo fluido en su base estan separados por un émbolo cuyo
peso es de 25 N, como se muestra en la figura. Calcule las presiones manométricas
en las cdmaras Ay B.

Pistén

' EEY

£ 30cm L

Agua

90 cm
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10.En la figura mostrada a continuacién, ¢Qué presion manométrica en A haré que la
glicerina suba hasta el nivel B? El aceite y la glicerina se encuentran a una
temperatura de 25°C.

Aire 1.5m

Aceite a4m

11.Una banda de 60 cm de ancho se mueve como se muestra en la figura. Calcule la
potencia, en Watts, necesaria para lograr que se mueva con la velocidad mostrada.

I: 4 m >||
@ O\
\b - 10 /s 2 mm

1

12.Determine la viscosidad del fluido que se encuentra entre la flecha y el cilindro por el
gue se mueve, de acuerdo con la figura dada. Siendo el diametro del cilindro interno
de 3 pulg. y el del cilindro externo de 3.006 pulgs.

20 Ibs Q V = 0.4 pies/seg
— > ) >

L1

8 pulg
13.Un cilindro vertical de acero de 1 pulg. de diametro y 12 pulgs. de longitud, dentro de
un tubo ligeramente mayor, cae, debido a su propio peso, a una velocidad uniforme
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de 0.5 pies/seg. Se llena el espacio entre el cilindro y el tubo con glicerina a una
temperatura de 35°C. Determinar el espesor del espacio entre el tubo y el cilindro.

14.Un sistema de dos placas paralelas infinitamente grande separadas por un espacio
de 2 mm. La placa inferior se mueve a una velocidad de 5 mm/s mientras que la
superior permanece fija. El espacio entre las dos placas se encuentra un fluido
Ostwald cuyo indice de consistencia es de 6.5 Pa*s" y su exponente es de 0.5.
Determinar el esfuerzo cortante. Si la velocidad se reduce a la mitad, determinar si el
esfuerzo cortante se incrementa o se reduce. Igualmente, si el espacio se reduce a
la mitad, determinar si el esfuerzo cortante aumenta o se reduce. En base a los
resultados, ¢se puede deducir si el fluido es dilatante o pseudoplastico?

15.Un cilindro vertical de 1 pulg. de diametro y 12 pulgs. de longitud y una masa de 3
lbm, dentro de un tubo ligeramente mayor cae, debido a su propio peso, a una
velocidad uniforme de 0.5 pies/seg. Se llena el espacio entre el cilindro y el tubo con
glicerina (1 = 1.547 lbm/pie-seg).

a. Determinar el espesor del espacio entre el tubo y el cilindro y el diametro del
tubo.

b. Si el espesor de la ranura entre tubo y cilindro es de 5 mm, ¢cual seré la
velocidad de caida del cilindro?

16.Un trozo de tubo de 5 cm de diametro y 25 cm de longitud se desliza por un cilindro
vertical metalico de 4.9 cm de didmetro a una velocidad constante de 4 cm/s. Para
lograr esa velocidad se le aplica al tubo una fuerza de 6 N de manera constante. Se
desea calcular la viscosidad del fluido que se requiere para que el tubo resbale por
en el cilindro.

17.En la figura mostrada se tiene una rampa cuya inclinacién es de 30° sobre la
horizontal. Sobre la rampa se tiene una placa de 4 m? cuyo peso es de 10 kg, la cual
resbala sobre una capa de un liquido viscoso con una separacién de 2 mm. La placa
se mueve a una velocidad de 0.2 m/s. Se desea saber la viscosidad del fluido.

30°
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18.Se tiene una ranura de 10 mm de ancho, en una pared muy grande. Dentro de la
ranura se coloca una placa de 2 m? y 1 mm de espesor. La placa se encuentra a 1
mm de la pared en un lado, mientras que en el otro se encuentra a 8 mm. La ranura
se encuentra llena de aceite, cuya viscosidad es de 0.84 Pa-s a 20°C. La placa se
mueve a una velocidad de 40 cm/seg. Determinar la fuerza necesaria para mover la
placa.

19.EI sistema mostrado en la figura consiste en una ranura de 6 mm de espesor, en la
parte interior se encuentra una lamina de 2 mm de espesor y de 2 m por lado. La
lamina pesa 10 kgs y la ranura se encuentra llena de glicerina a 25°C. La lamina esta
siendo jalada hacia arriba por una fuerza de 150 N. Se desea saber a que velocidad
se estd moviendo la lAmina y hacia dénde (arriba o abajo).

A
150 N

10 kgs
v

20.El sistema mostrado en la figura consiste en una rampa de 30° de inclinacién, por
sobre la cual se desliza una lamina de 2 mm de espesor y de 2 m por lado. La lamina
tiene una masa de 62 kg y entre la lamina y la rampa hay un espacio de 2 mm de
espesor que se encuentra lleno de glicerina a 25°C. La lamina esta siendo jalada hacia
arriba por un objeto cuya masa es de 50 kg. Se desea saber a qué velocidad se esta
moviendo la lamina y en qué direccion (arriba o abajo).

50
30° l kgs
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21.Por un tubo de 2 pulg de diametro esta fluyendo agua a 25°C a razén de 180 L/min.
Cudl sera el flujo si por otro tubo de 1 pulg de diametro fluye glicerina también a 25°C
con el mismo régimen que en el otro tubo con agua.

22.¢Cudl sera la minima velocidad en flujo turbulento que se puede obtener en un tubo
de 1 pulg de diametro, para agua a 35 °C? ¢, Cudl pudiera ser si se trata de aire a 1
atmosferay 55 °C?

23.Por una tuberia de 3 pulg, que descarga hacia otra tuberia de 1 pulg, circula un fluido.
¢ Cudl es el numero de Reynolds en el tubo de 1 pulg, si en el de 3 pulg es de 15,0007

24.Por un tubo de 4 pulgadas de diametro fluye agua a razén de 2 kg/s (p = 996 kg/m3y
U = 7.98 x 10 Pa-s). Determinar el régimen al que se encuentra. Si el diAmetro se
reduce a 3 pulgadas, determine la variacion en el nimero de Reynolds y el régimen
de flujo. Si el fluido es glicerina a 30°C (p=1258 kg/m3® y u = 0.6582 Pa-s). Si se
aumenta el diametro a 8 pulgadas, determine si cambia el régimen, el flujo y la
velocidad.

25.En la figura se muestran dos tubos de 10 cm y 2 cm de diametro. El primer tubo tiene
una longitud de 10 m, mientras que el segundo tiene una longitud de 7 m. Por los
tubos fluye agua a razén de 360 kg/h. Calcular los siguientes parametros:
a. Lavelocidad y el gasto en cada uno de los tubos.
b. El régimen de flujo en cada uno de ellos.

—_—

360 kg/h

26.Una tuberia de 15 cm de didmetro descarga en dos tubos de 7.5 cm de diametro. Por
dentro de ellas pasa un fluido de tal manera que el nUmero de Reynolds en la tuberia
de 15 cm es de 20,000. ¢, Cual seréa el Reynolds en las tuberias de 75 mm?
Para probar la resistencia de una tuberia, primeramente, se hace pasar agua por ella,
bajo las mismas condiciones a las que va a trabajar con el liquido que va a transportar.
En este caso, se quiere transportar 60 kg/min de mercurio por una tuberia de 1
pulgada de diametro. Para verificar la resistencia de la misma, se hace pasar agua a
las mismas condiciones de flujo a las que va a estar el mercurio, por lo que se desea
saber cual es el flujo de agua que deberia pasar por la tuberia a las mismas
condiciones y a una temperatura de 20°C. Calcule también tanto la velocidad del agua
como la del mercurio.

27.El etano tiene una temperatura critica de 305.4 K, una presion critica de 48.2 atm y
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un volumen critico de 148 cm3/gmol. Determinar su viscosidad a 227°C y 150 atm
de presion.

28.Determine la viscosidad del SO2 a 400°C y 200 atm.
29.Determine la viscosidad del metano a 100°C y 150 atm.

30. Se tiene una mezcla de 20% de CO, 30% de CO2y 50% de aire en volumen. Se
desea conocer la viscosidad de la mezcla a 150°C y 120atm.

31.Se tiene una mezcla de 50% de aire, 20% de metano y 30% de etano en volumen.
Se desea conocer la viscosidad de la mezcla a 200°C y 100 atm.

32.Calcular la viscosidad del metanol a 50°C.
33.Calcular la viscosidad del etanol a 40°C.
34.Calcular la viscosidad del propanol a 65°C.

35.Calcular la viscosidad del butanol a -10°C.
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CAPITULO 2

ANALISIS EN FLUJO LAMINAR

2.1 EL POSTULADO GENERAL DE BALANCES

El objetivo primordial de la ingenieria es el de disefar, operar y controlar equipos y
procesos. Pero, para poder cumplirlo, es necesario conocer los parametros que permiten
llevar a cabo su disefio o control. Los parametros a que se hace mencion dependen del tipo
de transferencia que esté sucediendo dentro del proceso o equipo. Por ejemplo, si se trata
de una caldera se requiere conocer la cantidad de calor generada por el combustible, la
temperatura de entrada del agua, la temperatura y presiéon de salida del vapor, la cantidad
de calor necesaria para elevar el agua desde la temperatura y presion iniciales hasta las
finales y la cantidad de agua evaporada por unidad de tiempo. En los sistemas en donde la
mecanica de fluidos predomina o, por lo menos, la transferencia de cantidad de movimiento
es uno de los tipos de transferencia que toman parte, es necesario conocer parametros
tales como el flujo méasico o volumétrico del fluido involucrado, asi como también su
velocidad promedio, velocidad maxima y el esfuerzo cortante en la superficie del sistema
principalmente. Dichos parametros es posible obtenerlos con mayor facilidad si se cuenta
con el perfil de velocidad del sistema analizado.

Para empezar, es necesario aclarar que un perfil de velocidad esta representado por
una funcion que permite determinar la velocidad de las moléculas de fluido segun su
posicién en un sistema dado. Por lo que, se requiere definir algunos conceptos que, de
pronto, pueden parecer confusos. En principio, una funcién se define como una expresion
matematica dependiente de una variable independiente, la cual debe ser continua. En este
caso, tanto la funcion (variable dependiente) como la variable independiente deben ser
elementos del conjunto de los nimeros reales. Es decir, que para cada valor arbitrario de
la variable independiente debe existir un valor de la variable dependiente, en este caso
ambos son numeros reales. Esto es, la funcion existe y toma valores dentro de un rango de
valores del conjunto de los nUmeros reales de la variable independiente, al cual se le conoce
como dominio y a los valores que toma la funcién se le conoce como codominio. O sea,
gue para que una funcién exista, debe ser continua en el rango de valores que representa
el dominio.

Ahora bien, la termodinamica considera a un sistema como una region del universo
sometida a estudio. Es decir, un sistema consta de un conjunto de puntos en el espacio,
gue ademas esta siendo afectado por el tiempo. Con lo que se concluye que una funcién
en tal sistema debe ser tetradimensional. Entonces, si se tiene un sistema que contiene a
un fluido en movimiento, el perfil de velocidades debe de permitir conocer el valor numérico
de la velocidad de las moléculas de fluido en cada punto dentro del mismo. Por lo que existe
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una dicotomia, por un lado se desearia conocer la velocidad de cada una de las moléculas
en cada punto del espacio, sin embargo, en la materia existen gran cantidad de huecos en
donde no existe, si nos vamos al concepto fundamental de punto.

Por lo que, para poder definir una funcion real en base a la posicion, es necesario
modificar el concepto de punto, considerando un volumen infinitesimal, lo suficientemente
grande para que contenga la cantidad suficiente de moléculas. De tal manera que permita
evaluar funciones tales como densidad, flujo y otras. Es decir, tomando como ejemplo a la
densidad, es necesario contar con una cantidad suficiente de moléculas cuya suma de
masas permita evaluar la masa total de materia y dividirla entre el volumen ocupado por
ellas. Y si se toma la velocidad como ejemplo, se considera que todas las moléculas dentro
de ese volumen tienen la misma rapidez y la misma trayectoria. Solamente asi, se puede
considerar un sistema como una region continua, a tal sistema se le conoce como Volumen
de control lo cual se muestra en la figura 2.1 (Welty, 2001). Y todas las funciones definidas

en él, deben de ser continuas.

Salidas

Entradas

Figura 2.1 Volumen de control

Sobre esta base, mas adelante, se desarrollaran las funciones que permitiran
conocer el valor y la trayectoria de la velocidad y del esfuerzo cortante de las moléculas de
fluido en cualquier posicidon en una region del espacio o volumen de control. Pero, para
lograrlo, es necesario aplicar las leyes de la naturaleza que inciden en el sistema. Por esto,
la primera seccion de esta unidad se dedicara al establecimiento del postulado general del
balance y el procedimiento general para la obtencion de perfiles de velocidad. La segunda
seccion estard dedicada a la aplicacion de los balances de materia y de cantidad de
movimiento para algunos sistemas de geometria simple, con el fin de obtener sus perfiles
de velocidad. Y en la tercera seccion, tomando como base los balances, se obtendran las
ecuaciones de continuidad y de movimiento en su forma vectorial, aplicAndose también a
algunos sistemas simples.

El postulado general del balance tiene su base en la ley de la conservacion de la
materia, la cual establece que "la materia no se crea ni se destruye, solamente se
transforma”, postulado que es también aplicable al movimiento y, con mayor rigidez, a la
energia. De manera que, para cualquier sistema, en general se define al balance como:
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{Entradas} — {Salidas} + {Producciéon} = {Acumulacién} (2.1)

Particularizando para la materia y considerando que en mecanica de fluidos no se
incluye la produccion, en un sistema dinamico el balance se transforma en

Fly o.de Fly O.de _ (Acumulacion
materia a { — ymateria a —{ ! }
de materia

la entrada la salida

2.2)

y si se desea aplicar a la transferencia de cantidad de movimiento (momentum), se
transforma en:

Flujo de Flujo de Suma de Fuerzas Acumulacion de
Momentum { — \Momentum + jque actuan sobre; ={ Momentum en ; (2.3)
a la entrada a la salida el sistema el sistema

En la misma forma es aplicable para la transferencia de energia, resultando una expresion
similar a la anterior, pero por no ser el objetivo de este curso no se va a ahondar en este
tema.

En la seccién 2.2, todos los sistemas a los que se va aplicar las ecuaciones (2.2) y
(2.3) se van a considerar en estado estable, es decir, son independientes con respecto al
tiempo (Bird, 2002). Por lo anterior, en ambas ecuaciones no se toma en cuenta el término
de acumulacién, simplificando ambos postulados y obteniendo:

Flujo de Flujo de
materia a ¢ — ymateria ay = 0 (2.4)
la entrada la salida

momentum a momentum a que actuan sobre (2.5)

{ Flujo de } { Flujo de } {Suma de Fuerzas}
— _ =0
la entrada la salida el sistema

Al aplicar en un sistema especifico los dos postulados anteriormente expresados, ya
sea en estado estable o inestable, se obtiene una ecuacion diferencial, que al resolverla da
como resultado una familia de funciones ya que contiene una 0 mas constantes de
integracion. Y la solucion particular para el sistema que se estudie, se obtiene al determinar
el valor de dichas constantes y, para hacerlo, es necesario conocer las condiciones de los
parametros en las fronteras del sistema citado. Ahora bien, para conocer las condiciones
mencionadas, se establecen criterios generales como los siguientes:

1.- Interfaz solido-fluido. La velocidad del fluido es igual a la velocidad de la
superficie sélida, es decir, se considera que las moléculas de fluido que se
encuentran sobre la superficie se adhieren a ella.
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Fluido

- >
. ’ v=0
a—

Sélido

Figura 2.1 Condiciones frontera 1

2.- Interfaz liquido-gas. La transferencia de cantidad de movimiento en el
gas es muchisimo menor que en el liquido, cualquiera que este sea, por lo que se
puede considerar que en ese punto el esfuerzo cortante es despreciable o cero.

Gas

Figura 2.2 Condicion frontera 2

3.- Interfaz liquido-liquido. Cuando se tienen dos liquidos  de diferente
viscosidad coexistiendo en un sistema, tanto la funcion de esfuerzo cortante como
la de velocidad son continuas en el punto de contacto entre ambos fluidos donde se
localiza la interfaz.

Fluido 1: p1, u Vi =V,

! R

T

Fluido 2: p2, U,

Figura 2.3 Condiciones de frontera 3
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Sin embargo, no todos los casos posibles se pueden basar en los tres criterios
mencionados, existen muchas situaciones en donde se debe de hacer uso de la
observacion y de la intuicién. No es posible, hasta la fecha, desarrollar procedimientos
totalmente infalibles como recetarios, en multitud de ocasiones es y sera necesario hacer
uso del criterio y la experiencia.

2.2 PERFILES DE VELOCIDAD Y DE ESFUERZO CORTANTE
PARA SISTEMAS EN ESTADO ESTABLE.

2.2.1 Analisis de una pelicula descendente.

Considérese el sistema bosquejado en la figura 2.4, la cual muestra una represa con
una rampa inclinada para desfogar los excedentes de agua cuando el nivel se eleva
demasiado. Dependiendo de la elevacion del nivel de agua en la represa, es el espesor de
la pelicula de agua en la rampa.

Agua

Figura 2.4 Rampa inclinada

Se desea hacer un andlisis de este sistema con el propésito de obtener la velocidad
promedio, el flujo volumétrico y la fuerza de arrastre del liquido sobre la rampa. Para obtener
estos valores, se debe obtener primero el perfil de velocidades del sistema. Pero, para
obtener el perfil de velocidades, se debe de escoger la region en donde es posible
desarrollar un analisis. Por principio, no es posible desarrollarlo en la parte superior ni en la
parte mas baja del sistema, porque dichas regiones estan siendo perturbadas por los
cambios bruscos de direccién. En cambio, en la region intermedia, marcada con la letra L,
el flujo es unidireccional y laminar, por lo que el analisis estara enfocado a dicha region.
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Acto seguido, se amplifica la regidon seleccionada para facilitar su andlisis, tal como
se presenta en la figura 2.5, la cual muestra una rampa inclinada de longitud L y ancho W
con una capa de liquido de espesor 8. Primeramente, en ella se debe de escoger el sistema
de coordenadas mas apropiado, en este caso lo es el sistema rectangular, pero existen
cuatro posiciones posibles para colocar su origen, dos en la interfaz sélido-liquido y dos en
la interfaz liquido-gas, siendo la posicidbn mas conveniente en la parte superior derecha. Se
elige a continuacion un elemento diferencial para tomarlo como base para el balance de
materia y de movimiento. La figura 2.5 presenta un sistema de coordenadas con dos
variables, z apunta en la direccién del movimiento y x en la direccion perpendicular del
mismo; la coordenada y no se ha incluido ya que en esa direccion las funciones que
caracterizan al sistema no varian. En la parte intermedia de la figura se localiza un elemento
diferencial de longitud L y espesor AXx, al que se le aplican dos balances, uno de materia 'y
el otro de movimiento (Bird, 2002).

Figura 2.5 Volumen de control

El primero en aplicarse es el balance de materia, tomando en cuenta la definicion de
flujo masico como el producto de la densidad por la velocidad por el area transversal al flujo
y siguiendo lo indicado por el postulado dado en la expresion 2.4, se establece

Flujo de materia) _
{ a la entrada } = WAxpv,|,=9
{Flujo de materia

= WA _
a la salida } XPVzlz=1
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substituyendo en el postulado se obtiene
WAxva|Z=0 - WAxva|Z=L = WAxp(”zlz:O - vzlz:L) =0 (2-6)
De donde se concluye que:

UZ|Z=0 = vzlz:L

0 sea, que la funcion velocidad no depende de la variable z.

El segundo paso corresponde a la aplicacion del balance de momentum definido por
la expresion 2.5. En ella el flujo de momento consta de la suma de dos partes, el flujo de
momento viscoso (por efecto de la friccion viscosa) y el convectivo (por efectos inerciales),
guedando definidos por

{ Flujo de } _ {Flujo de momentum} +{ Flujo de momentum }

momentum ) .
viscoso a la entrada convectivo a la entrada
a la entrada

= WLTy,|, + WAXxpvZ|,-0

momentum . . . .
viscoso a la salida convectivo a la salida

{ Flujo de } _ {Flujo de momentum} { Flujo de momentum }
a la salida

= WLsz|x+Ax + WAXPUZZ|Z=L

y la parte de la suma de fuerzas, mediante el analisis de la figura, se concluye que la fuerza
impulsora que produce el movimiento es la parte de la fuerza de gravedad que actla en la
direccion de este, definiéndose entonces

Suma de fuerzas
{que actuan sobre} = WLAxpgsenf
el sistema

siguiendo con el procedimiento, se aplican las tres Ultimas expresiones en la ecuacion (2.5)
para lograr

WLT,, [ +WAXpVZ | _ -WLTy,|xra-WAXpVZ| _ +LAxpgsenp=0

este tipo de ecuaciones en lo sucesivo, con el proposito de simplificar la expresion, se
expresara de la manera siguiente

—WAxpv2|2ZE — WLt |X™2* + WLAxpgsenf = 0 (2.7

El primer término de la ecuacion (2.7) se puede factorizar, dando como resultado
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WAxpvzzlgzé = WAxp(vz|z=0 + vzlzzL)(vzlzzo - vzlzzL) =0

la cual es cero dado que la conclusion del balance de materia para este sistema en
particular, expresado en la ecuacion (2.6), da este resultado. Por tanto, de la ecuacion (2.7)
se elimina el primer término para transformarlo en

—WLT,,|Xt2* + WLpgsenf = 0 (2.8)
a la que se le divide entre el elemento diferencial de volumen (WLAX), resultando

sz|§+Ax
-t pgsenfs =0 (2.9
se obtiene el limite cuando el elemento diferencial de x tiende a cero y se aplica el teorema
del valor medio, por lo que se obtiene la ecuacién diferencial:

- % + pgsenf =0
O también:

d;;Z = pgsenfS (2.10)
Esta Ultima ecuacion, al integrarla en forma indefinida, da como resultado

Tz = pgsenf + C; (2.11)

gue contiene una constante de integracién, que debe ser evaluada por medio de una
condicion frontera. Para determinar la condicion frontera mas adecuada, se debe recurrir
nuevamente a la figura 2.5, en donde se puede observar que existe una interfaz liquido-gas
en la superficie del liquido. Por tanto, lo mas adecuado es

C.F.1l)en x=0 ; ;=0
la que se aplica en la ecuacién (2.11) para concluir que

Ci=0

la cual, al ser sustituida en la propia ecuacion (2.11) determina la ecuacién del perfil de
esfuerzo cortante para el flujo de agua en la rampa, quedando

Txz = (pgsenf)x (2.12)

Si el fluido es newtoniano se aplica entonces la definicion de esfuerzo
cortante correspondiente, es decir, la ley de Newton de la viscosidad que para este sistema
es:

dv,

dx

Txz = —H
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y que una vez substituida en la ecuacién (2.12), da como resultado

dv, —( )
n— = (pgsenf)x

O bien:
d
vz _ _ (M) X (2.13)
dx u
se obtiene ahora la integral indefinida de la ecuacion (2.13), obteniendo
pgsenp
vZ=—< 2 )x2+62

se debe buscar una frontera del sistema en donde se pueda evaluar o deducir el valor de
la velocidad, dicha frontera es la interfaz sélido-liquido en donde se deduce que

C.F.2)en xX=0 ; v; =0

la cual, al substituirla en la ecuacion (2.13), da como resultado el valor de la constante, que
es:

- pg&isenpf
2 = 20
al substituir la constante en la ecuacion (2.13) se concluye:
__ pgsisenB |, (5)2
v, = TR [1 5 (2.14)

A esta Ultima ecuacion se le reconoce como el perfil de velocidades para el sistema
definido en la figura 2.5, que de acuerdo a la misma se trata de una pardbola y se dice
entonces que el sistema tiene un perfil parabdlico. Ahora bien, una vez obtenido el perfil de
velocidades se pueden obtener los pardmetros que generalmente se requieren para
conocer el comportamiento de un sistema, como son la velocidad méaxima, la velocidad
promedio, el flujo volumétrico o masico y la fuerza de arrastre.

Velocidad maxima, vz max. La cual, l6gicamente, se localiza en la interfaz liquido-

gas (x =0) y, por tanto

62
_ pg8’senf (2.15)

Zmax 2u

Flujo volumétrico, G (Gasto). Que resulta al integrar la ecuacion de la velocidad en toda
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el area transversal o area de flujo

2
G = [[ v,da = W NN [1 -(®) ]dxdy (2.16)
Wéo3senfs 2
G = % = §vaaxW6

Velocidad promedio, <vz>. Se obtiene tomando como base la definicion del Flujo
volumeétrico, que es

__ G _ pgb3senB/3u _ pg&isenf _ 2
W =1="""0s = 31 = 3%ma (2.17)
Fuerza de arrastre, F:. Es la fuerza que ejerce el fluido sobre la superficie de la

rampa. Lo cual es equivalente a la pérdida de energia cinética del fluido. Y se calcula
evaluando primero el esfuerzo cortante sobre la superficie de la rampa y multiplicandolo por
su érea.

F = fOL fOWTxZ|x=5dydz = fOL fOng6sen pdydz = pgSLW senp (2.18)

2.2.2 Andlisis del flujo en un tubo.

El caso mas frecuente de flujo de un fluido es a través de una tuberia circular, ya
gue no existe lugar en una ciudad en donde no se encuentre un ducto que transporta agua,
gue es el liquido mas comun, o bien gas natural. Sin embargo, actualmente se maneja una
gran cantidad de fluidos newtonianos y no newtonianos, aunque el manejo de estos ultimos
se lleva a cabo particularmente en la industria. Se tomara entonces el caso mas comun
para desarrollar un analisis de flujo de materia y momentum en un tubo circular para lograr,
igualmente, su perfil de esfuerzo cortante y de velocidad (Bird, 2002). Para ello,
primeramente, se deben observar las figuras 2.6 y 2.7. La figura 2.6 muestra un sistema de
tuberia que transporta agua desde un tanque elevado hasta otro punto mas bajo. En la
figura se observa que la tuberia puede tener una serie de cambios de direccién, por lo que
para el analisis que se desea desarrollar se escoge una region en donde el disturbio sea
minimo, el flujo esté completamente desarrollado y sea unidireccional. Para lo cual se
localiza una region de tuberia recta (definida con la letra L), lejos de los cambios de
direccion. En dicha regién se considera que el flujo es laminar y se encuentra en estado
estable.
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Figura 2.6
Tangue elevado conteniendo
agua, con nivel constante y

—5—
|
_L derramando un flujo constante

La figura 2.7 muestra la region L que se menciona en el parrafo anterior. Dicha
region se considera que no esta siendo perturbada por los efectos provocados por los codos
superior e inferior, en donde al haber cambios de direccion el movimiento del fluido es
bidireccional, por lo que en esas regiones el andlisis se vuelve muy complejo.

27z'rArpv12 | 1=0

2rrdrpv, | 2=0

2nL(r+4r)te

A

2mrdrpve| 2 =1 2ardrpv|2=1

Figura 2.7 Volumen de control para el balance
materia v el balance de momentum
El procedimiento de analisis indica que primero se debe hacer un balance de
materia, para el cual cada uno de sus términos se expresa
{Flujo de materia

= 2rmA _
a la entrada } TATPVz|2=0
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{Flujo de materia

a la salida
y al substituirlas en el balance de materia se obtiene

} = 2rmArpv,|,—;

ZETATP(UZ|Z=0 - vz|z=L) =0 (219)
De donde se concluye que:

vz|z=0 = vz|z=L

Por tanto, la velocidad del fluido no varia en direccion axial, es decir, con respecto al eje z,
la velocidad varia Unicamente en forma radial, 0 sea, con respecto al eje r. Esta conclusion
es mas clara al aplicar el balance de cantidad de movimiento cuyas componentes, al
analizar el elemento diferencial, se expresan:

Flujo de momentum
convectivo a la entrada

{ } = 2nrAr(pv,)v, | z=0
{Flujo de momentum

{

{

. = 2nrlLt
viscoso a la entrada} rz | r

Flujo de momentum
comjectivo ala salida} = 287 (pv,)v, | 1=
Flujo de momentum
viscoso a la salida
Fuerza de gravedad

que actua sobre el ;= 2nrArLpg

elemento diferencial

} = 2n(r + Ar)LTrz | r+Ar

Fuerzas de presion

{ a la entrada } = ZnrArpy
{

Fuerzas de presion

= 2ntrA
ala salida } TrarpL

y al substituirlas en el balance cantidad de movimiento, se obtiene la ecuacion en
diferencias finitas:

—2nrArLpv? |§§6 — 2nrlt,, | THAT 4 2nArLpg + 2nrArpy — 2nrArp, =0 (2.20)

nuevamente, el resultado del balance de materia indica que el primer término de la ecuacion
(2.20) es cero, ademas, se le divide entre 2L Ar y se aplica el limite cuando 4r --> 0, por
lo que se reduce a

lim [rfrz|r-(r+m)rrzlr+m] Ly (M) —0 (2.21)
Ar—0 Ar L
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Ahora en esta Ultima ecuacion se define una expresién para la presion que toma en cuenta
a la presion hidrostatica, que es ¢ = p,- pgz Y, ademas, aplicando el teorema del valor

medio del calculo diferencial, se obtiene la ecuacion diferencial ordinaria:

d(TTrz)_ Po—HL
(),

Una vez obtenida la ecuacion diferencial del sistema, se procede a su integracion,
cuyo resultado es:

_ 2
rT,, = (%) —+0 (2.23)
. - C
o bien: T,, = (M) r4 2
2L r

La constante de integracion que aparece en la ecuacion se evalla por medio de una
condicion frontera que no entra dentro de los criterios dados. Para el sistema que se analiza
una de las fronteras es el centro del cilindro, en donde la direccion del esfuerzo cortante es
perpendicular al eje z, el esfuerzo cortante se anula, es decir, es cero por lo que se expresa

C.F.1l)en r=0 ; Tz=0

la cual, aplicada a la ecuacién (11.23) da como resultado para el valor de la constante:
Ci=0
gue se substituye en la propia ecuacion (2.23), dando como resultado:
-
Try = (—L) r (2.24)

2L

Se substituye ahora la ley de Newton de la viscosidad que en coordenadas
cilindricas se expresa:
dv,

dr

Trz = —HU
por lo que la ecuacion (2.24) se transforma en:
dvz (500 - SOL>

r

T\

O también:

dv, (800 - SOL)T
dr 2uL

la que una vez integrada se expresa:
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v, = — (28,2 4 (2.25)

4ulL

Para evaluar la constante de integracion es necesario considerar una segunda condicion
frontera, la cual se localiza en la pared del tubo, en donde la velocidad es cero, por lo que
se expresa:

C.F.2)en r=R ; vz=0

y que una vez aplicada a la ecuacion (2.25) da como resultado para la constante de
integracion:
£o— PL
¢ = ()R
2 4ul,

ahora se substituye la constante de integracion en la propia ecuacion (2.25) dando como
resultado una expresion para el perfil de velocidades, es decir:

Figura 2.8 Perfil de
velocidades

_ (@o—pR* [, (T)?
v, = 222 [1 (R)] (2.26)

La cual da un perfil de velocidades del tipo parabdlico, ya que se trata de una
ecuacion de segundo orden, cuya grafica se muestra a continuacion.

Una vez obtenido el perfil de velocidades es labor muy sencilla obtener los
parametros de velocidad méaxima, velocidad promedio, etc. que son muy Utiles en la
comprension de un sistema como este. Por tanto, los parametros mencionados a partir de
la ecuacion (2.26), son:
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Velocidad maxima, vzmax. La velocidad maxima se evalla en el centro del tubo, por lo que
el resultado es:

_ po=pL)R?

o ™" (2.27)

Flujo volumétrico, G. El flujo volumétrico viene siendo la suma de todos los valores de
velocidad evaluados en el area de flujo, por lo que se expresa en forma de ecuacion como
la integral de la funcién de velocidad en el area de flujo del ducto. De manera que se obtiene
una ecuacion denominada ecuacion de Hagen y Poiseuille, que se expresa:

G = fozn fOR v,rdrdf = fozn fOR v, [r — ;—Z] drd6
Yy, una vez evaluada, queda:

max

G = "Wo—pLR (2.28)
8sulL |
Velocidad promedio, <vz>. Que se define como la suma de todos los valores de

velocidad en cada punto del area de flujo dividida entre la misma é&rea, lo cual también
corresponde al flujo volumétrico dividido entre el area transversal del ducto.

G m(po—pL)R*/8uL
mR? TR?

G
(vz> = Z =
la cual, una vez simplificada, queda:

(o—$L)R* _ 1
(vZ> = % = Evzmax (229)

Fuerza de arrastre, F=. Que se define como la fuerza ejercida por el fluido sobre el
area mojada. Por lo que se expresa en forma de ecuacion:

L (2 _
F'Z = fo fo RLTT'Zl‘r':RRdedZ = (ZT[RL) (%) R
y al simplificarla, queda:

E = ($,— pL)”Ranz[(@o — )+ PpglL] (2.30)

2.2.3 Flujo de un fluido en una regién anular.

En la figura 2.9 se muestra un sistema en donde esta fluyendo un fluido en la regién
anular formada entre la parte externa de un cilindro de radio mR y la parte interna de otro
cilindro mayor de radio R (Bird, 2002).
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nR

Figura 2.9 Flujo de un fluido en una
region anular

Nuevamente, se debe escoger un elemento diferencial similar al de la seccion
anterior. Luego se debe desarrollar un balance de materia, en donde la conclusion es
también idéntica al de la seccion anterior, es decir, la velocidad no varia en direccion axial.
y Por ultimo, el balance de momentum da como resultado una ecuacién diferencial similar
gue en la seccion antecedente, la diferencia estriba en que en este nuevo sistema el flujo
es horizontal y no tiene efecto la atraccion gravitacional, entonces se expresa:

d(rtrz) _ (po—m) -

— - (2.31)

Como se ha dicho, la ecuacion diferencial es idéntica al del sistema de la seccion
anterior, la cual viene dando como resultado una familia de funciones cuando se integra en
forma indefinida, con dos constantes de integracion. Lo que en realidad marca la diferencia
es lo que sucede en las fronteras del sistema, ya que las fronteras no son las mismas. Para
el caso del flujo en la regién anular, las condiciones de frontera son dos y se expresan

C.F.1l)en r=mR X vz=0
C.F.2)en r=R ; vz=0

El sistema no permite determinar a priori el punto en donde el esfuerzo cortante es cero,
ya que dicho punto se encuentra localizado en alguna parte entre el cilindro interno y el
externo (en r = nR), pero s6lo se puede determinar una vez obtenido el perfil de
velocidades.

Entonces, una vez integrada la ecuacion (2.31) se obtiene la funcion:

T, = (%) r+ 2 (2.32)

a la cual se le substituye la ley de Newton de la viscosidad, quedando una vez simplificada:

av _ _ (PoPL) . C1
ar ( 2ulL )T ur (2.33)

60



y una vez integrada, se expresa:

- c
v, = — (%) r? — ilnr +C, (2.34)

sobre la cual se aplican las dos condiciones frontera para obtener las ecuaciones:
parala C.F.1

- C
0=-— (%) (mR)? = ZIn(mR) + C, (2.35)
Y parala C.F.2
— _(Po=PLY p2 _ &1
=—( - )R 2InR +C, (2.36)

Ahora es necesario determinar el valor de las dos constantes. Primeramente, se
igualan ambas ecuaciones para eliminar la C1 dando como resultado:
¢, = (Po - pL) R?(1—m?)
4ul Inm

substituyendo ahora la constante Ci en la ecuacion (11.35) y despejando la constante Cz, se

obtiene:
(Po — PLIR? (1-m?)
Cz = 1 +
4ul Inm
corresponde ahora substituir las dos constantes asi obtenidas en la ecuacion (2.34) para
obtener el perfil de velocidades, que se expresa:

v, = —“’";Z?RZ [1 - (%)2 — (11;’:) In (%)] (2.37)

In Rl

A partir de la ecuacion (2.37) se obtiene la expresion para el perfil de esfuerzo
cortante al derivarla y multiplicarla por la viscosidad, de manera que se obtiene la funcion:

wo PG RG] e

Inm T

y la localizacion del punto en donde el esfuerzo cortante se anula se obtiene igualando a
cero la ecuacién (2.38)y substituyendo ar = nR, la cual quedando n definida por:

_ 2
2 - Q-m) (2.39)

2lnm

Aparentemente la ecuacion es negativa, pero el logaritmo es también negativo por lo que
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la ecuacion es en realidad positiva.

Toca el turno ahora a obtener los pardmetros macroscépicos obtenidos en las dos
secciones anteriores, empezando con

Velocidad maxima. La velocidad maxima se localiza en el mismo punto en donde el
esfuerzo cortante es minimo, o sea cero, esto esenr =nR.

_ o—PLR* 1y 2ra
Zmax = sl [1—n%(1—-21lnn)] (2.40)

Flujo volumétrico.

(1-m2)*

G=[" [} vrdrdg = "PPOE pL)R [(1 m*) + (2.41)
Velocidad promedio.
_ _ (Po—pu)R? [(1-m*) | (1-m?)
(v} = (1 m2)R2 T suL (1-m2) + Inm (2.42)
Fuerza de arrastre.
Fz = _anRLTrzlrsz + 27TRLTTZ|T=R = nRz(l - mz)(Po - pL) (243)
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2.3 ECUACIONES DE VARIACION

2.3.1 Introduccion.

En la seccién 2.2 se presentd un procedimiento de andlisis de sistemas, por medio
de tres ejemplos clasicos, en donde el fenomeno fisico que predomina es la transferencia
de momentum. El procedimiento establece la aplicacion de los balances de materia y de
momentum a un elemento diferencial escogido segun el tipo de coordenadas que prevalece
en cada sistema. Dicho procedimiento, aunque efectivo, una vez dominado es rutinario y
tedioso, ya que al final de cuentas las ecuaciones diferenciales, salvo en algunos casos
muy particulares, son similares ya que las geometrias que se manejan en la mecéanica de
fluidos generalmente se encuentran estandarizadas (Bird, 2002). Lo que en realidad hace
diferente a los modelos matematicos son las condiciones de frontera. Por lo anterior, el
procedimiento se puede agilizar grandemente si se logran obtener ecuaciones generales
gue tomen en cuenta todas las posibles variables para cualquier tipo de sistema. Dichas
ecuaciones se les denomina, en general, Ecuaciones de Variacion y en particular, en la
aplicacion del balance de materia lo que se obtiene es la Ecuacion de Continuidad y en
el caso del balance de momentum el resultado es la Ecuacion de Movimiento; ambas
seran deducidas en la presente seccion.

Pero, antes de entrar directamente al procedimiento de deduccion, es necesario
recordar algunas propiedades de las funciones dependientes de multiples variables y definir
algunas otras. Por principio, las funciones de velocidad y esfuerzo cortante en un sistema
fisico, dependen de cuatro variables, que son: la posicion, determinada por tres
coordenadas, y por el tiempo. Lo anterior se puede generalizar a cualquier tipo de cantidad
ya que también se puede aplicar a la energia interna, energia cinética, flujo de calor, difusion
molecular, o cualquier otra cantidad que caracterice a un sistema fisico. Supdngase
entonces que se tiene una cantidad cualquiera dependiente de las tres coordenadas y el
tiempo, definida por f =f(x,y,z,t) y en donde las variables x,y,z también son dependientes
del tiempo, por lo que, de acuerdo a la regla de la cadena del célculo de funciones
multivariables, la Derivada Total con respecto al tiempo estard dada por:

df 9f ofdx 0dfdy dfdz

dt ot Toxdt " oyde dzdt
0 en su forma vectorial:

ar _ af
=+ V f (2.44)

En la que dr/dt viene siendo la razén de cambio de posicion de un objeto que describe
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una curva independiente de las lineas de flujo del sistema.

Ahora bien, cuando el objeto en cuestion viaja a través del sistema siguiendo las
lineas de flujo, entonces toma la velocidad del mismo, en este caso es como si un barco
fuera a la deriva en un rio, entonces se obtiene la Derivada Substancial de f con respecto

al tiempo, es decir:
Df _of af af af
—— =ttt VU,
Dt ot ox Yoy 0z
0 en su forma vectorial:
Df _ of
Dt at
siendo v el vector velocidad de las lineas de flujo del sistema.

Ambas derivadas y el uso de representaciones vectoriales seran de gran utilidad en
el proceso deduccion de las ecuaciones de continuidad y de movimiento, porque permitiran
reducir grandemente expresiones con gran cantidad de términos y, con ello, simplificar su
manejo algebraico.

+7-Vf (2.45)

2.3.2 Ecuacion de continuidad.

Considérese ahora que se tiene un sistema que contiene una masa enorme de
fluido. Como ejemplo, se puede pensar en el mar o en la atmosfera terrestre que son
grandes masas de agua y aire en continuo movimiento. Témese un elemento diferencial de
volumen dentro de esa gran masa, para la deduccion se tomara un paralelepipedo
rectangular como el mostrado en la figura 2.10, y apliquesele el balance de materia
expresado por la ecuacion 2.2,

AXAypUz|z+Az

AxAzpv
AxAzpv, Y |y+Ay

Figura 2.10 Elemento
A diferencial tridimesional

AxAypv,,

El paralelepipedo tiene seis caras, tres de ellas corresponden a las entradas y tres
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a las salidas, considerando que estan colocadas en direcciéon de las tres coordenadas. Y
para cada una de ellas, de acuerdo con el balance de materia, se obtiene:

Flujo de entradas —
) salidas de materia ; = AyAzpv, | Yt Ax

en direccion x
Flujo de entradas —

1 salidas de materia ¢ = AxAzpv,
endirecciony
Flujo de entradas —
{ salidas de materia { = AxAypv, |§+Az
en direccion z
{Rsazén de acumulacion
de materia

|;+Ay

} — axayaz P
Madrr

las que una vez substituidas transforman a la expresion 2.2 en:

dp
MxByAz—- = AyAzpve | ¥ ae + Dxbzpvy |7, 0, + Axbypu, | 2,

Y dividiendo entre AV = AxAyAz

ap _ _ pux| XA pyy |5+ _ prg|ZAZ

at Ax Ay Az

(2.46)

Ahora se toma el limite cuando el elemento de volumen tiende a ser muy pequefio,
por lo que se obtiene:

(’)p_ [6( )+a( )+6( )]
ot~ lax PTGy \PYy) T 5, PV

o despejando e igualando a cero:

ap [0 P) 0 _

5T [5 (pvy) + % (pvy) + 37 (Pvz)] =0 (2.47)
A la expresion matematica asi obtenida se le conoce como la Ecuacion de Continuidad.

Es en este punto en donde resulta conveniente empezar a utilizar la notacion
vectorial, ya que permite representar ecuaciones con gran cantidad de términos en
expresiones muy reducidas. Para el caso de la ecuacion de continuidad, se puede
reconocer en ella al operador nabla y al vector velocidad, por lo que la ecuacién (2.47) se
reduce a sélo dos términos, expresandose:

P _T.(nd) —
E—V (pv) =0 (2.48)

Ahora bien, no solamente es conveniente la notacion vectorial por su representacibn mas
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concisa, sino también porque el manejo algebraico es mas sencillo al tener menos términos.
Lo anterior se comenta debido a que la ecuacion de continuidad tiene diferentes formas de
expresion, por ejemplo, al derivar el segundo término, se obtiene:

ap - = S =)\ _
E+U-Vp+p(v-v)—0 (2.49)

en donde, al observar los dos primeros términos se puede concluir que corresponden a la
definicion de la derivada substancial, por lo que la ecuacion de continuidad se expresa
también:

L;—‘: =—p(V-9) (2.50)

La cual es aplicable a todo tipo de fluido, ya que toma en cuenta el cambio de la densidad
en un sistema dinamico, esto es particularmente evidente cuando se trata de gases, ya que
los gases son sensibles a los cambios de presion y, por lo mismo, a los cambios de posicion.
Considérese como ejemplo a la atmosfera terrestre, en ella el aire disminuye su densidad
con la altura, es decir, en la estratosfera el aire esta mas enrarecido que al nivel del mar
debido a que la presién es también menor.

Si el fluido en cuestion es un liquido, la ecuacién (2.50) se simplifica ain mas, ya
que los liquidos no son tan sensibles a la presidbn como los gases. Es decir, para que exista
un cambio notable en la densidad de los liquidos es necesario un cambio muy importante
en la presion, o sea que la densidad de un liquido se puede considerar constante cuando
los cambios de presion no son muy elevados. Generalmente las caidas de presion, que son
las que provocan el movimiento, no son tan grandes como para provocar un cambio
apreciable en la densidad de los liquidos, o sea, no hay diferencias de presion de 10 o mas
atmésferas. Por tanto, se consideran fluidos incompresibles y, dada esta caracteristica,
se elimina el primer miembro de la ecuacion (2.50), logrando una nueva expresion de la
Ecuacion de Continuidad para fluidos incompresibles

(V-9)=0 (2.51)

La ecuacion (2.47) se obtuvo, por simplicidad, utilizando el sistema de coordenadas
rectangulares. La realidad es que los sistemas dinamicos pueden caer dentro de los tres
tipos de sistemas coordenados que se manejan para sistemas reales, es decir, pueden ser
coordenadas rectangulares, cilindricas o esféricas. Y como en lo sucesivo los sistemas
dinamicos que se analicen pueden caer en cualquiera de los mencionados sistemas
coordenados, a continuacién, se expresa la ecuacion de continuidad en sus otras dos
formas.

Coordenadas Cilindricas.

ap 10 10 E
a_/; +-——(prvy) + == (pve) + - (pv,) = 0 (2.52)
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Coordenadas Esféricas.

5] 0
sty (ortv) +

1 0 1 d
ot r2or

2.3.3 Ecuacion de movimiento.

La ecuacion de movimiento tiene su origen en el balance de cantidad de movimiento,
que viene siendo un analisis de las fuerzas que afectan a un sistema, tal y como se puede
constatar en la expresion (2.3). Por ello, dicha ecuacion debe ser una expresion cuyas
dimensiones sean de fuerza, o sea, de acuerdo a la segunda ley de Newton sus
dimensiones deberan ser F=[M L T?]. Y como se trata de momentum o cantidad de movi-
miento, de acuerdo a la Fisica, el momentum se define dimensionalmente:

{Momentum} = [MLT™1]
pero como se trata de sistemas dinamicos, lo que incide en ellos es el flujo de momentum,
el cual se define:
{Flujo de momentum} — 75 = povA = [MLT 2]
convectivo
{F lujo de momentum

Viscoso } =TA= [MLT_Z]

Estos conceptos se aplican al elemento diferencial utilizado para obtener la ecuacion
de continuidad, pero haciendo un analisis de las fuerzas que lo afectan. Para ejemplificar
lo dicho la figura 2.12 muestra el momentum viscoso generado por efectos del movimiento
en la direccion de la coordenada x, que es s6lo una parte de las fuerzas que inciden en el
sistema. Por otro lado, si la ecuacion de continuidad mostro cierto grado de complejidad, la
ecuacion de movimiento es todavia mas compleja, porque al tener dimensiones de fuerza
debe tener tres componentes, una por cada coordenada. Dada la complejidad de la
ecuacion se deducira solamente una de las componentes, esto es, la correspondiente a la
coordenada x. Lo cual se hard mediante el uso de las figuras 2.11y 2.12.
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AxAypvzvx |Z+Az

Ay Az PVxVx |X

| 3 AxAzpv,v
AxAzpvy vy X SN |y+Ay
oy | ;

e Figura 2.11 Flujo de
l A momentum convectivo en

/ | direccioén x

AxAypv,vil,

A}’AZ[) UxVx ‘ x+Ax

AXAypsz |z+AZ

A}/AZpT,\',\' |3<,'
' » AXAZpTyx|
AxAzptyy [, A ] y+Ay
A B Figura 2.12 Flujo de
A momentum ViScoso en
/ direccion x
AxAypTyl,
A}’AZ/) Txx ‘ x+Ax

De acuerdo con estas dos figuras, los términos de la expresion (2.3) para la

direccién x, son:

{

Razén de acumulacion

de momentum
Flujo de entrada —

salida de momentum{ = AyAzpv,vy | ¥, px + AxAzpvy vy |3,y + AxDyp vy | 2,

convectivo
Flujo de entrada —

, _ y
salida de momentum{ = AyAZT, | ¥, u, + AxAzz,, | yany T AXAYT,y |20
VISCOS0

9
} = axaynz =7 (pv)
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Suma de fuerzas
{que actuan Sobre} = AyAzp | Yiae T AxAyAzpg,

el sistema
la cual, una vez substituida, dividida entre el elemento de volumen y obtenido el limite

cuando tiende acero el elemento de volumen, se transforma en la ecuacién diferencial:
a(pvx) a(pvxvx) a(pvyvx) a(,OU vx) aTxx aTyx asz ap
ot ox Jy [ Ty T oz | T ax TP
(2.54)
Siguiendo el mismo procedimiento se hace un analisis similar para las coordenadas y y z,
en el mismo elemento diferencial de volumen, dando como resultado dos ecuaciones mas
gue se expresan

Componente en la direccion y

a(pvy) la(pvxvy) 6(pvyvy) O(pvzvy)l [arxy aryy+arzy ap

at ox 3y gy "ozl ay P9y

(2.55)

Componente en la direccion z

a(pvz) _ a(pvxvz) a(pvyvz) a(pvzvz) 0Ty, aTyz 0T,, ap
=— + + - + + +pg
Jt 0x dy 0z dx dy 9z | 0z

(2.56)

Asi, se han obtenido tres ecuaciones de movimiento, una por cada coordenada. Pero en
cada una de ellas se hizo un balance de fuerzas, o sea, que se trata de cantidades
vectoriales, por lo que en realidad se obtuvieron las componentes de una ecuacién vectorial
cuya expresion matematica es:

a(apf) = —[V pUvv ] — [V r] — Vp + pg (2.57)

gue es la Ecuacién de Movimiento en su forma vectorial.

La ecuacién de movimiento asi expresada se puede simplificar, nicamente se
deben efectuar los pasos algebraicos necesarios para lograrlo. Y para lograrlo, tomese el
miembro izquierdo y el primer término del miembro derecho de la ecuacion (2.57), para
llevar a cabo la siguiente manipulacion algebraica:
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o(pv) .~ . ov _dp W= = L
T +[V-f)vv —pE+vE+pv-VU+v[Y-pv]
(%45 +*[ap+_v“ 5 = p 2V
“P\ae TV T o PP =PD¢

por lo que la ecuacion (2.57) se expresa, en su forma simplificada:

pDD—f=—[V-t]—§p+p§ (2.58)

En la ecuacion (2.58) es todavia mas evidente el cumplimiento de la ecuacion de
movimiento con la Segunda Ley de Newton. Lo anterior se puede concluir al analizar cada
uno de sus términos en cuanto a sus componentes y dimensiones, lo cual a continuacion
se resefa:

Dv Masa

P Dt = volumen aceleracion = [ML™2T 2]
- Flujo de momentum viscoso
[V =— = [ML?T]
Volumen
- Fuerzas de presion
Vp = P — [ML2T"2]
Volumen
. Fuerzas gravitacionales
P = 7 = [ML2T~2]

Volumen

Generalmente, en la aplicacion de la ecuacién (2.58) en un sistema especifico, se
analizan los términos de sus componentes para eliminar los que no son utiles y dejar la
ecuacion diferencial que determina los perfiles de esfuerzo cortante y de velocidad. Por lo
gue para su aplicacion es mejor expresar la citada ecuacion con todos sus términos, la cual
para el caso de las coordenadas rectangulares se expresa:

Componente en direccion X.

B 0T,y N 0Tyy N 0T,y B 6_p
dx dy 0z 0x

v d
p [ + PYGx

» Uy av, (')vx]
ot " xox TG, TV,

Componente en direccion y.

ov. ov. ov. ov. ot ot 01 0
p[ y y y v =[Oy yy zy p+pgy

ot "oy T, Ty, ox | ay @ 9zl ay

70



Componente en direccion z.

8vZ+ 6vZ+ avz+ avz]_ arxz+0ryz+arzz ap
Plac Y e ax Yoy Yoz | = Tl ax "oy T oz ) "oz TPY-

En la deduccion de la ecuacion de movimiento se establece que el esfuerzo cortante es
una cantidad tensorial que contiene nueve componentes, ya considerando que el
movimiento puede tener tres direcciones y en cada una de ellas provoca la transferencia
de movimiento en tres direcciones lo cual establece nueve efectos diferentes, o bien, nueve
esfuerzos cortantes, tres por cada coordenada. Siendo, el esfuerzo cortante, una de las
cantidades mas complejas del transporte de momentum. A continuacion, se expresan las
definiciones de cada una de las componentes del esfuerzo cortante para fluidos
newtonianos:

_ vy . _ dvy _ vy

Tyx = —Zug , Tyy —Zﬂg ) = -2 E
0vy | 0vy avx ov,
=Ty, = —U|\l7—+— ; Tz =Tz = —U +—
Txy yx ( dy dx ) Xz zx ( 0z 0x

Si el sistema que se analiza se debe representar en coordenadas cilindricas,
entonces las componentes de la ecuacion (2.58) se expresan de la manera siguiente
Componente en direccién r.
ov, v, vglv, Vi ov 19(rt 107 T ot 0

T r+_6 r__9+vz_r:__( rr)+ re 96+ rz ——p+pgr
r 0 r dz r or r 060 r 0z ar

Componente en direccion O.

[avg N Vg L Ve 0vyg Vv 0vgl  [10(r’te) N 10199 01,9| 10p N
Plac "V ar T a0 r Ve 1T T ar r 00 9z | rag " P9e
Componente en direccién z.
2 Ve (')vz E)vz] _ |[roCrt,,) | 107,  O7,| Op
[6t+vr6r T30 7z Ir or 199 @ oz| o9z PI:

En cuanto al esfuerzo cortante para fluidos newtonianos y coordenadas cilindricas, se
define:
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Trr = —2U or
) (1 dvg vr)
toe = ToK rafd r
av
Tzz = _Z.Ha_zz
d /vy 10v,
o =tor = |- () 4755

dvg 10v,
s =02 = (42 55)

(6172 N avr>
Ty =Ty = —U|——+—5—
. . zZr rz l’l‘ ar aZ .

Finalmente, la ecuacion (2.58) en coordenadas esféricas, se expresa
Componente en direccién r.

av, av, N Vg 0V, vg + vj, N Vg 0V
p r r 060 r rsenf d¢

r2  or rsem# 06 r rsenf 0¢ T or T PIr

3 [1 o(r?t,,) 1  0(t,95enB) To6+744 1 01| Op

Componente en direccion O.

vy N vy s dvg vvg Uy Ovg VgCOLO
Pl " ar T e T rsenf 0¢ T
10 19t 1 9(tggsend 1 0dt T T
_ 1P -2 ("1r0) (tggsend) 69 , Tro _ Togcots
rd6 rz2  or rsend 26 rsenf d¢ r r

Componente en direccion ¢.

+ v

vy vy v_96v¢ Vg 0vg v¢vr+v9v¢cot9
P17ae "or r 90 rsenB d¢ T r

1 d(r%t 10t 1 0dt T 2cotf 1 0
__[ra( r¢>)+_ 69 o Tre 0| - L
rz2  or r 00  rsenf d¢ r rsenf d¢
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y las definiciones de esfuerzo cortante para fluidos newtonianos en coordenadas esféricas
son:

_ (16v9+vr)
too = K\ 50 Ty

_ 1 dvy v, wvycotl
to9 = T\ isens adp r r

d /vy 10v,
o =tor = |- () 4755

senf 0 ( Vg ) 1 0dvy

o = To = —,u[ r 00 \senf * rsenf d¢

1 0dv, 0 (Vg
fre = tor = 7H [rsen@ a9 tr or ( T )]

2.3.4 Viscosimetro Couette-Hatschek.

En la unidad | se mencionaron diferentes tipos de aparatos para determinar la
viscosidad de los fluidos incompresibles, algunos de ellos son exclusivamente para fluidos
newtonianos, otros se pueden utilizar para fluidos newtonianos y no-newtonianos. Este
Gltimo tipo de viscosimetros consiste en dos cilindros concéntricos, uno de ellos fijo y el otro
rotatorio. Y el principio fundamental para la determinacién de la viscosidad consiste en
determinar la velocidad que se le imprime al cilindro rotatorio, por efectos de un torque
aplicado al mismo. Dependiendo del tipo y marca del aparato, el cilindro rotatorio puede ser
el interno o el externo (Bird, 2002). En el caso del viscosimetro Couette-Hatschek el cilindro
rotatorio es el externo, como se puede ver en la figura 2.13. Para poder conocer la relacion
entre la velocidad del cilindro y el torque aplicado, es necesario determinar el perfil de
velocidad y con ello tener un modelo matematico para poder calibrarlo. En este caso se
desea obtener la expresion del perfil de velocidades considerando un régimen de flujo
laminar y un fluido incompresible y newtoniano. Considerar también que el cilindro exterior
gira arazon de Qo r.p.m.
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Figura 2.13
Viscosimetro Couette-
Hatschek

Solucion.  En primera instancia, considerando que el sistema de coordenadas
cilindricas es el apropiado para la figura que se pretende analizar, se debe hacer un andlisis
de la ecuacion de continuidad, el cual da como resultado:

19(pve) —0
r 00
Considerando la densidad constante y despejando r, se obtiene:
dv
6_99 = 0,por lo que vy # vy(0)
Por lo que: vg = Vg (1)

A continuacioén, se analiza la ecuacion de movimiento para coordenadas

cilindricas, obteniendo como resultado:

2

: v _ 9p
Componente r: =

. 19
Componente 6: 0=—--(r1r9)
Componente z 0=- Z—Z + pg,
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De la componente @ se obtiene el perfil de velocidad, tomando en consideracion que,
de acuerdo a la figura 2.11, las condiciones de frontera son:

C.F.1l)en r=aR; ve=0

C.F.2) en r=R; Ve = QoR

Al integrar por primera ocasion la ecuacion obtenida para la componente 8 y habiendo
substituido la definicién del esfuerzo cortante para fluidos newtonianos, se obtiene:

—ur32(2)=¢, obien: Z(2=-2) (A1)

r ur3

al integrar nuevamente la ecuacion (Al), se obtiene:

c . C
”79 = 2#;2 +C, y despejando vy = ﬁ +C, (A2)

y aplicando las condiciones de frontera se obtiene para las constantes:

_ 21 aR?
(e-2)

por lo que el perfil de velocidades se expresa finalmente:

G

G

R r
T aR

La componente r define los cambios de presion en la direccion radial por efectos de
la fuerza centrifuga, por lo que al substituir el perfil de velocidad, se obtiene la ecuacion:

2
dp _ QoR (aR)? 2 r
ar P [(“ii)l [ e T (aR)Z] (A4)

al integrarla en el intervalo [aR, R] se obtiene la expresion:

PR —Par =P [(:O}E)l {% (% B az) +2In a} (A5)

la cual expresa el valor de la presion ejercida sobre el cilindro exterior por efectos de la
fuerza centrifuga provocada por el movimiento del fluido.

La ecuacion obtenida para la componente z expresa los efectos de la presion
hidrostatica sobre el fondo del recipiente cilindrico que contiene al fluido, pero como por lo
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general se trata de recipientes pequefios, la altura de la columna de fluido no es muy
grande, por lo que el valor de la presion en el fondo es casi igual al de la presién atmosférica.

Por otro lado, el perfil de esfuerzo cortante se obtiene a partir de la ecuacion (A3),
aplicandola a la definicién del propio esfuerzo cortante, por lo que se obtiene:

) o [k (B-2)
_ .9 (Vg —_ O 120 \r aR
Trg = ,urar(r) T'ar - (a)_l
a
de donde se obtiene:
2 a2 1
Ty = 2uQ0R? (5—) 5 (A6)

De esta Ultima ecuacion se puede obtener el valor del torque aplicado al cilindro exterior
para provocar el movimiento. Entonces, de acuerdo a la definicion del torque, es decir,
fuerza por brazo de palanca, se expresa:

S = 2nRL(~yg | r—r)R = 4,u7rR2LQO( « ) (A7)

1-a?
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PROBLEMAS.

1. Por una rendija, formada por dos paredes verticales, fluye glicerina a una
temperatura de 20°C. Considerando que el flujo es laminar, esta totalmente
desarrollado y el flujo es unidireccional, obtener el perfil de esfuerzo cortante y el de
velocidades. Asi como obtener la velocidad maxima, si la altura de la rendija es de
10 m, con una caida de presion de 10,000 Pa y una abetura de 2 cm. La figura
muestra la disposicion del sistema que se desea analizar, en él el fluido se mueve
hacia arriba, por medio de una diferencia de presion entre la parte inferior y la

superior.

REEN

A\ 4

=

Po —

B

LlL

B

»

—
<«

Vl‘

Perfil de
velocidade

>

3

—
X

Corte longitudinal
de la figura anterior

2. Setienen dos placas infinitamente grandes, como se muestra en la figura, separadas
por un espacio de espesor 2b en el cual se encuentra un fluido incompresible, tipo
Bingham. Se tiene una diferencia de presion en el espacio L que se muestra en la
propia figura. Se desea deducir la expresion para el perfil de velocidades y de

I

2b

_l

—
————
———
—
—_—
T
ﬁ

)
Al / L

Po
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esfuerzo cortante, considerando que el flujo se encuentra completamente
desarrollado y en régimen laminar, ademas de que las coordenadas son
rectangulares y el flujo es unidireccional .

El sistema mostrado en la figura consta de dos cilindros concéntricos. El cilindro
interno tiene un radio aR, mientras que el externo tiene un radio R. El espacio
entre ambos cilindros contiene un liquido newtoniano. El cilindro interno se mueve
a una velocidad V. Considere que en todo el espacio ocupado por el fluido la
presion es constante. Determine el perfil de esfuerzo cortante y el de velocidades.
Calcule también el valor del esfuerzo cortante en la superficie de ambos cilindros
si el fluido es un aceite de motor que se encuentra a 20°C.

Iy

R
h 4
e i 0O——

V m/s

Se tienen dos tubos concéntricos cuya region anular se encuentra rellena con un

liquido de viscosidad iy densidad p, es decir, es newtoniano e incompresible. El
tubo interior tiene un radio xR y el exterior un radio R. Los cilindros estan en
posicion vertical y el flujo es provocado por la atraccidn gravitacional. Se considera
gue este sistema se encuentra en estado estable. El movimiento es unidireccional
de acuerdo a como se muestra en la figura. Obtenga una expresion para el perfil
de velocidades y el de esfuerzo cortante.
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5 =
| — Perfil de

velocidades

L

J \
Liquido newtoniano
de densidad p vy
viscosidad u
Cilindrns
- \C
—> KR|<—
R,

5. Desarrolle nuevamente el problema de la rampa en las mismas condiciones, pero
ahora considerando que el fluido que escurre a lo largo de ella es un fluido tipo
Ostwald. Repitalo también para un fluido tipo Bingham. ¢Como cambian las
ecuaciones y los perfiles?
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CAPITULO 3

ANALISIS EN FLUJO TURBULENTO

3.1 PERFIL DE VELOCIDAD EN FLUJO TURBULENTO

Los temas y problemas analizados en la unidad 2, como su nombre lo indica, se
refirieron al comportamiento de un fluido en régimen de flujo laminar. Es decir, como se
menciond en la unidad 1, cuando el Re < 2,100. Siendo el flujo laminar, como el
experimento de Reynolds lo indica, un fenomeno en donde las moléculas de fluido viajan
por un sistema de forma totalmente ordenada. Pero, el mismo experimento de Reynolds
indica que el movimiento de un fluido presenta dos regimenes mas, o sea, el flujo de
transicion en el intervalo 2,100 < Re < 4,000 y el flujo turbulento a Re > 4,000.

A diferencia del régimen laminar, la transferencia de cantidad de movimiento en el
régimen de flujo turbulento se desarrolla en una forma desordenada, iniciando el desorden
molecular aproximadamente a Re = 2,100, por lo que se puede considerar que este es el
limite en donde inicia. En este régimen las moléculas de fluido viajan a través del sistema
en una forma erratica siguiendo una trayectoria aleatoria. Por lo mismo, si bien son
aplicables las ecuaciones de continuidad y de movimiento obtenidas en la unidad 2, el
analisis del sistema para obtener su perfil de velocidades tendria que considerar mas de
una componente de velocidad y de presién en direccion de mas de una coordenada, por lo
gue el resultado seria una ecuacion diferencial muy compleja y matematicamente imposible
de resolver, al menos hasta el momento. Aunque se podria pensar en un programa
computacional basado en algun método numérico, pero adn asi seria un programa muy
extenso y muy complejo.

Recuérdese que el perfil de velocidad obtenido para flujo laminar en un ducto esté
dado por la expresion:
v, 2
[1 -3 ] 3.1)

vaax -
Para flujo turbulento, el modelo matematico propuesto que genera el perfil de velocidades
mas aproximado al real es:

1
= |1-1] (3.2)
VZmax R

Las curvas obtenidas con estas dos ecuaciones se muestran en la figura 3.1, en donde se
puede establecer la comparacion entre el flujo laminar y el turbulento. Asi, mientras el
régimen laminar genera una curva parabdlica debido al orden en el movimiento de sus
moléculas, el perfil de velocidades en el régimen turbulento es una curva seccionalmente
continua, compuesta por tres regiones (véase la figura 3.2). La regibn mas cercana a la
pared denominada subcapa laminar, en donde el perfil de velocidades es lineal, es una
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regién en donde predominan los efectos viscosos sobre los turbulentos; la regién intermedia
denominada zona de transicién, en la que el perfil se aproxima a una curva logaritmica,
en la cual tanto los efectos viscosos como los turbulentos son igualmente importantes; y la
zona de turbulencia totalmente desarrollada, representado por una curva tan leve que
casi parece una recta perpendicular a la pared, de hecho entre mayor es el Re mas se
aproxima a una recta.

Figura 3.1 Perfiles de flujo laminar y turbulento

Fared del cilindra

Figura 3.2 Capa limite de Schlichting, comportamiento del fluido en la
reaién cercana a la pared

Se deben observar dos situaciones que se presentan con la ecuacion (3.2). La
primera es que con ella no es posible obtener el valor del esfuerzo cortante en la pared,
debido a que en ese punto la derivada de la funcion es indeterminada. Y es importante
conocer el valor del esfuerzo cortante en la pared ya que permite evaluar la energia disipada
en esa region. La otra situacion es que los valores de velocidad obtenidos con la ecuacion
(3.2) no son de la misma naturaleza que los obtenidos con la ecuacion (3.1). En la ecuacién
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(3.1) los valores que se obtienen indican la velocidad y direccién de las moléculas que
pasan por un determinado punto. Mientras que en la ecuacion (3.2) los valores obtenidos
no son mas que promedios estadisticos de velocidad y direccion de las moléculas que
pasan por un punto, es decir, por un punto pasan multitud de moléculas con diferentes
velocidades y direcciones y su promedio es el obtenido por medio de esa ecuacion. Por
otro lado, cuando se va elevando el flujo, se eleva la velocidad y la respuesta al incremento
no es inmediata sino paulatina, por tanto, deberia de ser un incremento paulatino constante
con respecto al tiempo, sin embargo, no sucede asi, sino que la velocidad fluctia en la
medida que se incrementa el tiempo. Tal situacion se muestra en la figura 3.3, en donde la
velocidad real queda representada por la linea quebrada, representando las fluctuaciones,
y la curva intermedia es la velocidad promedio respecto al tiempo.

F 3 I-III

“z

v

1.

Figura 3.3 Fluctuacién de la velocidad con respecto al tiempo

En la figura también se muestra la relacion entre la velocidad promedio y la real, que
se define:

V, =V, +V/ (3.3)
en donde la velocidad promedio respecto al tiempo queda definida por:
= 1 pt+At
== vt (3.4)

y el promedio de las desviaciones es cero, 0 sea 7, =0

Dadas las caracteristicas del flujo turbulento, en igual forma se debe considerar que
el esfuerzo cortante es mas complejo de como fue definido por la ley de Newton de la
viscosidad. Se considera entonces que el esfuerzo cortante esta constituido por dos partes,
una debida a la friccion viscosa y la otra debida a las turbulencias provocadas por el
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movimiento desordenado, esto matematicamente queda definido por la expresion:

Ty = Tun + Tos (3.5)

en donde:
( )

(t)

= esfuerzo cortante debido a la friccion viscosa

= esfuerzo cortante provocado por las turbulencias

en ella, el esfuerzo cortante debido a efectos viscosos queda definido por la ley de Newton
de la viscosidad, en caso de que el fluido sea newtoniano. Pero no asi el esfuerzo cortante
por efecto de las turbulencias. Para este caso, una de las primeras propuestas fue la de
Boussinesq (1877), quien tomando como base la ley de Newton, definié una viscosidad
de remolino expresando al esfuerzo cortante por turbulencias como:

_(t av,
TJ(,x) = —M(t)g (3.6)

en donde la viscosidad de remolino depende fuertemente de la posicion.

Prandtl (1925), asumié que el movimiento de las moléculas de los liquidos en los
remolinos es muy similar al movimiento de las moléculas de los gases. Bajo esa suposicion
consider6 que una molécula de fluido recorre una trayectoria antes de chocar con otra
molécula, a lo que le llamo trayectoria de mezclado y que es muy similar a la trayectoria
media libre definida para los gases. Y la expresion que obtuvo fue:

dvx dvx (3.7)
dy | dy

Enellal es la longitud de mezclado, gue viene siendo una funcion de la posicion. Como
la posicién en la ecuacién esta representada por y, que es la distancia desde la pared,
entonces | es proporcional ay, o bien i = «;y

—(t) = —]2

Von Karman (1930), tomando en cuenta la proposicion de Prandtl, propuso que el
esfuerzo cortante se deberia expresar:
(t) (dvy/dy)?
= —pPK 2 2 2)2
(d?vy/dy*)
en la que la constante tiene un valor de 0.4 de acuerdo con algunos investigadores,
mientras que otros han obtenido el valor de 0.36.

ATy

(3.8)

Tomando en consideracion la informacion mostrada, se puede concluir que tratar
de desarrollar ecuaciones que permitan modelar el flujo de fluidos en forma analitica,
contendrian tal cantidad de variables que los modelos tenderian a se extremadamente
complejos y muy dificiles de resolver mediante el uso de los procedimientos matematicos.
Sin embargo, es necesario desarrollar algiin mecanismo que permita obtener informacién
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acerca de su comportamiento y, sobre todo, de las fuerzas involucradas y de la energia
disipada a causa de la friccion que se genera debido al movimiento del fluido. Estos
procedimientos son semiempiricos y se muestran en las secciones siguientes.

3.2  ANALISIS DIMENSIONAL

En los temas tratados en las dos unidades anteriores, se ha venido insistiendo en
que las ecuaciones obtenidas deben de ser dimensionalmente homogéneas y, en
consecuencia, las variables involucradas dependen de un sistema dimensional basico. Por
lo mismo, en ambas unidades se ha venido utilizando el sistema dimensional basado en la
masa (M), la longitud (L) y el tiempo (T), mejor conocido como sistema MLT. Y tomando
también como enlace a la segunda ley de Newton para definir a la fuerza (F) en funcion de
las otras tres (Bird, 2002).

Tomando como base lo anterior, ahora se desea aplicar el sistema dimensional para
hacer un analisis de las variables que afectan a un sistema. El andlisis se puede desarrollar
de dos formas. La primera consiste en hacer un estudio analitico de las ecuaciones que
determinan la relacion entre las variables de un sistema. La otra es una metodologia
semiempirica, que consiste en la aplicacion del método cientifico observando las variables
y propiedades del sistema para luego proponer una expresion empirica que las relacione
cuidando siempre la homogeneidad dimensional.

3.2.1 Analisis dimensional de la Ecuacion de Navier-Stokes.

La metodologia, que a continuacion se va a presentar, es la mas precisa
técnicamente hablando ya que su base proviene del analisis matemético, partiendo de la
aplicacion de las leyes fundamentales, para luego obtener las ecuaciones diferenciales por
medio de la aplicacion de los diferentes balances, hasta obtener el modelo matematico que
permite simular al sistema y de ahi reconocer los diferentes grupos adimensionales que lo
caracterizan.

Supdngase que se tiene un sistema con un fluido newtoniano en movimiento.
Supongase también que ya se aplicaron los balances correspondientes y se llegé a la
conclusion de que la ecuacion diferencial que lo caracteriza es la Ecuacion de Movimiento
y, en particular, la Ecuacion de Navier-Stokes que se expresa matematicamente:

D
— = uv?v —Vp + pg (3.9)

Una vez obtenida la ecuacion diferencial correspondiente, se adimensionaliza cada una de
las variables que participan. En el caso de la ecuacién de Navier-Stokes, se tienen 4
variables independientes y dos dependientes. Las variables independientes son las tres
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coordenadas y el tiempo. Las variables dependientes son la velocidad y la presién. Ademas,
se tiene al vector gravedad cuya magnitud para gran cantidad de problemas se considera
constante.

Para empezar, primero se adimensionalizan las variables que definen las tres
coordenadas. Para ello se elige una longitud caracteristica del sistema, que puede ser
paralela o perpendicular al movimiento, pero siempre de acuerdo con las necesidades del
problema, es decir, la eleccién de la longitud caracteristica es puramente convencional.
Actualmente, para muchos problemas ya se ha estandarizado, por ejemplo, si se trata de
un sistema en coordenadas cilindricas la longitud caracteristica puede ser el radio (R) o el
diametro (D), so6lo para algunos casos muy especificos se toma la longitud del cilindro. En
el caso de un sistema esférico definitivamente lo es el radio (R) o el diametro (D). La
ecuacion que se va a analizar se expresara en el sistema de coordenadas rectangulares y
la longitud caracteristica puede se la longitud, la anchura o la altura del sistema. En
particular, se considera la longitud (L) del sistema (en direccion del eje x) como longitud
caracteristica. Por tanto, las nuevas variables adimensionales seran:

Al aplicar la longitud caracteristica en la adimensionalizacion de variables se debe tener
cuidado, ya que una vez definida se debe aplicar por igual a todas las variables.

El siguiente paso consiste en transformar al operador V. Para lograrlo primero se
obtienen las derivadas de cada una de las variables:
ox” 1 dy” 1 dz" 1

ax L ' 9y L ' oz L
para luego aplicarlo al operador ¥ por medio de la regla de la cadena:

v d _+c') _+6k_ 0 ((’)x*),_l_ 0 <6y*),+ 0 <6z*>k
_Oxl ay] dz  dx*\odx ' dy*\ dy J dz*\ 0z

concluyendo finalmente que:

v_1(6 - d - d k)—lﬁ*
L ax*l ay*] z B

en donde V* es el operador nabla adimensional. De igual manera se aplica al operador de
Laplace, el cual se transforma en:
1 o
Vi=Sv
L2
Ahora corresponde la adimensionalizacion del vector velocidad, para lo que se debe
escoger una velocidad que caracterice al sistema como lo es la velocidad promedio, la
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velocidad maxima o incluso el flujp masico o el volumétrico, dependiendo de las
necesidades especificas para cada sistema. Para el caso que se esta tratando, se
considerard una velocidad, que puede ser la velocidad promedio, por lo que la velocidad
adimensional se expresa:
v
v =—
(v)

El tercer paso es la adimensionalizacion de la variable tiempo, que por lo general es
la mas compleja. La dificultad consiste en encontrar alguna cantidad que tenga relacion con
el tiempo que tarda en ocurrir el fenébmeno, por ejemplo, para una reaccion quimica sera el
tiempo que transcurre desde el inicio hasta el momento en que esta llega al equilibrio. Pero
en sistemas dindmicos, como lo seria un reactor quimico del tipo continuo, en donde el
reactivo se alimenta por la entrada y el producto se extrae en el extremo opuesto,
generalmente la reaccion quimica no llega al equilibrio. Entonces se tiene que hacer uso
del tiempo de residencia, que no es mas que el tiempo que una molécula tarda en viajar
dentro del reactor desde la entrada hasta la salida. Dicho de otra manera, es el tiempo que
una molécula de reactivo tiene para lograr reaccionar, asi entre mayor es el tiempo de
residencia, mayor es la probabilidad de que la molécula reaccione. Definido de esa manera,
se induce que el tiempo de residencia de una molécula es directamente proporcional a la
longitud del sistema e inversamente proporcional a la velocidad a la que se mueve. Por
tanto, el tempo adimensional se define:

t t(v)

=y T L

y su derivada

d d (dt*) (v) d
dt dt*\dt) L dt*

Sigue el turno ahora a la presién o, mas correctamente, a la caida de presion. La
cual para adimensionalizarla se debe tomar en consideracion la caida de presiéon entre la
entrada y la salida, que viene siendo su méaximo valor. Por lo que la caida de presion
adimensional se expresa:

«_ P- Po
p =
P~ Po

Finalmente, s6lo queda por adimensionalizar al vector gravedad. Como se mencioné
antes por lo general se considera su magnitud constante, siendo esta el valor de la
gravedad al nivel del mar, esto es, 9.81 m/s? o 32.2 pies/seg?. Por lo tanto, el vector
gravedad adimensional se define:

Una vez definidas las variables adimensionales, se substituyen en la ecuacion de
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Navier-Stokes, por lo que al hacerlo se obtiene

D(v* 1 1
p <(Li)> (UD—EU» =u (L—2> V2 (w*(v)) — (Z) V'p*(pL — po) + P99”

y al reacomodar las componentes se obtiene:

P<V>2 D_U* — M *2 0% (pL_pO) * 0k *
ahora se multiplica la ecuacion (3.10) por L/p{v)?, con lo que se obtiene:
Dv* — U *2 0% PL—DPo * 0k g_L *
Dt* (p(v)L) vy (p(v)2 ) VipT + ((v)2 9 ) (3.11)

En la ecuacion se reconocen tres coeficientes que son tres grupos adimensionales. Cada
uno de ellos, por afectar cada uno a un término que representa a las fuerzas que coexisten
dentro del sistema, tiene un significado diferente. El primero es el nimero de Reynolds, el
cual ya es conocido y se expresa:

fuerzas de inercia  p(v)L

Re = Numero de Reynolds = -
fuerzas viscosas U

El dltimo se denomina numero de Froude, que viene siendo la relacion de las fuerzas de
gravedad con respecto a las fuerzas de inercia, y se expresa

fuerzas de inercia  (v)?

Fr = N1l de F de = B
T= Numero e fToude = o erzas de gravedad . gL

el numero de Froude es importante cuando se tiene sistemas con superficie libre, como es
el caso de la navegacion de un barco. Por Ultimo, en la parte media se encuentra el nUmero
de Euler que no es mas que la relacion existente entre las fuerzas de presion y las fuerzas
de inercia y se expresa:

fuerzas de presion  (p, — po)

Eu = Numero de Euler = - — = —
fuerzas de inercia 2p(v)2

Y la manera en que se interrelacionan los tres grupos adimensionales es a través de la
ecuacion de Navier-Stokes adimensional.

3.2.2 El Teorema 1t de Buckingham.

El segundo método se utiliza para aquellos sistemas cuya geometria es muy
compleja y es dificil deducir la ecuacion que los gobierna. Este método esta basado en el

Teorema r de Buckingham y es aplicable a cualquier tipo de sistema. Es un método
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semiempirico que lo primero, y mas importante, que requiere es la observacion del
comportamiento del sistema a diferentes condiciones (Welty,2001). De la observacion se
deducen las variables que afectan al sistema. Por lo mismo, la observacion del fenémeno
debe ser aguda y concienzuda para lograr descubrir absolutamente todas las variables del
sistema. En caso de olvidar o soslayar alguna de ellas, el método falla. De ahi se propone
una relacion funcional entre todas las variables. Hasta aqui el método es puramente

empirico, y es precisamente en este punto en donde se aplica el Teorema 7w de
Buckingham.

El teorema se puede enunciar de dos maneras. La primera de ellas es muy general
y dice:
"Si una ecuacion es dimensionalmente homogénea, se puede reducir a una relacion
entre una serie de grupos adimensionales".
La segunda es mas precisa, y dice:
"Las relaciones funcionales entre g cantidades cuyas unidades pueden expresarse
en términos de u dimensiones, quedaran representadas por el producto de (q - u)
grupos adimensionales independientes”.

Lo expresado por el teorema, indica que una relacion funcional de variables puede
ser reducido a una relacion funcional entre variables adimensionales con menos
componentes, en donde las nuevas variables son grupos adimensionales. El resto es
trabajo de laboratorio, cuyo objetivo es calcular los valores de las constantes y exponentes
gue aparecen en la relacion funcional. En caso de que se haya anexado una variable que
en realidad no es importante, al evaluar las constantes se elimina por si sola ya que su
exponente se va a aproximar a cero. Ahora bien, el trabajo experimental no forma parte de
la metodologia, en realidad su objetivo es Unicamente llegar a la simplificacion o a la minima
expresion de la funcién propuesta al inicio.

Ejemplo 3.1 Fuerzade arrastre en un barco.
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Imaginemos un barco navegando en alta mar. El agua ejerce sobre el casco una
fuerza de arrastre que se opone al movimiento del barco. Entonces, la citada fuerza va a
depender de las propiedades del agua, como son la densidad y la viscosidad, asi como
también va a depender de la velocidad con que se mueve el barco. Ademas, depende de
su forma geométrica, siendo esta la parte mas compleja del problema. La complejidad
estriba en que no hay una variable que caracterice a la forma geométrica. Es por eso por
lo que se escoge una forma especifica y se define como variable a la longitud del barco y
la correlacion resultante sera aplicable sélo para esa forma nada mas. Por ultimo, como el
barco se mueve sobre la superficie del agua, se debe de considerar el efecto de la atraccion
gravitacional.

f.gigcoci

.
PP LLL
711111

Por tanto, una vez obtenidas las variables se llega a la conclusion de que la fuerza
de arrastre es dependiente del resto de las variables, por lo que funcionalmente se expresa:

F=f(v,L,p0) (3.12)
la que, de acuerdo con el teorema z de Buckingham, se puede reducir a:
n = (6 - 3) = 3 grupos adimensionales

es decir, a la relacion funcional entre solo tres grupos adimensionales, de tal manera que
se pudiera reducir a la siguiente expresion genérica:

my = @(my, m3) (3.13)
En donde =z, 7> y @3 representan a cada uno de los grupos adimensionales que
forman parte de la expresion (3.13). Es necesario entonces determinar el grupo de variables
gue componen a cada uno de ellos. Para lograrlo, es necesario proceder de la manera
siguiente:

1. Los grupos adimensionales estaran compuestos por un humero de variables igual al
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namero de dimensiones en que esta basado el sistema dimensional. Para este caso,
en particular, las dimensiones son la masa, la longitud y el tiempo, por lo que se
escogen tres variables entre las seis propuestas, las cuales se van a repetir en los
tres grupos, las cuales se pueden escoger de manera aleatoria, siempre y cuando
en los tres estén incluidas la tres dimensiones. Para el ejemplo que nos ocupa, se
escogeran a la densidad, la velocidad y la longitud (p, v, L)

2. Se escoge una cuarta variable de entre las restantes, la cual aparecera solamente
una vez en cada grupo.

3. Cada grupo estara compuesto por el producto de las 4 variables propuestas, estando
las tres primeras elevadas a una potencia diferente y desconocida, mientras que la
cuarta estara elevada a la primera potencia, por lo que la expresiéon matemética para
cada grupo sera la siguiente:

m = p*vPIF
T, = p*vPLfu
w3 = p*vPLeg

4. A continuacion, se procede a determinar el valor numérico de cada uno de los
exponentes para cada grupo. Para ello, se sustituyen las dimensiones de cada
variable. Por ejemplo, para el primer grupo la expresion, en funcion de sus
dimensiones, sera:

my = [ML3]e[LT~ P [L][MLT 2]

5. Aplicando las leyes de los exponentes, cada dimension debera se elevada a la suma
de los exponentes a los que esta elevado:

T = [M]a+1 [L] —-3a+b+c+1 [T] -b-2

De la que se obtiene un sistema de tres ecuaciones simultaneas, las cuales deberan
estar igualadas a cero (0), ya que es condicion necesaria para que la suma de los
exponentes sea cero y el grupo sea adimensional. Este sistema estara compuesto
por las siguientes ecuaciones:

M:a+1=0
L: =3a+b+c+1=0
T: —b—-2=0

El cual, nos da como resultado: a=-1,b=-2yc=-2

6. De ahi que, al sustituir estos ultimos exponentes, el grupo adimensional que se

obtiene es el siguiente:
F

= W = Numero de Newton = Nw

LS
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7. De igual forma se procede con los otros dos grupos, de los que se obtiene:

_n 1
T2 =50l " Re
_gL_ 1
7T3_172_F1’

8. Por lo que la relacion funcional genérica que se obtiene es la siguiente:

Nw = @(Re, Fr) (3.14)
O bien, es forma de producto:
Nw = KRe™Fr™ (3.15)

9. En la que K, m y n son desconocidas y es necesario determinarlas
experimentalmente. Es decir, el analisis dimensional no resuelve el problema,
Gnicamente lo reduce a un numero menor de variables, basado en el nimero original
de variables, pero la experimentacion es necesaria para obtener un modelo
matematico que caracterice el comportamiento del fenémeno que se desea resolver.

3.3 EL FACTOR DE FRICCION DE FANNING

Uno de los objetivos del analisis de un sistema en la mecéanica de fluidos es el de
conocer la magnitud de la energia cinética, que adquiere el fluido por medio de las
diferentes fuerzas impulsoras que coinciden en el mismo. Mas no toda la energia cinética
es aprovechable, ya que parte de ella se disipa por efectos de la friccion viscosa del fluido
sobre las paredes del sistema. Es objetivo de esta seccion el definir un parametro que
permita medir el grado de energia cinética disipada por friccién viscosa sobre las paredes
de un sistema. Supdngase entonces que el sistema en este caso es un tubo recto, como el
mostrado por la figura 3.4. En ella se va a analizar la region localizada entre los puntos z =
0y z =L, en donde el flujo se encuentra totalmente desarrollado y con un perfil de
velocidades bien definido, es decir, la region se encuentra alejada de la entrada por lo que
no provoca ningun efecto en el flujo. En dicha regién hay una caida de presion (po - pL), la
cual provoca en el fluido una velocidad promedio (v,), siendo D el diametro del ducto, el
cual transporta un fluido de densidad py viscosidad p.
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Figura 3.4 Andlisis de pérdidas de energia mecanica en un tubo.
Obtencion del factor de friccion

Si se observa cuidadosamente la figura 3.4, se puede deducir que sobre las paredes
del ducto el fluido genera dos fuerzas, una que se debe al peso del fluido y que tiene relacion
con la atraccion gravitacional (Fn) y la otra QUE es generada por el movimiento del fluido,
es decir, esté relacionada con la energia cinética (F«). Pero como el tubo esta en posicion
horizontal y el fluido lo llena totalmente (no hay superficie libre), por tanto, la fuerza de
gravedad no actua sobre el movimiento, por lo que Fn se elimina. En cambio, F«x actia en
direccioén contraria al movimiento y se incrementa en la medida que la velocidad incrementa,
0 sea, F« es proporcional a la energia cinética adquirida por el fluido, lo cual se expresa en
forma de ecuacion

Fx = f(mDL) (3pv,)2) (3.16)

en ella aparece la constante de proporcionalidad f, a la que se le conoce como factor de
friccién y que no es mas que la fraccidn de energia cinética disipada por efectos de la
friccidn viscosa sobre las paredes del ducto.

En la unidad anterior, en el problema del flujo laminar de un fluido a través de un
cilindro, se obtuvo una expresién para la fuerza ejercida por un fluido sobre las paredes del
cilindro, la que se denominé "fuerza de arrastre" (Fz), en cambio F« es la fuerza de retardo
gue ejerce la pared en contra del movimiento del fluido, por tanto, suman cero llegando
finalmente a la ecuacion:

F,—F¢=0 (3.17)

Si se igualan ambas ecuaciones, se obtiene:

: D?
£ D) (Spt2) = (po = P)
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de donde al despejar f se llega a la expresion

f= i (2) ®o=pL) (3.18)

L) Zpwz)?
a la que se le conoce como ecuaciéon de Fanning para el factor de friccion (Bird, 2002).

Ahora bien, generalmente el objetivo de un problema es obtener la caida de presion
dada la velocidad o viceversa, aunque en ocasiones el diametro puede ser la incognita.
Pero cualquiera que sea el caso, también el factor de friccion se desconoce, por lo que la
ecuacion (3.18) no es suficiente para llegar al objetivo y se debe encontrar una forma para
evaluarlo. Tal es el tema que se va a tratar en la siguiente seccion.

3.4 CORRELACIONES PARA EL FACTOR DE FRICCION EN DUCTOS

Para evaluar el factor de friccion existen diversas correlaciones, graficas y
nomogramas para diferentes tipos de flujo y sistemas. En esta seccién se dan a conocer
sblo aquellas correlaciones y gréaficas usadas exclusivamente en conducciones para el
transporte de fluidos.

Pero antes de hacer una relacién de las correlaciones existentes y su uso, es
necesario plantear el fundamento basico para su proposicion. Es aqui en donde se le
encuentra uso inmediato al analisis dimensional. Entonces, para proponer una correlacion
es necesario primeramente hacer un reconocimiento de las variables que afectan al flujo
de un fluido dentro de un ducto circular. Por principio, el movimiento es provocado por una
caida de presion (po - pL) en un ducto de didmetro D, en un tramo de longitud L, cuyo
material tiene una rugosidad &, imprimiéndole una velocidad (v,) a un fluido con densidad
p Yy viscosidad u. La atraccion gravitatoria no se toma en consideracion por las razones
dadas en la seccion anterior. Por lo anterior, se concluye en la proposicion de la relacion
funcional:

(Po - pu) =h((v).upL.D.ée)
la cual lleva a proponer la correlacién

(po — p1) = K(v,)*uPp°LAD® ! (3.19)
gue puede ser reducida a una ecuacion de solo 4 grupos adimensionales de acuerdo con
el teorema z de Buckingham. Por lo que se pudiera expresar en términos de grupos

adimensionales de la manera siguiente:
77:1 = q)(ﬂz} 7T3' T[4) (320)
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Los cuales se deducen en funcion de las siguientes expresiones para cada grupo:
my = p*(v,)’D(po — p1)
my = p*(v,)’ Dy
3 = pa<vz)bDCg
4 = p*{v,)° DL

Al aplicar el procedimiento, los grupos adimensionales que se obtienen son:

S (o — p1)
L p(n)?
__#+ _1
"2 7 b(u,)D " Re
&
T3 = 5
L
Ty D
Por lo que la correlacion se puede expresar en los siguientes términos:
(Po—pL) _ ( £ g)
)? ¢ |Re, D (3.22)
Ahora bien, si se divide m; entre 0.5, se obtiene el nimero de Euler, es decir:
1 _
Uz Eu

Y, a su vez, el niumero de Euler es la base del factor de friccion de Fanning, por lo que si
se multiplica por 3(2), se transforma en f:

f=1(3)Eu (3.22)

De esta manera, 1 se puede sustituir por f para finalmente proponer la correlacion:
n L S
f =KRe™ (%) (5) (3.23)

Todas estas transformaciones se pueden realizar debido a que no se han definido los
valores de la constante y de los exponentes, los cuales se determinaran por medio de
experimentacion.

Volviendo a la figura 3.4, si el flujo se ha desarrollado completamente, lo cual sucede
cuando L/D > 50, el factor de friccion es independiente de L/D, por lo que su exponente (s
= 0) indica que el término desaparece de la correlacion, entonces la expresion del factor de
friccion se reduce a

f =KkRe™(£)" (3.24)
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La ecuacion asi obtenida solo establece la dependencia del factor de friccion con respecto
al numero de Reynolds y a la rugosidad relativa (debida al material de que esta construido
el ducto). Pero para poder calcular el valor especifico del factor de friccion es necesario
evaluar la constante y los exponentes de la ecuacion (3.24), los que varian dependiendo
del régimen de flujo. Ahora bien, por razones meramente practicas, se consideran dos
regimenes, el flujo laminar cuando Re < 2,100 y el flujo turbulento cuando Re > 2,100, el
flujo de transicion no se considera por ser una region inestable dificil de reconocer su in-
tervalo de ocurrencia por lo que se integra al flujo turbulento.

Dadas las condiciones anteriormente expuestas, a continuacion se dan a conocer
las correlaciones divididas en funcion del tipo de régimen y también respecto a la rugosidad
relativa del ducto.

CORRELACIONES PARA FLUJO LAMINAR

En el régimen de flujo laminar no afecta el tipo de material de que esta construido el
ducto, es decir, el factor de friccion depende solamente del Re. Para este caso se cuenta
con la informacion suficiente para poder deducir una correlacion. Se cuenta en primer lugar
con la ecuacion de la velocidad promedio en ductos circulares para flujo laminar deducida
en la unidad 2, la que se expresa:

(po — PLIR? _ (po — pL)D?

o =g = 321
de la que se despeja la caida de presion:

32uL{vz)
(Po — P1) = =5 (3.25)
la cual, al ser substituida en la ecuacion de Fanning del factor de friccion, se obtiene:
1 (p) 32uL{v,)/D?
CANL) lpwy?

gue al ser simplificada se llega a la correlacion buscada

16 16
f= o =2 (3.26)

Comparandola con la ecuacion (3.24), se tiene que el valor de la constante es K = 16 y de
los exponentes son m = -1y n =0, no considerando asi la rugosidad relativa del ducto. La
razén por la que no se considera la rugosidad es debido a que los disturbios, provocados
por las protuberancias de la pared del ducto, se absorben rapidamente y el flujo se mantiene
completamente desarrollado y el perfil de velocidades no se ve alterado (Bird, 2002).
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CORRELACIONES PARA FLUJO TURBULENTO

En el régimen de flujo turbulento se hace necesario la subdivision de las
correlaciones en dos grupos, esto es, para tubos lisos y para tubos rugosos.

Tubos hidrodindmicamente lisos

Son aquellos en los que se considera que £ = 0, por lo que la ecuacion (3.24) se
reduce a:
f = KRe™ (3.27)

Una de las primeras expresiones para la evaluacion del factor de friccion fue
desarrollada por H. Blasius (1908), quién propuso la correlacion:

0.0791 .
f= Re0-25 vélidapara  2,100<Re<10°

(3.28)

Otra propuesta se debe a J. Nikuradse (1932), quién partiendo del perfil de velocidad
para flujo turbulento, que considera la viscosidad de remolino, concluyd con la correlacion:

1 —

7 =40 log1o(Re/f) — 0.4|para Re > 3,000 (3.29)

Tubos rugosos (g> 0)

En los tubos rugosos el flujo esta siendo continuamente disturbado, lo cual provoca
una mayor intensidad en la turbulencia. Por ello y considerando la regién de transicion dada

por el intervalo (D/s)/Reﬁ > 0.01, Colebrook propuso la correlacion (Welty, 2001):

L b _ D/e
7= = 4logs, (2) + 2.28 - 410g;q (4.67 ot 1)

(3.30)

Por ultimo, cuando (D/s)/Re\/f < 0.01 el flujo es altamente turbulento y el factor

de friccion es solamente dependiente de la rugosidad relativa, de ahi que Von Karman
propusiera la correlacion:

1 D
7= 4log (Z) +2.28 (3.31)

En la tabla 3.1 se dan a conocer el valor de la rugosidad para algunos materiales de
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construccion de tuberias.

Desafortunadamente, en estas ecuaciones, salvo en la (3.31), el calculo de f es
complejo ya que se necesita utilizar un método numérico para obtener la raiz de la ecuacion.
Afortunadamente, ha habido suficiente investigacion para obtener varias correlaciones para
el calculo directo del factor de fricciobn, como las siguientes mostradas a continuacion:
Altshul:

0.25
f =0.0275 (% + %) (3.32)
4x103<Re<10® ; 107°<¢/D <0.05
1 Re -2

f= Z{l.810g [0.135Re(£/D)+6.5]} (3.33)
con el mismo rango
Churchill:

g\12 1/12
f=2|(2) +w+m (3:34)
1 16
A= [2.4571n( — - >]
() +0.27(5)
_ (35530)16
~\ Re
e igual rango
Mandilli:
1 e/D 95 96.821) 2
f=3{-210e] 57+ 55 - 2} (3.35)
5235 < Re < 10°
Pavlov:
1 1 (¢ 6.81\091) 2
f= Z{—zmg 2O+ (&) ]} (3.36)

4x10% < Re <108

En el pasado, era mas usual y practico el uso de la grafica de f Vs Re (ver figura
3.4), sin embargo, aun cuando es mas rapida la evaluacion, es también muy imprecisa y,
por tanto, el error inducido en f es grande. Actualmente, con las calculadoras modernas, es
posible evaluar rapidamente el factor de friccion, aun utilizando una ecuacion tan compleja
como la de Colebrook, logrando con ello una mayor exactitud en el calculo y, por ende,
disminuyendo considerablemente el error.
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En cuanto a la rugosidad, su valor depende del material de que esta fabricada la
tuberia, los valores mas caracteristicos se muestran a continuacion en la tabla 3.1:

Tabla 3.1 Valores de rugosidad (Geankoplis, 2018)

Material Rugosidad en mm

Tubo estirado 0.0015

Hierro forjado y acero comercial 0.046

Hierro asfaltado 0.12

Hierro galvanizado 0.15

Hierro fundido 0.26

Acero estriado o remachado 1.8

Vidrio o plastico Hidrodinamicamente liso
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Ejemplo 3.2 Caida de presion en un tubo circular recto.
Por un tubo de 15 m de largo y cuyo didmetro es de 1 cm, fluye benceno a 25°C, a
razon de 190 L/h. Calcular la caida de presion a lo largo del tubo.
Solucion.
V=6.46 x107 m?/s
p =875 kg/m?
D=0.01m
G =190 Its/hr =5.28 x 10°° m¥/s
L=15m
e=4.6x10°m
4G 4(5.28x107°)
(v,) = 202~ m0oD? 0.6726 m/s
D{v,) (0.01)(0.6273)
v 646x1077

Re =9,801

Todos los datos anteriores se substituyen en la ecuacion (3.32), para obtener:

45%1075 68
f = 0.0275

0.25
o +9801) = 0.00899

Y para la caida de presion, partiendo de la ecuacién de Fanning, se obtiene:
2p{v,)?Lf B 2(875)(0.6723)%(15)(0.00899)
D B 0.01

(po—pL) = = 10,666.33 Pa

Ejemplo 3.3 Calculo del flujo dada la caida de presion

Determinar el flujo méasico de agua a 68°F, a través de un tubo de acero de 8 pulg
de diametro cédula 40 de 1000 pies de longitud, dada una caida de presion de 3 psi.

Solucion.  Eneste tipo de problemas la dificultad estriba en que para determinar el factor
de friccion es necesario conocer la velocidad, la cual también es una incognita, por lo que
se crea un circulo vicioso. Sin embargo, analizando la ecuacién de Colebrook se encuentra
gue se puede calcular el factor de friccion ya que el término Reﬁ no contiene la la
velocidad. Por tanto, existen dos métodos para resolver este problema, en el primero de
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ellos se hace uso de la ecuacion de Colebrook y en el segundo se utiliza la grafica de f Vs
Re.

po - pL = 3 Lbrpulg? = 13,897 Lbm/pie-seg?

D =7.981 pulg = 0.665 pies

L = 1000 pies

p = 62.3 Lbm/pie®

n=6.93 x 10 Lbm/pie-seg

e =1.51 x 10* pies

D{v)p [1/D\(po—pL)  [D3*(po—DpL)
R e e

u fP(Vz)z

Que se conoce como Numero de Von Karman, en donde al substituir los valores de las
variables se obtiene:

R \/_ _|(0.665 pie)3(13,879 lb,,/pie - seg®)(62.3 lby/pie®)
evf = 2(6.93 x 10~*bm/pieseg)2(1,000 pies)

cuyo valor es

Re.[f = 16,281

Y cuya rugosidad relativa es:
€ D
D= 2.27 x10™*  yel inverso: - = 4,405

Método A. Evaluacion del factor de friccion por medio de la ecuacién de Colebrook.
4.67(4,405)

1
— = 410g(4,405) + 2.28 — 4logl 16,281

Jf

para evaluar la velocidad, se obtiene el Re:

+ 1] = 15.44

1
Re = 16,281 <—> = 16,281(15.44) = 251,378

VF
De donde se despeja la velocidad:
) Rep (251,378)(6.93 x 107%)
v,) = =

pD (62.3)(0.665)

= 4.2 pie/seg

y para el flujo masico, se obtiene:

D2 62.3)(4.2)(0.665)? Ib
i = p{v,) <”4 > _ m(62:3)( 4)( ) _ 91% = 327,169 lb,, /hr
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Ejemplo 3.4 Calculo de un sistema complejo.

Un sistema de tres ductos esta dispuesto como se muestra en la figura 3.5. El ducto
1 tiene 50 m de longitud y un diametro de 4 cm, el ducto 2 tiene 150 m de longitud y 6 cm
de didmetro y el ducto 3 tiene 100 m de longitud y 8 cm de diametro. Los 3 ductos son de
acero comercial. Asuma que las pérdidas con respecto a la entrada, los accesorios y a la
salida ya estan considerados en los datos que se dan. La caida de presion total entre la
entrada y la salida e de 147,000 Pa. Por los ductos fluye agua a 20 °C. Calcular el flujo total
del agua que fluye por este sistema.

L1=50m,D;=4cm

L,=150m, D, =6¢cm b

\ A

v

L3:100m,D2:80m

Figura 3.5 Ejemplo 3.4

Solucion. Al igual que en el ejemplo anterior, se conoce la pérdida de presion entre los
puntos a y b. Pero se desconoce el flujo de fluido entre esas mismas posiciones, la
diferencia estriba en que ahora se tienen tres ductos paralelos, en los cuales la pérdida de
presion es la misma y el flujo total se reparte entre ellos, es decir:

TilT = Thl + mz + Th3
siendo también desconocido el factor de friccion en cada ducto. Sin embargo, es posible
calcular el Numero de Von Karman que es diferente para cada seccion de ducto debido a

gue su longitud y diametro es diferente. Por tanto, se procede a evaluar su valor para cada
seccion, obteniendo:

3 _
Vs = Re T = le ©a = 0)p _ J(o.04)3(147,000)(998) o670

2u2L, 2(1.002 x 10-3)2(50)

_ _(0.06)3(147,000)(998)
Viz = Rep\Jf; = j2(1.002 1077150y = 10257
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_ _ [(0.08)3(147,000)(998)
Via = ReaVfs = [57502 x 10-9Y2(100)

A continuacion, se aplica la ecuacion de Colebrook para cada seccion, obteniendo:

= 19,340

1 . ( 0.0 )+2 28 — 41 [4.67(0.04/4.6 x 10—5)+1' _ 13.43
7. Blaex103) 8| 9,670 -
1 _ . ( 0.06 >+2 28 _ 41 4.67(0.06/4.6 x 10-5)+1' _13.93
7, Blaex105) " 8| 10,257 | =
1 _ . ( 0.08 >+2 28 _ 41 (4.67(0.08/4.6 x 107°) +1l = 14.63
7. Blaex105) " 8| 19,340 -
1
Re; = 9,670 <—) =9,670(13.43) = 129,868
Vh
Re, = 10,257(13.93) = 142,880
Res = 19,340(14.63) = 282,944
nDuRe;  1(0.04)(1.002 x 107%)(129,868
iy = “PaiRes (0.04)( )( ):4.088kg/s
4 1
m, =6.746 kg/s
m3 =17.813 kg/s
mr = 28.647 kg /s
PROBLEMAS.

1. Un tanque, inicialmente lleno de agua hasta una altura ho, se vacia por medio de un
orificio localizado en el fondo. Desarrollar una correlacion que relacione el tiempo que
tarda en vaciarse el tanque, si este depende de la altura del agua, del didametro del
tanque, del diametro del orificio de salida, de la aceleracion gravitacional, de la
densidad del liquido y de la viscosidad de este.

2. Elrendimiento de una chumacera que soporta un eje giratorio esta en funcién del flujo
volumétrico de aceite lubricante que se alimenta a la chumacera; el diametro de de la
chumacera; de la velocidad del eje giratorio, en revoluciones por minuto; de la
viscosidad, de la densidad y de la tension superficial del lubricante. Por medio del
analisis dimensional proponga una expresion que relacione el rendimiento (n, que es
adimensional) con el resto de las variables propuestas.
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3. El diametro de las gotas producidas por un aspersor depende del diametro del orificio
del aspersor, de la velocidad del fluido, y de las propiedades del liquido, es decir, de
la densidad, viscosidad y tension superficial. Obtenga los grupos adimensionales que
representan este sistema.

4. La fuerza ejercida por un fluido sobre una esfera soélida en caida libre depende de la
velocidad de caida, del tamafio y de la densidad del objeto. También es dependiente
de la densidad y viscosidad del fluido. Asimismo, es dependiente de la gravedad.
Determine los grupos adimensionales que deban considerarse para este sistema.

5. Se requiere hacer un analisis dimensional para establecer la relacion funcional para la
formacion de burbujas en una columna de burbujeo. Para ello se desea relacionar el
tamafio de la burbuja formada con el diametro del aspersor, la densidad, viscosidad
y tension superficial del liquido en la columna y finalmente de la gravedad. Para
hacerlo, se desea determinar lo grupos adimensionales que se requieren para
establecer la funcion.

6. Se tiene amoniaco liquido a 20°C que fluye por una tuberia de acero comercial de 1
pulg de didmetro nominal cedula 80 y que descarga a un recipiente que se encuentra
a 88 kPa de presion. El tubo tiene una longitud de 15 m y la presiéon en el punto de
entrada es de 135 kPa. Calcule el flujo masico de amoniaco que fluye por esta tuberia
a las condiciones dadas.

7. Considere la siguiente red de tuberias en donde entra agua a 25°C a razén de 540
L/min. En el esquema la seccion 1 tiene 50 m de longitud, es de hierro colado y tiene
4 pulg de didmetro, la seccion 2 es de acero comercial tiene 30 m de longitud y tiene
un diametro de 2 pulg y la tercera tiene 20 m, un didmetro de 3 pulg y es de hierro
forjado. Calcule el flujo total y en cada tubo al final de la red, la velocidad a la salida
de cada tubo, la caida de presion en cada seccion y la caida total en toda la red.

8. Por un tubo comercial de acero, de 100 mm de diametro, fluye un liquido cuya
densidad es de 850 kg/m3. El gasto es de 4.25 lIts/s. Si la caida de presién a través
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del tramo horizontal de 60 m de longitud del tubo es de 1.75 kPa, determinese la
viscosidad del liquido.

9. Por una tuberia de hierro fundido (¢ = 0.26 mm) fluye be benceno (p =875 kg/m3y v =
6.46 x 107" m?/s). La caida de presion a lo largo de la tuberia es de 1,000 Pa/m. Si la
tuberia tiene una longitud de 20 m y el diametro es de 1 pulgada, determinar el flujo
masico de benceno que la tuberia esta transportando.

10.La caida de presion en 200 m de una tuberia de 1 pulg cedula 80, es de 250 mm
medido con un mandémetro de mercurio. Por la tuberia fluye benceno a 25°C, cuyas
propiedades son: densidad 873.6 kg/m? y viscosidad 6.01 x 10 Pa-s. Determinar el
flujo méasico y volumétrico en L/h.
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CAPITULO 4

EL BALANCE DE ENERGIA MECANICA

41 LA ECUACION DE ENERGIA MECANICA

El objetivo de esta seccion es el de deducir la ecuacion de energia mecanica a partir
de la ecuacion de movimiento. La fundamentacion de la deduccion descansa en la
definicién termodinamica de energia. Asi, de acuerdo con la termodinamica el trabajo, que
es una forma de energia, se define como el producto de una fuerza aplicada a un objeto
para recorrer una distancia (entendida como una longitud recorrida en una direccion
definida) y, siendo vectoriales tanto la fuerza como la distancia y la energia una cantidad
escalar, se expresa matematicamente:

w=F-d (4.1)

0 sea, la energia es igual al producto escalar o punto de el vector fuerza por el vector
distancia, cuya magnitud es la longitud recorrida por el objeto. Ahora, si en lugar de la
distancia se establece el cambio de posicién con respecto al tiempo de un objeto en el
espacio, el resultado es el flujo de energia extraida o adicionada para lograr que el objeto
se mantenga en movimiento, para lo cual se define matematicamente:

{Potencia}) =W =F - :z_j (4.2)

en donde dr/dt es la velocidad instantanea del objeto en un determinado puntoy W es el
flujo de energia (0 potencia) adicionada al objeto para que se mantenga en movimiento.
También, si el objeto viaja a la deriva siguiendo las lineas de flujo del medio en que se
encuentra, entonces el flujo de energia se expresa:

—

W=F-v (4.3)
en la que v es la velocidad de una linea de flujo.
Como la ecuacion de movimiento esta expresada en dimensiones de fuerza, para
transformar la ecuacién de energia simplemente se aplica el producto punto con la funcién

vectorial v del sistema en cada uno de los términos de la ecuacién, por lo que se convierte
en:

p[p-Z|=-[3-(V-7)]- (7-Vp) + p(@ - 9) (4.4)

Para una mejor comprension de esta ecuacion, se desglosa cada uno de los
términos que la componen, quedando expresados de la manera siguiente:

v-Vp=V-pv—p(V 9)
en la que:
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V. pv = Trabajo desarrollado por fuerzas de presion

- - D Ny . ;.
—p(V-9) = %d—f = Conversion reversible a energia interna

D@ - D) - Dv . Dv 0(1 2)
— =2 — = v-—=—|=
Dt Dt Dt Dt\?’
en donde: v-v=|v|? =v?
siendo: p% §v2) = La acumulacion de energia cinética

ﬁ-(ﬁ-r) =§-(T-ﬁ)—(r:§ﬁ)
en la que:
V-(t-9) = Trabajo desarrollado por fuerzas viscosas
—(7: V%) = Conversion irreversible a energia interna
por ultimo:
p(g - v) = Trabajo desarrollado por fuerzas gravitacionales

Por lo que, una vez desarrollados cada uno de los términos, la ecuacion (1V.4) se expresa:

pnﬂt(%vz) =—[V-(@- D]+ [-(z:V)] -V - pv + p(-V - %) + p(g - V) (4.5)

siendo esta Ultima La Ecuacion de Energia Mecanica que, en su forma mas desarrollada,
se expresa:

% 1ov2) = —[V- Gpv2s)| = [V- (x- D) + [-(z:VD)| - V- pv + p(-V - ¥) + p(g - D)(4.6)

Es necesario aclarar que tanto la ecuacion de continuidad como la de movimiento y
la de energia mecanica son ecuaciones puntuales, es decir, han sido desarrolladas para
conocer el comportamiento de los fluidos a nivel infinitesimal y determinar sus
caracteristicas en cuanto a su velocidad, fuerzas, magnitud de la transferencia de
movimiento y energia generada por efectos de friccion en una posicion especifica del
sistema. Por lo mismo, su resolucion es complicada, dificil y es poco util en el disefio de
equipos y en el desarrollo de sistemas macroscopicos, es decir, para el calculo de sistemas
de transporte su aplicacion es limitada. Por ello, a continuacion, se presenta la deduccion
de las ecuaciones macroscopicas que se utilizan en ingenieria para el calculo de sistemas
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de transporte de fluidos, a partir de las ecuaciones puntuales ya descritas.

4.2 BALANCES MACROSCOPICOS
4.2.1 Balance de Materia.

Considérese un sistema como el mostrado en la figura 4.1. En él, son aplicables la
ecuacion de continuidad, de movimiento y de energia mecanica. Y, por medio de ellas, es
posible evaluar los perfiles de velocidad, de esfuerzo cortante, de energia cinética, potencial
y otros parametros en cada punto del sistema durante el tiempo en que transcurre el
fendmeno Bird, 2002). Sin embargo, en la practica es dificil obtenerlos debido a que la
mayoria de los sistemas que se manejan en ingenieria tienen una geometria muy compleja.
Por lo mismo, las ecuaciones diferenciales resultantes contienen mas de una variable
independiente cuya soluciébn matematica en muchas ocasiones no es posible, dadas las
restricciones de los métodos matematicos de solucion. Mas en ingenieria, a falta de un
conocimiento mas preciso, generalmente son de gran valor el conocimiento de los
parametros macroscopicos, ya sea para el disefio como para el control de un equipo o
proceso. Dichos parametros pueden ser la velocidad promedio, la velocidad méaxima, la
fuerza de arrastre, el flujo masico o volumétrico, la energia cinética, la caida de presion o
la masa total en el sistema en un momento determinado si se encuentra en estado
inestable. Tales cantidades se pueden obtener por medio de los Balances Macroscopicos,
ya sea de materia, de cantidad de movimiento o de energia mecanica, cuya representacion
matematica de puede obtener al integrar las ecuaciones puntuales en todo el volumen de
control mostrado por la figura 4.1.

ulav Tn
ny

tre—————T————T————————————e—
- —_—>i . V = Volumen :
TPy M = Masa
“ {
0 e
W = Trabajo
642’7 R
n;
......
l - b U2, D2, 22
n

Figura 4.1 Volumen de control
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El primer caso que ejemplifica lo anteriormente mencionado, es el Balance de
Materia, que se obtiene al integrar la ecuacion de continuidad en el volumen del sistema 'y,
al hacerlo, se obtiene primeramente la ecuacion en su forma vectorial:

[ (£+7-pv)av =0 4.7)

gue al desarrollarla se transforma en:
a = .
[ 32av + [[f V- pvdv = 0 (4.8)

y al aplicar el Teorema de la divergencia de Gauss:
if2Lav + [ p(5 - ) dA =0 (4.9)

La ecuacion (4.9) es dependiente de las tres coordenadas y del tiempo, pero
considerando que el sistema se encuentra fijo en el espacio, el tiempo no es una variable
determinante por lo que se puede expresar:

=~ (If pdv) + Jf p(5 - )d A =0 (4.10)
en ella se define a:
[[f pdV = M (Masa total del sistema

por lo que respecta a la integral de area, se puede dividir en tres secciones, una
correspondiente a la entrada, otra a la salida y la Ultima a las paredes del sistema, como se
puede observar en la figura 4.1, cuya suma define el area total

A=A, +4, + A, (4.11)
en donde:
A1 = Area ala entrada del sistema.
A2 = Area a la salida del sistema.
An = Area de las paredes del sistema.

con lo cual la integral de superficie de la ecuacion (4.10), se expresa:
jf p(v-n)dA = Jj p1(vy - ny)dA; + Jj p2(V - np)dA; + f] p(v, - n)dA,

siendo las paredes del sistema rigidas y fijas la velocidad en ellas se anula, es decir,
(v, - n) = 0 en esa seccion, por lo que en la integral de area se elimina dicho término,
guedando:

ﬂp(ﬁ-ﬁ)dA _ U 0, (B, - 7i,)dA +ﬂ 0, (5, - 7ip)dA,

para cada una de las dos integrales de area restantes se determina el signo de la velocidad,
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en funcién de la direccion del vector unitario normal a cada una de las secciones, dando
como resultado:
vy =—|vy| = -1y

Uy iy = |172| =7,

al hacer la sustitucion, la integral de superficie queda finalmente:

ff p(v-n)dA = — ff p1v1dA; + ff PV dA, = —p1(V1)Aq + pa(v3)A,

en donde se define al flujo masico m = p(v)A, entonces:
ffp(ﬁ-ﬁ)dA = i, 41y

Substituyendo la definicién de masa total y los resultados de la integral de superficie en la
ecuacion (4.10) se obtiene:

dM—m m 4.12
Tl 2 (4.12)

la cual se conoce como el Balance Macroscopico de Materia. Cuando se tiene un sistema
con multiples entradas y salidas, el balance de materia se expresa:

dM no
L= T

l .
j=1 My (4.13)

en la que las literales i y j representan los nimeros progresivos de las entradas y las salidas
respectivamente. Por otro lado, en caso de que el sistema se encuentre en estado estable,
el balance de materia se reduce a:

My = m, o también: Ly = Yo my (4.14)
Por otra parte, si el fluido es incompresible, la densidad es constante por lo que la ecuaciéon
(4.12) queda en funcién del volumen total del sistema y de los flujos volumétricos de entrada
y salida, por lo que se expresa:

dv
pr G, — G, (4.15)

Ejemplo 4.1 Tanque agitado con recirculacion.

Se tiene un tanque, que inicialmente se encuentra lleno hasta un volumen Vo,
conteniendo una solucién de una especie A y cuyo volumen total es Vr. Al iniciar el
experimento, se alimenta al tanque con una solucion Ca1 a razén de G pie3/min. Del tanque
se extrae a la salida una solucién de concentracion Caz a razén de G2 pie3/min. El sistema
tiene una recirculacion de una fraccion r del flujo de salida. Suponiendo que el tanque esta
bien agitado, determinar una expresién para la concentracion de salida en funcién del
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tiempo (Welty, 2001).

Solucion.  La figura 4.2 muestra el funcionamiento del sistema, en ella se puede
observar los flujos de entrada, de salida y las condiciones iniciales, asi como la
recirculacion. Por tanto, al inicio del experimento, o sea a t = 0, el volumen de solucién
contenido en el tanque es Vo, con una concentracion Cao. Ahora, el sistema se encuentra
en estado inestable, por lo que es necesario aplicar el balance de materia considerando la
acumulacion. Ademas, se encuentra variando tanto la masa total como la concentracion de
la especie A, por tanto, se debe aplicar el balance de materia dos veces, uno para la masa
total y otro para la especie contenida en la solucion.

G:1
Ca1 1

rG

2

CAZ

Figura 4.2 Tanque de mezclado con recirculacion

BALANCE GLOBAL DE MATERIA

Siendo la solucién un fluido incompresible, procede la aplicacion de la ecuacién (4.15),

deduciendo lo siguiente:

=G, 476, — G, = Gy + (r — 1)G, (E.1.1)

gue al ser integrada en el intervalo [0, t], da como resultado:

siendo B =G, + (r —1)G,
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BALANCE DE MATERIA PARA LA ESPECIE A.

En la aplicacion del balance de materia, se consideran ahora los flujos molares. Ademas,
estando el tanque perfectamente agitado, la concentracion en el interior se supone idéntica
gue a la salida.

d
d_t(CAZV) = G1Cy, +7G2Cy, — G,Cy,

o desarrollando el término de acumulacion:

dCA2

Ch, & =V = GGy, + (r — 1DGC, E1.3)

Substituyendo las ecuaciones (E1.1) y (E1.2) en (E1.3), se obtiene:

dC
[Gy + (r — 1DG,]Cy, + (Vo + ,Bt) = G1Cy, + (r — 1)G,Cy,

al eliminar términos se obtiene:

dc,,
[Vo + Bt] It

= Gl(CA1 - CAz)

la cual se integra en el intervalo [0,]
Ca,

j dCy, B f
(CA - CAZ) - 0 (VO + ﬁt)
dando finalmente como resultado:
ICAl — Cy, l Vo + Bt
In|——= [ ]

o en su forma exponencial se presenta:

G1
Ca, = Ca, — (Ca, — Ca,) [1 + Vﬁot] 4 (E1.4)
En caso de que el flujo de entrada sea igual al de salida, G1=G2=G y

B = Gr por lo que la ecuacién (E1.4) se transforma en:

Cap = Cay = (Cay —Cap) [1+ 2 ] (E1.5)
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4.2.2 Balance de Cantidad de Movimiento.

Volviendo a la figura 4.1, se aplica el mismo procedimiento utilizado para lograr el
balance de materia, pero ahora para el balance de cantidad de movimiento, es decir,
integrando la ecuacion de movimiento en todo el volumen del sistema, determinando de
esta manera las fuerzas que se generan dentro de y se ejercen sobre el sistema. Logrando
primeramente la ecuacion:

[ 222 av = [[f(~V - pi5 — V-7~ Vp + pg)dV (4.16)
Utilizando el mismo razonamiento que en la seccion anterior, se definen los

parametros macroscopicos, de manera que aplicAndolo término a término se obtiene cada
uno de ellos. Y, en primer lugar, el término macroscépico para la acumulacién se expresa:

en donde: j.U o av = _ﬂj pvdV d Ptot

P.ot = [[[ pdV = Momento total dentro del sistema

A continuacion, se procede a obtener el término correspondiente a la conveccion, al
cual se le aplica el teorema de Gauss y la integral de superficie resultante se divide en tres
integrales de superficie para las mismas tres secciones definidas en la ecuacion (4.11),
dando como resultado:

jﬂ V- ppidV = jf P - )dA = ﬂ Py (B, - iy)dA, + ﬂ pay (B, Tip)dAy + ﬂ puiin By i) Ay,

considerando nuevamente que v, = 0, v, -y = —V1 Y U, ' N, = v, Se llega a:

fffﬁ-pﬁﬁdV = —ff p1v1v1dA; + ff P22V, d A, = —ff p1vi(—n;)dA; + .U p2v3N,dA,

en donde v, = —v 1, y ¥, = v,n,. Finalmente, al aplicar la definicién de promedio para la
velocidad, se reduce a:

fff V- piidV = —p, (v2)S, + p,(v2)S,

113



en donde §1 = —ﬁlAl y §2 = T_izAz.

Ahora corresponde al término de transferencia de momento por friccion viscosa, el

cual se transforma en:
Fuerza ejercida por }

fffV'TdV=ﬂ-(r-ﬁ)dA =f={ el fluido sobre la

superficie del sistema

El siguiente término define las fuerzas que provocan el movimiento por efectos de la
presion, quedando:

eliminandose el dltimo término para obtener:

fff VPdV = —P1§1 + P2§2

Finalmente, se integra el término que corresponde a las fuerzas provocadas por la
atraccion gravitacional, para obtener:

[ o =

Todos los términos asi obtenidos se substituyen en la ecuacién (4.16),
expresandose ahora:

dPyo - ~ - - - R
—2t == pi(v})S1 — Po(V3)S; — F + p1S; — p2S; + Mg (4.17)

gue viene siendo El Balance de Cantidad de Movimiento. En caso de que el sistema se
encuentre en estado estable, primeramente, el balance de materia determina que m,; =
m, = p(v)S quedando finalmente el balance de momento expresado de la manera siguien-
te:

5 _wh—~ () a a -
F =@m1—<v—2)m2+p151—p252+1\/1g (418)

Ejemplo 4.2 Fuerza ejercida sobre una tuberia doblada
Considérese el flujo en estado estable de un fluido incompresible en una tuberia

doblada con reduccion de area. El sistema lo muestra la figura 4.3 y se desea determinar
la fuerza que ejerce el fluido sobre la pared.
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Figura 4.3 Ejemplo 4.2

Solucion.  Para resolver el problema, es necesario practicar dos balances sobre el
sistema, uno de materia y el otro de momento. Iniciando con el balance de materia en
estado estable sobre el volumen de control mostrado en la misma figura 4.3, se deduce que
my; = m,; 0 bien que: p;(v,)A; = p,(v,)A, siendo p; = p,
por tanto:

(v2) = (v) L (E2.1)

El balance de momento en estado estable da como resultado
en direccion x
Fy = p1S1, — P2S2, + P1(V1)?S1, — p2(12)°S;,

como p1 = p2 Y Sa2x = A2cos B entonces:
F, = p1A; — P24;¢050 + p1(v1)*A; — p,(v;)*A;c056 (E2.2)
en direcciény
Fy = p1S1, — P28z, + p1(v1)?S1, — p2(v2)?S,, — Mg

E, = pyA;senf + p,(v;)?Azsend — W (E2.3)

4.2.3 Balance de Energia Mecénica.
(ECUACION DE BERNOULLI)

Antes de integrar la ecuacion puntual de energia, obtendran los parametros
termodindmicos para cada uno de los términos que la componen. Por lo que, iniciando con
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la ecuacion desarrollada de energia que se expresa:
2 1pv2) =-V- (%pvzl_}) -V- [T-v] — [T: Vﬁ] —v- Vp +p(-g) (4.6)

at \2
En ella, primeramente, se define:
v-VUp =p17-(%§p) =pv-VG

ya que, de acuerdo con la termodinamica, la definicion de la energia libre de Gibbs es:
dG = Vdp — SdT

pero como el tipo de sistemas que se manejan en la mecanica de fluidos son isotérmicos,
el término que corresponde a la variacion de la energia libre de Gibbs con respecto a la
temperatura se anula, quedando dG = dp/p, por tanto:
 —aA = m a—m N = .. A0
pv-VG::V-va——G(V-pv)::V-va4—G5§
Por otro lado, la energia libre de Gibbs se define en funcion de la energia interna:
G=U+pV-ST

pero como el sistema es isotérmico, los cambios de energia interna que se generan son

despreciables y la energia libre de Gibbs es nuevamente sélo funcion de la presion y el
volumen especifico, es decir G = pV = p/p, entonces:

= =~ .. PO — . 0 /1N = .. O0A

pv VG —V-va+[—)E—V-va—ppa(E) —V-va+pE

El dltimo término corresponde a la energia potencial ganada o cedida por el sistema
por lo que, para generalizarla, se considera a la aceleracion gravitacional g como un

potencial de energia, definiéndose en forma general g = —VJ) (el gradiente de una funcion
escalar). Por tanto, dicho término se expresa:
5. .o 0(pd)
at

IR L o= = i~ a= L -~ .. .0p
p(g V) =pv-Vd=-Vpig+¢(V:pv) = —Vopvdp - =V pvd
en el tltimo término, el potencial ¢ se puede integrar a la derivada ya es solamente funcion
de la posicion.
Asi, la ecuacion (4.6) queda expresada de la manera siguiente:
% [p(%v2+ﬁ+$)] =-V- (2pv?v) — V-pG—V-pid—V-[r- 7] — (—T:VE) (4.19)

y una vez reagrupados los términos de la ecuacion, esta queda:
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2 [p(tv2+arg)] = =V pi(w? + G+ $) = V- [z B] — (—1: VD) (4.20)

Una vez expresada la ecuacion puntual de energia mecanica en funcién de términos
termodinamicos, se procede a integrarla en todo el volumen del sistema definido en la figura
4.1. Haciéndolo asi, la integral de la ecuacioén (4.20) se expresa:

fff%[p(%vzhcn&))]dV = —fffﬁ-pﬁ(évz +G+p)dv — fffﬁ [t-v]adV — fff(—r:ﬁﬁ)dV
(4.22)
Siguiendo la misma secuencia que en las dos secciones anteriores, se procede a

definir cada una de las variables macroscopicas involucradas. Iniciando entonces con el
término correspondiente a la acumulacion, se tiene:

] 5le Gevnsa)av = [[] o Gorenst)]av = v+ 5+ 00

Para el primer término de la derecha, que corresponde al flujo de energia por efectos
de conveccion, se tiene como resultado:

fffv'm;(%vz+@+¢3)dV=ffp(%v2+ﬁ+$)(ﬁ-ﬁ)dA

gue una vez integrada se obtiene:
ﬂp(%vz +(7+¢3) (v-n)dA
= —pP1 (%(W?) + Gy(vy) + ¢;1(v1)) AL+ p; (%(Vg) + Gy(vy) + @2(”2)) A,

El segundo término de la derecha corresponde al trabajo desarrollado por el sistema
sobre los alrededores, quedando definido:

Mﬁ-[r-a]dv=w

Y el ultimo se define como las pérdidas por friccion, o bien, la conversion
irreversible de energia mecanica a energia interna, por efectos de la friccion viscosa del
fluido sobre las paredes del sistema y se define:

j j f (~:¥5)dv = E,

Este término provoca cambios apreciables de temperatura cuando en el sistema
ocurren velocidades superiores a la velocidad del sonido, como ejemplo se puede citar al
reingreso del transbordador espacial a la atmdsfera terrestre, cuya velocidad es tan alta
gue se incendia la parte inferior de su fuselaje por efectos de la friccién con el aire. Salvo el
caso anterior y algunos otros similarmente especiales, generalmente la velocidad del fluido
es muy inferior a la del sonido, por lo que la friccion viscosa no es lo suficiente grande como
para provocar un cambio en la temperatura superior a 1°C y, por tanto, se puede considerar
isotérmico.
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Finalmente, agrupando los términos macroscopicos obtenidos, se logra la ecuacion:

d A ~ . ~
77 (Kr + Ar + 1) = py (30) + Go(v1) + Bu(v1)) Ay =pz (5(03) + Golva) + §y(v2)) A, — W — E,

(4.22)
Si el sistema se encuentra en estado estable, entonces:
C%(KT +Ar+d7) =0
Y Z—I\: =0
por lo que my; = m, = p(v)A, transformando la ecuacion (4.22) en:
= [(%8:—?;+61+$1) (2 §Z2;+G2+¢>2)] W —E, (4.23)

o bien, dividiendo entre el flujo masico, se obtiene la ecuacion en términos de cantidades
por unidad de masa, dando como resultado la expresion:

; (<v2) (v1>) +(Gr—G) + (b2 — )|+ W+ E, =0  (a29)

(v2)  (vy)

Analizando la ecuacion (4.24), se puede observar que los términos dentro de los
corchetes se refieren a propiedades que no se pueden medir directamente, por lo que se
hace necesaria una redefinicion de ellos en funcién de cantidades que se puedan
determinar por medio de aparatos de medicion. El primer término dentro de los corchetes
se refiere a la media de los cubos de la velocidad dividido entre la media de esta, lo cual de
acuerdo con las definiciones de probabilidad se tiene que:

(v3) # (v)?

para la que se define una constante de proporcionalidad, transformandose en la igualdad:

(v3) = a(v)?

y dentro de la ecuacion el término correspondiente a la velocidad se substituye por:
(v?)  (v)?

vy o«

en donde la constante toma los valores siguientes en funcién del régimen de flujo:
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a=0.5 para Re < 2,100
a=1.0 para Re > 2,100

Para la energia libre de Gibbs, se vuelve a la definicion dada en la termodinamica,

guedando en funcion de la presion y de la densidad, transformandose asi dicho término en:
D2
4 d
GZ - Gl = _p
p

P1

Y en cuanto a la energia potencial, aunque existen muchos tipos de potencial como
lo es el potencial eléctrico entre otros, en este caso se considera el potencial con respecto

al cambio de posicion, por lo que la funcion potencial se define ¢ = gz, por lo que el tercer
término se expresa:

432 - 431 =9g(z; — z1)
en donde (z2 - z1) es la diferencia de altura entre la salida y la entrada del sistema.

Por lo tanto, una vez sustituidos los términos por sus nuevas definiciones, la
ecuacion (4.24) se transforma en:

<V2)2—<V1>2

2a

+ﬁ?%+g&z—aN+W+EL=O (4.25)

la ecuacion asi expresada es el Balance MacroscoOpico de Energia Mecanica en estado
estable, aunque es mayormente conocida como la Ecuacién de Bernoulli.

4.2.4 Metodo alternativo para la deduccion del Balance de Energia Mecéanica.

La deduccion de la ecuacion para el Balance de Energia Mecanica (Ecuacion de
Bernoulli), tal y como se desarroll6 en la seccion anterior, es la mas correcta ya que se
aplican los conceptos y leyes de la Termodinamica en forma muy estricta. Sin embargo, es
posible desarrollarla de una forma mas simple, sin apartarse de las leyes y principios
establecidos por la Termodinamica. Para ello, iniciamos con la definicion de la Primera Ley
de la Termodindmica para un sistema cerrado. En un sistema cerrado, por definicion, no
hay intercambio de energia con los alrededores y pero si puede haber inyeccidn de energia
a través de las paredes, por lo que si se le adiciona calor al sistema, este puede convertirlo
en trabajo, aunque no todo, y el calor no convertido se integra a la energia interna del
sistema, con su consecuente elevacion de temperatura, lo cual, en forma de ecuacion se
expresa:

Q—-W =AU
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En un sistema abierto, como el mostrado en la figura 4.1 ademas de los elementos
gue componen la ecuacion (4.26), se debe integrar la energia cinética, la energia potencial
y el trabajo generado por los cambios de volumen debido a los cambios de presion por lo
gue, de acuerdo a sus definiciones, se tiene que:

Energia cinética:
En cuanto a la deflnlc:lon de energla esta se expresa

m(v; — vi)

E—fmadl m—dl fm—dv—mfvd >

1
Energia poten(:lal

En este caso, la energia potencial se expresa:
2

E, = fmg dz =mg(z, — z1)

Trabajo total:

En cuanto a este concepto, es necesario considerar al trabajo obtenido por el
elemento movil y el efecto producido por los cambios de volumen debido a los cambios de
presion, lo cual se puede expresar de la manera siguiente:

2

W=Ws+dep

1
Al integrar estos tres elementos a la Primera Ley de la Termodinamica, para

sistemas abiertos, queda:
2

Q- Ws+dep =AU +
1

m(v; —vy)

5 +mg(z; — z1)

O bhien:

2

m(v? — v?
M+mg(zz—zl)+JVdp

2

1
Ahora bien, en un sistema isotérmico no hay adicién de calor y, por lo mismo, no hay
incremento de energia interna ya que no hay elevacién de temperatura, por lo que esta
Ultima se elimina de la ecuacion. Sin embargo, en cuanto al calor, se genera una pequefia
cantidad de energia debido a la friccion viscosa, por lo que la ecuacién se expresa:
2

Q—W, =AU+

m(vi — vf)
—Ey =Wy =————+mg(zz—z) + | Vdp
1
Al dividirla entre la masa total del sistema, esta ultima queda expresada de la manera
siguiente:
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2

(172_171) . — A
———+ gz, —z)+ | Vdp+ W, +E,=0

2

1
Considerando la correccion para la velocidad y que el volumen especifico es el inverso de
la densidad, esta ultima ecuacion, queda idéntica a la ecuacion (4.25)

(172 )
- 2a

2
p

+9(z; —z1) + f— »=0
1 p
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4.3 BALANCE DE ENERGIA MECANICA PARA FLUJO
INCOMPRESIBLE ISOTERMICO.

Cuando dentro del sistema el tipo de fluido que se esta manejando es incompresible
(p = Cte.), al integrar el término correspondiente a la presion, en el balance de energia

mecanica, se obtiene:
2 2
d —
f_p _ fdp _P2—p
p
1 1

p
lo cual modifica la ecuacion de Bernoulli, que para flujo incompresible finalmente se tiene:

Uzz_vf + P2—P1
2a p

|-

+9(z,—z)+W+E, =0 (4.26)

Dentro de la ecuacion de Bernoulli se ha definido a las pérdidas por friccion:
E,=-[[f(z:V-D)aVv (4.27)

como se menciond anteriormente, esta variable mide la cantidad de energia mecanica
perdida por efectos de la friccion viscosa, particularmente debida a la friccion de las
moléculas del fluido sobre las paredes rigidas del sistema, pero también por efectos de los
cambios bruscos de direccién, reducciones y expansiones subitas y por el paso del fluido a
través de véalvulas u otros accesorios. Ademas, E, en su definicion, es proporcional a la
velocidad, al tamafio del sistema y, en consecuencia, al factor de friccion, por todo ello
matematicamente se expresa:

E, = 5 (Rih) f (4.28)

Dentro de la ecuacién (4.28) se tiene la variable Ry, relacionada con el tamafio del
sistema, que se define como el Radio Hidraulico y que viene siendo una longitud
caracteristica del sistema. Considerando que el ducto no necesariamente tiene que ser
circular, ya que existen ductos de seccion transversal rectangular, triangular, etc. para los
cuales el radio hidraulico se define, segun se present6 en la unidad 1:

Area transversal al flujo

Ry, = — , (1.24)
Perimetro mojado del ducto

en la cual se desarroll6 la relacion existente entre el diametro de un tubo circular y el
mencionado radio hidraulico, con lo que se obtuvo lo siguiente:
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Asi, para un ducto circular, las pérdidas por friccion se obtienen mediante la ecuacion:

B, =2 (L) f (4.29)

2a \D/4

Siguiendo adelante con el andlisis de la definicion matematica de E,,, la variable L
se puede utilizar para definir los efectos no sélo de la longitud de una tuberia en las pérdidas
por friccidn, sino también los efectos de los accesorios que generalmente contiene un
sistema de tuberias para la transportacion de un fluido. Asi, las pérdidas totales por friccion
se pueden definir:

E,=E, +E,, +E, +E, (4.30)
siendo:
Ev = Pérdidas totales.
Ew = Pérdidas en los tramos rectos de tuberia.
Eva = Pérdidas en accesorios como codos, valvulas, etc.
Evr = Pérdidas en reducciones stbitas.
Eve = Pérdidas en expansiones subitas.

Utilizando una definicion similar a la expresada por la ecuacién (4.29) se utiliza una
nueva variable, denominada Longitud equivalente, para la evaluacion de las pérdidas en
accesorios. La longitud equivalente es una variable que depende del diametro del ducto y
gue no es mas que las pérdidas causadas por un accesorio equivalente a las causadas por
un tramo recto de x veces el diametro. Por ejemplo, la relacion de la longitud equivalente al
diametro para un codo de 90° es 35, o bien:

Leg = 35D

Asi, cada uno de los accesorios tiene una constante diferente, la relacion de

constantes aparece en la tabla 4.1.

El caso es un tanto diferente para las reducciones y expansiones subitas, cuya

definicion se expresa:

E

VRE ~ g4

K; (4.31)

En donde, tomando en cuenta la figura 4.3, la velocidad que se considera, tanto para
la reduccién como para la expansion, es en la parte del ducto que tiene la menor seccién
transversal. Y la constante para la reduccion subita se calcula mediante la ecuacion:

Ky = 055(1-22) (4.32)
Y para la expansion subita:
A1\ 2
K= (1- A—z) (4.33)
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Contraccion:

Expansion:

|

Figura 4.3

(Geankoplis, 2018)

Accesorio

Codo de 45°

Codo de 90°

Retorno de 180°

Cople

Unién

Valvula de compuerta:
Totalmente abierta
Abierta 3%

Abierta %2

Abierta ¥4

Vélvula de globo:
Abierta
Medio abierta

Valvula de dngulo: Abierta

Valvula check:
De bola
De bisagra

Medidor de agua de disco
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Ejemplo 4.3 Potenciay presion generada por una bomba.

Agua caliente a 80°C se bombea, desde un tanque de almacenamiento, a razén de
380 I/min. La tuberia que va desde el tanque de almacenamiento a la bomba es de acero,
de 6 m de longitud y 2 pulg de didmetro nominal cédula 40, conteniendo 2 codos. La tuberia
gue va desde la bomba al tanque de descarga tiene una longitud de 60 m, 3 codos y las
mismas especificaciones. La diferencia de altura entre la toma y la descarga es de 41 m.
a) Calcular las pérdidas por friccion.
b) Calcular la potencia tedrica y la real de la bomba, considerando una eficiencia del
75%.
C) Calcular el incremento de presion que da la bomba al fluido entre el punto de
aspiracion y el de descarga.

_‘_‘___ 552!1
41m
Bomba
o N — ®— v
Ejemplo 4.3

Solucion.  Los datos y propiedades para resolver el problema son:
G =380 Its/min = 6.33 x 103 m¥%/s

D =2.067 pulgs =5.25cm =0.0525 m

L (aspiracion bomba) =6 m

L (descarga) =60 m

(z2-z1)=41m

T=80°C

p =971.83 kg/m?

M = 3.565 x 10 Pa-s

€=46x10°m
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a) Célculo de las pérdidas por friccion. Siendo el ducto de un sélo diametro, se
considera la velocidad para el calculo de pérdidas en el punto de salida del agua, que es la
misma que en los puntos de aspiracion y de expulsion de la bomba. En el punto "1" de la
figura para el ejemplo 4.3, siendo el diametro del tanque muy grande en comparacion del
diametro del ducto, la velocidad es despreciable. Considerando lo anterior, los valores de
velocidad para cada uno seran:

vy =0
G 4G  4(633 x 1073m3/s)
__ A = 2.924
V2 = T D2 77(0.0525m)? m/s

y el nimero de Reynolds:
Dvyp (0.0525)(2.924)(971.83)

3.565 x 10~*

Re, = = 418,473
el factor de friccion se evalia mediante la siguiente ecuacion, dando como resultado:

e 68\%% 4.6 x 1075 68 \**
= 0.0275 ( n ) = 0.0275 n = 0.00493
f=0. D Re o 0.0525 418,473 o

Las pérdidas totales se tienen para un total de 66 m de tuberia recta, 5 codos, una reduccién
y una expansion, por lo que para cada una de ellas su valor es:
P - vZ [5(35D)
vA" 2a| D/4

f =2(2.924)%(5)(35)(0.00493) = 14'751{_9

2 ( L ) _ 2(2.924)*(66)(0.00493) _ 106

't = 2q\D/4 0.0525 kg

ya que el area del tanque de alimentacién es muy grande con respecto al del ducto con el
gue se conecta, las pérdidas seran:

B, - %[0_55 (1- @)] _2Q2924°(055)(1-0) _ ]

2.35—
T 2 3 kg

a la salida el ducto descarga a la atmdsfera, por lo que la relacion del area de descarga con
respecto a la del ducto es practicamente despreciable, por lo que las pérdidas son:

. v2 A2 (2.924)2(1 — 0)2
E =-2(1-=2 _¢ )« ) =4.27L
VE 2a Ar 2 kg

Siendo el valor total de las pérdidas por friccion:

E,=E, +E,+E,,+E, =106+ 1475+ 235+ 4.27 = 127.37k]—g
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b) Potencia tedricay real para una eficiencia del 75%

La evaluacion del trabajo necesario para transportar el agua desde el tanque de
abastecimiento al de descarga se determina por medio de la aplicacion de la ecuacion de
Bernoulli. Por lo que, analizandola término a término, se obtiene:

Para el término de la energia cinética:
v —v? (2.924)? —(0)? ]

=427 —
2a 2 kg

Para la caida de presion. Al analizar la figura para el ejemplo 4.3 se observa que los
puntos "1"y "2" estan abiertos a la atmaosfera, por lo que el valor del término correspondiente
es:

p,—pi_101,325-101,325 ]

D 971.83 " kg

Para el término de la energia potencial. La cual queda representada con el cambio de
elevacion, dando como resultado:

g(z, — 2,)9.81(41) = 402.21k]—g

Analisis de la Ecuacion de Bernoulli. Substituyendo cada uno de los términos
obtenidos anteriormente en la ecuacion de Bernoulli, se obtiene:

vZ 2 - L
z 1+p2pp1+g(zz—zl)+W+EV=0

2a
427 +0+ 40221+ W + 12737 =0
w = —533.85L
kg

en donde el trabajo es negativo ya que se adiciona al sistema y representa la energia
necesaria para elevar el agua hasta el tanque elevado.

y para el trabajo teodrico total:
Wr = pGW = (971.83)(6.33 x 1073)(533.85) = 3,284.07£(Watts)

y para el trabajo real:
Wi, 328407

Wreal - 0 75

b AITBTIW
real = 7457 W/HP = o0

Que representa la capacidad de la bomba necesaria para hacer fluir el agua hasta el tanque
elevado en la cantidad deseada.

=4,378.77TW
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C) Incremento de presién provocado por la bomba.

Para calcular el incremento de presion en la linea entre el punto de aspiracion y el
de descarga de la bomba, se analiza nuevamente la ecuacion de Bernoulli entre los puntos
"3"y "4", considerando que la pérdida debida a la friccion dentro de la bomba es del 25%,
0 sea, se toma solo el trabajo neto inyectado por la bomba hacia el sistema. Por lo que el
andalisis da como resultado:

2 2
vE— v —
4 3 P4 — D3

2a

+9(zs—2z3) +W+E, =0

(2.924)2 — (2.924)2 PP
2

+g(0) —533.85+0 =0

P P3_ cazgs )
kg

pa — ps = (971.83)(533.85) = 518,811 Pa = 5.12 atm

Ejemplo 4.4 Sistemade red de tuberias con trayectoria maltiple.

Considere el sistema mostrado en la figura, la cual es la parte final de un sistema
de irrigacion con tres salidas. En ella los ductos lisos tienen 3 pulg de didmetro y, al final
de cada salida se tiene una tobera de 1.5 pulg de diametro. El flujo volumétrico de entrada

A 30m
(A— Seccion 1
30 mI
G.=1201lls — >
30m
60 m
Seccion 2 Seccion 3
Ejemplo 4.4
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al sistema es de 30 I/s. Calcular el flujo en cada rama y la presion a la entrada del mismo.
Solucion.

Se desconocen los flujos de cada ducto, pero se conoce el flujo total a la entrada
del sistema. La solucién se busca mediante una metodologia de prueba y error, por lo que
se inicia suponiendo que los flujos en cada rama son iguales a 1/3 del total, es decir, 10
I/s. Para las diferentes variables que se van a utilizar se establece el subindice s para la
salida y el subindice t para los ductos. Se supone también que la velocidad de entrada es
muy inferior a la velocidad en cada rama y a la velocidad de salida. Por lo anterior, al
aplicar la Ecuacion de Energia Mecanica, se deduce que:

vZ —v? - P
> A+psppA+g(zs—zA)+Ws+Ev=0

2a
En esta ecuacion, se establece que:
Vy =
g(Zs - ZA) =0
ws =20
L _viAL L, o -
E,=— (— + —) f = pérdidas en tramos rectos y codo por seccioén
2a\D; D,

p 2 2
Aplicando el balance de materia:

PA—Ps_Us2 Vt<L +E
D, D,

)

A
veAg = v Ay por lo que vy = vtA—t
S

Dp\?
w=v(5)
S

O bien:

Por lo que la ecuacion de energia se expresa:

5= ]G+ G )] "
. 2(pa—ps)/p
@) + @+ )]
( )

- z(pA_ps)< 1 >

;=

N \/(& 4L | L,
\

o) +(5 1)/
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’2 - A
Gt — Atvt — (pAp Ds) = t (B)
D¢ aL L
|G G
Siendo v, la velocidad del agua dentro de los tubos de 3 pulg por lo que f se evaluara con
ese diametro. Pero como son tres secciones entre los que se divide el flujo, para iniciar el
proceso de célculo, se va a suponer que el flujo se divide en tres partes iguales, es decir,

se supone que en cada seccion fluyen 40 I/s (0.04 m%/s) como ya se menciond
anteriormente. Por tanto, considerando las propiedades del agua a 20°C (p = 998 kg/m® y u

=1.002 x 10 Pa-s):
490G 4(998)(0.01
Re = P2t _ ( )(_ ) = 166,424
muD,  m(1.002 x 10-3)(0.0762)

Utilizando la ecuacién de Petukhov:
1 1
f= Z (0.79InRe — 1.64)‘2 = Z (0.791n(166,424) — 1.64)‘2 = 0.004

A continuacion, se calcula la fraccién del flujo correspondiente a la seccién 1,
considerando la L./D, = 37 para un codo de 90°:

2(pq — 4 ——
b = (pAp = 7 t _ 0.1854, |XPA=Ps)
0.0762 60
\/(0.0381) + (0.0762 + 37) (4 % 0-003\12)}
2(p, — 2 ——
Gy, = (PAp Ps)i : t f= 0.2124, w
0.0762 30
\/ (00381) * (0:0782) (4 x 0:009)
2 4 ——
b = (pAp = 7 t = 0.0.1684, w
0.0762 90
\/(0.0381> + (0 0762t 37) (4 % 0.004)

2 — 2 —
Gy = (0.185 4+ 0.212 + 0.168) A, w = 0.5654, M

G =185 o092 1/
17 0565 - S
G, =222 a0~ 1125 1/
= X = .
2= 0565 S
G = 2168 a0 =892 1/
X =
370565 S

Como estos calculos estan basados en una suposicion, se puede realizar un recalculo
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para verificar estos resultados, por lo que se parte del calculo de los nimeros de
Reynolds para cada seccion basados en estos ultimos:

9.82
Re; = T(166'424) = 163,428

f, = 0.00406
11.25
Re, = 1—0(166,424) = 187,227
f, = 0.00395
8.92
Re; = T(166,424) = 148,450

Los cuales no son muy diferentes a los calculados inicialmente, por lo que se pueden
utilizar, de manera definitiva, los valores calculados con la suposicion.

Para el célculo de la caida de presién, tomamos nuevamente la ecuacion (A) y se
procede de la manera siguiente:

Seccion 1;
_ 4Gy _ 4(0.00982) _ 915
Yo = nDZ  m(0.0762)2 m/s
2 4
2 + 5+
J— —_—_— —_ R _= 4
Pa — Ds > Ds + Dt + Dt f
(998)(2.15)2[,0.0762\* 60
—Ps = 37 (4)(0.00406
Pa = Ps 2 <0.0381) T (0.0762 T ) (#)( )
pa — Ps = 67,7787 Pa = 0.67 atm
Seccioén 2;
Vi = 2.46mM/s
pa — Ps = 67,100 Pa = 0.662 atm
Seccioén 3;

Vi3 = 195 m/S
Pa — ps = 68,634 Pa = 0.677 atm

En promedio se tiene una caida de presion de 0.67 atm, que se puede tomar como
resultado final.
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44  BALANCE DE ENERGIA PARA FLUJO COMPRESIBLE ISOTERMICO

Sea el caso de un sistema isotérmico en estado estable y que transporta un fluido
compresible. En él la ecuacion de Bernoulli es también aplicable, pero con algunas
modificaciones, ya que a medida que el fluido va avanzando a lo largo de la tuberia, la
presion va disminuyendo y con ella la densidad, que a su vez produce variaciones en la
velocidad. Entonces, iniciando con la ecuacion de Bernoulli original:

2 2
%+f;’f%p+g(z2—zl)+VT/+Ev=0 (4.25)

En ella se debe tomar en cuenta primeramente que, para un sistema gaseoso, la
energia potencial ganada por efectos del cambio de posicion es despreciable; en segundo
lugar, no es estrictamente indispensable la presencia de una bomba para provocar el movi-
miento del gas, por ejemplo, en el caso del sistema casero de gas comprimido, es suficiente
la presion dentro del tanque para hacer fluir el gas hacia la hornilla de la estufa ya que se
tiene un diferencial de presion entre el interior del tanque y la atmosfera; por ultimo, general-
mente el régimen de flujo de un sistema gaseoso es turbulento, por lo que en el término
correspondiente a la energia cinética se puede tomar la constante a = 1, salvo para
situaciones muy especiales. Por todo lo anterior, la ecuacion de Bernoulli se reduce a:

vi—v?

p2 dp a5
. + P b +E,=0 (4.34)

Ahora bien, dado que tanto la velocidad como la densidad, la presion y las pérdidas
por friccion dependen de la posicion axial, la ecuacion (4.34) se puede expresar en forma
diferencial transformandose en:

2
vdv+%p+2%de =0 (4.35)

Al analizar la ecuacion (4.35) se puede observar que se tienen cuatro variables, de
acuerdo también a lo mencionado en el parrafo anterior, por lo que asi como se presenta
no es posible resolverla y, para poder hacerlo, es necesario reducirlas a sélo dos variables.
La relacion se puede lograr primeramente por medio de la ley de los gases ideales para
obtener la relacién entre la densidad y la presién, de la manera siguiente:

pM

m
V=nRT = —RT = _prM
py=n M P=7Rr

También, de acuerdo con el balance de materia el flujo méasico es constante, por lo que la
relacion entre la velocidad y la densidad se expresa:
m
m=pvA = pv=Z=GO

Ahora, por la definicion de la densidad, la relacion entre la velocidad y la presion
estara dada por:
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Gy RTG RT d
v=—= 0 = dv=———p

p pM M p?

Finalmente, se substituyen las definiciones de densidad y velocidad, con respecto a
la presion, en la ecuacion (4.35) para obtener:

RT ¢ RTdp
vdv = — (— ——)

pM\ M p?
RTG RT d RT d RTGg\ 2
o (- + T 2y 2(TR) Ly =0 (4.36)
pM Mp M p pM D
La cual, al ser desarrollada, se obtiene:
R2T2G§ dp , RT dp _  2fGER?*T? dL
w2 T M 2 ) (4.37)
la cual, para poder ser integrada, se multiplica por MpZ/RT'
__RTG§ r2d __ 2fG§RT
= LR L (4.38)
gue al ser integrada se obtlene
RTGZ 5-pf _  2fG§RT
——21n (p—z) S A 6 G f 0= (L, — L) (4.39)
M P1 2

Por ultimo, se reacomodan los términos de la ecuacion asi obtenida para lograr la

expresion final:
2 _ 2 _ 2RTG [ZfAL In ( )] 4.40
P1 — P2 7 + > (4.40)

Ejemplo 4.5 Flujo compresible de un gas en una tuberia.

Por una tuberia de 40 pulg de diametro interno se transporta gas natural (metano),
a una distancia de 100 millas, a razon de 4.58 Lb mol/s. El sistema se supone isotérmico a
60°F. El sistema a la salida se encuentra a la presion atmosférica y se desea determinar la
presion a la entrada de éste. Considerar la viscosidad del metano a 60°F en 6.99 x 106
Lbm/pie-s.

Solucion.

D =40 pulg = 3.33 pies

AL =100 millas = 528,000 pies
p2 = 14.7 Lbi/pulg?

M =6.99 x 10 ® Lbm/pie-s

n =4.58 Lb mol/s
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M = 16 Lbm/Lb mol
T =60°F =520°R
nD?  m(3.33)

A= 2 = 8.73 pies?
[b mol b 1 b
G =(4.58 )(16 ’”)( , )=8.4 —
0 S [b mol/ \8.73 pies? pie?-s
DG 3.33)(8.4
e =Dl (333)B4) 4,001,717

U 6.99x10°6

considerando al tubo hidrodinamicamente liso, el valor del factor de friccién es f = 0.0023
R = 1545.3 pies-Lbi/Lb mol-°R
Al substituir toda la informacién anterior en la ecuacion (4.40), se obtiene:
2(8.4)%(1545.3)(520) [2(0.0023)(528,000) +ln( P1 )l

2 2
P1 =Pz = (32.2)(16) 333 14.7

o bien:

p, = \/4.48 X 106 + 2.2 X 105 [729.37 + In (%)]

la que se resuelve por el método de aproximaciones sucesivas, € iniciando con un valor
para p1 = 90 Lb/pulg?, se llega al resultado final de:  p1 =89.3 Lb#/pulg?.
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4.5 MEDIDORES DE FLUJO.

Los procesos industriales y los equipos que los conforman, para su correcto
funcionamiento, requieren ser controlados. Por ejemplo, en el llenado de un tanque de gas
licuado, es necesario controlar la cantidad inyectada y la presion cuidando de no exceder
las especificaciones del tanque. Asi otros procesos requieren del control de la temperatura,
el peso, la presion, el flujo de calor o de materia, etc. Algunos de ellos, como la temperatura,
la presion, el volumen y el peso, es posible determinarlos directamente. Para otros, su
determinacion es indirecta, como es el caso del flujo de calor que se evalia mediante la
determinacion de la diferencia de temperaturas entre la entrada y la salida. Igualmente
sucede con el flujo masico en donde se aprovecha la disminucion de la presion entre dos
puntos del sistema para su evaluacion. Entonces, siendo el flujo y la velocidad dos de las
propiedades mas importantes de un sistema, se analizaran los diferentes aparatos que se
utilizan y las ecuaciones que los rigen para su evaluacion. Pero, antes de analizarlos, se
estudiaran los aparatos que permiten la determinacion de diferencias de presion, a los
cuales se les conoce como mandmetros.

45.1 Aparatos de medicién de caidas de presion.

Existen dos tipos basicos de manometros para la determinacion de caidas de
presion. Uno de ellos es el tubo de Bourdon, que consiste en un tubo hueco en forma de
gancho o de serpentin que al ejercer el gas presion dentro del tubo, éste tiende a estirarse;
el movimiento asi generado es detectado por medio de una aguja con una escala calibrada.
El tubo de Bourdon es mas util en la determinacién de la presién en un punto del sistema,
aunque si se colocan dos medidores de este tipo en dos posiciones diferentes, es posible
de esta manera conocer la caida de presion.
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agcoauto.com

Figura 4.4 Tubo de Bourdon

Mas comun para el efecto es el uso de el tubo en U, que basicamente consiste en
un tubo de vidrio doblado en forma de U. Un ejemplo del caso se muestra en la figura 4.5.

P,

Fluido B z

Figura 4.5 Tuboen U

Fluido A, p,

Como se observa en la figura, el tubo en U esta lleno de dos fluidos inmiscibles, el
fluido A que se utiliza para realizar la medicion y el fluido B el cual esta siendo transportado
por el ducto. El brazo izquierdo es el que recibe la mayor presion y el derecho la menor, lo

cual provoca una diferencia de altura entre ambos brazos. Tomando como base lo anterior,
se realiza el siguiente analisis mateméatico
La presion en el punto 1 es:

P =p1 + (z+ Ah)ppg (4.41)
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La presion en el punto 2 es:
Py = P2 t+2ppg + Ahpug (4.42)

en ambos puntos las presiones se igualan por lo que, igualando ambas ecuaciones, se
obtiene:

p1+ (z+ Ah)pgg = p, + zpgg + Ahpug (4.43)

finalmente, al despejar la diferencia de presion se obtiene la ecuacion que permite
evaluarla:

Ip1 — P2 = Ah(pa — ps)g| (4.44)

El fluido utilizado para la medicion de la diferencia de presion varia dependiendo del
fluido que se esta transportando. Por ejemplo, para la figura 4.5, si se transporta un gas, el
fluido que se utiliza para la medicion (fluido A) generalmente es agua coloreada. En cambio,
si se trata de un liquido el fluido de medicibn mas comudn es el mercurio.

Ejemplo 4.6 Medicién de una caida de presion.

Para medir una caida de presion se utiliza un manometro del tipo méas sencillo, en
un sistema que transporta agua. El fluido utilizado para la medicion es mercurio. Y la
diferencia de altura del mercurio entre ambos brazos es de 30 cm. Evaluar la diferencia de
presion.

Solucién.
pa = 13,600 kg/m?
ps = 1,000 kg/m?3
h=30cm=0.3m
p1 — P2 = Ah(ps — pg)g = (0.3)(13,600 — 1,000)(9.81) = 37,082 Pa

45.2 Medidor de orificio.

Uno de los medidores de flujo méas sencillos y faciles de montar en un ducto, es el
medidor de orificio. Este consta de una placa perforada y se encuentra montada en el ducto
por medio de dos bridas construidas exprofeso. El esquema para este medidor puede ser
observado en la figura 4.6, en donde se muestra que la perforacion es concéntrica con
respecto al ducto. El orificio causa un estrangulamiento y una expansion subitas
provocando una diferencia de presion entre los puntos 1y 2 del esquema. Como se puede
observar en la misma figura, la expansion del fluido a la derecha de la placa genera una
region de vacio alrededor de la region central por donde fluye el fluido y que se conoce
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como vena contracta.

Placa orificio

Diametro  Placa orificio

del orificio
H [l m Diametro [ —_— O Digmetro
dela (D) —‘"‘> ———  |devena
T caneria FLUIO contracta
o o | | S
j' *~PLACA ORIFICIO T . i
Caida de
H presion T(BT
atraves —
del orificio
TOMAS EN

BRIDAS

Figura 4.6 Medidor de orificio

Considérese el diametro del ducto D y el del orificio d. Las perforaciones en los
puntos 1y 2 del ducto son terminales que van a dar a un manémetro para medir la diferencia
de presion entre ambos puntos. Para ello, la localizacion del punto 1 por lo general es de
un didmetro corriente arriba y la del punto 2 es de entre 0.3 y 0.8 didmetros después de la
placa. Ademas, suponiendo que la velocidad en el punto 2 es la misma que la del orificio,
el balance de materia en estado estable entre los puntos 1 y 2 dan como resultado:

nD? nd?
m;=m, ; P11V 4 = P2V 4

por lo que la velocidad promedio en el ducto con respecto a la velocidad en el orificio estara
dada por la ecuacion:

v, = v, (%)2 (4.45)

Para poder determinar la velocidad y el flujo es necesario hacer también un balance
de energia, que da como resultado:

Uzz_v12+P2—P1:

0
2 p

en donde se substituye la ecuacion (4.45) para obtener:
2 [ (d)4l _ 2(p; — p2)

vZl1— (=) |=——=

D p

la cual al ser despejada se llega a la ecuacion que permite la evaluacion de la velocidad en
el orificio y que se expresa:
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1 2(p1—p2)

V2 = @i e

La ecuacion asi obtenida por medio de un analisis tedrico no se ajusta a la realidad
debido a las pérdidas ocasionadas por el estrangulamiento y expansion subitas, por lo que
se hace necesaria una correccion. Para ello se define una constante de proporcionalidad
Cd que se conoce como coeficiente de descarga, para finalmente llegar a la ecuacion:

(4.46)

Cq 2(p1—-p2)

V2 = @i e

Cd ha sido determinada experimentalmente, llegando a la conclusiéon de que su valor es de
0.61 para Re mayores de 20,000 y d2/d1 menor a 0.33. En la figura 4.7 se presenta una
grafica que relaciona el Re con el Ca.

(4.47)

1.00 ' l - .
Co,CR | Rotématro con v
0.90 F 20.80 /YZ‘:" tipo
\
0.80 v oy Y ——
-.\ Rotémelre con -
, fietador 1
0.70 e \\\\\ alador tipo
020 =0
0.60 ]} ‘
Roidmetro cos
{lotoder tipe
0.50 ,/
0.40 |
0.30 1/xlanl L1 41 thl L Laith et .
10 20 4060 102 103 104 10¢
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Figura 4.7 Coeficiente de descarga
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45.3 Medidor Venturi.

Tomando la misma idea del medidor de orificio, en donde se aprovecha el cambio
de presion causado por un estrangulamiento y expansion subitas, se tiene el medidor
Venturi con la diferencia de que este Ultimo es un aparato que, como se observa en la figura
4.8, en su disefio hace de la contraccion y la expansion dos procesos graduales. Con este
tipo de disefio se reducen las pérdidas por friccion, siendo esta una de las mas grandes
ventajas de este medidor sobre el medidor de orificio. Su desventaja consiste en que ocupa
un espacio mucho mayor y, por lo mismo, no es tan versatil que el medidor de orificio, ya
gue en este Ultimo solamente se cambia una placa para reducir o aumentar el orificio segun
el fluido y el régimen de flujo.

Al igual que el medidor de orificio, el medidor Venturi tiene dos orificios para la
medicién de la presion en los puntos 1y 2, lo cual puede ser observado en la figura 4.8.
Ahora, para determinar la ecuacion que permite la evaluacion de la velocidad promedio, se
realiza un balance de materia y un balance de energia similar al practicado en la seccién
anterior, concluyendo con una ecuacion similar, siendo esta:

Cq 2(p1—-p2)

V2 = @i e

la diferencia esta en el coeficiente de descarga Cd cuyo valor es de 0.98 para tubos menores
de 8 pulg de diametro y 0.99 para diametros mayores. Por otro lado, si se desea evaluar la
velocidad en un sistema compresible, a la ecuacién (4.48) se le multiplica por el coeficiente
de expansion Y definido por la ecuacion:

Y = \/ r% (1:1) (1_T1(I:1)/k) [1_1(;%/)22/4 (4.49)
en donde:

r=p/p1 Yk =0C,/C,

(4.48)
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Figura 4.8 Medidor Venturi

Ejemplo 4.7 Flujo de aire en un ducto.

Por un medidor Venturi de 150 mm de didmetro mayor y 75 mm de didmetro menor,
fluye aire. La presion en el ducto es de 140 kPa y la temperatura del fluido en la base del
medidor es de 15°C, mostrando el mandmetro diferencial una lectura de 150 mm Hg°. La
presion barométrica es de 101.3 kPa. Determinar el flujo masico.

Solucioén.

_pM _ (2413/101.3)29) _ o2s 0 kg

T RT ~ (0.082)(288)
d_75 _ ..
D150 ;46 101.3 — 101.3(150/760

+101.3 — 101.
P2 _ (150/760) _ 1 9171
~ 140 + 1013

k =14
Y= (0 9171)1( 14 ) 1-©o17D iT 1= (05" 0.9509

= . 14 = 0.

14—1 1-09171 1— (0.5)%(0.9171)2/14
_ (098)(09509) [2(101,300)(150/760) _ 57
1= (0.5)% 2.925
(0.075 k

m = pv,d, = (2.925)(112.57) [ul — 1.455 ?‘g

141



45.4 E| RotAmetro.

El rotdmetro es un medidor de flujo de caida de presion constante y area transversal
variable (véase la figura 4.9). El rotametro consiste en un tubo de vidrio vertical graduado,
cuyo diametro inferior es menor que el diametro superior, dentro del cual se encuentra un
flotador. El flotador, al pasar el fluido por el tubo de vidrio, se mueve de abajo hacia arriba
y se coloca en una posicion que corresponde al flujo volumétrico que en ese momento esta
pasando por el tubo. De acuerdo a la Fisica, lo que ocurre cuando el flotador se encuentra
suspendido en alguna posicion del tubo de vidrio, es que se encuentran en equilibrio las
fuerzas que sobre el flotador concurren, es decir, la fuerza de gravedad anula a la fuerza
de flotacion y a la fuerza que el movimiento del fluido ejerce sobre el flotador (la presion del
fluido hacia arriba), esta es la razén por la cual el tubo de vidrio es de area variable. Para
calibrar el tubo de vidrio se puede utilizar la siguiente formula:

G =—Callrty) ooy Propis (4.50)
\[ 1-[(4c-47)/45)° ArPrs

en donde:

G = Flujo volumétrico

Ca = Coeficiente de descarga

At = Area transversal del flotador

At = Area del tubo de vidrio en la posicion del flotador
V¢ = Volumen del flotador

pr = Densidad del flotador

pit = Densidad del fluido
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455 Eltubo de Pitot.

Si lo que se desea es determinar la velocidad local en un punto o el perfil de
velocidades dentro de un ducto por donde fluye un fluido, no hay hasta el momento mejor
aditamento que el tubo de Pitot. Este aparato, que se muestra en la figura 4.10, consta de
un tubo hueco dentro del cual se coloca otro tubo. El tubo de Pitot se coloca en posiciéon
contraria al flujo, originando una zona de estancamiento (punto 1 de la figura), que va
conectada al brazo derecho de un tubo en U. Los orificios que se encuentran a los lados
del tubo exterior (punto 2 en la figura) se conecta en el brazo izquierdo del tubo en U. Entre
ambos puntos se genera una diferencia de presion, permitiendo con ello la evaluacion de
la velocidad en el punto 1, la velocidad en el punto 2 es cero. Al hacer un balance de energia
sobre el sistema se obtiene la ecuacion:

v, = ’2(291}0—292) 4.51)

El tubo de Pitot, ademas de su utilidad en la industria, es muy utilizado en
aeronautica para la medicién de la velocidad de los aviones en el aire.
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46 LECHOS EMPACADOS.

Lafigura4.11 muestra el esquema de un aparato denominado columna empacada.

4.— Shell

Random pocking

Liquid
re-distributor

4.11 Columna
empacada

Esta consta generalmente de un cilindro con diametros que van
de las 4 pulg hasta los 20 pies y alturas de entre los 3 y los 80
pies, quizas mas, dependiendo del trabajo que vaya a
desarrollar. El cilindro esta relleno de un material, que para
algunas operaciones unitarias es necesario que sea inerte y
para otras debe tomar parte activa en el proceso. Las
operaciones en donde se utilizan las columnas empacadas son
la absorcion, la destilacion, desorcion, humidificacién vy
extraccion liquido-liquido, entre otros (Treybal, 1980). En tales
casos el material de que estd empacada la columna es inerte,
sblo toma parte en la operacion para dispersar el liquido e
incrementar la superficie de contacto con el gas o con el otro
liquido si se trata de la dltima operacién. También se tiene este
fendbmeno en la separacion sdlido-liquido, es decir, en la
filtracion en donde el sdlido toma parte activa puesto que se
quiere separar del liquido. En el caso de los reactores quimicos
heterogéneos también se requiere este tipo de columnas, ya sea
con lecho fijo o con lecho fluidizado, es decir, las particulas de
empacado flotando por efectos del flujo del fluido que fluye por
la columna. Por ultimo, el fendmeno asimismo es aplicable al

transporte de un solido, finamente dividido, por un ducto

siendo arrastrado por un fluido a alta velocidad. En esta

seccion se atacara primero los efectos del fendbmeno del

movimiento de un fluido a baja velocidad a través de un

lecho empacado, en donde las particulas de empacado se mantienen fijas. Luego, en la
siguiente seccion, se analizaran los efectos del incremento de la velocidad del fluido, hasta
lograr que este se mantenga suspendido dentro de la columna, fendbmeno al que se le

denomina fluidizacion.

4.6.1 Tipos de empaque.

Como se menciono arriba, dependiendo del tipo de operacion es el tipo de particula
gue se utiliza para empacado de una columna. Cuando se trata de una operacién en donde
el empacado toma parte solo como dispersor del fluido, las particulas que forman el lecho
deben de ser inertes. Existen en el mercado diferentes tipos de particulas, como son los
anillos Raschig (ver figura 4.12), los anillos Lessing, las monturas de Berl y bloques; el
material de que se construyen puede ser porcelana, plastico o barro.
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4.12 Tipos de
empacado.

Las dimensiones de diversos tamafios de particulas se muestran en la tabla 5.1, en
donde se muestra también el grado de dispersioén que se puede lograr con ellas, es decir,
la superficie por unidad de volumen de la columna.

Tabla 4.2 CARACTERISTICAS DE DIFERENTES TIPOS DE EMPACADO

Tipo Material | Tamafio nominal, | Fraccion de | Area superficial,
pulg. huecos, ¢. (m?m3)

Anillos Raschig | Ceramica 0.5 0.64 364
1 0.74 190
1.5 0.73 121
2 0.74 92
Monturas de Berl | Ceramica 0.5 0.62 466
1 0.68 249
2 105
Anillos Pall Metal 1 0.94 207
15 0.95 128
2 0.96 102
Intalox Metalico Metal 1 0.97 230
2 0.98 o8

Ahora bien, dependiendo de la forma en que se realiza el empacado, es el grado de
dispersién real que se logra; si el empacado se hace en forma ordenada, la caida de presion

146



es menor pero la dispersion es pobre ya que provoca la formacion de canales y de zonas
de liquido estancado; si el empacado es desordenado, la caida de presion es mayor, pero
disminuye la formacién de canales y de zonas de estancamiento. También se puede
empacar una columna con ladrillo quebrado, particulas de coque u otro material inerte, pero
con la desventaja de que disminuye la superficie para dispersion y el volumen libre para
flujo dentro de la columna.

En cambio, si la columna esta funcionando como un reactor heterogéneo, el
empacado toma parte activa en la reaccion, es decir, generalmente se trata de un
catalizador. Como ejemplo se puede tomar al platino en pellets impregnado de Al203 que
se utiliza en la transformacion del SOz a SOs. Dichos pellets pueden ser de dos tipos, uno
de ellos es compacto y el otro es poroso, con la diferencia de que en este ultimo tipo la
superficie activa se incrementa ostensiblemente, aunque también se incrementa la caida
de presion en la columna. Otro ejemplo son los sistemas de tratamiento de aguas, en donde
se utilizan columnas rellenas de resinas intercambiadoras de iones para la reduccion de la
dureza, en donde se llega al grado de la fluidizacion.

4.6.2 Caida de presién en un Lecho Fijo.

Desde el inicio de este tema se ha venido mencionando a la caida de presion como
uno de los parametros que dan una idea del comportamiento de una columna empacada.
Es necesario entonces definir un procedimiento mediante el cual se le pueda determinar,
siendo este el objetivo de la presente seccion (Bird, 2002). Para poder hacerlo es necesario
considerar varias suposiciones. Primero, se supone que el empacado es uniforme,
permitiendo con ello que la dispersion del liquido que fluye es uniforme y, por lo mismo, se
evita la formacion de canales. Lo anterior se muestra en la figura 4.13. Sobre la misma
figura se supone que el lecho dentro de la columna esta formado por una serie de tubos de
seccion transversal dispareja o, por decirlo de otra manera, una serie de "tubos torcidos".

Flujo de liquido

Vi

Figura 4.13 Lecho fijo
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Por ultimo, se supone que el diametro de la columna es muy grande con respecto al
diametro de la particula de empacado.

Tomando en consideracion las suposiciones anteriores, se aplican los conceptos
para tubos rectos, es decir, el factor de friccion de Fanning y la velocidad promedio con
algunas modificaciones para su adaptacion a columnas empacadas. Se desarrollan dos
procedimientos diferentes para la determinacion de la caida de presion en la seccién de la
columna que contiene las particulas de empacado, uno para flujo laminar y otro para flujo
turbulento. Primeramente, se presentara el procedimiento para determinar la caida de
presion en flujo laminar, el cual esta basado en la ecuacion para el calculo de la velocidad
promedio en un ducto rectilineo, obtenida en la unidad 2 del presente documento, la cual
se expresa:

2
(vZ> — (SOO_SOL)R (229)
8uL
Como se ha mencionado, esta ecuacion se adaptara a los “tubos torcidos” que se observan
en los espacios libres para flujo, es decir, en los pequefios canales que dejan libres las
particulas de empacado y que es por donde fluye el fluido. En esos espacios la velocidad
expresada en la ecuacion es dificil de determinar ya que los pequefios canales, como ya
se menciond, no son rectos y los espacios libres para flujo varian de espesor a lo largo de
la columna. Lo que si es posible conocer es la velocidad a la entrada de la columna, en la
region libre de empacado, por lo que si consideramos que el flujo de méasico es constante
y tomando a v, como la velocidad de entrada a la columna, podemos expresar
mateméaticamente lo siguiente:
proAc = p(v)A;
Enla que A, es el &rea de la columnay A; es el area disponible para flujo o area intersticial.
Esta ecuacion se puede reescribir considerando la altura de la columna de la manera
siguiente:
VAL = (v,)A;L
Considerando que la densidad es constante. En ella, al lado izquierdo se tiene que A.L =
V., que corresponde al volumen de la columna y al lado derecho se tiene que A;L = Vyque
viene siendo el volumen disponible para flujo o volumen hueco. De esta manera, la
ecuacion se transforma en:
voVe = (V)Vy
En ella se define el siguiente parametro:

€= I‘//—H = fraccion de huecos (4.51)
Por lo que la velocidad intersticial se expresa:
(v,) = ”?0 (4.52)

Volviendo a la ecuacion (2.29), en ella R corresponde al radio del ducto
considerandolo un tubo recto, pero para este caso el espacio para flujo no tiene un area
constante que varia a todo lo largo de la regién del empacado. Por lo mismo es necesario
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cambiar el enfoque para desarrollar el calculo de la caida de presién. En primer lugar, si se
observa el area transversal mostrada en la figura 4.13 esta no es homogénea y se tiene
que recurrir a la definicién de radio hidraulico en la cual, para un ducto circular, se dedujo
gue R=2R:. Pero, para el caso que nos ocupa, la expresion (1.24) para radio hidraulico se

redefine de la manera siguiente:
Volumen disponible para flujo _ Vy

h = — , =—= (4.53)
Area total de superficie mojada Ap

Enla que A, es el area superficial de las particulas que forman parte del empacado. Ahora

bien, al dividir tanto numerador como denominador entre V. (el volumen de la columna libre

de empacado), se obtiene:

= ulVe _ 2 (4.54)
Ap/Ve a
En donde aparece un nuevo parametro que es a la cual se denomina area superficial de
las particulas por unidad de volumen de la columna. Enseguida, para determinar el valor
de este Ultimo pardmetro, se multiplica y divide por el volumen de las particulas que

contiene el lecho, dando como resultado:
a=2.%_g (1-¢) (4.55)

Vy Ve
En la cual, a, corresponde al area de una particula por volumen de esta, que se conoce
como superficie especifica de una particula. Esto es, si consideramos que el lecho esta
compuesto por particulas esféricas, entones, tomando el diametro de la esfera como el
diametro de una particula, se tiene que:

h

D} 6

a,, = = —

V' mD}/6 D

Por lo que el radio hidraulico, para columnas empacadas de lecho fijo, queda expresado de
la manera siguiente:

(4.56)

Rn=-2(=) (4.57)

Al sustituir las ecuaciones (4.52) y (4.57) en la ecuacion (2.29), se obtiene:
- 2D 2
Yo _ Wo—1) P( d )] (4.58)
£ 8uL 6 \l1-¢
Y despejando la diferencia de presion por unidad de longitud de la columna, se tiene:
- 72 1-¢)?
(Po—p1L) _ 72uve  [(A1=8) (4.59)
L D} €3
Los valores de velocidad obtenidos experimentalmente, a condiciones de flujo laminar, se
encuentran por debajo de los calculados por medio de la ecuacion (4.59). Siendo esto
l6gico, ya que debido a que el fluido no escurre en linea recta sino a través de los "tubos
torcidos", por lo que la longitud recorrida es mayor que la longitud de la columna dando con
ello una menor velocidad, para una misma diferencial de presion. Por tanto, para que la
velocidad sea menor, con la misma diferencia de presién, el miembro derecho debe ser
mayor, se ha concluido que la constante con valor de 72 debe ser en realidad 150,
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terminando asi con la Ecuacion de Blake-Kozeny, que se expresa:

(Po—fL) _ 150uvo [(1—8)2]
L D} €3

(4.60)

Substituyendo esta Ultima ecuacion en la definicion del factor de friccion de Fanning y consi-
derando como variable al flujo masico por unidad de area Go = pvo se obtiene la ecuacion
para el factor de friccion en lechos empacados que se expresa:

f= (1-¢)? 75 _ 1-g 75
& DyGo/u €3 Re
La cual es valida para ¢ < 0.5y Re < 10.

(4.61)

Para flujo turbulento se sigue un tratamiento similar, pero considerando ahora a la
columna como un ducto altamente rugoso. De tal manera que el factor de friccién se supone
solo funcion de la rugosidad y con un valor Unico fo para cualquier columna empacada.
Entonces, a partir de la definicion del factor de friccibn de Fanning y despejando la
diferencial de presion, se obtiene:

M = %(2 P(vz>2) 4f,

Y sustituyendo en ella las ecuaciones (4.52) y (4.57) para el didmetro y la velocidad
intersticial, se obtiene:

- 6(1—¢) (1 pv,* 1-
(Po—p1) _ s s)(_pvo)4f _ G- f)_@_gf
L aD,e \2 & 0 £ D, 0
Como ya se menciong, en ella el valor del factor de friccion es constante y tiene un valor de
7/12, por lo que finalmente se obtiene:

= 1.75—= (4.62)

&3 Dp

La cual es conocida como la ecuacion de Burke — Plummer y es valida para Re > 1,000.

$o=p1) _ SR
L

Con la ecuacion de Blake-Kozeny se obtienen resultados muy confiables para
velocidades bajas, es decir, para flujo laminar y con la ecuacion de Burke-Plummer, los
resultados son confiables para altas velocidades, pero no permiten el calculo para el
régimen de transicion, el cual es una franja muy grande del Re, que se presenta entre los
valores de 10 y 1,000. Estos valores se pueden calcular con gran confiabilidad por medio
de la Ecuacion de Ergun, la cual viene tomando ambas ecuaciones superpuestas, por lo
gue esta nueva ecuacion se expresa:

(Po=pL) _ 1501wo (1 8)2
L

] 417589 ‘;"0 (4.63)

& p
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La cual abarca precisamente el rango mencionado con excelentes.

Una variante de la ecuacion de Ergun se obtiene al utilizar G, = pv, ya descrito
anteriormente, el cual para un fluido gaseoso es constante a lo largo del lecho y haciendo
los despejes apropiados, se puede expresar de la manera siguiente :

[(2322)- (B)- )] = 150 (577) +175| - o

Como ya se mencion0, esta ecuacion es muy efectiva en todos los regimenes de
flujo, aunque no es la Unica que es posible utilizar con excelentes resultados, por ejemplo,
se tiene la Ecuacion de Tallmadge, la cual se expresa resultados (Bird, 2002):

1

(529 () ()] = 0(ip)  w2(s) | s

Y que permite obtener muy buenos resultados y es comparable a la ecuacion de Ergun. La
comparacion de resultados con respecto a estas dos ecuaciones se muestra en la figura
4.14, mostrada a continuacion.

x Burke and Plummer
o Ergun
a Marcom

~ | o Oman and Watson

~ ‘w;} L Ergun equation

: SEET ‘ ” [ S A SE Bqp
(/)Ll\)(' 1 )
o 1 -€

Figura 4.14
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4.7  FLUIDIZACION

4.7.1 Conceptos vy definiciones.

Si se tiene una columna con un lecho de particulas sélidas en su interior y se
empieza a inyectar un fluido, ya sea liquido o gas, en forma ascendente, en la medida en
gue se aumenta el flujo de fluido, se incrementa la caida de presion. Si el flujo de fluido no
es lo suficientemente elevado, las particulas se mantienen en su posicion y la relacion entre
magnitud de flujo y caida de presion a lo largo del lecho, esta gobernada por la ecuacion
de Ergun, es decir, se comporta como un lecho fijo. Si el flujo de fluido se eleva
sustancialmente de tal manera que la velocidad intersticial es lo suficientemente elevada
para que el lecho empiece a expandirse, en ese momento, se logra la velocidad minima de

fluidizacion. En la figura 4.15 se puede observar el efecto de la velocidad intersticial en un
lecho de sdlidos.
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Figura 4.15 Caida de presion en lecho de fluidizado (Levenspiel, 1991)

Como se observa en la figura, la linea recta corresponde a la regién de lecho fijo, en la cual
al incremento de velocidad corresponde un incremento en la diferencial de presion, en
concordancia con la ecuaciéon de Ergun. De acuerdo con esta figura, a una velocidad de 4
cm/seg se tiene la velocidad minima de fluidizacion, que corresponde a la velocidad a la
cual inicia la expansion del lecho. De 4 a 40 cm/seg se tiene lo que se conoce como lecho
fluidizado, que es la region a la que las particulas se mueven libremente dentro del fluido,
sin salir expulsadas de la columna. Después de los 40 cm/seg, se observa que hay una
disminucion drastica de la diferencial de presion, lo cual corresponde a la expulsion de las
particulas por la parte superior de la columna, es decir, fluyen hacia afuera de la columna y
es el momento en que ocurre el transponte neumatico.

Dependiendo del proceso en que se trate, todas estas fases ocurren en la industria.
Por ejemplo, como ya se mencioné en la seccion anterior, el lecho fijo sirve para aumentar
el area de contacto entre dos fluidos, liquido y gas, como ocurre en absorcion, destilacion y
humidificacion. O bien, en la extraccion sélido-fluido, como lo es en el secado y la extraccion
de café (en un percolador), aungque también los reactores utilizan este principio cuando se
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requiere una reaccion catalizada. En cuanto al lecho fluidizado es muy comun también en
catalisis, ya que gran cantidad de los catalizadores son sdlidos y requieren de la fluidizacion
del lecho. Finalmente, cuando se trata de sélidos de baja masa y un didmetro de particula
pequefio, como lo son las harinas y los talcos, su transporte dentro del proceso ocurre por
medio del transporte neumatico.

Todas las fases anteriormente mencionadas se pueden observar fisicamente en la

figura 4.16, que se muestra a continuacion.
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En la figura 4.16 se puede observar lo siguiente:

A.

>

>

En la figura 4.16 a), la fuerza ejercida por el fluido ascendente no es lo
suficientemente elevada como para vencer el peso ejercido por la masa de
particulas en la columna, por lo que se considera un lecho fijo.

En la figura 4.16b) el flujo de fluido ascendente alcanza la velocidad minima
necesaria para iniciar la separacion de las particulas, por lo que se le denomina
velocidad minima de fluidizacién (Vms).

La figura 4.16 c) muestra la expansion del lecho de particulas cuando la velocidad
del fluido ascendente es superior a la minima. En este caso las particulas se mueven
libremente por lo que se le denomina fluidizacién particular. Para sistemas
gaseosos, este fendmeno se presenta cuando las particulas son de baja masa y el
gas es denso a alta presion.

. La figura 4.16 d) muestra lo que se conoce como fluidizacién burbujeante,

situacion que es mas comun en sistemas solido-gas, en sistemas solido-liquido es
poco comun. Para este caso, la velocidad del fluido es mayor que la minima y el
lecho no se eleva a una altura mucho mayor que la altura minima de fluidizacion.
Su agitacion es vigorosa debido a la aparicion de las burbujas que permiten un fuerte
mezclado.

En la figura 4.16 e) se presenta el caso en que hay coalescencia de burbujas y se
aglutinan en burbujas de mayor tamafio (slugging), con lo que si las particulas son
pequefias se escurren en la cercania de la pared. En el caso de la figura 4.16 f) las
burbujas son tan grandes que abarcan el diametro de la columna, sobre todo si el
diametro de esta es pequefo. En este caso, si las particulas son grandes, caen por
dentro de la burbuja, causando una “lluvia de particulas”.

En la figura 4.16 g) se presenta el caso denominado fluidizacion turbulenta, en la
gue la velocidad del fluido es muy superior a la minima formando paquetes de
particulas, por lo que no se reconocen claramente las burbujas. En esta situacion el
gas empieza a arrastrar parte de las particulas por la parte superior de la columna.
En la figura 4.16h) se muestra el caso en que la velocidad del gas es de tal magnitud
gue arrastra la mayor parte de las particulas hacia afuera de la columna, a este
fendbmeno se le conoce como transporte neumatico.

Por otro lado, la fluidizacién también depende del tamafio de las particulas que
conforman el lecho. En la figura 4.17 se muestra la clasificacion de particulas
dependiendo de su tamafio obtenida por Geldart (Levenspiel, 1991). En la figura se
definen cuatro clasificaciones dependiendo de su diametro promedio:

C corresponde a las particulas de menor tamafio y que son altamente cohesivas,
por lo que son dificiles de fluidizar, a menos que se mezclen con particulas de mayor
tamafio, tal es el caso de las harinas, talcos y almidones, entre otros.

A estas particulas se fluidizan con mayor facilidad, por lo que se puede lograr una
fluidizacion suave a baja velocidad y fluidizacion burbujeante controlada con
burbujas de pequefio diametro a altas velocidades.

B Con particulas de esta magnitud pueden aparecer burbujas de gran tamario, lo
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cual ocurre a velocidades apenas mayores a la minima.
» D Con particulas de este tamafio, se tienden a formar corrientes de chorro,

denominados lechos de chorro (spouted beds). Se forman canales de flujo, por lo
gue para su fluidizacion se requieren grandes caudales de gas.
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Figura 4.17 Clasificacion de particulas por tamafio (Geldart)

4.7.2 Calculo de parametros.

El procedimiento que a continuacibn se presenta ha sido desarrollado
primordialmente para el caso de la fluidizacion particular, es decir, cuando al fluir el gas por
la columna las particulas se mueven libremente y existe un incremento homogéneo del
lecho. En tal caso, el fendmeno se presenta en las figuras 4.16 b) y c). La figura 4.16b) es
la que representa el inicio del fendmeno y, en esa situacion, se tiene la que se denomina la
altura minima de fluidizacion (me). En ese punto, la velocidad del gas ascendente logra el
valor minimo para iniciar la fluidizacion, a lo que se le denomina la velocidad minima de
fluidizacion (vmf) y la minima separacién de las particulas fluidizadas o la fraccion minima
de huecos o porosidad minima (smf). Estos valores minimos son mejor apreciados en un
sistema gas — sélido ya que en un sistema liquido — sélido sucede a valores mayores.

Para iniciar el procedimiento que permita calcular la velocidad minima de
fluidizacion, se requiere recordar que la cantidad de particulas en el lecho es constante, es
decir que, no importando la altura del lecho, el volumen ocupado por las particulas siempre
es el mismo, lo cual matematicamente se expresa:

LiA(1 — &) = L,A(1 — &) (4.66)
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Siendo el area de la columna (A) constante, y:

Ly =Ly (32) (4.67)

1—82

Tabla 4.3 Fraccion de huecos a condiciones de minima fluidizacion (&)

Tipo de Tamafio de particula D, (mm)

particula 0.06 0.1 0.2 0.4
Arena gruesa 0.6 0.58 0.53 0.49
(¢s = 0.67)
Arena fina 0.53 0.48 0.43 0.42
(¢s = 0.86)
Antracita 0.61 0.60 0.56 0.52
(¢s = 0.63)
Carbon 0.71 0.69
absorbente
Catalizador 0.58 0.56 0.54
Fischer Tropch
(¢s = 0.58)

(Treybal, 1980)

En latabla 4.3 se muestra algunos ejemplos de porosidad minima o fraccion minima de huecos
para algunos materiales dependiendo de su tamafio de particula. También se muestra un
factor de forma (¢, que se le conoce también como esfericidad) que se define como el
didmetro equivalente de una esfera que tiene el mismo volumen de la particula de
material, ya que las particulas de material tienen una forma irregular, y en gran parte de
las ocasiones su forma no es esférica, la esfericidad muestra la relacion entre la superficie
de una esfera con respecto a la superficie de una particula con igual volumen. En la tabla
se muestra el diametro promedio de las particulas del material correspondiente a una esfera
(Dp), por lo que el diametro de la particula sera ¢sD,, el cual se utilizara en lo sucesivo en

lo que se refiere al tema que se esta tratando.

Siguiendo adelante con el procedimiento, corresponde ahora la determinacion de la
perdida de presién en el lecho en el momento en que inicia la fluidizacion. En ese instante,
la fuerza ejercida por el fluido ascendente, que corresponde a la caida de presién del lecho
multiplicado por el area transversal de la columna, equivale a la fuerza resultante entre el
peso de la masa de material menos la fuerza de flotacion del fluido desplazado, lo cual se
expresa:

ApA = meA(l — emf)(pp — p)g (4.68)
Por lo que:
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Ap

= (L=emp)(op —p)g (4.69)
Que demuestra que la diferencial de presion en el inicio de la fluidizacién equivale al
producto entre la fraccion de particulas del lecho multiplicado por la diferencia de
densidades del material menos la densidad del fluido y por la gravedad.

Ahora bien, tomando en consideracion la ecuacion de Ergun para particulas de
forma irregular, la cual se expresa:
Ap _ 1504w, [(1—&)2] (1-&)  pvg
T v +1.75—7 oD (4.70)
Por lo que para el momento en que inicia la fluidizacion, la ecuacion (4.70) se puede
expresar:

150uvms  [(1=gms)’ (1—emf) PVR
(1—emp)(pp —p)g = ¢§Dgf' | 4175t Domf

Si a esta Gltima ecuacion se le multiplica por D3p/u?(1 — &), queda:

Emf Enf  PsDp

Djp(Pp=p)g _ 150Dpvmsp(1-emy) p*vimyD}
= 1.75—— 4,71
u? iues, s +1.75 Psem i ( )
En esta Ultima ecuacion se reconocen dos grupos adimensionales, que son:
Vs D
Remf = —p m/p
D3 -
Ar = pp(p:l,z p)g = Numero de Arquimedes
Por lo que la ecuacion (4.71) queda finalmente expresada:
_150(1—&my) 1.75 2
Ar = P Remf + P Remf 4.72)

En esta Ultima ecuacion, se debe considerar que cuando las particulas son pequefas, por
lo general el Re,s < 20 por lo que el segundo termino es irrelevante. Por otro lado, cuando
las particulas son grandes, por lo general Re,, > 1000, por lo que el primer termino es
irrelevante y se puede eliminar.

Si no se cuenta con informacion suficiente de ¢,,,; y ¢5, se pueden considerar los
siguientes valores:
(1_€mf)

iues, s =1

3 1
qbs:ugmf =12

(Geankoplis, 2018)

Ejemplo 4.7.1
Un lecho fluidizado esta compuesto por particulas sélidas con diametro de particula de 0.12
mm, esfericidad de 0.88 y densidad de 1,000 kg/m?3, por el cual fluye aire a 2 atm de presién
y 25°C. En el lecho la fraccion e huecos minima es de 0.42.

a) Si la seccion transversal de la columna vacia es de 0.3 m? y el lecho contiene 300
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kg de sdlido, calcular la altura minima para el lecho.
b) Calcular la caida de presion para las condiciones minimas de fluidizacion.
c) Calcular la velocidad minima de fluidizacion.
d) Calcular la velocidad minima de fluidizacion suponiendo que no se conocen ni la
fraccion de huecos ni la esfericidad.
Solucion.

a)

b)

c)

Altura minima de fluidizacion.

Considerando que la densidad de las particulas sélidas es p,, = 1,000 kg/m?y
la masa de solidos es m, = 300 kg, elvolumen ocupado por la masa sdlida
deberia de ser V}, = 300/1000 = 0.3 m?, considerando que ¢, = 0. Y siendo que
el rea transversal de la columna es A = 0.3 m?, la altura que tuviera el lecho si
este fuera ocupado solamente por las particulas sin espacio vacio, deberia ser
L, =V/A =0.3m?/0.3m* = 1 m. Entonces la altura minima del lecho sera:

Lo (L —1( 1_0>—1724
m =\ T e, ) T \1—042) " YT

Minima caida de presién. Para determinar la caida de presion en el lecho en
condiciones de minima fluidizacién, se recurre a la ecuacion (4.68), considerando
que la densidad del aire a 2 atm de presion y 25°C es de p =1.184 x 2 =
2.368 kg/m3, se obtiene:
AP = Lins (1 = emg)(pp — £)g
Ap = 1.724(1 — 0.42)(1000 — 2.368)(9.81) = 9,786 Pa

Velocidad minima de fluidizacion. Se calcula primeramente el nimero de

Arquimedes:

_ D3(p, —p)g _ (0.00012)3(2.368)(1000 — 2.368)(9.81)
e (1.849 x 10-5)2

Ar =117.13

Considerando u = .849 x 107° Pa - s a 25°C.
Luego, para los coeficientes de los términos que contienen el Re,, se procede:

150(1 — &) 150(1 — 0.42)

$ze3,  (0.88)7(0.42)3
175 1.75

dsed;  (0.88)(0.42)3

= 1516.37

= 26.84

26.84Re? + 1516.37Re — 117.13 =0
Re? + 56.49Re — 4.36 = 0

Re, = 0.07714
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Re, = —56.57
uRe  (1.849 x 107°)(0.07714)

“mf = Dop " (0.00012)(2.368)

= 0.005019 m/s

d) Velocidad minima de fluidizacién suponiendo que no se conocen ni la fraccion
de huecos ni la esfericidad.

1.75(14)Re? + 11(150)Re — 117.13 =0
24.5Re? + 1650Re — 117.13 =0
Re? +67.34—478=0

Re = 0.0709
_ (1849 % 1075)(0.07091)

Ymf = T(0.00012)(2.368)
Con un error entre el primero y el segundo de:

= 0.004614 m/s

~0.005019 — 0.004614
€= 0.005019

X 100 = 8.07 %
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PROBLEMAS.

Un tangue contiene 1000 m? de una solucién de sal. La concentracién de la sal en
la solucién es de 10 kg/m3. A tiempo cero, se empieza a introducir agua limpia a
razén de 10 m3/min. Al mismo tiempo, se inicia la extraccion de solucién, también
a 10 m%min, de tal manera que el volumen de la solucién salina es siempre de
1000 m3. Un agitador dentro del tanque mantiene la concentracién homogénea
dentro del mismo, por lo que la concentracion de salida es igual a la concentracion
dentro del tanque. Deduzca un modelo matematico que permita calcular la
concentracion con respecto al tiempo. Calcule también el tiempo que tardara en
reducirse la concentracion a la mitad y, de igual manera, el tiempo que le tomara
en salir toda la sal.

Un tanque bien agitado, contiene 10 toneladas de una solucion de metanol con
una fraccion en peso de 0.05 de metanol. En un momento dado se empieza a
introducir 500 kg/min de agua pura, extrayendo al mismo tiempo 500 kg/min de
solucion a la salida del tanque. Ambos flujos se mantienen constantes durante
todo el experimento. Suponiendo que la densidad de la solucién se mantiene
constante, calcular el tiempo en que la solucion, dentro del tanque, se reduce
hasta un 1% en peso de metanol.

Un tanque contiene 1000 m3 de una solucién de sal. La concentracion de la sal en
la solucién es de 10 kg/m2. A tiempo cero, se empieza a introducir agua limpia a
razén de 10 m3min. Al mismo tiempo, se inicia la extracciéon de solucién, a 20
m3/min. Un agitador dentro del tanque mantiene la concentracion homogénea
dentro del mismo. La concentracion de salida es igual a la concentracion dentro
del tanque. Deduzca un modelo mateméatico que permita calcular la concentraciéon
con respecto al tiempo. Calcule también el tiempo que tardara en reducirse la
concentracion a la mitad y, de igual manera, el tiempo que le tomaréa en salir toda
la sal.

Un recipiente contiene 500 kg. de una solucion de sal (salmuera) al 5% en peso.
Al recipiente se le alimenta salmuera al 20% en peso a razon de 30 kg./min. y se
extrae por el fondo a razon de 20 kg/min.
a. Calcular el tiempo en que la solucion en el tanque llegara a una
concentracion del 10%.
b. Determinar la cantidad total de solucion que debera haber en el tanque a
ese mismo tiempo.

Un recipiente contiene 500 kg. de agua pura. Al recipiente se le alimenta salmuera

al 20% en peso a razon de 30 kg/min y se extrae por el fondo a razén de 10 kg/min.

a. Calcular el tiempo en que la solucion en el tanque llegara a una
concentracion del 10%.
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b.

Determinar la cantidad total de solucion que debera haber en el tanque a

ese mismo tiempo.

6. Se desea transportar 15.8 kgs/hr de benceno (p = 877 kg/m® a 25°C) desde un
depdsito situado en la planta baja de una fabrica, hasta un reactor situado a 30 m
sobre el depdsito (en direccion vertical). El transporte se ha de efectuar por medio
de una tuberia acero de 2 pulg de cédula 40, de 50 m de longitud total, 5 codos
de 90° y dos vélvulas (una de asiento totalmente abierta y otra de compuerta
abierta a la mitad). Siendo que el tanque de almacenamiento se encuentra aislado
del ambiente y a 3 atm de presion y el reactor a 1.5 atm. Calcular:

20

a.

La potencia de la bomba que se debe instalar, si ésta tiene una eficiencia
del 65%.

La presion en el punto de expulsion de la bomba, suponiendo que la presion
de admision es la misma que la del tanque de almacenamiento.

. Por el sistema mostrado se transporta agua a 25°C, a razén de 180 L/min.

Considere que la densidad del agua a esa temperatura es de 997.1 kg/m?® y su
viscosidad es de 8.8 x 104 Pa-s. Determine:

a.

b.
c.
d

Las pérdidas de energia que se generan en el sistema.

La capacidad neta de la bomba requerida para el transporte de agua.
La capacidad real de la bomba si estatiene una eficiencia del 85%
La presion en el punto de extraccion de la bomba.

20
) |

20

Tubo 1 pulgad

20 | Cédula 40

20

A\ 4

20
80m

N\ Tubo 2 pulgadas

< 50 m
Bomba
N\
N

Cédula 40 L
v

/

Vélvula de asiento Vélvula de compuerta
abierta abierta a la mitad
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8. En el sistema mostrado se esta transportando un etanol cuya densidad es de 790
kg/m? y viscosidad es de 1.074 x 10 Pa-s desde un tanque abierto hasta un
tanque presurizado que se mantiene a 303 kPa manométricas. El etanol se
transporta por medio de una tuberia de acero comercial de 3 pulgadas de diametro
nominal cédula 40 (78 mm), a razén de 120 kg/min. El tanque presurizado se
encuentra a 20 m por arriba del tanque abierto. La eficiencia de la bomba es del
65 %. Calcular el tamafio de la bomba requerida para realizar este trabajo.

) 50m > 303kPa
A
20m
Valvula de
compuerta
abierta 1/2
4— 50Mm ——p
R
|_O U
\4

Bomba

Valvula de globo
abierta

9. Se alimentar 200 kg/min de benceno desde un tanque elevado abierto a la
atmosfera, hasta un tanque presurizado a 3.5 atm. El benceno es transportado
por medio de una bomba, desde una toma a un costado del tanque abierto, por
una tuberia de acero de 2 pulgadas cédula 40 con una longitud de 61 my un codo
de 90°, a la mitad del trayecto se ensancha hacia una tuberia de 3 pulgadas cédula
40 con una longitud de 61 m en linea recta, un codo de 90° y una valvula de
compuerta abierta a la mitad. El tanque presurizado se encuentra a 20 metros por
debajo del tanque abierto. Calcular:

a. La potencia de la bomba que se debe instalar, si ésta tiene una eficiencia
del 65%.
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b. Lapresién en el punto de expulsion de la bomba, suponiendo que la presion
de admisibn es la misma que la del tanque de almacenamiento,.

_O Vélvula
/ i

Bomba D =2 pulg
Cédula 40 /
D =3 pulg

Cédula 40

10.En el procesamiento de la leche, para obtener leche en polvo, se utiliza un tanque
elevado para suministrar leche entera a 20°C a una camara de aspersion, en
donde se pone en contacto con aire caliente y seco. La atomizacion de la leche
se lleva a cabo por medio de un inyector a presion, en cuya boquilla se mantiene
una presion de 2.5 atm, cuando menos, para suministrar los 570 L/min que se
requieren. La linea que va del tanque al aspersor es de acero y con un diametro
nominal de 2 pulg cédula 40. La tuberia tiene una longitud total de 35 m, con cuatro
codos de 90° y una valvula de compuerta abierta a la mitad. Calcular el nivel que
se debe mantener el nivel de la leche en el tanque para lograr la presion requerida
en el inyector.

10m valvula

11.Repetir el ejemplo 4.4 considerando que no tiene toberas.
12.Repetir el ejemplo 4.4 si el tubo es de 2 pulgadas y las toberas de 1 pulg.

13.Una columna empacada esta compuesta por pequerios cilindros cuyo diametro es
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de 0.02 my cuya altura es de 0.03. Considere que la densidad de las particulas
es de 1500 kg/m3, mientras que la densidad del lecho es de 980 kg/m? de columna.
Determinar la fraccidbn de huecos, el didmetro de la particula y la superficie
especifica de las particulas.

14.Una columna empacada esta rellena con cilindros sélidos con un didmetro de 2
cm y una longitud de 1.5D. La densidad en la columna es de 980 kg/m3, mientras
que la densidad de los cilindros es de 1,500 kg/m?3. Determinar la fracciéon de
huecos, el diametro de la particula y el area superficial de las particulas por
volumen de la columna.

15.Por una columna empacada fluye aire a 100°C, entrando a una presion de 3 atm
y a razén de 0.02 kg/s. La columna consiste en un tubo circular de 10 cm de
didmetro y 3.7 m de altura y esta empacada con pequefios cilindros de 1.25 cm
de diametro por 1.25 cm de altura. La fraccién de huecos es de 0.4. Calcular la
presiéon de salida.

16.Una columna empacada de 12 m de altura 'y 5.5 m de didmetro contiene esferas
de 1 pulgada de didmetro. Propano gaseoso entra por la parte superior del lecho
a una temperatura de de 200°C, saliendo a la misma temperatura. La presion en
el fondo de la columna es de 2 atm abs. La fraccion de huecos es de 0.4. Si el
propano se puede considerar un gas ideal y tiene una viscosidad de 1.2 x 110
Pa-s y el tiempo de contacto dentro de la columna entre el gas y las particulas es
de 8 segundos, calcule la presién de entrada. Para la densidad, considere una
presiéon media de 2 atm abs (no es la presion de entrada).

17.La caida de presién por un lecho empacado con particulas de mineral triturado se
utiliza para conocer su diametro promedio y su area superficial. En una columna
empacada por la que fluye aire a 25°C, se registra una caida de presion de 500
kPa/m, por la que fluye aire a 0.015 m/s basados en la columna vacia. La fraccion
de huecos es de 0.47. Calcule el didametro promedio de las particulas, el area
superficial y la densidad del lecho, siendo la densidad de la masa sélida de
particulas de 4,100 kgs/m?3.

18.Para limpiar un filtro de arena, se fluidiza a las condiciones minimas utilizando
agua a 25 °C. Las particulas de arena tienen una densidad de 2,550 kg/m?y su
didmetro promedio es de 0.4 mm.

a. Eldidmetro de la columna es de 40 cm y la altura del lecho en condiciones
minimas de fluidizacion es de 1.75 m. Calcular la cantidad de arena que
tiene el lecho.

b. Calcular la caida de presion a estas condiciones y la velocidad minima de
fluidizacion.

c. Utilizando un valor de la velocidad 4 veces superior a la minima, estimar la
porosidad y la altura del lecho expandido.
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