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Resumen

Este trabajo está enfocado en el desarrollo de un modelo matemático, basado en distancia y án-
gulo entre los agentes, de un sistema multi-agente heterogéneo, compuesto por robots móviles tipo
diferencial, omnidireccional y vehículos aéreos no tripulados tipo cuadri-rotor. Dicho modelo mate-
mático se obtiene a partir del modelo cinemático de ambos robots móviles y los estados de velocidad
ẋ y ẏ del vehículo aéreo no tripulado tipo cuadri-rotor. Posteriormente, se diseñan estrategias de
control utilizando técnicas de linealización por retroalimentación de los estados para lograr el control
de formación de los sistemas conformados por los robots terrestres; mientras que para el sistema
conformado por un robot terrestre y un vehículo aéreo no tripulado, se diseña un controlador me-
diante la técnica de backstepping con el objetivo de lograr la formación deseada. Ambos esquemas de
control de formación usan solamente información local de los sensores en un esquema líder-seguidor.
En ese sentido, se asume que cada robot está equipado con sensores que miden la distancia y orien-
tación de un robot con respecto al otro (por ejemplo: cámaras de video, sonares, láser, giroscopio,
etc); además, se considera que el movimiento del líder ya está planeado. Finalmente, para validar la
estrategia de control propuesta, se presentan simulaciones numéricas y resultados experimentales.
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Abstract

This work deals with the development of a mathematical model based on distance and angle between
agents for a multi-agent heterogeneous system, which is composed by differential-drive mobile robots,
omnidirectional mobile robots and unmanned aerial vehicles (Quad-Rotor). The mathematical model
is obtained from the kinematics models of the two mobile robots and, in the case of the Quad-Rotor,
it is used the velocity states ẋ and ẏ. Subsequently, it is designed the control strategies to reach a
leader-follower formation control. In the case of two terrestrial mobile robots it is used a feedback
linearization whilst for a terrestrial mobile robot and a Quad-Rotor it is used the backstepping
technique. Both formation control strategies only use local sensor data, in this way, it is assumed
that each robot is equipped with sensors which measure the distance and angle of the other robot
with respect to him (e.g. video cameras, sonars, lasers, gyroscopes, etc.). It is also assumed that the
leader motion is already planned. Finally, the proposed formation control strategies are validated by
numerical simulations and experimental results.
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Capítulo 1

Introducción

1.1. Robots Móviles

Un robot móvil es un dispositivo autónomo capaz de desplazarse a través de su área de trabajo, esto
lo hace gracias a la combinación de varios componentes físicos y computacionales, como lo son el
sistema de locomoción, el sistema de sensado y el sistema de comunicación [1], [2].
Debido a que el presente trabajo de tesis es orientado hacia robots móviles terrestres con ruedas y
robots aéreos de ala rotativa, se profundizará en el tema de la locomoción de los robots móviles, de
está manera el tema de sensores y comunicación serán tratados de manera superficial.
La locomoción es el mecanismo mediante el cual un robot móvil puede trasladarse en su espacio
de trabajo, este mecanismo puede estudiarse desde el punto de vista dinámico, considerando las
fuerzas que generan el movimiento, o cinemático, estudiando el movimiento del robot sin considerar
las fuerzas que lo generan. Considerando el tipo de locomoción los robots móviles pueden clasificarse
en cuatro categorías, las cuales son:

1. Robots móviles terrestres. Son aquellos robots capaz de viajar sobre alguna superficie sólida,
los cuales se clasifican en:

• Robots móviles terrestres accionados por ruedas.

• Robot móvil terrestre accionado por ruedas.

• Tipo diferencial. Cuenta con dos ruedas fijas alineadas sobre un mismo eje.

• Tipo omnidireccional. Cuenta con ruedas suecas.

• Tipo triciclo. Cuenta con dos ruedas alineadas en un mismo eje y una rueda direc-
cionable.

• Tipo Ackerman. Cuenta con dos ruedas fijas sobre el mismo eje y dos ruedas direc-
cionables.

• Robot móvil terrestre accionado por orugas.

• Robot móvil terrestre accionado por piernas.

• Bípedo.

• Hexápodo.

2. Robots móviles acuáticos. Son aquellos robots que puedes operar en medios acuáticos, pudiendo
ser propulsado tanto por hélices como por turbinas acuáticas.
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• Submarinos, cuando tienen la capacidad de operar bajo la superficie.

• Barcos, capaz de actuar sobre la superficie.

3. Robots móviles aéreos. Son aquellos robots que operan en el aire imitando aeronaves existentes.

• Robots aéreos de ala fija.

• Robots aéreos de ala rotativa.

• Helicópteros coaxiales.

• Cuadri-rotores.

• Hexa-rotores.

4. Robots móviles espaciales. Están conformados por robots diseñados específicamente para ac-
tuar en ambientes de microgravedad.

Por otra parte, el sistema de sensado permite conocer, a través de ciertos dispositivos, tanto la orien-
tación como la localización del robot móvil dentro de su espacio de trabajo. Los sensores comúnmente
más utilizados son

• Sensores de contacto.

• Sensores inerciales.

• Sensores ultrasónicos e infrarrojos.

• Sonares, radares y laser.

• GPS.

• Cámaras.

1.1.1. Aplicaciones

Debido a la ventaja que tienen los robots móviles de desplazarse en sus entorno de trabajo, les
permite ser aptos para una variedad de tareas las cuales podrían representar un riesgo para el ser
humano, tales como:

• Robots repartidores.

• Robots para vigilancia e inspección.

• Robots mineros.

• Robots espaciales (manutención de la estación espacial internacional).

• Robots para reconocimiento militar.

• Robots anti bombas.

• Robots para la agricultura y forestales.

• Robots de soporte, domésticos y de entretenimiento.

Como es de esperarse si se combinan y coordinan las acciones de control de varios robots móviles
es posible realizar tareas que un solo robot no sería capaz de realizar, dando cabida a los sistemas
multi-agente, los cuales son descritos en la siguiente Sección.
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1.2. Sistemas multi-agente

Un sistema multi-agente es un conjunto de entes (insectos, software, personas, robots móviles, ma-
nipuladores, etc.) que trabajan de manera cooperativa para lograr una tarea en conjunto. Dichos
sistemas pueden clasificarse de acuerdo al tipo de entes que lo conforman, siendo homogéneo cuando
se trata de un sistema conformado por entes del mismo tipo (por ejemplo: un sistema conformado
por dos o mas robots móviles terrestres con ruedas tipo diferencial, un sistema conformado por dos
o mas vehículos aéreos no tripulados tipo cuadri-rotor, sistema conformado por dos o mas manipula-
dores seriales, etc.) y heterogéneo cuando se trata de entes de distinto tipo (por ejemplo: un sistema
conformado por dos robots móviles terrestres con ruedas uno tipo diferencial y uno tipo omnidirec-
cional, un sistema conformado por un robot móvil terrestre con ruedas tipo diferencial y un vehículo
aéreo no tripulado tipo cuadri-rotor, etc.), como se muestra en [20]. La coordinación de múltiples
robots móviles toma importancia en algunas áreas, como lo son, aplicaciones en la industria, vigi-
lancia, servicios en hogares, logística, entre otros [44], para esto el problema clásico de converger a
un punto o seguir una trayectoria para un solo robot móvil es extendido al caso de comportamien-
tos colectivos, como lo son, convergencia a parámetros de formación, seguimiento de trayectorias
en formación, dispersión, confinamiento, estrategias para evitar la colisión entre robots, etc. Para
abordar este problema existen diferentes enfoques, tanto para el modelado del sistema como para
el control del mismo. De acuerdo a [16], existen dos esquemas en los que están basados los sistemas
multi-agente para tener un comportamiento cooperativo: los esquemas basados en comportamiento
y los esquemas basados en modelos. Los esquemas basados en comportamiento imitan la conducta
y organización colectiva de seres biológicos (conocidos en la literatura como swarms), tales como los
bancos de peces, las parvadas de aves, las colonias de hormigas, etc. [12], [13], [15], [17], [18], [41].
Por otra parte, en los esquemas basados en modelos, la cinemática o dinámica de cada robot móvil,
y las interacciones entre los robots, son modeladas matemáticamente, donde el comportamiento de
cada robot móvil surge de las técnicas de teoría de control, física, inteligencia artificial, etc. Al-
gunas técnicas de análisis utilizadas en este esquema son: campos potenciales artificiales, métodos
de Lyapunov, análisis de topología/geometría, modelos de ecuaciones diferenciales, teoría de grafos,
predicción del movimiento de cohesión, frecuencia de colisión, fuerzas de atracción y repulsión de
partículas, etc. [15]. Sin embargo, para la implementación de la mayoría de estas técnicas, se requiere
de un sistema que permita conocer las posiciones de cada robot dentro de un marco de referencia
inercial.
El control de formación se puede dividir en 2 grupos: enfoque basado en posición y enfoque basado
en distancia. La principal diferencia entre ambos enfoques consiste en el tipo de marco de referencia
(global o local), que se esté utilizando. En este sentido, los investigadores han prestado más atención
al enfoque en distancia debido a su estructura descentralizada, esto significa que, los agentes no
necesitan compartir un sistema de coordenadas común. Por lo tanto, el principal objetivo para cada
agente consiste en controlar su distancia y orientación relativa con respecto a los otros, utilizando
información obtenida a través de sensores locales. Sin embargo, no compartir un mismo sistema de
coordenadas, implica que el control de formación a través del enfoque basado en distancia y ángulo
sea desafiante.

Este trabajo considera un sistema multi-agente heterogéneo, conformado por robots móviles terres-
tres tipo omnidireccional y diferencial, bajo el esquema líder-seguidor, y el movimiento de éstos se
da en un plano horizontal X − Y . Además, se considera un sistema multi-agente heterogéneo con-
formado por un robot móvil terrestre tipo omnidireccional y un vehículo aéreo no tripulado tipo
cuadri-rotor, bajo el esquema líder-seguidor. En ambos casos, el agente seguidor debe mantenerse a
una cierta distancia y orientación con respecto del líder.
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1.2.1. Trabajo relacionado

Uno de los primeros trabajos donde se aborda el enfoque de modelado y control basado en distancia
y ángulo entre los agentes, se presenta en [3], donde se diseña una estrategia de control para formar
a un grupo de robots utilizando la distancia y el ángulo de alineamiento con respecto al líder. De
manera similar, en [4], los autores proponen una estrategia de control para lograr la formación de
un grupo de robots no holónomos y, además, evadir obstáculos cambiando la formación. Por otro
lado en [8], [42], [50], se presentan leyes de control diseñadas a partir de la realimentación de la
posición global de cada uno de los robots o la medida relativa de la distancia y ángulo de acuerdo a
sensores instalados en el ambiente de trabajo o montados en los robots. En [11] se presenta una ley
de control, obtenida a partir de la dinámica de la distancia, la cual logra que los errores de formación
converjan exponencialmente a cero. Por su parte, [10] presenta una ley de control adaptable, basada
en distancia, para mantener la formación de un sistema líder-seguidor, donde los vehículos utilizados
son aviones, cuya velocidad es constante y está definida por la velocidad del líder. Por otro lado,
en [9] utilizan la dinámica de los robots no holónomos para proponer una ley de control, obtenida a
través del gradiente de una función que depende de la distancia y el ángulo, con el objetivo de lograr
una formación deseada. Mientras que en [6] proponen un control de formación basado en distancia,
diseñado mediante el método de análisis de Lyapunov, para garantizar la evasión de colisiones y el
seguimiento de la trayectoria por el grupo de agentes, siendo necesario en estos últimos un siste-
ma de coordenadas global. Bajo esta misma metodología de modelado y control, en [5] se propone
un control por modos deslizantes, para mantener la formación durante el vuelo de un conjunto de
UAVs (vehículos aéreos no tripulados, del inglés Unmanned Aerial Vehicles) del tipo cuadri-rotor,
en movimientos planares X-Y, mientras que en [7] se propone una ley de control por backstepping
para resolver el problema de formación líder-seguidor de un UAV tipo cuadri-rotor siguiendo como
líder a un robot móvil tipo diferencial. Por otro lado, en [32] se enfoca en el desarrollo de una ley
de control basada en distancia que permita la convergencia global a la formación deseada mediante
el uso de grafos de formación, por su parte [47] logra este fin mediante el uso de controladores PI,
mientras que [23] utiliza formaciones que varían con el tiempo, se tiene además en [22] el uso de un
área de trabajo con restricciones y en [24] se logra una formación triangular. En [49] se utiliza un
controlador por modelo predictivo basado en la optimización de la dinámica neuronal.
Por otra parte, ejemplos de la implementación de robots móviles terrestres con ruedas se pueden
encontrar en [40], para el caso del transporte, en [26] se presenta un convoy, integrado por tractores,
utilizado en agricultura para transporte de cargas. Finalmente, en [34] se presenta el transporte de
cargas en un ambiente industrial utilizando vehículos aéreos no tripulados.
Por otro lado, el problema de seguimiento de trayectorias en formación requiere la convergencia de
los robots a un patrón de formación y el seguimiento de una trayectoria deseada, simultáneamente.
El caso de estudio básico de este problema es el caso de dos robots, donde el robot líder sigue la
trayectoria deseada, mientras que el robot seguidor mantiene una distancia y un ángulo relativo
respecto al agente líder. En una manera descentralizada, la estrategia de control depende de medi-
das locales de la distancia y ángulo de orientación. En [48] la posición deseada del agente seguidor
es dada por un robot móvil terrestre tipo uniciclo virtual al cual debe converger el agente físico.
La estimación de un líder en movimiento es presentado en [10]. El comportamiento líder-seguidor
entre dos robots es extendido en trabajos como [28], al caso de múltiples robots con el fin de lograr
configuraciones ramificadas. Cabe destacar que estos trabajos previos analizan leyes de control con
las cuales se tiene convergencia local.
Con respecto al trabajo experimental, en [29] utilizan robot móviles terrestres tipo diferencial, mien-
tras que la calibración y perspectiva de visión de las cámaras a bordo son estudiadas en [33], y la
estimación de la distancia utilizando técnicas de visión es presentado en [31]. En [43] se presentan
leyes de control que permiten mantener al líder dentro del campo de visión de la cámara, aún cuando
se encuentran presentes obstáculos. Por otro lado, en [29] se presenta un estimador para aeronaves
utilizando sensores de búsqueda. Por último, en [38] se presenta la reasignación del agente líder
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basado en mediciones difusas.
La extensión del esquema líder-seguidor al caso del transporte colaborativo de objetos o el segui-
miento de trayectorias, se imponen algunas estructuras entre los robots, en [36] se muestra un primer
caso de estás estructuras, como lo es la generación de trayectorias virtuales para la navegación del
seguidor relativa al líder. Una segunda estrategia, presentada en [46], es la creación de robots vir-
tuales ubicados en los centros de los círculos utilizados para generar formaciones poligonales para
los seguidores. En [37], esta idea es extendida para subgrupos de robots formados en columnas con
una organización jerárquica. El tercer caso de este concepto es la definición de estructuras virtuales,
donde la posición deseada de los robots es definida en una estructura que se mueve a lo largo de una
trayectoria. Algunos ejemplos se presentan en [51], donde un operador humano mueve la estructura
virutal, en [30] para el caso de vehículos inteligentes, en [45] utilizando modelos dinámicos de la
estructura virtual y en [25] utilizando marcos rígidos. En [27] se presenta una estructura virtual
especial conocida como formación V, donde el líder es colocado en el nodo raíz y los seguidores son
colocados en líneas cuyo ángulo es medido respecto al nodo raíz o líder. Por último, el concepto de
imponer una estructura móvil es referido al espacio de cluster en [35] y [39], donde se toma en cuenta
la dinámica del objeto que se transporta y se especifica la posición de los robots bajo este objeto.
Sin embargo, tanto en los trabajos de [3] y [4] como en el trabajo de [8], controlan los vehículos
terrestres tomando como punto de referencia el centro del eje de las ruedas, lo cual implica que no
está definido si el vehículo va de frente o en reversa; mientras que en el de trabajo de [10] y [11] se
consideran agentes puntuales, por lo tanto no se tiene definición de la orientación. Por último en [6]
y [9], se considera un sistema de coordenadas global, necesitando entonces el conocimiento de las
coordenadas de todos los agentes, teniendo un sistema centralizado y en un ambiente totalmente
controlado.

1.3. Objetivos

El objetivo general de esta tesis es:

Desarrollar un modelo matemático, basado en distancia y ángulo entre los agentes, para un sistema
multi-agente heterogéneo, conformado por robots móviles aéreos y terrestres (accionados por ruedas),
utilizando el esquema líder-seguidor. Posteriormente, diseñar, analizar y validar algoritmos de control
que permitan resolver el problema de formación.

Para lograr el objetivo general, se establecen los siguientes objetivos específicos:

1. Obtener el modelo matemático, basado en distancia y ángulo entre los agentes, para el sistema
multi-agente, utilizando como referencia el marco inercial del robot líder.

2. Obtener el modelo matemático, basado en distancia y ángulo entre los agentes, para el sistema
multi-agente, utilizando como referencia un marco global .

3. Diseñar estrategias de control que permitan que el agente seguidor se forme a una distancia y
ángulo deseados con respecto al líder.

4. Análisis teórico de convergencia de la distancia y ángulo de formación entre los agentes a los
valores deseados.

5. Realizar simulaciones numéricas para validar las estrategias de control.

6. Realizar pruebas experimentales.
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1.4. Organización de la tesis

La tesis está organizada de la siguiente manera. El Capítulo 2 presenta los modelos matemáticos
de los robots móviles que serán utilizados, la ecuación de movimiento de cuerpos rígidos, el modelo
cinemático de un sistema 1-tráiler estándar y un nuevo sistema al que denominamos omni-tráiler, así
como el algoritmo de extensión dinámica. Dichos preliminares matemáticos serán de utilidad para
establecer los resultados de este trabajo. El Capítulo 3 contiene las principales contribuciones. Este
Capítulo está dedicado a desarrollar el modelo matemático de un sistema multi-agente conformado
por robots móviles terrestres y aéreos, así como el diseño y validación de las estrategias de control
para lograr que el agente seguidor se mantenga a una distancia y orientación con respecto al líder. En
el Capítulo 4, se describe la plataforma experimental utilizada. Además, se presentan las simulaciones
numéricas y los experimentos en tiempo real. Finalmente, algunas conclusiones y trabajo a futuro
se presentan en el Capítulo 5.



Capítulo 2

Preliminares

En este Capítulo se hace un repaso de los modelos matemáticos de los robots móviles que se van
a utilizar en este trabajo, la ecuación de movimiento de cuerpos rígidos, del modelo cinemático del
1-tráiler estándar, y se propone un modelo cinemático de una nueva estructura rígida compuesta
por un robot móvil omnidireccional y un robot móvil diferencial. Finalmente, se presenta el algo-
ritmo de extensión dinámica. Estos resultados preliminares nos permitirán enmarcar claramente las
contribuciones de este trabajo.

2.1. Modelos cinemáticos

Los robots móviles que se encuentran en el Laboratorio de Mecatrónica y Control del Instituto
Tecnológico de la Laguna, y aquellos que se utilizaron en el Laboratorio de Análisis de Movimiento,
del Departamento de Estudios de Ingeniería e Innovación, de la Universidad Iberoamericana, Campus
Ciudad de México, utilizan motores de corriente directa para realizar el movimiento de las ruedas.
Cada motor incluye un encoder de alta resolución. Esta información es usada por el microcontrolador
interno para determinar la velocidad rotacional inmediata de cada rueda, requerida para realizar el
movimiento deseado. Debido a que las ruedas están fabricadas de un caucho resistente, se considera
que éstas no presentan deformaciones durante el movimiento del robot. Además, considerando que
los robots se mueven sobre un plano horizontal y éste no pierde adherencia al terreno, entonces existe
una relación directa entre el movimiento de rotación de las ruedas y el movimiento del robot. Debido
a lo anterior, se decide utilizar el modelo cinemático de los robots para el modelado y el control.
Un robot móvil terrestre tipo diferencial cuenta con dos ruedas unidas al mismo eje (Figura 2.1) y
cuyo modelo cinemático está dado por [19]

ẋ = v cos θ, (2.1a)
ẏ = v sen θ, (2.1b)

θ̇ = w, (2.1c)

donde
[
x y

]> ∈ R2 es la posición del punto medio del eje de las ruedas, θ ∈ R denota la orientación
del vehículo, medida con respecto al eje horizontal X, y

[
v w

]> ∈ R2 son las entradas de control,
correspondientes a la velocidad lineal y velocidad angular, respectivamente.

Por otra parte, un robot móvil terrestre tipo omnidireccional (Figura 2.2) es un robot que gene-
ralmente está equipado con ruedas suecas (Figura 2.3), mediante las cuales, a partir de algunos
arreglos entre los giros de las mismas, permite al robot desplazarse de manera lateral sin cambiar la
orientación del mismo. El modelo cinemático para este tipo de robots está dado por [52]



8 2 Preliminares

Figura 2.1: Esquema del robot móvil terrestre tipo diferencial.

ẋẏ
θ̇

 = R(θ)

vxvy
w

 , (2.2)

donde
[
x y

]> ∈ R2 es la posición del centro geométrico del robot, θ ∈ R es la orientación del
vehículo, medida con respecto al eje horizontal X;

[
vx vy w

]> ∈ R3 son las entradas de control,
correspondientes a la velocidad lineal, velocidad lateral y velocidad angular, respectivamente, y R(θ)
es una matriz de rotación dada por

R(θ) =

cos θ − sen θ 0
sen θ cos θ 0

0 0 1

 .

2.1.1. Modelo dinámico del cuadri-rotor

El modelo simplificado del vehículo aéreo no tripulado, tipo cuadri-rotor (Figura 2.4) está dado
por [58]:

ẍ =
uz
m

(senφ senψ + cosφ cosψ sen θ), (2.3a)

ÿ =
uz
m

(− senφ cosψ + cosφ senψ sen θ), (2.3b)

z̈ =
uz
m

(cosφ cos θ − g), (2.3c)

θ̈ = τθ, (2.3d)

φ̈ = τφ, (2.3e)

ψ̈ = τψ, (2.3f)
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Figura 2.2: Esquema del robot móvil terrestre tipo omnidireccional.

Figura 2.3: Rueda tipo sueca.

donde
[
x y

]> ∈ R2 son las coordenadas del centro geométrico, z ∈ R+ es la altura del mismo,
mientras que θ ∈ R es el ángulo de cabeceo, φ es al ángulo de alabeo y ψ ∈ R es el ángulo
de guiñada; por otro lado m es la masa del cuadri-rotor, siendo uz, τθ, τφ, τψ ∈ R, las entradas de
control relacionadas al empuje total, el torque en cabeceo, el torque en alabeo y el torque en guiñada,
respectivamente. Mientras que m y g son parámetros del modelo correspondientes a la masa y la
constante de aceleración gravitacional, respectivamente.

2.2. Ecuación de movimiento de cuerpos rígidos

La relación de velocidades entre dos puntos de un cuerpo rígido (Figura 2.5) puede ser expresada
por la ecuación de movimiento de cuerpos rígidos [53], dada por

v2 = v1 + ω × r12, (2.4)
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xy

z φθ

ψ

f1f2

f3 f4

Figura 2.4: Esquema cuadri-rotor

X

Y

v2

v1

θ2

θ1

θ

r12

Figura 2.5: Diagrama esquemático de un cuerpo rígido.

donde v1 y v2 son los vectores de velocidad del punto 1 y 2 respectivamente, ω es el vector de
velocidad angular, r12 es el vector de posición del punto 1 al punto 2, mientras que ` es la distancia que
separa el punto 1 y el punto 2, θ1 y θ2 son las direcciones de las velocidades v1 y v2, respectivamente,
medidos con respecto al eje horizontal y θ es el ángulo de la recta que une a los puntos 1 y 2 con
respecto al eje horizontal.
Considerando el movimiento del cuerpo rígido en un espacio de dos dimensiones y tomando v1 = ‖v1‖
y v2 = ‖v2‖, entonces, las velocidades v1 y v2, se pueden expresar como

v1 = v1(̂ı cos θ1 + ̂ sen θ1),

v2 = v2(̂ı cos θ2 + ̂ sen θ2),

mientras que la velocidad angular se expresa como ω = k̂θ̇, donde ı̂, ̂ y k̂ son vectores unitarios,
siendo el vector de posición expresado por

r12 = −`(̂ı cos θ + ̂ sen θ),
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entonces la ecuación de movimiento de cuerpo rígido (2.4) se reescribe como

v2(̂ı cos θ2 + ̂ sen θ2) = v1(̂ı cos θ1 + ̂ sen θ1) + k̂θ̇ × (−`ı̂ cos θ − `̂ sen θ),

resolviendo el producto cruz se tiene que

v2(̂ı cos θ2 + ̂ sen θ2) = ı̂v1 cos θ1 + ı̂θ̇` sen θ + ̂v1 sen θ1 − ̂θ̇` cos θ,

el cual, al expresarlo en forma vectorial obtenemos[
v2 cos θ2

v2 sen θ2

]
=

[
v1 cos θ1

v1 sen θ1

]
+ θ̇`

[
sen θ
− cos θ

]
, (2.5)

a partir de la Figura 2.5 se tiene que ẋ1 = v1 cos θ1, ẏ1 = v1 sen θ1, ẋ2 = v2 cos θ2 y ẏ2 = v2 sen θ2,
entonces (2.5) se reescribe como [

ẋ1

ẏ1

]
=

[
ẋ2

ẏ2

]
+ θ̇`

[
sen θ
− cos θ

]
. (2.6)

El resultado obtenido en (2.6) nos ayudará a validar algunos resultados presentados en el Capítulo
3 de este trabajo.

2.3. Sistema 1-tráiler estándar

X

Y

vR

vT

θR

θT

dTR

xT

yT

Figura 2.6: Diagrama esquemático de un sistema 1-tráiler estándar.

Un n-tráiler es un dispositivo mecánico compuesto por un cierto número de vehículos (tráilers),
jalados por un robot móvil conocido como tractor. El primer tráiler esta ligado al tractor y los
subsecuentes vehículos están ligados al tráiler que se encuentra adelante de ellos por medio de



12 2 Preliminares

uniones mecánicas. Un tráiler tipo estándar es aquel en donde las uniones coinciden con el punto
medio del eje de las ruedas del vehículo que se encuentra adelante. El modelo cinemático de un
1-tráiler estándar (Figura 2.6), está dado por ([54], [55], [56]):

ẋT = vT cos θT , (2.7a)
ẏT = vT sen θT , (2.7b)

θ̇T = wT , (2.7c)

θ̇R = vT
sen(θT − θR)

dTR
, (2.7d)

donde
[
xT yT

]> ∈ R2 es el punto medio del eje de las ruedas del tractor, θT ∈ R es el ángulo de
orientación del tractor, siendo wT la velocidad angular. Por otro lado, vR es la velocidad longitudinal
del remolque, θR la orientación del mismo y dTR es la distancia que existe entre los vehículos.

Lema 2.1 La velocidad longitudinal del tráiler vR depende de la velocidad longitudinal del tractor
vT y de las orientaciones θT y θR a través de la siguiente relación:

vR = vT cos(θT − θR). (2.8)

Prueba 2.1 Aplicando (2.4) para obtener la velocidad del tractor vT , se tiene que

vT = ‖vR‖(cos θR ı̂+ sen θR̂) + θ̇Rk̂ × dTR(cos θR ı̂+ sen θR̂), (2.9)

donde ı̂, ̂ y k̂ son vectores unitarios y vR es la velocidad del remolque. Note que la velocidad vT =
‖vT ‖(cos θT ı̂+ sen θT ̂), que sustituyendo en (2.9) y reescribiendo en forma vectorial, se tiene que

‖vT ‖
[
cos θT
sen θT

]
=
[
cos θR −dTR sen θR
sen θR dTR cos θR

] [‖vR‖
θ̇R

]
, (2.10)

sea vT = ‖vT ‖ y vR = ‖vR‖, entonces

vR = vT cos(θT − θR),

θ̇R = vT
sen(θT − θR)

dTR
.

2.4. Omni-tráiler

Debido a que la estructura del sistema 1-tráiler puede ser heterogénea, entonces es posible tener un
robot móvil tipo omnidireccional como tractor (Figura 2.7), siendo el remolque, un robot móvil tipo
diferencial, ambos robots están conectados por una barra rígida de longitud dTR.

Lema 2.2 La velocidad lineal vR, y la velocidad angular θ̇R del robot móvil diferencial dependen de
la velocidad longitudinal vxT , la velocidad lateral vyT y de los ángulos de orientación del tractor θT
y del ángulo de orientación del remolque θR, y están dadas por

vR = vxT cos(θT − θR)− vyT sen(θT − θR), (2.11a)

θ̇R =
1

dTR
[vxT sen(θT − θR) + vyT cos(θT − θR)] . (2.11b)

Prueba 2.2 Aplicando (2.4) para obtener la velocidad del tractor (vT ), se tiene que

vT = ‖vR‖(cos θR ı̂+ sen θR̂) + θ̇Rk̂ × dTR(cos θR ı̂+ sen θR̂), (2.12)



2.5 Algoritmo de extensión dinámica 13
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vR
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vyT

θR

θT

dTR

xT

yT

Figura 2.7: Diagrama esquemático de un omni-tráiler.

se tiene además que vT = vxT cos θT ı̂−vyT sen θT ı̂+vxT sen θT ̂+vyT cos θT ̂, al sustituir lo anterior
en (2.12), y expresándolo en forma vectorial se tiene[

vxT cos θT − vyT sen θT
vxT sen θT + vyT cos θT

]
=
[
cos θR −dTR sen θR
sen θR dTR cos θR

] [‖vR‖
θ̇R

]
, (2.13)

sea vR = ‖vR‖, entonces

vR = vxT cos(θT − θR)− vyT sen(θT − θR),

θ̇R =
1

dTR
[vxT sen(θT − θR) + vyT cos(θT − θR)] .

2.5. Algoritmo de extensión dinámica

El algoritmo de extensión dinámica [57], consiste en diseñar una nueva retroalimentación, de tal
manera que en lazo cerrado, el grado relativo de las primeras q salidas aumente una unidad. Espe-
cíficamente, el propósito de este algoritmo es generar un nuevo sistema para el cual, posiblemente,
rank(D) > q, donde D es la matriz de desacoplamiento. Para lograr esto, las siguientes ecuaciones
se deben cumplir

Lrif hi + LgL
ri−1
f hiα(ζ) = 0, 1 ≤ i ≤ q, (2.14a)

D(ζ)β(ζ) =

[
Iq×q 0q×(m̄−q)

?(m̄−q)×q 0(m̄−q)×(m̄−q)

]
, (2.14b)

donde m̄ es el número de entradas, α(ζ) y β(ζ) son funciones de diseño, I es la matriz identidad,
mientras que ? implica que dicho elemento puede tomar cualquier valor. Con base en esto, la nueva
realimentación está dada por

u = α(ζ) + β1(ζ)ξ + β2(ζ)ν2, (2.15a)

ξ̇ = ν1, (2.15b)
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donde ν =
[
ν1 ν2

]> son las nuevas entradas de control del sistema, β1 y β2 son las columnas que
conforman la matriz β(ζ).



Capítulo 3

Modelado y control

En este Capítulo se utilizan dos enfoques para desarrollar un modelo matemático basado en distancia
y ángulo entre los agentes, de un sistema multi-agente heterogéneo, conformado por robots móviles
tipo omnidireccional, diferencial y vehículos aéreos no tripulados tipo cuadri-rotor, bajo el esquema
líder-seguidor y considerando el modelo cinemático y/o dinámico de cada vehículo. El primer enfoque
consiste en medir el ángulo de formación a partir del marco inercial del agente líder, mientras que en
el segundo enfoque, el ángulo de formación se mide a partir del marco inercial del agente seguidor.
Utilizando el segundo enfoque, se obtienen cuatro modelos cinemáticos diferentes, i.e.

Esquema líder-seguidor O −O. Ambos agentes son robots móviles tipo omnidireccional.

Esquema líder-seguidor D−O. El agente líder es un robot tipo diferencial y el agente seguidor
es un robot omnidireccional.

Esquema líder-seguidor O − D. El agente líder es un robot tipo omnidireccional y el agente
seguidor es un robot tipo diferencial.

Esquema líder-seguidor D −D. Ambos agentes son robots tipo diferencial.

Además, utilizando la misma metodología del segundo enfoque, se desarrolla un modelo matemático
de un esquema líder-seguidor O−Q, donde el líder es un robot omnidireccional y el agente seguidor
es un cuadri-rotor.

En ambos enfoques, se diseñan estrategias de control con el objetivo de que el agente seguidor se
mantenga a una distancia y ángulo deseados con respecto al líder, logrando, en algunos casos, emular
el comportamiento cinemático de cuerpos rígidos. Para validar las estrategias de control, en todos
los casos, se presenta el análisis de estabilidad correspondiente.

3.1. Modelo y control referenciado al agente líder

En esta sección se obtendrá el modelo considerando como referencia al marco inercial del agente
líder.

De acuerdo a la Figura 3.1, sea ` la distancia entre el agente líder y el agente seguidor (medida entre
los puntos medios de los ejes de tracción), ϕ el ángulo que existe entre la componente de la velocidad
lineal del agente líder y la línea ` que une a los dos agentes, θL es el ángulo de orientación del agente
líder, wL es la velocidad angular de dicho agente, mientras que θF es el ángulo de orientación del
agente seguidor siendo wF su velocidad angular, se tiene además que vL y vF son las velocidades
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Figura 3.1: Esquema líder-seguidor.

longitudinales de cada agente. Por otro lado, ` y sus componentes `x y `y se pueden expresar a partir
de las posiciones y orientaciones de ambos agentes, i.e.

` =
√

(xL − xF )2 + (yL − yF )2, (3.1a)
`x = −(yL − yF ) sen θL − (xL − xF ) cos θL, (3.1b)
`y = −(yL − yF ) cos θL + (xL − xF ) sen θL. (3.1c)

Por otra parte, la distancia ` y sus componentes `x y `y también se pueden expresar como

` =
√
`2x + `2y, (3.2a)

`x = −` cosϕ, (3.2b)
`y = −` senϕ. (3.2c)

Con el fin de representar el sistema líder-seguidor en función de ` y ϕ, se obtendrán sus derivadas.
Derivando con respecto al tiempo (3.1b), (3.1c) y (3.2a), se obtiene lo siguiente

˙̀ =
`x ˙̀

x + `y ˙̀
y

`
,

˙̀
x = −(ẏL − ẏF ) sen θL − (yL − yF )θ̇L cos θL − (ẋL − ẋF ) cos θL + (xL − xF )θ̇L sen θL,

= −(vL sen θL − vF sen θF ) sen θL − (yL − yF )wL cos θL − (vL cos θL − vF cos θF ) cos θL

+(xL − xF )wL sen θL,

= −vL sen2 θL + vF sen θF sen θL − (yL − yF )wL cos θL − vL cos2 θL + vF cos θF cos θL

+(xL − xF )wL sen θL,

= −vL + vF (sen θF sen θL + cos θF cos θL)− wL [(yL − yF ) cos θL − (xL − xF ) sen θL] ,

= −vL + vF cos(θF − θL) + wL`y,
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˙̀
y = −(ẏL − ẏF ) cos θL + (yL − yF )θ̇L sen θL + (ẋL − ẋF ) sen θL + (xL − xF )θ̇L cos θL,

= −(vL sen θL − vF sen θF ) cos θL + (yL − yF )wL sen θL + (vL cos θL − vF cos θF ) sen θL

+(xL − xF )wL cos θL,

= vF (sen θF cos θL − cos θF sen θL) + wL [(yL − yF ) sen θL + (xL − xF ) cos θL] ,

= vF sen(θF − θL)− wL`x.

Sustituyendo (3.2b) y (3.2c) en la dinámica de ˙̀ se obtiene el siguiente sistema

˙̀ =
−` cosϕ [−vL + vF cos(θF − θL)− wL` senϕ]

`

−` senϕ [vF sen(θF − θL) + ` cosϕwL]

`
,

=
−` cosϕ [−vL + vF cos(θF − θL)]− ` senϕ [vF sen(θF − θL)]

`
,

= vL cosϕ− vF cos(θF − θL) cosϕ− vF sen(θF − θL) senϕ,

= vL cosϕ− vF [cos(θF − θL) cosϕ+ sen(θF − θL) senϕ] ,

= vL cosϕ− vF cos(θF − θL − ϕ).

A partir de (3.2b) y (3.2c), el ángulo ϕ está dado por ϕ = arctan
(
`y
`y

)
, cuya derivada está dada por

ϕ̇ =
`x ˙̀

y − `y ˙̀
x

`2y + `2x
,

=
−` cosϕ [vF sen(θF − θL) + `wL cosϕ]

`2
+
` senϕ [−vL + vF cos(θF − θL)− wL` senϕ]

`2
,

=
−`vF cosϕ sen(θF − θL)− `2wL − vL` senϕ

`2
+
vF ` senϕ cos(θF − θL)

`2
,

=
−vF [cosϕ sen(θF − θL)− senϕ cos(θF − θL)]− `wL − vL senϕ

`
,

=
−vF sen(θF − θL − ϕ)− `wL − vL senϕ

`
.

Por lo tanto, el modelo que representa la distancia y el ángulo entre el agente RL y el agente RF se
define como

ζ̇ = f(ζ) + g(ζ)uF , (3.3)

donde ζ =
[
` ϕ θF

]> ∈ R3 es el vector de estados del sistema y uF =
[
vF wF

]> ∈ R2 es el
vector de entradas de control para el agente seguidor, además

f(ζ) =

 vL cosϕ
−`wL−vL senϕ

`
0

 , g(ζ) =

 − cos(θF − θL − ϕ) 0
− 1
` sen(θF − θL − ϕ) 0

0 1

 .
Suposición 3.1 En los análisis subsecuentes, se asume que el agente líder es controlado para seguir
una trayectoria deseada, y que el agente seguidor tiene la capacidad de conocer la entradas de control
correspondientes al agente líder.

Evidentemente, el sistema (3.3), es un sistema subactuado. Debido a eso, se considera como salida a
h =

[
h1 h2

]>
=
[
` ϕ

]>. Antes de diseñar el control por realimentación, se procede a determinar
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el grado relativo del sistema así como su matriz de desacoplamiento, la cual está dada por [57]

D(ζ) =


Lg1

Lr1−1
f h1(ζ) . . . LgmL

r1−1
f h1(ζ)

Lg1L
r2−1
f h2(ζ) . . . LgmL

r2−1
f h2(ζ)

...
...

Lg1L
rm−1
f hm(ζ) . . . LgmL

rm−1
f hm(ζ)

 , (3.4)

donde Lgihi, Lfhi son las derivadas de Lie de la función de salida h respecto a g(ζ) y f(ζ), ri es el
grado relativo asociado a la i-ésima salida del sistema dado por [57]

LgL
k
fh(x) = 0 k < r − 1,

LgL
r−1
f h(x) 6= 0,

mientras m es el numero de salidas del sistema, y

g1 =

 − cos(θF − θL − ϕ)
− 1
` sen(θF − θL − ϕ)

0

 , g2 =

0
0
1

 .
Entonces, las derivadas de Lie, están dadas por

Lg1
h1(`) = [1 0 0]

 − cos(θF − θL − ϕ)
− 1
` sen(θF − θL − ϕ)

0

 = − cos(θF − θL − ϕ),

Lg2
h1(`) = [1 0 0]

0
0
1

 = 0,

Lg1
h2(ψ) = [0 1 0]

 − cos(θF − θL − ϕ)
− 1
` sen(θF − θL − ϕ)

0

 = −1

`
sen(θF − θL − ϕ),

Lg2h2(ψ) = [0 1 0]

0
0
1

 = 0.

Una vez obtenidas las derivadas de Lie, es evidente que el grado relativo para la salida h1 es r1 = 1,
mientras que el grado relativo para la salida h2 es r2 = 1, y la matriz de desacoplamiento, dada en
(3.4), se reduce a

D(ζ) =

[
− cos(θF − θL − ϕ) 0
− 1
` sen(θF − θL − ϕ) 0

]
, (3.5)

la cual es singular, debido a que det(D(ζ)) = 0, además de que el rango de la matriz D es q =
rank(D) = 1; por lo tanto no es posible diseñar una ley de control por realimentación estática. Para
resolver dicho problema se hace uso del algoritmo de extensión dinámica, mostrado en el Capítulo
2. Debido a que q = 1, entonces la condición (2.14a) se reduce a

Lfh1 + Lgh1α(ζ) = 0, (3.6)

donde α(ζ) =
[
α1(ζ) α2(ζ)

]>,
Lfh1(`) = [1 0 0]

 vL cosϕ
−`wL−vL senϕ

`
0

 = vL cosϕ,

Lgh1(`) =
[
− cos(θF − θL − ϕ) 0

]
,
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y, sustituyendo en (3.6), se tiene que

vL cosϕ+
[
− cos(θF − θL − ϕ) 0

] [α1(ζ)
α2(ζ)

]
= 0.

Seleccionando α1(ζ) y α2(ζ) de tal manera que la igualdad se cumpla, entonces

α(ζ) =

[ vL cosϕ
cos(θF−θL−ϕ)

0

]
.

Por otro lado, (2.14b) se reduce a[
− cos(θF − θL − ϕ) 0
− 1
` sen(θF − θL − ϕ) 0

] [
β11(ζ) β12(ζ)
β21(ζ) β22(ζ)

]
=

[
1 0
? 0

]
. (3.7)

Los elementos de la matriz β(ζ) se seleccionan de tal forma que se cumpla la ecuación (3.7), obte-
niendo lo siguiente

β11(ζ) = − 1

cos(θF − θL − ϕ)
,

β12(ζ) = 0,

β21(ζ) = 0,

β22(ζ) = − cos(θF − θL − ϕ),

y la matriz β(ζ) queda definida como

β(ζ) =

[
− 1

cos(θF−θL−ϕ) 0

0 − cos(θF − θL − ϕ)

]
,

la cual es no singular debido a que det[β(ζ)] = 1. Separando en dos columnas la matriz β, entonces
se define a β1 y β2, como

β1(ζ) =

[
− 1

cos(θF−θL−ϕ)

0

]
, β2(ζ) =

[
0

− cos(θF − θL − ϕ)

]
.

Sustituyendo los valores de α y β en (2.15a), se tiene que la nueva realimentación está dada por[
vF
wF

]
=

[ vL cosϕ
cos(θF−θL−ϕ)

0

]
+

[
− 1

cos(θF−θL−ϕ)

0

]
ξF +

[
0

− cos(θF − θL − ϕ)

]
w̄F ,

ξ̇F = uF .

El sistema extendido está dado por
˙̄ζ = f̄(ζ̄) + ḡ(ζ̄)ūF , (3.8)

con

f̄(ζ̄) =


ξF

1
` (−`wL − vL senϕ− tan(θF − θL − ϕ)(vL cosϕ− ξF ))

0
0

 ,

ḡ(ζ̄) =


0 0
0 0
1 0
0 − cos(θF − θL − ϕ)

 ,
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donde ζ̄ =
[
` ϕ ξF θF

]> ∈ R4 es el vector de estados extendido, ūF =
[
uF w̄F

]> ∈ R2 es el
nuevo vector de entradas de control.

Una vez aplicado el algoritmo de extensión dinámica, se procede a calcular el grado relativo y la
matriz de desacoplamiento del sistema extendido (3.8) con la misma salida h =

[
` ϕ

]>. A partir
de (3.4), se calculan las derivadas de Lie correspondientes

Lḡ1
h1(`) = [1 0 0 0]


0
0
1
0

 = 0, Lḡ2
h1(`) = [1 0 0 0]


0
0
0

− cos(θF − θL − ϕ)

 = 0,

Lḡ1h2(ψ) = [0 1 0 0]


0
0
1
0

 = 0, Lḡ2h2(ψ) = [0 1 0 0]


0
0
0

− cos(θF − θL − ϕ)

 = 0,

Lf̄h1(`) = [1 0 0 0]


ξF

1
` (−`wL − vL senϕ− tan(θF − θL − ϕ)(vL cosϕ− ξF ))

0
0

 = ξF ,

Lḡ1Lf̄h1(`) = [0 0 1 0]


0
0
1
0

 = 1,

Lḡ2
Lf̄h1(`) = [0 0 1 0]


0
0
0

− cos(θF − θL − ϕ)

 = 0,

Lf̄h2(ψ) = [0 1 0 0]


ξi

1
` (−`wL − vL senϕ− tan(θF − θL − ϕ)(vL cosϕ− ξF ))

0
0


=
−`wL − vL senϕ− tan(θF − θL − ϕ)(vL cosϕ− ξF )

`
,

Lḡ1
Lf̄h2(ψ) =

[
1
`a

′

1 − 1
`2 a1

1
`a

′

2
1
`a

′

3
1
`a

′

4

] 
0
0
1
0

 =
1

`
a

′

3,

Lḡ2
Lf̄h2(ψ) =

[
1
`a

′

1 − 1
`2 a1

1
`a

′

2
1
`a

′

3
1
`a

′

4

] 
0
0
0

− cos(θF − θL − ϕ)

 =
1

`
a

′

5,



3.1 Modelo y control referenciado al agente líder 21

donde

a1 = −`wL − vL senϕ− tan(θF − θL − ϕ)(vL cosϕ− ξF ),

a
′

1 = −wL,
a

′

2 = −vL cosϕ+ (vL cosϕ− ξF ) sec2(θF − θL − ϕ) + vL senϕ tan(θF − θL − ϕ),

a
′

3 = tan(θF − θL − ϕ),

a
′

4 = −(vL cosϕ− ξF ) sec2(θF − θL − ϕ),

a
′

5 = (vL cosϕ− ξF ) sec(θF − θL − ϕ).

Note que, con los anteriores cálculos, el grado relativo de la salida h1 y h2 es r1 = r2 = 2 y, la matriz
de desacoplamiento del sistema (3.8) está dada por

D(ζ̄) =

[
1 0

1
` tan(θF − θL − ϕ) 1

` (vL cosϕ− ξF ) sec(θF − θL − ϕ)

]
,

la cual es no singular para toda vF = (vL cosϕ−ξF ) sec(θF−θL−ϕ) 6= 0, debido a que el det(D) = vF
` .

Considerando la salida h y derivándola con respecto al tiempo sucesivamente, se tiene

ḧ = f̂(ζ̄) +D(ζ̄)

[
uF
w̄F

]
, (3.9)

donde

f̂(ζ̄) =

[
0

−ẇL + 1
` b1 −

˙̀

`a1

]
,

con a1 definida anteriormente y

b1 =− ˙̀wL − vLϕ̇ cosϕ− uL senϕ− tan(θF − θL − ϕ)(−vLϕ̇ senϕ+ uL cosϕ)

− sec2(θF − θL − ϕ)(vL cosϕ− ξF )(−wL − ϕ).

Como se mencionó anteriormente, la matriz D(ζ̄) es no singular para toda vF 6= 0, esto implica
que los agentes deben de estar siempre en movimiento. Para lidiar con la singularidad vF = 0, se
propone una salida alterna h̄ = [ξF θF ]

>, obteniéndose el siguiente sistema

˙̄h =

[
1 0
0 − cos(θF − θL − ϕ)

]
︸ ︷︷ ︸

D̂(ζ̄)

[
uF
w̄F

]
. (3.10)

Es importante mencionar, que la salida alterna h̄, se propone para lidiar con la singularidad vF = 0.

A partir de (3.9), le ley de control por realimentación, está dada por

ν =

[
uF
w̄F

]
= D(ζ̄)−1

{
−f̂(ζ̄) +

[
῭
d − k`p (`− `d)− k`d

(
˙̀− ˙̀

d

)
ϕ̈d − kϕp (ϕ− ϕd)− kϕd (ϕ̇− ϕ̇d)

]}
, (3.11)

donde k`p , k`d , kϕp , kϕd > 0 son parámetros de diseño, mientras que para el sistema (3.10), la ley
de control por realimentación, está dada por

ν̄ =

[
uF
w̄F

]
= D̂(ζ̄)−1

[
v̇L − kξp (ξF − vL)
wL − kθp (θF − θL)

]
, (3.12)
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donde kξp , kθp > 0 son parámetros de diseño. El vector de grado relativo del sistema (3.8) con la
salida h es {2, 2}. Debido a que la dimensión del sistema es 4, entonces, es posible, diseñar una ley
de control que linealice completamente al sistema (3.8). Por otra parte, el vector de grado relativo
del sistema (3.8) con la salida h̄ es {1, 1}. Por lo tanto, la dimensión de la dinámica cero del sistema
(3.8) es 2 y corresponde a la evolución de los estados ` y ϕ, la cual está dada por[

˙̀

ϕ̇

]
=

[
0

−wL − vL senϕ
` − tan(−θL−ϕ)(vL cosϕ)

`

]
, (3.13)

Comentario 3.1 El estudio de la dinámica que se obtuvo requiere de un análisis más profundo,
se asume que es estable debido a que en las pruebas experimentales y simulaciones numéricas se
observo que esta dinámica se estabilizaba.

Comentario 3.2 Note que la ley de control (3.11) exhibe una singularidad, cuando vF = 0. Esto
implica que (3.11) no es capaz de seguir trayectorias en las que la velocidad lineal del robot diferencial
sea cero. Además, debido a la existencia de esa singularidad, (3.11) no está definida globalmente.
Para superar este inconveniente, se propone una ley de control discontinua que permita lograr el
seguimiento de trayectorias global. Por otro lado, la ley de control (3.12), solo se propone para evitar
la singularidad vF = 0.

Con el objetivo de definir una ley de control que permita sobrellevar la singularidad se propone el
siguiente esquema de conmutación

ūF =

{
ν si (`, ϕ, ξF , θF ) ∈M,
ν̄ si (`, ϕ, ξF , θF ) ∈ M̄,

(3.14)

con
M =

{
(`, ϕ, ξF , θF ) ∈ R4| |vF | ≥ δ̄

}
,

M̄ =
{

(`, ϕ, ξF , θF ) ∈ R4| |vF | < δ̄
}
,

donde δ̄ es un parámetro positivo correspondiente al parámetro de conmutación.

Comentario 3.3 Es importante mencionar que el controlador (3.14) puede presentar algunos fe-
nómenos no deseables en el sistema extendido (3.8) por lo que debe de realizarse un análisis más a
fondo sobre la estabilidad de este sistema. Sin embargo este análisis queda como trabajo futuro, así
como el cálculo del valor del parámetro de conmutación δ̄.

Teorema 3.1 Considere el sistema (3.9) en lazo cerrado con el control (3.11), para todo vF 6= 0,
y considere que el término ẇL (correspondiente a al aceleración angular del líder) es una pertur-
bación no desvaneciente. Entonces, si los parámetros de diseño (k`p , k`d , kϕp , kϕp) > 0, el error en
distancia e` y el error de ángulo de formación eϕ convergerán de manera exponencial,i.e. ‖ε‖ ≤
λmáx(P )
λmı́n(P )

2
‖ε0‖ exp

(
− (1−κ)λmı́n(Q)

2λmáx(P ) (t− t0)
)
en una región determinada por

‖ε‖ ≥ 2δλmáx(P )

κλmı́n(Q)
, (3.15)

donde κ ∈ (0, 1) es un parámetro de diseño, ε = [e` ė` eϕ ėϕ]
> es el vector de errores, δ es la

cota superior de la perturbación ẇL, es decir ‖ẇL‖ ≤ δ, P = P> > 0 y Q = Q> > 0.

Prueba 3.1 La dinámica del error está dada por

ë` = ῭− ῭
d, ëϕ = ϕ̈− ϕ̈d.

Sustituyendo (3.9) y el control (3.11) en la dinámica del error, se tiene que

d

dt

[e`
ė`eϕ
ėϕ

]
=

 ė`
−k`pe` − k`d ė`

ėϕ
−kϕpeϕ − kϕd ėϕ − ẇL

 . (3.16)
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Definiendo ahora los estados como ε = [ε1 ε2 ε3 ε4]
>

= [e` ė` eϕ ėϕ]
>, entonces, el sistema

(3.16), en espacio de estados, está dado por

ε̇ = Kε+ ρ (3.17)

donde ρ = [0 0 0 −ẇL]
> y

K =

 0 1 0 0
−k`p −k`d 0 0

0 0 0 1
0 0 −kϕp −kϕd

 .
En primera instancia, se analizará el sistema cuando la perturbación es considerada como ρ = 0.
Para lograr esto, se propone la siguiente función candidata de Lyapunov

V (ε) =
1

2
εPε, (3.18)

donde P es una matriz definida positiva, P ∈ R4×4, P = P>, y cuyas cotas superior e inferior están
dadas por

λmı́n(P )‖ε‖2 ≤ V (ε) ≤ λmáx(P )‖ε‖2. (3.19)

La derivada con respecto al tiempo, de la función candidata de Lyapunov a lo largo de las trayectorias
del sistema (3.17), está dada por

V̇ (ε) = ε̇>Pε+ ε>P ε̇,

= (Kε)>Pε+ ε>P (Kε),

= ε>K>Pε+ ε>PKε,

= ε>
[
K>P + PK

]
ε.

A partir de la ecuación fundamental de Lyapunov, se tiene queK>P+PK = −Q dondeQ = Q> > 0,
por lo que V̇ (ε) se simplifica a

V̇ (ε) = −ε>Qε.
Acotando la derivada de la función candidata de Lyapunov, se tiene que

V̇ (ε) ≤ −λmı́n(Q)‖ε‖2. (3.20)

Además, a partir de (3.19), se tiene que ‖ε‖2 ≤ V (ε)
λmı́n(P ) , entonces, (3.20) se reescribe como

V̇ (ε) ≤ − λmı́n(Q)

λmáx(P )
V (ε). (3.21)

Debido a que la derivada de la función candidata de Lyapunov es definida negativa, entonces, el
sistema (3.17), con la perturbación ρ = 0, es global y exponencialmente estable.

Una vez definida la estabilidad del sistema (3.17) sin perturbación, se procede a continuación a
analizar dicho sistema pero con la perturbación ρ = [0 0 0 −ẇL]

>. Antes de proceder, asumamos
que la Suposición 3.1 se cumple, es decir, el agente líder es controlado para realizar el seguimiento
de una trayectoria. Específicamente, en este trabajo se considera la estrategia de control dada en
[14], [19], por lo que la ley de control para la velocidad angular esta dada por

wL =
1

vL
(− sen θL (m̈x − kdxL(ẋL − ṁx)− kpxL(xL −mx))

+ cos θL (m̈y − kdyL(ẏL − ṁy)− kpyL(yL −my))) .
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Note que la aceleración angular ẇL depende de la posición, velocidad y aceleración del agente líder
y de la trayectoria deseada por lo que en este análisis se considera como una perturbación no
desvaneciente, y está dada por

ẇL =
1

v2L
[v̇L(sen θL(kpxL (mx − xL) + kdxL

(ṁx − ẋL) + m̈x)− cos θL(kpyL (my − yL) + kdyL
(ṁy − ẏL) + m̈y)

+vL(− sen θL(kpxL (ṁx − ẋL) + kdxL
(m̈x − ẍL) + wL(kpyL (my − yL) + kdyL

(ṁy − ẏL) + m̈y) +
...
mx)

+ cos θL(kpyL (ṁy − ẏL) + kdyL
(m̈y − ÿL) + wL(kpxL (mx − xL) + kdxL

(ṁx − ẋL) + m̈x) +
...
my)))],

donde ...
mx y ...

my corresponden a la tercer derivada de la trayectoria deseada, v̇L es la aceleración
lineal del agente líder, ẍL y ÿL corresponden a las aceleraciones longitudinal y lateral del agente líder,
respectivamente. Considerando la función candidata de Lyapunov dada en (3.18), y derivándola con
respecto al tiempo, a lo largo de las trayectorias del sistema (3.17), se tiene que

V̇ (ε) = ε̇>Pε+ ε>P ε̇,

= (Kε+ ρ)>Pε+ ε>P (Kε+ ρ),

= ε>K>Pε+ ρ>Pε+ ε>PKε+ ε>Pρ,

= ε>
[
K>P + PK

]
ε+ 2ε>Pρ.

Considérese que la perturbación está acotada, es decir, ‖ρ‖ ≤ δ, entonces, la derivada de la función
candidata de Lyapunov se acota de la siguiente manera

V̇ (ε) ≤ −‖ε>Qε‖+ 2δλmáx(P )‖ε‖,
≤ −λmı́n(Q)‖ε‖2 + 2δλmáx(P )‖ε‖,
≤ −λmı́n(Q)‖ε‖2 + 2δλmáx(P )‖ε‖+ κλmı́n(Q)‖ε‖2 − κλmı́n(Q)‖ε‖2,
≤ −(1− κ)λmı́n(Q)‖ε‖2 + 2δλmáx(P )‖ε‖ − κλmı́n(Q)‖ε‖2, (3.22)

con κ ∈ (0, 1). A partir de (3.22), note que V̇ (ε) será definida negativa si

−κλmı́n(Q)‖ε‖2 + 2δλmáx(P )‖ε‖ ≤ 0.

A partir de la expresión anterior, es posible definir la región en la cual los estados del sistema (3.17)
van a converger, y está dada por

‖ε‖ ≥ 2δλmáx(P )

κλmı́n(Q)
, (3.23)

además, recordando que ‖ε‖2 ≤ V (ε)
λmı́n(P ) , entonces, (3.22) se reescribe como

V̇ (ε) ≤ − (1− κ)λmı́n(Q)

λmáx(P )
V (ε).

A partir de esta última expresión, se observa que el sistema perturbado (3.17), convergerá de manera
exponencial a la región determinada por (3.23), dicho esto podemos concluir que el sistema es
entrada-estado estable con respecto a la perturbación ẇL.

�

Teorema 3.2 Considere el sistema (3.10) en lazo cerrado con el control (3.12), entonces, la veloci-
dad y orientación del agente seguidor convergerán a la velocidad y orientación del agente líder, i.e.
ĺım
t→∞

eξ = ĺım
t→∞

eθ = 0, siendo eξ = ξF − vL es el error de velocidad y eθ = θF − θL es el error de
orientación.

Prueba 3.2 La dinámica de las coordenadas del error está dada por

ėξ = uF − uL, ėθ = w̄F − wL,
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y, al sustituir (3.10) y (3.12), en la dinámica de las coordenadas del error se tiene que

˙̄e = −K̄pē, (3.24)

donde ē = [eξ eθ]
>, K̄p = diag{kξp , kθp} es una matriz diagonal. Si kξp , kθp > 0, entonces, la

matriz K̄p es Hurwitz y los errores de velocidad y orientación convergen asintóticamente a cero, i.e.
ĺım
t→∞

eξ = ĺım
t→∞

eθ = 0.

�

3.2. Modelo y control referenciado al agente seguidor

Figura 3.2: Esquema líder-seguidor.

Sea N = {RF , RL} el conjunto de dos robots móviles tipo omnidireccional, cuyo modelo cinemático
está dado por [52]

ξ̇j = R(θj)vj , (3.25)

donde

R(θj) =

cos θj − sen θj 0
sen θj cos θj 0

0 0 1

 ,
con j = F,L, donde F es el agente seguidor y L es el agente líder, vj = [vxj vyj wj ]

> ∈ R3 como el
vector de entradas, siendo vxj la velocidad lineal, vyj la velocidad lateral y wj la velocidad angular;
ξj = [xj yj θj ]

> ∈ R3 es el vector de estados del sistema donde xj , yj determinan la posición del
centro geométrico del robot y θj su orientación, con respecto al eje horizontal X.

Comentario 3.4 Si se considera una velocidad lateral nula, i.e. vyj = 0, entonces, el modelo ci-
nemático dado en (3.25) cambia de tal forma que se obtiene el modelo cinemático de un robot tipo
diferencial

ẋj = vxj cos θj , (3.26a)
ẏj = vxj sen θj , (3.26b)

θ̇j = wj . (3.26c)
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Definidos los modelos cinemáticos del robot omnidireccional y del diferencial, respectivamente, se
procede a obtener una expresión que relacione la distancia entre los agentes (Figura 3.2), la cual
está dada por

` =
√
`2x + `2y, (3.27)

donde `x y `y son las distancias en el eje horizontal y vertical, respectivamente, y pueden ser definidas
en función de las posiciones de los agentes como

`x = xL − xF , (3.28a)
`y = yL − yF . (3.28b)

Note que las distancias `x y `y pueden ser expresadas en función de la distancia ` y de los ángulos
θF y ϕ como

`x = ` cos(θF − ϕ), (3.29a)
`y = ` sen(θF − ϕ), (3.29b)

donde ϕ es el ángulo medido entre el eje que forma la línea ` y el eje de la velocidad lineal vxF , y ϕ
está dado por

ϕ = θF − arctan

(
`y
`x

)
. (3.30)

Al derivar con respecto al tiempo (3.27), se obtiene lo siguiente

˙̀ =
`x ˙̀

x + `y ˙̀
y

`
, (3.31)

donde ˙̀
x y ˙̀

y se obtienen al derivar (3.28) con respecto al tiempo, y están dadas por

˙̀
x = ẋL − ẋF , (3.32a)
˙̀
y = ẏL − ẏF . (3.32b)

Por otra parte, derivando (3.30) con respecto al tiempo, se obtiene lo siguiente

ϕ̇ = θ̇F −
`x ˙̀

y − `y ˙̀
x

`2
. (3.33)

Las expresiones (3.31) y (3.33) son representaciones generales del modelo basado en distancia y
ángulo. Dicho modelo puede ser reducido dependiendo del tipo de agentes que van a ser utilizados.

3.2.1. Esquema líder-seguidor O −O

Proposición 3.1 Considere que el conjunto de robots, N , está representado por dos robots móviles
terrestres del tipo omnidireccional, con el modelo cinemático dado por (3.25), entonces, el modelo
matemático basado en distancia y ángulo está dado por

η̇ = A(η)vL +B(η)vF , (3.34)
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con

A(η) =

[
cos(eθ + ϕ) − sen(eθ + ϕ) 0
− 1
` sen(eθ + ϕ) − 1

` cos(eθ + ϕ) 0
0 0 1

]
, B(η) =

[− cosϕ senϕ 0
1
` senϕ 1

` cosϕ 1
0 0 −1

]
,

donde eθ = θL−θF , η = [` ϕ eθ]
> ∈ R3 es el vector de estados del sistema, vL = [vxL vyL wL]

> ∈
R3 es el vector de entradas del agente líder y vF = [vxF vyF wF ]

> ∈ R3 es el vector de entradas
del agente seguidor.

Prueba 3.3 La dinámica de la distancia entre dos agentes se obtiene al sustituir (3.29) y (3.32) en
(3.31), quedando definida por

˙̀ =
1

`
[` cos(θF − α)(ẋL − ẋF ) + ` sen(θF − α)(ẏL − ẏF )].

Posteriormente, sustituyendo (3.25) en la expresión anterior, se obtiene lo siguiente

˙̀ =
1

`
[` cos(θF − ϕ)(vxL cos θL − vyL sen θL − vxF cos θF + vyF sen θF )

+` sen(θF − ϕ)(vxL sen θL + vyL cos θL − vxF sen θF − vyF cos θF )],

= vxL cos(θL − θF + ϕ)− vyL sen(θL − θF + ϕ)− vxF cosϕ+ vyF senϕ.

Por otra parte, la dinámica de la orientación entre los dos agentes se obtiene al sustituir (3.29) y
(3.32) en (3.33), obteniendo

ϕ̇ = θ̇F −
1

`2
[` cos(θF − ϕ)(ẏL − ẏF )− ` sen(θF − ϕ)(ẋL − ẋF )],

y, al sustituir (3.25) en la expresión anterior, se tiene que

ϕ̇ = θ̇F −
1

`2
[` cos(θF − ϕ)(vxL sen θL + vyL cos θL − vxF sen θF − vyF cos θF )

−` sen(θF − ϕ)(vxL cos θL − vyL sen θL − vxF cos θF + vyF sen θF )],

= θ̇F −
1

`
[vxL sen(θL − θF + ϕ) + vyL cos(θL − θF + ϕ)− vxF senϕ− vyF cosϕ].

Definiendo eθ = θL − θF , entonces su dinámica está dada por

ėθ = wL − wF .

Finalmente, el sistema en forma matricial está dado por

η̇ = A(η)vL +B(η)vF .

�

Note que el determinante de la matriz B(η) está dador por det(B(η)) = 1
` , por lo tanto la matriz

es invertible para cualquier valor de ` 6= 0, y es posible diseñar una la ley de control de linealización
por realimentación dada por

vF = B−1(η)

−A(η)vL +

 ˙̀
d − kp`e`

ϕ̇d − kpϕeϕ
−kpθeθ

 , (3.35)

donde e` = `− `d y eϕ = ϕ−ϕd son los errores de distancia y ángulo, respectivamente, con `d y ϕd
como la distancia y ángulo deseados, mientras que kp` , kpϕ , kpθ > 0 son parámetros de diseño.
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Teorema 3.3 Sea el sistema (3.34) en lazo cerrado con el control (3.35); si los parámetros de diseño
kp` , kpϕ , kpθ > 0, entonces, el agente seguidor se mantendrá a una distancia y ángulo deseados con
respecto al líder, i.e. ĺım

t→∞
e` = ĺım

t→∞
eϕ = ĺım

t→∞
eθ = 0, donde e` = `−`d y eϕ = ϕ−ϕd son los errores

de distancia y ángulo de formación, mientra que eθ = θL − θF es el error de ángulo de orientación.

Prueba 3.4 La dinámica de las coordenadas del error está dada por

ė` = ˙̀− ˙̀
d, ėϕ = ϕ̇− ϕ̇d, ėθ = wL − wF ,

las cuales, de manera vectorial, se expresan de la siguiente manera

ė = η̇ − η̇d, (3.36)

donde e = [e` eϕ eθ]
> ∈ R3 y ηd = [`d ϕd 0]

> ∈ R3. Sustituyendo (3.34) y (3.35) en (3.36), se
obtiene el siguiente sistema

ė = −Ke, (3.37)

con K = diag{kp` , kpϕ , kpθ}. Si los parámetros de diseño kp` , kpϕ , kpθ > 0, entonces, la matriz
K es Hurwitz, y los errores de distancia y de orientación convergen asintóticamente a cero, i.e.
ĺım
t→∞

e` = ĺım
t→∞

eϕ = ĺım
t→∞

eθ = 0.

�

3.2.2. Esquema líder-seguidor D −O

Proposición 3.2 Si se considera que el agente líder es un robot móvil terrestre del tipo diferencial,
y el agente seguidor es un robot móvil terrestre del tipo omnidireccional, entonces, vyL = 0 y el
sistema (3.34) se reescribe como

η̇ = Ā(η)vL +B(η)vF , (3.38)

donde

Ā(η) =

[
cos(eθ + ϕ) 0
− 1
` sen(eθ + ϕ) 0

0 1

]
,

B(η) está definida como en (3.34), vL = [vxL wL]
> ∈ R2 es el vector de entradas del agente líder

y vF = [vxF vyF wF ]
> ∈ R3 el vector de entradas del agente seguidor. La ley de control de

linealización por realimentación está dada por

vF = B−1(η)

{
−Ā(η)vL +

[
˙̀
d − kp`e`

ϕ̇d − kpϕeϕ
−kpθeθ

]}
, (3.39)

donde kp` , kpϕ , kpθ > 0 son parámetros de diseño.

3.2.3. Esquema líder-seguidor O −D

Proposición 3.3 Sea el agente líder un robot móvil terrestre tipo omnidireccional y el agente
seguidor un robot móvil terrestre tipo diferencial. En este sentido, vyF = 0, y el sistema (3.34) se
reescribe como

η̇ = A(η)vL + B̂(η)vF , (3.40)

donde

B̂(η) =

[− cosϕ 0
1
` senϕ 1

0 −1

]
,
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A(η) está definida como en (3.35) con vL = [vxL vyL wL]
> ∈ R3 como el vector de entradas del

agente líder y vF = [vxF wF ]
> ∈ R2 como el vector de entradas del agente seguidor. Considerando

como salida del sistema (3.40) a h = [` ϕ]
>, se obtiene el siguiente sistema

ḣ = Ah(h, eθ)vL +Bh(h)vF , (3.41)

donde

Ah(h, eθ) =

[
cos(eθ + ϕ) − sen(eθ + ϕ) 0
− 1
` sen(eθ + ϕ) − 1

` cos(eθ + ϕ) 0

]
, Bh(h) =

[
− cosϕ 0
1
` senϕ 1

]
.

Note que el determinante de la matriz Bh(h) está dado por det(Bh(h)) = − cosϕ, por lo tanto la
matriz es invertible para cualquier valor de ϕ 6= ±k π2 , con k como cualquier número impar, y es
posible diseñar una la ley de control de linealización por realimentación dada por

vF = B−1
h

{
−Ah(h, eθ)vL +

[
˙̀
d − kp`e`

ϕ̇d − kpϕeϕ

]}
, (3.42)

donde kp` , kpϕ > 0 son parámetros de diseño. Debido al modelo simplificado del robot tipo diferencial,
el control dado por (3.42) está relacionado con solo dos variables de control.

3.2.4. Esquema líder-seguidor D −D

Proposición 3.4 Considere que el agente líder y el agente seguidor son robots móviles terrestres
tipo diferencial, por lo que vyL = vyF = 0, y el sistema (3.34) se reescribe como

η̇ = Ā(η)vL + B̂(η)vF , (3.43)

donde Ā(η) y B̂(η) se definieron anteriormente, con vL = [vxL wL]
> ∈ R2 como el vector de

entradas del agente líder y vF = [vxF wF ]
> ∈ R2 como el vector de entradas del agente seguidor.

Considerando la misma salida h, el sistema se reescribe como

ḣ = Āh(h, eθ)vL +Bh(h)vF , (3.44)

donde Bh(h) queda definida como en (3.41) y

Āh(h, eθ) =

[
cos(eθ + ϕ) 0
− 1
` sen(eθ + ϕ) 0

]
.

Es posible diseñar una la ley de control de linealización por realimentación dada por

vF = B−1
h

{
−Āh(h, eθ)vL +

[
˙̀
d − kp`e`

ϕ̇d − kpϕeϕ

]}
, (3.45)

donde kp` , kpϕ > 0 son parámetros de diseño. Note que se trata de la misma matriz Bh(h) que el
caso anterior, por lo cual, es no singular para cualquier valor de ϕ 6= ±k π2 , con k como cualquier
número impar.

Comentario 3.5 Siguiendo la misma metodología que en la Prueba 3.3, es posible demostrar que
el sistema (3.38), con la ley de control (3.39), las coordenadas del error convergen a cero, i.e.
ĺım
t→∞

e` = ĺım
t→∞

eϕ = ĺım
t→∞

eθ = 0. Además, en el sistema (3.41) con la ley de control (3.42), y en el
sistema (3.44) con el control (3.45), los errores e` y eϕ convergen a cero, i.e. ĺım

t→∞
e` = ĺım

t→∞
eϕ = 0.
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3.3. Comportamiento de cuerpos rígidos

En la Sección 3.2 se demostró que el robot seguidor se mantiene a una distancia y ángulo deseados
con respecto al líder. Sin embargo, resulta de interés conocer el comportamiento del robot seguidor.
La siguiente Proposición establece otro de los resultados principales de este trabajo.
Proposición 3.5 Considere que cualquiera de los esquemas líder-seguidor presentados en la Sección
3.2, i.e. (3.34) para O−O, (3.38) para D−O, (3.40) para O−D y (3.43) para D−D, con los controles
(3.35), (3.39), (3.42) y (3.45), respectivamente, han alcanzado el estado estable, i.e. `d ∈ R+ y ϕd = 0,
entonces, cualquiera de los 4 esquemas líder-seguidor emularán el comportamiento cinemático de un
cuerpo rígido.

Prueba 3.5 Caso esquema líder-seguidor O−O. Considere que el sistema (3.34), con el control
(3.35), ha alcanzado el estado estable, i.e. ĺım

t→∞
e` = ĺım

t→∞
eϕ = ĺım

t→∞
eθ = 0, entonces, sustituyendo

el control (3.35) en (3.25), se tiene el siguiente sistema

ẋF = vxL cos(θL − 2ϕd)− vyL sen(θL − 2ϕd) + `dwL sen(θF − ϕd),
ẏF = vxL sen(θL − 2ϕd) + vyL cos(θL − 2ϕd)− `dwL cos(θL − ϕd),
θ̇F = wL,

y, seleccionando el ángulo de formación deseado como ϕd = 0, el sistema anterior puede reescribirse
como

ẋF = vxL cos θL − vyL sen θL + `dwL sen θL, (3.46a)
ẏF = vxL sen θL + vyL cos θL − `dwL cos θL, (3.46b)

θ̇F = wL. (3.46c)

A partir de (3.25) se tiene que ẋL = vxL cos θL − vyL sen θL y ẏL = vxL sen θL + vyL cos θL, por lo
que al sustituir en (3.46a) y (3.46b), se tiene que

ẋF = ẋL + `dwL sen θL, (3.47a)
ẏF = ẏL − `dwL cos θL, (3.47b)

θ̇F = wL, (3.47c)

Comparando las expresiones (3.47) con (2.5), se concluye que el agente seguidor se moverá de tal
manera, que el esquema líder-seguidor conformado por dos robots móviles terrestres tipo omnidirec-
cional, tendrá el mismo comportamiento que un cuerpo rígido.

Caso esquema líder-seguidor D − O. Considere que el sistema (3.38) con el control (3.39) ha
alcanzado el estado estable, i.e. ĺım

t→∞
e` = ĺım

t→∞
eϕ = ĺım

t→∞
eθ = 0, entonces, sustituyendo el control

(3.39) en (3.25), se tiene el siguiente sistema

ẋF = vL cos θL + `dwL sen(θL − ϕd),
ẏF = vL sen θL − `dwL cos(θL − ϕd),
θ̇F = wL,

y, seleccionando ϕd = 0, el sistema anterior se reescribe de la siguiente forma

ẋF = vL cos θL + `dwL sen θL,

ẏF = vL sen θL − `dwL cos θL,

θ̇F = wL.

Note que a partir de (3.26), se tiene que ẋL = vL cos θL, ẏL = vL sen θL; obteniendo lo siguiente

ẋF = ẋL + `dwL sen θL, (3.50a)
ẏF = ẏL − `dwL cos θL, (3.50b)

θ̇F = wL. (3.50c)
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Comparando las expresiones (3.50) con (2.5), se concluye que el agente seguidor se moverá de tal
manera que el esquema líder-seguidor, conformado por un robot móvil terrestre tipo diferencial y un
robot móvil terrestre tipo omnidireccional, respectivamente, tendrá el mismo comportamiento que
un cuerpo rígido.

Caso esquema líder-seguidor O − D. Considere que el sistema (3.40) con el control (3.42) ha
alcanzado el estado estable, i.e. ĺım

t→∞
e` = ĺım

t→∞
eϕ = 0, entonces, sustituyendo el control (3.42) en

(3.26) se tiene el siguiente sistema

ẋF = (vxL cos(eθ + ϕd)− vyL sen(eθ + ϕd))
cos(θL − eθ)

cosϕd
,

ẏF = (vxL cos(eθ + ϕd)− vyL sen(eθ + ϕd))
sen(θL − eθ)

cosϕd)
,

θ̇F =
1

`d cosϕd
(vxL sen eθ + vyL cos eθ),

y, seleccionando ϕd = 0, entonces, el sistema anterior se reescribe de la siguiente forma

ẋF = (vxL cos eθ − vyL sen eθ) cos(θL − eθ), (3.52a)
ẏF = (vxL cos eθ − vyL sen eθ) sen(θL − eθ), (3.52b)

θ̇F =
1

`d
(vxL sen eθ + vyL cos eθ). (3.52c)

A partir de la condición de rodamiento puro, se tiene que vF = ẋF cos θF + ẏF sen θF , donde, al
sustituirlos en (3.52a) y (3.52b), se tiene que la velocidad lineal del seguidor está dada por

vF = (vxL cos eθ − vyL sen eθ) cos2(θL − eθ) + (vxL cos eθ − vyL sen eθ) sen2(θL − eθ),
= vxL cos eθ − vyL sen eθ, (3.53)

Note que tanto la velocidad lineal, como la angular del agente seguidor, dependen de las velocidades
longitudinales y laterales del agente líder, así como de la diferencia entre los ángulos de orientación
de ambos agentes. Además, al comparar (3.52c) y (3.53) con (2.11), se puede concluir que el esquema
líder seguidor O −D se comporta como el sistema denominado omni-tráiler.

Caso esquema líder-seguidor D−D. Al sustituir el control (3.45) en (3.26), se obtiene el siguiente
sistema

ẋF =
cos(θL − eθ)
cos(eϕ + ϕd)

vL cos(eθ + eϕ + ϕd + kp`e`),

ẏF =
sen(θL − eθ)
cos(eϕ + ϕd)

vL cos(eθ + eϕ + ϕd + kp`e`),

θ̇F =
1

(e` + `d) cos(eϕ + ϕd)
(vL sen(eθ + 2eϕ + 2ϕd)− kp`e` sen(eϕ + ϕd))− kpϕeϕ.

Debido a que se analiza el sistema en estado estable, i.e. ĺım
t→∞

e` = ĺım
t→∞

eϕ = 0, entonces

ẋF =
cos(θL − eθ)

cosϕd
vL cos(eθ + ϕd), (3.55a)

ẏF =
sen(θL − eθ)

cosϕd
vL cos(eθ + ϕd), (3.55b)

θ̇F =
1

`d cosϕd
vL sen(eθ + 2ϕd), (3.55c)
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y, considerando al ángulo de formación deseado como ϕd = 0, entonces el sistema (3.55) se reduce a

ẋF = vL cos(θL − eθ) cos eθ, (3.56a)
ẏF = vL sen(θL − eθ) cos eθ, (3.56b)

θ̇F =
1

`d
vL sen eθ. (3.56c)

Note que la velocidad lineal del agente seguidor se puede obtener a partir de (3.56a) y (3.56b) de la
siguiente manera, vF = ẋF cos θF + ẏF sen θF ; entonces, al sustituir (3.56a) y (3.56b), se tiene que
la velocidad lineal del seguidor está dada por

vF = vL cos(θL − θF ). (3.57)

A partir del Lema 2.1 de la Sección 2.3, y, comparando (3.57) con (2.8) y (3.56c) con (2.7d), uno puede
notar que tienen la misma estructura. Esta significa que el esquema líder-seguidor, representado por
dos robots móviles terrestres tipo diferencial, emulan el comportamiento cinemático de un 1-tráiler
estándar.

�

3.4. Esquema líder seguidor O −Q

En esta Sección se desarrolla el modelo matemático de un esquema líder-seguidor, considerando que
el agente líder es un robot móvil terrestre tipo omnidireccional y el agente seguidor es un vehículo
aéreo no tripulado tipo cuadri-rotor. Posteriormente, se diseña un control que permite al cuadri-rotor
mantenerse a una distancia y ángulo con respecto al líder.

X

Y

xF

yF ψF

ẋF
ẏF

xL

yL
θL

vxLvyL

ϕ

`

Figura 3.3: Esquema Líder-seguidor con cuadri-rotor como seguidor

De la Figura 3.3 se tienen vxL , vyL como las velocidades longitudinal y lateral del agente líder,
respectivamente, siendo θL el ángulo de orientación, mientras que

[
xL yL

]> representan la posición
del centro geométrico del robot móvil terrestre tipo omnidireccional. Se tiene además, para el agente
seguidor,

[
ẋF ẏF

]> como los estados de velocidad del robot aéreo tipo cuadri-rotor, denotándose la
orientación del mismo como ψF , la posición del centro geométrico del robot aéreo tipo cuadri-rotor
está dada por

[
xF yF

]>. Por otro lado, se tiene que ` es la distancia, definida en el plano X-Y ,
que separa los centros geométricos de ambos robots y ϕ es el ángulo de formación.
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Recuerde que en este esquema, el agente líder es un robot omnidireccional con modelo dado por
(3.25). Sustituyendo (3.25), (3.29) y (3.32) en la dinámica (3.31) y (3.33), correspondiente a la
dinámica de la distancia entre agentes y el ángulo de formación entre ellos, respectivamente, y
asumiendo que θF = ψF , se obtiene el siguiente sistema

˙̀ = vxL cos(θL − ψF + ϕ)− vyL sen(θL − ψF + ϕ)− ẋF cos(ψF − ϕ)− ẏF sen(ψF − ϕ),

ϕ̇ = ψ̇F −
1

`
(vxL sen(θL − ψF + ϕ) + vyL cos(θL − ψF + ϕ) + ẋF sen(ψF − ϕ)− ẏF cos(ψF − ϕ)) .

Definiendo el error de distancia como e` = `−`d, el error de ángulo de formación como eϕ = ϕ−ϕd y
el error de orientación como eψ = θL−ψF , entonces, el modelo cinemático del esquema líder-seguidor,
en coordenadas del error, está dado por

ėη = Ǎ(eη, `d, ϕd)vL + B̌(eη, `d, ϕd, θL)vF (3.58)

con

Ǎ =

 cos(eψ + eϕ + ϕd) − sen(eψ + eϕ + ϕd) 0
− 1
e`+`d

sen(eψ + eϕ + ϕd) − 1
e`+`d

cos(eψ + eϕ + ϕd) 0

0 0 1

 ,
B̌ =

 − cos(θL − eψ − eϕ − ϕd) − sen(θL − eψ − eϕ − ϕd) 0
− 1
e`+`d

sen(θL − eψ − eϕ − ϕd) 1
e`+`d

cos(θL − eψ − eϕ − ϕd) 1

0 0 −1

 ,
donde eη =

[
e` eϕ eψ

]> ∈ R3 es el vector de estados del sistema, vL =
[
vxL vyL wL

]> ∈ R3

es el vector de entradas del agente líder y vF =
[
ẋF ẏF ψ̇F

]> ∈ R3 es el vector de entradas del
agente seguidor.

A partir del modelo dinámico del cuadri-rotor (2.3) y el modelo cinemático (3.58), el modelo matemá-
tico de formación se puede expresar como un sistema subactuado Σ1 y un subsistema Σ2 totalmente
actuado, es decir

Σ1 =



[
ė`
ėϕ

]
= fe(vL, eψ, eϕ, e`) +Ge(ψL, eψ, eϕ, e`)

[
ẋF
ẏF

]
,[

ẍF
ÿF

]
=

[
uz
m (senφF senψF + cosφF cosψF sen θF )

uz
m (− senφF cosψF + cosφF senψF sen θF )

]
,[

θ̈F
φ̈F

]
=

[
τθ
τφ

]
,

(3.60)

Σ2 =


ėψ = wL − ψ̇F ,
ψ̈F = τψ,

z̈F =
uz
m

(cosφF cos θF − g),

(3.61)

donde

fe(vL, eψ, eϕ, e`) =

[
vxL cos(eψ + eϕ + ϕd)− vyL sen(eψ + eϕ + ϕd)

− vxL
e`+`d

sen(eψ + eϕ + ϕd)−
vyL
e`+`d

cos(eψ + eϕ + ϕd) + wL

]
,

Ge(ψL, eψ, eϕ, e`) =

[
− cos(θL − eψ − eϕ − ϕd) − sen(θL − eψ − eϕ − ϕd)

− 1
e`+`d

sen(θL − eψ − eϕ − ϕd) 1
e`+`d

cos(θL − eψ − eϕ − ϕd)

]
,



34 3 Modelado y control

wL es la velocidad angular del agente líder. En primera instancia, se diseñan las estrategias de control
para estabilizar el subsistema Σ2. En ese sentido se diseñan los controladores para controlar la altura
zF y el ángulo de guiñada ψF . Específicamente, el control para la altitud y el ángulo de guiñada se
obtiene a partir de [21], el cual está basado en un control por modos deslizantes continuo, y está
dado por

uz =
m(z3 − k̄z1dνzc

1
2 + g + z̈d)

cos θF cosφF
, ż3 = −k̄z3dνzc0, ν̇z = ėz + k̄z2dezc

2
3 , (3.62a)

τψ = ẇL − ψ3 + k̄ψ1
dνψc

1
2 , ψ̇3 = −k̄ψ3

dνψc0, ν̇ψ = ėψ + k̄ψ2
deψc

2
3 , (3.62b)

donde d·cα = | · |αsign(·), ez = zF − zd, ėψ = wL − ψ̇F , m es la masa del cuadri-rotor, g es la
constante de gravedad, zd es la altura deseada, mientras que k̄zi , k̄ψi > 0 son parámetros de diseño
con i = 1, 2, 3. En el mismo sentido, las entradas de control τθ y τφ se diseñan a partir de un control
por modos deslizantes continuo [21], y están dadas por

τθ = θ3 − k̄θ1dνθc
1
2 , ψ̇3 = −k̄θ3dνψc0, ν̇ψ = ėθ + k̄ψ2deθc

2
3 , (3.63a)

τφ = φ3 − k̄φ1
dνφc

1
2 , φ̇3 = −k̄φ3

dνφc0, νφ = ėφ + k̄φ2
deφc

2
3 , (3.63b)

con eθ = θF − θ?F , eφ = φF − φ?F , donde θ?F y φ?F son controles virtuales obtenidos a partir de los
movimiento deseados en xF y yF , mientras que k̄θi , k̄φi > 0 son parámetros de diseño con i = 1, 2, 3.

Teorema 3.4 Sea el control (3.62) aplicado al subsistema Σ2, entonces, si las ganancias se definen
como k̄zi , k̄ψi > 0 con i = 1, 2, 3, el error de altitud ez y el error de guiñada eψ convergen uniforme-
mente y en tiempo finito a cero, para t ≥ Tψ y t ≥ Tz. Además, considere el control τθ y τφ aplicados
al tercer sistema de (3.60), entonces si las ganancias son k̄θi , k̄φi > 0 con i = 1, 2, 3, entonces los
errores eθ = θF − θ?F y eφ = φF − φ?F convergen a cero uniformemente en tiempo finito, es decir,
eθ = eφ = 0 para todo t ≥ Tθ y t ≥ Tφ.

Prueba 3.6 El lector es referido a [21].

Debido a que ez = eψ = νz = νψ = 0 para un tiempo T = max(Tz, Tψ), entonces, ψF = θL, y,
sustituyendo el control (3.62a), en la segunda ecuación del subsistema (3.60), se tiene que

[
ẍF
ÿF

]
=

[
(z3 + g + z̈d)(

tanφF senψF
cos θF

+ tan θF cosψF )

(z3 + g + z̈d)(tan θF senψF − tanφF cosψF
cos θF

)

]
.

Suponiendo que tan θF ≈ θF y tanφF ≈ φF y que θF = eθ + θ?F y φF = eφ + φ?F , entonces la
dinámica del cuadri-rotor se reduce a

[
ẍF
ÿF

]
=

[
(z3 + g + z̈d)(

tanφF senψF
cos θF

+ (eθ + θ?F ) cosψF )

(z3 + g + z̈d)(tan θF senψF − (eφ+φ?F ) cosψF
cos θF

)

]
. (3.64)

Debido a que eθ = eφ = 0, para t ≥ Tθ y t ≥ Tφ, entonces el sistema (3.64) se reescribe como

ζ̇ = f̃xy + G̃xyũF , (3.65)

con

f̃xy =

[
(z3 + g + z̈d)

tanφF senψF
cos θF

(z3 + g + z̈d) tan θF senψF

]
, G̃xy =

[
(z3 + g + z̈d) cosψF 0

0 − (z3+g+z̈d) cosψF
cos θF

]
,
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donde ζ =
[
ẋF ẏF

]> y ũF =
[
θ?F φ?F

]>. Se diseña un controlador por linealización por realimen-
tación de la forma

ũF = G̃−1
xy (−f̃xy + ǔF ), (3.66)

donde ǔF =
[
θ̄F φ̄F

]> son controles auxiliares. Sustituyendo (3.66) en (3.65) y, considerando el
primer subsistema de (3.60) se tiene que

˙̃eη = fe +Geζ, (3.67a)

ζ̇ = ǔF , (3.67b)

donde ẽη =
[
e` eϕ

]
∈ R2, mientras que fe y Ge, se definieron anteriormente. Debido a la estructura

del sistema (3.67), se procede a diseñar un control, por medio de la técnica de backstepping. Para
ello, el primer sistema a estabilizar es el de (3.67a), para lo cual se define ζ = νe como entrada de
control virtual, y al ser sustituido se tiene que

˙̃eη = fe +Geνe, (3.68)

se propone entonces la función candidata de Lyapunov V1 = 1
2 ẽ>η ẽη, cuya derivada con respecto al

tiempo a lo largo de las trayectorias del sistema (3.67a) está dada por

V̇1 = ẽ>η (fe +Geνe). (3.69)

A partir de (3.69) se propone que νe = G−1
e (−fe −K1ẽη), y al sustituirlo en (3.69) se obtiene

V̇1 = −ẽ>η K1ẽη

conK1 = diag{k11, k12}. Posteriormente, se define el error zη = Ge(ζ−νe), entonces ζ = G−1
e zη+νe,

y, sustituyéndolo en (3.67a) se obtiene
˙̃eη = fe +Ge(G

−1
e zη + νe),

= fe + zη +Geνe,

= fe + zη +GeG
−1
e (−fe −K1ẽη),

= zη −K1ẽη.

Por otro lado, la dinámica del error está dada por żη = Ġe(ζ − νe) +Ge(ζ̇ − ν̇e) donde

Ġe =

[
γ̇ sen γ −γ̇ cos γ

(ė`+ ˙̀
d) sen γ−γ̇(e`+`d) cos γ

(e`+`d)2 − (ė`+ ˙̀
d) cos γ+γ̇(e`+`d) sen γ

(e`+`d)2

]
,

con γ = θL − eψ − eϕ −ϕd y γ̇ = wL − ėψ − ėϕ − ϕ̇d. Proponiendo la siguiente función candidata de
Lyapunov V = 1

2 (ẽ>η ẽη + z>η zη), cuya derivada con respecto al tiempo, a lo largo de las trayectorias
del sistema (3.67b), está dada por

V̇ = ẽ>η ˙̃eη + z>η żη,

= ẽ>η (zη −K1ẽη) + z>η (Ġe(ζ − νe) +Ge(ǔF − ν̇e)), (3.70)

si se selecciona
ǔF = ν̇e −G−1

e (Ġe(ζ − νe) +K2zη + ẽη), (3.71)
y se sustituye en (3.70), se tiene que

V̇ = −ẽ>η K1ẽη − z>η K2zη, (3.72)

donde K2 = diag{k21, k22} es un parámetro de diseño. El análisis anterior, da como resultado el
siguiente Teorema.
Teorema 3.5 Sea el sistema (3.67) con el control (3.71), entonces, el error de distancia e` y el
error de orientación eϕ, convergen asintóticamente a cero, i.e. ĺım

t→∞
e` = ĺım

t→∞
eϕ = 0.
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Capítulo 4

Resultados experimentales y
simulaciones numéricas

Este Capítulo presenta los resultados experimentales y las simulaciones numéricas de las leyes de
control diseñadas en el Capítulo 3. La primera parte de este Capítulo se describen los diferentes ele-
mentos que componen a la plataforma experimental. Posteriormente, se presentan los experimentos
relacionados a los diferentes esquemas líder-seguidor (O−O, D−O, O−D y D−D) y, finalmente,
se presenta una simulación numérica del esquema líder-seguidor O −Q.

4.1. Plataforma experimental

Sistema de visión 

Robot móvil

Computadora central 

Marcadores 
reflejantes

Microcontrolador 

Robot móvil Velocidad para 
cada rueda

Velocidad 
longitudinal

Velocidad 
lateral 

Velocidad  
angular

Ethernet

Figura 4.1: Esquema genérico del funcionamiento del sistema.

La validación experimental para algunos esquemas se realizó en el Laboratorio de Análisis de Movi-
miento, del Departamento de Estudios de Ingeniería e Innovación, de la Universidad Iberoamericana,
Campus Ciudad de México. La Figura 4.1 muestra un diagrama esquemático del funcionamiento de
la plataforma que se encuentra en dicho laboratorio. Además, el laboratorio cuenta con diferentes
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Figura 4.2: Robots tipo uniciclo y tipo omnidireccional.

tipos de robots, dentro de los cuales se encuentran los robots móviles terrestres tipo diferencial y
los robots móviles terrestres tipo omnidireccional (Figura 4.2), los cuales están actuados por servo-
motores Dynamixel AX - 12W, y son controlados por un microcontrolador NXP R©modelo LPC1768,
el cual descompone las señales de velocidad longitudinal, lateral y angular, que recibe de la compu-
tadora de control mediante comunicación vía Bluetooth, en las señales requeridas por cada rueda
del robot para realizar el movimiento deseado. La posición y orientación de cada robot es medido
con el sistema de captura de movimiento Vicon R© conformado por seis cámaras modelo Bonita R©
(Figura 4.3), las cuales detectan los marcadores reflectivos que se colocan en la parte superior de
cada robot móvil con que se trabaja y esta información es enviada a la computadora de control
mediante comunicación Ethernet, y es utilizada para el cálculo de las acciones de control que se
envía a cada robot.

Figura 4.3: Cámara Bonita R©.

4.2. Resultados experimentales

4.2.1. Modelo referenciado al agente líder

Se realiza la prueba experimental del controlador (3.14), donde el sistema está conformado por dos
robots móviles terrestres tipo diferencial, donde el agente líder RL es controlado para seguir una
trayectoria circular, dada por las siguientes ecuaciones paramétricas

mx = −1.5 + 0.75 sen
(
π
20 t
)
, my = 0.75 cos

(
π
20 t
)
,

y, cuya ley de control, esta dada por [14], [19]

vL =

{
νL si (xL, yL, vL, θL) ∈ML,
ν̄L si (xL, yL, vL, θL) ∈ M̄L,

(4.1)
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con
ML =

{
(xL, yL, vL, θL) ∈ R2| |vL| ≥ δ̂

}
,

M̄L =
{

(xL, yL, vL, θL) ∈ R2| |vL| < δ̂
}
,

donde

νL =

[
cos θL −vL sen θL
sen θL vL cos θL

]−1 [
m̈x − kdxL(ẋL − ṁx)− kpxL(xL −mx)
m̈y − kdyL(ẏL − ṁy)− kpyL(yL −my)

]
, (4.2)

ν̄L =

[
v̇Ld − kpvL (vL − vLd)

wLd − kpθL (θL − θLd)

]
, (4.3)

donde mx y my son las trayectorias deseadas en el plano, vL es la velocidad longitudinal del agen-
te líder, vLd es la velocidad longitudinal deseada, wLd es la velocidad angular deseada y θLd es el
ángulo de orientación deseado, kpxL = kpyL = 1, kdxL = kdyL = 1.5, kpvL = kpθL = 5, son las
ganancias para el controlador del agente líder, las cuales fueron sintonizadas en línea, mientras que
el parámetro de conmutación se fijó en δ̂ = 0.01. La distancia deseada a la que debe permanecer el
agente seguidor es `d = 0.5 [m] y el ángulo deseado ϕd = 0 [rad]. Las ganancias del controlador para
el agente seguidor se sintonizaron de manera experimental y están dadas por k`p = 100, kϕp = 200,
k`d = 6.5, kϕd = 7.5, kξp = 5 y kθp = 5. Las condiciones iniciales del agente líder son dadas por[
xL(0) yL(0) θL(0)

]>
=
[
−0.7713 0.0335 9.2476

]>, mientras que las del agente seguidor es-
tán dadas por

[
xF (0) yF (0) θF (0)

]>
=
[
−0.8125 −0.5054 6.2388

]>. La Figura 4.4 ilustra una
comparación de las trayectorias en el plano entre el experimento en tiempo real (líneas discontinuas)
y la simulación numérica (líneas sólidas) del esquema líder-seguidor. Note que las trayectorias del
experimento difieren con respecto a las trayectorias de la simulación. Esto se debe principalmente
a elementos no modelados como los efectos de ruido que aparecen en la fricción de las ruedas con
respecto al piso, medidas en el sensor, error en los actuadores, entre otros.
El error de distancia y el error de ángulo de formación se presentan en la Figura 4.5, los cuales
se mantienen oscilando alrededor de cero. Esto significa que el agente seguidor se mantiene a la
distancia y ángulo deseados. Por último, en la Figura 4.6, se muestran las señales de control en-
viadas a los agentes. Note que al inicio del experimento se presentan algunos sobreimpulsos en la
velocidad angular, los cuales se deben a las condiciones iniciales y la sintonización de las ganancias
del controlador.

4.2.2. Esquema líder seguidor O −O

Se realiza la prueba experimental del controlador (3.35), donde el agente líder RL es controlado para
seguir una trayectoria circular, dada por las siguientes ecuaciones paramétricas

mx = 0.7 sen
(
π
20 t
)
, my = 0.7 cos

(
π
20 t
)
.

La ley de control para el agente líder está dada por

vL = R(θL)−1uLa , (4.4)

donde R(θL) está definida como en (3.25) y uLa es el control que se propone como

uLa =

 ṁx − kpxL(xL −mx)
ṁy − kpyL(yL −my)

θ̇Ld − kpθL (θL − θLd).

 (4.5)

donde mx y my son las trayectorias deseadas en el plano, mientras que θLd es el ángulo de orienta-
ción deseado del agente líder, las ganancias del controlador fueron sintonizadas experimentalmente
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X [m]

Y
[m

]

(xL, yL) Simulación
(xF , yF ) Simulación
(xL, yL) Real
(xF , yF ) Real

Figura 4.4: Trayectoria en el plano.

Tiempo [s]

e `
[m

]

Tiempo [s]

e ϕ
[r
ad

]

Figura 4.5: Errores de distancia y ángulo.



4.2 Resultados experimentales 41

Velocidades lineales

Tiempo [s]

[m
/s
]

vxF
vxL

Velocidades angulares

Tiempo [s]

[r
ad

/s
]

wxF
wxL

Figura 4.6: Entradas de control.

y están dadas por kpxL = kpyL = 0.1 y kpθL = 0.02. La distancia deseada a la que debe per-
manecer el agente seguidor es de `d = 0.35 [m] y el ángulo deseado como ϕd = θL [rad]. Las
ganancias del controlador del agente seguidor se sintonizaron experimentalmente y están dadas por
kp` = 0.25, kpϕ = 0.07 y kpθ = 0.07. Siendo las condiciones iniciales del agente líder dadas por[
xL(0) yL(0) θL(0)

]>
=
[
0.4455 −0.0321 −0.0200

]>, mientras que para el agente seguidor es-
tán dadas por

[
xF (0) yF (0) θF (0)

]>
=
[
0.3677 −0.4189 −0.5157

]>. La Figura 4.7 presenta
una comparación de las trayectorias en el plano entre el experimento en tiempo real (líneas discon-
tinuas) y una simulación numérica (líneas solidas), del esquema líder-seguidor O −O, mientras que
en la Figura 4.8 muestra el error de distancia y el error de ángulo de formación, los cuales oscilan
alrededor de cero, lo que implica que el agente seguidor se mantiene a la distancia y ángulo deseado
con respecto al líder. Por último, la Figura 4.9 ilustra las señales de control para ambos agentes. Al
igual que en el caso anterior, se aprecian algunos sobreimpulsos al inicio del experimento, lo cual se
debe a las condiciones iniciales y a la sintonización de las ganancias del controlador.

4.2.3. Esquema líder seguidor D −O

Se realiza la prueba experimental del controlador (3.39), donde el agente líder RL es controlado para
seguir una trayectoria circular, dada por las siguientes ecuaciones paramétricas

mx = −1.5 + 0.7 sen
(
π
20 t
)
, my = 0.7 cos

(
π
20 t
)
.

Para este caso, la ley de control para el agente líder está dada por [59]

vL =

[
cos θL α sen θL
sen θL α cos θL

]−1 [
ṁx − kpxLc(xL −mx)
ṁy − kpyLc(yL −my)

]
(4.6)

donde mx y my son las trayectorias deseadas en el plano, y kpxLc = kpyLc = 50 son las ganancias
del controlador del agente líder, las cuales se sintonizaron durante la experimentación, en este caso,
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X [m]

Y
[m

]

(xL, yL) Simulación
(xF , yF ) Simulación
(xL, yL) Real
(xF , yF ) Real

Figura 4.7: Trayectoria en el plano.
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e `
[m

]

Tiempo [s]

e ϕ
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]

Figura 4.8: Errores de distancia y ángulo.
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Velocidades lineales

Tiempo [s]

[m
/s
]

vxF
vyF
vxL
vyL

Velocidades angulares

Tiempo [s]

[r
ad

/s
]

wxF
wxL

Figura 4.9: Entradas de control.

se controla el punto frontal del punto medio del eje de las ruedas, el cual está dado por α =
0.05 [m]. La distancia deseada a la que debe permanecer el agente seguidor de `d = 0.5 [m] y el
ángulo deseado como ϕd = 0 [rad]. Las ganancias del controlador del agente seguidor se sintonizaron
experimentalmente y están dadas por kp` = 85, kpϕ = 7.5 y kpθ = 7.5. Siendo las condiciones iniciales
del agente líder dadas por

[
xL(0) yL(0) θL(0)

]>
=
[
−0.9295 0.0012 −0.0853

]>, mientras que
para el agente seguidor están dadas por

[
xF (0) yF (0) θF (0)

]>
=
[
0.9215 −0.7410 0.0048

]>.
La Figura 4.10 presenta una comparación de las trayectorias en el plano entre el experimento en
tiempo real (líneas discontinuas) y una simulación numérica (líneas solidas), del esquema líder-
seguidor D−O, mientras que en la Figura 4.11 muestra el error de distancia y el error de ángulo de
formación, los cuales oscilan alrededor de cero, lo que implica que el agente seguidor se mantiene a
la distancia y ángulo deseado con respecto al líder. Por último, la Figura 4.12 ilustra las señales de
control para ambos agentes. Al igual que en el caso anterior, se aprecian algunos sobreimpulsos al
inicio del experimento, lo cual se debe a las condiciones iniciales y a la sintonización de las ganancias
del controlador.

4.2.4. Esquema líder-seguidor O −D

Se realizó la prueba experimental del controlador (3.42), donde el agente líder RL es controlado para
seguir una trayectoria circular, dada por las siguientes ecuaciones paramétricas

mx = −1.5 + 0.75 sen
(
π
20 t
)
, my = 0.75 cos

(
π
20 t
)
.

El controlador utilizado en esta prueba experimental es el dado en (4.4), mientras que la distancia
deseada a la que debe permanecer el agente seguidor es de `d = 0.5 [m] y el ángulo deseado de
formación es de ϕd = 0 [rad]. Las ganancias del controlador se sintonizaron experimentalmente y
están dadas por kp` = 70 y kpϕ = 525. Siendo las condiciones iniciales del agente líder dadas por[
xL(0) yL(0) θL(0)

]>
=
[
−0.8207 0.0129 0.0100

]>, mientras que para el agente seguidor están
dadas por

[
xF (0) yF (0) θF (0)

]>
=
[
−0.8105 −0.5492 −0.0852

]>. La Figura 4.13 ilustra una
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Figura 4.10: Trayectoria en el plano.
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Figura 4.11: Errores de distancia y ángulo.
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Figura 4.12: Entradas de control.

comparación de las trayectorias en el plano entre el experimento en tiempo real (líneas discontinuas)
y las obtenidas mediante la simulación numérica (lineas continuas), del esquema líder-seguidor O−D,
mientras que en la Figura 4.14 se presentan los errores de distancia y ángulo de formación, los cuales
oscilan alrededor del cero, lo que implica que el agente seguidor se mantiene a la distancia y ángulo
deseado con respecto al líder. Por ultimo, en la Figura 4.15 ilustra las señales de control para ambos
agentes, las cuales muestran un sobreimpulso al inicio del experimento debido a las condiciones
iniciales y la sintonización de las ganancias del controlador.

4.2.5. Esquema líder-seguidor D −D

Se realiza la prueba experimental del controlador (3.45), donde el agente líder RL es controlado para
seguir una trayectoria circular, dada por las siguientes ecuaciones paramétricas

mx = −1.5 + 0.75 sen
(
π
20 t
)
, my = 0.75 cos

(
π
20 t
)
.

El controlador que se utiliza para el agente líder es el dado en (4.6), mientras que la distancia
deseada a la que debe permanecer el agente seguidor es de `d = 0.5 [m] y el ángulo deseado de
formación de ϕ = 0 [rad]. Las ganancias del controlador para el agente seguidor se sintonizaron
experimentalmente y están dadas por kp` = 50 y kpϕ = 250. Siendo las condiciones iniciales del
agente líder dadas por

[
xL(0) yL(0) θL(0)

]>
=
[
−0.2561 0.6073 0.2182

]>, mientras que para
el agente seguidor están dadas por

[
xF (0) yF (0) θF (0)

]>
=
[
0.0373 −0.1519 −0.4809

]>. La
Figura 4.16 ilustra una comparación de las trayectorias en el plano de los resultados obtenidos en el
experimento en tiempo real (líneas discontinuas) y las trayectorias obtenidas al realizar la simulación
numérica (líneas sólidas), del esquema líder-seguidor D − D, mientras que la Figura 4.17 muestra
los errores de distancias y ángulo de formación, los cuales oscilan alrededor de cero, lo que significa
que el agente líder se mantiene a la distancia y ángulo de formación deseado con respecto al agente
líder. Por último, la Figura 4.18 ilustra las señales de control del agente seguidor, las cuales tienen
un sobreimpulso al inicio del experimento en tiempo real debidos a las condiciones iniciales y la
sintonización de las ganancias del controlador.
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Figura 4.14: Errores de distancia y ángulo.
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Figura 4.18: Entradas de control.
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4.3. Simulaciones numéricas

4.3.1. Esquema líder-seguidor O −Q

Se realiza la simulación numérica de los controladores mostrados en (3.62), (3.63) y (3.71), donde
el agente líder RL es controlado para seguir una lemniscata, dada por las siguientes ecuaciones
paramétricas

mx = 0.5 cos (0.1t) , my = 0.25 sen (0.2t) .

Para el agente líder se utiliza el controlador mostrado en (4.4), la distancia deseada a la que debe
permanecer el agente seguidor `d = 1.5 [m] y el ángulo deseado ϕd = π

4 [rad], las ganancias del
controlador del agente seguidor se seleccionan como k̄z1 = 3, k̄z2 = k̄z3 = 1, k̄ψ1

= 5, k̄ψ2
= 2,

k̄ψ3
= 1, K1 = diag{10, 1}, K2 = diag{10, 5}, k̄θ1 = 5, k̄θ2 = 2, k̄θ3 = 1, k̄φ1

= 5, k̄φ2
= 2 y k̄φ3

= 1,
estas ganancias fueron sintonizadas durante la simulación. Siendo las condiciones iniciales del agente
líder dadas por

[
xL(0) yL(0) θL(0)

]>
=
[
0.4000 0 0.1

]>, mientras que las condiciones iniciales
para el agente seguidor son dadas por xF (0) = 0.5 [m], yF (0) = 0 [m], zF (0) = 0 [m], ψF (0) = 0.1
[rad], θF (0) = 0 [rad], φF (0) = 0 [rad]. La Figura 4.19 ilustra las trayectorias obtenidas mediante la
simulación numérica del controlador, donde se observa que el agente seguidor se forma a la distancia
y ángulo de formación deseados. La Figura 4.20 muestra la evolución de la distancia y ángulo de
formación, los cuales convergen a su valor deseado, lo que significa que el agente seguidor se forma a
una distancia y ángulo deseados con respecto del agente líder. La Figura 4.21 ilustra los movimientos
que realizan los ángulos θF y φF , necesarios para realizar la trayectoria deseada en el plano X − Y ,
los cuales son obtenidos por el control virtual realizado mediante la metodología de backstepping.
Además, es importante mencionar que el ángulo de guiñada del cuadri-rotor ψF converge al ángulo
de orientación del agente líder θL. Por último la Figura 4.22 muestra como la altura del cuadri-rotor
alcanza el valor deseado.
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Figura 4.19: Movimiento de ambos agentes en el plano.
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Figura 4.22: Altura del Quad-Rotor.
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Capítulo 5

Conclusiones y trabajo futuro

En este trabajo se desarrolló el estudio de un modelo matemático, basado en distancia y ángulo
entre agentes, de un sistema multi-agente heterogéneo conformado por robots móviles terrestres tipo
omnidireccional y diferencial, ademas de un vehículo aéreo no tripulado tipo cuadri-rotor, bajo el
esquema líder-seguidor.
En primera instancia, dicho modelo se obtuvo para dos robots móviles tipo diferencial, considerando
que el ángulo de formación se mide a partir del marco inercial del robot líder. Para el diseño de la
ley de control, se utilizó la técnica de linealización por retroalimentación dinámica, la cual permite
al agente seguidor mantenerse a una distancia y ángulo deseado con respecto al líder. La desventaja
que presenta este esquema radica en que es necesario conocer la aceleración angular del agente líder.
Sin embargo, se demostró que, si la aceleración angular del agente líder está acotada, entonces, el
sistema, compuesto por los errores de distancia y ángulo, convergerán a una región dada por la cota
superior de la aceleración angular.
Posteriormente, el modelo se obtuvo para dos robots móviles terrestres tipo omnidireccional, consi-
derando que el ángulo de formación se mide a partir del marco inercial del robot seguidor. A partir
de este modelo, y considerando que la velocidad lateral de cualquiera de los robots móviles terrestres
tipo omnidireccional es cero, e obtuvieron 4 esquemas líder-seguidor

Esquema O −O

Esquema O −D

Esquema D −O

Esquema D −D

La estrategia de control se diseño utilizando el enfoque de linealización por retroalimentación. De
esta manera, el agente seguidor se mantiene a una distancia y ángulo deseado con respecto al líder.
Además, se prueba que, en estado estable, los agentes logran emular el comportamiento cinemático
de cuerpos rígidos, del 1-tráiler estándar o del omni-tráiler.
Finalmente, se obtuvo el modelo matemático basado en distancia y ángulo para un esquema líder-
seguidor conformado por un robot móvil terrestre tipo omnidireccional y un vehículo aéreo no tripu-
lado tipo cuadri-rotor. Se utilizó un enfoque por modos deslizantes para controlar la altura, el ángulo
de guiñada, el ángulo de alabeo y el ángulo de cabeceo del cuadri-rotor, mientras que la técnica de
Bakcstepping se utilizó para controlar la distancia y ángulo de formación entre el cuadri-rotor y el
robot omnidireccional.

Como trabajo futuro se tiene planeado extender los modelos referidos al marco inercial del agente
seguidor al caso de n agentes. Se tiene además planeado el diseño de nuevos algoritmos de control
con diferentes estrategias, con el fin de resolver el problema de singularidad que se presenta en
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algunos controladores diseñados en este trabajo. Por otro lado, se estudiarán los temas relacionados
con la estabilidad de sistemas conmutados para realizar la prueba de estabilidad del controlador del
sistema referido al marco inercial del robot líder. Además, abordar el problema cuando la distancia
y el ángulo de formación sean variantes en el tiempo.
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