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Resumen

En esta tesis se analizan diferentes enfoques propuestos en la literatura para la homogenei-
zación de la matriz jacobiana de robots manipuladores, que permitan evaluar su desempeño
cinemático de manera consistente. Se incluye un enfoque para la homogeneización de la ma-
triz jacobiana basado en los parámetros inerciales de un órgano terminal de geometría ideal.
Los análisis desarrollados incluyen la aplicación de los enfoques considerados a la plani�-
cación de movimiento de robots. Con este estudio se pretende contribuir a la de�nición de
un enfoque uni�cado para la homogeneización de la matriz jacobiana y su utilización en el
cálculo de índices de desempeño cinemático
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Abstract

Di�erent approaches proposed in the literature for the homogenization of the Jacobian
matrix are analyzed in this thesis, in order to de�ne a homogenized matrix that can be
applied for evaluation of the kinematic performance of robotic manipulators in a consistent
way. An approach for homogenization of the Jacobian matrix is included that is based on
the inertial parameters of an ideal geometry end-e�ector. The developed analysis include
the application of the considered approaches to robot motion planning. This study aims to
contribute to the de�nition of a uni�ed approach for the homogenization of the Jacobian
matrix and its use in the calculation of kinematic performance indices.
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Capítulo 1

Introducción

La automatización industrial ha sido caracterizada por sus periodos de rápida innovación
por medio de distintos recursos, entre ellos la aplicación de robots industriales, los cuales, a
través de los años, han evolucionado gradualmente hasta convertirse en agentes prácticamente
imprescindibles en las modernas líneas de manufactura de las medianas y grandes industrias.
A medida que el uso de robots se hizo más rentable en su trabajo, y la mano de obra
humana seguía siendo más costosa, los robots industriales se convirtieron en los principales
protagonistas de la automatización.

Entre los sistemas mecánicos robóticos existentes hoy en día, los brazos manipuladores son
los más empleados en la industria. Su arquitectura está constituida por cadenas cinemáticas
simples. Sin embargo, en las últimas décadas se han desarrollado arquitecturas integradas con
múltiples cadenas cinemáticas, de tipo arborescente y en paralelo, que conforman sistemas
mecánicos robóticos más complejos. Un manipulador, en general, es un sistema mecánico
con el propósito de manipular objetos. Teniendo en cuenta su arquitectura, los robots
manipuladores pueden clasi�carse en dos tipos: seriales y paralelos como los que se muestran
en la �gura 1.1.

Similares a un brazo humano, los robots seriales están constituidos por un conjunto de
eslabones unidos por articulaciones que pueden ser tanto rotacionales como prismáticas. Este
tipo de arreglo forma una cadena cinemática de tal manera que cada eslabón se conecta a un
eslabón predecesor y otro sucesor a excepción del primer y último eslabones, los cuales sólo
están unidos a un sucesor y un antecesor respectivamente. Los robots manipuladores seriales
son usados comúnmente en la industria para tareas del tipo pick and place, de ensamble, de
soldadura, de pintura, etc.

Los robots manipuladores paralelos, en cambio, se distinguen por tener una platafor-
ma �ja, una plataforma móvil y varias piernas. Cada pierna está formada por una cadena
cinemática de tipo serial cuyos extremos están conectadas a las plataformas �ja y móvil.
Contrario a los manipuladores seriales, los robots paralelos cuentan con articulaciones no
actuadas lo que complica el análisis de este tipo de manipuladores. El diseño de los ma-

1



2

nipuladores paralelos permite que éstos desplacen su órgano terminal a aceleraciones más
grandes y con una mayor precisión que los manipuladores seriales, con un menor consumo
de energía.

(a) Serial KUKA KR 1000 titan. (b) Paralelo ABB IRB 360.

Figura 1.1: Ejemplos de robots manipuladores.

1.1. Estado de velocidad del ógano terminal y matriz ja-
cobiana

El estudio de robots manipuladores ha sido de gran interés en la comunidad cientí�ca
debido a que se busca obtener el desempeño óptimo de manipuladores durante la ejecución
de las tareas a realizar. A partir del modelado cinemático de robots manipuladores es posible
obtener la matriz jacobiana, la cual, de�ne la relación que existe entre las velocidades arti-
culares del manipulador y el estado de velocidad de su órgano terminal. El vector de estado
de velocidad (o twist, por su denominación en inglés) de un robot manipulador serial de 6
grados de libertad (g.d.l) está dado por

t = J(q)q̇ (1.1)

donde el vector twist se de�ne como:

t ≡
[
v
ω

]
. (1.2)

Los vectores v y ω son la velocidad lineal y la velocidad angular del punto de interés (o
tool center point -TCP-) del órgano terminal órgano terminal, respectivamente. En (1.1), q̇

Estudio sobre la homogeneización
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es el vector de dimensión 6 de las velocidades articulares del robot, mientras que J(q) es la
matriz jacobiana del robot que, por simplicidad, será expresada como J . La matriz J está
en función de los parámetros geométricos que de�nen el diseño y la postura instantánea q
del manipulador. La mayoría de los manipuladores industriales poseen una arquitectura que
permite controlar de manera independiente tanto los desplazamientos traslacionales como
los rotacionales del órgano terminal. Observe que las unidades de los renglones de la matriz
jacobiana asociados a la velocidad lineal del órgano terminal son distintas a las unidades de
los renglones asociados a la velocidad angular. Así, dicha matriz no es dimensionalmente ho-
mogénea, lo cual complica la de�nición de un índice que caracterice globalmente, de manera
coherente, el desempeño cinemático de los manipuladores a partir de la matriz jacobiana.
Observe que un índice de desempeño cinemático de un manipulador debería poder extraerse
de dicha matriz de manera natural toda vez que ésta caracteriza la conversión de los movi-
mientos articulares en desplazamiento del órgano terminal a través de la ecuación (1.1). En
consecuencia, en la literatura se han propuesto diferentes enfoques para la homogeneización
de la matriz jacobiana, como el método basado en la longitud característica [1] , y su apli-
cación en la de�nición de índices de desempeño cinemático [2, 14, 6] que han sido aplicados
en el diseño y plani�cación de robots manipuladores [3, 15, 16, 17] . Sin embargo, debido a
las limitaciones inherentes a tales enfoques, hasta ahora no existe una teoría uni�cada que
sea aceptada generalmente por la comunidad cientí�ca para la homogeneización de la matriz
jacobiana.

1.2. Objetivo de la tesis

Con el presente estudio se pretende contribuir a la de�nición de un enfoque uni�cado
para la homogeneización de la matriz jacobiana y su utilización en el cálculo de índices de
desempeño cinemático, se analizan diferentes enfoques propuestos en la literatura para la
homogeneización de la matriz jacobiana y para la evaluación del desempeño cinemático de
robots manipuladores . Se incluye un enfoque propuesto [4] recientemente para la homo-
geneización de la matriz jacobiana el cual está basado en los parámetros inerciales de un
órgano terminal de geometría ideal. Los análisis que se desarrollan incluyen la aplicación de
los enfoques considerados a la plani�cación de movimientos de robots.

1.2.1. Objetivos especí�cos

1. Evaluar la aplicación de diversos índices de desempeño existentes actualmente en la
literatura al análisis del desempeño cinemático de manipuladores paralelos y seriales,
considerando la la matriz jacobiana homogeneizada mediante parámetros inerciales.

2. Aplicar los análisis desarrollados en los enfoques considerados a la plani�cación de
movimiento de un robot paralelo planar de 3 grados de libertad y de un robot serial
de 6 grados de libertad.

Estudio sobre la homogeneización
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1.3. Organización de la tesis

Esta tesis se divide en 6 capítulos. En el capítulo 2 se muestra el estudio bibliográ�co
sobre los índices de desempeño cinemático propuestos en la literatura como el índice de

manipulabilidad y el número de condicionamiento, así como un nuevo enfoque basado en el
elipsoide de inercia generalizado de robots manipuladores.

En el capítulo 3 se desarrolla el modelo directo de velocidad del robot serial Fanuc ARC
Mate 100iC de 6 grados de libertad del Laboratorio de Mecatrónica y Control del Instituto
Tecnológico de La Laguna. Se establece el problema de la no homogeneidad de la matriz
jacobiana y se revisan los indices de desempeño propuestos en la literatura, incluyendo el de
manipulabilidad de Yoshikawa y el número de condicionamiento de la matriz jacobiana.

En el capítulo 4 se desarrolla el modelo directo de velocidad de un robot paralelo 3-RRR
y se de�nen sus matrices jacobianas serial y paralela. Se establece el carácter no homogéneo
de la matriz jacobiana paralela y se de�nen los índices de desempeño cinemático basados en
la matriz jacobiana paralela homogeneizada, que se aplican a este manipulador.

En el capítulo 5 se describe el enfoque propuesto en [4] para la homogeneización de las
matrices jacobianas y se aplica al manipulador serial Fanuc ARC Mate 100iC y al manipu-
lador paalelo 3-RRR. Se presenta una comparación de los diferentes índices de desempeño
basados en matrices jacobianas homogeneizadas, aplicados a la evaluación del desempeño
cinemático de robots.

Finalmente, en el capítulo 6 se presenta un resumen del trabajo realizado, así como el
trabajo a futuro.

Estudio sobre la homogeneización
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Capítulo 2

Índices de desempeño y homogeneización
de la matriz jacobiana

Un índice de desempeño cinemático de un robot manipulador se de�ne como una cantidad
escalar con la cual es posible medir la calidad del comportamiento de dicho sistema mecánico
bajo un criterio de transmisión de movimiento desde los actuadores de las articulaciones hasta
el órgano terminal [5]. En la literatura, los índices de desempeño han sido extensamente
aplicados en el diseño de robots manipuladores, así como en la tarea de plani�cación de sus
movimientos. Los principales índices de desempeño cinemático propuestos en la literatura se
describen en las siguientes dos secciones. Posteriormente se presenta un resumen del concepto
de homogeneización de la matriz jacobiana de manipuladores.

2.1. Índice de manipulabilidad

Considere el manipulador 2R de la �gura 2.1.

Figura 2.1: Manipulador de 2 grados de libertad

5
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El modelo directo de velocidad del manipulador está dado por

t = Jq̇ (2.1)

A partir de la descomposición en valores singulares (SVD por su acrónimo en inglés
singular value descomposition), se sabe que:

J = UΣV T (2.2)

donde U y V son, respectivamente, matrices ortogonales de dimensiones m×m y n× n; Σ
es la matriz diagonal de los valores singulares de J , de dimensión m× n. Sustituyendo (2.2)
en (2.1), se tiene

t = UΣV T q̇, (2.3)

o bien

UT t = ΣV T q̇. (2.4)

De�niendo ahora

t∗ = UT t, (2.5)

q̇∗ = V T q̇, (2.6)

entonces se tiene que

t∗ = Σq̇∗. (2.7)

Los vectores t∗, q̇∗ son los vectores t, q̇ pero con componentes referidas a marcos ortonor-
males rotados con respecto a los marcos originales ortonormales de los espacios de velocidad
operacional y de velocidad articular, de dimensión m y dimensión n, respectivamente. Si J
es una matriz de rango completo, la expresión (2.7) puede escribirse como

t∗ =

[
σ1 0
0 σ2

]
q̇∗ (2.8)

o bien,

[
ẋ∗

ẏ∗

]
=

[
σ1 0
0 σ2

][
θ̇1
∗

θ̇2
∗

]
, (2.9)

donde σ1, σ2 son los valores singulares de J . De (2.9) se tiene que
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θ̇∗1 =
ẋ∗

σ1
, (2.10)

θ̇∗2 =
ẏ∗

σ2
. (2.11)

Ahora bien, restringiendo las velocidades articulares mediante

‖ q̇ ‖ = 1 (2.12)

esto es,

θ̇21 + θ̇22 = 1 (2.13)

del mismo modo, se tiene que

‖ q̇∗ ‖ = 1 (2.14)

y, por lo tanto

(θ̇∗1)
2 + (θ̇∗2)

2 = 1. (2.15)

Así, sustituyendo (2.10) y (2.11) en (2.15) resulta

(
ẋ∗

σ1

)2

+

(
ẏ∗

σ2

)2

= 1. (2.16)

La ecuación (2.16) describe una elipse cuyos semiejes mayor y menor coinciden con los
ejes ẋ∗ y ẏ∗, respectivamente, como se aprecia en la �gura 2.2.

Figura 2.2: Elipse en el espacio de velocidades operacionales rotando ẋ∗ y ẏ∗.

Observando la �gura 2.2, se puede apreciar que, siempre que q̇ satisfaga ‖ q̇ ‖= 1, se
tiene que
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a) ‖ q̇ ‖= 1 de�ne una circunferencia en el espacio de velocidades articulares y cada punto
en la misma representa una combinación de θ̇1 y θ̇2 tal que se satisface (2.13).

b) La circunferencia del espacio de velocidades articulares de�nida mediante ‖ q̇ ‖= 1,
se mapea en el espacio de velocidades operacionales, a través de la matriz jacobiana,
como una elipse.

c) Los semiejes mayor y menor de la elipse son de longitudes iguales a σ1 y σ2 y dependen
de la postura q del manipulador. Entonces, bajo el criterio de Yoshikawa, una postura
e�ciente es aquella que genera un elipse de máxima área en el espacio de velocidades
operacionales. En esta postura, el manipulador es capaz de producir desplazamientos
del órgano terminal en cualquier dirección con la mayor velocidad posible.

Figura 2.3: Mapeo del espacio de velocidades articulares al espacio de velocidades operacio-
nales de un manipulador 2R.

En el mapeo representado en la �gura 2.3 se observa que las direcciones de los semiejes
mayor y menor de la elipse están determinadas por los vectores unitarios que especi�can
la primera y segunda columna de la matriz de rotación UT que de�ne al vector t∗ en la
ecuación (2.5).

Teniendo en cuenta las consideraciones anteriores, es posible calcular el área del elipse.
Se sabe que el área del elipse de la �gura 2.3 está dada por

A = kw. (2.17)

Donde k es igual a π y, además, w es igual al producto de las longitudes de los semiejes
de la elipse, que son los valores singulares de J . Se observa también que el producto de los
valores singulares es igual a la raíz cuadrada del determinante del producto de la matriz
jacobiana por su transpuesta, es decir:

w =

√
det (JJ)T (2.18)
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De estas dos últimas expresiones, se puede observar que el área máxima de la elipse es
obtenida mediante el máximo valor de w. En consecuencia, para lograr la máxima e�ciencia
en las transformaciones de velocidades articulares a velocidades operacionales, es necesario
usar una postura con el que se obtenga el valor máximo de la variable w. Esta variable es
de�nida por Yoshikawa en [6] como índice de manipulabilidad. Al extender este análisis para
un manipulador de n grados de libertad, se prueba que su índice de manipulabilidad también
está dado por (2.18), es decir, dicha ecuación es una fórmula general para manipuladores de
n grados de libertades.

Ahora bien, en (2.18) se puede observar que la manipulabilidad depende directamente
de la matriz jacobiana J y, como se ha mencionado anteriormente, en manipuladores con
capacidad de controlar la posición y la orientación del órgano termina, esto implica una
mezcla de dimensiones que impide evaluar e�cazmente la capacidad del manipulador para
efectuar simultáneamente los dos tipos de movimiento del órgano terminal: traslacional y
rotacional. Teniendo en consideración lo anterior, Yoshikawa en [7] propone índices adecuados
para cuanti�car de manera independiente las manipulabilidades traslacional y rotacional.
Bajo este enfoque, si se desea evaluar tales índices en un manipulador, éste debe satisfacer
las siguientes condiciones:

El manipulador es considerado como integrado por dos sub-cadenas cinemáticas: la
primera asociada al brazo y la otra a la muñeca. El brazo contiene nA articulaciones
(nA ≥ 3) y la muñeca contiene nw articulaciones (nw ≥ 3).
Todas las articulaciones de la muñeca son rotacionales y sus ejes son concurrentes.

Para manipuladores que satisfacen las condiciones anteriores, la manipulabilidad trasla-

cional (wA) del brazo y la manipulabilidad rotacional (wW ) de la muñeca del manipulador,
se de�nen, respectivamente, como

wA =

√
det(JTAJTA

T ), (2.19)

wW =

√
det(JRWJRW

T ), (2.20)

donde JTA y JRW son submatrices de la matriz jacobiana del robot como se indica a
continuación.

Figura 2.4: Submatrices JTA y JRW de la matriz jacobiana
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2.2. Número de condicionamiento

Salisbury et. al., en [2], aplicaron por primera vez este índice en el diseño de una mano
robótica para minimizar la propagación de errores entre los pares en las articulaciones de
la cadena cinemática y las fuerzas aplicadas por el último eslabón (órgano terminal) en
los dedos de la mano. El número de condicionamiento de J también se puede aplicar para
minimizar la propagación de errores en términos de la velocidad.

Basado en el número de condicionamiento de la matriz jacobiana, es posible de�nir un
índice de condicionamiento cinetostático[5] para robots manipuladores como una medición
global del desempeño de manipuladores. La de�nición del número de condicionamiento re-
quiere que todos los elementos de la matriz posean las mismas unidades físicas, lo cuál se tiene
que asegurar primero con el �n de introducir este concepto. El número de condicionamiento
de una matriz jacobiana dimensionalmente homogénea J̄ se de�ne como

κ(J̄) = ‖ J̄ ‖‖ J̄T ‖ . (2.21)

Si la norma 2 de la matriz es usada en (2.21), se tiene

‖ J̄ ‖2= máx
i
{σi} ≡ σM , ‖ J̄−1 ‖2= máx

i

{
1

σi

}
=

1

σm
(2.22)

donde

σm ≡ mı́n
i
{σi} . (2.23)

Es evidente que la norma 2 está dada en términos de los valores singulares de la matriz.
Como consecuencia, esta norma es marco-invariante. Entonces, el número de condiciona-

miento de la norma 2 κ2(J̄) está dado por

κ2(J̄) ≡ σM
σm

. (2.24)

Observe que los valores que puede adquirir el número de condicionamiento abarca un
rango que va desde la unidad hasta in�nito. El número de condicionamiento obtiene su
mínimo valor de unidad para matrices con valores singulares identicos, es decir, matrices
isotrópicas. Los manipuladores isotrópicos son aquellos cuya matriz jacobiana puede obtener
un número de condicionamiento igual a uno. Si los elementos de la matriz jacobiana tienen
diferentes unidades, su número de condicionamiento es inde�nido por lo que es necesario
recurrir a un enfoque para obtener una matriz jacobiana homogeneizada.

2.3. Longitud característica para la homogeneización de
la matriz jacobiana

Debido a que, en la mayoría de los robots manipuladores industriales las matrices ja-
cobianas presentan casos de no homogeneidad, esto es, algunos elementos de la matriz son
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adimensionales, mientras que otros tienen unidades de longitud, es imposible utilizar un ín-
dice de desempeño que evalúe, de manera global, el desempeño cinemático de ese tipo de
manipuladores. Es por esto que el concepto de longitud característica L se introduce con el
�n de lograr adimensionar los elementos de la matriz jacobiana resolviendo el problema de
su falta de homogeneidad. La longitud característica es de�nida por Tandirci et. al. en [8] en
donde los elementos con unidades de longitud de la matriz jacobiana son divididos entre la
longitud característica para conseguir que la matriz completa sea adimensional y obtener el
número de condicionamiento mínimo para una postura dada, empleando un procedimiento
de optimización.

2.3.1. Índices de manipulabilidad en robots planares

Partiendo del análisis del robot 3-R planar isotrópico mostrado en la �gura 2.5, la matriz
jacobiana de este manipulador esta de�nida como

J̄ =

[
1
L
Es1

1
L
Es2

1
L
Es3

1 1 1

]
(2.25)

donde si, i = 1, 2, 3 es la proyección de dimensión 2 de los vectores de posición ri de�nido
como el vector de posición de Oi al punto P en el plano de movimiento X-Y, i.e., si =
[xi yi]

T . La matriz E es de�nida como

E =

[
0 −1
1 0

]

Figura 2.5: Manipulador planar 3-R isotrópico

Para poder obtener parámetros geométricos isotrópicos se deben veri�car las condiciones
de isotropía, esto es
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[
1
L2 E

[∑3
1

(
sks

T
k

)]
ET 1

L

(∑3
1 s

T
k

)
ET

1
L
E
∑3

1 sk 3

]
=

σ2 0 0
0 σ2 0
0 0 σ2

 (2.26)

por lo tanto

σ2 = 3, (2.27)
3∑
1

sk = 0, (2.28)

1

L2
E

(
3∑
1

(sks
T
k )

)
ET = σ2I2, (2.29)

donde I2 es una matriz identidad de dimensión 2 × 2. La ecuación (2.27) establece que
cualquier valor singular de J es igual a

√
3; la ecuación (2.28) establece que el punto de

operación es el centroide de los centros de todas las articulaciones del manipulador si la
matriz jacobiana es isotrópica. Observe que, dado que E es una matriz ortogonal y σ2 = 3,
la ecuación (2.29) puede ser reescrita en una forma más simple

1

L2

(
3∑
1

(sks
T
k )

)
= (3)I2. (2.30)

Si se de�ne sk = [xk yk]
T entonces, de (2.28)

x1 + x2 + x3 = 0 (2.31)

y1 + y2 + y3 = 0 (2.32)

y desarrollando (2.30) se puede demostrar que

x21 + x22 + x23 = 3L2 (2.33)

y21 + y22 + y23 = 2L2 (2.34)

x1y1 + x2y2 + x3y3 = 0 (2.35)

pero además, de la �gura 2.5 (considerando la con�guración isotrópica que da el triángulo
equilatero) se veri�ca que

x21 + y21 = x22 + y22 = x23y
2
3 =

1

3
a2 = d2 (2.36)

donde d es la distancia del centro del triángulo a cada uno de sus vértices. Sumando
(2.33) y (2.34) y usando (2.36)
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x21 + x22 + x23 + y21 + y22 + y23 = 6L2 = a2 = 3d2 =
1√
6
a (2.37)

de donde se puede extraer que

L =

√
2

2
d. (2.38)

Es muy simple ahora observar que la longitud de los tres eslabones de este manipulador
isotrópico son a1 = a2 =

√
3d y a3 = d. El manipulador en una postura isotrópica es

mostrado en la �gura 2.5.

2.4. Índice de manipulabilidad dinámica

El índice de manipulabilidad presentada en las secciones precedentes está basada en ci-
nemática por lo que la dinámica del manipulador es ignorada completamente. Por lo tanto,
a pesar de que esto puede ser aplicado en el diseño conceptual de brazos mecánicos y la
evasión de singularidades sin considerar la dinámica de brazos robóticos, no es adecuado
para el diseño detallado de brazos o para control de movimiento de altas velocidades ni altas
presiciones. En esta sección se introduce el concepto de manipulabilidad dinámica para la
evaluación de la habilidad de manipulabilidad, tomando en cuenta la dinámica del mecanis-
mo.

Se asume que la dinámica del manipulador está dada por

M (q)q̈ + h(q, q̇) + g(q) = τ (2.39)

de (2.39) se obtiene

q̈ = M−1(q) [τ − h(q, q̇)g(q)] (2.40)

o bien, por simplicidad:

q̈ = M−1 [τ − h− g] (2.41)

por otra parte, se sabe que el modelo directo de velocidad es

t = Jq̇ (2.42)

Obteniendo la derivada temporal de (2.42) se obtiene el modelo directo de aceleración

ṫ = Jq̈ + J̇ q̇ (2.43)
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La ecuación anterior puede ser reescrita como

ṫ = Jq̈ + ar(q, q̇) (2.44)

ó

ṫ = Jq̈ + ar (2.45)

donde ar(q, q̇) = J̇ q̇. Ahora bien, considerando la ecuación trivial

Im − JJ+ = Im − JJ+ (2.46)

Im = JJ+ + (Im − JJ+) (2.47)

donde Im ∈ Rm×m. El término ar(q, q̇) puede ser interpretado como la aceleración virtual
causada por la relación no lineal entre los dos sistemas coordinados de q y r. Multiplicando
(2.47) por ar

Imar = ar = JJ+ar + (Imar)ar

ar = JM−1MJ+ar + (Im − JJ+)ar (2.48)

Sustituyendo la ecuación (2.41) en la ecuación (2.45)

ṫ = JM−1 [τ − h− g] + ar (2.49)

y sustituyendo ahora la ecuación (2.48)

ṫ = JM−1 [τ − h− g] + JM−1MJ+ar + (Im − JJ+)ar (2.50)

es posible reescribir la ecuación (2.50) como

ṫ
∗

= JM−1τ ∗ (2.51)

Observe que la ecuación (2.51) es similar a la ecuación (1.1) mediante la cual se obtiene el
índice de manipulabilidad por medio de (2.18) por lo que, de igual manera es posible utilizar
(2.51) para obtener un índice que mida la manipulabilidad dinámica el cuál está dado por

wd =

√
det
[(
JM−1) (JM−1)T] (2.52)

Ahora bien, puesto que

JM−1 (M−1)T JT = JM−1 (MT
)−1

JT (2.53)

la ecuación (2.52) puede ser escrita como

wd =

√
det
(
J
(
MTM

)−1
JT
)

(2.54)
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Capítulo 3

Robot manipulador serial Fanuc ARC
Mate 100 iC

El modelo del robot de soldadura que se estudia en este capítulo es el ARC© Mate
100iC de Fanuc (ver �gura 3.1). El ARC Mate© iC/12 es un robot especialmente diseñado
para tareas de soldadura de arco. Su característica principal es una muñeca hueca para la
integración de micro-alambre y el mayor desempeño de movilidad de su clase. En la �gura
3.2 se indican, en vistas ortogonales, las dimensiones principales del robot y en la �gura 3.3
se aprecian los rangos de rotación de sus articulaciones.

Figura 3.1: Robot manipulador serial Fanuc modelo ARC Mate 100iC/12.

15



16

Figura 3.2: Espacio de trabajo y dimensiones del manipulador.
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Figura 3.3: Rangos de rotación de las articulaciones del manipulador serial Fanuc modelo
ARC Mate 100iC/12.

Algunas características a destacar son las que se enlistan a continuación.

Un brazo rígido con avanzada tecnología de servomotores, capaz de otorgar el mejor
desempeño de velocidad y aceleración, reduciendo el tiempo de ciclo en un 15 %.
Un mecanismo único de accionamiento de la muñeca que permite la operación en
espacios estrechos y la instalación de alta densidad.
Enrutamiento del micro-alambre a través de un antebrazo hueco que proporciona una
administración e�ciente de cables con alimentación estable de alambre para una solda-
dura de alto rendimiento.
Integración en el robot de cables de alimentación de soldadura además de cables de
control de alimentador de alambre y mangueras de gas de asistencia.
La capacidad de carga mejorada de la muñeca que permite el soporte de varias herra-
mientas.
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3.1. Descripción de la cadena cinemática

Puesto que las relaciones existentes entre las coordenadas operacionales y las variables
articulares de un robot dependen de la estructura geométrica de este, resulta de interés
establecer un procedimiento normalizado para la descripción de dicha estructura, y de esa
manera simpli�car el tratamiento de los problemas del modelado cinemático directo y cine-
mático inverso.

La �gura 3.4 muestra el modelo de alambre del robot serial de 6 grados de libertad
Fanuc ARC Mate 100iC/12. En ella se muestran los marcos asignados según la convención
de Denavit-Hartenberg modi�cada (DHM) [10]. A partir de estos marcos se identi�can los
parámetros geométricos que se muestran en la tabla 3.1. En esta misma representación se
muestra un marco ortogonal suplementario Oh-xh-yh-hz asignado a la punta de la antorcha
del robot el cual es usado para simpli�car la descripción de la posición y orientación del
órgano terminal. La posición y orientación del marco h con respecto al marco 6, unido a
la herramienta con el origen en el centro de la muñeca, está de�nida mediante la siguiente
matriz homogénea:

6
HT =


0.7071 0 −0.7071 dhx

0 1 0 0
0.7071 0 0.7071 dhz

0 0 0 1

 (3.1)

donde dhx = −0.05m, dhz = 0.5m

Figura 3.4: Diagrama de alambre del robot serial de 6 grados de libertad.
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j σ1 αj dj θ◦j rj

1 0 0◦ 0 θ1 0
2 0 90◦ d2 θ2 0
3 0 0◦ d3 θ3 0
4 0 90◦ d4 θ4 r4
5 0 -90◦ 0 θ5 0
6 0 90◦ 0 θ6 0

Tabla 3.1: Tabla de parámetros DHM.

donde d2 = 0.15 m, d3 = 0.60 m, d4 = 0.20 m, r4 = 0.64 m.

Por medio de la Tabla 3.1 podemos de�nir las 6 matrices elementales del robot (3.3)

0
1T =


c1 −s1 0 0
s1 c1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 1
2T =


c2 −s2 0 d2
0 0 −1 0
s2 c2 0 0
0 0 0 1

 2
3T =


c3 −s3 0 d3
s3 c3 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


(3.2)

3
4T =


c4 −s4 0 d4
0 0 −1 −r4
s4 c4 0 0
0 0 0 1

 4
5T =


c5 −s5 0 d5
0 0 1 0
s5 c5 0 0
0 0 0 1

 5
6T =


c6 −s6 0 0
0 0 −1 0
s6 c6 0 0
0 0 0 1


las cuales describen la posición y orientación del marco Σj con respecto al marco Σj − 1

para j = 1, 2, 3...6 y donde si = sen(θi), ci = cos(θi) para i = 1, 2, 3...6.

3.2. Análisis cinemático

Modelo cinemático directo de posición

El modelo cinemático directo de posición de un robot manipulador es la relación que
permite determinar el vector

x = f(q) (3.3)

de coordenadas operacionales del robot en función de su con�guración q. Mediante las
propiedades de las matrices de transformación homogéneas, se puede obtener la matriz de
transformación 0

hT

0
hT = 0

1T
1
2T

2
3T

3
4T

4
5T

5
6T

6
hT (3.4)

que se obtiene con el producto de las matrices elementales en orden ascendente y con-
secutivo. El lado izquierdo de (3.4) contiene implícitamente las coordenadas operacionales
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mientras que el producto de las matrices del lado derecho determina implícitamente las com-
ponentes de la función vectorial f de la ecuación (3.3). En consecuencia, el desarrollo de este
producto equivale a la resolución del modelo directo de posición

0
hT =


T11 T12 T13 T14
T21 T22 T23 T24
T31 T32 T33 T34
0 0 0 1

 . (3.5)

Los elementos T14, T24, T34 de (3.5) de�nen la posición del marco h con respecto al marco
0 en sus componentes x, y, z, respectivamente, esto es

px = T14, (3.6)

py = T24, (3.7)

pz = T34, (3.8)

Por otra parte, mediante los ángulos de Euler φ, θ, ψ (correspondientes a rotaciones su-
cesivas en el orden Z-Y -Z) podemos de�nir la orientación a partir de la matriz de rotación

cosφ cos θ cosψ − senφ senψ − cosφ cos θ senψ − senφ cosψ cosφ sen θ
senφ cos θ cosψ + cosφ senψ − senφ cos θ senψ + cosφ cosψ senφ sen θ

− sen θ cosψ sen θ senψ cos θ

 (3.9)

Modelo cinemático directo de velocidad

Como se menciono anteriormente, el vector de estado de velocidad (o twist por su deno-
minación en inglés) de un robot manipulador serial de 6 grados de libertad (g.d.l) está dado
por

t = J(q)q̇ (3.10)

donde el vector twist es

t =

[
v
ω

]
(3.11)

Los vectores v y ω son la velocidad lineal y la velocidad angular del punto de interés (o
tool center point -TCP-) del órgano terminal. En (3.10) q̇ es el vector de dimensión 6, de
las velocidades articulares del robot mientras que J(q) es la matriz jacobiana del robot que,
por simplicidad, será expresada como J .

La matriz jacobiana básica de un robot determina la relacion existente entre las veloci-
dades articulares y el estado de velocidad del órgano terminal del robot. El vector del estado

Estudio sobre la homogeneización

de la matriz jacobiana de robots manipuladores

Daniel R. Soto Delgado



21

de velocidad es expresado en términos de sus componentes cartesianas. Las expresiones sim-
bólicas que componen la matriz jacobiana J ∈ R6×6 del robot Fanuc ARC Mate 100ic/12,
dadas por el paquete SYMORO [11], están dadas por

J(1, 1) = −(d2s(t1))− d3c(t2)s(t1)− d4c(t2 + t3) ∗ s(t1)− r4s(t1)s(t2 + t3) (3.12)

J(1, 2) = r4c(t1)c(t2 + t3)− d3c(t1)s(t2)− d4c(t1)s(t2 + t3) (3.13)

J(1, 3) = r4c(t1)c(t2 + t3)− d4c(t1)s(t2 + t3) (3.14)

J(1, 4) = 0 (3.15)

J(1, 5) = 0 (3.16)

J(1, 6) = 0 (3.17)

J(2, 1) = d2c(t1) + d3c(t1)c(t2) + d4c(t1)c(t2 + t3) + r4c(t1)s(t2 + t3) (3.18)

J(2, 2) = r4c(t2 + t3)s(t1)− d3s(t1)s(t2)− d4 ∗ s(t1)s(t2 + t3) (3.19)

J(2, 3) = r4c(t2 + t3)s(t1)− d4s(t1)s(t2 + t3) (3.20)

J(2, 4) = 0 (3.21)

J(2, 5) = 0 (3.22)

J(2, 6) = 0 (3.23)

J(3, 1) = 0 (3.24)

J(3, 2) = d3c(t2) + d4c(t2 + t3) + r4s(t2 + t3) (3.25)

J(3, 3) = d4c(t2 + t3) + r4 ∗ s(t2 + t3) (3.26)

J(3, 4) = 0 (3.27)

J(3, 5) = 0 (3.28)

J(3, 6) = 0 (3.29)

J(4, 1) = 0 (3.30)

J(4, 2) = s(t1) (3.31)

J(4, 3) = s(t1) (3.32)

J(4, 4) = c(t1)s(t2 + t3) (3.33)

J(4, 5) = c(t4)s(t1)− c(t1)c(t2 + t3)s(t4) (3.34)

J(4, 6) = c(t1)c(t5)s(t2 + t3) + c(t1)c(t2 + t3)c(t4)s(t5) + s(t1)s(t4)s(t5) (3.35)

J(5, 1) = 0 (3.36)

J(5, 2) = −c(t1) (3.37)

J(5, 3) = −c(t1) (3.38)

J(5, 4) = s(t1)s(t2 + t3) (3.39)

J(5, 5) = −(c(t1)c(t4))− c(t2 + t3)s(t1)s(t4) (3.40)

J(5, 6) = c(t5)s(t1)s(t2 + t3) + c(t2 + t3)c(t4)s(t1)s(t5)− c(t1)s(t4)s(t5) (3.41)

J(6, 1) = 1 (3.42)

J(6, 2) = 0 (3.43)

J(6, 3) = 0 (3.44)

(3.45)
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J(6, 4) = −c(t2 + t3) (3.46)

J(6, 5) = −(s(t2 + t3)s(t4)) (3.47)

J(6, 6) = −(c(t2 + t3)c(t5)) + c(t4)s(t2 + t3) ∗ s(t5) (3.48)

donde ti ≡ θi, para i = 1, 2, . . . 6.

La arquitectura del robot Fanuc permite controlar tanto la velocidad lineal como la veloci-
dad angular del órgano terminal. Así, los tres primeros renglones de la matriz jacobiana están
asociados a la velocidad lineal del órgano terminal mientras que los últimos tres renglones
están asociados a la velocidad ángular. En consecuencia, la diferencia de dimensiones impide
evaluar de manera consistente la facilidad de efectuar movimientos del órgano terminal.

3.3. Homogeneización de la matriz jacobiana

Uno de los principales inconvenientes para el uso efectivo de los índices de desempeño
cinemático es que la matriz jacobiana debe de ser dimensionalmente homogénea, ya que el
cálculo de un índice con ésta implica una mezcla de unidades por lo que no es posible de�nir
un signi�cado físico y consistente.

El tema de la homogeneización de la matriz jacobiana de manipuladores ha sido estudiado
en la literatura. Angeles et. al. en [1] introduce el concepto de la longitud característica con
el �n de homogeneizar la matriz jacobiana. La longitud característica se aplica como divisor
de los elementos de la matriz jacobiana asociados a los componentes de la velocidad lineal
del órgano terminal. La longitud característica de un robot isotrópico de 6 g.d.l. es la raíz
cuadrada de las distancias de las articulaciones al punto de operación cuando la raíz se
encuentra en una postura mínima del número de condicionamiento, esto es:

L =

√
1

6
Σ6

1d
2
k. (3.49)

Por lo tanto, la matriz jacobiana homogeneizada mediante la longitud caraterística J̄
está dada por

J̄ =


J11/L J12/L J13/L J14/L J15/L J16/L
J21/L J22/L J23/L J24/L J25/L J26/L
J31/L J32/L J33/L J34/L J35/L J36/L
J41 J42 J43 J44 J45 J46
J51 J52 J53 J54 J55 J56
J61 J62 J63 J64 J65 J66

 (3.50)

De este modo se logra obtener una matriz jacobiana de carácter adimensional la cual
puede ser usada para la obtención de un índice de desempeño.
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Capítulo 4

Robot manipulador paralelo 3-RRR

El robot manipulador paralelo 3-RRR está conformado por una plataforma móvil trián-
gular equilátera (PM) C1C2C3 y tres cadenas seriales simétricas RRR unidas a una plata-
forma �ja triangular equilátera (PF) A1A2A3 formando tres cadenas cinemáticas cerradas
A1B1C1C2B2A2, A2B2C2C3B3A3 y A3B3C3C1B1A1 (ver �gura 4.1). El radio del círculo cir-
cunscrito a la PM se denota como r, mientras que el radio del círculo circunscrito a la PF es
R. Las longitudes de los eslabones de las piernas son l1 y l2. El punto P correspondiente al
centroide de la PM representa el TCP del órgano terminal con coordenadas xp y yp. Junto
con el ángulo de orientación φ de la misma plataforma constituyen las variables operacionales
del robot. El marco de referencia Σ0 coincide con la articulación A1 y cuyo eje x0 pasa a
traves de A2. Las articulaciones Ai (i = 1, 2, 3) son activas (representadas en color gris en la
�gura) mientras que las articulaciones Bi y Ci son pasivas.

Figura 4.1: Descripción geométrica del robot paralelo 3-RRR
.
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4.1. Modelo cinemático inverso de posición y modos de
funcionamiento

Para un manipulador 3-RRR cuya arquitectura se especí�ca mediante los parámetros
geométricos dados en el párrafo precedente, la resolución del problema inverso de posición
del manipulador 3-RRR consiste en determinar el valor de las variables articulares actuadas
(ver �gura 4.2) θ1, θ2 y θ3 a partir de las coordenadas operacionales deseadas de la plataforma
móvil xp, yp y φ. La dirección de los vectores r1, r2 y r3 proporcionan la solución del modelo
cinemático inverso de posición del manipulador 3-RRR, ya que podemos obtener los ángulos
θ1, θ2, θ3 desconocidos originalmente.

Figura 4.2: Equema vectorial del robot paralelo 3-RRR.

4.1.1. Análisis vectorial

Mediante un análisis vectorial se pueden determinar los vectores de posición rC1 , rC2 y
rC3 de los vértices C1, C2 y C3 de la plataforma móvil (ver �gura 4.5), siendo estos dados
como

rC1 =

[
rC1x

rC1y

]
=

[
xp − rax
yp − ray

]
, (4.1)

rC2 =

[
rC2x

rC2y

]
=

[
xp − rbx
yp − rby

]
, (4.2)

rC3 =

[
rC3x

rC3y

]
=

[
xp − rcx
yp − rcy

]
. (4.3)
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A continuación, se obtienen los vectores r1, r2, . . . , r6 mediante la aplicación de la fórmula
(4.4) de Chace [12]

A = ±

√
A2 −

(
A2 −B2 + C2

2C

)2

(Ĉ × k̂) +

(
A2 −B2 + C2

2C

)
Ĉ (4.4)

correspondiente al caso 4 de ecuaciones vectoriales planas (de la forma A = B+C donde las
magnitudes de A,B Y C se conocen y cuyas incógnitas son las direcciones de dos vectores
de la ecuación).

Figura 4.3: Vector rC1 .
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Figura 4.4: Vector rC2 .

Figura 4.5: Vector rC3 .
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En la expresión (4.4) A,B y C son las magnitudes de los vectores A,B y C. Ĉ es el
vector unitario conocido que de�ne la dirección del vector C y k̃ es el vector unitario en la
dirección del eje z del marco ortonormal Σ0. Del esquema vectorial asociado al vértice C1

(ver �gura 4.6) se obtiene la ecuación

rC1 = r1 + r4 (4.5)

Figura 4.6: Análisis vectorial de C1

.

La ecuación (4.5) puede ser reescrita en términos de las magnitudes y direcciones de cada
vector, como se indica en la ecuación

rC1 r̂C1 = r1r̂1 + r4r̂4. (4.6)

De la ecuación (4.6) se sabe que la magnitud rC1 y dirección r̂C1 son conocidas. Sin
embargo, se desconocen las direcciones r̂1 y r̂4.

rC1 =
√
r2C1x

+ r2C1y
= k1, (4.7)

r̂C1 =
rC1x

k1
î+

rC1y

k1
ĵ = rC1ux î+ rC1uy ĵ. (4.8)
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Las expresiones (4.7) y (4.8) son, respectivamente, la magnitud y dirección del vector
rC1 . Aplicando ahora la fórmula (4.4) para encontrar r1

r1 = ±

√
l21 −

(
l21 − l22 + k21

2k1

)2

((rC1ux î+ rC1uy ĵ)× k̂) +

(
l21 − l22 + k21

2k1

)
(rC1ux î+ rC1uy ĵ),

(4.9)

r1 = ±
√
l21 −

1

4
k21 (rC1uy î− rC1ux ĵ) +

1

2
k1(rC1ux î+ rC1uy ĵ), (4.10)

Y de�niendo

g1 ≡
√
l21 −

1

4
k21,

ε1 = ±1,

luego

r1 = ε1 g1(rC1uy î− rC1ux ĵ) +
1

2
k1(rC1ux î+ rC1uy ĵ), (4.11)

r1 =

[
ε1 g1rC1uy + 1

2
k1rC1ux

1
2
k1rC1uy − ε1 g1rC1ux

]
. (4.12)

Despejando r4 de (4.5) se obtiene

r4 =

[
rC1x

rC1y

]
− r1 (4.13)

Realizando un segundo análisis vectorial para la posición del vértice C2 (ver �gura 4.7)
se obtiene la ecuación

r∗C2
= r2 + r5 (4.14)

donde r∗C2
= rC2 − Sx.
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Figura 4.7: Análisis vectorial de C2.

Con Sx =
√

3 y sobre la horizontal en dirección î, r∗C2
se puede de�nir como

r∗C2
=

[
rC2x
− S

rC2y

]
, (4.15)

cuya magnitud y dirección están dados por

rC2 =
√

(rC2x
− S)2 + r2C2y

= k2, (4.16)

r̂C2 =
rC2x
− S
k2

î+
rC2y

k2
ĵ = rC2ux î+ rC2uy ĵ. (4.17)

Aplicando ahora la fórmula (4.4) para encontrar r2

r2 = ±

√
l21 −

(
l21 − l22 + k22

2k2

)2

((rC2ux î+ rC2uy ĵ)× k̂) +

(
l21 − l22 + k22

2k2

)
(rC2ux î+ rC2uy ĵ),

(4.18)

r2 = ±
√
l21 −

1

4
k22 (rC2uy î− rC2ux ĵ) +

1

2
k2(rC2ux î+ rC2uy ĵ), (4.19)
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Y de�niendo

g2 ≡
√
l21 −

1

4
k22,

ε2 = ±1,

luego

r2 = ε2 g2(rC2uy î− rC2ux ĵ) +
1

2
k2(rC2ux î+ rC2uy ĵ), (4.20)

r2 =

[
ε2 g2rC2uy + 1

2
k2rC2ux

1
2
k2rC2uy − ε2 g2rC2ux

]
. (4.21)

Despejando r5 de (4.14) se obtiene

r5 =

[
rC2x
− S

rC2y

]
− r2. (4.22)

Realizando un tercer análisis vectorial de la posición del vértice C3 (ver �gura 4.8) se
obtiene la ecuación

r∗C3
= r3 + r6, (4.23)

donde r∗C3
= rC3 − 1

2
Sx −

√
3
2
Sy.

Figura 4.8: Análisis vectorial de C3.
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Observando en la �gura 4.8 que S/2 se encuentra en la horizontal con dirección î y S
√

3/2
en posición vertical con dirección ĵ, rC3 puede de�nirse como

rC3 =

[
rC2x
− S/2

rC2y
−
√

3S/2

]
(4.24)

cuya magnitud y dirección están dados por

rC3 =
√

(rC2x
− S/2)2 + (rC2y

−
√

3S/2)2 = k3, (4.25)

r̂C2 =
rC2x
− S/2
k3

î+
rC2y
−
√

3S/2

k3
ĵ = rC3ux î+ rC3uy ĵ. (4.26)

Aplicando ahora la fórmula (4.4) para encontrar r3

r3 = ±

√
l21 −

(
l21 − l22 + k23

2k3

)2

((rC3ux î+ rC3uy ĵ)× k̂) +

(
l21 − l22 + k23

2k3

)
(rC3ux î+ rC3uy ĵ),

(4.27)

r3 = ±
√
l21 −

1

4
k23 (r33uy î− rC3ux ĵ) +

1

2
k3(rC3ux î+ rC3uy ĵ). (4.28)

De�niendo

g3 ≡
√
l22 −

1

4
k23,

ε3 = ±1,

así

r3 = ε3 g3(rC3uy î− rC3ux ĵ) +
1

2
k3(rC3ux î+ rC3uy ĵ), (4.29)

r3 =

[
ε3 g3rC3uy + 1

2
k3rC3ux

1
2
k3rC3uy − ε3 g3rC3ux

]
. (4.30)

Despejando r6 de (4.23) se obtiene:

r6 =

[
rC3x
− S/2

rC3y
−
√

3S/2

]
− r3. (4.31)

Los vectores r1, r2 y r3 pueden ser escritos como:
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r1 =

[
ε1 g1rC1uy + 1

2
k1rC1ux

1
2
k1rC1uy − ε1 g1rC1ux

]
, (4.32)

r2 =

[
ε2 g2rC2uy + 1

2
k2rC2ux

1
2
k2rC2uy − ε2 g2rC2ux

]
, (4.33)

r3 =

[
ε3 g3rC3uy + 1

2
k3rC3ux

1
2
k3rC3uy − ε3 g3rC3ux

]
. (4.34)

La dirección de los vectores (4.32), (4.33) y (4.34) proporcionan la solución del modelo
cinemático inverso de posición del manipulador 3-RRR ya que

θ1 = atan2(r1y , r1x), (4.35)

θ2 = atan2(r2y , r2x), (4.36)

θ3 = atan2(r3y , r3x). (4.37)

Dado a que existen dos posibles valores para ε1, ε2 y ε3 que determinan dos soluciones
para cada uno de los vectores asociados a las piernas del robot, la combinación de estas
soluciones establecen ocho modos de funcionamiento (Mf ) para el manipulador, como se
indica en la tabla 4.1. En la �gura 4.9 se muestran las posturas correspondientes a los Mf

del manipulador que permiten ubicar a la PM en la pose deseada mostrada. Observe que
ésta pose de la PM es la misma en los 8 casos.

ε1 ε2 ε3

Mf 1 +1 +1 +1
Mf 2 +1 +1 −1
Mf 3 +1 −1 +1
Mf 4 +1 −1 −1
Mf 5 −1 +1 +1
Mf 6 −1 +1 −1
Mf 7 −1 −1 +1
Mf 8 −1 −1 −1

Tabla 4.1: Valores de ε que de�nen los Mf del manipulador 3-RRR.
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Figura 4.9: Modos de funcionamiento Mf del manipulador 3-RRR.

4.2. Modelo cinemático directo de velocidad

Pierna 1

Figura 4.10: Análisis vectorial para la pierna 1

Partiendo de un nuevo análisis vectorial (véase la �gura 4.10) se obtiene la siguiente
ecuación:

rP = r1 + r4 + ra (4.38)
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Ubicando del lado izquierdo de la expresión los términos conocidos, la ecuación (4.38) es
reescrita como:

rP − ra = r1 + r4 (4.39)

Derivando (4.39) con respecto al tiempo se obtiene:

ṙP − ṙa = ṙ1 + ṙ4 (4.40)

Tomando en cuenta que la derivada de un vector está dada por:

r = rr̂

ṙ = ṙr̂ + r ˙̂r

ṙ = ṙr̂ + r(ω × r̂) (4.41)

Se aplica (4.41) a los vectores ṙ1, ṙ4 y ṙa:

ṙ1 = r1(ω1 × r̂1) (4.42)

ṙ4 = r4(ω4 × r̂4) (4.43)

ṙa = ra(ωa × r̂a) (4.44)

Nótese que:

ω1 = θ1
0z1 (4.45)

ωPz = ωa (4.46)

Además:

ṙP =

[
vPx

vPy

]
(4.47)

Sustituyendo las ecuaciones (4.42), (4.43) y (4.44) en (4.40):

ṙP − ra(ω × r̂a) = r1(ω1 × r̂1) + r4(ω4 × r̂4) (4.48)

Multiplicando escalarmente por r̂4:

ṙP · r̂4 − ra(ω × r̂a) · r̂4 = r1(ω1 × r̂1) · r̂4 + r4(ω4 × r̂4) · r̂4 (4.49)

El producto (ω4 × r̂4) · r̂4 es igual a cero por lo que la ecuación (4.49) queda como:

ṙP · r̂4 − ra(ω × r̂a) · r̂4 = r1(ω1 × r̂1) · r̂4 (4.50)

Realizando los productos correspondientes:
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ṙP · r̂4 = vPx r4ux + vPy r4uy (4.51)

ω × r̂a =

 î ĵ k̂
0 0 ωPz

raux rauy 0

 =

[
−rauyωPz

rauxωPz

]
(4.52)

(ω × r̂a) · r̂2 = −(rauyr2ux − rauxr2uy)ωPz (4.53)

ω1 × r̂1 =

 î ĵ k̂

0 0 θ̇1
r1ux r1uy 0

 =

[
−r1uyθ̇1
r1uxθ̇1

]
(4.54)

(ω1 × r̂1) · r̂4 = (r1uxr4uy − r1uyr4ux)θ̇1 (4.55)

Sustituyendo las ecuaciones (4.51), (4.53) y (4.55) en (4.50):

vPx r4ux + vPy r4uy + (rauyr4ux − rauxr4uy)raωPz = (r1uxr4uy − r1uyr4ux)r1θ̇1 (4.56)

Pierna 2

Figura 4.11: Análisis vectorial para la pierna 2

Al igual que en el análisis anterior, partiendo del análisis vectorial (ver la �gura 4.11) se
obtiene la siguiente ecuación:

rP = A+ r2 + r5 + rb (4.57)
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Ubicando del lado izquierdo de la expresión los términos conocidos, la ecuación (4.38) es
reescrita como:

rP − rb −A = r2 + r5 (4.58)

Derivando con respecto al tiempo se obtiene:

ṙP − ṙb − Ȧ = ṙ2 + ṙ5 (4.59)

Aplicando nuevamente (4.41) a los vectores ṙ2, ṙ5,ṙb y Ȧ:

ṙ2 = r2(ω4 × r̂2) (4.60)

ṙ5 = r5(ω5 × r̂5) (4.61)

ṙb = rb(ωb × r̂b) (4.62)

Ȧ = 0 (4.63)

Observe que:

ω2 = θ2
0z2 (4.64)

ωPz = ωb (4.65)

Sustituyendo (4.60), (4.61), (4.62) y (4.63) en (4.59):

ṙP − rb(ω × r̂b) = r2(ω2 × r̂2) + r5(ω5 × r̂5) (4.66)

Multiplicando escalarmente por r̂5:

ṙP · r̂5 − rb(ω × r̂b) · r̂5 = r2(ω2 × r̂2) · r̂5 + r5(ω5 × r̂5) · r̂5 (4.67)

El producto (ω5 × r̂5) · r̂5 es igual a 0 por lo que la ecuación (4.67) queda como:

ṙP · r̂5 − rb(ω × r̂b) · r̂5 = r2(ω2 × r̂2) · r̂5 (4.68)

Realizando los productos correspondientes:

ṙP · r̂5 = vPx r5ux + vPy r5uy (4.69)

ω × r̂b =

 î ĵ k̂
0 0 ωPz

rbux rbuy 0

 =

[
−rbuyωPz

rbuxωPz

]
(4.70)

(ω × r̂b) · r̂5 = −(rbuyr5ux − rbuxr5uy)ωPz (4.71)

ω2 × r̂2 =

 î ĵ k̂

0 0 θ̇2
r2ux r2uy 0

 =

[
−r2uyθ̇2
r2uxθ̇2

]
(4.72)

(ω2 × r̂2) · r̂5 = (r2uxr5uy − r2uyr5ux)θ̇2 (4.73)
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Sustituyendo las ecuaciones (4.69), (4.71) y (4.73) en (4.68):

vPx r5ux + vPy r5uy + (rbuyr5ux − rbuxr5uy)rbωPz = (r2uxr5uy − r2uyr5ux)r2θ̇2 (4.74)

Pierna 3

Figura 4.12: Análisis vectorial para la pierna 3

Del mismo modo que en los análisis anteriores, se parte de un análisis vectorial (véase la
�gura 4.12)de donde se obtiene la siguiente ecuación

rP = B +C + r3 + r6 + rc. (4.75)

Ubicando del lado izquierdo de la expresión los términos conocidos, la ecuación (4.75) es
reescrita como:

rP − rc −B −C = r3 + r6 (4.76)

Derivando con respecto al tiempo se obtiene

ṙP − ṙc − Ḃ − Ċ = ṙ3 + ṙ6 (4.77)

Utilizando (4.41) en los vectores ṙ3, ṙ6, ṙc, Ḃ y Ċ:
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ṙ3 = r3(ω3 × r̂3) (4.78)

ṙ6 = r6(ω6 × r̂6) (4.79)

ṙc = rc(ωc × r̂c) (4.80)

Ḃ = 0 (4.81)

Ċ = 0 (4.82)

Observe que

ω3 = θ3
0z3 (4.83)

ωPz = ωc (4.84)

Sustituyendo las ecuaciones (4.78), (4.79), (4.80), (4.81) y (4.82) en (4.77):

ṙP − rc(ω × r̂c) = r3(ω3 × r̂3) + r6(ω6 × r̂6) (4.85)

Multiplicando escalarmente por r̂6, se obtiene

ṙP · r̂6 − rc(ω × r̂c) · r̂6 = r3(ω3 × r̂3) · r̂6 + r6(ω6 × r̂6) · r̂6 (4.86)

El producto (ω6 × r̂6) · r̂6 es igual a cero por lo que (4.86) queda como:

ṙP · r̂6 − rc(ω × r̂c) · r̂6 = r3(ω3 × r̂3) · r̂6 (4.87)

Realizando los productos correspondientes:

ṙP · r̂6 = vPx r6ux + vPy r6uy (4.88)

ω × r̂c =

 î ĵ k̂
0 0 ωPz

rcux rcuy 0

 =

[
−rcuyωPz

rcuxωPz

]
(4.89)

(ω × r̂c) · r̂6 = −(rcuyr6ux − rcuxr6uy)ωPz (4.90)

ω3 × r̂3 =

 î ĵ k̂

0 0 θ̇3
r3ux r3uy 0

 =

[
−r3uyθ̇3
r3uxθ̇3

]
(4.91)

(ω3 × r̂3) · r̂6 = (r3uxr6uy − r3uyr6ux)θ̇3 (4.92)

Sustituyendo las ecuaciones (4.88), (4.90) y (4.92) en (4.87):

vPx r6ux + vPy r3uy + (rcuyr6ux − rcuxr6uy)rcωPz = (r3uxr6uy − r3uyr6ux)r3θ̇3 (4.93)

Por lo tanto, la solución al modelo cinemático directo de velocidad está dada por las
ecuaciones (4.56),(4.74) y (4.93).
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Ecuación de velocidad

Las ecuaciones (4.56),(4.74) y (4.93) pueden representarse también como

At∗ = Bq̇ (4.94)

donde

A =

r4ux r4uy (r4uxray − r4uyrax)
r5ux r5uy (r5uxrby − r5uyrbx)
r6ux r6uy (r6uxrcy − r6uyrcx)

 , (4.95)

B =

r1(r1uxr4uy − r1uyr4ux) 0 0
0 r2(r2uxr5uy − r2uyr5ux) 0
0 0 r3(r3uxr6uy − r3uyr6ux)

 ,(4.96)
t∗ =

vPx

vPy

ωPz

 , (4.97)

q̇ =

θ̇1θ̇2
θ̇3

 . (4.98)

La matriz A es conocida como la matriz jacobiana paralela y la matriz B como la matriz
jacobiana serial del manipulador.

4.3. Homogeneización de la matriz jacobiana paralela usan-
do la longitud característica

Tal y como se propone en [13], para el manipulador paralelo 3-RRR la matriz jacobiana
paralela homogeneizada Ā se obtiene dividiendo la tercera columna de A entre la longitud
característica Lc =

√
2r como se muestra a continuación

Ā =

r4ux r4uy (r4uxray − r4uyrax)/
√

2r

r5ux r5uy (r5uxrby − r5uyrbx)/
√

2r

r6ux r6uy (r6uxrcy − r6uyrcx)/
√

2r

 . (4.99)

De esta manera, el inverso del número de condicionamiento κ−1(A) puede ser interpre-
tado como la "distancia"de la postura del manipulador a una postura singular paralela.
Las condiciones geométricas para que el manipulador 3-RRR alcance una postura isotrópica
ideal, es decir, una postura que se encuentra lo más alejado posible de las singularidades
paralelas, la base Ai de cada pierna debe de formar un círcuo de radio l1 con su centro en Bi

con ‖ PBi ‖=
√
l22 + r2 (vea �gura 4.13). Así, el radio R de la base del triángulo está dado

por

‖
√
l22 + r2 − l1 ‖≤ R ≤

√
l22 + r2 + l1 (4.100)
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Figura 4.13: Con�guración isotrópica ideal (con α = 90)

donde r y R representan los radios de las circunferencias que pasan por los vértices de los
triángulos que forman las plataformas móvil y �ja, respectivamente, del manipulador. Los
parámetros geométricos del prototipo experimental 3-RRR del Laboratorio de Mecatrónica
y Control del Instituto Tecnológico de La Laguna que se estudia en este trabajo satisfacen
las condiciones dadas por (4.100).

Estudio sobre la homogeneización

de la matriz jacobiana de robots manipuladores

Daniel R. Soto Delgado



Capítulo 5

Aplicación de matrices jacobianas
homogeneas al análisis del desempeño
cinemático de robots.

En el presente capítulo se muestran distintos casos en los que es aplicado un método pro-
puesto en [4] para la homogeneización de la matriz jacobiana usando parámetros inerciales
de un órgano terminal ideal por medio de simulaciones de movimiento de robots manipula-
dores. Se da la introducción a la energía cinética de un organo terminal de geometría ideal:
como introducción se describe una esfera para el caso de un manipulador serial 6R, y un
disco para el caso de un manipulador paralelo 3-RRR. Para cada uno de los manipuladores se
realizaron dos simulaciones de movimiento en donde se evalúa la calidad del comportamiento
cinemático durante la ejecución de la tarea por medio del uso de los índices de desempeño
descritos en este trabajo.

5.1. Energía cinética de un órgano terminal ideal (esfera)

Considere que el órgano terminal de un robot manipulador es una esfera sólida con masa
ms y radio rs. Durante el movimiento del manipulador la energía cinética del órgano terminal
puede ser calculada por

k =
1

2
vTGl +

1

2
ωTs hG (5.1)

donde

vG es el vector de velocidad lineal del centro de masa de la esfera (G).

l ≡ msvG es el vector de momentum lineal de la esfera,

ωs es el vector de velocidad angular de la esfera,

hG ≡ Isωs es el momentum angular de la esfera con respecto a su centro de masa. Is
es la matriz de inercia del cuerpo con respecto a un marco ortogonal con origen en el
centro de masa. Dicha matriz está dada por
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Is =

Ixx 0 0
0 Iyy 0
0 0 Izz

 (5.2)

donde

Ixx = Iyy = Izz =
2

5
msr

2
s . (5.3)

Los vectores vG y ωs de (5.1) son expresados en términos de sus componentes con respecto
a un marco ortogonal unido al órgano terminal como se muestra enseguida

vG =

vGx

vGy

vGz

 , ωs =

ωxωy
ωz

 . (5.4)

Usando estas componentes y los parámetros inerciales del órgano terminal esférico en
(5.1) la energía cinética es expresada como

k =
ms

2

(
v2Gx

+ v2Gy
+ v2Gz

)
+
msr

2
s

5

(
ω2
x + ωy

2 + ω2
z

)
. (5.5)

Tomando en cuenta (5.5) es posible de�nir un vector ke de 6 dimensiones tal que

‖ ke ‖2 = k (5.6)

donde ‖ ke ‖ denota la norma euclidiana de ke. Así, se puede apreciar que el vector ke está
asociado a la energía cinética y que puede ser escrito como

ke =

[
keT
keR

]
(5.7)

donde keT y keR son vectores asociados con la energía cinética correspondientes a los movi-
mientos traslacional y rotacional del órgano terminal, respectivamente. En términos de sus
componentes ortogonales con respecto al marco unido al órgano terminal, estos vectores son

keT = λT

vGx

vGy

vGz

 , keR = λR

ωxωy
ωz

 , (5.8)

donde λT =
√

ms

2
y λR =

√
msr2s
5

.
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5.2. Homogeneización de la matriz jacobiana por pará-
metros inerciales basada en una geometría ideal es-
férica

Es posible establecer una particuón de la matriz jacobiana mediante cuatro sub-matrices,
como se muestra enseguida:

J =

[
JTA JTW
JRA JRW

]
(5.9)

donde

JTA =

J11 J12 J13

J21 J22 J23

J31 J32 J33

 , JTW =

J14 J15 J16

J24 J25 J26

J34 J35 J36

 ,
JRA =

J41 J42 J43

J51 J52 J53

J61 J62 J63

 , JRW =

J44 J45 J46

J54 J55 J56

J64 J65 J66

 .
Los elementos de las matrices JTA y JTW son los coe�cientes de las velocidades articulares

que producen vG mientras que los elementos de JRA y JRW son los coe�cientes de las
velocidades articulares que de�nen ωS.

Tomando en cuenta (5.1), (5.8) y (5.9) se pueden calcular los vectores del arreglo ke
como:

[
keT
keR

]
= J∗q̇ (5.10)

donde J∗ es la matriz jacobiana homogeneizada obtenida a partir de los parámetros inerciales
del órgano terminal y que está de�nida por

J∗ =

[
λTJTA λTJTW
λRJRA λRJRW

]
. (5.11)

La matriz jacobiana J∗ es dimensionalmente homogénea con sus elementos en unidades
de kg

1
2 ·m. Estos elementos fueron de�nidos por los parámetros inerciales del órgano terminal,

los parámetros geométricos y la postura del manipulador. Mediante (5.10) la matriz homo-
geneizada J∗ determina los componentes ortogonales de keT y keR asociados a la energía
cinética del órgano terminal; así, aplicando J∗ se puede evaluar la e�cacia para transformar
velocidades articulares a energía cinética del órgano terminal.
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5.3. Simulaciones con el robot Fanuc ARCMate 100ic/12

5.3.1. Recon�guración del manipulador Fanuc ARC Mate 100iC

Con el �n de evaluar el desempeño cinemático del robot manipulador utilizando la matriz
J∗ se hizo una simulación, hecha en Matlab©, la cual consiste en una recon�guración interna
del robot realizando una única rotación en Z del órgano terminal, variando los valores de ψ
en un rango de 90◦−270◦. La posición óptima del órgano terminal es determinada obteniendo
los valores máximos para la manipulabilidad. En la �gura ?? se muestra una secuencia de
posturas que toma el robot a lo largo del barrido mientras que en la �gura 5.2 muestra el
comportamiento de los índices de manipulabilidad rotacional y traslacional normalizada a
lo largo de la simulación. Observe que el punto máximo de ambos índices es alcanzado con
ψ = 180◦ donde a su vez, θ5 = 90◦.

Figura 5.1: Secuencia de posturas en diagrama de alambre del manipulador Fanuc ARC Mate
100iC
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Figura 5.2: Evolución de los índices de manipulabilidad traslacional normalizadaw∗A y rota-
cional ww durante la recon�guración del robot.

Los índices de manipulabilidad obtenidos en la �gura 5.2 se calculan usando la matriz J
sin homogeneizar.

Figura 5.3: Evolución del índice de manipulabilidad global usando la matriz J∗

En la Figura 5.3 se muestran las manipulabilidades obtenidas durante la ejecución de la
tarea. Observe que el manipulador alcanza las máximas manipulabilidades en el rango de
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ψ = 160◦ a 200◦. Sin embargo, debido a que la matriz jacobiana J no ha sido homogeneizada
no es posible evaluar los movimientos traslacional y rotacional como uno solo. Por otra parte,
la Figura 5.3 es obtenida a partir de la matriz jacobiana J∗ homogeneizada por parámetros
inerciales y se puede apreciar que se obtiene un único valor para cada postura instantánea
del robot el cuál sirve para evaluar tanto el movimiento traslacional como el movimieto
rotacional del robot.

5.3.2. Movimiento del manipulador Fanuc ARC Mate 100iC duran-
te la descripción de una ruta especi�cada

Se realizó, además, una simulación de seguimiento de una ruta circular en el plano Y −Z
para evaluar el desempeño cinemático usando la manipulabilidad de Yoshikawa homoge-
neizando a la matriz jacobiana básica usando los métodos anteriormente presentados. La
simulación fue hecha en Matlab©. La grá�ca de la �gura 5.4 muestra las curvas de evolución
de los índices de manipulabilidad a lo largo de la ruta. Se puede apreciar nuevamente que un
análisis global utilizando la matriz jacobiana J es imposible debido al problema de homo-
geneidad. En esta misma grá�ca se muestra la curva correspondiente a la manipulabilidad
global obtenida mediante la matriz jacobiana J̄ homogeneizada por medio de la longitud
característica y la curva correspondiente a la manipulabilidad global obtenida mediante la
matriz jacobiana J∗ homogeneizada por medio de los parámetros inerciales. Observe que,
a pesar de que ambas curvas se encuentran coincidentes, la curva de la manipulabilidad
obtenida mediante J∗ tiene una ventaja sobre la manipulabilidad obtenida mediante J̄ en
el sentido de que la primera cuenta con una interpretación física descrita en términos de la
energía cinética. En cambio, J̄ se obtiene en términos adimensionales la cual no representa
una magnitud física.

Figura 5.4: Evolución de los diferentes índices de manipulabilidad durante el seguimiento de
la ruta

Estudio sobre la homogeneización

de la matriz jacobiana de robots manipuladores

Daniel R. Soto Delgado



47

Figura 5.5: Posturas del manipulador Fanuc ARC Mate 100iC durante la tarea circular.
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5.4. Energía cinética de un órgano terminal ideal (disco)

Considere ahora el caso de un robot manipulador planar con un órgano terminal sólido
en forma de disco, cuya masa y radio son denotados como md y rd, respectivamente. La
energía cinética de este disco puede ser expresada como:

k =
1

2
vTg l +

1

2
ωTdhg (5.12)

donde

vg es el vector de velocidad del centro de masa del disco g,

l ≡ mdvg es el vector de momentum lineal del disco,

ωd es el vector de velocidad del disco,

hg ≡ Izωs es el momentum angular del disco con respecto a su centro de masa. Iz es
el momento de inercia del cuerpo con respecto al eje Z de un marco ortogonal con su
origen en el centro de masa que está dado por

Iz =
1

2
mdr

2
d. (5.13)

Las velocidades de (5.12) son expresadas en términos de sus componentes con respecto a
un marco ortogonal unido al órgano terminal como

vg =

[
vgx
vgy

]
, ωd =

[
ωz
]
. (5.14)

Debido a que el manipulador paralelo 3-RRR solo tiene desplazamiento en el planoX−Y ,
no existe velocidad lineal en el eje Z pero sí existe velocidad angular en ese eje. Por otra
parte, no existen velocidades angulares en los ejes X ni Y . Es posible representar (5.12) en
términos de los componentes de las velocidades y los parámetros inerciales del disco en el
órgano terminal como

k =
md

2

[
v2gx + v2gy

]
+
mdr

2
d

4

[
ω2
z

]
. (5.15)

Considerando (5.15), es posible de�nir un vector ke ∈ R3×1 tal que

‖ ke ‖2 = k, (5.16)

donde ‖ ke ‖ designa la norma euclidiana del vector ke. Así, se puede observar que ke es un
vector asociado a la energía cinética del órgano terminal que puede ser escrito como
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ke =

[
keT
keR

]
(5.17)

donde keT y keR son vectores asociados a la energía cinética correspondiendo al movimiento
traslacional y rotacional del órgano terminal, respectivamente. En términos de sus componen-
tes ortogonales con respecto al marco unido al órgano terminal estos vectores son descritos
como

keT = λT

[
vgx
vgy

]
, keR = λR

[
ωz
]
, (5.18)

con λT ≡
√

md

2
y λR ≡

√
mdr

2
d

4
, considerando que

‖ keT ‖2 + ‖ keR ‖2 = k. (5.19)

Ahora bien, aplicando las constantes λT y λR obtenidas a la matriz de la ecuación(4.94)
se tiene que la matriz jacobiana paralela homogeneizada con estos parámetros es

A∗ =

 1
λT
r4ux

1
λT
r4uy

1
λR

(r4uxray − r4uyrax)
1
λT
r5ux

1
λT
r5uy

1
λR

(r5uxrby − r5uyrbx)
1
λT
r6ux

1
λT
r6uy

1
λR

(r6uxrcy − r6uyrcx)

 (5.20)

En consecuencia, la matriz (5.20) permite calcular los vectores keT y keR mediante

[
keT
keR

]
= (A∗)−1Bq̇ (5.21)

que �nalmente determina la energía cinética del órgano terminal a través de (5.19).

5.5. Recon�guración para una posición especi�cada del
órgano terminal del manipulador 3-RRR

Mediante el paquete de software Matlab© se hizo la simulación del movimiento del robot
manipulador 3-RRR para la obtención grá�ca de κ−1. Los parámetros geométricos utilizados
para esta simulación son los que fueron usados en [13] y con desplazamiento nulo en el plano
x − y y con φ variando de −105◦ a 110◦. En la �gura 5.7 se pueden observar las distintas
posturas del manipulador durante la simulación.

5.5.1. Inverso del número de condicionamiento κ−1(Ā) y κ−1(A∗)

Mediante el uso del comando cond de Matlab© se obtuvo el número de condicionamiento
κ para la matriz homogeneizada con la longitud característica Ā y la matriz homogeneizada
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por parámetros inerciales A∗. Posteriormente se obtiene el inverso del número de condicio-
namiento κ−1 para la normalización. Estos valores fueron gra�cados con respecto a φ a lo
largo del movimiento realizado por el manipulador paralelo, el cual consiste en un movimien-
to rotacional sin desplazamiento lineal de la plataforma móvil desde φinicial = −105◦ hasta
φfinal = 110◦. La �gura 5.6a muestra la grá�ca de κ−1(Ā) y la �gura 5.6b muestra la grá�ca
de κ−1(A∗) con respecto a la orientación de la PM. Para la obtención de estas grá�cas se
tomó en cuenta que el punto P , que corresponde al centro de la PM, tiene las coordenadas
(x = 8.66,y = 5) y que el manipulador opera en el Mf1.

(a) κ−1(Ā)

(b) κ−1(A∗)

Figura 5.6: Número de condicionamiento con respecto a la orientación de la PM

Observando la Figura 5.6b se puede apreciar que el inverso del número de condiciona-
miento de la matriz jacobiana homogeneizada por parámetros inerciales κ−1(A∗) alcanza su
valor máximo en cuatro posturas diferentes durante la tarea. Cuando el robot alcanza estos
valores se dice que el manipulador se encuentra en una postura isotrópica mediante las cuales
se obtiene un rendimiento óptimo del manipulador. Por otra parte, la curva de κ−1(Ā) solo
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alcanza la isotropía en dos posturas demostrando una desventaja ante la obtención de A∗.

Figura 5.7: Posturas del manipulador 3-RRR con valores desde φ = −105◦ a φ = 110◦.
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5.5.2. Posturas isotrópicas y mapeo del vector ke

Observando la �gura 5.6b se puede apreciar que el manipulador paralelo alcanza su valor
máximo en cuatro posturas diferentes a lo largo de la trayectoria. En las �guras 5.8 a 5.11 se
muestran los resultados obtenidos mediante simulación para las distintas posturas isotrópicas
gra�cando a la vez los puntos del vector ke asociados a la energía cinética del manipulador.
El conjunto de puntos representados describe una esfera en las cuatro posturas isotrópicas
consideradas.

Figura 5.8: Elipsoide de energía cinética en la postura isotrópica cuando φ = −116.2◦.
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Figura 5.9: Esfera de energía cinética en la postura isotrópica cuando φ = −65.6◦

Estudio sobre la homogeneización

de la matriz jacobiana de robots manipuladores

Daniel R. Soto Delgado



54

Figura 5.10: Esfera de energía cinética en la postura isotrópica cuando φ = 17.62◦
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Figura 5.11: Esfera de energía cinética en la postura isotrópica cuando φ = 49.82◦

Se observa en la Figura 5.9 que con la postura isotrópica obtenida para φ = −65.6◦, el
vector ke se mapea en una esfera de mayor tamaño en comparación con las esferas de energía
cinética obtenidas en los otros casos (�guras 5.8,5.10 y 5.11). En consecuencia esta postura
isotrópica re�eja un mejor desempeño.
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Capítulo 6

Conclusión

En este trabajo de tesis se efectuaron estudios concernientes a la homogeneización de
la matriz jacobiana de robots manipuladores. En particular, se aplicó un método original
para la homogeneización de la matriz jacobiana de robots manipuladores de manipuladores
seriales y paralelos. Este método permite medir el desempeño cinemático de manipuladores
teniendo como criterio la capacidad de éstos para generar energía cinética con su órgano
terminal, tanto con el movimiento traslacional como con el rotacional de dicho eslabón. Los
resultados obtenidos demuestran que un índice de desempeño de un manipulador sólo tiene
sentido de�nirlo si posee unidades físicas que puedan dimensionarlo, de tal manera que mida
algún concepto físico del órgano terminal relacionado con sus movimientos traslacionales y
rotacionales, pues el objetivo de un manipulador es generar estos movimientos a partir de
los desplazamientos articulares de la cadena cinemática. En efecto, como quedó demostrado
en esta tesis, el hecho de que los índices de desempeño y las posturas isotrópicas de un robot
obtenidas con matrices jacobianas homogeneizadas con longitudes características (matrices
con elementos adimensionales) sean diferentes a los obtenidos con matrices jacobianas ho-
mogeneizadas mediante parámetros inerciales, demuestra que los conceptos de desempeño
cinetostático e isotropía dependen del signi�cado físico de las unidades de los elementos de
dichas matrices, aún si éstas están relacionadas con el mismo manipulador. El uso de los
parámetros inerciales es un método de homogeneización de la matriz jacobiana formulado
de tal manera que los elementos de esa matriz son dimensionados con unidades asociados a
la energía cinética del órgano terminal. Con ello se logra proporcionar un signi�cado físico
a la aplicación de índices de desempeño típicos, con lo que se consigue una evaluación del
desempeño cinemático de forma global y coherente. Al conocimiento del autor de esta tesis,
este método de homogeneización es único con estas características en la actualidad.

Imponer a una matriz jacobiana un carácter adimensional mediante la aplicación de un
factor sin un claro signi�cado físico impide toda interpretación física de cualquier índice que se
de�na a partir de dicha matriz. Por otra parte, se debe observar que el concepto de isotropía,
en física es utilizado para cali�car a un cuerpo cuyas propiedades físicas no dependen de la
dirección en que son examinadas. Es decir, que las magnitudes asociadas a algún concepto
físico que se desee medir en algún cuerpo isotrópico son las mismas independientemente de
la dirección en la que se mida. Al utilizar el enfoque de la longitud característica a la matriz
jacobiana los elementos de ésta pierden su dimensión y, por lo tanto, el concepto de isotropía
se vuelve ambiguo. Por otra parte, utilizando el enfoque propuesto con parámetros inerciales
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es posible obtener un signi�cado físico para el concepto de isotropía.

6.1. Contribuciones

1. Extensión de un método para la homogeneización de la matriz jacobiana de robots
manipuladores al caso de un manipulador paralelo. Este método fue originalmente
propuesto para su aplicación en un manipulador serial [4].

2. Extensión del concepto del uso de la energía cinética del órgano terminal de un robot
manipulador como criterio de desempeño cinemático del manipulador, para su aplica-
ción al caso de un manipulador paralelo. Este concepto fue originalmente aplicado al
caso de un robot manipulador serial [4].

3. Extensión de un método para la evaluación del desempeño cinemático de un manipu-
lador paralelo mediante el índice de manipulabilidad global, para su aplicación al caso
de un manipulador paralelo. Este método se aplicó originalmente en un manipulador
serial [4].

4. Extensión de un método para la evaluación del desempeño cinemático de un manipu-
lador paralelo mediante el número de condicionamiento de la matriz jacobiana, para
su aplicación al caso de un manipulador paralelo. Este método se aplicó originalmente
en un manipulador serial [4].

5. Identi�cación de nuevas posturas isotrópicas del manipulador paralelo 3-RRR, las
cuales no han sido reportadas en la literatura hasta ahora.

6.2. Trabajos futuros

1. Generalizar las contribuciones para su aplicación a manipuladores seriales y paralelos de
cualquier arquitectura y considerando al órgano terminal con una geometría arbitraria.

2. Publicar los resultados de la tesis en una revista cientí�ca de circulación internacional.
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Apéndice A

Código del manipulador Fanuc Arc Mate
100iC

1 % Programa que simula el movimiento de un robot serial FANUC ARC MATE 100iC
y graficación

2 % de la manipulación usando la matriz jacobiana homogeneizada
3 % mediante el uso de parámetros inerciales por:
4 % Daniel Roberto Soto Delgado No. de ctrol. M1713039
5 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− %
6 %Parámetros de graficación:
7 np=100;
8
9 %Epsilon
10 e = 1;
11
12 %Parámetros geométricos
13 d2=15;
14 d3=60;
15 d4=20;
16 r4=64;
17 dhh=22;
18 radio=20;
19
20 ms = 5;
21 rs = 10;
22 % Especificación de la base del robot en el marco 0
23
24 sp1=[0 0 0 1]';
25 sp2=[0 0 −45 1]';
26 b1=[−10 10 −45 1]';
27 b2=[10 10 −45 1]';
28 b3=[10 −10 −45 1]';
29 b4=[−10 −10 −45 1]';
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30
31 % Especificacion de los vertices de la pinza en el marco 4:
32
33 p1=[5 2.5 0 1]';
34 p2=[5 2.5 5 1]';
35 p3=[5 −2.5 0 1]';
36 p4=[5 −2.5 5 1]';
37 p5=[−5 2.5 0 1]';
38 p6=[−5 2.5 5 1]';
39 p7=[−5 −2.5 0 1]';
40 p8=[−5 −2.5 5 1]';
41
42 %Parámetros del movimiento del robot:
43 T=5;
44
45 aa=−110;%25;
46 bb=0;
47 cc=0;
48
49 %Emplazamiento en piso:
50 Te0= [1 0 0 aa
51 0 1 0 bb
52 0 0 1 cc
53 0 0 0 1];
54
55 T0e=inv(Te0);
56
57 %Emplazamiento de la tarea:
58 xt=10;
59 yt=2;
60 zt=4;
61
62 Temt=[0 0 −1 xt;
63 0 1 0 yt;
64 1 0 0 zt;
65 0 0 0 1];
66
67 %Rotacion de la pinza:
68
69 alfa=0;
70 beta=0;
71 gamma=pi;
72
73 Ralfa=[cos(alfa) −sin(alfa) 0 ;
74 sin(alfa) cos(alfa) 0 ;
75 0 0 1 ];
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76
77
78 Rbeta=[cos(beta) 0 sin(beta) ;
79 0 1 0 ;
80 −sin(beta) 0 cos(beta)];
81
82 Rgamma=[ 1 0 0 ;
83 0 cos(gamma) −sin(gamma) ;
84 0 sin(gamma) cos(gamma)];
85
86 Rth=Ralfa*Rbeta*Rgamma;
87
88 T6h=[ 0 1 0 0;
89 −1 0 0 0;
90 0 0 1 dhh;
91 0 0 0 1];
92 Th6=inv(T6h);
93
94 for i=0:np
95 t=T*i/np;
96 funt=(t/T)−(1/(2*pi))*(sin(2*pi*t/T));
97 phi=2*pi*((t/T)−(1/(2*pi))*(sin(2*pi*t/T)));
98
99 px=radio*cos(phi);
100 py=radio*sin(phi);
101 pz=0;
102
103 Tth=[Rth(1,1) Rth(1,2) Rth(1,3) px;
104 Rth(2,1) Rth(2,2) Rth(2,3) py;
105 Rth(3,1) Rth(3,2) Rth(3,3) pz;
106 0 0 0 1];
107
108 %Matriz snap
109
110 Snap=T0e*Temt*Tth*Th6;
111
112 sx=Snap(1,1);
113 sy=Snap(2,1);
114 sz=Snap(3,1);
115
116 nx=Snap(1,2);
117 ny=Snap(2,2);
118 nz=Snap(3,2);
119
120 ax=Snap(1,3);
121 ay=Snap(2,3);
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122 az=Snap(3,3);
123
124 Px=Snap(1,4);
125 Py=Snap(2,4);
126 Pz=Snap(3,4);
127
128 %Modelo inverso de posición
129 t1 = atan2(Py,Px);
130
131 %Equation type 6
132 Z1=−d2 + Px*cos(t1) + Py*sin(t1);
133
134 B1 = 2*(−(d4*Pz) − r4*Z1);
135 B2 = 2*(Pz*r4 − d4*Z1);
136 B3 = (d3*d3) − (d4*d4) − (Pz*Pz) − (r4*r4) − (Z1*Z1);
137 raiz1=sqrt((B1*B1) + B2*B2 − (B3*B3));
138 if B1^2+B2^2<B3^2
139 raiz1=0;
140 end
141 SQ = (B1*B3 + B2*raiz1*e)/(B1*B1 + B2*B2);
142 CQ = (B2*B3 − B1*raiz1*e)/(B1*B1 + B2*B2);
143 t23 = (atan2( SQ , CQ ));
144 t2 = atan2(−((−Pz − r4*cos(t23) + d4*sin(t23))/d3) , (Z1 − d4*cos(t23) − r4*

sin(t23))/d3 );
145
146 t3 = t23−t2;
147
148 %Equation type 2
149 X=−(ay*cos(t1)) + ax*sin(t1);
150
151 Y=−(ax*cos(t1)*cos(t23)) − ay*cos(t23)*sin(t1) − az*sin(t23);
152
153 %X*cos(t4) + Y*sin(t4) = 0;
154
155 %Solution
156 t4 = atan2(−X,Y );
157
158 %Equation type 3
159 Y=−(cos(t4)*(ax*cos(t1)*cos(t23) + ay*cos(t23)*sin(t1) + az*sin(t23))) − (−(

ay*cos(t1)) + ax*sin(t1))*sin(t4);
160
161 Y1=az*cos(t23) − ax*cos(t1)*sin(t23) − ay*sin(t1)*sin(t23);
162
163 %Solution
164 t5 = atan2(−Y , −Y1 );
165
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166 %Equation type 3
167 Y=−(cos(t4)*(−(sy*cos(t1)) + sx*sin(t1))) + (sx*cos(t1)*cos(t23) + sy*cos(

t23)*sin(t1) + sz*sin(t23))*sin(t4);
168
169 Y1=−(cos(t4)*(−(ny*cos(t1)) + nx*sin(t1))) + (nx*cos(t1)*cos(t23) + ny*cos(

t23)*sin(t1) + nz*sin(t23))*sin(t4);
170
171 %−sin(t6) = Y
172 %−cos(t6) = Y1
173
174 %Solution
175 t6 = atan2(−Y , −Y1 );
176
177 theta1(i+1,1) = rad2deg(t1);
178 theta2(i+1,1) = rad2deg(t2);
179 theta3(i+1,1) = rad2deg(t3);
180 theta4(i+1,1) = rad2deg(t4);
181 theta5(i+1,1) = rad2deg(t5);
182 theta6(i+1,1) = rad2deg(t6);
183
184 s1=sin(t1);
185 c1=cos(t1);
186 s2=sin(t2);
187 c2=cos(t2);
188 s3=sin(t3);
189 c3=cos(t3);
190 s4=sin(t4);
191 c4=cos(t4);
192 s5=sin(t5);
193 c5=cos(t5);
194 s6=sin(t6);
195 c6=cos(t6);
196
197
198
199 % Matrices de transformación
200 T01=[c1 −s1 0 0;
201 s1 c1 0 0;
202 0 0 1 0;
203 0 0 0 1];
204
205 T12=[c2 −s2 0 d2;
206 0 0 −1 0;
207 s2 c2 0 0;
208 0 0 0 1];
209
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210 T23 =[c3 −s3 0 d3;
211 s3 c3 0 0;
212 0 0 1 0;
213 0 0 0 1];
214
215 T34=[c4 −s4 0 d4;
216 0 0 −1 −r4;
217 s4 c4 0 0;
218 0 0 0 1];
219
220 T45=[c5 −s5 0 0;
221 0 0 1 0;
222 −s5 −c5 0 0;
223 0 0 0 1];
224
225 T56=[c6 −s6 0 0;
226 0 0 −1 0;
227 s6 c6 0 0;
228 0 0 0 1];
229
230 %Vector para el codo
231 vp3=[20 0 0 1]';
232
233 %Vector para el primer eslabon a la base
234 esb=[0 0 0 1]';
235
236 %Vector para la herramienta
237 vph=[0 0 dhh 1]';
238 vpinza=[1 0 0 0;
239 0 1 0 0;
240 0 0 1 0;
241 0 0 −2.5 1]';
242
243 %Matrices
244 T02=T01*T12;
245 T03=T02*T23;
246 T03pr=T03*vp3;
247 T04=T03*T34;
248 T05=T04*T45;
249 T06=T05*T56;
250 T04ph=T06*vph;
251
252 %Coordenadas de los eslabones
253 x2=T02(1,4);
254 y2=T02(2,4);
255 z2=T02(3,4);
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256
257 x3=T03(1,4);
258 y3=T03(2,4);
259 z3=T03(3,4);
260
261 xpr=T03pr(1);
262 ypr=T03pr(2);
263 zpr=T03pr(3);
264
265 x4=T04(1,4);
266 y4=T04(2,4);
267 z4=T04(3,4);
268
269 x4h=T04ph(1);
270 y4h=T04ph(2);
271 z4h=T04ph(3);
272
273 %Transformacion de las coordenadas de los extremos de los eslabones del
274 %marco 0 al marco e:
275 rpO2=Te0*[x2 y2 z2 1]';
276 rpO3=Te0*[x3 y3 z3 1]';
277 rppr03=Te0*[xpr ypr zpr 1]';
278 rpO4=Te0*[x4 y4 z4 1]';
279 rpO4h=Te0*[x4h y4h z4h 1]';
280
281 %Transformación de los vértices de la pinza
282 Te6=[0 0 1 rpO4h(1);
283 0 1 0 rpO4h(2);
284 1 0 0 rpO4h(3);
285 0 0 0 1];
286 %Te4=Te0*Tpinza;
287 pnz1=Te6*p1;
288 pnz2=Te6*p2;
289 pnz3=Te6*p3;
290 pnz4=Te6*p4;
291 pnz5=Te6*p5;
292 pnz6=Te6*p6;
293 pnz7=Te6*p7;
294 pnz8=Te6*p8;
295
296
297 %Arreglos de la pinza
298 ar12x=[pnz1(1) pnz2(1)];
299 ar12y=[pnz1(2) pnz2(2)];
300 ar12z=[pnz1(3) pnz2(3)];
301
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302 ar24x=[pnz2(1) pnz4(1)];
303 ar24y=[pnz2(2) pnz4(2)];
304 ar24z=[pnz2(3) pnz4(3)];
305
306 ar13x=[pnz1(1) pnz3(1)];
307 ar13y=[pnz1(2) pnz3(2)];
308 ar13z=[pnz1(3) pnz3(3)];
309
310 ar15x=[pnz1(1) pnz5(1)];
311 ar15y=[pnz1(2) pnz5(2)];
312 ar15z=[pnz1(3) pnz5(3)];
313
314 ar37x=[pnz3(1) pnz7(1)];
315 ar37y=[pnz3(2) pnz7(2)];
316 ar37z=[pnz3(3) pnz7(3)];
317
318 ar78x=[pnz7(1) pnz8(1)];
319 ar78y=[pnz7(2) pnz8(2)];
320 ar78z=[pnz7(3) pnz8(3)];
321
322 ar86x=[pnz8(1) pnz6(1)];
323 ar86y=[pnz8(2) pnz6(2)];
324 ar86z=[pnz8(3) pnz6(3)];
325
326 ar65x=[pnz6(1) pnz5(1)];
327 ar65y=[pnz6(2) pnz5(2)];
328 ar65z=[pnz6(3) pnz5(3)];
329
330 ar57x=[pnz5(1) pnz7(1)];
331 ar57y=[pnz5(2) pnz7(2)];
332 ar57z=[pnz5(3) pnz7(3)];
333
334 ar34x=[pnz3(1) pnz4(1)];
335 ar34y=[pnz3(2) pnz4(2)];
336 ar34z=[pnz3(3) pnz4(3)];
337
338 %Especificaciond e arreglos
339 %Eslabón a base
340 esabx=[esb(1) aa];
341 esaby=[esb(2) bb];
342 esabz=[esb(3) cc];
343
344 %Primer eslabón:
345 es1x=[aa rpO2(1)];
346 es1y=[bb rpO2(2)];
347 es1z=[cc rpO2(3)];
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348
349 %Segundo eslabón:
350 es2x=[rpO2(1) rpO3(1)];
351 es2y=[rpO2(2) rpO3(2)];
352 es2z=[rpO2(3) rpO3(3)];
353
354 %Codo prima
355 es3prx=[rpO3(1) rppr03(1)];
356 es3pry=[rpO3(2) rppr03(2)];
357 es3prz=[rpO3(3) rppr03(3)];
358
359 %Cuarto eslabon
360 es4x=[rppr03(1) rpO4(1)];
361 es4y=[rppr03(2) rpO4(2)];
362 es4z=[rppr03(3) rpO4(3)];
363
364 %Eslabon a la herramienta
365 es4hx=[rpO4(1) rpO4h(1)];
366 es4hy=[rpO4(2) rpO4h(2)];
367 es4hz=[rpO4(3) rpO4h(3)];
368
369 rpp=rpO4h+[5 0 0 1]';
370
371 %Se guardan las coordenadas de 04 en un arreglo
372 pnx(i+1)=rpO4h(1);
373 pny(i+1)=rpO4h(2);
374 pnz(i+1)=rpO4h(3);
375
376 pn1x(i+1)=rpO4(1);
377 pn1y(i+1)=rpO4(2);
378 pn1z(i+1)=rpO4(3);
379
380 pn2x(i+1)=rpp(1);
381 pn2y(i+1)=rpp(2);
382 pn2z(i+1)=rpp(3);
383 %Tranformada de los puntos de la base del robot y de los extremos
384 %de los ejes del marco 0 en el marco e
385 s1n = Te0*sp1;
386 s2n = Te0*sp2;
387 b1n = Te0*b1;
388 b2n = Te0*b2;
389 b3n = Te0*b3;
390 b4n = Te0*b4;
391
392 s1x=[s1n(1) s2n(1)];
393 s1y=[s1n(2) s2n(2)];
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394 s1z=[s1n(3) s2n(3)];
395
396 b1x=[b1n(1) b2n(1)];
397 b1y=[b1n(2) b2n(2)];
398 b1z=[b1n(3) b2n(3)];
399
400 b2x=[b2n(1) b3n(1)];
401 b2y=[b2n(2) b3n(2)];
402 b2z=[b2n(3) b3n(3)];
403
404 b3x=[b3n(1) b4n(1)];
405 b3y=[b3n(2) b4n(2)];
406 b3z=[b3n(3) b4n(3)];
407
408 b4x=[b4n(1) b1n(1)];
409 b4y=[b4n(2) b1n(2)];
410 b4z=[b4n(3) b1n(3)];
411
412 figure(1)
413 clf
414 hold on
415
416 %Graficacion de la ruta del OT:
417
418 if i>1
419 for j=2:i
420 % plot3([pn1x(j−1),pn1x(j)],[pn1y(j−1),pn1y(j)],[pn1z(j−1),pn1z(j)

],'g');
421 % hold on
422 plot3([pn2x(j−1),pn2x(j)],[pn2y(j−1),pn2y(j)],[pn2z(j−1),pn2z(j)],'r

','linewidth',2);
423 hold on
424 if j==i
425 end
426 end
427 end
428
429 %Grafica de la base
430 plot3(b1x,b1y,b1z, 'k', b2x, b2y, b2z, 'k', b3x,b3y,b3z,'k', b4x,b4y,b4z,'k'

,'linewidth',2);
431 plot3(s1x,s1y,s1z, 'k', 'MarkerSize', 5);
432 grid on
433
434 %Graficación del robot en la cpnfiguración actual (iteración i)
435 plot3(es1x,es1y,es1z, 'k−o');
436 hold on
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437 plot3(es2x,es2y,es2z, 'k−o');
438 hold on
439 plot3(es4x,es4y,es4z, 'k');
440 hold on
441 plot3(es3prx,es3pry,es3prz,'k');
442 hold on
443 plot3(es4hx,es4hy,es4hz, 'k−o');
444 hold on
445
446 % % Graficación de la pinza
447 % plot3(ar12x,ar12y,ar12z, 'r','linewidth',2)
448 % hold on
449 % plot3(ar24x,ar24y,ar24z, 'r','linewidth',2)
450 % hold on
451 % plot3(ar13x,ar13y,ar13z, 'r','linewidth',2)
452 % hold on
453 % plot3(ar15x,ar15y,ar15z, 'k','linewidth',2)
454 % hold on
455 % plot3(ar37x,ar37y,ar37z, 'k','linewidth',2)
456 % hold on
457 % plot3(ar78x,ar78y,ar78z, 'b','linewidth',2)
458 % hold on
459 % plot3(ar86x,ar86y,ar86z, 'b','linewidth',2)
460 % hold on
461 % plot3(ar65x,ar65y,ar65z, 'b','linewidth',2)
462 % hold on
463 % plot3(ar57x,ar57y,ar57z, 'b','linewidth',2)
464 % hold on
465 % plot3(ar34x,ar34y,ar34z, 'r','linewidth',2)
466 % hold on
467 grid on
468 view([1 −1 1]);
469 %view([0 0 1]);
470 axis ([−150,50,−100,100,−100,100,])
471
472 %Matriz jacobiana
473 JAC(1,1)= −(d2*sin(t1)) − d3*cos(t2)*sin(t1) − d4*cos(t2 + t3)*sin(t1)−r4*

sin(t1)*sin(t2 + t3); %−d2*s1−d3*s12;
474 JAC(2,1)= d2*cos(t1) + d3*cos(t1)*cos(t2) + d4*cos(t1)*cos(t2 + t3)+ r4*cos

(t1)*sin(t2 + t3); %d2*c1+d3*c12;
475 JAC(3,1) = 0;
476 JAC(1,2)= r4*cos(t1)*cos(t2 + t3) − d3*cos(t1)*sin(t2) − d4*cos(t1)*sin(t2

+ t3); %−d3*s12;
477 JAC(2,2)= r4*cos(t2 + t3)*sin(t1) − d3*sin(t1)*sin(t2) − d4*sin(t1)*sin(t2

+ t3); %d3*c12;
478 JAC(3,2) = d3*cos(t2) + d4*cos(t2 + t3) + r4*sin(t2 + t3);
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479 JAC(4,2) = sin(t1);
480 JAC(5,2) = −cos(t1);
481 JAC(6,2) = 0;
482 JAC(1,3) = r4*cos(t1)*cos(t2 + t3) − d4*cos(t1)*sin(t2 + t3);
483 JAC(2,3) = r4*cos(t2 + t3)*sin(t1) − d4*sin(t1)*sin(t2 + t3);
484 JAC(3,3) = d4*cos(t2 + t3) + r4*sin(t2 + t3);
485 JAC(4,3) = sin(t1);
486 JAC(5,3) = −cos(t1);
487 JAC(6,3) = 0;
488 JAC(1,4) = 0;
489 JAC(2,4) = 0;
490 JAC(3,4) = 0;
491 JAC(4,4) = cos(t1)*sin(t2 + t3);
492 JAC(5,4) = sin(t1)*sin(t2 + t3);
493 JAC(6,4) = −cos(t2 + t3);
494 JAC(1,5) = 0;
495 JAC(2,5) = 0;
496 JAC(3,5) = 0;
497 JAC(4,5) = cos(t4)*sin(t1) − cos(t1)*cos(t2 + t3)*sin(t4);
498 JAC(5,5) = −(cos(t1)*cos(t4)) − cos(t2 + t3)*sin(t1)*sin(t4);
499 JAC(6,5) = −(sin(t2 + t3)*sin(t4));
500 JAC(1,6) = 0;
501 JAC(2,6) = 0;
502 JAC(3,6) = 0;
503 JAC(6,1) = 1;
504 JAC(4,6) = cos(t1)*cos(t5)*sin(t2 + t3) + cos(t1)*cos(t2 + t3)*cos(t4)*sin(

t5)+sin(t1)*sin(t4)*sin(t5);
505 JAC(5,6) = cos(t5)*sin(t1)*sin(t2 + t3) + cos(t2 + t3)*cos(t4)*sin(t1)*sin(

t5)− cos(t1)*sin(t4)*sin(t5);
506 JAC(6,6) = −(cos(t2 + t3)*cos(t5)) + cos(t4)*sin(t2 + t3)*sin(t5);
507
508 %Jacobiana traslacional
509 JACTRA=[JAC(1,1) JAC(1,2) JAC(1,3);
510 JAC(2,1) JAC(2,2) JAC(2,3);
511 JAC(3,1) JAC(3,2) JAC(3,3)];
512
513 %Jacobiana rotacional
514 JACROT=[JAC(4,4) JAC(4,5) JAC(4,6);
515 JAC(5,4) JAC(5,5) JAC(5,6);
516 JAC(6,4) JAC(6,5) JAC(6,6)];
517
518 % Jacobiana generalizada
519
520 JAC = [JAC(1,1) JAC(1,2) JAC(1,3) JAC(1,4) JAC(1,5) JAC(1,6);
521 JAC(2,1) JAC(2,2) JAC(2,3) JAC(2,4) JAC(2,5) JAC(2,6);
522 JAC(3,1) JAC(3,2) JAC(3,3) JAC(3,4) JAC(3,5) JAC(3,6);

Estudio sobre la homogeneización

de la matriz jacobiana de robots manipuladores

Daniel R. Soto Delgado



73

523 JAC(4,1) JAC(4,2) JAC(4,3) JAC(4,4) JAC(4,5) JAC(4,6);
524 JAC(5,1) JAC(5,2) JAC(5,3) JAC(5,4) JAC(5,5) JAC(5,6);
525 JAC(6,1) JAC(6,2) JAC(6,3) JAC(6,4) JAC(6,5) JAC(6,6)];
526
527
528 LT = sqrt(ms/2);
529 LR = sqrt((2*ms*rs^2)/5);
530 L = 0.7390;
531
532 JACh = [LT*JAC(1,1) LT*JAC(1,2) LT*JAC(1,3) LT*JAC(1,4) LT*JAC(1,5) LT*JAC

(1,6);
533 LT*JAC(2,1) LT*JAC(2,2) LT*JAC(2,3) LT*JAC(2,4) LT*JAC(2,5) LT*JAC

(2,6);
534 LT*JAC(3,1) LT*JAC(3,2) LT*JAC(3,3) LT*JAC(3,4) LT*JAC(3,5) LT*JAC

(3,6);
535 LR*JAC(4,1) LR*JAC(4,2) LR*JAC(4,3) LR*JAC(4,4) LR*JAC(4,5) LR*JAC

(4,6);
536 LR*JAC(5,1) LR*JAC(5,2) LR*JAC(5,3) LR*JAC(5,4) LR*JAC(5,5) LR*JAC

(5,6);
537 LR*JAC(6,1) LR*JAC(6,2) LR*JAC(6,3) LR*JAC(6,4) LR*JAC(6,5) LR*JAC

(6,6)];
538
539 JACL =[JAC(1,1)/L JAC(1,2)/L JAC(1,3)/L JAC(1,4)/L JAC(1,5)/L JAC(1,6)/L;
540 JAC(2,1)/L JAC(2,2)/L JAC(2,3)/L JAC(2,4)/L JAC(2,5)/L JAC(2,6)/L;
541 JAC(3,1)/L JAC(3,2)/L JAC(3,3)/L JAC(3,4)/L JAC(3,5)/L JAC(3,6)/L;
542 JAC(4,1) JAC(4,2) JAC(4,3) JAC(4,4) JAC(4,5) JAC(4,6);
543 JAC(5,1) JAC(5,2) JAC(5,3) JAC(5,4) JAC(5,5) JAC(5,6);
544 JAC(6,1) JAC(6,2) JAC(6,3) JAC(6,4) JAC(6,5) JAC(6,6)];
545
546 fnor = 4.1898e+09; %5.0425e+09;
547 fnortra = 4.0218e+05; % 4.5101e+05;
548 fnorlong = 9.2855e+05;
549 wwgl = sqrt(det(JACh*JACh'));
550 wwgln(i+1,1)= wwgl/fnor;
551 wwlongitud = sqrt(det(JACL*JACL'));
552
553
554 Wtrn1=sqrt(det(JACTRA*JACTRA'));
555 Wrot1(i+1)=sqrt(det(JACROT*JACROT'));
556 Wtrn(i+1,1)=Wtrn1/fnortra;
557 WWlong(i+1,1) = wwlongitud/fnorlong;
558
559 title('Fanuc Arc Mate 100iC Serial Manipulator''s Movement Simulation','

Interpreter','latex')
560 legend('Ruta de la tarea','Location','north')
561 % legend('boxoff')
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562 xlabel('X');
563 ylabel('Y');
564 zlabel('Z');
565 pause(0.01)
566 end
567 t = 0:T/np:T;
568
569 figure(2)
570 clf
571 plot(t,wwgln,'r','linewidth',1)
572 hold on
573 plot(t,Wtrn,'k','linewidth',1)
574 hold on
575 plot(t,Wrot1, 'm', 'linewidth',1)
576 hold on
577 plot(t,WWlong, 'b−−', 'linewidth',1)
578 hold on
579 grid on
580 title('Manipulabilidad')
581 legend('Manipulabilidad global h. con parámetros inerciales ','

Manipulabilidad traslacional','Manipulabilidad rotacional','
Manipulabilidad global h. con longitud característica ','Location','
southwest')

582 dim = [.15 .6 .3 .3];
583 xlabel ('t [segundos]','interpreter','latex');
584 grid on
585 hold on
586 axis ([0,T,0,1])
587
588 figure(3)
589 clf
590 plot(t,WWlong, 'm', 'linewidth',1)
591 hold on
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Capítulo 7

Código de Matlab del robot 3-RRR

1 % Programa que simula el movimiento de un robot paralelo 3−RRR por: Daniel
Roberto Soto Delgado No. de ctrol. M1713039

2
3 clc;
4 clear all;
5 np = 100; %Número de puntos para la simulación
6 T = 5; %Tiempo de duración de la simulación en segundos
7
8 % Modos de funcionamiento
9 eps1 = 1;
10 eps2 = 1;
11 eps3 = 1;
12
13 % Parámetros del robot paralelo
14 mp = 5.8579; %masa de la plataforma movil
15 r = 6; %radio del círculo circunscrito en la PM en centímetros
16 R = 10; %radio del círculo circunscrito en la PF en centímetros
17 l1 = 7; %longitud de las piernas en centímetros
18 l2 = l1;
19 zp = 0;
20
21 % Posición y orientación inicial
22 xpini = 8.66; %Punto inicial en X
23 ypini = 5; %Punto inicial en Y
24 phiini = deg2rad(−105); %Orientación inicial de la PM
25
26 % Incrementos de la posición y orientación
27 delxp = 0; %incrementos en X
28 delyp = 0; %incrementos en Y
29 delphi = deg2rad(215); %Incrementos de Phi
30
31 %−−−−−−−−−−−−−Solución al problema inverso de posición−−−−−−−−−−−−−−−−−− %

75
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32 for i=1:np
33 t = T*(i/np);
34
35 fc = t/T − (1/(2*pi))*sin((2*pi*t)/T);
36
37 xp = xpini + delxp*fc;
38 yp = ypini + delyp*fc;
39
40 phi(:,i) = phiini + delphi*fc;
41
42 sphi = sin(phi(i));
43 cphi = cos(phi(i));
44
45 phif(:,i) = rad2deg(phi(i));
46
47 % Vectores conocidos %
48 r7x = (sqrt(3)/2)*r*cphi−(r/2)*sphi;
49 r7y = (sqrt(3)/2)*r*sphi+(r/2)*cphi;
50 r7z = 0;
51
52 r8x = −(sqrt(3)/2)*r*cphi−(r/2)*sphi;
53 r8y = −(sqrt(3)/2)*r*sphi+(r/2)*cphi;
54 r8z = 0;
55
56 r9x = r*sphi;
57 r9y = −r*cphi;
58 r9z = 0;
59
60 % Plataforma móvil %
61 rC1x = xp−r7x;
62 rC1y = yp−r7y;
63
64 rC2x = xp−r8x;
65 rC2y = yp−r8y;
66
67 rC3x = xp−r9x;
68 rC3y = yp−r9y;
69
70 % Vectores PM al punto P %
71 r7 = [r7x r7y r7z]';
72 r8 = [r8x r8y r8z]';
73 r9 = [r9x r9y r9z]';
74
75 % Vertices %
76 rC1 = [rC1x rC1y]';
77 rC2 = [rC2x rC2y]';
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78 rC3 = [rC3x rC3y]';
79
80 %% % % % % % % % % % % % %
81 S = sqrt(3)*R;
82 k1 = sqrt(rC1x^2+rC1y^2);
83 k2 = sqrt((rC2x − S)^2 + rC2y^2);
84 k3 = sqrt((rC3x − S/2)^2 + (rC3y − (sqrt(3)*S)/2)^2);
85
86 rC1ux = rC1x/k1;
87 rC1uy = rC1y/k1;
88 rC2ux =(rC2x − S)/k2;
89 rC2uy = rC2y/k2;
90 rC3ux =(rC3x − S/2)/k3;
91 rC3uy =(rC3y − (sqrt(3)*S)/2)/k3;
92
93 g1 = (l1^2 − l2^2 + k1^2)/(2*k1);
94 g2 = (l1^2 − l2^2 + k2^2)/(2*k2);
95 g3 = (l1^2 − l2^2 + k3^2)/(2*k3);
96
97 h1 = sqrt(l1^2 − g1^2);
98 h2 = sqrt(l1^2 − g2^2);
99 h3 = sqrt(l1^2 − g3^2);
100 %% % % % % % % % % % % % %
101
102 % Obtención de los vectores r1−r6 %
103 r1 = [eps1*h1*rC1uy + g1*rC1ux;
104 g1*rC1uy − eps1*h1*rC1ux];
105 r2 = [eps2*h2*rC2uy+g2*rC2ux;
106 g2*rC2uy−eps2*h2*rC2ux];
107 r3 = [eps3*h3*rC3uy + g3*rC3ux;
108 g3*rC3uy − eps3*h3*rC3ux];
109 r4 = [rC1x rC1y]'−r1;
110 r5 = [rC2x − S rC2y]'−r2;
111 r6 = [(rC3x − S/2) (rC3y − (sqrt(3)*S)/2)]' − r3;
112
113 r1x = r1(1);
114 r1y = r1(2);
115 r2x = r2(1);
116 r2y = r2(2);
117 r3x = r3(1);
118 r3y = r3(2);
119 r4x = r4(1);
120 r4y = r4(2);
121 r5x = r5(1);
122 r5y = r5(2);
123 r6x = r6(1);
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124 r6y = r6(2);
125
126 % Coordenadas articulares
127
128 theta1 = atan2(r1y,r1x);
129 theta2 = atan2(r2y,r2x);
130 theta3 = atan2(r3y,r3x);
131
132 t1 = rad2deg(theta1);
133 t2 = rad2deg(theta2);
134 t3 = rad2deg(theta3);
135 P = [xp yp 0];
136
137 % Calculo de los vectores unitarios %
138 r4u = r4/norm(r4);
139 r4ux = r4u(1);
140 r4uy = r4u(2);
141
142 r5u = r5/norm(r5);
143 r5ux = r5u(1);
144 r5uy = r5u(2);
145
146 r6u = r6/norm(r6);
147 r6ux = r6u(1);
148 r6uy = r6u(2);
149
150 % Matriz jacobiana Paralela %
151 A = [r4ux r4uy (r4ux*r7y−r4uy*r7x);
152 r5ux r5uy (r5ux*r8y−r5uy*r8x);
153 r6ux r6uy (r6ux*r9y−r6uy*r9x)];
154
155 % Matriz jacobiana Serial %
156 B = [(r1x*r4ux−r1y*r4uy) 0 0;
157 0 (r2x*r5ux−r2y*r5uy) 0;
158 0 0 (r3x*r6ux−r3y*r6uy)];
159
160 % Homogeneización de la Matriz jacobiana paralela (A)
161
162 % Factores de homogeneización
163 LT = sqrt(mp/2);
164 LR = sqrt((mp*r^2)/4);
165
166 LTi = inv(LT);
167 LRi = inv(LR);
168
169 % Matriz A homogeneizada con parámetros inerciales
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170 Ahm = [LTi*(A(1,1)) LTi*(A(1,2)) LRi*(A(1,3));
171 LTi*(A(2,1)) LTi*(A(2,2)) LRi*(A(2,3));
172 LTi*(A(3,1)) LTi*(A(3,2)) LRi*(A(3,3))];
173
174 % % % Matriz A homogeneizada con longitud característica
175 % % Ahm = [A(1,1) A(1,2) (A(1,3))/(sqrt(2)*r);
176 % % A(2,1) A(2,2) (A(2,3))/(sqrt(2)*r);
177 % % A(3,1) A(3,2) (A(3,3))/(sqrt(2)*r)];
178
179 K(:,i) = cond(Ahm);
180 k(:,i) = inv(K(i));
181
182 % Construcción de los eslabones para las piernas %
183
184 esr1x=[0,r1x];
185 esr1y=[0,r1y];
186 esr1z=[0,0];
187
188 esr4x=[r1x,rC1(1)];
189 esr4y=[r1y,rC1(2)];
190 esr4z=[0,0];
191
192 esr2x=[S,r2(1)+S];
193 esr2y=[0,r2(2)];
194 esr2z=[0,0];
195
196 esr5x=[esr2x(2),rC2(1)];
197 esr5y=[esr2y(2),rC2(2)];
198 esr5z=[0,0];
199
200 esr3x=[S/2,r3(1)+(S/2)];
201 esr3y=[(sqrt(3)*S)/2,r3(2)+(sqrt(3)*S)/2];
202 esr3z=[0,0];
203
204 esr6x=[esr3x(2),rC3(1)];
205 esr6y=[esr3y(2),rC3(2)];
206 esr6z=[0,0];
207
208 platx1 = [rC1(1),rC2(1)];
209 platy1 = [rC1(2),rC2(2)];
210 platz1 = [0,0];
211
212 platx2 = [rC2(1),rC3(1)];
213 platy2 = [rC2(2),rC3(2)];
214 platz2 = [0,0];
215
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216 platx3 = [rC3(1),rC1(1)];
217 platy3 = [rC3(2),rC1(2)];
218 platz3 = [0,0];
219
220 pnx(i) = xp;
221 pny(i) = yp;
222 pnz(i) = zp;
223
224 figure(1)
225 clf
226 % Graficacion de la ruta del OT:
227 if i−1>1
228 for j=2:i−1
229 plot3([pnx(j−1),pnx(j)],[pny(j−1),pny(j)],[pnz(j−1),pnz(j)],'b','linewidth'

,3);
230 hold on
231 if j==i−1
232 plot3([pnx(j),pnx(j+1)],[pny(j),pny(j+1)],[pnz(j),pnz(j+1)],'b','linewidth'

,3);
233 end
234 end
235 end
236
237 % Organo terminal
238 plot3(xp, yp, zp, 'r−*', 'linewidth', 1)
239 hold on
240 % Pierna 1
241 plot3(esr1x,esr1y,esr1z,'r−o','linewidth',1)
242 hold on
243 plot3(esr4x,esr4y,esr4z,'b−o','linewidth',1)
244 hold on
245 % Pierna 2
246 plot3(esr2x,esr2y,esr2z,'r−o','linewidth',1)
247 hold on
248 plot3(esr5x,esr5y,esr5z,'b−o','linewidth',1)
249 hold on
250 % Pierna 3
251 plot3(esr3x,esr3y,esr3z,'r−o','linewidth',1)
252 hold on
253 plot3(esr6x,esr6y,esr6z,'b−o','linewidth',1)
254 hold on
255 % Plataforma móvil
256 plot3(platx1,platy1,platz1,'k','linewidth',1)
257 hold on
258 plot3(platx2,platy2,platz2,'k','linewidth',1)
259 hold on
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260 plot3(platx3,platy3,platz3,'k', 'linewidth',1)
261 hold on
262
263 axis([−10,25,−10,20,−20,20])
264 view([0,0,1])
265 title('\textbf{3−\underline{R}RR Manipulator''s Movement Simulation}','

Interpreter','latex')
266 xlabel('X');
267 ylabel('Y');
268 zlabel('Z');
269 grid on
270
271 figure(2)
272 clf
273 plot(phif,k, 'r','linewidth',1)
274 title('\kappa^{−1}(A) versus \phi')
275 xlabel('\phi [grados]');
276 ylabel('\kappa^{−1}(A)');
277 legend('\kappa^{−1}(A)','Location','southwest')
278 dim = [.15 .6 .3 .3];
279 str = {'$x = 8.66$', '$y = 5.0$', '$Mf1$'};
280 annotation('textbox',dim,'String',str,'FitBoxToText','on', 'Interpreter','

Latex', 'EdgeColor', 'none');
281 hold on
282 axis([−150,150,0,1])
283
284 pause(0.01)
285 end
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