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Control basado en aproximacién adaptable de un sistema tipo
péndulo invertido montado sobre una esfera

por RUBEN HERNANDEZ RODRIGUEZ

Resumen

En este trabajo de tesis se aborda el problema de control para la estabilizaciéon de un sistema
subactuado del tipo péndulo invertido montado sobre una esfera conocido como ballbot. Dos
controladores por modos deslizantes desacoplados basados en aproximaciéon difuso adapta-
ble y aproximacion neuronal adaptable son propuestos. Se construy6 el robot prototipo con
LEGO MINDSTORMS EV3 para validar los esquemas de control propuestos a través de
pruebas experimentales.

Palabras clave: Control difuso, control neuronal, ballbot, control adaptable, control por
modos deslizantes, sistemas subactuados.
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Control based on adaptive approximation of an inverted pendulum
system mounted on a ball

by RUBEN HERNANDEZ RODRIGUEZ

Abstract

This thesis addresses the control problem for the stabilization of an inverted pendulum system
mounted on a ball known as ballbot robot. Two controllers by decoupled sliding modes
based on adaptive fuzzy approximation and adaptive neural approximation are proposed.
The prototype robot was built with LEGO MINDSTORMS EV3 to validate the proposed
control schemes through experimental tests.

Keywords: Fuzzy control, neural control, ballbot, adaptive control, sliding mode control,
underactuated systems.
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Capitulo

Introduccion

En el presente capitulo se presenta un panorama en lo referente al estado del arte sobre el
control de sistemas dinamicos no lineales subactuados, asi como los trabajos reportados para
el control de un robot moévil subactuado llamado ballbot. Finalmente, se presenta el objetivo
y organizacion de este trabajo de tesis.

1.1. Antecedentes

1.1.1. Sistemas subactuados

La condicién de subatuacion en sistemas mecanicos, robotica, mecatronica, o sistemas dina-
micos se refiere a un sistema con mas grados de libertad a ser controlado (ntimero de variables
independientes que definen la configuracon del sistema) que actuadores (variables de entra-
da) [Spong, 1994]. Esta restriccion implica que algunas de las variables de configuracion del
sistema no pueden ser controladas directamente lo que complica enormemente el diseno de
algoritmos de control. Los sistemas subactuados se encuentran comtinmente en varias areas
y aplicaciones, como robdtica, sistemas aeroespaciales, sistemas marinos, sistemas flexibles,
sistemas moviles y sistemas de locomotoras. Las razones de la subactuaciéon se resumen en
[Olfati-Saber, 2001] de la siguiente manera:

= Dinamica del sistema por naturaleza, e.g., avion, nave espacial, helicoptero, vehiculo
submarino, gria y robot mévil con ruedas.

= Por diseno para reducciéon de costo o algin otro proposito, e.g., satélites con dos pro-
pulsores, robots con eslabones flexibles;

» Fallo del actuador, e.g., acronaves de superficie, despegue y aterrizaje vertical (VTOL).



Capitulo 1. Introduccién 1.1. Antecedentes

» Impuesta artificialmente para crear sistemas no lineales complejos de bajo orden con
el fin de comprender mejor el control de los sistemas subactuados de alto orden, e.g.,
el sistema carro-péndulo, el sistema de barra-bola, el péndulo de Furuta, el péndulo
con rueda inercial (IWP) , el sistema de oscilacion traslacional con actuador rotacional
(TORA), el Acrobot, el Pendubot, entre otros.

Hoy en dia, los sistemas subactuados son un caso de estudio interesante para la comunidad
de control automatico, y algunos de ellos se han convertido en puntos de referencia, y se uti-
lizan para probar diferentes técnicas de control; ver [Rudra et al., 2014], [Mehdi et al., 2014],
|El-Hawwary et al., 2006], [Xu and Hu, 2013], [Liu and Yu, 2013|, [Chen and Huang, 2012],
[She et al., 2012] y [El-Hawwary et al., 2006] , por citar algunos.

El péndulo invertido giratorio, mejor conocido como el péndulo de Furuta en honor a su
inventor, es un sistema subactuado bien conocido con 2 gdl (grados de libertad). Este me-
canismo consiste en un brazo rotatorio en el plano horizontal con un péndulo unido a la
punta del brazo y girando en el plano vertical. El péndulo de Furuta se ilustra en la figura
1.1. El Gnico par de entrada al sistema es aplicado directamente al eje de rotaciéon del brazo
horizontal. Luego, dos variables de configuracion (desplazamientos del brazo y del péndulo
marcadas como ¢; y ¢z en la figura) revelan el estado subactuado del sistema. La motivacion
para el diseno de este péndulo invertido proviene del sistema clasico del carro-péndulo, ya
que con este disenio rotatorio se evita la limitacion del movimiento del carro.

El péndulo con rueda inercial (IWP!), fue presentado por primera vez en [Spong et al., 2001];
es un sistema mecanico subactuado especial, el cual consiste de un péndulo con un disco
simétrico unido en su punta. El disco o rueda y el péndulo giran en planos paralelos. El
IWP se ilustra en la figura 1.2. El eje de rotacion del péndulo es pasivo, i.e., no tiene una
actuacion directa sobre el desplazamiento angular del péndulo, mientras que un motor aplica
directamente un par a la rueda, la cual gira libremente sobre su eje de rotacién. Asi pues,
el péndulo no esta actuado y el sistema tiene que ser controlado mediante el momento de
rotacion de la rueda. Debido a su matriz de inercia constante, el IWP es el primer ejemplo de
un sistema mecanico subactuado plano con 2 g.d.l. y un solo actuador |Olfati-Saber, 2001].

En la literatura existen una variedad de sistemas subactuados interesantes. En particular, el
Acrobot, mostrado en al figura 1.3a, fue recientemente estudiado en [Donaire et al., 2017].
El control de swing-up y balanceo del Pendubot de la figura 1.3b fue tema de estudio en
[Van Kien et al., 2016], el control del sistema hibrido del Pendubot y carro—péndulo (ilustra-
do en la figura 1.3¢c) fue presentado en [Flakkamp et al., 2017]; un controlador PID difuso
autosintonizable en [Azeloglu et al., 2016] y un control predictivo generalizado basado en
la optimizacion de enjambres de particulas [Smoczek and Szpytko, 2017] fueron aplicados

'Tnertia Wheel Pendulum - por sus siglas en inglés
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Figura 1.1: Péndulo de Furuta; ¢; y ¢ son angulos de desplazamiento de las articulaciones y
7 es el par de entrada [Moreno-Valenzuela and Aguilar-Avelar, 2018|.

al sistema carro-gria de la figura 1.3d; la estabilizacion del sistema TORA? de la figu-
ra 1.3e ha sido estudiado en [Chang et al., 2016] mediante el uso de esquemas de control
no lineales complejos; el control del sistema barra-bola de al figura 1.3f es abordado en
|[Ramirez-Neria et al., 2016]. Otros sistemas subactuados interesantes son el sistema de levita-
cién magnética [Zhang et al., 2016], robots planares subactuados |Lai et al., 2016], el Capsu-
bot [Huda and Yu, 2015], el avion VTOL [Chwa, 2015|, robots manipuladores en plataformas
moviles [Nguyen and Dankowicz, 2015], vehiculos aéreos no tripulados estudiados en trabajos
como el de [Pérez-Alcocer et al., 2016|, vehiculos acuéticos submarinos [Kim et al., 2016], asi
como satélites y naves espaciales subactuadas [Petersen et al., 2017], entre otros.

1.1.2. Control y dinAmica no lineal

Los fenémenos no lineales pueden encontrarse facilmente en la naturaleza, ya que la mayoria
de los sistemas reales son inherentemente no lineales. De hecho, es posible decir que el com-
portamiento lineal no es natural en el mundo real, porque la dindmica de los sistemas lineales
no es lo suficientemente rica como para describir muchos fenémenos comtinmente observados
[Sastry, 1999]. Un sistema no lineal es un sistema cuya dindmica de entrada-salida no satisface
los dos principios de linealidad: superposicion y homogeneidad. En ingenieria, la dinamica no
lineal se puede encontrar en circuitos eléctricos y electronicos, sistemas de energia, sistemas
mecanicos y reacciones quimicas, entre otros; y la descripcion de tales dinamicas no lineales
utilizando modelos lineales fue el primer enfoque humano para comprenderlas.

Debido a las potentes herramientas desarrolladas en el siglo pasado para los sistemas lineales,
el primer paso para analizar un sistema no lineal es, por lo general, linealizarlo sobre algtn

2Translational Oscillator with Rotational Actuator - por sus siglas en inglés
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///--', 1_ ki ¢

Figura 1.2: Péndulo con rueda inercial; ¢; y g2 son angulos de desplazamiento de las articu-
laciones y 7 es el par de entrada [Moreno-Valenzuela and Aguilar-Avelar, 2018]

punto de operaciéon nominal y analizar el modelo lineal resultante. No hay duda de que la
linealizacion es 1til para aprender lo mas que se pueda sobre el comportamiento de un sistema
no lineal. Sin embargo, hay dos limitaciones béasicas de la linealizacién. Primero, dado que
la linealizacion es una aproximaciéon en la vecindad de un punto de operacion, sélo puede
predecir el comportamiento “local” de las trayectorias del sistema no lineal en la vecindad
de ese punto. No puede predecir el comportamiento “no local” lejos del punto de operacion
y ciertamente no predice el comportamiento “global” en todo el espacio de estado. Segundo,
como se menciond anteriormente, la dindmica de un sistema no lineal es mucho maés rica
que la dindmica de un sistema lineal. Existen “fenémenos esencialmente no lineales”, como
el tiempo de escape finito, los equilibrios maltiples, los ciclos limite, entre otros, que pueden
tener lugar solo en presencia de una no linealidad; por lo tanto, no pueden ser descritos o
predichos por modelos lineales [Khalil, 2002].

En anos recientes, se han introducido una amplia gama de herramientas de anélisis y meto-
dologias de control para sistemas no lineales. Por ejemplo, el método de Lyapunov para el
analisis de estabilidad de sistemas no lineales y las técnicas de control de realimentacién no
lineales como la linealizacion por realimentacion, el control por modos deslizantes, el rediseno
de Lyapunov, el backstepping y el control basado en pasividad. La linealizaciéon por reali-
mentacion es una técnica de control utilizada en sistemas no lineales con ciertas propiedades
estructurales. La idea de esta técnica es la cancelacion de las no linealidades a través de una
ley de control de realimentacion que depende de las variables de estado, transformando el sis-
tema no lineal en un sistema lineal equivalente. El desarrollo de esta metodologia se remonta
a principios de los 70 [Krener, 1973| y es bien explicada en [Khalil, 2002] e [Isidori, 1985|. El
sistema completo de lazo cerrado en esta metodologia se debe encontrar utilizando una trans-
formacion de coordenadas que conduzca a la llamada dindmica externa e interna. Una posible
desventaja de este enfoque es que, dependiendo de la selecciéon de la funcion de salida para ca-
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da sistema, la dindmica cero puede ser inestable. La idea de utilizar esta técnica para controlar
sistemas mecénicos subactuados no es nueva, pero la mayor parte del trabajo se ha dedica-
do sélo al problema de la estabilizacion. Por ejemplo en [Acosta and Lopez-Martinez, 2005],
se presenta una metodologia constructiva basada en la linealizaciéon por realimentacion y
el disenio de Lyapunov para sistemas mecanicos subactuados con 2 gdl. Especificamente, la
metodologia propuesta se probd con tres sistemas mecanicos subactuados: el péndulo de la
rueda de inercial, el carro-péndulo y el péndulo de Furuta.

Por otro lado, se puede disenar un controlador empleando consideraciones de energia. En
esta aproximacion, se propone una funcién definida positiva similar a la energia y la accion
de control esta disenada para dar forma a la energia del sistema, tal que la derivada en el
tiempo de la funcién de energia propuesta sea definida negativa. Enfoques como el control
basado en pasividad y el rediseno de Lyapunov también se basan en esta idea. Sin embargo,
la mayor parte de los trabajos en el diseno de algoritmos basados en energia para el control de
sistemas subactuados con 2 gdl se han dedicado a los problemas de estabilizacion y balanceo.

El control adaptable es una metodologia para controlar un sistema sin requerir un conoci-
miento exacto de su modelo. Esta estrategia de control permite mantener un nivel desea-
do de rendimiento durante la tarea de control cuando se desconocen los parametros del
modelo dindmico; sin embargo, se requiere que el modelo dindmico sea parametrizable li-
nealmente, lo cual es una propiedad estructural que no se cumple en todos los casos. En
anos recientes se han aplicado esquemas de control adaptabl a algunos sistemas subactuados
(|[Chwa, 2015], [Nguyen and Dankowicz, 2015] y [Chen and Huang, 2014]). Por otra parte, se
han aprovechado las caracteristicas del control adaptable para combinarse con las propieda-
des robustas del control por modos deslizantes ( [Azar and Serrano, 2015], [Tao et al., 2010],
[Yue et al., 2014], por citar algunos) mostrando la ventaja de esta técnica de control con
respecto a esquemas lineales y algoritmos basados en el modelo.

Finalmente, las redes neuronales adaptables han llamado la atenciéon de muchos investiga-
dores y profesionales del control, ya que la propiedad de aproximaciéon universal permite
aproximar funciones lineales y no lineales desconocidas |Lewis et al., 1998], [Haykin, 1998].
La propiedad de aproximacién universal consiste en la expansion de una funcién no lineal
suave mediante funciones sigmoides (o de otro tipo) ponderadas, més un error de aproxima-
cion. Por lo tanto, se puede proponer un controlador adaptable basado en redes neuronales,
obviando la necesidad de conocer la estructura del sistema y sus parametros. En otras pa-
labras, la red neuronal en el controlador compensa el modelo del sistema desconocido y se
puede usar en el control de sistemas desconocidos sin requisitos de linealidad en los parame-
tros del sistema.

En este trabajo de tesis se emplean algunas de las técnicas de control no lineal descritas an-
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teriormente; i.e., control por modos deslizantes se combina con las ventajas que presentan las
redes neuronales adaptables y los sistemas difusos para resolver el problema de estabilizacion
de un sistema macatronico subactuado de 2 gdl (por plano): el péndulo invertido montado
sobre una esfera, mejor conocido como ballbot.
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Figura 1.3: Sistemas mecanicos subactuados [Moreno-Valenzuela and Aguilar-Avelar, 2018]
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1.2. El ballbot

El concepto del ballbot es simple: es un robot, el cual se balancea sobre una bola. Por lo
tanto, la bola acttia como una rueda esférica, lo que permite que el robot se desplace en
cualquier direccién. A diferencia de los robots tradicionales, que dependen de un centro de
masa bajo y de una gran base de distancia entre ejes para mantenerse erguidos, el ballbot
debe equilibrarse activamente, lo que da como resultado una estabilidad dindmica.

1.2.1. Motivacion

El hombre siempre ha sonado con asistentes personales roboticos, creados para realizar todas
sus tareas. La idea de la automatizacion atrae no soélo a aquellos que quizas son demasiado
perezosos para completar una tarea en si, sino a aquellos que suenan con aumentar la pro-
ductividad o la eficiencia dentro de sus propias vidas. Un requisito para tal robot es que sea
de tamano y forma similar a la de un ser humano. Para mantener una forma similar a la
humana, la distancia entre ejes de dicho robot debe ser significativamente menor que la altu-
ra. Como resultado, en los robots de ruedas multiples tradicionales, solo un pequeno cambio
en la posicion del centro de gravedad puede hacer que el robot se vuelva inestable. Esto se
puede corregir bajando el centro de gravedad del robot para reducir el brazo de palanca, sin
embargo, esto generalmente tiene el costo de un peso muerto significativo que se agrega al
robot. Ademas, la velocidad a la que puede viajar el robot generalmente esta limitada por
temor a que el impulso del robot haga que se vuelque.

Una soluciéon plausible a este problema, y la desarrollada en proyectos del ballbot, es la
estabilidad dindmica. Es decir, la teoria de control se utiliza para garantizar que el robot
se mantenga en posiciéon vertical, sin la necesidad de depender de la estabilidad estatica.
La estabilidad dinamica se ha utilizado principalmente en la unidad de transporte de una
sola persona, el péndulo invertido sobre ruedas. Este sistema tiene dos ruedas alineadas
axialmente, y utiliza la solucion al problema de control del ‘péndulo invertido’. Este vehiculo,
sin embargo, se basa en la estabilidad estatica en su direcciéon transversal, una restriccion
superada por el concepto de ballbot que tiene como objetivo producir un robot que sea
dindmicamente estable en todas las direcciones.

1.2.2. Antecedentes

Como ya se menciond, el concepto de un ballbot es bastante simple. Consiste en una esfera
y un robot que se balancea sobre la misma. El robot puede equilibrarse conduciendo la
esfera, haciendo que su base se mueva. Ademas, el robot también puede desplazarse sobre
una superficie, inclindndose y provocando el movimiento de la esfera de manera que no se
caiga, sino que se mueva.
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(a) Ballbot de [Schearer, 2006] (b) Ballbot de [Kumagai and Ochiai, 2008]

Figura 1.4: Primeros ballbots

Existen algunos trabajos publicados con sistemas de esta naturaleza. El primero de estos
robots, ERROSphere, fue presentado en [Havasi, 2005|. Sin embargo ERROSphere no tiene
proporciones similares a las humanas, y por lo tanto este proyecto no se considero significativo.
El primero de este tipo de robots fue construido y probado en la Universidad Carnegie
Mellon (CMU, por sus siglas en inglés) en [Schearer, 2006] (figura 1.4a). Este robot recibi6 el
nombre de “ballbot” que, en el contexto de este documento, ha sido el nombre de todos estos
tipos de robots. El segundo robot fue desarrollado en la Universidad Tohoku Gakuin (TGU)
reportado en [Kumagai and Ochiai, 2008| (figura 1.4b). Este ballbot es similar, pero utiliza un
mecanismo de manejo mas complejo, y presenta un soluciéon mas elegante. Estos dos ballbots
son capaces de equilibrarse y moverse de punto a punto, con evidencia de un mayor desarrollo
en el ballbot CMU incluyendo un soporte retractil. Recientemente se ha desarrollado un
ballbot capaz de transportar a una persona (figura 1.5b); el robot es de un tamano apropiado
y tiene una estructura similar a un automovil montado en un solo neumaéatico esférico con
un asiento que un humano puede montar [Ba et al., 2016]. Por otra parte, debido al alto
costo de actuadores, sensores, microcontroladores y dispositivos de hardware necesarios para
construir un ballbot de gran escala, algunos investigadores han construido un sistema ballbot
empleando el kit LEGO MINDSTORMS. El primer trabajo que abordé la construccion de
un proyecto ballbot con la tecnologia LEGO MINDSTORMS NXT, ha sido reportado por
Yorihisa Yamamoto [Yamamoto, 2009] (figura 1.5a).

El kit LEGO MINDSTORMS NXT es ampliamente usado en algunas areas de la educacion e
investigacion, cubriendo un cierto ntimero de aplicaciones como plataforma experimental de
proyectos de investigacion a nivel posgrado, laboratorios y en proyectos de educaciéon superior.
Aunque el kit fue inicialmente disenado como un juguete para nifos, su uso en cursos universi-
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(a) Ballbot de [Yamamoto, 2009] (b) Ballbot de [Ba et al., 2016]

Figura 1.5: Ballbots: prototipo LEGO NXT y vehiculo para transporte de personas

tarios se ha venido incrementando considerablemente. El kit ha atraido el interés de gente que
trabaja en algunas areas en las que se incluyen inteligencia artificial, sistemas embebidos, sis-
temas de control, robdtica y sistemas operativos [Bobtsov et al., 2009]-[Bobtsov et al., 2011].

Aunque la mayoria de las publicaciones sobre robotica usando LEGO MINDSTORMS se
enfocan al control de sistemas de eventos discretos. En [Prieto et al., 2012| se reporta un
experimento de control en tiempo continuo sobre un robot ballbot, basado en el kit LEGO
MINDSTORMS NXT. Un regulador cuadratico lineal (LQR, por sus siglas en inglés) con
realimentaciéon completa de estados es utilizado para estabilizar el cuerpo a la vertical. Re-
cientemente se han realizado trabajos sobre el ballbot basados en LEGO MINDSTORMS
NXT. En |Garcia-Garcia and Arias-Montiel, 2016|, se propone un controlador lineal para un
prototipo ballbot NXT con variaciones paramétricas bajo el enfoque de desigualdades linea-
les matriciales (LMIs, por sus siglas en inglés), cuyo desempeno es validado a través de
resultados experimentales. Por otra parte, en [Jurado and Ontiveros-Guerrero, 2017| se ha
propuesto un control adaptable por modelo de referencia (MRAC, por sus siglas en inglés)
directo descentralizado para el control de seguimiento para la bola y la estabilizacion vertical
del cuerpo. El desempenio del MRAC descentralizado ha sido validado mediante resultados
en simulacion considerando presencia de ruido en las mediciones, perturbaciones externas y
variaciones paramétricas.
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1.3. Objetivo

1.3.1. Objetivo general

El objetivo de este trabajo de tesis es el de replicar la plataforma experimental ballbot basén-
dose en el kit LEGO MINDSTORMS EV3; el cual es una version méas moderna en contraste
con el kit LEGO MINDSTORMS NXT. Se persigue ademés, disenar un control basado en
aproximacion adaptable (difuso y neuronal) para un sistema tipo ballbot y la implementacion
del controlador en cuestion sobre la plataforma fisica, para la evaluacién experimental del
desempeno del mismo.

1.3.2. Objetivos especificos

e Construir una réplica de un robot ballbot baséndose en la tecnologia LEGO MINDS-
TORMS EV3.

e Estudiar los modelos matematicos existentes del ballbot y pronunciarse por la eleccion del
mas conveniente.

e Desarrollar una interfaz de comunicacion basada en Simulink de MATLAB para controlar
el ballbot en tiempo real.

e Estudiar y proponer un controlador basado en alguna estrategia de aproximacion adaptable
para el control de regulacion del ballbot.

e Validar el algoritmo de control propuesto en el prototipo experimental del ballbot.

1.4. Contribucién

La motivacion que resulta de los antecedentes ya mencionados, permite que en este trabajo de
tesis se replique una plataforma experimental del ballbot elaborada con la tecnologia LEGO
MINDSTORMS EV3, que hasta el momento no se ha reportado. Asi también, se proponen
dos controladores no lineales basados en una técnica de desacoplamiento por modos deslizan-
tes y basados en una aproximacion difuso adaptable y neuronal adaptable, garantizando el
acotamiento de las senales en lazo cerrado y la estabilidad del sistema mediante la teoria de
Lyapunov. Los resultados en simulacion y experimentales validan los algoritmos propuestos.
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1.5. Organizacion de la tesis

El documento de tesis estd organizado en ocho capitulos. En el capitulo 2 se describe el
modelo dinamico del ballbot. En el capitulo 3 se exponen algunos preliminares matemaéticos
bésicos sobre sistemas no lineales y teoria de Lyapunov. En el capitulo 4 se presenta la teoria
bésica sobre control por modos deslizantes, la cual es la base para los esquemas de control
propuestos. En el capitulo 5, se presenta un controlador por modos deslizantes basado en
aproximacion difuso adaptable asi como el analisis que garantiza el acotamiento de las senales
en lazo cerrado. En el capitulo 6, se presenta un controlador por modos deslizantes basado
en aproximacion neuronal adaptable y el correspondiente analisis que asegura el acotamiento
de las senales. El capitulo 7, muestra los resultados experimentales del controlador basado en
aproximacion neuronal adaptable. Por ultimo en el capitulo 8 se presentan las conclusiones
y trabajo futuro de este trabajo de tesis.

11



Capitulo

Modelo dindmico del ballbot

2.1. Consideraciones

La dinamica del ballbot es compleja, por esta razon, es dificil de manejar a menos que se hagan
suposiciones para simplificar su modelado. Un concepto simplificado, consiste en considerar
un cuerpo rigido balanceandose sobre una esfera rigida. Para este modelo puede suponerse
que el movimiento en dos planos —alabeo y cabeceo— esta desacoplado, y que las ecuaciones de
movimiento son idénticas en ambos planos [Lauwers et al., 2005]. Otras suposiciones incluyen
modelado de la friccion del sistema solamente como friccion viscosa, mientras se desprecian sus
efectos no lineales y estéticos [Lauwers et al., 2005]-|Yamamoto, 2009]. Otros modelos més
complejos proponen modelar toda la dinamica 3D del ballbot con la metodologia de Newton-
Euler y los angulos de Tait-Bryan para describir el modelo en términos de los parametros
fisicos del sistema sin tener que recurrir a una solucién numeérica [Bonci, 2016].

2.2. Descripcion del modelo

La dindmica del modelo simplificado del ballbot puede obtenerse utilizando el enfoque lagran-
giano y ha sido reportada en |[Lauwers et al., 2005] y |[Liao et al., 2008].

La eleccion de coordenadas q es arbitraria, con la restriccion de que deben definir com-
pletamente el sistema. Sin embargo, es ventajoso utilizar coordenadas que se relacionen di-
rectamente con cantidades medibles, como el angulo del cuerpo y el d4ngulo cuerpo-motor
[Schearer, 2006].

Para facilitar la obtenciéon de las ecuaciones de movimiento del ballbot, se consideran las
siguientes suposiciones:

12
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cuerpo
°

Llanta
(motor)

L cosqq {
.':‘ >

S

Figura 2.1: Modelo simplificado del ballbot en un plano.

= El ballbot se compone de dos partes: un cuerpo rigido sobre una bola rigida.
= Los pares de control son aplicados entre el cuerpo y la bola a través de una llanta.

= El movimiento se desacopla en los planos de alabeo y balanceo, y las ecuaciones de
movimiento son idénticas en estos planos.

= Solo la friccion viscosa esta presente.
= No existe deslizamiento.

Las coordenadas generalizadas se eligen para que coincidan con las cantidades anticipadas
que se pueden medir directamente; angulo del cuerpo y angulo del eje del motor. Esto resulta
en el modelo simplificado del ballbot en un plano; el plano z-z, se muestra en la figura 2.1 y
un modelo idéntico existe en el plano y-z.

Las variables y pardmetros definidos para la obtencion del modelo! son: ¢; : d4ngulo de incli-
nacion del cuerpo con respecto a su vertical; ¢ : dngulo del eje del motor (actuador); Ry :
radio de la bola; R, : radio de la llanta; L : distancia del centro de masa del cuerpo al
centro de la bola; mp : masa del cuerpo; m; : masa de la bola; I, : momento de inercia de
la bola; Ip : momento de inercia del cuerpo; I, : momento de inercia del motor (incluyendo
las llantas) sobre su eje de rotacion; ¢ : relacion de engranes, motor a bola, incluyendo di-
recciéon § = —%:; /B, : coeficiente de friccion viscosa entre cuerpo y la bola; fp, : coeficiente
de friccion viscosa entre el cuerpo y el suelo; k; : constante de fuerza electromotriz de los
motores; k; : constante de par de los motores; R,, : resistencia de los motores; g: aceleracion
de la gravedad.

IEstos parametros son por cada plano.

13
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Figura 2.2: Lego Ballbot, mostrando sistema de coordenadas y estados medibles.

El prototipo experimental es mostrado en la figura 2.2, donde se ilustra el marco de coorde-
nadas y variables medibles.

Relaciones de las coordenadas generalizadas de la bola
Para la bola:

Tabla 2.1: Relaciones de las coordenadas generalizadas de la bola

posicion velocidad
angulo ¢+ 9qo velocidad angular | ¢; + 0¢s
posicion en z , (z3) | Ry(q1 + dgo) | velocidad en x, @, | Rp(g1 + 0¢2)
posicién en z , (z,) | 0 velocidad en z, 2, | 0

La energia cinética lineal de la bola es:

1 . )
Kiin, = §msz(Q1 + 5Q2)2 (2.1)

La energia cinética rotacional de la bola es:

1. . )
Krot, = §Ib(Q1 + 5(12)2 (2.2)
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La energia potencial de la bola es: U, =0

Relaciones de las coordenadas generalizadas del cuerpo

Tabla 2.2: Relaciones de las coordenadas generalizadas del cuerpo

Posicion Velocidad
angulo Qi velocidad angular | ¢y
posicion en z, (xg) | ©, + Lsen(qy) | velocidad en x, &g | @ + L cos(q1)du
posicion en z, (zg) | Lcos(q1) velocidad en z, Zg | —Lsen(q;)¢

La energifa cinética lineal del cuerpo Ky, es:
1 .92 .2
King = 5B (2% + 23)

= 5Ms [Ryd} + 20 Rydo g1 + 6° Ry, 43 + 2 cos uRy L7 + 20 LRyogy cos qu + L2

La energia cinética rotacional del cuerpo es:

|
]CrotB - 5 Bq% (23)
La energia potencial del cuerpo es:
Up = mpgL cos(qq) (2.4)

Relaciones de las coordenadas generalizadas del motor

La energia cinética rotacional del motor es:

1 ) )
Krot,, = élM(QQ + Q1)2 (2.5)

2.2.1. Ecuaciones de Euler-Lagrange

El lagrangiano se define como la diferencia entre la energia cinética total K y la energia
potencial total U:

[
|

K—-U
IClinb + lClinB + ]Crotb + ICrotB + ’Crotm - Z/{b - uB (26)

(o
Il
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Las correspondientes ecuaciones de movimiento son obtenidas utilizando las ecuaciones de

Lagrange
d /oL oL
— — =F 2.7

donde

= — sen(ql)mBRqu'f — mpdLRysen(qi)g2g1 + mpgL sen(qr)

( ) = mpRyG + myRE0Gy + mp R + mpdRids + mpL*qy + 2mp cos(qi) LRyd
+cos(q1)dRpGo + Ingr + 10do + Ipdr + Inde + Ina

oL
(6r.) = ©

( > == mbRE(ql + (SQQ)(S + mB5qu1 + mB52qu2 + mp COS(ql)(SLRbC‘}Q + Ib(ql + 5(]2)5

+1n(d1 + d2)

Ahora se tiene que las derivadas con respecto al tiempo son:

d /0L . . . . .
& <£) = mbqul + mbR25qg + mBqul + mB(SRgQQ -+ mBL2q1
1
+2mpL Ry, [COS(Ql)Ql + i (— Sen(fh))} + mpd Ry [cos(q1)Gz + Go(—sen(q1))q1]
+1yGy + 1yoGa + Ipqy + TG + Iy

d /oL . . .
— | = = msz(Sql + mle%(SQqQ + mB5qul + mB(52qu2
dt 8(]2
+mpd LRy [cos(q1)d + G5 (—sen(q1))] + 1,51 + 6*InGo + Tnedio + Inréin

De la ecuacion (2.7) se obtiene la primera ecuacion del movimiento de Lagrange
d {(‘9£} oc

— | = - =F
At |9¢1| o !
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resultando en
MGy + miads — mpLRysen(qy)q; — mpgLsen(q,) = Fy (2.8)

suponiendo el hecho de que no existe deslizamiento entre la bola y el suelo, entonces F; = 0,
donde:

min = Ip+ Iy + I+ L*mp +mpR; + myR; + 2LmpRy, cos(q1)
mis = Iy + 16 +mpdR; +mydR: + Lmpd Ry cos(qr)

La segunda ecuaciéon del movimiento de Lagrange es

d [oL oL
S e = F
dt | 0go gy
resultando en:
Ma1G1 + Manbo — LmpdRyGs = Fy (2.9)

siendo:
mo1 = ]M + ]b5 + mgéRg + mbéRE + LmB(SRb COS(ql)
mas = Iy + Ld0* + mpd*R; + myd° Ry

El sistema puede escribirse en su forma matricial de segundo orden:

M(q)4+C(q,9)qg +g(q) + f(d) = Text (2.10)

La matriz de inercias M (q) esta dada por:

M(q) = [Z; Z;ﬂ (2.11)

La matriz de fuerzas centrifugas y de Coriolis se define como:

| —LmpRysen(q1)¢ 0
Cle.q) = [—LmBéRb sen(q1)g1 0 (2.12)
El vector de fuerzas gravitacionales esta dado por:
—gLmpg sen
g(q) = { g (ql)} (2.13)
El vector de fuerzas de friccion es:
- f 11} [fB qq
= = 97 2.14
f(q) {f 21 / Byq2 ( )

siendo fp, y [, los coeficientes de friccion entre el cuerpo-suelo y cuerpo-esfera, respectiva-
mente. Finalmente el vector de pares externos se define como:

T = [0 7] (2.15)
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Rm LG

o

Figura 2.3: Diagrama eléctrico simplificado del motor.

Modelo eléctrico del actuador

La mayor limitacion del resultado anterior es que las fuerzas generalizadas 7., son modeladas
simplemente como pares, y no consideran la dindmica eléctrica del actuador. Un modelo el
cual incluye el efecto de la dinamica del motor se us6 en [Yamamoto, 2009]. En la figura 2.3
se describe el circuito simplificado del motor de cd (actuador). Si la friccion dentro del motor
es despreciable, la ecuacion de voltaje de malla es:

L, =v— Rpig—v 2.16
dt b (2.16)
donde v es el voltaje de entrada, R,, es la resistencia del motor, L, es la inductancia del

motor, vy es la fuerza electromotriz (EMF, por sus siglas en inglés), definida como v, = kb%.

Con fines de simplificar el anélisis, se considera que la inductancia del motor es despreciable,

i.e, L, =~ 0. De esta manera

v — kygo
R,

Como la friccion dentro del motor se desprecia, el par del motor puede expresarse en términos

de la corriente del motor como:

(2.17)

lg =

7 = kyig (2.18)

donde k; es la constante de par del motor. Por lo tanto, reemplazando la dindmica de la
corriente (2.17) del motor de cd en la ecuacion del par (2.18) resulta que el par del motor
considerando el modelo eléctrico del actuador es:

S k‘t(v - kbélz)

2.19
T (2.19)
Finalmente, de (2.15) el vector de pares externos se define como:
0
Text - kt(v—kqu) (220)
Rm
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2.2.2. Parametros del modelo

Los parametros relacionados a las dimensiones fisicas tales como masa del cuerpo (mpg), masa
de la bola (my;), radio de la esfera (R,) y radio de la llanta (R,,), se midieron experimental-
mente. El valor de la distancia al centro de masa del cuerpo (L) fue tomado como un valor
aproximado de [Fong et al., 2009], mientras que los valores correspondientes al momento de
inercia del cuerpo (Ip), bola (I) se calcularon de acuerdo a las relaciones reportadas en
[Yamamoto, 2009] y que se muestran en la Tabla 2.3. Finalmente los parametros eléctricos
de los motores EV3, fueron tomados de [Akmal et al., 2017|. En la tabla 2.3, se muestran los
parametros empleados.

Tabla 2.3: Pardmetros del ballbot

Parametro Simbolo | Valor | Unidades
Masa del cuerpo mp 0.736 kg
Altura del centro de masa L 0.132 m
Masa de la esfera mp 0.0126 kg
Radio de la esfera Ry 0.026 m
Radio de la llanta R, 0.0186 m
Momento de inercia del cuerpo Ip mBTLQ kg m?
Momento de inercia de la bola I, 2m§R§ kg m?
Relacion de engranes 0 —%: -
Momento de inercia del motor Iy 1x107° | kg m?
Coef de friccién cuerpo-esfera IB, 0.0022 | Nms/rad
Coef de friccion cuerpo-suelo /B, 0 Nms/rad
Constante de par del motor Ky 0.317 Nm/A
Constante de EMF del motor Ky, 0.468 | V s/rad
Resistencia del motor R,, 6.69 Q
Aceleracion de la gravedad g 9.81 m/s?

2.3. Representaciéon en espacio de estado

Sean las variables de estado 7 = ¢1,22 = ¢1,23 = ¢2 ¥ ¥4 = §o. El sistema (2.10) puede
escribirse en la forma:

Ztl = T2
i = fi(a) + (@) 1)
i’g = X4 .

iy = fo(x) + g2(T)u
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cuyas funciones fi(x), fa(x), gi(x) y g2(x), son funciones no lineales. Suponiendo que se
conocen todos los parametros del sistema, los valores de estas funciones en términos de los
parametros del ballbot, por cada plano, son:

file) = ﬁ [—maac11Te — Mgy + MiaCa1 T + Mz fo1)
B 1

gi(x) = _Wmm

fo(x) = ﬁ [—maic11T2 — Ma1gyy + Maica1 e — My for
B 1

g(x) = _Wmll

siendo M la matriz de inercias; 9,1, 911, son los elementos del vector de fuerzas gravitacionales
y fo1 el segundo elemento del vector de fuerzas de friccion f(q).
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Capitulo

Preliminares

Este capitulo introduce algunos conceptos tedricos preliminares que seran ttiles en el presente
trabajo. El determinante de una matriz A es indicado como | A|, mientras la notacion |x| indica
el valor absoluto de una variable real + € R. La norma de un vector € R" se define
como ||z|| = VaTz.

3.1. Fundamentos de sistemas no lineales

Un sistema dinamico no lineal puede representarse mediante un namero finito de n ecuaciones
diferenciales no lineales en la llamada forma de espacio de estado:

j,’l = fl(fL’l,ZEQ, e ,(L’n),

ij = f2($1,$2, s 7xn)7

Tn = folz1,m9,...,2,),
donde z;, representa la derivada de x; con respecto al tiempo. Las variables x1,xs,..., 2,
son los estados del sistema, los cuales son las variables que proporcionan una descripcion
completa del sistema en un momento determinado, y fi, fa,..., f, son funciones no lineales

que describen la dinamica completa del sistema. Bajo esta notacion, el sistema en espacio de
estado puede ser escrito en forma de vector como

& = f(@) (3.1)

donde f € R™ es una funcién vectorial no lineal y € R”", es el vector de estado. A
un valor particular del vector del espacio de estado se le llama un punto, debido a que
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corresponde a un punto del espacio de estado o a una configuraciéon particular del sistema.
El namero de estados n es llamado orden del sistema. La solucién x(t) de (3.1), la cual
usualmente corresponde a una curva en el espacio de estados conforme el tiempo ¢ varia de
cero a infinito, es generalmente conocida como una trayectoria de estado o trayectoria del
sistema [Slotine and Li, 1991]. Lo més importante en la ingenieria de control de sistemas es
el comportamiento de las trayectorias del sistema () alrededor de algtin punto de operacion
o movimiento nominal deseado, el cual introduce la nociéon de estabilidad.

Si una trayectoria del sistema corresponde a un solo punto a lo largo de su evoluciéon temporal
completa, entonces tal punto es un equilibrio. En otras palabras, un valor particular a* del
vector de estados es un punto de equilibro del sistema (3.1) si, para la condicion inicial
x(0) = x*, las trayectorias del sistema x(t) permanecen iguales a x* para todo tiempo t
mayor que cero. Esto también significa que el vector constante x*, el cual es un punto de
equilibrio, satisface f(x*) = 0. El concepto de equilibrio es muy importante para el estudio de
estabilidad, ya que muchos problemas de estabilidad se formulan naturalmente con respecto
a los puntos de equilibrio [Slotine and Li, 1991].

El sistema no lineal (3.1) se dice que es auténomo, dado que f no depende explicitamente
del tiempo t. Por el otro lado, el sistema es llamado no-auténomo si el vector de funcién no
lineal f depende explicitamente del tiempo £, tal que

&= f(t ). (3.2)

Una propiedad analoga para sistemas lineales depende de si la matriz de coeficientes A varia
con el tiempo o no, clasificAindose como variantes en el tiempo o invariantes en el tiempo,
respectivamente.

Ademas, es importante tener en cuenta que las ecuaciones de estado (3.1) y (3.2) se descri-
ben sin la presencia explicita de una variable de entrada u, es decir, la asi llamada ecuacion
de estado es mo forzada. Existen dos razones para trabajar con una ecuacion de estado
no forzada: (i) se considera que la entrada del sistema es cero; (ii) la ecuacion de esta-
do representa la dinamica de lazo cerrado de un sistema realimentado compuesto por el
controlador y la planta, con la entrada de control w como una funcién del estado @, una
funcion del tiempo ¢, o ambas, y por lo tanto desapareciendo en la dinamica de lazo cerrado
([Slotine and Li, 1991],[Khalil, 2002]).

Una representacion mas general de un sistema no lineal en lazo abierto, es decir, la planta
del sistema en cuestion, es la ecuacion diferencial vectorial de primer orden n-dimensional

= f(t,z,u) (3.3)

con el vector de funciones no lineales f € R" dependiente de la variable de tiempo ¢t € R,
el vector de estados & € R", y el vector de entrada w € R? definido como una funcién del
estado x y el tiempo .
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3.2. Propiedades fundamentales

Una funcion vectorial generalizada f(t,x) se dice que es Lipschitz si satisface la condicion
Lipschitz, la cual es dada por la desigualdad

1f(t, @) = f(t y)l| < Ll —yl|, (3-4)

para todo (t,x) y (t,y) en alguna vecindad (o, xo), con x(ty) = xq. Para el caso de que
f(t,x), sea una funciéon autéonoma y escalar la condicion Lipschitz puede ser escrita como

|f(x) = f(y)| < L|z -y, (3.5)

Entonces se dice que f es una funcion Lipschitz, 1o cual implica que sobre un plano de f(z)
contra z, una linea recta que une dos puntos de f(z) no puede tener una pendiente cuyo
valor absoluto sea mayor que la llamada constante de Lipschitz, L [Khalil, 2002].

La existencia y unicidad de la solucion de @(t) para un sistema de ecuaciones diferenciales
de la forma (3.1) 6 (3.2), para una condicion inicial dada del estado @ (ty) = @¢ con t > tg, se
puede garantizar si el lado derecho de (3.1) 6 (3.2) satisfacen la condicion Lipschitz en (3.4)
[Khalil, 2002].

3.3. Conceptos de estabilidad

Como se mencion6 anteriormente, la nocién intuitiva de estabilidad de los sistemas dindmicos
es una especie de buen comportamiento de las trayectorias del sistema alrededor de un punto
de operacion deseado (tipicamente un equilibrio) ademas de que las trayectorias del sistema
permaneceran cercanas al equilibrio si el sistema es ligeramente perturbado. Por conveniencia
se considera que el punto bajo anélisis es el origen del espacio de estado, esto es , * = 0, dado
que cualquier punto de equilibrio puede cambiarse al origen mediante un cambio de coorde-
nadas. Por lo tanto, todas la definiciones de estabilidad serdan dadas como un problema de
estabilidad alrededor del origen del espacio de estado ([Slotine and Li, 1991],[Khalil, 2002]).

Definiciéon 3.1 El punto de equilibrio & = 0 del sistema (3.1) es estable si, para cada ¢ > 0,
existe 0 = d(¢) > 0 tal que
z(0)|| <6 = ||x(t)|| <&, Vt>0. (3.6)

De otra manera, es inestable.

Esta definicion de estabilidad (también llamada estabilidad en el sentido de Lyapunov) re-
quiere la existencia de § > 0 para cada € > 0. Esto es, por cada valor de ¢, debe existir un
valor ¢, posiblemente dependiente de £, de modo que una trayectoria que comience en una
vecindad ¢ del origen nunca dejara la vecindad e [Khalil, 2002].
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Definiciéon 3.2 El punto de equilibrio & = 0 del sistema (3.1) es asintéticamente estable si
es estable y ¢ puede elegirse tal que

|2(0)] < 8= lim a(t) = 0. (3.7)

La estabilidad asintotica implica que el punto de equilibrio es estable, y que, ademas, las
trayectorias del sistema que inician cerca del origen en realidad convergen a éste conforme
el tiempo ¢ se aproxima a infinito. El conjunto de todos los puntos tal que las trayectorias
iniciadas en estos puntos eventualmente convergen al origen es llamado dominio de atraccion.
Un punto de equilibrio el cual es estable en el sentido de Lyapunov pero no asintéticamente
estable es llamado marginalmente estable [Slotine and Li, 1991].

Definiciéon 3.3 El punto de equilibrio = 0 del sistema (3.1) es exponencialmente estable
si existe « > 0y A > 0 tal que

lz(t)]] < o] z(0)] e, Wt > 0. (3.8)

Esto significa que las trayectorias del sistema que inician en el dominio de atracciéon de
un equilibrio exponencialmente estable convergen a el mas rapido que una funcién expo-
nencial. De hecho, al ntimero positivo A se le conoce como welocidad de convergencia. No-
tese que estabilidad exponencial implica estabilidad asintética, pero lo contrario es falso
[Slotine and Li, 1991].

Definicion 3.4 Si el equilibrio & = 0 del sistema (3.1) satisface la definicion de estabilidad
en la Definicion 3.1, estabilidad asintotica en la Definicién 3.2, o estabilidad exponencial en la
Definicion 3.3 para cualquier condicion inicial x(t), entonces se dice que el punto de equilibrio
es globalmente (asintoticamente o exponencialmente) estable.

De lo contrario, el comportamiento del sistema se caracteriza solo localmente. Esto es, solo
se sabe como evolucionan las trayectorias del sistema después de comenzar cerca del punto
de equilibrio, pero no se tiene informacién sobre cémo se comportara el sistema cuando las
condiciones iniciales estén a cierta distancia del equilibrio.

El método directo de Lyapunov se puede utilizar para estudiar la estabilidad de los sistemas
de forma local o global. El anélisis local se ocupa de la estabilidad en una vecindad del punto
de equilibrio, mientras que el analisis global describe las propiedades de estabilidad en todo el
espacio de estado. Este analisis usualmente involucra una funcion definida positiva de forma
local o global, i.e., una funcion estrictamente positiva, la cual es nula tinicamente en el origen.

Teorema 3.1 (Estabilidad) Si, en una bola B, la cual contiene el origen, existe una funcion
escalar V(x) con primeras derivadas parciales continuas a lo largo de las trayectorias (3.1)
tal que

e V(x) es definida positiva localmente en B.
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o V(;v) es semidefinida negativa localmente en B

entonces el origen de (3.1) es estable. Si la bola B, puede ser expandida para abarcar a todo
el espacio de estado, entonces el origen es globalmente estable [Slotine and Li, 1991].
Teorema 3.2 (Estabilidad asintdtica) Si en una bola B, la cual contiene el origen, existe una
funcion escalar V (x) con primeras derivadas parciales continuas a lo largo de las trayectorias
(3.1) tal que

e V(x) es definida positiva localmente en B.
o V(x) es definida negativa localmente en B

entonces el origen de (3.1) es asintdticamente estable. Si la bola B, puede ser expandida para
abarcar a todo el espacio de estado, y

e V(x) — oo conforme ||z|| — oo,
entonces el equilibrio en el origen es globalmente asintdticamente estable [Slotine and Li, 1991].

Para estabilidad asintotica global, una condiciéon adicional que la funcién V' tiene que sa-
tisfacer es que V(x) debe ser radialmente desacotada, lo cual significa que V(z) tiende a
infinito conforme & se aproxima a infinito en cualquier direccién, tal como lo indica la tltima
condicion de este Teorema.

3.4. Lema de Barbalat

Para sistemas autéonomos es posible demostrar que el limite de una funcién se aproxima a
cero haciendo uso de ciertas propiedades particulares obtenidas del analisis funcional.

3.4.1. Espacios de funciones
Una clase particular de espacios vectoriales son los denominados espacios Ly. Los elementos
o vectores de los espacios Lj son funciones con propiedades particulares.

Los espacios lineales denominados L} y L” que se definiran a continuaciéon, son particular-
mente empleados en el analisis de sistemas dindmicos interconectados en el enfoque entrada-
salida.

Una funcion f : R™ — R™ es una funcion continua si:

lim f(x) = f(xo) @ €R”

Tr—TQ

Una condicién necesaria para que una funcién sea continua es que esté definida en todo punto
x € R% También se deduce que no es necesario que una funciéon continua tenga derivada en
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todo su dominio de definiciéon. Tal es el caso, por ejemplo de la funcién continua f(z) = |z|,
cuya derivada con respecto a x en el punto x = 0 € R no esté definida. Sin embargo, si una
funcién tiene derivada en todo punto, entonces la funcién es continua.

El espacio LY consiste del conjunto de todas las funciones continuas f : R, — R" tales que:

/0 O ()t = / Tl < oo

Dicho de otro modo, una funcién f pertenece al espacio Ly (f € L%) si la integral del
cuadrado de su norma euclidiana esté acotada superiormente.

El espacio L7 consiste en el conjunto de todas las funciones continuas f : Ry — R" tales

que sus normas euclidianas sean acotadas, es decir,

sup [[f(t)]| < oo
t>0

Los simbolos Ly y L, sirven para denotar a los espacios L} y L. respectivamente.

A continuacion, se presenta un resultado obtenido en la bibliografia de analisis funcional
que proporciona condiciones suficientes sobre funciones pertenecientes al espacio L} para que
éstas tiendan asintéticamente a cero.

Lema 3.1 Considérese una funcion continua f : Ry — R"™. Supdngase que la fucion f
satisface las siguientes hipdtesis [Kelly and Santibariez, 2003/

o fif=g5felr.
o fclLy.

Entonces, necesariamente, se tiene que lim;_,, f(t) =0 € R™.

3.4.2. Sistemas variantes en el tiempo

Para sistemas variantes en el tiempo, usualmente es muy dificil encontrar funciones de Lyapu-
nov con derivada definida negativa. Por lo tanto, afirmar la estabilidad asintotica para tales
sistemas no es una tarea facil. El lema de Barbalat es una herramienta muy ttil que ayuda a
garantizar estabilidad asintotica para sistemas no auténomos con una derivada semi-definida
negativa de la funcion de Lyapunov.

Lema 3.2 (Barbalat) Si la funcion diferenciable f(t) tiene un limite finito conforme t — oo,
y si f es uniformemente continua, entonces f — 0 conforme t — oo [Slotine and Li, 1991].

Para aplicar el lema de Barbalat al control de sistemas dinamicos, el siguiente lemma del
“tipo-Lyapunov” puede ser usado:
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Lema 3.3 Si una funcion escalar V(t,x) satisface las siguientes condiciones:

e V(t,x) es acotada inferiormente
o V(t,x) es semidefinida negativa
o V(t,x) es uniformemente continua en el tiempo

entonces V (t,x) — 0 conforme t — oo [Slotine and Li, 1991].

Una condicién suficiente para que una funcion diferenciable sea uniformemente continua es
que su derivada sea acotada [Slotine and Li, 1991].
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Capitulo

Control por modo deslizante

4.1. Introducciéon

El contenido de este capitulo es tomado de [Slotine and Li, 1991|. Asi pues, en este capitulo,
se considera el control de sistemas no lineales de la forma general estudiada en el capitulo
anterior, pero ahora se considera que el modelo del sistema es impreciso. La imprecision de
un modelo puede provenir de incertidumbres sobre la planta (e.g. parametros desconocidos
de la planta), o de la eleccion intencional de una representacion simplificada de la dindmica
del sistema (e.g. como el modelado de la friccion, o los modos estructurales en un sistema
mecénico razonablemente rigido). Desde un punto de vista de control, las inexactitudes de
modelado se pueden clasificar en dos tipos principales:

» incertidumbres estructuradas (o paramétricas)
» incertidumbres no estructuradas (o dindmicas no modeladas)

El primer tipo corresponde a inexactitudes en los términos incluidos en el modelo, mientras
que el segundo tipo corresponde a inexactitudes sobre (i.e. no considerar dindmicas presen-
tes) el orden del sistema.

La falta de precisiones en el modelado puede tener fuertes efectos adversos en el control de un
sistema no lineal. Por lo tanto, cualquier diseno practico deberia abordar las imprecisiones
explicitamente. Dos enfoques principales y complementarios para tratar con la incertidumbre
del modelo son el control robusto y el control adaptable. La estructura tipica de un controlador
robusto estd compuesta de una parte nominal, similar a una realimentacion por linealizacion
o ley de control inversa, y de términos adicionales encaminados a lidiar con la incertidumbre
del modelo. Por otra parte, la estructura de un controlador adaptable es similar, pero ademas,
el modelo se actualiza durante la operacion, segin el desempeno medido.
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Una simple aproximacion al control robusto, y el principal topico de este capitulo, es la
bien conocida metodologia del control por modos deslizantes, intuitivamente, se basa en la
observacion de que es mucho mas facil controlar sistemas de primer orden. (i.e. sistemas
descritos por ecuaciones diferenciales de primer orden), sean no lineales o inciertos, que
controlar sistemas generales de orden n (i.e., sistemas descritos por ecuaciones diferenciales de
orden n). En consecuencia, se introduce una notacion simplificada, la cual, en efecto, permite
que problemas de orden n puedan ser reemplazados por problemas equivalentes de primer
orden. Entonces es facil de mostrar que, para problemas transformados, en principio, se puede
lograr un rendimiento “perfecto” en presencia de inexactitudes de pardmetros arbitrarios. Tal
desempeno, sin embargo, se obtiene al precio de una actividad de control extremadamente
alta. Esto suele estar en desacuerdo con la otra fuente de modelado de incertidumbres, a
saber la presencia de dindmicas no consideradas, las cuales pueden ser excitadas por la alta
actividad de control. Esto lleva a una modificacion de las leyes de control que, dada la
actividad de control admisible, tiene como objetivo lograr una compensacion efectiva entre el
rendimiento del seguimiento y la incertidumbre paramétrica. Ademaés, en algunas aplicaciones
especificas, particularmente en aquellas que involucran el control de motores eléctricos, las
leyes de control no modificadas pueden ser usadas directamente [Slotine and Li, 1991].

Para la clase de sistemas a los que se aplica, el diseno de controladores por modo deslizante
proporciona un enfoque sistematico al problema de mantener la estabilidad y el rendimiento
consistente frente a las imprecisiones de modelado. El control por modo deslizante ha sido
aplicado de forma exitosa a robots manipuladores, vehiculos submarinos, vehiculos aéreos,
transmisiones automotrices, motores eléctricos de alto desempeno y sistemas de potencia.

Los conceptos que aqui se presentan son para sistemas con una sola entrada de control, lo
cual permite desarrollar intuicién sobre los aspectos basicos del diseno de controladores no
lineales. La secciéon 4.2 introduce los principales conceptos y notaciones del control por modo
deslizante e ilustra el diseno de controladores bésicos asociados y la seccion 4.3 describe las
modificaciones de las leyes de control destinadas a eliminar la excesiva actividad de control.

4.2. Superficies deslizantes

Counsidere un sistema dinamico en lazo abierto de una sola entrada:

2™ = f(x) + b(zx)u (4.1)

donde la variable x es la salida de interés (por ejemplo, la posicion de un sistema mecénico), la
variable u es la entrada de control (por ejemplo, el par de un motor),y & = [z & ... 2™ D]T
es el vector de estados. En la ecuacion (4.1) la funcion f(x) (en general no lineal) no es exac-
tamente conocida, pero la extension de la impresicion sobre f(x) estd acotada superiormente
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por una funcion continua conocida de x; de manera similar, la funcion no lineal b(x) no es
exactamente conocida, pero su signo es conocido y esté acotado por funciones conocidas de
x. Por ejemplo, tipicamente, la inercia de un sistema mecénico, es solamente conocida con
cierta precision, y los modelos de friccion solamente describen parte de las fuerzas de friccion
reales. El problema de control es hacer que el estado @ siga un estado especificado variante
en el tiempo g = [Tq4 Tq ... x&"il)]T en presencia de impresiciones modeladas sobre f(x)
y b(x) ([Slotine and Li, 1991]).

Para que la tarea de seguimiento sea alcanzable usando un control finito u, el estado inicial
deseado x4(0) debe ser tal que
x4(0) = x(0) (4.2)

En un sistema de segundo orden, por ejemplo, la posiciéon o velocidad no pueden “brincar” de
manera instantanea, de modo que cualquier trayectoria deseada factible desde el tiempo ¢t = 0
necesariamente comienza con la misma posicion y velocidad que las de la planta; de lo con-
trario, el seguimiento solo se puede lograr después de un transitorio ([Slotine and Li, 1991]).

Una notacién simplificada

Sea T = x — x4 el error de seguimiento en la variable = y sea
~ ~ ~ T
T=T—x,= [x T ... x(”_l)}

el vector de error de seguimiento. Mas atin, definase una superficie variante en el tiempo S(t)
en el espacio de estado R™ dad por la ecuacion escalar s(x;t) = 0, donde

s(@;t) = (% + c) s (4.3)

y ¢ es una constante estrictamente positiva, cuya eleccion sera interpretada posteriormente.

Por ejemplo, si n = 2, _
s=2T+cx

i.e., s es simplemente una suma ponderada de el error de posiciéon y error de velocidad: si
n =3,
o ~ ~ 2~
s =1+ 2cx +c°x

Dada la condicion inicial (4.2), el problema de sequimiento x = x4 es equivalente al de per-
manecer sobre la superficie S(t) para todo t > 0; ciertamente s = 0 representa una ecuacion
diferencial lineal cuya tnica solucion es & = 0, dadas las condiciones iniciales (4.2). Asi, el
problema de seguimiento de un vector n-dimensional @, se puede reducir al de mantener la
cantidad escalar s en cero.
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1 Y1 1 1

S —> > > o & s —p

p+c p+c p+c
|
n — 1 bloques

Figura 4.1: Calculo de cotas sobre x

Mas precisamente, el problema de seguimiento de un vector n-dimensional x4 (i.e., el pro-
blema de seguimiento original de orden n en x) en efecto puede ser reemplazado por el
establecimiento de un problema de primer orden en s. Ciertamente, ya que a partir de (4.3)
la expresion de s contiene 2"~ tinicamente se necesita derivar s una vez para que la entrada
u aparezca.

Mas atin, las cotas sobre s se pueden traducir directamente a cotas en el vector de error
de seguimiento @, y asi pues el escalar s representa una medicion real del desempeno del
seguimiento. Especificamente, suponiendo que (0) = 0 (el efecto de una condicion inicial
distinta de cero en & se puede agregar por separado) y teniendo que

Vit>0, [s(t) < =  Vt>0, [Z90)] < (20)% i=0,...,n—1 (4.4)

donde € = ®/c""!. Ciertamente, por la definicion (4.3) el error de seguimiento Z se obtiene
de s a través de una secuencia de filtros pasa-bajas de primer orden (ver figura 4.1, donde
p = (d/dt)). Sea y; la salida del primer filtro. Se tiene

t
yl(t):/ e~ D g(T)dT
0

De |s| < @, se obtiene
t o
[y (@) < <I>/ e~ Ds(T)dT = (_> (1—e)<
0 C

Se puede aplicar el mismo razonamiento al segundo filtro, y asi sucesivamente, todo el camino
hasta y,_1 = . Obteniendo entonces

7| < @/t =¢

De manera similar, se puede considerar que Z(*) se obtiene a través de la secuencia de la figura
4.1. Del resultado anterior, se tiene |z;| < ®/c" 1% donde z; es la salida del filtro n — i — 1.
Mas atn, nétese que

p _p+c—c_1 c
p+c_ p+c N p+c
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S(r)

Figura 4.2: La condicion deslizante
observando que la secuencia de la figura 4.1 implica que

» o i _
7] < (cnli) (1+2) = o

i.e., las cotas en (4.4). Finalmente, en el caso de que (0) # 0, las cotas en (4.4) son obteni-
das asintoticamente, i.e.,dentro de un corto tiempo constante (n — 1)/c.

Asi, en efecto, se ha sustituido un problema de seguimiento de orden n por un problema de
estabilizacion de primer orden, y se han cuantificado con (4.4) las correspondientes transfor-
maciones de las medidas de desempeno.

El problema simplificado de primer orden de mantener el escalar s en cero ahora se puede
lograr al elegir la ley de control u de (4.1) tal que fuera de S(t)

Lo <l (4.5)
n es una constante estrictamente positiva. Esencialmente, (4.5) indica que la distancia cua-
drada a la superficie, medida por s2, disminuye a lo largo de todas las trayectorias del sis-
tema. Por lo tanto, limita las trayectorias para apuntar hacia la superficie S(¢) como se
observa en la figura 4.2. En particular, una vez sobre la superficie, las trayectorias del sis-
tema permanecen sobre la superficie. En otras palabras, satisfaciendo la condicion (4.5), o
condicion de deslizamiento, hace de la superficie un conjunto invariante. Méas atn, como ya
se verd, (4.5) también implica que algunas perturbaciones o incertidumbres dinamicas pue-
den ser toleradas mientras se mantiene la superficie en un conjunto invariante. Graficamente,
esto corresponde al hecho de que en la figura 4.2 las trayectorias de la superficie pueden
moverse sin dejar de apuntar hacia la superficie. La superficie S(¢) en el cumplimiento de
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(4.5) se conoce como una superficie deslizante, y el comportamiento del sistema una vez en
la superficie se denomina régimen deslizante o modo deslizante.

Otro aspecto interesante del conjunto invariante S(t) es que una vez sobre el, las trayectorias
del sistema estan definidas por la ecuaciéon del propio conjunto, es decir:

d n—lN
(a—f—c) rz=0

En otras palabras, la superficie S(t) es ambas cosas, un conjunto y una dinamica. Este hecho
es simplemente la interpretaciéon geométrica de la observacion previa de que la definicion
(4.1) permite, en efecto, reemplazar un problema de orden n por uno de primer orden.

Finalmente, satisfaciendo (4.5) se garantiza que si la condicion (4.2) no se verifica exactamen-
te, i.e., si &(t = 0) esta realmente fuera de x4(t = 0), la superficie S(t) no obstante se alcan-
zard en un tiempo finito menor que |s(t = 0)|/n. Ciertamente, supéngase que s(t =0) > 0,y
sea talcance €l tiempo requerido para alcanzar la superficie s = 0. Integrando (4.5) entre t = 0
Y t = talcance lleva a

0— S<t = O) = S(t = talcance) - S(t = 0) < _n(talcance - 0)

lo cual implica que
< s(t =0)

talcance ~

Se obtendria un resultado similar iniciando con s(t = 0) < 0.

Mas atn, la definicion (4.3) implica que una vez sobre la superficie, el error de seguimiento
tiende exponencialmente a cero, con una constante de tiempo (n — 1)/c (de la secuencia de
(n — 1) filtros de constantes de tiempo iguales a 1/¢).

El comportamiento tipico del sistema que implica el cumplimiento de la condicién de desli-
zamiento (4.5) se ilustra en la figura 4.3 para n = 2. La superficie deslizante es una linea en
el plano de fase, de pendiente —c y contiene el punto (variante en el tiempo) g = [r4 iq]'.
Iniciando desde cualquier condicion inicial, las trayectorias de los estados alcanzan la super-
ficie variante en el tiempo en un tiempo menor a |s(t = 0)|/n, y entonces se deslizan a lo
largo de la superficie hacia @, exponencialmente con una constante de tiempo igual a 1/c.

En resumen, la idea detras de las ecuaciones (4.3) y (4.5) es seleccionar una funcién de buen
comportamiento del error de seguimiento, de acuerdo con (4.3), y luego seleccionar la ley
de control de retroalimentacion u en (4.1) de manera que s siga siendo una funcién del
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=

tiempo - finito
fase de alcance

modo deslizante
convergencia exponencial

pendiente

Figura 4.3: Interpretacion grafica de las ecuaciones (4.3) y (4.5) (n = 2)

tipo Lyapunov en el sistema de lazo cerrado, a pesar de la presencia de imprecisiones en el
modelo y de perturbaciones. El procedimiento de diseno del controlador consta de dos pasos.
Primero, como se ilustrara mas adelante, se selecciona una ley de control de realimentacion
u para verificar la condicién de deslizamiento (4.5); sin embargo, para tener en cuenta la
presencia de imprecisiones en el modelado y de perturbaciones, la ley de control tiene que ser
discontinua en S(t). Ya que la implementacion de las conmutaciones de control asociadas es
necesariamente imperfecta (por ejemplo, en la practica la conmutacion no es instanténea, y
el valor de s no se conoce con una precision infinita), esto lleva a un chattering (figura 4.4).
Ahora bien, el chattering no es deseable en la practica, dado que involucra una alta actividad
de control y puede excitar dindmicas de alta frecuencia ignoradas durante el modelado (tales
como modos estructurales no modelados, retardos de tiempo despreciados, entre otras). Asi
pues, en un segundo paso, la ley de control discontinua u es adecuadamente suavizada para
lograr una negociacion optima entre control de ancho de banda y precision de sequimiento:
mientras el primer paso da cuenta de incertidumbres paramétricas, el segundo paso logra
robustez a dinamicas no modeladas de alto orden.

4.2.1. Construccion de Filippov de la dinamica equivalente

El movimiento del sistema en la superficie de deslizamiento puede recibir una interesante
interpretacion geométrica, como un “promedio” de la dinamica del sistema en ambos lados
de la superficie.
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chattering

-
s=20
Figura 4.4: Chattering como un resultado de control imperfecto.
La dindmica en modo deslizante se puede escribir como
5=0 (4.6)

Al resolver “formalmente” la ecuacién anterior para la entrada de control, se obtiene una
expresion para u llamada ley de control equivalente, ueq, que puede interpretarse como la ley
de control continuo que mantendra a $ = 0 si la dindmica fuera exactamente conocida. Por
ejemplo, para un sistema de la forma

T=f+u
se tiene
Ueqg = —f + Tqg —cT

y la dindmica del sistema en modo deslizante es, por supuesto

= f+Uq=2Lqg—CT
Geométricamente, el control equivalente puede construirse como

Ueqg = U4 + (1 — a)u_ (4.7)
i.e., como una combinacion conveza de valores de u sobre ambos lados de la superficie S(t).

El valor de o puede obtenerse formalmente de (4.6) lo que corresponde a requerir que las
trayectorias del sistema sean tangentes a la superficie. Esta construccion intuitiva es resumida
en la figura 4.5, donde f, = [# f + uy]', y de manera similar f = [& f+u_|" y
foq = [& f + teq)". Su justificacion formal fue hecha a principios de los afios 1960 por el
matemético ruso A. F. Filippov.
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Figura 4.5: Construcciéon de Filippov de la dinamica equivalente en modo deslizante.

Recordando que el movimiento deslizante en la superficie corresponde a un comportamiento
limitante ya que la conmutacién de control ocurre infinitamente rapido, la solucién formal
de a de (4.6) y (4.7) se puede interpretar como el tiempo de “residencia promedio” de la
trayectoria en el lado s > 0.

4.2.2. Perfecto desempeno a un alto precio

Dadas las cotas de la incertidumbre sobre f(x) y b(x), construir una ley de control para
verificar la condicion de deslizamiento (4.5) es sencillo, como se ilustra a continuacion.

Un ejemplo basico

Considere el sistema de segundo orden
i=f+u (4.8)

donde u es la entrada de control, = (escalar) es la salida de interés, y la dinamica f (posi-
blemente no lineal o variante en el tiempo) no es exactamente conocida, pero es estimada
como f . Se supone que el error de estimacion de f es acotado por alguna funciéon conocida
F=F(x,): R

f=fI<F (4.9)

Por ejemplo, dado el sistema
i+ a(t)i® cos3r = u (4.10)

donde a(t) es desconocida pero se encuentra entre

1<a(t) <2
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expresando el sistema en la forma (4.8)

i = —a(t)i?® cos 3z +u
~—_—— ——
f

se propone f como un estimado de f dentro de los limites de a(t), teniendo que
f = —1.5¢% cos 3z
mientras que de (4.9), al tomar la cota mayor de a(t), se tiene

F =| —1.53% cos 3z — (—24% cos 3) |
—_— ——
f !
F =0.53?| cos 3|
Con el fin de tener un seguimiento del sistema z(t) = z4(t), se define una superficie deslizante
s = 0 de acuerdo a (4.3), es decir:

d -
s:<a+c)x:x—|—c:c (4.11)

Al derivar una vez la superficie deslizante, se tiene:
§=i—dg4cr=f4u—iqg+cT (4.12)
\",_/
x
La mejor aproximacion 4 de una ley de control continua que lograra que s = 0 es entonces

U= —f+iq—cx (4.13)

Notese que @ puede ser interpretada como la mejor aproximacion del control equivalente.
Con el fin de satisfacer la condicion (4.5) a pesar de la incertidumbre sobre la dindmica de
f, se anade a @ un término discontinuo a través de la superficie s = 0:

u=1u— k sgn(s) (4.14)
donde la funcioén signo es:
+1 st >0
sgn(s) =
-1 si s<0
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Escogiendo k = k(x, %) lo suficientemente grande en (4.14), se puede garantizar que (4.5) se
satisface. Ciertamente se tiene, de (4.12)-(4.14)

1d
—— =55

2dt

Z[f—I—u—id—Fcis
=[f + @ — k sgn(s) —iq + ci]s
N———
=[f —f +iq— & —k sgn(s) — iq + cils
ﬁ_/

=[f — f — ksgn(s)]s

—(f = f)s — kls|
de modo que, dejando
k=F+n (4.15)
se obtiene de (4.9)
1d , < —pls|
par® = M°

tal como se desea. Se observa de (4.15) que la discontinuidad de control k a través de la super-
ficie s = 0 aumenta con el grado de incertidumbre paramétrica. También, nétese que f y F
no necesitan depender solamente de x 6 . En general, pueden ser funciones de cualquier va-
riable medida externa al sistema (4.8) y también pueden depender explicitamente del tiempo.

En este ejemplo bésico se puede ver una de las principales ventajas de transformar el problema
de control de seguimiento original en un simple problema de estabilizacion de primer orden
en s. A saber, la estrategia de control de retroalimentaciéon intuitiva “si el error es negativo,
empuja lo suficientemente fuerte en la direccion positiva (y viceversa)” en realidad funciona
para sistemas de primer orden. No para sistemas de orden superior.

MARGENES DE GANANCIA

Supoéngase que ahora (4.8) se reemplaza por
= f+bu (4.16)

donde la ganancia de control b (posiblemente variante en el tiempo o dependiente de los
estados) es desconocida pero con cotas conocidas (siendo posiblemente variantes en el tiempo
o dependientes de los estados)

0 < bonin < b < b (4.17)
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Dado que la entrada de control entra multiplicativamente en la dinamica, es natural elegir el
estimado b de la ganancia b como la media geométrica de las cotas anteriores:

b = (Bunin bimaz) "' (4.18)

(4.17) puede escribirse en la forma

gt <

bmax 1/2
Dado que la ley de control sera disenada para ser robusta a la incertidumbre multiplicativa
acotada (4.19), se le llamara a (5 el margen de ganancia del diseno, por la analogia usada en

control lineal. Notese que 3 puede ser variante en el tiempo o dependiente de los estados, y
que también se tiene

<p (4.19)

S O

donde

b

=<p

b

También obsérvese que la incertidumbre sobre b puede venir directamente en la forma (4.19),
e.g., si la accion de control u es generada por un sistema dinamico lineal.

gt <

Con s y u definidas anteriormente, la ley de control es
w=Db""[i— k sgn(s)] (4.20)

k> B(F +n)+ (8- Dl (4.21)

satisfaciendo la condicion deslizante. Ciertamente, usando (4.20) en la expresion de $ se tiene
$=(f=bb f) 4+ (1 —bb~ ") (—itg + cT) — bb~ 'k sgn(s)
por lo que k debe cumplir que
k> |bb f — f+ (b = 1)(—iq + cZ)| + nbb~" (4.22)
Dado que f = f+ (f — f), donde |f — f| < F, esto a su vez conduce a
k> b F 4 bbbt =1 - |f — g+ cil

y asi a (4.21). Téngase en cuenta que la discontinuidad del control se ha incrementado para
tener en cuenta la incertidumbre sobre la ganancia de control b.
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Ejemplo: Un modelo simplificado del movimiento de un vehiculo subacuético puede ser
escrito como
mi + ci|z| = u (4.23)

donde x define la posicion, u es la entrada de control (la fuerza proporcionada por la hélice),
m es la masa del vehiculo (incluyendo la llamada masa agregada, asociada con el movimiento
en un fluido) y ¢ es un coeficiente de arrastre. En la practica, m y ¢ no son conocidos con
precision, porque solo describen los complejos efectos hidrodinamicos que gobiernan el mo-
vimiento del vehiculo.

Definiendo s como s = T + cr, calculando $ explicitamente, y procediendo como se hizo
anteriormente, puede obtenerse una ley de control que satisface la condiciéon de deslizamiento,
resultando en '

u = m(Zq — cx) + ¢x|x| — k sgn(s) (4.24)

con .
k= (F+pn) +m(p—1)|ig— cx| (4.25)

Se observa que la expresion (4.25) es méas estricta que la forma general (4.21), reflejando la
estructura més simple de la incertidumbre paramétrica; intuitivamente, u puede compensar
ct|z| directamente, a pesar de la incertidumbre sobre m. En general, para un problema dado,
es una buena idea reobtener rapidamente una ley de control que satisfaga la condiciéon de
deslizamiento, en lugar de aplicar una férmula pre-establecida.

O

Es 1til hacer una pausa en este punto y preguntarse si una acciéon de control diferente obtenida
por algtin otro método, podria lograr la misma tarea. La respuesta a esta interrogante es que,
dada una trayectoria deseada factible, hay una funciéon unica de control de tiempo suave que
la sigue exactamente, es decir:

) = gl = f(a)] (1.26)
Por lo tanto, cualquiera que sea el método, la funcién de tiempo de control resultante seré la
misma, y, por lo tanto, el uso de este enfoque en particular simplemente proporciona una for-
ma sencilla de modificar esa funciéon de tiempo. Dado que se requiere un seguimiento perfecto
incluso en presencia de incertidumbres paramétricas, esta funcion de tiempo se construye a
través de un proceso promedio de interrupciones discontinuas infinitamente rapidas, en lo
que se conoce como el control equivalente, que es precisamente (4.26).

Las leyes de control que satisfacen la condicion de deslizamiento (4.5) y conducen a un se-
guimiento “perfecto” ante la incertidumbre del modelo, son discontinuas a lo largo de la
superficie S(t), llevando asi en la practica el control al chattering. En general, el chattering
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es altamente indeseable, ya que implica una actividad de control extremadamente alta, y més
ain puede excitar dindmicas de alta frecuencias ignoradas durante el modelado. Es posible
mostrar como modificar las leyes de control de conmutacion derivadas anteriormente para
eliminar el chattering.

En aplicaciones especificas, sin embargo, el control con chattering es aceptable, y las leyes de
control de conmutaciéon obtenidas anteriormente pueden producir un rendimiento extrema-
damente alto.

4.2.3. Aplicaciones de las leyes de control de conmutacién disconti-
nuas

Las principales aplicaciones de los controladores de conmutacion anteriores incluyen el control
de los motores eléctricos y el uso de compensacion artificial para reducir los efectos de la
adhesion (friccion).

Control de conmutacién en lugar de modulacién de ancho de pulso

En los motores eléctricos modulados por ancho de pulso (PWM), la entrada de control u es
una tension eléctrica en lugar de una fuerza mecénica o aceleracion. El control por chattering
puede entonces ser aceptable siempre que esté fuera del rango de frecuencia de la dinamica
relevante no modelada. Siempre que los calculos necesarios (incluyendo la ley de control y
estimacion de estados) se puedan manejar en linea a una velocidad suficientemente alta,
o sean implementados mediante circuitos analégicos, el control por modo deslizante puro
mediante leyes de control conmutado puede ser una opcién viable y de alto rendimiento.

Control de conmutacion con observador lineal

La dificultad para obtener mediciones de estado significativas a una tasa de muestreo muy
alta se puede cambiar utilizando observadores de estado. Para sistemas lineales, el diseno de
tales observadores es bien conocido y sisteméatico. El principio del enfoque para disenar un
controlador de conmutacion utilizando un observador es muy simple. En lugar de seguir la
superficie s = 0, el sistema esta disenado para seguir la superficie s, = 0, donde s, se obtiene
al reemplazar el estado o por su estimado x. en la expresion de s. Esto puede lograrse
calculando un término de compensacién dinamico ., basado en las estimaciones de estado
disponibles, y empleando términos de conmutacion de la forma —k(x.)sgn(s.) donde ka.
se elige lo suficientemente grande para compensar tanto incertidumbres paramétricas como
inexactitudes del observador. Esto produce que s, — 0 (conforme ¢t — 00). Entonces, si el
observador ha sido disenado adecuadamente para que converja a pesar de las incertidumbres
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en el modelado (lo que, de nuevo, es facil de conseguir en el caso lineal), se tiene también que
s — s.. Por lo tanto, s — 0, y el estado actual converge hacia el estado deseado. Mas atin,
el modo deslizante y sus propiedades robustas son mantenidos sobre la superficie s, = 0, las
cuales tienden hacia la superficie deslizante deseada conforme el observador converge.

Control de conmutaciéon en lugar de senales de alta frecuencia

Cuando la incertidumbre consiste en efectos pequenios en magnitud pero dificiles de modelar,
tales como el amarre del actuador, la conmutacion (switcheo) en s se puede usar ventajosa-
mente en lugar de una senal de interpolaciéon més estandar. Idealmente, la frecuencia de con-
mutacion debe ser elegida mucho mds alld de los modos de vibracion estructural significativos
(en sistemas mecanicos), manteniéndose por debajo del ancho de banda de los actuadores.
Esto supone nuevamente que se pueden proporcionar estimaciones de estado significativas a
la frecuencia de conmutacion seleccionada. Este enfoque puede mejorar particularmente la
calidad del comportamiento a baja velocidad, de lo contrario es extremadamente sensible a
la friccion.

Los ejemplos anteriores representan las pocas aplicaciones especificas en las que se puede
tolerar y explotar el chattering. Sin embargo, en el caso general, la pregunta es como obtener
leyes de control que mantengan el sistema cerca de la superficie s = 0, evitando al mismo
tiempo las vibraciones. Esto se tratara a continuacion.

4.3. Aproximaciones continuas de la ley de control de
conmutacion

En general, se debe eliminar el chattering para que el controlador funcione correctamente.
Esto se puede lograr suavizando la discontinuidad del control en una capa limite delgada
adyacente a la superficie de conmutacion

B(t) = {z,|s(z,t) <@}  &>0 (4.27)

donde ® es el espesor de la capa limite y ¢ = ®/c" ! es el ancho de la capa limite, como lo
ilustra la figura 4.6 para n = 2. En otras palabras, fuera de B(t) se elige una ley de control
u como se hizo anteriormente (i.e., satisfaciendo la condicion (4.5)), lo cual garantiza que la
capa limite es atractiva, por lo tanto invariante: todas las trayectorias que inicien en B(t = 0)
permaneceran dentro de B(t) para todo t > 0; y entonces se interpola u dentro de B(t) —por
ejemplo, reemplazando en la expresion de u el término sgn(s) por s/®, dentro de B(t), como
se ilustra en la figura 4.7.

Dados los resultados anteriormente vistos, esto conduce al sequimiento dentro de una precision
garantizada ¢ (més que un seguimiento “perfecto”’) y de manera méas general garantiza que
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Figura 4.6: La capa limite

para todas las trayectorias que comienzan dentro de B(t = 0)

Vt>0, |7°t)] < (20)'e  i=0,...,n—1

Capa
limite

s

Figura 4.7: Control de interpolacién en la capa limite
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Figura 4.8: Entrada de control conmutada y resultado del desempeno del error de seguimiento

Ejemplo: Considere el sistema descrito en (4.10)
i = —a(t)i® cos 3z +u

El valor de a(t) es a(t) = |sen t| + 1, (el cual concuerda con la cota supuesta sobre a(t)) y
considérese que la trayectoria deseada es x4 = sen(5t).

El error de seguimiento se define como: * = x — x4, mientras la ley de control discontinua de
acuerdo a (4.13) y (4.14) es

U= —f 4 iq— cT —k sgn(s)
— ——
u=15i%cos 3z + iy — cTqg — (F +1) sgn(s)
k
u = 1.5i% cos 3z + iig — cq — (0.54%| cos 3z| 4 1) sgu (T + ¢7)

En la figura 4.8 se muestra el desempeno del error de seguimiento y de la ley de control

utilizando una ley de control conmutada (con ¢ = 20, n = 0.1) a una frecuencia de muestreo
de 1 kHz.

Se observa que el desempeno del seguimiento es excelente, pero se obtiene a un precio de
control de alto chattering.

Supoéngase ahora que se interpola la entrada de control anterior en una capa limite delgada
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Figura 4.9: Entrada de control suave y desempeno del error de seguimiento resultante

de espesor 0.1

uw=—f+iys— ci—k sat(s/®)
—A’_/

u

u = 1.53%cos 3z + &g — cTq — (0.53%| cos 3x| + ) sat (x ;Cx)

Como se ilustra en la figura 4.9, el desempeno del seguimiento, si bien no es tan perfecto
como el anterior, sigue siendo muy bueno y ahora se logra usando una ley de control uniforme
(sin chattering). Notese que las cotas del error de seguimiento son consistentes con (4.27).

O

4.4. Comentarios

(i) En este capitulo se introdujo la teoria fundamental sobre el control por modo deslizante
para sistemas no lineales, el cual es una alternativa de solucién del control robusto al
problema de tratar con sistemas que presenten incertidumbres paramétricas y dindmicas
no modeladas, manteniendo su estabilidad y buen desempeno.

(ii) La trayectoria deseada x4 debe elegirse lo suficientemente suave como para no excitar
la dindmica no modelada de alta frecuencia.

(iii) Un argumento similar al de la discusion anterior muestra que la eleccion de la dinami-
ca (4.3) utilizada para definir superficies deslizantes es la “mejor condicionada” entre
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las dinamicas lineales, en el sentido de que garantiza el mejor rendimiento de segui-
miento dado el ancho de banda de control deseado y el grado de incertidumbre de los
parametros.

(iv) Se ha demostrado que es posible eliminar el chattering suavizando la discontinuidad
del control en una capa limite delgada adyacente a la superficie de conmutacion.
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Capitulo

Control por modos deslizantes basado en
aproximacion difuso adaptable

En este capitulo se presenta un resumen de los sistemas de control basados en légica difusa,
asi también, se mencionan las propiedades de los sistemas difusos como aproximadores uni-
versales. Finalmente, aprovechando estas propiedades, se combinan con el control por modos
deslizantes para formular una estrategia de control que permita estabilizar a un sistema no
lineal subactuado conocido como ballbot.

5.1. Logica difusa

El concepto de logica difusa fue introducido por primera vez en 1965 por Lotfi A. Zadeh
como una alternativa para describir conjuntos que no pueden definirse con facilidad, debido
a que existe vaguedad o incertidumbre en ellos, ni tampoco es posible definir el grado de
pertenencia de ciertos elementos a esos conjuntos |Zadeh, 1965].

5.1.1. Conjunto difuso

Por definiciéon un conjunto consiste en una colecciéon de objetos que pueden ser tratados como
una sola entidad y cumplen con ciertas caracteristicas y condiciones.

En los conjuntos clasicos se determina si un elemento pertenece o no a un conjunto. Sea U
el universo de discurso, es decir, todos los posibles elementos o valores en un determinado
contexto; sea A un conjunto dado; los elementos = que pertenecen al conjunto A se expresan
como

r€eA

47



Capitulo 5. Controlador difuso adaptable 5.2. Control basado en logica difusa

mientras que los elementos que no pertenecen al conjunto se expresan como
xr g A

Otra forma de definir un conjunto es mediante una funcion de pertenencia p4(x), también
llamada de membresia, la cual asigna un valor de pertenencia en A para cada elemento x
en el intervalo [0, 1]. En un conjunto clasico la funcién de pertenencia solo puede tomar los
valores {0, 1} y puede caracterizarse como

1, r€e A

pa(z) =
0, € A

A diferencia de los conjuntos clésicos, en un conjunto difuso la funcién de pertenencia puede
tomar cualquier valor en el intervalo [0, 1], y este valor es conocido también como grado
de pertenencia. Entonces, un conjunto difuso A en U se define como el conjunto de pares
ordenados, un elemento cualquiera x y su correspondiente valor de pertenencia como

A= {(z, pa(z))|r € U}

También puede decirse que un conjunto difuso A es la grafica de su funcién de pertenencia
pa(w).

5.1.2. Funciones de pertenencia

Como ya se menciono, una funcion de pertenencia denotada por pa(x) relaciona para cada
x un grado de pertenencia al conjunto A en el intervalo [0, 1]. Existen diversas funciones
de pertenencia utilizadas en sistemas difusos, pero las més comunes son: impulsivas (en
inglés singleton), triangulares, pseudo-trapezoidales y gaussianas (|T. Nguyen et al., 2002]).
Su utilizacion dependera de las nociones sobre el sistema que se pretende describir y de su
aplicacion particular (ver [Jantzen, 2007]).

5.2. Control basado en logica difusa

Los sistemas de control basados en logica difusa constituyen una de las principales aplicacio-
nes de la logica difusa. Los controladores difusos se construyen a partir de un conjunto de
reglas lingiiisticas basadas en el conocimiento previo del sistema de control y en la experiencia
de operadores expertos. Una regla lingiiistica tiene la forma

SI x es A ENTONCES y es B
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Controlador difuso
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Figura 5.1: Estructura general de un controlador difuso

Por ello se dice que el control difuso es un control con reglas. A la primera parte de las
reglas lingiiisticas se le conoce como antecedente, mientras que la segunda parte de las reglas
se denomina consecuente, conclusion o accién. Los controladores basados en légica difusa
permiten resolver complicados problemas de control en situaciones donde el modelado de la
planta es muy complejo o incompleto, a partir de heuristica o conocimientos previos, en lugar
de controladores basados en ecuaciones diferenciales del modelado dinamico de la planta.

5.2.1. Caracteristicas

Los sistemas de control basados en logica difusa (figura 5.1) poseen las siguientes caracteris-

ticas:

Ofrecen una salida de manipulaciéon de acuerdo a las variables de entrada, que pueden
ser variables de la planta o errores del sistema en lazo cerrado.

Son tolerantes a la imprecision de datos y parametros no modelados.

Pueden emplearse para modelar sistemas no lineales; y algunas veces la soluciéon de
control para sistemas no lineales es mucho mas sencilla que otras estrategias al no
requerir ecuaciones diferenciales.

La calibracion de los controladores es sencilla, ya que se realiza a partir de un lenguaje
similar al de los humanos.

Se pueden combinar con otras técnicas de control clasicas o no lineales, de manera que
pueden coexistir en un mismo proceso.

Una de sus desventajas es que requieren mayor tiempo de calculo, por lo que debe
tomarse en cuenta la capacidad y velocidad de computo de los sistemas en que se
implementan.

Por lo general, los controladores basados en logica difusa poseen numerosos parametros
de configuraciéon, por lo que la sintonizaciéon puede complicarse en algunos casos.
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Figura 5.2: Conjuntos difusos en el bloque de fusificacién

5.2.2. Estructura

Un controlador basado en légica difusa se compone de tres moédulos principales:

e Modulo de fusificacion. Las entradas al controlador son convertidas a un grado de
pertenencia para cada conjunto difuso de entrada.

e Base de reglas y médulo de deducciéon. Los valores obtenidos se relacionan y
deducen un grado de pertenencia en los conjuntos difusos de salida.

e Mobdulo de defusificacion. Se calcula un solo valor de salida, que se convierte en la
salida del controlador.

Moédulo de fusificacion

El modulo de fusificacion recibe las n variables de entrada x; (i = 1,2,...,n) y les asigna a
cada uno de los NV; conjuntos difusos Agi, un valor de pertenencia p i (x;) siendo j; el nimero
que denota a cada conjunto difuso de la entrada i. Generalmente se utiliza un nimero mpar
de N; conjuntos difusos, distribuidos simétricamente alrededor del origen del universo de
discurso (dominio de la variable de entrada), por lo que: j; = —NiQ_l, e, —1,0,1,-- -, Ni2_1.
En la figura 5.2 se muestra un ejemplo de la distribucion de los conjuntos difusos para una
entrada dada. A cada conjunto difuso se le asigna una variable lingiiistica; por ejemplo, el
conjunto A, 2 es el conjunto NB (negativo grande) para la entrada z;, y al mismo tiempo
es una funcién de pertenencia de tipo pseudo-trapezoidal izquierda. La fusificacién de las n
entradas x; produce Ny - Ny - ...- N, valores de pertenencia, uno por cada conjunto difuso
o funcién de pertenencia. En la mayoria de los casos se emplea el fusificador impulsivo,
que equivale a evaluar directamente la entrada en las funciones de pertenencia; sin embargo
pueden usarse fusificadores con funciones de pertenencia triangulares o gaussianos, aunque
esto complica los célculos de los valores de pertenencia.
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Base de reglas y médulo de deduccion

Este modulo tiene dos etapas. La primera, la base de reglas, constituye la relacion de los
valores de pertenencia de las entradas basdndose en el conocimiento y experiencia previos,
asignando a la salida un conjunto difuso o funcién de pertenencia de salida. La estructura de
la regla es

Regla (j1,...,7n): STz es A Y ... Y x, es A" ENTONCES y es Bt

El operador Y (AND o minimo) es el mas utilizado como conector de premisas. En forma
lingiiistica una regla podria ser:

Regla (j1,j2): Sl 21 es NS'Y x5 es ZE ENTONCES y es PS

El modulo de deduccion tiene como funcion inferir el valor de pertenencia para cada funcion
de pertenencia de salida, de acuerdo con la base de reglas. Existen varias posibilidades para
inferir este valor, como son la inferencia max-min, que utiliza un operador AND entre las
premisas de la regla, y la inferencia max-prod que utiliza el operador producto entre las
premisas de las reglas y que es mas utilizado por ser méas rapido su célculo. El valor que
produce la operacion entre premisas es el valor que corta (en inferencia max-min) o escala
(en inferencia max-prod) a la funciéon de pertenencia de salida de cada regla. Los valores de
pertenencia de las funciones de pertenencia de salida que se han producido son evaluados con
el operador maximo o la unién (OR) y el resultado se conoce como conclusion y representa
la salida del médulo de deduccion.

Moédulo de defusificacion

El moédulo de defusificacion tiene como tarea producir un valor escalar y a partir de la
conclusion de las funciones de pertenencia de salida que entrega el modulo de deduccion.
Este valor corresponde al centro de gravedad de la curva generada por las funciones de
pertenencia de salida. Existen varias alternativas para obtener el valor de y que corresponde
a la salida de todo el sistema de control difuso; entre ellas se encuentran el defusificador
centro de gravedad, centro promedio y maximo. El que ofrece el valor més exacto es el centro
de gravedad, pero su calculo es muy costoso; el defusificador maximo es el méas réapido pero
no posee gran exactitud. El defusificador centro promedio realiza los calculos de integracion
de forma discreta por lo que no consume muchos céalculos y se aproxima muy bien al centro
de gravedad, por lo que se constituye como la mejor alternativa. Este taltimo puede calcularse
mediante la siguiente expresion:

M
Y = —217} v (5.1)

Dim1 Wi
donde y* es el valor real (crisp) de la salida, M es el nimero de conjuntos difusos de salida, '

representa el centro de una funcion de pertenencia de salida y w; es su valor méaximo (altura).
La figura 5.3 ilustra graficamente la operaciéon para un simple ejemplo con M = 2.
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A
wi o Jlwr+ytws
w1 + w9
Wt - -—/--
TR g
g Yy

Figura 5.3: Representacion grafica de un defusificador centro promedio.
5.2.3. Aproximador universal

Una propiedad importante de los sistemas basados en logica difusa es que estos son aproxi-
madores universales. Esto significa que los sistemas difusos tienen la propiedad de aproximar
funciones no lineales con una precisiéon arbitraria.

En este trabajo se combinan sistemas difusos con fusificador impulsivo, defusificador cen-
tro promedio e inferencia max-prod. Este tipo de sistema difuso puede escribirse en forma
compacta con la siguiente formula no lineal

M n *
Y = > 9 (I NA@(% )
o M n %
pq | b Hal (7))
Esta formula compacta facilita el calculo de la salida del sistema difuso, ya sea para aproxi-

mar una funcioén o como controlador. Los siguientes teoremas son obtenidos de [Wang, 1997|,
los cuales son de particular interés desde el punto de vista de aproximaciéon de funciones.

(5.2)

Teorema 5.1 Supongase U como el universo de discurso y un conjunto compacto en R™.

Entonces, para una funcion continua real g(x) en U y un € > 0 arbitrario, existe un sistema
difuso f(x) en la forma (5.2) tal que
sup | f(@) — g(x)] < € (5-3)
xe

A

Teorema 5.2 Para una funcion continua real g(x) en U y un sistema difuso f(x) en la
forma (5.2) se tiene que

Hﬂ@—f@mng@@)

8I1

dg(z)
61'2

dg(x)
ox,

hn (5.4)

oo

bt

h2+"~+H

‘OO ‘OO

1d(x)]|co = sup,ey |d(x)| es la norma infinito, h; = méxi<n, 1 |c ™" — cl|, con & como el

centro de la funcion de pertenencia k = j ok = j+ 1 (segin sea el caso) de la entrada i,
donde i =1,2,...n, yn es el numero de entradas al sistema difuso.
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A

El teorema 5.1 indica que es posible encontrar un sistema difuso de la forma (5.2) que puede
aproximarse a una funciéon matemética con un determinado error. De acuerdo al teorema 5.2,
este error esta acotado y depende de las variables de entrada al sistema difuso con las que
se realiza la aproximacion de la distancia entre las funciones de pertenencia de entrada, en
el modulo de fusificacion. Esto significa que, a mayor nimero de funciones de pertenencia el
error de aproximacion serd menor, aunque esto generara un mayor nimero de reglas.

Por lo anterior, es posible utilizar un sistema difuso y sus caracteristicas para aproximar
funciones no lineales. La construccion de un sistema de control basado en logica difusa y un
aproximador de funciones es similar, por lo que las consideraciones hechas en este capitulo
son validas para el aproximador.

5.3. Control difuso adaptable

Una de las caracteristicas del control basado en logica difusa es la de poder trabajar con
plantas que tienen incertidumbre, parametros desconocidos o variantes, ya que el controlador
difuso no requiere de un amplio modelado de la planta sino informacién heuristica sobre
su comportamiento. Por otra parte, como es sabido, el controlador adaptable esta definido
como un sistema de control con parametros ajustables y un mecanismo para ajustar estos
parametros.

En los ultimos anos se han incorporado a los controladores adaptables las técnicas de con-
trol inteligente, dando lugar a controladores como los neuroadaptables, difuso adaptables y
neurodifuso adaptables. En este trabajo de tesis, se estudia el controlador difuso adaptable
propuesto en [Wang, 1997|, el cual es combinado con una estrategia basada en modos desli-
zantes reportada en [Azimi et al., 2014]. La figura 5.4 ilustra la configuracion general de un
sistema de control difuso adaptable.

El controlador difuso adaptable es un controlador hibrido, donde el mecanismo de adaptaciéon
proporciona parametros de ajuste al controlador difuso, los cuales corresponden especifica-
mente a los centros de las funciones de pertenencia de salida.

Los controladores difusos adaptables pueden clasificarse en dos tipos:

e Directo. El controlador se construye a partir del conocimiento de la accién control, es
decir, cuando se conoce qué accion de control requiere la planta para ciertas condiciones;
por ejemplo: “si la temperatura es baja, entonces aumentar el flujo de combustible a la
caldera”.

e Indirecto. El controlador se construye a partir del conocimiento de la planta, es decir,
cuando por experiencia se sabe como afecta la senal de control a la planta; por ejemplo:
“si aumenta el flujo de combustible a la caldera, entonces la temperatura aumentara’.
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Figura 5.4: Configuraciéon general de un sistema difuso adaptable

e Combinacién directo/indirecto. El controlador se construye a partir del conocimiento
tanto de la acciéon de control como de la planta.

El controlador difuso adaptable que se implementa en esta tesis es un controlador de tipo
indirecto.

5.4. Control por modos deslizantes desacoplado

Considérese una clase de sistema no lineal subactuado, con incertidumbres paramétricas y
perturbaciones externas descrito por:

M(q)g+ C(q,q9)q +G(q) + f(q) = Text (5.5)

a1 . fi(d1) 0
= = . Text = u
q |:q2:| ) f(q) |if2(q2):| ) ext |:1
son el vector de coordenadas generalizadas, vector de fuerzas de friccién y vector de fuerzas
externas (con la senal de control), respectivamente; mientras

= nie) bt con= 508 S6a] w020

donde

son la matriz de inercia, matriz de coriolis y fuerzas centrifugas y el vector de fuerzas de
gravedad, respectivamente. Sean las variables de estado 1 = ¢1, 72 = ¢1,73 = @2 ¥ T4 = Go.
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El sistema puede escribirse en presencia de incertidumbres y perturbaciones externas como:

.i’l = T2
&y = fi(x) + g1(z)u + dy (1) (5.6)
Ty = Ty |

Ty = fo(x) + g2(x)u + da(t)

dondex = [z1 3 x3 x4 " es el vector de estados, fi(x), fa(x), g1(x) y g2(x) son funciones
no lineales desconocidas y d;(t) y do(t) son perturbaciones externas acotadas, i.e. |dy(t)] <
D1 (t), |da(t)] < Do(t). Como puede verse de (5.6), la misma entrada de control u aparece en
las dos dinamicas, asi que el sistema completo es un sistema subactuado, [Huang et al., 2015].

Sea el vector de salida y = [ml xg}T. Por lo tanto, se puede considerar el sistema (5.5)
como un sistema subactuado de una sola entrada y multiples salidas®. Asi pues, el disefio
de un controlador por modos deslizantes para el sistema (5.6) no es directo. Mas aun, los
grados de libertad actuados y no actuados estan acoplados, y esto debe ser tomado en cuenta
en el diseno del controlador. El problema de control es disenar un controlador por modos
deslizantes empleando una aproximacion difuso adaptable para el sistema subactuado (5.6)
tal que todas las senales del sistema en lazo cerrado permanezcan acotadas y la estabilidad
pueda garantizarse.

5.4.1. Diseno del controlador por modos deslizantes

La estrategia de control que se presenta en este apartado ha sido probada con éxito en
simulacion en los bien conocidos sistemas carro-péndulo y TORA, [Azimi et al., 2014]. Con
el fin de disenar un controlador por modos deslizantes con aproximacion difuso adaptable, se
definen dos superficies deslizantes de la siguiente forma:

S1 = C1x1 + 29 (57)
S99 = 02$3+$4 (58)

con c1,co > 0. Considérese ademas el uso de la funciéon saturacion, con el fin de evitar
conmutacion de alta frecuencia (fenémeno de chattering) del controlador al estar cerca de la
superficie deslizante debido a la funcién signo involucrada, sea entonces

[ sgn(o) silo|>1
sat(o) = { - silo] <1 (5.9)

Por otra parte, como se vio en el capitulo anterior, una tipica entrada de control por modos
deslizantes puede ser seleccionada como:

N 5191($>> D,
uy = Uy — kysat , k> 5.10
1 1 1 ( (I)l 1 |g1<m>| ( )

ISIMO - Sigle Input Multiple Outputs (por sus siglas en inglés)
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con

iy =~z = hi(@) (5.11)

gi(x)

o bien como

X 8292("13)> D,
Uy = Uy — kgsat | ———= |, ko > ———— 5.12
2 2 2 ( q)z 2 |gz(w)| ( )
con
iy =~ = fo(@) (5.13)
g2(x)

donde ®1, P, > 0 representan el espesor de la capa limite para suavizar la entrada de control
correspondiente [Slotine and Li, 1991]. Si se selecciona u = wy, los estados x1, s convergen
asintoticamente a cero a lo largo de la superficie deslizante s, y los estados x5, x4 convergen
a lo largo de la superficie deslizante sy cuando se selecciona u = uy como entrada de control.
Sin embargo, dado que se desea controlar todos los estados tinicamente mediante la entrada
de control uy, la superficie deslizante s; es modificada de la siguiente forma:

s1=c1(x1 — 2) + 22 (5.14)

con

z = sat ((%i) Zp (5.15)

donde z es proporcional a s, transferida desde sy y ®, > 0, es la capa limite para so,
empleada para suavizar z. El valor de @, coloca la superficie s, en un rango adecuado para
zy. La ecuacion (5.14) implica que la entrada de control u; es modificada de tal forma que
x1y Ty convergen a: rp = z y 23 = 0, [Lo and Kuo, 1998|.

Puesto que debe garantizarse que la entrada de control empleada para controlar todo el
sistema sea acotada, se sunpondra entonces que:

12| < 2z, 0< 2, < 1 (5.16)

y dado que z, es menor a la unidad, entonces z es una senal oscilatoria decreciente.

Para generar la entrada de control, el término de control aproximado (5.10) se considera de
forma general como:

ﬁlzu:

vy — Ju(®@]8)) — kysat (%ﬂeg))} (5.17)

91(x|0,) 1

siendo §,(x|0,) v f1(x|@;) los valores estimados de las funciones gy (z) y fi() del sistema
(6.8), respectivamente, y con §;(x|6@,) > 0. Puesto que estas funciones en general son no
lineales y contienen parametros y dinamicas que suelen no considerarse en el modelado de la
planta a controlar, se propone que sean aproximadas mediante una técnica difuso adaptable.
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Defusificacion

Figura 5.5: Diagrama de bloques del controlador difuso
5.5. Diseno del sistema difuso

Como ya se vio, los sistemas difusos son aproximadores universales y pueden aproximar
funciones no lineales con cierta precision arbitraria. Por tanto, se utilizaran sistemas difusos
para aproximar las funciones fi(x|0y) y §1(x|6,) necesarias en la ley de control (5.17), donde:

pP1 Pn Pn —l1lo-lp n
. Lh=1"""2ul,=1""" 2u1,=1Yf <Hi=1 H gl (931)>
fl6) = e e (5.18)
h=1"""2ul,=1 (Hi:1 Hpli (Xz))

q1 q2 n Slla-ly n
. Lhi=12uly=1""" Zlnzl Yg (Hi:1 Hpli ($1)>
0 (x)0,) = l (5.19)

?11:1 T ?::1 (H?:l Kpli (l’z)>

donde x; representa las variables de entrada a los sistemas difusos las cuales pueden ser los
estados del sistema o estar en funcion de ellos. Los sistemas difusos propuestos (5.18) y (5.19)
poseen fusificador impulsivo, inferencia max-prod y defusificador centro promedio; ademas
son construidos mediante una base de reglas de tipo

Regla (11 ... 1n) : Sy es AY Y...Y @, es A ENTONCES fi() es C" "
para describir fi(x) con l; =1,2...,p; y
Regla (Ih...1,) : Slzyes By Y...Y w, es By ENTONCES g (x) es D'

para describir g;(x) con l; = 1,2...,¢;, i = 1,2,...,n; donde A, B,C,D son funciones
de pertenencia, y p; v ¢; son el nimero de funciones de pertenencia de la entrada z; para
aproximar fi(x) y g1(x), respectivamente. La figura 5.5 ilustra la estructura que lleva un
controlador difuso de estas carateristicas. Para mejorar la aproximacion de las funciones
fl(ac) y g1(x) se dejan algunos parametros libres de cambiar durante la operacion en linea y
por lo tanto la precision de la aproximacién mejora con el paso del tiempo; estos parametros
libres sustituyen a las funciones de pertenencia de salida del sistema difuso, que normalmente

.

son fijas. Sustituyendo ;"™ por los pardmetros libres 8y € RIL=17ix1 ep fl(a:), y yél'“l” por
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los parametros libres 8, € RIL=1%*1 en §,(z), entonces (5.18) y (5.19) pueden reescribirse
como:

fila|6y) = 67¢(x) (5.20)
0(x|8,) = 6;n(x) (5.21)

con el vector &£(x) de dimensiones [[;_, p; x 1, cuyos elementos son:

H?:l ILLAiZ (ZL’Z)

511...ln($) = o ) - (5.22)
y con el vector (x) de dimensiones [];_, ¢; X 1, cuyos elementos son:
H?:l H gti (i)
Myt (T) = — (5.23)
h=1"""2ul,=1 (Hi:l Kpli (%))
5.6. Diseno de la ley de adaptaciéon
Considérese el error minimo de aproximaciéon como:
w=fi@lt) = fi(@l6))] + [g1(@lt) — 5:(x16;)] u (5.24)

siendo f; (x]07) v 91(x|0;), las mejores aproximaciones de fi(x,t) y g1(x, t), respectivamente,
con 0} y 9; como los pardmetros de adaptacion 6ptimos. La tarea es encontrar un mecanismo
de adaptacion (ley adaptable) tal que 8y — 0% y 6, — 67, de forma que el error de aproxi-
maciéon sea minimo; esta ley de adaptacion se obtiene a partir del anélisis de estabilidad de
Lyapunov.

5.6.1. Funcién candidata de Lyapunov

Se propone la siguiente funcion candidata de Lyapunov ([Azimi et al., 2014]):

-~ 1 1 = 1 -~~~
V(Sl, Of, 09) = 58% + 2—%0;0]0 -+ 2—729;99 (525)

la cual es una funcién definida positiva; 1,72 son constantes positivas y éf =0; -0y

6, = 0, — 0, denotan los errores de estimacion de los parametros de adaptacion.
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5.6.2. Derivada de la funcién candidata de Lyapunov

La derivada de la funcion candidata de Lyapunov se calcula como:

V(s1.07,6,) = 516 + 076, + 676, (5.26)
T Y2
ahora es necesario evaluar la derivada de la funcién candidata de Lyapunov a lo largo de
las trayectorias del sistema; para esto, primero se evaluard la derivada temporal de (5.14),
resultando en:
$1 =131 — 12 + X9 (5.27)

Ahora bien, haciendo uso de la definicion (5.24) es posible expresar @5 de (5.6) como:
By = fi(x]0F) + g (]0))u+w + di(t) (5.28)
= [i(@]67) + (|6 )u + | fi(z]t) - f1($|9})] + [g1(@[t) — g1 (2167)] u+di (1)

N~
w

= filz[t) + gi(z[t)u + di(t)
y tomando en cuenta que ; = x9, la ec. (5.28) al sustituirla en (5.27), se tiene:

31 = C1T2 — 012 —+ fl(az|0;§) -+ gl(a:|0;)u —+ w 4+ dl(t)
= any—ai+ [i(2|07) + f1(x]05) — fi(x|0F) +51(20p)u + [9:(x]0,) — 61(x|0,)] u

-~

+w + dl(t>
= axy— iz + fi(z]0}) — fi(z]0) + [0:(2|0) — 91 (x|0,)|u + f1(x|0;)
+§1(x|0,)u + w + d; (1) (5.29)

Tomando en cuenta las aproximaciones (5.18)-(5.19), entonces fl(m|0;§) =6;"¢(x), fi(x|0y) =
07 &(x), g1(x|07) = 6 n(x), y §1(x|0,) = 0, n(x). Asi pues (5.29) se expresa como:

$1 = am—ci+ [0 -0 &)+ [0 — 0, ] n(x)u+ fi(x|65)
5/_/ 5/_/
o 05
1 p g 0
+31(x(0,) [m (—C1$2 — f1(x|0y) — kysat (%ﬁlg)))} +w + di ()
= —z+ 0?5(:13) + Ojn(m)u —p(x) +w+ di(t) (5.30)
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Figura 5.6: Diagrama de control por modos deslizantes con aproximacion difuso adaptable

con p(x) = k, sat (%ﬁ‘%)). Sustituyendo (5.29) en la derivada (5.26) y tomando en consi-

deracion que ég = —99 y éf = —éf, se tiene que:
. ~ ~ 1 ~—= 1 ~+=
V() = —asi1z2+ 310;5(33) + 510;7;(:13)1@ —sip(x) + s1(w + dyi(t)) + ,7_0;0']“ + W—GQTHg
1 2
1= ~ 1= ~
= —1512 —sip(@) + s1(w+di(t)) + [815(:1:) + 7—04 0; + {sm(w)u + 7—99} 0;
1 2

= —as1z2—sip(x) +s1(w+di(t) + [slﬁ(w) — %0}} 07 + {sm(m)u — %99} 0~gT

Para minimizar los errores de los pardmetros de adaptacion (6 — 6%) y (0, — 6;), y a la vez,
minimizar V', se selecciona la siguiente ley de adaptacion

b = msié(x) (5.31)
0, = msin(x)u (5.32)

La figura 5.6 ilustra el diagrama de bloques del sistema de control en lazo cerrado, con
superficies deslizantes (5.8) y (5.14)-(5.15); ley de control (5.17); sistema difuso (5.20)-(5.23)
y ley de adaptacion (5.31)-(5.32).

5.7. Analisis de estabilidad

Del resultado anterior, la derivada temporal de V' se reduce a

V(Sl, 0f, 09) < —01812 — slp(zc) + 81(w + dl(t))

g1(x|0
M) + S1w + Sldl(t)

< —c1512 — sikpsat ( T
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Considerando el hecho de que d;(t) < Dy, sat(s161(x|0,)/®1) < sgn(si) y s1 < |s1| entonces

V(-) se reduce a

V(s1,05,0,) < —s1c12 — s1kpsgn(sy) + siw + Dqlsq]
< —s1012 — kp|s1| + siw + Dy |sq]
< —s1012 — (ky — Dy)|s1| + s1w
< —s1th —ms1] + sww (5.33)

con h =c12ym =k, — Dy, m1 > 0. De acuerdo a la definicion de z en (5.16) y eligiendo
un valor lo suficientemente grande de ®,, es posible concluir que 2 estd acotada y es uni-
formemente continua, entonces 2 — 0 conforme ¢ — oo, y por (5.14), s; — 0. Si 21(0) es
acotado, entonces x1(f) permanece acotado para todo t, y todos los estados del sistema x,
permaneceran acotados.

A continuacion sigue demostrar que $; — 0 conforme ¢ — oo. Para ello, de (5.33), es posible
establecer una cota superior tal que |s;| < 7,, entonces la derivada de V' se expresa como

V(s1,05,85) < siw| = mlsi| < nsfw| = mlsi (5.34)
N——————

cota superior

Integrando ambos lados de (5.34) se tiene

%
Ty < nslw| — s (5.35)
t t
[av < [l =msiat
0 0
t
VO -V < [ el - misl)de (530
0
Entonces .
VO 2 V(D) + [ (mlsl =l (537
0
Por tanto se tiene que
t
lim [ (m|s1] — ns|lw]) dt < oo (5.38)
t—00 0
Asi pues de (5.38) existen
t t
lim / (mls1])dt <oco y lim / (s|w]) dt < oo (5.39)
t—00 0 t—00 0

Por definicion de (5.24), se sabe que w permanece acotada. Por lo tanto se concluye que

s1 € Ly
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De (5.36) y (6.30) se tiene que

£ <V < V() +/0 (o] — muls1]) dt < V(0) < o0 (5.40)

por tanto
$1 € Lo (5.41)

De (5.35) y (5.26) es posible escribir

dV ds
T sd—l < nslw| —mi|s1| < o0 (5.42)

Por lo tanto
$1 € Lo (5.43)

Asi pues, en términos del Lema de Barbalat se puede concluir que s;(t) — 0 conforme ¢t — oo
y por tanto z — 0 y sy — 0, de tal forma que el sistema en lazo cerrado es estable y todas
las senales permanecen acotadas y el error de aproximacion convergeré asintoticamente a cero.

En resumen, la operacion del sistema de aproximacion difuso adaptable expresa lo siguiente:

» Los valores deseados son comparados con las mediciones de los estados (que se suponen
disponibles) y esto genera los errores.

= Por otra parte, el sistema difuso recibe como entradas, para sus médulos de fusificacion,
a los estados que intervienen en la aproximacion de las funciones fi(x|6;) v g1 (x|6,),
y los parametros adaptables 8; y 8, como centros de las funciones de pertenencia de
salida; las funciones aproximadas se incorporan a la ley de control por modos deslizantes
desacoplados.

» Los pardmetros adaptables 8¢ y 8, se calculan de acuerdo a la ley de adaptacion que se
obtuvo con el analisis de Lyapunov, utilizando los errores y los vectores &(x) y n(x) de
los sistemas difusos; adicionalmente se incluyen condiciones iniciales para los parametros
adaptables con el objetivo de reducir el tiempo de adaptacion y también para evitar que
G1(x|0,) sea cero en un inicio. Estas condiciones iniciales pueden obtenerse a partir del
conocimiento previo de la planta o del mismo modelo matematico, si se tiene disponible.

5.8. Resultados de simulacion

En esta seccion se presentan los resultados de simulacién para la estabilizacion del ballbot.
Las simulaciones fueron desarrolladas en MATLAB Simulink 2016a empleando el integrador
de Euler (odel) de tipo paso fijo a un periodo de muestreo de 0.001 [s].
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5.8. Resultados de simulacién

A, ()

NB NS |ZE PS PB

— |

Apa; (i)
(| NB NSl ZE PS PB (|

—DP2,—DP1; Po; P1; P2

(a)

Figura 5.7: Funciones de pertenencia de entrada: (a) Caso Iy (b) Caso 11

5.8.1. Parametros de diseno

&y

\

—D2,—P1, P0; P, P i
|

(b)

O‘()i

El controlador por modos deslizantes basado en aproximacion difuso adaptable posee diferen-
tes parametros propios del diseno que se requieren para estabilizar el desplazamiento angular

del cuerpo x; = q.

Las ganancias utilizadas para el controlador fueron seleccionadas en base a la experiencia
adquirida durante un proceso de sintinizacion de prueba y error, resultando los siguientes

valores:

1 =TI[1/s]
co = 0.8 [1/s]

Constantes de adaptacion

p:45 Zv:02
P, =1 o, =14

Las constantes de adaptacion, v; v 72, también se seleccionaron mediante un proceso de
sintonizacién basado en la experiencia, resultando los siguientes valores:

Sistema difuso

’}/1:100
Y2 =3

Como ya se vio, el sistema difuso funciona como un aproximador de funciones; como se
estan tratando de aproximar las funciones fi(x) y ¢1(x), las variables de entrada son los
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estados del sistema a través de la superficie deslizante s1, y se requieren dos sistemas difusos
para conseguir este objetivo. Para cada sistema de aproximaciéon difuso se emplearon cinco
funciones de pertenencia o conjuntos difusos de entrada para cada una de las dos entradas;
considerando dos posibles casos:

e Caso I: Tres funciones de pertenencia de entrada tipo triangular, una de tipo trapezoidal
izquierda y una de tipo trapezoidal derecha (figura. 5.7a).

e Caso II: Dos funciones de pertenencia de entrada tipo triangular, una de tipo gaussiana
en el centro, una de tipo trapezoidal izquierda y una de tipo trapezoidal derecha, similar
a [Hamed et al., 2017] (figura. 5.7b). La intencién de cambiar por una funcién gaussiana
en el centro es debido al hecho de que alrededor de velocidad angular cero, las variaciones
de velocidad son grandes y el sistema es sensible en esa region.

Las mismas funciones de pertenencia de entrada fueron utilizadas en los dos sistemas difusos,
para el calculo tanto de fy(z]@;) como de g (x|6,). Cada uno de los dos sistemas difusos fue
particionado en cinco conjuntos difusos: A;? = N B (Negativo Grande), A; ' = N.S (Negativo
Pequerio), A? = ZF (Cero), A} = PS (Positivo Pequenio) y A? = PB (Positivo Grande), con
t = 1,2 como el nimero de entrada.

Las particiones de los universos de discurso para ambos casos, utilizando la notacion ps, =
{=pa2,, =p1,, Po,, P1,, Do, }, fueron seleccionadas como:

d
P = {-10,-5,0,5,10} [gra Os}

S

d
Py = {-330,-180,0, 180,330} {gra Os}

recordando que para el Caso II, la funcion de membresia central es reemplazada por una
funcion de tipo gaussiana con desviaciones estandar:

o, = ) [E

o0, = {15} [

grados}

Como ya se menciond en las consideraciones tedricas del sistema difuso adaptable, las fun-
ciones de pertenencia de salida son impulsivas pero no son fijas, sino que son parametros
libres que provienen de la ley de adaptacion. El uso de singletons simplifica el proceso de
defusificacion, ya que permite calcular la salida directamente como un promedio ponderado.
En la figura 5.8 se ilustra una representaciéon de esto. Puesto que se tienen cinco funciones
de pertenencia de entrada por cada entrada, entonces Ny =5, Ny =5y M = 25; es decir, se
tienen 25 reglas e igual ntimero de parametros de adaptacion 85 y 6,. La tabla 5.1 muestra
la disposicion de las reglas de cada sistema difuso, donde r = f, g denota el sistema difuso.
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A 1p(0)

0

o 0 05 On

Figura 5.8: Funciones de pertenencia de salida

Tabla 5.1: Tabla de busqueda del sistema difuso adaptable

T2 l1:—2 llz—l l1:0 llz]_ l1:2
S1 NB NS Z PS PB
L=_2NB| 6, 0, 0, 0, o,
L=_1INS | 0, 0, 0, ., 6.
lp=07% ‘97"11 97‘12 6T13 6T14 91“15
lb=1PS 97"16 97‘17 97’18 67“19 91“20
l,=2PB 97‘21 01”22 97‘23 07“24 97”25

5.8.2. Resultados

Con el proposito de comprobar la efectividad del esquema de control propuesto para la
estabilizacion del sistema ballbot su desempeno es evaluado mediante simulaciones numeéricas.
Los parametros del ballbot son tomados de la tabla 2.3. El vector inicial de estados es (0) =

[5 0 0 O}T y el vector de estados deseado es x4(0) = [0 00 O}T. Esto significa que
el objetivo de control es estabilizar el cuerpo en la posiciéon vertical. Las simulaciones son
desarrolladas considerando el movimiento del ballbot solo en un plano. Para probar el esquema
de control bajo incertidumbres paramétricas y perturbaciones externas; se considera que los
parametros de masa e inercia varian en un 20 % de su valor nominal, tomando los valores de:
mp = 0.736 + 0.1472sen(t) [kg], my = 0.126 + 0.252sen(t) |kg|, Ip = 0.0043 4+ 0.00086 sen(t)
[kgm?|, I, = [5.6784 + 1.1357 sen(t)] x 107 [kgm?|, Iy = [1.0 4+ 0.4sen(t)] x 107 [kgm?|; una
perturbacion externa es considerada con valor d;(t) = 1.6 cos(5t) mas ruido blanco aplicado
en la medicion del angulo del cuerpo. La figura 5.9 muestra los resultados de simulacién de
la estrategia de control estudiada en este capitulo, basada en aproximacion difuso adaptable,
la cual es contrastada con una estrategia de control lineal LQR ampliamente reportada en
trabajos de control sobre el ballbot en sus versiones LEGO y a gran escala.
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Figura 5.9: Simulaciéon de control por modos deslizantes basado en aproximacion difuso adap-
table

En la figura 5.9a se observa que ambas estrategias de control —lineal y difuso adaptable—
logran estabilizar el cuerpo del ballbot en su posicion vertical hacia arriba en un tiempo
relativamente corto. La figura 5.9b muestra la respuesta de la posicion angular del motor
de la llanta; en la que se observa que el control basado en aproximacion difuso adaptable
tiene una respuesta menos oscilatoria que el control lineal LQR (ver apéndice B) basado en
el modelo. Esto significa el ballbot tendra un menor desplazamiento en el plano x —y, ya que
el par de la llanta influye sobre el desplazamiento de la bola (esfera) que soporta al ballbot.
Finalmente en la figura 5.9c se muestra la senal de control demandada por el motor para
lograr la estabilizacion del cuerpo.

5.9. Comentarios

(i) En este capitulo se introdujo una estrategia de control no lineal por modos deslizantes
basada en una aproximacién difuso adaptable; la cual es una alternativa de soluciéon al
problema de control de sistemas subactuados que presenten incertidumbres paramétri-
cas y dindmicas no modeladas, manteniendo su estabilidad y buen desempeno.

(ii) Aunque existen cuatro funciones desconocidas en el sistema bajo consideracion (5.6),
solamente es necesario aproximar dos de ellas para el calculo de la senal de control.
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Esto facilita la implementacion del algoritmo de control propuesto.

(iii) El costo computacional requerido por el sistema difuso para aproximar las funciones no
lineales es considerable, por lo tanto la capacidad de computo para la implementacion
real de este algoritmo es un factor importante a considerar.
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Capitulo

Control por modos deslizantes basado en
aproximacion neuronal adaptable

En este capitulo se trata lo referente al control de sistemas subactuados mediante técnicas
de control robusto y redes neuronales. Se aborda la descripcion bésica de las redes neurona-
les; asi también, se mencionan las propiedades de las redes neuronales como aproximadores
universales. Finalmente, aprovechando estas propiedades, se combinan dos tipos de redes
neuronales con el control por modos deslizantes para formular una estrategia de control que
permita estabilizar a un sistema no lineal subactuado conocido como ballbot.

6.1. Control Neuronal

6.1.1. jPor qué el control neuronal?

Los sistemas mecanicos subactuados (UMS!) han ido en incremento en el campo de la ro-
botica. Estos se caracterizan por tener menos actuadores que grados de libertad. Una de las
razones por las que la subactuacion surge puede ser con el proposito de reducir el peso del
robot o puede ser también causada por la falla de algin actuador.

La dificultad para controlar los mecanismos subactuados se debe al hecho de que las técnicas
desarrolladas para sistemas completamente actuados no se pueden usar directamente. Debido
a esto, los sistemas mecéanicos subactuados presentan retos desafiantes de control. Ademas,
se demuestra que esta clase de sistemas no pueden ser estabilizados mediante algoritmos de
control lineal —excepto que se haga uso de alguna técnica de linealizacién y se tenga pleno
conocimiento del modelo de la planta y sus pardmetros—. El enfoque de control por modos

LUMS - Underactuated Mechanical Systems —por sus siglas en inglés—
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deslizantes (SMC) es una de las técnicas méas comunes que se utiliza para controlar sistemas
mecanicos subactuados. La efectividad del control por modos deslizantes para el control de
sistemas no lineales en general ha sido probada por la comunidad de ingenieria de control
en virtud de su robustez contra perturbaciones externas y variaciones en los parametros del
modelo. Sin embargo, como ya se ha mencionado, el uso de este enfoque provoca en la prac-
tica el fendmeno indeseado del chattering, el cual puede provocar la excitacion de dinamicas
de alta frecuencia. Para evitar este efecto, la capa limite de la superficie de conmutacion
puede ser reducida. Sin embargo esta aproximacién no asegura la convergencia de las trayec-
torias de los estados del sistema sobre la superficie deslizante. Por otra parte, el diseno de
controladores por modos deslizantes requiere del conocimiento del modelo matematico de la
planta, lo cual demerita el desempeno en algunas aplicaciones donde el modelo mateméatico
del sistema no esté bien definido o cuando el conocimiento de los parametros es incomple-
to. Para sobrellevar este problema, algunos investigadores han empleado redes neuronales
artificiales (ANN —Artificial Neural Networks—) (|Qian et al., 2011], [Mahjoub et al., 2014],
[Chaudhari and Kar, 2017] y [Su et al., 2017]).

Desde la década de 1940 se introdujo la idea de las habilidades computacionales de las redes
compuestas de modelos simples de neuronas [McCulloch and Pitts, 1943]. Las técnicas de
redes neuronales han experimentado grandes desarrollos y se han aplicado con éxito en muchos
campos, como el aprendizaje, el reconocimiento de patrones, el procesamiento de senales, el
modelado y el control del sistemas. Sus principales ventajas son la capacidad de aprendizaje,
la aproximacion de funciones no lineales, la tolerancia a fallas y la implementacion eficiente
para aplicaciones en tiempo real, lo que motiva enormemente el uso de redes neuronales en
la identificacion y el control de sistemas no lineales.

Como ya se menciond, en muchas aplicaciones del mundo real hay muchas no linealidades,
dindmicas sin modelar, ruido no medible, lazos multiples, etc., que plantean problemas para
que los ingenieros implementen estrategias de control.

Existen varias razones que han motivado el interés de investigacion en la aplicacion de redes
neuronales con fines de control como alternativas a los métodos de control tradicionales, entre
las cuales se encuentran:

e Las redes neuronales pueden ser entrenadas para aprender cualquier funcién. Por lo tanto,
esta capacidad de autoaprendizaje de las redes neuronales elimina el uso de analisis ma-
tematicos complejos y dificiles que son dominantes en muchos métodos tradicionales de
control adaptable y 6ptimo.

e Las inclusién de las funciones de activacion en las neuronas ocultas de las redes neuronales
de multiples capas ofrecen una capacidad de mapeo no lineal para resolver problemas de
control altamente no lineales donde, para este fin, los enfoques de control tradicionales
aln no tienen una solucién practica.

e El requisito de una vasta informacién a priori con respecto a la planta que se va a contro-
lar, como el modelado matemaético, es una necesidad previa en las técnicas tradicionales
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de control adaptable y 6ptimo antes de que puedan implementarse. Debido a la capacidad
de autoaprendizaje de las redes neuronales, tal informacién no es necesaria para los con-
troladores neuronales. Por lo tanto, los controladores neuronales parecen poder aplicarse
bajo un rango mas amplio de incertidumbre.

e El paralelismo masivo de las redes neuronales ofrece una técnica de multiprocesamiento
muy rapida cuando se implementa utilizando chips neuronales o hardware paralelo.

e El dano a algunas partes del hardware de la red neuronal puede no afectar el rendimiento
debido a su arquitectura masiva de procesamiento paralelo.

6.1.2. Revision del control por redes neuronales

Los métodos convencionales de diserio de controladores para una planta MIMO (Multiple
Input Multiple Output) como un robot de multiples eslabones generalmente requieren, como
minimo, el conocimiento de la estructura y el modelo matematico preciso de la planta. En
muchos casos, los valores de los parametros del modelo también deben ser conocidos con
precision.

Las redes neuronales, que pueden aprender el comportamiento dindmico de plantas complejas
en linea, ofrecen métodos alternativos para realizar controladores MIMO capaces de adaptar-
se a los cambios del entorno de la planta. En teoria, el diseno de un sistema de control basado
en redes neuronales es relativamente sencillo, ya que no requiere ningtin conocimiento previo
sobre la planta. Las habilidades de aproximacion de las redes neuronales han sido probadas
en varios trabajos de investigacion ([Barron, 1991], [Barron, 1993| y [Chen and Chen, 1995]),
y algunos controladores adaptables de redes neuronales basados en las habilidades de apro-
ximacion se presentan en algunos libros (|Lewis et al., 1998, [Ge et al., 2002|); varios grupos
de investigacion han participado en el desarrollo de técnicas de control empleando redes
neuronales adaptables.

Se han publicado muchos articulos sobre control con redes neuronales. Por ejemplo, en
[Polycarpou, 1996| se propuso un marco unificado para la identificacion y control de sistemas
dindmicos no lineales, en el que se puede aplicar el método paramétrico tanto del control
no lineal adaptable como de la teoria del control lineal adaptable para realizar el anélisis
de estabilidad. Los tipicos esquemas de control por aproximaciéon de redes neuronales esta-
bles basados en el diseno de entrenamiento de Lyapunov se dan en |Zhang and Ge, 2009,
[Ssu-Hsin and Anuradha, 1997| y [Ssu-Hsin and Anuradha, 1998]. La popularizacion de la
red neuronal de propagacion hacia atras (BP —Back Propagation—) y la red neuronal de fun-
cion de base radial (RBF —Radial Basis Function—) han impulsado enormemente el desarrollo
del control neuronal.

Recientemente se ha reportado un trabajo sobre control de multiples ballbots empleando una
combinacion de control deslizante, sistemas difusos y redes neuronales (|Tsai and Tai, 2016]).
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La combinaciéon de algoritmos de control inteligente y el control por modos deslizantes ha
atraido la atencion de investigadores. La idea de combinar el control robusto y los métodos
basados en redes neuronales es utilizada como una manera de mejorar el desempeno y robustez
de los sistemas de control ante las imprecisiones del modelado.

6.2. Redes neuronales

Es bien sabido que los sistemas bioldgicos pueden realizar tareas complejas sin recurrir a
operaciones cuantitativas explicitas. En particular, los organismos biolégicos son capaces de
aprender gradualmente con el paso del tiempo. Esta capacidad de aprendizaje refleja la capa-
cidad de las neuronas biologicas para aprender a través de la exposicion a estimulos externos.
Tales propiedades de las neuronas biolégicas las hace atractivas como modelos computacio-
nales que pueden ser disenados para procesar datos complejos.

Las redes neuronales, o mas especificamente, las redes neuronales artificiales son modelos
matematicos inspirados en nuestro entendimiento del sistema nervioso biolégico. Son atrac-
tivas como sistemas de computo que pueden aceptar un gran ntamero de entradas y aprender
tinicamente de muestras de entrenamiento. Como modelos matematicos para los sistemas
nerviosos biologicos, las redes neuronales artificiales son ttiles para establecer relaciones en-
tre las entradas y salidas de cualquier tipo de sistema.

Rigurosamente hablando, una red neuronal es una coleccién de neuronas artificiales. Una
neurona artificial es un modelo matemaéatico de una neurona biolégica en su forma mas
simple (|T. Nguyen et al., 2002]). Desde nuestro entendimiento, las neuronas biolégicas son
vistas como unidades elementales para el procesamiento de informacién en cualquier sistema
nervioso. Sin pretender su validez neurobiologica, el modelo matematico de una neurona
artificial se basa en la siguiente tesis:

1. Las neuronas son unidades elementales en un sistema nervioso en el cual ocurre el
procesamiento de informacion.

2. La informacién entrante se presenta en forma de senales que se transmiten entre las
neuronas a través de enlaces de conexion (connection links).

3. Cada enlace de conexion tiene un peso adecuado que multiplica a la senal transmitida.

4. Cada neurona tiene una accion interna, dependiente de un umbral de disparo, lo que
resulta en una funcién de activacién que se aplica a la suma ponderada de las senales
de entrada para producir una senal de salida.

Asi, cuando las senales de entrada xi,xs,...,X, llegan a la neurona a través de los enlaces
de conexién con pesos asociados wy, wo, . .., w,, respectivamente, la entrada resultante a la
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Figura 6.1: Primer modelo para una neurona artificial

neurona, llamada entrada neta, es la suma ponderada )., w;x;. La figura 6.1 muestra el
modelo para una neurona artificial, el cual es descrito por:

y=1/f <zn:wixi - b)
i=1

donde:
x;: senales de entrada, i1 = 1,2,...,n
w;: Ppesos sindpticos
b: umbral de disparo o polarizador
f(+): funcion de activacion.

y: senal de salida de la neurona

En el primer modelo computacional (|[McCulloch and Pitts, 1943]) para neuronas artificiales,
las salidas son binarias, y la funcién f es la funcién escalén definida por:

f(x):{1 si x>0

0 si x<0
para que la activacion de la neurona sea
“ 1 si Z?—l W;iX; > b
f Z wix; —b | = ——
i—1 0 si Zi:l W;iX; < 0
Una neurona artificial es caracterizada por los pardmetros

0= (wl,wQ,...,wn,b7f)

El polarizador b puede ser tratado como otro “peso” anadiendo un nodo de entrada xq que
siempre tome el valor de entrada xy = +1 y estableciendo wy = —b. Con esta representacion,

72



Capitulo 6. Controlador neuronal adaptable 6.2. Redes neuronales

X0

Figura 6.2: Neurona artificial con polarizador como peso

ajustar el polarizador se logra ajustando los pesos (figura 6.2). La configuracion de red més
sencilla son las redes neuronales con propagacion hacia adelante (feedforward), es decir, la
informacion solo se propaga hacia adelante como lo indica la direcciéon de las flechas.

Al ver las neuronas artificiales como unidades elementales para el procesamiento de la in-
formacion, se llega a redes neuronales simples considerando varias neuronas a la vez. La red
neuronal de la figura 6.3 consiste en una capa de entrada (— o capa de nodos de entrada—) y
una capa de salida consistente de neuronas. Esta es conocida como una red neuronal de
una sola capa debido a que la capa de entrada no es una capa de neuronas, esto es, no hay
calculos en los nodos de entrada. Esta red neuronal de una sola capa es llamada perceptron.

Figura 6.3: Perceptron

Una red neuronal multicapa es una red con més de una capa de neuronas. Notese que las
funciones de activacion de las diferentes neuronas puede ser diferente. Las neuronas de una
capa tienen conexiones ponderadas con neuronas en la siguiente capa, pero no conexiones
entre neuronas de la misma capa.
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Figura 6.4: Red neuronal de dos capas

Una red neuronal de dos capas se ilustra en la figura 6.4. Las funciones de activacion de
diferentes neuronas pueden ser diferentes. La capa de entrada (o capa 0) tiene n + 1 nodos,
la capa del medio, llamada capa oculta, tiene p nodos, y la capa de salida tiene m nodos.
Esta es llamada red neuronal n-p-m.

Las neuronas (nodos) en cada capa son similares. Las neuronas en la capa oculta estan ocultas
en el sentido de que no se puede observar directamente su salida. A partir de los patrones de
entrada solo se pueden observar los patrones de salida desde la capa de salida. Por supuesto,
una red neuronal multi-capa puede tener més de una capa oculta.

La red neuronal de dos capas de la figura 6.4 es un tipico perceptréon multi-capa (MLP
— multi-layer perceptron—). Una red neuronal multicapa cuyas neuronas realizan la misma
funcién en las entradas, generalmente un compuesto de la suma ponderada y una funciéon
de activacion no lineal diferenciable, o funcién de transferencia, tales como una funcién tan-
gente hiperbolica. Los perceptrones multi-capa son las estructuras de redes neuronales mas
cominmente utilizadas para un gran niamero de aplicaciones.

6.2.1. Funciones de base radial (RBF)

En los ultimos anos, el estudio de control adaptable de sistemas no lineales que utilizan la
aproximacion de funcion universal de base radial (RBF) ha atraido la atencion de la comu-
nidad cientifca de control; algunos de estos métodos se dan en [Sundararajan et al., 2002],
[Sanner and Slotine, 1992], [Huang et al., 2002], [Li et al., 2004] y [Zhu et al., 2008].

La adaptacion de la red con RBF puede mejorar efectivamente el rendimiento de control ante
una gran incertidumbre en un sistema. La ley de adaptacion es obtenida utilizando el método
de Lyapunov para garantizar la estabilidad de todo el sistema y la convergencia de los pesos
de adaptacion.
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Red neuronal con Funcién de Base Radial

En 1990, se propusieron por primera vez redes neuronales artificiales para el control adapta-
ble de sistemas dindmicos no lineales [Narendra and Parthasarathy, 1990]. Desde entonces,
las redes neuronales multicapa (MNN -Multilayer Neural Networks—) y la funcion de base
radial (RBF) se han utilizado en numerosas aplicaciones para la identificacion y el control de
sistemas dinamicos.

Las redes neuronales con funciones de base radial (RBFNN;, radial basis function neural net-
works) se abordaron por vez primera en 1988, [Broomhead and Lowe, 1988]; y recientemente
han llamado mucho la atenciéon debido a su buena capacidad de generalizaciéon y una es-
tructura de red simple que evita calculos innecesarios y largos en comparaciéon con la red
de multiples capas hacia adelante (MFN —Multilayer feed-forward network). Investigaciones
anteriores de teoremas de aproximaciéon universal en RBF han demostrado que cualquier
funcién no lineal sobre un conjunto compacto con precision arbitraria puede ser aproximada
por la red neuronal con RBF ([Hartman et al., 1990], [Park and Sandberg, 1991]).

En su forma general, la red neuronal con funcién de base radial RBFNN consta de tres capas:
la capa de entrada, la capa oculta y la capa de salida. Las neuronas en la capa oculta son
activadas por una funcién de base radial. La capa oculta consiste en una matriz de unidades
informaticas llamadas nodos ocultos. Cada nodo oculto contiene un vector c central que es
un vector de parametros de la misma dimensiéon que el vector de entrada x; la distancia
euclidiana entre el centro y el vector de entrada a la red x se define por ||x(t) — c;(¢)]].

La salida de la capa oculta puede producirse a través de una funcién de activacion no lineal
h;(t) como sigue:

h;(t) = exp (— Ix®) Q_Ugj(t)”2) , J=1,....m (6.1)

donde, en este contexto, o, es un escalar positivo llamado “ancho” (desviacion estandar) y m
describe el namero de nodos ocultos. La capa de salida es una combinacion lineal de pesos

j=1

donde w, es la capa de pesos de salida, n es el niimero de salidas mientras que la variable “y”
denota la salida de la red.

Propiedades de aproximacion de las redes neuronales

Se ha demostrado que la red neuronal hacia adelante es capaz de aproximar clases genéricas
de funciones en conjuntos compactos dentro de cualquier tolerancia pre-especificada. Esta
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propiedad de la red neuronal hacia adelante a menudo es referida como aproximacion univer-
sal, mientras que las redes neuronales por si mismas a menudo son llamadas aproximadores
universales.

Teorema 6.1 Teorema de Micchelli, ([Micchelli, 1986]). Sea ¢ = p(r) una funcion gaus-
siana. Sea {x;}.|, un conjunto de puntos distintos en R™. Entonces, la matriz de interpola-
cion ® de N x N, cuyo elemento (i,7) es ¢;; = ¢(||xi — x;||) es no singular. |

Existe una gran clase de funciones de base radial (RBF) que son abarcadas por el teorema de
Micchelli. De hecho, este teorema proporciona una base tedrica para la aproximacion de fun-
ciones basadas en RBF y técnicas de regresion. Especificamente, usando una RBF ¢ = ¢(r)
y un conjunto finito de N puntos {x;}¥, en R", el teorema mencionado asegura que siempre
es posible aproximar funciones f(z) en una region de puntos, utilizando una combinacion
lineal de RBF en la forma f(z) = > NOip(x —x;), tal que f(z;) = f(x;) para toda {x;}Y,.

Teorema 6.2 Teorema de aproximacion universal para RBFNN,
([Park and Sandberg, 1991]). Sea p(x) : R™ — R una funcidn continua acotada e integrable,
Y supongase que

/s@(X)dx # 0

entonces para cualquier funcion continua f(x) y cualquier € > 0, existe una red neuronal de
RBF NN(x) con N neuronas, un conjunto de centros {C}X.,, y un ancho comin o > 0,

=N g0 (270N _ oTas
f(X)—;W( )@@()

o
vi(x)
tal que

1£69 = NN, = [ (76 = NN Pax <2 = O+

[xll<r

En conclusion:
» Las RBF son aproximadores universales.

= Una RBFNN depende de las distancias euclidianas entre el vector de entrada x y los
centros C;.

= La velocidad de aproximacion para las RBFNN es del orden O (N _ﬁ), consecuente-

mente, decrece exponencialmente conforme la dimension del vector de entrada x in-
crementa. Este fenomeno es conocido como “curso de dimensionalidad” (debido a R.E.
Bellman).

76



Capitulo 6. Controlador neuronal adaptable 6.2. Redes neuronales

= Una red neuronal de RBF tiene la capacidad de aprendizaje y adaptacion.

6.2.2. Redes neuronales wavelet (ondaleta)

Las redes neuronales wavelet (wavelet neural networks, WNN') son una estructura que combi-
na el concepto de funciones wavelet —en espanol llamada ondaleta— con el recurso de las ANN
con el objetivo de mejorar el desempeno de la identificacion [Vazquez and Jurado, 2014]-
[Wai and Chang, 2004]. A diferencia de las funciones de activacion sigmoidales utilizadas en
las ANN convencionales, en las WNN se utilizan funciones de activacion wavelet. Las WNN
poseen al mismo tiempo las ventajas de las ANN y su capacidad de aprendizaje sumada a la
habilidad de una funcién wavelet para descomponer una senal. Los sistemas de control ba-
sados en WNN, han sido adoptados para el control de sistemas dinamicos complejos debido
a sus propiedades de aprendizaje rapido y su capacidad de convergencia [Ho et al., 2001] y
[Wai and Chang, 2004].

Funciones ondaleta

Las ondaletas son un descubrimiento relativamente nuevo en las matematicas aplicadas. De-
ben su nombre a los trabajos de Morlet, Arens, Fourgeau y Giard (1982), Morlet (1983),
Grossman y Morlet (1984), (Daubechies, 2004). El interés por las ondeletas ha crecido en
las altimas dos décadas por diferentes razones. Por un lado, el concepto de ondaleta puede
verse como una sintesis de ideas que se originaron en los tltimos treinta anos en el area de la
ingenieria, de la fisica y de las matematicas puras, por otro lado, las ondaletas proveen una
herramienta matematica muy sencilla con una gran variedad de aplicaciones. Por ejemplo,
en el analisis de senales de sonido e imagen se pueden encontrar en (Daubechies, 2004) a
Kronland-Martinet, Morlet y Grossmann (1987), Mallat (1989); y en andlisis numérico a
Beylkin, Coifman y Rokhlin (1991). La transformada de ondaleta aparece, entonces, como
una necesidad de analizar funciones no estacionarias en su escala de frecuencia—tiempo. Con
base en lo anterior, se adoptaréa el término ondaleta para hacer referencia a la palabra wavelet.

El analisis ondaleta consiste en la descomposiciéon de una senal en un conjunto jerarquico
de aproximaciones y caracteristicas (rasgos) que permiten representar casi fielmente a una
determinada senal original. En cada nivel de jerarquia se obtiene una senal que aproxima y
otra que representa los rasgos de dicha funcién para lo cual se toman en cuenta las frecuen-
cias bajas que permiten aproximar la senal original mientras que la senal que muestra los
rasgos corresponde a las componentes de alta frecuencia. Las ondaletas son funciones que
permiten descomponer una senal en distintas componentes de frecuencia y después analizar
cada una en una resolucién acorde a su escala. La teoria de las funciones ondaleta fue desa-
rrollada en distintos campos del conocimiento como matematicas, fisica e ingenieria eléctrica.
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Para que una funcion () definida sobre el eje real (—oo,00) sea considerada una funcion
ondaleta debera satisfacer las siguientes propiedades [Daubechies, 1992]-[Addison, 2017]:

1. Una ondaleta debe tener energia finita:

E = /_OO ()2t < oo (6.3)

(e 9]

donde E es la energia de una funcién igual a la integral de su magnitud cuadrada, las
barras verticales representan el valor absoluto, el cual da la magnitud de 1 (-). Si ¢(+) es
una funciéon compleja, la magnitud se debe encontrar usando su parte real y compleja.

~

2. Si ¢(-) es la transformada de Fourier de 1 (-), esto es

i) = [ e e ar (6.4
la siguiente condicién debera mantenerse, i.e.,
00 |7, 2
Cy = / W(J{N satisface 0 < Cy < o0. (6.5)
0

Esto implica que la ondaleta no tiene componente de frecuencia cero, 2[1(0) = 0, 6 dicho
de otra manera, la ondaleta - debe tener media cero. La ecuacion (6.5) es concocida
como condicion de admisibilidad y Cy es llamada constante de admisibilidad.

3. Un criterio adicional que debe aplicarse a las wavelets complejas es que la transforma-
da de Fourier debe ser real y, al mismo tiempo, también debe desvanecerse para las
frecuencias negativas.

Transformada ondaleta continua

La transformada ondaleta continua ( continuous wavelet transform, CWT, [Daubechies, 1992]),
es empleada para hacer la transformacion de una senal x(-) definida en tiempo continuo; por
lo tanto, los parametros A y t en (6.6) se utilizan para crear una familia ondaleta que varie en
el dominio del tiempo continuo. La intencién de la transformada es que, dada una dilatacion
A y una traslacion t sobre la funciéon ondaleta v, se calcule el coeficiente de amplitud que
hace de 1, la mejor aproximacion sobre la sefial z(-), i.e., integrar el producto de la sefal
con la funcién ondaleta:

(T, hrg) = /_OO Pae(w)z(u)du (6.6)

Variando el coeficiente A la funcion ondaleta aproxima de mejor manera a la senal en anélisis,
i.e., de un valor de la dilatacién a otro la funciéon puede ser reconstruida. Realizando la
variacion de t la naturaleza de la senal se puede desplazar en el eje del tiempo. La coleccion
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Figura 6.5: Ondaleta Morlet

de coeficientes {(z,¥:),|\ > 0,—00 < t < oo} es llamada la CWT de z(:). Un hecho
fundamental sobre la CWT es que conserva toda la informacion de la sefial original x(-). Si
la funciéon ondaleta ) (-) satisface (6.6) y ademas si

/ 22 (t)dt < oo

se satisface, entonces la senal x(-) puede ser reconstruida a partir de su CWT aplicando la
transformada inversa

z(t) = Ciw /OOO {/_OO (@, ¥ru)¥ru(u)du %

o0

por lo tanto z(-) y su CWT son dos representaciones de la misma cantidad. La CW'T presenta
a x(-) en una nueva forma que permite obtener mas informacién que de otra manera no se
podria conocer con facilidad.

Ondaleta Morlet

La funcién ondaleta més comunmente utilizada es la ondaleta Morlet compleja, que se presen-
t6 por primera vez en [Kronland-Martinet et al., 1987|. Por otra parte, el valor real de la onda-
leta Morlet, es la parte real de la version compleja de la ondaleta Morlet [Addison et al., 2002],
el cual tiene la forma

P = e~ e /p cos(ax) (6.7)

con parametros p y « representando la expansion y dilatacion, respectivamente. La figura 6.5
muestra la representacion gréafica de una funciéon ondaleta Morlet.
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6.3. Control por modos deslizantes basado en aproxima-
cion neuronal adaptable

En esta secciéon, de forma similar a como se hizo en el capitulo 5, se describe al sistema ballbot
como un sistema no lineal subactuado de cuarto orden y se sigue la misma estrategia para
desacoplar el sistema en dos subsistemas de segundo orden conectados mediante una variable
intermedia.

6.3.1. Descripciéon del sistema subactuado

Sean las variables de estado =1 = ¢1,22 = ¢1,73 = @2 y x4 = ¢o; donde ¢y, describe el
desplazamiento angular de la vertical de cuerpo; ¢, la correspondiente velocidad angular;
@2, €l desplazamiento angular del motor de la llanta que acciona a la bola (esfera) y ¢s, su
correspondiente velocidad angular (figura 2.1). Entonces es posible considerar el ballbot como
un sistema no lineal subactuado, con incertidumbres paramétricas y perturbaciones externas
descrito por:

T1 = T
Ty = fi(x) + gi(x)u + dy (1) sistema A 65)
T3 = 14 ’

Ty = fo(x) + go(x)u + dao(t) sistema B

dondex = [x1 3 x3 4] " es el vector de estados, fi(@), fa(x), g1(x) y go() son funciones
no lineales desconocidas y se supone que se conoce la cota maxima de |g;(z)] < ¢1; u es la
entrada de control y d;(t) y da(t) son perturbaciones externas, i.e. |di(t)| < Di(t), |da(t)] <
Dy(t) y con variaciones de los parametros del sistema por separado.

Problema de control

El problema de control consiste en desacoplar el sistema (6.8) en dos subsistemas de segundo
orden, para entonces disenar una superficie deslizante para cada uno, incluyendo una variable
intermedia, con el proposito de interconectar ambos subsistemas de tal manera que sea posible
disenar un control por modos deslizantes basado en aproximacién neuronal adaptable, tal que
se garantice la estabilidad y el acotamiento de todas las senales en lazo cerrado.

6.3.2. Diseno del controlador

La idea de desacoplar el sistema subactuado (6.8) ha sido originalmente presentada en
[Lo and Kuo, 1998]. Con esta estrategia el sistema (6.8) es desacoplado en dos subsistemas
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de segundo orden y sus correspondientes superficies deslizantes son:

s1 = ¢z — z) + xg, (6.9)
S9 = C(C2X3 + T4 (610)

con las constantes ¢, co > 0 y una funcién intermedia z que conecta a los dos subsistemas,

la cual se define como:
z = sat <(%2z) 2y (6.11)

donde z es proporcional a ss, transferida desde s, y ., > 0, es la capa limite para s, empleada
para suavizar z. El valor de ®,, coloca la superficie s, en un rango adecuado para x;. La
funcion saturacion es definida como en (5.9). Debido a que la senal de control u es empleada
para controlar a todo el sistema, el acotamiento de z; se puede garantizar considerando

2] < 2y, 0< 2, <1 (6.12)

Puesto que z, es un factor menor a la unidad, entonces z es una senal oscilatoria decreciente.

La idea general de esta estrategia de control es desacoplar el sistema completo (6.8) en dos
subsistemas A y B. El sistema A contiene los estados x1, x5 y su correspondiente superficie
deslizante seria s; = c;x1 + xo . El sistema B contiene x3, x4 y su correspondiente superficie
deslizante seria sy = cows + x4. Al hacerlo, el principal objetivo de control es lograr que los
estados del sistema A se muevan hacia la superficie s; = 0 y asi los estados x1, x5 convergen
a r; = r9 = 0 de manera asintotica, mientras que un sub-objetivo es mover los estados
del sistema B hacia la superficie s, = 0 y que x3, x4, se deslicen de manera asintotica a
T3z = Ty = 0.

Puesto que el principal objetivo es estabilizar el sistema A, es razonable considerar la infor-
macion del sistema B como secundaria y esta informacion secundaria debe reflejarse en el
primer sistema ade alguna manera. La variable intermedia z, que representa la informacion
secundaria es incorporada dentro de s; y por lo tanto la superficie s; es modificada para
tomar la forma (6.10). Esta modificacon de s; refleja el hecho de que el principal objetivo es
cambiado de 1 = 0, xo = 0 a 21 = 2z, 9 = 0 donde z es una funcién de s,. Notando que el
sub-objetivo del sistema B, que sy = 0 esta contenido en el principal objetivo a través de la
variable z.

Red neuronal con RBF

Considérese una red neuronal de funcion de base radial (RBFNN) con una capa de entrada
y una capa de salida.
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“1
51 Y
w1
¥2
w9 U
. Win
Pm

Figura 6.6: Estructura de la red neuronal de RBF

La salida de la capa oculta es generada a través de una funcion de activaciéon no lineal ¢; de

la forma
(1) = exp (X200 (6.13

0;

cont=1,...,m, siendo m el nimero de nodos ocultos; ¢; es el punto central por nodo i; la
desviacion estandar (ancho) o es un parametro de eleccion libre y determina el ancho de la
funciéon base alrededor de los centros ¢;. La capa de salida es una combinacion lineal de los
pesos, 1.e.,

y;(t) = Z Wi Qs (6.14)

con j =1,...,n, siendo n el nimero de salidas; w son los pesos de la capa de salida. La red
neuronal con funcién de base radial (RBFNN) realiza la funcion de mapeo hacia adelante.
Debido a su mecanismo de ajuste en linea, los valores iniciales de los pesos pueden ser ini-
ciados en cero.

La estructra empleada para la red de funcion de base radial (RBFNN) utilizada se muestra
en la figura 6.6, con senial de entrada s; y senal de salida dada por:

u= Zwigpi = w' (sy) (6.15)

=1

donde w' = [wl Wy ... wm} es el vector de pesos; ¢(s1) = [apl(sl) wa(s1) ... gom(sl)]T,
es el vector de funciones base. Por lo tanto, las funciones base empleadas en la capa oculta
son funciones gaussianas definidas como:

s1 —¢l|?
©i(s1) = exp (_M) .

a;
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Ley adaptable para actualizacion de los pesos

Para obtener la ley de adaptacion de los pesos, de acuerdo a la teoria de Lyapunov, es necesa-
rio considerar la condicion de deslizamiento s15; < 0, estudiada en el capitulo 4; si la entrada
de control satisface esta condicion, entonces las trayectorias del sistema convergen al origen
del plano de fase y el control por modo deslizante se puede realizar, [Slotine and Li, 1991].
La RBFNN es utilizada para mapear la superficie deslizante y la entrada del sistema, los
pesos de RBFNN se adaptan ajustando la condicién de alcance. La eleccion de la funciéon de
ajuste de pesos esta dada por ([Su et al., 2017]):

5.’1 + 681 =0 (616)

con 8 > 0. Si A se selecciona demasiado grande, la velocidad de alcance a la superficie desli-
zante es mas rapida; sin embargo, valores grandes podrian provocar grandes sobreimpulsos;
por lo tanto, debe ser seleccionada adecuadamente de acuerdo a los requerimientos del siste-
ma. Con el objetivo de disenar una ley adaptable para el ajuste de los pesos se considera la
siguiente funcion costo:

1
E = 5(31 + Bs1)? (6.17)
la cual es minimizada por el método de gradiente descendiente
oF
b = — 6.18
;= =g (6.18)

donde 1 > 0 es una constante conocida como velocidad de aprendizaje. Utilizando la regla de
la cadena, la derivada parcial OF /Ow; puede escribirse como:

OE  OF Ou

donde
OF d [1,.
B = st )]
. d .
= (51 + 581)@(81 + Bs1)
. d . .
= (5 + 581)@(91551 —cz+ $g+551)
. d . .
= (51 + 581)@(61231 — C12 +f1($) + g1u + d1<t2+ﬁsl>
= 91(31 + /881) (620)
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Figura 6.7: Diagrama de bloques del control por modo deslizante basado en aproximacion
neuronal adaptable

donde ¢g; representa la cota maxima de g;(z) en (6.8). Por otra parte

OF 0 [
Jw = Jw (Z wi%) = Yi- (6'21)

i=1

Por lo tanto, la ley adaptable puede obtenerse mediante (6.18) y (6.19), obteniendo:

w; = —(81 + Bs1)ps (6.22)

con v = ng;. El sistema en lazo cerrado se obtiene combinando la dinamica del ballbot dada
en espacio de estado (6.8), con las superficies deslizantes (6.9)-(6.10), la ley de control (6.15)
y la ley adaptable (6.22). La figura 6.7 muestra el diagrama de bloques del controlador por
modos deslizantes basado en aproximaciéon neuronal adaptable. El mecanismo de ajuste de
los pesos para la RBENN (6.22) puede lograr que s; se aproxime al origen del espacio de
estado mediante (6.17) y (6.11); cuando s; — 0, entonces 1 — z y x5 — 0, cuando s3 — 0
entonces z — 0, y por lo tanto x5 — 0 y x4 — 0. Cada subsistema logra el objetivo de control
simultaneamente mediante el control por modos deslizantes desacoplado.

Analisis de estabilidad

Para el analisis de estabilidad, considérese la entrada de control ideal para el sistema A de
(6.8):
1 .. )
eq = [ig — fi(x) — dy(t) + $1 + Asi] (6.23)
1

al hacer u = ueq y sustituyéndola en el sistema A de (6.8) se obtiene:

14 Asp = 0. (6.24)
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La salida real de la RBFNN puede expresarse en funcién de la diferencia entre la entrada de
control equivalente y la entrada de equivalente, esto es:

Usq = L J1(@) + gru+ di(t) —fi(z) — di(t) + $1 + Asy

/

1 vV
2

Gieq = g1u+ $1+ Asy
S$1 = —As1+ g1[Ueq — ul. (6.25)

La RBFNN puede aproximar cualquier funciéon no lineal con cierta precision razonable. Su-
poniendo que los pesos 6ptimos existen, entonces la salida v de la RBFNN tiene un error
menor que cierto €, y alcanza a ueq. Asi, el error maximo de aproximacién esta dado por:

max|u*(x, w") — ueq(x)| < € (6.26)

donde u* es la salida 6ptima de la red neuronal y w* es el vector de pesos 6éptimos. Por lo
tanto, la salida 6ptima es:

u*(x,w) = Zw,’;gok = (w*) . (6.27)

El error de estimacion para los pesos de la red neuronal se obtiene mediante la diferencia
entre los pesos 6ptimos y los pesos estimados, i.e., w = w* — w. Entonces

Ue(T) = (W) Tp + & (6.28)

Al sustituir (6.28) y (6.15) en (6.25), se obtiene:

$1 = —Asi+ w) p+e—w'
1 1+g1 | (w') @ P
= —>\81 + a1 [’IEQO + E] . (629)

Considérese la funcion candidata de Lyapunov ([Su et al., 2017]):

~ 1 T~
V(sy,w) = 58% + %wTw. (6.30)
Su derivada temporal es:
V(s1, W) = 5181 + DT aw. (6.31)
Y
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Sustituyendo (6.29) y (6.22) en (6.31) y considerando el hecho de que @ = —b, se tiene:

Vs, W) = s |—Asi+ g1 (e + ) +%7f v(31 + Bs — 1)
N ~~ d —
51 w=—1b

= —Asi+ S11W ' @+ 51916 + g1 | $1+ Bs1 | W'
——
cero

= A2+ 5,010+ 51918 (6.32)

Si los pesos son ajustados de tal manera que el error minimo de aproximacién w sea pequeno,
tanto que pueda decirse que V() ha sido minimizada, entonces el término s;g;w ' ¢ = 0. Por
lo tanto la derivada temporal de V' se reduce a:

V(Sl, ’lB) S |81|(—)\|51’ + 918) (633)

De lo anterior, cuando |s;| > gie/), resulta que V(-) < 0, o por lo menos puede decirse
que V() ha sido minimizada. Esto significa que la funcién de Lyapunov es gradualmente
decreciente y por lo tanto s; converge a la pequena capa limite en la superficie s; = 0 del
plano de fase y el error de salida del controlador disminuye cuando la precision del mapeo
no lineal de la red neuronal aumenta.

6.4. Resultados de simulacion

En esta seccion se presentan los resultados de simulacion para la estabilizacion del ballbot
empleando el controlador por modos deslizantes basado en aproximacién neuronal adaptable.
Las simulaciones fueron desarrolladas en MATLAB Simulink 2016a usando el integrador de
Euler hacia adelante (odel) con paso fijo a un periodo de muestreo de 0.001 [s].

6.4.1. Parametros de diseno

El controlador por modos deslizantes basado en aproximaciéon neuronal adaptable posee dife-
rentes parametros propios del disenio que se requieren para estabilizar la posicion angular del
cuerpo x; = q;. El primer grupo de parametros es el que contiene los relacionados al diseno
de la red neuronal y el segundo grupo de parametros es el que contiene los relacionados a las
superficies deslizantes.
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Tabla 6.1: Parametros de simulaciéon para los controladores neuronales basados en RBF y
ondaleta

Controlador neuronal
Parametro RBF Ondaleta | Unidades
1 47 51| [1/9]
e 15 15 [1/9
D, 18 16 -
Zu 0.3 0.3 —
n 100 20 -
g1 0.28058 0.28058 -
Y 191 131 -
15} 15 18 [1/s]

Diseno de la red neuronal con RBF

Para aproximar la sefial de control (6.15), se propone la arquitectura de red neuronal mostrada
en la figura 6.6. La capa oculta contiene siete neuronas y son activadas con RBF, siendo el
vector regresor:

@ = [i(s1) @als1) - 907(51)}T (6.34)

Las RBF son distribuidas uniformemente con valores de centros:

cp=-3, cg=—-2, cg=-1, c4=0, c5=1, ¢cg=2, c;=23.
y ancho o; = 0.9 para i = 1,2,...,7. Las siete RBF tienen la misma senal de entrada:
— )2
gpi:exp(—M) 1=1,2,...,7
g;

Diseno de la red neuronal con ondaleta

Como segunda alternativa, para aproximar la sefial de control (6.15) se utiliza nuevamente
la arquitectura de red neuronal mostrada en la figura 6.6, pero ahora la capa oculta contiene
solamente dos neuronas que son activadas con funciones ondaleta, tal como se muestra a
continuacion:

o1 = e~ (s1)?/P1 cos(Ay s1)
0y = e_(51)2/62(:os()\231)

con By = o =5, A\; = 0.1 y Ay = 0.01. La tabla 6.1 muestra los valores empleados para la
simulaciéon de ambos controladores.
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Figura 6.8: Simulacién control por modos deslizantes basado en aproximacién neuronal adap-
table

6.4.2. Resultados

Al igual que en capitulo anterior, el desempeno de esta estrategia de control es evalua-
do mediante simulaciones numéricas. Los parametros del ballbot son tomados de la tabla

2.3. El vector inicial de estados es x(0) = [5 00 O]T

xq(0) = [0 0 0 O}T. Una vez mas, el objetivo de control es estabilizar el cuerpo en la
vertical. Las simulaciones son desarrolladas considerando el movimiento del ballbot solo en
un plano. Se considera también el sistema bajo incertidumbres paramétricas y perturbacio-
nes externas, es decir, se supone que los parametros de masa e inercia varian en un 20 % de
su valor nominal, tomando los valores de: mp = 0.736 + 0.1472sen(t) |kg|, my = 0.126 +
0.252sen(t) |kg|, Iz = 0.0043 + 0.00086 sen(t) [kgm?|, I, = [5.6784 + 1.1357sen(t)] x 107°
[kgm?|, Iy = [2.0 + 0.4sen(t)] x 107° |kgm?]; una perturbacién externa es considerada con
valor dy(t) = 1.6 cos(5t) mas ruido blanco aplicado en la medicion del angulo del cuerpo.
La figura 6.8 muestra los resultados de simulaciéon de la estrategia de control estudiada en
este capitulo basada en aproximacién neuronal adaptable, la cual, es contrastada con una
estrategia de control lineal LQR.

y el vector de estados deseado es
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En la figura 6.8a se observa que ambas estrategias de control (—lineal y neuronal adaptable—)
logran estabilizar el cuerpo del ballbot en su vertical hacia arriba en un tiempo relativamente
corto. La figura 6.8b muestra la respuesta del desplazamiento angular del motor de la llanta;
en la que se observa que el control basado en aproximaciéon neuronal adaptable con funciones
ondaleta, presenta mejor respuesta en comparacion con el control lineal LQR basado en el
modelo. Esto significa el ballbot tendra un menor desplazamiento en el plano x — y, ya que el
torque de la llanta influye sobre el desplazamiento de la bola (esfera) que soporta al ballbot.
Finalmente en la figura 6.8c se muestra la sefial de control demandada por el motor para
lograr la estabilizacion del cuerpo. Es de resaltar que, a pesar de que el sistema esta sometido
a cierto nivel de ruido, la respuesta de las senales de control de los dos esquemas basados en
aproximacion neuronal adaptable es robusta ante la presencia de ruido.

6.5. Comentarios

(i) En este capitulo se present6 una estrategia de control no lineal por modos deslizantes
basada en aproximacion neuronal adaptable, la cual es una alternativa de solucion al
problema de control de sistemas subactuados que presenten incertidumbres paramétri-
cas y dindmicas no modeladas, manteniendo su estabilidad y buen desempeno.

(ii) Aunque existen cuatro funciones desconocidas en el sistema bajo consideracion (ecua-
cion 6.8), tnicamente es necesario conocer la cota de una de ellas para la aproximacion
de la senal de control; esto facilita bastante la implementacion del algoritmo de control
propuesto.

(iii) El uso de funciones ondaleta como funciones de activaciéon de la red neuronal que
aproxima a la senial de control necesit6 solamente dos neuronas en comparaciéon con las
siete neuronas utilizadas en la red neuronal con RBF, mostrando un mejor desempeno.

(iv) Finalmente, el controlador disenado en este capitulo muestra las ventajas de su estruc-
tura simple, rapida respuesta y robustez.
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|Cap|'tulo 7

Resultados experimentales

En este capitulo se presentan los resultados experimentales obtenidos para la estabilizacion del
prototipo ballbot construido con la tecnologia LEGO MINDSTORMS EV3. La configuracion
del ballbot (figura 2.2) esta inspirada en un trabajo previo basado en la tecnologia LEGO
MINDSTORMS NXT (|Fong et al., 2009]). Los actuadores del robot son motores de corriente
directa que reciben un voltaje como senal de control. Las posiciones angulares de los motores y
del gyro-sensor que mide la posicion vertical del cuerpo se envian a la computadora interna del
LEGO MINDSTORMS EV3 incorporada en la misma estructura del ballbot, el cual ejecuta el
algoritmo de control previamente cargado mediante Simulink 2018b®) en una computadora

huésped con un periodo de muestreo de 4 ms.

Tabla 7.1: Parametros experimentales para control neuronal con RBF.

Control neuronal con RBF

Parametro | plano z plano y | Unidades
¢ 5.8 5.8 [1/s]
o 2.5 3 [1/s]
D, 87 87 -
Zu 0.4 0.3 —
n 16 16 =
g1 0.28058 0.28058 -
g o1 n91 -
15} 25 25 [1/s]
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Figura 7.1: Resultados experimentales del controlador basado en RBFNN: a) desplazamiento
angular ¢, del cuerpo; b) desplazamiento angular ¢;, del cuerpo; c)posicion en el plano z-y

7.1. Control basado en aproximacién neuronal con RBF’s

En la tabla 7.1, se describen los parametros seleccionados para la ejecucion del experimento
del controlador basado en aproximacién neuronal adaptable con RBF'. Para este experimento,
en la capa oculta de la red neuronal se proponen nueve neuronas activadas con RBF. Como
ya se menciono, el objetivo de control es mantener el cuerpo del ballbot estable en su posicion
vertical hacia arriba. La figura 7.1a y 7.1b muestra el desplazamiento angular de la vertical
del cuerpo en los planos z-y, respectivamente, siendo cero grados el dngulo de la posicion
vertical hacia arriba del cuerpo. Por otra parte la figura 7.1c, muestra la posicion de la bola
(esfera) en el plano z-y. En las figuras 7.2a y 7.2b se muestra la senial de control aplicada a
cada motor en su plano correspondiente. Es interesante destacar que el nivel de voltaje esté
muy por debajo del voltaje maximo permitido |ums| < 9 [V].

Respecto a los parametros asociados a la red neuronal, en las figuras 7.3a y 7.3b se muestran
las evoluciones en el tiempo de los pesos adaptables de cada red neuronal por plano, donde
se observa que estos permanecen acotados. Por tltimo en las figuras 7.3c y 7.3d se muestra
la evolucion de la superficie deslizante s; por cada plano, comprobando que se mantiene al-
rededor del origen del espacio de estado, tal como era de esperarse.
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Figura 7.2: Senales de control experimentales por cada plano para control basado en RBFNN
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Figura 7.3: Evolucion de los pesos adaptables y superficie deslizante s; por cada plano para
control basado en RBFNN
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7.2. Control basado en aproximacién neuronal con fun-
ciones ondaleta

En la tabla 7.2, se describen los parametros seleccionados para la ejecucion del experimento.
Para este experimento, en la capa oculta de la red neuronal se proponen dos neuronas ac-
tivadas con funciones ondaleta. Como ya se mencioné, el objetivo de control es mantener el
cuerpo del ballbot estable en su posicidon vertical hacia arriba. La funciones ondaleta utilizadas
son:

©1(51) = e*1/7 cos(ay 1)

01(52) = e *1/72 cos(ausy)

con parametros p; =35, po =905y a; = 0.1y ay = 0.01.

Tabla 7.2: Parametros experimentales para control neuronal con funciones ondaleta

Control neuronal con
Parametro funciones ondaleta
plano z plano y | Unidades
¢ 3.5 3.5 [1/s]
Co 2 2.3 [1/s]
D, 25 25 -
Zu 0.4 0.4 -
i 10 10 -
g1 0.28058 0.28058 —
Y 91 ng1 -
15} 30 25 [1/s]

Las figuras 7.4a y 7.4b muestran el desplazamiento angular de la vertical del cuerpo en los
planos z-y, respectivamente, siendo cero grados el angulo de la vertical hacia arriba del cuer-
po. Por otra parte la figura 7.4c, muestra la posicion de la bola (esfera) en el plano z-y.
La evolucion en el tiempo de las senales de control se muestra en las figuras 7.5a y 7.5b,
donde se muestra la senal de control aplicada a cada motor en su plano correspondiente. Es
interesante destacar nuevamente que el nivel de voltaje se encuentra por debajo del voltaje
maximo permitido.

Respecto al comportamiento de los parametros asociados a la red neuronal basada en fun-
ciones ondaleta, en las figuras 7.6a y 7.6b se muestra la evoluciéon en el tiempo de los pesos
adaptables de cada red neuronal por plano, comprobédndose que estos permanecen acotados.
Por tltimo en las figuras 7.6¢ y 7.6d se muestra la evolucion de la superficie deslizante s; por
cada plano, comprobando que se mantiene alrededor del origen del espacio de estado.
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Figura 7.4: Resultados experimentales del controlador basado en funciones ondaleta: a) des-
plazamiento angular ¢y, del cuerpo; b) desplazamiento angular ¢, del cuerpo; c¢)posicion en
el plano z-y
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Figura 7.5: Senales de control experimentales por cada plano para control basado en red
neuronal con funciones ondaleta
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Figura 7.6: Evolucion de los pesos adaptables y superficie deslizante s; por cada plano para
control basado en red neuronal con funciones ondaleta

7.3. Control lineal basado en el modelo

Con el propoésito de comparar la estrategia de control no lineal propuesta en este trabajo
contra un control lineal 6ptimo (LQR), el cual ha sido la estrategia de control mas empleada
en la literatura para el control de ballbot, en esta secciéon se muestran los resultados experi-
mentales obtenidos al aplicar tal control lineal al prototipo ballbot construido. El diseno de
este controlador se describe en el apéndice B.

Las figuras 7.7a y 7.7b muestran el desplazamiento angular de la vertical del cuerpo en los
planos z-y, respectivamente, siendo cero grados el &ngulo de la posicion vertical hacia arriba
del cuerpo. Por otra parte, la figura 7.7c, muestra la posicion de la bola (esfera) en el plano z-y.

El comportamiento de las seniales de control, se muestra en las figuras 7.8a y 7.8b, donde se
observa la senal de control aplicada a cada motor en su plano correspondiente. Es interesante
destacar que para este caso, el nivel de voltaje se encuentra con valores cercanos al nivel de
voltaje maximo permitido.
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Figura 7.7: Resultados experimentales del controlador lineal LQR: a) desplazamiento angular
¢1, del cuerpo; b) desplazamiento angular gy, del cuerpo; c¢)posicion en el plano z-y
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Figura 7.8: Senales de control experimentales por cada plano para el control LQR
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7.4. Desempeno de los controladores

Para evaluar el desempeno de los resultados experimentales obtenidos, se empleara la norma
Lo del desplazamiento angular del cuerpo, ya que el angulo deseado es cero en la posicion
vertical del cuerpo ; asi también, se obtendra la norma L, de las senales de control por cada
plano. La norma L, esta dada por:

[ v(t)2dt

Ly = T

donde v(t) es la senal que se desea analizar y T es el intervalo de tiempo que dura el experi-
mento.

Tabla 7.3: Norma L para resultados experimentales

Controlador Giz iy . Uy

LQR 0.7989 | 0.9596 | 1.9508 | 2.5312
RBFNN 0.2741 | 0.7425 | 0.2254 | 0.5226
Ondeleta NN | 0.1725 | 0.2340 | 0.3227 | 0.2069

La tabla 7.3 muestra los valores RMS de las senales experimentales de la inclinacion del
cuerpo y del voltaje de control del motor en ambos planos. Los valores RMS avalan las
observaciones realizadas sobre las graficas de los desplazamientos angulares del cuerpo. Los
controladores basados en aproximacion neuronal adaptable muestran mejor desempeno que
el controlador lineal LQR basado en el modelo. Por otra parte, el controlador basado en
aproximacion neuronal con funciones ondaleta muestra un mejor desempeno en comparacion
con el controlador basado en aproximacién neuronal con RBF.

7.5. Comentarios

Se han presentado en este capitulo los resultados experimentales que permiten evaluar el
desempeno del control presentado en el capitulo 6. Estos resultados son contrastados con
una estrategia de control lineal ampliamente conocida y difundida en la literatura. Los ex-
perimentos se han realizado empleando MATLAB Simulink 2018b®) y el prototipo ballbot
LEGO MINDSTORMS EV3.

Algunos aspectos a destacar son los siguientes:

(i) Para la construccion del robot ballbot, en un primer intento se replicoé una configuracion
inspirada en la propuesta de [Yamamoto, 2009] (fig. 1.5a) sin embargo no se tuvo éxito
en estabilizar al robot en las pruebas experimentales.
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(ii) Como segundo intento, se replico el prototipo experimental del robot ballbot inspirado
en la propuesta de [Fong et al., 2009], logrando obtener los resultados presentados de
este trabajo de tesis.

(iii) Se desarroll6 una plataforma de comunicacion entre MATLAB Simulink 2018b®) y
LEGO MINDSTORMS EV3 que permitié comunicar al robot ballbot con una compu-
tadora huésped y poder implementar los controladores propuestos.

(iv) Se demuestra que los controladores no lineales muestran un mejor desempeno que un
control lineal basado en el modelo, atin y considerando los inconvenientes de la aproxi-
macion de las senales en tiempo discreto para la realizacion de los experimentos.

(v) Se demuestra que el controlador basado en aproximacion neuronal con funciones onda-
leta, presenta un mejor desempeno, ademas de requerir el menor niimero de neuronas
en la capa oculta y por lo tanto requiere un menor costo computacional.
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Capitulo

Conclusiones

Desde su planteamiento original, el presente trabajo de tesis se formul6 con dos vertientes
bien definidas. La principal de ellas esta enfocada al estudio tedrico y propuesta de un contro-
lador para resolver el problema de control para la estabilizacion del ballbot mediante técnicas
de control no lineal basadas en aproximacién adaptable. Como resultado de ello, se logré pro-
poner dos estrategias de control fundamentadas en el control por modos deslizantes que dan
solucion a este problema. La primera soluciéon se apoya de una aproximacion difuso-adaptable
que aproxima dos funciones no lineales desconocidas de la ley de control, y la otra se apoya
en una aproximacion neuronal-adaptable que aproxima la ley de control. Por otro lado, como
segunda vertiente, buena parte del tiempo de este trabajo se ha dedicado al desarrollo del
prototipo del ballbot, asi como al desarrollo de lo necesario para lograr los resultados expe-
rimentales que se presentan. Esto se refiere principalmente a la réplica y puesta a punto del
prototipo experimental, asi como al desarrollo del ambiente de programacion en MATLAB
Simulink 2018b@®) para lograr la comunicacién con la tecnologia LEGO MINDSTORMS EV3.

Teniendo en cuenta lo anterior, se consideran las siguientes conclusiones generales:

Respecto al control presentado en el capitulo 5, se propone una estrategia de control para
estabilizar el ballbot inspirada en [Azimi et al., 2014|. Es importante decir que en dicho tra-
bajo no se detalla sobre la técnica difuso adaptable utilizada, ni tampoco se describe sobre la
obtencion de las leyes adaptables por el método de Lyapunov. Por lo que, en este trabajo de
tesis se detalla el analisis de estabilidad para la obtencion de las leyes adaptables, asi como la
descripcion de la técnica de aproximacion difuso adaptable inspirada en [Llama et al., 2009].
Se demuestra mediante simulacion que este controlador logra el cumplimiento del objetivo de
control y es comparado con respecto a un controlador LQR. Finalmente, la implementacion
experimental de este controlador presenté dificultades para sintonizar los valores adecuados
de las ganancias del controlador o quizas el ajuste de los parametros relacionados al sistema
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difuso adaptable, ya que se observo que este algoritmo de control presentaba mayor sensibi-
lidad a las variaciones en el periodo de muestreo. Queda como tarea pendiente el sintonizar
los valores adecuados para el controlador y sistema difuso de este algoritmo.

Por otra aparte, se llevaron a cabo experimentos con dos algoritmos de control; uno de ellos es
el neuronal adaptable, presentado en el capitulo 6, y el otro, un controlador LQR, empleado
con fines comparativos y el cual se describe en el apéndice B. En la tabla 7.3 se puede
observar que el controlador basado en aproximacion neuronal con funciones ondaleta presenta
un mejor indice de desempeno en la posicion del cuerpo de 0.1725 en el plano z y de 0.2340
en el plano y; mejorando en un 62.29 % y en un 31.51 % con respecto al controlador basado
en aproximacion neuronal con RBF, respectivamente. Lo resultados obtenidos revisten de
relevancia, ya que la mayoria de los controladores reportados en la literatura para estabilizar
el ballbot son controladores lineales, mientras que los controladores no lineales propuestos en
este trabajo mejoran su desempeno con respecto a los ya existentes ademas de contribuir
como una alternativa no lineal para resolver el problema de estabilizacion del ballbot.

8.1. Problemas abiertos y trabajo a futuro

Al inicio de este trabajo de tesis los puntos mencionados en sus objetivos eran vistos como
problemas abiertos. Los resultados obtenidos muestran el cumplimiento de estos objetivos
y dan pauta, en base al conocimiento y experiencia adquirida, al planteamiento de nuevos
problemas y mejoras al mismo, que pueden ser temas potenciales de investigacion en el futuro,
como lo son:

e Explorar nuevos modelos matematicos que mejoren la descripcion del comportamiento del

ballbot.
e Mejorar la configuracion del ballbot para darle mayor estabilidad.

e Elegir los sistemas de filtrado de senales discretas apropiados, que permitan mejorar la es-
timacion de las senales a diferentes periodos de muestreo, siendo este un factor importante
en el desempeno de los controladores.

e Buscar una mejor estrategia para sintonizar los parametros y ganancias del controlador
basado en aproximacion difuso adaptable, ya que resulté dificil el encontrar su valores y
periodo de muestreo adecuados.

e Abordar nuevos controladores no lineales (adaptables, neuronales, modos deslizantes, etc),
que permitan dar solucion al problema de seguimiento de trayectorias.

e Estudiar esquemas de control basados en identificacién neuronal, suponiendo que se des-
conoce el modelo de la planta.
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8.2. Produccion académica

Durante el desarrollo de esta tesis se presentaron los siguientes trabajos en congresos:

» Rubén Hernandez and Francisco Jurado. “ADAPTIVE NEURAL SLIDING MODE CON-
TROL OF AN INVERTED PENDULUM MOUNTED ON A BALL SYSTEM”. 15th Internatio-

nal Conference on Electrical Engineering, Computing Science and Automatic Control
(CCE). Mexico City. September 5-7, 2018.

= Leonardo Herrera, Rubén Hernandez and Francisco Jurado. “CONTROL AND EXTEN-
DED KALMAN FILTER BASED ESTIMATION FOR A BALLBOT ROBOTIC SYSTEM”. XX
Congreso Mexicano de Robotica COMRob2018, pp: 32-37. Ensenada, Mexico. Septem-
ber 12-14, 2018.

» Francisco Jurado and Rubén Hernandez. “DECENTRALIZED MRAC WITH INTEGRAL
ACTION FOR ATTITUDE CONTROL OF A QUADROTOR UAV”. 2018 IEEE Interna-
tional Autumn Meeting on Power, Electronics and Computing (ROPEC 2018). Ixtapa,
Mexico. November, 2018.

= Rubén Hernandez and Francisco Jurado. “ADAPTIVE FUzzY SLIDING MODE CON-
TROL OF AN INVERTED PENDULUM MOUNTED ON A BALL SYSTEM”. 2018 IEEE
Latin American Conference on Computational Intelligence (LA-CCI). Guadalajara,
Mexico. November 7-9, 2018.
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Apéndice A

Matlab-Simulink-LEGO EV3

A.1. Plataforma experimental

Los ambientes Matlab 2018b®) y Simulink 2018b@®), contienen herramientas gratuitas para
programar y comunicarse con la tecnologia LEGO MINDSTORMS EV3. Las siglas “EV” ha-
cen referencia a la palabra en inglés “evolution”; y el nimero 3, representa la generacion del set.

El cerebro del kit LEGO MINDSTORMS EV3 es el llamado “ladrillo” inteligente, que contie-
ne un microcontrolador ARM9 de 300 MHz, el cual retine la informaciéon proveniente de los
sensores, la procesa y envia comandos a los actuadores. El “ladrillo” puede comunicarse con
computadoras, teléfonos inteligentes y otros robots gracias a su conectividad USB, bluetooth
y wifi. Este cerebro tiene 16MB de memoria flash y 64MB de memoria RAM y un sistema
operativo Linux de codigo abierto.

Para el control del prototipo ballbot, se utilizan los bloques de Simulink llamados “motor”
y “encoder” (sensor de rotaciéon). Estos bloques se encuentran disponibles en el soporte que
ofrece Simulink para LEGO MINDSTORMS EV3. El valor de entrada al bloque de Simulink
llamado “motor” est& entre -100 y +100, es decir, que el voltaje de entrada que acepta cada
motor (£9 [V]) es traducido a un ciclo de trabajo del modulador de ancho de pulso (PWM)
con valores entre 100 %; el puerto de conexion se especifica en la configuracion del bloque.
Por otra parte, el bloque de Siulink llamado “encoder”, permite leer el desplazamiento angular
del motor en [grados|. El desplazamiento angular de la vertical del cuerpo, se obtiene a través
de un gyro-sensor ubicado en cada plano, el cual proporciona la velocidad angular del cuerpo
en |grados/s| con un error de £3 [grados/s|; el desplazamiento angular de la vertical en
|grados|, es calculado mediante un bloque de Simulink de integracion que emplea el método
de Euler hacia adelante.
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Figura A.1: “Ladrillo” inteligente, sensores y actuadores del kit LEGO MINDSTORMS EV3

La figura A.1 ilustra el “ladrillo”, los sensores y actuadores del kit LEGO MINDSTORMS
EV3.

El soporte que ofrece Simulink para LEGO MINDSTORMS EV3 es sencillo de utilizar, ya
que funciona como bloques comunes de Simulink. La figura A.2 muestra los componentes que
ofrece el soporte de Simulink para el kit LEGO MINDSTORMS EV3. Cuando el cédigo es
concluido, Simulink lo traduce a cédigo C++ y los transfiere al bloque LEGO MINDSTORMS
EV3 mediante conexiéon: bluetooth, Wifi, USB o ethernet.

* Simulink Support Package for LEGO MINDSTORMS EV3 Hardware - 11
LEGO Eva LEGO EV3 LEGO EV3 LEGO EVa LEGO Ewd LEGO EVA
= > & » L8 'S
Up Part 1 Line 1 Port A Part 1 Part 1
Button Color Sensaor Display Encoder Gyro Sensor Infrared Sensor
LECOEVY ol LEGD EV3 LEGO EW3 LEGO EVE LEGO Eva
152 ]
X L D) > = . o
ol
Port A Part 1 Part 1
Mator Speaker Status Light Touch Sensor Ultrasonic Sensor

Figura A.2: Bloques de Simulink para programar el bloque LEGO MINDSTORMS EV3

Una de las principales dificultades que se presentan para lograr conexion entre el “ladrillo”
LEGO MINDSTORMS EV3 y Simulink, es encontrar la versién de firmware! apropiada para
el bloque LEGO MINDSTORMS EV3 y que sea compatible con la version de MATLAB
que se esté utilizando. En este trabajo, la conexién entre el “ladrillo” LEGO MINDSTORM

'En este trabajo se utiliza la version EV3 20V1.08H
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P4 ballbotFuzzylTL - Simulink
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Figura A.3: Diagrama general en Simulink de controlador y planta LEGO EV3

EV3 y la computadora huésped que ejecuta Simulink, se realiz6 mediante una red local via
ethernet ya que fue la conexiéon que dio mejores resultados respecto a la conexion via wifi.
También es importante mencionar que con esta versiéon de Simulink y firmware de LEGO

MINDSTORM EV3, no fue posible establecer una conexion via bluetooth.

A.1.1. Ejecuciéon en modo externo

Con respecto a la ejecucion del algoritmo de control sobre el robot prototipo con LEGO
MINDSTORMS EV3, algunas opciones estéan disponibles para el programador. Una de ellas,
utilizada en el presente trabajo, es el modo externo de Simulink. En el modo externo en
tiempo-real, Simulink Coder™, vincula dindmicamente el codigo del algoritmo generado con
el codigo del controlador generado a partir de los bloques de E/S. El archivo ejecutable re-
sultante se ejecuta en el modo de kernel del sistema operativo en la computadora huésped
e intercambia datos de parametros con Simulink a través de una interfaz de memoria com-
partida. En la figura A.3 se muestra la forma en que se implementa el diagrama general del
controlador y la planta en Simulink; también en la parte superior de al figura A.3 se muestra
encerrada en un 6valo, la opciéon de ejecuciéon en modo externo.

Una vez que se tiene el diagrama de bloques del controlador y de la planta en Simulink, lo
que sigue indicarle a Simulink sobre que hardware se ejecutara el programa. Esto se realiza
en el panel de configuracion de pardmetros en la opcion de implementacion de hardware. En
esta ventana de configuracion también se especifica el tipo de conexion que se utilizaré para
comunicarse con el dispositivo LEGO MINDSTORMS EV3, el identificador (ID) del dispo-
sitivo LEGO MINDSTORMS EV3 y la direcciéon IP en el caso de conexién wifi o ethernet.
En la figura A.4 se muestra una imagen de lo anteriormente descrito.
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A.1. Plataforma experimental
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Host to Target Connection
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f
¥ Advanced parameters
oK Cancel Help Apply

Figura A.4: Configuracion de pardmetros de Simulink

A.1.2. Descripciéon de la planta

En la figura A.5 se muestra una imagen del interior del bloque de Simulink “Planta EV3 x”
(que corresponde a la planta real del ballbot en el plano z). Como se observa, en la entrada
de este bloque se encuentra el “bloque” de Simulink correspondiente al motor conectado a un
puerto del “ladrillo” LEGO MINDSTROM EV3 el cual es definido por el usuario, el motor,
recibe la senal de control que proviene del bloque “Controlador X” (ver A.3). Por otra parte
las senales de salida de este bloque son el desplazamiento angular del motor que proviene
del bloque de Simulink llamado “encoder” y la velocidad

gyro-sensor de Simulink.

LEGO EV3
Port B
LEGO EV3
Co—
Contral X
Port B
LEGO EV3
—
Port 1

double

angular proveniente del bloque

phi_X

-R.
phi X |~ phi_X

estados X

double '
L In1

J—»/‘ thp_X
Qut1

(X3

Calibracion

gyro

Figura A.5: Diagrama de bloque de Simulink de la planta LEGO EV3

105



Apéndice

Controlador LQR

El controlador utilizado como referencia de comparacion respecto de los controladores no
lineales propuestos, es un controlador lineal 6ptimo en espacio de estado conocido como con-
trolador LQR (Linear Quadratic Regulator). Este controlador requiere el conocimiento de
las ecuaciones de movimiento del sistema a controlar para poder representarlo en espacio de
estado.

Como ya se vio, el ballbot es tratado como dos sistemas idénticos e independientes. Por tal
motivo, inicamente el diseno en un plano es abordado en este apartado, suponiendo que el
segundo plano es idéntico.

B.1. Control en espacio de estado

El control en espacio de estado es una herramienta 1til para controlar sistemas de multiples
entradas y multiples salidas (MIMO - por sus siglas en inglés-). Para el caso del ballbot, esto
es particularmente relevante ya que se requieren varios sensores por cada plano para tener
control sobre el angulo del cuerpo y la posicion del ballbot.

La mayor desventaja de utilizar un controlador en espacio de estado es que es un con-
trolador lineal. Esto es, que utiliza un modelo lineal del sistema, atn si el sistema por si
mismo es no lineal. Su éxito para controlar un robot del tipo ballbot ha sido probado en
[Lauwers et al., 2005] y en [Kumagai and Ochiai, 2008].

La forma general de un controlador en espacio de estado se muestra en la figura B.1. El
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\

Controlador

. |
|
Actuadores H»l B L / dt :
|
|
|
|

Estimacion |
de estados |

Sensores |=

Figura B.1: Diagrama de bloques de un controlador en espacio de estado

control en espacio estado, modela el sistema como un sistema de ecuaciones diferenciales
lineales, de la forma:
= Ax + Bz (B.1)

donde x representa los estados del sistema, u es la senal de control, las matrices A y B
contienen la dindmica lineal del sistema. En un controlador en espacio de estado, la senal de
control u se basa en la diferencia entre los estados deseados @,f v los estados del sistema x,
esto es:

u = k(@ — )

e, (B.2)

donde k es la matriz de ganancias. Por lo tanto, para aplicar este controlador al sistema
ballbot, se deben de calcular las ganancias adecuadas. Ademas, dependiendo de los estados
medidos disponibles, se puede requerir un estimador de estados para estimar cualquier estado
no medible.

B.1.1. Regulador cuadratico lineal

El regulador cuadratico lineal (LQR —por sus siglas en inglés—) intenta elegir ganancias que
optimicen las senales de control, basadas en un proceso heuristico. La desventaja significati-
va de este enfoque es que a menudo es dificil seleccionar un método heuristico cuantificable
apropiado y esta elecciéon es a menudo superficial.

La heuristica desarrollada para el controlador LQR requiere una matriz QQ y una matriz R.
La matriz Q es una matriz de ponderacion relacionada con el desempeno. La matriz R es
una matriz que penaliza el uso de entradas de control mas grandes.
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Estas matrices se usan para encontrar la matriz de ganancia K mediante la siguiente ecuacion:

/t [ (7) (Q + Q"RK) z(7)] dr (B.3)

El comando de MATLAB 1qr puede usarse para resolver esta ecuacion, proporcionando la
dindmica lineal en espacio de estado y la selecciéon apropiada de Q y R.

B.1.2. Modelo lineal en espacio de estado

Para el caso del ballbot, el vector de estados del sistema se define como: = [.:El To X3 x4} T,
donde:

s 11 = ¢ - Es el angulo del cuerpo del ballbot relativo a su eje vertical por cada plano.
= 19 = @y - Es el angulo del eje del motor, relativo al cuerpo por cada plano.

= 13 = ¢ - Es la velocidad angular del cuerpo del ballbot, por cada plano.

= 14 = ¢y - Es la velocidad angular del eje del motor, por cada plano.

y la senal de control u es el voltaje del motor v, por cada plano.

Las ecuaciones de espacio de estado no lineales se linealizan utilizando una aproximaciéon de
primer orden de la siguiente manera:

& = f(Z,v) + J(Z)& (B.4)

donde & es el estado linealizado alrededor del punto de operacion & = [0 re 0 O}T, y
J(&) es el Jacobiano en ese punto. Tomando el estado linealizado & para que sea el vector
de estado resultante en el modelo de espacio de estado lineal

@ = Az + Bu (B.5)

donde se tienen las siguientes matrices:

0 0 1 0
0 0 0 1
A= B.6
Asy 0 Aggz Apa (B6)
Augy 0 Aug) Awua
0
0
B = B.7
Bea (B.7)
B
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donde
ngB(IM + ]b52 + mB(52R§ + mB52R§)
(41) = —
D
fBg(]M + Ib52 + m352R§ + mB52Rg)
Az =~ D
(fBb + %ﬁ:) (]M + Ib5 + mBéR,? + mb(ng + ngéRb)
Ay = o)
(fBb + ’;Z) (Ip + Ing + I, + L*mp + mpR} + myR? + 2LmpRy)
Ay =— i)
kt([M + Ib<5 + mgéRg + mB6R§ + LmBéRb)
By == DR
k)t(IB + IM + Ib -+ LZmB + mBRg + mBRg + 2LmBRb)
By = DR

D = Igly + Ingly — 200 1S + [1,0% + Iy 1,6° + Ly LP*mp + IympR; + Lymy Ry
+ I, L*mpd? + IBm352R§ + IMmB<52R§ + Ime§2R2 + IMmb52R§ + 21y LmpRy
— 2IympdRy — 2Lymyd Ry + L*mpmyd® Ry — 21y Lmpd R,
Los valores de estos parametros se reportan en la tabla 2.3 del capitulo 2. Los estados

en este modelo reultan, en términos de la teoria de control tradicional, en un controlador
proporcional-derivativo (PD). En adicion, el modelo se amplia para incluir un estado extra:

» [ ¢ = [ 12, la integral de la posicion angular del eje del motor relativa al cuerpo

El anadir este estado extra elimina el error en estado estacionario, el cual puede ser inducido
debido a perturbaciones, ruido u otras propiedades del sistema.

El corazon de este controlador en espacio de estado son las ganancias de control k. Para ello
se requiere la dindmica del sistema A y B, asi como la seleccion de las matrices Q y R. La
dindmica fue encontrada aplicando los parametros definidos en la tabla 2.3. Las matrices Q
v R se seleccionaron como:

60000

. R =[1000]

_ o O O
o O O O

0

1

Q=] 0 0
0

0 00 0 400

El comando 1qr de MATLAB fue utilizado para generar las ganancias de control 6ptimo, k,
basado en la dindmica y las matrices Q y R anteriormente mencionadas.

k:[99.8510 —1.0181 14.9155 —1.3330 —0.6325] (B.8)
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E' EV3X
u_X
ctl_X »Ctl_X Data_X
Data_X
0
Controlador Planta
Plano_X Plano_X

E’ Y EV3Y

ct_Y ct_Y Data_Y
Data_Y
|
Controlador Planta
Plano_Y Plano Y

Figura B.2: Bloques en Simulink de controlador LQR en los planos x — y

Data_x States =

Calcular_estados

Figura B.3: Controlador LQR en Simulink en el plano z

En la figura B.2 se muestra el diagrama de bloques principal en Simulink de los controladores
independientes aplicados a cada plano del ballbot.

Durante el proceso de prueba del controlador se ajustaron los valores de las ganancias. Este
hecho se debid a que se observé un mejor desempenio al ir modificando estos valores. Con base
en esto, se determinéd que el siguiente conjunto de valores de ganancias dio como resultado
en un mejor desempeno del sistema:

k=[100 —-12 15 -1 —0.3] (B.9)

Estas ganancias son muy similares a las calculadas por el método LQR. Esto puede atribuirse
a tener una buena descripcion del modelo o una buena eleccién de las matrices Q y R, sin
embargo, puede solo ser una coincidencia.
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