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Resumen Ejecutivo

Los avances en inteligencia artificial requieren la incorporacién de mecanismos y fun-
ciones de neurociencia. Sin embargo, las redes neuronales biolégicas han estado utilizan-
do el mismo modelo de neurona artificial simplificada durante décadas. Cada vez hay
mas pruebas de que la actividad de las neuronas reales depende de la actividad previa,
también conocida como dependencia histérica. Esta dinamica intrinseca complementa la
plasticidad sinaptica proporcionando adaptabilidad a diversos estimulos. Las estructuras
matematicas naturales para incorporar la dependencia histérica en el modelado neuronal
se estudian mediante el uso de derivadas de orden fraccionario. Usando ecuaciones de
orden fraccionario, la dependencia histérica en la activacion de las conductancias de sodio
o potasio en el modelo clasico de Hodgkin-Huxley da como resultado la generaciéon de una
amplia gama de patrones de espigas, que de otro modo no serian posibles.

Esta tesis presenta un circuito electronico para probar nuestras predicciones del mode-
lo matematico. Se implementé un modelo clasico de Hodgkin-Huxley que usa transistores,
resistencias y capacitores. Como en el modelo, este circuito genera potenciales de accion
a una tasa constante en respuesta a la corriente de entrada constante. Para incorporar la
dindmica de orden fraccionario en la activacién de la conductancia de potasio, usamos su-
percapacitores. Los supercapacitores se utilizan tradicionalmente para el almacenamiento
de energia, pero se ha demostrado que sus propiedades de carga y descarga lentas siguen
una dinamica de orden fraccionario.
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Abstract

Advancements in artificial intelligence require incorporation of neuroscience mecha-
nisms and functions. However, neural networks have been using the same model of a
simplified artificial neuron for decades. There is increasing evidence that the behaviour
of real neurons depend on previous activity, also known as history dependent. This in-
trinsic dynamics complements synaptic plasticity by providing adaptability to varying
stimuli. The natural mathematical structures to incorporate history dependence in neural
modeling is via the use of fractional order derivatives. Using fractional order equations,
history dependence in the activation of the sodium or potassium conductances in the clas-
sic Hodgkin-Huxley model result in the generation of a wide range of spiking patterns,
not otherwise possible.

This thesis presents an electric circuit to test our predictions from the model. A classic
Hodgkin-Huxley model using transistors, resistors, and capacitors was implemented. As
in the model, this circuit generates action potentials at a constant rate in response to
constant input current. To incorporate fractional order dynamics in the activation of the
potassium conductance we used super-capacitors. Super-capacitors are traditionally used
for energy storage but their slow charging and discharging properties have been shown to
follow fractional order dynamics.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Planteamiento del problema.

La dependencia histérica es la propiedad que permite al cerebro cambiar su tasa de
respuesta a un estimulo idéntico en funcion de la actividad previa. Si bien la dependencia
histérica puede ser una funcién importante para el sistema nervioso, no existe un marco
tedrico unificado para estudiar este tipo de procesos independientemente de su origen
biofisico. Con base en trabajos experimentales y de modelado anteriores, hemos sugeri-
do que la dependencia histérica se puede estudiar utilizando la ecuacion diferencial de
orden fraccionario. Esta ecuacién hace uso de derivadas temporales de orden no entero
que son una herramienta matematica natural para estudiar la dinamica dependiente de la
historia libre de escalas. En los sistemas neuronales, es comtn observar procesos sin me-
moria (exponencial) en tiempos cortos. En muchos casos, los mismos procesos muestran
dependencia de la historia a escalas mas largas. Si surge la dependencia de la historia,
entonces el objetivo predictivo de los modelos basados en el enfoque clésico (sin memoria)
disminuye.

La mayoria de los modelos y teorias de la funcién neuronal utilizan la versién clasica
de la ecuacién neuronal. Existe una version generalizada de esta ecuacion, conocida como
ecuacién neuronal de orden fraccionario y queremos implementar un circuito que conecte
y determine las condiciones en las que un proceso pasa de exponencial a dependiente de
la historia.

El célculo de orden fraccionario es una rama de las matematicas que ha recibido interés
en las ultimas decadas debido a que puede capturar la dependencia histérica emergente
de un sistema debido a interacciones complejas de sus componentes o estructura. Estas
herramientas proporcionan un marco técnico para simplificar modelos altamente com-
plejos a un solo pardmetro (el orden fraccionario de la derivada temporal); y un marco
tedrico que puede vincular el proceso dependiente de la historia con sus fuentes biofisicas
subyacentes y su funcion.
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1.2. Objetivo general.

= Construir un circuito que se pueda aplicar en neurociencia para estudiar la depen-
dencia histérica en redes neuronales biologicas. El desafio es utilizar un componente
electronico capaz de realizar una derivada fraccionaria para desarrollar aplicacio-
nes de la teoria de control como modelado matematico, andlisis y sincronizacion de
senales.

1.2.1. Objetivos especificos.

(a) Desarrollar modelos matematicos de orden fraccionario de redes neuronales bioldgi-
cas con dependencia histérica y memoria.

(b) Codificar y analizar los modelos matematicos de redes neuronales con dindmica
fraccionaria, utilizando propiedades de control y estadistica para corroborar la de-
pendencia histérica o de memoria de una red neuronal (codificacién neuronal).

(c) Disenar métodos de sincronizacién de redes neuronales mediante estrategias de con-
trol fraccionario a lazo cerrado con posible aplicacién en neurociencias.

(d) Implementar y realizar el andlisis de un circuito electrénico capaz de reproducir la
dindmica de una red neuronal con memoria.

1.3. Metas.

En la primera etapa de la tesis, el objetivo principal es implementar modelos matema-
ticos utilizados en neurociencia capaces de simular el comportamiento de una red neuronal
dependiente de la historia mediante el uso del calculo fraccionario.

Una vez simulada la red neuronal, la siguiente meta es sincronizar la red neuronal
utilizando estrategias de control como observadores.

Finalmente, la meta es implemetar la simulaciéon en un circuito electrénico capaz de
reproducir el comportamiento de una red neuronal mediante el uso de supercapacitores.

La meta principal es implementar los algoritmos desarrollados en diferentes platafor-
mas de software/hardware, verificar su potencial realizacién y aplicaciones en la vida real.

1.4. Justificacién.

Con base en los modelos reportados en la literatura, el modelado fraccionario del
potencial de membrana en las neuronas puede brindarnos muchas ventajas, por ejemplo:

= Problemas de difusién andémala.
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s Inclusion de los efectos de memoria.

Existen varias ventajas para estudiar modelos neuronales fraccionarios en hardware
en lugar de ecuaciones puramente matematicas.

(a) Un modelo neuronal de hardware puede proporcionar procesamiento en tiempo real.
Por lo tanto, puede ser adecuado para estudiar la dindamica de una red neuronal a
gran escala cuando muchos modelos neuronales de hardware estdan conectados entre
si.

(b) La interpretacion fisica de cada pardmetro de un modelo es bastante obvia y, en
algunos casos, se asocia facilmente con cantidades electrofisiolégicas de membranas.

(c¢) La dindmica de los circuitos se puede describir mediante una ecuaciéon mateméti-
ca. Por lo tanto, se pueden realizar tanto experimentos de circuitos como analisis
matematicos para una mejor comprension de la dindmica.

Otro aporte sera analizar las ventajas descritas anteriormente del modelado y control
propuesto y verificar su potencial realizacién y aplicacion en la vida real. El diseno de un
esquema de sincronizacion fraccionario mediante controladores o el disefio de observadores
como aplicacién en neurociencia. El desafio es tomar como base un esquema reportado en
la literatura sobre sistemas cadticos y electromecanicos y adaptarlo en modelos biol6gicos.

= Utilizando el calculo fraccionario, se llevara a cabo el disefio de controladores fraccio-
narios en sistemas a lazo cerrado, en particular, para la aplicacion en la estimulacion
cerebral profunda.

= Los controladores y observadores fraccionarios tienen como caracteristica funda-
mental, con respecto a los convencionales, la posibilidad de ampliar los grados de
libertad o parametros de ajuste, incluyendo ademas de las ganancias, los érdenes de
derivacion e integracion.

= Mediante el uso de estos controladores y observadores, se pretende mejorar el rendi-
miento dinamico del proceso o sistema sincronizado agregando un mayor grado de
robustez.

1.5. Alcances.

El reto es utilizar un componente electrénico capaz de realizar una derivada fraccioria.
Lo hemos logrado mediante el uso de supercapacitores, estos elementos eléctricos estan
destinados a ser utilizados como baterias; sin embargo, sus tiempos de carga muy prolon-
gados muestran dindmica de ley de potencia y memoria.

Los capacitores electronicos fraccionarios son importantes debido a su uso potencial
en aplicaciones de teoria de control de orden fraccionario. De mayor importancia para
los sistemas neuromérficos, los capacitores fraccionarios caen en el régimen de elemen-
tos eléctricos con memoria. Recientemente, estudios eléctricos tedricos proponen que un
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memcapacitor, capacitor con memoria, debe tener las propiedades de derivadas fracciona-
rias. Investigamos cémo podrian afectar el comportamiento de un circuito neuronal con
espigas. Basandonos en modelos computacionales clasicos y fraccionarios, incorporaremos
supercapacitores para implementar la dependencia histérica en la conductancia de potasio
de nuestro circuito.

Se realizaran pruebas del modelo fraccionario y del circuito electrénico fraccionario de
una red neuronal, asi como la implementacién de una aplicacién en neurociencia.

1.6. Hipobtesis.

El orden fraccionario de la derivada en el modelo neuronal proporciona memoria de la
actividad pasada de la sefial, por lo tanto, adiciona los efectos de la ley de potencia en las
conductancias en la generacion de potenciales de accion en la red neuronal de espigas. La
dependencia histérica en las conductancias aumentan la diversidad de formas y patrones
de espigas, lo que resulta en la explosion de los potenciales de acciéon de la membrana.

El modelo de orden fraccionario con dependencia historica presenta avalanchas, desace-
leracion critica y codificacién éptima. Los circuitos neuronales dependientes de la historia
dan lugar a redes asincronicas irregulares y de estados criticos. El uso de estrategias de
control de circuito cerrado sincronizara una red neuronal biolégica a través de observado-
res y controladores.

Cuando un circuito neuronal clasico se estimula con corriente constante, genera picos
regulares, sin embargo, cuando el supercapacitor esta activo, la actividad de picos puede
estallar y cambiar con el tiempo, en consecuencia, el circuito dependiente de la historia
tiene respuestas no lineales.



Capitulo 2

Marco teorico

2.1. Neurociencias

En el sistema nervioso las neuronas son consideradas como la principal unidad de se-
nalizacion [I]. Estan compuestas de cuatro secciones morfolégicamente conocidas como:
las dendritas, el cuerpo celular y el axdn, ver Figura |2.1

» El soma o cuerpo celular: es la parte central metabdlica de la célula, en el se encuen-
tra el nicleo, que almacena los genes de las células, el cuerpo celular es el comienzo
de las dendritas cortas y un axéon extenso.

= Las dendritas: se separan en ramificaciones y su funcién principal es recibir las
sefiales de otras neuronas.

= Ax6n: es la unidad de conduccién de senales a otras neuronas mas importante .
Es capaz de transmitir impulsos eléctricos a distancias entre 0.lmm y 3m. Mejor
conocidos como potenciales de accion, estos impulsos eléctricos alcanzan picos de
100 mV y una duracién de 1 ms.

Dendritas

Axdn

Figura 2.1: Principales componentes de una neurona.

Los iones se transladan a través de las membranas celulares, lo que hace que las cargas
se separen por la membrana, creando un potencial eléctrico.
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En el fluido extracelular, la concentracién de iones de sodio (Na™) es alta y esta equi-
librada por una alta concentracién de iones de cloro (CI~), mientras que dentro de la
célula, la concentracién de iones de potasio (K+) es alta y es equilibrado por una alta
concentracion de proteinas cargadas negativamente (aniones) [2], ver Figura

®
° &

Extracelular D

Figura 2.2: Movimiento de los iones durante el potencial de accion

Las neuronas son selectivamente permeables al potasio, sodio y cloro. La permeabilidad
de una célula para un ion en particular depende de:

= El niimero de canales para los iones.
= La facilidad de los iones para moverse a través de los canales.

= El tamafio del i6n en comparacién con el canal de iones.

El potencial de membrana es la diferencia de potencial en ambos lados de una mem-
brana que separa dos soluciones de diferentes concentraciones de iones, como la membrana
celular que separa el interior y el exterior de una célula [3].

2.1.1. Potencial de accién

Los potenciales de accién son senales nerviosas. Las neuronas generan y conducen
estas senales a lo largo de sus procesos para transmitirlas a los tejidos. Un potencial de
accion pueden ser estimulados, inhibidos o modulados de alguna manera y es causado por
un estimulo con cierto valor expresado en milivoltios [mV]. No todos los estimulos pueden
provocar un potencial de accién. El estimulo adecuado debe tener un valor eléctrico sufi-
ciente que reduzca la negatividad de la célula nerviosa al umbral del potencial de accion.
De esta manera, existen estimulos subumbrales, umbrales y supraumbrales. Los estimulos
subumbrales no pueden causar un potencial de accion. Los estimulos de umbral tienen
suficiente energia o potencial para producir un potencial de accién (impulso nervioso).
Los estimulos supraumbrales también producen un potencial de accién, pero su fuerza es
mayor que los estimulos de umbral [4].
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Se genera un potencial de acciéon cuando un estimulo cambia el potencial de membrana
a los valores del potencial umbral. El potencial umbral suele estar entre -50 y -55 mV. Es
importante saber que el potencial de acciéon se comporta segtin la ley de todo o nada. Esto
significa que cualquier estimulo subumbral no causara nada, mientras que los estimulos
umbral y supraumbral producen una respuesta completa de la célula excitable [5].

Un potencial de accion tiene varias fases; despolarizacién, sobreimpulso (Pico de po-
tencial de accién), repolarizacion e hiperpolarizacién, ver Figura [2.3]

Pico de potencial
de accién

+
(%)
o

Despolarizacién =——p- -——Repolarizacion

o

Umbral de
estimulacion

Periodo refractario

/Hiperpolarizacién

&
a

|
=~
(=]

Potencial de reposo

Potencial de la membrana (mV)

Tiempo(ms)

Figura 2.3: Potencial de accion

Al recibir un estimulo se presenta el aumento inicial del potencial de membrana hasta
el valor del potencial de umbral. El potencial de umbral abre los canales de sodio de-
pendientes de voltaje y provoca una gran afluencia de iones de sodio (Na+). Esta fase se
llama despolarizaciéon. Durante la despolarizacion, el interior de la célula se vuelve cada
vez mas electropositivo, hasta que el potencial se acerca al equilibrio electroquimico para
el sodio de 430 mV. Esta fase de extrema positividad es la fase de sobreimpulso [6].

Después del sobreimpulso, la permeabilidad al sodio disminuye repentinamente debido
al cierre de sus canales. El valor de sobreimpulso del potencial de la celda abre canales
de potasio activados por voltaje, lo que provoca una gran salida de potasio (K+), lo que
disminuye la electropositividad de la célula. Esta fase es la fase de repolarizacién, cuyo
propoésito es restaurar el potencial de membrana en reposo. La repolarizacion siempre
conduce primero a la hiperpolarizacion, un estado en el que el potencial de membrana
es mas negativo que el potencial de membrana predeterminado. Pero poco después, la
membrana vuelve a establecer los valores del potencial de membrana.

El umbral de estimulacion es el valor del potencial de la membrana en el que se abren
los canales de sodio dependientes de voltaje.
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El periodo refractario es el tiempo después de que se genera un potencial de accién,
durante el cual la célula excitable no puede producir otro potencial de accion.

Los modelos de neuronas, como los modelos eléctricos del potencial de la membrana
de entrada-salida, producen una prediccién del potencial de acciéon de la membrana en
funcién de la estimulacion eléctrica. Los diferentes modelos de esta categoria difieren en la
relacién funcional exacta entre la corriente de entrada y el voltaje de salida y en el nivel de
detalles. Algunos modelos en esta categoria son modelos de caja negra y solo distinguen
entre dos niveles de voltaje medidos: la presencia de un potencial de accién (espiga) o un
estado inactivo [7].

La longitud y la amplitud de un potencial de accién son siempre las mismas. Sin em-
bargo, el aumento de la fuerza del estimulo provoca un aumento en la frecuencia de un
potencial de accion. Un potencial de acciéon se propaga a lo largo de la fibra nerviosa
sin disminuir ni debilitar su amplitud y longitud. Ademaés, después de que se genera un
potencial de accién, las neuronas se vuelven refractarias a los estimulos durante un cierto
periodo de tiempo en el que no pueden generar otro potencial de accion.

Los potenciales de acciéon o espigas son una forma muy importante por la que las
neuronas del cerebro transportan informacién. Una espiga en si es un fenémeno de todo
o nada, por lo que la informaciéon no se codifica en la amplitud de la espiga sino en el
tiempo entre estas [§].

2.1.1.1. Tasa de disparo dependiente del tiempo e Intervalo en-
tre espigas (Instantaneous Firing Rate and InterSpike

Interval)
La tasa de disparo (IFR-Instantaneous Firing Rate) se define como el nimero prome-
dio de espigas que aparecen durante un intervalo corto, entre los tiempos ¢t y t+ At . En la

Figura [2.4] se presenta el potencial de membrana de una neurona con una tasa de disparo
de 9 en un intervalo de un segundo.

El intervalo entre espigas (ISI-InterSpike Interval) es el tiempo entre los potenciales
de accion subsiguientes de una neurona, o un promedio de grupo de la misma.

2.1.1.2. Avalanchas neuronales

Una avalancha neuronal es una cascada de rafagas de actividad en redes neuronales
cuya distribucion de tamano puede aproximarse mediante una ley de potencia.

P(s) = aS7F, (2.1)



Capitulo 2. Marco teérico 9

ISI= 0.125s
—_
_10 L
-20 +
<
é -30 -
€ .40
>
-50 +
-60 ¢ IFR= 9 espigas/s
_70 L | | | L I )
3 3.2 3.4 3.6 3.8 4 4.2
Tiempo (s)

Figura 2.4: Tasa de disparo dependiente del tiempo e Intervalo entre espigas

donde P(S) es la probabilidad de observar una avalancha de tamafio S, k es el exponente
que da la pendiente de la ley de potencia en una grafica logaritmica y a es una constante
de proporcionalidad .

P(s) = —kS +a. (2.2)

La distribucion de tamano de las avalanchas de potenciales de campo local tiene un
exponente k &~ 1.5, pero en las grabaciones de espigas de una matriz diferente, el exponente
es k ~ 2.1. Atn se estan explorando las razones detras de esta diferencia de exponentes.
Las leyes de potencia se han informado durante muchos anos en neurociencia ([9], [10]).

2.1.1.3. Ciriticalidad

Cuando un sistema sintonizable opera en un régimen en el que produce distribuciones
de ley de potencia, se dice que estd operando en el punto critico. Estrictamente hablan-
do, solo los sistemas infinitamente grandes pueden operar en el punto critico, pero aqui
el término “critico” se usa para describir el comportamiento en sistemas finitos que se
acercarian a la criticalidad si se extendieran a tamanos ilimitados. El cerebro debe operar
en un régimen critico entre una fase de orden y desorden [10].

Un ejemplo comin es en termodinamica, encontramos un punto o estado critico en
el punto final de una curva de equilibrio de fase. La Figura muestra el diagrama de
fases, el lugar en el que el estado sélido, estado liquido y estado gaseoso de una sustancia
coexisten en equilibrio se le conoce como punto triple y el punto critico es ese limite donde
las densidades de liquido y vapor son iguales.

El cerebro se puede estudiar mediante dos enfoques complementarios: los enfoques
ascendentes comienzan en el nivel de neuronas individuales o pequenos grupos de neuro-
nas y luego se generalizan hacia arriba hasta el nivel del cerebro. Las hipotesis a nivel
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Figura 2.5: Tipico diagrama de fase en termodinamica

macroscopica se forman a partir de la dindmica microscopica. Por ejemplo, la observacion
de resonancia en registros electrofisiolégicos puede predecir oscilaciones en el nivel de la
red. Por el contrario, los enfoques de arriba hacia abajo comienzan considerando las pro-
piedades del cerebro a nivel de areas cerebrales o de todo el cerebro, e infieren hacia abajo
las propiedades de sus componentes. Las hipotesis a nivel microscopico se forman a par-
tir de la dindmica macroscépica. Por ejemplo, la actividad correlacionada en los registros
de electroencefalogramas predice una conexién entre las dreas subyacentes del cerebro [10].

Un concepto central que conecta los niveles microscopicos y macroscopicos es la cri-
ticalidad. En la investigacion de la criticalidad neuronal, la palabra critico se usa en el
sentido de la fisica estadistica, que es distinta de otros significados. En la fisica estadistica,

la criticalidad se define como un tipo especifico de comportamiento observado cuando un
sistema experimenta una transicion de fase.

Se cree que los sistemas en criticalidad tienen capacidades éptimas de procesamiento

de informacién y memoria. Esta prediccion tedrica general se verific6 en muchos modelos
especificos como redes booleanas y redes neuronales [L1].

Estos hallazgos inspiraron la hipotesis de la criticalidad, que propone que el cerebro

funciona en forma critica, debido a que las capacidades computacionales éptimas asocia-
das deben seleccionarse de manera evolutiva.

2.1.2. Difusiéon

La difusién es un fendémeno comuin en la naturaleza, y es fundamentalmente un me-
canismo que transporta material o alguna otra cantidad fisica de un lugar a otro en un
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espacio determinado. Las caracteristicas de este mecanismo dependen tanto de las pro-
piedades fisicas del medio como de la interaccion entre la sustancia que se difunde y la
sustancia en la que se produce la difusion. El potencial de membrana es la consecuencia
del equilibrio entre dos fuerzas: la fuerza de difusion y la presion electrostética [I].

La fuerza de difusion motiva para que los iones fluyan de un lugar de mayor concen-
tracion a uno de menor concentracion. En caso de ser completamente permeable a un ion,
el interior y el exterior de la membrana tendrian densidades iguales.

En 1905, Einstein concluyé que el desplazamiento cuadrado promedio viajado por
una particula suspendida en la superficie de un fluido, crece linealmente en el tiempo:
(r?(t)) oc t, donde r(t) es el desplazamiento de la particula en el tiempo ¢ [12].

Por otro lado, desde la segunda década del siglo XX, muchos sistemas fisicos y biolo-
gicos han demostrado que el desplazamiento cuadrado promedio viajado por la sustancia
que se difunde crece con el tiempo de la siguiente manera: (r?(t)) o t7, donde el valor del
exponente divide naturalmente los procesos de difusion en dos casos diferentes: superdifu-
sion para v > 1 y subdifusion para v < 1, ambos casos conocidos como difusiéon anémala
(113, [14)).

2.1.2.1. Entropia de difusion

El método de la entropia de difusion se aplico originalmente para detectar efectos de
memoria en series de tiempo de interés sociolégico. De acuerdo a [15] la entropia del pro-
ceso de difusion en el momento [ es:

— 2 )l (2.3)

donde p;(1) es la probabilidad de que se pueda encontrar una particula en la i ésima célula
en el momento [. El método se basa en la idea de una ventana en movimiento de tamano
[ que hace que la s ésima trayectoria esté estrechamente correlacionada con la siguiente,
la (s + 1) ésima trayectoria. Las dos trayectorias tienen valores de [ — 1 en comun. La
trayectoria s se llama trayectoria de difusion.

Al sumar los términos de una serie de tiempo obtenemos una trayectoria, y puede
usarse para generar un proceso de difusién. Hay escalado si, en la condicién estacionaria,
un proceso de difusién se puede describir mediante la siguiente funcion de densidad de
probabilidad (pdf-probability density function):

p(z,t) = lF <t5> (2.4)

donde x denota la variable de difusién y p(x,t) es su funciéon de densidad de probabilidad
en el tiempo t. El coeficiente § se llama exponente de escala. Definimos la escala de una



Capitulo 2. Marco teérico 12

serie de tiempo como el exponente de escala de un proceso de difusion generado por esa
serie de tiempo.

El anédlisis de entropia de difusion detecta el exponente de escala correcto (4), de una
serie de tiempo. Este método de andlisis se basa en la evaluacion de la entropia de Shan-
non de la funcién de densidad de probabilidad del proceso de difusion.

S(t) = /O:de p(a,t)  In[p(z, b)), (2.5)

Si se cumple la ecuacion de escala, la evolucién temporal de la entropia, S(t), es lineal
con respecto al tiempo logaritmico, 7 = In(t/t0) y

S(r)=A + or (2.6)

el exponente de escala § estd determinado por la pendiente asintética de la entropia
S(7), cuando la pendiente es mayor que 0.5 tenemos un fenémeno de superdifusion, para
pendientes menores de 0.5 tenemos subdifusiéon. Una pendiente de 0.5 indica que el sistema
no tiene memoria.

2.2. Calculo fraccionario

Se le conoce al calculo fraccionario como la rama de las matematicas que estudia a los
operadores de integracién y derivacién de orden no entero (D" | donde n es un niimero
real), sobre dominios de funciones reales o complejas. Hoy en dia existen muchas definicio-
nes de célculo fraccionario, para todas el principal objetivo es generalizar el concepto de
derivada de orden entero de tal manera que para n=1 obtengamos el operador derivativo
conocido cominmente [16), [17].

El trabajo de Liouville fue uno de los méas destacados dentro del calculo fraccionario, el
realizo un gran nimero de articulos en donde se busca dar una primera definiciéon formal
de derivada e integral fraccionaria, por lo que se le considera el fundador de las bases del
calculo fraccionario. Su primera investigacion se basa en generalizar la derivada de orden
entero de una funcion exponencial a derivadas de orden n arbitrarias:

Dme = e, (2.7)

Entre las primeras definiciones fraccionarias publicadas se encuentran las de Riemann-
Liouville (1870-1884) y su discretizacién planteada por Griinwald-Letnikov (1867-1868),
por mencionar algunas, ya que existen diversas propuestas de derivada e integral fraccio-
naria asi como estudios en investigaciones en el tema. En [I8] se presentan algunas de
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las definiciones alternativas, es importante mencionar que es un area en continua investi-
gacion, siendo recientemente publicadas tres nuevas definiciones de derivada fraccionaria:
Caputo - Fabrizio ([19]), Atangana - Baleanu ([20]), Atangana- Gémez ([21]).

A continuacién se presentan algunos conceptos del calculo elemental que sirven como
elementos base para construir la teoria fraccionaria, esto con el objetivo de poder abordar
algunas definiciones de los operadores de integracion y derivacion fraccionaria, en el libro
[17] podemos encontrar un acercamiento matematico mas formal y riguroso.

Funcién Gamma

La principal aportacion de la funcion Gamma es la generalizacion de los factoriales n!
lo que permite que n se trate de un nimero real. Por lo tanto la funciéon Gamma es una

de las mds importantes y bésicas dentro del cdlculo fraccionario. En la ecuacién ([2.8)) se
muestra la definicién matematica.

I(z) = /0 T etelg, (2.8)

que converge en la mitad derecha del plano complejo R(z) > 0. Por lo tanto la funcién
Gamma es continua para los niimeros reales positivos.

La propiedad bésica de la funcién Gamma es:
[(z+1) =2zI(2). (2.9)
Si z es un numero natural, entonces:
I(z+1) =z (2.10)

2.2.1. Integral fraccionaria

La n-ésima derivada de una funcién f estd definida recursivamente por:

D"f(t) =D [D"'f(1)], neN. (2.11)
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En el caso de que n = 0 se obtiene la funcién original f(¢), lo que garantiza que la
funcién no esta siendo alterada ([17]).

De igual manera la n-ésima integral de una funciéon f esta definida recursivamente por:

I"f(t) = /Ut "1 f(t)at, n € N, (2.12)
donde
DO f(t) = I°f(t)dt. (2.13)

Cauchy plante6 una manera de describir la ecuacién (2.12)) y demostré que al ser cierto
la ecuacién (2.14), I" f(t) puede ser reducida a una integral de convolucion.

O p— )!/Ot(t—f)"—lfmdﬂ (2.14)

(n—1
donde
= t v 0 son los limites de integracion, por lo tanto ¢ > a.

= n es el orden de integracion.

Dicho resultado es conocido como Féormula de Cauchy y sirve como antecedente de
la integral fraccionaria.

La forma clésica del calculo fraccionario esta dada por la integral de Riemann-Liouville,
Joseph Liouville fué el primero en considerar la posibilidad de célculo fraccionario en 1832.

Considerando la ecuacién (2.14]) e intercambiando a n por un niimero o < 0 y reem-
plazando al factorial por la Funcién Gamma ((2.2)), la definicién de integral por Riemann-
Liouville esta dada por:

RL]Oéf(t) _ L /at (t — T)a_lf(T)dT, (215)
donde

= t y a son los limites de integracién, por lo tanto ¢ > a.
= « es el orden de integracién.

» I'(.) es la funcién Gamma.
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2.2.2. Derivada fraccionaria

La derivada fraccionaria de Riemann-Liouville de orden « de f(¢) se define como:

DR f(t) = L (S0, 210
donde

= n es un numero natural que satisfaga que n — 1 < a < n.

= « es el orden de derivaciéon fraccionario.
Cuando @ = n € N se recupera el resultado del cdlculo ordinario clasico.
Una segunda definicién para tiempo discreto fue introducida por Anton Karl Griinwald(1838-

1920) en Praga en 1867, y por Aleksey Vasilievich Letnikov(1837-1888) en Moscti en 1868,
esta segunda definicién es conocida como derivada de Griinwald-Letnikov ([17]):

t—tg

Df(t) = thOhla kZO (—1)* (Z)f(t — kh), (2.17)
a\ Fa+1) a\
(j> TT(k+ )T (a—k+1) 7 <0> =1 (2.18)

donde

= « es el orden de derivacion.
= h es el cambio de derivacion relativamente pequeiio en t.

= k es el paso de derivacion.

Adicionalmente se mencionan algunas derivadas cuyas propiedades seran de gran uti-
lidad en el planteamiento del modelado:

Derivada Caputo

Propuesta por Michele Caputo en 1967 [22] , la derivada de Caputo tiene su origen a
partir de la definicién fraccionaria de Riemann-Liouville en la cual la derivada de orden
arbitrario equivale a la derivada de orden entero de una integral de orden arbitraria,
mientras que en la formulaciéon de Caputo la derivada de orden arbitraria es la integral de
orden arbitraria de una derivada de orden entero, es decir, hay una inversion en el orden
de los operadores, como de muestra en la ecuacién (2.19)):

CDef(t) = "D f(1), (2.19)
donde
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= 1 es un numero natural que satisfaga que n — 1 < a < n.
= « es el orden de derivacién fraccionario.

Desarrollando la ecuacion ([2.19)), encontramos la definicion de la derivada fraccionaria
de Caputo ([2.20)):

€2 f(t) = F(ll—a) A (tfi(:))adf, (2.20)

Algunas de las ventajas que presenta la derivada de Caputo son:

s La derivada de una constante es cero.

» Depende de condiciones iniciales dadas en la derivada de la funcién (que son fisi-
camente interpretadas) y en la de Riemann-Liouville depende de condiciones en la
integral fraccionaria las cuales no tienen interpretacion fisica trivial.

Derivada Caputo-Fabrizio

Béasada en la derivada de Caputo nos encontramos en la derivada de Caputo-Fabrizio
[19] cuya principal aportacién es la sustitucion del kernel (£ — 7)® por una funcién expo-

. — Q¢ 1 M (a) .z
1— .
nencial e” T-o" y Fi—a) POT (1—q), COMO se puede observar en la ecuacion (2.21)):

a(t T)]

SEDf(t) dr, (2.21)

donde M («) es una funciéon de normalizacién con la propiedad M(0) = M(1) = 1. El
cambio del kernel es de particular interés, porque puede describir el efecto de memoria
completo para un sistema dado.

Una de las propiedades de esta derivads es que la derivada de f(¢) es cero cuando f(t)
es constante como en el caso de la derivada de Caputo pero contrario a la derivada de
Riemann-Liouville. Ademaés, el kernel no tiene singularidad para ¢t = 7 . Sin embargo, este
operador no recupera la funcién original cuando o = 0.

Derivada Atangana-Baleanu en el sentido de Liouville-Caputo

Finalmente tenemos la definicion de Derivada fraccionaria de Atangana-Baleanu [20],
cuya idea principal fue introducir a la funcién de Mittag-Leffler como el kernel no local.
La funcién de Mittag-Leffler descrita en la ecuacion (2.22), es una generalizacién de las
funciones exponenciales.

Eop(—t) = kZ:% W (2.22)
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Una vez sustituyendo la ecuacion (2.22)) en lugar del exponencial obtenemos la defini-
cién de Atangana-Baleanu que se muestra a continuacion:

ABCDaf

1—04 1l -«

/f [ (t=7)° ]dr. (2.23)

En la ecuacién encontramos la discretizacién de la ecuacién (2.23)), basada
en una aproximacion numérica para la soluciéon de ecuaciones diferenciales lineales y no
lineales. El método numérico se basa en una mezcla del polinomio de Lagrange de dos
pasos y el teorema fundamental del calculo fraccionario [23].

(1—-«a)

Yn+1 = Yo + mf (tn, y (tn)) +

Zn: h; atigl;) (n+1=k)*(n—k+2+0a) = (n=k)"(n—k+2+2a)) -

R f (tk—1, Yr—1)
I'(a+2)

ABC

(n+1=k)"" ==k (n—k+1+a))).
(2.24)

Derivada conformable

Adicionalmente en el 2014, Khalil y col. [24] proponen la definicién de derivada con-
formable de orden 8 de una funcién f(t) descrita de la siguiente manera:

oD/ f(t) = lim? (1 e'™) =1 ) (2.25)

e—0 €

Esta definicion es considerada una extension natural de la derivada cldsica y por
lo tanto satisface todas las propiedades de las derivadas convencionales. Sin embargo,
no tiene una interpretacion fisica. En consecuencia, este operador no permite modelar
problemas del mundo real.

Derivada fraccionaria-conformable en el sentido de Caputo

Posteriormente en [25] se introdujeron dos nuevos operadores al iterar n veces la inte-
gral conformable e intercambiar el orden de las integrales.

t —a)’ = (z —a)’ "eheps T
¢ Dl = | (“ Lol )) (Df“d (2.26)

F(H—Oé) {p—a)lfﬁ
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donde: « orden de la derivada fraccionaria y (3 es el orden conformable. Para la realizacion
de la simulacién se utilizé el esquema numérico propuesto en [26].

1 n
l‘z(tn—&-l) =2o+ —— Z bj,n—&—lfo(tja wh(tj))7 (227)
donde
h® Na Na
bini1 = —[(n+1=5) = (n =) (2.28)

Y se utilizo la definicién de derivada conformable propuesta por Khalil en la ecuacién
(12.25]).

D2ty 20(t3)) = (6) 5 1 (15 2a(t5). (2.29)

La derivada fraccionaria-conformable tiene propiedades similares a las derivadas frac-
cionarias al tratar de describir sistemas complejos. Ademas, estos operadores dependen de
dos ordenes de forma natural. Uno de los cudles, el operador conformable, desempenard
un rol importante para mejorar la deteccion de la memoria.



Capitulo 3

Estado del arte

El cerebro humano estd compuesto por aproximadamente 100 mil millones de neu-
ronas, una neurona consisté principalmente de: el cuerpo celular o soma, las dendritas
(unidad de entrada) y el axén (unidad de salida) [27].

Las neuronas estan llenas y rodeadas de agua en la cual se encuentran disueltos iones
de sodio (Na'), potasio(K ™), cloro (C17) y calcio (Ca*").

La apertura de canales iénicos selectivos para iones especificos permite que la corriente
fluya a lo largo de los gradientes electroquimicos, modificando asi el potencial de membra-
na. El hecho de que existan multiples variantes moleculares de los canales i6nicos permite
una regulacion de los flujos i6nicos y el potencial de membrana. El proceso de activacion
de canales i6nicos es complejo y, por lo general, depende de la sensibilidad al potencial de
la membrana y a moduladores quimicos como neurotransmisores, iones de calcio, nucleé-
tidos ciclicos y proteinas.

Las neuronas pueden organizar los potenciales de accién en patrones especificos y usar-
los para codificar informacién y transmitirla a través de los axones a otras neuronas.

Los modelos de neuronas biologicas son descripciones matematicas de las propiedades
de ciertas células en el sistema nervioso que generan potenciales eléctricos agudos a tra-
vés de su membrana celular, de aproximadamente un milisegundo de duracion, llamados
potenciales de acciéon o espigas [28].

Dado que los potenciales de accién se transmiten a lo largo del axén y las sinapsis
de la neurona emisora a muchas otras neuronas, las espigas se consideran una unidad
importante de procesamiento de informacion del sistema nervioso.

3.1. Modelado

Los modelos de neuronales se pueden dividir en 2 diferentes categorias: los modelos
matematicos mas detallados son los modelos de neuronas biofisicas que describen el vol-
taje de la membrana en funciéon de la corriente de entrada y la activacion de los canales
ionicos, otro tipo de modelos matematicamente mas simples son los modelos que descri-
ben el voltaje de la membrana como una funcién de la corriente de entrada y predicen

19
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los tiempos de pico sin una descripcion de los procesos biofisicos que dan forma al curso
temporal de un potencial de accion.

Los modelos de esta categoria describen la relacion entre las corrientes de la membrana
neuronal en la etapa de entrada y el voltaje de la membrana en la etapa de salida. Esta
categoria incluye modelos de integracion y disparo (Integrate-and-fire) y modelos biofisi-
cos inspirados en el trabajo de Hodgkin-Huxley ([29]) a principios de la década de 1950
utilizando una configuracién experimental que perforaba la membrana celular y permitia
forzar un voltaje/corriente de membrana especifico.

El Modelo de Hodkin-Huxley (HH) (1952) esta basado en un conjunto de ecuaciones
diferenciales ordinarias no lineales que aproxima las caracteristicas eléctricas de células
excitables [30, 31, [32], 33]:

dvp,

I~ = — 3.1
C C’m dt ) ( )

donde

» [ La corriente a través de las dos capas de moléculas lipidicas.
= V,,: Potencial de la membrana.

» (,: Membrana formada por dos capas de moléculas lipidicas.

En el modelo Hodgkin-Huxley, cada elemento de una célula es un componente eléctrico,

(ver Figura [3.1)).

» La membrana es representada por la capacitancia (C,).

= Canales ionicos: regulados por voltaje, representados por conductancias eléctricas.

(9n)-

= Canales de fuga: representados por conductancias lineales.

» Gradiente electroquimico que impulsa el flujo de iones (E,,) cuyo voltaje esté deter-
minado por la relaciéon de las corrientes intracelulares y extracelulares de los iones
de interés.

= [6n pump: una proteina transmembrana que mueve los iones contra el gradiente de
concentracion. (1,,).

Basado en el circuito equivalente, la corriente a través de los canales iénicos es:

I, = gn(vm - Ei)a (3'2)

donde, E;: es el potencial de inversion del i-ésimo canal i6nico.
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Extracelular

& 0 o.

Figura 3.1: (a) Circuito equivalente de un modelo neuronal (b) Membrana celular.

En una célula con sodio y potasio, la corriente total de la membrana es:

1= C S 4 (Vi — ) + gnalVi — Bva) + 00V — B). 33
El modelo de HH es uno de los modelos mas utilizados en la literatura y se han im-
plementado redes neuronales utlizando modelos fraccionario [34] para incorporar el com-
portamiento de ley de potencia en cualquiera de las variables de activacion sustituyendo
la derivada clasica por la derivada fraccionaria. Esta riqueza emergente en la actividad de
espigas, aunque solo modela dos conductancias, permite el estudio de los efectos genera-
les del comportamiento de la ley de potencias en la actividad neuronal. También se han
implementado redes neuronales fraccionarias [35] en donde demuestran que la dindmica
de orden fraccionario del potencial de membrana altera muchas propiedades a nivel de la
neurona, el axén y la red.

Otro modelo importante en la literatura es el modelo de integracién y disparo (leaky
integrate-and-fire) el cual se define como:

dv,
Cmd_tm =—g9.(V = V1) + Ipa, (3.4)
junto con la condicién de disparo y reinicio: si V (t) = V};,, entonces se presenta un poten-
cial de accion al tiempo t y V— > V.

Cuando el potencial de membrana alcanza un umbral (V};,), se genera una espiga y V
se restablece a V.5 durante un periodo refractario 7,.y.

En el modelo cléasico de integracion y disparo, la evolucion del potencial de la membra-
na es local |36, 37]. El valor del voltaje en un momento dado depende tinicamente del valor
del voltaje en el tiempo anterior, dicho fenémeno se le conoce como proceso Markoviano.

Sin embargo, el acoplamiento de conductancias activas no permite que el valor del vol-
taje no tenga memoria [38, [39, 40, 411, 42]. El efecto de los potenciales de accién pasados
en el actual, durante largos periodos de tiempo es un proceso no Markoviano, que puede
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ser modelado con una derivada fraccionaria [43], 44].

El modelo de actividad neuronal de Hindmarsh-Rose [45] tiene como objetivo estudiar
el comportamiento de las espigas y explosiones o rafagas del potencial de membrana (burs-
ting) observado en experimentos realizados con una sola neurona, recientes investigaciones
han implementado dicho modelo en redes neuronales de mas de 1000 neuronas asincronas.
Se ha demostrado que las sefiales neurolégicas presentan comportamientos caracteristi-
cos llamados estados quimera, cuya principal caracteristica consiste en un sistemas de
osciladores acoplados idénticos que esta constituido por dos grupos de osciladores, unos
sincronizados entre si y los otros completamente asincronos.

En el articulo [46] se identifica la presencia de estados quimera en varios sistemas
acoplados de redes de dos y tres dimensiones de osciladores Hindmarsh-Rose, lo que da
evidencia de que puede ser utilizado en aplicaciones en neurociencias.

Otros modelos son conocidos como modelos estocasticos. La actividad neuronal es
modelada por diferentes tipos de procesos estocasticos para imitar neuronas talamicas re-
gulares, irregulares, aleatorias y de ruptura como lo ejemplifica [47] con un modelo basado
en identificacion de sistemas tipo ARX.

3.2. Dependencia histérica en neuronas biolégicas:

Modelos con derivada de orden fraccionaria se han utilizado para describir dindmi-
cas con dependencia histérica en multiples escalas temporales en el proceso de difusion
[48, [49]. Algunas investigaciones anteriores demostraron que el modelo de integracién y
disparo es computacionalmente eficiente pero no puede reproducir algunos patrones de
rafagas y potenciales de accion [50, [51].

Otros articulos reportan que el modelo Hodgkin-Huxley con dindamica fraccionaria
[34, 35] puede reproducir muchos patrones de potenciales de accién y rafagas pero es
computacionalmente mas costoso.

Los potenciales de accion y las rafagas son los estados dindmicos méas comunes de
las células excitables, como las neuronas y muchas células endécrinas [52), 53] H4], y de-
sempenan un papel importante en el procesamiento y transmisiéon de informacion en el
cerebro a través de neuronas que responden de manera diferente a la misma sefial. Estas
oscilaciones muestran dindmicas complejas que podrian reproducirse mediante el uso de
modelos neuronales y la variacién de muchos parametros del modelo.

Diferentes células excitables generan diferentes patrones de oscilacion, de manera es-
pontanea o en respuesta a la estimulacion externa, por ejemplo, potenciales de accion
regulares, rapidos, estallidos intrinsecos, y estallidos regulares. [55, [56]. Los estallidos o
rafagas se caracterizan por periodos de actividad de potenciales de accién separados por
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periodos de fase silenciosa, y esta controlada por la interacciéon de corrientes idénicas ra-
pidas responsables de la actividad de las espigas y corrientes mas lentas que modulan la
fase silenciosa [57, 58] .

El modelado neuronal se basa en un circuito electronico equivalente en paralelo, en el
que las ramas eléctricas conectan el interior con el exterior de la membrana plasmatica. En
la literatura, algunos autores han implementado circuitos equivalentes de las ecuaciones
diferenciales de modelos de neuronas biologicas [59]

Por otro lado se ha reportado que el uso de supercapacitores se podrian utilizar pa-
ra agregar memoria en los circuitos mencionados debido a su naturaleza disipativa no
conservadora, los datos experimentales de supercapacitores reales se describen mejor con
modelos no locales en el tiempo utilizando derivadas de orden fraccionario, es decir, la re-
lacién corriente-voltaje i.(t) = C'd*v.(t)/dt, donde « es el orden de la derivada entre 0 y 1.

Sus nicleos de memoria inherentes capturan la historia de los eventos antes del punto
de calculo, lo que significa que la respuesta en cualquier momento de un sistema o proceso
que exhibe un comportamiento de orden fraccionario también se ve afectada por su historia
previa [60, 61, 62 63].

3.3. Aplicaciéon: técnicas de control y sincronizacion:

Una de las aplicaciones con mayor impacto en neurociencia es el uso de estimula-
cién cerebral profunda de manera personalizada, en el articulo [64] se realiza un anélisis
considerando a la estimulacion cerebral profunda de alta frecuencia desde la perspectiva
clinica de lazo cerrado y se plantea la investigacién experimental o tedrica actual sobre
los diferentes tipos de estimulacién cerebral profunda (Deep brain stimulation-DBS) que
podrian proporcionar mejores resultados clinicos, si se desea trabajar con un tratamiento
a lazo cerrado o con retroalimentaciéon. Investigaciones recientes han demostrado que la
sincronia y la asincronia en las sefiales neuronales tienen un papel muy importante en las
enfermedades neuroldgicas, principalmente en enfermedades como la epilepsia o el parkin-
son [65], 66l 67, [68, [69], algunas de las técnicas a lazo cerrado utilizadas en neurcioencia son:

» Estimulacién adaptable y a demanda.

Implica la sintonizaciéon automatica de parametros de la estimulacion de alta frecuen-
cia, basados en mediciones fisiologicas. Las mediciones electrofisiologicas utilizadas para
adaptar o activar la estimulacién son tipicamente grabaciones de potencial de campo local
(LFP), pero también pueden ser grabaciones de una sola célula. En [47], los pardmetros
ajustados automaticamente son la frecuencia, la amplitud y la relacion ciclica de la esti-
mulacion en alta frecuencia.

o Estimulacién retardada y multi-sitio.
Consiste en proporcionar una sefial de estimulacién retardada en el tiempo. El objetivo
del retardo es alterar la sincronizaciéon mediante una superposicion de senales sinusoidales
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que estan fuera de fase y se cancelan mituamente [70].

» Estimulaciéon basada en control proporcional, integral y derivativo.

Explora las mediciones de potencial de campo local en tiempo real para elaborar la
senal de estimulacién utilizando herramientas de ingenieria de control. En el articulo [71]
podemos ver la aplicaciéon de técnicas de control en sincronizacién utilizando un modelo
de fase.

» Estrategias de control 6ptimo.

Tiene como objetivo encontrar una ley de control para un sistema dado para cumplir
con un cierto criterio 6ptimo definido por una funciéon costo que implica el estado del
sistema. En [72], se plantea minimizar una funcién costo utilizando algoritmos genéticos.

Asi mismo, recientes investigaciones han demostrado que la sincronia y la asincronia en
senales neuronales toma un papel muy importante en enfermedades neurolégicas princi-
palmente en enfermedades como la epilepsia o la enfermedad de Parkinson [66), (73] [74], [75].
Se ha demostrado que el potencial de la membrana en lugares especificos del cerebro al
perder o ganar sincronia entre las neuronas vecinas produce comportamientos tales como
ataques epilépticos o movimientos irregulares motores (tremor), por lo que se ha buscado
la manera de recuperar las condiciones normales de sincronia de las senales de dichas
neuronas para mejorar la calidad de vida del paciente [76, [77, [78, [79, [80].
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Modelos fraccionarios de redes

neuronales bioldgicas

Las membranas neuronales generan breves descargas eléctricas, conocidos como po-
tenciales de accién, espigas o disparos; y estos considerados como los portadores de in-
formacion en el sistema nervioso. Una membrana excitable tipica genera un potencial de
accion en respuesta a una breve estimulacién eléctrica. También puede exhibir un tren
de potenciales de accion regulares en respuesta a una estimulacién de corriente continua
lo suficientemente grande. Se han propuesto varios modelos mateméaticos de excitacion
eléctrica en membranas celulares, a continuacién se presentan dos ejemplos de modelos
de una neurona y su interaccién en una red neuronal.

4.1. Red neuronal del modelo de Hindmarsh-Rose fraccionario

El modelo matematico de Hindmarsh-Rose [45] simula la actividad neuronal y su
principal objetivo es estudiar el comportamiento del potencial de membrana (zj) en una
neurona. Se le conoce como potencial de membrana a la diferencia de concentracién de
iones en los lados opuestos de la membrana celular, también se considera a las conduc-
tancias eléctricas de las principales corrientes de iones (Sodio — Nat y potasio — KT) a
través de la membrana (yy).

j=k+R

. Og
Tk = Yk — 552 + 3x,2€ +J+ 9R Z [ (zj — ) + by (y5 — Yi)), (4.1)
j=k—R
5 JRER
g =1— 5372_% + 9R Z [byfc (zj — k) + byy (Y5 — Yi)- (4.2)
j=k—R

Como se menciona en [46] el sistema se encuentra solamente acoplado de manera
directa en x — x y y — y, también existe un acoplamiento cruzado entre las variables x y
Y, como se muestra en la siguiente matriz:

B_ <bm bxy> _ ( cosQ sin¢> 7 (4.3)

bye by —sing cosp

25
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donde

z: Potencial de la membrana.

» y;: conductancias eléctricas de las principales corrientes de iones (Sodio Na y potasio
K) a través de la membrana.

R: Ntmero de neuronas vecinas en ambos sentidos.

J: Estimulo de corriente externo.

0z, 0y y B: Variables de acoplamiento.

La red neuronal del modelo de Hindmarsh-Rose presenta un fenémeno conocido como
estado quimera, el cual se da en un sistema de osciladores que son idénticos entre si y
que ademas se encuentran acoplados, en el cual uno de los dos grupos de osciladores se
encuentra completamente sincronizado mientras que el segundo se encuentra en estado
asincrono, recientemente este fenomento y su comportamiento ha sido ampliamente inves-
tigado en diferentes areas, siendo la de la neurologia una de las principales, por ejemplo,
como se menciond anteriormente se ha demostrado que el potencial de la membrana en
lugares especificos del cerebro al perder o ganar sincronia entre las neuronas vecinas pro-
duce comportamientos tales como ataques epilepticos o movimientos irregulares motores
(tremor) [46].

4.1.1. Modelo 1

Se realizé el modelado fraccionario del las ecuaciones de Hindmarsh-Rose mencionadas
anteriormente y , las cuales fueron formuladas en el sentido de Riemman-Louville
discretizando mediante una aproximacioén numérica. A continuacién podemos observar la
representacion fraccionaria del modelo de Hindmarsh-Rose:

j=k+R

Og
oDy wy, =y — xp + 3a + J + 3R Do baw (25 — k) + oy (g5 — i), (44)
j=k—R
; 5 G=ktR
Dy, =1 —bzp—y, + 3R > bye (x5 — k) + byy (5 — yr)]- (4.5)
j=k—R

Se llevé a cabo la simulacién de las neuronas acopladas basandonos en los datos pro-
puestos en el articulo [46] : k: 1000 neuronas, R: 350, 0, y 0,: 0.1, ¢:—m /4,y J: 0. Lo que
garantiza un acoplamiento cruzado de igual tamafno para las dos variables o, y o,. Para
la simulacion se consideraron condiciones iniciales iguales a 0.

En las Figuras y podemos observar la dindmica de las neuronas las cuales
perdieron sincronia a través del tiempo, fenémeno conocido como estado quimera, la si-
mulacién se realizé modificando el orden de la derivada (0.99, 0.97, 0.95, 0.93) se observa,
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1l i ,'sw;% i ,
fi ¢|u i _§3 I 0 =
M m.w I fww*mfm i

I‘f

| ]M
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350 00 45 350
Tiempo (ms) T empo (m)

Figura 4.2: y,: conductancias eléctricas de las principales corrientes de iones (Sodio Na
y potasio K) en el modelo de Hindmarsh-Rose, para diferentes 6rdenes de derivada
a=0.99,0.97,0.95 y 0.93
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como al modificar el orden la dindmica es diferente.

Los osciladores de Hindmarsh—Rose presentan tres puntos de equilibrio: un nodo es-
table, un punto silla y un nodo inestable. En la Figura {4.3| se presenta el retrato fase
semejante a un ciclo limite estable resultado se los movimientos oscilatorios de las neuro-

nas en las Figuras [{.1] y {.2]

; (x), Orden=0.99 . (x.y), Orden=0.97
0 (xy). N=1 0 Ex: leso
(x). N=150 (xy). N=350
(xy). N=350 (xy), N=550
- §§§§ N-o50 -1 (xy). N=950
2 -2
> >
-3 -3
-4 -4
5 5 X
6 L L L J 6 L L L L L
-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
X X
; (x,y), Orden=0.95 4 (x,y), Orden=0.93
i (xy), N=1 (xy), N=1
(xy), N=150 (xy), N=150
(xy), N=350 (xy), N=350
0f (xy), N=550 0 (xy), N=550
(xy), N=950 (xy), N=950
Al A
2/ 2
> >
3! 3
-4 -4
5 X 5 X
6 . 6 . . . . .
-1 0.5 0 0.5 1 1.5 2 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
X X

Figura 4.3: Retrato de fase (x,y) en el modelo de Hindmarsh-Rose, para diferentes
ordenes de derivada a = 0.99,0.97,0.95 y 0.93

4.1.2. Modelo 2

En el siguiente modelo Hindmarsh-Rose se incluy6é un tercer estado z;: La lenta va-
riacion de la corriente. En las ecuaciones , y se muestra la representacion
fraccionaria del modelo de Hindmarsh-Rose en el sentido de Atangana-Baleanu-Caputo
donde « es el orden fraccionario de la derivada, para la codificacion de la discretizacion
de la ecuacion se utilizé el algoritmo presentado en [23].

Se llevo a cabo la simulacién del modelo de Hindmarsh-Rose con los siguientes para-
metros: k (Namero de neuronas): 100, R: 50, J: 5, 0, 0,: 0.1 y a: 0.99, los cuales fueron
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tomados del articulo antes mencionado.
A o J=kR
SBCDMr, =y, — avy +bai + J — 2 + Y7 >z — )], (4.6)
j=k—R
o I=ktR
07Dy = c—dug—yp + o5 D [y —wl, (4.7)
2R .
]_
aBEDe = r(s(xy — x0) — 21)- (4.8)

donde

= 1;: Potencial de la membrana,

» yx: Conductancias eléctricas de las corrientes de iones (Sodio y potasio) a través de

la membrana.
» 2. La lenta variacién de la corriente.
= R: Numero de Neuronas vecinas en ambos sentidos.
= J: Estimulo de corriente externo

= 0., 0, Variables de acoplamiento.

Las Figuras [£.4] y muestran la dindmica de las neuronas que perdieron sincronia
con el tiempo, un fenémeno conocido como estados de quimera, la simulacion se desarrolld
considerando el orden de la derivada de (0,99, 0,97) que involucra la derivada fraccional

de Atangana-Baleanu-Caputo.



Capitulo 4. Modelos fraccionarios de redes neuronales biologicas 31

3 x(t), ABC Orden=0.99 y(t), ABC Orden=0.99

——y(t), N=50,
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Figura 4.4: z(t) Potencial de la membrana en el modelo de Hindmarsh-Rose, yj:
conductancias eléctricas de las principales corrientes de iones, z;: Lenta variacién de la
corriente y Retrato de fase (x,y) en el modelo de Hindmarsh-Rose (o = 0.99)
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Figura 4.5: z(t) Potencial de la membrana en el modelo de Hindmarsh-Rose, yj:

500

y(t), ABC Orden=0.97

7100 200 300 400
Tiempo (ms)
x,y, ABC Orden=0.97

conductancias eléctricas de las principales corrientes de iones, z;: Lenta variacién de la

corriente y Retrato de fase (x,y) en el modelo de Hindmarsh-Rose (o = 0.97)
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4.2. Red Neuronal del modelo de Hodgkin-Huxley fraccionario

Del articulo [35] se obtuvo el modelo de una red neuronal fraccionaria basada en el
modelo de Hodgkin-Huxley, en donde la dindmica de la i-ésima neurona esta definida por
la siguiente ecuacion:

d*Vii

T (Leat — Lion — Isyn,i)/Cim (4.9)
Lion = Ina + Ic + I, (4.10)

Ing = gNam*h(Vi; — Ena), (4.11)
Ik = ggn* (Vi — Ex), (4.12)

I, = g1.(Vini — EL). (4.13)

Cuya corriente de sincronizacion esta dada por la sumatoria de las corrientes sinapticas
excitatorias e inhibitorias:

]syn,i = IsynE,i + ]synl,i7 (414)

IsynE,i = gsyn ( Z Sj,i (Vm,j)) (Vm,z - Esyn,ea:); (415)

JESea

[synl,i = Gsyn ( Z Sji (Vm,j>) (Vm,l - Esyn,in)u (416)

jesin

donde S, y S;, son un conjunto de neuronas presinapticas con conexién a la neurona ¢
y sj; es la variable de activacién de la conductancia postsinaptica, una funcién sigmoidal
instantanea del potencial de las células presindpticas v; con un umbral V.

1
1+ e(_vj_”Syn)/ksyn )

Sji (Vi) = (4.17)
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Las funciones m, h y n, son cantidades adimensionales que son dependientes del tiem-
po y del valor del potencial de membrana, y estan relacionadas con las conductancias del
sodio (Na) y del potasio (K).

dh
i an(Ving) (1 = h) = Br(Vina)h, (4.19)
dn
(Vi) = SHBms) g (v ) = de 8 (4.21)
e 10 —1
Vi
Oéh<vm,z‘) =0.07e" 20 6h(vm,i) = W, (4.22)
e 10 41
. *Vm,z'
Oén(vm,z) = %m‘jml) Bn(vm,z) = (0.125¢™ =0 . (423)
e 10 —1

Representado también de la siguiente manera:

e (=Tion = Isyn,i)/Cm 1

‘Z—T an(Vin) 1 —=m) = Bn(Vin)m 0

% - ah(vm) ( h) h(vm)h + 0 Iea:t- (424)
gn an(Vin) (1 —=n) = B,(Vin)n 0

Se realizo la simulacion del modelo de Hodgkin-Huxley con los siguientes parametros,
los cuales fueron considerados del articulo [35].
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= g, = 0.3, Vg = —12mV; » Fon1 = Ek;

" gx = 36, Vg = 115mV;

» gna = 120, " Upest = —80mV; w Viyn = —30 — Upest;
» O, = luF/cm?; " Ggsyn = 0.3mS/em? ;

» v, = 10.6mV; " Bonp =0 — Upests " Kgyn = 2.

En las Figuras [4.6] [1.7 y [4.§] se presenta la dindmica del modelo de Hodgkin—Huxley
fraccionario en el sentido de RIemann-Louville con 6rdenes de la derivada de 0.99, 0.97 y
0.95.

Modelo de Hodking-Huxley, RL, Orden: 0.99

0 10 20 30 40 50

Corriente (mA

Tiempo (ms)

Figura 4.6: (a) Potencial de la membrana (b) Variable de estado m asociada con la
corriente de activacion de Iy,, variable de estado h asociada con la corriente de
inactivacion de Iy, y variable de estado n asociada con la corriente de activacion de [
(c) Corrientes a través de los canales de iones Iyq, Ix (pA/cm?), (a = 0.99)
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50 Modelo de Hodking-Huxley, RL, Orden: 0.97
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Figura 4.7: (a) Potencial de la membrana (b) Variable de estado m asociada con la
corriente de activacién de Iy,, variable de estado h asociada con la corriente de
inactivacién de Iy, y variable de estado n asociada con la corriente de activacion de I
(c) Corrientes a través de los canales de iones In,, I (nA/cm?), (a = 0.97)
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50 Modelo de Hodking-Huxley, RL, Orden: 0.95

0 10 20 30 40 50

Corriente (mA
o

-1000
0

Tiempo (ms)

Figura 4.8: (a) Potencial de la membrana (b) Variable de estado m asociada con la
corriente de activacién de Iy,, variable de estado h asociada con la corriente de
inactivacién de Iy, y variable de estado n asociada con la corriente de activacion de Ik
(c) Corrientes a través de los canales de iones In,, I (nA/cm?), (a = 0.95)
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4.3. Aplicacion.

4.3.1. Enfermedad de Parkinson

Transtorno neurodegenerativo, descrito en 1817 por James Parkinson en el reporte
titulado Essay on the Shaking Palsy el cual podemos encontrar en [8I]. A principios de
los anos 70’s se le considerd una enfermedad asociada con el déficit de dopaminérgico sin
embargo algunas investigaciones indican que afecta a otras estructuras cerebrales dando
como consecuencia sintomas no motores como la demencia, manifestaciones psiquiatricas,
trastornos del sueno, sintomas disutonémicos y anosmia. La presencia de los llamados
sintomas no-motores, propone que otras neuronas, ademéas de las dopaminérgicas, y otras
estructuras cerebrales, adicional a los ganglios basales, son afectadas con la enfermedad
de Parkinson.

Fases de la enfermedad: En [82] menciona dos fases de la enfermedad:

1) La fase presintomatica la cual ocurre entre la exposicién de la persona con o sin
carga hereditaria al medio ambiente, esta fase incluye toxinas, traumatismos y edad.

2) La fase sintomatica, se distingue po presentare signos y sintomas de la enfermedad.
En esta fase la intensidad de la pérdida neuronal en la sustancia nigra esta relacionada
con las manifestaciones clinicas; el avance de la enfermedad igualmente esta determinada
por la perdida neuronal. Se calcula que la dopamina estriatal re se reduce entre el 70 a
90 % cuando ocurren las manifestaciones clinicas. Igualmente, el 60 al 70 % de las neuro-
nas dopaminérgicas se han perdido cuando el primer sintoma aparece.

4.3.2. Diseno de un esquema de sincronizaciéon en la estimula-
cion Cerebral profunda a lazo cerrado

La estimulacién cerebral profunda de alta frecuencia se utiliza para tratar una amplia
gama de trastornos cerebrales, como la enfermedad de Parkinson. Las redes estimuladas
usualmente comparten signos electrofisioldgicos comunes, incluyendo hiperactividad y/o
disritmia en la senal involucrada [83].

El electrodo, un cable de calibre pequeno y aislado, se introduce a través de una orificio

en el craneo y se implanta en el cerebro. Dentro del area objetivo se posiciona el extremo
del electrodo, ver Figura [4.9]

Una vez instalado el sistema, los impulsos eléctricos son enviados a través del neuroes-
timulador hacia el cable de extension y el electrodo en el cerebro. Los impulsos electricos
obstaculizan e inhiben las senales que originan los sintomas de la enfermedad de Parkinson.

El proceso de estimulacion consiste en implantar un electrodo en la region del talamo
(seccién del encéfalo situada en la zona central de la base del cerebro, el cual esté formado
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Figura 4.9: Estimulacion cerebral profunda.

por dos masas esféricas de tejido nervioso gris, su funciéon es intervenir en la regulacion de
la actividad de los sentidos) y aplicar pulsos de estimulacion de corta duracién (60-400
us) considerando frecuencias de aproximadamente 130 Hz y voltajes de 2.5 a los 3 volts,
por lo tanto las principales caracteristicas a manipular en la corriente aplicada son: el
voltaje, la frecuencia y el ancho de pulso, ver Figura [£.10]

u(t) — Sensor — (1)

(Electrodo)

4

Parametros clinicos
(60us, 130 Hz,2.5-3.0V)

Figura 4.10: Estimulacion cerebral profunda a lazo abierto.

Algunas de las consecuencias de introducir una frecuencia no adecuada al paciente son:

= Sensacién de entumecimiento u hormigueo.
= Rigidez en los musculos de la cara o el brazo.

s Problemas del habla.
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= Problemas de equilibrio.
= Sensaciéon de vértigo.

= Cambios de humor no deseados, como mania y depresion.

Sin embargo, pueden ser temporales y estan relacionados con la colocacién correcta
de los electrodos y la calibracion del estimulador, por lo que estos efectos secundarios son
potencialmente reversibles.

Otro enfoque potencial es alejarse de los biomarcadores estaticos para el control de
retroalimentaciéon y disenar sistemas de control computarizados basados en modelos. En
estos modelos se enfatizan diferentes aspectos de la enfermedad de Parkinson, involu-
crando ritmos anormales, falta de sincronizacién excesiva y deficiencias en la corteza del
talamo.

Las estrategias de estimulacion utilizadas son clasificadas dependiendo de las técnicas
de control utilizadas, en esta tesis se llevd a cabo como estrategia de control la sincroni-
zacion de una red neuronal a lazo cerrado como se muestra en la Figura 4.11

Sefial de referenda:
""""""""""""""""""""""""" g Potencial de la membrana de
Red neuronal Neurona maestra

Vv

Variable manipulada:

Corriente de entrada(ig) mi

Modelo maestro

Potendial de la membrana de esclavos

B Vmi

Modelo de esclavos

|
|
|
|
1
|
i
i Variable controlada:
|
|
|
H
|
|
i

Estrategia de
sincronizacion

Figura 4.11: Diagrama de bloques de la sincronizaciéon de una red neuronal en el
tratamiento de estimulacién cerebral profunda

Ventajas
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Gran potencial para mejorar la eficacia, reducir los efectos secundarios y disminuir el
costo del tratamiento. En este sentido, el momento y la intensidad del estimulo recibido
por el paciente se modifican de acuerdo a biomarcadores que capturan el estado clinico
actual. Esta estimulacion puede ser modificada y/o adaptada directamente al paciente de
acuerdo a los ritmos patologicos especificos que él muestre.

4.3.3. Sincronizacion mediante observadores

Para realizar la sincronizacion de las neuronas se decidio realizar el disefio de un obser-
vador de alta ganancia que permita la representacién de una dindmica maestro-esclavo.
El sistema maestro se trata de un sistema no lineal con dindmica fraccionaria que es
uniformemente observable para cualquier entrada como se muestra en la ecuacion ,
para representar la dinamica fraccionaria de las Neuronas acopladas donde « es el orden
no entero de la derivada.

oDRe(t) = F(a(t)) + S0 g ((8)) i)
y(t) = h(x(t), (4.25)

donde z(t) € R, u;(t) € R, i« = 1...m donde m es el ntimero de entradas, y(t) € R,
F@(t)) € R" y ha(t)) € R

Se emplea la siguiente transformacion de coordenadas z(t) = ¢(z(t)), el vector de
transformacion esta conformado por las derivadas de Lie (L(-)) de una funcién real
h(z(t)) a través de f(x(t)), como se muestra a continuacion:

(x(t)) = [(e(t), Leh(x(t)), ... L} hz(0))] (4.26)

En la ecuacién (4.27) se muestra el resultado de la transformacién de coordenadas, la
cual es posible regresar a su coordenadas originales utilizando la transformacion inversa

(t) = ¢~ (2(1)) -

oDz (t) = Az(t) + d(2(1) + T 6u(=(0)us(t)
y(t) = Cx(b) ’ (4.27)
donde
0 1 0 0]
0 0 1 0
A= S (4.28)
: 1
0 . 0,
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C=10 --- 0, (4.29)
0
V(2(t) = 0 , (4.30)
UNEI0)

. (4.31)
On(2(t)) = dn(21(t), .., 2n1(1)).

Una vez realizada la transformacion de coordenadas se propone el observador expo-
nencial siguiente:

JDEE(L) = AZ(1) + 0(2(1)) + zqz BWO)wlt) - S CTCH) - (), (432)
donde Sy es una matriz constante y es solucién de la ecuacion de Lyapunov siguiente:

—0Sy — ATSQ — SpA + cTe =o. (433)

Dado que el sistema ([4.25]) es observable, el sistema esclavo del observador esta dado
por:

4.3.3.1. Observador del Modelo de Hindmarsh-Rose

Modelo 1

Para la realizacién de la sincronizacién se realizé6 un reacomodo de las ecuaciones
diferenciales de tal manera que (4.4)) y (4.5) quedan representadas de la forma (4.25)).

Como se observa en (4.35)) se realizé un cambio de coordenadas y el sistema fraccionario
(4.26) representa a la neurona maestra con dindmica fraccionaria, en el cual z(t) es el
estado medible y por lo tanto la salida del sistema.
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§1(t) =T,

@(t) =y, (4.85)

da- {ﬁk(t)} (4.36)

0 1} [ck(t) —ij +3ai +J + 55 Z? ZH}; [baa (S1j = S1k) + bay (525 — s21)]
dt® | ok (%)

0 0] |[s2x(t) 1 — Be13—2x + 55 §:Zf§ [bym (Clj - §1k) + byy (Qj - Czk)}

Una vez que el sistema se encuentra en la forma canodnica, se puede plantear la estruc-
tura de los sistemas esclavos de la siguiente manera:
Sie(t) .

d* 1Su(t)| _ |0 1

dt® [Sr(t)| |0 0] [Sow(t)
[—ffk + 363+ T+ 55 YITEE [baw (S15(8) — Suk(8) + bay (S2 (1) — G ()]
1= 5% — Cult) + 5 TIp TR by (S15(8) = Sa(8)) + byy (S25(8) — Gan(®))]

YMaestra (t) - élk(t)
YMaestra (t) - €1k<t)

+ K

(4.37)

Se utilizaron las mismas condiciones y datos de la seccién anterior: k: 1000 neuronas,
R: 350, 0, y 0,: 0.1, ¢:—m/4, J: 0. y orden de la derivada: 0.99, 0.97, 0.95 y 0.93.

El resultado del célculo de la ganancia del observador fue de K = [2, 1]. En la Figura
4.12] se observa el resultado de la sincronizacién de las neuronas con dindmica fraccionaria
utilizando los 4 ordenes diferentes.

Modelo 2

Reacomodando las ecuaciones (4.6]), (4.7)) y (4.8)) obtenemos el sistema maestro:

iichﬁl —az$ + bt + ;’g ; iﬁ; [}ng —z)] 4y — 2 1
0 Cnyl = —dl‘%—yl Z; k:+R K yl)] P o J (438)
ABC Do) 7"3:61 — 121 — TSI 0

El sistema esclavo para la sincronizacién se encuentra representado de la siguiente
manera:
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Figura 4.12: Orden fraccionario a = 0.99,0.97,0.95y0.93, z(¢) : Potencial de la
membrana
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;ifzgpw —ad} + bi} + 25 32 }*i; [ngj — 2]+ Dk — 2 1
o Diye| = —dE;—J + S5z v [ — k)] + ¢ + (0 J
éBCDtagkz s — T2, — rSxg 0
o (4.39)
+ 20K + 0% [z — 2],
0

donde K = 3z — 6z, — 0.1.

Se llevé a cabo la simulacién de las neuronas acopladas basandonos en los datos pro-
puestos en el articulo [46]: 0, y 0,: 0.1, ¢p:—m /4, J: 5. Por motivos de tiempo de simulacién
se consideraron: k: 100 neuronas, R: 50 neuronas vecinas, y condiciones iniciales igual a
0. Los ordenes de derivada fraccionaria utilizados fueron 0.99 y 0.97.

Se realizo6 la simulaciéon del observador utilizando la derivada fraccionaria de Atangana-
Baleanu-Caputo y la derivada fraccionaria-conformable en el sentido Liouville-Caputo.

Con el objetivo de demostrar el buen funcionamiento del observador a continuacién se
muestran los indices de desempenio y las gréficas las neuronas (k = 15,40, 65, 90).

De acuerdo a los indices de desempeno (ver Tablas 7?7 y calculados, las neuronas

muestran una buena sincronizacion, lo que corrobora lo observado en las gréaficas de los
tres estados, los cuales visualmente se encuentran sincronizados (ver Figuras y )

Tabla 4.1: Indices de desempeiio. Derivada: Atangana-Baleanu-Caputo con a = 0.99

mu: S: ERMS:

Neurona | FIT Valor medio del | Desviacién estandar Raiz cuadrada del
error de simulacién del error | error medio al cuadrado

15 | 98.90 0.0035 0.0075 0.0083

40 | 97.00 0.0095 0.0205 0.0226

65 | 97.30 0.0086 0.0185 0.0204

90 | 99.21 0.0025 0.0054 0.0059

Para llevar a cabo la simulacion utilizando la derivada conformable fraccionaria, de
igual manera reacomodamos las ecuaciones para obtener la representacion del maestro,
donde [ es el orden conformable y « es el orden fraccionario:

AC B j=14+R

0, D&x —axi +brl+ & Z]_1 rl@j—z)] +y1— 2= 1
0 P D?yl = |  —det—y + & Ry —y)] 4 |+ |0] L (4.40)
0¢ "Doz 7’33:1 — Tz — TSI 0
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Figura 4.13: Orden fraccionario o = 0.99 , z(¢) : Potencial de la membrana, y(t) :
Conductancias eléctricas de las principales corrientes de iones a través de la membrana,
z(t) : La lenta variaciéon de la corriente, retrato de fase.

Tabla 4.2: Indices de desempeiio. Derivada: Atangana-Baleanu-Caputo con a = 0.97

mu: S: ERMS:

Neurona FIT Valor medio del | Desviacion estandar Raiz cuadrada del
error de simulacién del error | error medio al cuadrado

151 99.0201 0.0025 0.0067 0.0071

40 | 97.3228 0.0068 0.0182 0.0194

65 | 97.5898 0.0061 0.0164 0.0175

90 | 99.2979 0.0018 0.0048 0.0051
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Figura 4.14: Orden fraccionario v = 0.97 x(t) : Potencial de la membrana, y(t) :
Conductancias eléctricas de las principales corrientes de iones a través de la membrana,
z(t) : La lenta variacién de la corriente, didgrama de fase.
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El sistema esclavo para la sincronizacion se representa de la siguiente manera:

0 "Dpan]  |—adf+bat+ gE 2 R (8 - d)] + 0k — A 1
lgg DRl = | —dai—g+ SR G - g+ | [g] J
0 Dgzy, TS8T) — T2 — STy (4.41)
260
+ 20K + 6% [z — iy
0

donde K = 3x;, — 6z, — 0.1.

En las Figura , podemos observar la sincronizacion para las neuronas (k = 15, 40,
65,90) y en las Tablas , y se muestran los indices de desempefio para las dife-
rentes 6rdenes o y 5. Segun los indices de desempeiio calculados, las neuronas muestran
una buena sincronizacion. Concluimos que un observador fraccionario de alta ganancia
es una buena opcion para sincronizar el modelo Hindmarsh-Rose; en comparacion con el
enfoque de Atangana-Baleanu-Caputo, este observador muestra resultados muy similares
a pesar de que esta derivada involucra 2 érdenes de derivacién, lo que permite tener una
mejor descripcion de la memoria.

Tabla 4.3: Indices de desempeiio. Orden fraccionario=0.99, orden conformable=1.
Derivada: Fraccionaria conformable

mu: S: ERMS:

Neurona | FIT Valor medio del | Desviacion estandar Raiz cuadrada del
error de simulacion del error | error medio al cuadrado

15 | 98.88 0.0038 0.008 0.008

40 | 96.96 0.0104 0.0216 0.024

65 | 97.26 0.0094 0.0195 0.0216

90 | 99.20 0.0027 0.0057 0.0063

Tabla 4.4: Indices de desempeiio. Orden fraccionario=1, orden conformable=0.99.
Derivada: Fraccionaria conformable

mu: S: ERMS:

Neurona | FIT Valor medio del | Desviacién estandar Raiz cuadrada del
error de simulacién del error | error medio al cuadrado

15 | 98.87 0.004 0.0082 0.0091

40 | 96.92 0.0109 0.0222 0.0248

65 | 97.22 0.0098 0.02 0.0223

90 | 99.19 0.0028 0.0059 0.0065
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Tabla 4.5: Indices de desempeiio. Orden fraccionario=0.99, orden conformable=0.99 .

Derivada: Fraccionaria conformable

mu: S: ERMS:

Neurona | FIT Valor medio del | Desviacion estandar Raiz cuadrada del
error de simulacion del error | error medio al cuadrado

15 | 98.96 0.0035 0.0069 0.0077

40 | 97.17 0.0097 0.0187 0.0211

65 | 97.45 0.0088 0.0169 0.019

90 | 99.26 0.0025 0.0049 0.0056
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4.3.3.2. Observador del Modelo de Hodgkin-Huxley

Reacomodando las ecuaciones (4.9), (4.18)), (4.19) y (4.20]) obtenemos el sistema maes-
tro:

d*V,,/dt (—Lion — Isyn,i)/Cm 1

dm/dt (Vi) (1 —m) — m( ) 0

dhjdt | = | an(Vi) (1—h) — gV |+ [o] Tt (4.42)
dn/dt (Vi) (1 =n) — B,(Vi)n 0

El sistema esclavo para la sincronizacién se encuentra representado de la siguiente
manera:

do‘mG/dt ({ext — Lion — [Syn i)/Cm 1 4
din/dt U (Vi) (1 = 100) = B (Vi )12 0 6 ~
! - ! IS L, Vi, — Vi | (4.43
dh/dt 0 (Vin,) (1= h) = Ba(Vin, ) Tloffet T4 | J43)
d/dt an(vmk) (1-n)— 5n(mG) 0 1

Con el objetivo de demostrar el buen funcionamiento del observador utilizando la
derivada fraccionaria en el sentido de Riemann-Liouville a continuacién se muestran los
indices de desempeno y las graficas de algunas neuronas. De acuerdo a los indices de
desempeno calculados las neuronas muestran una buena sincronizacién (ver Tabla ,
lo que corrobora lo observado en las graficas de los tres estados, los cuales visualmente se
encuentran sincronizados (ver Figura [1.16]).

Tabla 4.6: Indices de desempeiio. Derivada fraccionaria en el sentido Riemann-Liouville

a=0.99
mu: S: ERMS:
Neurona | FIT Valor medio del | Desviacion estandar Raiz cuadrada del
error de simulacion del error | error medio al cuadrado
51 99.01 0.0687 0.1971 0.2087
151 93.03 0.5091 1.3773 1.4684
30 | 97.77 0.1559 0.4428 0.4694
45 | 91.36 0.6335 1.708 1.8217

De igual manera se muestran los indices de desempeno y las graficas de algunas neu-
ronas utilizando la derivada fraccionaria en el sentido de Atangana Baleanu Caputo con
ordenes igual a 0.99 y 0.98, de acuerdo a los indices de desempeﬁo calculados las neuronas
muestran una buena sincronizacién (ver Tablas |4.7|y 4.8)) , lo que corrobora lo observado
en las gréficas de los tres estados, los cuales v1sualmente se encuentran sincronizados (ver

Figuras y [£.18).
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Modelo de Hodking-Huxley, RL. Orden: 0.99
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Figura 4.16: (a) Potencial de la membrana (b) Variable de estado m asociada con la
corriente de activacion de Iy,, variable de estado h asociada con la corriente de
inactivacion de Iy, y variable de estado n asociada con la corriente de activacion de [
(c) Corrientes a través de los canales de iones In,, Ik (pA/cm?), RL, a = 0.99

Tabla 4.7: Indices de desempenio. Derivada fraccionaria en el sentido de
Atangana-Baleanu o = 0.99

mu: S: ERMS:

Neurona | FIT Valor medio del | Desviacion estandar Raiz cuadrada del
error de simulacién del error | error medio al cuadrado

51 93.99 0.4307 1.1822 1.2582

15 | 98.74 0.0868 0.249 0.2636

30 | 97.81 0.1305 0.4392 0.4581

45 | 97.80 0.1502 0.4365 0.4616
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Modelo Hodking-Huxley ABC, Orden: 0.99
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Figura 4.17: (a) Potencial de la membrana (b) Variable de estado m asociada con la
corriente de activacién de Iy,, variable de estado h asociada con la corriente de

inactivaci

on de Iy, y variable de estado n asociada con la corriente de activacion de [

(c) Corrientes a través de los canales de iones In,, Ik (nA/cm?), ABC, a = 0.99

Tabla 4.8: Indices de desempeiio. Derivada: Atangana-Baleanu-Caputo con a = 0.98

mu: S: ERMS:

Neurona | FIT Valor medio del | Desviacion estandar Raiz cuadrada del
error de simulacién del error | error medio al cuadrado

51 97.09 0.2177 0.5779 0.6175

15| 93.34 0.4942 1.3225 1.4118

30 | 97.69 -0.1617 0.4617 0.4892

45 | 96.63 -0.2508 0.6702 0.7156
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Modelo Hodking-Huxley ABC, Orden: 0.98

-150
S
£
~-200
2055 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Tiempo (ms)
1 —m
0.8 —h
0.6
0.4
0.2
% 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Tiempo (ms)
1000,
—~~ _INa
< 5004Zﬂ\g — 1
~ -500|- W W W
—1000 | | | 1 | | | 1 |
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Tiempo (ms)

Figura 4.18: (a) Potencial de la membrana (b) Variable de estado m asociada con la
corriente de activacion de Iy,, variable de estado h asociada con la corriente de
inactivacion de Iy, y variable de estado n asociada con la corriente de activacion de I
(c) Corrientes a través de los canales de iones In,, Ik (nA/cm?), ABC, a = 0.98
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4.3.4. Sincronizacién mediante un controlador adaptativo

En esta seccion se disefio un control adaptativo, el cual esta basado en el seguimiento
de la trayectoria de un sistema maestro. Para la realizacién de la sincronizacion de una red
neuronal se definen las ecuaciones diferenciales de un sistema maestro como se muestra
en las siguientes ecuaciones:

j=k+R
Oz
dBCDYy, =y —axd +bat+ T+ —2 + ¥ > @y — )], (4.44)
j=k—R
ABC 2 o, TN
0Dy = c—dri—yi+ 55 XL [y —un)l; (4.45)
j=k—R
aBCDr = r(s(zy — 1) — 21). (4.46)

De la misma manera se define un niimero k de sistemas esclavos, lo cuales siguen el
comportamiento del sistema maestro con ayuda de la estrategia de control.

j=k+R

0BCDy, = yp — axh +bah +J + —2 + 20—;% > @y — )] + w, (4.47)
j=k—R
ABC 2 0, TN
o Diy, =c—drg—y,+ R > [y —wl, (4.48)
j=k—R
aBEDE 2, = r(s(xy — 20) — 21). (4.49)

Se define al error de sincronizacion de la siguiente manera:

€1 = T — Tq. (450)

En consecuencia la dindmica del error es descrita como se muestra a continuacion:

0PCDier = e —a(xf —ad)+b(af —al) —es + & (Z§Z§f§ (z; + Q;k)>

o j= (451)
— g (DI R (4 20)) + .

En (4.52), (4.53)) v (4.54) desarrolla la ecuacion anterior:
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ABC o 3_ .3 2 _ 2
o Dtelzeg—a( k—x1)+b(xk—x1)—63

Oy j=K+R o, o, j=K+R o, (4.52)
+ﬁ (j:;R (:EJ)) 3R (2R (zg)) — R (j:;R (x])) + R (2R (1)) + uq,

ABCDY%) = ey —a (a:i - a::{’) +0b (xi - x%) —e3 — (04 (z1)) + (02 (21)) + ug, (4.53)

ABCDY) = ey —a (:ci - :c“i’) +b (:ci - SL’%) —e3— (0x (x, — 1)) +uy. (4.54)

Finalmente la dindmica del error esta descrita en la ecuacion siguiente:

ABCDoe) = ey —a (xi - xi’) +b (xi - x%) —e3 — (0, (e1)) + uy. (4.55)

Basado en la dinamica del error, se define la siguiente ley de control adaptativo:

Uy = —eg + a (:pi - x?) —b (a:z - a:f) + esto, (e1) — Kyeq, (4.56)

donde a es una estimacién de a y K es una constante positiva.
Para obtener la dindmica del error se reemplaza (4.56) en (4.55):

ABCDYe) = — (a — &) (xi - xi’) — Kje;. (4.57)

Se utiliza el enfoque de Lyapunov considerando una funcién cuadratica para actualizar
la ley de control y ajustar los parametros estimados:

Ve, eq) = (e% + ez) : (4.58)

N —

Note que:

ABCDee = —a. (4.59)

Diferenciando V" a lo largo de la trayectoria obtenemos:

éBCD?V (617 ea) = 6l‘él + eaém (460)

ABEDV (o1, eq) = —K 162 + ¢4 (—61 (mi - m:f) - é) : (4.61)
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En consecuencia, la estimacién del parametro es actualizado a través de la siguiente
ley:

ABCDYG = —ey (xi - x‘;’) + Kse,. (4.62)

Con el objetivo de demostrar el buen funcionamiento del controlador adaptativo uti-
lizando la derivada fraccionaria en el sentido de Riemann-Liouville a continuacién se
muestran los indices de desempeno y las graficas de algunas neuronas, de acuerdo a los
indices de desempernio calculados las neuronas muestran una buena sincronizacién, (ver
Figura , lo que corrobora lo observado en las graficas de los tres estados, los cuales
visualmente se encuentran sincronizados, (ver Figura .

Tabla 4.9: Indices de desempeiio. Derivada fraccionaria en el sentido Riemann-Liouville

o =0.99
mu: S: ERMS:
Neurona | FIT Valor medio del | Desviacion estandar Raiz cuadrada del
error de simulacion del error | error medio al cuadrado
15 ] 95.63 0.041 0.0172 0.0445
40 | 96.34 0.0327 0.0178 0.0372
65 | 97.19 0.0203 0.0201 0.0285
90 | 97.56 0.0079 0.0235 0.0248

4.4. Conclusiones parciales

En este capitulo se implementé un observador de alta ganancia para sincronizar neu-
ronas con dindmica fraccionaria. Se consider6 la topologia maestro-esclavo para la reali-
zacion de la sincronizacion. Las ecuaciones diferenciales fraccionarias fueron descritas por
las definiciones de: Riemann-Liouville, derivados conformes no locales y operadores de
Atangana-Baleanu, ambas en el sentido de Caputo. En particular, los resultados de la si-
mulacién numérica con diferentes valores de 6rdenes fraccionarios en el sentido Atangana-
Baleanu-Caputo mostraron una buena sincronizacién. Esto indica que este operador con
un fuerte efecto de memoria brinda una prediccién precisa. Este comportamiento no se
puede observar en el caso clasico, ni considerando operadores fraccionarios con leyes de
potencia y exponenciales. Ademas, el nicleo de Mittag-Leffler no local no solo se asocia
al tiempo sino a la distribucién probabilistica, como pueden describirse dos propiedades
distributivas, la gaussiana y la no gaussiana. Los resultados de la simulacién mostraron
que los modelos Hindmarsh-Rose y Hodgking-Huxley pueden sincronizarse en diferentes
escenarios cadticos usando diferentes érdenes fraccionarios. Este hecho hace que el obser-
vador fraccionario de alta ganancia sea una excelente opciéon para sincronizar estados de
quimera.

Los modelos de orden fraccionario descritos por las derivadas de Atangana-Baleanu
han mostrado ventajas sobre los modelos clasicos al agregar caracteristicas inherentes
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Potencial de la membrana y(t) : Conductancias eléctricas de las principales corrientes de
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fase z,y, RL, a = 0.99
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a los sistemas o procesos como difusiéon andémala, fenémenos biolégicos y muchas otras
ocurrencias fisicas con cambios repentinos sin estado estacionario, también estos modelos
incluyen efectos de memoria, particularmente para nuestro modelo, esto permite una me-
jor representacion de la dinamica y sincronizacion de las neuronas. Los estados de quimera
estan relacionados con la falta de sincronia en el potencial de la membrana en una red de
neuronas acopladas.

Posteriormente, se logré la sincronizacion de una red neuronal mediante el disefio de
un control adaptativo basado en la incertidumbre de los parametros de acoplamiento en
los estados x, e y. El controlador se basé en la funcién de Lyapunov y se desarrollaron
simulaciones utilizando diferentes 6rdenes de la derivada y ntimero de neuronas. Los re-
sultados mostraron la efectividad de la metodologia propuesta.



Capitulo 5

Circuito electronico de una neurona

con dependencia histérica

Nuestro principal interés es implementar un modelo de neurona de hardware (HN) de
impulsos eléctricos que pueda reproducir descargas explosivas (bursting) que representan
la memoria en una red neuronal, para lograr dicho objetivo se hara uso de supercapacito-
res en la rama del potasio del modelo de Hodgkin-Huxley.

Los supercapacitores son dispositivos de almacenamiento de alta energia. Tradicional-
mente, estos condensadores se han modelado utilizando circuitos RC para describir su
comportamiento en bandas de frecuencia amplias, con bandas de frecuencia més grandes
que requieren una mayor cantidad de parametros [84].

b3s® + bys® + bys + by 1

B3s3 + Bys? + Bis + By C,s (5:1)

Z(s)

5.1. Analisis del circuito del modelo de Hodgkin-Huxley

Se tomé como base el circuito propuesto en [59], que se muestra en la Figura el
cual tiene cuatro ramas como en el circuito equivalente de la ecuacién de Hodgkin-Huxley:
Viny Cy, Rp, Ep y 1., representan el potencial de membrana, la capacitancia de la mem-
brana, la resistencia de fuga, el potencial de fuga de equilibrio de Nernst y la entrada de
la corriente inyectada.

En. v Ei corresponden a los potenciales de equilibrio de Nernst de sodio y potasio. El
voltaje de corte del transistor 77 actia como el umbral de excitacién. La corriente idnica
de sodio Iy, se activa cuando el potencial de membrana V,,, la excede. La corriente i6ni-
ca de potasio [ se activa cuando V,, en la figura excede el voltaje de corte del transistor 75.

El proceso se resume en los siguientes pasos:

1. Iext carga C,, hasta que V,, excede el voltaje de corte de T7;

29
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Extracelular —_

Figura 5.1: El circuito clasico de Hodgkin-Huxley tiene cuatro ramas donde cada parte
del circuito es equivalente a una parte del modelo, en la primera rama V,, y C,, son el
potencial de membrana y la capacitancia de la membrana, en la iltima rama R, Ey, e
I, son la resistencia de fuga, el potencial de equilibrio de fuga de Nernst y la corriente
de entrada. Y las dos unidades en el medio son las unidades de activacién de la corriente
de sodio y potasio donde Ey, v Ex son los potenciales de equilibrio de Nernst.

2. T Se activa;
3. Ty también se activa;

4. Iy, que se libera de la fuente de Ey, al interior de la membrana carga C,,, y como
resultado, V;,, se vuelve mas positivo hacia Fy, (generacién de potencial de accion);

5. Iy, carga C, més lento que C),;
6. V,, se desplaza hacia arriba hasta que excede el voltaje de corte de Tj;
7. T3 es encendido;

8. V,n se desplaza rapidamente hacia abajo por Ix del colector al emisor de T3. Como
resultado, V,,, varia repentinamente hacia abajo hacia Fi.

Se implementaron dos circuitos con componentes electrénicos que incorporaron la di-
namica clasica y fraccionaria en la rama del potasio del modelo de Hodgkin-Huxley utili-

zando supercapacitores.

Los valores seleccionados para la implementacién del circuito fueron los siguientes:
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Rp= 100K, R1= 1009, Ena= 5V, R3= 6749,
Er=0V, R2= 1009, R3= 1KQ, Ex= 1.1V,

En el circuito propuesto, al capacitor que controlaba la corriente de potasio se le agre-
garon cinco supercapacitores en serie con una capacitancia total de 9mF'.

Se realizaron diferentes pruebas modificando la corriente inyectada en cada uno de los
circuitos y adicionalmente se realizaron pruebas el circuito con comportamiento clasico.

5.1.1. Entrada de corriente constante

Se ha demostrado que los modelos de espigas con dinamica de orden fraccionaria repro-
ducen una amplia gama de resultados experimentales en neuronas corticales de mamiferos.
Las neuronas que realizan una diferenciacion fraccionaria de su entrada tienen propiedades
de codificaciéon 6ptimas y podrian aumentar su capacidad computacional. A continuacion,
mostramos los resultados de la implementaciéon de un circuito electrénico que incorpora
el orden fraccionario en el modelo de Hodgkin-Huxley para estudiar la dependencia de la
historia. La dinamica de orden fraccionaria se realiza mediante el uso de supercapacitores
en la conductancia de potasio. Los supercapacitores tienen tiempos de carga muy largos
que muestran la dindmica y la memoria de la ley de potencia. Los supercapacitores caen
en el régimen de elementos eléctricos con memoria [63].

La conductancia eléctrica dependiente de la historia puede aumentar la diversidad
de formas y patrones de espigas. Cuando un circuito neuronal clasico es estimulado con
corriente constante, genera espigas regulares. Sin embargo, cuando el supercapacitor esté
activo, la actividad de picos puede estallar y cambiar con el tiempo (Figura [5.2) y, en
consecuencia, el circuito dependiente de la historia tiene respuestas no lineales, lo que se
refleja en el intervalo entre picos (ISI) y la tasa de disparos (IFR) (Figura [5.3)).

Después de incorporar supercapacitores en el modelo Hodgkin-Huxley fraccionario, la
neurona siguié patrones complejos en el comportamiento de las espigas en respuesta a
la corriente constante. La neurona tenia dos regimenes de espigas. El circuito produjo
disparos tonicos en respuesta a baja corriente de entrada. Determinamos una transicion a
un segundo estado que depende de la magnitud de la corriente de entrada y la resistencia
asociada con la conductancia de potasio. Este estado se caracterizo por la generacién de
patrones de disparo no estacionarios (rafagas). La actividad de las espigas muestra un
comportamiento de estallido (bursting). Calculamos el tiempo de duracién de las explo-
siones. Este analisis muestra que el histograma de tiempos de rafagas sigue una ley de
potencias (Figura, que se asemeja al comportamiento de las avalanchas en criticalidad.
Al aumentar la corriente de entrada, todos los picos mostraron potenciales pseudo-meseta
(pseodu-plateau).

Las propiedades de este complejo régimen de espigas existen en sistemas de reverbe-
racién o criticalidad [85]. Sin embargo, esto tiene lugar debido a la excitabilidad interna
de la neurona y no por la estructura de una red neuronal. Ademas, la duracién de este



Capitulo

5. Circuito electréonico de una neurona con dependencia histérica 62

Circuito clasico
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Figura 5.2: Potencial de la membrana en el circuito Hodgkin-Huxley clasico y

fraccionario para diferentes corrientes de entrada.
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Figura 5.3: Tasa de disparo (IFR) para diferente corrientes de entrada.
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complejo proceso de excitacion es mucho mas larga, hasta 30 minutos. Un circuito idéntico
que usa capacitores normales genero picos regulares o no dispara. Nuestros analisis mues-
tran que las propiedades dependientes de la historia del capacitor fraccionario permiten
que el modelo simplificado de Hodgkin-Huxley produzca patrones de espigas complejos.

El estallido (bursting) es un estado dindmico en el que una neurona dispara repetida-
mente grupos discretos de espigas. Cada rafaga de este tipo es seguida por un periodo de
inactividad antes de que ocurra la siguiente rafaga.

Espirqa N
51 Rafaga Rafaga  ,/®MFeR 10%
4l : Q
—~ = . o 10%| Pendiente=-1.63
23t L . : i ,{ @ |_=0.24 mA
E [ ] n
72 i\ N\ Y 310}
1 E # 100l l,.=0.27 mA
. Pendiente=-3.12 %, .
0 b==== L= . e
50 100 150 10" 102
Tiempo (ms) Espigas

Figura 5.4: (Izquierda) Para una corriente de entrada alta, el modelo HH de orden
fraccionario produce lo que llamamos espigas complejas (Derecha) Avalanchas
neuronales en el circuito Hodgkin-Huxley fraccionario.

Un retrato de fase es un diagrama de un estado del sistema contra otro. En los siguien-
tes retrato de fase (ver Figura ([5.5))), estamos trazando el estado del voltaje de membrana
contra el cambio de voltaje en cada segundo, aplicamos baja corriente al modelo frac-
cionario, en el cual las espigas tienen un comportamiento constante, podemos observar
trayectorias semejantes a un ciclo limite, para alta corriente al modelo fraccionario, en el
cual la senal presenta rafagas, podemos observar trayectorias semejantes a un ciclo limite
con atractor.

Los modelos de dindmica neuronal generalmente exhiben una cantidad de atractores
estables e inestables en el retrato de fase que representan estados de reposo. Cuando el
sistema esta suficientemente perturbado por estimulos de entrada, puede seguir un ca-
mino de retorno complejo al atractor estable que representa un potencial de accion. En
las neuronas con rafagas, estos espacios dinamicos se bifurcan entre los modos de reposo
y de explosién de espigas segiin la dindmica del sistema. Estas dos bifurcaciones pueden
tomar muchas formas y la eleccién de la bifurcacién, tanto de inactiva a explosiva como
de explosiva a inactiva, puede afectar los aspectos conductuales de las rafagas.

En la Figura|[5.6] se graficé la entropia de difusiéon para el circuito con dindmica clasica
y podemos ver como la pendiente estd muy cercana a 0.5 para las todas las corrientes de
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Figura 5.5: Retrato de fase.

entrada. Para el circuito con dinamica fraccionaria, la pendiente estd muy cercana a 0.5
para la corriente de entrada baja, una pendiente de 0.5 se trata de una senial que presenta
el fénomeno de difusién clésica, sin embargo conforme subimos la corriente la entropia
de difusiéon aumenta notablemenete, lo que nos habla de un circuito con mayor memoria
(superdifusién) y dindmica fraccionaria. Un andlisis de entropia de difusién de la tasa de
disparo instantanea muestra que la actividad de picos es el resultado de la dependencia
histérica [I5]. La dependencia histérica es una propiedad fundamental de la dindmica del
orden fraccionario [86].

o TIr
S 8 [ Corriente de entrada l_, e =t
2 OHHF 0.27mA 5=05 g 0.8}
= /5 6|®HHC 0.27mA 5=07 .- -
° 2 - e 206 —
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12345678910 ~ 0 01 015 02 025 03
Tiempo log (T) Corriente de entrada (mA)

Figura 5.6: (Izquierda) Entropia de difusién en el circuito Hodgkin-Huxley clésico y
fraccionario para corriente de entrada alta. (Derecha). Tasa de informacién en la
entropia de difusion para diferentes corrientes de entrada.
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5.1.2. Respuesta del circuito a entradas oscilatorias.

Se realizaron pruebas con entradas de tipo oscilatorio para cuantificar las propiedades
de sub-umbral de una neurona al régimen de excitacion, se utilizd6 una senal sinusoidal
de frecuencia variable como entrada ([87], [88]). La amplitud del potencial de membrana
disminuye a medida que disminuye la frecuencia de la corriente de entrada (ver Figura.

0.02

0.01

ext

|_(mA)

0
0.2r

V.(V)

2 4 6 _8 10 12 14
Tiempo (s)

Figura 5.7: Potencial de la membrana en respuesta a una sefial de frecuencia variable

([Ext)

La relacion entre entrada y salida se realizé calculando la magnitud de la impedancia
en el dominio de la frecuencia, el pico de la impedancia se produce a la frecuencia mas
baja y el circuito no presenta resonancia, con respecto a la fase siempre es negativa, lo que
indica las oscilaciones del voltaje de salida siguen a la corriente de entrada (ver Figura.

En la Figura |5.9] podemos ver la respuesta de la neurona a una senal sinusoidal a
diferentes amplitudes (CA) y corrientes de CC. Se puede observar que cuando la entrada
supera la corriente de umbral el voltaje en la membrana presenta rafagas de espigas. En
las entradas de supra-umbral, la respuesta a la entrada oscilatoria depende de la magnitud
de CC y CA, dicho comportamiento se presenta también en algunas especies de anguilas
eléctricas [89).

La tasa de disparo en funcién al periodo de una entrada oscilatoria en corriente con-
tinua (CC) baja, muestra un defasamiento observado teéricamente en una diferenciacion
fraccionaria(Ver Figura , resultados observados en células corticales y cerebelosas de

mamiferos ([90] [91], [92]).

Sin embargo, no es completamente una derivada fraccionaria de la frecuencia de entra-
da, sino una combinacién de los comportamientos clasicos y fraccionarios. En CC alta, la
respuesta del circuito fraccionario de Hodgkin-Huxley fHH se describe como una segunda
derivada de la entrada (desplazamiento de 180°) el cual es independiente del periodo de la



Capitulo 5. Circuito electrénico de una neurona con dependencia histérica 66

40, 1,
. 20 o
2 0 s 0.8
}3 220 g 0.6
o) c
p -40 8 0.4
o -60} o
@© o 0 2
L 80! e
10050 40 60 0 20 40 60
Frecuencia (Hz) Frecuencia(Hz)

Figura 5.8: Magnitud de la impedancia y fase en el dominio de la frecuencia de la
relacion entre la entrada y la salida
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Figura 5.9: Espigas del potencial de la membrana a diferentes sefiales de tipo sinusoidal.
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entrada. (Ver Figura |5.10]), replicando los resultados observados en las anguilas eléctricas
(weakly electric fish) [93].
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Figura 5.10: (Arriba). Las respuestas de la tasa de disparo a la entrada sinusoidal, baja
corriente CC. Fase y ganancia entre entrada e IFR. (Abajo) Las respuestas de la tasa de
disparo a la entrada sinusoidal, alta corriente CC. Fase y ganancia entre entrada e IFR

El circuito de Hodgkin-Huxley fraccionario muestra adaptacion a la entrada cuadrada
de diferentes periodos. La adaptacién a la fase ascendente del ciclo muestra la misma
adaptacion de ley de potencia independientemente del periodo (Figura , ambas vis-
tas tanto en las respuestas corticales como en respuestas en la anguila eléctrica [94].

Las respuestas de la tasa de disparo a entradas cuadradas y oscilatorias tienen pro-
piedades de diferenciacion fraccionaria y reproducen las respuestas de tasa de disparo
registradas en anguilas eléctricas (weakly electric fish). Se comprob6 que se realiza una
diferenciacion fraccionaria de la informacién sensorial natural.

5.1.3. Circuito CMOS.

El supercapacitor fue reemplazado por un circuito integrado que tiene programada la
derivada fraccionaria de orden «, se aplicé una corriente de entrada constante de 0.5mA a
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Figura 5.11: A) Las respuestas de la tasa de disparo a la entrada cuadrada. (Arriba)
Ajuste de adaptacién en términos de funcién exponencial. (Abjao) Ajuste de adaptaciéon
en términos de funciéon de ley de potencia.

3mA. Segun las pruebas realizadas, el circuito CMOS presenta un comportamiento similar
al circuito con supercapacitores. En la Figura[5.12} A-B. Podemos ver un estallido cuando
el circuito tiene una alta corriente de entrada y la dispersion en el [FR aumenta a medida
que aumenta la corriente. En la Figura[5.12} C-D. el circuito presenta avalanchas y la tasa
de informacién o pendiente en la entropia de difusion aumenta a medida que aumenta la
corriente de entrada .

5.2. Implementacion de 2 neuronas

Investigamos las propiedades de las redes pequenas, conectamos dos circuitos frac-
cionarios de Hodgkin-Huxley para estudiar el efecto de la dependencia histérica en la
dindmica de la red. Las neuronas cuentan con conexiones sinadpticas inhibitorias recipro-
cas (Ign), dependiente de la actividad de las espigas de la neurona vecina (ver Figura
. Ambas neuronas recibieron corriente CD (Ig, ). Calculamos la tasa de activacién
promedio para ambas neuronas. Luego administramos un pre-estimulo(/g;,,) a una neu-
rona (neurona de entrada) y monitoreamos la neurona oculta. Se realizé el monitoreo en
el cambio del niimero de espigas en ambas neuronas (ver Figura [5.13)).

El estimulo a la neurona de entrada que consiste en una corriente negativa de 30 se-
gundos que inhibe la generacién de rafagas o estallidos (casol). Después del estimulo, las
neuronas reanudan la generacién de rafagas, pero ambas mostraron una disminucion en el
nimero de picos. Esta disminucién fue de larga duracién en la neurona de entrada (més
de 600 segundos después de la estimulacién). La neurona oculta muestra una disminucién
que vuelve al pico normal después de 200 segundos (ver Figura .
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Figura 5.12: A. Potencial de membrana, B. IFR, C. Avalanchas y D. Tasa de
informacién en entropia de difusiéon para diferentes valores o.

V““:% Nlar K| CD CDCD

m B | | |
| | Ext,1 sin, 1 stim
_1
:

| |

L W[ o

m.2
| | I_'2-|— IExt,z Isin,Z

.

Figura 5.13: Circuito electrénico de 2 neuronas acopladas con dindmica fraccionaria.
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Figura 5.14: Ejemplo de estimulo dependiente de las espigas de la neurona vecina.

Luego repetimos esto agregando un segundo estimulo 300 segundos después del prime-
ro (caso 2). Esto extendi6 el tren inhibitorio en ambas neuronas. Este comportamiento no
se observa en la red clasica de Hodgkin-Huxley y es consistente con nuestras predicciones
de modelado.

5.2.1. Anguila eléctrica

Realizamos un experimento equivalente en neuronas piramidales de peces eléctricos
vivos, que muestran propiedades derivadas fraccionarias. Realizamos una entrada de en-
mascaramiento y monitoreamos multiples neuronas usando una sonda de neuropixeles.
Esto muestra que las neuronas muestran una disminucién a largo plazo en sus picos simi-
lar a nuestro trabajo de modelado y y del circuito fraccionario de Hodgkin-Huxley. (Ver

Figura [5.16)).

La anguila eléctrica (weakly electric fish) realiza una diferenciacion fraccionada de las
entradas sensoriales naturales, lo que indica una codificacién éptima. Comparamos las
respuestas de nuestro circuito con dependencia historica con la anguila eléctrica a la mis-
ma frecuencia en la corriente de entrada, (ver Figura[5.17).
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Figura 5.15: Diferencia de espigas acumuladas. (Izquierda) Circuito de Hodgkin-Huxley
clasico con un estimulo. (Centro) Circuito de Hodgkin-Huxley fraccionario con un
estimulo. (Derecha) Circuito de Hodgkin-Huxley fraccionario con dos estimulos.
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5.3. Conclusiones parciales

Los modelos de potenciales de accién con dindmica de orden fraccionaria reproducen
una amplia gama de resultados experimentales en neuronas corticales de mamiferos. Las
neuronas que realizan una diferenciacion fraccionaria de su entrada tienen propiedades
de codificaciéon Optimas, en particular la distribucién de estimulos naturales, y podrian
aumentar su capacidad computacional. En este capitulo se presentaron los resultados de
la implementacion de un circuito eléctrico que incorpora el orden fraccionario en el modelo
de Hodgkin-Huxley para estudiar la dependencia histoérica.

El circuito de Hodgkin-Huxley fraccionario produce respuestas complejas de potencia-
les de accion debido a la dependencia histérica en la conductancia de potasio de Hodgkin-
Huxley fraccionario reproduce respuestas de diferentes organismos, nuestros resultados
demuestran que las neuronas con dindmica de orden fraccionario se realiza un compor-
tamiento no lineal que generalmente se atribuye a arquitecturas o interacciones de redes
complejas.

La dinamica observada va mas alla de las propiedades clasicas de los componentes
eléctricos y es el resultado de la dependencia de la histéria. Dado que la diferenciacion
fraccionaria neuronal se encuentra en multiples especies, este proceso podria ser un me-
canismo general de codificacién 6ptima en la naturaleza.
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Conclusiones

6.1. Conclusiones generales

En este trabajo de investigacion se ha demostrado que las neuronas con dindmica de
orden fraccionario realizan un comportamiento no lineal que generalmente se atribuye a
arquitecturas o interacciones de redes complejas legitimas. La dinamica observada va mas
alla de las propiedades clasicas de los componentes eléctricos y es el resultado de la de-
pendencia de la historia. Dado que la diferenciaciéon fraccionaria neuronal se encuentra en
miultiples especies, este proceso podria ser un mecanismo general de codificacion 6ptima
en la naturaleza.

En la realizacién de esta tesis se llevd a cabo la codificacion de dos modelos de redes
neuronales biolégicas basados en el potencial de la membrana con dindamica fraccionaria
y se implementaron dos métodos de sincronizacion basados en observadores y un contro-
lador adaptativo como aplicacién en el tratamiento basado en la estimulacion cerebral
profunda obteniendo buenos resultados de acuerdo a los indices de desempefio.

Se realizo el diseno de los observadores en los modelos de Hindmarsh-Rose y Hodgkin-
Huxley, con el objetivo de demostrar el buen funcionamiento del observador se realizé el
célculo de los indices de desempeno para ciertas neuronas (k = 15,40, 65,90 para el pri-
mer modelo y k = 5,15, 30, 45 para el segundo modelo), lo que demostré que las neuronas
tienen una buena sincronizacién. Finalmente, se corrobor6 la sincronizacion visualmente
con las graficas de los estados.

Adicionalmente, se realizé un controlador adaptativo para el modelos de Hindmarsh-
Rose dando buenos resultados de acuerdo a los indices de desempeno, obteniendo FITs
mayores a 97. De igual manera, se comprobé la sincronizacién con las graficas de los es-
tados.

Al utilizar controladores y observadores fraccionarios se tuvo como ventaja la posibi-
lidad de ampliar los grados de libertad o parametros de ajuste, incluyendo ademas de las

ganancias, los 6rdenes de derivacién e integracion.

Se implementd un circuito electronico con dependencia historica capaz de igualar el
comportamiento de una red neuronal en criticalidad.
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Se realizaron diferentes pruebas con corrientes de entrada como de corriente constante,
de tipo sinusoidal y cuadrada, y se analizaron los voltajes de la membrana con diferente
métodos estadisticos.

Se realizo el analisis de la informacion que pueden proporcionar las espigas del poten-
cial de la membrana (v,,) basado en el tiempo entre espigas (ISI) y la tasa de disparo
instantanea (IFR) mediante el cdlculo de avalanchas y su relacién con la derivada frac-
cionaria y se realizo el calculo de la entropia de difusién para corroborar la existencia de
memoria en la neurona.

Se compararon los resultados con datos obtenidos en neuronas reales y se corrobor6
que la anguila eléctrica (weakly electric fish) realiza una diferenciacién fraccionaria de las
entradas sensoriales naturales, lo que indica una codificacién 6ptima.

Cuando un circuito neuronal clasico se estimula, genera picos regulares, sin embar-
go, cuando el supercapacitor con dinamica fraccionaria esta activo, la actividad de picos
puede estallar y cambiar con el tiempo, en consecuencia, el circuito es dependiente de la
historia y tiene respuestas no lineales.

6.2. Aportaciones

= La obtenciéon de un circuito neuronal con dependencia historica nos proporciona
el procesamiento en tiempo real. Por lo tanto, puede ser adecuado para estudiar
una dinamica de red neuronal a gran escala cuando muchos modelos neuronales de
hardware estan conectados entre si y cuyo procesamiento en simulacion podria llevar
horas o dias.

= La interpretacion fisica de cada parametro de un modelo es bastante obvia y, en
algunos casos, se asocia facilmente con cantidades electrofisiolégicas de membranas.

= Se pueden lograr experimentos con el circuito y analisis mateméaticos para una mejor
comprension de la dinamica y la obtencion de aplicaciones de utilidad en el area de
la medicina.

6.3. Trabajos futuros

(a) Realizar pruebas con diferentes corrientes de entrada y analizar y comparar con las
espigas de neuronas reales de laboratorios con colaboracion.

(b) Implementar fisicamente los métodos de sincronizacién de redes neuronales y disenar
un prototipo.

(¢) Construir un circuito electrénico del modelo Integrate and fire para obtener diferen-
tes dindmicas fraccionarias.
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(d) Implementar y realizar el anélisis del circuito electrénico y comparar con neuronas
biolégicas reales.

(e) Realizar aplicaciones en el area de la ingenieria neuromérfica, por ejemplo utilizando
sistemas neuromemristivos los cuales son una subclase de los sistemas de compu-
taciéon neuromorficos que se enfocan en el uso de memristores para implementar
plasticidad neuronal.
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This work presents the Hindmarsh-Rose fractional model of three-state using the Atangana-Baleanu-
Caputo fractional derivative with strong memory. The model allows simulating the chimera states in a
neural network. To achieve the synchronization was developed a fractional adaptive controller which is
based on the uncertainty of the coupling parameters. The synchronization was studied using different

fractional-orders and for 15, 40, 65 and 90 neurons. We consider fractional derivatives with nonlocal and
ds; non-singular Mittag-Leffler law. The simulations results show that the neurons synchronization is reached
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using the proposed method. We believe that the application of fractional operators to synchronization of
chimera states open a new direction of research in the near future.

@ 2019 Elsevier Ltd. All rights reserved.

1. Introduction

Chimera states is a phenomenon presented in coupled oscilla-
tors. After some time, the chimera states could have two differ-
ent behaviors in their dynamic which could be synchronous, or
asynchronous. Neural network models have shown to be useful for
modeling the chimera states. This type of phenomenon has been
studied since 2004 [1], and continues under investigation in ar
eas as chaos theory [2,3], chemical oscillators [4,5], the Kuramoto
model [67], as well as, in neuroscience in the models of Hind-
marsh & Rose [8] and FitzHugh-Nagumo [9-12]. Recent researches
have shown that synchrony and asynchrony behaviors of the neu-
ronal signals have an important role in neurological diseases such
as Parkinson and epilepsy [13-16]. Nowadays, a big challenge for
researchers is to develop a methodology to recover the normal
neurons function which is the signals synchronization, for improv-
ing the quality of life of the patients [17-21]. Recently, a math-
ematical model was formulated to determine the behavior of a
neuron according to the influence of neighboring neurons, demon-
strating that the coupling of a neuron with neighboring neurons
presents chimera states [22].

Fractional calculus (FC) has been intensively used to model
real world problems. Fractional derivatives can be categorized

* Corresponding author.
E-mail address; jgomez@cenideredu.me (J.F, Gomez-aguilar).

hurps: | doiorg/10.1016{j.chaos.2019.07.057
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as follows, with a nonlocal and singular kernel (with power-
law named Riemann-Liouville-Caputo derivatives), and with a lo-
cal and non-singular kernel (with exponential law decay named
Caputo-Fabrizio derivatives) and nonlocal and non-singular ker-
nel (with Mittag-Leffler law named Atangana-Baleanu derivatives)
[23-31]. The fractional-order derivatives with non-singular kernel
allow describing two different waiting times distribution. Also, the
derivative probability distribution is at the same time Gaussian
and non-Gaussian. It can cross over from Gaussian to non-Gaussian
without a steady state. This means that the fractional derivative
with non-singular kernel is at the same time deterministic and
stochastic. The crossover behavior of these operators is due to their
capacity of not obeying the classical index-law imposed in frac-
tional calculus [33-35].

Fractional order models have shown advantages over classical
models by adding characteristics inherent to the systems or pro-
cesses as anomalous diffusion, and including memory effects [36),
this allows a better representation of the dynamics and synchro-
nize of neurons [37-39]. These models consider coupled connec-
tion with gap junction in external electrical stimulation and the
chaotic synchronization of two electrically coupled neurons via
nonlinear control [40,41]. Synchronization of chaotical systems us-
ing adaptive control was reported in [42.43], in both works, the
controlling aim was the trajectory tracking control. The authors
reported good performance of the controllers. Fractional adaptive
control has demonstrated advantages. It allows new tuning param-
eters for improving the closed loop performance [44-47].
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differential equations are described by the Riemann-Liouville fractional derivative, also

ﬁfﬁgﬁi calculus for non-local conformable derivatives and Atangana-Baleanu operators both in Caputo
Chimera states sense. We present numerical simulations involving the synchronization of Hindmarsh-
Synchronization Rose and Hodgking-Huxley models. The numerical simulations showed that the chimera
Hindmarsh-Rose model states can be synchronized using fractional derivatives. We believe thar the application
Hodgking-Huxley model of fractional operators to synchronization of Chimera states open a new direction of

research in the near future.
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1. Introduction

Recent research has shown that synchrony and asynchrony in neuronal signals take a very important role in
neurological diseases, mainly in diseases such as epilepsy or parkinson [1-4]. When the membrane potential in some
specific places of the brain loses or gain synchrony between neighboring neurons, produces behaviors such as epileptic
attacks or irregular motor motions (tremor). Therefore, researchers have sought ways to recover the normal conditions
of synchronization of the signals of these neurons to improve the quality of life of the patient [5-9].

The main models used for the synchronization strategies are based on membrane potential among the most used
models are Fitzhugh [10], Hodgking & Huxley [11] and Hindmarsh & Rose model [12]. In the last years, a mathematical
model has been formulated to determine the behavior of a neuron according to the influence of neighboring neurons,
demonstrating that the coupling of a neuron with neighboring neurons has asynchronous behaviors better known as
chimera states, as is presented in the models of Hindmarsh and Rose [13] and FitzHugh-Nagumo [14,15]. Chimera states
occurs in a system of oscillators thart are identical to each other, and they are also coupled, in which one of the two groups
of oscillators is completely synchronized while the second is in an asynchronous state [ 16]. Recently, this phenomenon
and its behavior have been widely investigated in different areas [17], being the neurology one of the main areas of
research [18,19].

* Corresponding author.
E-mail address: jgomez@cenidet.edu.mx (]J.F. Gémez-Aguilar).

hrrps://doi.org/10.1016/j.physa.2019.122896
0378-4371© 2019 Elsevier B.V. All rights reserved.



TECNOLOGICO
NACIONAL DE MEXICO

@®
cenidet
Centro Nacional de Investigacion
y Desarrollo Tecnolégico



	Índice de tablas
	Índice de figuras
	Introducción
	Planteamiento del problema.
	Objetivo general.
	Objetivos específicos.

	Metas.
	Justificación.
	Alcances.
	Hipótesis.

	Marco teórico
	Neurociencias
	Potencial de acción
	Tasa de disparo dependiente del tiempo e Intervalo entre espigas (Instantaneous Firing Rate and InterSpike Interval)
	Avalanchas neuronales
	Criticalidad

	Difusión
	Entropía de difusión


	Cálculo fraccionario
	Integral fraccionaria
	Derivada fraccionaria


	Estado del arte
	Modelado
	Dependencia histórica en neuronas biológicas:
	Aplicación: técnicas de control y sincronización:

	Modelos fraccionarios de redes neuronales biológicas
	Red neuronal del modelo de Hindmarsh-Rose fraccionario
	Modelo 1
	Modelo 2

	Red Neuronal del modelo de Hodgkin-Huxley fraccionario
	Aplicación.
	Enfermedad de Parkinson
	Diseño de un esquema de sincronización en la estimulación Cerebral profunda a lazo cerrado
	Sincronización mediante observadores
	Observador del Modelo de Hindmarsh-Rose
	Observador del Modelo de Hodgkin-Huxley

	Sincronización mediante un controlador adaptativo

	Conclusiones parciales

	Circuito electrónico de una neurona con dependencia histórica 
	Análisis del circuito del modelo de Hodgkin-Huxley
	Entrada de corriente constante
	Respuesta del circuito a entradas oscilatorias.
	Circuito CMOS. 

	Implementación de 2 neuronas
	Anguila eléctrica

	Conclusiones parciales

	Conclusiones
	Conclusiones generales
	Aportaciones
	Trabajos futuros

	Bibliografía

