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Resumen
El siguiente documento presenta teoría acerca del cálculo fraccionario (CF), hechos his-
tóricos que han forjado los cimientos de su disciplina, funciones especiales utilizadas y
diversas definiciones de derivada fraccionaria así como las diferencias entre cada una de
ellas. Del mismo modo, se presenta la definición de redes neuronales artificiales (RNAs), su
arquitectura, elementos que constituyen a una RNA, capacidad de aprendizaje mediante
algoritmos de optimización y la identificación de sistemas con redes neuronales. La com-
binación de ambas disciplinas ha dado como resultado el concepto de redes neuronales
artificiales fraccionarias (RNAF), las cuales son presentadas en este trabajo.

Se presenta una aplicación que relaciona a las RNAs con el CF, la cual es basada en
la búsqueda de soluciones de ecuaciones diferenciales fraccionarias con orden variable
(EDF-OV). El primer caso de estudio muestra una EDF con orden constante con el fin
de analizar las diferencias entre los métodos analíticos, algoritmos numéricos y la RNA.
Los siguientes casos de estudio han sido incluidos con el fin de denotar las ventajas que
una RNA ofrece por encima de los algoritmos numéricos con ayuda de la medición de
diversos índices de desempeño y pruebas de costo computacional.

Después, se presenta una metodología para entrenar RNAs mediante el uso de algorit-
mos de orden fraccionario para la identificación de sistemas (IS). Lo anterior con el fin de
mostrar las ventajas y diferencias entre los algoritmos de optimización convencionales
y el algoritmo propuesto. El algoritmo es probado mediante la identificación de una
secadora de cabello de uso industrial, un sistema mecánico con histéresis y por último un
sistema médico encargado de la predicción de concentración de glucosa en la sangre (CGS).

Finalmente, se presenta una metodología de IS basada en definiciones fraccionarias-
fractales (FF). Se propone un mapeo entre definiciones fraccionarias con el fin de justificar
la estabilidad de la metodología mediante la teoría de estabilidad de Lyapunov. La metodo-
logía propuesta es puesta a prueba mediante la identificación de sistemas de dos tanques
en cascada, la posición de un brazo de un toca discos y un motor eléctrico utilizado en
automóviles.
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Abstract
The following document presents theory about fractional calculus (CF), historic data

that has forged the foundation of this discipline, special functions used and several defini-
tions of fractional derivative as well as the differences between each of them. In the same
way, it is presented the definition of artificial neuronal networks (RNAs), its architecture,
element that constitutes a RNA, learning capacity through optimization algorithms and
the definition of neuronal network systems. The combination of both disciplines has resul-
ted in the concept of fractional artificial neural networks (RNAF), which are presented in
this work.

An application is presented that relates the RNAs with the CF. Which, is based in
the search of solutions of fractional differential equations with variable order (EDF-VO).
The first study case shows an EDF with constant order with the purpose of analyze the
differences between the analytical methods, numerical algorithms and the RNA. The
following study cases have been included in order to denote the advantages that an RNA
offers above the numerical algorithms with the measurement of diverse performance
indexes and computational cost tests.

Then, it is presented a methodology to train RNAs through the use of fractional or-
der algorithms for the identification of systems (IS), with the purpose of showing the
advantages and differences between the conventional optimization algorithms and the
proposed algorithm, the algorithm is tested through the identification of an industrial hair
dryer, a mechanical system with hysteresis and finally, a medical system in charge of the
prediction of the glucose concentration in the blood (CGS).

Finally, it is presented an IS methodology based in fractal-fractional (FF) definitions.
It is proposed a mapping between fractional definitions with the purpose of justify the
stability of the methodology through Lyapunov’s stability theory. The proposed methodo-
logy is tested through the system identification of two cascading tanks, the position of a
turntable arm and an electrical motor used in cars.
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Introducción

1.1. Introducción

Se vive en un mundo en constante evolución, complejo, caótico y lleno de ruido. Sin
embargo, la inteligencia humana tratado de inmiscuirse en el caos con la búsqueda de
patrones que caracterice los fenómenos del universo. El desarrollo de la especie humana se
ha debido especialmente gracias a la facultad de definir estos patrones y poderlo utilizar
a su favor. La ciencia ha permitido explotar la capacidad del ser humano de explorar el
mundo de una manera simplificada convirtiendo todo el ruido y caos en conocimiento
puro, es decir, reconstruyendo la realidad a través de modelos.

Un modelo es una construcción conceptual simplificada de una realidad más compleja.
En la vida cotidiana se convive con diversos tipos de modelos, por ejemplo un mapa,
un mapa es un modelo ya que puede representar de manera simplificada en un plano
bidimensional el mundo tridimensional en el que se vive. Es decir, matemáticamente
representa una función que es capaz de mapear de una dimensión a otra mediante una
expresión matemática como M : R2 → R3, (x, y) 7→M(x, y). Una partitura (documento
que indica cómo debe interpretarse una composición musical) como otro ejemplo, es una
simple representación de cómo diferentes instrumentos deben combinarse, sincronizarse
y tocarse para producir siempre la misma canción. Desde el punto de vista ingenieril, una
partitura puede analizarse mediante el espectro de frecuencia producido por el sonido
de cada instrumento pero, estos espectros no es la información que un músico necesita
para interpretar una melodía. Por lo tanto, un modelo siempre busca el equilibrio entre
aproximarse a representar correctamente la realidad y ser simple para poder utilizarlo.

Desde otro punto de vista, un modelo puede ser una ecuación física donde se utilizan
las relaciones matemáticas entre diferentes variables para así poder aproximar el compor-
tamiento físico de la realidad. A este último concepto se conoce también como modelo
matemático. Un modelo matemático puede ser tan simple como una constante (como
la separación entre las vías del tren) y tan complicado como las ecuaciones de Maxwell.
Pero, como se ha mencionado con anterioridad, siempre se busca un equilibrio entre la
realidad y la simpleza. La manera eficaz de garantizar dicho equilibrio, es comparando
el comportamiento del modelo propuesto con datos del fenómeno que se desea estudiar.
Si el error entre estos dos sistemas es mínimo o nulo, el modelo puede ser ajustado para
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encontrar nuevos escenarios, analizar su pasado o inclusive, predecir su futuro.

Existen dos maneras de obtener un modelo matemático, el primero se basa en el análi-
sis de la física que rodea al sistema por ejemplo, un sistema masa-resorte-amortiguador es
representado mediante las leyes de Newton, Hook, viscosidad de Newton, entre otras. Se
pueden hacer ciertas suposiciones como que la temperatura es constante al igual que la
fricción del material viscoso, qué fuerza de movimiento es puntual y la dirección, etc. La
precisión del modelo dependerá unicamente de la persona que desea explicar el fenómeno
o el comportamiento del sistema y está altamente relacionado con las suposiciones de
modelado que se realicen. Por otro lado, el segundo método se basa en la construcción
de modelos matemáticos mediante la estimación de parámetros utilizando señales de
entrada excitadoras y las señales de salida que estas en consecuencia producen. Este
último método es conocido como Identificación de Sistemas (IS).

Ahora, hablando un poco del funcionamiento del sistema nervioso, el cerebro humano
está constituido por un gran número de elementos (1011 aproximadamente) altamente
interconectados (aproximadamente 104 conexiones por elemento) llamados neuronas. Una
neurona biológica consta de tres partes esenciales, las dendritas, el cuerpo de la célula o
soma y el axón. Las dendritas son ramificaciones nerviosas que cargan de señales eléctricas
el cuerpo de la célula y se encuentran alrededor de la célula y del axón. El axón es una
fibra nerviosa más larga que las dendritas encargado de llevar la señal desde el cuerpo de
la célula hacia otras neuronas. El cuerpo de la célula o soma es el encargado de realizar
la suma de todas las señales entrantes, también se encarga de estimular a la célula de tal
manera que esta produzca una señal hacia otra neurona. A la “unión” entre el axón de una
célula con una dendrita de otra célula se le llama sinápsis. Aprovechando las ventajas de
las neuronas biológicas, las redes neuronales artificiales (RNA) se definen como sistemas
de mapeos no lineales cuya estructura se basa en la distribución de información como en el
sistema nervioso de humanos y animales. Constan de un número grande de procesadores
simples ligados por conexiones con parámetros ponderados llamados pesos sinápticos.
Las unidades de procesamiento se denominan neuronas. Cada unidad recibe entradas de
otros nodos y juntos, generan una salida simple ya sea un escalar o un vector que depende
de la información recibida. Las neuronas artificiales también pueden nombrarse como
nodos, neuronodos, celda, unidad o elemento de procesamiento (PE) y fueron propuestas
por [2] a inicios de los años 40’s.

Por otro lado y un poco ajeno a lo antes mencionado pero igual de importante en
esta tesis. El Cálculo Fraccionario (CF) es una rama del análisis matemático que estudia
los operadores de derivación e integración de ordenes no enteros, es decir, Dσ donde D
representa el operador de derivación y σ es un número real que representa el orden de de-
rivación. Si σ < 0 se estaría representando una integral fraccionaria, si σ > 0 se representa
una derivación fraccionaria, si σ = 1 es el caso clásico y si σ = 0 se tiene la misma función.
Aunque en la actualidad se encuentran diversas definiciones de derivada fraccionaria, el
principal objetivo del CF es generalizar las derivadas de orden entero, debido a que dentro
del dominio de σ se encuentran casos particulares donde su valor es entero y la derivada
puede ser calculada de manera convencional. Por lo tanto, con el fin de generalizar aún
más la arbitrariedad que el orden de derivación es capaz de tener, el dominio de σ puede
estar entre los números complejos. El CF ha destacado en la comunidad científica gracias
a sus vastas aportaciones matemáticas en teorías probabilísticas, procesos estocásticos,
transformaciones integrales, entre otras. A pesar de que la teoría matemática que órbita al
CF es compleja y rigurosa, se han encontrado diversas explicaciones de fenómenos del
mundo real que el cálculo convencional es incapaz de describir y ha provocado diversos
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cuestionamientos de cómo interpretar lo obtenido por la derivada fraccionaria. La inter-
pretación física mas aceptada del CF involucra fenómenos de disipación en escalas de
tiempo diferentes a la ordinaria definidas como tiempos cósmicos [3].

Aprovechando las ventajas de las disciplinas antes mencionadas, se utilizarán en
conjunto a las RNAs y el CF para realizar la IS de diversos fenómenos dinámicos no
lineales. A continuación se presentan algunos conceptos generales para el desarrollo de
este trabajo.

1.1.1. Sistema

Un sistema es una porción del universo donde variables de diversa naturaleza inter-
actúan entre sí para completar un fin. La Figura 1.1 muestra las variables observables
representadas por y(t), señales o variables manipuladas u(t) y las variables que modifican
a las variables de salida pero, que no son medibles conocidas como perturbaciones v(t).

SISTEMA

Perturbación

Entrada Salida

Figura 1.1: Sistema dinámico con entrada u(t), perturbación v(t) y salida y(t),

1.1.2. Identificación de Sistemas

En IS se busca proponer modelos matemáticos de sistemas dinámicos basados en
datos que son observables, es decir, que son medibles. En el entorno, abundan diversos
sistemas dinámicos que pueden ser modelados mediante las leyes físicas que caracterizan
el comportamiento del sistema pero, aprovechando la principal ventaja que la IS ofrece,
estos sistemas pueden ser modelados sin utilizar las leyes físicas que rigen a los sistemas
por lo que, en consecuencia, las aplicaciones de la IS son abundantes. La Figura 1.2 muestra
un esquema del concepto de la identificación de sistemas.
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IDENTIFICACIÓN 
DE SISTEMAS

MODELO               
MATEMÁTICO

SISTEMA
Señal de Entrada Señal de Salida

Señal de Salida
Estimada

Figura 1.2: Identificación de Sistemas.

1.1.3. Proceso de Identificación

En [4] se propone una metodología para generalizar el proceso de identificación. El
algoritmo propuesto se muestra en la Figura 1.3 y es descrito en los siguientes puntos:

1. Obtención de datos de entrada y salida: Para ello se debe excitar o alimentar al sistema
mediante la aplicación de una señal de entrada que en consecuencia produce una
señal de salida. Ambas señales son registradas durante un intervalo de tiempo.

2. Tratamiento previo de los datos registrados: Los datos registrados están generalmente
acompañados de valores numéricos indeseables que pueden ser necesariamente
corregidos antes de realizar la identificación del modelo, esto permitirá facilitar y
mejorar el proceso de identificación.

3. Elección de la estructura del modelo: Se debe seleccionar la estructura de modelo que
se utilizará para caracterizar el comportamiento del sistema dinámico. Este punto
tiende a facilitarse en gran medida si se tiene cierto conocimiento sobre las leyes
físicas que rigen al proceso.

4. Obtención de los parámetros del modelo: Se procede a la estimación de los parámetros
que conforman a la estructura del modelo seleccionado en el punto anterior del tal
manera que este se ajuste mejor a la respuesta del modelo real.

5. Validación del modelo: El último paso consiste en verificar si el modelo propuesto
después de haber realizado la estimación cumple con los estándares deseados. Estos
estándares se basan en mediciones estadísticas de la comparativa entre las señales
del sistema real (señal de salida medida) y la salida del modelo propuesto, número
de parámetros, distancia entre las dos señales, etc. Si se llega a la conclusión de que
el modelo no es válido, se debe revisar las posibles causas:

a) El conjunto de datos de entrada y salida no proporciona suficiente información
sobre la dinámica del sistema real.

b) La estructura escogida no es capaz de proporcionar una buena descripción del
modelo.

c) El criterio de ajuste de parámetros seleccionado no es el adecuado.
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Dependiendo la causa, deberá repetirse el proceso de identificación desde el pun-
to que corresponde. Por ende, puede decirse que el proceso de identificación es
iterativo.

Captura de 
datos

Tratamiento 
de datos

Datos

Cálculo del modelo

Validación 
del modelo

Elección de la 
estructura del 

modelo

Elección del criterio de 
ajuste de parámetros

Conocimientos previos
sobre el sistema

Modelo no válido:
RevisarModelo válido:

Usar

Figura 1.3: Proceso de Identificación de Sistemas.

1.2. Estado del Arte

1.2.1. Antecedentes del CENIDET

En el Centro Nacional de Investigación y Desarrollo Tecnológico (CENIDET) se han
desarrollado trabajos relacionados con el CF y otros correspondientes a la IS mediante el
uso de RNAs.

En [5] se realizó la IS para sistemas no lineales mediante la implementación de mo-
delos W-H utilizando las ventajas que ofrece la transformada de Laplace con frecuencias
fraccionarias (TLF) como lo es la descripción de sistemas de orden superior mediante la
función de transferencia (FT) cuyo polinomio característico está compuesto por un grado
inferior. Del mismo modo que en [5], en [6] se propuso una metodología para la identifi-
cación de sistemas mediante estructuras a bloques H-W utilizando derivadas Fractales.
También se han desarrollado trabajos referentes al modelado de sistemas, tal como se
realizó en [7], donde se comprobó que un modelo fraccionario con un número de paráme-
tros reducido es capaz de describir y generalizar la dinámica de un regenerador de energía.

Referente a la IS con RNAs, en [8] se propuso un método capaz de obtener la misma
precisión que ofrece una RNA con un número de parámetros alto utilizando la misma
estructura de RNA pero con un número de parámetros bajo. En [9] se propuso una estruc-
tura NARX en forma de perceptrón y una estructura HW para realizar la IS para sistemas
no lineales utilizando el algoritmo de Levenberg-Marquardt (LM). En [10] se propuso
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utilizar una RNA similar a lo propuesto en [8] implementando un estimador robusto
de máxima verosimilitud utilizando el algoritmo de LM para la estimación de los pesos
sinápticos.

Concluyendo con lo anterior, en CENIDET no se ha realizado ningún trabajo que
relacione la disciplina de las RNA y del CF para realizar la IS.

1.2.2. Identificación de Sistemas con Redes Neuronales Artificiales

A pesar de que en la literatura es posible encontrar diversas estructuras para realizar la
IS, las RNAs han sido utilizadas gracias a su implementación sencilla y a su optimización
(referente a los pesos sinápticos).

En [11] se realizó la IS con una RNA basada en una estructura Elman. Una RNA
Elman está conformada por tres capas ocultas neuronas adicionales conectadas de ma-
nera independiente en la segunda capa oculta, es decir, la salida de cada neurona de la
segunda capa oculta es conectada a las neuronas independientes y estas a su vez, son
señales de entrada para las neuronas de la segunda capa oculta. Los autores de [11] utili-
zaron a la RNA para modelar celdas de combustible con membrana de cambio de protones.

En [12] se realizó una comparación de desempeños a tres RNAs con estructuras total-
mente diferentes con el fin de seleccionar la estructura con mayor capacidad de describir
el comportamiento de sistemas dinámicos. Entre las estructuras utilizadas en [12] está
una red neuronal reailmentada multicapa (MLFFNN por sus siglas del inglés Multilayer
feedfoward neural network), una red neuronal recurrente diagonal (DRNN por el inglés
diagonal recurrent neural network) y una red neuronal con entrada exógena autorregresiva
(NARX del ingés nonlinear autoregressive with exogenous inputs neural network). En el trabajo
de investigación identificaron diversos sistemas dinámicos no lineales entre los cuales
se encuentra el comportamiento del eslabón de un brazo robot pero, infortunadamente,
todos los sistemas identificados no provienen de datos reales. Sin importar la proveniencia
de los sistemas identificados, la DRNN obtuvo un mejor desempeño midiendo la media
del error al cuadrado y el número total de parámetros.

En [13] se presentó una revisión bibliográfica acerca de diversas técnicas para la identi-
ficación o predicción de la salud sobre agentes individuales. El trabajo explica que utilizan
a las RNAs debido a estas son capaces de procesar grandes cantidades de información y
que su estructura es modificable en función de la problemática que se deseé solucionar.

En [14], se propuso utilizar una RNA difusa para la identificación de diversos sistemas.
La RNA propuesta es comparada con varias estructuras de RNA difusas con el fin de
comprobar que su RNA tiene un mejor desempeño. Entre los sistemas identificados se
encuentra la predicción de sistemas financieros como el costo futuro de metales, rastreo
de precios, mercancía, etc.

Como se ha podido observar en las referencias presentadas, a pesar de que las RNAs
datan de los años 40s, estas no han perdido el interés por la comunidad científica para
realizar la IS. Los sistemas identificados son variados y con dinámicas altamente complejas.
En cada uno de los trabajos presentados, las estructuras de RNA son diferentes; esto con
el fin de esclarecer la idea de adaptabilidad de una RNA.
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1.2.3. Trabajos relacionados con Redes Neuronales y Cálculo Fraccionario

En la literatura se encuentran una gran variedad de trabajos que relacionan al CF y las
RNA. Se estudia la estabilidad de su dinámica, su eficiencia al encontrar parámetros para
controladores, configuraciones como controladores PID, etc.

En [15] se implementó una RNA Hopfield (Hopf). El objetivo del trabajo es el demostrar
que la RNA es Mittag-Leffler estable mediante el uso de la función de Lyapunov utilizando
la derivada de Caputo. La RNA Hopf se muestra en la ecuación (1.1), donde i = 1, · · · , n,
t ≥ 0, n corresponde al número de unidades o neuronas de la RNA, xi(t) denota al estado
i, ci es una constante, Ii es un vector de entrada el cual es constante, fi(·) son las funciones
de activación no lineales y aij son pesos sinápticos. La función de Mittag-Leffler generaliza
a las funciones exponenciales y suelen tener comportamiento sinusoidales si estas están
compuestas por dos parámetros, tal como se muestra en la ecuación (1.2).

C
t0D

α
t xi(t) = −cixi(t) +

n∑
j=1

aijfj(xj(t))xj(t) + Ii, (1.1)

Eα,β(z) =

∞∑
k=0

zk

Γ(kα+ β)
. (1.2)

En [16] se propuso un análisis de estabilidad que los mismos autores proponen con
el fin de identificar los valores críticos del orden fraccionario donde pueden ocurrir bi-
furcaciones o comportamiento caótico en estructuras Hopf. También se comprueba que
la caracterización de sistemas utilizando un orden fraccionario puede enriquecer el com-
portamiento de un sistema, es decir, que el modelo se comporte de manera fidedigna a la
planta. El análisis de estabilidad se basa en el análisis de los eigenvalores (λ) del sistema
mediante la comparación de la parte real por un complemento y la parte imaginaria de
los mismos. En [17] se propuso un análisis de estabilidad, en sentido de Lyapunov, para
estructuras neuronales de tipo Hopf, proponiendo un análisis en función del orden de la
derivada y de la función de Lyapunov con el fin de generalizar la estabilidad de sistemas
Hopf. Al igual que los trabajos anteriores, en [18] se analiza la estabilidad de sistemas
Hopf, pero mediante el uso de la definición de continuidad de Lipschitz.

En [19, 20] se implementó un controlador PID fraccionario para mejorar la producción
de pulpa de papel utilizando una RNA. La RNA se implementa con el fin de estimar
los parámetros del controlador PID al igual que los órdenes de la derivada que la acción
integral y derivativa necesitan. En [21] se propuso una metodología similar a la propuesta
anteriormente para realizar el control de sistemas con PID fraccionarios, también se pro-
pone un controlador de orden fraccionario basado en RNAs; la RNA que se propone está
compuesta por cuatro unidades en total, tres para la capa de entrada y una para la capa de
salida. Las entradas a la RNA corresponden a la derivada fraccionaria de la señal de error
y la integral fraccionaria del error en el sentido de Grünwald-Letnikov (GL), los pesos
sinápticos que se muestran realizan una analogía con las ganancias de un controlador PID.

Otra de las aplicaciones que se han encontrado para las RNAs y el CF es para resolver
ecuaciones diferenciales de orden fraccionario. En [22] se propuso una RNA tipo per-
ceptrón para resolver ecuaciones diferenciales fraccionarias mediante la implementación
de un algoritmo Quasi-Newton para la estimación de los pesos sinápticos. En [23–25] se
propuso una metodología para resolver ecuaciones diferenciales fraccionarias no lineales
y ecuaciones de Riccati mediante una RNA tipo perceptrón mediante algoritmos genéticos
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y optimización por enjambres de partículas.

En [26] se utilizó una RNA para estimar el orden de derivada fraccionaria en el sentido
de GL para proponer una generalización al filtro de Kalman extendido para sistemas
discretos en espacio de estados. El algoritmo que proponen es robusto ante el ruido y es
capaz de estimar ciertos parámetros en linea.

1.2.4. Identificación de Sistemas con Cálculo Fraccionario

Otra de las aplicaciones del CF se encuentra en la IS. En [27, 28] se propuso un mo-
delo matemático a partir del comportamiento del circuito de Randles para estimar el
comportamiento del estado de carga de una batería ácido de plomo utilizando la TLF en
el sentido de RL. La estimación de los parámetros desconocidos se realizó mediante la
implementación del algoritmo de Marquardt.

En [29] se propuso el método de mínimos cuadrados y de variable instrumental con el
fin de estimar los parámetros de un modelo en función de transferencia tipo output-error
(OE). El fin del trabajo consiste en estimar el comportamiento de diversos efectos en
máquinas de inducción utilizando la definición de GL.

En [30] se realizó la IS mediante una estructura a bloques WH considerando que el
bloque W esta construido mediante una función de transferencia OE fraccionaria al igual
que el bloque H. El bloque no lineal está construido mediante la suma de funciones de
base radial. El objetivo de este trabajo es el de resolver un problema de optimización con
el fin de estimar sistemas.

En [31] se propuso un algoritmo para realizar la IS mediante una estructura Hammers-
tein basado en la definición de GL y utilizando estándares estadísticos para obtener la
parametrización del modelo. La parte estática no lineal la realiza mediante una aproxima-
ción con polinomios o proponiendo una ecuación. El algoritmo muestra robustez ante el
ruido y obteniendo buenos resultados en la estimación.

En [32] se presentó una metodología para realizar la IS en espacio de estados en tiempo
discreto en el sentido de GL. Primeramente se realiza la identificación en tiempo continúo
mediante una función de transferencia utilizando la TLF con el fin de obtener su similar
en tiempo discreto. Después se propone una función de transferencia en tiempo discreto y
se estiman los parámetros de la misma con el fin de representarla mediante la matriz de
retroalimentación, matriz de entrada y de salida.

1.2.5. Identificación de Sistemas mediante Redes Neuronales y Cálculo Frac-
cionario

Con anterioridad, se han abordado trabajos acerca de la identificación de sistemas
mediante el uso de diferentes técnicas. Hasta ahora, la técnica más utilizada es la identifi-
cación de sistemas en función de transferencia fraccionaria. La información acerca de la IS
mediante redes neuronales y el CF es limitada.

En [33] se propuso utilizar una derivada fraccionaria discreta para procesar señales o
vectores de datos. También se propone utilizar una red neuronal en espacio de estados
para realizar la identificación de diversos sistemas. Lo interesante de este trabajo es que se
logra obtener la derivada discreta de un vector de datos y que en conjunto con la RNA se
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puede realizar la identificación de sistemas de manera satisfactoria y con un número de
parámetros pequeño. En ocasiones, la magnitud de cada regresor (na, nb o nk) suele ser
grande haciendo que el proceso de identificación sea tardío.

Utilizando la metodología propuesta en [33], en [34] se realizó el modelado de un
ultracapacitor mediante una RNA al igual que el control del mismo. En este trabajo se
muestran más datos acerca de la estructura de la RNA.

En [35] se realizó la identificación de sistemas con redes neuronales mediante el uso
de una derivada fraccionaria discreta en el sentido de GL. Las entradas a la RNA están
constituidas por la derivada fraccionaria discreta de la entrada y de la salida de un proceso
de transferencia de calor. Para el experimento que realizan solo es necesario procesar la
entrada y salida con dos ordenes de derivada diferentes.

En [36] se propuso una estructura de RNA dinámica en el sentido de RL para la identi-
ficación de sistemas en espacio de estados. La adaptación de los pesos sinápticos se realiza
mediante un entrenamiento local con el análisis de una función de Lyapunov y con la
solución de la ecuación de Riccati.

Se han presentado diversos trabajos con distintas metodologías proponiendo la IS con
RNAs utilizando el CF y, como es posible observar, la identificación de sistemas con RNAs
de orden fraccionario es un campo limitado y poco explorado.

1.3. Planteamiento del Problema

En el universo existen fenómenos altamente complejos y por ende, difíciles de contro-
lar; en ocasiones se “discretiza” el sistema en subsistemas con el fin de hacer controladores
para cada parte del sistema completo. Algunos de estos controladores se diseñan mediante
el análisis del comportamiento físico del sistema con el uso de un modelo matemáti-
co capaz de cumplir con la tarea de caracterizar al sistema. La problemática recae en
la necesidad de obtener un modelo capaz de describir el comportamiento de sistemas
complejos.

Algunas veces el proceso de modelado matemático es tardío, sensible, tedioso y en oca-
siones, la precisión del modelo no caracteriza el comportamiento del sistema real. Por esa
razón, se utiliza la identificación de sistemas para proponer un modelo empírico generado
por el conocimiento del comportamiento de las señales de entrada y de salida. El modelo
empírico puede generarse como un modelo neuronal el cual está compuesto por un alto
número de parámetros de estimación que, en ocasiones, su comportamiento carece de
precisión comparándolo con la respuesta real del sistema. Los modelos convencionales
(estimados mediante técnicas de optimización clásicas), suelen proveer un desempeño
aceptable rondando entre el 60 y 80 % de parentesco.

Por otro lado, el tiempo de computo del cálculo fraccionario es elevado y su progra-
mación es complicada. Su mayor virtud es, a su vez su mayor defecto ya que el efecto de
memoria, realiza una ponderación de cada uno de los datos ponderados para producir un
valor futuro.
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1.4. Hipótesis

Es posible realizar la identificación de sistemas a sistemas no lineales utilizando redes
neuronales artificiales y cálculo fraccionario con el fin de proponer un modelo reducido
(en función del número de parámetros) con un alto grado de precisión en la estimación. Y
asemejar el comportamiento de sistemas fraccionarios a través del uso de redes neuronales
con el fin de reducir el tiempo de computo.

1.5. Justificación

La mayoría de los controladores se diseñan con base en un modelo matemático y este
es obtenido mediante dos formas: una de ellas es mediante las leyes físicas que rige al
sistema y por último la identificación de sistemas. La IS se puede realizar de diversas
maneras y con una gran variedad de modelos propuestos, en este caso, se concentrará en
realizar la IS con RNA y CF.

Es normal que surjan diversos cuestionamientos acerca de las aplicaciones del CF
debido a que no se cuenta con una interpretación física o geométrica exacta. A pesar de
ello, el CF ha mostrado diversas ventajas en su aplicación como lo es la representación
de sistemas no lineales de orden superior y fenómenos complejos mediante un sistema
fraccionario de orden menor y por ende con un número de coeficientes o parámetros
reducido. La no localidad que ofrece el cálculo fraccionario permite que se puedan ex-
plicar fenómenos más complejos de manera más precisa. La no localidad se basa en el
efecto de memoria que la derivada fraccionaria contiene; este efecto consiste en ponderar
el histórico o comportamientos pasados para producir el valor actual y no solo depen-
der de una vecindad cercana a un punto de equilibrio como comúnmente se realiza. En
diversos trabajos se muestra que la identificación de sistemas con CF es eficiente [5, 37–41].

Por otro lado, las RNA han mostrado ser útiles en diversos campos de la ciencia
gracias a su sencilla implementación, rapidez y adaptabilidad. En este contexto, se pueden
utilizar a las RNA para aproximar comportamientos no lineales como se ha propuesto en
[10, 23–25, 42–44].

1.6. Objetivos

1.6.1. Objetivo General

Desarrollar algoritmos con el fin de realizar la identificación de sistemas no lineales
mediante la implementación de redes neuronales de orden fraccionario.

1.6.2. Objetivos Específicos

1. Diseñar una RNA capaz de ser utilizada mediante el enfoque de CF y realizar la IS
con las RNAs diseñadas.

2. Desarrollar algoritmos de aprendizaje fraccionarios y validarlos mediante una com-
paración con algoritmos de aprendizaje clásicos donde el orden es entero.

3. Implementar la red neuronal fraccionaria junto con el algoritmo de aprendizaje
fraccionario.
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4. Realizar la identificación de diversos sistemas propuestos por la literatura en función
de los siguientes aspectos:

a) Método para determinar el orden de la red neuronal fraccionaria implementada.

b) Análisis de la velocidad de convergencia y estabilidad mediante el uso de la
función de Lyapunov para cada experimento.

1.7. Metas

Desarrollar algoritmos de los métodos de integración y derivación fraccionaria, de
redes neuronales y de entrenamiento neuronal fraccionario.

Establecer una metodología para la identificación de sistemas mediante redes neuro-
nales introduciendo el enfoque de cálculo fraccionario.

1.8. Organización del Documento

El documento de Tesis se encuentra distribuido en los siguientes capítulos:

Capítulo 2: Se muestra una descripción general del cálculo fraccionario, funciones
especiales utilizadas en el CF y las definiciones de derivada fraccionaria utilizadas para el
desarrollo de este trabajo de Investigación.

Capítulo 3: Consta de una explicación general de las redes neuronales artificiales,
arquitecturas, entrenamientos, descripción de factores importantes en el aprendizaje y el
proceso de identificación con RNAs.

Capítulo 4: Se explica un método de integración numérica utilizando redes neuronales
y técnicas de identificación de sistemas para la resolución de sistemas fraccionarios con
orden variable, kernel no local y no singular.

Capítulo 5: Se propone un algoritmo de aprendizaje de orden fraccionario, una estruc-
tura de RNA basada en CF capaz de realizar la identificación de diversos sistemas de entre
los cuales se encuentran retos de identificación de sistemas mecánicos y médicos.

Capítulo 6: Se presenta un algoritmo de aprendizaje fraccionario y estructura neuro-
nal dinámica fraccionaria basada en la estabilidad de Lypunov para la identificación de
diversos sistemas.

Capítlo 7: Finalmente, se presentan las conclusiones generales del trabajo de investiga-
ción, aportaciones y se plantean posibles investigaciones futuras.
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Cálculo Fraccionario

El 30 de Septiembre de 1695, el matemático francés Guillaume de L’Hôpital escribió al
alemán Gottfried Wilhelm Leibniz preguntando la notación particular que había usado en

su publicación para la derivada de n-ésimo orden
Dnx

Dxn
de una función lineal f(x) = x, .

L’Hôpital cuestionó "¿Cuál sería el resultado si n = 1/2?", a lo que Leibniz respondió: “Un
paradoja aparente, de la cual, un día consecuencias útiles serán escrita”. Así es como con
estas pequeñas pero indiscutibles frases, el cálculo fraccionario nació.

2.1. Introducción

Como se ha mencionado con anterioridad, Leibniz al proponer su notación de derivada
fue cuestionado en diversas ocasiones gracias a la curiosidad que él plantó en muchos
matemáticos de la época. En la carta enviada por Leibniz a L’Hôpital, no solo se hizo
mención a la “posible paradoja” sino que propuso el posible resultado de la pregunta
realizada por L’Hôpital donde expresa que d

1
2x = x

√
dx : x y que a su vez, realizando

un cambio de variables dex = x[e]
√
dx/x. En Diciembre de 1695, el matemático suizo

Johann Bernoulli, preguntó a Leibniz: "De la analogía que ha mostrado, la exponenciación
y derivación pueden ser transferidas a series para dmx̄y. Si m es un número fraccionario
o irracional, puede por favor usted explicarme, ¿qué sería dmx̄y, una cantidad o algo
más? [...]". Leibniz contestó en el mismo mes una carta donde comenzó a utilizar el tér-
mino“orden general” refiriéndose al orden de derivación no entero. En su respuesta,
Leibniz proponía una generalización para el problema puesto por Bernoulli finalizando
con "Pienso que esto es memorable, y usted no será desagradecido por ello. Usted ha
visto que las derivadas «extraordinarias» pueden ser expresadas por la composición de
series geométricas infinitas". En 1697 el matemático inglés John Wallis escribió a Leibniz
acerca de una productoria infinita que fuese igual a 1

2 contestando que "[...] He revelado
que aparte de las propiedades conocidas de y, y2, y

1
2 , etc. o más general ye, o pey y el

cambio de estados dy, d2y (o ddy), pueden ser definidos también por d
1
2 y o más general

dey"[45, 46]. Esa fue la última referencia que se tiene acerca de Leibniz y su propuesta del
uso de órdenes generalizados.
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Al morir Leibniz las derivadas de orden no entero no dejaron de producir cuestiona-
mientos en la comunidad científica. En 1738 el matemático suizo Leonhard Euler propuso
arreglos algebraicos con órdenes no enteros en un trabajo de progresiones numéricas
[47]. El italiano Joseph-Louis Lagrange en 1977, menciona en su ley de exponentes pa-
ra operadores diferenciales de orden entero considerando que los órdenes pueden ser
complejos [48]. El matemático francés Sylvestre François Lacroix, propuso la solución
de derivadas fraccionarias para funciones exponenciales utilizando la función Gamma
propuesta por Euler (ver sección 2.2.1) [49]. En 1820 el matemático francés Pierre-Simon
Laplace definió una derivada fraccionaria para funciones representada por una integral
[50]. En 182, el francés Jean-Baptiste Joseph Fourier, propone la primera definición de una
integral fraccionaria como

di

dxi
fx =

1

2π

∫ ∞
−∞

dαfα

∫ ∞
−∞

picos

(
p(x− α) +

iπ

2

)
dp, (2.1)

donde i es una cantidad cualquiera positiva o negativa y fx puede ser una función cual-
quiera [51].

Desde 1695 (los orígenes del CF), se habían propuesto diversas definiciones de deriva-
da fraccionaria pero, no fue hasta 1823 cuando el matemático noruego Niels Henrik Abel
utiliza al CF para resolver un problema físico; el problema de tautócrona es la determi-
nación de una curva en un plano R2 de tal manera que se estime el tiempo requerido de
una partícula para deslizarse hasta la parte más baja de la curva bajo efectos gravitacio-
nales uniformes considerando que los puntos de partida (x0, y0) son independientes. La
solución propuesta por Abel se basa en igualar la energía potencial y cinética, realizando
cambios de variables y operaciones algebraicas se obtiene la ecuación (2.2) [52, 53].

k(x) =

∫ x

0
(x− t)−

1
2 f(t)dt⇒ f(x) =

k

π
√
x
. (2.2)

Nótese que en la ecuación (2.2) no solamente se encuentra la solución del problema
tautócrona sino una solución de una integral fraccionaria con orden α = 0.5 [46].

En 1832 el matemático francés Joseph Liouville desarrolló dos diferentes definiciones
de derivadas fraccionarias. La primera es aplicada en funciones f(x) las cuales pueden ser
expandidas en una combinación lineal infinita entre constantes y funciones exponenciales
[54]; nótese que de la definición propuesta, el orden de derivación α está restringido de tal
manera que la serie no sea convergente. La segunda definición propuesta por Liouville no
tiene ninguna restricción en la selección de α pero sí en el tipo de definición en la que se
desea aplicar. Para funciones del tipo f(x) = 1

xa , con un parámetro arbitrario se desarrolló
la siguiente definición:

Dαx−a =
(−1)αΓ(a+ α)

Γ(a)
x−a−α, (2.3)

donde Γ(·) es la función Gamma de Euler (ver apartado 2.2.1) para cualquier orden frac-
cionario de derivación α. A pesar de que ambas definiciones contienen restricciones para
su aplicación, Liouville utiliza estas definiciones para resolver problemas geométricos,
físicos, mecánicos y ecuaciones diferenciales fraccionarias (EDF). En 1847 el alemán Georg
Friedrich Bernhard Riemann deduce una definición de derivada fraccionaria buscando
una generalización de la serie de Taylor. La combinación de ambas técnicas o definiciones
(Liouville y Riemann) produjo lo que hoy se conoce como la primer definición de integral
fraccionaria de Riemann-Liouville. En 1867 los matemáticos Anton Karl Grünwald y
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Aleksey Vasilievich Letnikov propusieron las bases de una definición de derivada frac-
cionaria, utilizando una idea propuesta por Liouville, la cual se basa en utilizar el límite
de diferencias finitas para órdenes fraccionarios. El método se basa en generalizar le
definición de derivada clásica propuesta por Newton y reemplazar los elementos n de
coeficientes binomiales por un valor no entero naciendo así la definición de derivada
fraccionaria de Grünwald-Letnikov [55, 56].

Posteriormente, cien años después de las definiciones propuestas por Liouville, Rie-
mann, Grünwald y Letnikov. El matemático italiano Michele Caputo, propuso una defi-
nición de derivada fraccionaria la cual, hoy es conocida como derivada fraccionaria de
Caputo. La definición propuesta por Caputo está altamente conectada por la definición
de Riemann-Liouville .

Hasta ahora se ha hablado de 300 años de historia matemática donde sucesos impor-
tantes pasaron y las personas que sembraron las bases del cálculo fraccionario a como se le
conoce en la actualidad. En este capítulo se hablarán de funciones especiales en el cálculo
fraccionario, diversas definiciones de derivadas fraccionarias y su forma de cálculo.

2.2. Funciones especiales

Como se ha mencionado con anterioridad, el cálculo ordinario o de orden entero es un
caso particular del CF. Es importante destacar que el CF se encuentra compuesto por diver-
sas funciones cuyo concepto matemático es relativamente simple pero es necesario para
su desarrollo. En las siguientes secciones se presentarán funciones especiales utilizadas en
el CF.

2.2.1. Función Gamma de Euler

La función Gamma extiende el concepto del factorial de los números complejos. La
ecuación (2.4) muestra la definición de la función Gamma.

Γ(x) =

∫ ∞
0

tx−1e−tdt, ∀x ∈ R\Z−. (2.4)

Existen diversas propiedades de la función Gamma, por ejemplo, si la parte real del
número complejo x es positiva, entonces la integral mostrada en la ecuación (2.4) converge
absolutamente (

∑∞
n=0 |an| <∞). Usando integración por partes se obtiene que

Γ(x+ 1) = xΓ(x), (2.5)

generalizando la relación n! = n(n − 1)!. Con la evaluación de Γ(1) = 1 y usando la
ecuación (2.5) se deduce que el factorial es un caso particular de la función Gamma como
lo muestra la ecuación (2.6).

Γ(n+ 1) = nΓ(n) = . . . = n!Γ(1) = n!, n ∈ R\Z−. (2.6)

La Figura 2.1 muestra el comportamiento de la función Gamma en un intervalo de los
número reales.

2.2.2. Función de Mittag-Leffler

La función de Mittag-Leffler (ML) es sumamente importante en el CF debido a que
es capaz de generalizar a las funciones exponenciales. Como bien se sabe, las funciones
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Figura 2.1: Aproximación de la función gamma de Euler.

exponenciales son las principales soluciones de las ecuaciones diferenciales de orden
entero por lo que la función de ML es utilizada para obtener las soluciones de ecuaciones
diferenciales fraccionarias (EDF). La ecuación (2.7) muestra la función de ML biparamé-
trica. Nótese que si α = β = 1 se obtiene la clásica serie de Taylor para representar una
función exponencial.

Eα,β(x) =
∞∑
k=0

xk

Γ(αk + β)
, α, β ∈ C, R(α) > 0, R(β) > 0, x ∈ C. (2.7)

La Figura 2.2 muestra el comportamiento de la función de ML considerando que el
valor de β = 1 y variando el valor de α. Tal como lo muestra la Figura, si el valor de α y β
es igual a uno, se obtiene la clásica función exponencial.

-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

0

20

40

60

80

100

120

140

160

180

Figura 2.2: Aproximación de la función de Mittag-Leffler.
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2.3. Derivadas Fraccionarias

Como se ha mostrado en la introducción de este capítulo (sección 2.1), a diferencia del
cálculo ordinario, el CF está compuesto por diversas definiciones de derivada fraccionaria.
Cada una cuenta con características y procesos numéricos (para su cálculo) diferentes.
Bajo este contexto, se han estipulado ciertos requerimientos que una derivada fraccionaria
debe cumplir [57]:

1. La derivada fraccionaria es un operador lineal.

2. La derivada fraccionaria de una función analítica es analítica.

3. Si el orden de derivación es un número entero positivo, se obtiene la derivada clásica
de la función.

4. Si el orden de derivación es igual a cero, se recupera la misma función, es decir,
aD0

bf(t) = f(t).

5. Para cualquier n ∈ N y α ∈ (0, 1] se tiene que aDαb (aDnb f(t)) = aDnb (aDαb f(t)).

6. La derivada fraccionaria tendrá propiedades no locales.

El punto cuatro y cinco hacen mención a la notación de una derivada fraccionaria.
Considerando una derivada fraccionaria

Q
t0
DαT . (2.8)

De la ecuación (2.8),D representa el operador de derivada fraccionaria, Q representa la
definición o sentido de la derivada fraccionaria, t0, T son los límites de la integral donde
se realiza un barrido de los diversos comportamientos del argumento de la integral y α
indica el orden fraccionario de la derivada. A lo largo del documento, la notación anterior
se seguirá utilizando para representar una derivada fraccionaria.

El último punto se refiere a la capacidad de la derivada fraccionaria para guardar
información de sucesos pasados, a este término se le ha definido como efectos de memoria.
El efecto de memoria de una derivada fraccionaria lo otorga el núcleo o kernel de la
derivada. El kernel se encarga de completar una convolución entre él y la función f(t)
como se muestra en la ecuación (2.9).

(f ∗ g)(t) =

∫ ∞
−∞

f(λ)g(t− λ)dλ. (2.9)

Estadísticamente, al efecto de la convolución utilizando el kernel de la derivada
fraccionaria y la función f(t) se le conoce como media móvil ponderada (WMA por sus
siglas en inglés weighted moving average). Se le puede definir como una WMA gracias a
que el kernel se encarga de ponderar los valores de la función f(t) haciendo que los datos
más recientes tienen mayor peso que los datos más antiguos. Se ha reiterado que el CF
está formado por diversas definiciones de derivadas fraccionarias, esto debido a que cada
derivada fraccionaria tiene un kernel diferente como funciones de potencia, exponenciales,
funciones ML, entre otros. En las siguientes secciones se muestran las definiciones de
derivadas fraccionarias utilizadas para realizar este trabajo de investigación.
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2.3.1. Derivada Fraccionaria de Riemann-Liouville

La formulación común de una integral fraccionaria puede ser derivada directamente
de una expresión tradicional de integrar repetitivamente una función. Este enfoque es
conocido como el Enfoque de Riemann-Liouville (RL). La ecuación (2.10), muestra la
formula propuesta por Cauchy de evaluar la n-ésima integral de una función f(t).∫ ∫

. . .

∫ t

0
f(τ)dτ =

1

(n− 1)!

∫ t

0
(t− τ)n−1f(τ)dτ. (2.10)

La ecuación (2.11) muestra una simplificación de la expresión (2.10) utilizando propie-
dades de la función Gamma.

J αf(t) = fα(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0
(t− τ)α−1f(τ)dτ. (2.11)

De la integral fraccionaria de RL, se dedujo el proceso inverso proponiendo la defini-
ción 1.

Definición 1. Sea f : R → R × [a, b], b > a, α ∈ (0, 1], f ∈ C1 entonces, la derivada
fraccionaria en el sentido de Riemann-Liouville (RL) es:

RL
a Dαb f(t) =

1

Γ(1− α)

d

dt

∫ b

a
f(τ) (t− τ)−α︸ ︷︷ ︸

Memoria

dτ. (2.12)

La derivada de RL tiene diversas características; la derivada de una constante es
diferente de cero, es una de ellas. Las condiciones iniciales de un sistema o EDF deben
ser fraccionarias, esto es, especificar los valores de f, f (α1), f (α2), ..., f ()αn) cuando t = 0.
No se tiene una explicación física clara de lo que es una condición inicial fraccionaria,
en ocasiones se les define como efectos de subdifusión o pérdidas. Por otro lado se
considera que la magnitud de la condición inicial fraccionaria no es medible y por lo tanto
desconocida [58].

2.3.2. Derivada Fraccionaria de Grünwald-Letnikov

Opuesto al enfoque propuesto por la integral de RL que se basa en integrar repeti-
tivamente una función, Grünwald y Letnikov propusieron el generalizar el proceso de
diferenciación repetitiva basándose en la definición fundamental de la derivada mostrada
en la ecuación (2.13).

f ′(x) = ĺım
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
, (2.13)

aplicando la fórmula anterior nuevamente se obtiene,

D2f(x) = ĺım
h to0

f(x+ 2h)− 2f(x+ h) + f(x)

h2
, (2.14)

derivando n veces la ecuación (2.14) se llega a una expresión en forma de serie como
(2.15).

Dnf(x) = ĺım
h→0

1

hn

n∑
m=0

(−1)m
(
n

m

)
f(x−mh). (2.15)

La expresión (2.15) puede ser generalizada por valores no enteros de n con α ∈ R
como se muestra en la definición 2 [59].
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Definición 2. Sea f : R→ R×
[
t0,

T−t0
h

]
, α(0, 1], f ∈ C1 entonces, la derivada fraccionaria

de Grünwald-Letnikov es:

GL
t0 D

α
T f(t) = ĺım

h→0

1

hα

[
T−t0

h

]∑
k=0

(−1)k
(
α

k

)
︸ ︷︷ ︸

Memoria

f(t− kh). (2.16)

2.3.3. Derivada Fraccionaria de Liouville-Caputo

Michele Caputo publicó en [60] una nueva definición de derivada fraccionaria. La
derivada fraccionaria de Caputo se muestra en la definición 3.

Definición 3. Sea f : R → R × [a, b], b > a, α ∈ (0, 1], f ∈ C1 entonces, la derivada
fraccionaria en el sentido de Liouville-Caputo (LC) es:

LC
a Dαb f(t) =

1

Γ(1− α)

∫ b

a

d

dτ
(f(τ)) (t− τ)−α︸ ︷︷ ︸

Memoria

dτ. (2.17)

Como se observa en la ecuación (2.17), la derivada LC comparte el mismo opera-
dor integral de RL. Comparado con la definición de R, la derivada en el sentido de LC
tiene un operador diferencial clásico dentro de la integral. Cabe destacar que la deri-
vada de RL y LC comparten el mismo kernel de potencia pero, en la derivada de LC,
la derivada de una constante es igual a cero (tal como el caso clásico), y las condicio-
nes iniciales del sistema son enteras (del mismo modo que el caso clásico), es decir,
f(0), f ′(0), f ′′(0), . . . , f (n)(0), f (n−1)(0) son conocidas y se tiene un significado físico pre-
ciso.

2.3.4. Derivada Fraccionaria de Caputo-Fabrizio

En 2015, los investigadores Caputo y Fabrizio proponen la siguiente definición de
derivada fraccionaria:

Definición 4. Sea f : R → R × [a, b], b > a, α ∈ (0, 1], f ∈ C1 entonces, la derivada
fraccionaria en el sentido de Caputo-Fabrizio (CFC) es [61, 62]:

CFC
a Dαb f(t) =

M(α)

1− α

∫ b

a

d

dτ
(f(τ)) exp

[
−α(t− τ)

1− α

]
︸ ︷︷ ︸

Memoria

dτ. (2.18)

donde M(α) es una función de normalización de tal manera que M(0) = M(1) = 1.

Nótese que la derivada fraccionaria CFC de una constante es igual a cero al igual que
la definición de LC (ver ecuación (2.17) ). Las definiciones de RL y LC tienen un problema
de singularidad en su kernel de potencia cuando t→ τ , este problema de singularidad es
atendido mediante la introducción del kernel exponencial mostrado en la ecuación (2.18).

2.3.5. Derivada Fraccionaria Atangana-Baleanu

En años recientes, el CF ha provocado gran interés gracias a su facilidad de modelar
fenómenos físicos del mundo real. Se ha hablado de las bases del CF como de las primeras
definiciones de derivadas fraccionarias existentes. En la actualidad se siguen proponiendo
diversas definiciones de derivada fraccionaria con núcleos más fuertes (con respecto al
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efecto de memoria). En [63] se propone una derivada fraccionaria en el sentido de Caputo,
es decir, el operador derivativo clásico se encuentra dentro de la integral como es mostrado
en la definición 5.

Definición 5. Sea f : R → R × [a, b], b > a, α ∈ (0, 1], f ∈ C1 entonces, la derivada
fraccionaria de Atangana-Baleanu (ABC) en el sentido LC es:

ABC
a Dαb f(t) =

B(α)

1− α

∫ b

a

d

dτ
f(τ)Eα

[
−α(t− τ)α

1− α

]
︸ ︷︷ ︸

Memoria

dτ, (2.19)

donde B(·) es una función de normalización definida como B(0) = B(1) = 1. La ecuación
(2.19) está compuesta por una función de ML el cual, es un kernel no local. Tal como la
definición de LC (ver definición 3), la derivada ABC tiene las mismas propiedades, es
decir, la derivada de una constante es igual a cero y las condiciones iniciales son clásicas.
La integral asociada a la ecuación (2.19) se muestra en la definición (6).

Definición 6. La integral asociada a la derivada fraccionaria con kernel no local es representada
como:

ABC
a J αb f(t) =

1− α
B(α)

f(t) +
α

B(α)Γ(α)

∫ b

a
f(τ)(t− τ)α−1dτ. (2.20)

2.3.6. Derivada Fraccionaria-Fractal

Últimamente se ha propuesto utilizar el concepto de fractalidad en las derivadas
fraccionarias con el fin de observar el comportamiento de la derivada en cualquier escala
de tiempo. Cabe destacar que a la derivada fraccionaria con respecto al espacio otorga
información de la fractalidad del sistema [64].

Definición 7. Sea f(t) ∈ C1 en un dominio [t0, T ], α un orden fraccionario constante tal que
0 < α ≤ 1, β un orden fraccionario constante tal que 0 < β ≤ 1 entonces, la derivada fraccionaria
de f(t) con orden fraccionario α y una dimensión fractal β está definida como(

FFP
t0 Dα,βT f(t)

)
=

1

Γ(1− α)

d

dtβ︸︷︷︸
Fractalidad

∫ T

t0

f(τ) (t− τ)−α︸ ︷︷ ︸
Memoria

dτ, (2.21)

donde

d

dtβ(t)
Φ(t) = ĺım

t→t1

Φ(t)− Φ(t1)

tβ(t) − tβ(t1)1

= Φ̇(t)
t
β(t1)
1

β̇(t1) ln t1 +
β(t1)

t1

, (2.22)

la ecuación (2.22) muestra el comportamiento para dimensiones fractales variables. Es
decir el orden de fractalidad β es una función tal que β : R → R, t 7→ β(t). Si el valor
de β es constante, se recupera la principal propiedad de fractalidad. Al igual que las
definiciones de RL y LC, la derivada FFP (2.22) tiene una singularidad cuando t = τ
en consecuencia, en [65] se ha propuesto una derivada fractal-fraccionaria no singular
definida por la ecuación (2.23).

Definición 8. Sea f(t) ∈ C1 en un dominio [t0, T ], α un orden fraccionario constante tal que
0 < α ≤ 1, β un orden fraccionario constante tal que 0 < β ≤ 1 entonces, la derivada fraccionaria
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de f(t) con orden fraccionario α y una dimensión fractal β con un kernel no singular está definido
como: (

FFE
t0 Dα,βT f(t)

)
=
M(α)

1− α
d

dtβ︸︷︷︸
Fractalidad

∫ T

t0

f(τ) exp

[
−α(t− τ)

1− α

]
︸ ︷︷ ︸

Memoria

dτ. (2.23)

donde M(α) es una función de normalización similar a la definición mostrada en (2.18)

Le definición mostrada en 8 está compuesta por un kernel no singular, es decir evita
las indeterminaciones en su formulación. El kernel de la misma, al ser una función expo-
nencial, genera una particularidad, es decir es no local y su ponderación con respecto a
la función f(t) es débil. Por lo tanto, en [65] se ha propuesto una definición de derivada
fractal-fraccionaria con un kernel no singular y no local como es mostrado en (2.24).

Definición 9. Sea f(t) ∈ C1 en un dominio [t0, T ], α un orden fraccionario constante tal que
0 < α ≤ 1, β un orden fraccionario constante tal que 0 < β ≤ 1 entonces, la derivada fraccionaria
de f(t) con orden fraccionario α y una dimensión fractal β con un kernel no singular y no local
está definida como:(

FFM
t0 Dα,βT f(t)

)
=
B(α)

1− α
d

dtβ︸︷︷︸
Fractalidad

∫ T

t0

f(τ)Eα

[
−α(t− τ)

1− α

]
︸ ︷︷ ︸

Memoria

dτ. (2.24)

donde B(α) es una función de normalización denotada por la definición 5.

Cada una de las definiciones fractal-fraccionaria cuentan con una integral asociada.
En las ecuación (2.25), (2.26) y (2.27) muestran las integrales asociadas a las derivadas FF
mostradas en (2.21), (2.23) y (2.23), respectivamente

FFP
t0 J α,βT f(t) =

1

Γ(α)

∫ T

t0

(t− τ)α−1f(τ)βτβ−1dτ. (2.25)

FFE
t0 J α,βT f(t) =

(1− α)β

tM(α)
f(t) +

α

M(α)

∫ T

t0

f(τ)βτβ−1dτ. (2.26)

FFP
t0 J α,βT f(t) =

βtβ−1(1− α)

B(α)
f(t) +

α

B(α)Γ(α)

∫ T

t0

βτβ−1(t− τ)α−1f(τ)dτ. (2.27)

Cabe destacar que la prueba de la ecuación (2.22), las ecuaciones (2.25), (2.26), (2.27), la
existencia y unicidad de las ecuaciones (2.21), (2.23) y (2.24) se han documentado en [65].
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Redes Neuronales Artificiales

3.1. Introducción

Las redes neuronales artificiales (RNA) se han convertido en la familia de algoritmos
de machine learning más populares de los últimos años. Las RNA como modelo comunica-
cional existen desde varias décadas en el pasado pero no ha sido hasta los últimos años
con la mejora de la técnica y tecnología que se han utilizado en diversas ocasiones para
desempeñarlas de vastas tareas. Reconocimiento de caracteres, imágenes, voz, predicción
bursátil, generador de texto, traducción de idiomas, prevención de fraude, control de ma-
nejo, análisis genético, pronóstico de enfermedades, clasificación, etc. Son las aplicaciones
que se le han dado a las RNA en los últimos años.

Como suele ocurrir en estructuras avanzadas, la complejidad de estos sistemas emerge
por la interacción de elementos más simples trabajando conjuntamente, en el caso de una
RNA a cada uno de estos elementos se le denomina neurona.

Figura 3.1: Neurona artificial con pesos y bias.
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Similar a una neurona biológica, la neurona artificial tiene conexiones de entrada a
través de las que recibe estímulos independientes, es decir, son entradas desconocidas
(x1, x2, . . . , xn) para la neurona como muestra la Figura 3.1. Con los valores de entrada,
la neurona procesará la información y producirá un valor de salida y ponderada por la
combinación lineal de las entradas y peso parámetros denominados como pesos sinápticos
(w1, w2, . . . , wn). La Figura 3.1 puede ser representada mediante un modelo matemático
como (3.1).

y = ϕ

(
n∑
k=1

wkxk + θ

)
, (3.1)

donde x son los valores de entrada,w y θ son parámetros de ponderación, ϕ es una función
y y es el valor de salida entregado por la neurona.

El siguiente capítulo muestra el significado de una red neuronal, características de las
redes neuronales como su capacidad para aproximar funciones no lineales, el proceso de
adaptación que las hacen útiles para la IS y diversas estructuras de red neuronal.

3.2. Redes Neuronales Artificiales

Una RNA es un modelo matemático que imita el funcionamiento del cerebro humano
motivado por el hecho de que el cerebro es capaz de calcular y aprender series de patrones
[66]. Al igual que el cerebro, una RNA es capaz de completar acciones no lineales, cálculo
en paralelo, etc. esto gracias a las diversas arquitecturas de una RNA. El modelo neuronal,
está constituido por diversas unidades de procesamiento llamadas neuronas la cual se
encarga de almacenar y juntar información de los valores de entrada para producir una
señal de salida.

Tal como lo muestra la ecuación (3.1) y la Figura 3.1, la neurona puede mapear no
linealidades o mantener su comportamiento lineal mediante una expresión matemática
llamada función de activación. La neurona biológica se comunica con otras neuronas
mediante choques eléctricos, esta comunicación celular se le conoce como sinápsis. Del
mismo modo, la neurona artificial es capaz de comunicarse con diversas neuronas ar-
tificiales mediante un parámetro ponderado conocido como peso sináptico. Los pesos
sinápticos son optimizados mediante algoritmos de entrenamiento. Gracias a las vastas
arquitecturas de RNAs y a su sencilla implementación, las RNAs son capaces de lidiar
con diferentes tareas, es decir, sin importar la tarea o propósito, la RNA buscará adaptarse
para completar el objetivo por el que fue implementada mediante la adaptación de sus
pesos sinápticos con un proceso de entrenamiento [66, 67].

3.3. Arquitectura de Redes Neuronales

Como se ha mencionado con anterioridad, las RNA son estructuras complejas com-
puestas por una serie de elementos, nodos o unidades denominados neuronas. La Figura
3.1 muestra una neurona artificial la cual está hecha por varios elementos entre ellos está
un combinación lineal de parámetros llamados pesos sinápticos y una señal de entrada
xk que es multiplicada por un peso sináptico wk. Cabe destacar que el dominio de los
pesos sinápticos son todos los números reales, es decir, se pueden definir pesos sinápticos
positivos como negativos. Otro parámetro de la red neuronal que no es definido como
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peso sinápticos sino como un parámetro auxiliar que permite la movilidad de la función
de activación es el denominado bías (θ). Del mismo modo, una neurona está compuesta
por funciones de activación ϕ(·) que permite realizar un mapeo lineal o no lineal tal que
y : Rn → R, (w, x, ϕ, k) 7→ y(w, x, ϕ, k) : x ∈ Rn.

3.3.1. Funciones de activación

Anteriormente se mencionó que la neurona biológica produce un potencial de acción
en función de las señales que haya recibido a través de la sinápsis. Analógicamente, las
neuronas artificiales cuentan con una función de activación que permite realizar el mismo
fin que la neurona biológica. Con el fin de que la neurona artificial realice el mapeo no
lineal, se define una función de activación no lineal y de clase uno, esto es, ϕ(·) ∈ C1

debido a que se busca que tanto la función de activación como su primera derivada sean
continuas. A continuación se presentan algunas de las funciones de activación utilizadas
en las RNA:

1. Función lineal: también conocida como función identidad es aquella donde el argu-
mento de entrada es igual a la salida (ver Figura 3.2a).

ϕ(v) = v. (3.2)

2. Función sigmoidal: Es la función más utilizada en las capas ocultas de una RNA ya
que la función y la derivada de la función son continuas (ver Figura 3.2b).

ϕ(v) =
1

1 + e−2v
. (3.3)

3. Tangente hiperbólica: La función tanh (·), es requerida cuando se busca un rango dife-
rente a la función sigmoidal ya que ésta tiene un centro en el origen y su codominio
es Ξv ∈ {ϕ(v) : −1 ≤ ϕ(v) ≤ 1} (ver Figura 3.2c).

ϕ(v) =
1− e−2v

1 + e−2v
= tanh(v). (3.4)

La Figura 3.2 muestra las tres funciones de activación mostradas en las ecuaciones (3.2)
- (3.4).

3.3.2. Redes Neuronales Multicapa Realimentadas

Una red neuronal multicapa realimentada (FFNN por siglas en inglés FeedForward
Neural Network) es una de las arquitecturas más utilizadas en diversas aplicaciones
[68–72]. En una FFNN las neuronas están organizadas en secciones llamadas capas, es
decir, los nodos que se encuentran en la capa de entrada suministran información de
los patrones que se desean reproducir (vector de entrada), esta información serán la
entrada a la siguiente capa (primer capa oculta) mediante una ponderación realizada por
pesos sinápticos. Las salidas de la capa oculta serán las entradas de la segunda capa y
las salidas de las neuronas de la segunda capa serán las entradas de la tercera capa y así
sucesivamente hasta llegar a la capa de salida. Esta comunicación entre las capas de la red
neuronal es con el fin de que la red pueda aprender conocimiento jerarquizado [73]. La
Figura 3.3 ilustra una RNA de dos capas ocultas con P neuronas en la primer capa oculta
y Q neuronas en la siguiente capa oculta siendo esta una RNA multicapa realimentada de
P −Q neuronas, n entradas y q salidas.
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Figura 3.2: Funciones de activación para neuronas artificiales.

La RNA de la Figura 3.3 se representa matemáticamente como la ecuación (3.5).

yi = ϕ

 P∑
p=1

vipϕ

 n∑
j=1

wpjxj + θp

+ ιi

 , i = 1, 2, . . . ,Q, (3.5)

definiendo zq como la señal de salida de cada neurona de la primer capa oculta permite
que el modelo se simplifique de tal forma que

zq = ϕ

 n∑
j=1

wpjxj + θp

 , p = 1, 2, . . . ,P,

yi = ϕ

 P∑
p=1

vipzq + ιi

 , i = 1, 2, . . . ,Q.

(3.6)

Existen diversas configuraciones/arquitecturas de RNA realimentada donde, la reali-
mentación se realiza desde la primera capa a la última o penúltima capa. Sin importar
dónde se encuentre la realimentación, la esencia de una RNA realimentada es que la
información siempre se distribuye hacia una sola dirección [73, 74].
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Capa de 
entrada.

Capas ocultas. Capa de 
salida.

Figura 3.3: RNA multicapa realimentada con p− q neuronas, n entradas y q salidas.

3.3.3. Redes Neuronales Recurrentes

Una red neuronal recurrente (RNR), a diferencia de una RNA realimentada, tiene
por lo menos una retroalimentación. La retroalimentación se realiza si la neurona es su-
ministrada mediante la salida de ella misma o si la salida de una neurona es utilizada
como entrada de una neurona en una o varias capas atrás. La Figura 3.4 muestra una
RNR con tres neuronas en una única capa oculta con tres elementos de regresión o retraso
denotados por z−1. Cada salida de las neuronas es retroalimentada y procesada con z−1

las cuales serán “entradas” para el nuevo procesamiento. Como se ha mencionado, una
retroalimentación puede definirse como la salida de una neurona retroalimentada a sí
misma, la Figura 3.4 muestra que la tercera neurona de la capa oculta cumple con dicha
definición (línea morada de la Figura 3.4).

El modelo neuronal de la Figura 3.4 se muestra en la ecuación (3.7). La salida de la
tercera neurona de la tercera capa se modela matemáticamente en (3.8).

yq = ϕ

(
2∑
i=1

wiqxi + w3qy1[k − 1] + w4qy2[k − 1] + w5qx̄[k − 1]

)
, q = 1, 2. (3.7)

x̄ = ϕ

(
2∑
i=1

wi3xi + w33y1[k − 1] + w43y2[k − 1] + w53x̄[k − 1] + w63x̄[k]

)
. (3.8)
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Entradas

Salidas

Figura 3.4: RNA recurrente con dos entradas, dos salidas y tres neuronas en la capa oculta.
La retroalimentación es realizada mediante el procesamiento de cada una de las salidas
mediante z−1.

De las ecuaciones (3.7) y (3.8) se observa que el hecho de añadir retroalimentaciones
introduce memoria a la evolución de las neuronas haciendo que la habilidad de apren-
dizaje cambie de manera dinámica. De esta forma la RNA será capaz de caracterizar
no solo comportamientos estáticos (aproximación de funciones) sino que caracterice el
comportamiento de un fenómeno variante en el tiempo. Es importante destacar que en la
Figura 3.4, cada una de las neuronas no muestra ningún bías, esto con el fin de mostrar que
no en todos los casos se necesita un bías para procesar la información, el hecho de añadir
el bías queda sujeto al diseñador. Al implementar una RNA, la selección del número de
neuronas, bías, tipo de función de activación, entrenamiento no es trivial y no existe un
método o algoritmo que indique cómo seleccionar estos requerimientos por lo tanto, se
realizan diversas pruebas cambiando los aspecots antes mencionando midiendo el error
de aproximación obtenido.

3.4. Entrenamiento de Redes Neuronales

Sin lugar a dudas, una de las propiedades más importantes de las RNAs es su capa-
cidad de aprender, entrenarse o adaptarse a su entorno mediante el ajuste adecuado de
los pesos sinápticos. El aprendizaje neuronal se define como el proceso por el cual, los
parámetros libres de una RNA son adaptados a través de un proceso de simulación del o
por entorno donde la red es implementada [73]. El aprendizaje se realiza de dos maneras:

Entrenamiento supervisado: En el entrenamiento supervisado, el entorno es repre-
sentado por un conjunto de información de entrada y salida el cual, constituye al
conjunto de entrenamiento. La RNA es expuesta al conjunto de entrenamiento y sus
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parámetros (pesos sinápticos) son ajustados con base en una señal error, es decir, la
diferencia entre la salida de la RNA y la salida deseada. El ajuste continúa iterativa-
mente paso a paso con el fin de hacer que la RNA responda lo más precisamente
posible al conjunto de datos de salida del conjunto de entrenamiento.

Entrenamiento no supervisado: El conjunto de entrenamiento es aprendido me-
diante la continua interacción del entorno o experimento con el fin de minimizar
un índice de desempeño muestra por muestra. Minimizando la función objetivo
implica que la RNA asigne un valor o característica por cada comparación realizada.

3.5. Algoritmos de Optimización

Considerando una RNA con una capa de entrada para un vector constituido de
información x(n), M capas ocultas y finalmente, una capa de salida con las diversas
mediciones obtenidas. Teniendo ahora que,

K = {x(k),y(k)}Nk=1 , (3.9)

denota una muestra de entrenamiento utilizada para entrenar a la RNA de manera super-
visada. Sea ŷ(k) la salida producida por la RNA aplicando la información del vector x(k).
La señal de error producida se define como

e(k) = y(k)− ŷ(w, k), w ∈ Rq, (3.10)

ahora, considerando una energía de error instantánea definida como

E(w, k) =
1

2
e2(k). (3.11)

Se le conoce como función costo u objetivo a la ecuación (3.11) la cual, es continuamente
diferenciable con respecto a un parámetro desconocido w. La función E(w, k) mapea cada
elemento de w de tal manera que el desempeño sea medible con el fin de encontrar una
solución óptima w∗ que satisfaga la condición

E(w∗, k) ≤ E(w, k). (3.12)

La ecuación (3.12) es el principal problema de optimización estipulado como: Minimi-
zar la función costo E(w) con respecto al vector de pesos sinápticos w.

Una clase de algoritmos de optimización está basada en un descenso iterativo local:

Comenzando con una condición inicial cualquiera denotada por w(0), se genera una secuencia
de vectores de pesos w(1), w(2), . . . , de tal manera que la función costo E(w) es reducida cada
iteración del algoritmo como

E(w[k + 1]) < E(w[k]), (3.13)

donde [k] es el valor anterior del vector de pesos sinápticos y [k + 1] es su valor actualizado [73].

Los algoritmos de optimización son utilizados para encontrar los parámetros óptimos
de un sistema de tal manera que se cumpla el problema de optimización mostrado en la
ecuación (3.11). Otra forma de expresar el problema de optimización aparte de la ecuación
(3.12), es mediante la siguiente minimización
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w∗ = mı́n
w
E(w, k), (3.14)

donde w es el vector de pesos sinápticos que conforma (en este caso) la RNA y E(·) es
la función costo. Como se ha mencionado anteriormente, la función costo E(·) debe ser
continuamente diferenciable con respecto al parámetro que se desea optimizar y debe
tener un mínimo global [75].

Para garantizar que se cumpla el problema de optimización, la condición

∇E(w∗) = 0, (3.15)

debe cumplirse. Donde∇ es el operador de gradiente de E(w),

∇E(w) =

[
∂E(w)

∂w1
,
∂E(w)

∂w2
, . . . ,

∂E(w)

∂wq

]T
. (3.16)

Cabe destacar que no todos los algoritmos de optimización se basan en métodos del
gradiente. Existen diversos algoritmos de optimización que garantizan lo enunciado en
la ecuación (3.14) por ejemplo, algoritmo por enjambre de partículas (ver apéndice B),
algoritmos genéticos, bayesianos, enjambre de hormigas, Cuckoo search, etc. [76–80].

3.5.1. Métodos Basados en Gradiente

Los métodos basados en gradiente son ajustes sucesivos aplicados al vector de pesos
sinápticos w cuyo ajuste está dirigido de manera descendiente, es decir, de manera opuesta
al vector de gradiente∇E(w) = g. Todos los algoritmos de descenso por gradiente pueden
ser representados mediante la siguiente ecuación

w[k + 1] = w[k]− η[R−1]g[k], (3.17)

donde η es una constante positiva llamada tamaño de paso o parámetro de aprendizaje, R
modifica el método del algoritmo y g[k] es el vector gradiente evaluado en el punto w[k].
Usando la definición de incremento ∆w = w[k + 1]− w[k] y ajustando R = 1 se tiene que
el algoritmo se convierte en una regla corrección-error.

∆w[k] = −ηg[k]. (3.18)

Con el fin de demostrar que el algoritmo mostrado en la ecuación (3.18) cumple con
las condición de optimización mostrada en (3.13), se utiliza una expansión en una serie de
primer orden de Taylor al rededor de w[k] para aproximar a E(w[k + 1]) como

E(w[k + 1]) ≈ E(w[k]) + gT∆w[k], (3.19)

utilizando la ecuación (3.18) con pequeños valores positivos de η se tiene que

E(w[k + 1]) ≈ E(w[k])− ηgT [k]g[k]

= E(w[k])− η||g||2
. (3.20)

Con la ecuación (3.20) se comprueba que la función costo es decreciente de iteración
a iteración. El método del gradiente descendente converge a una solución óptima w∗

lentamente si el parámetro η es definido adecuadamente.
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3.5.2. Factor de aprendizaje η

La convergencia del algoritmo de GD depende del valor de η de tal manera que

η[k] = η0, (3.21)

donde η0 es una constante para todo k considerando que para valores elevados de η0
se corre el riesgo que el algoritmo diverja, bajo este contexto, si η0 es un valor pequeño,
el algoritmo podría encontrar un mínimo global pero, en consecuencia, el tiempo de
computo se ve aumentado considerablemente. En [81] se propone un algoritmo llamado
aproximación estocástica donde se considera que el coeficiente de aprendizaje cambie a
través de k como muestra (3.22).

η[k] =
c

k
. (3.22)

A pesar de que el método (3.22) es eficiente, se corre el riesgo que la estimación del
parámetro diverja para valores grandes de c y valores pequeños de k.

Por otro lado, en [82] se propone un algoritmo de búsqueda y convergencia utilizando
la ecuación (3.23).

η[k] =
η0

1 + k
τ

, (3.23)

donde η0 y τ son constantes seleccionadas por el diseñador. Se debe considerar que para
los primeros valores de k, la constante de tiempo de búsqueda τ es más grande ocasionando
que η[k] = η0. Si el número de iteraciones k es más grande comparado con la constante de
tiempo de búsqueda τ , el factor de de aprendizaje η[k] se aproxima a la ecuación (3.22)
donde c = τη0 como es ilustrado en la Figura 3.5 [73].

Escala
logarítmica

Búsqueda y 
convergencia

Aproximación
estocástica

Pendiente = -c

Figura 3.5: Esquemático del comportamiento del factor de aprendizaje η[k]

3.6. Identificación de Sistemas con Redes Neuronales

Como se ha mencionado, en la IS se utilizan solamente las señales de entrada y salida
del sistema para proponer un modelo matemático que caracterice el comportamiento de un
fenómeno físico. La Figura 3.6 muestra un esquemático de cómo se realiza la identificación
de sistemas con redes neuronales.

Las señales de entrada y salida se procesan mediante retardos (expresados por Z−1)
de na, nb y nk unidades. Estos órdenes se caracterizan en ocasiones por ser el orden del
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ALGORITMO DE OPTIMIZACIÓN

Figura 3.6: Esquema general de la identificación de sistemas con redes neuronales.

modelo propuesto para realizar la identificación y su valor es seccionado empíricamente
por el usuario. En este trabajo de investigación se ha propuesto utilizar modelos neuronales
para realizar la identificación por lo que el modelo neuronal utiliza las señales de entrada y
salida entregadas por el usuario y con ayuda de pesos sinápticos inicializados W0, la RNA
otorga una señal de salida preliminar ŷ[k] que es comparada con la señal de salida real
y[k] generando una señal de error e[k]. La señal de error, junto con las señales de entrada y
salida procesadas, suministran información al algoritmo de aprendizaje que, analizando
la tendencia o comportamiento del error, ajusta nuevos valores de pesos sinápticos de tal
manera que se cumpla el problema de optimización mostrado en la sección 3.5.



31

C
A

P
Í

T
U

L
O

4
Redes Neuronales Artificiales para Solución de Sistemas
Fraccionarios

4.1. Introducción

Existen diversas técnicas para aproximar la solución de ecuaciones diferenciales frac-
cionarias (EDF) no lineales. En general, es posible utilizar métodos analíticos o numéricos
para resolver una EDF, por ejemplo, método de subecuaciones fraccionarias [83–85], mé-
todos basados en homotopías [86–91], método de descomposición de Adomain [92–94],
método de Wevelet [95, 96], transformadas de Laplace [97, 98].

Como se ha mencionado con anterioridad, en el CF el orden de derivación puede
ser racional, constante e inclusive una función del tiempo, es decir, de orden variable
(OV). La introducción del orden variable ha sido utilizada para describir problemas físicos
altamente complejos como encontrar nuevos comportamientos caóticos e hipercaóticos en
sistemas que carecen de tales características, encontrar soluciones de las ecuaciones de
Schorödinger, análisis de la estabilidad de la ecuación del Telégrafo, entre otros [99–102].
En ocasiones, es complicado encontrar la solución de una EDF a pesar de que el orden de
derivación es constante, por lo que el grado de dificultad aumenta cuando se manejan OVs,
por lo anterior se proponen métodos numéricos para encontrar las soluciones de las EDFs
con OVs [103–105]. Es por ello que gracias a su alta capacidad de aproximar funciones no
lineales se ha propuesto utilizar una RNA para aproximar la solución de EDF con OV [106].

En [107] se utiliza una RNA para proponer una solución de EDF no lineal en el sentido
LC utilizando algoritmos basados en gradiente descendente. Los resultados obtenidos fue-
ron comparados con la solución analítica de la EDF en el sentido LC mostrando eficiencias
prometedoras pero, la metodología no es capaz de conservar la principal característica de
una ecuación diferencial, la cual, se basa en respetar las condiciones iniciales que hacen a
ésta última única. Es decir, la trayectoria de una ecuación diferencial ordinaria (al igual
que fraccionaria) es única gracias a que se establecen condiciones iniciales que deben ser
respetadas. En [97] se utiliza una RNA junto con una serie de potencias para encontrar la
soluciones de EDF. En [23–25] se utiliza una red neuronal realimentada para encontrar
la solución de las ecuaciones diferenciales de Riccati y la ecuación de Bagley-Torkiv en
el sentido LC utilizando algoritmos de optimización heurísticos . En [108] proponen una
RNA para encontrar la solución de la ecuación integro-diferencial de Volterra-Fredholm
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utilizando inteligencia evolutiva para el entrenamiento de la RNA. En [22] se propone
una solución analítica compuesta por términos temporales y una RNA para encontrar la
solución de EDFs en el sentido LC.

Como se ha mostrado, la mayoría de los trabajos revisados proponen utilizar una RNA
para encontrar las soluciones de EDF gracias a su alta capacidad de aproximar funciones
no lineales. En ninguno de los trabajos mencionados, se lidia con definiciones de orden
variable o con kernels no singulares y no locales (kernel de ML ver ecuación (2.7)). En este
capítulo se presenta una metodología basada en identificación de sistemas con RNAs para
encontrar la solución de EDF con OV cuyo kernel es no singular y no local.

4.2. Derivada Fraccionaria de Orden Variable con Kernel No Lo-
cal y No Singular

La definición 5 muestra la estructura matemática de una derivada fraccionaria cuyo
kernel carece de localidad y singularidades sin embargo, la ecuación (2.19) está definida
para órdenes que son constantes en el tiempo. Por otro lado, la definición 10 muestra una
derivada fraccionaria similar a la definida en la ecuación (2.19) considerando al orden
como una función variante en el tiempo.

Definición 10. Sea f : R → R × [a, b], b > a, α : R → R, t 7→ α(t), f, α ∈ C1 entonces, la
derivada fraccionaria de Atangana-Baleanu en el sentido LC con orden variable (ABCV) es:

ABCV
t0 Dα(t)t f(t) =

B(α(t))

1− α(t)

∫ t

t0

d

dτ
f(τ)Eα(t)

[
−α(t)

(t− τ)α(t)

1− α(t)

]
︸ ︷︷ ︸

Memoria Variable

dτ. (4.1)

De la ecuación (4.1), la función de normalización B(·) es definida como muestra la
ecuación (4.2).

B(α(t)) = 1− α(t) +
α(t)

Γ(α(t))
. (4.2)

Existen diversos esquemas numéricos para mostrar el comportamiento de las derivadas
fraccionarias, para la definición ABCV se realizó una modificación al método numérico
propuesto en [109] (ver apéndice A).

4.3. Red Neuronal Propuesta para la solución de EDF con OV

La RNA propuesta está constituida por tres capas ocultas, una capa de entrada y una
capa de salida. La capa de entrada está compuesta por elementos de procesamiento (z−1)
para las señales de entrada y salida del sistema fraccionario. La primer capa oculta está
compuesta por dos neuronas al igual que la segunda capa oculta. La tercer capa oculta está
compuesta por una neurona con el fin de combinar los efectos compuestos por las señales
de entrada y salida del modelo fraccionario. Finalmente, la RNA solamente cuenta con una
ramificación que denota a la única salida de la RNA. La Figura 4.1 muestra el esquemático
de lo antes descrito al igual que el nombre de cada peso sináptico que conforma a la RNA.

El modelo neuronal de la Figura 4.1, es mostrado en la ecuación (4.3).

ŷ[k] = Xϕ3 (ztϕ2 (vtϕ1 (Jtwt + θt) + vth) + zŷϕ2 (vŷϕ1 (Jŷwŷ + θŷ) + vŷh) + zh) (4.3)
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Figura 4.1: RNA propuesta para la solución de EDF con kernel no local, no singular y
orden variable .

donde las funciones ϕi (i = 1, 2, 3) son funciones de activación y su selección depende
del usuario. X , vt, vŷ, θt, θŷ ∈ R, Wt ∈ Rκt y Wŷ ∈ Rκŷ son pesos sinápticos de la RNA.
Jt = [ut(k−1), ut(k−2), . . . , ut(k−κt)] ∈ RN×κt y Jŷ = [ŷ(k−1), ŷ(k−2), . . . , ŷ(k−κŷ)] ∈
RN×κŷ son matrices de regresión procesadas por la introducción de retardos z−1. A di-
ferencia de [22], en [110, 111] se presenta una solución general para resolver FDE en el
sentido ABCV. Cabe destacar que dicha solución general considera el cambio del orden de
derivación a través del tiempo satisfaciendo la condición inicial y0 de la EDF.

4.4. Solución de EDFOV con RNA

Para encontrar la solución de la FDE se propone suponer que existe una solución
ŷN (t,Ω) (ver ecuación (4.4)) que satisface la condición inicial del sistema fraccionario,
donde Ω es el vector de pesos sinápticos.

ABCV
t0 Dα(t)t y(t) = f(t, y)|t=t0, y=y0 = y0. (4.4)

La ecuación (4.5), es la solución general propuesta para encontrar el comportamiento
del sistema fraccionario.

ŷN = y0 +

dα(t)−1e∑
j=1

tj + tdα(t)eŷ(t,Ω), (4.5)

donde dα(t)e es el valor redondeado hacia el número entero mayor de α(t). Es claro
observar que cuando t = 0, la solución (4.5) cumple con la condición inicial del sistema
fraccionario. Reemplazando la ecuación (4.5) en la ecuación (4.4) se tiene que

ABCV
t0 Dα(t)t ŷN (t,Ω) = f(t, ŷN (t,Ω)). (4.6)

Definiendo una variable de error mediante la comparación de ABCV
t0 Dα(t)t ŷN (t,Ω) y

f(t, ŷN (t,Ω)) se obtiene un problema de optimización como la ecuación (4.7).
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Ω∗ = mı́n
Ω

{
1

2

N∑
i=1

e2i

}
, (4.7)

e := ABCV
t0 Dα(t)t ŷN (t,Ω)− f(t, ŷN (t,Ω)). Para encontrar la solución de (4.6) es necesario

utilizar la definición mostrada en la ecuación (4.1), esto es

ABCV
t0 Dα(t)t ŷN (t,Ω) =

B(α(t))

1− α(t)

∫ t

t0

d

dτ
ŷN (τ,Ω)Eα(t)

[
−α(t)

(t− τ)α(t)

1− α(t)

]
dτ. (4.8)

La integral mostrada en (4.8) se calcula con cualquier método de integración numérico,
por ejemplo, utilizando el método del trapecio para realizar la integración, se define por
simplicidad que

G(α(τ),Ω, τ) = ˙̂yN (τ,Ω)Eα(τ)

[
−α(τ)

(t− τ)α(τ)

1− α(τ)

]
, (4.9)

en consecuencia, la ecuación (4.8) se reescribe como

fG(t,Ω) =
B(α(t))

1− α(t)

∫ t

t0

G(α(τ),Ω, τ)dτ. (4.10)

Una vez simplificada la expresión, se aplica el método del trapecio con altura h = t
N

considerando que t es el tiempo total de la simulación y N el número total de muestras
para aproximar la expresión mostrada en la ecuación (4.10).

fG(t,Ω) ≈ hB(α(τ))

2(1− α(t))
[G(α(0),Ω, 0), G(α(h),Ω, h), . . . , G(α(t),Ω, t)] . (4.11)

De acuerdo a la ecuación (4.7) y la ecuación (4.11), se define un nuevo problema de
optimización como lo muestra la ecuación (4.12).

Ω∗ = mı́n
Ω

{
1

2

N∑
k=1

fG(tk,Ω)− f(tk, ŷN (tk,Ω))

}
. (4.12)

El ajuste de los pesos sinápticos se realizaron con el método basado en gradiente
descendente mostrado en la sección 3.5.1 del capítulo 2.

4.5. Resultados

En esta sección se presentan los resultados obtenidos de la propuesta planteada en
secciones anteriores.

Recapitulando, se ha propuesto la RNA mostrada en la Figura 4.1 y modelo (4.3). La
RNA propuesta cuenta con cinco neuronas en total distribuidas bajo una arquitectura
FeedForward (realimentada) 2-2-1. Las primeras dos neuronas en la primer capa de entrada
son para procesar las señales de entrada y salida del sistema fraccionario. La señal de
entrada ut está compuesta por un vector de tiempo, esto debido a que se desea que la
solución neuronal propuesta esté en función del tiempo. Si las funciones de activación
son definidas como funciones diferentes a la función lineal o identidad mostrada en la
Figura 3.2a, la RNA está constituida por κŷ + κt + 10 pesos sinápticos sino, la RNA podría
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ser reducida mediante arreglos algebraicos que, en consecuencia, harán que el número
de parámetros de la RNA sea reducido por debajo de κŷ + κt + 10. Para los siguientes
ejemplos se definió a ϕ2(z) = ϕ3(z) = z y ϕ1(z) = tanh(z) por lo tanto, se tiene un total
de κŷ+κt+5 pesos sinápticos para realizar la estimación del comportamiento de la EDFOV.

Con el fin de cuantificar los resultados obtenidos, se añaden índices de desempeño con
base a la norma de la comparación entre la trayectoria de respuesta de la EDF y la RNA,
así como medidas de parentesco entre las dos respuestas (FIT), ambos índices se muestran
en las ecuaciones (4.13) y (4.14) respectivamente.

||e|| =

√√√√ N∑
i=1

e2i . (4.13)

FIT = 100 ∗
(

1− ||y − ŷ||
y − ȳ

)
%, ȳ =

1

N

N∑
i=1

yi. (4.14)

También se consideró un parámetro comparativo relacionado con el costo compu-
tacional (TS) el cual, es una de las principales ventajas del método propuesto ya que el
hecho de simular una RNA consume menos tiempo de computo que la implementación
de un método numérico para la solución de EDF. Cabe destacar que el valor TS es el
valor promedio de 1000 repeticiones bajo las mismas condiciones, es decir, la computadora
encargada de calcular el proceso no contaba con procesos en segundo plano, ni ejecutaba
otro programa diferente al MATLAB 2018b

4.5.1. Ejemplo 1

Se considera la siguiente EDF en el sentido ABC con orden variable

ABCOV
t0 Dα(t)t x(t) = −x(t), x(0) = 1, t ∈ [0, 1]. (4.15)

Es claro que la solución de la ecuación diferencial cuando α = 1 es

x(t) = E1(−t) =

∞∑
k=0

(−t)k

Γ(k + 1)
= e−t. (4.16)

Pero, si α es una función del tiempo entonces la solución general de la ecuación (4.15)
es

x(t) = Eα(t)(−tα(t)). (4.17)

Considerando la ecuación (4.5), la solución neuronal propuesta es

ŷN = 1 + tŷ(t,Ω). (4.18)

Se desarrolló el algoritmo de Adams-Bashfort-Multon (ABM) [109, 112, 113] para
encontrar la solución numérica de la ecuación (4.15). La Figura 4.2 muestra el comporta-
miento de la solución analítica de la ecuación (4.16), el algoritmo de ABM y la solución
neuronal de la ecuación (4.18). Como se ha mencionado con anterioridad, encontrar la
solución analítica de las EDF es de alta complejidad, dicha complejidad aumenta si se
considera que el orden de derivación es variable en el tiempo, es por ello que se recurre
al uso de soluciones numéricas. La Figura 4.2a muestra que el algoritmo de ABM es
capaz de asemejar el comportamiento analítico de la EDF, es por ello que se tomará



Capítulo 4. Redes Neuronales Artificiales para Solución de Sistemas Fraccionarios 36

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Tiempo [s]

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

1.1

x
(t

)

Analítica

ABM

RNA

0.395 0.4 0.405 0.41

0.66

0.67

0.68

(a) Comparación de la solución analítica, el algoritmo
ABM y el método propuesto con RNA.

0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

(b) Prueba de pendiente-intercepto para la comparati-
va entre el método numérico ABM y la solución neu-
ronal.

Figura 4.2: Solución de la ecuación diferencial fraccionaria de la ecuación (4.15) y prueba
de pendiente intercepto de la RNA contra el algoritmo ABM.

como referencia lo otorgado por el algoritmo ABM para medir la eficiencia del méto-
do propuesto con la RNA para futuros ejemplos. La Figura 4.2b muestra la prueba de
pendiente intercepto entre el algoritmo ABM y la solución neuronal, cabe destacar que
para que el modelo sea aceptable, la pendiente de la prueba debe ser cercana a uno y su
intercepto cercano a cero.

De acuerdo a la selección de funciones de activación descrita con anterioridad, la red
neuronal (4.3) se reduce a la ecuación (4.19).

ŷ[k] = VA tanh(Jŷwŷ + wŷh) + VB tanh(Jtwt + wth) + VH (4.19)

donde VA = Xzŷvŷ, VB = Xztvt y VH = X(zŷvŷh+ztvth+zh). Para estimar los parámetros
κŷ y κt se utilizó un algoritmo de fuerza bruta, es decir, se propuso un conjunto de valores
para κŷ = {1, 2, 3, ..., 10} y κt = {1, 2, 3, ..., 10} realizando la combinación de cada uno de
sus valores. En consecuencia, de acuerdo al conjunto de valores propuesto, se tendrán
100 modelos diferentes y se utiliza el modelo con mejor desempeño evaluando la función
costo de la ecuación (4.20).

E =
1

2

N∑
k=1

e2k. (4.20)

De acuerdo a la Figura 4.3a se seleccionan los valores de κŷ = 4 y κt = 7. Con esos valo-
res de regresión seleccionados, se estiman un total de 16 parámetros de la RNA con valores
VA = 6.48165, VB = −10.69489×10−3, VH = 0.071811,wŷ = [0.0002, −0.1548, 0.0002, 0.0029]T ,
wt = [0.4587, 0.0777, −0.4735, 0.6384, 0.6168, −0.8126, 0.6130]T , wŷh = −0.094 y wth =
0.3888.

Se realizó la estimación de la solución de la EDF considerando ahora un orden va-
riable como se había propuesto desde un principio. Se definió α = tanh(3 − t) con un
tiempo de simulación de un segundo. Se realizó el algoritmo de fuerza bruta para estimar
los órdenes κŷ y κt como se observa en la Figura 4.3b dando como resultado κŷ = 9



Capítulo 4. Redes Neuronales Artificiales para Solución de Sistemas Fraccionarios 37

(a) EDF con α = 1 (b) EDF con α = tanh(3− t)

Figura 4.3: Resultado del algoritmo de fuerza bruta con α = 1 y α = tanh(3− t)
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(b) Prueba de pendiente-intercepto del ABM y RNA.

Figura 4.4: Solución de la EDF con orden variable α(t) = tanh(3− t).

y κt = 2 dando un total de 16 parámetros estimados (apéndice D para observar el al-
goritmo de fuerza bruta). Los valores de pesos sinápticos son VA = 0.529943, VB =
−0.55929, VH = −0.7854, wth = −0.57088, wŷh = 1.7172, wt = [−1.2265, 0.1984]T y wŷ =
[−0.31, 3.55, −0.0035, −0.0013, −0.00069, −0.00043, −0.0003, −0.00022, −0.00188]T . La
Figura 4.4a muestra la solución de la EDF con orden variable utilizando el algoritmo ABM
como referencia y utilizando a la RNA como segunda alternativa para la solución de la
EDF; se realizó un acercamiento para denotar que al igual que el ABM, la RNA es capaz
de respetar la condición inicial de la EDF. La Figura 4.4b muestra la prueba de pendiente
intercepto entre el ABM y la RNA donde la pendiente es relativamente igual a uno y el
intercepto se encuentra cercano a cero que es lo que se busca para decir que el modelo o
en este caso solución, es aceptable.

La Tabla 4.1 muestra el desempeño otorgado por la RNA para encontrar la solución
de la ecuación diferencial mostrada en la ecuación (4.15). Cabe recalcar que los índices
fueron obtenidos mediante la comparación del resultado del método numérico ABM
como solución de referencia. Como se ha mencionado con anterioridad, se calcularon al
rededor de 100 modelos con distintos valores de regresión κŷ y κt con el fin de obtener
el valor óptimo de dichos regresores. Para ambos casos presentados (cos α(t) = 1 y
α(t) = tanh(3−t)), los resultados obtenidos son más que prometedores ya que se alcanzan
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Tabla 4.1: Eficiencia de la red neuronal para resolver la EDF (4.15).

α = 1 α = tanh(3− t)
Pendiente 1 0.99947
Intercepto 0 0.000623
FIT 99.996621 % 99.93 %
||e|| 2.2345× 10−7 0.0129
TS 9.95115× 10−4s 9.7752× 10−4s

eficiencias de tal manera que ambas soluciones parecen idénticas. Observando el FIT para
ambos casos, son valores cercanos al 100 % que es el caso ideal. La norma del error es
relativamente cero para α(t) = 1 y muy cercana a cero con α(t) = tanh(3 − t) debido a
la alta complejidad que un sistema fraccionario presenta cuando su orden es variable.
También se realizó la prueba de pendiente intercepto donde en ambos casos, la pendiente
es igual o muy cercana a uno que es el caso ideal y, por otro lado, el intercepto es igual y
cercano a cero con respecto a los dos casos presentados. El TS mostrado en la Tabla 4.1
representa el tiempo de simulación utilizado para terminar el proceso de cálculo. Para
comparar la eficiencia de la RNA con respecto al algoritmo ABM utilizando el valor TS,
se realizó la misma prueba evaluando 1000 veces el mismo experimento y se obtuvo el
promedio para ambos casos dando como resultado 0.0173s y 0.333811s respectivamente.
A pesar de que el proceso computacional del algoritmo ABM es pequeño, no se compara
con el costo computacional de la RNA.

4.5.2. Ejemplo 2

Ahora se considera el sistema mostrado en la ecuación (4.21) [110]

ABCV
t0 Dα(t)t x(t) = g(t)− x2(t) (4.21)

donde,

g(t) =(2t− 3t2 + t3) +

(
2t

(
1− α(t) +

α(t)tα(t)

Γ(α(t) + 2)

)

−3t2

(
1− α(t) +

2α(t)tα(t)

Γ(α(t) + 3)

)
+ t3

(
1− α(t)

6α(t)tα(t)

Γ(α(t) + 4)

))
,

(4.22)

con condición inicial x(0) = 0. La solución analítica de la ecuación diferencial está dada
por la ecuación (4.23).

x(t) =2t

(
1− α(t) +

α(t)tα(t)

Γ(α(t) + 2)

)
− 3t2

(
1− α(t) +

2α(t)tα(t)

Γ(α(t) + 3)

)

+ t3

(
1− α(t) +

6α(t)tα(t)

Γ(α(t) + 4)

)
.

(4.23)

Considerando la ecuación (4.5), la solución neuronal está dada por la ecuación (4.24).

ŷN = tŷ(t,Ω). (4.24)
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La Figura 4.5 muestra la solución de la ecuación diferencial con su aproximación
mediante el algoritmo ABM con orden constante α = 0.95 (ver 4.5a) y orden variable
α(t) = 1

1+e−t (ver 4.5b). También, la Figura 4.5 muestra las pruebas de pendiente-intercepto
bajo la comparación del comportamiento entregado por la RNA y el algoritmo ABM.

Con el fin de mostrar que el hecho de simular el comportamiento de la EDF por
medio de la RNA requiere menos costo computacional, se realizó la prueba de exigencia
computacional antes mencionada. Al igual que el costo computacional, la Tabla 4.2 muestra
el FIT, la norma del error y los resultados de la prueba de pendiente intercepto.

Tabla 4.2: Desempeño otorgado por la RNA. El desempeño fue medido mediante la
solución entregada por el algoritmo de ABM.

α = 0.95 α(t) = 1
1+e−t

Pendiente 1.0048 1.0039
Intercepto 0.001221 0.000667
FIT 99.11724 99.37232
||e|| 0.2161 0.1859
TS 4.2569× 10−4 4.3697× 10−4

Al simular el algoritmo de ABM en 1000 ocasiones, se obtuvo un tiempo de computo
promedio de 0.01112s y 0.0094s para α = 0.95 y α(t) = 1

1+e−t respectivamente. Compa-
rando el tiempo de computo del algoritmo ABM con la RNA (mostrado en la Tabla 4.2) se
puede concluir que la diferencia es amplia.

(a) Solución analítica y solución por la RNA con α =
0.95

(b) Solución analítica y solución por la RNA con α(t) =
1

1+e−t

Figura 4.5: Soluciones analíticas y solución por la RNA de la EDF con orden constante
α = 0.95 y orden variable α(t) = 1

1+e−t

4.5.3. Ejemplo 3

En el siguiente ejemplo se considera el oscilador caótico de Willamowski-Rössler el
cual se representa mediante el siguiente sistema de EDF con orden variable [110, 111]
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ABCV
t0 Dα(t)t x1(t) =− (x3(t) + x2(t)),

ABCV
t0 Dα(t)t x2(t) =x1(t) + ε1x2(t),

ABCV
t0 Dα(t)t x3(t) =ε2 + x3(t)(x1(t)− ε3),

(4.25)

donde ε1 = 0.1, ε2 = 0.1, ε3 = 14, x1(0) = 4.87623, x2(0) = 4.87623, x3(0) = 0.1278.
Para este ejemplo se definió el orden variable de α(t) = tanh(t + 1) [110]. La ecuación
(4.26) muestran las soluciones neuronales propuestas para resolver el sistema de EDF, es
importante mencionar que para la metodología propuesta, se propone una RNA para
resolver cada uno de los estados por separado como si la variable de estado no depende
más que de ella misma.

ŷN1 =4.87623 + tŷ(t,Ω1),

ŷN2 =4.87623 + tŷ(t,Ω2),

ŷN3 =0.12799 + tŷ(t,Ω3).

(4.26)

Se definieron las funciones de activación como ϕ1 = ϕ2 = tanh(·) y ϕ3(z) = z. De
acuerdo a la configuración de funciones de activación establecidas, se estiman κŷ + κt + 9
pesos sinápticos del modelo neuronal mostrado en la ecuación (4.27).

ŷ[k] = ZA tanh (vŷ tanh (Jŷwŷ + wŷh) + vŷh) + ZB tanh (vt tanh (Jtwt + wth) + vth) + ZH ,
(4.27)

donde, ZA = Xzŷ, ZB = Xzt y ZH = Xzh. Se utilizó nuevamente el algoritmo de
fuerza bruta para encontrar lo órdenes κŷ y κt en un conjunto de valores enteros en-
tre uno y diez, los resultados de la optimización de los regresores se muestran en la
Tabla 4.3. Los pesos sinápticos estimados para encontrar la solución del estado x1(t)
son ZA = 1.56223, ZB = 26.261711, ZH = −3.69889, vt = 16.8104, vth = −39.8019,
vŷ = −0.0203, vŷh = −0.3412, wŷ = [0, 0.06, 0.0055, 0.00006515, 0, 0.00153, −0.000579]T

y wt = [0.6233, 0.6009, −0.8293, 0.5952, 0.3506, 0.017, 1.1825]T .
Para el estado x2(t) se estimaron los siguientes pesos sinápticos ZA = 22.2233, ZB =

−0.02687, ZH = 0.2364, vt = 15.4640, vth = 0.00125, vŷ = −0.0187, vŷh = 0.4131, wŷ =
[0, −0.0405, −0.0005, 0.001, 0.0004, −0.0019, −0.0004]T y

wt = [0.6097, 0.5885, −0.8403, 0.5856, 0.3422, 0.0097, 1.1761]T .
Y finalmente para el estado x3(t) se estimaron los pesos ZA = 0.00498, ZB = 17.3858,

ZH = 0.8734, vt = 11.0145, vth = −0.0505, vŷ = 0.00316, vŷh = 0.2728,
wŷ = [0, 0.0909, 0.0005, 0.1, 0.014]T ywt = [−95.57, −7.2719, 79.4373, 22.681, 20.9501]T .

Las Figuras 4.6a, 4.7a, 4.8a muestran la solución obtenida mediante la implementación
del algoritmo ABM y la solución neuronal propuesta. En dichas figuras, se realizó un
acercamiento al principio de la simulación para denotar que se cumple la condición
inicial establecida. Las Figuras 4.6b, 4.7b, 4.8b muestran la prueba de pendiente intercepto
que, como se ha mencionado con anterioridad, la pendiente debe ser uno o cercano al
uno y el intercepto debe ser cero o cercano a dicho valor. En las pruebas de pendiente-
intercepto realizadas se obtuvieron pendientes cercanas a uno e interceptos cercano a cero
concluyendo que la estimación de las soluciones del sistema de EDF con orden variable es
válida.
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Tabla 4.3: Eficiencia de la red neuronal para resolver el sistema de EDF para el oscilador
de Rössler.

x1(t) x2(t) x3(t)

α(t) tanh(t+ 1) tanh(t+ 1) tanh(t+ 1)

Pendiente 1.0069 0.99685 0.99922
Intercepto 0.01059 −0.07921 0.003071
FIT 98.3441 % 98.6513 % 95.7015 %
||e|| 42.016 33.2411 42.7595
TS 0.02147 0.02128 0.02028
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(a) Solución de la EDF con algoritmo ABM y RNA para
el estado x1(t).

(b) Prueba de pendiente-intercepto del ABM y RNA
para el estado x1(t).

Figura 4.6: Solución del estado x1(t) para el oscilador caótico de Rössler con α(t) =
tanh(t+ 1).

La Tabla 4.3 muestra el desempeño de la red neuronal para estimar la solución de cada
estado del sistema de EDF del oscilador de Rössler. En la misma tabla se muestra que la
norma del error es elevada en cada caso debido a la cantidad de puntos evaluados, es por
eso que no se ha fiado solamente de un parámetro para evaluar el desempeño del método
propuesto. Por otro lado el FIT, que mide el parentesco entre dos señales, es elevado para
cada uno de los estados. Cabe destacar que para todos los estados se realizó la prueba de
pendiente-intercepto donde se obtuvieron resultados prometedores. En la misma Tabla
se muestra el parámetro TS añadido para medir el costo computacional necesario para
realizar los cálculos con el fin de encontrar la solución de la EDF; el algoritmo ABM
no permite medir el costo computacional necesario para cada uno de los estados por
separado, por lo que se sumó el promedio de cada experimento realizado por la RNA, es
decir, se realizaron 1000 repeticiones de cada estado para registrar el tiempo que costó el
procesamiento, la suma de estos promedios sería el costo computacional total utilizado
por la metodología propuesta que es de 0.06303s mientras que el tiempo de computo
utilizado con el algoritmo ABM es de 1.4007s que es 22 veces más que el tiempo utilizado
por la RNA.

Por último en la Figura 4.9 muestra el comportamiento de los tres estados en conjunto
y el comportamiento de cada estado de la RNA. Cabe destacar que se introdujo un apun-
tador para mostrar que las condiciones iniciales son iguales.
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(a) Solución de la EDF con algoritmo ABM y RNA para
el estado x2(t).

(b) Prueba de pendiente-intercepto del ABM y RNA
para el estado x2(t).

Figura 4.7: Solución del estado x2(t) para el oscilador caótico de Rössler con α(t) =
tanh(t+ 1).
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(a) Solución de la EDF con algoritmo ABM y RNA para
el estado x3(t).

(b) Prueba de pendiente-intercepto del ABM y RNA
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Figura 4.8: Solución del estado x3(t) para el oscilador caótico de Rössler con α(t) =
tanh(t+ 1).
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(a) Soluciones conjuntas producidas por el al-
goritmo ABM.

(b) Soluciones conjuntas generadas por el mé-
todo utilizando RNAs.

Figura 4.9: Comportamiento caótico del oscilador de Rössler utilizando el algoritmo ABM
y el método propuesto utilizando RNAs.
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5
Identificación de Sistemas con Redes Neuronales Frac-
cionarias

5.1. Introducción

La IS es utilizada en diversos campos de la ingeniería, [114–116]. Las RNA han sido
una herramienta útil para realizar la IS de manera satisfactoria [42–44, 117]. Entre las
muchas características de las RNAs, se encuentra la habilidad de aproximar funciones no
lineales debido al uso de funciones de activación no lineales, su habilidad de procesar
diversas señales de entrada y salida, y la facilidad de adaptación mediante algoritmos
de entrenamiento aplicados sobre los pesos sinápticos que conforman a la RNA [118]. A
pesar de que los enfoques de IS con RNAs son eficientes en términos de precisión [42],
un número elevado de parámetros son comúnmente utilizados para lograr esa eficiencia
[119]. Con base en lo anterior, diversos trabajos han sido desarrollados con el fin de redu-
cir la complejidad de la IS con modelos neuronales. Por ejemplo, en [120–122], pruebas
empíricas fueron utilizadas aumentando el número de parámetros del modelos propuesto
hasta alcanzar el grado de precisión definido obteniendo resultados prometedores pero
dejando a un lado la relación entre simplicidad del modelo y la precisión que ofrece el
mismo [120, 123]. En la literatura se encuentran diversas técnicas propuestas para cumplir
con el objetivo de reducir el número de parámetros de un modelo neuronal, por ejemplo,
la eliminación de lazos sinápticos donde el peso no ejerce una ponderación importante
[124–128], optimización por enjambre de partículas (PSO) [129], recombinación arquitectó-
nica de valor singular [130], algoritmos genéticos (GA) [119, 123, 131, 132], entre otros.

Como se ha mencionado con anterioridad, para realizar la IS es necesario proponer un
modelo el cual, asemejará el comportamiento del sistema real con ayuda de la optimiza-
ción del mismo. El modelo propuesto en este trabajo está basado en modelos neuronales
como se proponen en [42–44]. En [42–44] se propone una metodología para reducir la
complejidad del modelo neuronal mediante arreglos algebráicos y condiciones de entrena-
miento. A diferencia de estos últimos trabajos, se utilizará la metodología basada en CF
que se propone en [133] que es una de las contribuciones de este trabajo de investigación.
El CF no es ajeno a la identificación de sistemas, de hecho ya se ha aplicado para este fin
en distintos sistemas [134, 135].
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Diversos trabajos afirman que una de las características de utilizar el CF para la es-
timación de modelos es la reducción de la complejidad del dicho modelo [37–41]. Por
ejemplo, en [38] diversos ejemplos son proveídos como sistemas lineales, no lineales,
datos experimentales de intercambiadores de calor con el fin de ser identificados mediante
modelos de primer, segundo y de orden fraccionario. En todos los ejemplos mostrados, el
modelo de orden fraccionario alcanza un mejor desempeño con un número de parámetros
reducido. En [39] se demostró que un modelo fraccionario simple es capaz de representar
un modelo de orden superior. En este trabajo se enfatiza un hecho importante, esto es, que
los modelos fraccionarios son capaces de caracterizar el comportamiento de sistemas de
orden infinito. En [40] se aprovecha el hecho anterior para proponer un método para redu-
cir el número de parámetros de sistemas complejos. En [41] el CF es utilizado para reducir
la complejidad de sistemas masa-resorte-amortiguador demostrando que los modelos
fraccionarios permiten reducir el número de parámetros sin comprometer la eficiencia del
modelo, es decir, que el modelo fraccionario es capaz de igualar la eficiencia del modelo
entero con un número de parámetros reducido.

Hasta ahora se han presentado diversos trabajos donde se utilizan las ventajas del
CF para la IS mediante diversas técnicas de identificación y modelado. En este capítulo
se planteará una RNA fraccionaria (RNAF) para la IS. Los sistemas identificados en este
capítulo son dos benchmarks (secadora de cabello [136] y modelos de histéresis [137]) y un
tercer sistema biológico (predicción de glucosa en la sangre).

5.2. RNA Propuesta

Figura 5.1: RNAF 2-1 propuesta para la identificación de sistemas.

La Figura 5.1 muestra el diseño de la red neuronal utilizada para la propuesta de
identificación de sistemas que se abordará en este capítulo. La capa de entrada está
compuesta por señales de entrada y salida procesadas con regresores (z−1) que permiten
adquirir el conocimiento del comportamiento del sistema en su pasado. La primer capa
oculta está compuesta por dos neuronas encargadas de sumar las dinámicas de las señales
de entrada y salida por separado. La segunda capa de oculta está compuesta por una
neurona encargada de procesar el conocimiento jerarquizado. Finalmente, la RNA tiene
una singular ramificación denotada como salida. La representación matemática de la RNA
mostrada en la Figura 5.1 está expresada en la ecuación (5.1).
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ŷ[k] = ϕ2

(
Vbϕ1

(
nb∑
i=1

Wbiu(k − i− nk) +Wbh

)
+ Vaϕ1

(
na∑
i=1

Waiŷ(k − i) +Wah

)
+ V h

)
,

(5.1)
donde Wb ∈ Rnb , Wa ∈ Rna , Wbh, Wah, V a, V b, V h ∈ R son pesos sinápticos u[k] y ŷ[k]
son las señales de entrada y salida respectivamente. na y nb son los órdenes del modelo
neuronal y nk representa el retardo del sistema.

5.3. Algoritmo de Aprendizaje Fraccionario

En este capítulo se aprovecharán las ventajas del CF para proponer un algoritmo de
aprendizaje fraccionario para entrenar el modelo neuronal de la Figura 5.1 representado en
la ecuación (5.1). Como se mencionó en el capítulo 3, uno de los métodos de optimización
más utilizados para el entrenamiento de una RNA son los basados en gradiente. Con el fin
de demostrar las diversas características de la metodología propuesta, se recapitulará lo
mostrado en el capítulo 3. Los algoritmos basados en gradiente son capaces de encontrar el
valor óptimo de parámetros de acuerdo a la minimización de una función costo u objetivo,
por ejemplo (5.2)

E [x, k] =
1

2
(y[k]− ŷ[x, k])2, (5.2)

donde y[k] y ŷ[x, k] son las salidas medidas y estimadas respectivamente en el instante k y
x es el parámetro que compone a ŷ[x, k]. Con el fin de encontrar el valor óptimo de x es
necesario resolver la siguiente ecuación en diferencias

xj [k + 1] = xj [k]− ηj [t|k]
∂E [xj , k]

∂xj [k]
, (5.3)

donde j representa el j-ésimo elemento de x, x es el vector de parámetros, ηj representa
el factor de aprendizaje mostrado en la sección 3.5.2 y E es una función costo. Como se
ha mencionado con anterioridad, en este capítulo se propone optimizar el valor de xj
mediante un algoritmo de optimización fraccionario. Debido a que la ecuación (5.3) es
una ecuación discreta, se ha propuesto utilizar una derivada fraccionaria discreta como
lo es la definición de GL mostrada en la definición 2 y ecuación (2.16). El algoritmo
de optimización basado en el descenso por el gradiente fraccionario es mostrado en la
ecuación (5.4).

∆αxj = −η[t|k]
∂E [xj , k]

∂xj [k]
. (5.4)

5.4. Método de Estabilidad de Lyapunov

Considere un sistema dinámico el cual satisface

ẋ = f(x(t), t), x(t0) = x0, x ∈ R, (5.5)

donde x(t) ∈ D ⊆ Rn representa la solución de (5.5), D un conjunto abierto que contiene
al origen y f : D 7→ Rn una función continua y f(x∗) = 0 entonces [138]:

i) El punto de equilibrio x∗ es estable en el sentido de Lyapunov en t = t0 si para
cualquier ε > 0 existe una función δ(t0, ε) > 0 tal que
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||x(t0)− x∗|| < δ ⇒ ||x(t)− x∗|| < ε, ∀t ≥ t0. (5.6)

ii) El punto de equilibrio x∗ es estable asintóticamente en el sentido de Lyapunov si
existe una función δ > 0 tal que

||x(t0)− x∗|| < δ ⇒ ĺım
t7→∞
||x(t)− x∗|| = 0. (5.7)

iii) El punto de equilibrio x∗ es estable exponencialmente si es asintótiamente estable y
si existen c1, c2, δ > 0 tal que

||x(t0)− x∗|| < δ ⇒ ||x(t)− x∗|| ≤ c1||x(t0)− x∗||e−c2t, ∀t ≥ t0. (5.8)

5.4.1. Segundo método de estabilidad de Lyapunov

En [139] Lyapunov propuso dos métodos demostrando la estabilidad de sistemas.
El primero fue desarrollado mediante la solución de series convergentes. El segundo
método, el cual es conocido ahora como el criterio de estabilidad de Lypunov o método directo
de Lyapunov, se basa en el uso de una función de Lyapunov V (x) positiva. Considerando un
sistema como la ecuación (5.5) y un punto de equilibrio x = 0. Considerando una función
V : Rn 7→ R tal que

• V (x) = 0 ⇐⇒ x = 0.

• V (x) > 0 ⇐⇒ x 6= 0.

• V̇ (x) =
n∑
i=1

∂V

∂xi
fi(x) = ∇V f(x), ∀x 6= 0. El sistema (5.5) es estable si V̇ (x) <

0, para x 6= 0.

5.4.2. Extensión del método directo de Lyapunov para sistemas fraccionarios

Sea un sistema fraccionario

0Dαt x(t) = f(t, x), (5.9)

donde α ∈ (0, 1], D es el operador fraccionario en el sentido RL o LC. x∗ es el punto de
equilibrio de (5.9) de tal modo que f(x∗) = 0.

En secciones anteriores se han definido los conceptos de estabilidad en el sentido
de Lyapunov. El método directo de Lyapunov se basa en encontrar una función que
cumpla con los requisitos que el método estipula (ver sección 5.4.1). Para proponer una
extensión del segundo método de Lyapunov se debe introducir el concepto de estabilidad
Mittag-Leffler o estabilidad ML.

Definición 11. La solución de (5.9) es estable ML si

||x(t)|| ≤ (m(x(t0)))Eα(−λ(t− t0)α))c1 (5.10)

donde t0 es el tiempo inicial, α ∈ (0, 1], λ ≥ 0, b > 0,m(0) = 0,m(x) ≥ 0 y m(x) es localmente
Lipschitz en x ∈ Rn con una constante de Libschitz m0.
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Utilizando el método directo de Lyapunov, se obtiene una estabilidad asintótica del
sistema (5.5). Ahora, se presentará un extensión al segundo método de Lyapunov para
sistemas fraccionarios para mostrar la estabilidad ML [140].

Sea x = 0 un punto de equilibrio de (5.9) y D ⊂ Rn es un dominio con contiene
al origen. Sea una función V (t, x(t)) : [0,∞) × D → R continuamente diferenciable y
localmente Lipschitz con respecto a x tal que

c1||x||d1 ≤ V (t, x(t)) ≤ c2||x||d1d2 , (5.11)

0Dαt V (t, x(t)) ≤ c3||x||d1d2 , (5.12)

donde t ≥ 0, x ∈ D, α ∈ (0, 1], c1, c2, c3, d1, d2 > 0. Entonces, el punto de equilibrio x = 0 es
estable ML si las suposiciones (5.11) y (5.12) se mantienen en Rn. La prueba de la extensión
de la estabilidad de Lyapunov se encuentra en [140].

5.5. Estabilidad del Algoritmo de Aprendizaje Fraccionario Pro-
puesto

Para probar la estabilidad del algoritmo propuesto se define un función de Lyapunov
discreta

V [x, k] = E [x, k] =
1

2
e2[x, k]. (5.13)

El cambio de la función de Lyapunov (5.13) es

∆αV [x, k] =
V [x, k + 1]− V [x, k]

σ1−α
=

1

2s

(
e2[x, k + 1]− e2[x, k]

)
, (5.14)

donde e[x, k] := y[k] − ŷ[x, k], y[k] y ŷ[x, k] representan las señales de salida medida
y de la red neuronal respectivamente, x el parámetro que se desea optimizar, σ es un
parámetro temporal auxiliar con el fin de dimensionar el tiempo [141], α ∈ (0, 1] representa
el orden de la derivada fraccionaria y s una variable auxiliar para representar σ1−α. Si
∆e[x, k] = s−1(e[x, k + 1]− e[x, k]), entonces

e[x, k + 1] = s−1∆αe[x, k] + e[x, k],

⇒ e2[x, k + 1] = s−2∆αe2[x, k] + 2s−1e[x, k]∆e[x, k] + e2[x, k],
(5.15)

sustituyendo (5.15) en (5.14) se tiene

∆αV [x, k] =
1

2s

(
s−2∆αe2[x, k] + 2s−1e[x, k]∆αe[x, k] + e2[x, k]− e2[x, k]

)
,

∆αV [x, k] =
∆αe[x, k]

s3

(
1

2
∆αe[x, k] + e[x, k]s

)
.

(5.16)

Se aproxima e[x, k + 1] mediante una serie de Taylor con n = 1 en el punto x0 = x[k]
tal que

e[x, k + 1] = e[x, k] +
∂e[x, k]

∂x[k]
s∆αx[k]⇒ ∆αe[x, k] =

∂e[x, k]

∂x[k]
∆αx[k], (5.17)
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sustituyendo la ecuación (5.17) en (5.16) se obtiene

∆αV [x, k] =
1

s3
∂e[x, k]

∂x[k]
∆αx[k]

(
1

2

∂e[x, k]

∂x[k]
∆αx[k] + e[x, k]s

)
, (5.18)

considerando que ∆αx[k] es el algoritmo de aprendizaje fraccionario mostrado en (5.4),
entonces

∆αV [x, k] =
1

s3
∂e[x, k]

∂x[k]

(
−η[t|k]

∂E [x, k]

∂x[k]

)(
1

2

∂e[x, k]

∂x[k]

(
−η[t|k]

∂E [x, k]

∂x[k]

)
+ e[x, k]s

)
.

(5.19)
Utilizando la regla de la cadena con

∂e[x, k]

∂x[k]
=
∂e[x, k]

∂ŷ[x, k]

∂ŷ[x, k]

∂x[k]
= −∂ŷ[x, k]

∂x[k]

∂E [x, k]

∂x[k]
=
∂e[x, k]

∂x[k]

∂e[x, k]

∂ŷ[x, k]

∂ŷ[x, k]

∂x[k]
= −e[x, k]

∂ŷ[x, k]

∂x[k]
,

(5.20)

se sustituye en (5.19) como

∆αV [x, k] = − 1

s3
∂ŷ[x, k]

∂x[k]

(
η[t|k]e[x, k]

∂ŷ[x, k]

∂x[k]

)(
e[x, k]s− 1

2

∂ŷ[x, k]

∂x[k]

(
η[t|k]e[x, k]

∂ŷ[x, k]

∂x[k]

))
,

∆αV [x, k] = − 1

2s3

(
e[x, k]

∂ŷ[x, k]

∂x[k]

)2
(

2η[t|k]s− η2[t|k]

(
∂ŷ[x, k]

∂x[k]

)2
)
.

(5.21)

El término

2η[t|k]s− η2[t|k]

(
∂ŷ[x, k]

∂x[k]

)2

, (5.22)

de la ecuación (5.21) debe ser mayor a cero con el fin de que la derivada de la función de
Lyapunov sea negativa definida y así cumplir con el criterio de estabilidad. Por lo tanto,
se considera que el factor de compensación temporal es siempre un valor mayor a cero y
se resuelve la desigualdad

2η[t|k]s− a2η2[t|k] ≥ 0, (5.23)

considerando que a2 =

(
∂ŷ[x, k]

∂x[k]

)2

. Las soluciones de la desigualdad (5.23) en función

del factor de aprendizaje η son

η[t|k] ≥ 0, si a = 0,

0 ≤η[t|k] ≤ 2s

a2
, si a > 0.

(5.24)

De acuerdo a las desigualdades de (5.24), para cualquier valor positivo de η la derivada
de la función de Lyapunov (5.21) es estable asintóticamente, culminando así la prueba
de estabilidad del algoritmo de aprendizaje fraccionario propuesto en la ecuación (5.4).
Con el fin de evitar divergencias numéricas debido al alto valor que se le puede asignar al
factor de aprendizaje, se han mencionado en la sección 3.5.2 algunas formas para definir
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este parámetro. En [42–44, 133] se recomienda que el valor del factor de aprendizaje varíe
en un rango de 0 ≤ η[t|k] ≤ 1.

5.6. Entrenamiento Fraccionario Neuronal

De acuerdo a la ecuación que caracteriza el comportamiento neuronal propuesto (ver
ecuación (5.1)) se tienen un total de na + nb + 5 pesos sinápticos. Aplicando el esquema
numérico en el sentido de GL mostrado en la ecuación (A.3) del apéndice A se presentan
los entrenamientos fraccionarios para cada peso sináptico de la RNA mostrada en la
Figura 3.6.

V a[k + 1] = −η[t(k)]
∂E

∂V a[t(k)]
hα −

k∑
j=0

c
(α)
j V a[t(k)− j],

V b[k + 1] = −η[t(k)]
∂E

∂V b[t(k)]
hα −

k∑
j=0

c
(α)
j V b[t(k)− j],

V h[k + 1] = −η[t(k)]
∂E

∂V h[t(k)]
hα −

k∑
j=0

c
(α)
j V h[t(k)− j],

Wa[k + 1] = −η[t(k)]
∂E

∂Wa[t(k)]
hα −

k∑
j=0

c
(α)
j Wa[t(k)− j],

Wb[k + 1] = −η[t(k)]
∂E

∂Wb[t(k)]
hα −

k∑
j=0

c
(α)
j Wb[t(k)− j],

Wah[k + 1] = −η[t(k)]
∂E

∂Wah[t(k)]
hα −

k∑
j=0

c
(α)
j Wah[t(k)− j],

Wbh[k + 1] = −η[t(k)]
∂E

∂Wbh[t(k)]
hα −

k∑
j=0

c
(α)
j Wbh[t(k)− j].

(5.25)

El efecto del CF es análogo a una media móvil ponderada, debido a que el kernel
de la derivada se encarga de ponderar los valores más recientes con mayor peso que
los datos más antiguos. Por lo tanto, los pesos sinápticos del entrenamiento (5.25) tiene
propiedades no locales, es decir, para producir el valor actual de la ecuación diferencial
fraccionaria, necesita de su información pasada. Ahora se le define como red neuronal
artificial fraccionaria (RNAF) a una RNA o modelo neuronal cuyos pesos sinápticos son
entrenados mediante algoritmos con propiedades no locales como la ecuación (5.25).

5.7. Resultados

En esta sección se muestran los resultados obtenidos de la implementación de la meto-
dología propuesta. Con el fin de comparar los resultados obtenidos de la identificación de
diversos sistemas, la RNA fue entrenada mediante el algoritmo fraccionario y el algoritmo
clásico. Además, si el sistema fue identificado mediante otras metodologías, los resultados
fueron incluidos para realizar la comparación.
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La comparación es desarrollada en términos del número de parámetros np y el criterio
de Akaike mediante el cálculo de la predicción final del error (FPE por sus siglas en inglés
Final Prediction Error) la cual proporciona una medida de calidad del modelo al simular el
modelo propuesto con una base de datos distinta con la que fue estimado. Para medir la
precisión del modelo, se ha utilizado la raíz del error medio cuadrático (RMSE), medidas
de parentesco (FIT) y por último la prueba de pendiente intercepto. Cabe destacar que
el caso ideal es cuando y[k] = ŷ[x, k] donde el FIT sería igual al 100 %, el RMSE = 0,
pendiente igual a uno y un intercepto igual a cero. El cálculo del FIT se ha mostrado en la
ecuación (4.14), los demás índices mencionados se muestran en las ecuación (5.26), (5.27)
y (5.28).

FPE =
1

N

N∑
i=1

e2i (k, x̂(k))

(
1 + d

N

1− d
N

)
, (5.26)

donde N es el número de valores que conforman a la base de datos utilizada para realizar
la estimación, e(t) es la señal producida mediante la comparación de la salida medida y[k]
y la salida del modelo neuronal ŷ[k, x̂[k]], x̂ representa el vector de parámetros estimados
y d representa el número total de parámetros estimados [4].

RMSE =

√√√√√√
N∑
k=1

(y[k]− ŷ[k, x̂])2

N
, (5.27)

donde y[k] es la señal de salida real del sistema, ŷ[k, x̂] es la salida producida por el modelo
neuronal y x̂ es el vector de parámetros estimados por el algoritmo de entrenamiento
fraccionario.

m =

N∑
k=1

(y[k]− ȳ)
(
ŷ[k]− ¯̂y

)
N∑
k=1

(y[k]− ȳ)2

b = ¯̂y −mȳ

(5.28)

donde y[k] es la señal de salida medida, ȳ la media de la señal de salida medida, ŷ la
señal de salida estimada por la RNA, ¯̂y la media de la señal de salida estimada por
la RNA, m y b representan la pendiente y el intercepto respectivamente de la prueba
pendiente-intercepto.

5.7.1. Sistema 1: Secadora de Cabello

El sistema está compuesto por una malla hecha por cables resistivos encargados de
calentar el flujo de aire en la entrada de la tubería del dispositivo. La señal de entrada del
sistema es el voltaje aplicado al dispositivo y la salida es la temperatura del aire a través
de del conducto de aire medida mediante un termopar ubicado en el orificio de salida del
dispositivo. La base de datos, la cual está disponible en el portal Web DaISy (por sus sigas
del inglés Database for the Identification of Systems [136]), está compuesta por 1000 muestras,
infortunadamente no se cuenta con el periodo de muestreo como para saber la duración
del experimento. La Figura 5.2 muestra las señales de entrada y salida del sistema donde
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la señal de entrada es una señal binaria pseudo-aleatoria (PRBS del inglés pseudo-random
binary signal ).
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Figura 5.2: Señales de entrada y salida para sistema de secado.

Como se ha mostrado en secciones anteriores, el modelo neuronal puede ser manipu-
lado mediante operaciones algebraicas dependiendo de la selección de las funciones de
activación de la RNAF. De la Figura 5.1 las funciones de activación se definieron como
ϕ1(z) = tanh(z) y ϕ2(z) = z, por lo tanto el modelo neuronal se expresaría como (5.29).

ŷ[k] = V b tanh

(
nb∑
i=1

Wbiu[k − i− nk] +Wbh

)
+V a tanh

(
na∑
i=1

Waiŷ[k − i] +Wah

)
+V h.

(5.29)
Como se ha mencionado al principio de esta sección, el modelo neuronal dado por la

ecuación (5.29) es entrenado 1) por el algoritmo de entrenamiento de orden fraccionario y
2) por el algoritmo basado en descenso del gradiente propuesto en [43]. En ambos casos,
los ordenes na, nb y tiempo muerto nk fueron optimizados por el cambio de todos los
parámetros en un rango de 1 a 10 con un paso igual a uno, es decir, se aplicó el algoritmo
de fuerza bruta mostrado en el apéndice D. Un total de 1000 modelos fueron estimados
para cada uno de los algoritmos de entrenamiento. El mejor resultado de los 1000 modelos
con la RNAF y el mejor modelo de los 1000 estimados por la RNA fuero escogidos para
realizar la comparación. El orden de derivación α fue optimizado por el algoritmo de
optimización por enjambre de partículas mostrado en el apéndice C. El PSO fue utilizado
para la reducción de una función costo mostrada en la ecuación (5.27) durante 10 épocas.
El sistema ha sido identificado mediante otra metodología basada en normas matriciales
(NNSI) propuesta en [1] considerando sus condiciones de entrenamiento y validación. Los
mejores dos modelos obtenidos del algoritmo de fuerza bruta antes mencionado fueron
entrenados por el 30 % del total de los datos y validados por el 70 % del total, tal como se
propone con el modelo NNSI. Con esta validación se permite realizar una comparación
justa con los modelos propuestos y el modelo NNSI. La comparación fue realizada en
términos de precisión mediante la medición del FIT validando el modelo con los datos de
entrenamiento (FITtr) y los datos de validación (FITv), el RMSE en ambas situaciones
(RMSEtr y RMSEv), la prueba de pendiente-intercepto con ambos conjuntos de datos,
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número de parámetros np y el FPE.

Después de la optimización de los ordenes y retardos de na, nb y nk para la RNAF se
obtuvieron 2, 3 y 1 respectivamente. Mientras que para el modelo clásico se obtuvieron
los valores de 2, 9 y 2 respectivamente. Mediante la optimización del orden de deriva-
ción con el uso del PSO se obtuvo un valor de α = 0.9678127473. La Tabla 5.1 muestra
el desempeño del modelo con el entrenamiento local, el modelo no local y el modelo
NNSI. El valor del RMSE, tanto en los datos de entrenamiento como validación, el modelo
fraccionario otorga un mejor desempeño que el modelo tradicional. Con el fin de comparar
los modelos de manera visual, las figuras 5.3a y 5.3c muestran los resultados obtenidos de
manera temporal con los datos de entrenamiento y validación respectivamente mediante
la simulación del modelo considerando que solamente se tiene la señal de entrada y en
consecuencia, la salida producida es retroalimentada para cerrar el lazo de la RNAF y la
RNA.

Las figuras 5.3b y 5.3d muestran las pruebas de pendiente-intercepto para los datos de
entrenamiento y validación respectivamente, donde el modelo RNAF se encuentra más
cercano a la idealidad, es decir la pendiente del modelo RNAF se encuentra más cercana a
la unidad que el modelo RNA y del mismo modo, el intercepto del modelo RNAF es más
cercano al cero que el modelo RNA. Comparando el modelo con la metodología propuesta
en este trabajo y el modelo entrenado convencionalmente [43], la RNAF muestra un mejor
desempeño con un número de parámetros inferior. El número de parámetros np se ve re-
flejado directamente en la calidad del modelo la cual, es calculada mediante el FPE donde
el modelo RNAF obtuvo un mejor desempeño que su contra parte clásica. Realizando la
comparación con el modelo NNSI, el modelo RNAF es superior con respecto a la medición
del FIT. Infortunadamente, en [1] se carece de información acerca de su metodología como
para realizar más comparaciones de los modelos.

Tabla 5.1: Desempeño de la RNAF, RNA y el modelo NNSI. 300 datos fueron utilizados
para entrenar los modelos neuronales y estimar el orden fraccionario α. La validación del
modelo fue realizada con las últimas 700 muestras del conjunto de datos.

Modelo np
FIT RMSE

Entrenamiento Validación Entrenamiento Validación
RNAF 11 94.19 % 93.65 % 0.264789575053522 0.333519
RNA 16 87.11 % 80.34 % 0.591260203914813 1.112078
NNSI - - 90.2 % - -

Modelo FPE
Pendiente Intercepto

Entrenamiento Validación Entrenamiento Validación
RNAF 0.0754508 0.93935 0.97754 0.33782 0.15062
RNA 0.3889788 0.8324 1.1641 1.008 0.15062
NNSI - - - - -
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dación.

Figura 5.3: Comportamiento temporal del sistema con el modelo fraccionario RNAF
([na, nb, nk, α] = [2, 3, 1, 0.9678127473]) y el modelo clásico RNA ([na, nb, nk] = [2, 9, 2]) con
300 muestras del conjunto de entrenamiento y 700 muestras del conjunto de validación
[1].

5.7.2. Sistema 2: Modelo de Histéresis de Bouc-Wen

Con el fin de probar la flexibilidad de la metodología propuesta, un segundo sistema ha
sido identificado. El sistema consiste en el modelo de Bouc-Wen, el cual es utilizado para
representar efectos de histéresis en ingeniería mecánica [137, 142, 143]. La señal de entrada
y salida corresponden a una fuerza aplicada a un sistema amortiguado y la posición de
una masa respectivamente. Las señales fueron muestreadas a una frecuencia de 750Hz.
La base de datos total está compuesta por dos partes, entrenamiento y validación. Los
datos de entrenamiento están conformados por 8192 muestras (ver Figura 5.4a) y 153000
muestras para la validación (ver Figura 5.4b). El entrenamiento y validación fue realizada
de acuerdo a lo propuesto en [137].
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Figura 5.4: Señales de entrada y salida para realizar el entrenamiento de los modelos
fraccionario y entero (lado izquierdo) y señales de entrada-salida para realizar la validación
de los modelos (lado derecho).

ŷ[k] = V b tanh

(
nb∑
i=1

Wbiu[k − i− nk] +Wbh

)
+V a tanh

(
na∑
i=1

Waiŷ[k − i] +Wah

)
+V h.

(5.30)
El modelo neuronal para la identificación de este sistema está dado por la ecuación

(5.30). Los datos de entrenamiento (8192 muestras) fueron utilizados para la optimización
de los órdenes y retardos. Del mismo modo que el ejemplo anterior, los ordenes y retardo
fueron obtenidos por el cambio de na, nb y nk en un rango definido. Para este ejemplo
el rango de cambio para na y nb se definió entre Ωna,nb

∈ {1, 2, . . . , 20} y el rango de
valores para encontrar el retardo natural óptimo se definió como Ωnk

∈ {1, 2, . . . , 10}. Se
generaron 4000 modelos diferentes por cada método de aprendizaje (el fraccionario para
la RNAF y el clásico para la RNA), el mejor modelo fue seleccionado de cada algoritmo.
Al igual que el ejemplo anterior, el PSO ha sido utilizado para encontrar el valor óptimo
del orden fraccionario α. Después de la optimización, los órdenes y retardo óptimos se
definieron como [na, nb, nk, α] = [10, 1, 1, 0.99788] para la red neuronal fraccionaria y para
el modelo neuronal de orden entero se estimaron [na, nb, nk] = [12, 5, 1].

De acuerdo a los requisitos del benchmark propuesto en [137], los modelos son eva-
luados por pruebas de simulación y predicción con el conjunto de datos referente a la
validación compuesto por 153000 muestras donde se calcula el RMSE y aunado a ello, se
calcularon los otros parámetros de desempeño mostrados en el sistema anterior.

Las figuras 5.5a y 5.5b muestran la prueba de predicción para los modelos neuronales
(fraccionario y entero respectivamente). Cabe destacar que la prueba de predicción no es
capaz de garantizar que la estimación es eficiente, debido a que el sistema neuronal es
alimentado con las señales de entrada y salida con las que fue entrenado.
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Tabla 5.2: Desempeño de la RNAF, RNA y diversas metodologías encontradas en la
literatura para la identificación del modelo con histéresis Bouc-Wen. La validación fue
realizada mediante las pruebas de predicción (Pred) y simulación (Sim) a lo largo de
153000 muestras que conforman los datos de validación.

Model np
FIT RMSE

Pred Sim Pred Sim
RNAF 16 96.80 % 72.98 % 6.89× 10−6 1.79× 10−4

RNA 22 96.96 % 58.31 % 2.01× 10−5 2.76× 10−4

[144] - - - 0.0687 1.38
[145] 67 - - - 3.88× 10−4

Model
FPE Pendiente Intercepto

Pred Sim Pred Sim Pred Sim
RNAF 1.12× 10−5 1.68× 10−4 1.012 0.91 3.86× 10−9 2.50× 10−8

RNA 3.83× 10−5 3.54× 10−4 0.994 0.82 6.69× 10−7 4.23× 10−6

[144] - - - - - -
[145] - - - - - -
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Figura 5.5: Predicción de modelo fraccionario ([na, nb, nk, α] = [10, 1, 1, 0.99788]) y modelo
entero ([na, nb, nk] = [12, 5, 1]).

Por otro lado, la prueba de simulación se caracteriza por utilizar la señal de entrada
como una señal excitadora que en consecuencia producirá una señal de salida (otorgada
por el modelo neuronal). La señal producida, es retroalmientada al modelo neuronal para
que funja como una señal de entrada más y producir nueva información proveniente del
modelo neuronal. La Figura 5.6 muestra la prueba de simulación del modelo neuronal
fraccionario. De la prueba de simulación, se realizó la prueba de pendiente-intercepto
con el fin de mostrar la relación entre la señal de salida medida (señal de salida real del
sistema) y la señal producida por el modelo neuronal fraccionario. Del mismo modo, la
Figura 5.7 muestra los resultados de simulación y pendiente-intercepto para el modelo de
orden entero.

Cabe destacar que las figuras 5.6b y 5.7b muestran que el intercepto es cercano a cero o
relativamente igual a cero, debido a la amplitud de la señal que se desea estimar, es decir,
ya que la magnitud de la señal real del sistema es pequeña, el valor del intercepto será
pequeño o cercano a cero. En la Tabla 5.2 se observa que, de hecho, el modelo neuronal
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fraccionario alcanza una mejor precisión con los demás modelos excepto en la prueba de
predicción donde el modelo de orden entero obtuvo un mejor FIT. Aún así, en las pruebas
de simulación, np, FIT en simulación, RMSE, etc. El modelo neuronal fraccionario obtuvo
un mejor desempeño que los demás incluyendo los modelos reportados en la literatura
[144, 145].
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(a) Simulación del modelo neuronal fracciona-
rio con los datos de validación.

(b) Prueba de pendiente-intercepto con la simu-
lación del modelo RNAF de orden reducido.

Figura 5.6: Simulación del modelo neuronal fraccionario reducido con [na, nb, nk, α] =
[10, 1, 1, 0.99788] y prueba de pendiente-intercepto.
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Figura 5.7: Simulación del modelo neuronal de orden entero con [na, nb, nk] = [12, 5, 1] y
prueba de pendiente-intercepto.

5.7.3. Sistema 3: Predicción de Glucosa

La diabetes de tipo uno (DT1) es una enfermedad crónica que ocurre cuando el pán-
creas es incapaz de producir la insulina que el cuerpo necesita. La insulina es una hormona
la cual regula la glucosa en la sangre (GS) ayudando a las células a convertir la glucosa
en energía para el cuerpo. En este sentido, la DT1 deteriora el control de la GS ocasionan-
do riesgos de sufrir hipoglicemias (GS < 70mg/dL) o hiperglicemias (GS > 180mg/dL).
Las hiperglicemias ocasionan severas complicaciones en el sistema cardiovascular como
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deterioro de vasos sanguíneos, deterioro en órganos, etc. Por otro lado, la hipoglicemia
ocasiona riesgos de tener convulsiones, coma, y por último, la muerte. En consecuencia,
los pacientes con DT1 deben optimizar sus dosis de insulina con el fin de mantener los
niveles de GS en un rango entre [70, 180] mg/dL [146]. El tratamiento para pacientes
con DT1 consiste en el suministro exógeno de dosis de insulina mediante inyecciones
repetitivas a lo largo de su vida. Recientemente, una nueva tecnología llamada páncreas
artificiales (PA) ha sido desarrollada con el fin de mejorar o acabar con el tratamiento
basado en la inyección punzante de insulina. Los PA combinan un monitoreo continuo de
glucosa (MCG) con bombas de insulina utilizando algoritmos de control encargados de
regular las dosis de insulina que el cuerpo requiere.

La predicción de GS (PGS) ayuda a mejorar el control de la GS. Por ejemplo en [147]
y [148], dos grupos de investigación presentan dos sistemas los cuales, basados en la
PGS recomiendan la dosis óptima de insulina suministrada manualmente para atender a
pacientes con DT1. El resultado de los dos sistemas propuestos se vio reflejado en al prome-
dio de concentración de glucosa plasmática (HbA1c), la cual es un indicador relacionado
con las complicaciones que la diabetes produce. Otros ejemplos donde PGS es utilizado
para el mejoramiento del control de la GS fueron presentados en [149] y [150], donde
eventos hipoglicémicos se redujeron mediante la reducción o suspensión del suministro
de insulina cuando la predicción de GS mostraba niveles por debajo del umbral definido
como 70 mg/dL. Bajo el mismo propósito, en [151, 152], se ha propuesto utilizar un PA
en lazo cerrado realizando la PGS para optimizar el suministro de insulina requerido
mediante un algoritmo de control predictivo (MPC) [153].

Cabe destacar que el proceso de PGS se realiza mediante el uso de un modelo ma-
temático que prediga los niveles de glucosa bajo los efectos de diversas variables. En la
literatura se encuentran diversos modelos enfocados unicamente en describir el comporta-
miento de la GS [153–157]. En este sentido, en este trabajo se ha propuesto utilizar modelos
basados en redes neuronales artificiales, debido a que han demostrado que son útiles para
el modelado de sistemas complejos [42–44, 110, 111, 116, 133]. De hecho, las RNAs ya
han sido utilizadas para predecir el nivel de GS, por ejemplo en [158] un modelo LSTM
(Long-Short Term-Memory) es comparado con modelos basados en regresión de vector
soporte (Support Vector Regression) y modelos autoregresivos de media móvil. El modelo
propuesto en [158] es una RNA recurrente bidireccional (BRNN), es decir, los estados de
las entradas fluyen hacia delante y hacia atrás iterativamente. Cada una de las ramificacio-
nes (hacia adelante y hacia atrás) está compuesta por 4 neuronas en la capa de entrada,
ocho, 64 y ocho neuronas distribuidas en tres capas ocultas respectivamente para producir
predicciones de 30, 40 y 60 minutos. En [159] se propone una RNA convulusiva (CNN)
para predecir la concentración de GS a 30 y 60 minutos. La RNA propuesta utiliza los datos
del nivel de glucosa en la sangre, comidas e insulina como señales de entrada. En [160] un
modelo neuronal LSTM recibe señales de niveles de glucosa sanguínea para suministrar a
una RNA entrenada mediante el método del gradiente para predicciones a 30 y 60 minutos.

El uso del CF no es ajeno al modelado de DT1. Por ejemplo, en [161] se propone utilizar
el modelo mínimo de Bergman utilizando una derivada fraccionaria en el sentido de
Caputo para observar el efecto de la insulina en la concentración GS. Entre otros ejemplos,
en [162] se propone utilizar un controlador PID fraccionario (PIλDµ), un observador no
lineal de orden fraccionario [163], un observador no lineal adaptable con modos deslizan-
tes [164] y un controlador difuso de nivel [165] fueron propuestos para regular el nivel de
glucosa en la sangre. A pesar de que los trabajos presentados que relacionan al CF con la
predicción de glucosa mostraron resultados prometedores gracias al uso de la no localidad



Capítulo 5. Identificación de Sistemas con Redes Neuronales Fraccionarias 59

en el CF, ninguna de ellos fue validado con datos provenientes de pacientes reales.

Método

A. Entradas del Modelo

Como es propuesto en [166], utilizando la información de carbohidratos ingeridos
por comidas y los niveles de insulina en el sistema es posible obtener una predicción
de glucosa eficaz. En este sentido, se ha propuesto utilizar para el modelo neuronal las
variables IOB, COB y GS como entradas al modelo neuronal.

La insulina activa o IOB por sus siglas en inglés (insulin on board) se define como
la insulina inyectada que sigue teniendo un efecto en la concentración de glucosa en la
sangre. El IOB es calculado mediante la ecuación (5.31).

uIOB[k] =

N∑
n=1

I[k − n]hIOB[n], (5.31)

donde I[n] es la cantidad de insulina en U/h entregada por una bomba de insulina en el
n-ésimo instante de tiempo. El COB e la porción de comida que sigue teniendo un efecto
sobre el comportamiento de la GS. El COB es calculado mediante la ecuación (5.32)

uCOB[k] =
N∑
n=1

CHO[k − n]hCOB[n], (5.32)

donde CHO[n] es la cantidad carbohidratos en gramos ingeridos en el n-ésimo instante de
tiempo. Cabe destacar que la porción de CHO es declarada por cada uno de los pacientes
dependiendo de la hora que en su propia dieta se hayan definido. En (5.31) y (5.32),
N = 48 para considerar ocho horas de datos y h[n] = h[nτs] con τs = 10min está dada por
la ecuación (5.33):

h[n] =
(

1 +
n

τ

)
e
−
n

τ , (5.33)

donde τ = 50min para (5.31) y para (5.32), τ = 40min de acuerdo a [167].

B. Modelo Neuronal Propuesto

Similar al modelo presentado en la ecuación (5.1) y Figura 5.1, el modelo neuronal
propuesto para predicción de glucosa se muestra en la Figura 5.8. Nótese que la diferencia
entre la estructura neuronal de la Figura 5.8 y la Figura 5.1 se basa en el número de
entradas que se han definido para estimar la señal de salida y el número de neuronas, es
decir, el usuario es capaz de utilizar el número de neuronas que este desee. Por lo tanto,
el modelo neuronal de (5.1) tiene algunas variaciones en su representación matemática
como lo muestra (5.34) con funciones de activación ϕ1(z) = tanh(z) y ϕ2(z) = z.

ŷGS [k] =

nn∑
i=1

V bi tanh

 nb1∑
j1=1

uIOB[k − j1 − nk1]Wbi1,j1 +

nb2∑
j2=1

uCOB[k − j2 − nk2]Wbi2,j1 +Wbhi


+V ai tanh

 na∑
j=1

ŷ[k − j]Waij +Wahi

+ V h


(5.34)
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Figura 5.8: Estructura de red neuronal propuesta para la predicción de glucosa en la
sangre.

donde V ai ∈ Rnn, V b ∈ Rnn, V h ∈ R, Wah ∈ Rnn, Wbh ∈ Rnn, Wb1,i ∈ Rnb1×nn,
Wb2,i ∈ Rnb2×nn, Wai ∈ Rna×nn son pesos sinápticos, nn es el número de neuronas para
procesar las señales de entrada y salida, uIOB[k] es la entrada de insulina activa o IOB,
uCOB[k] representa la ingesta de carbohidratos o COB, ŷBG[k] es la concentración de
glucosa en la sangre, na, nb1 y nb2 es el orden del modelo neuronal y nk1 y nk2 representan
los tiempos muertos del sistema.

C. Entrenamiento Fraccionario de la RNA

De acuerdo a lo mostrado en la sección 5.6, es posible realizar el entrenamiento de
una red neuronal de manera no local como se muestra en la ecuación (5.25). Utilizando
la definición discreta de derivada fraccionaria en el sentido GL mostrada en la ecuación
(2.16) y esquema numérico mostrado en (A.3), el entrenamiento de la RNA de (5.34) es:
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V a[k + 1] = −η[t(k)]
∂E

∂V a[t(k)]
hα −

k∑
j=0

c
(α)
j V a[t(k)− j],

V b[k + 1] = −η[t(k)]
∂E

∂V b[t(k)]
hα −

k∑
j=0

c
(α)
j V b[t(k)− j],

V h[k + 1] = −η[t(k)]
∂E

∂V h[t(k)]
hα −

k∑
j=0

c
(α)
j V h[t(k)− j],
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c
(α)
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∂E
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k∑
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c
(α)
j W1,i[t(k)− j],

Wb2,i[k + 1] = −η[t(k)]
∂E

∂Wb2,i[t(k)]
hα −

k∑
j=0

c
(α)
j Wb2,i[t(k)− j],

Wah[k + 1] = −η[t(k)]
∂E

∂Wah[t(k)]
hα −

k∑
j=0

c
(α)
j Wah[t(k)− j],

Wbh[k + 1] = −η[t(k)]
∂E

∂Wbh[t(k)]
hα −

k∑
j=0

c
(α)
j Wbh[t(k)− j].

(5.35)

D. Optimización de órdenes na, nb1, nb2, tiempos muertos nk1, nk2 y α.

Para el caso de la RNA de orden entero, se utilizó el algoritmo de fuerza bruta midien-
do el valor RMSE (ver ecuación (5.27)) para optimizar los órdenes (na, nb1 y nb2) y tiempos
muertos (nkk1 y nk2) como también el número de neuronas. Los rangos de optimización se
definieron entre uno y cinco para los órdenes y tiempos muertos de la RNA y de 1 a 20 para
el número de neuronas. Por tanto, el número total estimados corresponde a 62500 modelos
diferentes. Después de haber aplicado el algoritmo de fuerza bruta, se encontraron los
órdenes na = 5, nb1 = 5, nb2 = 1, nk1 = 3 y nk2 = 3. La Figura 5.9 muestra el resultado
de la variación de las neuronas con los valores óptimos na = 5, nb1 = 5, nb2 = 1, nk1 = 3
y nk2 = 3. Es importante destacar que de la Figura 5.9, se seleccionó aquel valor que
cumpliese un equilibrio entre un valor pequeño de RMSE, un valor pequeño de nn y que
las muestras RMSE fueran uniformes, es decir, que los datos no estuvieran contaminados
con valores atípicos. Bajo este contexto, el valor mínimo de RMSE encontrado fue con
nn = 3 yRMSE = 17.1 pero está altamente contaminado por valores atípicos, por lo tanto
se definió como nn = 10 ya que este no se encuentra contaminado por valores atípicos
y su valor RMSE está cercano al mínimo con RMSE = 17.45. Es de suma importancia
mencionar que cada muestra corresponde al promedio RMSE de 1000 repeticiones, es
decir, el programa se ejecutó en 1000 ocasiones con condiciones iniciales aleatorias con
el fin de mostrar que el algoritmo es robusto y obtener una mejor exactitud ante el valor
RMSE. Con los órdenes definidos y al igual que el número de neuronas se calcularon 151
pesos sinápticos con el método del gradiente convencional mostrado en el apéndice A.
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Figura 5.9: Selección del número de neuronas para el modelo neuronal mostrado en la
Figura 5.8.

Debido a que se busca reducir el número de parámetros mediante el uso del algoritmo
de aprendizaje fraccionario, de la RNA de la Figura 5.8, se definió el número de neuronas
igual a uno. Por otro lado, se utilizó una combinación entre el algoritmo de fuerza bruta
y el PSO (ver apéndice C) para encontrar los valores de los órdenes (na, nb1 y nb2) y
tiempos muertos (nkk1 y nk2) y el orden fraccionario α. Después de haber concluido con
la combinación de algoritmos (fuerza bruta y PSO), se encontraron los órdenes na = 3,
nb1 = 11 y nb2 = 7, tiempos muertos nk1 = 2, nk2 = 2 y orden fraccionario α = 0.9998721.

Evaluación experimental

A. Base de datos

La base de datos utilizada para el entrenamiento, pruebas y validación del modelo
neuronal fraccionario propuesto están conformados por datos de 30 pacientes adultos
con DT1 tratados mediante un pancras artifical. Los pacientes fueron parte de programa
autorizado por la autoridad nacional de seguridad francesa (ANSM) al rededor de 12
hospitales. Los datos utilizados para entrenar a la RNA y RNAF fueron muestreados
por el sistema Dexcom 5G CGM cada 5 min, la insulina suministrada por la bomba
fue muestreada cada minuto y finalmente, los datos acerca de los carbohidratos fueron
ingresados por los pacientes manualmente. Las tres señales fueron remuestreadas con un
periodo de 10 min.

B. Evaluación de pruebas

Se procesaron los datos de 30 pacientes con DT1 por 45 días. La Figura 5.10 muestra
el proceso realizado para separar los datos en entrenamiento y validación. Por cada
paciente, los datos fueron separados en subconjuntos de entrenamiento compuestos por
30 días (referentes a 8640 muestras) y un subconjunto de validación compuesto por 15
días (referente a 4320 muestras). Como se ha mencionado con anterioridad, el modelo fue
entrenado mediante la información proveniente de 30 pacientes, por lo tanto el conjunto
de datos de entrenamiento y pruebas está compuesto por 259200 muestras.
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Figura 5.10: La base de datos fue separada en datos de entrenamiento y datos de validación.
De cada subconjunto, diversos eventos fueron seleccionados para optimizar y entrenar al
modelo neuronal fraccionario.

De los 30 subconjuntos de entrenamiento, se definieron eventos donde el sistema
mostrara una mayor dinámica esto sucede durante la ingesta de alimentos. Cada evento
está formado por cuatro horas de muestreo, dos horas antes y dos horas después de haber
ingerido alimentos. La Figura 5.11 muestra un ejemplo de los eventos seleccionados para
realizar el entrenamiento de las RNAs.

Figura 5.11: Ejemplo de extracción de eventos del conjunto de datos de entrenamiento.
Los niveles de GS, IOB y COB son extraídos al rededor de una comida (2 horas antes y 2
horas después).

El 70 % de cada uno de los subconjuntos de información de entrenamiento fue utilizado
para la optimización del orden fraccionario α y validado sobre el 30 % restante mediante
el algoritmo PSO. Finalmente, la validación fue realizada mediante la predicción de
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los niveles de glucosa referentes a 15 días (los cuales la RNAF no consideró durante su
entrenamiento). Los horizontes de predicción (HP) propuestos para evaluar la eficiencia de
la RNAF fueron de 30 y 60 minutos. El instrumento de medición utilizado para cuantificar
la eficiencia del modelo neuronal fraccionario fue el RMSE más la desviación estándar
sobre los datos de validación de cada paciente.

C. Prueba de Predicción

El objetivo de esta identificación es predecir el comportamiento de la glucosa en
“n muestras en el futuro”. Para realizar la validación se desarrolló un algoritmo que
permitiera completar dicho objetivo. Primeramente se debe saber qué valor entre na,
nb1 + nk1 y nb2 + nk2 es mayor. El algoritmo espera hasta que el vector (entrada o salidas)
con mayor dimensión sea llenado con la información necesaria. Una vez que todos los
vectores tienen un valor determinado, la RNAF arroja la primera predicción (1 muestra en
el futuro) “p1”. En el siguiente paso, la RNAF utiliza esa primera predicción para realizar
una predicción dos muestras adelante “p2”. El proceso se repite hasta llegar a la predicción
“pn” donde la predicción dependerá unicamente de las predicciones realizadas por la RNA
y no de los valores anteriormente sabidos.

Figura 5.12: Esquema de prueba de predicción.

La Figura 5.12 muestra un esquemático del proceso de predicción considerando que
la máxima combinación de los órdenes es cinco y que se está prediciendo cada 10 minu-
tos según la frecuencia de muestreo que se utilizó para realizar la identificación del sistema.

D. Indicador de Desempeño

El indicador de desempeño es el RMSE (ver ecuación (5.27)) debido a que la mayoría de
los autores utilizan este indicador para evaluar el desempeño de los modelos propuestos.

Resultados

Se realizaron pruebas con 10, 15, 20, 30 y 60 minutos como horizonte de predicción
(HP) para la RNA y la RNAF bajo las mismas condiciones, es decir, para realizar una
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comparación justa se utilizó la misma base de datos para validación. Cabe recordar que
se está utilizando la información de 30 pacientes durante 15 días (en vida cotidiana)
con un tiempo de muestreo de 5 min. La Figura 5.13 muestra el desempeño de cada
RNA entrenada de forma fraccionaria y convencional para los diversos HP que se han
mencionado donde la RNAF muestra obtener un mejor desempeño a lo largo de la
evaluación de los 30 pacientes que la RNA.

Figura 5.13: Desempeño de la RNAF y RNA con diversos HP.

La Tabla 5.3 muestra el RMSE (promedio ± std) de modelos basados en RNAs para
la predicción de glucosa con horizontes de 30 y 60 min encontrados en la literatura, el
modelo fraccionario propuesto y el modelo neuronal entrenado de forma convencional.

Tabla 5.3: Comparación entre diferentes desempeños encontrados en la literatura y el
desempeño alcanzado por el modelo fraccionario propuesto y convencional para predic-
ciones de 30 y 60 min.

Referencia
¯RMSE ± std(RMSE)[mg/dL] de predicciones

30 min 60 min
LSTM [158] 21.747 36.918
CNN [159] 21.07± 2.35 33.27± 4.79

BRNN [160] 30.6± 11.6 65.7± 27
RNAF 21.0019986± 4.7657 39.02535± 7.2772
RNA 26.554484± 6.1696 51.8724± 8.27
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(a) Predicción realizada por la RNAF.

(b) Predicción realizada por la RNA.

Figura 5.14: Predicciones de 10 minutos a un paciente aleatorio seleccionado entre 30 por
la RNAF y la RNA sobre periodos de desayuno, comida y cena.

La Figura 5.14 muestra la predicción del modelo neuronal fraccionario 5.14a y el
modelo neuronal convencional 5.14b. El comportamiento mostrado es de un paciente
seleccionado al azar en un intervalo de tiempo que fuera afable con el fin de mostrar dos
periodos alimenticios (desayuno, comida y cena). Las siguientes predicciones se realizarán
bajo el mismo paciente en el mismo intervalo de tiempo considerando diversos HP.

Discusión

De la Figura 5.9 se seleccionaron diez neuronas para el modelo neuronal convencional
que, con el orden encontrado mediante el algoritmo de fuerza bruta, 151 parámetros
fueron optimizados. Por otro lado, con el fin de reducir el número de parámetros de la
RNA, se definió el número de neuronas igual a uno para el caso fraccionario que, junto
con los ordenes de los regresores na, nb1, nb2, nk1 y nk2, se optimizaron 26 parámetros
solamente. Si la calidad del modelo fuese evaluada (FPE visto en la ecuación (5.26)) el
modelo RNAF es mejor que su contra parte convencional.
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Los órdenes y retardos naturales (tiempos muertos) del modelo neuronal fraccionario
permitieron considerar la dinámica de la concentración de GS a lo largo de 30 min, IOB de
t− 110 a t− 20 min y COB de t− 70 a t− 20 min considerando a t como el tiempo actual.
Por otro lado el modelo convencional utilizó la dinámica la concentración de GS a lo largo
de 50 min, IOB de t − 30 a t − 10 min y COB de t − 50 a t − 30 min. El impacto de las
tres variables de salida (GS) y entrada (IOB y COB) son importantes para las predicciones
realizadas por la RNAF ya que se consideran HP dentro de los intervalos mencionados.
Se realizaron pruebas de pendiente intercepto en cada una de las predicciones realizadas
donde la RNA mostró tener un mejor desempeño para el paciente actual pero, gracias a lo
mostrado en la Figura 5.13 se puede concluir que el paciente mostrado en las figuras 5.14,
5.16, 5.15, 5.17 y 5.18 solo fue un caso particular donde la RNA fue superior. Es importante
denotar que conforme el HP se eleva, la predicción comienza a carecer de precisión; este
comportamiento es totalmente normal debido a que se están prediciendo HP con pocas
muestras del pasado, si el HP es pequeño entonces la predicción será más precisa.

Visualmente, la diferencia entre el desempeño entregado por la RNAF y la RNA es
similar, y es cierto, esto debido a que el orden α = 0.998721 es cercano a uno (el caso
clásico o el entrenamiento convencional); a pesar de ello, el hecho de cambiar el orden de
derivación permitió reducir el número de neuronas y por ende el número de parámetros
de la RNAF.

Ahora, hablando de los desempeños mostrados en la Tabla 5.3, el modelo RNAF
es superior para las predicciones de 30 min y el modelo propuesto en [158] ha sido el
mejor modelo para la predicción de 60 min. Infortunadamente la Tabla 5.3 solamente
puede realizar una comparación justa entre los valores RMSE obtenido de la predicción
del modelo RNAF y el modelo RNA ya que la validación de estos fue realizada bajo la
misma base de datos. Es decir, los modelos propuestos en [158–160] fueron evaluados
con otro tipo de base de datos. En [158] por ejemplo, se realizó la evaluación sobre 20
pacientes con DT1 compuesta por 26 conjuntos de información con 1500 muestras en
cada uno de ellos (39000 muestras en total) correspondientes a cinco días de pruebas (con
un periodo de muestreo de cinco minutos); de acuerdo a la estructura de red neuronal
mostrada se optimizaron 16384 parámetros para realizar la predicción. En [160] se evaluó
el modelo sobre 32 pacientes con DT1 durante siete días de vida cotidiana muestreados
cada 5 minutos (2016 muestras en total). Cabe destacar que los modelos propuestos fueron
evaluados sobre 30 pacientes con DT1 con una duración de 15 días muestreados cada
5 minutos dando un total de 129600 muestras en total con 151 y 26 parámetros para el
modelo RNA y RNAF respectivamente. En este contexto, los modelos propuestos han
mostrado un mejor desempeño en función del valor RMSE y el número de parámetros
que los modelos encontrados en la literatura. Solo el modelo propuesto en [159] ha sido
evaluado bajo condiciones similares ya que se realizó la validación sobre 10 pacientes con
DT1 con tres meses de pruebas con un modelo neuronal compuesto por 524288 parámetros
(según la información que el artículo muestra).
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(a) Predicción realizada por la RNAF.

(b) Predicción realizada por la RNA.

Figura 5.15: Predicciones de 15 minutos a un paciente aleatorio seleccionado entre 30 por
la RNAF y la RNA sobre periodos de desayuno, comida y cena.
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(a) Predicción realizada por la RNAF.

(b) Predicción realizada por la RNA.

Figura 5.16: Predicciones de 20 minutos a un paciente aleatorio seleccionado entre 30 por
la RNAF y la RNA sobre periodos de desayuno, comida y cena.
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(a) Predicción realizada por la RNAF.

(b) Predicción realizada por la RNA.

Figura 5.17: Predicciones de 30 minutos a un paciente aleatorio seleccionado entre 30 por
la RNAF y la RNA sobre periodos de desayuno, comida y cena.
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(a) Predicción realizada por la RNAF.

(b) Predicción realizada por la RNA.

Figura 5.18: Predicciones de 60 minutos a un paciente aleatorio seleccionado entre 30 por
la RNAF y la RNA sobre periodos de desayuno, comida y cena.
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Neuro-Adaptavilidad Fractal-Fraccionaria.

6.1. Introducción

Muchos de los controladores son diseñados con base en el comportamiento del modelo
de los cuales, en los capítulos 1 y 3, se han explicado los dos métodos de obtener dicho
modelo. En este contexto, se ha decidido aprovechar las ventajas de la IS para realizar
el modelado de diversos sistemas [168, 169]. Como se ha mencionado con anterioridad,
en este trabajo de investigación se ha optado por utilizar a las redes neuronales como
modelo de optimización, es decir, estimar los parámetros de una RNA con el fin de simular
el comportamiento físico de un sistema gracias a que la RNAs tienen la capacidad de
aproximar funciones no lineales, capacidad de procesar grandes capacidades de informa-
ción [118, 119, 170, 171]. Diversos trabajos de investigación encontrados en la literatura
aseguran que las RNAs son eficientes para realizar el modelado de sistemas físicos [172],
donde el modelo analítico es difícil de obtener[167, 173].

En [174, 175] se utiliza la definición de RL para la IS mediante modelos Hammerstein
fraccionarios de sistemas simulados y sistemas reales como intercambiadores de calor. En
[133] se utiliza una RNA utilizando un algoritmo de entrenamiento fraccionario, la no
localidad del algoritmo permitió que el entrenamiento encontrase nuevas trayectorias de
solución a pesar de iniciar con las mismas condiciones iniciales en cada simulación; el
algoritmo fraccionario implementado ayudó a reducir el número de parámetros que el
modelo necesita para estimar el comportamiento del sistema real en comparación de su
contra parte convencional (orden entero). En [36] se propone una RNA con dinámica frac-
cionaria para realizar la IS de dos tanques acoplados, la RNA propuesta, es desarrollada
utilizando la defunción de RL y mediante un algoritmo de aprendizaje fraccionario basado
en las ecuaciones de Riccati y Lyapunov. En [176], basado en la teoría de Lyapunov, una
RNA en el sentido de Caputo fue entrenada para la IS de un sistema simulado. En [177],
una RNAF en el sentido de Caputo fue utilizada para la identificación de una turbina de
viento utilizando el algoritmo PSO para su adaptación.

En el capítulo 1 se ha mencionado acerca de la definición geométrica que una derivada
fraccionaria representa, la cual está definida como tiempo cósmico ya que la derivada
fraccionaria permite encontrar soluciones en diferentes escalas de tiempo que el cálculo
convencional es incapaz de caracterizar. Del mismo modo que el tiempo es medido en
diversas escalas, el espacio también puede ser medido en diferentes escalas de espacio
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definido como espacio fractal.

Como se ha mencionado al principio de este parrafo, el CF es capaz de adaptarse a
diversos problemas donde, entre ellos, se encuentra la IS. Los trabajos encontrados en la
literatura se basan en el concepto de derivada fraccionaria con kernel de potencia (RL y
LC) sin embargo, no se han encontrado trabajos que relacionen el concepto de fractalidad
para la IS.

6.2. Balance entre definiciones fraccionarias y fraccionarias-fractales

La ecuación (2.21) ha mostrado la definición fractal-fraccionaria con un kernel de
potencia (FFP). El concepto matemático de fractalidad está dado por (2.22) cuya compro-
bación se ha demostrado en [65, 178, 179]. Cabe destacar que si el orden de fractalidad β
es constante, la propiedad de fractalidad se expresa como la ecuación (6.1).

d

dtβ
Φ(t) =

t1−β

β
Φ̇(t). (6.1)

Si la igualdad (6.1) es utilizada en la ecuación (2.21) se llegaría a una definición como

(
FFP
t0 Dα,βT f(t)

)
=

1

Γ(1− α)

d

dtβ︸︷︷︸
Fractalidad

∫ T

t0

f(t) (t− τ)−α︸ ︷︷ ︸
Memoria

dτ,

⇒
(
FFP
t0 Dα,βT f(t)

)
=

1

Γ(1− α)

t1−β

β

d

dt︸ ︷︷ ︸
Fractalidad

∫ T

t0

f(t) (t− τ)−α︸ ︷︷ ︸
Memoria

dτ,

(6.2)

considerando que

Φ(t) =

∫ T

t0

f(t)(t− τ)−αdτ. (6.3)

De la ecuación (6.2) se encuentra una relación entre la definición FFP y la definición
de RL expuesta en la definición 1. Dicha relación se realiza ya que de la ecuación (6.2) se
encuentra la definición de RL (ver ecuación (2.12)) implícitamente como se muestra en la
ecuación (6.4).

FFP
t0 Dα,βT f(t) =

t1−β

β

1

Γ(1− α)

d

dt

∫ T

t0

f(t)(t− τ)−α︸ ︷︷ ︸
Definición RL

dτ. (6.4)

Por lo tanto, se encuentra una relación directamente proporcional entre la definición
FFP y la definición de RL como lo muestra (6.5)

FFP
t0 Dα,βT f(t) =

t1−β

β
RL
t0 D

α
T f(t). (6.5)

Es importante denotar que la definición FFP es una generalización del caso fraccionario
por ejemplo, si β = 1 se obtiene la derivada fraccionaria clásica de Riemann-Liouville
pero, si el valor de beta es un numero racional, el comportamiento de la definición RL
tendrá comportamientos fractales.
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6.2.1. Balance entre definiciones fraccionarias

En diversos trabajos se propone una relación entre las dos derivadas (2.17) y (2.12).
Por ejemplo, en [180, 181] muestran una relación entre las dos derivadas como se muestra
en la ecuación (6.6).

(
LC
0 Dαt x

)
(t) =

(
RL
0 Dαt x

)
(t)− t−α

Γ(1− α)
x(0) (6.6)

En [140] se presenta la comprobación de la ecuación (6.6) pero, al realizar la simulación
de dicha igualdad, la aproximación carece de precisión. Para demostrar la afirmación
anterior se realizó la simulación de un atractor caótico conocido como Circuito de Chua
gobernado por el sistema de ecuaciones diferenciales (6.7) [182].

0D0.98
60 x1(t) = α(x2 − x1 − a2x1 − 0.5(a1 − a2)(|x1 + 1| − |x1− 1|),

0D0.98
60 x2(t) = x1 − x2 + x3,

0D0.98
60 x3(t) = −βx2.

(6.7)

La Figura 6.1a muestra el comportamiento del sistema caótico con cada no de sus
estados. Como bien se aprecia, existe una diferencia entre el comportamiento del sistema
con el sentido de LC y RL. En la Figura 6.1a no se alcanzan a apreciar todas las diferencias
debido a la perspectiva con la que fue tomada la imagen. Por lo tanto se agregó el
comportamiento de uno de sus estados en la Figura 6.1b con el fin de constatar que la
compensación denotada como Υ(t) no es capaz de igualar ambas definiciones. En la
Figura 6.1b se agregó el comportamiento de la definición de RL sin la compensación Υ(t)
mostrando que, dicha compensación no aporta en lo absoluto al balance entre las dos
definiciones.
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Figura 6.1: Diferencias entre definiciones LC y RL.

Otra de las aproximaciones propuestas entre las dos derivadas consiste en una com-
pensación mediante series de Taylor propuesto en [183] y expresado en (6.8).(

C
0 Dαt x

)
(t) =

(
RL
0 Dαt x

)
(t)− Tm−1[f ; t0](t), (6.8)

En [183] muestran diversos ejemplos para probar que su aproximación es válida y útil
pero, solo ha sido para aproximar funciones básica como x, ex, sin(x), etc. Todas las formas
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de compensación para relacionar ambas derivadas son interesantes pero, ninguna de ellas
relaciona la fractalidad de una derivada fraccionaria como se muestra en la ecuación (6.9).
Debido a la fractalidad añadida, se propone un término de compensación adaptable Φ(tk)
como se muestra en la ecuación (6.9).

(
C
0 Dαt x

)
(t) =

t1−β

β

(
RL
0 Dαt x

)
(t)− Φ(tk), (6.9)

donde Φ(tk) es una red neuronal como se muestra en la ecuación (6.10) y Figura 6.2.

Φ(tk) = ϕ3

(
Zaϕ2

(
V aϕ1

(
na∑
ia=1

Waia x̃(k − ia) +Wah

)
+ Vah

)
+

Zbϕ2

V bϕ1

 nb∑
ib=1

Wbib
t(k − ib − nk) +Wbh

+ Vbh

+ Zh

 ,

(6.10)

donde Za, Zb, Zh, V a, V b, Vah, Vbh, Wah y Wbh ∈ R, Wa ∈ Rna , Wb ∈ Rnb son pesos
sinápticos no locales, ϕ1, ϕ2 yϕ3 son funciones de activación, t es el vector de tiempo y
x̃(t) =

(
C
0 Dαt x

)
(t)−

(
RL
0 Dαt x

)
(t).

Figura 6.2: arquitectura de red neuronal fraccionaria compuesta por dos neuronas para procesar
el tiempo y la diferencia entre ambas definiciones de derivada, dos neuronas en la segunda capa
oculta y una neurona de salida..

Como se ha podido observar, la estructura de red neuronal se ha definido como una
red neuronal fraccionaria debido a que los pesos sinápticos que forman a la red neuronal y
que permiten su adaptabilidad, son entrenados mediante le implementación de algoritmos
no locales, es decir, los pesos sinápticos tienen un comportamiento no local. Como se
ha mostrado en el capítulo 5, se ha propuesto un algoritmo de aprendizaje basado en
el gradiente de forma fraccionaria. Bajo la misma premisa se ha diseñado un algoritmo
con capacidades fraccionarias y fractales considerando la ecuación (6.5), por lo tanto, el
entrenaimiento fractal-fraccionario es como se propone en la ecuación (6.11).
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Wa[k + 1] = βtβ−1

−η[t(k)]
∂E

∂Wa(tk)
hα −

k∑
j=0

c
(α)
j Wa[t(k)− j]

 ,
Wb[k + 1] = βtβ−1

−η[t(k)]
∂E

∂Wb(tk)
hα −

k∑
j=0

c
(α)
j Wb[t(k)− j]

 ,
Wah[k + 1] = βtβ−1

−η[t(k)]
∂E

∂Wah(tk)
hα −

k∑
j=0

c
(α)
j Wah[t(k)− j]

 ,
Wbh[k + 1] = βtβ−1

−η[t(k)]
∂E

∂Wbh(tk)
hα −

k∑
j=0

c
(α)
j Wbh[t(k)− j]

 ,
V a[k + 1] = βtβ−1

−η[t(k)]
∂E

∂V a(tk)
hα −

k∑
j=0

c
(α)
j V a[t(k)− j]

 ,
V b[k + 1] = βtβ−1

−η[t(k)]
∂E

∂V b(tk)
hα −

k∑
j=0

c
(α)
j V b[t(k)− j]

 ,
V ah[k + 1] = βtβ−1

−η[t(k)]
∂E

∂V ah(tk)
hα −

k∑
j=0

c
(α)
j V ah[t(k)− j]

 ,
V bh[k + 1] = βtβ−1

−η[t(k)]
∂E

∂V bh(tk)
hα −

k∑
j=0

c
(α)
j V bh[t(k)− j]

 ,
Za[k + 1] = βtβ−1

−η[t(k)]
∂E

∂Za(tk)
hα −

k∑
j=0

c
(α)
j Za[t(k)− j]

 ,
Zb[k + 1] = βtβ−1

−η[t(k)]
∂E

∂Zb(tk)
hα −

k∑
j=0

c
(α)
j Zb[t(k)− j])

 ,
Zh[k + 1] = βtβ−1

−η[t(k)]
∂E

∂Zh(tk)
hα −

k∑
j=0

c
(α)
j Zh[t(k)− j]

 .

(6.11)

6.3. Método Neuro-Adaptable Fractal-Fraccionario

El método neuro-adaptable está basado en la teoría de estabilidad establecida por
Lyapunov [139]. Primeramente, debe considerarse un sistema no lineal como la ecuación
(6.12):

ΣNL :=

{
(0Dαt x) (t) = f(t, x(t)) + g(t, u(t)),

y(t) = x(t),
(6.12)

y una red neuronal adaptable como muestra la ecuación (6.13),
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ΣRNDF :=

{
(0Dαt x̂) (t) = Ax̂(t) +Bu(t) +W1ϕx(x̂(t)) +W2ϕu(u(t)) + Ψx + Ψu + Le,

ŷ(t) = x̂(t),
(6.13)

donde A ∈ Rn×n, A = AT < 0, B ∈ Rn×nu , B = BT < 0 y L ∈ Rn×n, L = LT > 0, nu
representan el número de entradas del sistema, W1 ∈ Rn×nnx̂ y W2 ∈ Rn×nnu son matrices
de pesos sinápticos, ϕx ∈ Rnnx̂ y ϕu ∈ Rnnu son funciones de activación, Ψx y Ψu son
términos de compensación, y nnx̂ y nnu son el número de neuronas para procesar señales
de salida y entrada respectivamente.

Teorema 1. Considere una red neuronal dinámica como la ecuación (6.13) y un sistema similar al
mostrado en la ecuación (6.12). Los algoritmos de adaptación para los pesos sinápticos W1 y W2

que garantizan la estabilidad y convergencia del sistema en el sentido de LC son:

0Dγ1t W1(t) = ϕ1(x̂)eT , (6.14)

0Dγ2t W2(t) = ϕ2(u)eT . (6.15)

Para realizar la prueba del teorema se debe considerar que la derivada fraccionaria
cumpla con la regla de la cadena. Debido a que las derivadas de RL (ver ecuación (2.12)) y
Fractal-Fractional (ver ecuación (2.21)) no cumplen con la regla de la cadena se utiliza una
relación entre ambas considerando la derivada fraccionaria en el sentido de Caputo (ver
ecuación (2.17)) con ayuda de un término de compensación adaptable como se muestra
en la ecuación (6.9). De este modo, se puede seguir con la demostración del teorema sin
perder las propiedades de fractalidad que la definición FFP otorga. El siguiente lemma
muestra la comprobación de que la definición fraccionaria de Caputo cumple con la regla
de la cadena:

Lemma 1. Sea x(t) ∈ R una función continua y derivable. Entonces, para cualquier instante de
tiempo t ≥ t0 [184]

1

2
C
t0D

α
t x

2(t) ≤ x(t)Ct0D
α
t x(t), ∀α ∈ (0, 1]. (6.16)

Demostración. Para probar que la ecuación (6.16) es verdadera, se expresa un equivalente
como se muestra en la ecuación (6.17).

x(t)Ct0D
α
t x(t)− 1

2
C
t0D

α
t x

2(t) ≥ 0, ∀α ∈ (0, 1]. (6.17)

Utilizando la definición de la derivada de Caputo mostrada en la ecuación (2.17), las
funciones se definen como:

C
t0D

α
t x(t) =

1

Γ(1− α)

∫ t

t0

ẋ(τ)

(t− τ)α
dτ, (6.18)

1

2
C
t0D

α
t x

2(t) =
1

Γ(1− α)

∫ t

t0

ẋ(τ)x(τ)

(t− τ)α
dτ. (6.19)

Asociando las expresiones (6.18) y (6.19) se redefine la expresión (6.17) como

1

Γ(1− α)

∫ t

t0

[x(t)− x(τ)]ẋ(τ)

(t− τ)α
dτ ≥ 0. (6.20)

Haciendo un cambio de variable se obtiene la ecuación (6.21).
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1

Γ(1− α)

∫ t

t0

y(τ)ẏ(τ)

(t− τ)α
dτ ≤ 0. (6.21)

Realizando una integración por partes se llega a la solución mostrada en la ecuación
(6.22).

−
[

y2(τ)

2Γ(1− α)(t− τ)2

]∣∣∣∣
τ=t

+

[
y20

2Γ(1− α)(t− t0)α

]
+

α

2Γ(1− α)

∫ t

t0

y2(τ)

(t− τ)α+1
dτ ≥ 0.

(6.22)
Utilizando la regla de L’Hopital se llega a la expresión mostrada en la ecuación (6.23).

y20
2Γ(1− α)(t− t0)α

+
α

2Γ(1− α)

∫ t

t0

y2(τ)

(t− τ)α+1
dτ ≥ 0. (6.23)

Todas las expresiones de la ecuación (6.23) resultan positivas por lo que se concluye la
prueba afirmando el Lemma 1.

Una vez que se ha demostrado que la regla de la cadena se cumple con la definición
de Caputo se comienza a realizar la prueba del Teorema como sigue a continuación.

Demostración. Primeramente se define una función de Lyapunov como se muestra en la
ecuación (6.24).

V (t) =
1

2
eT e+

1

2
tr
(
W1W

T
1

)
+

1

2
tr
(
W2W

T
2

)
. (6.24)

Se define un error de predicción y su dinámica utilizando la derivada fraccionaria
en el sentido de Caputo considerando que ∆x := f(x)−Ax̂ y ∆u := g(u)−Bu como se
muestra en la ecuación (6.25)

e := y − ŷ ⇒ C
0 Dαt e(t) = ∆x + ∆u −W1ϕ1(x̂)−W2ϕ2(u)−Ψx −Ψu − Le, (6.25)

sustituyendo la ecuación (6.25) en la ecuación (6.24), se tiene que:

C
0 Dαt V (t) =eT∆x + eT∆u − eTW1ϕ1(x̂)− eTW2ϕ2(u)− eTΨx − eTΨu − eTLe+ tr

(
W1Ẇ

T
1

)
+ tr

(
W2Ẇ

T
2

)
.

(6.26)

Utilizando la desigualdad de normas de Cauchy-Schwarz y que || · ||2 ≤ || · ||1 se tiene
que:

eT∆x ≤ ||eT ||1||∆x||2, eT∆u ≤ ||eT ||1||∆u||2. (6.27)

Considerando que ||∆x|| ≤ δx, ||∆u|| ≤ δu y usando la propiedad de la norma uno
||eT ||1 = eT sign(e) se llega a las expresiones mostradas en la ecuación (6.28).

eT∆x ≤ eT sign(e)δx, eT∆u ≤ eT sign(e)δu, (6.28)



Capítulo 6. Neuro-Adaptavilidad Fractal-Fraccionaria. 79

donde δx y δu son incertidumbres y se seleccionan con base en el conocimiento previo del
sistema. Ahora, considerando que el producto de eTW1ϕ1(x̂) y eTW2ϕ2(u) es un escalar,
es posible asociar lo mostrado en la ecuación (6.29).

tr
(
W1

C
0 Dαt W T

1 −W1ϕ1(x̂)eT
)

= tr
(
W1

(
C
0 Dαt W T

1 − ϕ1(x̂)eT
))
,

tr
(
W2

C
0 Dαt W T

2 −W2ϕ2(u)eT
)

= tr
(
W2

(
C
0 Dαt W T

2 − ϕ2(u)eT
))
.

(6.29)

Sustituyendo las ecuaciones (6.28) y (6.29) en la función de Lyapunov (6.26) se tiene
que:

C
0 Dαt V (t) = eT (sing(e)δx −Ψx) + eT (sing(e)δu −Ψu) + tr

(
W2

(
C
0 Dαt W T

2 − ϕ2(u)eT
))

+ · · ·
· · ·+ tr

(
W1

(
C
0 Dαt W T

1 − ϕ1(x̂)eT
))
− eTLe.

(6.30)
Con el fin de eliminar términos mixtos, que hacen que la función candidata de Lyapu-

nov no sea negativa definida, se realizan las siguiente igualaciones.

C
0 Dαt Ŵ1(t) = ϕ1(x̂)eT , (6.31)

C
0 Dαt Ŵ2(t) = ϕ2(u)eT , (6.32)

Ψx = sign(e)δx, (6.33)

Ψu = sign(e)δu. (6.34)

Las ecuaciones (6.31) y (6.32) son similares a las ecuaciones (6.14) y (6.15) respectiva-
mente. Con los términos mixtos eliminados, la derivada de la función de Lyapunov se
expresa como la ecaución (6.35).

C
0 Dαt V (t) = −eTLe, L > 0. (6.35)

Ya que la derivada de la función de Lyapunov (ver ecuación (6.35)) es negativa definida
se concluye con el teorema.

6.4. Resultados

En esta sección se presentan los diversos resultados obtenidos. El desempeño de la
red neuronal es medido mediante la prueba de pendiente-intercepto donde idealmente,
la pendiente debe ser igual a uno y el intercepto igual a cero. Con el fin de evaluar la
efectividad del modelo neuronal propuesto, también se calculará el FIT (ver ecuación
(4.14)), la norma del error (ver ecuación (4.13)) y la fórmula de Akaike (ver ecuación
(5.26)). Las bases de datos utilizadas fueron divididas en dos partes, una para realizar el
entrenamiento (70 % del total) y la segunda para realizar la validación (30 % del total).
Dentro de la parte de entrenamiento, se divide en dos partes para realizar una estimación
(70 % de los datos correspondientes al conjunto de datos de entrenamiento) y para pruebas
(30 % de los datos de entrenamineto) con el fin de optimizar los parámetros de la red
neuronal, ordenes fraccionarios, pesos sinápticos, parámetros libres (L), etc.
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6.4.1. Sistema 1: Sistema de dos tanques en cascada

El objetivo es el de modelar el nivel de liquido de los dos tanques de un sistema de
dos tanques conectados en cascada en escala. El esquemático del sistema se muestra en la
Figura 6.3.

Figura 6.3: Sistema de dos tanques en cascada.

El problema original de la base de datos era el solamente saber el nivel de líquido del
tanque inferior [185]. Con el fin de agregar un grado de dificultad mayor, se utilizaron
las ecuaciones que gobiernan el comportamiento del nivel de líquido en tanques como se
muestran en las ecuaciones (6.36). En la Figura 6.4 se muestran las señales de entrada y las
dos señales de salida del sistema.

d

dt
x1(t) =

1

A1

(
ku(t)− a1

√
2gx1(t)

)
d

dt
x2(t) =

1

A2

(
a1
√

2gx1(t)− a2
√

2gx2(t)
)

y(t) = [x1(t), x2(t)]
T

(6.36)

Como se ha mencionado con anterioridad, el modelo neuronal mostrado en la ecuación
(6.10) compensará la fractalidad de la derivada fractal-fraccionaria como se muestra en
la ecuación (6.9). Se realizaron las aproximaciones de las diferencias entre los estados
(diferencia entre FFP y Caputo) x1(t) y x2(t) con la red neuronal propuesta en la ecuación
(6.10) considerando que para la RNDF mostrada en la ecuación (6.13) se tiene que A = I ,
B = 2 ∗ I , L = 75 ∗ I , δx = 0.0005, δu = 0.00324, nnx = 2, nnu = 2, α1 = 0.791592,
α2 = 0.877902, γ1 = 0.98 y γ2 = 0.96. Los parámetros anteriores fueron optimizados
mediante la implementación del algoritmo PSO.

Las figuras 6.5a y 6.5c muestran las comparativas entre la derivada de Caputo y la
derivada FFP con la compensación para los estados x1(t) y x2(t). Los resultados mostrados
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(a) Datos de estimación y validación calculados
mediante el modelo (6.36) para el estado x1(t)

(b) Datos de estimación y validación para el
estado x2(t).

(c) Señal de entrada al sistema. Se muestran los
datos utilizados para la estimación y la valida-
ción.

Figura 6.4: Datos de estimación y validación de cada salida x1(t) y x2(t), y la entrada u(t) .

en las figuras 6.5b y 6.5d son referentes a la aproximación realizada por la red neuronal
fractal-fraccionaria (NFF) al error de predicción de cada estado x̃1(t) y x̃2(t). Observando
la prueba de pendiente-intercepto de la Figura 6.5, se percibe que la aproximación es
valida ya que para todos los casos presentados, la pendiente es cercana a uno e intercepto
cercano a cero o relativamente igual a cero.

Una vez que se han presentado las aproximaciones realizadas por la NFF de la ecua-
ción (6.10), se muestran los resultados otorgados por la RNDF de la ecuación (6.13) cuyos
parámetros se han mostrado con anterioridad. Las figuras 6.6a, 6.6b y 6.6c muestran las
estimaciones realizadas para el estado x1(t) el cual, carece de ruido en la medición debido
a que es el estado "simulado"por las ecuaciones (6.36). Del mismo modo pero con ruido en
las mediciones, las figuras 6.6d, 6.6e y 6.6f muestran los resultados de la identificación del
estado x2(t).

Nótese que de la pendiente-intercepto de los estados x1(t) y x2(t) en el sentido LC
muestran una menor dispersión de los datos, es decir, la precisión de la derivada en el
sentido LC (ver figuras 6.6b y 6.6e) es mayor que la derivada de FFP (ver figuras 6.6a y
6.6d) . De acuerdo a lo mostrado en las figuras 6.5b y 6.5d, el desempeño del conjunto de
las redes neuronales artificiales (la compensación neuronal NNF mostrada en (6.10) y la
RNDF mostrada en (6.13)) es similar al desempeño de la RNDF procesada con la derivada
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(a) Comparación entre la respuesta en sentido
Caputo y la respuesta de Riemann-Liouville
más la compensación neuronal FF para el esta-
do x1(t).

(b) Pendiente-Intercepto de la salida NFF de la
ecuación (6.10) para el estado x1(t)t.

(c) Comparación entre la respuesta en sentido
Caputo y la respuesta de Riemann-Liouville
más la compensación neuronal FF para el esta-
do x2(t).

(d) Pendiente-Intercepto de la salida NFF de la
ecuación (6.10) para el estado x2(t)t.

Figura 6.5: Resultados obtenidos de las comparaciones con base en la ecuación (6.9) para
los estados x1(t) y x2(t).

fraccionaria en el sentido LC.

Con fin de cuantificar el desempeño de las diferentes definiciones de derivada frac-
cionaria. Se han utilizado los índices mencionados al inicio de esta sección mostrados en
la Tabla 6.1. De la Tabla 6.1 es posible observar que el desempeño de la definición de LC
es similar al desempeño FFP + NFF gracias a que se utiliza una red neuronal fractal
NFF para poder compensar el comportamiento fractal de la definición FFP esto implica
que se defina una relación entre un comportamiento fractal (FFP) y una derivada frac-
cionaria (LC). Del mismo modo, de la Tabla 6.1, la definición con un mejor desempeño
son las basadas en Caputo y es totalmente justificable es decir, como se ha mencionado
con anterioridad, la derivada de RL (que es la base de la derivada FFP) no tiene ciertas
características importantes que una derivada convencional sí, como la derivada de una
constante (que es diferente de cero) y más importante, que las condiciones iniciales deben
definirse de manera fraccionaria. También se ha mencionado que se utiliza a GL para
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poder calcular el comportamiento de RL, en consecuencia, solo se pueden encontrar las
soluciones a funciones simples como funciones algebraicas, exponenciales, trigonométri-
cas, etc. [3, 21, 58].
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(a) Identificación del estado x1(t) mediante la
definición de RL.

(b) Identificación del estado x1(t) mediante la
definición de LC.

(c) Definición RL más compensación NFF para
el estado x1(t)

(d) Identificación del estado x2(t) mediante la
definición de RL.

(e) Identificación del estado x2(t) mediante la
definición de LC.

(f) Definición RL más compensación NFF para
el estado x2(t)

Figura 6.6: Desempeño de la estimación realizada por el conjunto de RNAFs (RNDF más
NNF). Los resultados fueron obtenidos evaluando a la RNAFs con los datos de validación
mostrados en la Figura 6.4
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Tabla 6.1: Desempeño de cada definición de derivada fraccionaria utilizada.

FFP LC FFP +NFF

x1(t)

||e|| 0.2917 0.1619 0.1607
FIT 91.12 % 95.04 % 95.1 %

Pendiente 1.0203 0.99932 0.99917
Intercepto -0.00114 -0.000117 0.00010

x2(t)

||e|| 0.7366 0.4114 0.3753
FIT 92.7349 % 95.95 % 96.29 %

Pendiente 1.0177 0.99725 0.99726
Intercepto -0.003175 0.00049 0.00049

6.4.2. Sistema 2: Brazo reproductor de disco compacto

El siguiente sistema corresponde a un brazo mecánico de un reproductor de CD. Las
señales de entrada y salida representan fuerzas ejercidas por actuadores y la posición
del brazo respectivamente. La base de datos está compuesta por 2048 muestras, 1200
muestras son utilizadas para el entrenamiento y pruebas de la RNDF y una red de orden
convencional RNC (caso clásico) [186]. El sistema mostrado en la Figura 6.7 contiene
dos señales de entrada diferentes, por lo tanto la dimensión de “B” es diferente a las
dimensiones utilizadas anteriormente. Bajo las mismas condiciones de simulación que el
artículo propone, se evaluó el desempeño de la red neuronal propuesta.

(a) Salida x1(t) del sistema. (b) Salida x2(t) del sistema.

(c) Entrada u1(t) (d) Entrada u2(t)

Figura 6.7: Datos de entrenamiento y validación para el modelo neuronal FFP y entero.
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Tabla 6.2: Parámetros de la red neuronal fractal-fraccionaria y red neuronal de orden
entero.

RNDF RNC
A = −3I A = −15.463I

L = 4.514692I L = 38.048236972I
B = −I B = −2I

δx = 0.0001 δx = 0.0001
δu = 0.1 δu = 0.1
nnx = 2 nnx = 13
nnu = 2 nnu = 13

α1 = 0.8384526 α1 = 1
α2 = 0.98459318 α2 = 1
β = 0.927534 β = 1
γ = 0.99173 γ = 1

Los parámetros de la RNDF y la RNC se muestran en la Tabla 6.2, donde nnx represen-
ta el número de neuronas utilizadas para la estimación de las salidas, es decir W1 ∈ R2×2,
nnu representa el número de neuronas necesarias para procesar la información referente a
las señales de entrada con W2 ∈ R2×2, αi representa el orden fraccionario para los estados
de salida, β el orden fractal utilizado para la compensación neuronal NFF, γ es el orden
fraccionario del entrenamiento de los pesos sinápticos. La validación se realizó en los
últimos 848 datos los cuales, son diferentes al conjunto de datos utilizados para realizar
el entrenamiento como lo muestra la Figura 6.7. Al igual que en los casos anteriores, se
realizó la prueba de pendiente-intercepto sobre los datos de validación como se muestra en
la Figura 6.8 para la estimación del caso fractal-fraccionario (RNDF) y el caso clásico (RNC).

Las figuras 6.8a y 6.8b muestran el comportamiento de ambas redes neuronales (RNDF
referente a la fractal-fraccionaria y RNC referida a la clásica). Se realizó un acercamiento
al inicio de la simulación para denotar que ambos sistemas comienzan bajo las mismas
condiciones iniciales pero, el sistema RNDF es capaz de adaptarse con mayor velocidad
que el sistema de orden entero. Debido a que la prueba de pendiente-intercepto sobre
los datos de validación muestran que ambos sistemas (RNDF y RNC) son aptos para
representar el comportamiento del sistema real (ver figuras 6.8c, 6.8d, 6.8e, 6.8f), se ha
decidido utilizar otros criterios de desempeño como los muestra la Tabla 6.3.

Tabla 6.3: Desempeño de ambos modelos neuronales (RNDF y RNC) y un modelo neuronal
(MLP) encontrado en la literatura para el reproductor de discos.

RNDF RNC MLP [186]

x1

FIT 85.15564 % 38.91198 % 66.0735 %
||e|| 2.40898 9.91354 -
np 10 29 20689

FPE 0.0022 0.0506 -

x2

FIT 72.366808 % 44.775875 % 78.479213 %
||e|| 6.57414 13.13823 -
np 10 29 20689

FPE 0.0155 0.3006 -
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(a) Comportamiento temporal de los sistemas
real, RNDF y RNC para el estado x1(t).
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(b) Comportamiento temporal de los sistemas
real, RNDF y RNC para el estado x2(t).

(c) Pendiente-intercepto de la RNDF contra el
comportamiento del estado x1(t).

(d) Pendiente-intercepto de la RNC contra el
comportamiento del estado x1(t).

(e) Pendiente-intercepto de la RNDF contra el
comportamiento del estado x2(t).

(f) Pendiente-intercepto de la RNC contra el
comportamiento del estado x2(t).

Figura 6.8: Resultados temporales sobre el total de la base de datos y prueba de pendiente-
intercepto sobre los datos de validación.

Con ayuda de la Tabla 6.2, muestra que la RNDF necesita de dos neuronas para estimar
el comportamiento del sistema mientras que la RNC necesita de 13 neuronas y por ende,
el número de parámetros es distinto y con una diferencia alta como lo muestra la Tabla 6.3.
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De la Tabla 6.3 se puede concluir que el modelo RNDF es superior en la mayoría de los
criterios de desempeño con un número de parámetros mínimo para realizar la estimación.
La excepción que no permite decir que la RNDF es superior en todos los sentidos, se
encuentra en el FIT del estado x2(t), donde el modelo encontrado en la literatura de una
MLP [186] ofrece una mejor aproximación pero, a costo de estimar un modelo neuronal
MLP de 20689 (por cada estado) parámetros, mientras que la RNDF solo necesita 10
parámetros para estimar la misma salida; la diferencia del desempeño no es significativa
por lo tanto, es aquí donde la decisión de qué modelo utilizar para la representación del
sistema la debe tomar el usuario o el ingeniero en control.

Con el fin de probar el desempeño del algoritmo RNDF se realizaron 1000 repeticiones
del sistema ajustando condiciones iniciales aleatorias por cada repetición en un rango
entre cero y diez. El valor RMSE fue calculado para cada uno de los estados al igual que
el tiempo de ejecución. Se consideró medir el tiempo de ejecución para denotar que este
tipo de RNA permite procesar la información más rápido y compite con los algoritmos
convencionales.

Figura 6.9: RMSEs obtenidos con los datos de validación después de 1000 repeticiones.

La Figura 6.9 muestra que a pesar de que el sistema RNDF ha sido evaluado con
condiciones iniciales diferentes, en 1000 ocasiones sigue obteniendo un mejor resultado
que el modelo de orden entero. Infortunadamente no es posible mostrar un diagrama
similar a la Figura 6.9 para representar el tiempo de computo debido a que en ambos
casos (RNDF y RNC) los resultados se ven con baja precisión. El tiempo de ejecución del
algoritmo fue tomado mediante una computadora Macintosh con procesador 2.5 GHz
Intel Core i7 y 16 GB 1600 MHz DDR3 de memoria RAM. Los procesos secundarios de
la computadora fueron totalmente cerrados para ambas pruebas; el tiempo de ejecución
promedio (mean ± std) por parte de la RNDF es de 0.1526± 0.0115 mientras que el modelo
RNC es de 0.1591±0.0154. Con los tiempos de ejecución mencionados, el modelo RNDF es
capaz de competir con un modelo de orden entero probando que, el costo computacional
(una de las desventajas de la aplicación del CF) es despreciable para esta estructura de
RNA.
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6.4.3. Sistema 3: Estimación de temperatura de un motor eléctrico

El siguiente sistema es un motor síncrono de imán permanente (PMSM del inglés
permanent magnet synchronous motor) utilizado para un banco de pruebas. El PMSM
representa un prototipo de un equipo de manufactura original. Las muestras fueron toma-
das a 2 Hz. El conjunto de datos consta de diversas sesiones de pruebas diferenciadas por
una etiqueta de identificación. La durabilidad de cada prueba es distinta entre una y seis
horas [187, 188].

El motor es excitado por ciclos de manejo utilizando una velocidad y par de referencia.
El sistema utiliza corrientes y voltajes en coordenadas d/q (para saber a qué se refieren
las coordenadas d/q favor de ver el apéndice E ). Estas señales son el resultado de una
estrategia de control estándar con el fin de alcanzar las señales de referencia de velocidad
y par mecánico. Las señales de velocidad y par son igualmente incluidas en el benchmark.
Las señales de salida del sistema constan de la temperatura de superficie del rotor (pm o
x1), temperatura del diente del estator medida mediante un sensor térmico (st o x2), la
temperatura de la horquilla del estator (sy o x3), temperatura del devanado del estator (sw
o x4) y el par mecánico inducido por la corriente de entrada. Las señales de entrada perte-
necen al voltaje del componente d (ud o u1), voltaje del componente q(uq o u2), corriente
del componente d (id o u3), corriente del componente q (iq o u4) y la velocidad del motor
(ω o u5) como lo muestra el diagrama 6.10.

Figura 6.10: Esquemático de señales de entrada y salida del sistema.

En los sistemas anteriores, se utilizaban una relación 70-30 y 60-40 para realizar el
entrenamiento de las redes neuronales y la validación de las mismas. Debido a que la base
de datos está compuesta por diversas sesiones de prueba, se consideró utilizar una de
las sesiones seleccionada de manera aleatoria para realizar el entrenamiento y pruebas
de las RNAs dando como resultado profileID = 73 compuesto por 16785 muestras. Del
mismo modo, para realizar la validación del modelo se seleccionó una sesión de manera
aleatoria dando como resultado profileID = 83 correspondiente a 43970 como se muestra
en las figuras 6.11 (señales de salida) y 6.12. Cabe destacar que en total, se utilizarán 60755
muestras separadas en 27 % para realizar el entrenamiento y pruebas con el PSO y 72 %
para realizar la validación.
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(a) Temperatura del rotor x1(t). (b) Temperatura del diente del estator x2(t).

(c) Temperatura del devanado del estator x3(t).
(d) Temperatura de la horquilla del estator
x4(t).

(e) Par mecánico x5(t).

Figura 6.11: Salidas del sistema para realizar el entrenamiento y validación de las RNAs.
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(a) Componente D de Voltaje u1(t). (b) Componente Q de Voltaje u2(t).

(c) Componente D de Corriente u3(t). (d) Componente Q de Corriente u4(t).

(e) Velocidad del Motor u5(t)

Figura 6.12: Señales de entrada para entrenamiento y validación de las RNAs.

Las señales de entrada-salida fueron normalizadas entre el valor máximo del valor
absoluto de cada una de las señales con el fin de aprovechar la no linealidad de la función
de activación. Cabe destacar que para este sistema se utilizaron funciones de activación
del tipo tanh(·) o variaciones de la misma.

Para las redes neuronales fractal-fraccionaria y clásica (RNDF y RNC) se obtuvieron los
parámetros mostrados en la Tabla 6.4 mediante el PSO. Nótese que del 27 % de los datos
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de entrenamiento se utiliza el 70 % del 27 % para realizar la estimación de los parámetros
referente a 11749 muestras y el resto es utilizado para validar la optimización del PSO con
5035 muestras; es importante notar que en realidad las RNAs están siendo entrenadas con
una quinta parte de 60755 muestras que conforman el total de los datos.

Las figuras 6.13a, 6.14a, 6.15a, 6.16a y 6.17a muestran el comportamiento temporal de
cada una de las salidas conformadas por los datos de validación. Se realizó un acerca-
miento para denotar que las condiciones iniciales del sistema fraccionario y entero son
iguales pero diferentes al sistema real. En dichas figuras, se observa que la RNDF tiene
una respuesta más rápida que la RNC.

Las pruebas de pendiente-intercepto de las figuras 6.13b, 6.14b, 6.15b, 6.16b y 6.17b
referentes a la RNDF muestran que el sistema fractal-fraccionario es altamente aprovecha-
ble. La exactitud de la respuesta es alta debido a que la comparación entre la respuesta
de la RNDF y el estado de salida xi(t), i = 1, 2, 3, 4, 5 están uniformemente distribuidas.
No obstante, el sistema de orden entero RNC de las figuras 6.13c, 6.14c, 6.15c, 6.16b y
6.17c muestra buenos resultados pero de acuerdo a la Tabla 6.5 necesita un número alto de
parámetros ocasionando que la calidad del modelo RNC sea deficiente. La comparación
entre los modelos es vasta, ya que se está comparando un modelo con un grado de eficien-
cia mayúsculo con un número de parámetros reducido con un modelo cuya eficiencia en
altamente aceptable a costa de estimar un número de parámetros extenso.

Tabla 6.4: Parámetros de los modelos RNDF y RNC encontrados mediante el algoritmo
PSO.

RNDF RNC
A = 51.136I A = 491.263I

L = 5.315818 ∗ I L = 524.8673I
B = 0.8651I B = 2.76814I

δx = 0.00052730864 δx = 0.00254306
δu = 0.1 δu = 0.1
nnx = 5 nnx = 20
nnu = 5 nnu = 20
α = 0.9487 α = 1
β = 0.8642 β = 1
γ = 0.9825 γ = 1
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(a) Componente D de Voltaje u1(t). (b) Componente Q de Voltaje u2(t).

(c) Componente D de Corriente u3(t).
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(a) Componente D de Voltaje u1(t). (b) Componente Q de Voltaje u2(t).

(c) Componente D de Corriente u3(t).
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(a) Componente D de Voltaje u1(t). (b) Componente Q de Voltaje u2(t).

(c) Componente D de Corriente u3(t).

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

Tiempo [s] 10
4

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

A
m

p
lit

u
d

0 2 4 6 8

-1

-0.8

-0.6

(a) Componente D de Voltaje u1(t). (b) Componente Q de Voltaje u2(t).

(c) Componente D de Corriente u3(t).



Capítulo 6. Neuro-Adaptavilidad Fractal-Fraccionaria. 95

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

Tiempo [s] 10
4

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2
A

m
p

lit
u

d

0 10 20 30

-0.4

-0.2

0

0.2

(a) Componente D de Voltaje u1(t). (b) Componente Q de Voltaje u2(t).

(c) Componente D de Corriente u3(t).

Tabla 6.5: Desempeño de ambos modelos neuronales (RNDF y RNC).

RNDF RNC

x1

FIT 99.88 % 95.2059
||e|| 0.1041 4.4735
np 15 23

FPE 2.46× 10−7 4.56× 10−4

x2

FIT 99.48 % 89.41 %
||e|| 0.5545 11.4886
np 15 23

FPE 6.99× 10−6 0.003

x3

FIT 99.83 % 87.75 %
||e|| 0.1924 4.3246
np 15 23

FPE 8.42× 10−7 0.0047

x4

FIT 99.59 % 91.02 %
||e|| 0.5533 10.1283
np 15 23

FPE 6.96× 10−6 0.0023

x5

FIT 98.96 % 61.79 %
||e|| 0.4989 18.4308
np 15 23

FPE 5.66× 10−7 0.0077

La Tabla 6.5 muestra los desempeños obtenidos por ambas RNAs (RNDF y RNC). La
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RNDF es superior en todos los sentidos a la RNA convencional. Para la RNDF se estiman
un total de 75 parámetros mientras que para la RNC 115 parámetros. De acuerdo al criterio
de Akaike [4], la calidad del modelo propuesto depende de un criterio de desempeño y el
número de parámetros, es por ello que la eficiencia de la RNDF es mayor con respecto a la
RNC.

Por último, se realizó el mismo experimento del sistema dos que consiste en realizar
1000 repeticiones cambiando las condiciones iniciales en cada iteración de forma aleatoria.
Del mismo modo los parámetros de las RNAs fueron cambiados aleatoriamente pero
cumpliendo las condiciones establecidas en el desarrollo matemático del método de
adaptación neuronal.

(a) Desempeño de la RNDF. (b) Desempeño de la RNC.

Figura 6.18: RMSE medido a través de realizar 1000 repeticiones con condiciones y pará-
metros aleatorios para las redes FFP y convencional.

Las figuras 6.18a y 6.18b muestran los resultados obtenidos de las 1000 repeticiones
realizadas midiendo el valor RMSE del ecuación (5.27) para considerar el número de
datos utilizados para realizar la validación. Del mismo modo, se calculó el costo compu-
tacional para cada una de las RNAs considerando el tiempo de computo como criterio
de desempeño en una computadora Windows 10 un procesador RYZEN 5 2600 AMD
3.4Ghz 6 Cores Socket AM4 y 16 GB de memoria RAM DDR4 de 3000 MH. Al iniciar cada
prueba se verificó que los procesos secundarios hayan sido cerrados, es decir, se verificó
que la computadora solamente estuviera trabajando con el software de cálculo numérico
MATLAB 2018b. Los resultados son mostrados en la Figura 6.19.
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Figura 6.19: Costo computacional de cada red neuronal.
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7
Conclusiones y Trabajos Futuros

7.1. Conclusiones

Se ha probado que las RNA son capaces de realizar la identificación de sistemas físicos
e inclusive, sistemas fraccionarios con un alto índice de precisión gracias a su capacidad de
aproximar funciones no lineales mediante el uso de funciones de activación de carácter
no lineal. También, gracias a que las RNA cuentan con la importante propiedad de adapta-
bilidad, es posible implementarlas en diversas tareas en cualquier tipo de ciencia donde
se utilicen datos numéricos para describir un fenómeno. El entrenamiento de una RNA
depende en gran medida del procesamiento de la información, ya que su comportamiento
futuro dependerá altamente de la información observada por la misma red tal como si
fuera un niño en etapas de desarrollo cognitivo. Lo anterior se establece ya que los niños
en su etapa Pre-Operacional (entre dos y siete años) comienzan a tener y reconocer los
cambios que sufre su vida cotidiana.

Con respecto al CF, la implementación del CF ha sido una perfecta justificación para
modelar sistemas físicos gracias al efecto de memoria que este ofrece. Es normal que se
tengan incertidumbres acerca del CF debido a que no se tiene una interpretación física o
geométrica de él mismo pero, sí se han propuesto diversos conceptos que engloban al CF
por ejemplo, el término de tiempo cósmico que se basa en una escala de tiempo diferente
a la cotidiana, pérdidas de potencia, disipación de calor, fractalidades, entre otros, son
términos que describen al CF de manera física [3, 58].

7.1.1. Conclusión capítulo 2

En este capítulo se presentaron algunos hecho históricos que dieron pie a que el CF se
cimentara a como se le conoce hoy.

Se presentaron funciones que son útiles en el cálculo fraccionario. Por ejemplo la fun-
ción de ML la cual, es importante en el CF ya que permite proponer soluciones analíticas
de ecuaciones diferenciales fraccionarias, al igual que en caso clásico que utiliza funciones
exponenciales para proponer soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias, la función
de ML es la solución de las EDF ya que es capaz de generalizar a la función exponencial
como se ha mostrado en la sección 2.2.2 y la ecuación (2.7) [189]. Al igual que la generali-
zación ofrecida por la función de ML, la función Gamma expresada en la ecuación (2.4),
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generaliza a los números factoriales. La diferencia entre la función Gamma y el operador
factorial es que el operador factorial solo puede calcular el factorial de números enteros
positivos mientras que la función Gamma es capaz de calcular el factorial de cualquier
número complejo cuya parte Real no sea entera negativa.

A pesar de que se han presentado diversas definiciones de derivada fraccionaria, las
derivadas de RL, GL y LC son la base del desarrollo del CF. Gracias a su formulación ana-
lítica mediante una extensión de la ecuación de Cauchy, la derivada de RL es la principal
entre las tres definiciones mencionadas con anterioridad [58]. La necesidad de conocer las
condiciones iniciales del sistema de manera fraccionaria ocasiona que la derivada de RL
no sea tan utilizada para explicar fenómenos físicos.

La derivada de GL es similar a la derivada de RL aún y que su planteamiento fue
totalmente diferente. La derivada de GL es capaz de proponer soluciones numéricas a
EDF ya que su implementación es discreta y contiene las mismas características que la
derivada de RL.

Por otro lado, la derivada de LC es la más utilizada en la ingeniería porque esta puede
explicar de manera física el comportamiento de los fenómenos de la naturaleza debido a
que requiere condiciones iniciales clásica al resolver ecuaciones diferenciales fraccionarias
(al igual que las ecuaciones diferenciales ordinarias). Cabe destacar que se le conoce como
"derivada artificial” a la definición de LC debido a que no fue formulada de manera
analítica como sus iguales (RL y GL). La formulación de la derivada de LC permitió que la
derivada de una constante fuera igual a cero (caso contrario a la derivada de RL) y que las
condiciones iniciales del sistema fraccionario estén definidas bajo la física del sistema, es
decir, se conoce la posición, velocidad, aceleración, etc., del sistema. Y finalmente, gracias
a su estructura matemática, la derivada de LC, puede ser resuelta utilizando la ecuación
integro-diferencial de Volterra.

A lo largo del capítulo se han presentado diversas definiciones de derivada fracciona-
ria. Cada una de las definiciones tiene características y tal vez «problemas» particulares.
Uno de estos problemas son las singularidades que las definiciones de RL y LC tienen
dentro de su kernel cuando t = τ ; el problema de singularidad fue expuesto y resuelto
en [57, 61, 62] mediante la introducción de una función local y no singular como lo es la
función exponencial dando así origen a la definición CFC.

En los últimos años se ha utilizado al cálculo fraccionario para generalizar soluciones
o encontrar comportamientos anómalos que el cálculo convencional es incapaz de caracte-
rizar. En este sentido, se presentó la definición de Atangana-Baleanu (ver ecuación (2.19))
la cual, es capaz de evitar singularidades y localidades mediante el uso de una función de
ML en su formulación [102].

Las derivadas Fraccionarias-Fractales mostradas en las definiciones 7, 8 y 9 fueron
propuestas en [64, 65] con el fin de aprovechar el comportamiento fractal de la derivada
ordinaria que las definiciones de LC y RL necesitan para su formulación. El hecho de
introducir un efecto fractal en la definición hace que se puedan explicar nuevos “compor-
tamientos físicos” ya que no solo involucran el cambio de la función a través del tiempo
sino del tiempo-espacio. Es importante destacar que el el cálculo diferencial utilizado en
la vida cotidiana, es solamente un caso particular del CF y que el cálculo fraccionario es
un caso particular del calculo Fraccionario-Fractal; la Figura 7.1 muestra un esquemático
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de las generalizaciones mencionadas al igual que los casos particulares.

Cálculo   
Fraccionar io Fractal 

Cálculo 
Fraccionar io

Cálculo
Clásico

Figura 7.1: Casos generalizados y particulares del cálculo.

7.1.2. Conclusión capítulo 3

En este capítulo se presentó el concepto de neurona artificial y la analogía que esta
tiene con una neurona biológica. Existe una relación estrecha entre la neurona artificial y
biológica, desde su arquitectura hasta sus funcionalidades, es decir, una neurona biológica
está constituida principalmente por un soma, dendritas, axón y el proceso de sinápsis
que permite la comunicación con otras neuronas mientras que, una neurona artificial,
analógicamente está formada un punto suma (análogo al soma), ramificaciones de entrada
(análogas a las dendritas), una salida (análoga al axón) y pesos sinápticos que ponderan la
comunicación con otras neuronas artificiales (análogos a la sinápsis). Desde otro punto
de vista, las neuronas artificiales al igual que las neuronas biológicas, son capaces de
distribuir información, procesar y aprender de la misma.

Se explicó que una RNA es el conjunto (en ocasiones complejo) de varias neuronas
conectadas entre sí con el fin de imitar un comportamiento deseado. Se habló de arqui-
tecturas realimentadas y retroalimentadas cuya principal característica es el efecto de
memoria que las RNA retroalimentadas son capaces de procesar mediante la introducción
de un elemento de retardo z−1. Cabe destacar que existen diversas configuraciones de
RNA más no arquitecturas, es decir, es posible encontrar configuraciones de tipo anillo,
celulares, etc., pero estas son solo arquitecturas realimentadas o retroalimentadas.

Finalmente, el capítulo termina con la explicación del proceso de identificación de
sistemas por medio de redes neuronales. A pesar de que en la actualidad existen modelos
matemáticos propuestos de forma analítica, en ocasiones el proceso que conlleva es
riguroso y tedioso ya que no solo es analizar la física que rodea al sistema sino estimar
los parámetros que permiten transformar la energía en relación entrada-salida. Este tipo
de complicaciones hace que el usuario se incline hacia el modelado por medio de la
identificación de sistemas que solamente necesita saber la señal de entrada con la que se
excita el sistema y la señal de salida producida por dicha entrada, se propone un modelo
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matemático y se estiman los parámetros del modelo propuesto. Cabe destacar que el
proceso de IS es similar al proceso de entrenamiento de una red neuronal ya que ambos
necesitan dos señales (entrada y salida), sufren un procesos de optimización con el fin de
que el modelo (ya sea neuronal o de otra clase) se ajuste a la señal deseada.

7.1.3. Conclusión capítulo 4

En este capítulo se ha presentado una metodología con base en la teoría de identifica-
ción de sistemas considerando al tiempo como una señal de entrada con el fin de producir
la solución de EDFOV. Se presentaron diversos ejemplos para mostrar que la metodología
propuesta es eficaz para sistemas simples como para sistemas complejos satisfaciendo
una de las principales características de las EDO, la cual, establece que la trayectoria de la
solución de una EDO es única y depende del la condición inicial. Para ello, se propuso
una solución general que respeta la condición inicial de la ecuación diferencial y que está
en función del comportamiento de una RNA. La RNA se adapta con el fin de completar la
tarea asignada sin importar el tipo de EDF y más importante, el orden de derivación ya
que puede ser constante o variable.

Los resultados obtenidos fueron comparados con el algoritmo más utilizado en la
literatura gracias a su alto grado de precisión. El algoritmo de Adams-Bashfort-Multon
(ABM) es capaz de generalizar inclusive al algoritmo numérico de Runge-Kutta que es
uno de los más precisos. Los resultados de las comparaciones fueron prometedores con
respecto a las mediciones de la norma del error, FIT y la prueba de pendiente-intercepto.

Una de las comparaciones más importantes que diferencia la metodología propuesta
con el algoritmo ABM es el costo computacional, en cada ejemplo mostrado se midió el
costo computacional necesario para otorgar una solución, para ello, se realizó el procedi-
miento (referente a entregar la solución de la EDF) 1000 veces registrando el tiempo que
una computadora con procesador i5 y 16GB de RAM necesita para completar la tarea. En
conclusión, dados los ejemplos mostrados, la metodología propuesta con la RNA necesita
un costo computacional más pequeño que el uso del algoritmo de ABM gracias a su
rapidez para procesar grandes cantidades de información.

El desarrollo de esta metodología se vio reflejado en publicaciones en revistas indexa-
das como:

Solving fractional differential equations of variable-order involving operators with Mittag-
Leffler kernel using artificial neural networks [110].

New numerical approximation for solving fractional delay differential equations of variable
order using artificial neural networks [111].

A novel method to solve variable-order fractional delay differential equations based in
lagrange interpolations [190].

7.1.4. Conclusión capítulo 5

Se ha propuesto un nuevo algoritmo de optimización para entrenar redes neuronales.
El algoritmo está basado en el descenso por el gradiente utilizando la derivada fraccionaria
de GL. Se ha presentado un criterio de estabilidad para garantizar que el algoritmo es
estable. Se comprobó mediante ejemplos de diversos sistemas que el hecho de que a los
pesos sinápticos de la RNA se le otorguen componentes no locales ha permitido que el
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número de parámetros disminuya.

Se ha mencionado que la trayectoria de solución de una ecuación diferencial depende
de las condiciones iniciales de la misma, por otro lado, en el CF, la no localidad permite
encontrar diferentes trayectorias de solución con las mismas condiciones iniciales gracias
al parámetro “libre” de la definición de derivada fraccionaria α. Con la introducción de
α, se tienen grados de libertad infinitos lo cual no es posible con el cálculo diferencial
convencional. Al agregar efectos no locales a la estimación de los pesos sinápticos se
genera, en consecuencia y debido a que una RNA está conformada por pesos sinápticos,
que la RNA tenga efectos no locales por lo que se ha introducido el concepto de RNAF
como una red neuronal artificial fraccionaria.

Para mostrar el desempeño del algoritmo fraccionario propuesto, tres sistemas fueron
identificados (dos benchmarks y un sistema médico). Los resultados obtenidos demos-
traron que las estimaciones realizadas por la RNAF fueron mejores y con un número de
parámetros reducido.

En el caso del sistema médico, la optimización del orden de derivación fraccionario (al
igual que en los demás experimentos), se realizó mediante el PSO. El PSO optimizó un
orden cercano a la unidad haciendo que tuvieran desempeños similares o que la diferencia
entre estos no fuera vasta pero, es importante notar que el hecho de realizar una pequeña
variación al orden de la derivada permitió reducir casi seis veces el número de parámetros
del modelo convencional. Para este sistema, la RNAF no obtuvo gran diferencia en el
desempeño obtenido debido a que de acuerdo al resultado del PSO (α→ 1) no se puede
optimizar lo que ya está optimizado.

La metodología propuesta fue publicada en una revista indexada dando como resulta-
do la siguiente referencia:

Fractional order neural networks for system identification [133]

7.1.5. Conclusión capítulo 6

Se presentó una nueva metodología de adaptación de redes neuronales para la identifi-
cación de sistemas aprovechando la fractalidad de la definición (FFP). Entre los resultados
se muestra que la eficiencia del algoritmo propuesto es capaz de igualar o mejorar la
adaptabilidad del caso clásico, es decir, cuando el orden de derivación es igual a uno.
Se realizaron diversas pruebas empíricas para poder seleccionar el número de neuronas
para cada modelo propuesto (FFP y clásico) con el fin de encontrar el modelo óptimo
para cada metodología. También se propuso una optimización por enjambre de partículas
para encontrar los parámetros óptimos necesarios para la red neuronal. Algunos de los
parámetros de la red neuronal fueron seleccionados empíricamente como δx y δu que son
incertidumbres entre el modelo real (sistema real) y el modelo propuesto.

Debido a que se buscaba aprovechar la fractalidad de la derivada FFP y encontrar
una relación entre la derivada FFP y Caputo. Se propuso una compensación neuronal que
ayudaría a encontrar esa relación. La compensación neuronal fue propuesta por una red
neuronal de tres capas separadas para ajustar el margen error. Con el fin de “modelar” el
efecto de fractalidad, es decir que la compensación neuronal tuviera naturaleza fractal, se
entrenó a la red neuronal que conforma a la compensación neuronal con un algoritmo de
optimización fractal. Este proceso se llevó a cabo en cada uno de los sistemas presentados
y se muestra en las tablas de parámetros como β.
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Se presentó la estimación de diversos sistemas los cuales fueron analizados de distintas
maneras es decir, el primer sistema está constituido por una sola señal de entrada con
dos salidas siendo que el sistema original solamente otorga el comportamiento de una
salida; para obtener el comportamiento de la salida faltante, se analizó la física del sistema
para obtener la salida faltante. El segundo y tercer sistema presentan múltiples salidas y
multiples entradas (MIMO) ocasionando que el rango de búsqueda se amplíe por parte
del PSO. Según la prueba de pendiente-intercepto ambos modelos son aceptables, por lo
tanto se propuso medir el desempeño mediante el FIT, la norma del error y el FPE con el
fin de tener un criterio cuantitativo de la selección del modelo.

En cada uno de los experimentos se realizaron 1000 repeticiones con el fin de probar que
el algoritmo funciona ante diversas condiciones de operación dadas por las condiciones
iniciales de los estados de estimación y los pesos sinápticos. En las 1000 repeticiones se
midió el costo computacional mediante la medición del tiempo que un equipo de computo
necesita bajo las mismas condiciones concluyendo que el sistema fraccionario es capaz de
competir con los algoritmos convencionales.

7.2. Trabajos Futuros

Como se ha explicado con anterioridad, el algoritmo de optimización fraccionario fue
propuesto utilizando el método de gradiente descendente pero, este no es el único método
de optimización basado en gradiente. Por lo que define como trabajo futuro:

1. Proponer métodos de optimización basados en gradiente para resolver la ecuación
diferencial que caracteriza el descenso del parámetro considerando el algoritmo de
LM, Gauss-Newton, Newton-Rapson, etc.

2. El fundamento matemático de la RNA fraccionaria mostrada en el capítulo 5 consiste
en calcular mediante la regla de la cadena el cambio de la función de activación con
respecto al parámetro que se desea optimizar. En este caso, se da la oportunidad de
cambiar la regla de la cadena (derivadas parciales) por derivadas fractales.

3. Extrapolar la metodología a no solo algoritmos basados en gradiente sino a algorit-
mos heurísticos donde se utilicen derivadas temporales o espaciales como el PSO,
cuckoo search, enjambre de hormigas, vuelo de murciélagos, etc.

4. Utilizar el algoritmo de optimización propuesto para definir redes neuronales de
orden fraccionario para realizar la clasificación de patrones con el uso de Machine
Learning y Deep Learning.

5. Utilizar el algoritmo propuesto para diversas estructuras diseñadas especialmente
para la predicción de características como lo son las LSTM.

Con respecto a las estructuras de RNA:

1. Tal y como los pesos sinápticos, las funciones de activación también son parte de
una RNA por lo que se proponen utilizar funciones de activación expresadas en
términos de funciones especiales utilizadas en el CF como la función gamma (2.4),
función de ML (2.7), entre otras.

2. El campo de las derivadas fraccionarias discretas es un tema que está reluciendo en
años recientes, un posible nicho de oportunidad se presenta en el uso de derivadas
fraccionarias discretas ∆α para el procesamiento de información.
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Métodos Numéricos Para Derivadas Fraccionarias

En esta sección se presentan diversos métodos numéricos para emular el comporta-
miento de las diferentes definiciones de derivadas fraccionarias que se han utilizado para
el desarrollo de este trabajo de investigación.

A.1. Esquema Numérico para la Derivada Fraccionaria de Grünwald-
Letnikov

Para presentar el esquema numérico de la derivada fraccionaria en el sentido de GL,
se presenta nuevamente la definición de derivada fraccionaria como

Definición 12. Sea x : R → R × [t0,
T−t0
h ], α ∈ (0, 1], x ∈ C1 entonces, la definición de GL

está dada por la ecuación (A.1):

GL
t0 D

α
Tx(t) = f(t, x(t)) = ĺım

h→0

1

hα

T−t0
h∑

k=0

(−1)k
(
α

k

)
x(t− kh), (A.1)

donde (−1)
(
α
k

)
representan coeficientes binomiales c(α)j , (j = {0, 1, 2, . . .}) calculados por la

ecuación (A.2)

c
(α)
0 = 1,

c
(α)
j =

(
1− 1 + α

j

)
c
(α)
j−1, j > 0.

(A.2)

Definición 13. Por lo tanto el esquema numérico para resolver la ecuación (A.1) está dado por la
ecuación (A.3) [191]

x(tk) = f(tk, x(tk))h
α −

k∑
j=0

c
(α)
j x(tk − j). (A.3)
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A.2. Esquema Numérico para la Derivada Fraccionaria de Liouville-
Caputo

Considerando la siguiente EDF en el sentido LC:

LC
0 Dαt f(t) = g(t, f(t)), fk(0) = fk0 , k = 0, 1, . . . , n, n− 1, (A.4)

considerando nuevamente la ecuación de la definición LC:

LC
0 Dαt f(t) =

1

1− α

∫ t

0

d

dτ
f(τ)(t− τ)1−αdτ. (A.5)

Con la condición inicial de (A.4), se genera una única solución en el intervalo t ∈ [0, T ],
por lo que la ecuación (A.5) satisface la ecuación integro diferencial de Volterra [192]:

f(t) = f0 +
1

Γ(α)

∫ t

0
(t− τ)α−1g(τ, f(τ))dτ, t < T. (A.6)

La solución de la ecuación (A.6) es conocido como el método de Adams-Bashforth-
Multon (ABM). El método está basado en una solución iteratuva como [192, 193]:

fPk+1 = f0 +
1

Γ(α)

k∑
j=0

bj,k+1g(tj , fj)

fk+1 = f0 +
1

Γ(α)

 k∑
j=0

aj,k+1g(tj , fj) + aj,k+1g(tk+1, f
P
k+1)

 ,

(A.7)

donde,

aj,k+1 =
hα

α(α+ 1)


kα+1 − (k − α)(k + 1)α, j = 0,

(k − j + 2)α+1 + (k − j)α+1 − 2(k − j + 1)α+1, 1 ≤ j ≤ k,
1, j = k + 1

bj,k+1 =
hα

α
((k + 1− j)α − (k − j)α), j = 0, 1, 2, 3, . . . , k.

(A.8)

A.3. Esquema Numérico para la Derivada Fraccionaria de Atangana-
Baleanu-Caputo

El método ABM para la derivada fraccionaria de ABC es descrito considerando [109,
110]

ABC
0 Dαt f(t) = g(t, f(t)), fk(0) = fk0 , k = 0, 1, ..., n− 1, (A.9)

donde α(t) > 0 y ABC
0 Dα(t)t es la derivada fraccionaria en el sentido de Atangana-Baleanu-

Caputo (ABC). La ecuación(A.9) tiene una solución única en t ∈ [0, T ], esta solución puede
ser reescrita utilizando la integral asociada a la definición de Atangana-Baleanu como
sigue:

f(t) = f0 +
1− α(t)

B(α(t))
g(t, f(t)) +

α(t)

B(α(t))Γ(α(t))

∫ t

0
g(u, f(u))(t− u)α(t)−1du, (A.10)
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donde B(α(t)) es una función de normalización de tal manera que B(0) = B(1) = 1.
Ahora el esquema numérico utilizando cuadraturas trapezoidales es definido como

fPi+1 = f0 +
1− α
B(α)

g(ti+1, fi+1) +
α

Γ(α)B(α)

i∑
j=0

bj,i+1g(tj , fj),

fi+1 = f0 +
1− α
B(α)

g(ti+1, f
P
i+1) +

α

B(α)

[
hα

Γ(α+ 2)
g(ti+1, f

P
i+1)+

+
hα

Γ(α+ 2)

∑i
j=0 aj,i+1g(tj , fj)

]
,

(A.11)

donde,

aj,i+1 =

{
iα+1 − (i− α)(i+ 1)α, j = 0,
(i− j + 2)α+1 + (i− j)α+1 − 2(i− j + 1)α+1, 1 ≤ j ≤ i,

bj,i+1 =
hα

α
((i+ 1− j)α − (i− j)α), j = 0, 1, 2, ..., i.

(A.12)

A.4. Esquema Numérico Fraccionario-Fractal-Riemann-Liouville

Considerando el problema general de Cauchy

FFP
0 Dα,βt x(t) = f(t, x(t)),

x(0) = x0,
(A.13)

donde f(t, x(t)) ∈ C1, x(t) ∈ C1. Se utiliza la integral asociada a la definición FFP
mostrada en (2.25)

x(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0
(t− τ)α−1f(τ, x(τ))βτβ−1dτ, (A.14)

en el punto t = tm+1 la ecuación (A.14) puede ser reformulada como

x(t) =
1

Γ(α)

∫ tm+1

0
(tm+1 − τ)α−1f(τ, x(τ))βτβ−1dτ, (A.15)

⇒ xm+1 =
1

Γ(α)

m∑
j=0

∫ tj+1

tj

(tm+1 − τ)α−1f(τ, x(τ))βτβ−1dτ, (A.16)

por simplicidad

F (t, x(t)) = f(t, x(t))βτβ−1,

∴ xm+1 =
1

Γ(α)

m∑
j=0

∫ tj+1

tj

(tm+1 − τ)α−1F (τ, x(τ))dτ,
(A.17)

en el intervalo [tj , tj+1] se pueden aplicar aproximaciones polinomiales con la interpolación
de Lagrange para aproximar a la función F (t, x(t))

F (t, x(t)) ∼=
t− tj−1
tj − yj−1

F (tj , x(tj))−
t− tj

tj − tj−1
F (tj−1, x(tj−1)). (A.18)
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Reemplazando la ecuación (A.18) en la ecuación (A.17) se deduce la siguiente aproxi-
mación

xm+1 =
1

Γ(α)

m∑
j=0

∫ tj+1

tj

(tm+1−τ)α−1
[
τ − tj−1
tj − tj−1

F (tj , x(tj))−
τ − tj
tj − tj−1

F (tj−1, x(tj−1))

]
dτ,

(A.19)
ahora, utilizando cuadraturas trapezoidales, es posible aproximar la integral mediante

xm+1 =
m∑
j=0

[
(∆t)α

Γ(α+ 2)
F (tj , xj) {(m+ 1− j)α(m− j + 2 + α)− (m− j)α(m− j + 2 + 2α)}

(∆t)α

Γ(α+ 2)
F (tj−1, xj−1)

{
(m+ 1− j)α+1 − (m− j)α(m− j + 1 + α)

}]
.

(A.20)

Sustituyendo la ecuación (A.17) en la ecuación (A.20) se obtiene el esquema numérico
para resolver EDF en sentido FFP.

xm+1 =
m∑
j=0

[
(∆t)α

Γ(α+ 2)
f(tj , x(tj))βτ

β−1 {(m+ 1− j)α(m− j + 2 + α)− (m− j)α(m− j + 2 + 2α)}

(∆t)α

Γ(α+ 2)
f(tj−1, x(tj−1))βτ

β−1 {(m+ 1− j)α+1 − (m− j)α(m− j + 1 + α)
}]
.

(A.21)

La comprobación de existencia y unicidad del esquema numérico es desarrollado en
[65].
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Algoritmos de Optimización basados en Gradiente

Los algoritmos de optimización, aprendizaje, entrenamiento, etc. son usados para
adaptar los pesos sinápticos de una arquitectura de red neuronal definida. El objetivo
de esta adaptación es minimizar la función costo, por ejemplo (3.11). Los algoritmos de
aprendizaje comúnmente utilizados para la adaptación de los pesos sinápticos son los de
propagación hacia atrás o retropropagación (RP o BP), que se basan principalmente en
la regla de la cadena para obtener las derivadas parciales correspondientes al parámetro
que se desea estimar. La forma general de los algoritmos para adaptar los pesos sinápticos
está dada por la ecuación (B.1).

ŵ(k + 1) = ŵ(k)− η[R−1]
∂E

∂ŵ
, (B.1)

donde R modifica el tipo del algoritmo, η es el factor de aprendizaje, ∂E∂ŵ es el gradiente de
la función objetivo con respecto al parámetro que se desea estimar (ŵ(k)) en la k-ésima
iteración.

B.1. Método de Gradiente Descendente

Como se mencionó con anterioridad, la ecuación (B.1) generaliza a gran parte de los
algoritmos de optimización. En este caso si R = 1 se obtiene el algoritmo del gradiente
descendente como se expresa en la ecuación (B.2).

ŵ(k + 1) = ŵ(k)− η∂E
∂ŵ

, (B.2)

donde ŵ(k + 1) es el valor del parámetro en la siguiente época, ciclo o iteración, ŵ(k) es el
valor del parámetro actual, ∂E∂ŵ es la razón de cambio de la función costo con respecto al
parámetro que se desea estimar y η es el factor de aprendizaje.

En la ecuación (B.2), el parámetro η juega un papel importante en la adaptación de los
pesos sinápticos pero es de mayor importancia su papel en el algoritmo de optimización
debido a que define la velocidad de convergencia del algoritmo. En los algoritmos de
optimización el valor de η debe encontrarse delimitado en un rango pequeño. Si se define
un valor de η relativamente pequeño, significa que la velocidad de convergencia será lenta
pero, si se define el valor de η relativamente grande, entonces se tendrá una convergencia
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rápida pero podrían presentarse complicaciones como oscilaciones en el comportamiento
de la función costo con respecto al número de épocas o inestabilidad. Para evadir la
problemática que produce la selección de un valor de η constante, se implementó un
algoritmo de “búsqueda y convergencia” sugerido en [118] y mostrado en la sección 3.5.2.

B.2. Método de Newton

La idea tras el método de Newton es tal que una función objetivo E(ŵ) debe ser
minimizada con una aproximación local mediante una función cuadrática. La función
E(ŵ) cerca al punto ŵ(k) (k = 1, 2, ..., N ) puede ser aproximada mediante la serie truncada
de Taylor:

E(ŵ) ∼= E(ŵ(k)) + ∆ŵT∇E(ŵ(k)) +
1

2
∆ŵT∇2E(ŵ(k))∆ŵ. (B.3)

Realizando ciertas operaciones se tiene que:

ŵ(k + 1) = ŵ(k)−
[
∇2E(ŵ)

]−1∇E(ŵ), (B.4)

donde
[
∇2E(ŵ)

]
se puede definir como la matriz Hessiana de la función objetivo con

respecto al parámetro que se desea optimizar y∇E(ŵ) es la matriz Jacobiana de la función
objetivo.

Utilizando la generalización de la ecuación (B.1), considerando que R = ∇2E(ŵ) y que
el valor de η = 1 se puede llegar a la misma expresión (B.4).

En general, el método de Newton tiene un resultado de convergencia rápido, pero
requiere la evaluación de la primera y segunda derivada de la función objetivo y del
calculo del inverso de la matriz Hessiana lo cual contrae problemas de singularidades.
Además, si el punto inicial (ŵ0) se encuentra distante del mínimo global, la matriz Hessiana
podría no ser positiva definida y el algoritmo podría diverger.

B.3. Método de Levenberg-Marquardt

El algoritmo de Levenberg-Marquardt es una modificación al algoritmo de New-
ton, el cual evita ciertas desventajas que tiene el algoritmo de Newton. La técnica de
Levenberg-Marquardt [194] aproxima el comportamiento de la matriz Hessiana por la
matriz ∇2E = (J(ŵ)TJ(ŵ) + µI), donde µ es un factor positivo con efectos (para opti-
mización) parecidos al comportamiento de η en el algoritmo del gradiente descendente
e I es la matriz identidad. Partiendo del método de Newton mostrado en la ecuación
(B.4), se tiene que∇E(ŵ) ≈ 2J(ŵ)T e(ŵ) donde J(ŵ)T es la matriz Jacobiana transpuesta
de la función objetivo, e(ŵ) son los residuos de la estimación y ∇2E(ŵ) ≈ 2J(ŵ)TJ(ŵ).
Realizando ciertas operaciones se llega a la expresión mostrada en la ecuación (B.5) la cual
es el algoritmo de Levenberg-Marquardt.

ŵ(k + 1) = ŵ(k)−
[
J(ŵ)TJ(ŵ) + µI

]−1
J(ŵ)T e(ŵ). (B.5)

Nótese que [J(ŵ)TJ(ŵ) + µI] es una matriz simétrica no singular, aún si la matriz
Hessiana (aproximada por J(ŵ)TJ(ŵ)) es singular. Además, esta matriz será positiva
definida con la selección apropiada de µ. Por otro lado, el parámetro µ debería ser pequeño
para asegurar una convergencia rápida. El algoritmo de Levenberg-Marquardt posee una
similitud al algoritmo de Newton. Además, el algoritmo puede converger a un valor ópti-
mo a pesar que el valor inicial ŵ0 sea relativamente pobre (es decir, que el valor inicial se
encuentre distante del valor óptimo ŵ∗) al igual que el método del gradiente descendente.
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En conclusión, si el valor de µ → ∞ el algoritmo de Levenberg-Marquardt tenderá a
comportarse como el método del gradiente descendente pero, si µ→ 0 el algoritmo tendrá
las capacidades de convergencia iguales al algoritmo de Newton. Para asegurar la mejor
selección del valor de µ se utilizó un algoritmo de “búsqueda y convergencia” [118, 195] al
igual que en el caso del gradiente descendente considerando un perfil de curva diferente.
El algoritmo de búsqueda y convergencia para µ está dado por la ecuación (B.6).

µ = µ0

(
1 +

k

5 ∗ k0

)
, (B.6)

donde µ0 es el valor inicial que puede ser calculado por la traza de la matriz Hessiana
[195], k0 es igual N3 , N es el número total de datos que se están utilizando para realizar la
estimación del sistema y k es el k-ésimo instante de tiempo discreto.
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Optimización por Enjambre de Partículas

El algoritmo por enjambre partículas (PSO del inglés Particle Swarm Optimization) es una
algoritmo de optimización encargado de minimizar una función objetivo como la ecuación (3.11)
[76, 77]. El PSO trabajo mediante una población (llamada enjambre) compuesto por diversas
soluciones (llamadas partículas). Las trayectorias de las partículas son gobernadas mediante la
ecuación (C.1) dentro de un espacio de solución

νi+1 = ωνi + c1(pai − xi) + c2(pbi − xi),
xi = xi + νi,

(C.1)

donde c1 y c2 son dos constantes positivas que representan aceleraciones, ω es un factor de
momentum la cual provee un balance entre exploración local y global, la i−ésimas partícula es
representada comoX = (x1, x2, . . . , xS), P = (p1, p2, . . . , pS) es la posición de la partícula evaluada
mediante la función costo y V = (ν1, ν2, . . . , νS) es el cambio de posición (velocidad). El parámetro
g es la posición mejor evaluada por medio de la función costo. El movimiento de cada partícula
está guiado por la ecuación (C.1) a través del espacio de solución pero, cuando una partícula
obtiene un mejor resultado, es decir, un mejor g, las demás partículas comenzarán a converger a
esa posición. El objetivo es encontrar una solución Ω1 para el cual f(Ω1) ≤ f(Ω2),∀Ω2 en el espacio
de búsqueda, esto significa que Ω1 es la mejor posición que optimiza el problema. Un ejemplo del
algoritmo es presentado a continuación:

Algorithm 1 Optimización por Enjambre de Partículas

1: procedure PSO
2: for i = 1 to el tamaño del enjambre do
3: Inicializar X aleatoriamente dentro de los límites [Xmin, Xmax];
4: Inicializar V aleatoriamente dentro de los límites [Vmin, Vmax];
5: Evaluar cada partícula;
6: Identificar la mejor posición P y definir g;
7: for i = 1 to número de épocas do
8: for j = 1 to tamaño del enjambre do
9: νi+1 = ωνi + c1(pai − xi) + c2(pbi − xi);

10: xi = xi + νi;
11: Pi+1 = Pi;
12: Evaluar f(xi);
13: if f(Pi+1) < f(xi) then
14: Actualizar Pi+1;
15: if f(g) < f(Pi+1) then
16: Actualizar g;
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Algoritmo de Fuerza Bruta

El algoritmo de fuerza bruta es un método iterativo para encontrar los parámetros óptimos
para problemas de bajo grado de complejidad basado en experimentaciones empíricas. En este
trabajo de investigación, se ha utilizado este algoritmo para la búsqueda del número de salidas
pasadas na, entradas pasadas nb y para encontrar el tiempo muerto de los sistemas nk. Esto último
es un paso importante para el método de identificación ya que en ocasiones es necesario obtener
información del comportamiento pasado del sistema.

Como se ha mencionado anteriormente, se realizan diversas pruebas y se evalúa el error de
cada una de las pruebas. El error es evaluado bajo estándares que el propio usuario define, es
decir, se define una función objetivo dependiendo de un criterio ya sea basado en el número de
parámetros, la norma del error, el FIT, el valor RMSE, la pendiente-intercepto, etc.

Algorithm 2 Fuerza Bruta

1: procedure FB
2: Inicializar na dentro de los límites n̄k y nk;
3: Inicializar na dentro de los límites n̄b y nb;
4: Inicializar na dentro de los límites n̄a y na;
5: for ink = nk to n̄k do
6: for inb = nb to n̄b do
7: for ina = na to n̄a do
8: Estimar los parámetros del modelo
9: Calcular el desempeño del modelo optimizado

10: Guardar el desempeño calculado
11: Guardar los valores de na, nb y nk
12: Graficar el desempeño
13: Seleccionar el modelo de acuerdo a los criterios del usuario

El método consiste primeramente en definir un subespacio de soluciones compuesto por los
intervalos mínimo y máximo de valores de na, nb y nk. Dentro de bucles compuestos por los
valores de regresión, se evalúa el desempeño del modelo propuesto. Una vez que todos los bucles
han concluido, dependerá del usuario seleccionar el modelo que cumpla con todos los estándares
que él mismo haya establecido. Un ejemplo del algoritmo de fuerza bruta se muestra en 2.
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Coordenadas D/Q

La transformación de Park o D/Q convierte las componentes ’abc’ de un sistema trifásico a
otro sistema de referencia ’dq0’. El objetivo de la transformación consiste en convertir los valores
trifásicos ’abc’, variables senoidalmente en el tiempo, a valores constantes ’dq0’, en régimen perma-
nente. El vector con las componentes del nuevo sistema de referencia [xr] se obtiene multiplicando
el vector de coordenadas trifásicas [x] por una matriz de transformación [T ], según la expresión
(E.1) xdxq

x0

 = [xr] = [T ] · [x] = [T ]

xaxb
xc

 , (E.1)

donde la matriz de transformación [T ] está dada por la ecuación (E.2).

T =

√
2

3


cos(θ) cos(θ − 2π

3
) cos(θ +

2π

3
)

− sin(θ) − sin(θ − 2π

3
) − sin(θ +

2π

3
)

1√
2

1√
2

1√
2
,

 (E.2)

donde θ (expresada en la ecuación (E.3)) es el ángulo de referencia rotativa (ejes D-Q) como lo
muestra la Figura E.1

θ =

∫ t

0

ωtdt+ θ0, (E.3)

donde ω es la velocidad angular de referencia D/Q y θ0 es el ángulo inicial de la referencia
D/Q. Cuando la velocidad angular ω es constante, la trnasformación se puede expresar según la
expresión (E.4).

T =

√
2

3


cos(ωt+ θ0) cos(ωt+ θ0 −

2π

3
) cos(ωt+ θ0 +

2π

3
)

− sin(ωt+ θ0) − sin(ωt+ θ0 −
2π

3
) − sin(ωt+ θ0 +

2π

3
)

1√
2

1√
2

1√
2

 (E.4)
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Figura E.1: Sistemas de referencia trifásico y D/Q.
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Productos Obtenidos

Durante el desarrollo doctoral se han realizado diversas publicaciones referentes al CF, relacio-
nes entre el CF y RNAs, control, etc. Este apéndice muestran las publicaciones realizadas al igual
que la participación en conferencias internacionales.
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In this paper, we approximate the solution of fractional differential equations using a new approach of ar- 

tificial neural network. We consider fractional differential equations of variable-order with Mittag-Leffler 

kernel in Liouville–Caputo sense. With this new neural network approach, it is obtained an approxi- 

mate solution of the fractional differential equation and this solution is optimized using the Levenberg–

Marquardt algorithm. The neural network effectiveness and applicability were validated by solving differ- 

ent types of fractional differential equations, the Willamowski-Rössler oscillator and a multi-scroll sys- 

tem. The solution of the neural network was compared with the analytical solutions and the numerical 

simulations obtained through the Adams-Bashforth-Moulton method. To show the effectiveness of the 

proposed neural network different performance indices were calculated. 

© 2017 Elsevier Ltd. All rights reserved. 

1. Introduction 

Fractional calculus (FC) is a generalization of integration and 

differentiation to non-integer order. Recent studies in science and 

engineering demonstrated that the dynamics of many systems can 

be described more accurately by means of differential equations of 

non-integer order, for instance bioengineering, viscoelasticity, dif- 

fusion, chaos theory, physics, electromagnetism, and many others 

[1–8] . There are several approximation techniques to solve nonlin- 

ear fractional partial differential equations. In general, we can use 

direct and indirect implementation techniques for numerical ap- 

proximation of the fractional operator, several numerical and ana- 

lytical methods have been developed, for example, fractional sub- 

equation method [9–11] , the homotopy perturbation method [12–

14] , the variational iteration method [15–18] , homotopy perturba- 

tion transform method [19–21] , Adomian decomposition method 

[22–24] , Wavelet Method [25,26] , Laplace transforms [27,28] . Sev- 

eral definitions of fractional order derivatives have been proposed, 

including: Grünwald–Letnikov, Riemann–Liouville, Weyl, Riesz and 
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Gómez-Aguilar). 

the Liouville–Caputo representation. In 2016 Atangana and Baleanu 

presented another version of fractional derivatives, which uses the 

generalized Mittag-Leffler function as the non-singular and non- 

local kernel. This definition has all the benefits of the fractional 

operators of Riemann–Liouville or Liouville–Caputo [29–32] . Sev- 

eral studies have shown that, many complex physical problems can 

be described with great success via variable-order derivatives (VO), 

[33–36] . A novel study underlining the advantages of using these 

derivatives rather than constant order fractional derivative was 

presented in [37] . Some applications include processing of geo- 

graphical data, diffusion processes and groundwater flow equation 

[38–40] . The equations described by the VO derivatives are highly 

complex, difficult to handle analytically, it is therefore advisable to 

research their solutions numerically [41–43] . In [43] , the authors 

proposed a modification to the ABM method to solve differential 

equations of fractional order in Liouville–Caputo sense. The inte- 

gration step is function of the delay and the number of samples. 

The authors showed that the numerical errors decay quickly by re- 

ducing the integration step size. 

Artificial neural networks (ANNs) have also been successfully 

applied on many scientific and engineering fields thanks to their 

robustness [44] and their capacity to approximate nonlinear be- 

haviors or functions. Cybenko established in [45] that a nonlinear 

http://dx.doi.org/10.1016/j.chaos.2017.06.030 
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This paper presents the simulation and control implementation on a Field Programmable Gate Array 

(FPGA) for a class of variable-order fractional chaotic systems by using sliding mode control strategy. 

Four different fractional variable-order chaotic systems via Atangana–Baleanu–Caputo fractional-order 

derivative were considered; Dadras, Aizawa, Thomas and 4 Wings attractors. A methodology has been 

developed to construct variable-order fractional chaotic systems using LabVIEW 

® software for its imple- 

mentation in the National Instruments myRio-1900 (Xilinx FPGA Z-7010) ® device. The variable-order frac- 

tional differential equations and the control law were solved using the variable-order Adams algorithm. 

Finally, simulation results show that FPGA provides high-speed realizations with the desired accuracy and 

demonstrate the effectiveness of the proposed sliding mode control. 

© 2018 Elsevier Ltd. All rights reserved. 

1. Introduction 

Fractional calculus is the mathematical generalisation of clas- 

sical calculus, this mathematical tool has been used in the re- 

cent decades for modeling real world problems in many field’s 

science, technology and engineering [1–8] . Fractional-Order Dif- 

ferential Equations (FODE’s) have increasingly attracted attention 

for the evaluation of dynamical systems. The fractional derivative 

operator is non-local, which expresses that the system’s response 

will be affected at any time by all previous responses. FODE’s give 

an exact description of different physical phenomena, also, FODE’s 

give a description of the inherent relation of different processes 

with memory and hereditary properties [9] . In the literature there 

are several definitions of fractional-order derivatives, for instance, 

Riemann–Liouville, Grünwald–Letnikov, Liouville–Caputo, Caputo–

Fabrizio and Atangana–Baleanu [10–25] . The order of the fractional 

derivative can be interpreted as the index of memory of the sys- 

tem. This fractional-order can be real, rational or irrational, or even 

complex. Samko, in [26] , stated that the fractional integrals and 

derivative can be generalized introducing in the fractional order a 

function of time or space or space-time variables q ( x, t ). Several 
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studies have been reported in the literature employing this pro- 

posal with excellent results [27–32] . 

Chaos, as a very interesting nonlinear phenomenon, has been 

intensively studied in the last decades. In the literature, there are 

several works on different control techniques applied to a vari- 

ety of chaotic systems [33–36] . The chaos control problem in a 

fractional order brushless DC motor was studied by the authors 

in [37] , in this work, the sliding mode control, robust control, 

and extended back-stepping techniques were represented in the 

Liouville–Caputo sense. The chaos control for a general class of 

chaotic systems based on the sliding mode control theory was 

studied by Wang et al. [38] . The authors used feedback controllers 

to guarantee asymptotic stability of the chaotic systems. Yin et al. 

[39] presented a sliding mode control law for controlling a class 

of fractional-order chaotic systems. Authors in [40] developed a 

modified sliding mode approach for synchronizing fractional-order 

chaotic systems using neural networks. In recent years, the hard- 

ware implementation of fractional chaotic systems has increasingly 

attracted attention. Nevertheless, the implementation of the algo- 

rithms is complicated due to their memory dependence and the 

hardware requires the use of high-order integer order systems. 

Several digital implementations of chaotic systems have been im- 

plemented on FPGAs. 

FPGAs are well-known for their processing speed and hardware 

flexibility. The maind advantage of this technology is its low con- 

https://doi.org/10.1016/j.chaos.2018.08.021 
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Neural networks and fractional order calculus have shown to be powerful tools for system identification. 

In this paper we combine both approaches to propose a fractional order neural network (FONN) for sys- 

tem identification. The learning algorithm was generalized considering the Grünwald-Letnikov fractional 

derivative. This new black box modeling approach is validated by the identification of three different sys- 

tems (two benchmark systems and a real system). Comparisons vs others approaches showed that the 

proposed FONN model reached better accuracy with less number of parameters. 

© 2019 Elsevier Ltd. All rights reserved. 

1. Introduction 

System identification is currently used in many engineering 

fields [1–3] since the models performed by this approach are usu- 

ally easy to obtain and accurate enough for accomplishing a given 

task. 

Neural networks (NN) have been largely used for system iden- 

tification purposes and have shown to be a powerful tool [4–7] . 

Among the features of neural networks that allow system identi- 

fication, we found the ability to approximate nonlinear functions 

due to the use of nonlinear activation functions, the ability to pro- 

cess many inputs and outputs, and the automatic adaptation of 

synaptic weights via a learning algorithm [8] . 

Although neural network-based system identification ap- 

proaches are efficient in terms of accuracy [5,9] , a large number of 

parameters is usually required to achieve this [10] . In this sense, 

many works have been performed in order to reduce the com- 

plexity of neural networks-based system identification models. For 

instance, in [11–13] , trial and error approach was used, in order 

to manually increase the number of parameters of the proposed 

model until a given accuracy is reached. Good results were reached 

in previous works, however, this technique may not lead to the 

“best compromise” between the model simplicity and the approx- 

imation accuracy [11,14] . Similar techniques, for instance “pruning”

[15–19] , particle swarm optimization [20] , singular value architec- 

tural recombination [21] , and genetic algorithms [10,14,22,23] , have 
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been employed to improve the compromise, simplicity and accu- 

racy, by automatically optimizing the structure of the neural net- 

work. However, in these techniques, a training is required each 

time the neural network evolves [24] , increasing the computational 

cost. Different methods for leading with the compromise between 

complexity and accuracy are based on the design of the neural net- 

work [5–7,25–28] . Advantage of these approaches is that a single 

training is required, since the neural network does not evolve. The 

neural network is designed to ensure a good balance between ac- 

curacy and complexity after the training, which is performed only 

once. 

In this paper, we follow the neural network design method 

proposed in [5–7] , to derive balanced simplicity-accuracy system 

identification models. Furthermore, we take advantage of fractional 

order calculus to reduce even more the number of parameters 

of the proposed neural network-based models. In fact, many FC- 

based models have been used to approximate the dynamic of dif- 

ferent systems [29–32] . For instance, in [29] and [30] a chick- 

enpox disease fractional model is proposed using three different 

kernels (power law, exponential decay and Mittag-Leffler type) to 

determine the system with highest performance on real data in 

two different databases respectively. In [31] , an epidemiological 

model (dengue fever) is proposed analyzing the behavior, the exis- 

tence and uniqueness of three different fractional derivative defini- 

tion, the results were compared against the classical model where 

the fractional model has a better performance. In [32] , a physical 

model named as blood ethanol concentration model has been in- 

vestigated proposing different types of kernels, the fractional mod- 

els has been compared against the classical model. The parame- 

ters of the model and the fractional order have been optimized by 
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a b s t r a c t 

In this work, we present a novel numerical method based on the fundamental theorem of fractional cal- 

culus and the Lagrange polynomial interpolation to solve numerically fractional delay differential equa- 

tions. We focus on the fractional derivative with power-law, exponential decay and Mittag-Leffler kernel 

of Liouville-Caputo type with constant and variable-order. The numerical methods were applied to simu- 

late the Duffing attractor, El-Niño/Southern-Oscillation, and Ikeda systems. 

© 2019 Elsevier Ltd. All rights reserved. 

1. Introduction 

Fractional calculus (FC) is the generalization of ordinary calcu- 

lus. Over the past decades, fractional differentiation has singled 

out as outstanding mathematical tools to portray more accurately 

many real-world problems. In literature, there are many defini- 

tions of fractional derivatives, for instance Riemann-Liouville (with 

power-law kernel), Caputo-Fabrizio (with exponential decay law) 

and Atangana-Baleanu (based on the non-singular and non-local 

generalized stretched Mittag-Leffler function) [1–19] . Involving 

these fractional derivatives, new applications have been discussed 

in view of the fractional calculus, for example, [11–21] and the 

references cited therein. 

In general, most of the fractional differential equations and 

fractional delay differential equations are not solvable towards 

exacts solutions. Therefore, there has been significant interest in 

developing novel numerical methods for solving these equations. 

Several works have extending standard numerical methods such 

as the Adams-Bashforth method (based on an iterative algorithm 

of prediction and correction) to solve these equations [22,23] . In 

[24,25] , the authors introduced a novel predictor-corrector method 

to numerically solve fractional differential equations. The author 

showed the accurate and time efficient compared with other 

methods. Also, in [26] , the authors studied the system of first 
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order delay differential using spline functions, and studied the 

stability and the error analysis. 

Samko in 1993 introduced the variable-order fractional dif- 

ferential equations. These fractional operators can be considered 

as a generalization of fractional operators of constant order [27] . 

Several studies [28–32] have shown that, many complex physical 

problems can be described with great success via variable-order 

(VO) derivatives. In [33] , the authors introduced the delayed two 

parameters Mittag-Leffler type matrix function and obtained an 

explicit formula of solutions to linear nonhomogeneous frac- 

tional delay differential equations via the variation of constants 

method. In [34] , the authors developed conditioned pseudospectral 

schemes for solving fractional delay differential equations. Based 

on artificial neural networks, in [35] , approximate solutions of the 

fractional delay differential equations (linear systems with delay, 

nonlinear systems with delay and Newton-Leipnik oscillator) were 

obtained. Synaptic weights were optimized using the Levenberg- 

Marquardt algorithm. The solution of the neural network was 

compared with the analytical solutions and the numerical simu- 

lations obtained through the Adams-Bashforth-Moulton method. 

Another numerical implementations of VO fractional derivatives 

are given in [36–38] . Recently, the authors in [39] proposed novel 

generalize numerical schemes for simulating variable-order frac- 

tional differential operators with power-law, exponential-law and 

Mittag-Leffler kernel. These schemes combine the fundamental 

theorem of fractional calculus and the two-step Lagrange poly- 

nomial interpolation [40,41] . Numerical examples were applied 
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Blood Glucose (BG) prediction models need to be improved in order 
to ameliorate BG regulation. Neural Networks (NN) and fractional 
order calculus are powerful tools for black box modeling. 

The aim of this work is to combine both approaches to propose the 
first NN model with fractional order learning algorithm to improve 
BG prediction.

Figure 2 shows RMSE reached by the proposed NN-based model on 
the 10 test subsets (10 patients, 5 days). 

As expected, RMSE ± std increases when prediction horizon increases. 

Table 1 displays results reached by the proposed model and also 
results reported in the literature. 

In Table 1 we can observe that for the two prediction horizons the 
proposed NN model reached better performance than other methods 
included in the comparison. 

This work presented a NN-based BG prediction model trained 
by a fractional order learning algorithm. 
Compared with results reported in the literature the 
proposed model:

● reached the best performance on predictions 30- and 
60-min-ahead and,

● is the simplest of the compared approaches. 

In future works, the possibility to predict hypo- and 
hyperglycemia events by the proposed model will be evaluated.

The NN model (Figure 1), which uses BG, Insulin on board, and 
carbohydrates on board as inputs, consists of a recurrent three-layer NN 
with 2-2-1 neurons in the input, hidden and output layers, respectively. 

The NN was trained by the following fractional order learning rules which 
were derived by the Grünwald-Letnikov fractional derivative [4]. 

RMSE was computed to evaluate accuracy on BG prediction 30-, and 
60-min-ahead on the 5 days of test (10 patients).
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Figure 1 - 2-2-1 recurrent neural network model

Reference Method
RMSE (mean ± std) [mg/dL]

30 min 60 min

Li et al. (2018) [1] LSTM-CNN 21 ± 2.35 33.27 ± 4.79

Chen et al. (2018) [2] DRNN-LSTM 19.04 -

Martinson et al. (2018) [3] LSTM 20 ± 2.5 33.2 ± 3.2

Proposed NN model NN 9.19 ± 0.89 20.35 ± 1.5

Figure 2 - RMSE boxplots. Each boxplot is composed of 10 points (10 patients). Each 
point is the mean RMSE computed during the 5 days of validation.

Table 1. Accuracy reached by the proposed FONN model vs performance reported 
in the literature.

Clinical trial NCT02987556
● Multicenter open-label randomized 

controlled crossover study. 
● Performed at 12 hospitals in France.
● Patients with:
      - glycated haemoglobin (HbA1c) < 10%
      - already treated with insulin pump
        therapy (> 6 months) 

Database
● Ten T1D patients 

(aged > 18 years) wearing 
the DBLG1 System.

● Ten days of data for training
● Five days of data unseen by the 

NN during training for test.
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