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Resumen

En esta tesis se diseña un controlador on - off, que tiene como objetivo manejar el despla-
zamiento de un robot diferencial y que vaya de un punto inicial a un punto final con un análisis
energético. Como preámbulo, se desarrolla el modelo dinámico mediante las ecuaciones de
Euler-Lagrange que describen el comportamiento del chasis, después sigue un acoplamiento
de los modelos matemáticos (motores, el chasis y de la cinemática) que en conjunto repre-
sentan al robot diferencial. Es importante mencionar que la tracción denominada diferencial,
consta de tres ruedas, de las cuales dos son controladas y generan velocidades y la tercera se
denominada rueda loca y es la que permite el cambio de orientación mediante perfiles que
más adelante se mencionan, así mismo, el frenado del robot diferencial está representado por
un aumento en la fuerza que se opone al movimiento, se aplica mediante pulsos y está pre-
sente en cada rueda permitiendo direccionar al robot diferencial. Es destacable explicar que
se realiza una aproximación eléctrica de trinquete mecánico, el cual además de permitir el
movimiento en un sentido, también permite aprovechar la inercia generada en ambas ruedas.
Una vez obtenido el modelo de la planta se desarrolla el controlador on - off, el cual tiene un
comportamiento similar a una memoria de un bit, esto permite que se mantenga el estado
anterior del sistema, lo cual termina siendo una ventaja pues la señal de encendido tiende a
reducir la frecuencia de conmutación del actuador y esto se define como un menor consumo
de energía y alargamiento de vida útil del actuador, mediante las restricciones seleccionadas
que se mencionan después. Finalmente se comprueba el funcionamiento mediante simulacio-
nes que constan de diversos escenarios que muestran los resultados obtenidos respecto a la
cercanía en referencia al punto final elegido o deseado.
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Abstract

In this thesis designs an on-off controller, which objectives to handle the displacement of
a differential robot that goes from a start point to an endpoint with an energy analysis. As a
introduction, the dynamic model is developed using Euler-Lagrange equations that describe
the behavior of the chassis later a coupling of the mathematical models (motors, chassis
and kinematics) that together represent the differential robot. It’s important to mention
that the traction named differential consists of three wheels of which two are controlled
and generate speeds and the third is named the crazy wheel this is the one that allows the
change of orientation by profiles that are mentioned later. The braking of the differential
robot is represented by an increase in the force that opposes the movement is applied by
pulses and is present in each wheel allowing the differential robot to be directed. Beside to
explain that an electrical approach of mechanical ratchet is performed which in addition to
allowing movement in one direction also lets to take advantage of the inertia generated on
both wheels.

Once the plant model is obtained the on-off controller is developed which has a memory-
like behavior of a bit this allows the previous state of the system to be maintained which
ends up being an advantage as the ignition signal tends to reduce the switching frequency
of the actuator and this is defined as a lower power consumption and operator life extension
using the constraints mentioned later. Finally the operation is checked using simulations
consisting of various scenarios that show the results obtained with respect to the proximity
in reference to the desired endpoint.
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Capítulo 1

Introducción.

1.1. Antecedentes.

Los robots que funcionan con ruedas han ganado gran atención debido a sus aplicaciones

que en algunos casos permite explorar terrenos desconocidos, como lo es el acontecimiento

del robot móvil enviado por la Unión Soviética en los años 70’s para la exploración lunar, el

cual se controló remotamente desde la tierra teniendo en cuenta que el entorno de exploración

era desconocido. Se bautizó con el nombre de Lunokhod-1 y alcanzó aproximadamente una

velocidad de 1 km/hr fue un avance destacable debido a las condiciones de trabajo que la

tarea representaba (Kassel, 1971).

Los avances tecnológicos con regularidad dan paso a aplicaciones didácticas como lo

fue la creación de FIRA (Federation of International Robot-soccer Association) en los años

90’s, la cual continua promoviendo el desarrollo de robots autónomos por medio de torneos

mundiales, en los cuales se reúnen diversas disciplinas para la creación de dichos sistemas

inteligentes con el objetivo de jugar fútbol de manera colectiva siendo los jugadores robot

móviles(Wong et al., 2005).

1



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN.

Figura 1.1: Roomba - braava 380t

Por otro lado las aplicaciones domesticas han tenido sus antecedentes desde el inicio

del siglo XXI, en las cuales se encuentran diversas aplicaciones, que van desde el aspirado

automático hasta la limpieza de pisos, un ejemplo de esto se observa en la figura 1.1 donde se

observa un robot de la marca Roomba, los robots están basados en robot móviles equipados

con sensores, capaces de explorar el entorno de trabajo que suele ser desconocido (Ju Yong

Park and Ki Dong Lee, 1997), (Loaiza et al., 1999), (Lauria et al., 2001), (Romero-Martí

et al., 2016).

Lo que hace atractivos a los robots, son las diversas aplicaciones que tienen como por

ejemplo en exploración de entornos peligrosos, entornos educativos, entornos domésticos ya

mencionado e incluso en la industria. En la agricultura, en específico en los invernaderos

tienen como finalidad el transportar cultivo de forma segura y con ello mejorar la eficiencia

de producción, la ventaja se observa en el diseño del robot móvil, dicho diseño va acorde al

tamaño del invernadero, y con ello el movimiento es eficiente al dar vueltas o desplazarse en

espacios reducidos (Rodriguez et al., 2011).

1.2. Planteamiento del problema

En la robótica móvil generalmente se aplica un acoplamiento mecánico directo y es con-

vencional que las técnicas de control empleen una entrada permanente de par al robot. En

2



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN.

el presente trabajo se propone un robot diferencial con una estrategia de control basado en

tracción diferencial y frenado pulsante, que le permitan llegar de un punto a otro. Se destaca

la presencia de un trinquete en cada rueda, el cual permite el aprovechamiento de la energía,

la cual es generada por la inercia del robot diferencial presente en cada rueda, asimismo

permite una oposición a movimientos no deseados.

Figura 1.2: Vista lateral de robot diferencial móvil.

La figura 1.2 se muestra la idea de robot diferencial con la que se trabaja en esta tesis.

Se observa de forma lateral, el chasis con la rueda loca y una de las dos ruedas controladas.

1.3. Objetivo

1.3.1. Objetivo general

Proponer una estrategia de control para un robot diferencial para llevarlo de un punto

a otro en un espacio bidimensional mediante una secuencia de arranque, planificación de

frenado pulsante y paro.
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1.3.2. Objetivo específico

Obtener un modelo dinámico y cinemático que represente al robot diferencial.

Presentar una estrategia de control de arranque y frenado pulsante que logre generar

las trayectorias definidas.

1.4. Metas

Un modelo del robot diferencial incluyendo los motores de corriente directa y el modelo

de frenado pulsante.

Un modelo acoplado de la cinemática y la dinámica del móvil.

Un análisis energético para evaluar la factibilidad de realizar la tarea de desplazamiento

de un punto a otro.

Una propuesta de estrategia de control de robot diferencial que comprenda la tracción

y frenado pulsante.

1.5. Justificación

Un robot diferencial tiene como requerimiento fundamental, el realizar tareas, las cuales

pueden ser: ir de un punto a otro o seguir una trayectoria definida. En este caso, la configu-

ración diferencial consta de tres ruedas, un rueda loca y dos ruedas acopladas a trinquetes

y actuadores, los cuales reciben la orden de un controlador. Dicho sistema en conjunto con

un control on-off con histéresis, generan una tracción y frenado pulsantes, que permite ir de

un punto a otro. Por lo que en este trabajo se desarrolla un control on - off con histéresis

para estudiar la energía utilizada con base a los pulsos aplicados cuando el robot diferencial

se mueve de un punto a otro. La planta y el control se encuentra descrito en el capítulo 2.
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1.6. Hipótesis

Se obtiene un mejor rendimiento de consumo de energía respecto a la distancia recorrida

al modificar el ángulo de visión debido a la aplicación de control on - off con histéresis

mediante el aprovechamiento del cambio de orientación mediante un frenado pulsante y del

mismo modo la aplicación de la voltaje pulsante a los actuadores.

1.7. Alcances y limitaciones

No se considera la implementación de prototipos.

Se desplaza en un sistema que es bidimensional y estático.

Las ruedas al contacto con la superficie, no presentan deslizamiento.

El desplazamiento transversal en este trabajo no es controlable.

1.8. Estado del arte

En robótica (figura 1.3) se consideran tres clasificaciones: robots manipuladores, robots

terrestres y robots aéreos, en todos los tipos la robótica implica múltiples disciplinas como

la electrónica, la mecánica, la programación, la manufactura y el control, por mencionar

algunas. Los robots terrestres también denominados robots móviles son robots que pueden

desplazarse de un lugar a otro, sin ayuda externa u operación humana a diferencia de los

robots manipuladores que se mueven únicamente en un espacio de trabajo. Los robots móviles

también se dividen en: robots móviles con ruedas, robots móviles con articulaciones y robots

móviles aéreos (Tzafestas, 2013). Su capacidad de movilidad hace que su desplazamiento

sea posible incluso en entornos desconocidos y que tengan un amplia lista de aplicaciones.

Existen diversas configuraciones y esto depende de la tarea a realizar o el entorno donde se

va a desplazar.

Algunas configuraciones de los robot móviles con ruedas son (Figura 1.4):
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Diferencial

Triciclo

Omnidireccional

Síncrono

Ackermann

Industrial

Figura 1.3: Robótica

Ackermann

Este tipo de robot móvil dispone de cuatro ruedas y es por ello que también se le conoce

como robot tipo carro. Cuenta con dos ruedas acopladas a un eje en común y las otras dos

controlan las dirección, las cuatro ruedas se controlan por medio de un solo motor. Es capaz

de realizar movimientos en linea recta y en arco (Klancar et al., 2017).

Síncrono

En este caso el robot móvil tipo síncrono está diseñado con tres ruedas, debe su nombre

al hecho de que las ruedas pueden sincronizarse para obtener la misma dirección y con

regularidad está acoplado a dos motores. Realiza movimientos en linea recta y giros sobre su

mismo eje (Klancar et al., 2017).

Diferencial

El robot móvil diferencial consta de dos ruedas, cada una acoplada a un motor y una tercera

rueda de tipo loca. Es capaz de realizar movimientos en linea recta, en arco y puede girar

sobre si mismo (Baturone, 2005).
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CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN.

Triciclo

Al igual que un robot móvil diferencial, consta de dos ruedas que proporcionan tracción,

pero en este caso una tercera rueda es la que proporciona dirección que es regularmente sin

tracción (Baturone, 2005).

Figura 1.4: Diversas configuraciones de robots móviles

Respectivamente cada configuración cuenta con un modelo cinemático representativo que

permite en todo caso simular su comportamiento, en el caso de (Sandeep Kumar Malu, 2014)

menciona que es posible representar cinemáticamente el robot diferencial mediante coordena-

das cartesianas pero que también mediante coordenadas polares en las cuales posteriormente

se basa para obtener una ley de control donde sus entradas estén constituidas por su ve-

locidad tangencial y su velocidad angular. Otro caso es (Hatab, 2013) donde desarrolla el

modelo cinemático también con velocidades tangencial y angular como una función de las

dos ruedas que componen al robot diferencial, cabe destacar que utiliza dos restricciones

cinemáticas las cuales son: un comportamiento sin movimiento lateral ẏra = 0 y la restricción
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de rodadura pura lo que significa que las ruedas se mantienen en contacto en un punto con

el plano XY.

Por otro lado un ejemplo de modelado dinámico de un robot diferencial es (Ortigoza

Ramón Silva, 2010) el cual se basa en un enfoque de Euler-Lagrange. Sus coordenadas gene-

ralizadas de posición son representadas como el punto de contacto de cada rueda respecto al

plano de trabajo. Se tiene en cuenta que cada rueda es una punto de contacto, lo que resulta

que cada rueda representa la componente de la fuerza generada por el robot diferencial.

En el espacio de configuración donde se planea el movimiento de robot móvil surgen

algunas cuestiones, habrá obstáculos o si supondrá una trayectoria en un espacio libre, el

espacio será estático o dinámico.

Todo ello son casos de estudio como en (Guerrero, 2010), donde mediante el control

automático aborda la evasión de obstáculos a través de la detección de objetos con sensores.

A menudo, el hecho de que los robots móviles tengan la tarea básica de moverse, también

involucra un estudio del tipo de navegación que realizará, el seguimiento de trayectoria,

como en (Montesdeoca et al., 2017), donde el robot móvil con configuración diferencial está

dotado de sensores, se aplica una cinemática inversa, que le permite obtener las entradas de

control de forma independiente y con ello logra su objetivo de control demostrado mediante,

simulaciones siguiendo forma de moño y circulo.

La regulación de posición de un robot móvil radica en la diferencia entre las coordenadas

cartesianas actuales y deseadas y en consecuencia esto deben ser cercana o cero. Tal es el

caso de (García Yañez, 2016) donde mediante una linealización del modelo cinemático para

denominarse autónomos, los robots móviles traen consigo una serie de tareas a desarrollar

por ejemplo el control automático. (Guzmán et al., 2014) maneja el modelo cinemático

generalizado para un robot diferencial y menciona que para orientar al robot diferencial

es necesario hacer una referencia entre el ángulo de orientación y otra respecto al punto

siguiente de la coordenada.

En cambio (Yandún and Sotomayor, 2011) presenta el seguimiento de una trayectoria,

libre de obstáculos, restringiendo los parámetros y las condiciones iniciales del robot diferen-

cial, y lo cual se demuestra por simulaciones mediante LabVIEW.
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El control de un robot móvil depende por un lado de la tarea de control a realizar

como lo son problema de regulación o seguimiento de trayectoria y por otro de la capacidad

de actuación, referente lo sofisticado del sistema como lo son los sensores, por ejemplo en

(Luna Aguilar et al., 2015), donde se realiza un control de regulación del robot, con una

condición de reposo dicho robot móvil está dotado con sensores acústicos y un mapa de

navegación acústica. Esto se logra mediante el procesamiento de señales de audio captadas

por el sensor las cuales estiman la posición actual, retroalimentando a la parte del control para

llevarlo al punto deseado. Por otra parte en (Fernández et al., 2016) presenta un controlado de

posición y movimiento para un robot móvil diferencial utilizando redes neuronales artificiales

mediante un controlador PID el cual se sintoniza con la ya mencionada red neuronal, dicha

estrategia de control resulta ser de fácil implementación.

1.9. Organización del documento

Esta tesis se divide en 5 capítulos. En el capítulo presente se hace una lectura a las

diversas aplicaciones de los robot móviles, posteriormente se realiza un enfoque en robots

diferenciales, su uso y las principales cuestiones que se presentan al diseñarles un control

automático. Lo que da paso al capítulo 2 donde se presenta la estructura y configuración del

robot diferencial y con ello el desarrollo de la plata, la cual se ha dividido en parte mecánica

para la dinámica y cinemática y parte eléctrica para los actuadores acoplados. La dinámica

de robot diferencial está desarrollada con base a las ecuaciones de Euler - Lagrange, por

su parte el modelo cinemático se ha seleccionado de la literatura. Una vez completado el

modelo matemático del sistema es necesario seleccionar un control automático por lo que

en el capítulo 3 se presenta una breve descripción de un control on - off con histéresis y

posteriormente se propone el control. En el capítulo 4 se realizan cinco simulaciones las

cuales se seleccionan a manera de comprobar el funcionamiento del robot diferencial y el

control. Finalmente el capítulo 5 presenta las conclusiones del trabajo de investigación.
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Capítulo 2

Modelo matemático del sistema

El modelado del robot diferencial esta estrechamente relacionado con la estructura y

configuración del mismo, tal como se menciona en el capitulo 1, donde se realiza una breve

descripción de algunos tipos de robots con ruedas. El robot diferencial se destaca de dichas

configuración debido a su movilidad, es decir la capacidad de locomoción que logra al tener

solo dos ruedas actuadas y una independiente que en este trabajo lleva por nombre rueda

loca. La figura 2.7 presentada al final de este capitulo 2 describe mediante un diagrama de

bloques lo que se trabaja en este documento, a grandes rasgos se menciona que se comprende

al modelo como un sistema acoplado dividido en tres partes, la parte de control, eléctrica

y mecánica, para llegar a ello primero se presentan sus modelos matemáticos y para iniciar

con la parte mecánica se opta por las siguientes consideraciones, el robot diferencial:

Se desplaza en el sistema bidimensional y estático. (X − Y ).

Las ruedas al contacto con la superficie, no presentan deslizamiento.

Debido a la naturaleza del control su tracción y frenado son pulsantes.

El desplazamiento transversal no es controlable.

En la figura 2.1 se denota la descripción del robot diferencial junto con las variables y
parámetros de interés , el espacio bidimensional de trabajo (X − Y ), la velocidad angular
derecha (ωD), la velocidad angular izquierda (ωI), la velocidad tangencial del robot diferencial
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(VT ), el cambio de la orientación respecto al tiempo (∆ϕ
∆t ) o también denominada velocidad

angular (ξ), la distancia entre ambas ruedas (l) y el radio de las ruedas (r).

Figura 2.1: Diagrama de robot diferencial

El robot diferencial en este trabajo, únicamente se realiza mediante simulación y esta
representado matemáticamente por el acoplamiento de un modelo cinemático, un modelo
dinámico de motores, un modelo dinámico basado en Euler - Lagrange, por lo que a conti-
nuación se procede a describir los modelos que se trabajan.
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2.1. Modelo cinemático
Las consideraciones que se tiene en la configuración del robot móvil diferencial son las

siguientes:

El robot diferencial se desplaza en una superficie plana.

No se toma en cuenta ningún deslizamiento.

La estructura del robot diferencial se considera rígida.

En cinemática no se consideran las fuerzas que generan el movimiento, pero en relación a ello
en este trabajo es necesario aclarar que se utilizan un par de motores de corriente directa,
dicho modelo se muestra en sección 2.4 . Las velocidades generadas por el robot diferencial
están en función de las velocidades de las ruedas las cuales son velocidad angular derecha y
velocidad angular izquierda(ωD y ωI).

Figura 2.2: Robot diferencial, posicionado en el plano cartesiano

La velocidad tangencial que se lee en la ecuación (2.1.1) del robot diferencial está en
función de la suma de las dos velocidades angulares de las ruedas (Derecha e Izquierda) y
por el cociente de r

2 , siendo r el radio de la rueda.

VT = (ωD + ωI)r
2 (2.1.1)

En el caso de la velocidad angular que se lee en la ecuación (2.1.2) del robot diferencial,
es la diferencia entre las velocidades angulares de las ruedas (Derecha e Izquierda) y por el
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cociente de r
l , siendo l la distancia entre las ruedas.

ξ = (ωD − ωI)r
l

(2.1.2)

Por lo que las ecuaciones del modelo cinemático del robot diferencial quedan representadas
en función de la velocidad tangencial y la velocidad angular que se lee en la ecuación (2.1.3):


ẋ

ẏ

ϕ̇

 =


VT sin(ϕ)
VT cos(ϕ)

ξ

 (2.1.3)

Como es indispensable tener una parte dinámica que justifique las diferentes fuerzas que
afectan el movimiento del robot diferencial se realiza un modelo dinámico que se muestra en
la siguiente sección.
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2.2. Modelado en Euler - Lagrange
Para el modelo dinámico del chasis se utiliza las ecuaciones de Euler-Lagrange, las cuales

se basan en las energías que permiten modelar sistemas. Para llevar acabo este desarrollo,
es necesario tener el concepto de coordenadas generalizadas, para describir el movimiento
del sistema, de manera que qn representa cada una de ellas donde n = 1, 2 .Por otro lado,
la función de Lagrange L o el Lagrangiano, es el que relaciona a la energía cinética K y la
energía potencial P.

L(q(t), q̇(t)) = K(q(t), q̇(t))− P(q(t)) (2.2.1)

La energía cinética está representada por

K(q, q̇) = 1
2 q̇

TM(q)q̇ (2.2.2)

Donde M(q) ∈ Rnxn es la matriz de inercia y es una matriz definida positiva. Por otra
parte, la energía potencial está dada por las ecuaciones de movimiento:

P(q) = mgl (2.2.3)

La cual en el caso de robot móviles tiene una forma no especificada; Siendo la única
condición su dependencia a el vector de posición q = [q1, q2...qn]T ∈ Rn.

La función de disipación de Rayleigh R donde se considera a la disipación como un
amortiguador viscoso donde cada coordenada cuenta con un coeficiente de fricción bn donde
n = 1, 2.

R(q̇) = 1
2 q̇

T bnq̇ (2.2.4)

Por lo que las ecuaciones de movimiento de Euler - Lagrange se pueden obtener por:

d

dt

(
∂L(q, q̇)
∂q̇

)
− ∂L(q, q̇)

∂q
+ ∂R(q̇)

∂q̇
= τ (2.2.5)

Donde q = [q1, q2...qn]T ∈ Rn que representa las coordenadas generalizadas, q̇ = [q̇1, q̇2...q̇n]T ∈
Rn es el vector de velocidades generalizadas, τ = [τ1, τ2...τn]T ∈ Rn es el vector de pares
aplicados. (Kelly and Santibáñez, 2003), (Klancar et al., 2017).
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2.3. Modelo dinámico del chasis
Para seguir la metodología de las ecuaciones de Euler - Lagrange primero se eligen las

coordenadas de interés que para este caso de estudio son ωD y ωI , como se muestra en la
figura 2.3. Por generalidad se realiza un cambio de variable que permita representar a las
velocidades como las coordenadas generalizadas (2.3.1):

q̇ =

 q̇1

q̇2

 =

 ωD

ωI

 (2.3.1)

Figura 2.3: Velocidades angulares de las ruedas elegidas como coordenadas generaliza-
das

Después se definen y se obtienen las funciones de energía cinética y potencial si es el caso,
para la energía cinética, la cual es 1

2 q̇
TM(q)q̇ donde como se menciona en la sección 2.1, la

velocidad tangencial esta dada por la ecuación (2.1.1) por lo que se tiene 1
2m((ωD + ωI) r2)2,

lo cual representa la energía cinética para la parte del chasis, lo mismo se realiza para la
inercia de la masa del chasis (J(m)) y la inercia de los dos motores(J1 y J2), por lo que se
obtiene la ecuación (2.3.2):

K(ωD, ωI) = 1
2J1(ωD)2 + 1

2J2(ωI)2 + 1
2m

r2

4 (ωD + ωI)2 + 1
2J(m)r

2

l2
(ωD − ωI)2 (2.3.2)

15



CAPÍTULO 2. MODELO MATEMÁTICO DEL SISTEMA

Para la energía potencial P, que se ha definido en 2.2.3 debido a que en este trabajo
no existen cambios de altura, únicamente se desplaza en el plano X-Y por lo que la energía
potencial resulta ser cero.

Como la energía potencial es igual a cero el lagrangiano queda definido únicamente por
la energía cinética total (2.3.2) como se muestra en la ecuación (2.3.3)

L(q̇) = K(q̇) (2.3.3)

Por consiguiente se realiza cambio de variables para no perder generalidad:

L(q̇) = 1
2J1(q̇1)2 + 1

2J2(q̇2)2 + 1
2m

r2

22 (q̇1 + q̇2)2 + 1
2J(m)r

2

l2
(q̇1 − q̇2)2 (2.3.4)

Observación.1

La energía cinética K(q̇) está compuesta por 4 términos: la energía cinética asociada
a la rueda derecha esta descrita por 1

2J1(q̇1)2, la energía cinética asociada a la rueda
izquierda por 1

2J2(q̇2)2 (ambas con transmisión directa al motor) donde J1 y J2 repre-
sentan la inercia de cada motor, la energía cinética asociada a la velocidad tangencial
descrita por 1

2m
r2

22 (q̇1 + q̇2)2 donde se mantiene la relación de las velocidades angulares
descrita en la ecuación (2.1.1) y finalmente la energía cinética asociada a la velocidad
angular del chasis descrita por 1

2J(m) r2

l2 (q̇1 − q̇2)2 donde de mismo modo se mantiene
la relación de la ecuación (2.1.2).

Siguiendo con las ecuaciones de movimiento ahora la función de disipación de Rayleigh,
las constantes de viscosidad para cada uno de los motores son β1 y β2 respectivamente, y %
para la viscosidad presente en la velocidad tangencial y la velocidad angular.

R(q̇) = 1
2β1(q̇1)2 + 1

2β2(q̇2)2 + 1
2%
r2

4 (q̇1 + q̇2)2 + 1
2%
r2

l2
(q̇1 − q̇2)2 (2.3.5)

Se plantean las ecuaciones de movimiento y con lo obtenido en las ecuaciones (2.3.4) y
(2.3.5) en la ecuación (2.2.5):

d

dt

(
∂L(q̇)
∂q̇

)
− ∂L(q̇)

∂q
+ ∂R(q̇)

∂q̇
= τ

A continuación se solucionan las derivadas de las ecuaciones (2.3.1), donde se sabe que se
tiene dos coordenadas generalizadas las cuales son q̇1 y q̇2 por lo que las ecuaciones a resolver
resultan ser:
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d

dt

(
∂L(q̇1)
∂q̇1

)
− ∂L(q̇1)

∂q1
+ ∂R(q̇1)

∂q̇1
= τ1

d

dt

(
∂L(q̇2)
∂q̇2

)
− ∂L(q̇2)

∂q2
+ ∂R(q̇2)

∂q̇2
= τ2

(
∂L(q̇)
∂q̇1

)
= J1q̇1 +m

r2

22 (q̇1 + q̇2) + J(m)r
2

l2
(q̇1 − q̇2) (2.3.6)

d

dt

(
∂L(q̇)
∂q̇1

)
= J1q̈1 +m

r2

4 (q̈1 + q̈2) + J(m)r
2

l2
(q̈1 − q̈2) (2.3.7)

(
∂L(q̇)
∂q̇2

)
= J2q̇2 +m

r2

22 (q̇1 + q̇2) + J(m)r
2

l2
(q̇1 − q̇2) (2.3.8)

d

dt

(
∂L(q̇)
∂q̇2

)
= J2q̈2 +m

r2

4 (q̈1 + q̈2) + J(m)r
2

l2
(−q̈1 + q̈2) (2.3.9)

− ∂L(q, q̇)
∂q1

= 0 (2.3.10)

− ∂L(q, q̇)
∂q2

= 0 (2.3.11)

∂R(q̇)
∂q̇1

= β1q̇1 + %
r2

4 (q̇1 + q̇2) + %
r2

l2
(q̇1 − q̇2) (2.3.12)

∂R(q̇)
∂q̇2

= β2q̇2 + %
r2

4 (q̇1 + q̇2) + %
r2

l2
(q̇1 − q̇2) (2.3.13)

Las matrices de las ecuaciones de movimiento de Euler - Lagrange resultan ser:J1 0
0 J2

+

m r2

4 m r2

4
m r2

4 m r2

4

+

 J(m) r2

l2 −J(m) r2

l2

−J(m) r2

l2 J(m) r2

l2

q̈1

q̈2


+

B1 0
0 B2

+

% r2

4 % r
2

4
% r

2

4 % r
2

4

+

 % r
2

l2 −% r2

l2

−% r2

l2 % r
2

l2

q̇1

q̇2

 =

τ1

τ2

 (2.3.14)

M(m, r, J(m), J1, J2)q̈ +B(r, l, %, β1, β2)q̇ = τ

Donde la matriz de inercia resulta se una matriz constante que depende del radio de las
ruedas, la masa del robot móvil diferencial y las inercias de motores, y las matrices de
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viscosidad dependen del radio de las ruedas, la distancia que hay entre ellas, las constantes
de viscosidad y finalmente el vector de fuerzas generalizadas τ(τ1, τ2), como se lee en la
ecuación (2.3.14).

Observación.2

En la ecuación (2.3.14) para la matriz de inercia el primer término está asociado a las
inercias rotacionales de los motores (J1 J2), el segundo término a las inercias asociadas
con la la velocidades tangenciales (VT ) y el tercer término la inercias asociadas a las
velocidades angulares (ξ).

Para cuestiones de simulación y control es conveniente reescribir las ecuaciones como se
observa en las ecuación (2.3.15):

 q̈1

q̈2

 =

J1 0
0 J2

+

m r2

4 m r2

4
m r2

4 m r2

4

+

 J(m) r2

l2 −J(m) r2

l2

−J(m) r2

l2 J(m) r2

l2

−1

−
B1 0

0 B2

+

% r2

4 % r
2

4
% r

2

4 % r
2

4

+

 % r
2

l2 −% r2

l2

−% r2

l2 % r
2

l2

q̇1

q̇2

+

τ1

τ2

 (2.3.15)

Y de manera compacta:

q̈ = M(m, r, l, J(m), J1, J2)−1(−(B(r, l, %, β1, β2)q̇) + τ(τ1, τ2)) (2.3.16)

Como se observa en la ecuación (2.3.15), las coordenadas generalizadas de aceleración
que en este caso caracterizan a las aceleración angulares derecha e izquierda (q̈1 = ω̇D y
q̈2 = ω̇I), y en consecuencia los pares aplicados (τ1 y τ2), serán las entradas aplicadas al
modelo dinámico que se ha desarrollado, los cuales se obtendrán del modelo matemático de
motores de corriente directa en la sección 2.4.
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2.4. Modelado de actuadores
Los actuadores utilizados para las simulaciones del robot móvil diferencial, son descritos a

continuación como se observa en la figura 2.5, con lo que se describe al motor, siendo la forma
simplificada la siguiente: iniciando por la fuente de voltaje, que está en serie con la resistencia
total, la inductancia total y posteriormente se encuentra la fuerza contra-electromotriz que
se genera cuando el motor gira (Mahfouz et al., 2013).

Figura 2.4: Diagrama eléctrico de un motor de corriente directa con imanes perma-
nentes

La fuerza contra-electromotriz está dada por:

e(t) = Kb ωn(t) (2.4.1)

Donde en la ecuación (2.4.1) está representada la relación lineal entre la constante contra-
electromotriz Kb y la velocidad angular del motor ωn(t).

τm = KjIn(t) (2.4.2)

De igual forma para el par motor (τn), existe una relación entre la constante de motor
(Kj) y la corriente (In(t)) del circuito. Por ley de voltaje de Kirchhoff, se tiene en la ecuación
(2.4.3):

ηj = RaIn(t) + La
dIn(t)
dt

+Kbωn(t) (2.4.3)

La parte mecánica del motor en la ecuación (2.4.4), relaciona la aceleración angular con
el par desarrollado por el motor (τm), el coeficiente de viscosidad (Kj), la velocidad angular
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(ωn(t)) y la inercia (Jn).

Jn
dωn(t)
dt

= KjIn(t)−Bmωn(t) (2.4.4)

Ordenando las ecuaciones diferenciales se tiene que:

dIn(t)
dt

= ηj
La
− R

La
In(t)− Kb

La
ωn(t) (2.4.5)

dωm
dt

= Kj

Jn
In(t)− Bm

Jn
ωn(t) (2.4.6)

Por lo que la representación en espacios de estados se plantea como en (2.4.7) y (2.4.8).

d

dt

 In(t)
ωn(t)

 =

 −Ra
La

−Kb
La

Kj
Jn

−Bm
Jn

 In(t)
ωn(t)

+

 1
La

0

 ηj (2.4.7)

ι =
[

1 0
]  In(t)

ωn(t)

 (2.4.8)

Lo que se busca al obtener el modelo en espacios de estado de los motores de corriente
directa es ι la salida de interés del modelo, puesto que permite obtener los pares aplicados en
el modelo (2.3.14), mediante la multiplicación de la corriente en cada motor por la constante
de par motor Kj , dicha operación resulta ser τn.
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2.4.1. Aproximación eléctrica de un trinquete

Como una de las necesidades para la tracción de robot diferencial se agrega una apro-
ximación eléctrica de un trinquete mecánico el cual es un mecanismo que permite el giro
en una dirección y que bloquea el giro en sentido contrario, esto debido a la uñeta presente
(Galván Torres et al., 2015). Es posible clasificarle en cuatro funciones: retención, acciona-
miento, reversible e irreversible. En tal caso se requiere que se eviten movimientos en sentido
contrario en las ruedas del robot diferencial y que al desacoplarse el trinquete, la llanta quede
en inercia libre por esto se utiliza el tipo irreversible.:

Figura 2.5: Ilustración de un trinquete mecánico

A continuación en la ecuación (2.4.9) la representación matemática del dicho trinquete:

R(ηj) =

Ra, ηj 6= 0

100Ra, ηj = 0
, j = 1, 2; (2.4.9)

Donde la resistencia presentada en el modelo del motor de corriente directa es remplazada
por una R(ηj), la cual es una resistencia que depende del voltaje aplicado y por lo tanto si
el voltaje aplicado es diferente de cero la resistencia Ra se mantiene sin cambio, al contrario
la resistencia Ra se multiplica por 100 veces su valor. Este aumento de valor en la resis-
tencia recuerda a la ley de ohm, donde al sustituir la resistencia por una de mayor valor,
la corriente que circula en el circuito disminuye, dicha acción es equivalente a un circuito
abierto. Dicho comportamiento eléctrico permite que posteriormente el control aplicado no
tenga deficiencias al accionar el actuador. El diagrama eléctrico se muestra en la figura 2.6:
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Figura 2.6: Circuito eléctrico aproximado de un trinquete.
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2.4.2. Freno pulsante

Un freno es un dispositivo que tiene como propósito, detener un sistema en movimiento,
disminuir su velocidad o controlarlo en cierto valor y bajo condiciones variables.

Un freno es eficaz, cuando al activarlo se obtiene:

La detención del sistema en un tiempo y distancia mínimos.

La estabilidad de frenado es buena cuando el sistema no se desvía de su trayectoria.

El frenado es progresivo, cuando el esfuerzo realizado por freno es proporcional a la
acción reacción (Gama Ruiz, 2012).

La elección de un freno pulsante es consecuente a las observaciones que se tienen respecto a
la inercia que logra el robot diferencial, la cual al aplicar un frenado abrupto deteriorarla a
cero su velocidad, a diferencia de que con el uso de un frenado pulsante, donde además de
conservar dicha inercia, también habría posibilidad de cambios de orientaciones suaves y con
ello un error de orientación cercano a cero. El freno pulsante donde Fj = {0, 1} que se ha
obtenido se describe matemáticamente como:

B(Fj) = 100Fj ; j = 1, 2; (2.4.10)

El cual esta presente como una viscosidad agregada al modelo de Euler - Lagrange (2.3.15),
y su comportamiento ante el modelo está descrito en la siguiente tabla:

F1 F2 Comportamiento
0 1 Giro sentido antihorario
1 0 Giro sentido horario
1 1 Frenado abrupto

Tabla 2.1: Configuraciones de frenado.
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2.5. Modelo completo del robot diferencial con trin-
quete y frenado pulsante

ΣRDTF :



 ˙ID
İI

 =

 − R̄(η1)
La

0
0 − R̄(η2)

La

 ID

II

+

 −Kb
La

0
0 −Kb

La

 q̇1

q̇2


+

 1
La

0
0 1

La

 η1

η2


 q̈1

q̈2

 =

J1 0
0 J2

+

m r2

4 m r2

4
m r2

4 m r2

4

+

 J(m) r2

l2 −J(m) r2

l2

−J(m) r2

l2 J(m) r2

l2

−1

−
B1 +B(F1) 0

0 B2 +B(F2)

+

% r2

4 % r
2

4
% r

2

4 % r
2

4

+

 % r
2

l2 −% r2

l2

−% r2

l2 % r
2

l2

q̇1

q̇2

+

KID
KII



ẋ

ẏ

ϕ̇

 =


sin(ϕ) 0
cos(ϕ) 0

0 1


 (q̇1+q̇2)r

2
(q̇1−q̇2)r

l



B(Fj) = 100Fj ; j = 1, 2;

R(ηj) =

Ra, ηj 6= 0

100Ra, ηj = 0
, j = 1, 2;

z = [x, y, ϕ]T
(2.5.1)

En el acoplamiento en la ecuación (2.5.1) el modelo en espacios de estado de los motores
de corriente directa se observa el acoplamiento del trinquete eléctrico de la ecuación (2.4.9).
En la ecuación (2.5.1) el modelo en Euler - Lagrange del robot diferencial tiene también
acoplado el freno pulsante en el primer término de la matriz de viscosidades.

Finalmente se muestra el modelo cinemático del robot diferencial, sus entradas son las ve-
locidades de cada rueda, las cuales se han obtenido al integrar las aceleraciones del modelo de
Euler - Lagrange (q̈1 y q̈2) por otro lado el par aplicado se obtiene mediante la multiplicación
entre la constante de par motor y la corriente de cada motor KjIn. Los modelos mencionados
representan a la planta en este caso al robot diferencial, por lo que en el siguiente apartado
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se desarrolla la ley de control para la manipulación del voltaje y frenado pulsante y con ello
controlar la posición con el objetivo de regulación manteniendo una velocidad definida.

Como se observa en el diagrama el acoplamiento ahora representado mediante bloques
de los modelos obtenidos a lo largo de este capitulo se muestran en la figura 2.7:

Figura 2.7: Esquema general del sistema.

2.6. Simulaciones del sistema

2.7. Simulación 1 - Energización simultanea de los
dos motores del robot diferencialen lazo abier-
to

2.7.1. Objetivo de la simulación 1

Estudiar el comportamiento de robot diferencial al aplicar una señal escalón simultánea-
mente en ambos motores.
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2.7.2. Configuración y desarrollo de la simulación 1

En esta simulación se estudia el comportamiento de robot diferencial, cuando se aplica
un escalón para romper su estado en reposo. Con base a los parámetros elegidos (Consultar
Anexo A) las condiciones iniciales son [x(0), y(0), ϕ(0)]T = [0, 0, π/2]T con tiempo de simu-
lación tF = 15 segundos aplicando un escalón de amplitud 5 con duración de 1 segundo y
valor final de 0. Note que se configura un escalón a cada uno de los dos motores figura 2.11
las simulaciones se realizaron mediante SIMULINK R©.
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Figura 2.8: Simulación 1 - Posición de robot móvil
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Figura 2.9: Simulación 1 - Orientación de robot móvil

26



CAPÍTULO 2. MODELO MATEMÁTICO DEL SISTEMA
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Figura 2.10: Simulación 1 - Velocidad tangencial
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Figura 2.11: Simulación 1 - Aplicación de voltaje
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Figura 2.12: Simulación 1 - Frenos

2.7.3. Comentarios de las gráficas de la simulación 1

Se observa en la figura 2.11 que en el lapso de 1 segundo se energizan simultáneamente los
motores con 5 volts esto provoca que las ruedas venzan la inercia propia del robot diferencial,
obteniendo así energía cinética durante un lapso corto de tiempo hasta que decrece y vuelve
a su estado de reposo.
En el caso de figura 2.11 la velocidad en ambas ruedas se considera como la misma por lo
que se obtiene una velocidad tangencial del robot diferencial, se observa que en la figura 2.10
y en consecuencia en la figura 2.9 se mantiene constante la orientación del robot diferencial
hasta el final de los 20 segundos de simulación.

2.7.4. Conclusiones de la simulación 1

Con esta simulación se comprueba que el acoplamiento de modelos en lazo abierto tiene un
comportamiento con sentido físico. Es decir si al proporcionar una misma entrada se obtiene
un mismo comportamiento en las ruedas y por ello la orientación se mantiene constante
respecto a las condiciones iniciales.
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2.8. Simulación 2 - Modificación de la orientación
mediante el freno pulsante en lazo abierto

2.8.1. Objetivo de la simulación 2

Demostrar el efecto en la orientación, del robot diferencial al accionar un freno.

2.8.2. Configuración y desarrollo de la simulación 2

Para demostrar que es posible realizar un cambio de orientación mediante el frenado
pulsante se configuran las condiciones iniciales [x(0), y(0), ϕ(0)]T = [0, 0, π/2]T con tiempo
de simulación tF = 15 segundos, aplicando un escalón, de amplitud 5 con duración de
1 segundo con un valor final de 0 y un frenado pulsante en los segundos 1, 1.5, 3 y 3.5 por
un lapso de 1ms cada uno.

En esta simulación se estudia el comportamiento de robot diferencial, al establecer el
comportamiento del mismo con base a las tres configuraciones de frenado que se muestran
en la tabla 2.1 donde el freno pulsante se describe como una función binaria, que al apli-
carse aumenta cien veces el valor de la fricción viscosa en cada rueda y esta representado
matemáticamente como en la ecuación (2.4.10).
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Figura 2.13: Simulación 2 - Posición de robot móvil
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Figura 2.14: Simulación 2 - Orientación de robot móvil
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Figura 2.15: Simulación 2 - Velocidad tangencial
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Figura 2.16: Simulación 2 - Aplicación de voltaje
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Figura 2.17: Simulación 2 - Frenos

2.8.3. Comentarios de las gráficas de la simulación 2

Únicamente se aplica freno pulsante en la rueda derecha lo cual se puede observar en la
figura 2.17 en el segundo 1 y 1.5 por una milésima de segundo y también en el segundo 3 y
3.5 por una milésima de segundo, en cada uno de los 4 pulsos. Se observa que, al aplicar el
frenado pulsante, hay una degradación de energía cinética y por tanto la velocidad tangencial
como se observa en la figura 2.15 se ve afectada.
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Respecto al desplazamiento en la figura 2.13, se observa que hay un cambio de dirección que
coincide con la aplicación de freno pulsante derecho, al igual que en la figura 2.14 el cambio
de orientación es notorio en el segundo 1, 1.5 y en el segundo 3, 3.5, es menor pero existe.
En 2.13 se observa que hay un giro hacia la derecha pues concuerda con las configuraciones
de frenado pulsante presentado en la tabla 2.1. Es importante mencionar que en la rueda
izquierda no se aplica frenado pulsante, aun cuando se observa en la figura 2.15 una disminu-
ción de velocidad angular esto es debido a la aplicación de frenado pulsante y por tanto una
generación de trayectoria en tipo arco, la matriz de inercia se mantiene constante pero la
viscosidad de las ruedas cambia, y con ello disminuyen también ambas velocidades angulares
(ωD y ωI).

2.8.4. Conclusiones de la simulación 2

Se comprobó que el frenado pulsante es capaz de modificar la orientación del robot móvil,
como se observa en la figura 2.14 que existe un cambio de orientación, se observa que el robot
diferencial inicia en 90◦ y termina orientado en 68◦ aproximadamente.

2.9. Simulación 3 - Frenado abrupto del robot di-
ferencial en lazo abierto

2.9.1. Objetivo de la simulación 3

Demostrar que el robot diferencial se detiene al aplicar freno simultáneo en ambas ruedas.

2.9.2. Configuración y desarrollo de la simulación 3

Utilizando la configuración y las mismas condiciones iniciales de la simulación 2 (2.8).
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Figura 2.18: Simulación 3 - Posición de robot móvil
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Figura 2.19: Simulación 3 - Orientación de robot móvil
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Figura 2.20: Simulación 3 - Velocidad tangencial
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Figura 2.21: Simulación 3 - Aplicación de voltaje
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Figura 2.22: Simulación 3 - Frenos

2.9.3. Comentarios de las gráficas de la simulación 3

Se aplica un escalón de amplitud 5 volts con duración de 1 seg como se puede observar
en la figura 2.21. Se observa que, al aplicar el frenado simultaneo en ambas ruedas, hay una
disipación de la velocidad tangencial y por tanto la energía cinética almacenada en el robot
diferencial se anula como se observa en la figura 4.3.
El desplazamiento se observa en la figura 2.18, se observa que va de [0, 0, π/2]T a [0, 0.19, π/2]T

sin cambio de dirección como se observa en la figura 2.19.
Respecto al frenado se mantiene aplicado hasta el final de la simulación como se observa

en la figura 2.22

2.9.4. Conclusiones de la simulación 3

Se comprobó que un frenado abrupto como se muestra en la tabla 2.1 es capaz de de-
tener al robot diferencial. Lo que significa la elección de 100Fj es adecuada respecto a las
dimensiones manejadas para el sistema.
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Capítulo 3

Control automático

El objetivo de control de un robot móvil depende del diseñador, de la tarea a realizar

y de la sofisticación del sistema. Por un lado está el seguimiento de trayectoria donde la

entrada de referencia cambia de valor reiteradamente y por otro lado esta la regulación, en

el caso de robot móviles la regulación de posición como es el caso de este trabajo, donde la

entrada de referencia es constante y se necesita que la salida del sistema mantenga el valor

deseado aun con perturbaciones.

Figura 3.1: Estrategia de control.
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3.1. Estrategia de control

La estrategia de control aplicada consta de tres acciones principales:

Región de orientación

Región de movimiento en linea recta

Región de región de movimiento sin tracción pulsante

3.1.1. Región de orientación

Esta región se encuentra sombreada por un color rosado como se observa en la figura 3.1.

Sea [x(t) y(t)]T la posición de robot diferencial y [xf yf ]T la posición del punto final. Si se

nombra como H = [x(t) y(t)]T y O = [xf yf ]T en R2 entonces −−→HO = [xf − x(t)︸ ︷︷ ︸
a

yf − y(t)︸ ︷︷ ︸
b

]T

y la distancia que hay entre el punto H y el punto O en el plano X-Y se obtiene con:

∥∥∥−−→HO∥∥∥ =
√

(a)2 + (b)2 (3.1.1)

Y su orientación:

µ = atan

(
b

a

)
(3.1.2)

En otra palabras se obtiene la distancia entre el punto de origen del robot diferencial

y el punto al que se desea llegar lo que resulta en un vector −−→HO al cual se le calcula su

orientación y dicho ángulo denominado µ es la referencia de orientación y por lo tanto el

error de control de orientación o error de orientación está dado por erroro = (µ− ϕ(t)).

3.1.1.1. Obtención de ángulos en los IV cuadrantes del plano (XY)

La orientación de un vector es el ángulo que forma el vector con el eje x positivo.

Primer cuadrante es θ = tan−1 ( y
x

)
Segundo cuadrante es θ = 180◦ + tan−1

(
y
−x

)
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Tercer cuadrante es θ = 180◦ + tan−1
(
−y
−x

)
Cuarto cuadrante es θ = 360◦ + tan−1

(
−y
x

)

3.1.2. Región de movimiento en linea recta

En esta región el error de orientación erroro ≈ 0 lo que da paso a lo siguiente. Nueva-

mente el objetivo de control de distancia es que el error se aproxime a ε donde epsilon es una

distancia en la que el robot diferencial aprovecha la energía cinética acumulada y por lo tanto

llega al objetivo con VT ≈ 0. El error de distancia está representado por errord =
∥∥∥−−→HO∥∥∥ < ε.

3.1.3. Región de movimiento sin tracción pulsante

Para evitar frenar de manera abrupta se realiza un análisis de aprovechamiento de energía

cinética que se muestra a continuación.

Se analiza el modelo dinámico de la ecuación (2.3.15) como un sistema sin entradas es

decir un sistema autónomo y es lo que continuación se describe.

Observación.3

Al analizar el modelo dinámico del chasis los pares aplicados se igualan a cero [τ1 τ2]T =

0 durante el movimiento rectilíneo por lo tanto q̇1 = q̇2 = q̇r es decir ambas ruedas

giran a la misma velocidad obteniendo la misma dinámica y en consecuencia el sistema

queda reducido (sin movimiento angular) y por lo tanto es valido analizar una de las

dos como se lee en la ecuación (3.1.3)

[
J1 +m

r2

4 + J(m)r
2

l2
+m

r2

4 − J(m)r
2

l2

]
q̈r +

[
β1 + %(r

2

4 + r2

l2
) + %(r

2

4 −
r2

l2
)
]
q̇r = 0

(3.1.3)

Se obtienen ecuaciones diferenciales de segundo orden y al ser los valores (J1 + m r2

4 +
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J(m) r2

l2 +m r2

4 − J(m) r2

l2 ) y (β1 + %( r2

4 + r2

l2 ) + %( r2

4 −
r2

l2 )) constante, se hace un cambio de

variable:

ζ (J1,m, J(m), r, l) q̈r + κ (B1, %, r, l) q̇r = 0 (3.1.4)

Y se resuelve mediante la transformada de Laplace y la transformada inversa de Laplce:

ζ
dVT (t)
dt

+ κVT (0) = 0 −→ L
{
ζ
dVT (t)
dt

+ κVT (0) = 0
}

(3.1.5)

L−1 {VT (s)} = L−1
{
VT (0)
s+ κ

ζ

}
−→ VT (t) = VT (0)

(
e
−κ
ζ
t
)

(3.1.6)

Y ahora para obtener la ecuación de desplazamiento se integra a la velocidad obtenida en

ecuación (3.1.6).

L−1
{
VT (s)
s

}
= L−1

{
VT (0)
s(s+ κ

ζ )

}
−→ d(t) = VT (0)

(
ζ

κ
(1− e−

κ
ζ
t)
)

(3.1.7)

Con este análisis no solo se obtiene el desplazamiento que logra el sistema sin entradas

(O región de movimiento sin tracción pulsante) si no que también se obtienen los limites

de velocidad (Vmax y Vmin) para el controlador (sección 3.3) con dichos límites el robot

diferencial es capaz tener movimiento continuo y con ello se evita elegir límites en los cuales la

velocidad tangencial sea cercana a cero ya que si la velocidad tangencial del robot diferencial

es cero es necesario que se rompa nuevamente el estado de reposo y por lo tanto un consumo

de energía mayor y mayor desgaste de actuadores.
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Figura 3.2: Simulación del sistema sin entradas - Velocidad tangencial

Figura 3.3: Simulación del sistema sin entradas - Desplazamiento

Lo desarrollado en las ecuaciones (3.1.6) y (3.1.3), se comprueba mediante simulaciones

las cuales se observan el las figuras 3.2 y 3.3.
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3.2. Control on - off

En el sistema de control on-off, el actuador tiene solo dos posiciones fijas, las cuales

son, en muchos casos, simplemente encendido y apagado. En general, se restringe a la señal,

a tomar una de las dos posiciones, y en consecuencia se hace que el control carezca de

estados intermedios, este tipo de controlador es utilizado en procesos tanto cotidianos como

industriales (Ogata, 1992). Como ejemplo se presenta matemáticamente el comportamiento

de un control de dos posiciones como se lee en la ecuación (3.2.1):

Figura 3.4: Representación del claro diferencial

N(t) =

 100 % , si Error(t) > 0

0 , si Error(t) < 0
(3.2.1)

Donde N(t) cambia de un estado a otro, ya sea 100 % o 0 (máximo o mínimo respectiva-

mente). La escala que existe entre los dos límites del error lleva por nombre claro diferencial.

El controlador cambia su estado dependiendo de la señal Error(t).

Otro caso de controlador de este tipo, es el controlador on-off con histéresis (3.2.2).

En el cualM(t) que es la señal del controlador, puede tomar la posición de ON, si el Error(t)

es menor al limite mínimo Lmin establecido, por el contrario, si el Error(t) supera el limite
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maximo Lmax, M(t) toma la posición de OFF, en consecuencia si el Error(t) se mantiene

entre Lmin y Lmax, M(t) mantiene su posición anterior y no hay cambio.

M(t) =


ON , si Error(t) < Lmin

OFF , si Error(t) > Lmax

sin cambio , si Lmax > Error(t) > Lmin

(3.2.2)

La oscilación existente deM(t) es un comportamiento típico de este tipo de controladores y es

posible reducir esta oscilación decrementando el claro diferencial, pero este comportamiento

tiene como consecuencia física que el actuador tenga un desgaste considerable y es por ello

que debe determinarse el claro diferencial a partir de factores como exactitud y la vida útil

de componente en este caso el actuador.

3.3. Control on-off con histéresis propuesto

Como se mencionó en la sección 3.2 el control de dos posiciones con histéresis 3.2.2 tiene

un estado sin cambio, dicho estado puede interpretarse como una memoria. Existen diversos

métodos para mantener estado anterior de la posición del controlador con histéresis.

El circuito Flip-Flop RS por ejemplo, almacena un bit de información que es útil en este

caso para conocer la posición anterior del controlador dicha conmutación dependerá de los

límites fijados. En este trabajo el objetivo es mantener la velocidad del robot móvil dentro

de una velocidad máxima y velocidad mínima.

Para ello se proponen las funciones auxiliares γmin y γmax en las ecuaciones (3.3.1) y

(3.3.2):

γmin(α) =

 1 , α ≤ 0

0 , α > 0
, (3.3.1)

γmax(β) =

 1 , β ≥ 0

0 , β < 0
, (3.3.2)

las cuales serán de utilidad para representar si la variable controlada está por encima de un
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nivel máximo a través de la función γmax, o bien, si la variable controlada se encuentra por

debajo de un nivel mínimo a través de la función γmin. Estas funciones serán utilizadas tanto

para el controlador de velocidad tangencial, como para el controlador del frenado.

Donde para el controlador de velocidad tangencial, el argumento α se define como el error

de velocidad donde este es la diferencia de la velocidad tangencial (VT ) y la velocidad mínima1

(Vmin). Asimismo se define el argumento β como el error de velocidad de la diferencia de la

velocidad tangencial y la velocidad máxima. (Ecuaciones (3.3.3) y (3.3.4)).

α := VT − Vmin (3.3.3)

β := VT − Vmax (3.3.4)

Para el controlador que activa el frenado, la variable controlada es la distancia desde la

posición instantánea del robot hasta la meta en el plano bidimensional, por esto, en este

caso α se define como el error de distancia de la diferencia de la norma
∥∥∥−−→HO∥∥∥ y -ε. Y β se

define como el error de distancia de la diferencia de la norma
∥∥∥−−→HO∥∥∥ y ε.

α :=
∥∥∥−−→HO∥∥∥+ ε (3.3.5)

β :=
∥∥∥−−→HO∥∥∥− ε (3.3.6)

El esquema mostrado en la figura 3.5, representa el controlador dinámico con histéresis para

la velocidad tangencial VT donde se fijan las velocidades máxima y mínima, proporcionando a

γmax o γmin que depende una desigualdad (α o β) que funciona como un error que determinar

si se activa o desactiva la salida C del flip flop RS la cual se multiplica por una ganancia y

posteriormente proporciona a ηj .
1La velocidad mínima y máxima se obtuvieron en las sección 3.1.3
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Figura 3.5: Diagrama a bloques del controlador de velocidad tangencial

El controlador dinámico con histéresis para la velocidad tangencial se muestra en (3.3.7):

∑
ctrlmovimiento

:


˙̄C = −aC̄ + aσ(−γmin(VT − Vmin)− C + δ)

Ċ = −aC + aσ(−C̄ − γmax(−VT + Vmax) + δ)

ηj = 5C

(3.3.7)

Donde δ es un valor arbitrario en el intervalo 0 < δ < 1 y permite que se haga un proce-

samiento lógico equivalente a una operación NOR retroalimentada, a través de la función

σ.

σ(ρ) =

 1 , ρ > 0

0 , ρ ≤ 0
(3.3.8)

Del mismo modo se construye el controlador dinámico con histéresis para la controlar la

distancia, cuya representación dinámica se muestra en el siguiente sistema.

∑
ctrlFreno

=


˙̄D = −aD̄ + aσ(−γmin(

∥∥∥−−→HO∥∥∥+ ε)−D + δ)

Ḋ = −aD + aσ(−D̄ − γmax(
∥∥∥−−→HO∥∥∥− ε) + δ)

Fj = D

(3.3.9)
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Figura 3.6: Diagrama a bloques del controlador de distancia

El esquema mostrado en la figura 3.6, representa el controlador dinámico con histéresis

para distancia entre el punto de origen y el punto al que se desea llevar al robot diferencial∥∥∥−−→HO∥∥∥ donde se fija la distancia considerada como ε, proporcionando nuevamente una γlejos

o γcerca que depende una desigualdad (α o β) que funciona como un error que determina si

se activa o desactiva la salida D del flip flop RS que posteriormente proporciona a Fj . En

ambos sistemas dinámicos a es el reciproco de la constante de tiempo.

Para el control del robot móvil se ha elegido este tipo de control on - off con histéresis

debido a que permite el encendido y apagado del actuador (motores de corriente directa),

que en consecuencia, generan pulsos que se asemejan a la manipulación de una silla de

ruedas. De ahí la inspiración biológica de control, donde el individuo que manipula dicho

dispositivo, aplica impulsos de energía con ambos brazos, siendo posible la existencia de

perfiles de impulsos, los cuales dependen de la tarea a realizar, como el caso de trasladarse a

una distancia lejana; donde esos impulsos aplicados con los brazos requerirían de una energía

mayor en comparación a la aplicación de impulsos para una distancia cerca en donde con un

impulso largo o varios pequeños le sería posible alcanzar su objetivo pero siendo destacable

que en un perfil tendría un gasto mayor energía.
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Figura 3.7: Diagrama de bloques del control y la planta

Como se muestra en la imagen el controlador on - off con histéresis proporciona cuatro

salidas las cuales son las entradas hacia el robot diferencial. Dichas salidas son proporcionadas

por los controladores en lazo cerrado de distancia y velocidad. En la figura 3.8 se muestra el

diagrama de flujo de control.
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Figura 3.8: Diagrama de flujo de control de posición de robot diferencial en lazo cerrado

Con el desarrollo de los controladores se finaliza este capitulo 3 y ahora se realiza la

comprobación del funcionamiento mediante simulaciones.
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Capítulo 4

Resultados del control diseñado

4.1. Simulación 1 - Aprovechamiento de la energía

cinética acumulada.

4.1.1. Objetivo de la simulación 1

Mostrar que la ley de control aprovecha la energía cinética, que el robot diferencial obtiene

al moverse después de la tracción pulsante.

4.1.2. Configuración y desarrollo de la simulación 1

Al hacer este análisis es posible que el robot diferencial se mantenga en movimiento

hasta llegar al reposo, y de este modo se evita una aplicación de frenado abrupto en ambas

ruedas que se traduciría en energía perdida y desgaste del freno pulsante. Con base a los

parámetros elegidos se demuestra que las ruedas tengan un comportamiento adecuado en

simulación, las condiciones iniciales [x(0), y(0), ϕ(0)]T = [1, 1, π/4]T con tiempo de simulación

tF = 13 segundos, aplicando pulsos evaluados en 5 V olts que dependen de la velocidad

tangencial obtenida por el robot diferencial (VT ). (Note que se configuran los pulsos a uno

de los dos motores ecuación (2.4.8) cabe destacar que las simulaciones se realizaron mediante
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Simulink R©.

4.1.3. Comentarios de las gráficas de la simulación 1

Se observa que el robot diferencial parte de [1, 1]T y al iniciar se activa el freno derecho

como se observa en la figura 4.5 y al energizar los motores existe un giro a la derecha que le

permite orientarse al punto deseado. Se nota que al encontrase cercano el robot diferencial al

punto deseado, se deja de aplicar voltaje en el segundo 13, aprovechando la energía cinética

obtenida con los pulsos que se aplicaron desde el inicio de la simulación como se observa en

la figura 4.4, dicha energía permite llegar al punto final [xf , yf ]T y entonces al agotarse la

energía cinética llega al punto [10, 3]T el robot móvil se detiene como se observa en la figura

4.3.
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X[m]
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2

2.2
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Y
[m

]

Gráfica de posición
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Inicio

Final

Figura 4.1: Simulación 1 - Posición de robot móvil
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Figura 4.2: Simulación 1 - Orientación de robot móvil
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Figura 4.3: Simulación 1 - Velocidad tangencial
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Figura 4.4: Simulación 1 - Aplicación de voltaje
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Figura 4.5: Simulación 1 - Frenos

4.1.4. Conclusiones de la simulación 1

El aprovechamiento de la energía cinética es aprovecha tal como se observa en la figura

4.3, a partir del el segundo 14 el robot diferencial se mueve en inercia libre y llegando a su

objetivo [10, 3]T .
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4.2. Simulación 2 - Desplazamiento del robot dife-

rencial de una posición inicial a una posición

final.

4.2.1. Objetivo de la simulación 2

Llevar de un punto a otro al robot diferencial mediante arranque y frenado pulsante.

4.2.2. Configuración y desarrollo de la simulación 2

Para la simulación 2 se toma la configuración y condiciones iniciales de la simulación 1.

4.2.3. Comentarios de las gráficas de la simulación 2

Se observa que en este caso el robot diferencial parte del origen, posteriormente el robot

diferencial avanza en linea recta, luego cerca de los 10 segundos se aplica freno en la rueda

izquierda se observa en la figura 4.10 hasta que el robot diferencial se orienta se observa

en la figura 4.7 y entonces continúa su movimiento generando una curva que le permite

aproximarse al objetivo siguiendo la misma conjetura del aprovechamiento de la energía

cinética obtenida con los pulsos que se aplicaron anteriormente como se observa en la figura

4.9, dicha energía permite llegar al punto final [xf , yf ]T y entonces al agotarse la energía

cinética el robot diferencial se detiene como se observa en la velocidad figura 4.8.
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Figura 4.6: Simulación 2 - Posición del robot móvil
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Figura 4.7: Simulación 2 - Orientación de robot móvil
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Figura 4.8: Simulación 2 - Velocidad tangencial
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Figura 4.9: Simulación 2 - Aplicación de voltaje
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Figura 4.10: Simulación 2 - Frenos

En la figura 4.8 se observa los límites elegidos para la velocidad tangencial restringen

a la misma, esto debido al controlador on - off con histéresis, también en la simulación 2,

se destaca la robustez del controlador puesto que al iniciar se encuentra orientado al punto

final [xf yf ]T , pero con forme avanza pierde la orientación y es por eso que se vuelve aplicar

frenado derecho para orientarse nuevamente.

4.2.4. Conclusiones de la simulación 2

En la figura 4.7 se observa el cambio de orientación respecto al cambio de posición que se

observa en la la figura 4.6 al aplicar una variedad de frenados pulsantes en la rueda izquierda,

cual es congruente con respecto a la tabla 2.1. La razón por la cual sen orienta al avanzar y

no al inicio es debido a que se seleccionó un ancho de visión es cual coincide con la orientación

pero en el segundo 10 cambia y por ello se aplica frenado.
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4.3. Simulación 3 - Efecto de consumo de energía

que tiene el ángulo de visión al ir de un punto

a otro.

4.3.1. Objetivo de la simulación 3

Llevar al robot diferencial de un punto a otro mediante arranque, tracción y frenado

pulsante con dos diferentes ángulos de visión.

4.3.2. Configuración y desarrollo de la simulación 3

El análisis energético realizado es el siguiente:

Emotores =
∫ tF

0
p(t)dt =

∫ tF

0
ηjI(t)dt (4.3.1)

Emotores =
∫ tF

0
η1ID(t)dt+

∫ tF

0
η2II(t)dt (4.3.2)

Para obtener la potencia consumida p(t) en los motores, se toma la relación entre voltaje

(ηj) y corriente (I(t)) y después al obtener la integral definida de p(t), que va de cero hasta

el tiempo final de simulación se obtiene la energía Emotores como se lee en la ecuación (4.3.2)

y con base a eso se realiza una relación de consumo entre la distancia recorrida y la energía

consumida (ecuación (4.3.3)).

razón de consumo = d(t)
Emotores

= [m]
[watt] (4.3.3)

Por lo que las consideraciones del límite superior e inferior de velocidad (Vmax y Vmin)
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son los que se describen en los siguientes puntos, se destaca que el límite inferior se eligió

para evitar llegar a velocidad cero pues de lo contrario se tendría que romper la inercia una

y otra vez y eso implicaría un consumo mayor, por parte del límite superior se encontró

una relación con las características de la planta donde la Vmax depende de los parámetros

elegidos para motores y el chasis. y el criterio de que vmin >> Υ esta en función de la misión

y del tiempo para realizar la tarea requerida.

Para la simulación 3 se tiene al robot diferencial en una posición inicial de [x(0), y(0), ϕ(0)]T =

[−10,−20, π/4]T con el objetivo de llegar a xf = 0 y yf = 0, se realizan dos simulaciones

significativas que muestran las diferencias de consumo con respecto al mismo punto inicial y

punto final, pero con diferente trayectoria realizada que se observa en la figura 4.11 y 4.14.
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Figura 4.11: Simulación 3a - Posición de robot móvil
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Figura 4.12: Simulación 3a - Orientación de robot móvil
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Figura 4.13: Simulación 3a - Ángulo de angosto
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CAPÍTULO 4. RESULTADOS DEL CONTROL DISEÑADO

Tomando los mismo criterios pero ahora con con un ángulo de visión mayor:
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Figura 4.14: Simulación 3b - Posición de robot móvil
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Figura 4.15: Simulación 3b - Orientación de robot móvil
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CAPÍTULO 4. RESULTADOS DEL CONTROL DISEÑADO
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Figura 4.16: Simulación 3b - Ángulo de amplio

Obteniendo una Razón de consumo de: 0.06061 m
watt para Simulación 3a y 0.02107 m

watt

para la simulación 3b. Por lo que se observa que en la segunda simulación hay un consumo

menor de energía.
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Figura 4.17: Consumo de energía durante la trayectoria de cada simulación

4.3.3. Conclusiones de la simulación 3

Al realizar una modificación en el ángulo de visón para la simulación 3a se configura

en 30◦ y en la simulación 3b en 100◦ lo que resulta en una diferencia entre el tiempo de

simulación y la razón de consumo de energía. Es posible apreciar esto en la figura 4.17 y

por lo tanto es posible afirmar que el análisis concuerda con el comportamiento de robot

diferencial.
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Capítulo 5

Conclusiones

Se realizó un controlador on-off con histéresis, dicho tipo de controlador funciona como

una memoria del estado anterior, donde la señal de error tiene una escala delimitada por

la velocidad máxima y velocidad mínima, donde el actuador debe funcionar, dicho claro di-

ferencial determina la cantidad de conmutaciones realizadas (relacionadas con la rapidez).

Por lo que el claro diferencial, puede estar determinado por la rapidez a la cual se requiere

realizar la tarea o si solo es un hecho de ir de un punto a otro teniendo en cuenta el consumo

de energía en cada trayecto. Todo ello mediante el frenado pulsante el cual como se demues-

tra, le permite realizar cambios de orientación, lo que, resulta siendo parte de la tracción

pulsante, que se diferencia de los trabajos que se encuentran en la literatura. Finalmente

fue posible conseguir los objetivos y metas planteados en la propuesta, y esto se demostró

mediante simulaciones representativas de las tareas, la cuales demuestran el comportamien-

to requerido del robot diferencial, ante las necesidades planteadas, quedando pendiente la

expresión pormenorizada y formal de la ley de control.
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Anexo A

Parámetros

Parámetros de simulación
Parámetro Valor

Constante contraelectromotriz Kb 0.0425 V/rad
Constante Par-Motor Kj 0.0333 Nm/A
Inductancia del motor L 0.23 H
Constante lineal de fricción del motor Bm = Bi 0.01499 Nm
Resistencia Ra 0.6 Ω
Constante de fricción del chasis Bv 0.83
Masa de chasis m 0.5 kg
Inercia de chasis J(m) 1.8x10−4

Kgm2

Inercia de motores Ji 0.02 Kgm2

Distancia entre ruedas l 0.1150 m
Radio de cada rueda r 0.03 m
Voltaje en cada motor ηj 5 V

Cuadro A.0.1: Parámetros y variables
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Anexo B

Producto Académico
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