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Resumen

En este trabajo de investigación se presenta el diseño de un observador funcional dinámico ge-
neralizado (GDFO, por sus siglas en inglés Generalized Dynamic Functional Observer) y su caso
particular el observador funcional proporcional (PFO, por sus siglas en inglés Proportional Fun-
ctional Observer) para sistemas tipo Takagi-Sugeno. Se presentan las condiciones necesarias y
suficientes para la existencia de este tipo de observador, mediante el uso de desigualdades lineales
matriciales (LMIs por sus siglas en inglés Linear Matrix Inequalities). El objetivo de diseño del ob-
servador es encontrar una ley de control que sea capaz de suministrar una dosis de insulina exógena
adecuada para regular los niveles de glucosa en la sangre de pacientes con diabetes mellitus tipo 1
(DM-1), evitando los estados hiperglucémicos e hipoglucémicos.

Se presenta el modelo mínimo de Bergman [Bergman et al., 1981] que representa al sistema glucosa-
insulina de un paciente sano, a la vez se desarrolló su representación Takagi-Sugeno mediante el
enfoque del sector no lineal.

Se presenta un modelo matemático del sistema glucosa-insulina basado en el modelo mínimo de
Bergman [Bergman et al., 1981] que representa a un paciente diabético tipo 1 mediante un cambio
de variables de estado el cual denominamos modelo con cambio de variables. De igual forma se
desarrolló su representación Takagi-Sugeno mediante el enfoque del sector no lineal que se comparó
con el modelo no lineal del sistema glucosa-insulina.

Se realizó el cálculo de la ley de control mediante una retroalimentación de salida, a través de una
región LMI circular. De tal forma que la región LMI circular incluya los polos de los i modelos
locales, con el objetivo de estabilizar al sistema glucosa-insulina de un paciente con DM-1.

Finalmente se muestran las simulaciones de los resultados obtenidos. Para probar el correcto fun-
cionamiento del observador se consideraron: una perturbación que simula la ingesta de alimentos
y una incertidumbre paramétrica, que fueron agregados para probar la robustez del observador
diseñado. Además, se presenta una comparación de leyes de control obtenidas por el GDFO y la
obtenida por el PFO.
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Abstract

In this research, the design of a generalized dynamic functional observer (GDFO) and its particular
case, the proportional functional observer for Takagi-Sugeno systems is presented.

The necessary conditions for the existence of this type of observer are presented by means of linear
matrix inequalities (LMI). The objective of the observer designed is to find a control law able to
supply suitable doses of exogenous insulin to control the glucose level in the blood of diabetes
mellitus type 1 patients, avoiding hyperglycemia and hypoglycemia conditions.

Bergman’s minimum model [Bergman et al., 1981], which represents the glucose-insulin system
of a healthy patient is presented. Besides, the Takagi-Sugeno representation of the system by the
nonlinear sector is developed.

A mathematical model of the glucose-insulin system based on Bergman’s minimum model is pre-
sented, this model represents a patient with diabetes mellitus type 1 (DM-1), through a change of
state variables which is named model with change of variable.

The control law was computed by means of an output feedback through a circular LMI region by
placing the poles in such a way that the circular LMI region takes in the poles of each ith local
modal, with the objective of stabilizing the glucose-insulin system of a DM-1 patient.

Finally, the simulations of the results obtained are shown. To prove the right performance of the
observer, a disturbance simulating the food ingest and a parameter uncertainty were added, in
order to prove the observer’s robustness. A comparison between the control law obtained with the
GDFO and the PFO is presented.
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CAPÍTULO 1

Introducción

La diabetes mellitus (DM) se está convirtiendo en una epidemia a nivel mundial, por lo tanto
es un reto poder controlar esta enfermedad crónica degenerativa. Actualmente la diabetes es un
problema de salud pública y una de las cuatro enfermedades no transmisibles (ENT) seleccionadas
por los dirigentes mundiales para intervenir de carácter prioritario según la organización mundial
de la salud (WHO, por sus siglas en inglés World Health Organization). Según la federación in-
ternacional de la diabetes (IDF, por sus siglas en inglés International Diabetes Federation) indica
que a nivel mundial, de 1985 a la fecha casi se ha triplicado el número de personas que viven
con diabetes mellitus, actualmente se estima una cantidad de 425 millones de personas con este
padecimiento. De acuerdo a la IDF los países con mayor número de personas que padecen diabe-
tes mellitus son: China, India, Estados Unidos, Brasil, México, Rusia, Egipto, Alemania y Pakistán.

La DM es una enfermedad crónica degenerativa, cuya característica principal es la presencia de
concentraciones elevadas de glucosa (azúcar) en la sangre. Esta enfermedad se desencadena cuan-
do el páncreas no produce suficiente insulina (una hormona que regula el nivel de glucosa en la
sangre), o cuando el organismo no puede utilizar con eficacia la insulina que produce. En la etapa
inicial de este trastorno no produce síntomas, cuando se detecta tardíamente y no se lleva un con-
trol adecuado ocasiona complicaciones de salud graves como, ceguera, falla renal, amputaciones de
extremidades, entre otras.

De acuerdo a la IDF, México se encuentra en el quinto lugar con mayor número de personas que
padecen DM, de acuerdo a las estadísticas el número de personas que viven con DM en México es
de 12 millones. Observando estos datos estadísticos se aprecia que la DM es un problema el cual
hay que comenzar a enfrentar.

La DM se clasifica de tres formas, dependiendo de los factores o las causas que ocasione el incre-
mento del nivel de glucosa en la sangre. La DM tipo 1, la DM tipo 2 y la diabetes gestacional.

En la diabetes mellitus tipo 1 (DM-1) el páncreas comienza a fallar por lo tanto produce poca
o deja de producir insulina, al haber falta de insulina los niveles de glucosa incrementan. Debido
a la poca o nula presencia de insulina en el sistema, hay que solventarla con insulina exógena
ya sea mediante inyecciones o mediante un dispositivo llamado bomba de insulina. Las personas
que padecen DM-1 deben llevar un control de los alimentos que consumen debido a los niveles de
glucosa que incrementan al ingerir algún alimento.
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CENIDET CAPÍTULO 1

El sistema glucosa-insulina es un sistema de lazo cerrado que se regula naturalmente, al fallar el
páncreas y debido a la poca o nula producción de insulina se recurre a algoritmos de control para
regular este sistema. Pero debido a la importancia de este sistema, es indispensable obtener una
ley de control que no altere de manera brusca los niveles glucosa-insulina en la sangre.

En este trabajo se propone encontrar una ley de control suave mediante un observador funcional
dinámico generalizado (GDFO, por sus siglas en inglés Generalized dynamic functional observer)
para sistemas tipo Takagi-Sugeno que regule la concentración de glucosa sin alterar bruscamente
los niveles de glucosa e insulina en la sangre, evitando los estados hiperglucémicos e hipoglucémicos.

1.1. Planteamiento del problema

La DM-1, comúnmente se desarrolla en niños y adolescentes. La mayoría de los casos de diabetes
tipo 1 tienen un origen autoinmune, el sistema inmunitario ataca y destruye por error a las células
beta que son las encargadas de producir insulina. La insulina es una hormona que se encarga de
regular los niveles de glucosa en la sangre. En la DM-1 se presenta la ausencia de insulina la cual
hay que solventar. La insulina exógena se administra mediante inyecciones utilizando una jeringa
o una bomba, que entrega la insulina por la capa subcutánea.

Las bombas de insulina son dispositivos que ayudan a regular el suministro de insulina, sin em-
bargo cada vez que el paciente va a comer o a realizar una actividad la cual altere su nivel de
glucosa, debe indicarle al dispositivo que suministre una dosis extra para compensar ese desajuste
en los niveles de glucosa. En ocasiones los pacientes no recuerdan indicarle al dispositivo que su-
ministre insulina extra o no hay un control de la cantidad de insulina adecuada para compensar
ese desajuste y no alterar los niveles de glucosa en la sangre que pueden causar náuseas, vómitos
o incluso desmayos.

En la mayoría de los sistemas físicos modelados matemáticamente se presentan no linealidades los
cuales hacen un tanto complejo el diseño de controladores y observadores, es por ello que existen
enfoques por los cuales se pueden representar dichos modelos no lineales en una familia de modelos
locales lineales.

Los observadores se utilizan generalmente para estimar los estados que no son medibles. La esti-
mación de estados es de gran importancia para una amplia gama de aplicaciones, sin embargo en
ocasiones no es necesario estimar todos los estados individualmente si ya se conocen algunos.

Para enfrentar estos problemas, se requiere diseñar un sistema de control que regule el nivel de
glucosa de manera adecuada sin alterar bruscamente la concentración de glucosa en la sangre. Se
propone representar el sistema no lineal mediante el enfoque Takagi-Sugeno basado en la técnica
del sector no lineal con el objetivo de aplicar teoría de control lineal. Los sistemas Takagi-Sugeno
son considerados como una familia de modelos locales lineales es por ello que se elige este tipo de
representación y además se obtiene un modelo idéntico al no lineal, siempre y cuando el modelo
no lineal se encuentre en los límites con los que se formó la representación Takagi-Sugeno.
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1.2. Objetivos

1.2.1. Objetivo general
Diseñar una ley de control para la regulación de glucosa en pacientes con diabetes tipo 1, mediante
un suministro adecuado de insulina utilizando un observador funcional dinámico generalizado.

1.2.2. Objetivos particulares
• Elegir el modelo matemático que represente la relación del sistema glucosa-insulina en pa-

cientes con diabetes tipo 1 y representarlo con un enfoque Takagi-Sugeno.

• Diseñar un observador funcional dinámico generalizado para sistemas Takagi-Sugeno.

• Diseñar un controlador por retroalimentación de salida basado en el observador funcional
dinámico generalizado para sistemas Takagi-Sugeno.

• Evaluar el desempeño del controlador por retroalimentación de salida en el modelo Takagi-
Sugeno del sistema glucosa-insulina de un paciente con diabetes tipo 1.

1.3. Estado del arte

1.3.1. Algoritmos de control del sistema glucosa-insulina basado en
modelos

Como se ha mencionado anteriormente, la diabetes se ha convertido en una amenaza potencial
en la salud pública que es de suma importancia atender. Haciendo una búsqueda bibliográfica
se encontraron en la literatura, algoritmos de control aplicados al sistema glucosa-insulina en los
cuales idealmente regulan la concentración de glucosa en la sangre de un paciente con DM-1. Uno
de estos algoritmos es el control basado en ajuste de curva. En este método, la relación entre las
entradas y las salidas se obtiene ajustando ecuaciones de curva simples a los datos experimentales.
La literatura más antigua que presenta el uso de la curva de respuesta glucosa-insulina para el
control de la glucosa fue presentada por [Albisser et al., 1974]. La ecuación de control formulada
por [Albisser et al., 1974], consiste en una curva sigmoidea de respuesta a la dosis, con una ecua-
ción predictiva incorporada. La porción predictiva del algoritmo toma en cuenta la tendencia de
la glucosa en la sangre y el retraso entre la extracción de sangre y la medición final.

El control Proporcional Integral Derivativo (PID, por sus siglas en inglés Proportional Integral
Deriva-tive) o una combinación ya sea un P o PI, es un sistema de control de retroalimentación
muy utilizado en el área de control. Este tipo de control no requiere matemáticas avanzadas para
el diseño y se puede sintonizar de manera sencilla. Sin embargo el PID es sensible al tiempo muerto
en la medición, es decir, el retraso que existe en la medición puede afectar la acción de control. En
la literatura se encuentran algoritmos de control de este tipo aplicados al sistema glucosa-insulina,
por ejemplo, en [Palazzo and Viti, 1990] simulan un controlador PID con el modelo mínimo de
Bergman, donde se muestran simulaciones con parámetros obtenidos de la literatura y con datos
experimentales. Otro trabajo es [Chee et al., 2003], donde presentan un sistema de control en lazo
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cerrado utilizando un sistema de monitoreo continuo de glucosa en el cual aplican un control PI,
otros trabajos encontrados en la literatura son: [Marchetti et al., 2008] y [Renard et al., 2006].

La colocación de polos es una técnica estándar utilizada en el diseño de sistemas de control. Se
puede demostrar que si el sistema considerado es completamente controlable, entonces los polos
del sistema de lazo cerrado pueden colocarse en cualquier ubicación deseada por medio de la reali-
mentación del estado a través de una matriz de ganancia de realimentación de estado apropiada,
este método es presentado en [Ogata and Yang, 2002].

Otra técnica para el diseño de controladores es el control óptimo, el problema de control óptimo
intenta encontrar un controlador de realimentación u(t) tal que se satisfaga un sistema lineal y se
minimice un criterio de rendimiento cuadrático. Minimizar el criterio es equivalente a hacer que
x(t) sea lo más cercano a xd posible. xd es una constante fija de consideraciones biológicas. La
aplicación de la teoría de control óptimo en el sistema glucosa-insulina ha sido descrito en algunos
trabajos, por ejemplo, en [Fisher and Teo, 1989] y [Swan, 1982].

El Control Adaptable es un tipo especial de control no lineal en el que el estado del proceso pue-
de ser separado en dos escalas de tiempo que evolucionan a diferente velocidad. La escala lenta
corresponde a los cambios de los parámetros y por consiguiente a la velocidad con la cual los pará-
metros del regulador son modificados, y la escala rápida que corresponde a la dinámica del bucle
ordinario de realimentación [Rodríguez Rubio and Lopez, 1996]. Esta técnica de control también
ha sido aplicada al sistema glucosa-insulina, por ejemplo en [Pagurek et al., 1972]. En este trabajo
utilizaron un algoritmo de mínimos cuadrados generalizados para estimar los parámetros en el
modelo lineal de [Ackerman et al., 1964] en línea, con un prefiltrado de señal. En [Sano et al., 1983]
presentan un esquema adaptable para la regular la concentración de glucosa en la sangre mediante
un enfoque basado en modelo, el sistema tiene la capacidad de compensar en línea las diferencias
individuales y las variaciones de los parámetros en la regulación de la glucosa en sangre de los su-
jetos diabéticos. Otros trabajos encontrados en la literatura con este tipo de control son: [Zaknich,
2006] y [Fischer et al., 1987].

Otra técnica para diseñar controladores es el control predictivo basado en modelo, por ejemplo,
en [Garcia et al., 1989] el objetivo principal es encontrar el mejor valor de u(t). Otros trabajos
aplicados al sistema glucosa-insulina con este tipo de control son: [Bemporad et al., 2010], [Ricker,
1990] y [Lynch and Bequette, 2002].

Dentro de la búsqueda bibliográfica se encontraron trabajos con un control tipo H∞ presentado
en [Kienitz and Yoneyama, 1993], en este trabajo diseñaron un controlador basado en un observador
de estados de orden completo basado en el modelo de [Ackerman et al., 1964], otros trabajos con
este tipo de control son: [Glover and Doyle, 1988] y [Patra and Rout, 2014].

1.3.2. Observadores Funcionales
Dentro del diseño de sistemas de control, en ocasiones no se tienen disponible todas las variables
de estado para su retroalimentación. Existen métodos para estimar las variables de estado que
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no son medibles, a la estimación de dichas variables de estado se le denomina observación. Un
dispositivo (o un programa de computadora) que estima u observa las variables de estado se co-
noce como observador de estados [Ogata and Yang, 2002]. El observador de estados tiene como
objetivo estimar las variables de estado a partir de las entradas y las salidas medibles de un sistema.

La idea de un observador para estimar directamente una función del vector de estado fue ini-
cialmente propuesta por Luenberger en [Luenberger, 1966]. El observador funcional tiene como
objetivo estimar funciones lineales del vector de estado de un sistema sin estimar los estados indi-
vidualmente [Fernando and Trinh, 2014]. La estimación directa de una función lineal permite que
la estructura del observador tenga una dimensión mínima.

En [Darouach, 2000] presentan derivaciones directas del diseño de observadores funcionales para
sistemas multivariables lineales invariantes en el tiempo. El orden del observador que presenta es
igual a la dimensión del vector a estimar y además establece las condiciones necesarias y suficien-
tes para la existencia y estabilidad de estos observadores. Otro trabajo relacionado a observadores
funcionales para sistemas lineales es [Moreno, 2001], en este trabajo presentan un observador con
entrada desconocida. La particularidad de este observador se basa en la posibilidad de obtener una
estimación del estado o una estimación funcional a pesar de las perturbaciones de entrada comple-
tamente desconocidas y además dan las condiciones para la existencia del observador. En [Trinh
and Fernando, 2007] es una extensión del trabajo de [Darouach, 2000], en este trabajo presentan
nuevas condiciones para la existencia de un observador funcional general para sistemas lineales, se
proporcionan procedimientos para la síntesis de observadores funcionales de orden reducido.

En el trabajo de [Fernando et al., 2011] unifica varias estructuras de observadores funcionales
reportadas en la literatura y además destaca la importancia de eliminar los estados autoconver-
gentes del sistema antes de proceder con el diseño del observador funcional, porque, la presencia de
estados autoconvergentes puede llevar a conclusiones incorrectas con respecto a la existencia del
observador. Relaja la suposición de la capacidad de control del sistema al diseñar un observador
con una estructura más general.

Una peculiaridad de los observadores funcionales es la observabilidad funcional, en ocasiones con
este tipo de observadores se puede hacer la estimación de un sistema, estado o combinación de
estados mientras que con un observador clásico no. En [Fernando et al., 2010] mencionan que a
través de un observador funcional lineal se puede estimar una señal de control de retroalimentación
e introducen el concepto de observabilidad/detectabilidad funcional que determina la capacidad
de estimar una función lineal dada del vector de estado utilizando un observador dinámico y
señalan que el caso bien conocido de observabilidad/detectabilidad es un caso especial de obser-
vabilidad/detectabilidad funcional, además señalan las condiciones necesarias y suficientes para
verificar si el sistema cumple con la condición de observabilidad funcional y si es posible realizar
el diseño del observador dinámico.

Otras contribuciones a la teoría de la observabilidad funcional fue en [Moreno, 2001], donde presenta
la detectabilidad funcional. En [Fernando and Trinh, 2014] se introducen índices de observabilidad
funcional, y se deriva una expresión de forma cerrada para el orden mínimo requerido para un
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observador funcional en términos de esos índices de observabilidad funcional.

En [Alahakoon et al., 2008] estiman una función lineal de los estados de un sistema descriptivo
utilizando el enfoque del observador funcional en modos deslizantes, los observadores propuestos
en este trabajo son de bajo orden y no incluyen derivadas de las salidas. Presentan las condiciones
para la existencia de observadores funcionales en modos deslizantes y presentan el procedimiento
de diseño para la determinación de los parámetros del observador. Otro trabajo de observadores
funcionales para sistemas tipo descriptivos fue presentado por [Darouach, 2012], propone el di-
seño de un observador funcional para sistemas descriptivos invariantes en el tiempo. Generaliza
los resultados existentes para los sistemas descriptivos e introduce el concepto de observabilidad
funcional al impulso. El orden de estos observadores es de la dimensión de la función a estimar,
también presentan las condiciones suficientes para la existencia y estabilidad de estos observadores.

Otro trabajo relacionado a los sistemas tipos descriptivos es [Darouach et al., 2017], en este tra-
bajo presentan un nuevo método de diseño de observadores funcionales para sistemas descriptivos
basado en los resultados de [Darouach, 2012]. Unifican el diseño para diferentes ordenes de observa-
dores y concierne a los sistemas de tiempo continuo y tiempo discreto, la novedad de los resultados
presentados reside en la formulación de la dinámica del error. Las condiciones necesarias y suficien-
tes para la existencia de estos observadores se dan en forma de desigualdades matriciales lineales
(LMI’s, por sus siglas en inglés Linear Matrix Inequalities).

Dentro de la búsqueda bibliográfica en la literatura se encontraron trabajos relacionados a los
observadores funcionales difusos. En [Ma et al., 1998] abordan tres problemas: el diseño del obser-
vador difuso de dimensiones reducidas, la estructura general del observador difuso y el observador
funcional difuso. Además mencionan que el controlador difuso y el observador difuso pueden dise-
ñarse de forma independiente. El observador difuso de dimensión reducida y el observador funcional
difuso son sensibles al ruido, también indican que resolver las ecuaciones matriciales para diseñar
el observador funcional difuso se complica.

En [Liu et al., 2016] proponen un observador funcional para estimar directamente la ley de control
que regule al sistema en lugar de estimar los estados del sistema. Proponen una nueva forma de
observador funcional difuso para facilitar el análisis de estabilidad, de tal forma que las ganancias
del observador puedan obtenerse numéricamente y la estabilidad pueda garantizarse. En [Islam
et al., 2016] investigan las condiciones de existencia y estabilidad de observadores funcionales para
modelos difusos Takagi-Sugeno. Proporcionan un nuevo conjunto de condiciones para la existencia
de observadores funcionales de orden reducido. La función de Lyapunov es usada para demostrar
la condición de estabilidad de este observador, las condiciones de estabilidad son dadas en LMI’s.

En este apartado se realizó una revisión de aquellos trabajos que por tener un fin similar al de esta
tesis, pudieran servir como base de discusión para desarrollar una solución al problema a resolver.
Para ello, se ha realizado una síntesis de los algoritmos de control aplicados al sistema glucosa-
insulina. Posteriormente se presentan aquellos trabajos relacionados a los observadores funcionales,
las diversas técnicas de diseño y las condiciones de existencia de este tipo de observador. Por último
se presentaron algunos trabajos de observadores funcionales difusos.
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Llevando a cabo la revisión del estado del arte permitió orientar el trabajo de manera adecuada,
delimitarlo y enfocarlo hacia las aportaciones que presentan este trabajo de investigación. Ade-
más permitió facilitar la obtención de información pertinente, con la intención de analizar lo que
distintos investigadores plantean sobre este tema en particular.

1.4. Alcances

Se eligió de la literatura un modelo matemático no lineal del sistema glucosa-insulina que se adapta
a los propósitos planteados en los objetivos, el modelo no lineal se representó con el enfoque Takagi-
Sugeno utilizando la metodología del sector no lineal. Se diseñó un observador funcional dinámico
generalizado para el sistema Takagi-Sugeno y se aplicó al sistema glucosa-insulina, lo planteado
anteriormente se realizó mediante simulación. Con el fin de demostrar que la metodología usada
para el diseño del observador funcional dinámico generalizado se puede adaptar al caso de estudio.

1.5. Aportaciones

A continuación se enlistan las aportaciones que se obtuvieron al llevar a cabo este trabajo de
investigación.

• La representación tipo Takagi-Sugeno del sistema dinámico glucosa-insulina. La representa-
ción Takagi-Sugeno representa ventajas con respecto al modelo no lineal, debido a que la
representación Takagi-Sugeno considera modelos locales lineales para lo que se puede aplicar
teoría de control existente para sistemas lineales en el diseño de controladores y observadores.
Al utilizar el enfoque del sector no lineal se toman en cuenta las no linealidades, esto implica
que no es necesario linealizar el modelo y que solo trabaje en un punto de operación. Es una
representación exacta del modelo no lineal, siempre y cuando el modelo no lineal se encuentre
en los límites con los que se formó la representación Takagi-Sugeno. Además el rango en el
que puede funcionar es más amplio, debido a que los modelos linealizados trabajan alrededor
de un punto de operación y se pierden cierta dinámica del modelo no lineal.

• Con respecto a la representación en forma Takagi-Sugeno, cabe resaltar que en la búsqueda
bibliográfica de modelos que representan al sistema glucosa-insulina no se encontró ningún
modelo con esta representación. Por lo tanto las representaciones Takagi-Sugeno de este
sistema que se presentan en este documento se considera un aporte que puede ser utilizado
para trabajos futuros.

• Se realizó el diseño del observador dinámico generalizado (GDO, por sus siglas en inglés Ge-
neralized Dynamic Observer) para sistemas tipo Takagi-Sugeno y como resultado se obtuvo
una publicación en el CNCA 2018 (Congreso Nacional de Control Automático).

• Se realizó el diseño del observador funcional dinámico generalizado, también se presenta la
metodología a seguir para el diseño del GDFO, se muestran las condiciones necesarias y
suficientes para la existencia de este tipo de observador. La estructura de este observador
presenta ventajas como el aumento de la precisión en estado estable y mejora la robustez de
estimación ante los errores de modelado. También proporciona grados adicionales de libertad
en el diseño del observador que se pueden usar para aumentar el margen de estabilidad.
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• El GDFO proporciona una ley de control que es capaz de regular los niveles de glucosa-
insulina en la sangre sin alterar bruscamente el nivel de glucosa en la sangre y caer en un
estado hiperglúcemico o hipoglúcemico.

1.6. Originalidad

A diferencia de trabajos realizados con anterioridad, el presente utiliza una estructura diferente para
el diseño de observadores funcionales, se realizó el diseño del observador funcional para sistemas
tipo Takagi-Sugeno. El objetivo de diseño del observador es encontrar una ley de control idónea
para el suministro de insulina en pacientes con DM-1.
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Marco teórico

El objetivo de este capítulo es mostrar los conceptos básicos que se utilizaron en el desarrollo de
este trabajo de investigación.

En la sección 2.1 se explica el ciclo metabólico del sistema glucosa-insulina y el funcionamiento
de dicho sistema. Se presenta un diagrama esquemático donde se resume todo el ciclo metabólico,
los órganos implicados y las hormonas encargadas de mantener en equilibrio la concentración de
la glucosa en la sangre.

En la sección 2.2 se presenta el caso de estudio para el desarrollo de este trabajo de investigación.
Se describe la diabetes mellitus y los tipos de diabetes, así como algunos padecimientos generados
por esta enfermedad. Resaltando la importancia de prevenir o controlar esta enfermedad que se
está volviendo un problema a nivel mundial.

En la sección 2.3 se presentan dos modelos matemáticos que representan al sistema glucosa-insulina
de una persona sana, los cuales se describen detalladamente.

En la sección 2.4 se presenta una clasificación particular de los tipos de observadores para este
trabajo de investigación. Se introduce el concepto de observador y la clasificación por orden y por
su estructura de los observadores.

En la sección 2.5 se presentan algunas definiciones de los sistemas Takagi-Sugeno. Los métodos
que existen para la obtención de un modelo Takagi-Sugeno, basado en el sector no lineal o por
linealización. Se muestran las propiedades de este tipo de sistemas, la estabilidad y observabilidad.

2.1. Ciclo metabólico glucosa-insulina

Los tres constituyentes más importantes en la alimentación de una persona son los hidratos de
carbono, las grasas y las proteínas. Cuando se realiza una ingesta de alimentos, de los nutrientes se
obtiene la glucosa y esta depende de la insulina para poder ser aprovechada por las células para la
producción de energía. La glucosa es el último eslabón de los hidratos de carbono ingeridos y tiene
tres destinos principales: almacenarse en forma de glucógeno en el hígado o músculos, convertirse
en grasa o utilizarse directamente.
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El nivel de glucosa en la sangre generalmente está regulado por dos hormonas, la insulina y el glu-
cagón, que son segregadas por el páncreas. La insulina es anabólica y causa una rápida absorción
y uso de la glucosa en la mayoría de los tejidos del cuerpo. También provoca el almacenamiento
de exceso de glucosa como glucógeno, principalmente en el hígado y músculos esqueléticos. A la
inversa, el glucagón es anabólico, moviliza glucosa, ácidos grasos y aminoácidos de los almacenes
a la circulación, principalmente a través de una descomposición del glucógeno hepático (glucoge-
nólosis) y la generación de glucosa a partir de gluconeogénesis de aminoácidos.

Las dos hormonas (insulina y glucagón) son recíprocas en su acción general y se segregan ade-
cuadamente en la mayoría de las circunstancias para mantener la concentración de glucosa en
la sangre dentro del rango normal. Cuando la concentración de glucosa aumenta demasiado, la
insulina se segrega, lo que disminuye la concentración de glucosa en sangre hacia la normalidad.
Por el contrario, una disminución de la glucosa en sangre estimula la secreción de glucagón; el
glucagón funciona de manera opuesta para aumentar la concentración de glucosa hacia el rango
normal [Chee and Fernando, 2007].

El sistema glucosa-insulina es un ejemplo de un sistema fisiológico de lazo cerrado (véase Figura
2.1). Una persona sana, normalmente tiene una concentración de glucosa en la sangre entre los
70− 110 mg

dL
. Para una mejor comprensión del sistema metabólico y una monitorización adecuada

del nivel de glucosa, los investigadores médicos e ingenieros han desarrollado modelos matemáticos
que se encuentran en la literatura. Existen distintos modelos algunos más complejos que otros, cada
modelo se utiliza para distintos objetivos aunque todos representan al sistema glucosa-insulina.

Figura 2.1: Ciclo metabólico glucosa-insulina.
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2.2. Diabetes Mellitus

La diabetes mellitus (DM) es una enfermedad crónica degenerativa, cuya característica principal
es la presencia de concentraciones elevadas de glucosa (azúcar) en la sangre. Esta enfermedad se
desencadena cuando el páncreas no produce suficiente insulina (una hormona que regula el nivel
de glucosa en la sangre), o cuando el organismo no puede utilizar con eficacia la insulina que
produce. En su etapa inicial no produce síntomas, cuando se detecta tardíamente y no se lleva un
control adecuado ocasiona complicaciones de salud graves como: ceguera, falla renal, amputaciones
de extremidades e incluso la muerte.

La organización mundial de salud (WHO) define a la diabetes como un desorden metabólico
caracterizado por una etiología múltiple con:

1. Hiperglicemia crónica con cambios en el metabolismo de los carbohidratos, grasas y las
proteínas.

2. Resultado de un efecto de la secreción y/o la acción de la insulina, de manera que se puede
generalizar diciendo que la hiperglicemia se considera secundaria a una deficiencia relativa o
absoluta de insulina, o bien a un exceso relativo de glucagón, así como a una mala utilización
de azúcares por parte del organismo.

Existen tres tipos de diabetes, explicadas a continuación:

a) Diabetes mellitus tipo 1 (DM-1):

La diabetes tipo 1 por lo regular se da en niños o en jóvenes. Este tipo de diabetes es
causada por una pérdida o disfunción de las células productoras de insulina, llamadas células
beta pancreáticas. El daño a las células beta da como resultado una ausencia o producción
insuficiente de la insulina producida por el cuerpo. La mayoría de los casos de diabetes tipo
1 tiene un origen autoinmune, en otras palabras el sistema inmunitario ataca y destruye por
error a las células beta.
En la diabetes tipo 1, los síntomas suelen comenzar bruscamente y de modo notorio. Sin
la insulina, la mayoría de las células no pueden utilizar la glucosa que se encuentra en la
sangre. Estas células siguen necesitando energía para sobrevivir, por lo que ponen en marcha
un mecanismo de emergencia para obtenerla. Las células grasas comienzan un proceso de
descomposición en el que producen unos compuestos llamados cetonas. Las cetonas no solo
proporcionan algo de energía a las células, sino que también acidifican mucho la sangre
(cetoacidosis). Los síntomas iniciales de la cetoacidosis diabética son: sed y micción excesiva,
adelgazamiento, náuseas, vómitos, fatiga y sobre todo en los niños, dolor abdominal. La
respiración se vuelve rápida y profunda, debido a que el organismo intenta corregir la acidez
de la sangre.

b) Diabetes mellitus tipo 2 (DM-2):

La diabetes tipo 2 se da en personas adultas. La DM-2 es la más frecuente y se mani-
fiesta con una aparición más insidiosa y es comúnmente asintomática en los primeros años
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antes del diagnóstico. La DM-2 resulta de la resistencia a la insulina junto a un defecto en la
excreción de insulina, en la que cualquiera de las dos puede predominar. La incidencia de la
DM-2 aumenta con la edad y usualmente se presenta en adultos, pero se está diagnosticando
con mayor frecuencia en personas más jóvenes a medida que aumenta la obesidad, asociado
a los malos hábitos de alimentación y sedentarismo.
En la diabetes de tipo 2 puede no haber síntomas durante años antes del diagnóstico. Los
síntomas pueden ser similares a los de la DM-1, pero a menudo menos intensos. Al principio,
el aumento de la micción y de la sed es leve, pero empeora de forma gradual a lo largo de
semanas o de meses. Finalmente, se siente una fatiga extrema, visión borrosa y puede haber
deshidratación.

c) Diabetes gestacional (DMG):

La diabetes gestacional se presenta durante el embarazo, generalmente alrededor de la se-
mana 24. Se dice que tienen diabetes gestacional las embarazadas que nunca han tenido
diabetes, pero que tienen un nivel alto de glucosa en la sangre durante el embarazo. No se
conoce una causa en específica de este tipo de enfermedad, pero se cree que las hormonas del
embarazo reducen la capacidad que tiene el cuerpo de utilizar y responder a la acción de la
insulina.
La diabetes gestacional suele presentarse en mujeres obesas o que tienen antecedentes fami-
liares. Una de las consecuencias más frecuentes es un incremento de peso desproporcionado
del bebé y una mayor probabilidad de que el bebé desarrolle obesidad y/o diabetes de tipo
2 en su vida adulta.

2.3. Modelos matemáticos del sistema glucosa-insulina

Para una mejor comprensión del sistema metabólico y una monitorización adecuada del nivel de
glucosa, los investigadores, médicos e ingenieros han desarrollado modelos matemáticos, por ejem-
plo, [Ackerman et al., 1964], [Salzsieder et al., 1985], [Sorensen, 1985], [Gaetano and Arino, 2000],
entre otros.

En esta sección se describen dos modelos: el modelo mínimo de Bergman y el modelo de Sorensen.
El modelo de Sorensen está descrito por 19 ecuaciones diferenciales, es un modelo matemático muy
complejo y completo que describe de forma adecuada la relación del sistema glucosa-insulina. El
modelo mínimo de Bergman está descrito por tres ecuaciones diferenciales, pero al igual que el
otro modelo representa la relación del sistema glucosa-insulina por lo cual es uno de los modelos
más utilizados para la interpretación de las concentraciones plasmáticas de glucosa e insulina en la
prueba de tolerancia a la glucosa intravenosa (IVGTT, por sus siglas en inglés Intravenous Glucose
Tolerance Test).

2.3.1. Modelo mínimo de Bergman
El modelo mínimo fue propuesto por [Bergman et al., 1981]. A través de la prueba de tolerancia
a la glucosa intravenosa IVGTT, lograron revelar la compleja relación dinámica entre la glucosa

12 Miguel Agustín Flores Martínez



CENIDET CAPÍTULO 2

plasmática e insulina, concluyeron que los datos resultantes pueden describirse mediante un mo-
delo de estímulo-respuesta (entrada-salida) de los tejidos extra pancreáticos que utilizan glucosa.
Dicho modelo se considera lo suficientemente simple como para dar cuenta totalmente de la glu-
cosa medida (dada la entrada de insulina), pero permite, mediante técnicas matemáticas, estimar
todos los parámetros característicos del modelo a partir de un solo conjunto de datos (evitando
suposiciones no verificables).

El sistema que regula la concentración de glucosa se divide en dos partes: a) el segmento depen-
diente de glucosa que determina la insulina plasmática (el páncreas y los tejidos que degradan
insulina) y b) el segmento dependiente de insulina que determina la glucosa plasmática (produc-
ción de glucosa y utilización de tejidos), como se puede observar en la Figura 2.2. Previamente se
han desarrollado modelos matemáticos mínimos específicos para cada una de las dos partes [Berg-
man and Cobelli, 1980].

Los dos modelos seleccionados han demostrado ser las representaciones fisiológicas más simples que
pueden explicar, la cinética de glucosa observada cuando se suministran los valores de insulina en
plasma y la cinética de insulina observada cuando se suministran los valores de glucosa en plasma.
Usando los dos modelos independientes mínimos para describir las respuestas dinámicas de glucosa
e insulina durante el IVGTT, se generan parámetros característicos de la sensibilidad a la insulina
y la respuesta pancreática.

El modelo mínimo de glucosa (Figura 2.2 a) describe cómo se comporta el nivel de glucosa de
acuerdo con los datos de insulina medidos durante un IVGTT. Es un modelo de un compartimiento
dividido en dos partes. La primera parte es la parte principal que describe la eliminación y captación
de glucosa, es decir la concentración de glucosa en sangre G(t). La segunda parte describe el retraso
en la insulina activaX(t) que es un compartimiento remoto cuyo nivel afecta la captación de glucosa
por los tejidos y la captación y producción por parte del hígado.

Figura 2.2: a) Modelo mínimo de la cinética de la glucosa, b) Modelo mínimo de la cinética de la
insulina.

Miguel Agustín Flores Martínez 13



CENIDET CAPÍTULO 2

Las ecuaciones que representan al primer compartimiento son las siguientes:
dG(t)
dt

= − (p1 +X(t))G(t) + p1Gb G(0) = G0 (2.1)

dX(t)
dt

= −p2X(t) + p3(I(t)− Ib) X(0) = X0 (2.2)

El modelo mínimo de la cinética de la insulina I(t) (Figura 2.2 b), es representado por la siguiente
ecuación diferencial:

dI(t)
dt

= p4 (G(t)− p5)+ t−N [I(t)− Ib] I(0) = I0 (2.3)

donde I(t) es la concentración de insulina en sangre. La producción de glucosa y el aclaramiento
de la insulina es proporcional a la concentración de insulina en la sangre. Si el nivel de insulina está
por encima de la concentración basal, el aclaramiento de insulina aumenta, si el nivel de insulina
está por debajo de la concentración basal, aumenta la producción de insulina. Cuando el nivel
de glucosa aumenta, el páncreas reacciona liberando más insulina a una cierta velocidad. Para
introducir está parte al modelo se introdujo (G(t) − p5)+, está función describe la reacción del
páncreas. El término (+) indica que toma el valor de (G(t) − p5) cuando es positivo y 0 cuando
es negativo. Entonces p5 es el límite para decidir cuando el páncreas debe producir o cuando debe
detenerse y la diferencia entre (G(t)− p5) determina cuanto debe producir.

La nomenclatura del modelo se encuentra en la Tabla 2.1.

Tabla 2.1: Nomenclatura del modelo mínimo de Bergman.
Parámetro Unidades Definición

t [min] Tiempo
G(t) [mg/dL] Concentración de glucosa en la sangre
X(t) [1/min] Efecto de la insulina activa
I(t) [mU/dL] Concentración de insulina en la sangre
Gb [mg/dL] Valor basal de la concentración de glucosa
Ib [mU/dL] Valor basal de la concentración de insulina
p1 [min−1] Tasa constante independiente de la insulina en la

absorción de glucosa en los tejidos
p2 [min−1] Tasa constante que expresa la disminución espon-

tánea de la capacidad de absorción de glucosa en
los tejidos

p3 [ dL
mU

min2] Tasa de aumento dependiente de la insulina en la
capacidad de absorción de glucosa en los tejidos

p4 [mU/dL−1(mg/dL)−1min−2] Tasa de liberación pancreática de insulina después
del bolo de glucosa

p5 [mg/dL] Nivel de glucosa objetivo (el páncreas produce in-
sulina mientras G(t) > p5)

N [min−1] Tasa de desaparición de la insulina en la sangre
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2.3.2. Modelo de Sorensen
En esta sección se presenta el modelo propuesto por [Sorensen, 1985] del sistema glucosa-insulina.
Es un modelo que utiliza compartimientos fisiológicos de órganos y tejidos para simular el meta-
bolismo de la glucosa y su regulación por la insulina y el glucagón en una persona normal. Las
ecuaciones de balance de masa se escribieron para explicar el flujo sanguíneo, el intercambio entre
compartimientos y los procesos metabólicos que causan la adición o eliminación de glucosa, insu-
lina y glucagón.

En la Figura 2.3 se muestra una representación esquemática del modelo de glucosa. Las flechas
que conectan los compartimientos fisiológicos representan la dirección del flujo sanguíneo.

Figura 2.3: Representación esquemática del modelo de glucosa (Modelo de Sorensen).
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Para propósitos de modelado, el cuerpo se ha dividido en seis compartimientos fisiológicos: 1) ce-
rebro, que representa el sistema nervioso central; 2) corazón y pulmones, que representa la mezcla
rápida de los volúmenes vasculares del corazón, pulmones y las arterias; 3) periferia, que incluye
el músculo esquelético y tejido adiposo; 4) intestino; 5) hígado; y 6) riñón.

El compartimiento del corazón y los pulmones sirve para cerrar el circuito circulatorio, que repre-
senta simplemente el volumen de sangre del sistema cardiopulmonar y las arterias principales; la
pequeña contribución del flujo sanguíneo arteriovenoso a través de los capilares de estos tejidos se
ha acumulado en la periferia.

Los balances de masa para el modelo de glucosa dan como resultado un conjunto de ocho ecuacio-
nes diferenciales ordinarias simultáneas que no son lineales como resultado de la fuente metabólica
y las tasas de hundimiento que se presentan en la Tabla 2.2.

Tabla 2.2: Subsistema de glucosa, modelo de Sorensen.

Compartimiento Ecuación diferencial

Cerebro
ĠBV = QG

B

V G
BV

(GH −GBV ) − VBI

V G
BV

TB
(GBV −GBI)

ĠBI = 1
TB

(GBV −GBI)− rBGU
VBI

Corazón y pulmones ĠH = 1
V G

H

(
QG

BGBV +QG
LGL +QG

KGK +QG
PGP V −QG

HGH − rRBCU

)

Intestino ĠG = QG
G

V G
G

(GH −GG)− rGGU

V G
G

Hígado ĠL = 1
V G

L

(
QG

AGH +QG
GGG −QG

LGL + rHGP − rHGU

)

Riñón ĠK = QG
K

V G
K

(GH −GK)− rKGE

V G
K

Periferia
ĠP V = QG

P

V G
P V

(GH −GP V ) − VP I

V G
P V

T G
P

(GP V −GP I)

ĠP I = 1
VP I T G

P

(GP V −GP I)− rP GU
VP I

La nomenclatura matemática se define en la Tabla 2.3 y corresponde a los símbolos utilizados en
el esquema del modelo de glucosa de la Figura 2.3. Además, es a través de esas tasas metabólicas
que dependen de las concentraciones de insulina y glucagón que el modelo de glucosa se acopla a
los modelos de insulina y glucagón, respectivamente.
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Tabla 2.3: Nomenclatura para el subsistema de glucosa, modelo de Sorensen.

Variables
Parámetro Unidades Definición

G [mg/dL] Concentración de glucosa
Q [dL/min] Tasa de flujo de sangre vascular
r [mg/min] Fuente metabólica
T [min] Tiempo de difusión transcapilar
V [dL] Volumen
t [min] Tiempo
Primer subíndice: Compartimiento fisiológico
B Cerebro
G Intestino
H Corazón y pulmones
L Hígado
P Periferia
A Arteria hepática

Segundo subíndice: Subcompartimiento fisiológico
I Espacio de fluido intersticial
V Espacio de agua sangre vascular

Subíndice de tasa metabólica
BGU Captación de glucosa en el cerebro
GGU Utilización de la glucosa intestinal
HGP Producción de glucosa hepática
HGU Captación de glucosa hepática
KGE Excreción renal de glucosa
PGU Captación periférica de glucosa
RBCU Captación de glucosa en los glóbulos rojos

Para el caso del modelo de insulina el cuerpo se dividió en los mismos compartimientos fisiológicos
descritos para el modelo de glucosa, en la Figura 2.4 se muestra un esquemático del modelo de
insulina. Sin embargo, surgen diferencias con respecto al acceso al espacio del fluido extravascular
en los compartimentos del cerebro y el hígado. Además, a diferencia del caso de la glucosa, la
membrana celular del hígado no es libremente permeable a la insulina y, por lo tanto, el volumen
de líquido intracelular se ha omitido a medida que la insulina se degrada a través de la unión a los
receptores de la membrana celular.

La nomenclatura matemática se define en la Tabla 2.5 y corresponde a los símbolos utilizados en
el esquema del modelo de glucosa de la Figura 2.4. Los balances de masa para la formulación de
insulina dan como resultado un conjunto de siete ecuaciones diferenciales ordinarias lineales que se
presentan en la Tabla 2.4, excepto para el hígado, donde la tasa de liberación de insulina pancreática
como término fuente de insulina se calcula a partir de un conjunto adicional de tres ecuaciones
diferenciales ordinarias no lineales que constituyen el modelo de formulación del páncreas.
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Figura 2.4: Representación esquemática del modelo de insulina (Modelo de Sorensen).

Tabla 2.4: Subsistema de insulina, modelo de Sorensen.

Compartimiento Ecuación diferencial

Cerebro İB = QI
B

V I
B

(IH − IB)

Corazón y pulmones İH = 1
V I

H

(
QI

BIB +QI
LIL +QI

KIK +QI
P IP V −QI

HIH

)
Intestino İG = QI

G

V I
G

(IH − IG)

Hígado İL = 1
V I

L

(
QI

AIH +QI
GIG −QI

LIL − rLIC

)
Riñón İK = QI

K

V I
K

(IH − IK)− rKIC

V I
K

Periferia
İP V = QI

P

V I
P V

(IH − IP V ) − VP I

V I
P V

T I
P

İP I = 1
T I

P

(IP V − IP I)− rP IC
VP I
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Tabla 2.5: Nomenclatura para el subsistema de insulina, modelo de Sonrensen.

Variables
Parámetro Unidades Definición

I [mU/dL] Concentración de insulina
Q [dL/min] Tasa de flujo de plasma vascular
r [mU/min] Fuente metabólica
T [min] Tiempo de difusión transcapilar
V [dL] Volumen
t [min] Tiempo
Primer subíndice: Compartimiento fisiológico
B Cerebro
G Intestino
H Corazón y pulmones
L Hígado
P periferia
A Arteria hepática

Segundo subíndice: Subcompartimiento fisiológico
I Espacio de fluido intersticial
V Espacio de agua sangre vascular

Subíndice de tasa metabólica
KIC Eliminación de insulina renal
LIC Eliminación de insulina en el hígado
PIC Eliminación de insulina periférica
PIR Liberación de insulina pancreática

El modelo de glucagón se presenta en la Figura 2.5. Aquí se empleó una formulación simple de
un compartimento, que representa el volumen de distribución de fluidos de todo el cuerpo para
glucagón.

Figura 2.5: Representación esquemática del modelo de glucagón (Modelo de Sorensen).
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La ecuación de balance de masa del modelo de glucagón se muestra en la Tabla 2.6. La nomenclatura
matemática se define en la Tabla 2.7.

Tabla 2.6: Subsistema de glucagón y estados auxiliares, modelo de Sorensen.

Compartimiento Ecuación diferencial

Glucagón Γ̇ = 1
V Γ (rPΓR − rPΓC)

Estado auxiliar metabólico ḟ2 = 1
τΓ

[(
M

Γ0
HGP−1

2

)
− f2

]

Estado auxiliar metabólico Ṁ I
HGP = 1

τI

(
M I∞

HGP −M I
HGP

)
Estado auxiliar metabólico Ṁ I

HGU = 1
τI

(
M I∞

HGU −M I
HGU

)

Tabla 2.7: Nomenclatura para el subsistema de glucagón, modelo de Sorensen.

Variables
Parámetro Unidades Definición

Γ [pg/mL] Concentración de glucagón
V Γ [mL] Volumen de distribución del glucagón
rPΓR [mU/min] Tasa de liberación de glucagón pancreático
rPΓC [min] Tasa de eliminación de glucagón en plasma
t [min] Tiempo

2.4. Observadores

En el diseño de sistemas de control, no todas las variables de estado están disponibles para su
realimentación. Entonces, es necesario estimar las variables de estado que no están disponibles. Es
importante señalar que debemos evitar diferenciar una variable de estado para generar otra. La
diferenciación de una señal siempre decrementa la relación señal a ruido, porque este último por lo
general fluctúa más rápidamente que la señal de comando. En ocasiones, la relación señal a ruido
se decrementa varias veces mediante un proceso único de diferenciación.

Existen métodos para estimar las variables de estado que no se miden sin un proceso de diferen-
ciación. La estimación de semejantes variables de estado por lo general se denomina observación.
Un dispositivo (o un programa de computadora) que estima u observa las variables de estado se
llama observador de estado, o simplemente, observador [Ogata and Yang, 2002].

Considerando la representación en espacio de estados de un sistema lineal como se describe en:

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)
y(t) = Cx(t)

(2.4)
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donde x(t) es el vector de estados, u(t) es el vector de entrada y y(t) es el vector de salidas medidas.
Las matrices A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m y C ∈ Rp×n son constantes conocidas.

Considerando un sistema lineal invariante en el tiempo (LTI, por sus siglas en inglés Linear Time
Invariant) como el presentado en la ecuación (2.4), el observador de estados tiene como objetivo
reconstruir el vector de estados utilizando las salidas medidas y las entradas disponibles del sistema
original. En la Figura 2.6 se presenta un diagrama general del observador donde se muestra que
el observador depende únicamente de las salidas medidas y entradas para poder estimar los estados.

En este trabajo de investigación se clasificaron los observadores de la siguiente manera:

1. Clasificación de observadores por orden. Dentro de estos observadores están el observador
de orden completo, el observador de orden reducido, el observador de orden mínimo y el
observador funcional.

2. Clasificación de observadores por su estructura. Dentro de estos observadores se encuentran el
observador tipo Luenberger, el observador proporcional, el observador proporcional integral
y el observador generalizado.

2.4.1. Clasificación de observadores por orden

Figura 2.6: Diagrama general del observador para un sistema dinámico.

De acuerdo a la Figura 2.6, donde se muestran las dimensiones de los vectores y el sistema LTI,
los observadores clasificados por orden tendrán las siguientes características:

a) Observador de orden completo (OC).
Si el observador de estados estima todas las variables de estados sin importar si algunas
están disponibles para una medición directa, se denomina observador de orden completo. Es
decir si la dimensión del vector de estado x(t) ∈ Rn, el vector de estados estimados tendrá
x̂(t) ∈ Rn.
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b) Observador de orden reducido (OR).
Un observador que estima menos de n variables de estados, donde n es la dimensión del
vector de estado, se denomina observador de orden reducido. Es decir si la dimensión del
vector de estado x(t) ∈ Rn , el vector de estados estimados es x̂(t) ∈ Rn−p.

c) Observador de orden mínimo (OM).
Si el observador de estado de orden reducido tiene el orden mínimo posible, se denomina
observador de orden mínimo. Es decir, si la dimensión del vector de estado es x(t) ∈ Rn, y
la dimensión del vector de salida es y(t) ∈ Rp entonces el vector de estados estimados seria
x̂(t) ∈ Rh<(n−p) donde h sería el orden mínimo.

d) Observador de orden parcial (OP)
A este tipo de observadores se les llama de orden parcial porque no tienen un orden definido,
el orden dependerá de la dimensión de la función a estimar.

2.4.2. Observadores clasificados por su estructura
a) Observador Tipo Luenberger.

Es un algoritmo que permite estimar todos los estados del sistema dinámico a partir de las
entradas y salidas del sistema. El observador tipo Luenberger tiene la siguiente estructura:

˙̂x(t) = Ax̂(t) +Bu(t) + L(y(t)− Cx̂)
ŷ(t) = Cx̂(t)

Para un mejor entendimiento de la estructura de este tipo de observador se presenta un
esquemático que se muestra en la Figura 2.7.

Figura 2.7: Diagrama del observador tipo Luenberger.
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b) Observador Proporcional (PO).
Este tipo de observadores adiciona grados de libertad que se pueden utilizar para aumentar
el margen de estabilidad, son muy sensibles a las incertidumbres paramétricas e introducen
un error estático en la estimación de estados. El observador proporcional tiene la siguiente
estructura:

ζ̇(t) = Nζ(t) + Fy(t) + Ju(t)
x̂(t) = Pζ(t) +Qy(t)

Para un mejor entendimiento de la estructura y la diferencia que existe entre este el observa-
dor proporcional y el observador tipo Luenberger, se presenta un esquemático que se muestra
en la Figura 2.8.

Figura 2.8: Diagrama del observador proporcional.

c) Observador Proporcional Integral (PIO).
Para hacer frente al inconveniente de la sensibilidad a las incertidumbres paramétricas de
los PO, se introdujeron observadores proporcionales-integrales, tienen una ganancia integral
adicional del error de salida en su estructura. Esta estructura puede aumentar la precisión de
estimación en estado estable. El observador proporcional-integral tiene la siguiente estructu-
ra:

ζ̇(t) = Nζ(t) +Hν(t) + Fy(t) + Ju(t)
ν̇(t) = y(t)− Cx̂(t)
x̂(t) = Pζ(t) +Qy(t)

Para un mejor entendimiento de la estructura y la diferencia que existe entre el observador
proporcional y el observador proporcional-integral, se presenta un esquemático que se muestra
en la Figura 2.9.
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Figura 2.9: Diagrama del observador porporcional-integral.

d) Observador Dinámico Generalizado (GDO).
Este tipo de observador aumenta la precisión del estado estable y mejora la robustez de
estimación errores de modelado. También proporciona grados adicionales de libertad en el
diseño que se pueden usar para aumentar el margen de estabilidad. El observador Dinámico
Generalizado tiene la siguiente estructura:

ζ̇(t) = Nζ(t) +Hν(t) + Fy(t) + Ju(t)
ν̇(t) = Sζ(t) + Lν(t) +My(t)
x̂(t) = Pζ(t) +Qy(t)

Para un mejor entendimiento de la estructura y la diferencia que existe entre este observador
y los observadores dinámicos anteriormente presentados, se presenta un esquemático que se
muestra en la Figura 2.10. Se aprecian todas aquellas ganancias que proporcionan los grados
adicionales de libertad y la complejidad del diseño de este tipo de observador.
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Figura 2.10: Diagrama del observador dinámico generalizado.

2.5. Sistemas Takagi-Sugeno

Existen diferentes enfoques para representar sistemas no lineales, uno de estos son los sistemas
Takagi-Sugeno que fueron propuestos originalmente por [Takagi and Sugeno, 1985]. El enfoque
Takagi-Sugeno tiene como finalidad representar un sistema de una forma más simple, tomando en
cuenta las no linealidades del sistema, es decir, es otra forma de representar modelos no lineales
con las mismas características de un sistema no lineal pero relativamente sencillo de manipular
para realizar control, dado que es considerado como un modelo lineal, al que diversas herramientas
desarrolladas para sistemas lineales pudiesen ser aplicadas.

Estos sistemas son modelos matemáticos con una forma especial, con la característica que repre-
sentan de manera exacta o aproximada una gran variedad de sistemas no lineales [Lendek et al.,
2011]. Los sistemas Takagi-Sugeno se basan en reglas difusas IF-THEN, los cuales representan
relaciones locales lineales de entrada y salida de un sistema no lineal. La principal característica
de un modelo T-S es expresar la dinámica local de cada implicación difusa (regla) por un modelo
afín o lineal, válido localmente en una región correspondiente. El modelo difuso global se consi-
gue mediante una combinación de los modelos locales lineales. La regla antecedente particiona un
conjunto de variables del modelo en conjuntos difusos. El consecuente, cada regla es una expresión
matemática. La i-ésima regla se puede describir como:

z1 es Zi
1 y . . . , y zp es Zi

p, entonces y = Fi(z)
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donde el vector z contiene p componentes, zj, j = 1, 2, . . . , p, y se utiliza como un vector de
las variables del antecedente. A estas variables también se les llama variables de programación y
son las que determinan el grado con el cual están activas las reglas. Mientras que los conjuntos
Zi
j, j = 1, 2, . . . , p, i = 1, 2, . . . ,m, dondem es el número de reglas y son llamados conjuntos difusos.

El valor que toma la variable de programación z se determina por la función de pertenencia
ωij : R → [0, 1] que asigna a cada objeto un grado de pertenencia entre el rango de 0 y 1. La
función de pertenencia de la regla es calculada como el producto de las funciones de ponderación
que corresponden al conjunto difuso en la regla, es decir:

ωi(z) =
p∏
j=1

ωij(zj) (2.5)

El valor verdadero obtenido se normaliza mediante la expresión:

ωi(z) = ϕi(z)∑m
j=1 ϕi(z) (2.6)

asumiendo que ∑m
i=1 ϕi 6= 0, entonces existe por lo menos alguna regla que tiene un valor verdadero

más grande que cero, gracias a alguna combinación producida por las variables de programación.
La función ωi(z), i = 1, 2, . . . ,m se denota como una función de pertenencia normalizada, es decir,
ωi(z) ≥ 0 y ∑m

i=1 ωi(z) = 1.

La salida de la i-ésima regla es el valor dado por el vector consecuente de la función Fi, y usualmen-
te depende de las variables programadas; y es la salida del modelo, calculado como la combinación
ponderada de la salida de las reglas. Usando ωi(z), la salida del modelo es expresada en función
de z como:

y =
m∑
i=1

ωi(z)Fi(z) (2.7)

2.5.1. Modelado de sistemas Takagi-Sugeno
Existen varios enfoques que se pueden utilizar para obtener una representación difusa o una apro-
ximación de un sistema no lineal dado. Entre estos enfoques se encuentran, el enfoque del sector
lineal, este enfoque se emplea para obtener un modelo Takagi-Sugeno que sea una representación
difusa exacta de un sistema no lineal dado, siempre y cuando el modelo no lineal se encuentre
dentro de los límites con los que se generó el modelo Takagi-Sugeno. Utilizando el método descrito
en [Tanaka and Wang, 2001] se puede construir un modelo difuso Takagi-Sugeno de forma tal que
tanto el sistema no lineal como su derivada sean aproximados. Otros métodos que se aproximan a
un sistema no lineal dado son la linealización dinámica [Johansen et al., 2000], que de hecho es una
expansión de la serie Taylor en varios puntos operativos, o el método desarrollado por [Kiriakidis,
2007].
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En esta sección, se presentan a detalle dos de los métodos anteriores para obtener una representa-
ción Takagi-Sugeno de un sistema no lineal dado.

a) El enfoque del sector no lineal

b) El enfoque de linealización

2.5.1.1. Por el enfoque del sector no lineal

El enfoque del sector no lineal ha sido bien descrito por [Ohtake et al., 2001]. Este enfoque es uno
de los enfoques más utilizados para construir modelos Takagi-Sugeno para el diseño de controla-
dores difusos, ya que se puede obtener una representación difusa exacta de un sistema no lineal,
dado por un conjunto compacto del espacio de estado [Lendek et al., 2011].

El método se desarrolló originalmente para sistemas no lineales de la forma:

ẋ = fm (x, u)x+ gm (x, u)u
y = hm (x, u)x

(2.8)

En la expresión anterior. fm, gm, hm son funciones no lineales suaves, x ∈ Rnx es el vector de es-
tados, u ∈ Rnu es le vector de entrada, y y ∈ Rny es el vector de variables medidas. Los elementos
de las funciones matriciales fm, gm y hm se suponen están restringidos. Además, en general, se
supone que todas las variables se definen en un conjunto compacto.

El enfoque del sector no lineal es presentado de una forma más general como se muestra a conti-
nuación:

ẋ = fm (x, u)x+ gm (x, u)u+ a(x, u)
y = hm (x, u)x+ c(x, u)

(2.9)

con las mismas suposiciones en fm, gm, hm, y las variables como en la ecuación (2.8) y además,
con a y c funciones vectoriales no lineales suaves.

Las variables de programación son elegidas como zj (·)
[
nlj, nlj

]
, j = 1, 2, . . . , p, donde zj repre-

senta el término no lineal o función diferenciable definido en un conjunto compacto. nlj y nlj es el
mínimo y el máximo respectivamente de zj. Entonces, para cada zj, dos funciones de ponderación
son construidas como:

ηj0 (·) = nlj − zj (·)
nlj − nlj

ηj1 (·) = 1− ηj0 j = 1, 2, . . . , p (2.10)

Se considera que ambas funciones de ponderación son normalizadas, es decir, ηj0 (·) ≥ 0, ηj1 (·) ≥ 0
y ηj0 + ηj1 = 1, para cualquier valor de zj. Además, zj puede ser expresado como zj = nljη

j
0 (zj) +

nljη
j
1 (zj), es decir la suma ponderada de los extremos.
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Los conjuntos difusos correspondientes a ambas funciones de ponderación son definidas en
[
nlj, nlj

]
,

es decir, el dominio donde zj tomó esos valores. Estos conjuntos difusos se indican a continuación
por Zj

o y Z
j

1.

Las reglas del sistema Takagi-Sugeno son construidas tal que todos los términos zj, j = 1, 2, . . . , p
son tomados en cuenta, es decir, las reglas tienen la forma:

Regla del modelo i:
Si z1 es Zi

1 y . . . y zp es Zi
p entonces:

ẋ = Aix+Biu+ ai

y = Cix+ ci

donde Zi
j, i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , p pueden ser ya sea Zj

0 o Z
j
1 y ai, ci son los sesgos del modelo

local. En consecuencia, el sistema Takagi-Sugeno consiste en m = 2p reglas.

La función de pertenencia de la regla es calculada como el producto de las funciones de pon-
deración que corresponden al conjunto difuso en la regla, es decir:

ωi(z) =
p∏
j=1

ωij(zj) (2.11)

donde ωij(zj) es, ya sea ηj0(zj) o ηj1(zj), dependiendo cuál función de ponderación es usada en la
regla. Gracias a la construcción de las funciones de ponderación, el resultado de las funciones de
pertenencias son normalizadas, es decir, ωi(z) ≥ 0 y ∑m

i=1 ωi(z) = 1.

Las matrices Ai, Bi, Ci y los vectores ai y y ci se construyen mediante la sustitución de los elemen-
tos correspondientes a las funciones de ponderación utilizadas en la regla i, es decir, nlj, para ηj0
y nlj para ηj1, respectivamente, en las matrices y vectores fm, gm, hm, ai y ci.

Entonces usando las funciones de pertenencia dadas por la ecuación (2.11), el sistema no lineal (2.9)
es exactamente representado por el modelo difuso Takagi-Sugeno que se muestra a continuación:

ẋ =
m∑
i=1

ωi(z) (Aix+Bu+ ai)

y =
m∑
i=1

ωi(z) (Cix+ ci)
(2.12)

2.5.1.2. Por el enfoque de linealización

El enfoque por linealización es una expansión de series de Taylor en diferentes puntos representa-
tivos, los cuales pueden ser o no pueden ser puntos de equilibrio. Por linealización en cada uno de
estos puntos, una aproximación lineal puede ser obtenida [Lendek et al., 2011].
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Considerando el sistema dinámico no lineal:
ẋ = f(x, u)
y = h(x)

(2.13)

donde x ∈ Rnu es el vector de variables de estado, y ∈ Rny es el vector de variables medidas,
u ∈ Rnu es el vector de entrada, y f y h son funciones no lineales suaves.

El objetivo es obtener una aproximación del sistema no lineal como un conjunto de m reglas de la
forma:
Regla del modelo i:

Si z1 es Zi
1 y . . . y zp es Zi

p entonces

ẋ = Aix+Biu+ ai

y = Cix+ ci
(2.14)

o equivalentemente, a un modelo Takagi-Sugeno de la forma:

ẋ =
m∑
i=1

ωi(z) (Aix+Biu+ ai)

y =
m∑
i=1

ωi(z) (Cix+ ci)
(2.15)

donde Ai, Bi, Ci, ai y ci son las matrices y sesgos de los modelos locales lineales, z es el vec-
tor de programación que determina cuales de las reglas están activas en un momento dado, y
ωi(z), i = 1, 2, . . . ,m son funciones de pertenencias normalizadas.

El primer paso es decidir qué variables describen las no linealidades, es decir, qué variables debe-
rían ser las variables de programación. Esto significa que z es una selección de entradas, estados y
salidas. Como segundo paso es decidir el número de puntos de linealización z(0;i), i = 1, 2, . . . ,m que
son elegidos, junto con una partición del espacio en el que se definen las variables, y las funciones
de pertenencia correspondientes ωi(zj), i = 1, 2, . . . ,m.

Al aumentar el número de puntos de aproximación, la exactitud en la aproximación de los modelos
difusos aumenta. Sin embargo, al aumentar el número de los puntos de linealización, los costos
computacionales también aumentan. Finalmente las matrices son obtenidas como:

Ai = ∂f

∂x


z0,i,0

Bi = ∂f

∂u


z0,i,0

Ci = ∂h

∂x


z0,i,0

(2.16)

donde |z0,i,0 indica la evaluación de las derivadas parciales en el valor correspondiente de zo,i para
las variables de estado y de la entrada, que son las variables programadas y 0 corresponde a las
variables que no están en z. Generalmente la linealización no es hecha en los puntos de equilibrio,
los términos afines deben ser agregados como:

ai = f(x, u)|z0,i,0 − (Aix)|z0,i,0 − (Biu)|z0,i,0

ci = h(x)|z0,i,0 − (Cix)|z0,i,0
(2.17)
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2.5.2. Propiedades de los sistemas Takagi-Sugeno
Estabilidad de los sistemas Takagi-Sugeno

En el desarrollo de análisis de estabilidad, diseño de observadores y controladores de sistemas
Takagi-Sugeno, se utilizan las desigualdades lineales matriciales para facilitar el diseño. La esta-
bilidad de modelo Takagi-Sugeno se garantiza usando el método directo de Lyapunov. La función
comúnmente usada es la representación cuadrática, presentada a continuación:

V (x(t)) = x(t)TPx(t) (2.18)

con P = P T > 0.

Si es usada una función de Lyapunov, se habla de “estabilidad cuadrática”. Cuando un sistema
es cuadráticamente estable, implica que el sistema es estable. Sin embargo, lo contrario no es ne-
cesariamente cierto. Por lo tanto, las condiciones de estabilidad obtenidas usando la función de
Lyapunov (2.18) son más que suficientes para garantizar estabilidad, es decir, si las condiciones
LMI fallan no se puede decir nada directamente acerca de la estabilidad o la inestabilidad del
modelo Takagi-Sugeno.

Considere un sistema Takagi-Sugeno autónomo o no forzado (u(t) = 0)

ẋ(t) =
m∑
i=1

ωi(z)Aix(t)

y(t) = Cx(t)
(2.19)

es cuadráticamente estable si la derivada de la función de Lyapunov (2.18) decrece y tiende a cero
cuando t→∞ en todas las trayectorias de x(t). La derivada de (2.18) a lo largo de las trayectorias
del modelo no forzado (2.19) es:

V̇ (t) =
(

m∑
i=1

ωi(z)Aix(t)
)T

Px(t) + xTP

(
m∑
i=1

ωi(z)Aix(t)
)

=
m∑
i=1

ωi(z)x(t)T (ATi P + PAi)x(t)
(2.20)

Recordando que ωi(z) ≥ 0, i = 1, 2, . . . ,m.

Si la siguiente LMI se verifica, entonces el sistema Takagi-Sugeno (2.19) es estable.

(ATi P + PAi) < 0 ∀i = 1, . . . ,m. (2.21)

Observabilidad en los sistemas Takagi-Sugeno

La observabilidad en sistemas Takagi-Sugeno es la propiedad de reconstruir el vector de esta-
dos, a partir de las entradas del sistema y de las salidas disponibles. Los sistemas Takagi-Sugeno
son sistemas no lineales y, por lo tanto, parece sencillo utilizar los criterios de observabilidad para
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sistemas no lineales. Sin embargo, dado que los observadores están diseñados de tal manera que
cada regla tiene una ganancia local, se requiere que los modelos locales sean observables en lugar
del sistema no lineal completo [Lendek et al., 2011].

Para el diseño se supone implícitamente que los modelos locales, es decir, los pares (Ai, Ci), i =
1, 2, . . . ,m, son observables.

rank




C
CAi
...

CAn−1
i


 = n, ∀i = 1, . . . ,m. (2.22)

donde n es la dimensión del vector de estados del sistema.
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CAPÍTULO 3

Modelado Takagi-Sugeno del sistema
glucosa-insulina

Anteriormente se describieron dos modelos matemáticos que representan al sistema glucosa-insulina
de una persona sana, en este capítulo se aborda la representación matemática del sistema glucosa-
insulina de un paciente con DM-1.

En la sección 3.1 se presenta el modelo no lineal del sistema glucosa-insulina de un paciente con
DM-1, se muestra la nomenclatura del modelo y un diagrama esquemático para comprender el fun-
cionamiento del sistema. Se desarrolla la obtención del modelo Takagi-Sugeno a partir del modelo
no lineal y se muestra la simulación de comparación entre las dos representaciones.

En la sección 3.2 se presenta un nuevo modelo con cambio de variables. Este cambio de variables se
introduce para adaptar el modelo a nuestro objetivo de control, este es el modelo que se utilizó para
el diseño del observador funcional dinámico generalizado. Se presenta el desarrollo de la obtención
de la representación Takagi-Sugeno del modelo con cambio de variables. Por último se muestra la
validación del modelo Takagi-Sugeno, comparando su respuesta con el modelo no lineal.

3.1. Modelo no lineal del sistema glucosa-insulina de un paciente con
DM-1

En este trabajo de investigación nos enfocamos en la diabetes tipo 1. Realizando una búsqueda
en la literatura existente se encontró en [Fisher, 1991] un modelo matemático que representa a un
paciente con DM-1. El modelo consta de un solo compartimiento de glucosa, mientras se supone
que la insulina plasmática actúa a través de un compartimiento remoto para influir la captación
neta de glucosa, para un mejor entendimiento se presenta el diagrama esquemático de la Figura 3.1.

Bergman y otros autores afirman que entre los modelos estudiados satisfacen ciertos criterios de
validación, este modelo tiene el número mínimo de parámetros. Aunque todavía se clasifica como
un modelo muy simple de la dinámica de la interacción de la glucosa-insulina en sangre, este
modelo aún conserva cierta compatibilidad con hechos fisiológicos conocidos y se ha validado en
varios estudios clínicos de los 90’s, [Bergman et al., 1985], [Bergman et al., 1987], [Avogaro et al.,
1989].
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Figura 3.1: Representación esquemática del sistema glucosa-insulina de un paciente con DM-1.

Partiendo del modelo mínimo de Bergman que representa el sistema glucosa-insulina de un pa-
ciente sano, se tienen las siguientes ecuaciones:

dG(t)
dt

= − (p1 +X(t))G(t) + p1Gb G(0) = G0 (3.1)

dX(t)
dt

= −p2X(t) + p3(I(t)− Ib) X(0) = X0 (3.2)

dI(t)
dt

= −p4(G(t)− p5)+t−N [I(t)− Ib] I(0) = I0 (3.3)

La nomenclatura del modelo se encuentra detallada en la Tabla 2.1.

Para obtener el modelo que represente a un paciente con DM-1 se hacen ciertas adecuaciones. En
la ecuación (3.1) del modelo mínimo de Bergman se introdujo un término de infusión de glucosa
exógena D(t) (perturbación), que representa el efecto de la ingesta de glucosa resultante de una
comida. En la ecuación (3.3) del modelo mínimo de Bergman se elimina el término que modela el
estímulo sobre la producción de insulina dada por la concentración de glucosa, es decir el término
indicaba cuando el páncreas debía producir o dejar de segregar insulina y se añade un término de
infusión de insulina exógena U(t).
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El modelo resultante que describe al paciente con DM-1 es el siguiente:

Ġ(t) = − (p1 +X(t))G(t) + p1Gb +D(t) (3.4)
Ẋ(t) = −p2X(t) + p3(I(t)− Ib) (3.5)

İ(t) = −NI(t) + U(t)
VI

(3.6)

donde D(t) y U(t) son las tasas de infusión exógenas de glucosa e insulina, respectivamente. VI es
el volumen de distribución de insulina y N es la tasa de desaparición de insulina. Para los pacien-
tes diabéticos, el valor basal de la concentración de insulina en plasma Ib no es un valor natural,
sino que debe interpretarse como un valor objetivo para el programa de infusión de insulina. La
nomenclatura matemática se encuentra en la Tabla 2.1.

Este modelo fue el elegido dentro de la búsqueda bibliográfica para comprender el comportamiento
del sistema glucosa-insulina. En este trabajo de investigación se utilizó para comprender de dónde
provenía el modelo de un paciente con DM-1 y tomar en cuenta las consideraciones necesarias para
encontrar dicho modelo que describiera al paciente con DM-1.

3.1.1. Modelado Takagi-Sugeno del sistema glucosa-insulina de un pa-
ciente con DM-1

En está sección se realiza la construcción del modelo Takagi-Sugeno que representa a un paciente
con DM-1 mediante el enfoque del sector no lineal. Considerando el sistema dinámico no lineal
que se muestra en las ecuaciones diferenciales (3.4)-(3.6) y expresándolo en forma de espacio de
estados se tiene:

ẋ(t) = A(x(t))x(t) +Bu(t) +Dw(t) + ∆
y(t) = Cx(t)

(3.7)

donde:

x(t) =

G(t)
X(t)
I(t)

 , w(t) = D(t), A(x(t)) =

− (p1 +X(t)) 0 0
0 −p2 p3
0 0 −N

 ,

B =

 0
0
1
VI

 , ∆ =

 p1Gb

−p3Ib
0

 , D =

1
0
0

 y C =
[
1 0 0

]
.

(3.8)

Se identifica la no linealidad de nuestro sistema o también llamada variable de programación, en
este caso es la multiplicación de dos estados del sistema. Considerando ρ(t) = −(p1 + X(t)), se
obtiene la única no linealidad, por lo tanto tendremos m = 2p modelos locales y número de reglas
a construir, donde p son las no linealidades. En este caso en particular se obtendrán dos modelos
locales.

Usando el enfoque del sector no lineal, se sabe que ρ(t) varía en una región acotada ρ(t) =
[
nl nl

]
donde nl y nl son el límite inferior y superior de la variación de ρ(t). Se construyen las funciones
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de ponderación, para cada variable de programación se construyen dos funciones de ponderación
como se muestra a continuación:

η1
0 = nl − ρ(t)

nl − nl
(3.9)

η1
1 = 1− η1

0 (3.10)

Si ρ(t) = −(p1 + X(t)) ∈ [−0.05,−0.0433], estos valores fueron obtenidos de la dinámica de la
variable de programación ρ que se muestra en la Figura 3.4. La primera función de ponderación
es calculada de la siguiente manera:

η1
0 = −0.0433 + (p1 +X(t))

−0.0433 + 0.05

La segunda función de ponderación es:

η1
1 = 1− η1

0

Entonces, la variable de programación ρ(t) es representada como la suma de los pesos:

ρ(t) = −0.05η1
0ρ(t)− 0.0433η1

1ρ(t)

Por cada función de ponderación le corresponde un conjunto difuso denotado por M j

i , j = 1, 2, i =
0, 1. Con estos conjuntos difusos, se puede escribir el siguiente modelo Takagi-Sugeno con 21 = 2
reglas:

• Regla del modelo 1:
Si ρ es M1

0 entonces

ẋ(t) = A1x(t) +Bu(t) +Dw(t) + ∆
y(t) = Cx(t)

(3.11)

con A1 =

nl 0 0
0 −p2 p3
0 0 −N

 las matrices B, C, D y ∆ son constantes y están definidas en la

ecuación (3.8). La función de pertenencia de la regla es calculada como ω1(ρ(t)) = η1
0.

• Regla del modelo 2:
Si ρ es M1

1 entonces
ẋ(t) = A2x(t) +Bu(t) +Dw(t) + ∆
y(t) = Cx(t)

(3.12)

con A2 =

nl 0 0
0 −p2 p3
0 0 −N

 las matrices B, C, D y ∆ son constantes y están definidas en la

ecuación (3.8). La función de pertenencia de la regla es calculada como ω2(ρ(t)) = η1
1.
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Obteniendo la siguiente representación Takagi-Sugeno

ẋ(t) =
2∑
i=1

ωi(ρ)(Aix(t)) +Bu(t) +Dw(t) + ∆

y(t) = Cx(t)
(3.13)

las funciones de pertenencia ω1(ρ) y ω2(ρ), junto con las matrices A1 y A2 están definidas en (3.11)
y (3.12), respectivamente.

3.1.2. Simulación 1. Modelo Takagi-Sugeno del sistema glucosa-insulina
de un paciente con DM-1

Objetivo de la simulación: El objetivo de esta simulación es demostrar que el sistema Takagi-
Sugeno desarrollado tiene la misma dinámica que el modelo no lineal a pesar de la perturbación
por ingesta de alimentos.

Para llevar a cabo la simulación se hicieron ciertas consideraciones, los parámetros utilizados fueron
tomados de la literatura [De Gaetano et al., 2003], mostrados en la Tabla 3.1.

Tabla 3.1: Parámetros del modelo no lineal del sistema glucosa-insulina de un paciente con DM-1.

Parámetro Valor Unidades Definición
Gb 81 [mg/dL] Valor basal de la concentración de glucosa
Ib 2.5 [mU/dL] Valor basal de la concentración de insulina
p1 0.05 [min−1] Tasa constante independiente de la insulina

en la absorción de glucosa en los tejidos
p2 0.1 [min−1] Tasa constante que expresa la disminución de

la capacidad de absorción de glucosa en los
tejidos

p3 0.00065 [ dL
mU

min2] Tasa de aumento en la capacidad de absor-
ción de glucosa en los tejidos

N 5/54 [min−1] Tasa de desaparición de insulina en la sangre
VI 120 [dL] Volumen de distribución de la insulina
B 15, 19, 18 [g] Cantidad de carbohidratos ingeridos en el

desayuno, comida y cena
drate 0.05 [dL] Tasa de descomposición de la perturbación

de comida

Se utilizó un paso de integración fijo de 0.001, la simulación tuvo una duración de 1440 min que es
lo equivalente a un día. La simulación se realizó en Simulink de Matlab R2015b y las condiciones
iniciales de ambos sistema fueron x(0) = [287 mg/dL, 0 min−1, 0 mU/dL]. Se consideró una señal
de infusión de insulina exógena constante, que fue calculada como U(t) = NVIIb. En este caso
la entrada de insulina exógena tomó un valor constante de U(t) = 27.7778 mU/dL, lo que hace
alusión a un paciente con suministro de insulina exógena (véase Figura 3.2).
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Figura 3.2: Señal de insulina exógena U(t).

En esta simulación se consideró la ingesta de alimentos en el transcurso de un día, a modo de
perturbación. La ecuación dinámica que representa dicha perturbación se muestra a continuación:

D(t) = Be−drate·t (3.14)

donde B es la cantidad de carbohidratos ingeridos y drate es una constante que indica la tasa en
que decae la glucosa.
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Figura 3.3: Perturbación por ingesta de alimentos en el transcurso del día.

En la Figura 3.3 se muestra la perturbación aplicada al sistema, esta perturbación representa tres
comidas en el transcurso del día (desayuno, comida, cena). La primera ingesta de alimentos se
realizó en el minuto 420 donde se simula que el paciente ingirió un durazno, en el minuto 720 el
paciente ingirió una tortilla de papa frita y en el minuto 1140 el paciente comió 200 gramos de
leche desnatada.
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En la Figura 3.4 se muestra la dinámica de la variable de programación (ρ), se sabe que es la no
linealidad del sistema y que varía en una región acotada. En esta figura se aprecia la región en
que varía la variable de programación. Esta variable de programación tiene un valor mínimo y un
valor máximo que se necesita para llevar a cabo la representación Takagi-Sugeno por el enfoque
del sector no lineal.
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Figura 3.4: Dinámica de la variable de programación ρ.

En la Figura 3.5 se muestran las funciones de pertenencia del modelo Takagi-Sugeno obtenidas.
En esta gráfica se puede apreciar que la interpolación de modelos soló se da en un instante de
tiempo y no continuamente. Esto se debe a que la variable de programación ρ depende del estado
X(t), el cual presenta valores cercanos a cero al tratarse de un paciente con DM-1 que donde su
producción de insulina es nula.
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Figura 3.5: Funciones de pertenencia del sistema Takagi-Sugeno.
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En la Figura 3.6 se muestra la comparación de la concentración de glucosa en la sangre del siste-
ma no lineal y el sistema Takagi-Sugeno. Se aprecia que el modelo Takagi-Sugeno tiene la misma
dinámica a pesar de la perturbación por ingesta de alimentos no planeados.
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Figura 3.6: Concentración de glucosa en la sangre G(t).

En la Figura 3.7 se muestra la comparación de la concentración de insulina en la sangre del siste-
ma no lineal y el sistema Takagi-Sugeno. Se aprecia que el modelo Takagi-Sugeno tiene la misma
dinámica que el modelo no lineal.
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Figura 3.7: Concentración de insulina en la sangre I(t).

En la Figura 3.8 se muestra la comparación del efecto de la insulina activa del sistema no lineal
y el sistema Takagi-Sugeno. Se aprecia que el modelo Takagi-Sugeno tiene la misma dinámica que
el modelo no lineal.
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Figura 3.8: Efecto de la insulina activa.

En esta simulación se realizó la validación del modelo Takagi-Sugeno desarrollado en este trabajo de
investigación. Se muestra el comportamiento de las variables del sistema. Además, esta simulación
fue de utilidad para entender el efecto de los carbohidratos en los niveles de glucosa en un paciente
con DM-1. De esta prueba se puede concluir que el sistema Takagi-Sugeno del modelo no lineal
del sistema glucosa-insulina de un paciente con DM-1, representa de forma exacta al modelo no
lineal, siempre y cuando el modelo no lineal se encuentre en los límites con los que se formó la
representación Takagi-Sugeno.

3.2. Modelo con cambio de variables del sistema glucosa-insulina de
un paciente con DM-1

Anteriormente se introdujo el modelo matemático que representa a un paciente diabético tipo
1, ecuaciones (3.4)-(3.6). El modelo del sistema glucosa-insulina que se muestra a continuación
presentado en [De Gaetano et al., 2003] es una modificación del modelo mínimo de Bergman que
también representa el sistema glucosa-insulina de un paciente con DM-1, soló que con un cambio
de variables. Este cambio de variables favorece el enfoque de control que se pretende aplicar.

En particular, mientras se consideren individuos diabéticos graves, en la ecuación (3.3) del modelo
mínimo se elimina el término variable en el tiempo que modela el estímulo sobre la producción de
insulina, dada por la concentración de glucosa y se añade un término de infusión de insulina exógena
U(t). En la ecuación (3.1) se introduce un término de infusión de glucosa D(t) (perturbación), que
representa el efecto de la ingesta de glucosa resultante de una comida. El modelo resultante es el
siguiente:

Ġ∆(t) = −p1G∆(t)−X(t) [G∆(t) +Gb] +D(t) (3.15)
Ẋ(t) = −p2X(t) + p3I∆(t) (3.16)

İ∆(t) = −N [I∆(t) + Ib] + U(t)
VI

(3.17)
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Se utiliza la misma nomenclatura que en el modelo mínimo de Bergman (ver Tabla 2.1), excepto
que G∆ e I∆ representan las diferencias de la concentración de glucosa en plasma y la concentración
de insulina en plasma de sus valores basales Gb e Ib es decir, G(t) = Gb+G∆ e I(t) = Ib+I∆. Cabe
resaltar que para los pacientes diabéticos, el valor basal de la concentración de insulina en plasma
Ib no es un valor natural, sino que debe interpretarse como un valor objetivo para el programa de
infusión de insulina.

Un comportamiento deseable del sistema glucosa-insulina para pacientes con DM-1 es que la con-
centración de glucosa en la sangre G(t) se encuentre cercano al valor de glucosa basal Gb, mientras
que para la concentración de insulina en la sangre I(t) se busca que sus valores se encuentren
cerca del valor de insulina basal Ib. Es por ello que, en el modelo de cambio de variables, al ser
un modelo de diferencias, y perseguir el objetivo de que estas diferencias se encuentren cercanas a
cero, se adapta al objetivo de regulación, que se realizará mediante el GDFO.

3.2.1. Modelado Takagi-Sugeno del modelo con cambio de variables
del sistema glucosa-insulina de un paciente con DM-1

En está sección se realiza la representación Takagi-Sugeno del modelo con cambio de variables
del sistema glucosa-insulina de un paciente con DM-1 mediante el enfoque del sector no lineal.
Considerando el sistema dinámico no lineal que se muestra en las ecuaciones (3.15)-(3.17) se lleva
a cabo la siguiente representación en espacio de estados:

ẋ(t) = A(x(t))x(t) +Bu(t) +Dw(t) + ∆
y(t) = Cx(t)

(3.18)

donde:

x(t) =

G∆(t)
X(t)
I∆(t)

 , w(t) = D(t), A(x(t)) =

−p1 −(G∆ +Gb) 0
0 −p2 p3
0 0 −N

 ,

B =

 0
0
1
VI

 , ∆ =

 0
0
−NIb

 , D =

1
0
0

 y C =
[
1 0 0

]
.

(3.19)

Se identifica la no linealidad del sistema o también llamada variable de programación, en este
caso es la multiplicación de dos estados ρ(t) = − (G∆(t) +Gb), al tener una sola no linealidad se
tendrán m = 2p modelos locales donde p es el número de no linealidades. En este caso se obtendrán
dos modelos locales.

Usando el enfoque del sector no lineal, se sabe que ρ(t) varía en una región acotada ρ(t) =
[
nl nl

]
donde nl y nl son el límite inferior y superior de la variación de ρ(t). Se construyen las funciones de
ponderación, para cada variable de programación se obtienen dos funciones de ponderación como
se muestra a continuación:

η1
0 = nl − ρ(t)

nl − nl
(3.20)

η1
1 = 1− η1

0 (3.21)
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Si ρ(t) = −(G∆ + Gb) ∈ [−220.6741,−81], estos valores fueron obtenidos de la dinámica de la
variable de programación ρ que se muestra en la Figura 3.10. La primera función de ponderación
es calculada de la siguiente manera:

η1
0 = −81 + (G∆ +Gb)

−81 + 220.6741
La segunda función de ponderación es:

η1
1 = 1− η1

0

Entonces, la variable de programación ρ(t) es representada como la suma de los pesos:

ρ(t) = −220.6741η1
0(ρ(t))− 81η1

1(ρ(t))

Por cada función de ponderación le corresponde un conjunto difuso denotado por M j

i , j = 1, . . . , p,
i = 0, 1. Con estos conjuntos difusos, se puede escribir el siguiente modelo Takagi-Sugeno con
21 = 2 reglas:
• Regla del modelo 1:

Si ρ es M1
0 entonces

ẋ(t) = A1x(t) +Bu(t) +Dw(t) + ∆
y(t) = Cx(t)

(3.22)

con A1 =

−p1 nl 0
0 −p2 p3
0 0 −N

 las matrices B, C, D y ∆ están definidas en la ecuación (3.19).

La función de pertenencia de la regla es calculada como ω1(ρ(t)) = η1
0.

• Regla del modelo 2:
Si ρ es M1

1 entonces
ẋ(t) = A2x(t) +Bu(t) +Dw(t) + ∆
y(t) = Cx(t)

(3.23)

con A2 =

−p1 nl 0
0 −p2 p3
0 0 −N

 las matrices B, C, D y ∆ están definidas en la ecuación (3.19).

La función de pertenencia de la regla es calculada como ω2(ρ(t)) = η1
1.

El sistema Takagi-Sugeno se puede escribir de una manera más general, como se muestra a conti-
nuación:

ẋ(t) =
2∑
i=1

ωi(ρ)(Aix(t)) +Bu(t) +Dw(t) + ∆

y(t) = Cx(t)
(3.24)

donde A1 =

−p1 nl 0
0 −p2 p3
0 0 −N

 , A2 =

−p1 nl 0
0 −p2 p3
0 0 −N

 , las matrices B, C, D y ∆ están definidas

en la ecuación (3.19).
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3.2.2. Simulación 2. Modelo Takagi-Sugeno del modelo con cambio de
variables del sistema glucosa-insulina de un paciente con DM-1

Objetivo de la simulación: El objetivo de esta simulación es mostrar el comportamiento del modelo
Takagi-Sugeno con cambio de variables del sistema glucosa-insulina de un paciente con DM-1.
Demostrar que a pesar del cambio de variables se siguen teniendo las concentraciones de glucosa
e insulina en el modelo. Además de demostrar que el comportamiento del sistema Takagi-Sugeno
obtenido es el mismo que el sistema no lineal aún en presencia de perturbaciones tales como la
ingesta de alimentos.

Para llevar a cabo esta simulación de utilizaron los parámetros de la Tabla 3.1. Se utilizó un
paso de integración fijo de 0.001, el tiempo de duración de la simulación fue de 1440 min que
simula un día completo. La simulación se realizó en un software de apoyo, Simulink de Matlab
R2015b. Las condiciones iniciales de ambos modelos fueron x(0) = [0 mg/dL, 0 min−1, 0 mU/dL].

Se consideró una señal de infusión de insulina exógena constante, que fue calculada como
U(t) = NVIIb. En este caso la entrada de insulina exógena tomó un valor constante de U(t) =
27.7778 mU/dL, lo que hace alusión a un paciente con un suministro de insulina exógena. En la
Figura 3.2 se muestra la insulina exógena suministrada al sistema glucosa-insulina de un paciente
con DM-1. Para ver el comportamiento del modelo ante perturbaciones, se simuló la ingesta de
alimentos en el transcurso de un día que se muestra en la Figura 3.9.
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Figura 3.9: Perturbación por ingesta de alimentos en el transcurso del día.

En la Figura 3.10 se muestra la dinámica de la variable de programación ρ(t), se sabe que es la
no linealidad del sistema y que varía en una región acotada. En esta figura se aprecia la región en
la que varía la variable de programación. Esta variable de programación tiene un valor mínimo y
un valor máximo que se necesita para llevar acabo la representación Takagi-Sugeno por el enfoque
del sector no lineal.
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Figura 3.10: Variable de programación (ρ).

En la Figura 3.11 se muestran las funciones de pertenencia del sistema Takagi-Sugeno desarro-
llado. En este caso la variable programada ρ(t) depende de la variación de G∆(t), la cual se ve
directamente afectada por la perturbación debida a la ingesta de alimentos, es por ello que en la
Figura 3.11 se puede apreciar la interpolación de los dos submodelos a lo largo del tiempo.
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Figura 3.11: Funciones de pertenencia del modelo Takagi-Sugeno (ω1 y ω2).

Al ser un modelo con cambio de variables, para poder obtener las concentraciones de glucosa e
insulina en la sangre se tomó en cuenta la siguiente relación: G(t) = Gb+G∆(t) y I(t) = Ib+I∆(t).
De esta forma se obtienen las gráficas presentadas en esta sección.
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En la Figura 3.12 se muestra la comparación del nivel de concentración de glucosa en la sangre
G(t) del modelo no lineal y del modelo Takagi-Sugeno del modelo con cambio de variables que
representa el sistema glucosa-insulina de un paciente con DM-1 ante la perturbación por ingesta
de alimentos. En este caso se consideró una ley de control constante. Debido a esto, los niveles de
glucosa no son tan altos, pero suponiendo el peor caso donde el páncreas no produce insulina los
niveles de glucosa se elevarían hasta caer en un estado hiperglucémico. Es por eso que se necesita
diseñar un controlador para evitar entrar en los estados hiperglucémicos o hipoglucémicos.

0 200 400 600 800 1000 1200 1400

Tiempo (min)

50

100

150

200

250

300

N
iv

e
l 
d
e
 g

lu
c
o
s
a
 (

m
g
/d

L
)

Concentración de glucosa en la sangre modelo no lineal

Concentración de glucosa en la sangre modelo Takagi-Sugeno

Límite superior (hiperglucemia)

Límite inferior (hipoglucemia)

Figura 3.12: Concentración de glucosa en la sangre G(t).

En la Figura 3.13 se muestra la dinámica del efecto de la insulina activa X(t), se aprecia que toma
valores pequeños, esto se debe a la sensibilidad de la insulina que está expresada en una relación
SI = p3

p2
, cuando p3 toma valores pequeños el efecto de la insulina activa incrementa. Cuando se

menciona sensibilidad de la insulina se refiere al grado hasta el cual las células del cuerpo responden
a la insulina y absorben glucosa de la sangre.
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Figura 3.13: Efecto de la insulina activa X(t).
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En la Figura 3.14 se muestra comparación de la concentración de insulina en la sangre I(t) del
modelo no lineal y del modelo Takagi-Sugeno del modelo con cambio de variables que representa
el sistema glucosa-insulina de un paciente con DM-1. Es importante recalcar que el caso de un
paciente con DM-1 no de debería existir concentración de insulina en el sistema, pero en este caso
se aprecia que existe concentración de insulina, esto se debe al suministro de insulina desde una
fuente exógena.
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Figura 3.14: Concentración de insulina en la sangre I(t).

Al llevar acabo esta simulación se realizó la validación del modelo Takagi-Sugeno con cambio de
variables del sistema glucosa-insulina de un paciente con DM-1, desarrollado en este trabajo de
investigación. Concluyendo que el sistema Takagi-Sugeno obtenido representa de forma exacta al
modelo no lineal, siempre y cuando el modelo no lineal se encuentre en los límites con los que se
formó la representación Takagi-Sugeno.
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CAPÍTULO 4

Diseño de observadores aplicados al sistema
glucosa-insulina

En este capítulo se presenta el diseño del GDO utilizado para estimar los estados que no se en-
cuentran disponibles para su medición. También se presenta el diseño del GDFO. Se presentan las
condiciones necesarias y suficientes para la existencia de ambos observadores.

En la sección 4.1 se presenta el diseño del GDO para la estimación de variables de estado x(t).
Este observador presenta una estructura más general que los observadores dinámicos existentes,
el PO y el PIO. Se presentan las condiciones suficientes y necesarias para la existencia de este
observador. Se muestra la parametrización del observador y el análisis de estabilidad basada en
LMI’s. También se proporciona un algoritmo donde se presentan los pasos a seguir para diseñar el
GDO.

En la sección 4.2 se presenta el diseño del GDFO para la estimación de una función lineal. Se
presentan las condiciones suficientes y necesarias para la existencia de este observador. Se mues-
tra la parametrización del observador y el análisis de estabilidad basada en LMI’s. También se
proporciona un algoritmo donde se presentan los pasos a seguir para diseñar el GDFO. Al final
de esta sección se presenta el caso particular del PFO obtenido a partir de la estructura del GDFO.

En la sección 4.3 se presenta el cálculo de la ganancia L que estabilice al sistema glucosa-insulina
de un paciente con DM-1.

Es importante hacer notar que la estructura del observador GDO está enfocada a la estimación de
variables de estado de sistemas con la representación Takagi-Sugeno, mientras que el observador
GDFO está orientado a la estimación de una función lineal, en el caso del sistema glucosa-insulina,
la función estimada por el GDFO será considerada como una ley de control para la regulación del
sistema.
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4.1. Diseño del observador dinámico generalizado para la estimación
de estados del sistema glucosa-insulina

En esta sección se presenta el diseño del observador dinámico generalizado (GDO, por sus siglas
en inglés Generalized Dynamic Observer) para un sistema con representación tipo Takagi-Sugeno.
Se presentan las condiciones necesarias y suficientes para el diseño de este tipo de observador. Este
tipo de observador es una alternativa para la estimación de los estados, presenta una estructura más
general que los observadores dinámicos existentes, como el observador proporcional (PO, por sus
siglas en inglés, Proportional Observer) y el observador proporcional-integral (PIO, por sus siglas
en inglés, Proportional-Integral Observer) que pueden ser considerados como casos particulares.

4.1.1. Planteamiento del problema
Considerando un sistema de la siguiente forma:

ẋ(t) =
m∑
i=1

ωi(ρ) (Aix(t)) +Bu(t) + ∆

y(t) =Cx(t)
(4.1)

donde x(t) ∈ Rn representa el vector de estados del sistema, u(t) ∈ Rm es el vector de entrada y
y(t) ∈ Rp es el vector de salidas medidas.

Para que exista un observador de este tipo, primero se verifica la condición de observabilidad
para sistemas tipo Takagi-Sugeno. La observabilidad es una prueba para saber si a partir de los
estados disponibles y las salidas del sistema pueden estimar los estados no medibles del sistema.
La condición de observabilidad para el sistema Takagi-Sugeno (4.1) se muestra a continuación:

rank




C
CAi
...

CAn−1
i


 = n, ∀i = 1, . . . ,m. (4.2)

Si se cumple la condición de observabilidad entonces existe un GDO como se muestra a continua-
ción:

ζ̇(t) =
m∑
i=1

ωi(ρ) (Niζ(t) +Hiν(t) + Fiy(t) + Ju(t))

ν̇(t) =
m∑
i=1

ωi(ρ) (Siζ(t) + Liν(t) +Miy(t))

x̂(t) = Pζ(t) +Qy(t)

(4.3)

donde ζ(t) ∈ Rq0 representa el vector de estados del observador, ν(t) ∈ Rq1 es un vector auxiliar
y x̂ ∈ Rn es la estimación de x(t). Las matrices Ni, Hi, Fi, J, Si, Li,Mi, P y Q son matrices cono-
cidas de dimensiones apropiadas que son determinadas tal que x̂(t) converja asintóticamente a x(t).
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Dado que T ∈ Rq0×n y considerando el error transformado ε(t) = ζ(t)−Tx(t), entonces la derivada
del error transformado es:

ε̇(t) = ζ̇(t)− T ẋ(t) (4.4)

ε̇(t) =
m∑
i=1

ωi(ρ) (Niε(t) +Hiν(t) + (NiT + FiC − TAi)x(t) + (J − TB)u(t)) (4.5)

Usando la definición de ε(t) reescribimos ν(t) y x̂(t) de la ecuación (4.3), quedando:

ν̇(t) =
m∑
i=1

ωi(ρ) (Siε(t) + (SiT +MiC)x(t) + Liν(t)) (4.6)

x̂(t) = Pε(t) + (PT +QC)x(t) (4.7)

Si las siguientes consideraciones son verificadas:

a) NiT + FiC − TAi = 0

b) J = TB

c) SiT +MiC = 0

d) PT +QC = In

entonces se obtiene la siguiente dinámica de error a partir de las ecuaciones (4.5) y (4.6):[
ε̇(t)
ν̇(t)

]
︸ ︷︷ ︸
ϕ̇(t)

=
m∑
i=1

ωi(ρ)
[
Ni Hi

Si Li

]
︸ ︷︷ ︸

Ai

[
ε(t)
ν(t)

]
︸ ︷︷ ︸
ϕ̇(t)

(4.8)

considerando la ecuación (4.7) se obtiene

x̂(t)− x(t) = ex(t) = Pε(t) (4.9)

en este caso si la matriz Ai es estable ∀i = 1, . . . ,m, entonces ĺım
t→∞

ex(t) = 0.

4.1.2. Parametrización de las matrices del observador
Antes de dar la solución al problema de diseño del GDO, se presenta la parametrización de las
matrices del observador con base en las soluciones de las consideraciones algebraicas a)-d) de la
sección 4.1.1.

El siguiente lema muestra la forma general de las matrices T , K, Ni, Fi, Si, Mi, P y Q.

Lema 1: Considere una matriz E de rango fila completo, tal que la matriz Σ =
[
E
C

]
sea de rango

columna completo, la solución general a las consideraciones algebraicas a)-d) de la sección 4.1.1
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está dada por:

T = T1 − ZT2 (4.10)
K = K1 − ZK2 (4.11)
Ni = N1,i − ZN2,i − Y1,iN3 (4.12)
Fi = F1,i − ZF2,i − Y1,iF3 (4.13)
Si = −Y2,iN3 (4.14)
Mi = −Y2,iF3 (4.15)
P = P1 − Y3N3 (4.16)
Q = Q1 − Y3F3 (4.17)

donde P1 = Σ+
[
Iq0
0

]
, Q1 = Σ+

[
K
Ip

]
, Z, Y1,i, Y2,i y Y3 son matrices arbitrarias de dimensiones

apropiadas.

Prueba: Considerando una matriz arbitraria E ∈ Rq0×n de rango de fila completa tal que la matriz

Σ =
[
E
C

]
sea de rango de columna completa y una matriz Ω =

[
In
C

]
.

Tomando las consideraciones c) y d) de la sección 4.1.1 pueden escribirse como:[
Si Mi

P Q

] [
T
C

]
=
[

0
In

]
(4.18)

La condición necesaria y suficiente para que la ecuación (4.18) tenga una solución es:

rank

[
T
C

]
= rank


T
C
0
In

 = n (4.19)

Desde que el rank
[
T
C

]
= n, existen dos matrices T ∈ Rq0×n y K ∈ Rq0×p tal que T +KC = E, lo

cual puede ser reescrito como: [
T K

]
Ω = E (4.20)

si el rank(Ω) = rank

[
Ω
E

]
, entonces la solución general de la ecuación (4.20) está dada por:

[
T K

]
= EΩ+ − Z

(
In+p − ΩΩ+

)
(4.21)

pudiéndose expresar como:

T = T1 − ZT2 (4.22)
K = K1 − ZK2 (4.23)
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donde T1 = EΩ+
[
In
0

]
, T2 = (In+p − ΩΩ+)

[
In
0

]
, K1 = EΩ+

[
0
Ip

]
, K2 = (In+p − ΩΩ+)

[
0
Ip

]
y Z son

matrices arbitrarias de dimensiones apropiadas.

Insertando la equivalencia de la matriz T de la ecuación (4.22) en la consideración a) se obtiene:

NiE + K̃iC = TAi (4.24)

donde K̃i = Fi −NiK. La ecuación (4.24) puede reescribirse como:[
Ni K̃i

]
Σ = TAi (4.25)

La solución general de la ecuación (4.25) está dada por:[
Ni K̃i

]
= TAiΣ+ − Y1,i

(
In+p − ΣΣ+

)
(4.26)

donde Y1,i son matrices arbitrarias de dimensiones apropiadas. Reemplazando la matriz T de la
ecuación (4.22) en (4.26) se obtiene:

Ni = N1,i − ZN2.i − Y1,iN3 (4.27)

K̃i = K̃1,i − ZK̃2,i − Y1,iK̃3 (4.28)

donde N1,i = T1AiΣ+
[
Iq0
0

]
, N2,i = T2AiΣ+

[
Iq0
0

]
, N3 = (Iq0+p − ΣΣ+)

[
Iq0
0

]
, K̃1,i = TAiΣ+

[
0
Ip

]
,

K̃2,i = T2AiΣ+
[

0
Ip

]
, K̃3 = (Iq0+p − ΣΣ+)

[
0
Ip

]
y Z es una matriz arbitraria.

De la ecuación (4.24) se puede determinar la estructura de la matriz Fi como, Fi = K̃i +NiK, que
puede ser reescrita como:

Fi = F1,i − ZF2,i − Y1,iF3 (4.29)

donde F1,i = T1AiΣ+
[
K
Ip

]
, F2,i = T2AiΣ+

[
K
Ip

]
y F3 = (Iq0+p − ΣΣ+)

[
K
Ip

]
.

Por otro lado, a partir de la ecuación (4.20) obtenemos:[
T
C

]
=
[
Iq0 −K
0 Ip

]
Σ (4.30)

insertando la ecuación (4.30) en (4.18) se tiene:[
Si Mi

P Q

] [
Iq0 −K
0 Ip

]
Σ =

[
0
In

]
(4.31)

la solución general de (4.31) está dada por:[
Si Mi

P Q

]
=
([

0
In

]
Σ+ −

[
Y2,i
Y3

] (
Iq0+p − ΣΣ+

)) [Iq0 K
0 Ip

]
(4.32)
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donde
[
Iq0 −K
0 Ip

]−1

=
[
Iq0 K
0 Ip

]
, las matrices Y2,i y Y3 son arbitrarias de dimensiones apropiadas.

Descomponiendo la ecuación (4.32) las matrices Si,Mi, P y Q pueden ser determinadas como:

Si = −Y2,iN3 (4.33)

Mi = −Y2,iF3 (4.34)

P = P1 − Y3N3 (4.35)

Q = Q1 − Y3F3 (4.36)

donde P1 = Σ+
[
Iq0
0

]
y Q1 = Σ+

[
K
Ip

]
.

Ahora, usando (4.27) y (4.33) la dinámica de error del observador de la ecuación (4.8) puede ser
reescrita como:

ϕ̇(t) =
m∑
i=1

ωi(ρ) ((Ai − YiA2)ϕ(t)) (4.37)

donde ϕ(t) =
[
ε(t)
ν(t)

]
, Ai =

[
N1,i − ZN2,i 0

0 0

]
, A2 =

[
N3 0
0 −Iq0

]
y Yi =

[
Y1,i Hi

Y2,i Li

]
. Cabe recalcar

que, hasta este punto las matrices N1,i, N2,i y N3 son matrices conocidas, mientras que Z, Y1,i,
Y2,i, Hi y Li son matrices desconocidas a determinar.

4.1.3. Análisis de estabilidad del observador
En esta sección se muestran las condiciones de estabilidad del observador en forma de desigualda-
des matriciales lineales partiendo de una función candidata de Lyapunov. El objetivo de la solución
de las desigualdades es encontrar las matrices Z y Yi tal que el sistema (4.37) sea asintóticamente
estable.

Teorema 1: Existe una matriz de parámetros Yi tal que el sistema (4.37) es asintóticamente

estable si existe una matriz X =
[
X1 X2
XT

2 X3

]
> 0 tal que la siguiente LMI es verificada

NT⊥
3

[
NT

1,iX1 −NT
2.iW

T +X1N1,i −WN2,i
]
NT⊥T

3 < 0 (4.38)

donde Z = X−1
1 W , usando el lema de eliminación propuesto en [Skelton et al., 1998] la matriz Yi

es parametrizada como:
Yi = X−1

(
−σBT +

√
σLΓ1/2

i

)T
(4.39)

donde L es cualquier matriz tal que ||L|| < 1 y σ > 0 es cualquier escalar tal que:

Γi = σBBT −Qi > 0 (4.40)
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con

Qi =
[
NT

1,iX1 −NT
2,iZ

TX1 +X1N1,i −X1ZN2,i NT
1,iX2 −NT

2,iZ
TX2

XT
2 N1,i −XT

2 ZN2,i 0

]
y B =

[
−NT

3 0
0 Iq0

]
(4.41)

Demostración: Considerando una función candidata de Lyapunov como:

V (ϕ(t)) = ϕ(t)TXϕ(t) > 0 (4.42)

con X =
[
X1 X2
XT

2 X3

]
> 0. Su derivada a lo largo de la trayectoria de (4.37) está dada por:

V̇ (ϕ(t)) =
m∑
i=1

ωi(ρ)ϕ(t)T [(Ai − YiA2)T X + (Ai − YiA2)]ϕ(t) < 0 (4.43)

la desigualdad V̇ (ϕ(t)) < 0 es válido para todo ϕ(t) 6= 0 si:
m∑
i=1

ωi(ρ)
[
(Ai − YiA2)T X +X (Ai − YiA2)

]
< 0 (4.44)

que puede reescribirse como:
m∑
i=1

ωi(ρ)
(
BXi + (BXi)T +Qi

)
< 0 (4.45)

donde B = −AT
2 , Qi = AT

i X +XAi y Xi = YT
i X.

De acuerdo al lema de eliminación existe una matriz Xi que satisface (4.45) si se cumple la si-
guiente condición:

B⊥QiB⊥T < 0 (4.46)

con B⊥ =
[
−NT⊥

3 0
]
y Qi definida en (4.41). Considerando las matrices B y Qi se obtiene la

desigualdad (4.38). Si (4.46) es verificada, entonces la matriz Yi se obtiene como en (4.39). �

Algoritmo 1:

1. Elegir una matriz E ∈ Rq0×n tal que la matriz Σ sea de rango de columna completo.

2. Calcular las matrices N1,i, N2,i, N3, T1, T2, K1, K2, P1 y Q1, definidas en la sección 4.1.2.

3. Resolver la LMI de la ecuación (4.38) para encontrar las matrices X y Z.

4. Elegir una matriz L, tal que ||L|| < 1 y un escalar σ > 1 tal que Γi > 0, entonces determinar
la matriz Yi como en la ecuación (4.39).

5. Calcular el resto de las matrices del GDO (4.3), usando (4.27) para calcular Ni, (4.39) para
calcular Hi y Li, (4.33)-(4.36) para calcular Si, Mi, P y Q tomando la matriz Y3 = 0. Fi está
dada en (4.29) y matriz J esta dada por la condición b) de la sección 4.1.1.
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4.2. Diseño del observador funcional dinámico generalizado para la
estimación de una ley de control que regule al sistema glucosa-
insulina

En esta sección se presenta el diseño del GDFO para un sistema con representación tipo Takagi-
Sugeno. Se presentan las condiciones necesarias y suficientes para diseñar este tipo de observador,
el cual es aplicado al sistema glucosa-insulina con el objetivo de encontrar una ley de control ade-
cuada para el suministro de insulina exógena para regular el nivel de glucosa en la sangre de un
paciente con DM-1. Este tipo de observador presenta una estructura más general que el PFO, que
es considerado como un caso particular.

En la Figura 4.1 se muestra un esquemático de como se estimará dicha ley de control, también se
puede apreciar como el observador hace la función de controlador y proporciona la ley de control
que regula al sistema glucosa-insulina.

Figura 4.1: Diagrama general del observador funcional dinámico generalizado para la estimación
de una ley de control.

4.2.1. Planteamiento del problema
Considerando un sistema de la siguiente forma:

ẋ(t) =
m∑
i=1

ωi(ρ) (Aix(t)) +Bu(t) + ∆

y(t) =Cx(t)
z(t) =Lx(t)

(4.47)

donde x(t) ∈ Rn representa el vector de estados del sistema, u(t) ∈ Rm es el vector de entrada,
y(t) ∈ Rp es el vector de salidas medidas y z(t) es la función lineal que se desea estimar.
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Para que exista un observador de este tipo primero se verifica la condición de observabilidad fun-
cional de cada uno de los modelos locales.

La observabilidad funcional es una prueba de si las funciones lineales de los estados de un sis-
tema pueden estimarse por el conocimiento de las salidas y entradas del sistema [Fernando et al.,
2010]. La condición de observabilidad funcional para el sistema Takagi-Sugeno (4.47) se muestra
a continuación:

1. rank


LAi
CAi
C
L

 = rank

CAiC
L



2. rank

sL− LAiCAi
C

 = rank

CAiC
L

 donde s ∈ C

Si se cumple esta condición, entonces existe un observador funcional dinámico generalizado como
se muestra en las siguientes ecuaciones:

ζ̇(t) =
m∑
i=1

ωi(ρ) (Niζ(t) +Hiν(t) + Fiy(t)) + Ju(t) + T∆

ν̇(t) =
m∑
i=1

ωi(ρ) (Siζ(t) +Giν(t) +Miy(t))

ẑ(t) =Pζ(t) +Qy(t)

(4.48)

donde ζ(t) ∈ Rq0 representa el vector de estados del observador, ν(t) ∈ Rq1 es un vector auxiliar
y ẑ ∈ Rn es la estimación de z(t). Las matrices Ni, Hi, Fi, J, Si, Gi,Mi, P y Q son matrices cono-
cidas de dimensiones apropiadas que son determinadas tal que ẑ(t) converja asintóticamente a z(t).

Dado que existe una matriz T ∈ Rq0×n y considerando el error transformado ε(t) = ζ(t)− Tx(t),
entonces la derivada del error transformado es:

ε̇(t) = ζ̇(t)− T ẋ(t) (4.49)

ε̇(t) =
m∑
i=1

ωi(ρ) (Niε(t) +Hiν(t) + (NiT + FiC − TAi)x(t)) + (J − TB)u(t) (4.50)

Usando la definición de ε(t) reescribimos ν(t) y ẑ(t) de la ecuación (4.48), quedando:

ν̇(t) =
m∑
i=1

ωi(ρ) (Siε(t) + (SiT +MiC)x(t) +Giν(t)) (4.51)

ẑ(t) = Pε(t) + (PT +QC)x(t) (4.52)
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Si las siguientes consideraciones son verificadas:

a) NiT + FiC − TAi = 0

b) J = TB

c) SiT +MiC = 0

d) PT +QC = L

entonces se obtiene la siguiente dinámica de error del observador a partir de las ecuaciones (4.51)
y (4.50). [

ε̇(t)
ν̇(t)

]
︸ ︷︷ ︸
ϕ̇(t)

=
m∑
i=1

ωi(ρ)
[
Ni Hi

Si Gi

]
︸ ︷︷ ︸

Ai

[
ε(t)
ν(t)

]
︸ ︷︷ ︸
ϕ̇(t)

(4.53)

considerando la ecuación (4.52) se obtiene

ẑ(t)− z(t) = ez(t) = Pε(t) (4.54)

en este caso si la matriz Ai es estable ∀i = 1, . . . ,m, entonces ĺım
t→∞

ez(t) = 0.

4.2.2. Parametrización de las matrices del observador
La parametrización completa del GDFO no se muestra debido a que es muy similar a la presentada
en la sección 4.1.2. Utilizando las matrices Ni y Si presentadas en el Lema 1 de la sección 4.1.2,
la dinámica del error del observador (4.53) se puede reescribir como:

ϕ̇(t) =
m∑
i=1

ωi(ρ) ((Ai − YiA2)ϕ(t)) (4.55)

donde ϕ(t) =
[
ε(t)
ν(t)

]
, Ai =

[
N1,i − ZN2,i 0

0 0

]
, A2 =

[
N3 0
0 −Iq0

]
y Yi =

[
Y1,i Hi

Y2,i Gi

]
.

Cabe recalcar que, hasta este punto las matrices N1,i, N2,i y N3 son matrices conocidas, mientras
que Z, Y1,i, Y2,i, Hi y Gi son matrices desconocidas a determinar.

4.2.3. Análisis de estabilidad del observador
En esta sección se muestran las condiciones de estabilidad del observador en forma de desigualda-
des matriciales lineales partiendo de una función candidata de Lyapunov. El objetivo de la solución
de las desigualdades es encontrar las matrices Z y Yi tal que el sistema (4.55) sea asintóticamente
estable.
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Teorema 2: Existe una matriz de parámetros Yi tal que el sistema (4.55) es asintóticamente

estable si existe una matriz X =
[
X1 X2
XT

2 X3

]
> 0 tal que la siguiente LMI es verificada

NT⊥
3

[
NT

1,iX1 −NT
2.iW

T +X1N1,i −WN2,i
]
NT⊥T

3 < 0 (4.56)

donde Z = X−1
1 W , usando el lema de eliminación propuesto en [Skelton et al., 1998] la matriz Yi

es parametrizada como:
Yi = X−1

(
−σBT +

√
σLΓ1/2

i

)T
(4.57)

donde L es cualquier matriz tal que ||L|| < 1 y σ > 0 es cualquier escalar tal que:

Γi = σBBT −Qi > 0 (4.58)

con

Qi =
[
NT

1,iX1 −NT
2,iZ

TX1 +X1N1,i −X1ZN2,i NT
1,iX2 −NT

2,iZ
TX2

XT
2 N1,i −XT

2 ZN2,i 0

]
y B =

[
−NT

3 0
0 Iq0

]
.

(4.59)
En este caso se omite la demostración del Teorema 2, ya que una vez obtenida la ecuación de la
dinámica del error parametrizada, como se muestra en la ecuación (4.55), siguiendo la demostra-
ción del Teorema 1 es posible extrapolarlo para comprobar lo planteado en el Teorema 2.

Algoritmo 2:

1. Elegir una matriz E ∈ Rq0×n tal que la matriz Σ sea de rango de columna completa.

2. Calcular las matrices N1,i, N2,i, N3, T1, T2, K1, K2, P1 y Q1 definidas en la sección 4.1.2.

3. Resolver la LMI de la ecuación (4.56) para encontrar las matrices X y Z.

4. Elegir una matriz L, tal que ||L|| < 1 y un escalar σ > 1 tal que Γi > 0, entonces determinar
la matriz Yi como en la ecuación (4.57).

5. Calcular el resto de las matrices del GDFO (4.48), usando (4.12) para calcular Ni, (4.57)
para calcular Hi y Li, (4.14)-(4.17) para calcular Si, Mi, P y Q tomando la matriz Y3 = 0.
Fi está dada en (4.13) y matriz J esta dada por la condición b) de la sección 4.1.1.

4.2.4. Caso particular
Considerando un sistema de la siguiente forma:

ẋ(t) =
m∑
i=1

ωi(ρ) (Aix(t)) +Bu(t) + ∆

y(t) =Cx(t)
z(t) =Lx(t)

(4.60)

Miguel Agustín Flores Martínez 59



CENIDET CAPÍTULO 4

donde x(t) ∈ Rn representa el vector de estados del sistema, u(t) ∈ Rm es el vector de entrada,
y(t) ∈ Rp es el vector de salidas medidas y z(t) es la función lineal que se desea estimar.

Suponiendo que se cumple la condición de observabilidad funcional presentado en la sección 4.2.1.
Realizando las siguientes consideraciones en la estructura del GDFO, las matrices Si = 0, Mi = 0
y Gi = 0. Se obtiene la siguiente estructura para el observador funcional proporcional (PFO):

ζ̇(t) =
m∑
i=1

ωi(ρ) (Niζ(t) + Fiy(t)) + Ju(t) + T∆

ẑ(t) = Pζ(t) +Qy(t)
(4.61)

donde ζ(t) ∈ Rq0 representa el vector de estados del observador y ẑ ∈ Rn es la estimación de
z(t). Las matrices Ni, Hi, Fi, J, P y Q son matrices conocidas de dimensiones apropiadas que son
determinadas tal que ẑ(t) converja asintóticamente a z(t).

Dado que existe una matriz T ∈ Rq0×n y considerando el error transformado ε(t) = ζ(t)− Tx(t),
entonces la derivada del error transformado es:

ε̇(t) = ζ̇(t)− T ẋ(t) (4.62)

ε̇(t) =
m∑
i=1

ωi(ρ) (Niε(t) + (NiT + FiC − TAi)x(t)) + (J − TB)u(t) (4.63)

reescribiendo a ẑ(t):
ẑ(t) = Pε(t) + (PT +QC)x(t) (4.64)

Si las siguientes consideraciones son verificadas:

a) NiT + FiC − TAi = 0

b) J = TB

c) PT +QC = L

entonces se obtiene la siguiente dinámica de error del observador

ε̇(t) =
m∑
i=1

ωi(ρ)(Niε(t)) (4.65)

De (4.64) se obtiene:
ẑ(t) = z(t) = ez(t) = Pε(t) (4.66)

en este caso si la matriz Ni es estable ∀i = 1, . . . ,m entonces:

ĺım
t→∞

ez(t) = 0

60 Miguel Agustín Flores Martínez



CENIDET CAPÍTULO 4

Parametrización de las matrices del obsevador

La parametrización del PFO no se muestra debido a que es muy similar a la presentada en la
sección 4.1.2. Utilizando la matriz Ni presentada en el Lema 1 de la sección 4.1.2, la dinámica del
error del observador (4.61) se puede reescribir como:

ε̇(t) =
(
Ãi − ỸiÃ2

)
ε(t) (4.67)

donde Ãi =
[
N1,i − ZN2,i

]
, Ã2 = −N3 y Ỹi = Y1,i.

Análisis de estabilidad

Hasta este punto el problema de diseño del observador es encontrar matrices Z y Yi tal que el
sistema (4.67) sea asintóticamente estable. El análisis del PFO se resuelve aplicando el Teorema
2 al sistema descrito en (4.67), considerando las matrices

Qi =
[
NT

1,iX −NT
2,iZ

TX +XN1,i −XZN2,i
]

y B =
[
−NT

3

]
(4.68)

para encontrar la matriz Yi resolviendo la siguiente LMI:

NT⊥
3

[
NT

1,iX −NT
2.iW

T +XN1,i −WN2,i
]
NT⊥T

3 < 0 (4.69)

donde X = XT > 0 y Z = X−1W .

4.3. Determinación de la función lineal

En este apartado se explica la obtención de la función lineal del observador que permitirá regular
al sistema glucosa-insulina.

Considerando el siguiente sistema:

ẋ(t) =
m∑
i=1

ωi(ρ)(Aix(t)) +Bu(t) (4.70)

y(t) = Cx(t) (4.71)

y una ley de control por retroalimentación de estados de la forma:

u(t) = −Kx(t) (4.72)

se obtiene la siguiente expresión en lazo cerrado:

ẋ(t) =
m∑
i=1

ωi(ρ)(Ai −BK)x(t) (4.73)

Para determinar el valor de K tal que (Ai−BK), ∀i = 1 . . . ,m sean estables, se utilizó el análisis
de estabilidad basado en Lyapunov.
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Proponiendo una función candidata de Lyapunov

V (t) = x(t)TPx(t) > 0 (4.74)

con P = P T > 0. Cuya derivada esta dada por:

V̇ (t) = ẋ(t)TPx(t) + x(t)TPẋ(t) < 0 (4.75)

sustituyendo la ecuación (4.73) en (4.75) se tiene:

V̇ (t) =
m∑
i=1

ωi(ρ)
(
x(t)T

(
(Ai −BK)TP + P (Ai −BK)

)
x(t)

)
(4.76)

que es equivalente a

ATi P −KTBTP + PAi − PBK < 0 (4.77)
debido a la bilinealidad en la desigualdad se premultiplica y postmultiplica por P−1 quedando:

P−1
(
ATi P −KTBTP + PAi −BK

)
P−1 < 0 (4.78)

si R = P−1 podemos obtener

RATi −RKTBT + AiR−BKR < 0 (4.79)

ahora, considerando la agrupación S = KR, se obtiene la siguiente desigualdad matricial:

RATi − STBT + AiR−BS < 0 (4.80)

Al resolver la LMI (4.80) podremos encontrar una matriz K que permitirá estabilizar los i modelos
locales, y por consecuente estabilizar el modelo interpolado Takagi-Sugeno. Sin embargo, uno de
los inconvenientes del modelo glucosa-insulina de las ecuaciones (3.15)-(3.17), es que esta matriz
K además de estabilizar el sistema, se debe tener en cuenta la forma en que se realiza dicha esta-
bilización.

Se sabe que el comportamiento de la ley de control en cuestión está determinada por la colocación
de polos del término (Ai −BK), por lo que para poder determinar la colocación de polos en los i
modelos se propone el uso de una región LMI, en lo subsecuente denominada D. Esta región D es
determinada como un circulo con centro en (−q, 0) y de radio r. Los valores de q y r determinan
la región D en la cual son ubicados los valores propios de cada término (Ai −BK).

La desigualdad (4.80) expresada en función de la región D puede ser escrita como:(
−rR ΘT

i + qR
Θi + qR −rR

)
< 0

donde Θi = AiR−BS, R = P−1 y S = KR.

Una vez que se obtiene una sola matriz K que tiene los polos de los i términos (Ai−BK) colocados
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en una región circular determinada, como se muestra en la Figura 4.2. Podemos considerar que
L = −K para continuar con el diseño del observador funcional.

Figura 4.2: Ubicación de polos mediante una región LMI circular.
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CAPÍTULO 5

Resultados de simulación

En este capítulo se presenta el resultado que se obtuvo al realizar la simulación del GDO, utilizado
para estimar los estado del sistema glucosa-insulina y el resultado de la simulación del GDFO,
utilizado para la estimación de una ley de control que regule al sistema glucosa-insulina.

En la sección 5.1 se presenta el resultado de la simulación del GDO para la estimación de variables
del sistema glucosa-insulina. El objetivo de esta sección es demostrar el correcto funcionamiento
del GDO para la estimación de los estados del sistema aún ante la presencia de una perturbación
por ingesta de alimentos. Además de destacar que este observador presenta una estructura más
general que los observadores dinámicos existentes, el PO y el PIO.

En la sección 5.2 se presenta el resultado de la simulación del GDFO para la estimación de una ley
de control mal condicionada que regula al sistema glucosa-insulina. En esta sección se realiza una
comparación con el caso particular, el PFO, con el objetivo de demostrar que el GDFO presenta
un mejor desempeño a pesar de la presencia de una perturbación por la ingesta de alimentos.

En la sección 5.3 se presenta el resultado de la simulación del GDFO para la estimación de una
función lineal, la función estimada por el GDFO será considerada una ley de control idónea que
regula al sistema glucosa-insulina. En esta sección se realiza una comparación con el caso particular,
el PFO, con el objetivo de demostrar que el GDFO muestra un mejor desempeño a pesar de la
presencia de una perturbación por la ingesta de alimentos.

5.1. Simulación 3. Estimación de los estados del sistema glucosa-insulina
a partir del observador dinámico generalizado con perturbación
en el sistema

Objetivo de la simulación: El objetivo de esta simulación es demostrar el correcto funcionamiento
del GDO para estimar los estados del sistema glucosa insulina de un paciente con DM-1. Demos-
trar que a pesar de la perturbación por ingesta de alimentos el GDO es capaz de estimar los estados.

En esta simulación se consideró el modelo Takagi-Sugeno del sistema glucosa-insulina de un pa-
ciente con DM-1 de la ecuación (3.13) está dado por la siguiente representación:
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ẋ(t) =
2∑
i=1

ωi(ρ) (Aix(t)) +Bu(t) +Dw(t) + ∆

y(t) = Cx(t)
(5.1)

donde x(t) =

G(t)
X(t)
I(t)

 , u(t) = U(t), w(t) = D(t), A1 =

−0.0415 0 0
0 −0.1 0.0006
0 0 −0.0926

 ,

A2 =

0 0 0
0 −0.1 0.0006
0 0 −0.0926

 , B =

 0
0

0.0083

 , D =

1
0
0

 , C =
[
1 0 0
0 1 0

]
y ∆ =

 4.05
−0.0016

0

 .
La nomenclatura se muestra en la Tabla 2.1, mientras que los parámetros están dados en la Tabla
3.1.

Las funciones de pertenencia están dadas por:

ω1(ρ) = η1
0 = 0 + ρ(t)

0 + 0.0415 , ω2(ρ) = η1
1 = 1− η1

0, donde ρ(t) = p1 +X(t). (5.2)

Para el cálculo de las matrices del GDO se considera el sistema libre de perturbación w(t) = 0. Se
elige una matriz E = I3, tal que el rank(Σ) = 3.

Considerando las matrices L = I8 × 0.1 y σ = 100 para resolver las LMI’s del Teorema 1
se obtuvieron las siguientes matrices para el observador (4.3):

N1 =

−51.1702 0 0
0 −51.1849 0.0003
0 −0.0446 −0.0926

 , S1 =

22.9947 0 0
0 22.9947 0
0 0.0147 0

 , F1 =

25.5644 0
0 25.5424
0 0.0223

 ,

N2 =

−51.1599 0 0
0 −51.1849 0.0003
0 −0.0446 −0.0926

 , S2 =

22.9947 0 0
0 22.9947 0
0 0.0147 0

 , F2 =

25.5799 0
0 25.5424
0 0.0223

 ,

H1 =

48.6276 2.638 2.638
2.6386 48.628 2.668
−2.5785 −2.549 26.627

 , H2 =

48.6256 2.636 2.636
2.6386 48.628 2.668
−2.5785 −2.549 26.627

 ,

L1 =

−95.3403 6.9794 6.9794
6.9783 −95.3414 6.9782
10.0345 10.0343 −92.2009

 , L2 =

−95.3397 6.98 6.98
6.9783 −95.3414 6.9782
10.0345 10.0343 −92.2009

 ,

M1 =

−11.4974 0
0 −11.4974
0 −0.0074

 ,M2 =

−11.4974 0
0 −11.4974
0 −0.0074

 , P =

0.5 0 0
0 0.5 0
0 0 1

 ,

Q =

0.75 0
0 0.75
0 0

 , J =

 0
0

0.0083

 y T =

0.5 0 0
0 0.5 0
0 0 1

 .
Para llevar a cabo la simulación se hicieron las siguientes consideraciones: se utilizó un paso de
integración fijo de 0.01, la simulación tuvo una duración de 1440 min que es lo equivalente a
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un día. La simulación se realizó en Simulink de Matlab R2015b y las condiciones iniciales de si-
mulación fueron x(0) = [100 mg/dL, 0 min−1, 0 mU/dL]T y para el GDO ζ(0) = [120, 0.25, 2]T ,
ν(0) = [0, 0, 0]T .

Se consideró una señal de infusión de insulina exógena constante, que fue calculada como U(t) =
NVIIb. En este caso la entrada de insulina exógena tomo un valor constante de u(t) = 27.7778 mU/dL,
lo que hace alusión a un paciente con suministro de insulina exógena (véase Figura 5.1).
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Figura 5.1: Señal de insulina exógena U(t).

En esta simulación se consideró la ingesta de alimentos en el transcurso de un día, a modo de
perturbación. En la Figura 5.2 se muestra la perturbación aplicada al sistema, esta perturbación
representa tres comidas en el transcurso del día (desayuno, comida, cena). La primera ingesta de
alimentos se realizó en el minuto 420 donde se simula que el paciente ingirió un durazno, en el
minuto 720 el paciente ingirió una tortilla de papa frita y en el minuto 1140 el paciente comió 200
gramos de leche desnatada.
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Figura 5.2: Perturbación por ingesta de alimentos en el transcurso del día.
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En la Figura 5.3, se muestra la concentración de glucosa en la sangre G(t) y su comportamiento
ante la perturbación, el estado estimado converge al real siendo sensible a dichas perturbaciones.
Se muestra un acercamiento en el cuál se aprecia que a pesar de la perturbación el observador
converge es capaz de estimar el estado.

0 200 400 600 800 1000 1200 1400

Tiempo (min)

50

100

150

200

250

300

350

N
iv

e
l 
d

e
 g

lu
c
o

s
a

 e
n

 s
a

n
g

re
 (

m
g

/d
L

)

Estimación de la concentración de glucosa en sangre con el GDO

Concentración de glucosa en sangre

Estimación de la concentración de glucosa en sangre

Límite para entrar a un estado hiperglucémico

Limite para entrar a un estado hipoglucémico

Nivel basal de la concentración de glucosa

450 550 650
0

100

200

Figura 5.3: Estimación de la concentración de glucosa en sangre G(t).

En la Figura 5.4 se muestra el efecto de la insulina activa X(t) y su estimación, el efecto de la
insulina activa X(t) toma valores pequeños, debido a la sensibilidad de la insulina, expresada en
una relación SI = p3

p2
, cuando p3 toma valores grandes el efecto de la insulina incrementa. Se

presenta un acercamiento, en el cuál se aprecia que el observador es sensible a la perturbación
aplicada al sistema, sin embargo, el observador estima correctamente el estado.
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Figura 5.4: Estimación del efecto de la insulina activa X(t).
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En la Figura 5.5 se muestra la concentración de insulina en la sangre I(t), es importante recalcar
que, en el caso de un paciente con diabetes tipo 1, el páncreas produce muy poca o nada de insulina.
En este caso tenemos concentración de insulina debido al suministro de insulina desde una fuente
exógena. También se presenta un acercamiento en el cuál se aprecia que el observador, a pesar de
la perturbación aplicada al sistema estima correctamente el estado del sistema.
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Figura 5.5: Estimación de concentración de insulina en sangre I(t).

En estos resultados de simulación hemos probado el desempeño del GDO para reconstruir las
señales no medidas en el sistema glucosa-insulina para un paciente con diabetes tipo 1. Es impor-
tante hacer notar que en este caso la cantidad de insulina exógena u(t) fue suministrada de forma
arbitraria.

5.2. Simulación 4. Estimación de una ley de control mal condicionada
a partir del observador funcional dinámico generalizado para la
regulación del nivel de glucosa de un paciente con DM-1

Objetivo de la simulación: El objetivo de esta simulación es demostrar que el GDFO es capaz de
estimar una ley de control para regular la concentración de glucosa en la sangre, ante la presencia
de una perturbación por ingesta de alimentos. Es decir, demostrar qué tan robusto es el observador
propuesto. Además de comparar el GDFO con el caso particular PFO para mostrar el desempeño
de ambos observadores.

En esta simulación se considero el sistema Takagi-Sugeno del modelo con cambio de variables
(3.24) está dado por la siguiente representación:

ẋ(t) =
2∑
i=1

ωi(ρ) (Aix(t)) +Bu(t) +Dw(t) + ∆

y(t) = Cx(t)
(5.3)
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donde

x(t) =

G∆(t)
X(t)
I∆(t)

 , u(t) = U(t), w(t) = D(t),

A1 =

−0.05 −220.6742 0
0 −0.1 0.0006
0 0 −0.0926

 , A2 =

−0.05 −81 0
0 −0.1 0.0006
0 0 −0.0926

 ,

B =

 0
0

0.0083

 , D =

1
0
0

 , C =
[
1 0 0

]
y ∆ =

 0
0

−0.2315


La nomenclatura del sistema se muestra en la Tabla 2.1, mientras que los parámetros están dados
en la Tabla 3.1.

Las funciones de pertenencia están dadas por:

ω1(ρ) = η1
0 = −81− ρ(t)
−81 + 220.6742 , ω2(ρ) = η1

1 = 1− η1
0, donde ρ(t) = −(G∆(t) +Gb). (5.4)

El objetivo de diseño del observador funcional es estimar una ley de control u(t) = −Kx(t) que
estabilice al sistema glucosa-insulina de un paciente con DM-1. En esta ocasión la matriz K es de-
terminada mediante una retroalimentación de estados. Esta ganancia es determinada de tal forma
que todos los polos del sistema Takagi-Sugeno en lazo cerrado se encuentren en una región LMI
circular determinada.

Definiendo una región LMI arbitraria ubicada con un centro en q = 0.3957 y un radio igual a
r = 0.49, sin tomar en cuenta la dinámica de la ley de control para la regulación del sistema
glucosa-insulina de un paciente con DM-1 se obtuvo la siguiente ganancia:

L = −K =
[
0.0036 −4.4196 −0.0101

]
× 104 (5.5)

Para el cálculo de las matrices del GDFO se considera el sistema libre de perturbación w(t) = 0.

Se elige una matriz E =

7 9 8
4 5 6
3 8 1

, tal que el rank(Σ) = 3.

Considerando las matrices L = ones7×6 × 0.1 y σ = 1000 para resolver las LMI’s del Teore-
ma 2 se obtuvieron las siguientes matrices para el observador (4.48):

N1 =

−2879.1 3682.8 935.1
231.8 −296.6 75.5
−506.1 647.5 163.9

 , S1 =

2272.2 −2906.3−739.8
−455.8 583 148.4
473.4 −605.5 −154.1

 ,

N2 =

−2883.3 3687.9 937.9
230 −294.3−74.9
−508.6 650.6 165.2

 , S2 =

2273.6 −2908.1−740.3
−455.1 582.1 148.2
474.8 −607.3 −154.6

 ,
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H1 =

10931 3002 2117
4016 5347 1365
3200 1482 4243

 , H2 =

10923 2994 2109
4011 5343 1361
3195 1476 4238



G1 =

−14788 382 647
−49 −13169 795
218 797 −12850

 , F1 =

191.0957
−15.3801
33.6035

 , M1 =

−150.7719
30.2435
−31.4091

 ,

G2 =

−14785 385 650
−48 −13168 797
221 800 −12846

 , F2 =

191.3372
−15.2619
33.7570

 , M2 =

−150.8658
30.1997
−31.5047

 ,

T =

0.0744 9 8
0 5 6

0.0249 8 1

 , P =
[
348.03 −3442.5 −7288.3

]
,

J =

0.0667
0.05

0.0083

 y Q =
[
−42.2898

]
.

Para tener un punto de referencia y demostrar que la estructura propuesta presenta un mejor
desempeño que otros observadores, se realizó el diseño y simulación del observador funcional pro-
porcional.

Caso particular, PFO.

Tomando el sistema Takagi-Sugeno del modelo con cambio de variables (3.24), considerando la
matriz L = −K =

[
0.0036 −4.4196 −0.0101

]
× 104, se elige una matriz E = I3 y σ = 10 con lo

que se obtienen las siguientes matrices para el PFO:

N1 =

−0.1473 −110.3370 −110.3370
0 −0.3201 0.2281
0 0.2296 −0.3222

 , N2 =

−0.1473 −40.5 40.5
0 −0.1808 0.0888
0 0.0843 −0.1769

 ,

F1 =

 0.2735
0.0005
−0.0005

 , F2 =

 0.1312
0.0002
−0.0002

 , J =

 0
0.0083
0.0083

 ,
Q =

[
10.9361

]
y P =

[
1.3 −4415.7 4383.4

]
.

Para llevar a cabo la simulación se hicieron ciertas consideraciones, se utilizó un paso de integra-
ción fijo de 0.01, la simulación tuvo una duración de 1440 min que es lo equivalente a un día.
La simulación se realizó en Simulink de Matlab R2015b y las condiciones iniciales de simulación
fueron para el GDFO ζ(0) = [0, 0, 0]T , ν(0) = [0, 0, 0]T , para el PFO ζ(0) = [0, 0, 0]T y para el
sistema x(t) = [0, 0, 0]T .

Se considera una perturbación por ingesta de alimentos que se muestra en la Figura 5.2, de forma
que la dinámica de la variable de programación se encuentra en la Figura 5.6.
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Figura 5.6: Variable de programación (ρ).

En la Figura 5.7 se muestran las funciones de pertenencia tanto del sistema Takagi-Sugeno y de
los observadores GDFO y PFO.
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Figura 5.7: Funciones de pertenencia (ω1 y ω2).

En el modelo con cambio de variables se tienen las diferencias de concentraciones,G∆(t) = G(t)+Gb

e I∆(t) = I(t) + Ib, entonces para obtener las concentraciones de glucosa e insulina se realiza lo
siguiente G(t) = G∆(t) +Gb e I(t) = I∆(t) + Ib.

En la Figura 5.8 se muestra la concentración de glucosa nominal al considerar un paciente con
un suministro constante de insulina exógena de u(t) = 27.7778 mU/dL, es decir, en lazo abierto.
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También se muestran las concentraciones de glucosa obtenidas al cerrar el lazo de control utilizan-
do las leyes de control estimadas por el GDFO y el PFO.

En esta misma Figura 5.8, se presenta un acercamiento de la comparación de las concentraciones
de glucosa en lazo abierto y en lazo cerrado. En el acercamiento presentado se aprecia la dinámica
de las concentraciones a partir del minuto 400 hasta el minuto 550, donde se puede apreciar que
el sistema glucosa-insulina de un paciente con DM-1 regulado por el GDFO minimiza de mejor
manera a pesar de la presencia de la perturbación por ingesta de alimentos.
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Figura 5.8: Concentración de glucosa en sangreG(t) a partir de una ley de control mal condicionada.
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En la Figura 5.9 se muestra la concentración de insulina nominal, es decir, en lazo abierto, con-
siderando un suministro constante de insulina exógena. También se muestran las concentraciones
de insulina obtenidas al cerrar el lazo de control utilizando las leyes de control estimadas por el
GDFO y el PFO.

En esta misma Figura 5.9, se presenta un acercamiento de la comparación de las concentraciones
de insulina en lazo abierto y en lazo cerrado. En este acercamiento se muestra la dinámica de las
concentraciones a partir del minuto 400 hasta el minuto 550, donde se aprecia que la concentración
de insulina en sangre del sistema simulado con el GDFO como controlador es mayor que la del
sistema simulado con el PFO. En otras palabras el GDFO responde de mejor manera ante la
presencia de perturbaciones.
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Figura 5.9: Concentración de insulina en sangre I(t) a partir de una ley de control mal condicionada.
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En la Figura 5.10 se muestra el valor del suministro constante de insulina exógena, para el caso
nominal (lazo abierto) y la comparación de las leyes de control obtenidas por el GDFO y el PFO. En
esta figura se aprecia que a pesar de la presencia de la perturbación, el GDFO es capaz de estimar
una ley de control que minimiza de mejor manera a la perturbación por ingesta de alimentos.
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Figura 5.10: Comparación de las leyes de control obtenidas mediante el GDFO y el PFO.

Con estas simulaciones realizadas se concluye que se cumple el objetivo de la simulación. Se ha
demostrado que el observador es capaz de estimar una ley de control aún en presencia de perturba-
ciones tales como la ingesta de alimentos. Cabe mencionar que ambos observadores entregan una
ley de control poco adecuada para un paciente con DM-1, debido a que la concentración de insu-
lina varia bruscamente y esto puede ocasionar que el paciente entre en un estado hiperglucémico
o hipoglucémico. El GDFO proporciona una mejor ley de control que la estimada por el PFO, ya
que mínimiza en mayor proporción a la perturbación por la ingesta de alimentos.
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5.3. Simulación 5. Estimación de una ley control idónea a partir del
observador funcional dinámico generalizado para la regulación del
nivel de glucosa de un paciente con DM-1

Objetivo de la simulación: El objetivo de esta simulación es demostrar que el GDFO es capaz de
estimar una ley de control para regular la concentración de glucosa en la sangre, ante la presencia
de una perturbación por ingesta de alimentos. Es decir, demostrar qué tan robusto es el observador
propuesto. Además de comparar el GDFO con el caso particular PFO para mostrar el desempeño
de ambos observadores.

En esta simulación se considero el sistema Takagi-Sugeno del modelo con cambio de variables
(3.24) está dado por la siguiente representación:

ẋ(t) =
2∑
i=1

ωi(ρ) (Aix(t)) +Bu(t) +Dw(t) + ∆

y(t) = Cx(t)
(5.6)

donde
x(t) =

G∆(t)
X(t)
I∆(t)

 , u(t) = U(t), w(t) = D(t), A1 =

−0.05 −220.6742 0
0 −0.1 0.0006
0 0 −0.0926

 ,

A2 =

−0.05 −81 0
0 −0.1 0.0006
0 0 −0.0926

 , B =

 0
0

0.0083

 , D =

1
0
0

 , C =
[
1 0 0

]
y ∆ =

 0
0

−0.2315


La nomenclatura del sistema se muestra en la Tabla 2.1, mientras que los parámetros están dados
en la Tabla 3.1.

Las funciones de pertenencia están dadas por:

ω1(ρ) = η1
0 = −81− ρ(t)
−81 + 220.6742 , ω2(ρ) = η1

1 = 1− η1
0, donde ρ(t) = −(G∆(t) +Gb). (5.7)

El objetivo de diseño del observador funcional es estimar una ley de control u(t) = −Kx(t) que
estabilice al sistema glucosa-insulina de un paciente con DM-1. En este caso la matriz K es deter-
minada mediante una retroalimentación de estados.

Definiendo una región LMI ubicada con un centro en q = 0.28 y un radio igual r = 0.485, tomando
en cuenta la dinámica de la ley de control para la regulación del sistema se obtuvo la siguiente
ganancia:

L = −K =
[
0.0026 −4.4157 −0.0323

]
× 103 (5.8)

Cabe destacar que la localización de la región LMI se hizo a prueba y error buscando obtener una
ley de control suave y sin cambios bruscos adecuada para el simunistro de insulina exógena en
pacientes con DM-1 para la regulación de la concentración de glucosa en la sangre.
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Para el cálculo de las matrices del GDFO se considera el sistema libre de perturbación w(t) = 0.

Se elige una matriz E =

7 9 8
4 5 6
3 8 1

, tal que el rank(Σ) = 3.

Considerando las matrices L = ones7×6 × 0.1 y σ = 1000 para resolver las LMI’s del Teore-
ma 2 se obtuvieron las siguientes matrices para el observador (4.48):

N1 =

−2879.1 3682.8 935.1
231.8 −296.6 75.5
−506.1 647.5 163.9

 , S1 =

2272.2 −2906.3−739.8
−455.8 583 148.4
473.4 −605.5 −154.1

 , H1 =

10931 3002 2117
4016 5347 1365
3200 1482 4243

 ,

N2 =

−2883.3 3687.9 937.9
230 −294.3−74.9
−508.6 650.6 165.2

 , S2 =

2273.6 −2908.1−740.3
−455.1 582.1 148.2
474.8 −607.3 −154.6

 , H2 =

10923 2994 2109
4011 5343 1361
3195 1476 4238

 ,

G1 =

−14788 382 647
−49 −13169 795
218 797 −12850

 , F1 =

191.0957
−15.3801
33.6035

 , M1 =

−150.7719
30.2435
−31.4091

 , T =

0.0744 9 8
0 5 6

0.0249 8 1

 ,

G2 =

−14785 385 650
−48 −13168 797
221 800 −12846

 , F2 =

191.3372
−15.2619
33.7570

 , M2 =

−150.8658
30.1997
−31.5047

 , J =

0.0667
0.05

0.0083

 ,
P =

[
348.4749 −349.0377 −725.8512

]
y Q =

[
−5.2674

]
.

Para demostrar que la estructura propuesta presenta un mejor desempeño que otros observadores,
se realizó el diseño y simulación del observador funcional proporcional.

Caso particular, PFO.

Tomando el sistema Takagi-Sugeno del modelo con cambio de variable (3.24), considerando la
matriz L = −K =

[
0.0026 −4.4157 −0.0323

]
× 103, se elige una matriz E = I3 y σ = 10 se

obtienen las siguientes matrices para el PFO:

N1 =

−0.1473 −110.3370 −110.3370
0 −0.3201 0.2281
0 0.2296 −0.3222

 , N2 =

−0.1473 −40.5 40.5
0 −0.1808 0.0888
0 0.0843 −0.1769

 ,

F1 =

 0.2735
0.0005
−0.0005

 , F2 =

 0.1312
0.0002
−0.0002

 , J =

 0
0.0083
0.0083

 , Q =
[
10.9361

]
y P =

[
1.3−4415.7 4383.4

]
.

Para llevar acabo la simulación se hicieron ciertas consideraciones, se utilizó un paso de integración
fijo de 0.01, la simulación tuvo una duración de 1440 minutos que es lo equivalente a un día. La
simulación se realizó en Simulink de Matlab R2015b y las condiciones iniciales de simulación fueron
para el GDFO ζ(0) = [0, 0, 0]T , ν(t) = [0, 0, 0]T , para el PFO ζ(0) = [0, 0, 0]T y para el sistema
x(t) = [0, 0, 0]T .

Se considera una perturbación por ingesta de alimentos que se muestra en la Figura 5.2, de forma
que la dinámica de la variable de programación se encuentra en la Figura 5.6. En la Figura 5.7
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se muestran las funciones de pertenencia tanto del sistema Takagi-Sugeno y de los observadores
GDFO y PFO.

En el modelo con cambio de variables se tienen las diferencias de concentraciones,G∆(t) = G(t)+Gb

e I∆(t) = I(t) + Ib, entonces para obtener las concentraciones de glucosa e insulina se realiza lo
siguiente G(t) = G∆(t) +Gb e I(t) = I∆(t) + Ib.
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Figura 5.11: Concentración de glucosa en sangre G(t) a partir de la ley de control idónea.

En la Figura 5.11 se muestra la comparación de las concentraciones de glucosa en la sangre. En
lazo abierto, con un suministro constante de insulina exógena u(t) = 27778mU/dL y las concen-
traciones obtenidas al cerrar el lazo de control utilizando las leyes de control estimadas por el
GDFO y el PFO. En esta misma Figura 5.11, se presenta un acercamiento de la comparación de

78 Miguel Agustín Flores Martínez



CENIDET CAPÍTULO 5

las concentraciones de glucosa en lazo abierto y en lazo cerrado. En este acercamiento se puede ver
la dinámica de las concentraciones a partir del minuto 400 al minuto 550, donde se puede apreciar
que el sistema glucosa-insulina de un paciente con DM-1 regulado por el GDFO minimiza de mejor
manera a pesar de la presencia de la perturbación por ingesta de alimentos.

En la Figura 5.12 se muestra la concentración de insulina nominal, es decir, en lazo abierto, con-
siderando un suministro constante de insulina exógena. También se muestran las concentraciones
de insulina obtenidas al cerrar el lazo de control utilizando las leyes de control estimadas por el
GDFO y el PFO.
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Figura 5.12: Concentración de insulina en sangre I(t) a partir de la ley de control idónea.
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En esta misma Figura 5.12, se presenta un acercamiento de la comparación de las concentraciones
de insulina en lazo abierto y en lazo cerrado. En este acercamiento se muestra la dinámica de las
concentraciones a partir del minuto 400 hasta el minuto 550, donde se aprecia que la concentración
de insulina en sangre del sistema simulado con el GDFO como controlador es mayor que la del
sistema simulado con el PFO. En otras palabras el GDFO responde de mejor manera ante la
presencia de perturbaciones.
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Figura 5.13: Comparación de las leyes de control obtenidas mediante el GDFO y el PFO.

Con las simulaciones realizadas se concluye que se cumple el objetivo cada simulación. Se ha demos-
trado que el observador es capaz de estimar una ley de control aún en presencia de perturbaciones
tales como la ingesta de alimentos. Cabe mencionar que ambos observadores (GDFO y PFO) en-
tregan una ley de control adecuada para un paciente con DM-1, debido a que la concentración de
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insulina varía sin tener cambios bruscos en su dinámica lo cual es lo indicado para un paciente
con DM-1. El GDFO proporciona una mejor ley de control de mayor amplitud, pero que ante la
presencia de perturbaciones regula mejor el sistema.
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Conclusiones generales

Realizando la búsqueda bibliográfica sobre la diabetes mellitus, según datos estadísticos y de
acuerdo a la organización mundial de la salud la diabetes se ha convertido en una amenaza a nivel
mundial. La manera en que han incrementando el número de casos a nivel mundial ha llamado
la atención de muchos investigadores. Es por eso que se deben tomar precauciones y divulgar in-
formación sobre esta enfermedad para hacer conciencia en la sociedad de la dimensión del problema.

En este trabajo de tesis se presentaron dos de los modelos del sistema glucosa-insulina más utiliza-
dos en la literatura para el diseño de controladores y observadores. El modelo de Sorensen que está
compuesto de 19 ecuaciones diferenciales y el modelo mínimo de Bergman que esta compuesto por
tres ecuaciones diferenciales. Se describió a detalle cada modelo con la finalidad de demostrar que
ambos representan al sistema glucosa-insulina, pero dependiendo del objetivo de la investigación
es el modelo que se utiliza.

En la literatura existen diversos tipos de observadores y son identificados por el orden o por la
estructura que poseen. En este trabajo de investigación se presenta una clasificación de los obser-
vadores de estado. Se clasifican de acuerdo al orden del observador y de acuerdo a la estructura
que presentan. Esta clasificación es muy particular de este trabajo de investigación, el objetivo de
esta clasificación es señalar en que parte se está aportando con la estructura propuesta en este
trabajo de investigación.

El enfoque Takagi-Sugeno tiene como finalidad representar modelos no lineales de una manera
más simple. En este trabajo de investigación se representó el sistema no lineal del sistema glucosa-
insulina de un paciente con DM-1 mediante la técnica del sector no lineal en un sistema tipo
Takagi-Sugeno. De igual forma se obtuvo la representación Takagi-Sugeno del modelo con cambio
de variables del sistema glucosa-insulina de un paciente con DM-1 mediante la técnica del sector
no lineal. Se utilizó esta metodología para representar modelos no lineales debido a que los siste-
mas Takagi-Sugeno son considerados como una familia de modelos lineales y además se obtiene
un modelo represetativo del no lineal, siempre y cuando el modelo no lineal se encuentre en los
límites con los que se formó la represetación Takagi-Sugeno.

En este trabajo de investigación se presenta el diseño del observador dinámico generalizado (GD-
DO). Se presentan las condiciones suficientes y necesarias para la existencia de este tipo de ob-
servador. Este observador se utilizó para estimar aquellas variables que no se conocían o estaban
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disponibles para su medición, de este diseño se obtuvo como resultado una publicación en el CNCA
2018 (Congreso Nacional de Control Automático).

En este trabajo de investigación se presenta el diseño del observador funcional dinámico generaliza-
do (GDFO) para sistemas tipo Takagi-Sugeno. Se muestran las condiciones necesarias y suficientes
para la existencia de este tipo de observador. La condición de estabilidad de este observador está
dada mediante desigualdades matriciales lineales. Se utiliza el lema de eliminación [Skelton et al.,
1998] para asegurar que el solucionador encuentre las LMI’s adecuadas, permitiendo obtener la
representación de la estructura generalizada del observador.

Se propone una estructura más general en el diseño de observadores funcionales para sistemas en
su representación Takagi-Sugeno. La estructura propuesta presenta ventajas como el aumento de
la precisión en estado estable y mejora la robustez de estimación en contra de los errores de mode-
lado. Además al presentar una estructura más general, proporciona grados adicionales de libertad
en el diseño que se pueden usar para aumentar el margen de estabilidad del observador.

Se realizó la comparación del modelo no lineal con el modelo Takagi-Sugeno obtenido del sistema
glucosa-insulina de un paciente con DM-1. Confirmando que el sistema Takagi-Sugeno desarrollado
representa idénticamente al sistema no lineal, siempre y cuando el sistema no lineal se mantenga
dentro de los límites con los que se forma la representación Takagi-Sugeno. De igual forma se
realizó la comparación del modelo no lineal con cambio de variables y el modelo Takagi-Sugeno
con cambio de variables del sistema glucosa-insulina de un paciente con DM-1. Confirmando que
el sistema Takagi-Sugeno obtenido representa de manera exacta al sistema no lineal del modelo
con cambio de variables, siempre y cuando el sistema no lineal se mantenga dentro en los límites
con los que se forma la representación Takagi-Sugeno.

Se realizaron simulaciones con el afán de demostrar que el observador funcional dinámico genera-
lizado es robusto ante perturbaciones.

Finalmente se concluye que se cumplieron los objetivos establecidos en este trabajo de investigación.
Además se demostró que se es capaz de estimar una ley de control adecuada para el suministro de
insulina exógena mediante el observador funcional dinámico generalizado sin importar la presencia
de perturbaciones, para regular la concentración de glucosa en la sangre sin alterar de forma
brusca la concentración de glucosa en la sangre del paciente diabético tipo 1 evitando los estados
hiperglucémicos e hipoglucémicos.
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6.1. Trabajos futuros

A partir de este trabajo de investigación se pueden derivar diversos trabajos, algunos de estos
trabajos se presentan a continuación:

Diseñar un dispositivo electrónico que mida la concentración de glucosa en la sangre de forma
continua.

Diseñar el prototipo de bomba de insulina para regular el nivel de glucosa en la sangre de
un paciente con diabetes tipo 1.

Implementar el observador diseñado para cerrar el lazo de control, y obtener un sistema de
monitoreo y regulación del nivel de glucosa en la sangre.

Probar el observador funcional dinámico generalizado para estimar estados en otro caso de
estudio.
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