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Resumen

Esta tesis de maestŕıa presenta en primer lugar el diseño de una metodoloǵıa de identificación

en ĺınea mediante redes neuronales dinámicas cuyo error de identificación sea estable para un

sistema dinámico no lineal af́ın con la entrada cuya incertidumbre es parcial en el término no

lineal de retroalimentación, dicha metodoloǵıa es formalizada por medio del planteamiento de

un teorema.

El teorema planteado tiene su base en el análisis estilo Lyapunov desarrollado. Dicho análisis

también permite conocer la estructura del umbral neuronal y del algoritmo de aprendizaje de la

red neuronal.

La efectividad de esta metodoloǵıa se muestra en el desarrollo de 4 simulaciones de sistemas

dinámicos no lineales, los cuales son: un eslabón simple, un sistema de dos tanques de área

transversal no uniforme conectados en cascada, un sistema biológico depredador-presa y un

péndulo invertido.

Además gracias a la estancia realizada en la Facultad de Ciencias F́ısico-Matemáticas de

la Universidad Autónoma de Nuevo León, se presentan los resultados de la aplicación de la

metodoloǵıa propuesta en un sistema real el cual es un servomotor modular de la empresa

INTECO.

Finalmente se propone una metodoloǵıa para aproximar al sistema no lineal af́ın con la

entrada dentro de una región de operación, mediante la utilización de los datos arrojados por

3 de las simulaciones elaboradas y la aplicación de una red neuronal estática para proponer un

modelo neuronal que aproxime a dichos sistemas dinámicos dentro de una región de operación.
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Abstract

This thesis firstly presents the design of online identification methodology through dynamic

neural networks whose identification error is stable for a nonlinear dynamic system affine to the

input whose uncertainty is partial in the nonlinear feedback term, this methodology is formalized

through the approach of a theorem.

The raised theorem is based on the Lyapunov analysis developed. This analysis also reveals

the structure of neuronal threshold and learning algorithm of the neural network.

The effectiveness of this methodology is shown in the development of four simulations of

nonlinear dynamics systems, which are: A simple link, a two tanks of nonuniform transversal

area connected in cascade, a biologic system predator-prey and inverted pendulum.

Besides, thanks to the research stay at the Facultad de Ciencias F́ısico-Matemáticas at the

Universidad Autonoma de Nuevo Leon, the results of the implementation of the proposed met-

hodology in a real system, which is a modular servomotor company INTECO are presented.

Finally a methodology is proposed to approximate the nonlinear system affine to the input

into a region of operation, by utilizing the data obtained from 3 of the simulations and the

application of a static neural network to propose a neural model that approximates such dynamic

systems within a region of operation.
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Nomenclatura

x Vector de variables de estado.

ẋ = dx
dt

Derivada del vector de variables de estado con respecto al tiempo.

f(x) Función no lineal de retroalimentación.

g(x) Función no lineal asociada a la entrada.

u Entrada del sistema no lineal.

h(x) Función no lineal de salida.

f0(x) Parte conocida de la función f(x).

∆f (x) Incertidumbre de la función f(x).

ϕ, σ Funciones de activación de una red neuronal.

Ω Conjunto de datos en un sistema de coordenadas bidimensionales,

tridimensionales o p-dimensionales.

A−1 Inversa de una matriz.

A+ Pseudoinversa de una matriz.

AT Transpuesta de una matriz.

tr{A} Traza de una matriz.

‖(·)‖p Norma p de (·).
‖(·)‖∞ Norma ∞ de (·).
‖(·)‖2 = ‖(·)‖ Norma 2 o norma euclidiana de (·).
sign(•) Función signo de •.
V (x) Función candidata de Lyapunov.

δf (x) Cota superior de la norma euclidiana de la incertidumbre.

W Matriz de pesos sinápticos de la red neuronal.

x̂ Vector de variables de estado estimadas por la red neuronal.

ψ Umbral Neuronal.

L Matriz de ganancias del factor de corrección.

Ẇ Algoritmo de aprendizaje de la red neuronal.

e Error de estimación.

Wϕ(x̂) + ψ Función de aproximación de la incertidumbre.

xv



xvi

Ωk Conjunto de datos formado en el instante k.

x̄k Muestra de interés en el instante k.

W̄k Matriz de pesos sinápticos de la aproximación neuronal en el ins-

tante k.
¯̂xk Valor estimado de interés en el instante k.

Ω0 Valor inicial del conjunto de datos Ωk

χ Elemento del k-ésimo Conjunto Ω
Nwi i-ésimo peso sinápticos de la capa N de la red neuronal.

σi i-ésima función de activación de la red neuronal estática.
Nθi i-ésimo umbral de la capa N de la red neuronal estática.

Φ Matriz generada por las funciones de activación y los parámetros

de diseño de la red neuronal estática.
IIW ∗ Matriz de pesos sinápticos de la segunda capa de la red neuronal

estática.
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4.37. Pesos Sinápticos de la Red Neuronal Dinámica. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

4.38. Flujo de la fuga del tanque 2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

4.39. Flujo de la fuga Estimado del tanque 2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

4.40. Comparativa de Flujos de Fuga Real y Estimado del tanque 2. . . . . . . . . . . 59

4.41. Error de Estimación del Flujo de Fuga del tanque 2. . . . . . . . . . . . . . . . . 59

4.42. Flujo de Salida Total del tanque 2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

4.43. Flujo de Salida Total Estimado del tanque 2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

4.44. Comparativa de Flujos de Salida Total Real y Estimado del tanque 2. . . . . . . 61

4.45. Error de Estimación del Flujo de Salida Total del tanque 2. . . . . . . . . . . . . 61

4.46. Población de las dos especies. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

4.47. Población Estimada de las dos especies. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

4.48. Comparativa entre Población y Población Estimada de la especie de la presa. . . 65

4.49. Error de Estimación de la población de la especie de la presa. . . . . . . . . . . . 66

4.50. Comparativa entre la población y la población estimada en la especie del depredador. 66

4.51. Error de Estimación de la población en la especie del depredador. . . . . . . . . 67

4.52. Incertidumbre del Sistema. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

4.53. Componente Neuronal Wϕ(N̂) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

4.54. Comparación de ∆f y Wϕ(N̂). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

4.55. Error de Estimación la Incertidumbre del Sistema. . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
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xxiv Índice de Figuras

Pág.

4.97. Velocidad Angular en Experimento 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

4.98. Velocidad Angular en Experimento 2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95

4.99. Velocidad Angular en Experimento 3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95

4.100. Velocidad Angular en Experimento 4. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

4.101. Velocidad Angular en Experimento 5. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

4.102. Posición Angular Estimada en Experimento 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

4.103. Posición Angular Estimada en Experimento 2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

4.104. Posición Angular Estimada en Experimento 3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98

4.105. Posición Angular Estimada en Experimento 4. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98

4.106. Posición Angular Estimada en Experimento 5. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

4.107. Velocidad Angular Estimada en Experimento 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

4.108. Velocidad Angular Estimada en Experimento 2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100

4.109. Velocidad Angular Estimada en Experimento 3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100

4.110. Velocidad Angular Estimada en Experimento 4. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

4.111. Velocidad Angular Estimada en Experimento 5. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

4.112. Comparación de Posición en el Experimento 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

4.113. Comparación de Posición en el Experimento 2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

4.114. Comparación de Posición en el Experimento 3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103

4.115. Comparación de Posición en el Experimento 4. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103

4.116. Comparación de Posición en el Experimento 5. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

4.117. Error de Estimación de posición angular en el Experimento 1 . . . . . . . . . . . 104

4.118. Error de Estimación de posición angular en el Experimento 2 . . . . . . . . . . . 105

4.119. Error de Estimación de posición angular en el Experimento 3 . . . . . . . . . . . 105

4.120. Error de Estimación de posición angular en el Experimento 4 . . . . . . . . . . . 106

4.121. Error de Estimación de posición angular en el Experimento 5 . . . . . . . . . . . 106

4.122. Comparación de Velocidad en el Experimento 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107

4.123. Comparación de Velocidad en el Experimento 2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107

4.124. Comparación de Velocidad en el Experimento 3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108

4.125. Comparación de Velocidad en el Experimento 4. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108

4.126. Comparación de Velocidad en el Experimento 5. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109

4.127. Error de Estimación de velocidad angular en el Experimento 1 . . . . . . . . . . 109

4.128. Error de Estimación de velocidad angular en el Experimento 2 . . . . . . . . . . 110

4.129. Error de Estimación de velocidad angular en el Experimento 3 . . . . . . . . . . 110

4.130. Error de Estimación de velocidad angular en el Experimento 4 . . . . . . . . . . 111

4.131. Error de Estimación de velocidad angular en el Experimento 5 . . . . . . . . . . 111

4.132. Incertidumbre del Sistema Servo Modular en el Experimento 1. . . . . . . . . . . 112
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I. Introducción

Un sistema no lineal expresado en su manera más general posee la siguiente estructura:

ẋ = F (x, u, t),

y = h(x),
(1.1)

donde F es una función no lineal que depende del estado x, la entrada u y el tiempo t, y la salida

y es una función no lineal que tiene como argumento al estado x. Sin embargo, una amplia gama

de sistemas no lineales pueden expresar la parte F (x, u, t) de la ecuación dinámica, como la suma

de un término f(x) que expresa la función no lineal de retroalimentación, más otro término no

lineal g(x) que multiplica a la entrada u [1]. Esta clase de sistema no lineal se le conoce como

sistema no lineal af́ın con la entrada. La estructura de esta clase de sistemas es:

ẋ = f(x) + g(x)u,

y = h(x).
(1.2)

Las imprecisiones en los modelos, los parámetros o variables, inevitables en cualquier aplica-

ción práctica, pueden tener efectos adversos en los sistemas de control. De hecho, no sólo pueden

degradar su comportamiento y eficacia, sino que también pueden conducir a la inestabilidad del

sistema.

El conocimiento total del modelo de una planta en general es muy dif́ıcil tenerlo, por lo que

siempre existe algún grado de incertidumbre.

La incertidumbre surge por errores en el modelado, tanto en los parámetros como en las

funciones no lineales que aparecen en las ecuaciones diferenciales.

El modelo de la incertidumbre se puede representar como la suma de una parte conocida

f0(x) más una parte desconocida representada por ∆f (x)

f(x) = f0(x)︸ ︷︷ ︸
Parte Conocida

+

Parte Desconocida︷ ︸︸ ︷
∆f (x). (1.3)

1
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Si se construye un modelo de la planta antes de que suceda algún deterioro a lo largo del

tiempo, se tendŕıa un problema en el que no se conocen completamente los parámetros del modelo,

a esta falta de conocimiento sobre el modelo de la planta se le llama incertidumbre paramétrica

[2].

Un ejemplo: Cuando diseñamos un circuito eléctrico o electrónico lo hacemos según un valor

nominal de resistencia. Ahora bien, éstas presentan un valor real que oscila dentro de unas

tolerancias que marcan la incertidumbre en el componente lineal.

A su vez, es posible que en el modelo que se está construyendo no se hayan tomado en cuenta

por alguna razón, ciertas dinámicas de la planta, en este caso la estructura real de la planta

tendrá diferencia con respecto a la estructura del modelo matemático, es decir, se refiere a los

suposiciones realizadas por los investigadores en la elección y diseño del modelo, a esta falta de

información del modelo de la planta se le conoce como incertidumbre estructural [2].

Existen ciertos efectos de la incertidumbre que deben tenerse en cuenta, los cuales son:

Sobre el Modelo: No se reciben los datos esperados o se reciben con un error mayor al

esperado.

Sobre el Controlador: Se produce al retroalimentar, es decir, el controlador del sistema

recibe datos con incertidumbre, por lo que el principal efecto es mayor esfuerzo de control,

es decir, mayor enerǵıa; esto es porque el controlador está diseñado a partir de la respuesta

de la señal controlada y no por manipulación del modelo. Lo anterior puede ejemplificarse

de manera general como un profesor de bioloǵıa, al cual invitan a realizar una plática de

un tema en particular de bioloǵıa a dos distintos grupos de personas, el primer grupo son

estudiantes con conocimientos en bioloǵıa, mientras que el segundo grupo solo sabe que

no tienen ningún conocimiento de bioloǵıa, no conoce nada más, en el primer caso para

el orador supone un menor esfuerzo dar la plática al grupo de estudiantes, mientras que

para el segundo grupo le supone un esfuerzo mayor porque tiene que sondear primero, para

poder saber cómo dar la plática. De igual manera para el controlador supone un menor

esfuerzo al conocer el modelo o al menos una parte, es decir, sin tener incertidumbre, por el

contrario al tener incertidumbre supone un esfuerzo mayor para poder controlar el sistema.

La evolución del control se ha visto motivada por tres aspectos principales: la necesidad

de tratar con sistemas complejos; la necesidad de cumplir con demanda de nuevos modelos de

control y la necesidad de obtener esos modelos con el menor conocimiento de la planta y el medio

ambiente, es decir la necesidad de controlar bajo incertidumbre.



1.1. Estado del Arte 3

El uso de las Redes Neuronales Dinámicas (RNDs) o también llamadas recurrentes han

mostrado que poseen mejor desempeño en la identificación y en aproximación de funciones. A

su vez, una variedad de arquitecturas de redes neuronales han sido propuestas para el control de

sistemas no lineales con incertidumbre [3–6].

Una de las principales ventajas de las redes neuronales en el diseño de control no lineal es

precisamente la capacidad de construir mapeos no lineales complejos.

1.1. Estado del Arte

Luego de la revisión de la literatura, se realizó la clasificación de los art́ıculos revisados,

colocándolos en 3 grupos, el primero “Sistemas No Lineales Con Incertidumbre que Utilizan un

Enfoque de Redes Neuronales”; el segundo llamado “Identificación”, que a su vez se dividió en

“Identificación de sistemas no lineales en general”, “Identificación en Ĺınea”, “Identificación

Fuera de Ĺınea” y “Neuro-Identificación”; Por último el tercer grupo nombrado “Ejemplos de

Aplicación de Redes Neuronales Dinámicas”.

1.1.1. Los Sistemas No Lineales Con Incertidumbre Abordados con un Enfo-

que de Redes Neuronales

En la referencia [7] es utilizada una estimación de Estados desconocidos por medio de redes

neuronales multicapa utilizando el aprendizaje y capacidades de mapeo no lineales de redes

neuronales, los sistemas de control propuestos pueden ser mostrados para dar cabida a una clase

más amplia de las incertidumbres de modelado que un LQR (linear-quadratic regulator por sus

siglas en inglés) convencional.

En la referencia [8] es utilizado un esquema de control adaptable basado en redes neuronales

para los sistemas no lineales en forma estricta de retroalimentación, se supone que las incer-

tidumbres son desconocida, aunque todav́ıa satisface ciertas condiciones de crecimiento que se

caracterizan por “funciones delimitantes” compuestas por funciones conocidas multiplicado por

constantes desconocidas.

En la referencia [9] el Neuro-identificador incluye una modificación robusta con el fin de

garantizar la estabilidad de Lyapunov. Se aplica el enfoque de estabilidad de entrada a estado para

acceder a los algoritmos de entrenamiento robustos de tiempo discreto de las redes neuronales

recurrentes.

Dentro de la referencia [10] se realiza una comparación de distintos algoritmos de aprendizaje,

luego de dicha comparación se llega a la conclusión de que el algoritmo de aprendizaje basado en

un filtro de Kalman, tiene mejores propiedades que otros algoritmos de aprendizaje, aunque este

algoritmo es más complejo y sensible a la naturaleza de los ruidos; una de las caracteŕısticas en

las que resalta dicho algoritmo de aprendizaje es una convergencia más rápida, Además el filtro
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de Kalman utilizado como la base del algoritmo de aprendizaje es el filtro de Kalman Extendido.

También se utiliza el método de Lyapunov para demostrar que el entrenamiento basado en el

filtro de Kalman es estable.

En la Referencia [11] centran su investigación en un diseño de control robusto de retroali-

mentación de la salida por H∞ basado en una red neuronal, cuya red utiliza el modelo SNNM

(standard neural network model, por sus siglas a inglés), cuyo fin es eliminar el efecto de los

errores de aproximación, incertidumbres paramétricas, y las perturbaciones externas.

En la referencia [12] se propone una nueva estructura dinámica de red neuronal difusa

(DSNFN por sus siglas a inglés) para abordar los problemas de seguimiento adaptable de siste-

mas no lineales inciertos con múltiples entradas múltiples salidas (MIMO por sus siglas a inglés).

Utiliza una red neuronal difusa de cuatro capas (NFN por sus siglas a inglés) para estimar las

incertidumbres del sistema en ĺınea. La caracteŕıstica principal de este DSNFN es que puede

aumentar o disminuir el número de reglas difusas en el tiempo basado en los errores de segui-

miento. Mediante un esquema de control h́ıbrido, que combina el control de modos deslizantes

y el control adaptable de estimación limitada con diferentes pesos, mejora el rendimiento del

sistema mediante la supresión de la influencia de las perturbaciones externas y los errores de

aproximación.

En la referencia [13] se presenta un control robusto adaptable con enfoque en una red neu-

ronal para sistemas no lineales con incertidumbre y de retroalimentación estricta. Los términos

desconocidos en pasos intermedios se transmiten y aproximan por una sola red neuronal en el

último paso. De esta manera, la estructura del controlador diseñado es mucho más simple, y la

ley de control y la ley de adaptación se pueden dar directamente.

En la referencia [14] se propone un control robusto adaptable para una clase de sistemas no li-

neales con retroalimentación pura con dinámicas no modeladas y signos de ganancia desconocidos

utilizando redes neuronales con la función de base radial (RBFNNs). Además las incertidumbres

dinámicas se tratan mediante una señal dinámica. Usando el teorema de valor medio y la de-

sigualdad de Young, sólo un parámetro de aprendizaje necesita ser afinado en ĺınea en cada paso

de la recursividad.

La referencia [15] se centra en la capacidad de aprendizaje de redes neuronales con función

de base radial, utilizada en controladores neuronales adaptables para un grupo de sistemas no

lineales de tiempo discreto con incertidumbre, donde las estructuras de los sistemas son idénticas,

pero las señales de referencia son diferentes.
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En la referencia [16] se investiga el diseño de un control óptimo robusto basado en redes

neuronales, para una clase de sistemas no lineales inciertos través enfoque de programación

dinámica adaptable.

En [17] Se considera el problema de seguimiento para una clase de sistemas dinámicos no

holonómicos (sistema que no es capaz de modificar su dirección instantáneamente sin necesidad

de rotar previamente) con incertidumbres. Para hacer frente a las incertidumbres, un sistema

de control de la red neuronal recurrente se desarrolla sin requerir conocimiento expĺıcito de la

dinámica del sistema. Comparando con los resultados existentes, el sistema de control resultante

tiene una estructura más simple, y se puede tratar con incertidumbres paramétricas, aśı como las

incertidumbres no paramétricas, sin embargo, garantiza la estabilidad asintótica de la dinámica

de error de seguimiento.

En [18] se propone una red neuronal adaptable como control de superficie dinámica para

una clase de sistemas no lineales con retardo de tiempo con incertidumbres dinámicas e histére-

sis desconocida. La red neuronal se utiliza para describir las no linealidades y las dinámicas

desconocidas de los sistemas no lineales con retardo de tiempo.

Los art́ıculos analizados en esta sección utilizan a las redes neuronales dinámicas como con-

trolador, donde la parte de la incertidumbre es asumida mas no estimada por la red neuronal,

solamente en las referencias [8] y [14] se propone una estructura de la incertidumbre. Con lo

anterior se puede observar que existe un nicho de oportunidad al estimar la parte de la incerti-

dumbre para poder extraer una información mayor de dichos sistemas. De los demás art́ıculos se

destacan los distintos tipos de arquitectura de las redes neuronales dinámicas y los algoritmos

de aprendizaje utilizados.

1.1.2. Identificación de Sistemas no Lineales

1.1.2.1. Identificación de sistemas no lineales en general

En la referencia [19] se propone una nueva red neuronal difusa recurrente, que tiene la forma

de espacio de estado estándar, la estabilidad entrada-estado se aplica a acceder a algoritmos de

entrenamiento robustos para la identificación del sistema.

En la referencia [20] se aborda la identificación del sistema dinámico no lineal usando redes

neuronales difusas. Se centra tanto la incertidumbre estructurada y la incertidumbre de paráme-

tros. La contribución principal es que se propone un marco anaĺıtico integrado para la selección

automatizada de la estructura de la red neuronal difusa, además de identificación de parámetros

y de la red de histéresis de conmutación. Para hacer frente a la estructura de la incertidumbre, se

propone una estrategia de histéresis de conmutación para permitir que el identificador neuronal

difuso tenga un rendimiento garantizado a lo largo del proceso de conmutación.
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Dentro de la referencia [21] se propone un nuevo modelo de red neuronal recurrente con re-

tardo (TDRNN). El modelo TDRNN propuesto tiene ventajas especiales como es una estructura

simple, mayor rango de resolución en la memoria. A partir de entonces, se desarrolla el algoritmo

de retropropagación para el TDRNN. Para garantizar la convergencia rápida, las tasas óptimas

de aprendizaje adaptable también se derivan en el sentido de tipo discreto de criterio de estabili-

dad de Lyapunov. También un identificador de TDRNN y un controlador TDRNN se construyen

para llevar a cabo la identificación y control de los sistemas no lineales.

En la referencia [22] se utiliza un procedimiento recursivo para la identificación de los modelos

lineales conmutados a partir de datos de entrada-salida. A partir de algunos valores iniciales de

los vectores de parámetros que representan los diferentes submodelos. Dado el estado discreto

estimado, el vector de parámetros asociado se actualiza sobre la base de mı́nimos cuadrados

recursivos o cualquier identificador lineal adaptable que sea rápido. Al elegir adecuadamente

el criterio de asignación de los datos, el método en ĺınea propuesto puede extenderse a lidiar

también con la identificación de modelos afines a trozos.

En la referencia [23] utiliza una red neuronal artificial como un método de identificación para

sistemas no lineales con histéresis. El enfoque establece una red neuronal basada en modelo de

Bouc-Wen. Los pesos de la red diseñada corresponden a los parámetros del modelo Bouc-Wen.

En la referencia [24] Se propone el diseño de una red neuronal recurrente y un enfoque de

reducción de modelo con el fin de mejorar el equilibrio entre la complejidad y la calidad de los

modelos de identificación del sistema no lineal de una caja negra. El diseño de la red neuronal

propuesto, basado en una arquitectura de tres capas, ayuda para reducir el número de parámetros

del modelo después de la fase de entrenamiento sin ninguna pérdida significativa de precisión

de la estimación. La reducción es conseguida por una elección conveniente de las funciones de

activación y las condiciones iniciales de los pesos sinápticos.

En los trabajos analizados en esta sección utilizan la identificación para estimar el modelo

del sistema, pero no para estimar la parte de incertidumbre, por lo cual existe esa brecha para

ser abordada. De nueva cuenta se utilizan distintas arquitecturas y algoritmos de aprendizaje

que pueden ser analizados para su aplicación en el presente tema de tesis.

1.1.2.2. Identificación en Ĺınea

En la referencia [25] se utilizan las redes neuronales en conjunto con los mı́nimos cuadrados

recursivos para la identificación del modelo de procesos no lineales variantes en el tiempo. El

cumplimiento de los criterios de convergencia y el exceso de parametrización son un problema

menor. El enfoque de actualización se aplica a un CSTR no isotérmico con parámetros variables

en el tiempo y se demuestra su rendimiento.
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En la referencia [26] se desarrolló una red neuronal basada en un algoritmo de retropropa-

gación mejorado. Los resultados indican que las redes neuronales proporcionan un método muy

eficaz de la aplicación de la integración de sensores para el monitoreo en ĺınea de las anomaĺıas.

En la referencia [27] se propone un modelo de red neuronal artificial (ANN) para la identifi-

cación de sistemas no lineales en tiempo discreto con dinámicas desconocidas. La necesidad de la

capa oculta se elimina mediante la expansión del patrón de entrada por polinomios de Chebys-

hev. El método de mı́nimos cuadrados recursivos con factor de olvido se utiliza como algoritmo

de aprendizaje en ĺınea para el parámetro actualizado.

En la referencia [28] se desarrolla un procedimiento generalizado de identificación y control de

una clase de sistemas dinámicos no lineales variables en el tiempo con retardo. La red neuronal

recurrente se desarrolla para dar cabida a la identificación en ĺınea, que los pesos de la red

neuronal se actualizan de forma iterativa y adaptable a través de los errores de modelo.

La referencia [29] presenta una metodoloǵıa novedosa de identificación sistemática para el

modelado af́ın en ĺınea de procesos multivariables utilizando redes neurodifusas adaptables. El

enfoque propuesto introduce un procedimiento integrado para estimar simultáneamente una serie

de redes neurodifusas adaptables con estructuras dinámicas sencillas y compactas para realizar

una identificación del modelo af́ın multivariable. Un algoritmo de filtro de Kalman extendido

(EKF) se desarrolló para ajustar los parámetros neurodifusos libres correspondientes a las reglas

difusas creadas.

En la referencia [30] se proponen dos Redes Neuronales (NN) para la identificación de sistemas

no lineales a través de redes neuronales dinámicas con diferentes escalas de tiempo, incluyendo los

fenómenos tanto rápidos y lentos. El primer identificador utiliza las señales de salida del sistema

real para la identificación del sistema. Las leyes de actualización en ĺınea para redes neuronales

dinámicas se han desarrollado utilizando la función de Lyapunov. En el segundo identificador de

NN, todas las señales de salida de sistema no lineal se reemplazan con las variables de estado de

las redes de neuronas. Se propone el algoritmo de identificación en ĺınea con la función de zona

muerta para mejorar el rendimiento de identificación del sistema no lineal.

En la referencia [31] se presenta un nuevo algoritmo de identificación en ĺınea para conducir

un modelo dinámico no lineal af́ın y para los procesos de variables en el tiempo. El nuevo

algoritmo está ideado sobre la base de un enfoque adaptable de modelado neuro-difuso. Dos

modelos neuro-difusos adaptables se identifican secuencialmente sobre la base de los datos más

recientes del proceso de entrada-salida para realizar un modelo de tipo af́ın en ĺınea. Se explora el

uso de diferentes medidas de evaluación, incluyendo la comparación con un sistema adaptable de

inferencia neuro-difusa (ANFIS) como el pionero y el sistema neuro-fuzzy adaptable más popular

con potentes funciones de modelado.
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La referencia [32] presenta un método de identificación novedoso para sistemas no lineales,

que incluye los aspectos de fenómeno rápido y lento a través de redes dinámicas de múltiples

capas neuronales (NN) con escalas en dos ocasiones. El algoritmo de aprendizaje propuesto es

similar a la regla de propagación conocida de los perceptrones multicapa pero con los términos

de corrección que garantizan errores de seguimiento acotados y pesos limitados. El enfoque de

pasividad se utiliza para demostrar que el identificador neuronal propuesto es robusto y evita la

necesidad de condiciones persistentemente excitantes (PE).

En esta sección se puede resaltar los algoritmos de identificación en ĺınea que son utilizados,

destacando [29], [30] y [32], el primero por ser capaz de identificar en ĺınea un proceso multi-

variable y ser aplicado en un modelo af́ın con la entrada, mientras el segundo es utilizado para

identificar fenómenos tanto rápidos y lentos, también porque las leyes de actualización en ĺınea

para redes neuronales dinámicas se han desarrollado utilizando la función de Lyapunov, el último

resalta por utilizar el enfoque de pasividad para demostrar que el identificador es robusto.

1.1.2.3. Identificación Fuera de Ĺınea

En la referencia [33] se desarrolla una idea novedosa de identificación de sistemas dinámicos

no lineales a través de una red neuronal inspirada en constructivismo. La red propuesta se

conoce como red de crecimiento múlti-expertos (GMN). En GMN, el espacio del problema se

descompone en la superposición de las regiones de dominio, la experiencia y modelos expertos

locales se clasifican de acuerdo a su nivel de conocimiento. La salida de la red se calcula por la

suave combinación de modelos lineales locales.

En la referencia [34] se aborda la necesidad de tener conocimiento parcial de la dinámica

del sistema no lineal y que además sea relajado para el desarrollo de un nuevo enfoque para

programación dinámica aproximada (ADP) mediante un proceso de dos partes: la identificación

del sistema en ĺınea y la formación de control sin conexión óptima. En primer lugar, en el proceso

de identificación del sistema, una red neuronal (NN) se sintoniza para aprender la dinámica

completa de la planta, de modo que puede mostrar la estabilidad asintótica local del error de

identificación. Luego, utilizando sólo el modelo de sistema de NN aprendido, fuera de ĺınea se

intenta que resulte en una nueva ley de control óptimo.

En esta sección, los dos art́ıculos analizados pueden ser de utilidad, el primero por la división

que se hace en la región de dominio y el enfoque de constructivismo, mientras que la segunda por

el método utilizado para mostrar la estabilidad asintótica del error de identificación, además en

el segundo trabajo se propone una nueva ley de control para el sistema utilizando el aprendizaje

de la red neuronal.



1.1. Estado del Arte 9

1.1.2.4. Neuro-Identificación

En la referencia [35] se muestra la técnica de modelado de redes de avance de los sistemas

dinámicos, aśı como el control Modelo Basado en Redes de Adelanto (FNMB). También se

demuestra que el controlador FNMB es capaz de realizar el control de desacoplamiento casi

perfecto sobre un sistema dinámico MIMO acoplado altamente no lineal.

En la referencia [36] se propone un nuevo método de control adaptable mediante redes neuro-

nales que puede realizar el control adaptable y la identificación de una clase de plantas controladas

con incertidumbres lineales y no lineales. Este método utiliza una única red neuronal tanto para

el control y la identificación, y una condición de estabilidad asintótica local.

En la referencia [37] se estudia un sistema no lineal para identificación en ĺınea a través de

las redes neuronales dinámicas. La principal contribución de este trabajo es que se aplica el

enfoque de la pasividad a acceder a varias nuevas propiedades estables de neuro-identificación.

El algoritmo de gradiente descendente para el ajuste de peso es estable en un sentido y robusto

para cualquier incertidumbre acotada.

En la referencia [38] se proponen perceptrones multicapa recurrentes de tiempo continuo

(RMLP) para identificar los sistemas no lineales. Usando el teorema de la función de aproximación

para perceptrones multicapa (MLP), se consigue que RMLP pueden aproximar cualquier sistema

dinámico en cualquier grado de precisión. El algoritmo de aprendizaje sugerido es similar a la

regla retropropagación bien conocido de la MLP pero con un término adicional que aseguran la

estabilidad de error de identificación.

En la referencia [39] las redes neuronales dinámicas de una sola capa se utilizan para el

sistema no lineal de identificación en ĺınea. El enfoque de pasividad se aplica para acceder a

varias nuevas propiedades de estabilidad del neuroidentificador. El algoritmo de retropropagación

con un término modificado que se determina por el aprendizaje fuera de ĺınea puede hacer al

neuroidentificador robusto con respecto a cualquier incertidumbre acotada.

En la referencia [40] las redes neuronales dinámicas multicapa se utilizan para la identifica-

ción en ĺınea de sistema no lineal. El algoritmo de retropropagación con un término modificado

puede hacer al algoritmo de neuroidentificación sea robusto y estable con respecto a cualquier

incertidumbre acotada.

En la referencia [41] Se propone un esquema de identificación en ĺınea para mejorar el ren-

dimiento de error residual del Estado frente a las perturbaciones. El esquema propuesto se basa

en una ley de adaptación que modifica los pesos para aproximar las no linealidades desconocidas

con error acotado. Un modelo de identificación con retroalimentación se introduce para mejorar

el rendimiento de error de estado. La retroalimentación se basa en una función de delimitación

para estimar un ĺımite superior para los disturbios. A través de una técnica de delimitación y

métodos de Lyapunov, se muestran las caracteŕısticas del error.



10 I. Introducción

Cada uno de los art́ıculos analizados en esta sección, tratan que la incertidumbre no afecte

la estabilidad de los sistemas, pero no estiman dicha incertidumbre, dejando de lado, mucha

información que puede ser extráıda de dicha estimación; En la referencia [41] se utiliza una

función de delimitación para estimar el ĺımite superior de las perturbaciones, además de utilizar

el método de Lyapunov para demostrar las caracteŕısticas del error de identificación.

1.1.3. Ejemplos de Aplicación de Redes Neuronales Dinámicas

En la referencia [42] se presenta un esquema de identificación y control de la digestión anae-

robia, con redes neuronales con entrenamiento en ĺınea. El esquema de control propuesto, tiene

como caracteŕısticas deseadas el seguimiento, de regulación y de robustez, en varias tareas de

control de la digestión anaerobia, incluyendo los puntos de ajuste o variaciones entradas de pro-

ceso, incluso en presencia de ruido de medición o en casos de cambios de parámetros de proceso.

El rendimiento de los tres algoritmos de entrenamiento, la propagación hacia atrás y dos técnicas

de optimización aleatoria diferentes.

En la referencia [43] se abarca el desarrollo de un FES (funtional electrical stimulation) por

sus siglas en inglés, cuyas técnicas de identificación desempeñan un papel crucial para obtener la

información sobre el sistema neuromuscular. Sin embargo, en la práctica los sistemas subyacentes

tienen una dinámica no lineal además de incertidumbres asociadas. Las redes neuronales artifi-

ciales proporcionan dichos modelos no lineales de adaptación y pueden extenderse a problemas

de identificación del sistema o de predicción. La identificación rápida y robusta en ĺınea usando

varias capas de redes neuronales recurrentes es abordada en dos pasos: (a) la arquitectura de

red de múltiples capas a través de supervisión de señal y el error recurrente de la red neuro-

nal (SERNN) por sus siglas en inglés. (b) la formación sólida a través del método de mı́nimos

cuadrados recursivos modificados, algoritmo que tiene un factor de olvido dinámico.

En la referencia [44] trata de la identificación de un sistema (MIMO) que es un sistema de

turbogenerador no lineal, mediante el uso de redes neuronales dinámicas. Se utilizan de Redes

Neuronales Adaptables con tiempo de retardo (ATDNN) para llevar a cabo la neuroidentificación.

Se muestra anaĺıticamente la capacidad de la estructura propuesta para representar el mapa de

entrada-salida no lineal del sistema turbogenerador.

En la referencia [45] se presenta una metodoloǵıa general de diseño del controlador para el

control h́ıbrido neuroinverso con la separación de no linealidades basado en el conocimiento,

para los sistemas no lineales industriales. En los sistemas no lineales industriales, los diversos

tipos de incertidumbres pueden causar un grave deterioro en el comportamiento del sistema. El

neurocontrolador sólo es necesario para controlar una parte de la dinámica no lineal original de

los sistemas no lineales industriales que tienen incertidumbre. La estructura de la red neuronal

empleada en el neurocontrolador se hace más simple y el consumo de tiempo en el entrenamiento

se reduce.
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En la referencia [46] el núcleo de un reactor nuclear (VVER) se identifica mediante una

estructura autorregresiva lineal múltiple con entradas exógenas (NARX), incluidas las redes

neuronales con diferentes intervalos de tiempo y un método de aprendizaje compuesto heuŕıstico,

que consiste un aprendizaje off y on-line por lotes. Un controlador del núcleo del reactor nuclear

inteligente, posee las capacidades de generación de datos rápidos para la red neuronal NARX y

un sistema difuso basado en el conocimiento y la experiencia del operador con el propósito de

la toma de decisiones. Esta metodoloǵıa representa un método innovador de control de núcleo

utilizando sistemas neuro-difusos y se puede utilizar para la identificación y control de otras

plantas no lineales complejas.

En la referencia [47] se plantea que el factor crucial que afecta a los sistemas de enerǵıa

modernos hoy en d́ıa es el control de flujo de carga. El controlador de flujo de potencia unificado

es un medio eficaz para el control del flujo de potencia. El UPFC se controla convencionalmente

usando controladores PI. Dos neuroidentificadores son utilizados para identificar la dinámica no

lineal de un sistema de enerǵıa multimáquina y UPFC, un neuroidentificador para el inversor de

derivación y otro para el inversor serie.

En la referencia [48] se propone un sistema neuro-difuso modificado de tipo TS (MTSNFS)

para la identificación en ĺınea, que posee seis capas de neuronas para realizar la inferencia difusa.

Se propone un algoritmo de aprendizaje h́ıbrido que combina la estimación usando mı́nimos

cuadrados recursivos (RLS) y el aprendizaje derivado ordenado se utiliza para la estimación de

parámetros. Tanto la estructura y los parámetros se pueden determinar de forma automática en

ĺınea sin un conocimiento a priori.

En la referencia [49] se propone un modelo de espacio de estado con dinámica no lineal, con

una red neuronal que utiliza un algoritmo de aprendizaje secuencial capaz de hacer simulación

en ĺınea, en la que el modelo predice y se adapta a la llegada de cada nuevo elemento de datos

hidrológicos de una manera secuencial, lo que permite la modelización hidrológica en ĺınea.

Además utiliza el filtro de Kalman extendido (EKF) como algoritmo de aprendizaje que se

desarrolló para entrenar una red neuronal de un perceptrón multicapa (MLP), y se conoce como

el método MLP-EKF con actualización de covarianza de ruido (MLP-EKFQ).La propuesta MLP-

EKFQ se utilizó para desarrollar un sistema de alerta en tiempo real en ĺınea para predecir las

temperaturas de los ŕıos afectados por la descarga de agua de refrigeración 1 km aguas abajo de

una central térmica.

En esta sección se muestran una serie de aplicaciones, cada una de ellas, en distintas áreas y

utilizando distintos arquitecturas de redes neuronales, algoritmos de aprendizaje, además se pue-

de ver una panorámica mucho mayor si se analiza qué pasaŕıa si se estimara alguna incertidumbre

en estas aplicaciones.
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1.2. Planteamiento del Problema

El análisis de estabilidad de sistemas con incertidumbre, siempre ha sido de interés en la

comunidad de control; pero por motivo de la incertidumbre, el análisis de estabilidad no resulta

sencillo [50]. Esto es debido a que los modelos matemáticos son una aproximación de un sistema

f́ısico, una representación exacta es imposible o dif́ıcil de obtener. Las razones debidas a las

cuales se hace imposible o dif́ıcil obtener una representación exacta son imprecisiones de cálculo

en la determinación de los parámetros, cambio en las constantes de tiempo, desgaste interno, y

dinámicas no modeladas.

1.3. Motivación

El análisis de la estabilidad de los sistemas descritos con anterioridad pasa a ser, de simple

estabilidad a algo más complejo: Estabilidad Robusta. Esto es, que el sistema a pesar de las

incertidumbres sea estable. Cuando un sistema posee incertidumbre de algún tipo, se convierte

en una familia de sistemas. Utilizando la metodoloǵıa de identificación en ĺınea mediante redes

neuronales dinámicas, se busca garantizar el buen desempeño de todos los elementos de la familia

en algún aspecto particular, en este caso, que haga estable el error de identificación.

Además al identificar la incertidumbre en ĺınea, se puede encontrar un sinf́ın de aplicaciones

prácticas para esta aproximación, ejemplos de estas aplicaciones pueden ser realizar un control ro-

busto a incertidumbre, el diagnóstico de desgaste de algún componente de la planta, diagnosticar

el comportamiento de la planta bajo distintos factores, detección de desv́ıos en el comportamiento

del sistema e inclusive evaluación del comportamiento del sistema ante perturbaciones.
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1.4. Objetivo y Metas

1.4.1. Objetivo

Diseñar una metodoloǵıa de identificación en ĺınea mediante redes neuronales dinámicas,

cuyo error de identificación sea estable, para un sistema no lineal af́ın con la entrada cuya

incertidumbre es parcial en el término no lineal de retroalimentación.

1.4.2. Metas

Diseño de la arquitectura de la red neuronal dinámica.

Diseño de la ley de aprendizaje que lleve al error de identificación a estado estable.

Formalizar el resultado en un teorema que manifieste las condiciones necesarias para acotar

el error de identificación.

Generar un modelo neuronal dinámico dentro de una región de operación para el sistema

no lineal con incertidumbre parcial en el término de la retroalimentación.
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2.1. Las Redes Neuronales Artificiales

Idealmente, el objetivo de las Redes de Neuronas Artificiales es llegar a diseñar máquinas con

elementos neuronales de procesamiento paralelo, de modo que el comportamiento global de esa

red emule, de la forma más fiel posible, los sistemas neuronales de los animales [51].

La gran diferencia entre una máquina neuronal y los programas de computador convencionales

es que éstas elaboran en cierta medida, la información de entrada para obtener una salida o

respuesta.

No se trata de la aplicación ciega y automática de un algoritmo. De hecho, el proceso de

elaboración de la información recibida depende de las distintas caracteŕısticas, tanto estructurales

como funcionales, de la red.

2.1.1. Neurona Artificial

La neurona artificial es un elemento que posee un estado interno, llamado nivel de activación,

y recibe señales que le permiten cambiar de estado [51].

Si se denomina S al conjunto de estados posibles de la neurona, S podrá ser, por ejemplo,

S = {0, 1}, siendo 0 el estado inactivo y 1 el activo.

Las neuronas artificiales poseen una función que les permite cambiar de nivel de activación a

partir de las señales que reciben; a dicha función se la denomina función de transición de estado

o función de activación.

2.1.2. Arquitectura de las Redes Neuronales Artificiales

Las redes neuronales artificiales, también llamados sistemas neuronales artificiales son un

intento de imitar (simular) por lo menos parcialmente la estructura y las funciones del cerebro y

el sistema nervioso de los seres vivos [52].

En términos generales, una red neuronal artificial es un sistema de información o señal de

procesamiento compuesta de un gran número de elementos de procesamiento simples, llamadas

neuronas artificiales o simplemente nodos, que están interconectados por enlaces directos llamado

15
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conexiones y que cooperan para realizar el procesamiento distribuido en paralelo con el fin de

resolver una tarea computacional deseada.

Una de las caracteŕısticas más atractivas de las redes neuronales artificiales es su capacidad

para adaptarse a condiciones especiales, cambiando sus puntos fuertes o estructura de conexión

[52].

Una neuronal artificial es diseñada para realizar funciones o cálculos que sean espećıficos,

de manera que la arquitectura de la misma es muy particular para cada problema que se desee

resolver con esta técnica.

2.1.2.1. Modelado Estático de Redes Neuronales

Una neurona artificial estática muestra un mapeo estático de las entradas hacia la salida [1].

Una forma básica de este modelo es como el que propuso McCullok Pits [53] en la cual se expresa

la salida y de la neurona de la siguiente manera

y = ϕ(w1x1 + w2x2 + · · ·+ wnxn + θ) = ϕ(Wx+ θ),

y = ϕ

(
n∑
i=1

wixi + θ

)
.

(2.1)

Otra forma que es común encontrar de los modelos de las neuronas artificiales, es a través

de representaciones en esquemas gráficos, los cuales son muy útiles para visualizar la analoǵıa

que tienen con una neurona biológica. Para el caso del modelo McCullok Pits el esquema corres-

pondiente es el de la Figura 2.1, donde xi es la i-ésima entrada de la neurona. wi es el i-ésimo

peso de la neurona y modela la acción de la sinapsis de una neurona biológica. El punto suma,

el umbral θ y la función de activación ϕ(u) corresponden a el cuerpo de la neurona.

Finalmente la salida y representa el axon de la neurona biológica. La función de activación

en general es no lineal y acotada, generalmente se escoge el perfil sigmoidal, pero puede tener

entre otros perfiles.

Figura 2.1: Neurona Artificial Estática Modelo McCullok Pits.
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2.1.2.2. Modelado Dinámico de Redes Neuronales

Las Redes neuronales dinámicas poseen al menos una señal retroalimentada. Esta retroali-

mentación puede estar hecha en tiempo discreto o en tiempo continuo [1].

Por ejemplo una estructura de red neuronal dinámica en tiempo continuo podŕıa ser como la

siguiente

˙̂x = ϕ

(
w1

[
x

x̂

]
+ θ1

)
, y = ϕ

(
w2

[
x

x̂

]
+ θ2

)
. (2.2)

La estructura de la red neuronal dinámica mostrada en la ecuación (2.2) se encuentra plas-

mada en la Figura 2.2.

Figura 2.2: Estructura de una Red Neuronal Dinámica.

2.2. Aproximación de Funciones

El problema de aproximación de funciones se divide en dos tipos [54]:

En el primero, se supone que se conoce la expresión expĺıcita de la función, y lo que se

busca es una estructura paramétrica que aproxime la función con algún grado de precisión

deseado.

En el segundo caso, el problema consiste en obtener una función que se ajuste a la relación

entrada-salida existente en un conjunto finito de datos.

En el primer caso se busca representar cierta clase de funciones con una arquitectura neuronal,

como lo puede ser una suma de potencias a través de manipular series geométricas. Este enfoque

permite obtener versiones simplificadas de funciones, con el único fin de ayudar al análisis de los

problemas y también para simplificar los cálculos. En el segundo caso está enfocado de manera

experimental debido a que no se cuenta con una expresión expĺıcita de la función de la cual se

desea obtener una aproximación.
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2.3. Conjunto Finito de datos o Nube de Datos

Sea Ω un conjunto que contiene un número finito de vértices en un sistema de coordenadas

bidimensionales, tridimensionales, p-dimensionales. Estos vértices se identifican habitualmente

como coordenadas X, Y, Z, etc.

Para el caso bidimensional se tiene un conjunto de la forma siguiente

Ω ⊂ R2 , (2.3)

donde

Ω = {(x1, y1), (x2, y2), . . . , (xn, yn)}. (2.4)

Si se aborda encontrar un ŷ, que es una función que aproxima a Ω puede tener una interpre-

tación gráfica como la de la Figura 2.3

ŷ = f(x),

f(xi) ∼= yi∀(xi, yi) ∈ Ω.
(2.5)

Figura 2.3: Nube de datos bidimensional Ω y función de aproximación ŷ.
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2.4. Aproximación de Funciones mediante Redes Neuronales

El motivo que ha dado más impulso a la utilización de las redes neuronales en el campo

de la identificación y control de procesos, es su demostrada capacidad de aproximar funcio-

nes con un grado arbitrario de precisión. Los resultados a este respecto parten de los trabajos

de Kolmogorov[55] de carácter general en la disciplina de aproximación de funciones. Además

han sido adaptados y refinados por diversos autores como Hecht-Nielsen[56, 57], Kurková[58],

Hornik[59], Ito[60], Cybenko[61], etc. al campo de la aproximación de funciones basada en redes

neuronales [62]. El resultado general más interesante (formulado independientemente en [59] y

[61]) es que las redes neuronales de dos y tres capas con funciones de activación sigmoidales son

aproximadores universales.

Otras aportaciones como Hush[63] y Meltser[64], por ejemplo, han abierto las puertas a

algoritmos constructivos de redes neuronales que, utilizando como fundamento los teoremas pre-

cedentes de existencia de soluciones, crean redes neuronales con errores de aproximación arbi-

trariamente pequeños.

2.5. Teorema de Cybenko

Cybenko demostró la existencia de una red neuronal de dos capas con N neuronas en la

primera capa como en la Figura 2.4 que puede aproximar cualquier función f ∈ C(In) donde In

representa al cubo unitario n-dimensional [0, 1]n, C(In) es el espacio de funciones continuas en

In [61].

Teorema 2.1. Sea σ cualquier función sigmoidea. Dada cualquier función continua en [0, 1]n (o

en cualquier conjunto compacto de Rn) y un ε > 0, existen unos vectores ω, α y θ, y una función

parametrizada G(x, ω, α, θ) de [0, 1]n en R tal que

|G (x, ω, α, θ)− f (x)| < ε, ∀x ∈ [0, 1]n, (2.6)

donde

G (x, ω, α, θ) =
N∑
j=1

αjσ
(
ωTj x+ θj

)
, (2.7)

y

ωj ∈ Rn, αj , θj ∈ R;

ω = (ω1, ω2, . . . , ωN ) ,

α = (α1, α2, . . . , αN ) ,

θ = (θ1, θ2, . . . , θN ) .

(2.8)
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2.6. Modelo de red neuronal de dos capas para aproximación de

funciones

Figura 2.4: Red Neuronal de 2 Capas.

La expresión matemática que representa la arquitectura utilizada en la Figura 2.4 está dada

por cualquiera de las ecuaciones (2.9) y (2.10).

y = αT



σ
(
wT1 x + θ1

)
σ
(
wT2 x + θ2

)
σ
(
wT3 x + θ3

)
...

σ
(
wTNx + θN

)


, (2.9)

o bien

y =

N∑
j=1

αjσ
(
wTj x + θj

)
. (2.10)

2.7. Pseudoinversa de una Matriz

Si A es una matriz de n x n con columnas linealmente independientes, entonces es invertible,

y la única solución de Ax = b es x = A−1b. Si m > n y A es de m x n con columnas linealmente

independientes, entonces Ax = b no tiene solución exacta, pero la mejor aproximación está da-

da por la solución única de mı́nimos cuadrados x̄ = (ATA)−1AT b. En consecuencia, la matriz

(ATA)−1AT desempeña el papel de un “inverso de A”en esta situación [65].

Si A es una matriz con columnas linealmente independientes, entonces la pseudoinversa de

A es la matriz A+ definida por

A+ = (ATA)−1AT . (2.11)

Observe que si A es de m x n, entonces A+ es de n x m.



2.8. Algunas Propiedades de las Matrices 21

2.8. Algunas Propiedades de las Matrices

En esta sección se muestran algunas propiedades que fueron de utilidad como herramientas

para lograr el resultado principal de esta tesis.

La traza de A es la suma de los elementos de la diagonal principal de A, se denota como

tr{·}, donde

tr {A} =
n∑
i=1

αii. (2.12)

Sea A,B ∈ Rmxn y α ∈ R
las propiedades fundamentales de la traza son [66]:

1. tr{αA} = α tr{A}.

2. tr{A+B} = tr{A}+ tr{B}.

3. tr{AB} = tr{BA}.

Si A = αij ∈ Rmxn entonces la transpuesta de A escrita como AT , es la matriz AT = γij

donde γij = αji para todas las i y j.

La Transpuesta de A es la matriz que se obtiene intercambiando los renglones de A con las

columnas de A, las propiedades formales básicas de la transpuesta son [66]:

1. (AT )T = A.

2. (A+B)T = AT +BT .

3. (AB)T = BTAT .

Por lo que si a ∈ Rm, b ∈ Rm,M ∈ Rmxq, N ∈ Rqxm

aTMNb = tr{MNbaT } = tr{NbaTM} = tr{baTMN}. (2.13)

2.9. Normas y Cotas Superiores de Productos Vectoriales y Ma-

trices

La norma de ‖x‖ de un vector x es una función de valor real con las propiedades [67]:

1. ‖x‖ ≥ 0 ∀x ∈ Rn, con ‖x‖ = 0⇔ x = 0 .

2. ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖,∀ x, y ∈ Rn.

3. ‖αx‖ = |α|‖x‖, ∀ α ∈ R y x ∈ Rn.
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Las tres normas usadas más comúnmente son ‖x‖1, ‖x‖∞ y ‖x‖2 o norma euclidiana, las

cuales tenemos definidas como:

‖x‖p = (|x1|p + · · ·+ |xn|p)
1
p , 1 ≤ p <∞, (2.14)

‖x‖∞ = máx
i
|xi|, (2.15)

‖x‖2 = ‖x‖ = (x2
1 + · · ·+ x2

n)
1
2 = (xTx)

1
2 . (2.16)

Para todo x ∈ Rn, y ∈ Rn. Las normas matriciales mas comunes son:

‖A‖1 = máx
j

m∑
i=1

|aij |, ‖A‖2 = [λmax(ATA)]
1
2 , y ‖A‖∞ = máx

i

m∑
j=1

|aij |. (2.17)

Con las propiedades anteriores se pueden definir los siguientes axiomas, para lo cual considere

que a, b ∈ Rn:

aT b ≤ 1

2
aTa+

1

2
bT b =

1

2
‖a‖2 +

1

2
‖b‖2. (2.18)

aT b ≤ ‖a‖ · ‖b‖. (2.19)

xT y ≤ ‖x‖2 · ‖y‖1, (2.20)

‖x‖1 ≥ ‖x‖2. (2.21)

Sea sign(a) la función signo de a, donde sign(a) := [sign(a1), sign(a2), . . . , sign(an)]T de modo

que es fácil definir el siguiente axioma

‖a‖1 =
n∑
i=1

|ai| =
n∑
i=1

ai · sign(ai), (2.22)

o bien,

‖a‖1 = aT · sign(a). (2.23)
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2.10. Estabilidad por Criterio de Lyapunov

2.10.1. Principio del Teorema de Estabilidad de Lyapunov

De manera general un sistema es estable si su función de enerǵıa total V , es una función

definida positiva, además es continuamente decreciente, es decir, la derivada con respecto al

tiempo de la V total es definida negativa, hasta que alcanza un estado de equilibrio. En un sistema

no lineal no tiene por qué existir una manera simple de definir una función de enerǵıa, por ello,

el método de estabilidad por Lyapunov introduce una función de enerǵıa auxiliar denominada

función candidata de Lyapunov [68].

2.10.1.1. Función Candidata de Lyapunov

Suponga que V : Rn → R es una función escalar. V es una función candidata de Lyapunov si

es una función positiva definida localmente, es decir, la función candidata de Lyapunov es mayor

que cero para todo valor en los reales excepto el cero, y el único valor donde tiene un valor de

cero es el mismo cero:

V (0) = 0,

V (x) > 0 ∀x ∈ R\{0}.
(2.24)

2.10.1.2. Teorema de Estabilidad de Lyapunov

Teorema 2.2. Considere el sistema ẋ = f(x, t), donde f(0, t) = 0. Si ∃ una función escalar

V (x, t) con las primeras derivadas parciales continuas que satisface las condiciones

• V (x, t) es definida positiva, es decir, V (x, t) > 0 ∀x, t 6= 0 , (2.25)

• V̇ (x, t) es definida negativa, es decir, V̇ (x, t) < 0 ∀x, t 6= 0 . (2.26)

entonces el estado de equilibrio en el origen es uniforme y asintóticamente estable.

Si se satisface (2.25) pero V̇ es semidefinida negativa, es decir, V̇ (x, t) ≤ 0 ∀x entonces el

estado de equilibrio en el origen es estable.

Con las herramientas descritas en el presente capitulo se plantean las bases para la correcta

comprensión de los resultados principales de esta tesis, como por ejemplo las propiedades de

las matrices mencionadas o el apartado de normas y cotas superiores de productos vectoriales y

matrices, los cuales son absolutamente necesarios para el desarrollo del teorema 3.1.



 



III. Resultados Principales

La estabilidad en el error de identificación en las redes neuronales dinámicas puede ser deter-

minada mediante la aplicación de un análisis estilo Lyapunov, para el cual en el presente caṕıtulo

son descritas cada una de las condiciones necesarias para acotar el error de identificación y ha-

cerlo estable, lo anterior, presentado de manera formal mediante la elaboración de un teorema,

el cual es uno de los principales resultados de la presente tesis.

Además se muestra la metodoloǵıa propuesta para la obtención de un modelo neuronal

dinámico que aproxime al sistema no lineal con incertidumbre dentro de una región de ope-

ración, elaborado a partir de los datos recopilados del entrenamiento en ĺınea y del elaborado

fuera de ĺınea mediante la aplicación de una red neuronal estática, cuya arquitectura se propone

en este apartado.

3.1. Aproximación Neuronal Dinámica de un sistema no lineal

af́ın con la entrada con incertidumbre en la retroalimenta-

ción

Considere el siguiente sistema no lineal

∑
SNL

:

{
ẋ = f(x) + g(x)u,

y = x.
(3.1)

donde f(x) = f0(x) + ∆f (x), es decir, la función no lineal f(x) está formada por la suma de una

parte conocida f0(x) y una parte denominada incertidumbre representada por ∆f (x), la cual

es considerada una incertidumbre aditiva por definición, con lo anterior se deduce la siguiente

suposición:

25
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Suposición 1. Suponga que la incertidumbre del sistema ∆f (x) está acotada, y solo se conoce

que la norma euclidiana de la incertidumbre es menor o igual que un valor dado denominado

δf (x), es decir, ‖∆f (x)‖ tiene como cota superior el valor δf (x), esto es representado por (3.2),

el valor de δf (x) es conocido o seleccionado por diseño.

‖∆f (x)‖ ≤ δf (x). (3.2)

Entonces considerando la incertidumbre en
∑

SNL tenemos:

∑
SNL

:

{
ẋ = f0(x) + ∆f (x) + g(x)u,

y = x.
(3.3)

La estructura propuesta de la red neuronal dinámica para identificación de la incertidumbre

(Figura 3.1) es la siguiente:

∑
RND

:

{
˙̂x = f0(x) +Wϕ(x̂) + ψ + g(x)u+ L(x− x̂),

y = x̂.
(3.4)

Figura 3.1: Estructura propuesta de la red neuronal propuesta.

Observación 1. Nótese que el sistema (3.3) tiene disponible el estado a la salida, por lo que

es aprovechado en la estructura propuesta de la red neuronal dinámica, es decir, la estructu-

ra propuesta utiliza la salida del sistema para tener acceso al estado, y con ello aproximar la

incertidumbre del sistema.

Observación 2. Nótese que el término neuronal Wϕ(x̂)+ψ de (3.4) se propone para realizar la

aproximación de la incertidumbre. Por otro lado el término L(x− x̂) del sistema (3.4) se agrega

debido a que la dinámica del error puede ser modificada convenientemente mediante la elección

de L, garantizando que el error de identificación sea estable.
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Con el uso de la red neuronal propuesta, se formula el teorema 3.1, además cabe mencionar

que la manera de demostrar el Teorema 3.1, es decir, realizar la estimación de la incertidumbre

del sistema, es mediante un análisis estilo Lyapunov aplicado a la arquitectura del de la red

neuronal propuesta.

Teorema 3.1. Considere un sistema
∑

SNL de la forma (3.3), el cual es identificado por
∑

RND

(3.4) y a su vez la Suposición 1 expresada en (3.2) se satisface, śı se selecciona al algoritmo de

aprendizaje de la red neuronal Ẇ como

Ẇ = eϕT (x̂), (3.5)

también si el umbral neuronal ψ se elige como

ψ = sign(e)δf (x), (3.6)

donde sign(e) es la función signo del error de identificación y δf (x) es la cota superior de la

incertidumbre; además se asegura que la matriz de ganancias L sea simétrica y definida positiva,

es decir

L = LT > 0, (3.7)

entonces el error de identificación e = x− x̂ es estable y acotado

ĺım
t→∞
‖e(t)‖ <∞. (3.8)

Demostración: Se selecciona a V (x) como la función candidata de Lyapunov siguiente

V (e,W ) = 1
2e
T e+ 1

2 tr{WW T }, (3.9)

se tiene que la derivada con respecto al tiempo de dicha función candidata es

V̇ (e,W ) = eT ė+ tr{WẆ T }. (3.10)

Primeramente se define el error de identificación e = x− x̂ por lo tanto ė = ẋ− ˙̂x.

Sustituyendo
∑

SNL y
∑

RND en la derivada del error de identificación tenemos

ė = f0(x) + ∆f (x) +Bu− f0(x)−Wϕ(x̂)− ψ −Bu− L(x− x̂)),

ė = �
��f0(x) + ∆f (x) +��Bu−�

��f0(x)−Wϕ(x̂)− ψ −��Bu− L(x− x̂)),
(3.11)

en este momento del análisis se tiene que como e = x− x̂

ė = ∆f (x)−Wϕ(x̂)− ψ − Le. (3.12)
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Luego manipulando la señal de error en V̇ (x) a partir de (3.12) se obtiene que

V̇ (e,W ) = eT (∆f (x)−Wϕ(x̂)− ψ − Le) + tr{WẆ T },
V̇ (e,W ) = eT∆f (x)− eTψ − eTLe− eTWϕ(x̂) + tr{WẆ T },

(3.13)

considerando los dos últimos términos de (3.13) se tiene

−eTWϕ(x̂) + tr{WẆ T } =

−tr{Wϕ(x̂)eT }+ tr{WẆ T } =

tr{W [−ϕ(x̂)eT + Ẇ T ]}.
(3.14)

Lo anterior es debido a la propiedades de la traza (2.13).

Luego de las manipulaciones algebraicas anteriores resulta

V̇ (e,W ) = eT∆f (x)− eTψ − eTLe+ tr{W [−ϕ(x̂)eT + Ẇ T ]}. (3.15)

Si se selecciona una ley de aprendizaje Ẇ T = ϕ(x̂)eT y se sustituye en el término (3.15), una

parte de este se cancela y se obtiene

V̇ (e,W ) = eT∆f (x)− eTψ − eTLe. (3.16)

Luego de (3.16), se toma el termino eT∆f (x) y en el se aplica la propiedad de la norma dada en

(2.19), Por lo que

eT∆f (x) ≤ ‖e‖1 ‖∆f (x)‖ . (3.17)

Por la propiedad de la norma representada por (2.23) se tiene que ‖e‖1 = eT sign(e) por lo

tanto

eT∆f (x) ≤ eT sign(e) ‖∆f (x)‖ . (3.18)

Sustituyendo la cota superior del término (3.18) en (3.16) se obtiene

V̇ (e,W ) ≤ eT sign(e) ‖∆f (x)‖ − eTψ − eTLe,
V̇ (e,W ) ≤ eT [sign(e) ‖∆f (x)‖ − ψ]− eTLe,

(3.19)

como la incertidumbre del sistema (3.3) expresada como ∆f (x) se supone acotada (3.2) entonces

V̇ (e,W ) ≤ eT [sign(e)δf (x)− ψ]− eTLe. (3.20)

Por lo que si se selecciona ψ = sign(e)δf (x) se tiene

V̇ (e,W ) ≤ −eTLe, (3.21)
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de esta manera sólo se tendŕıa que asegurar que L = LT > 0 con lo que se garantiza que la

derivada de la función candidata de Lyapunov propuesta es definida negativa, es decir

V̇ (e,W ) ≤ 0, (3.22)

por lo tanto se concluye que el error de identificación e = x− x̂ es estable y por tanto, acotado,

es decir

ĺım
t→∞
‖e(t)‖ <∞. (3.23)

Las manipulaciones algebraicas necesarias para llegar a la expresión con (3.23), se muestran de

manera formal en el anexo A

3.2. Modelo Neuronal Dinámico para aproximar un Sistema No

Lineal con Incertidumbre dentro de una Región de Opera-

ción

Un sistema no lineal como el que se muestra en (3.24)

∑
?
:

{
ẋ = f0(x) + ∆f (x) + g(x)u,

y = x.
(3.24)

Utilizando la arquitectura neuronal propuesta para la identificación de la incertidumbre, es

decir, el modelo neuronal (3.4), se puede obtener un conjunto de datos a partir del cual podemos

obtener un modelo neuronal dinámico para aproximar al sistema no lineal con incertidumbre

dentro de una región de operación.

De acuerdo al teorema 3.1, la incertidumbre del sistema es aproximada por la componente

neuronal Wϕ(x̂), entonces, si nos interesa la k-ésima muestra, lo anterior se expresa por la

ecuación (3.25)

∆f (xk) ∼= W (tk)ϕ(x̂(tk)). (3.25)

entonces si se selecciona un α pequeño, por la ecuación (3.30) el error de identificación entre

el estado estimado y el estado real es pequeño, aśı que

W (tk)ϕ(x̂(tk)) ∼= W (tk)ϕ(x(tk)), (3.26)

entonces la incertidumbre del sistema real puede ser aproximada por

∆f (xk) ∼= W (tk)ϕ(x(tk)), (3.27)
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3.2.1. Propuesta para construir el conjunto de datos para la aproximación de

la incertidumbre

El conjunto de datos se propone construirse de la siguiente manera, sea Ωk el conjunto

construido en la k-ésima muestra de interés, recopilado a partir de la aplicación de la red neuronal

propuesta, el criterio utilizado para ello es el siguiente

Ωk = Ωk−1 ∪ (x̄k, W̄kϕ(¯̂xk)), k = 1, 2, 3, · · · ; Ω0 = φ, (3.28)

donde

(x̄k, W̄kϕ(¯̂xk)) =

{
(x̄k−1, W̄k−1ϕ(¯̂xk−1)), Si no cumple con (3.30) y (3.31), ∀χ ∈ Ωk.

(x(t),Wϕ(x̂(t))), Si cumple con (3.30) y (3.31),∀χ ∈ Ωk.

(3.29)

donde la ecuación (3.30) representa que el error de identificación entre el sistema real y el

sistema neuronal sea más pequeño o igual que α

‖x(t)− x̂(t)‖ ≤ α, (3.30)

y la ecuación (3.31) representa la distancia euclidiana entre los datos recopilados

‖x(t)− χ‖ ≥ β,∀χ ∈ Ωk, (3.31)

Observación 3. Nótese que el conjunto Ωk, solo añade nuevos valores cuando la distancia entre

dichos datos es mayor a β y además dichos datos tienen un error de estimación cercano al valor

de α

Observación 4. Nótese que para propósitos de aproximación los valores de x̄k corresponden al

dominio y W̄kϕ(¯̂xk) al codominio de la función que se desea aproximar.
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Se desea hacer una aproximación de la incertidumbre mediante una red neuronal estática de

la forma que se muestra en la Figura 3.2, donde N es el número de neuronas de la red, lo cual

se deja a consideración del diseñador.

Figura 3.2: Red Neuronal Estática Propuesta.

De aplicación de la red neuronal, obtenemos el vector de pesos sinápticos de la segunda capa,

el cual nos ayudara a realizar la aproximación.

Para ello, necesitamos representar de manera matemática la red neuronal utilizada, que

está dada por la ecuación (3.32).

Wkϕ(¯̂xk) ∼=.IIw1σ1(Iw1x̄k +.Iθ1) +.IIw2σ2(Iw2x̄k +.Iθ2) + · · ·+.IIwNσN (IwN x̄k +.IθN ) +.IIw0.
Iy0,

(3.32)

donde k = 1, 2, 3, . . . , η, η es el número total de datos de la nube de datos y .Iy0 = 1.

Cabe mencionar que los pesos sinápticos de la primera capa son seleccionados de manera

libre por el diseñador, mientras que los pesos sinápticos de la segunda capa serán calculados.

La ecuación (3.32) la transformamos a su forma matricial tenemos que


W1ϕ(¯̂x1)

W2ϕ(¯̂x2)
...

Wηϕ(¯̂xη)

 ∼=
Φ︷ ︸︸ ︷

σ1(Iw1x̄1 +.Iθ1) σ2(Iw2x̄1 +.Iθ2) . . . σN (IwN x̄1 +.IθN ) 1

σ1(Iw1x̄2 +.Iθ1) σ2(Iw2x̄2 +.Iθ2) . . . σN (IwN x̄2 +.IθN ) 1
...

... . . .
...

...

σ1(IwN x̄η +.Iθ1) σ2(Iw2x̄η +.Iθ2) . . . σN (Iw1x̄η +.IθN ) 1





.IIw1

.IIw2

...

.IIwN

.IIw0


.

(3.33)

donde Φ es la matriz generada por las funciones de activación y los parámetros de las simulaciones.
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Para obtener el vector de pesos sinápticos de la segunda capa tenemos que

.IIw∗1

.IIw∗2
...

.IIw∗N
.IIw∗0


∼= Φ+


y1

y2

...

yη

 , (3.34)

.IIW ∗ ∼= Φ+


y1

y2

...

yη

 , (3.35)

con lo anterior tenemos que la aproximación deseada para la incertidumbre del sistema se expresa

en la ecuación (3.36)

∆f (x) ∼=.IIW ∗σ(IWx+.Iθ), (3.36)

con ello, del entrenamiento en ĺınea realizado con la red neuronal resultante del teorema 3.1 y

del realizado fuera de ĺınea con la red neuronal estática se puede obtener un modelo neuronal

que aproxima al sistema (3.24) en la región de operación x(t) cercana al dominio del conjunto

Ωk.

∑
Idn?

:

{
ẋ ∼= f0(x) +.IIW ∗σ(IWx+.Iθ) + g(x)u,

y = x.
(3.37)

Observación 5. Nótese que la selección de los valores de α y β tienen una repercusión directa

en la elección de los datos que formaran la nube de datos; el valor de α permite incluir datos

con un error de identificación menor o igual que α, mientras que el valor de β da la distancia

euclidiana mı́nima entre los datos seleccionados, para evitar repetición de datos o datos muy

parecidos.

Observación 6. Nótese que entre más grande sea α, mayor sera el error de estimación de la

incertidumbre, mientras que β entre más grande sea su valor menor cantidad de datos se tomaran

en cuenta; es decir, α indica que tan cercana se desea que sea la estimación, mientras β te dice

la cantidad de datos que deseas obtener con ese error de estimación.

La aplicación de la red neuronal estática a las simulaciones realizadas y la obtención del

modelo neuronal para aproximar al sistema no lineal en una región de operación, se muestran en

el caṕıtulo de simulaciones.



IV. Simulaciones

El presente caṕıtulo presenta una serie de simulaciones realizadas para demostrar las efecti-

vidad de la aplicación del teorema 3.1, además por medio de la obtención de la aproximación de

la incertidumbre se trata de extraer la mayor información, es decir, en cada simulación el obje-

tivo principal es la obtención de la aproximación de la parte de incertidumbre, pero luego de la

obtención, se busca darle una interpretación para conocer información relevante de la aplicación

del sistema.

Además se incluyen las simulaciones de la red neuronal estática para la obtención del modelo

que aproxime al modelo no lineal con incertidumbre dentro de una región de operación en cada

una de las primeras tres simulaciones realizadas para mostrar la efectividad del teorema 3.1.

4.1. Simulación 1: Identificación e Interpretación de la Fricción

en un Manipulador de Eslabón Simple

4.1.1. Planteamiento del Problema

Figura 4.1: Sistema de un eslabón con cambio de fricción.

33
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Considere el sistema no lineal correspondiente a la ecuación diferencial de un eslabón simple:

θ̈(t) = − 1

ml2
σ
(
θ(t), θ̇(t)

)
− g

l
· cos (θ(t)) +

1

ml2
τ, (4.1)

donde m es la masa del punto terminal del eslabón, l es la longitud del eslabón, g es la constante

de gravedad, τ es el par de entrada aplicado a la articulación del eslabón, finalmente σ
(
θ(t), θ̇(t)

)
es la fricción del sistema, cuya función es la siguiente:

σ
(
θ(t), θ̇(t)

)
=

{
kbθ̇(t), l · cos(θ(t)) ≤ −x0

kaθ̇(t), l · cos(θ(t)) > −x0

, (4.2)

La interpretación f́ısica del sistema dinámico (4.1) se muestra en la Figura 4.1, la cual muestra

al eslabón simple y debajo está a x0 metros de distancia de la articulación el nivel de ĺıquido de

un tanque, aśı pues, de acuerdo a la variable de articulación θ(t), el punto terminal del eslabón

puede estar o no sumergido en el ĺıquido.

La función σ (·, ·) representa la fricción conmutada que tiene el sistema debida al cambio del

medio del punto terminal, de modo que ka es el coeficiente de fricción de la articulación y del

medio que rodea al punto terminal cuando éste se encuentra fuera del ĺıquido y kb es el coeficiente

de fricción viscosa correspondiente a la articulación y a la correspondiente del medio ĺıquido que

rodea al punto terminal.

Se considera que la fricción es la única incertidumbre del sistema, y esta simulación consiste

primeramente estimar la fricción del sistema mediante redes neuronales dinámicas y excitando

al sistema con un par que haga girar el eslabón y posteriormente a partir del perfil de la fricción

estimada, estimar la distancia x0.

4.1.2. Objetivos de la Simulación

Partiendo de la condición inicial θ(0) = π
2 , θ̇(0) = 0 y cuando el eslabón haya dado dos

revoluciones se estime la distancia x0. Además se sabe que existe un intervalo de θ en el cual el

punto terminal del eslabón queda sumergido, es decir, −l < x0 < l.

4.1.3. Desarrollo de la Simulación

De acuerdo con el resultado principal de esta tesis, considerando una Red Neuronal Dinámica

de la forma (3.4), y ajustando nuestro sistema no lineal (4.1 y 4.2) considerando la fricción como

la incertidumbre del sistema tenemos que:

θ(t) = x1(t) ,

θ̇(t) = ẋ1(t) = x2(t) ,

θ̈(t) = ẍ1(t) = ẋ2(t) ,

u = τ ,

(4.3)
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aśı que por lo tanto el modelo del Manipulador de Eslabón Simple en espacio de estados que

cumple con la forma (3.3), está dado por

ẋ(t) =

[
x2(t)

−g
l cos(x1(t))

]
+

[
0

−1
ml2

σ(θ(t), θ̇(t))

]
+

[
0
1
ml2

]
u , (4.4)

donde

f0(x) =

[
x2(t)

−g
l cos(x1(t))

]
,

∆f (x) =

[
0

−1
ml2

σ(θ(t), θ̇(t))

]
,

g(x) =

[
0
1
ml2

]
,

(4.5)

la red neuronal dinámica de la forma (3.4) está dada por

˙̂x(t) =

[
x2(t)

−g
l cos(x1(t))

]
+Wϕ(x̂) + ψ +

[
0
1
ml2

]
u+ L(x− x̂) , (4.6)

donde por el teorema 3.1 selecciona al umbral neuronal ψ como

ψ = sign(e) · δf (x) , (4.7)

donde

δf (x) =
k · |θ̂|
ml2

, k > kb > ka , (4.8)

y finalmente la estructura de la neurona se selecciona

ϕ(x̂) = x̂+ 0.1 · tanh(0.5x̂) , (4.9)
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La siguiente simulación fue realizada con los datos de la Tabla 4.1.

Variable Valor Descripción

m 0.2 Kg Masa del punto terminal del eslabón

l 0.2 m Longitud del eslabón

T 5 Par de Entrada

ka 0.5 El coeficiente de fricción de la articulación y del

medio que rodea al punto terminal cuando éste

se encuentra fuera del ĺıquido.

kb 2 El coeficiente de fricción viscosa de la articu-

lación y del medio ĺıquido que rodea al punto

terminal.

k 2.1 Constante de la Cota Superior.

g 9.81 Constante de Gravedad

x0 0.05 Distancia a estimar

Tabla 4.1: Datos usados en la Simulación 1.

En la Figura 4.2 se muestra el comportamiento de la posición angular del eslabón, además

en ella se indica el momento en que se completan la primera y segunda revolución, además

analizando la evolución del crecimiento de la posición se puede observar que la gráfica tiene

cambios de pendiente, lo que se puede interpretar como la entrada y salida del eslabón del

ĺıquido.

Figura 4.2: Posición Angular del Sistema.
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En la Figura 4.3 se puede observar claramente la evolución de la velocidad del eslabón, debido

a la disminución de la velocidad del eslabón y luego al aumento de nueva cuenta de la misma,

se pueden deducir los cambios del medio que rodea al punto terminal mediante estos cambios

de velocidad, es decir, cuando la velocidad disminuye es porque el eslabón está entrando en el

ĺıquido, mientra que cuando aumenta sale del ĺıquido y entra en el aire.

Figura 4.3: Velocidad Angular.

La Figura 4.4, es la referente a la estimación realizada por la red neuronal de la posición

angular del eslabón, se observa que descartando el inicio del perfil, tiene un comportamiento

similar a la Figura 4.2.

Figura 4.4: Posición Angular Estimada.
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Mientras que la Figura 4.5 representa la estimación de la velocidad angular realizada por

la red neuronal, en ella también se puede observar el comportamiento que refleja el cambio de

ambiente que sufre el eslabón simple.

Figura 4.5: Velocidad Angular Estimada.

En la Figura 4.6 podemos observar que ambas gráficas, tanto la posición angular real y la

posición angular estimada, presentan el mismo patrón de crecimiento, además de que se observa

que la red neuronal arroja una aproximación bastante apegada a la posición angular del modelo.

Figura 4.6: Comparativa entre la Posición Angular del Sistema y la Posición Angular Esti-
mada.
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En la Figura 4.7 se puede observar el error de estimación entre la posición angular del sistema

real y la posición angular estimada, el cual es pequeño sin considerar la etapa de entrenamiento

de la red, por lo que se considera una aproximación apropiada.

Figura 4.7: Error de Estimación de la Posición Angular.

En la Figura 4.8, puede observar la comparación entre la velocidad angular real y la velocidad

angular estimada por la red neuronal.

Figura 4.8: Comparativa entre la Velocidad Angular del Sistema y Velocidad Angular Esti-
mada.



40 IV. Simulaciones

En la Figura 4.9 se puede ver que el error de estimación que existe entre la velocidad angu-

lar real y la estimada, el cual es relativamente pequeño, se puede observar que dicho error va

ajustándose durante la etapa de entrenamiento de la red.

Figura 4.9: Diferencia entre la velocidad angular y la velocidad angular estimada.

Durante la obtención de los datos para realizar las Figuras anteriores, se estima la incerti-

dumbre del sistema es decir, la fricción tanto del aire como del ĺıquido en el que se sumerge

el eslabón. Primeramente si el error de identificación fuera prácticamente 0 tendŕıamos que su

derivada también lo seŕıa por lo que:

e ∼= 0 , (4.10)

ė ∼= ∆f (x)−Wϕ(x̂)− ψ − Le ,

0 ∼= ∆f (x)−Wϕ(x̂)− ψ − Le ,
(4.11)

entonces por las ecuaciones (3.5), (3.6) y (3.7) del teorema 3.1

Le ∼= 0 ,

ψ ∼= sign(0) · δf ∼= 0 ,
(4.12)

tenemos que la incertidumbre del sistema ∆f (x) es aproximadamente igual a la componente

neuronal Wϕ(x̂)

∆f (x)−Wϕ(x̂) ∼= 0 ,

∆f (x) ∼= Wϕ(x̂) ,
(4.13)

de (4.13) tenemos que el error de estimación de la incertidumbre es igual a la resta de ∆f menos
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la componente neuronal Wϕ(x̂), es decir

e∆f
∼= ∆f (x)−Wϕ(x̂) ,

e∆f
=

[
e∆f1

e∆f2

]
.

(4.14)

En la Figura 4.10 se muestra el perfil de la incertidumbre del sistema, en dicho perfil se puede

ver cuando es que el eslabón cambia de ambiente

Figura 4.10: Incertidumbre del Eslabón Simple.

Mientras que en la Figura 4.11 se muestra el perfil de la componente neuronal Wϕ(x̂) arrojado

por la red neuronal dinámica.

Figura 4.11: Componente Neuronal Wϕ(x̂).
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En la Figura 4.12 se muestran los perfiles de la incertidumbre del sistema ∆f y de la compo-

nente neuronalWϕ(x̂); se observa que que durante la etapa de entrenamiento de red la componen-

te neuronal busca ajustarse para parecerse a la incertidumbre del sistema, además se pues hacer

la deducción de que entre mayor sea el tiempo de simulación, más cercana sera la aproximación.

Figura 4.12: Comparación de ∆f y Wϕ(x̂).

Lo anterior puede ser observado en la Figura 4.13, en la cual se puede ver la convergencia

del error de estimación de la incertidumbre durante dos intervalos de tiempo, el primero en 4

segundos y el segundo en 8 segundos.

(a) Error de estimación en 4 segundos. (b) Error de estimación en 8 segundos.

Figura 4.13: Error de Estimación de la Incertidumbre del Sistema.

Es decir con las Figuras 4.12 y 4.13, se observa claramente que la componente neuronal

Wϕ(x̂) lleva a cabo la neuro-identificación de ∆f (x).
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En la Figura 4.14 se observa la evolución del error cuadrático medio a lo largo del tiempo,

donde resaltan los cambios provocados por el aprendizaje de la red, al principio se observa como

el error es grande debido a la etapa de entrenamiento de la red, pero luego se observa como el

error cuadrático medio aumenta muy poco, finalizando con un valor de 8.5860× 104

Figura 4.14: Error Cuadrático Medio a lo largo del tiempo de simulación.

En la Figura 4.15, se puede observar el comportamiento de los pesos sinápticos de la red

neuronal, donde se nota el ajuste de los pesos para que la componente neuronal Wϕ(x̂) se

aproxime a la incertidumbre del sistema.

Figura 4.15: Pesos Sinápticos de la Red Neuronal Dinámica.
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En la Figura 4.16 se puede observar la evolución l·cos(θ), puede observarse claramente cuando

el eslabón cambia de ambiente.

Figura 4.16: Perfil de l cos(θ).

La Figura 4.17 representa el perfil de la fricción estimada por la red neuronal, la cual está in-

cluida en la incertidumbre del sistema, donde puede observarse que durante la etapa de apren-

dizaje de la red, tiene un comportamiento anormal, luego es una especie de comportamiento

periódico entre los valores de ka y kb .

Figura 4.17: Fricción Estimada.
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La Figura 4.18 muestra la localización del valor de x̂0 en la segunda revolución.

Figura 4.18: Localización de x̂0

La Figura 4.19 muestra la distancia estimada calculada a partir de l cos(θ) y el perfil de la

fricción estimada y la distancia real que existe entre el eslabón y el ĺıquido.

Figura 4.19: Distancia Estimada.

Con lo anterior se demuestra que a partir de la identificación de la incertidumbre se puede

obtener una mayor cantidad de información del sistema, en este caso, además de poder extraer el

perfil de fricción del eslabón de la incertidumbre estimada, también es posible estimar la distancia

existente entre el eje del eslabón simple y el ĺıquido donde se sumerge.
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4.2. Simulación 2: Estimación de Una Fuga en un par de Tanques

de Área Transversal no uniforme conectados en Cascada

4.2.1. Planteamiento del Problema

Considere las siguientes ecuaciones diferenciales

∑
S2T

:


d
dtV1(t) = qi1(t)− qo1(t)
d
dtV2(t) = qo1(t)− qO(t)

y = qo2

, (4.15)

donde el volumen del primer tanque es V1(x1) =
∫ x1

0 A1(x)dx, el volumen del segundo tanque es

V2(x2) =
∫ x2

0 A2(x)dx, el área transversal del primer tanque a una altura del nivel del ĺıquido x1

es A1(x1) = r01 + δr1sen(2πx1
0.7 ) y para el segundo tanque el área transversal a una altura del

nivel del ĺıquido x2 es A2(x2) = r02 + δr2sen(2πx2
0.45 ).

El flujo de entrada del segundo tanque es igual al flujo de salida del primero, es decir,

qi2 = qo1 = x1
R1

; el flujo neto de salida del segundo tanque es qO = qo2 + qf2 = x2
R , donde

R = 1
1
R2

+ 1
Rf2

.

La interpretación f́ısica del sistema dinámico se muestra en la Figura 4.20

Figura 4.20: Esquema general del Sistema de tanques de área transversal no uniforme.

Se considera que la única incertidumbre del sistema es el desconocimiento del valor de Rf2,

solo se conoce que la válvula de Rf2 nunca está cerrada en su totalidad, aśı que siempre existe

fuga, con lo cual la lectura del flujo de salida correspondiente a la representación de la fuga no

se tiene, es decir, no se tiene lectura de qf2, pero si se tiene lectura de qo2.
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4.2.2. Objetivos de la Simulación

La simulación consiste estimar el perfil de la fuga en el intervalo Tini ≤ t ≤ Tfin.

Partiendo de la condición inicial x1(0) = x2(0) = 0, una señal de entrada

u(t) =

{
0.25t, 0 ≤ t ≤ 8

2 + 0.5sen(πt2 ), t > 8
, (4.16)

se debe estimar el perfil de la fuga en un intervalo de tiempo 0 < Tini ≤ t ≤ Tfin < 70.

4.2.3. Desarrollo de la Simulación

Tomando como punto de partida el resultado principal de la presente tesis, es decir, conside-

rando una Red Neuronal Dinámica de la forma (3.4) para realizar la identificación en ĺınea de la

incertidumbre del sistema (4.15).

El modelo del sistema utilizado para esta simulación en su representación en espacio de

estados que cumple con la forma (3.3) es

ẋ(t) =

 −
1
R1

r01+δr1sen( 2π
0.7
x1)

0
1
R1

r01+δr1sen( 2π
0.7
x1)

− 1
[r02+δr2sen( 2π

0.45
x2)]R1

[ x1

x2

]
+

[
0

− 1
[r02+δr2sen( 2π

0.45
x2)]Rf2

x2

]

+

[
1

r01+δr1sen( 2π
0.7
x1)

0

]
u , (4.17)

donde

f0(x) =

 −
1
R1

r01+δr1sen( 2π
0.7
x1)

0
1
R1

r01+δr1sen( 2π
0.7
x1)

− 1
[r02+δr2sen( 2π

0.45
x2)]R1

[ x1

x2

]
,

∆f (x) =

[
0

− 1
[r02+δr2sen( 2π

0.45
x2)]Rf2

x2

]
,

g(x) =

[
1

r01+δr1sen( 2π
0.7
x1)

0

]
,

(4.18)

además se sabe que Rf2 ≤ Rf2 ≤ Rf2.
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Por lo que considerando una red neuronal dinámica de la forma (3.4) tenemos que:

˙̂x(t) =

 −
1
R1

r01+δr1sen( 2π
0.7
x1)

0
1
R1

r01+δr1sen( 2π
0.7
x1)

− 1
[r02+δr2sen( 2π

0.45
x2)]R1

[ x1

x2

]
+Wϕ(x̂) + ψ

+

[
1

r01+δr1sen( 2π
0.7
x1)

0

]
u+ L(x− x̂) , (4.19)

de acuerdo con el teorema 3.1 seleccionamos al umbral neuronal ψ como

ψ = sign(e) · δf (x) , (4.20)

con la cota superior de la norma de la incertidumbre como

δf (x) =

∣∣∣∣∣ 1

[r02 + δr2sen( 2π
0.45x2)]Rf2

∣∣∣∣∣ , (4.21)

y función de activación.

ϕ(x̂) = x̂+ 0.05 · tanh(0.02x̂). (4.22)

La siguiente simulación fue realizada con los datos de la Tabla 4.2.

Variable Valor Descripción

R1 0.5 Resistencia de la Válvula 1

R2 0.8 Resistencia de la Válvula 2

r01 10 Constante.

r02 8 Constante.

δr1 0.8 Constante.

δr2 0.5 Constante.

Rf2 0.1 Resistencia Mı́nima de la Fuga

Rf2 1 Resistencia Máxima de la Fuga

Tabla 4.2: Datos usados en la Simulación 2.
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En la Figura 4.21 se observa el perfil del flujo de entrada del sistema dado por la ecuación

(4.16).

Figura 4.21: Perfil de Flujo de Entrada.

En la Figura 4.22 se muestran los niveles de los dos tanques.

Figura 4.22: Niveles de los dos tanques.
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En la Figura 4.23, se muestran los niveles estimados de los dos tanques arrojados por la red

neuronal.

Figura 4.23: Niveles Estimados de los dos tanques.

A continuación se pueden observar una serie de gráficas comparativas entre los niveles reales

y los estimados de los tanques, aśı como el error de estimación correspondiente a cada nivel.

La Figura 4.24 muestra la comparativa entre el nivel real y el nivel estimado para el tanque

1, se puede observar que ambos perfiles son muy similares.

Figura 4.24: Comparativa entre Nivel y Nivel Estimado del tanque 1.
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La Figura 4.25 muestra el error de estimación generado por el nivel real y el estimado del

tanque 1, se puede observar que durante la etapa de entrenamiento de red, el error de estimación

es mayor al generado después, además de observar la convergencia a un valor muy cercano a 0.

Figura 4.25: Error de Estimación del Nivel del tanque 1.

La Figura 4.26 muestra la comparativa entre el nivel real y el nivel estimado para el tanque

2, con perfiles similares, se considera una buena aproximación.

Figura 4.26: Comparativa entre Nivel y Nivel Estimado del tanque 2.
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La Figura 4.27 muestra el error de estimación generado por el nivel real y el estimado del

tanque 2, se puede observar la convergencia del error a un valor cercano a 0.

Figura 4.27: Error de Estimación del Nivel del tanque 2.

La Figura 4.28 representa el perfil del flujo de salida del tanque 2.

Figura 4.28: Flujo de Salida del tanque 2.
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La Figura 4.29 representa el perfil del flujo de salida estimado del tanque 2.

Figura 4.29: Flujo de Salida Estimado del tanque 2.

La Figura 4.30 es una comparativa entre el flujo de salida y el flujo estimado de salida del

tanque 2, donde se puede observar que lo arrojado por la red neuronal se considera una buena

una aproximación.

Figura 4.30: Comparativa de Flujos de Salida Real y Estimado del tanque 2.
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La Figura 4.31 representa el error de estimación del perfil de salida del tanque 2, donde se

observa de nueva cuenta que el error trata de converger a un valor cercano a 0.

Figura 4.31: Error de Estimación del Flujo de Salida del tanque 2.

Durante la obtención de los datos para realizar las Figuras anteriores, se estima la incerti-

dumbre del sistema es decir, el perfil de la fuga mostrado en la Figura (4.32)

Luego de la realización de la simulación, se tiene que si el error de identificación es práctica-

mente 0 tendŕıamos que su derivada también lo seŕıa por lo que:

e ∼= 0 , (4.23)

ė ∼= ∆f (x)−Wϕ(x̂)− ψ − Le ,

0 ∼= ∆f (x)−Wϕ(x̂)− ψ − Le ,
(4.24)

entonces por las ecuaciones (3.5), (3.6) y (3.7) del Teorema 3.1

Le ∼= 0 ,

ψ ∼= sign(0) · δf ∼= 0 ,
(4.25)

tenemos que la incertidumbre del sistema ∆f (x) es aproximadamente igual a la componente

neuronal Wϕ(x̂)

∆f (x)−Wϕ(x̂) ∼= 0 ,

∆f (x) ∼= Wϕ(x̂) ,
(4.26)
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uniforme conectados en Cascada 55

de la ecuación (4.26) tenemos que el error de estimación de la incertidumbre es igual a la

resta de ∆f menos la componente neuronal Wϕ(x̂), es decir

e∆f
∼= ∆f (x)−Wϕ(x̂) ,

e∆f
=

[
e∆f1

e∆f2

]
.

(4.27)

La Figura 4.32 representa el perfil de la incertidumbre del sistema, lo cual nos ayudara a

calcular el flujo de la fuga del tanque 2.

Figura 4.32: Incertidumbre del Sistema de Tanques.

La Figura 4.33 representa el perfil de la componente neuronal Wϕ(x̂) arrojado por la red

neuronal.

Figura 4.33: Componente Neuronal Wϕ(x̂).



56 IV. Simulaciones

En Figura 4.34 se muestra la comparación de la Incertidumbre del sistema y la componente

neuronal Wϕ(x̂), donde se puede observar que el componente neuronal difiere bastante de la in-

certidumbre durante la etapa de entrenamiento de la red, pero conforme termina el entrenamiento

se aproxima en mayor grado a la incertidumbre.

Figura 4.34: Comparación de ∆f y Wϕ(x̂).

La Figura 4.35 representa el error de estimación de la Incertidumbre del sistema, donde se

puede observar que durante la etapa de entrenamiento el error es notable, pero conforme sale

de la etapa de entrenamiento el error va convergiendo a un valor cercano a cero, por lo que se

considera que la aproximación de la incertidumbre es buena conforme el tiempo avanza.

Figura 4.35: Error de Estimación la Incertidumbre del Sistema.
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En la Figura 4.36 se observa la evolución del error cuadrático medio a lo largo del tiempo

finalizando con un valor de 3.2662× 10−8

Figura 4.36: Error Cuadrático Medio a lo largo del tiempo de simulación.

En la Figura 4.37, se puede observar la evolución de los pesos sinápticos de la red neuronal.

Figura 4.37: Pesos Sinápticos de la Red Neuronal Dinámica.

Con la estimación de la incertidumbre podemos calcular los perfiles de fuga real y la fuga

estimada por la red neuronal, con lo que podemos observar que esta información nos puede

ayudar a conocer una mayor información del sistema real.
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La Figura 4.38 representa el perfil de la fuga en tanque 2, donde se puede observar claramente

la variación de la válvula Rf2 por medio de los cambios en el perfil de la fuga.

Figura 4.38: Flujo de la fuga del tanque 2.

La Figura 4.39 representa el perfil de la fuga estimado del tanque 2 arrojado por la red

neuronal, donde se pueden observar de igual manera las modificaciones que sufre la válvula Rf2.

Figura 4.39: Flujo de la fuga Estimado del tanque 2.
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La Figura 4.40 es una comparativa entre los perfiles de la fuga real y estimada del tanque 2,

en ella se puede observar la cercańıa de la estimación.

Figura 4.40: Comparativa de Flujos de Fuga Real y Estimado del tanque 2.

La Figura 4.41 representa el error de estimación del perfil de la fuga del tanque 2, donde

se observa que durante la etapa de entrenamiento el error de estimación es mayor, y conforme

avanza el tiempo converge a un valor cercano a cero.

Figura 4.41: Error de Estimación del Flujo de Fuga del tanque 2.

Con lo anterior podemos calcular el flujo total de salida del tanque 2, es decir, qO = q02 +qf2,

tanto real como estimado; a continuación se muestran dichas gráficas donde podemos observar

el comportamiento del flujo total de salida del tanque 2.
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La Figura 4.42 representa el perfil de salida total del tanque 2, donde podemos observar que

la fuga tiene un impacto directo en la forma del perfil de salida.

Figura 4.42: Flujo de Salida Total del tanque 2.

La Figura 4.43 representa el perfil estimado de la salida total del tanque 2, donde de igual

forma se puede ver la influencia de la fuga.

Figura 4.43: Flujo de Salida Total Estimado del tanque 2.
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La Figura 4.44 es una comparativa entre los perfiles de salida total real y estimada del tanque

2, donde se puede ver que la aproximación realizada por la red es bastante parecida a la real.

Figura 4.44: Comparativa de Flujos de Salida Total Real y Estimado del tanque 2.

La Figura 4.45 representa el error de estimación del perfil de salida total del tanque 2, donde

puede observarse de igual manera que en las comparativas anteriores las diferencias entre cuando

la neurona está dentro de la etapa de entrenamiento y cuando ya no se está en esa etapa.

Figura 4.45: Error de Estimación del Flujo de Salida Total del tanque 2.
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4.3. Simulación 3: Estimación de la competencia intraespećıfica

en la especie de la presa dentro de un sistema depredador-

presa

4.3.1. Planteamiento del Problema

Considere las siguientes ecuaciones diferenciales

d
dtN1(t) = r1N1 − βN1N2

d
dtN2(t) = −r2N2 + κβN1N2

, (4.28)

Las ecuaciones diferenciales dadas en (4.28) son conocidas como Modelo de Lotka-Volterra

para sistemas de poblaciones depredador-presa [69, 70].

Partiendo de (4.28) e introduciendo la competencia intraespećıfica en la especie de la presa

[71], tenemos que
d
dtN1(t) = r1N1 − βN1N2 − γN2

1
d
dtN2(t) = −r2N2 + κβN1N2

, (4.29)

donde el termino r1 es conocido como tasa per cápita neta de crecimiento de la población para

esta simulación se parte de que r1 := r1 + rau, es decir la tasa neta de crecimiento está formada

por una tasa de crecimiento fija más una tasa de crecimiento dependiente de la cantidad de

alimento proporcionado al medio externamente.

Entonces el modelo a utilizar en la presente simulación es el siguiente

∑
SDP

:

{
d
dtN1(t) = r1N1 + raN1u− βN1N2 − γN2

1
d
dtN2(t) = −r2N2 + κβN1N2

, (4.30)

donde r1 es la tasa per cápita mı́nima de crecimiento de la población de presas, ra es tasa de

crecimiento de la población asociada al alimento añadido, β es el factor de proporcionalidad que

indica el grado de efectividad del proceso de interacción entre la presa y el depredador, γ es el

coeficiente de competencia intraespećıfica en el hábitat para la especie de presas, r2 es la tasa per

cápita de crecimiento de la población de la especie predadora, κ es el factor de proporcionalidad

que indica el grado en que afecta el éxito en la caza en los predadores.

Se considera que el sistema (4.30) tiene como única incertidumbre el termino γN2
1 que co-

rresponde a la competencia intraespećıfica en el hábitat para la especie de presas.
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4.3.2. Objetivos de la Simulación

La simulación consiste en estimar la competencia intraespećıfica para la especie de presas,

además a partir de dicha estimación determinar el perfil del coeficiente estimado de γ. Partiendo

de las condiciones iniciales de la población de presas de 3000 individuos, es decir, N1(0) = 3000

y N2(0) = 1000 y el sistema se considera para un periodo de 100 años.

4.3.3. Desarrollo de la Simulación

Considerando una Red Neuronal Dinámica de la forma (3.4) para realizar la identificación en

ĺınea de la incertidumbre del sistema (4.30).

De acuerdo con el modelo propuesto (3.3), el modelo de la simulación, es decir el sistema

(4.30) queda como sigue:

Ṅ(t) =

[
r1 − γN1 −βN1

κβN2 −r2

][
N1

N2

]
+

[
raN1

0

]
u, (4.31)

donde

f0(N) =

[
r1 −βN1

κβN2 −r2

][
N1

N2

]
,∆f (N) =

[
−γN2

1

0

]
, g(N) =

[
raN1

0

]
, (4.32)

y además se sabe que γ ≤ γ ≤ γ
La arquitectura de la Red Neuronal Dinámica de la forma (3.4) es:

˙̂
N(t) =

[
r1 −βN1

κβN2 −r2

][
N1

N2

]
+Wϕ(N̂) + ψ +

[
raN1

0

]
u+ L(N − N̂) , (4.33)

entonces aplicando el teorema 3.1 primero se selecciona al umbral neuronal ψ como

ψ = sign(e) · δf (x) , (4.34)

donde la cota superior de la norma de la incertidumbre del sistema se selecciona como

δf (x) = γN2
1 , (4.35)

y también se elige a la función de activación ϕ(N̂) como

ϕ(N̂) = N̂ + 100 · tanh(0.001N̂). (4.36)
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La simulación del sistema depredador presa fue realizada con los datos de la Tabla 4.3.

Variable Valor Descripción

r1 0.4 Diferencia entre las tasas de natalidad y mortalidad de la presa.

ra 0.04 Coeficiente de tasa de crecimiento de la presa por unidad de alimento.

β 0.37 Factor de proporcionalidad que indica el grado de efectividad del proceso

de interacción.

r2 0.3 El grado de la competitividad de predadores en que esto afecta al creci-

miento de la población.

κ 5
37 Factor de proporcionalidad que indica el grado en que afecta el éxito en

la caza en los predadores.

Tabla 4.3: Datos usados en la Simulación 3.

En la Figura 4.46 se muestra el desarrollo de las poblaciones de presa (N1) y depredador (N2)

a lo largo de 100 años, aqúı se puede observar la dependencia de una especie y otra, es decir el

número de presa existentes afecta proporcionalmente al número de depredadores.

Figura 4.46: Población de las dos especies.
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En la Figura 4.47, se observa el número estimado de individuos por especie que arroja la red

neuronal.

Figura 4.47: Población Estimada de las dos especies.

La Figura 4.48 presenta una comparación de la población de la especie de la presa y la

población estimada de la presa arrojada por la red neuronal.

Figura 4.48: Comparativa entre Población y Población Estimada de la especie de la presa.



66 IV. Simulaciones

La Figura 4.49 representa el error de estimación entre las población real y la población

estimada por la red neuronal para la especie de la presa, se puede observar que existe una

diferencia muy pequeña entre ambas, por lo cual se puede considerar una buena estimación.

(a) Perfil del Error eN1 . (b) Perfil del Error en Escala logaŕıtmica en el eje x

Figura 4.49: Error de Estimación de la población de la especie de la presa.

La Figura 4.50 presenta una comparación de la población de la especie del depredador y la

población estimada del depredador resultante de la red neuronal.

Figura 4.50: Comparativa entre la población y la población estimada en la especie del
depredador.
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La Figura 4.51 representa el error de estimación entre las población real y la población

estimada por la red neuronal para la especie del depredador, se puede observar que existe un

error de estimación pequeño, dado esto se toma como una buena estimación.

(a) Perfil del Error eN2 . (b) Perfil del Error en Escala logaŕıtmica en el eje x

Figura 4.51: Error de Estimación de la población en la especie del depredador.

Durante la obtención de los datos para realizar las Figuras anteriores, se estima la incerti-

dumbre del sistema

Luego de la realización de la simulación, se tiene que si el error de identificación fuera prácti-

camente 0 tendŕıamos que su derivada también lo seŕıa por lo que:

e ∼= 0 , (4.37)

ė ∼= ∆f (N)−Wϕ(N̂)− ψ − Le ,

0 ∼= ∆f (N)−Wϕ(N̂)− ψ − Le ,
(4.38)

entonces por las ecuaciones (3.5), (3.6) y (3.7) del Teorema 3.1

Le ∼= 0 ,

ψ ∼= sign(0) · δf ∼= 0 ,
(4.39)

tenemos que la incertidumbre del sistema ∆f (N) es aproximadamente igual a la componente

neuronal Wϕ(N̂)

∆f (N)−Wϕ(N̂) ∼= 0 ,

∆f (N) ∼= Wϕ(N̂) ,
(4.40)



68 IV. Simulaciones

de (4.40) tenemos que el error de estimación de la incertidumbre es igual a la resta de ∆f menos

la componente neuronal Wϕ(N̂), es decir

e∆f
∼= ∆f (N)−Wϕ(N̂) ,

e∆f
=

[
e∆f1

e∆f2

]
.

(4.41)

En la Figura 4.52 se muestra el perfil de la incertidumbre del sistema, es decir, la competencia

intraespećıfica de la especie de la presa

Figura 4.52: Incertidumbre del Sistema.

La Figura 4.53 representa el perfil de la componente neuronal Wϕ(N̂) arrojado por la red

neuronal.

Figura 4.53: Componente Neuronal Wϕ(N̂)
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La Figura 4.54 es una comparación entre la incertidumbre del sistema ∆f (N) y la componente

neuronal Wϕ(N̂), aqúı se puede observar que durante la etapa de entrenamiento difieren un poco,

pero conforme va saliendo de dicha etapa el perfil de ambas es muy similar.

Figura 4.54: Comparación de ∆f y Wϕ(N̂).

La Figura 4.55 representa el error de estimación de la Incertidumbre del sistema, donde se

puede observar que durante la etapa de entrenamiento el error es notable, pero conforme sale de

la etapa de entrenamiento el error converge a un valor cercano a 0.

Figura 4.55: Error de Estimación la Incertidumbre del Sistema.
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En la Figura 4.56 se observa la evolución del error cuadrático medio a lo largo del tiempo,

donde se puede observar claramente tres cambios, finalizando con un valor de 0.2185

Figura 4.56: Error Cuadrático Medio a lo largo del tiempo de simulación.

En la Figura 4.57, se puede observar el comportamiento de los pesos sinápticos de la red

neuronal, donde se puede observar que durante el tiempo de simulación utilizado dos de los

pesos aun no convergen.

Figura 4.57: Pesos Sinápticos de la Red Neuronal Dinámica.

En el Anexo B se puede observar los resultados de esta misma simulación con el objetivo de

mostrar la convergencia de los pesos sinápticos de la red neuronal dinámica.
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4.4. Simulación 4: Identificación de Incertidumbre en un Péndu-

lo Invertido

4.4.1. Planteamiento del Problema

Figura 4.58: Sistema de péndulo invertido.

Considere el sistema de péndulo invertido que se muestra en la Figura 4.58. Como en este

sistema la masa se concentra en lo alto de la varilla, el centro de gravedad es el centro de la bola

del péndulo. El modelo del sistema de péndulo invertido está representado por las ecuaciones

siguientes

(M +m)ẍ+mlθ̈ = u, (4.42)

(I +ml2)θ̈ +mlẍ = mglθ. (4.43)

Para ver la obtención de estas ecuaciones ver Anexo C.

Para este caso, el momento de inercia del péndulo respecto de su centro de gravedad es

pequeño, y se supone que I + ml2 ' ml2. Entonces el modelo matemático para este sistema es

el siguiente:

Mlθ̈ = (M +m)gθ − u, (4.44)

Mẍ = u−mgθ. (4.45)
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4.4.2. Objetivos de la Simulación

La presente simulación tiene como objeto la utilización del modelo linealizado del péndulo

invertido del apartado anterior, cuyo desarrollo se muestra en el Anexo C, el cual es utilizado

para la creación de la arquitectura de la red neuronal, para luego llevar a cabo la comparación con

un modelo del péndulo invertido de distinta estructura matemática tomado de Matlab/Simulink,

para aśı observar la capacidad de identificación de la arquitectura neuronal propuesta partiendo

de modelos distintos.

La presente simulación consiste en reproducir el resultado principal de esta tesis ante un

caso en que existen dinámicas no modeladas por el efecto de una linealización en un punto de

equilibrio inestable.

4.4.3. Desarrollo de la Simulación

El modelo del sistema de péndulo invertido tomado de Matlab/Simulink es el que se puede

observar el la Figura 4.59

Figura 4.59: Sistema de péndulo invertido de Matlab/Simulink.

Ajustando nuestro sistema las variables de estado x1,x2, x3 y x4 siguientes:

x1 = θ x3 = x

x2 = θ̇ x4 = ẋ
,

además se consideran disponibles todos los estados del sistema del sistema, entonces

y =


y1

y2

y3

y4

 =


θ

θ̇

x

ẋ

 =


x1

x2

x3

x3

 ,
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A partir de las definición de variables de estado y de las ecuaciones (4.44) y (4.45) se obtiene que

ẋ1 = x2

ẋ2 = M+m
Ml gx1 − 1

Mlu

ẋ3 = x4

ẋ4 = −m
M gx1 + 1

M u

El modelo del sistema del péndulo invertido utilizado para la creación de la red neuronal en su

representación en espacio de estados es el siguiente:

ẋ(t) =


0 1 0 0

M+m
Ml g 0 0 0

0 0 0 1

−m
M g 0 0 0



x1

x2

x3

x4

+


0

− 1
Ml

0
1
M

u, (4.46)

Considerando una Red Neuronal Dinámica de la forma (3.4) tenemos:

˙̂x(t) =


0 1 0 0

M+m
Ml g 0 0 0

0 0 0 1

−m
M g 0 0 0



x1

x2

x3

x4

+Wϕ(x̂) + ψ +


0

− 1
Ml

0
1
M

u , (4.47)

Entonces aplicando el resultado principal de esta tesis, es decir, el Teorema 3.1 primero se

selecciona al umbral neuronal ψ como

ψ = sign(e) · δf (x) , (4.48)

donde la cota superior de la incertidumbre del sistema está definida como

δf (x) = 0.0001 sen(x̂) , (4.49)

y también se elige a la función de activación ϕ(x̂) como

ϕ(x̂) = x̂+ 0.01 · tanh(x̂). (4.50)
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La siguiente simulación fue realizada con los datos de la Tabla 4.4.

Variable Valor Descripción

M 0.455 Masa del carro.

m 0.21 Masa de la bola del péndulo.

l 0.61 Longitud del péndulo.

g 9.81 Constante de gravedad.

Tabla 4.4: Datos usados en la Simulación 4.

La Figura 4.60 muestra el perfil de la señal de control que se le da al sistema del péndulo

invertido.

Figura 4.60: Señal de Control.
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La Figura 4.61 representa el perfil de la Posición Angular del Péndulo Invertido, se puede

observar las oscilaciones que tiene la barra del péndulo invertido.

Figura 4.61: Posición Angular del Péndulo.

La Figura 4.62 muestra la posición angular estimada del péndulo invertido, es decir, la esti-

mación realizada por la red neuronal.

Figura 4.62: Posición Angular Estimada del Péndulo.
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En la Figura 4.63 se puede observar la comparación entre los perfiles de la posición real y

la estimada del péndulo invertido, además se puede observar claramente donde se encuentra la

etapa de entrenamiento y cuando termina dicha etapa.

Figura 4.63: Comparativa de la Posición del Péndulo real y estimada.

En la Figura 4.64 se muestra la gráfica del error de estimación de la posición angular del

péndulo invertido, el cual dejando fuera la etapa de entrenamiento es relativamente pequeño por

lo cual la estimación se considera favorable.

Figura 4.64: Error de Estimación de Posición Angular del Péndulo.
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La Figura 4.65 representa el perfil de la velocidad del péndulo invertido.

Figura 4.65: Velocidad Angular del Péndulo.

La Figura 4.66 muestra el perfil de la velocidad estimada del péndulo invertido arrojada por

la red neuronal.

Figura 4.66: Velocidad Angular Estimada del Péndulo.
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En la Figura 4.67 se observa la comparativa entre la velocidad real y estimada del péndulo

invertido se puede observar que en este caso la estimación difiere de la velocidad real.

Figura 4.67: Comparativa de la Velocidad del Péndulo real y estimada.

La Figura 4.68 muestra la gráfica del error de estimación de la velocidad del péndulo, aqúı se

puede ver que existen instantes de tiempo donde el error es cercano a cero y esto es cuando la

velocidad es cercana a cero.

Figura 4.68: Error de Estimación de Velocidad Angular del Péndulo.
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La Figura 4.69 representa el perfil de la posición del carro del péndulo invertido.

Figura 4.69: Posición del Carro.

La Figura 4.70 representa el perfil de la posición estimada del carro arrojado por la red

neuronal.

Figura 4.70: Posición Estimada del Carro.
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En la Figura 4.71 se muestra la comparativa entre la posición real y estimada del carro, se

puede observar que ambos tiene un perfil similar.

Figura 4.71: Comparativa de la Posición del Carro real y estimada.

La Figura 4.72 representa el error de estimación de la posición del carro, aqúı se puede

observar que la mayor diferencia existe durante la etapa de entrenamiento de la red neuronal,

omitiendo esas diferencias se observa que el error de estimación es relativamente pequeño.

Figura 4.72: Error de Estimación de Posición del Carro.
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La Figura 4.73 representa el perfil de la velocidad del carro, además se puede observar los

cambios de dirección que ocasiona la señal de control en el carro.

Figura 4.73: Velocidad del Carro.

La Figura 4.74 muestra el perfil de la velocidad estimada del carro arrojada por la red

neuronal.

Figura 4.74: Velocidad Estimada del Carro.
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En la Figura 4.8 se observa la comparativa entre los perfiles de la velocidad real y la velocidad

estimada del carro, donde se puede observar que la estimación difiere de la real durante la etapa

de entrenamiento, luego es prácticamente igual.

Figura 4.75: Comparativa de la Velocidad del Carro real y estimada.

La Figura 4.76 representa la gráfica del error de estimación de la Velocidad del carro, donde

se observa que el error mayor corresponde a la etapa de entrenamiento de la red neuronal.

Figura 4.76: Error de Estimación de Velocidad del Carro.
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La Figura 4.77 representa la incertidumbre del sistema, la cual está constituida por las dinámi-

cas no modeladas por el efecto de una linealización en un punto de equilibrio inestable del péndulo

invertido.

Figura 4.77: Incertidumbre del Péndulo Invertido.

La Figura 4.78 representa el perfil del componente neuronal Wϕ(x̂) resultante de la red

neuronal.

Figura 4.78: Componente Neuronal Wϕ(x̂).
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La Figura 4.79 muestra la comparación de los perfiles de ∆f y la componente neuronal

Wϕ(x̂).

Figura 4.79: Comparación de ∆f y Wϕ(x̂).

Debido a la cantidad de perfiles mostrados en la Figura anterior, a continuación se muestra

cada elemento de ∆f con su correspondiente elemento de la componente neuronal Wϕ(x̂).

La Figura 4.80 muestra la comparación del primer elemento de ∆f con el primer elemento

de Wϕ(x̂).

Figura 4.80: Comparación de ∆f1 y Wϕ(x̂)1.
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La Figura 4.81 muestra la comparación del segundo elemento de ∆f con el segundo elemento

de Wϕ(x̂).

Figura 4.81: Comparación de ∆f2 y Wϕ(x̂)2.

La Figura 4.82 muestra la comparación del tercer elemento de ∆f con el tercer elemento de

Wϕ(x̂).

Figura 4.82: Comparación de ∆f3 y Wϕ(x̂)3.
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La Figura 4.83 muestra la comparación del cuarto elemento de ∆f con el cuarto elemento de

Wϕ(x̂).

Figura 4.83: Comparación de ∆f4 y Wϕ(x̂)4.

La Figura 4.84 representa el error de estimación de la incertidumbre del sistema causada por

las dinámicas no modeladas.

Figura 4.84: Error de estimación de la Incertidumbre en el Péndulo Invertido.

De igual manera que en la serie de figuras anteriores, para una mejor apreciación se desglosan

cada uno de los errores de identificación de la incertidumbre.
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La Figura 4.85 muestra el error de identificación de la incertidumbre correspondiente a la

resta de los primeros elementos de los vectores de incertidumbre ∆f y componente neuronal

Wϕ(x̂).

Figura 4.85: Error de estimación de la Incertidumbre e∆f1
en el Péndulo Invertido.

La Figura 4.86 muestra el error de identificación de la incertidumbre correspondiente a la

resta de los segundos elementos de los vectores de incertidumbre ∆f y componente neuronal

Wϕ(x̂).

Figura 4.86: Error de estimación de la Incertidumbre e∆f2
en el Péndulo Invertido.
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La Figura 4.87 muestra el error de identificación de la incertidumbre correspondiente a la resta

de los terceros elementos de los vectores de incertidumbre ∆f y componente neuronal Wϕ(x̂).

Figura 4.87: Error de estimación de la Incertidumbre e∆f3
en el Péndulo Invertido.

La Figura 4.85 muestra el error de identificación de la incertidumbre correspondiente a la resta

de los últimos elementos de los vectores de incertidumbre ∆f y componente neuronal Wϕ(x̂).

Figura 4.88: Error de estimación de la Incertidumbre e∆f4
en el Péndulo Invertido.

En la Figura 4.89 se muestra la evolución del error cuadrático medio a lo largo del tiempo,

donde se puede observar claramente que al principio de la simulación el área bajo la curva del

error cuadrático medio es grande, con el paso del tiempo el aumento en dicha área es pequeño,
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lo cual es debido a la convergencia del error de identificación de la incertidumbre, finalizando el

error cuadrático medio con un valor de 10.6069

Figura 4.89: Error Cuadrático Medio a lo largo del tiempo de simulación.

La Figura 4.90 muestra la evolución de los pesos sinápticos a lo largo de la presente simulación.

(a) Pesos Sinápticos W11 al W14. (b) Pesos Sinápticos W21 al W24.

(c) Pesos Sinápticos W31 al W34. (d) Pesos Sinápticos W41 al W44.

Figura 4.90: Pesos Sinápticos de la Red Neuronal Dinámica.
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4.5. Implementación del Algoritmo de identificación en el Siste-

ma Servo Modular

También se realizó la implementación del algoritmo de neuro-identificación en un sistema

real, el Sistema Servo Modular (MSS por sus siglas en inglés) se encuentra en el Laboratorio de

Procesos y Algoritmos de Control del Centro de Investigación en Ciencias F́ısico Matemáticas

de la Universidad Autónoma de Nuevo León.

El Sistema Servo Modular es un servomecanismo digital y un ambiente de software de ar-

quitectura abierta para experimentos de control en tiempo real. El MSS es compatible con el

diseño en tiempo real y la aplicación de métodos de control avanzados utilizando herramientas

de MATLAB/Simulink. [72].

La Figura 4.91 ilustra la configuración de MSS, que consta de varios módulos montados en

un riel de metal. Los módulos están colocados en el riel de tal manera que el motor de corriente

continua con el módulo del Tacómetro es en la parte inicial y la caja de engranes con el disco de

salida está en el extremo contrario, los módulos que lo componen son los siguientes:

1. Potenciómetro

2. Tacómetro.

3. Motor DC de 24 V.

4. Carga Inercial.

5. Freno Magnético

6. Backlash.

7. Encoder.

8. Caja de Engranes.

Figura 4.91: Fotograf́ıa del Sistema Servo Modular.

De acuerdo con el manual del prototipo [73], el modelo previsto solo toma en cuenta la

dinámica de los módulos 3, 5 y 8, por lo que a la hora de la implementación se añade el módulo

4, con el objetivo de que la dinámica de este módulo sea la incertidumbre del sistema. Con dicho

fin se diseñó una serie de experimentos, en los cuales se modifica la dinámica del sistema mediante

la adición del módulo 4 con distintos perfiles de frenado, lo anterior mediante la modificación del

módulo 4.
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Las modificaciones realizadas al módulo 4 fueron la adición de distintas placas metálicas

para modificar los perfiles del frenado del disco del módulo, dichas modificaciones permitieron la

realización de 5 experimentos distintos para identificar la incertidumbre del sistema.

Los experimentos fueron:

1. Prueba sin el freno magnético.

2. Prueba con el freno magnético sin modificación.

3. Prueba con el freno magnético con un pequeño tornillo metálico cuyo efecto es frenado no

lineal en una pequeña región de θ.

4. Prueba con el freno Magnético con la placa ferromagnética de forma triangular cuyo efecto

hace las veces de una incertidumbre de un frenado no lineal en un segmento de θ.

5. Prueba con el freno magnético con una placa metálica que cubre en su totalidad el disco

del módulo.

El modelo del sistema para la creación de la red neuronal en su representación en espacio de

estados es el siguiente:

ẋ(t) =

[
0 1

0 − 1
Ts

][
x1

x2

]
+

[
0
Ks
Ts

]
u , (4.51)

Cabe mencionar que el modelo (4.51) es un modelo lineal, por lo que a la incertidumbre del

sistema se le añade la posibilidad de dinámicas no modeladas.

Considerando una Red Neuronal Dinámica de la forma (3.4) tenemos:

˙̂x(t) =

[
0 1

0 − 1
Ts

][
x1

x2

]
+Wϕ(x̂) + ψ +

[
0
Ks
Ts

]
u+ L(x− x̂) , (4.52)

Entonces aplicando el teorema 3.1 primero se seleccione al umbral neuronal ψ como

ψ = sign(e) · δf (x) , (4.53)

donde la cota superior de la incertidumbre del sistema está definida como

δf (x) = ‖∆f (x)‖ , (4.54)

como se tiene disponibles todos los estados del sistema a la salida, entonces podemos saber

el valor aproximado de ∆f de la siguiente forma: ∆f (x) = f(x)− f0(x).

y también se elige a la función de activación ϕ(x̂) como

ϕ(x̂) = x̂+ 0.05 · tanh(x̂). (4.55)
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En las Figuras 4.92 - 4.96 se muestran los perfiles de la posición angular del servomotor en

cada uno de los experimentos realizados.

Figura 4.92: Posición Angular en Experimento 1.

Figura 4.93: Posición Angular en Experimento 2.
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Figura 4.94: Posición Angular en Experimento 3.

Figura 4.95: Posición Angular en Experimento 4.
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Figura 4.96: Posición Angular en Experimento 5.

En las Figuras 4.97 - 4.101 se pueden observar las gráficas referentes a la velocidad angular

del servomotor en cada uno de los experimentos.

Figura 4.97: Velocidad Angular en Experimento 1.
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Figura 4.98: Velocidad Angular en Experimento 2.

Figura 4.99: Velocidad Angular en Experimento 3.
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Figura 4.100: Velocidad Angular en Experimento 4.

Figura 4.101: Velocidad Angular en Experimento 5.



4.5. Implementación del Algoritmo de identificación en el Sistema Servo Modular 97

En las Figuras 4.102 - 4.106 se muestran los perfiles de la posición angular estimada por la

red neuronal en cada uno de los experimentos.

Figura 4.102: Posición Angular Estimada en Experimento 1.

Figura 4.103: Posición Angular Estimada en Experimento 2.
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Figura 4.104: Posición Angular Estimada en Experimento 3.

Figura 4.105: Posición Angular Estimada en Experimento 4.
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Figura 4.106: Posición Angular Estimada en Experimento 5.

En las Figuras 4.107 - 4.111 se pueden observar las gráficas referentes a la velocidad angular

estimada por la red neuronal para cada uno de los experimentos.

Figura 4.107: Velocidad Angular Estimada en Experimento 1.
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Figura 4.108: Velocidad Angular Estimada en Experimento 2.

Figura 4.109: Velocidad Angular Estimada en Experimento 3.
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Figura 4.110: Velocidad Angular Estimada en Experimento 4.

Figura 4.111: Velocidad Angular Estimada en Experimento 5.
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En las Figuras 4.112 - 4.116 se muestra la comparación entre la posición angular real y

estimada para cada uno de los experimentos realizados, se puede observar que para cada uno de

ellos los perfiles son muy similares.

Figura 4.112: Comparación de Posición en el Experimento 1.

Figura 4.113: Comparación de Posición en el Experimento 2.
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Figura 4.114: Comparación de Posición en el Experimento 3.

Figura 4.115: Comparación de Posición en el Experimento 4.
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Figura 4.116: Comparación de Posición en el Experimento 5.

Las Figuras 4.117 - 4.121 se muestran los errores de estimación de la posición angular para

cada uno de los experimentos, donde se observa que se tienen errores relativamente pequeños.

(a) Error de Estimación (b) Error de Estimación con escala logaŕıtmica en el eje x

Figura 4.117: Error de Estimación de posición angular en el Experimento 1
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(a) Error de Estimación (b) Error de Estimación con escala logaŕıtmica en el eje x

Figura 4.118: Error de Estimación de posición angular en el Experimento 2

(a) Error de Estimación (b) Error de Estimación con escala logaŕıtmica en el eje x

Figura 4.119: Error de Estimación de posición angular en el Experimento 3
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(a) Error de Estimación (b) Error de Estimación con escala logaŕıtmica en el eje x

Figura 4.120: Error de Estimación de posición angular en el Experimento 4

(a) Error de Estimación (b) Error de Estimación con escala logaŕıtmica en el eje x

Figura 4.121: Error de Estimación de posición angular en el Experimento 5



4.5. Implementación del Algoritmo de identificación en el Sistema Servo Modular 107

En las Figuras 4.122 - 4.126 se muestra la comparación entre la velocidad angular real y

estimada para cada uno de los experimentos, se puede ver que para cada uno de ellos son casi

idénticos.

Figura 4.122: Comparación de Velocidad en el Experimento 1.

Figura 4.123: Comparación de Velocidad en el Experimento 2.
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Figura 4.124: Comparación de Velocidad en el Experimento 3.

Figura 4.125: Comparación de Velocidad en el Experimento 4.
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Figura 4.126: Comparación de Velocidad en el Experimento 5.

En las Figuras 4.127 - 4.131 se muestran los errores de estimación de la velocidad angular

para cada uno de los experimentos, donde se puede ver que el error converge a valores muy

cercanos a 0.

(a) Error de Estimación (b) Error de Estimación con escala logaŕıtmica en el eje x

Figura 4.127: Error de Estimación de velocidad angular en el Experimento 1
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(a) Error de Estimación (b) Error de Estimación con escala logaŕıtmica en el eje x

Figura 4.128: Error de Estimación de velocidad angular en el Experimento 2

(a) Error de Estimación (b) Error de Estimación con escala logaŕıtmica en el eje x

Figura 4.129: Error de Estimación de velocidad angular en el Experimento 3
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(a) Error de Estimación (b) Error de Estimación con escala logaŕıtmica en el eje x

Figura 4.130: Error de Estimación de velocidad angular en el Experimento 4

(a) Error de Estimación (b) Error de Estimación con escala logaŕıtmica en el eje x

Figura 4.131: Error de Estimación de velocidad angular en el Experimento 5
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El perfil de la incertidumbre en los 5 experimentos se muestra en las Figuras 4.132 - 4.136.

Figura 4.132: Incertidumbre del Sistema Servo Modular en el Experimento 1.

Figura 4.133: Incertidumbre del Sistema Servo Modular en el Experimento 2.
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Figura 4.134: Incertidumbre del Sistema Servo Modular en el Experimento 3.

Figura 4.135: Incertidumbre del Sistema Servo Modular en el Experimento 4.
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Figura 4.136: Incertidumbre del Sistema Servo Modular en el Experimento 5.

La componente neuronalWϕ(x̂) resultante de la Red Neuronal Dinámica de cada experimento

se observa en las Figuras 4.137 - 4.141

Figura 4.137: Componente Neuronal Wϕ(x̂) en el Experimento 1.
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Figura 4.138: Componente Neuronal Wϕ(x̂) en el Experimento 2.

Figura 4.139: Componente Neuronal Wϕ(x̂) en el Experimento 3.
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Figura 4.140: Componente Neuronal Wϕ(x̂) en el Experimento 4.

Figura 4.141: Componente Neuronal Wϕ(x̂) en el Experimento 5.
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A continuación en las Figuras 4.142 - 4.146 se muestra la comparación entre ∆f y Wϕ(x̂)

para cada uno de los experimentos realizados.

Figura 4.142: Comparación de ∆f y Wϕ(x̂) en el Experimento 1.

Figura 4.143: Comparación de ∆f y Wϕ(x̂) en el Experimento 2.
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Figura 4.144: Comparación de ∆f y Wϕ(x̂) en el Experimento 3.

Figura 4.145: Comparación de ∆f y Wϕ(x̂) en el Experimento 4.
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Figura 4.146: Comparación de ∆f y Wϕ(x̂) en el Experimento 5.

Lo anterior puede ser observado de mejor manera en las Figuras 4.147 - 4.151, en las cuales

se puede apreciar la convergencia del error de estimación de la incertidumbre en cada uno de los

experimentos realizados.

(a) Error de Estimación de la Incertidumbre (b) Error de Estimación con escala logaŕıtmica en el eje x

Figura 4.147: Error de Estimación de la Incertidumbre del Sistema en el Experimento 1
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(a) Error de Estimación de la Incertidumbre (b) Error de Estimación con escala logaŕıtmica en el eje x

Figura 4.148: Error de Estimación de la Incertidumbre del Sistema en el Experimento 2.

(a) Error de Estimación de la Incertidumbre (b) Error de Estimación con escala logaŕıtmica en el eje x

Figura 4.149: Error de Estimación de la Incertidumbre del Sistema en el Experimento 3.
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(a) Error de Estimación de la Incertidumbre (b) Error de Estimación con escala logaŕıtmica en el eje x

Figura 4.150: Error de Estimación de la Incertidumbre del Sistema en el Experimento 4.

(a) Error de Estimación de la Incertidumbre (b) Error de Estimación con escala logaŕıtmica en el eje x

Figura 4.151: Error de Estimación de la Incertidumbre del Sistema en el Experimento 5.

En las Figuras 4.152 - 4.156 se muestra la evolución del error cuadrático medio a lo largo del

tiempo para cada uno de los 5 experimentos, donde se puede observar que el área bajo la curva

del error cuadrático medio es grande al principio, con el paso del tiempo el aumento en dicha área

es pequeño, lo cual es debido a la convergencia del error de identificación de la incertidumbre,

finalizando el error cuadrático medio con los valor de 40.3032 para el primer experimento, de

43.5570 para el segundo experimento, de 46.7339 para el tercer experimento, de 143.5968 para

el cuarto experimento y de 40.7704 para el ultimo experimento.
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Figura 4.152: Error Cuadrático Medio en el experimento 1.

Figura 4.153: Error Cuadrático Medio en el experimento 2.
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Figura 4.154: Error Cuadrático Medio en el experimento 3.

Figura 4.155: Error Cuadrático Medio en el experimento 4.
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Figura 4.156: Error Cuadrático Medio en el experimento 5.

Primero que nada, el motivo de que las gráficas presentadas en el desarrollo de este apartado

tengan un perfil poligonal y no suave se debe a el tiempo de muestreo de la tarjeta de adquisición

de datos que proporciona el fabricante, no es fijo, se vio que se va modificando con el transcurso

del tiempo, por lo que no fue posible ajustar ese tiempo para poder darle una mejor resolución

a los perfiles resultantes.

Al llevar a cabo estos 5 experimentos en el sistema Servo Modular, se puede observar que

el algoritmo de neuro-identificación realiza la estimación de la incertidumbre del sistema de

manera satisfactoria, cumpliendo con las caracteŕısticas buscadas en el error de identificación de

la incertidumbre.

Estos Experimentos no habŕıan podido realizarse sin el apoyo del Dr. Manuel Alejandro

Jiménez Lizárraga durante la estancia realizada en la Facultad de Ciencias F́ısico-Matemáticas

de la Universidad Autónoma de Nuevo León.
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4.6. Obtención del Modelo Neuronal Dinámico para aproximar

al sistema no lineal con incertidumbre en una región de

operación.

A continuación se muestran tres pruebas que se realizaron utilizando la metodoloǵıa mencio-

nada anteriormente, para las cuales se ocuparon los datos arrojados por las simulaciones.

4.6.1. Obtención del Modelo con los datos de la Simulación 1, correspondiente

al sistema no lineal del Eslabón Simple con cambio de fricción

La Figura 4.157 muestra la totalidad de puntos de la simulación 1, se pueden observar una

gran cantidad de puntos. Durante esta simulación se observa una gráfica en 3 dimensiones, debido

a que la incertidumbre depende de los dos estados del sistema.

Figura 4.157: Trayectoria de la incertidumbre a lo largo de 0 ≤ t ≤ 4.
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La Figura 4.158 presenta la arquitectura utilizada por la red neuronal estática utilizada para

los datos de la simulación 1.

Figura 4.158: Red Neuronal Estática para la Simulación 1.

La aproximación es realizada utilizando los valores de la Tabla 4.5.

Variable Valor Descripción

.Iw1 −3
5 Peso Sináptico 1 de la primera capa.

.Iθ1 −70.5 Umbral Neuronal 1 de la primera capa.

.Iw2 − 3
10 Peso Sináptico 2 de la primera capa.

.Iθ2 −14 Umbral Neuronal 2 de la primera capa.

.Iw3 − 3
22.5 Peso Sináptico 3 de la primera capa.

.Iθ3 −22.5 Umbral Neuronal 3 de la primera capa.

σ tanh Función de activación utilizada

Tabla 4.5: Datos usados en la aproximación de la simulación 1.

Debido a la gran cantidad de puntos, para esta prueba se dividieron los datos en dos regiones

de operación, una que contiene a los datos del eslabón cuando se encuentra fuera del ĺıquido y

la otra para cuando se encuentra dentro del ĺıquido.
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La Figura 4.159, representa a los datos que se encuentran fuera del ĺıquido y que a su vez

cumplen con las ecuaciones (3.30) y (3.31); donde el valor de α es elegido como 0.02 y el valor

de β es seleccionado como 0.1.

Figura 4.159: Nube de Datos del Eslabón fuera del ĺıquido.

En la Figura 4.160 se muestra la distribución de los datos en la región de operación fuera del

ĺıquido seleccionada que va desde 5 rad hasta 7.8 rad.

Figura 4.160: Nube de Datos del Eslabón fuera del ĺıquido.



128 IV. Simulaciones

Luego del entrenamiento de la red neuronal estática, podemos obtener el Vector IIW .

El Vector resultante de los pesos sinápticos es:

IIW ∗ =

[
0 0 0 0

−1.4026× 1003 2.0735× 1004 −1.8155× 1004 −1.4026× 1003

]
. (4.56)

Con los valores anteriores de IIW podemos proponer un modelo neuronal dinámico para

aproximar al sistema no lineal con incertidumbre dentro de la región de operación dada

ẋ(t)
∼
=

[
x2(t)

−g
l cos(x1(t))

]
+.IIW ∗σ

(
IWx+ θ

)
+

[
0
1
ml2

]
u , (4.57)

es decir

ẋ(t)
∼
=

[
x2(t)

−g
l cos(x1(t))

]

+

[
0 0 0 0

−1.4026× 1003 2.0735× 1004 −1.8155× 1004 −1.4026× 1003

]
.


tanh(Iw1x2 +.Iθ1)

tanh(Iw2x2 +.Iθ2)

tanh(Iw1x2 +.Iθ3)

1


+

[
0
1
ml2

]
u , (4.58)

La Figura 4.161 muestra la aproximación a la nube de datos dada por medio del perfil

representado por ŷ.

Figura 4.161: Aproximación de la Nube de Datos del Eslabón fuera del ĺıquido.
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La Figura 4.162, representa a los datos que se encuentran dentro del ĺıquido y que a su vez

cumplen con las ecuaciones (3.30) y (3.31); donde el valor de α es elegido como 0.02 y el valor

de β es seleccionado como 0.1.

Figura 4.162: Nube de Datos del Eslabón dentro del ĺıquido.

En la Figura 4.163 se muestra la distribución de los datos en la región de operación dentro

del ĺıquido seleccionada que va desde 8.4 rad hasta 10.6 rad.

Figura 4.163: Nube de Datos del Eslabón dentro del ĺıquido.
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Luego del entrenamiento de la red neuronal estática, podemos obtener el Vector IIW ∗.

El Vector resultante de los pesos sinápticos es:

IIW ∗ =

[
0 0 0 0

−2.1716× 1004 −0.9031× 1004 5.4189× 1004 −2.1716× 1004

]
. (4.59)

Con los valores anteriores de IIW podemos proponer un modelo neuronal dinámico para

aproximar al sistema no lineal con incertidumbre dentro de la región de operación dada

ẋ(t)
∼
=

[
x2(t)

−g
l cos(x1(t))

]
+.IIW ∗σ

(
IWx+ θ

)
+

[
0
1
ml2

]
u , (4.60)

es decir

ẋ(t)
∼
=

[
x2(t)

−g
l cos(x1(t))

]

+

[
0 0 0 0

−2.1716× 1004 −0.9031× 1004 5.4189× 1004 −2.1716× 1004

]
.


tanh(Iw1x2i +.Iθ1)

tanh(Iw2x2i +.Iθ2)

tanh(Iw1x2i +.Iθ3)

1


+

[
0
1
ml2

]
u , (4.61)

La Figura 4.164 muestra la aproximación a la nube de datos dada por medio del perfil

representado por ŷ.

Figura 4.164: Aproximación de la Nube de Datos del Eslabón dentro del ĺıquido.
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4.6.2. Obtención del Modelo con los datos de la Simulación 2, correspondiente

al sistema no lineal de tanques con una fuga

La Figura 4.165 muestra la totalidad de puntos de la simulación 2, en este caso la incerti-

dumbre depende del segundo estado del sistema.

Figura 4.165: Nube de Datos del Sistema de Tanques.

La Figura 4.166, representa a los datos que se encuentran que cumplen con las ecuaciones

(3.30) y (3.31); donde el valor de α es elegido como 0.01 y el valor de β es seleccionado como

0.02.

Figura 4.166: Nube de Datos de la Simulación 2.



132 IV. Simulaciones

La Figura 4.167 presenta la arquitectura utilizada por la red neuronal estática utilizada para

los datos de la simulación 2.

Figura 4.167: Red Neuronal Estática para la Simulación 2.

La aproximación es realizada utilizando los valores de la Tabla 4.6.

Variable Valor Descripción

.Iw1 − 3
0.125 Peso Sináptico 1 de la primera capa.

.Iθ1 −0.125 Umbral Neuronal 1 de la primera capa.

.Iw2 − 3
0.125 Peso Sináptico 2 de la primera capa.

.Iθ2 −0.425 Umbral Neuronal 2 de la primera capa.

.Iw3 − 3
0.325 Peso Sináptico 3 de la primera capa.

.Iθ3 −0.525 Umbral Neuronal 3 de la primera capa.

σ tanh Función de activación utilizada

Tabla 4.6: Datos usados en la aproximación de la simulación 2.

Luego del entrenamiento de la red neuronal estática, podemos obtener el Vector IIW .

El Vector resultante de los pesos sinápticos es:

IIW ∗ =

[
0 0 0 0

0.0031 1.0701 −0.2020 −1.2756

]
. (4.62)
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Con los valores anteriores de IIW podemos proponer un modelo neuronal dinámico para

aproximar al sistema no lineal con incertidumbre dentro de la región de operación dada

ẋ(t)
∼
=

 −
1
R1

r01+δr1sen( 2π
0.7
x1)

0
1
R1

r01+δr1sen( 2π
0.7
x1)

− 1
[r02+δr2sen( 2π

0.45
x2)]R1

[ x1

x2

]
+.IIW ∗σ

(
IWx+ θ

)

+

[
1

r01+δr1sen( 2π
0.7
x1)

0

]
u , (4.63)

es decir

ẋ(t)
∼
=

 −
1
R1

r01+δr1sen( 2π
0.7
x1)

0
1
R1

r01+δr1sen( 2π
0.7
x1)

− 1
[r02+δr2sen( 2π

0.45
x2)]R1

[ x1

x2

]

+

[
0 0 0 0

0.0031 1.0701 −0.2020 −1.2756

]
.


tanh(Iw1x2i +.Iθ1)

tanh(Iw2x2i +.Iθ2)

tanh(Iw1x2i +.Iθ3)

1

+

[
1

r01+δr1sen( 2π
0.7
x1)

0

]
u ,

(4.64)

La Figura 4.168 muestra la aproximación a la nube de datos dada por medio del perfil

representado por ŷ.

Figura 4.168: Aproximación de la Nube de Datos de la Simulación 2.



134 IV. Simulaciones

4.6.3. Obtención del Modelo con los datos de la Simulación 3, correspondiente

al sistema no lineal de depredador-presa

La Figura 4.169 muestra la totalidad de puntos de la simulación 3, en este caso la incerti-

dumbre depende del primer estado del sistema.

Figura 4.169: Nube de Datos del Sistema de Depredador-Presa.

La Figura 4.170, representa a los datos que se encuentran que cumplen con las ecuaciones

(3.30) y (3.31); donde el valor de α es elegido como 0.2 y el valor de β es seleccionado como 0.5.

Figura 4.170: Nube de Datos de la Simulación 3.
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La Figura 4.171 presenta la arquitectura utilizada por la red neuronal estática utilizada para

los datos de la simulación 3.

Figura 4.171: Red Neuronal Estática para la Simulación 3.

La aproximación es realizada utilizando los valores de la Tabla 4.7.

Variable Valor Descripción

.Iw1 −3
5 Peso Sináptico 1 de la primera capa.

.Iθ1 −7.5 Umbral Neuronal 1 de la primera ca-

pa.

.Iw2 − 3
25 Peso Sináptico 2 de la primera capa.

.Iθ2 −15 Umbral Neuronal 2 de la primera ca-

pa.

.Iw3 − 3
35 Peso Sináptico 3 de la primera capa.

.Iθ3 −27.5 Umbral Neuronal 3 de la primera ca-

pa.

σ tanh Función de activación utilizada

Tabla 4.7: Datos usados en la aproximación de la simulación 3.
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Luego del entrenamiento de la red neuronal estática, podemos obtener el Vector IIW .

El Vector resultante de los pesos sinápticos es:

IIW ∗ =

[
0.6894 0.0572 14.3484 −15.4335

0 0 0 0

]
. (4.65)

Con los valores anteriores de IIW ∗ podemos proponer un modelo neuronal dinámico para

aproximar al sistema no lineal con incertidumbre dentro de la región de operación dada

ẋ(t)
∼
=

[
r1 −βN1

κβN2 −r2

][
N1

N2

]
+.IIW ∗σ

(
IWx+ θ

)
+

[
raN1

0

]
u , (4.66)

es decir

ẋ(t)
∼
=

[
r1 −βN1

κβN2 −r2

][
N1

N2

]

+

[
0.6894 0.0572 14.3484 −15.4335

0 0 0 0

]
.


tanh(Iw1x2i +.Iθ1)

tanh(Iw2x2i +.Iθ2)

tanh(Iw1x2i +.Iθ3)

1


+

[
raN1

0

]
u , (4.67)

La Figura 4.172 muestra la aproximación a la nube de datos dada por medio del perfil

representado por ŷ.

Figura 4.172: Aproximación de la Nube de Datos de la Simulación 3.
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Luego de las 3 pruebas realizadas con los datos de las simulaciones se puede observar que

la metodoloǵıa propuesta cumple con el objetivo de aproximar la incertidumbre del sistema no

lineal en una región de operación.

Las 3 pruebas se realizaron utilizando 3 neuronas en la primera capa, realizando el análisis

para la creación de la red neuronal estática, se puede deducir que para para realizar una mejor

aproximación pueden añadirse más neuronas, es decir, entre mayor número de neuronas, se

tendrá una mejor aproximación.



 



V. Conclusiones y Trabajos Futuros

5.1. Conclusiones

En este trabajo de tesis se diseñó una metodoloǵıa de identificación en ĺınea mediante redes

neuronales dinámicas, cuyo error de identificación sea estable, para un sistema no lineal af́ın con

la entrada con incertidumbre parcial en el término no lineal de retroalimentación.

Para el diseño de la arquitectura de la red neuronal dinámica se llevó a cabo un análisis estilo

Lyapunov de donde se obtienen la forma del umbral neuronal ψ y el algoritmo de aprendizaje

Ẇ ; además aprovechando que se tienen disponibles los estados a la salida, por la estructura del

sistema no lineal, se añade un término de corrección para asegurar la convergencia del error.

Con lo anterior y el modelo de incertidumbre propuesto, se formula el teorema 3.1, el cual

manifiesta las condiciones necesarias para acotar el error de identificación. Dicho teorema se

aplica a los modelos de las simulaciones, arrojando resultados satisfactorios, además en una

simulación se prueba la metodoloǵıa utilizando modelos distintos para la arquitectura de la red

neuronal y para el sistema simulado.

Dicha prueba se corroboró en la implementación en en el sistema servo modular, donde se

utilizó un modelo lineal propuesto por el fabricante en el manual del sistema y el sistema real.

También se propone una metodoloǵıa para aproximar al sistema no lineal dentro de una

región de operación, mediante la aplicación de una red neuronal estática, la cual utiliza los datos

arrojados por las simulaciones referentes al teorema.

De esta última metodoloǵıa propuesta se puede concluir que entre más exacta se necesite la

aproximación del sistema, es necesario utilizar un mayor número de neuronas en la primera capa

para obtener dicha aproximación.
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5.2. Trabajos Futuros

Tomando como punto de partida el desarrollo de este trabajo de investigación pueden deri-

varse distintos puntos de interés para trabajos posteriores:

Determinar el valor de la cota superior del error de estimación de la incertidumbre

Definir criterios y efectos sobre la selección de los parámetros µ (Coeficiente de Aprendizaje)

y L en la convergencia de la aproximación de la incertidumbre, o bien, incorporarlos en un

algoritmo de adaptación.

Desarrollo del algoritmo en ĺınea que arroje el modelo neuronal para aproximar al sistema

no lineal dentro de una región de operación.

Desarrollo de la metodoloǵıa para un sistema no lineal con incertidumbre en la parte af́ın

al control.

Desarrollo de la metodoloǵıa de identificación para utilizarse en sistemas LPV afines a los

parámetros.
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Tesis de doctorado, Departamento de Ingenieŕıa Eléctrica CINVESTAV-IPN, Enero 2002.
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Anexo A

Manipulación Algebraica para

mostrar que el Error es Acotado

Para llegar a la expresión (3.23), se toma como punto de partida (3.21) a la cual se le añade

un 0, es decir,

V̇ (e(t),W (t)) ≤ −eT (t)Le(t) + eT (t)e(t)− eT (t)e(t), (A.1)

V̇ (e(t),W (t)) ≤ −eT (t)(L+ I)e(t)− eT (t)e(t). (A.2)

El primer termino del lado derecho de la inecuación (A.2) debe ser negativo por lo que L+I > 0,

asi que se debe eligir a L = LT > I, entonces

V̇ (e(t),W (t)) ≤ −eT (t)e(t). (A.3)

Luego se procede a realizar algunas manipulaciones algebraicas:

eT (t)e(t) ≤ −V̇ (e(t),W (t)), (A.4)

ĺım
t→∞

∫ t

0
eT (τ)e(τ) dτ ≤ − ĺım

t→∞

∫ t

0
V̇ (e(τ),W (τ)) dτ, (A.5)

ĺım
t→∞

∫ t

0
eT (τ)e(τ) dτ ≤ − ĺım

t→∞
V (e(τ),W (τ))

∣∣∣∣∣
t

0

, (A.6)

ĺım
t→∞

∫ t

0
eT (τ)e(τ) dτ ≤ −

[
ĺım
t→∞

V (e(τ),W (τ))− V (e(0),W (0))
]
, (A.7)

ĺım
t→∞

∫ t

0
eT (τ)e(τ) dτ ≤ − ĺım

t→∞
V (e(τ),W (τ)) + V (e(0),W (0)), (A.8)

si se toma el lado derecho de la inecuación (A.8), y se toma como cota superior el mayor de
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los términos, es decir, V (e(0),W (0)), entonces

ĺım
t→∞

∫ t

0
‖e(τ)‖2 dτ ≤ V (e(0),W (0)), (A.9)

como

V (e(0),W (0)) <∞, (A.10)

entonces

ĺım
t→∞
‖e(t)‖2 <∞, (A.11)

por lo tanto si el limite del área bajo la curva de la norma cuadrática del error de identificación

cuando el tiempo tiende a infinito es acotado (A.11), por consiguiente

ĺım
t→∞
‖e(t)‖ <∞. (A.12)

Una manera de cuantificar el error de identificación, es mediante la manipulación de la ecua-

ción (3.20) de donde tenemos que

V̇ (e,W ) ≤ eT [sign(e)δf (x)− ψ]− eTLe, (A.13)

de donde se observa que el segundo termino −eTLe es negativo siempre y cuando L = LT > 0,

por lo cual

V̇ (e,W ) ≤ eT [sign(e)δf (x)− ψ], (A.14)

Si a la ecuación (A.14) se le añade un cero que contenga a la cota superior de la norma de la

incertidumbre tenemos

V̇ (e,W ) ≤ eT [sign(e)[δf (x) + ρδf (x)− ρδf (x)]− ψ], (A.15)

donde ρ ≥ 1. Por lo cual si agrupamos términos de la ecuación (A.15)

V̇ (e,W ) ≤ eT [sign(e)(1 + ρ)δf (x)− ψ]− eT sign(e)ρδf (x), (A.16)

como por la selección de ψ el termino eT [sign(e)(1 + ρ)δf (x) − ψ] es eliminado de la ecuación

(A.16), por lo que

V̇ (e,W ) ≤ −eT sign(e)ρδf , (A.17)

Por la propiedad de la norma representada por (2.23) se tiene que ‖e‖1 = eT sign(e) por lo

tanto
V̇ (e,W ) ≤ −‖e‖1 ρδf ,

V̇ (e,W ) ≤ −ρ ‖e‖1 mı́n
x
{δf} ,

V̇ (e,W ) ≤ −ρ ‖e‖1 δf .
(A.18)
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Luego de algunas manipulaciones algebraicas tenemos

ĺım
tf→∞

1

tf

∫ tf

0
V̇ (e(τ),W (τ)) dτ ≤ − ĺım

tf→∞

ρδf

tf

∫ tf

0
‖e(τ)‖1 dτ, (A.19)

entonces evaluamos la ecuación (A.19)

ρ

tf

∫ tf

0
‖e(τ)‖1 dτ ≤ 1

δf tf
V (e(0),W (0)). (A.20)

La ecuación A.20 representa la cuantificación del error de identificación, el cual depende de

los valores iniciales de la función candidata de Lyapunov, el valor mı́nimo de la cota de la norma

de la incertidumbre y el tiempo.



 



Anexo B

Convergencia de los Pesos Sinápticos

de la Simulación 3

En la Figura B.1, se puede observar el comportamiento de los pesos sinápticos de la red

neuronal con un mayor tiempo de simulación al planteado originalmente, donde se muestra que

los pesos W11 y W12 tienen un comportamiento periódico acotado después de cierto tiempo de

simulación.

Figura B.1: Pesos Sinápticos de la Red Neuronal Dinámica de la Simulación 3.
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Anexo C

Desarrollo del Sistema de Péndulo

Invertido

(a) Sistema de péndulo invertido. (b) Diagrama de cuerpo libre.

Figura C.1: Sistema de Péndulo Invertido.

Un péndulo invertido montado sobre un carro manejado por un motor aparece en la Figura

C.1(a). El sistema de péndulo invertido tiene un punto de equilibrio inestable, este se presenta

cuando θ = 0, esto es porque puede girar en cualquier momento y en cualquier dirección, a menos

que se le aplique una fuerza de control conveniente [74].

Sea θ el ángulo de la barra respecto de la ĺınea vertical. Sean además las coordenadas (x, y)

del centro de gravedad de la barra del péndulo (xG, yG). De este modo

xG = x+ lsenθ,

yG = lcosθ.
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Para obtener las ecuaciones de movimiento para el sistema, considérese el diagrama de cuerpo

libre que aparece en la Figura C.1(b). El movimiento rotacional de la barra del péndulo alrededor

de su centro de gravedad se describe mediante

Iθ̈ = V lsenθ −Hlcosθ, (C.1)

donde I es el momento de inercia de la barra alrededor de su centro de gravedad. El movi-

miento horizontal del centro de gravedad de la barra del péndulo se obtiene mediante

m
d2

dt2
(x+ lsenθ) = H, (C.2)

El movimiento vertical del centro de gravedad de la barra del péndulo es

m
d2

dt2
(lcosθ) = V −mg, (C.3)

El movimiento horizontal del carro se describe mediante

M
d2x

dt2
= u−H. (C.4)

Como se debe mantener el péndulo invertido en posición vertical, se puede suponer que θ(t)

y θ̇(t) son pequeños, de forma que senθ + 0, cosθ = 0 y θθ̇2 = 0. Entonces, las Ecuaciones (C.1)

a (C.3) se linealizan del modo siguiente:

Iθ̈ = V lθ −Hl, (C.5)

m(ẍ+ lθ̈) = H, (C.6)

0 = V −mg. (C.7)

A partir de las Ecuaciones (C.4) y (C.6), se obtiene

(M +m)ẍ+mlθ̈ = u. (C.8)

A partir de las Ecuaciones (C.5), (C.6) y (C.7), se obtiene

Iθ̈ = mglθ −Hl = mglθ − l(mẍ+mlθ̈),

o bien

(I +ml2)θ̈ +mlẍ = mglθ. (C.9)
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