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Resumen 

En este proyecto de investigación se presenta el desarrollo de un robot paralelo en 

configuración Revoluta-Prismático-Esférico (Revolute-Prismatic-Spherical - RPS). El robot 

paralelo es de 3 grados de libertad y consiste en dos plataformas, una fija y una móvil, que están 

conectadas, entre ellas, por tres cadenas cinemáticas, conformadas por los actuadores.  

El objetivo de este robot paralelo es ayudar al anaveaje de helicópteros en buques. Se abordan 

el movimiento en la dirección vertical y dos movimientos angulares, correspondientes a 

movimientos de cabeceo y balance. Se determinó la cinemática inversa, cinemática directa y el 

modelo dinámico del robot paralelo. Para resolver las ecuaciones no lineales de la cinemática 

directa, se empleó el método de Newton-Kantorovich. 

Para el sistema de control, se propuso primero implementar una metodología de 

identificación de la masa que cada actuador soportará para, posteriormente, dar esta información 

al controlador de la plataforma móvil. Puesto que en el sistema real se tendrá presencia de 

incertidumbres de parámetros; correspondiente a la masa del helicóptero (vacío, lleno o con 

carga media). Con esta metodología, se puede tener una mejor aproximación de la masa que 

soportará cada actuador. De los resultados de simulación se observa que la identificación de 

cada masa de los actuadores es inmediata (menos de 0.1 s).  

Posteriormente, se propusieron controladores tipo Proporcional Integral Derivativo (PID) 

para el seguimiento de la trayectoria de posición deseada en cada actuador, para así controlar la 

posición de la plataforma móvil.  

Se realizó el análisis de singularidades del robot paralelo 3-RPS propuesto, donde se puede 

observar que no presenta singularidades a diferencia de otros robots paralelos 3-RPS que si 

presentan singularidades. Como se puede ver en los resultados obtenidos de las simulaciones 

del prototipo virtual en MSC ADAMS™ y las simulaciones obtenidas de los modelos cinemático 

y dinámico, se observa que se tiene una buena aproximación (error máximo de ± 2º). Finalmente, 

se realizaron unas pruebas de regulación con el prototipo físico del robot paralelo, para llevar la 

plataforma móvil a una posición deseada.
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Abstract 

This research project presents the development of a parallel robot in a Revolute-Prismatic-

Spherical (RPS) configuration. The parallel robot has 3 degrees of freedom and consists of two 

platforms, one fixed and one mobile, which are connected between them by three kinematic 

chains, made up of the actuators. 

The design objective of this parallel robot is to help the navigation of helicopters on ships. 

Movement in the vertical direction and two angular movements, corresponding to pitch and roll 

movements, are addressed. The inverse kinematics, direct kinematics and the dynamic model of 

the parallel robot were determined. To solve the nonlinear equations of direct kinematics, the 

Newton-Kantorovich method was used. 

For the control system, it was first proposed to implement a methodology for identifying the 

mass that each actuator will support and subsequently give this information to the controller of 

the mobile platform. Since in the real system parameter uncertainties will be present; 

corresponding to the mass of the helicopter (empty, full or half loaded). With this methodology, 

a better approximation of the mass that each actuator will support can be obtained. From the 

simulation results, it is observed that the identification of each actuator mass is immediate (less 

than 0.1 s). 

Subsequently, Proportional Integral Derivative (PID) type controllers were proposed to track 

the desired position trajectory in each actuator, in order to control the position of the mobile 

platform. 

The analysis of singularities of the proposed 3-RPS parallel robot was carried out, where it 

can be seen that it does not present singularities unlike other 3-RPS parallel robots that do 

present singularities. As can be seen in the results obtained from the virtual prototype 

simulations in MSC ADAMS™ and the simulations obtained from the kinematic and dynamic 

models, it is observed that there is a good approximation (maximum error of +/-2º). Finally, 

some regulation tests were carried out with the physical prototype of the parallel robot, to bring 

the mobile platform to a desired position. 
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Capítulo 1. Introducción 

Los mecanismos paralelos se han utilizado para muchas aplicaciones prácticas, como 

simuladores de vuelo, simuladores de automóvil, en los robots delta para operaciones de 

manipulación y ensamblaje de piezas, para cirugías en la cuestión de posicionamiento preciso, 

los cuales han ido adquiriendo importancia en ciertas áreas.  

Los mecanismos paralelos ofrecen una alta rigidez y bajo peso, en comparación con los 

robots seriales, además de que son capaces de soportar cargas relativamente grandes, aunado a 

esto, pueden realizar movimientos a velocidades y aceleraciones elevadas sin presentar 

esfuerzos dinámicos que impidan su realización, [1], [2]. 

Las patrullas oceánicas de clase Sierra están destinadas principalmente a la preservación de 

la soberanía en los mares territoriales y patrimoniales, así como para la intercepción de 

traficantes de drogas y lucha contra el terrorismo. Estas naves representan una construcción 

naval moderna que contempla el trinomio buque, helicóptero y lancha interceptora, cuenta con 

una cubierta de aterrizaje y el hangar de popa para el helicóptero, como se muestra en la Figura 

1.1. 

  
Figura 1.1 Anaveaje de helicóptero en buque tipo Sierra. 

El anaveaje se refiere al aterrizaje de un helicóptero en un buque. En esta operación han 

ocurrido diversos accidentes, debido a los problemas que se presentan por la baja visibilidad, en 

tiempo nocturno, con mal tiempo o en situaciones tácticas comprometidas, ver Figura 1.2. 
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Figura 1.2 Buque azotado por un fuerte oleaje y anaveaje nocturno. 

Por lo cual, es de interés el desarrollar un sistema mecánico, robot paralelo, que ayude en la 

solución de este problema de anaveaje. El problema presenta retos en cuanto al diseño mecánico 

que pueda cumplir con las especificaciones de ingeniería y que responda de manera adecuada 

para lograr un anaveaje seguro. 

1.1 Problemática 

En la interacción del Buque - Helicóptero, al utilizar las plataformas de vuelo a bordo de los 

buques no se cuenta con sistemas de ayuda del anaveaje que garanticen la aproximación correcta 

y segura para el anaveaje, debido a las condiciones de baja visibilidad, nocturnas, con mal 

tiempo o en situaciones tácticas comprometidas, resultando que en ocasiones ocurran 

accidentes. Aunque se tuviera un sistema visual para el anaveaje, se cuenta con movimientos 

bruscos en el buque, debido a las fuerzas que son ocasionadas por el oleaje. Estos movimientos 

bruscos y de gran amplitud dificultan el anaveaje de helicópteros en los buques, las fuerzas que 

interactúan entre el buque y el helicóptero ocasionan esfuerzos que pueden llegar a dañar tanto 

al helicóptero como al buque. 

No obstante, la mayoría de las unidades de superficie de los buques mexicanos no cuentan 

con un sistema que provea una senda de aproximación para el anaveaje y si bien puede adquirirse 

en el extranjero, representaría una mayor erogación de recursos y dependencia tecnológica, 

además el movimiento en el hangar presenta un riesgo de accidentes al momento del anaveaje. 

Un mecanismo que permita mantener una plataforma en una posición horizontal para el 

anaveaje de un helicóptero sería una solución que reduciría los riesgos de accidentes, y reduciría 
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los esfuerzos y daños a la estructura del helicóptero y del buque. Sin embargo, un buque cuenta 

con restricciones para modificar drásticamente el helipuerto (pequeño aeropuerto solamente 

válido para helicópteros) lo que dificulta implementar algunos tipos de mecanismos. Además, 

por el movimiento que debe de compensar la plataforma requiere de un espacio de trabajo, lo 

que puede incrementar los grados de libertad de la plataforma. 

Se requiere, además, que el robot paralelo cuente con un espacio de trabajo adecuado, ya que 

la configuración de cadenas cerradas limita su espacio de trabajo. Un robot paralelo es una 

máquina viable para la solución a este problema, sin embargo, en el diseño de los robots 

paralelos se presentan diversos problemas para obtener los modelos matemáticos de su 

cinemática y dinámica. Dada la complejidad de análisis no se tiene una metodología concreta 

de estudio, opuesto a lo que serían los robots seriales, para poder simplificar las ecuaciones 

dinámicas y o singularidades que se pudieran presentar en el robot, se llegan a modificar las 

estructuras mecánicamente; aumentando sensores, actuadores o eslabones.  Esto aumenta la 

complejidad para diseñar una estrategia de control con el objetivo de que el robot paralelo 

proporcione los movimientos suaves y rápidos para mantener la plataforma móvil en la posición 

horizontal. 

 

1.2 Justificación 

En el anaveaje de helicópteros en buques se presentan riesgos que pueden causar accidentes 

y daños a las estructuras (tanto del helicóptero como al buque), esto por el movimiento en el 

buque ocasionado por las fuerzas que se presentan por las olas que lo azotan. El uso de un robot 

paralelo que mantenga horizontalmente una plataforma disminuirá los riesgos de accidentes y 

reducirá los esfuerzos que se pudieran transmitir a las estructuras del helicóptero y del buque. 

Se requiere el diseño de un mecanismo que se pueda implementar en los buques sin alterar la 

estructura, de manera que se respeten las normas de los buques. Es importante reducir las fuerzas 

que se requieren para mantener estable la plataforma en su posición horizontal y que, a la vez, 

soporte el peso del helicóptero, compense las perturbaciones ocasionadas por el oleaje del mar 

y fuerzas del viento. El buen diseño de un robot paralelo, por lo tanto, requiere de aplicar 
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diversos conocimientos de áreas diferentes para contar con una solución factible para el anaveaje 

en barcos. 

El utilizar un robot paralelo en el anaveaje de buques, brinda altas velocidades y 

aceleraciones, espacio de trabajo adecuado, capacidades de carga elevadas (debido a que esta se 

divide entre los actuadores que soporten la plataforma), por lo que es importante que se cuente 

con un sistema de control que permita mejorar el funcionamiento del mecanismo ante posibles 

singularidades y perturbaciones.  

1.3 Alcance 

El alcance del proyecto es diseñar un robot paralelo e implementar estrategias de control en 

un prototipo virtual, con el fin de que la plataforma móvil pueda posicionarse angularmente 

respecto a los dos ejes horizontales, ante la presencia de ciertas perturbaciones. Se construirá un 

prototipo para validar solo los movimientos requeridos. 

En este trabajo desafortunadamente no se realizó la parte de optimización debido a la 

complejidad del modelado matemático y su control. 

Por lo que se recomienda en trabajos futuros realizar la parte de optimización. 

1.4 Limitaciones 

Se plantea el diseño del robot paralelo para que la plataforma móvil considere ángulos 

máximos de 15º.  

1.5 Objetivos 

1.5.1 Objetivo general 

Diseñar un prototipo de un mecanismo paralelo que mantenga la plataforma móvil en una 

posición horizontal considerando principalmente un movimiento de desplazamiento vertical y 

dos movimientos angulares, cabeceo y balance, para una aplicación de anaveaje en buques. 

1.5.2 Objetivos específicos 

• Realizar el estado del arte sobre robots paralelos, buques, comportamiento del buque en 

el mar reportado en publicaciones científicas como artículos de congreso y de revista. 
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• Realizar simulaciones de plataformas móviles para evaluar y seleccionar la 

configuración cinemática que cumpla con los movimientos requeridos en el robot 

paralelo. 

• Obtener el modelo matemático del robot paralelo para analizar su dinámica y diseñar 

una estrategia de control. 

• Diseñar la plataforma móvil que cumpla con las especificaciones de ingeniería que 

resuelvan el problema del anaveaje. 

1.6 Organización de la tesis 

La tesis está dividida en seis capítulos. En el primer capítulo se presentó una breve 

introducción, el planteamiento del problema y los objetivos. En el segundo capítulo se presenta 

el estado del arte y los antecedentes sobre los robots paralelos, algunas características de estos. 

El tercer capítulo contiene el marco teórico relacionado a robots paralelos y las bases para 

resolver la problemática para el anaveaje utilizando un robot paralelo. En el cuarto capítulo se 

presenta el desarrollo del robot paralelo 3-RPS propuesto, se reporta la cinemática y dinámica, 

así como la construcción de un prototipo físico. El capítulo cinco contiene los resultados 

derivados de las simulaciones con un prototipo virtual, y resultados preliminares con la 

plataforma experimental. Finalmente, en el capítulo seis se presentan las conclusiones, 

recomendaciones y trabajo futuro. 
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Capítulo 2. Estado del Arte 

2.1 Robots paralelos 

En las últimas décadas los robots han ido incursionando en la vida del ser humano, debido a 

que han sido diseñados para realizar trabajos peligrosos, repetitivos, de alta precisión, además 

de soportar cargas elevadas, no obstante, de que pueden adaptarse a diversas situaciones 

modificando el programa que comanda los movimientos del robot. Los robots manipuladores 

son empleados en diferentes aplicaciones como lo son en el ámbito de la medicina, aeronáutica, 

industria automotriz, máquinas herramientas de control numérico, robots para líneas de 

ensamblaje, simuladores para entrenamiento de pilotos (avión, helicóptero, camiones de gran 

tonelaje, etc.), simuladores para evaluar funcionamiento de autos, manipuladores para 

intervenciones quirúrgicas a distancia, plataformas para rehabilitación de pacientes con 

discapacidad locomotora, simuladores de marcha humana, entre otras. 

A su vez en las aplicaciones anteriormente presentadas son utilizados dos tipos de 

manipuladores: en serie y paralelos. Los manipuladores en serie están formados por una cadena 

cinemática abierta, tienen la ventaja de poseer un mayor espacio de trabajo en relación a los 

robots paralelos. No obstante un robot paralelo se define como un mecanismo de cadena 

cinemática cerrada, en el cual su configuración está basada en dos plataformas, una fija y una 

móvil, esta última conocida como efector final o plataforma móvil; el efector final está unido a 

la base a través de cadenas cinemáticas independientes, las cuales tienden a ser simétricas y se 

encuentran unidas a las plataformas a través de diferentes tipos de articulaciones, como lo 

pueden ser prismáticas, rotacionales, universales y esféricas [3].  

El primer robot paralelo del cual se tiene registro es una plataforma sobre la cual se 

encontraban colocados los asientos de un teatro con el fin de introducir un movimiento que 

diese una apariencia más real al espectáculo, el cual fue patentado por James E. Gwinett en el 
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año 1931 (Figura 2.1.a), sin embargo de acuerdo a la información existente el mecanismo no 

llegó a construirse [4].  

En 1940, Willard L.V. Pollard presentó un robot de 5 grados de libertad el cual estaba 

destinado a operaciones de pintura en aerosol (Figura 2.1.b). El robot consistía en tres brazos 

de dos eslabones cada uno. Los eslabones estaban unidos mediante juntas universales. Los tres 

actuadores de la base comandaban la posición de la herramienta, mientras que la orientación 

era proporcionada por otros dos actuadores situados en la base y que transmitían el movimiento 

a la herramienta mediante la rotación proporcionada a unos cables flexibles [5]. 

 
a) 

 
b) 

Figura 2.1 Plataforma espacial de James E. Gwinett [4], b) Robot paralelo de William L.V. Pollard [5]. 

Poco tiempo después, Gough en 1947, diseñó una plataforma (Figura 2.2.a), probablemente 

la más conocida de todas, la cual consistía en un hexápodo con lados de longitud variable con 

el objetivo de realizar pruebas a neumáticos, bajo cargas aplicadas en diferentes ejes, [6]. 

En 1965, Stewart presentó el diseño de una plataforma móvil de seis grados de libertad 

(Figura 2.2.b),  para generar movimiento en el espacio con el objetivo de ser utilizada como 

simulador de vuelo, [7]. 

 
a) 

 
b) 

Figura 2.2 a) Robot paralelo del Dr. Gough [6], b) Simulador de vuelo de Stewart [7]. 
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Paralelamente, en 1967 el ingeniero Klaus Cappel patentó una plataforma similar como 

simulador de movimiento (Figura 2.3),  el cual está basado en un hexápodo, [8]. 

 
a) 

 
b) 

Figura 2.3 Simulador de movimiento de Klaus Cappel [8]. 

Posteriormente, en 1978 Hunt sugirió que los mecanismos actuados de forma paralela de los 

simuladores de vuelo se usaran como robots manipuladores, y a su vez enfatizó que los 

manipuladores paralelos requerían un estudio más profundo de acuerdo con las ventajas que 

estos presentaban en cuanto a rigidez y precisión en contraste a los robots seriales (Figura 2.4). 

A la vez Hunt propuso un manipulador paralelo 6-RUS (Revolute-Universal-Spherical) con seis 

grados de libertad accionado por actuadores giratorios en 1983, [9].  

 
Figura 2.4 Robot paralelo 6-RUS de K.H.Hunt [9]. 

En 1979, McCallion y Pham propusieron utilizar la plataforma Stewart como un robot 

paralelo dentro de una célula de ensamblaje robotizada, debido a que la posición del efector 

final es mucho menos sensible a los errores de los sensores articulares que poseen los robots en 

serie. La gran rigidez que presenta este tipo de manipuladores paralelos asegura que las 

deformaciones de los actuadores sean mínimas, lo cual contribuye a la precisión en el 

posicionamiento del manipulador, [10]. 
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En los robots paralelos se busca tener un mayor número de grados de libertad (GDL), pues 

con ello se logra un mayor espacio de trabajo, por lo que normalmente son mecanismos de 5 o 

6-GDL, pero los robots paralelos de 3-GDL pueden ser considerablemente más ligeros, por lo 

cual existen diferentes tipos de robots clasificados de acuerdo con sus grados de libertad. 

Existen otros robots de 6 grados de libertad, aparte de los mencionados anteriormente, los cuales 

son mencionados a continuación:  

El robot Hexa (Figura 2.5), es un robot completamente paralelo formado por 6 cadenas 

cinemáticas RSS (Revolute-Spherical-Spherical) que unen una base fija a un elemento terminal, 

el cual surge como una generalización del robot Delta, lo que hace posible que cada una de las 

cadenas de los paralelogramos que forman parte de este último puedan moverse de forma 

independiente, [11].  

También se encuentra el robot HexaM, un robot paralelo constituido por 6 cadenas 

cinemática y con una configuración PSS (Prismatic-Spherical-Spherical), [12]. 

 
Figura 2.5 Robot Hexa [12]. 

El robot tipo Delta es uno de los robots más conocidos en diferentes campos, patentado por 

R. Clavel, este robot posee 3-GDL de traslación, el cual se compone de tres cadenas idénticas 

con la estructura paralelogramo y accionado por 3 motores rotativos. El robot Delta ha sido 

empleado en diversas aplicaciones como en la industria alimentaria o en el área de cirugía en 

lo que respecta al campo de la medicina. En lo que respecta a la aceleración, es capaz de soportar 

cargas ligeras (alrededor de 1 kg) desplazándose a aceleraciones de 12 g en aplicaciones reales 

y hasta 20 g en condiciones experimentales, [13]. 

En [14], se presenta un robot paralelo de tres grados de libertad (Figura 2.6), los cuales son 

dos grados de libertad de traslación, y el tercer grado de libertad de rotación. Consiste en dos 

plataformas unidas mediante tres eslabones, se presentan tres tipos de singularidades en ciertas 
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condiciones debido al tipo de configuración; se presentan los modelos cinemáticos sin embargo 

no se obtiene modelo dinámico.  

 
Figura 2.6 Robot paralelo de tres grados de libertad [14]. 

En [15], se diseña y simula un robot paralelo con un espacio de trabajo grande para la 

Evaluación Funcional de la dinámica de los aviones (Figura 2.7), el robot paralelo tiene 6 grados 

de libertad, el cual está compuesto por 6 cadenas cinemáticas unidas por medio de uniones 

universales, prismáticas y de revoluta, obtienen la cinemática directa e inversa. El robot paralelo 

utiliza los siguientes rangos de movimiento mostrados en la Tabla 2.1. 

 

Figura 2.7 Robot paralelo para la evaluación de la dinámica de aviones [15]. 

Tabla 2.1 Parámetros de movimiento de robot paralelo. 

Parámetros de movimiento 

Arfada ± 0.18 𝑚 

Avance o retroceso ± 0.25 𝑚 

Deriva ± 0.25 𝑚 

Guiñada ± 22∘ 

Balance ± 21∘ 

Cabeceo ± 22∘ 
 

En [16], se presenta un robot paralelo de 3-GDL, dónde las ecuaciones de la cinemática 

inversa presentan términos altamente acoplados. La aplicación constituye un simulador de 
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movimiento, donde la pose deseada de la plataforma móvil es dada en el espacio de tareas; 

luego es necesario transformar las variables en el espacio cartesiano a los correspondientes 

valores articulares mediante las ecuaciones de la cinemática inversa y gracias a ello poder 

implementar un control desacoplado articular, donde, controlando la posición de cada actuador 

por separado se tendrá el efecto deseado sobre la pose del elemento terminal, Figura 2.8. 

  
Figura 2.8 Simulador de movimiento de estructura paralela [16]. 

En 1996, Merlet aborda el problema para encontrar las soluciones de la cinemática directa 

para cada una de las posibles arquitecturas de robots paralelos planares con diferentes 

configuraciones de actuadores por medio del uso de métodos geométricos [17]. 

En [18], se obtiene un algoritmo para resolver la cinemática directa, hasta el análisis de 

aceleración, de una plataforma Gough-Stewart con una topología especial, conocida como tipo 

6-3. El análisis directo de posición se lleva a cabo aplicando conceptos geométricos que 

conducen a un sistema no lineal de tres ecuaciones con tres incógnitas, el cual lo resuelven 

mediante el método de Newton-Raphson. 

2.1.1 Singularidades de los robots paralelos 

Los robots paralelos pueden presentar configuraciones en las cuales las fuerzas articulares 

no puedan equilibrar los esfuerzos sobre la plataforma móvil. Estas configuraciones singulares 

consisten en posiciones particulares del efector final, en el cual llegan aumentar los grados de 

libertad del robot [19]. Es de suma importancia analizar y determinar estas configuraciones en 

donde las fuerzas articulares tienden a infinito y el robot puede colapsar.  

En [20], se realiza un estudio analítico elemental de este tipo de singularidades en donde se 

denominan singularidades de segundo tipo, estas disposiciones singulares se caracterizan por 

la anulación del determinante de la matriz jacobiana inversa. A pesar de que esta matriz sea 

conocida, en la mayoría de los casos el cálculo simbólico de este determinante no conduce a 
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soluciones analíticas, por lo que hay que recurrir a procedimientos numéricos. Estas 

disposiciones singulares están caracterizadas por la anulación del determinante de la matriz 

jacobiana inversa. Por otra parte [21], utilizó la geometría de Grassman para enumerar con 

detalle las condiciones geométricas singulares de diferentes robots paralelos. En  [22] dan a 

conocer que algunas arquitecturas simétricas de la plataforma Stewart presentan ciertas 

singularidades extendidas por todo el espacio de trabajo, caracterizadas por la capacidad de 

movimiento continuo de la plataforma móvil con todos los actuadores bloqueados, a estas 

singularidades las llaman singularidades de arquitectura. A pesar de que este tipo de 

singularidades proveen ciertos problemas de control, se pueden llegar a eliminar en la fase de 

diseño. Por otra parte, en [23] formuló el problema de la planificación de trayectorias evitando 

singularidades y desarrollaron una estrategia para planificar entre dos puntos trayectorias bien 

condicionadas en el espacio de trabajo del robot. En [24], se propone un nuevo método de 

control de singularidad llamado esquema de control de aceleración de resolución de velocidad 

amortiguada (DRRAC), para un manipulador de robot completamente paralelo de 

configuración 3-RPS con el fin de evitar la singularidad. En [25], se presenta un manipulador 

paralelo 3-RPS, donde la descripción algebraica con ecuaciones de restricción permite una 

descripción completa de la cinemática directa y los modos de operación debido a que el robot 

presenta singularidades por su configuración. En [26], se propone un esquema de control 

híbrido de aceleración-resolución amortiguado (HDRAC) con un método de optimización de 

enjambre de partículas (MSPO), el cual es asintóticamente estable. Este esquema fue 

implementado en un robot 3-RPS, donde no es necesario planificar trayectorias para evitar el 

punto singular. En [27], se presenta un robot paralelo 3-UPS redundante para la rehabilitación 

de tobillo, donde se obtiene la cinemática inversa, el diseño del robot así como el control por 

impedancia, en el cual se demuestra que al usar la redundancia  se busca eliminar las 

singularidades del espacio de trabajo del robot, así como mejorar la destreza y el rendimiento 

con el que un robot puede realizar una determinada tarea.  

En [28], menciona que en el caso de la plataforma móvil del robot paralelo 3-RPS, estará 

bajo singularidad arquitectónica si las tres fuerzas se encuentran en un plano común y se cruzan 

en un punto; como en el caso cuando la plataforma móvil del manipulador 3-RPS que se muestra 

en la Figura 2.9 cae (se mueve o sé desplaza) sobre la base fija. 
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Figura 2.9 Singularidades en Robots Paralelos 3-RPS [28]. 

Existen robots paralelos de 3-GDL con cierta configuración [29], [30], donde los actuadores 

están situados hacia el interior [26], [31], [32], Figura 2.10, en oposición a la plataforma 

propuesta en la que los actuadores están orientados de forma diferente, lo cual genera 

singularidades en el mecanismo al momento de realizar los movimientos a diferencia del robot 

que se propone en esta investigación. 

 
a) 

 
 b) 

Figura 2.10 Robots paralelos 3-RPS [26], [31]. 

2.1.2 Ventajas y desventajas de los robots paralelos 

 En la actualidad los robots paralelos están incursionando en diferentes aplicaciones, 

especialmente en aquellas en las que la robótica serial se encuentra algo limitada, [1], [2]. 

A continuación, se dan a conocer algunas de las ventajas que presentan los robots paralelos.  
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• Los accionamientos de potencia conectan la base del robot con el efector final. De tal 

forma que estos accionamientos sirven como elementos estructurales, además de que 

actúan de manera simultánea, lo cual da como resultado que posean la capacidad de 

manipular cargas superiores a su propio peso.  

• Los mecanismos paralelos ofrecen una alta rigidez y bajo peso, debido a esto presentan 

mayor precisión que los robots tipo serie.  

• Puesto que pueden soportar cargas relativamente grandes, son capaces de realizar 

movimientos a velocidades y aceleraciones elevadas sin presentan esfuerzos dinámicos 

que impidan su realización. 

• Los pares cinemáticos actuados al encontrarse en diferentes cadenas cinemáticas dan 

como resultado que los errores ocurridos en la posición no supongan una amplificación 

elevada en el posicionamiento del efector final.  

No obstante, los robots paralelos también presentan otras características las cuales se podrían 

considerar como desventajas, de acuerdo con la aplicación en que se desee emplear la estructura 

paralela:  

• La cinemática de los robots paralelos es más compleja. Por lo cual en algunas ocasiones 

se recurre a colocar sensores en la estructura para poder establecer un control. 

• El espacio de trabajo es menor en comparación a un robot serial debido a su propia 

estructura cinemática. El cálculo de la posición y orientación es algo complejo puesto a 

que se encuentran fuertemente acopladas. 

• Este tipo de estructuras paralelas presentan cierto tipo de singularidades lo cual hace 

que se torne más compleja la cinemática, puesto que se debe resolver para cada diseño 

o configuración.  

• No se tiene una metodología bien establecida para determinar el modelo dinámico en 

los robots paralelos a diferencia de los robots seriales. Lo cual dificulta el desarrollo de 

algoritmos de control y genera que los robots se controlen de forma desacoplada.  

2.2 Antecedentes de los robots paralelos en CENIDET 

En el Centro de Investigación y Desarrollo Tecnológico (CENIDET) se han desarrollado 

diferentes tipos de robots paralelos orientados al área de rehabilitación. 
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Rehabilitador de tobillo robot paralelo 

Diseñado para proporcionar movimientos de rehabilitación del tobillo, de 3-GDL, el cual 

realiza 2 movimientos: dorsiflexión/plantarflexión e inversión/eversión, Figura 2.11. Utiliza 

actuadores lineales [33]. 

  
Figura 2.11 Rehabilitador de tobillo tres grados de libertad [33]. 

Rehabilitador de tobillo de movimiento pasivo continuo 

Rehabilitador de tobillo de 1-GDL de movimiento pasivo continuo, el cual realiza los 2 

movimientos de dorsiflexión/plantarflexión e inversión/eversión (Figura 2.12), al cambiar de 

posición el actuador.  Implementan un control tipo Proporcional Integral Derivativo (PID) con 

seguimiento de trayectorias, tanto en el prototipo virtual como en un prototipo físico [34]. 

 
Figura 2.12 Rehabilitador de tobillo de dos grados de libertad [34]. 

Rehabilitador de tobillo basado en mesa XY 

Basado en movimientos dorsiflexión/plantarflexión y abducción/aducción, Figura 2.13. 

Implementan un control tipo Proporcional Integral Derivativo (PID) con seguimiento de 

trayectorias, para proporcionar movimientos de dorsiflexión/plantarflexión y 

abducción/aducción. Utilizan un polinomio de Bézier de décimo grado para la trayectoria suave 

en los movimientos [35]. 
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Figura 2.13 Rehabilitador de tobillo basado en ejes XY [35]. 
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Capítulo 3. Marco Teórico 

3.1 Plataformas sobre buques 

Existen plataformas que pueden ser capaces de crear movimientos en los seis grados de 

libertad en la forma de los simuladores de vuelo. La parte móvil de estos simuladores es un 

ensamble de una cabina y pantallas de video. Este conjunto se pone en movimiento por una 

configuración de seis cilindros hidráulicos conocidos como un hexápodo o una plataforma de 

Stewart. 

Debido a la utilización de seis cilindros, estas plataformas se pueden mover de una manera 

controlada en todos los seis grados de libertad. Un requisito previo para la compensación de los 

movimientos es tener mediciones en tiempo real precisas de los movimientos del buque y un 

sistema de control para convertir los datos de los sensores de movimiento en señales de control 

para la plataforma Stewart. Por lo tanto, mediante la combinación de las tecnologías de sensores 

y un sistema de control activo, en la plataforma Stewart se puede lograr un movimiento en todos 

los seis grados de libertad.  

El sistema conocido como “Ampelman” fue creado por la Universidad Tecnológica de Delft, 

para brindar un acceso seguro del buque a las turbinas eólicas en el mar (Figura 3.1). Este 

sistema permite la transferencia segura de personal y bienes, proporcionando una plataforma 

de transferencia inmóvil en un buque. La cubierta está montada en la parte superior de una 

plataforma de Stewart, un mecanismo (a menudo utilizado para simuladores de vuelo) que 

puede proporcionar movimientos en todos los seis grados de libertad utilizando seis cilindros 

hidráulicos. La plataforma de Stewart se fija en la cubierta del barco. Para mantener la cubierta 

inmóvil de transferencia, un sensor (octans) mide continuamente los movimientos de la cubierta 

de la nave. Los cilindros de la plataforma Stewart son controlados de tal manera que todos los 

movimientos del buque se contrarrestan, creando así una cubierta de transferencia estable e 
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inmóvil. Esta plataforma puede compensar los seis movimientos utilizando los siguientes 

rangos de movimiento (Tabla 3.1), [36]. 

 
Figura 3.1 Plataforma de sistema de acceso a altamar Ampelmann [36]. 

Tabla 3.1 Grados de rotación de la plataforma Ampelmann. 

Grados de rotación de la 
plataforma Ampelmann 

Balance ±𝟏𝟎º 

Cabeceo ±𝟓º 

Guiñada ±𝟏𝟓º 
 

También se creó otra estructura basada en la plataforma Stewart la cual es capaz de 

compensar los movimientos simulados de un barco en el mar, el cual es un banco de pruebas 

para helipuerto activo para estructuras flotantes basado en una plataforma Gough-Stewart, el 

cual fue diseñado, desarrollado y probado como un helipuerto flotante. El objetivo de este 

proyecto era demostrar las ventajas de helicópteros que utilizan un helipuerto activo tras el 

aterrizaje. El helipuerto activo compensa los movimientos simulados de un barco en el mar, 

Figura 3.2. 

El objetivo principal de este estudio es mantener el efector final del robot (helipuerto) en una 

posición cuasi-estática de acuerdo con un sistema inercial absoluto. La compensación se lleva 

a cabo a través de la acción coordinada de sus seis actuadores prismáticos en función de una 

unidad de medición inercial. 

Por otra parte, la simulación del movimiento del mar se realiza con un robot paralelo de tres 

grados de libertad. La plataforma de la nave se construye con una oscilación vertical a lo largo 
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del eje z, es decir, tirón, y gira en ejes restantes, es decir, balanceo y cabeceo. El Helipuerto 

activo es capaz de compensar los movimientos simulados considerando la nave como un 

sistema inercial, cabe mencionar que se utiliza la cinemática inversa para el cálculo de las 

eslabones, pero no da a conocer los resultados, posteriormente plantea una estrategia de control 

con el objetivo de compensar los desplazamientos que se generan entre las dos plataformas, no 

obstante no plantea algún modelo dinámico [37]. 

 
Figura 3.2 Banco de pruebas de una plataforma activa para estructuras flotantes basado en la plataforma 

Stewart [37]. 

3.2 Cinemática de los robots paralelos 

El análisis cinemático se refiere al estudio de la geometría del movimiento de un robot, sin 

tener en cuenta las fuerzas y pares de torsión que provocan el movimiento.  

La cinemática directa se refiere a encontrar la posición y orientación de la plataforma móvil 

a partir  de conocidas  las variables articulares actuadas [16], por otra parte, la cinemática 

inversa consiste en establecer el valor de las coordenadas articulares correspondientes a la 

configuración del efector final (posición y orientación de la plataforma móvil son conocidas) 

[3], Figura 3.3. 

Los robots paralelos se pueden clasificar de acuerdo con el número de actuadores como: 

• Manipuladores totalmente actuados, se refiere a que poseen el mismo número de 

actuadores y grados de libertad. 

• Manipuladores paralelos sobreactuados, tienen un mayor número de actuadores que 

el número de grados de libertad. 
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• Manipuladores paralelos subactuados, poseen un menor número de actuadores que 

el número de grados de libertad. 

 
Figura 3.3 Cinemática inversa y directa para obtener la posición y orientación de la plataforma móvil. 

La cinemática inversa involucra ecuaciones no lineales y altamente acopladas, lo cual genera 

una notable complejidad debido al aumento de GDL, [38]. En [39], se propone una metodología 

basada en redes neuronales artificiales, para aproximar el problema cinemático directo de un 

robot paralelo 3-RPS,  debido a que el problema cinemático directo requiere el uso de 

procedimientos iterativos numéricos que requieren mucho tiempo, también se proponen varias 

configuraciones de red para aproximar el problema cinemático directo, además de que las redes 

se evalúan no sólo considerando la capacidad de aproximación, sino también su desempeño en 

tiempo real en comparación con los procedimientos iterativos tradicionales utilizados en 

robótica.  

 En [40], se presenta el análisis cinemático de un robot reconfigurable, el cual está integrado 

por dos sub-manipuladores que comparten la plataforma móvil, la independencia entre los sub-

manipuladores permite que se pueda agregar un eslabón a las cadenas cinemáticas de uno de 

ellos sin afectar al otro, lo cual ayuda a evitar colisiones entre las cadenas cinemáticas. En [41], 

se presenta un robot paralelo 3-RPS donde se establece en el análisis cinemático inverso algunas 

relaciones de posición, velocidad y aceleración de cada elemento del robot. Por otra parte, el 

problema de dinámica inversa es planteado por medio del principio del trabajo virtual. En [42], 

se presenta un robot paralelo redundante de 3-GDL, donde muestra el desarrollo de la 

cinemática directa e inversa, en la cual usan un enfoque vectorial considerando cadenas 

cinemáticas cerradas, se propone considerar un mapeo adecuado entre el actuador, la 

articulación y los espacios de tareas del robot. En [43], se presenta un robot de 3-GDL con 

configuración 3-PUU donde se obtiene un modelo de error y posición, mapeando la entrada y 

salida del mecanismo, del cual obtienen 3 índices de sensibilidad de error que evalúan la 

precisión cinemática del robot. En [44], se analiza la cinemática de un robot paralelo 3-RPS, 
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donde las articulaciones de revolución son activadas en lugar de las prismáticas, obteniendo un 

sistema de tres ecuaciones no lineales con tres incógnitas. Mediante el uso del método de 

homotopía y continuación de Ostrowski se resuelve la cinemática directa, obteniendo 7 

soluciones reales con un 97% de precisión comparada con el método de homotopía de Newton.  

En [45], se implementa un método basado en visión para la calibración de posición y 

orientación de un robot paralelo 3-RPS. Para realizar la calibración se obtiene la cinemática 

inversa y una ecuación de identificación de parámetros.  

3.3 Control en los robots paralelos 

El control en los robots paralelos es algo complejo, de acuerdo con [46], los mejores 

enfoques de control requieren modelos dinámicos que son difíciles de derivar y pueden requerir 

un esfuerzo computacional importante que hace difícil implementarlos en tiempo real. Para 

lograr una respuesta deseada en el control, los métodos de control más avanzados sólo 

consideran uniones activas, como consecuencia el movimiento de las demás articulaciones del 

mecanismo debe ser estimado por el modelo cinemático. Lo cual, da como resultado que la 

posición final del efector se base en la precisión del modelo y la identificación de los 

parámetros.  

En [31], utilizan un robot con 3-GDL, 2 grados de rotación y uno de traslación, emplean un 

control por conjuntos, es decir, utilizan como entradas del algoritmo la diferencia de los ángulos 

calculados por medio de las ecuaciones de la cinemática inversa y el valor de los sensores.  

En [47], se menciona que algunas estrategias de control desarrolladas para controlar el 

movimiento del manipulador paralelo requieren que los parámetros del manipulador y la carga 

sean conocidos de antemano y muchas de las técnicas de control, tales como el control 

proporcional integral derivativo (PID) y el control de la lógica difusa, no dan resultados 

satisfactorios en presencia de las incertidumbres de parámetros y la dinámica no modelada en 

el seguimiento de movimiento de los manipuladores. 

3.4 Buques 

Este proyecto se encuentra enfocado en diseñar una plataforma móvil para el anaveaje, para 

esto, se han considerado los buques de patrulla oceánica, ya que este tipo de buques son los que 

utilizan con mayor frecuencia el helipuerto debido a su forma de interactuar, lo cual se conoce 
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como trinomio (buque-helicóptero-interceptora rápida), los cuales pertenecen a la Secretaría de 

Marina [48]. 

Se eligió el buque Clase Sierra (Figura 3.4), el cual es una patrulla oceánica, construida y 

diseñada por la Armada de México para uso propio. 

 
Figura 3.4 Buque clase Sierra. 

Esta clase de buque fue concebido bajo el trinomio, el cual cuenta con una embarcación 

interceptora de velocidad de 50 nudos, así como un helicóptero, el cual puede ser Eurocopter 

Panther AS 565 MB, Eurocopter Fennec AS 555, Bölkow BO 105 CB, MD 902 Explorer. 

Este tipo de embarcación está dedicada a realizar embarcaciones navales en la zona 

económica exclusiva, para ejercer funciones de estado mexicano en el mar, así como efectuar 

operaciones de búsqueda y rescate, apoyo a la población civil en casos de desastre y apoyo 

marítimo entre otras. 

3.5 Características del buque 

A continuación, se presentan las características del buque clase Sierra (Tabla 3.2): 

Tabla 3.2 Especificaciones del buque clase Sierra. 

Especificaciones “Buque Clase Sierra” 

Eslora 74.4 m Velocidad 20 nudos 

Manga 10.5 m Tripulación 75 elementos 

Calado 3.4 m Desplazamiento 1200 toneladas 
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3.6 Estabilidad del buque 

Para diseñar la plataforma es importante considerar ciertos datos con respecto al buque, 

puesto que los movimientos que genere el buque van a representar los movimientos de la 

plataforma en forma contraria, es decir, se deben tomar en cuenta los grados de inclinación 

(escora) del buque para que estos sean compensados en la plataforma y de esta manera al 

momento que el helicóptero aterrice la plataforma se encuentre adrizada, (A.1). 

3.7 Movimientos del buque o grados de libertad del buque 

El buque dentro del mar está sometido a todas las fuerzas actuantes (Figura 3.5), el cual se 

mueve según sus seis GDL (tres GDL de traslación y tres GDL de rotación) [36], [49].  

• Traslaciones: 

       Arfada: Movimiento vertical de ascenso y descenso (𝑧) 

       Deriva: Movimiento lateral a ambas bandas (𝑦) 

       Movimiento longitudinal de avance y retroceso (𝑥) 

• Rotaciones: 

       Guiñada o rumbo: Guiñada o rumbo (𝜓) 

       Cabeceo: Según el eje vertical (𝜃) 

       Balance o rodillo: Según el eje longitudinal (𝜑)  

  
Figura 3.5 Representación de los 6 grados de libertad del buque [36]. 
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3.8 Helicóptero 

Es importante mencionar las medidas del helicóptero debido a que las medidas del helipuerto 

están basadas en las medidas de los helicópteros a continuación se presentan las características 

de los helicópteros Eurocopter Panther, debido a que es uno de los helicópteros usados en los 

buques tipo patrulla oceánica. 

3.8.1 Helicóptero Eurocopter Panther 

Se consideran las dimensiones y características del helicóptero AS 565 Panther, el cual es la 

versión militar del helicóptero medio bimotor Eurocopter AS 365 Dauphin. El Panther es usado 

para una amplia gama de misiones militares, incluyendo asalto en combate, apoyo de fuego, 

guerra antisubmarina, guerra antisuperficie, búsqueda y rescate, y MEDEVAC (Figura 3.6), 

[50], [51]. 

 
Figura 3.6 Helicóptero Eurocopter Panther AS565MB [51]. 

El helicóptero Eurocopter Panther tiene un tren de aterrizaje tipo triciclo retráctil 

hidráulicamente, con una unidad de nariz con ruedas gemelas y unidades principales de ruedas 

individuales. Las unidades principal y nariz están equipadas con amortiguadores 

oleopneumáticos. La unidad de la nariz se retrae hacia atrás y las ruedas principales se retraen 

en los canales de las ruedas en el fuselaje, [52]. 

3.8.2 Características del helicóptero 

En la Tabla 3.3, se pueden observar las características del helicóptero: 

  

http://es.wikipedia.org/wiki/Helic%C3%B3ptero
http://es.wikipedia.org/wiki/Eurocopter_AS_365_Dauphin
http://es.wikipedia.org/wiki/Guerra_antisubmarina
http://es.wikipedia.org/wiki/Guerra_antisuperficie
http://es.wikipedia.org/wiki/B%C3%BAsqueda_y_rescate
http://es.wikipedia.org/wiki/MEDEVAC
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Tabla 3.3 Especificaciones del helicóptero Eurocopter Panther. 

Especificaciones “Eurocopter Panther AS 565” 

Longitud: 13,7 m Peso vacío: 2 389 kg 

Diámetro rotor principal: 11,9 m Peso cargado: 4 300 kg 

Altura: 4,1 m Diámetro de la hélice: 11.94 m 

Área circular: 112 m2 Capacidad: 4-12 pasajeros 
 

De acuerdo con la Tabla 3.3, se presentan los planos del helicóptero Eurocopter Panther en 

la Figura 3.7. 

  

 
Figura 3.7 Plano del Eurocopter Panther. 

3.9 Helipuertos 

Un helipuerto es mucho más pequeño que un aeropuerto, ya que están destinados solo a 

operaciones de despegue y aterrizaje vertical del helicóptero. A diferencia de los aviones que 

requieren recorrer una distancia en la pista para despegar o aterrizar. Un helipuerto para 

maniobrar debe tener como mínimo el doble de tamaño que ocupa el helicóptero. Cada vez es 

más larga la lista de centros sanitarios que disponen de una plataforma, permitiendo el traslado 

de heridos al hospital con helicóptero medicalizado. También es grande el número de 

helipuertos privados en las grandes ciudades y en rascacielos [53]. 



3.9 Helipuertos  
 

 26 

Es importante mencionar que las dimensiones del helipuerto van a depender del diámetro 

del helicóptero (Figura 3.8), el cual servirá como base para definir las dimensiones mínimas 

necesarias de la plataforma, así como la categoría y su configuración. 

 
Figura 3.8 Diámetro del helicóptero. 

Actualmente existen 3 categorías definidas por la Organización de Aviación Civil 

Internacional (OACI) para el diseño y equipamiento de los helipuertos (Tabla 3.4), estas se 

basan en las dimensiones de las aeronaves conforme a lo siguiente: 

Tabla 3.4 Categorías para el diseño y equipamiento de helipuertos. 

Categoría Longitud total del helicóptero 

H1 Hasta 15 m 

H2 De 15 m a 24 m 

H3 De 24 m a 35 m 

Así mismo el helipuerto se puede clasificar en base al tipo de operación conforme se muestra 

en la Tabla 3.5. 

Tabla 3.5 Clasificación de helipuertos con base al tipo de operación. 

Tipo de Operaciones Horario Diurno o Diurno y Nocturno 

Ubicación Elevado de Superficie o Mixto (para el caso de embarcaciones o 
plataformas petroleras) 

Permiso de Operaciones Helipuerto de Servicio particular, Servicio público, Hospital 

Reglas de Operación Reglas de vuelo Visual (VFR) 
Condiciones Meteorológicas Visuales (VMC) 
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Los helipuertos cuentan con características tanto físicas (helipuerto elevado, de superficie o 

mixto) como geométricas (cuadrado, rectangular, circular, octagonal, elíptico), para uso diurno 

y nocturno. 

Para realizar el diseño del helipuerto se realiza un análisis de las características físicas del 

helicóptero de diseño crítico, como son: el peso máximo de despegue, distribución de la carga 

de aterrizaje, diámetro del rotor (RD), longitud total de la aeronave (D) y características del tren 

de aterrizaje. 

La plataforma del helipuerto puede ser cuadrada, circular, rectangular, octagonal o de alguna 

otra forma geométrica. En todos los casos el diseño geométrico deberá siempre satisfacer los 

requerimientos normativos, de seguridad, estructurales, de libramiento de obstáculos y de 

operación, Figura 3.9. 

 
a) 

 
b) 

 
c) 

Figura 3.9 Helipuertos, a) cuadrado, b) rectangular y c) circular. 

La geometría de un helipuerto deberá considerar tres áreas básicas: 

1. Área de aproximación final y de despegue (FATO). Área definida en la que termina 

la fase final de la maniobra de aproximación hasta el vuelo estacionario o el aterrizaje 

y a partir de la cual empieza la maniobra de despegue. 

2. Área de toma de contacto y de ascenso inicial (TLOF). Área que permite la toma de 

contacto o la elevación inicial de los helicópteros, Figura 3.10. 
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Figura 3.10 Área de toma de contacto y de ascenso inicial. 

3. Área de seguridad libre de obstáculos. Área definida de un helipuerto en torno a la 

FATO, que está sin obstáculos, salvo los que sean necesarios para la navegación 

aérea y destinada a reducir el riesgo de daños de los helicópteros que accidentalmente 

se desvíen de la FATO, Figura 3.11. 

 
Figura 3.11 Área de seguridad libre de obstáculos. 

Uno de los incidentes que se podría presentar si hay demasiado movimiento en el barco es 

con respecto al tren de aterrizaje (Figura 3.12), por lo cual es importante abordar el diseño y 

optimización de una plataforma móvil que permita mantener en niveles de amplitud mínimos 

que sean aceptables para un anaveaje más seguro del helicóptero. Por lo cual, es importante que 

la plataforma nivele tanto la amplitud en los ángulos de cabeceo como de la escora para evitar 

accidentes al momento del aterrizaje, [54]. 
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Figura 3.12 Aterrizaje de helicópteros en helipuertos. 

3.9.1 Amplitud de onda y periodo de onda 

Existen dos parámetros de onda importantes, los cuales son la amplitud y el periodo de la 

ola, Figura 3.13.  

 
Figura 3.13 Amplitud y periodo de una ola. 

Un parámetro importante es la media del periodo de cruce por cero Tz, el cual está definido 

por: 

𝑇𝑧 =
1

𝑁
∑𝑇𝑧,𝑖

𝑁

𝑖=1

 

donde: 

𝑇𝑧 : periodo del cruce por cero [s] 

𝑁 : número de ola [-] 

Otro parámetro importante es la amplitud de ola Hs, la cual se define como la altura de ola 

media de las olas más altas de 1/3 en el registro de la onda, [55]: 
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𝐻𝑠 =
1

𝑁
3⁄
∑𝐻𝑗

𝑁
3⁄

𝑗=1

 

donde:  

𝐻𝑠 = amplitud de ola significante [𝑚] 

𝑁 =número de olas [-]  

𝑗 = 1  Ola más alta [-]  

𝑗 = 2  Ola más alta [-]  

3.9.2 Espectro de ola 

Varios estudios se han hecho en el pasado para describir los espectros de densidad de la 

varianza (más adelante referidos como espectros de onda). Un espectro de onda conocido es el 

espectro de Pierson-Moskowitz, que describe un estado del mar total del estado del mar. 

Aunque en la práctica, un estado de la mar nunca está completamente desarrollado. 

Otro espectro de ondas muy conocido es el espectro Jonswap. Es el resultado de 

observaciones durante el proyecto Wave conjunta del Mar del Norte realizadas en 1968 y 1969. 

El espectro Jonswap tiene la misma forma que el espectro de Pierson-Moskowitz; el pico se ha 

mejorado con una función de pico de mejora El espectro Jonswap describe un estado de la mar 

en desarrollo (Figura 3.14). Parece ser universal para pequeñas cuencas (como el Mar del Norte) 

y de condiciones de tormenta, [55]. 

Ambos espectros se aplican a las profundas aguas oceánicas y son unidireccionales, es decir, 

todas las ondas viajan en la misma dirección. 
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Figura 3.14 Espectro de onda conocido es el espectro de Pierson-Moskowitz y Jonswap. 

Ambos espectros se pueden describir por la altura de ola significativa y la media del periodo 

de la ola de cruce por cero. El espectro de Pierson-Moskowitz se puede expresar de la siguiente 

forma: 

𝑆𝑃𝑀(𝑤) =
𝐴

𝑤5
𝑒𝑥𝑝 {−

𝐵

𝑤4
} 

donde: 

𝐴 =
4𝜋3𝐻𝑠

2

𝑇𝑧4
 

𝐵 =
16𝜋3

𝑇𝑧
4

 

donde: 

S_PM (w)= Espectro de Ola de Pierson-Moskowitz [m2s/rad] 

𝑤 = Frecuencia angular [rad/s] 

𝐻𝑠 = Amplitud de significante de la ola [m] 

𝑇𝑧 = Periodo medio de cruce por cero [s] 
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Capítulo 4. Diseño y Desarrollo del Robot 
de 3-GDL 

4.1 Diseño del robot paralelo 

Se diseñó una nueva estructura del robot paralelo de 3 grados de libertad (GDL), empleando 

la configuración RPS. En la Figura 4.1, se muestra el prototipo virtual, realizado en 

Solidworks®, el cual está formado por tres actuadores eléctricos, tres uniones de revoluta y tres 

uniones esféricas, así como una plataforma móvil y una plataforma fija. Como se observa en la 

Figura 4.1 dos de los actuadores se encuentran en posición opuesta, lo cual da como resultado 

que los ejes de las articulaciones de revoluta sean paralelos; sin embargo, el actuador restante 

está orientado a 0°, o mejor dicho el eje de la articulación de revoluta está girado 90° con 

respecto o en relación con los otros actuadores. Los robots paralelos propuestos por otros autores 

tienen los actuadores orientados hacia el centro, lo cual genera que al activar los tres actuadores 

al mismo tiempo, exista un bloqueo en el mecanismo, encontrándose el problema en la 

orientación de los actuadores hacia el centro, [56]–[60]. 

 
Figura 4.1 Configuración del robot paralelo de 3-GDL. 
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4.2 Grados de libertad 

El mecanismo está compuesto por la plataforma móvil y la plataforma fija, que a su vez están 

conectadas por uniones prismáticas, esféricas y de revoluta. 

La siguiente fórmula (4.1) realizada por Kutzbach Grübler determina los grados de libertad 

de un mecanismo espacial [61]: 

 
𝑀 = 6(𝑛 − 𝑗 − 1) +∑𝑓𝑖

𝑗

𝑖=1

 (4.1) 

Donde: 

𝑀 = número de GDL 

𝑁 = número de eslabones 

𝐽 = número de articulaciones 

𝑓𝑖 = número de GDL en cada articulación  

Aplicando la fórmula de Kutzbach al robot paralelo propuesto, se puede determinar que tiene 

3-GDL, como se muestra en la ecuación (4.2): 

 𝑀 =  6 (8 −  9 −  1)  +  15 

𝑀 =  3 𝑔𝑑𝑙 
(4.2) 

4.3 Cinemática del robot paralelo 

4.3.1 Cinemática inversa 

El diseño del modelo geométrico espacial del robot paralelo de configuración 3-RPS es 

propuesto, Figura 4.2. 
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Figura 4.2 Modelo geométrico del robot paralelo 3-RPS. 

Los parámetros de la cinemática se pueden definir como: 

 𝐻 = ‖𝐶𝐴𝑖⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗‖, ℎ = ‖𝑃𝐵𝑖⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ‖, 𝑝 = ‖𝐶𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ (4.3) 

La posición del centro de la plataforma móvil está definida por: 

 𝑷 =𝐴 [𝑃𝑥 𝑃𝑦 𝑃𝑧]𝑇 (4.4) 

La matriz de rotación 𝑹𝐵
𝐴  se utiliza para definir la orientación de la plataforma móvil con 

respecto a la plataforma fija, a través de la representación cabeceo, balanceo y guiñada (pitch-

roll-yaw), [19]: 

 𝑹𝑢𝑣𝑤 = 𝑹𝑢(𝛼)𝑹𝑣(𝛽)𝑹𝑤(𝛾) (4.5) 

En la cinemática inversa, las longitudes del actuador 𝑙𝑖 deben determinarse como una función 

variable de la orientación del manipulador 𝛼 y 𝛽. Con el fin de encontrar las longitudes del 

actuador 𝑙𝑖, la ecuación de cierre de circuito para cada eslabón actuado se proporciona a 

continuación: 

 𝑳𝑖 = 𝑙𝑖𝒔̂𝑖 = 𝑷𝐴 + 𝑹𝐵
𝐴 𝒃𝑖

𝐵 − 𝒂𝑖 (4.6) 

Donde: 
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𝑙𝑖 = longitud del eslabón actuado 

𝒔̂𝑖 = vector unitario que apunta a la dirección del eslabón accionado 

𝑷𝐴 = posición del centro del vector 

𝑹𝐵
𝐴 = matriz de rotación de la plataforma móvil 

𝒃𝑖
𝐵 = vector que denota el punto fijo del actuador de la plataforma móvil 

𝒂𝑖 =vector que denota el punto fijo del actuador de la plataforma fija 

El vector 𝑷𝐴  es representado de la siguiente forma: 

 𝑷𝐴 = 𝑝[𝑠𝑖𝑛 𝛽 −𝑐𝑜𝑠 𝛽 𝑠𝑖𝑛 𝛼 𝑐𝑜𝑠 𝛽 𝑐𝑜𝑠 𝛼]𝑇 (4.7) 

Por otra parte, como se muestra en la Figura 4.3 los vectores 𝒂𝑖 y 𝒃𝑖 denotan los puntos del 

centro de la plataforma a los extremos de los actuadores (𝑨𝑖, 𝑩𝑖), en ambos marcos: fijo y móvil, 

respectivamente. 

 
Figura 4.3 Geometría de la plataforma móvil y fija del robot paralelo. 

De acuerdo con la Figura 4.3, la geometría del robot paralelo se puede expresar como: 

 𝒂1 = 𝐻[1 0 0]𝑇                                       𝒃1 = ℎ[1 0 0]𝑇 

𝒂2 = 𝐻[− 𝑐𝑜𝑠 𝜃 −𝑠𝑖𝑛 𝜃 0]𝑇                   𝒃2 = ℎ[− 𝑐𝑜𝑠 𝜃 − 𝑠𝑖𝑛 𝜃 0]𝑇  

𝒂3 = 𝐻[− 𝑐𝑜𝑠 𝜃 +𝑠𝑖𝑛 𝜃 0]𝑇                   𝒃3 = ℎ[− 𝑐𝑜𝑠 𝜃 + 𝑠𝑖𝑛 𝜃 0]𝑇 

(4.8) 
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En la Figura 4.3 se muestra el sistema de referencia fijo {𝑨} y móvil {𝑩}, respectivamente. 

La matriz de rotación en términos de α, β y γ será la siguiente: 

 
𝑹𝑢𝑣𝑤 = [

𝑐𝛾𝑐𝛽 −𝑠𝛾𝑐𝛽 𝑠𝛽
𝑠𝛾𝑐𝛼 + 𝑐𝛾𝑠𝛽𝑠𝛼 𝑐𝛾𝑐𝛼 − 𝑠𝛾𝑠𝛽𝑠𝛼 −𝑐𝛽𝑠𝛼
𝑠𝛾𝑠𝛼 − 𝑐𝛾𝑠𝛽𝑐𝛼 𝑐𝛾𝑠𝛼 + 𝑠𝛾𝑠𝛽𝑐𝛼 𝑐𝛽𝑐𝛼

] (4.9) 

De acuerdo con la matriz 𝑹𝐵
𝐴 , c denota el coseno del ángulo (𝛼, 𝛽, 𝛾) y s denota el seno del 

ángulo (𝛼, 𝛽, 𝛾). Las longitudes del actuador llamado 𝑙𝑖, se calculan multiplicando punto por 

punto la ecuación 𝑳𝑖 = 𝑙𝑖𝒔̂𝑖 = 𝑷𝐴 + 𝑹𝐵
𝐴 𝒃𝑖

𝐵 − 𝒂𝑖 por sí misma, tal como se indica en la 

siguiente ecuación: 

 𝑳𝑖
𝑇𝑳𝑖 = 𝑙𝑖

2 = [ 𝑷𝐴 + 𝑹𝐵
𝐴 𝒃𝑖

𝐵 − 𝒂𝑖]
𝑇
[ 𝑷𝐴 + 𝑹𝐵

𝐴 𝒃𝑖
𝐵 − 𝒂𝑖] (4.10) 

Después de haber realizado un análisis del robot paralelo se obtuvieron las ecuaciones que 

representan la cinemática inversa (4.11), las cuales son obtenidas al sustituir los parámetros 

cinemáticos en la ecuación (4.10), de la cual se obtienen tres ecuaciones debido a que es una 

ecuación por cada actuador, se puede observar que son ecuaciones no lineales y acopladas, por 

lo cual se vuelve complejo obtener la cinemática directa mediante el uso de estás ecuaciones. 

          𝑙12 = ℎ2 + 𝐻2 + 𝑝2 − 2𝐻𝑃 𝑠𝑖𝑛 𝛽 − 2𝐻ℎ 𝑐𝑜𝑠 𝛽 

         𝑙22 = ℎ2 + 𝐻2 + 𝑝2 − 2𝐻𝑃 (𝑐𝑜𝑠 𝛽 𝑠𝑖𝑛 𝛼 𝑠𝑖𝑛 𝜃 − 𝑠𝑖𝑛 𝛽 𝑐𝑜𝑠 𝜃 ) 

                                −2𝐻ℎ (𝑐𝑜𝑠 𝛼 − 𝑐𝑜𝑠 𝛼 𝑐𝑜𝑠2 𝜃 + 𝑐𝑜𝑠 𝛽 𝑐𝑜𝑠2 𝜃 

                                +𝑠𝑖𝑛 𝛼 𝑠𝑖𝑛 𝛽 𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑠𝑖𝑛 𝜃) 

         𝑙32 = ℎ2 + 𝐻2 + 𝑝2 + 2𝐻𝑃 (𝑐𝑜𝑠 𝛽 𝑠𝑖𝑛 𝛼 𝑠𝑖𝑛 𝜃 + 𝑠𝑖𝑛 𝛽 𝑐𝑜𝑠 𝜃) 

                                −2𝐻ℎ (𝑐𝑜𝑠 𝛼 − 𝑐𝑜𝑠 𝛼 𝑐𝑜𝑠2 𝜃 + 𝑐𝑜𝑠 𝛽 𝑐𝑜𝑠2 𝜃 

                                −𝑠𝑖𝑛 𝛼 𝑠𝑖𝑛 𝛽 𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑠𝑖𝑛 𝜃) 

(4.11) 

Para las simulaciones presentadas se consideran los siguientes valores para los parámetros y 

variables: 𝛼 = 15∘, 𝛽 = 15∘, 𝛾 = 0∘, 𝑝 = 0.6131 m, 𝜃 = 60∘ y 𝐻 = ℎ = 0.5 𝑚. 

4.3.2 Cinemática directa del robot paralelo 

La cinemática directa del robot paralelo consiste en encontrar la orientación de la plataforma 

móvil tomando en cuenta los valores obtenidos de la cinemática inversa (𝑙1, 𝑙2 y 𝑙3). 

Considerando los parámetros cinemáticos y las ecuaciones de los eslabones actuados obtenidos 
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de la cinemática inversa, se obtuvieron las ecuaciones (4.15), las cuales se lograron resolver a 

través del método numérico Newton-Kantorovich. Posteriormente, tomando en cuenta los 

valores obtenidos del método numérico, se procedió a realizar algunos cálculos geométricos 

para obtener los ángulos de la plataforma móvil 𝛼 y 𝛽. 

Para realizar el análisis cinemático directo se consideró la siguiente estructura 3-RPS, Figura 

4.4. 

 
Figura 4.4 Determinación de los ángulos de la estructura 3-RPS. 

Los ángulos que se forman entre 𝑙1, 𝑙2 y 𝑙3 y la plataforma fija se definen como 𝜑1, 𝜑2 y 𝜑3, 

respectivamente. Por otra parte, 𝐽1, 𝐽2 y 𝐽3, representan las uniones de revoluta, así como la 

orientación con respecto al centro de la plataforma fija, con el fin de apreciar claramente la 

ubicación de los actuadores y la forma sobre cómo se realizó el análisis geométrico para obtener 

las coordenadas posteriormente mencionadas. 

Puesto que la longitud de cada lado de la plataforma móvil es igual a √3ℎ, se puede escribir 

que |𝐵1𝐵2| = |𝐵2𝐵3| = |𝐵3𝐵1| = √3ℎ, por lo tanto, el modelo matemático es introducido por 

el siguiente conjunto de ecuaciones: 
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{
 
 

 
 (𝑥𝐵2 − 𝑥𝐵1)

2
+ (𝑦𝐵2 − 𝑦𝐵1)

2
+ (𝑧𝐵2 − 𝑧𝐵1)

2
= 3ℎ2

(𝑥𝐵3 − 𝑥𝐵2)
2
+ (𝑦𝐵3 − 𝑦𝐵2)

2
+ (𝑧𝐵3 − 𝑧𝐵2)

2
= 3ℎ2

(𝑥𝐵1 − 𝑥𝐵3)
2
+ (𝑦𝐵1 − 𝑦𝐵3)

2
+ (𝑧𝐵1 − 𝑧𝐵3)

2
= 3ℎ2

 (4.12) 

Retomando la Figura 4.4, se puede observar el punto 𝑩𝑖 = (1,2,3) en la plataforma móvil. A 

continuación, se muestra en la (4.13) las coordenadas de 𝑩𝑖. 

  𝑥 𝑦 𝑧 

(4.13) 

 𝐵1 𝑥𝐵1 = 𝐻 − 𝑙1 𝑐𝑜𝑠 𝜑1 𝑦𝐵1 = 0 𝑧𝐵1 = 𝑙1 𝑠𝑖𝑛 𝜑1 

 
𝐵2 𝑥𝐵2 = −

1

2
𝐻 𝑦𝐵2 = −

√3

2
𝐻+𝑙2 𝑐𝑜𝑠 𝜑2 𝑧𝐵2 = 𝑙2 𝑠𝑖𝑛 𝜑2 

 
𝐵3 𝑥𝐵3 = −

1

2
𝐻 𝑦𝐵3 =

√3

2
𝐻 − 𝑙3 𝑐𝑜𝑠 𝜑3 𝑧𝐵3 = 𝑙3 𝑠𝑖𝑛 𝜑3 

A través de sustituir las coordenadas de 𝑩𝑖 (4.14) en (4.13) se determina el modelo 

matemático como un sistema compuesto de tres ecuaciones no lineales con respecto a 𝜑1, 𝜑2 y 

𝜑3, así como también 𝑙1, 𝑙2 y 𝑙3 [62].  

 
{ 

𝑓1(𝜑1, 𝜑2, 𝜑3) = 0

𝑓2(𝜑1, 𝜑2, 𝜑3) = 0

𝑓3(𝜑1, 𝜑2, 𝜑3) = 0

 (4.14) 

Donde: 

 
𝑓1 = (−

1

2
𝐻 −𝐻 + 𝑙1 𝑐𝑜𝑠 𝜑1)

2

+ (−
√3

2
𝐻 + 𝑙2 𝑐𝑜𝑠 𝜑2)

2

+ (𝑙2 𝑠𝑖𝑛 𝜑2 − 𝑙1 𝑠𝑖𝑛𝜑1)
2 − 3ℎ2 = 0 

𝑓2 = (−
1

2
𝐻 +

1

2
𝐻)

2

+ (
√3

2
𝐻 − 𝑙3 𝑐𝑜𝑠 𝜑3 +

√3

2
𝐻 − 𝑙2 𝑐𝑜𝑠 𝜑2)

2

− (𝑙3 𝑠𝑖𝑛 𝜑3 − 𝑙2 𝑠𝑖𝑛 𝜑2)
2 − 3ℎ2 = 0 

𝑓3 = (𝐻 − 𝑙1 𝑐𝑜𝑠 𝜑1 +
1

2
𝐻)

2

+ (−
√3

2
𝐻 − 𝑙3 𝑐𝑜𝑠 𝜑3)

2

+ (𝑙1 𝑠𝑖𝑛 𝜑1 − 𝑙3 𝑠𝑖𝑛 𝜑3)
2 − 3ℎ2 = 0 

(4.15) 

4.3.2.1 Implementación del método Newton-Kantorovich 

Como ya se mencionó anteriormente, es posible encontrar la solución de forma numérica 

para el sistema propuesto, aplicando el método numérico de Newton-Kantorovich. 
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A=
|
|

𝜕𝑓1

𝜕𝜑1

𝜕𝑓1

𝜕𝜑2

𝜕𝑓1

𝜕𝜑3
𝜕𝑓2

𝜕𝜑1

𝜕𝑓2

𝜕𝜑2

𝜕𝑓2

𝜕𝜑3
𝜕𝑓3

𝜕𝜑1

𝜕𝑓3

𝜕𝜑2

𝜕𝑓3

𝜕𝜑3

|
| (4.16) 

A continuación, se muestran las derivadas parciales de 𝑓1, 𝑓2 y 𝑓3 con respecto a 𝜑1, 𝜑2 y 

𝜑3: 

 𝜕𝑓1
𝜕𝜑1

= 3𝐻𝑙1 𝑠𝑖𝑛 𝜑1 − 𝑙1𝑙2 𝑠𝑖𝑛(𝜑1 + 𝜑2) + 𝑙1𝑙2 𝑠𝑖𝑛(𝜑1 − 𝜑2) 

𝜕𝑓1
𝜕𝜑2

= √3𝐻𝑙2 𝑠𝑖𝑛 𝜑2 − 𝑙1𝑙2 𝑠𝑖𝑛(𝜑1 − 𝜑2) − 𝑙1𝑙2 𝑠𝑖𝑛(𝜑1 + 𝜑2) 

𝜕𝑓1
𝜕𝜑3

= 0 

𝜕𝑓2
𝜕𝜑1

= 0 

𝜕𝑓2
𝜕𝜑2

= 2√3𝐻𝑙2 𝑠𝑖𝑛 𝜑2 − 2𝑙2𝑙3(𝜑2 +𝜑3) 

𝜕𝑓2
𝜕𝜑3

= 2√3𝐻𝑙3 𝑠𝑖𝑛 𝜑3 − 2𝑙2𝑙3(𝜑2 +𝜑3) 

𝜕𝑓3
𝜕𝜑1

= 3𝐻𝑙1 𝑠𝑖𝑛 𝜑1 − 𝑙1𝑙3 𝑠𝑖𝑛(𝜑1 + 𝜑3) + 𝑙1𝑙3 𝑠𝑖𝑛(𝜑1 − 𝜑3) 

𝜕𝑓3
𝜕𝜑2

= 0 

∂f3
∂φ3

= √3Hl3 sin φ3 − l1l3 sin(φ1 − φ3) − l1l3 sin(φ1 + φ3) 

(4.17) 

Para cada iteración es necesario resolver el sistema de ecuaciones lineales (4.14), las cuales 

se pueden reescribir de la forma 𝐴(𝑥(0))𝑧 = −𝑓(𝑥(0)). 

Cabe mencionar que el sistema se resolvió por medio del método de Cramer. Posteriormente 

se pueden apreciar las estructuras de las matrices y sus determinantes (4.18), respectivamente. 

 
𝐴 = |

𝑎11 𝑎12 0
0 𝑎22 𝑎23
𝑎31 0 𝑎33

| (4.18) 
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𝐷𝑒𝑡(𝐴) = 𝑎11𝑎22𝑎33 + 𝑎31𝑎12𝑎23 

𝐴𝜑1 = |

−𝑓1(𝑥
(𝑘)) 𝑎12 0

−𝑓2(𝑥
(𝑘)) 𝑎22 𝑎23

−𝑓3(𝑥
(𝑘)) 0 𝑎33

| 

𝐷𝑒𝑡(𝐴𝜑1) = −𝑓1(𝑥
(𝑘))𝑎22𝑎33 + 𝑓2(𝑥

(𝑘))𝑎12𝑎33 − 𝑓3(𝑥
(𝑘))𝑎12𝑎23 

𝐴𝜑2 = |

𝑎11 −𝑓1(𝑥
(𝑘)) 0

0 −𝑓2(𝑥
(𝑘)) 𝑎23

𝑎31 −𝑓3(𝑥
(𝑘)) 𝑎33

| 

𝐷𝑒𝑡(𝐴𝜑2) = −𝑎11𝑓2(𝑥
(𝑘))𝑎33 + 𝑎11𝑎23𝑓3(𝑥

(𝑘)) − 𝑎31𝑓1(𝑥
(𝑘))𝑎23 

𝐴𝜑3 = |

𝑎11 𝑎12 −𝑓1(𝑥
(𝑘))

0 𝑎22 −𝑓2(𝑥
(𝑘))

𝑎31 0 −𝑓3(𝑥
(𝑘))

| 

𝐷𝑒𝑡(𝐴𝜑3) = −𝑎11𝑎22𝑓3(𝑥
(𝑘)) − 𝑎31𝑎12𝑓2(𝑥

(𝑘)) + 𝑎31𝑎22𝑓1(𝑥
(𝑘)) 

Los valores de (4.19) corresponden a la matriz A. 

 
𝑎11 =

𝜕𝑓1
𝜕𝜑1

, 𝑎12 =
𝜕𝑓1
𝜕𝜑2

, 𝑎13 =
𝜕𝑓1
𝜕𝜑3

 

𝑎21 =
𝜕𝑓2
𝜕𝜑1

, 𝑎22 =
𝜕𝑓2
𝜕𝜑2

, 𝑎23 =
𝜕𝑓2
𝜕𝜑3

 

𝑎31 =
𝜕𝑓3
𝜕𝜑1

, 𝑎32 =
𝜕𝑓3
𝜕𝜑2

, 𝑎33 =
𝜕𝑓3
𝜕𝜑3

 

(4.19) 

Después de haber obtenido los determinantes, la solución para la iteración 𝑘 + 1 se expresa 

de la siguiente forma (4.20). 

 𝜑1
𝑘+1 = 𝐷𝑒𝑡(𝐴𝜑1)/𝐷𝑒𝑡(𝐴) + 𝜑1

𝑘; 

𝜑2
𝑘+1 = 𝐷𝑒𝑡(𝐴𝜑2)/𝐷𝑒𝑡(𝐴) + 𝜑2

𝑘; 

𝜑3
𝑘+1 = 𝐷𝑒𝑡(𝐴𝜑3)/𝐷𝑒𝑡(𝐴) + 𝜑3

𝑘; 

(4.20) 

Una vez obtenidos los valores de cada iteración, es importante mencionar que el valor de la 

iteración 10, fue el que se utilizó para realizar los cálculos posteriores, debido a que desde la 

iteración 5 permanece constante. 
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Por lo tanto, se obtuvieron las siguientes expresiones o ecuaciones para determinar el ángulo 

𝛼 y 𝛽: 

Ángulo α: 

Como se muestra en la Figura 4.5, se obtuvo el punto medio (4.21) de la distancia entre los 

puntos 𝐵2 y 𝐵3, después tomando en cuenta el punto medio se calculó la distancia (4.22), para 

finalmente obtener lo que sería el ángulo 𝛼 (4.23). 

 
Figura 4.5 Representación geométrica del ángulo 𝛼 en el robot paralelo 3-RPS. 

 
𝑃𝑀𝑥 =

(𝑥𝐵2 + 𝑥𝐵3)

2
 

𝑃𝑀𝑦 =
(𝑦𝐵2 + 𝑦𝐵3)

2
 

𝑃𝑀𝑧 =
(𝑧𝐵2 + 𝑧𝐵3)

2
 

(4.21) 

 
𝑑1 = √(𝑥𝐵2 − 𝑃𝑀𝑥)

2
+ (𝑦𝐵2 − 𝑃𝑀𝑦)

2
+ (𝑧𝐵2 − 𝑃𝑀𝑧)

2
 (4.22) 

 
𝛼 = (𝑐𝑜𝑠−1 (

𝑦𝐵2 − 𝑃𝑀𝑦

𝑑1
))
180∘

𝜋
 (4.23) 
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Ángulo 𝛽: 

Como se muestra en la Figura 4.6, se obtuvo el punto medio (4.21) de la distancia entre los 

puntos 𝐵2 y 𝐵3, después tomando en cuenta el punto medio se calculó la distancia (4.24), para 

finalmente obtener lo que sería el ángulo β (4.25).  

 
Figura 4.6 Representación geométrica del ángulo 𝛽 en el robot paralelo 3-RPS. 

 𝑑2 = √(𝑥𝐵1 − 𝑃𝑀𝑥)
2
+ (𝑦𝐵1 − 𝑃𝑀𝑦)

2
+ (𝑧𝐵1 − 𝑃𝑀𝑧)

2
 (4.24) 

 𝛽 = 180∘ − (cos−1 (
𝑃𝑀𝑥 − 𝑥𝐵1

𝑑2
))
180°

𝜋
 (4.25) 

4.4 Análisis de singularidades 

De acuerdo con [26], [63], se formuló la posición de singularidad directa del robot paralelo 

3-RPS a partir de diferenciar las ecuaciones (4.15), como resultado se obtuvieron las ecuaciones 

de velocidad (4.26). 

 f1 = 𝑙1̇(2l1 − 2l2 sin φ1 sin φ2 − 3H cos φ1) + 𝑙2̇(2l2 − 2l1 sin φ1 sin φ2 − √3H cos φ2) + 

φ̇1(3Hl1 sin φ1 − 2l1l2 cos φ1 sin φ2) + φ̇2(√3Hl2 sin φ2 − 2l1l2 sin φ1 cos φ2) 

f2 = 𝑙2̇(2l2 + 2l2l3 cos(φ2 + φ3) − 2√3H cos φ2) + 𝑙3̇(2l3 + 2l2l3 cos(φ2 + φ3) − 2√3H cos φ3) + 

φ̇2(2√3Hl2 sin φ2 − 2l2l3 sin(φ2 + φ3)) + φ̇3(2√3Hl3 sin φ3 − 2l2l3 sin(φ2 + φ3)) 

f3 = 𝑙1̇(2l1 − 2l3 sin φ1 sin φ3 − 3H cos φ1) + 𝑙3̇(2l3 − 2l1 sin φ1 sin φ3 − √3H cos φ3) + 

(4.26) 
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φ̇
1
(3Hl1 sin φ1 − 2l1l3 cos φ1 sin φ3) + φ̇3(√3Hl3 sin φ3 − 2l1l3 sin φ1 cos φ3) 

Las ecuaciones (4.27) se pueden escribir en espacio de estados como se muestra en (4.28). 

 

{
 
 

 
 

df1
dt
df2
dt
df3
dt }
 
 

 
 

= [

a11 a12 0
0 a22 a23

a31 0 a33

] {

φ̇1
φ̇2
φ̇3

} + [

b11 b12 0
0 b22 b23

b31 0 b33

]{

𝑙1̇
𝑙2̇
𝑙3̇

} = A{
φ̇1
φ̇2
φ̇3

} + B{
𝑙1̇
𝑙2̇
𝑙3̇

} = 0 (4.27) 

O 
 B 𝒍̇ = −Aφ̇ (4.28) 

Donde 𝑨 y 𝑩 son: 
 𝑎11 = 3𝐻𝑙1 sin 𝜑1 − 2𝑙1𝑙2 cos𝜑1 sin𝜑2                  𝑏11 = 3𝐻 𝑐𝑜𝑠 𝜑1 − 2𝑙1 + 2𝑙2 𝑠𝑖𝑛 𝜑1 𝑠𝑖𝑛 𝜑2 

𝑎12 = √3𝐻𝑙2 sin𝜑2 − 2𝑙1𝑙2 sin𝜑1 cos𝜑2               𝑏12 = √3𝐻 cos𝜑2 − 2𝑙2 + 2𝑙1 sin 𝜑1 sin 𝜑2 

𝑎22 = 2√3𝐻𝑙2 sin𝜑2 − 2𝑙2𝑙3 sin(𝜑2 + 𝜑3)          𝑏22 = 2√3𝐻 cos𝜑2 − 2𝑙2 − 2𝑙2𝑙3 cos(𝜑2 + 𝜑3) 

𝑎23 = 2√3𝐻𝑙3 sin𝜑3 − 2𝑙2𝑙3 sin(𝜑2 + 𝜑3)          𝑏23 = 2√3𝐻 cos𝜑3 − 2𝑙3 − 2𝑙2𝑙3 cos(𝜑2 + 𝜑3) 

𝑎31 = 3𝐻𝑙1 sin𝜑1 − 2𝑙1𝑙3 cos𝜑1 sin𝜑3                 𝑏31 = 3𝐻 cos𝜑1 − 2𝑙1 + 2𝑙3 sin𝜑1 sin𝜑3 

𝑎33 = √3𝐻𝑙3 sin𝜑3 − 2𝑙1𝑙3 sin 𝜑1 cos 𝜑3              𝑏33 = √3𝐻 cos𝜑3 − 2𝑙3 + 2𝑙1 sin 𝜑1 sin 𝜑3 

(4.29) 

Para obtener el determinante de la matriz 𝑨 y 𝑩 se programaron las ecuaciones en 

MATLAB®, la singularidad en el robot se puede presentar donde el determinante de la matriz 

sea igual a 0. Dentro de los resultados obtenidos de las matrices no se presentó ninguna 

singularidad. 

4.5 Fuerzas que intervienen en la plataforma móvil 

En la Figura 4.7 se presenta un diagrama de la plataforma móvil, en el cual están 

representadas las fuerzas que intervienen para generar los movimientos de rotación de los 

ángulos 𝛼 y 𝛽.  



4.6 Cálculo de reacciones en la plataforma  
 

 44 

                               
Figura 4.7 Diagrama de cuerpo libre de la plataforma. 

𝑭𝟏, 𝑭𝟐, 𝑭𝟑 = Fuerzas generadas por actuadores 

𝒘 = Peso del helicóptero total (4300 kg), peso vacío (2389 kg) 

𝑷 = Perturbaciones acotadas (corriente, viento, olas) 

𝜶(𝒕), 𝜷(𝒕) = Movimiento del buque ocasionado por el oleaje. 

4.6 Cálculo de reacciones en la plataforma 

La Figura 4.8 muestra un diagrama de las reacciones y el peso (𝒘) los cuales se tomaron en 

cuenta para obtener el valor de cada reacción. 

 

 
Figura 4.8 Diagrama de reacciones en la plataforma móvil. 
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Se realiza la sumatoria de momentos en 𝑥. 

 ∑𝑀𝑥 = 0 (4.30) 

En ecuación (4.31) se iguala 𝐹2 y 𝐹3 así como 𝑑2 y 𝑑3, debido a que son las mismas distancias 

y el momento que se genera es con respecto al mismo eje. 

 −𝐹2𝑑2 + 𝐹3𝑑3 = 0                             𝑑2 = 𝑑3              ∴              𝐹2 = 𝐹3 (4.31) 

Se realiza la sumatoria de momentos en 𝑦. 

 ∑𝑀𝑦 = 0 (4.32) 

Se iguala 𝐹2𝑑′2 y 𝐹3𝑑′3 (4.33). 

 −𝐹1𝑑
′
1 + 𝐹2𝑑

′
2 + 𝐹3𝑑

′
3 = 0                                    𝑑

′
2 = 𝑑

′
3 (4.33) 

 −𝐹1𝑑 ′1 + 2𝐹2𝑑′2 = 0 (4.34) 

Se realiza la sumatoria de momentos y fuerzas en el 𝑧. 

 ∑𝑀𝑧 = 0 

∑𝐹𝑧 = 0 
(4.35) 

 𝐹1 + 𝐹2 + 𝐹3 = 𝑤 

𝐹1 + 2𝐹2 = 𝑤              ∴                 𝐹1 = 𝑤 − 2𝐹2 
(4.36) 

Se sustituye 𝐹1 = 𝑤 − 2𝐹2 en (4.34) y se obtiene 𝐹2 (4.37): 

 
𝐹2 =

𝑤𝑑′1
2(𝑑′1 + 𝑑 ′2)

 (4.37) 

Posteriormente se obtiene 𝐹3 (4.38) a partir de la ecuación (4.31): 

 
𝐹3 =

𝐹2𝑑2
𝑑3

 (4.38) 

Los valores de las distancias del robot paralelo son 𝑑1 = 0.5013 𝑚, 𝑑2 = 0.4341 𝑚, 𝑑3 =

0.4341 𝑚, 𝑑1′ = 0.5013 𝑚, 𝑑2′ = 0.25065 𝑚, 𝑑3′ = 0.25065 𝑚, 𝐻 = 0.5031 𝑚, 𝑚 =
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716.66 𝑘𝑔, 𝑤 = 7030.5 𝑁. De acuerdo con estos datos se calcularon las fuerzas 𝐹1 =

2343.5 𝑁, 𝐹2 = 2343.5 𝑁, 𝐹3 = 2343.5 𝑁. 

4.7 Zona de contacto de la plataforma móvil 

El helicóptero Eurocopter Panther AS565 cuenta con cuatro llantas en el tren de aterrizaje, 

dos de las cuales se encuentran en la parte delantera y dos en la parte trasera del mismo, Figura 

4.9. 

  
Figura 4.9 Llantas del “Eurocopter Panther AS565”. 

Para obtener el área de contacto de la plataforma móvil al momento que aterriza el helicóptero 

“Eurocopter Panther AS 565”, es importante tomar en cuenta el peso del helicóptero, debido a 

que este influye para obtener los cálculos del área de contacto de la llanta (Tabla 4.1). 

Tabla 4.1 Peso del helicóptero en kilogramos, Newtons, libras. 

Peso del Helicóptero 

Peso vacío 2389 kg 23,436.09 N 5, 266.84 lb 

Peso (𝑾𝑻)  4300 kg 42,183 N 9, 479.88 lb 
 

4.7.1 Especificaciones del neumático del helicóptero Eurocopter Panther 

Entre mayor sea el área de contacto entre la llanta y el pavimento mejor agarre y estabilidad 

tendrá el vehículo, razón por la cual los coches de carreras utilizan llantas lisas, en la calle, el 

dibujo de la llanta únicamente sirve para desplazar agua y evitar el acuaplaneo. 

Una llanta con poca presión de inflado, aunque aparente ser más ancha a simple vista hace 

que el peso del vehículo recaiga sobre las paredes de la llanta en lugar de la presión de aire, por 
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lo tanto, esta se vuelve cóncava de en medio y pierde mucha área de contacto (Figura 4.10), 

[64], [65]. 

Exceso de presión 

 

Falta de presión 

 

Presión correcta 

 

Menor apoyo en el suelo 

 

Menor apoyo en el suelo 

 

Mayor Apoyo en el suelo 

 

Figura 4.10 Representación de la presión en una llanta. 

Las dimensiones de la llanta son las siguientes [66], Figura 4.11. 

Diámetro: 15" = 0.3810 m 

Ancho: 6" = 0.1524 m 

Presión (Pa) = 68 psi 

 
Figura 4.11 Dimensiones de la llanta del helicóptero “Eurocopter Panther AS565”. 

Para calcular el área de contacto de la llanta, primero se debe determinar el peso que va a 

soportar cada llanta, considerando una distribución uniforme del peso: 

 
𝑊𝑙𝑙 =

𝑊𝑇

4
=
9479.88 lb

4
= 2366.97lb (4.39) 
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Posteriormente, se procede a calcular el área de contacto de la llanta, tomando en cuenta el 

peso (lb) por cada llanta y la presión de esta (psi): 

 
𝐴𝑐 =

𝑊𝑙𝑙

𝑃𝑎
=
2366.97 lb

68 lb/in2
 = 34.8083 in2 (4.40) 

La forma del área de huella del neumático se entiende generalmente como una elipse 1.6 

(según se hace referencia en el Informe S-77-1 del Cuerpo de Ingenieros de EE. UU.), en la que 

el eje principal es 1,6 veces el eje menor. El cálculo para resolver el eje menor es 0.894 veces 

la raíz cuadrada del área de contacto, [67]. 

Por consiguiente, el área de la huella se determina calculando el eje menor (𝐸𝑎) y el eje 

mayor (𝐸𝑏): 

Eje menor: 

 𝐸𝑎 = 0.894 ∗ √34.8083𝑖𝑛2 = 5.2744 in (4.41) 

Eje mayor: 

 𝐸𝑏 = 1.6 ∗ 5.2744 𝑖𝑛 = 8.4391 in (4.42) 

 

4.8 Dinámica del robot paralelo 

Para realizar el movimiento de rotación del ángulo 𝛼, el desplazamiento de los actuadores 𝑙2 

y 𝑙3 se mueven en sentido contrario, mientras que el actuador 𝑙1 permanece estático, Figura 

4.12.a. En cambio, para generar el movimiento con respeto al ángulo 𝛽, los actuadores 𝑙2 y 𝑙3 

son desplazados hacia el mismo sentido y 𝑙1 se mueve en sentido contrario a 𝑙2 y 𝑙3, Figura 

4.12.b. Para el modelado matemático se considera que la fuerza se aplica en un eje de acción 

vertical, derivado que los ángulos (𝜑1, 𝜑2, 𝜑3) son cercanos a 90º, ver Tabla 5.2. 
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a) 

 
b) 

Figura 4.12 a) Plataforma móvil orientada a un ángulo 𝛼, b) y un ángulo 𝛽. 

Las ecuaciones dinámicas del robot paralelo 3-RPS se obtienen al aplicar el formulismo de 

Euler-Lagrange (4.43). 

 𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿

𝜕𝛼̇
−
𝜕𝐿

𝜕𝛼
+
𝜕𝐷

𝜕𝛼̇
= 𝐹3𝑑3 − 𝐹2𝑑2 

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿

𝜕𝛽̇
−
𝜕𝐿

𝜕𝛽
+
𝜕𝐷

𝜕𝛽̇
= −𝐹1𝑑′1 + 𝐹2𝑑′2 + 𝐹3𝑑′3 

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿

𝜕𝑧̇
−
𝜕𝐿

𝜕𝑧
+
𝜕𝐷

𝜕𝑧̇
= 𝐹1 + 𝐹2 + 𝐹3 

(4.43) 

Donde 𝛼, 𝛽 y 𝑧, representan los movimientos de la plataforma móvil, 𝐹1, 𝐹2 y 𝐹3  representan 

las fuerzas proporcionadas por los actuadores. El lagrangiano (𝐿) está dado por la energía 

cinética (𝐾) menos la energía potencial (𝑉). Donde 𝑑′1,𝑑2, 𝑑′2, 𝑑3 y 𝑑′3 son las distancias 

indicadas en la Figura 4.12. 

La energía cinética de la plataforma móvil está dada por: 

 
𝐾 =

1

2
𝐽𝑥𝛼̇

2 +
1

2
𝐽𝑦𝛽̇

2 +
1

2
𝑚𝑣2 (4.44) 

Donde 𝑣2 = 𝑥̇𝐺
2 + 𝑦̇𝐺

2 + 𝑧̇𝐺
2 y (4.45) son las coordenadas al centro de masa de la plataforma 

móvil. Tomando como referencia un sistema de coordenadas por abajo del centro de masa y al 

nivel del centro de las uniones esféricas. 

 𝑥𝐺 = 𝑙𝑜 𝑐𝑜𝑠 𝛼 𝑠𝑖𝑛 𝛽 (4.45) 
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𝑦𝐺 = −𝑙𝑜 𝑠𝑖𝑛 𝛼 

𝑧𝐺 = 𝑧 + 𝑙𝑜 𝑐𝑜𝑠 𝛼 𝑐𝑜𝑠 𝛽 
La energía potencial está dada por: 

 𝑉 = 𝑚𝑔ℎ   ∴    𝑚𝑔(𝑧 + 𝑙𝑜 𝑐𝑜𝑠 𝛼 𝑐𝑜𝑠 𝛽) (4.46) 

Las ecuaciones que rigen la dinámica de la plataforma móvil están dadas por: 

 (𝐽𝑥 +𝑚𝑙𝑜
2)𝛼̈ − 𝑚𝑙𝑜𝑧̈ cos𝛽 sin 𝛼 +𝑚𝑙𝑜

2𝛽̇2 cos𝛼 sin𝛼 −𝑚𝑔𝑙𝑜 sin 𝛼 cos𝛽
= 𝐹3𝑑3 − 𝐹2𝑑2 

(𝐽𝑦 +𝑚𝑙𝑜
2 cos2 𝛼)𝛽̈ − 𝑚𝑙𝑜𝑧̈ cos 𝛼 sin 𝛽 − 2𝑚𝑙𝑜

2𝛼̇𝛽̇ cos 𝛼 sin 𝛼 −𝑚𝑔𝑙𝑜 cos𝛼 sin 𝛽 = 

−𝐹1𝑑′1 + 𝐹2𝑑′2 + 𝐹3𝑑′3 

𝑚𝑧̈ −𝑚𝑙𝑜𝛼̈ cos𝛽 sin 𝛼 −𝑚𝑙𝑜𝛽̈ cos𝛼 sin 𝛽 + 2𝑚𝑙𝑜𝛼̇𝛽̇ sin 𝛽 sin 𝛼 − 

𝑚𝑙𝑜 cos𝛼 cos𝛽 (𝛼̇
2 + 𝛽̇2) = 𝐹1 + 𝐹2 + 𝐹3 −𝑚𝑔 

(4.47) 

Se puede observar que el modelo matemático es altamente no lineal (términos de productos 

de cosenos, senos, variables al cuadrado, entre otros), con términos acoplados y multivariable. 

Aunque el robot paralelo es de 3-GDL y se tienen tres entradas de fuerza (sistema totalmente 

actuado), para el control de los ángulos 𝛼 y 𝛽 se utilizan 2 o 3 actuadores, lo que indica que en 

estas coordenadas el sistema es sobreactuado. 

El modelo matemático (4.47) puede representarse de la forma: 

 𝑀(𝑞)𝑞̈ + 𝐶(𝑞, 𝑞̇)𝑞̇ + 𝑔(𝑞) = 𝑢 (4.48) 

Donde 
𝑀(𝑞) Matriz de inercia, simétrica y definida positiva 

𝐶(𝑞, 𝑞̇) Matriz de Coriolis 

𝑔(𝑞) Vector de gravedad 
Además, se cumple que 𝑀̇(𝑞) − 2𝐶(𝑞, 𝑞̇) es una matriz antisimétrica (𝐴 = −𝐴𝑡). 

4.9 Identificación algebraica de parámetros 

Como se mencionó en la Sección 3.3, en [47] concluye que algunas estrategias de control 

desarrolladas para controlar el movimiento del manipulador paralelo requieren que los 

parámetros del manipulador y la carga sean conocidos de antemano y muchas de las técnicas de 

control, tales como el control proporcional integral derivativo (PID) y el control de la lógica 
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difusa, no dan resultados satisfactorios en presencia de incertidumbres de parámetros y la 

dinámica no modelada. Por esta razón, se plantea como solución implementar una metodología 

de identificación de la masa que cada actuador soporta para dar esta información al controlador 

de la plataforma móvil. 

En [68], se menciona que la expresión (4.49) tiene la ventaja de ser completamente 

independiente de las condiciones iniciales, por lo cual solo requiere la medición de la entrada y 

la salida para calcular 𝑚 o su inversa 1/𝑚. La siguiente fórmula (4.50) es para el cálculo de 

1/𝑚: 

 
𝑚 [(𝑡 − 𝑡0)

2𝑥(𝑡) − 4∫ (𝜎 − 𝑡0)𝑥(𝜎)𝑑𝜎 + 2∫ ∫ 𝑥(𝜆)𝑑𝜆𝑑𝜎
𝜎

𝑡0

𝑡

𝑡0

𝑡

𝑡0

]

= ∫ ∫ (𝜆 − 𝑡0)
2

𝜎

𝑡0

𝑢(𝜆)
𝑡

𝑡0

𝑑𝜆𝑑𝜎 
(4.49) 

 

 1

𝑚
=
𝑛(𝑡)

𝑑(𝑡)
 

𝑛(𝑡) = (𝑡 − 𝑡0)
2𝑥(𝑡) − 4∫ (𝜎 − 𝑡0)𝑥(𝜎)𝑑𝜎

𝑡

𝑡0

+ 2∫ ∫ 𝑥(𝜆)𝑑𝜆𝑑𝜎
𝜎

𝑡0

𝑡

𝑡0

 

𝑑(𝑡) = ∫ ∫ (𝜆 − 𝑡0)
2

𝜎

𝑡0

𝑢(𝜆)
𝑡

𝑡0

𝑑𝜆𝑑𝜎 

(4.50) 

No obstante, se puede observar que en (4.50), en el tiempo 𝑡 = 𝑡0, tanto el numerador como 

el denominador son cero, por lo cual el cociente se indetermina. Por lo tanto, se debe evaluar 

(4.50) en un momento posterior a 𝑡0. Se propone el proceso de estimación para 1/𝑚, denotado 

como 1/𝑚𝑒, donde 𝑚𝑒 es la cantidad de masa estimada (4.51). 

 1

𝑚𝑒
= {

𝑎𝑟𝑏𝑖𝑡𝑟𝑎𝑟𝑖𝑜      𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡0 + 𝜀)

𝑛(𝑡)

𝑑(𝑡)
         𝑡 > 𝑡0 + 𝜀

 (4.51) 

A continuación, se muestra el procedimiento para aplicar la identificación algebraica. 

El modelo matemático de cada actuador, tomando en cuenta que la masa de la plataforma 

móvil y la carga que soportará (helicóptero, pasajeros, carga, etc.) 𝑚𝑖, está descrito por la 

siguiente ecuación diferencial ordinaria: 
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 𝑚𝑖𝑥̈𝑖 =∑𝐹𝑖 

𝑚𝑖𝑥̈𝑖 = 𝐹𝑖 − 𝑏𝑖𝑥̇𝑖 
(4.52) 

Donde 𝐹𝑖 es la fuerza proporcionada por el actuador y 𝑏𝑖 es un amortiguamiento del tipo 

viscoso. Aplicando la transformada de Laplace: 

 𝑚𝑖(𝑠
2𝑋(𝑠) − 𝑠𝑥(0) − 𝑥̇(0))𝑒−𝑠𝑡0 = 𝐹(𝑠)𝑒−𝑠𝑡0 − 𝑏𝑖 (𝑠𝑋(𝑠) − (𝑥(0))) 𝑒

−𝑠𝑡0 (4.53) 

Derivando dos veces con respecto a 𝑠: 

 
𝑚𝑖 (2𝑋(𝑠) + 4

𝑑

𝑑𝑠
𝑋(𝑠) + 𝑠2

𝑑2

𝑑𝑠2
𝑋(𝑠)) =

𝑑2

𝑑𝑠2
𝐹(𝑠) − 𝑏𝑖 (2

𝑑

𝑑𝑠
𝑋(𝑠) + 𝑠

𝑑2

𝑑𝑠2
𝑋(𝑠)) (4.54) 

Multiplicando por 𝑠2 y aplicando la transformada inversa de Laplace: 

 
𝑚(2∫ ∫ 𝑥(𝜎2)𝑑𝜎2𝑑𝜎1

𝜎1

𝑡0

𝑡

𝑡0

+ 4∫ 𝑥(𝜎1 − 𝑡0)𝑥(𝜎1)𝑑𝜎1

𝑡

𝑡0

+ (𝑡 − 𝑡0)
2𝑥(𝑡)) = 

∫ ∫ (𝜎2 − 𝑡0)
2

𝜎1

𝑡0

𝐹(𝜎2)𝑑𝜎2𝑑𝜎1 − 2𝑏𝑖∫ ∫ (𝜎2 − 𝑡0)𝑥(𝜎2)𝑑𝜎2𝑑𝜎1

𝜎1

𝑡0

− 𝑏𝑖 (∫ (𝜎1 − 𝑡0)
2𝑥(𝜎1)

𝑡

𝑡0

𝑑𝜎1)
𝑡

𝑡0

𝑡

𝑡0

 
(4.55) 

Despejando 𝑚 (masa): 

 
𝑚 =

∫ ∫ (𝜎2 − 𝑡0)
2𝜎1

𝑡0
𝐹(𝜎2)𝑑𝜎2𝑑𝜎1 − 2𝑏𝑖

𝑡

𝑡0
∫ ∫ (𝜎2 − 𝑡0)𝑥(𝜎2)𝑑𝜎2𝑑𝜎1

𝜎1
𝑡0

𝑡

𝑡0
− 𝑏𝑖 (∫ (𝜎1 − 𝑡0)

2𝑥(𝜎1)𝑑𝜎1
𝑡

𝑡0
)

(2∫ ∫ 𝑥
𝜎1
𝑡0

(𝜎2)𝑑𝜎2𝑑𝜎1
𝑡

𝑡0
+ 4∫ 𝑥(𝜎1 − 𝑡0)𝑥(𝜎1)𝑑𝜎1 + (𝑡 − 𝑡0)

2𝑥(𝑡)
𝑡

𝑡0
)

 (4.56) 

El identificador de la masa que soportará cada actuador queda expresado de la forma: 
 

𝑚 =
𝑑(𝑡)

𝑛(𝑡)
 

𝑛(𝑡) = 2𝑚∫ ∫ 𝑥(𝜎2)𝑑𝜎2𝑑𝜎1

𝜎1

𝑡0

+ 4𝑚∫ 𝑥(𝜎1 − 𝑡0)𝑥(𝜎1)𝑑𝜎1

𝑡

𝑡0

+𝑚(𝑡 − 𝑡0)
2𝑥(𝑡)

𝑡

𝑡0

 

𝑑(𝑡) = ∫ ∫ (𝜎2 − 𝑡0)
2

𝜎1

𝑡0

𝐹(𝜎2)𝑑𝜎2𝑑𝜎1

𝑡

𝑡0

− 2𝑏𝑖∫ ∫ (𝜎2 − 𝑡0)𝑥(𝜎2)𝑑𝜎2𝑑𝜎1

𝜎1

𝑡0

𝑡

𝑡0

− 𝑏𝑖 (∫ (𝜎1 − 𝑡0)
2𝑥(𝜎1)𝑑𝜎1

𝑡

𝑡0

) 

(4.57) 

4.10 Estrategia de control 

Para el modelo matemático de cada actuador, se considera que proporciona la fuerza 𝐹𝑖 que 

debe mover una masa 𝑚𝑖 a una distancia 𝑧𝑖, ver Figura 4.13. En este movimiento, se considera 
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la presencia de amortiguamiento viscoso 𝑏𝑖 y una perturbación constante 𝑃𝑖. La perturbación 

representa parte del peso que debe soportar cada actuador del robot, el cual no es conocido. 

 
Figura 4.13 Diagrama esquemático del robot paralelo – actuadores. 

El modelo matemático que gobierna la dinámica de este movimiento puede obtenerse 

aplicando la segunda ley de Newton, la cual está dada por: 

 𝑚𝑖𝑧̈𝑖 = 𝐹𝑖 − 𝑏𝑖𝑧𝑖 + 𝑃𝑖 (4.58) 

El modelo matemático que gobierna la dinámica de este movimiento puede obtenerse 

aplicando la segunda ley de Newton, la cual está dada por: 

 𝑚𝑖𝑧̈𝑖 = 𝐹𝑖 − 𝑏𝑖𝑧𝑖 + 𝑃𝑖 (4.59) 

Donde el subíndice 𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3) corresponde al número de actuadores del robot paralelo. 

Para diseñar un controlador con el objetivo de seguimiento de trayectoria de posición, se 

considera la ecuación (4.59). A continuación, se propone el siguiente controlador tipo 

Proporcional Integral Derivativo (PID) para el seguimiento de la trayectoria de posición deseada 

para la plataforma móvil. 

 
𝐹𝑖 = 𝑚𝑖 (𝑧̈𝑖𝑑 − 𝑘𝑑(𝑧̇𝑖 − 𝑧̇𝑖𝑑) − 𝑘𝑝(𝑧𝑖 − 𝑧𝑖𝑑) − 𝑘𝑖𝑑∫(𝑧𝑖 − 𝑧𝑖𝑑) 𝑑𝑡) + 𝑏𝑖𝑧𝑖 (4.60) 

• 𝑘𝑝 ganancia de acción proporcional 

• 𝑘𝑖𝑑 ganancia de acción integral 

• 𝑘𝑑 ganancia de acción derivativa 
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• (𝑧𝑖 − 𝑧𝑖𝑑) es el error e de la posición angular.  

Dado por la posición real 𝑧𝑖 medida desde la simulación menos una posición deseada 𝑧𝑖𝑑 

dada por la trayectoria deseada. 

Mediante la sustitución de la ecuación (4.60) en (4.59), resulta: 

 
𝑧̈𝑖 − 𝑧̈𝑖𝑑 + 𝑘𝑑(𝑧̇𝑖 − 𝑧̇𝑖𝑑) + 𝑘𝑝(𝑧𝑖 − 𝑧𝑖𝑑) + 𝑘𝑖𝑑∫(𝑧𝑖 − 𝑧𝑖𝑑)𝑑𝑡 =

𝑃𝑖
𝑚𝑖

 (4.61) 

El uso de este controlador de tipo PID produce la siguiente dinámica de bucle cerrado para 

el error de seguimiento de trayectoria dado por 𝑒 = 𝑧𝑖 − 𝑧𝑖𝑑: 

 
𝑒̈ + 𝑘𝑑𝑒̇ + 𝑘𝑝𝑒 + 𝑘𝑖𝑑∫𝑒𝑑𝑡 =

𝑃𝑖
𝑚𝑖

 (4.62) 

Derivando la ecuación (4.62): 

 𝑒 + 𝑘𝑑𝑒̈ + 𝑘𝑝𝑒̇ + 𝑘𝑖𝑑𝑒 = 0 (4.63) 

Las ganancias del controlador 𝑘𝑝, 𝑘𝑖𝑑 y 𝑘𝑑 fueron establecidas para coincidir con el 

polinomio característico deseado, dado por: 

 (𝑠2 + 2𝜁𝑤𝑛𝑠 + 𝑤𝑛
2)(𝑠 + 𝑝) = 0 

𝜁 = 0.7, 𝜔𝑛 = 10, 𝑝 = 8 
(4.64) 

Se adoptó un polinomio de Bézier interpolado suavemente entre la posición inicial y la 

posición final para el seguimiento de trayectoria de los desplazamientos del actuador 𝑧𝑖. 

La trayectoria de posición deseada viene dada por el siguiente polinomio de Bézier: 

 𝑧𝑖𝑑(𝑡) = 𝑧𝑖 + (𝑧𝑓 − 𝑧𝑖)𝜎(𝑡, 𝑡𝑖, 𝑡𝑓)𝜇𝑝
5, 

𝜎(𝑡, 𝑡𝑖, 𝑡𝑓) = 𝛾1 − 𝛾2𝜇𝑝 + 𝛾3𝜇𝑝
2 −⋯+ 𝛾6𝜇𝑝

5, 

𝜇𝑝 =
𝑡 − 𝑡𝑖
𝑡𝑓 − 𝑡𝑖

 

(4.65) 

Donde 𝑧𝑜 = 𝑧(𝑡𝑜) y 𝑧𝑓 = 𝑧(𝑡𝑓) son las posiciones iniciales y finales deseadas, de modo que 

la base de la plataforma móvil comience desde una posición inicial y vaya a una posición final 

con un cambio suave, de manera que: 
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𝑧𝑖𝑑(𝑡) = {

𝑧𝑖 0 ≤ 𝑡 < 𝑡𝑖
𝜎(𝑡, 𝑡𝑖 , 𝑡𝑓)𝑧𝑓 𝑡𝑖 ≤ 𝑡 < 𝑡𝑓

𝑧𝑓 𝑡 > 𝑡𝑓

 (4.66) 

Los parámetros de la función polinomial z𝑖𝑑(𝑡) son γ1 = 252, γ2 = 1050, γ3 = 1800, γ4 =

1575, γ5 = 700, γ6 = 126. 

En la Figura 4.14 se muestra el diagrama de control implementado en el prototipo virtual. Se 

puede apreciar en el diagrama que la entrada es la posición deseada, en este caso los ángulos 𝛼 

y 𝛽 y el desplazamiento a lo largo del eje 𝑧. Posteriormente, se obtienen las longitudes de los 

actuadores a través de la cinemática inversa, posteriormente, los valores son utilizados para 

definir una trayectoria deseada (polinomio de Bézier). Finalmente, la posición y velocidad 

deseadas son comparadas con las reales para que entre como el error al control PID, con el fin 

de enviar la señal de control al prototipo. 

 

Figura 4.14 Diagrama del controlador de la plataforma móvil con una posición deseada. 

4.11 Construcción del prototipo del robot paralelo 

4.11.1 Dimensiones del robot paralelo 

Las dimensiones de la plataforma del robot paralelo están basadas en las dimensiones del 

tren de aterrizaje del helicóptero Figura 4.15.  
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Figura 4.15 Tren de aterrizaje del helicóptero “Eurocopter Panther AS565”. 

El tren de aterrizaje mide 3.64 𝑚 de la parte lateral del helicóptero y de la parte frontal del 

mismo 1.90 𝑚. De acuerdo a [53], el tamaño del helipuerto va a depender de las dimensiones 

del helicóptero, no obstante el helicóptero sólo aterriza en el área central del helipuerto, por lo 

cual se consideró que las dimensiones del robot paralelo comprendan aproximadamente la parte 

del tren de aterrizaje del helicóptero. En este caso la plataforma del robot paralelo tendrá un 

diámetro de 1 m (Figura 4.16) solo para validar los movimientos, no es a escala. 

 
Figura 4.16 Dimensiones del helipuerto. 

4.11.2 Características del robot paralelo 

El diseño de la plataforma móvil se realizó en SolidWorks®, después se simuló la plataforma 

en el software MSC ADAMS™. Posteriormente, se construyó el prototipo de la plataforma móvil 

como se muestra en la Figura 4.17. Se realizaron pruebas iniciales alimentando directamente los 

actuadores para validar el espacio de trabajo requerido, y se mostró que el robot no presenta 

ningún tipo de singularidad. 



4.11 Construcción del prototipo del robot paralelo  
 

 57 

                           

 
Figura 4.17 Prototipo físico de la plataforma móvil. 

La Figura 4.18 muestra las uniones esféricas y de revoluta utilizadas para construir el 

prototipo, las cuales fueron seis uniones en total (tres uniones de revoluta y tres esféricas).  

 
a) 

 
b) 

Figura 4.18 a) Unión de revoluta y b) Unión esférica. 
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El actuador utilizado para el robot paralelo (Figura 4.19), tiene las siguientes características: 

• Carrera de 300 mm 

• Motor de 24 V 

• Sensor de efecto hall 

• Carga: 2500 N 

 

 
Figura 4.19 Actuador Linak LA23, carrera de 30 cm. 

Existen actuadores de la marca Servomech, los cuales se pueden mandar a hacer de acuerdo 

con la medida requerida de la carrera del actuador; algunos de ellos son el atl 100 y atl 125 con 

una carga dinámica y estática de 200,000 N y 350,000 N respectivamente. 
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Capítulo 5. Análisis y Discusión de 
Resultados 

5.1 Validación de las ecuaciones de la cinemática inversa 

En esta sección se presentan los resultados de la cinemática inversa. Se programaron las 

ecuaciones obtenidas (4.11) en el software MATLAB®, con el fin de obtener los valores de las 

longitudes de cada actuador, denotadas por 𝑙1, 𝑙2 y 𝑙3, durante un tiempo de 10 s, Figura 5.1. 

 
a) 

 
b) 

a) Ángulo 𝛼 = 15°, 𝛽 = 0°   b) Distancia de los actuadores 

 
c) 

 
d) 

c) Ángulo 𝛼 = 0°, 𝛽 = 15°   d) Distancia de los actuadores 

Figura 5.1 Resultado cinemático del desplazamiento de los tres actuadores. 
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5.2 Validación de las ecuaciones de la cinemática directa 

La validación de las ecuaciones de cinemática directa se realizó con la ayuda del software 

MSC ADAMS™, mediante el cual se simuló el prototipo virtual (Figura 5.2), posteriormente se 

introdujeron los valores de 𝑙1, 𝑙2 y 𝑙3, lo cual dio como resultado los ángulos 𝛼 y 𝛽. Una vez 

obtenidos los datos, estos fueron comparados con los resultados obtenidos en MATLAB® (Tabla 

5.1, Tabla 5.2). 

  
Figura 5.2 Robot paralelo 3-RPS diseño en CAD. 

Primero se obtuvo la cinemática inversa, se introdujeron valores de 𝛼 y 𝛽, usando el software 

MATLAB®, lo cual dio como resultado los valores de 𝑙1, 𝑙2, y 𝑙3, Tabla 5.1.  

Tabla 5.1 Resultados de la cinemática inversa. 

Cinemática Inversa (𝒍𝟏, 𝒍𝟐 𝐲 𝒍𝟑 (𝒎)) 

Nº 𝑙1 𝑙2 𝑙3 𝜑1 𝜑2 𝜑3 𝛼 𝛽 

1 0.6131 0.5010 0.7256 - - - 15º 0º 

2 0.4837 0.6780 0.6780 - - - 0º 15º 

3 0.5869 0.5362 0.7164 - - - 12º 3º 

4 0.5434 0.6330 0.6630 - - - 2º 8º 

5 0.4920 0.6224 0.7254 - - - 7º 14º 

6 0.5694 0.5599 0.7071 - - - 10º 5º 

7 0.5434 0.5882 0.7079 - - - 8º 8º 
 

Posteriormente, los valores de 𝑙1, 𝑙2, y 𝑙3, adquiridos en el programa de cinemática inversa, 

se tomaron como entradas para la cinemática directa y de esta forma se obtuvo 𝜑1, 𝜑2 y 𝜑3, 

finalmente se obtiene 𝛼 y 𝛽, Tabla 5.2.  
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Tabla 5.2 Resultados de la cinemática directa. 

Cinemática Directa (𝒍𝟏, 𝒍𝟐 𝐲 𝒍𝟑 (𝐦)) 

Nº 𝑙1 𝑙2 𝑙3 𝜑1 𝜑2 𝜑3 𝛼  𝛽  

1 0.6131 0.5010 0.7256 90º 88.31º 88.83º 14.99º 0.01º 

2 0.4837 0.6780 0.6780 86.95º 90 90 0º 15.03º 

3 0.5869 0.5362 0.7164 89.90º 89.88º 88.58º 11.98º 3.07º 

4 0.5434 0.6330 0.6630 89.23º 90.30º 89.66º 1.98º 8.01º 

5 0.4920 0.6224 0.7254 87.36º 91.72º 88.04º 6.81º 14.11º 

6 0.5694 0.5599 0.7101 89.70º 90.51º 88.55º 9.96º 5.08º 

7 0.5434 0.5882 0.7079 89.21º 91.01º 88.49º 7.92º 8.08º 
 

En Tabla 5.3, se puede observar los datos obtenidos 𝜑1, 𝜑2 y 𝜑3, así como 𝛼 y 𝛽 de la 

simulación realizada en el software de MSC ADAMS™, donde sólo se introdujeron como 

entradas 𝑙1, 𝑙2, y 𝑙3. 

Tabla 5.3 Resultados de la simulación en MSC ADAMS™. 

Simulación en MSC ADAMS™ (𝒍𝟏, 𝒍𝟐, y 𝒍𝟑 (m)) 
# 𝑙1 𝑙2 𝑙3 𝜑1 𝜑2 𝜑3 𝛼  𝛽  

1 0.6131 0.5010 0.7256 90º 91.17º 88.31º 15.03º 0.01º 

2 0.4837 0.6780 0.6780 86.96º 90º 90º 0º 15.03º 

3 0.5869 0.5362 0.7164 89.89º 91.43º 89.88º 12.01º 3.01º 

4 0.5434 0.6330 0.6630 89.23º 90.34º 90.30º 1.99º 8.02º 

5 0.4920 0.6224 0.7254 87.35º 91.96º 91.72º 6.83º 14.05º 

6 0.5694 0.5599 0.7101 89.70º 91.46º 90.51º 9.98º 5.02º 

7 0.5434 0.5882 0.7079 89.21º 91.52 91.02º 7.94º 8.02º 
 

Comparando los valores de la cinemática directa (Tabla 5.2) con los valores obtenidos en 

MSC ADAMS™ (Tabla 5.3), se puede observar que la variación entre los ángulos 𝛼 y 𝛽 son 

mínimos, lo cual válida las ecuaciones de la cinemática directa e inversa. Para la cinemática 

directa de velocidad, de este robot paralelo 3-RPS, se reportó en [69]. 
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5.3 Espacio de trabajo 

Para obtener el espacio de trabajo del robot paralelo de 3-GDL, se desarrollaron códigos 

numéricos en MATLAB®, a partir de las ecuaciones (4.23) y (4.25), por lo cual se puede 

observar que el robot paralelo abarca los ángulos 𝛼 y 𝛽 a través del desplazamiento de los 

actuadores. 

En la Figura 5.3, se representa el ángulo 𝛼, donde se puede observar que los actuadores 𝑙2 y 

𝑙3 se desplazan en sentido contrario con respecto al eje 𝑥, mientras que el actuador 𝑙1 se mantiene 

fijo. 

 
a) 

 
b) 

Figura 5.3 Representación del ángulo 𝛼. 

El ángulo 𝛽 está representado por la Figura 5.4 , donde el actuador 𝑙1 es desplazado, partiendo 

del valor medio (0.6131 𝑚), mientras que los actuadores 𝑙2 y 𝑙3 se quedan fijos (Figura 5.4.a). 

En la Figura 5.4.b el actuador 𝑙1 permanece fijo mientras que los actuadores 𝑙2 y 𝑙3 se desplazan. 

 
a) 

 
b) 

Figura 5.4 Representación del ángulo 𝛽: a) actuador 𝑙2 y 𝑙3 fijos y b) actuador 𝑙1 fijo. 



5.4 Simulaciones del prototipo virtual  
 

 63 

La Figura 5.5 representa el desplazamiento de los tres actuadores (l1, l2 y l3) con respecto del 

eje 𝑧, a partir del valor medio (0.6131 𝑚), desplazándose, a partir del punto medio (referencia), 

en sentido positivo (hacía arriba) como negativo (hacia abajo). 

 
Figura 5.5 Representación del desplazamiento con respecto al eje 𝑧 del robot paralelo. 

En la Figura 5.6, se muestra el espacio de trabajo del robot paralelo. Es importante aclarar 

que solo se considera el espacio de trabajo basado en la carrera del actuador seleccionado (𝑙 =

0.27 𝑚). 

 
Figura 5.6 Espacio de trabajo de los movimientos del robot paralelo. 

5.4 Simulaciones del prototipo virtual 

Se realizaron algunas simulaciones con el prototipo virtual del robot paralelo en el software 

MSC ADAMS™ (Automatic Dynamic Analysis of Mechanical Systems) para verificar el 

rendimiento del controlador tipo PID, ver Figura 5.9 a Figura 5.16. 
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Para las simulaciones presentadas se utilizaron los parámetros del prototipo virtual del robot 

paralelo, mostrados en la Tabla 5.4. 

Tabla 5.4 Parámetros de simulación del prototipo virtual. 

Parámetros de Simulación 

𝒉 = 𝑯 = 𝟎. 𝟓𝟎 𝐦 𝑙1 = 𝑙2 = 𝑙3 = 𝑙0 + ∆𝑙 

𝑴 = 𝒎𝟏 +𝒎𝟐 +𝒎𝟑 𝑚𝑖 =
𝑀
3⁄ , 𝑖 = 1,2,3 

𝑴 = 𝟖.𝟗 𝐤𝐠 𝑙0 = 0.5 m 

𝒑 = 𝟎. 𝟔𝟏 𝐦 ∆𝑙 = 0.23 m 

𝒌𝒑 = 𝟐𝟏𝟐 𝑘𝑖 = 8 

𝒌𝒅 = 𝟐𝟐  
 

En Simulink, se programaron las ecuaciones de la dinámica, la cinemática y el control, como 

se observa en la Figura 5.7. Al colocar un ángulo deseado en 𝛼 y 𝛽,se obtienen los valores de la 

cinemática inversa, los cuales son alimentados a la parte de control, posteriormente se envía al 

modelo dinámico, para así obtener el valor real de los ángulos 𝛼 y 𝛽. 

 
Figura 5.7 Simulación de la dinámica y control de un robot paralelo 3-RPS. 
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También, se obtuvieron resultados de la identificación algebraica controlando el prototipo 

virtual desde el software de Simulink, en el cual se realizaron las simulaciones de la 

identificación algebraica antes mencionadas. En la Figura 5.8 se muestra el programa realizado 

en Simulink de MATLAB®. 

 
Figura 5.8 Programa de identificación algebraica realizado en Simulink. 

5.4.1 Simulaciones en MSC ADAMS™ 

La Figura 5.9 muestra el movimiento angular de 𝛼, el cual se obtiene al desplazar los 

actuadores 𝑙2 y 𝑙3 en sentido opuesto. El ángulo 𝛼 se va al valor deseado de 15° de manera 

suave, por el seguimiento de la trayectoria deseada, en cada uno de los actuadores (𝑙2 y 𝑙3), 

definida por el polinomio de Bézier (4.65). 
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Figura 5.9 Respuesta de los actuadores y movimiento angular 𝛼 de la plataforma móvil. 

La Figura 5.10 corresponde al movimiento angular 𝛽. Se puede observar que se obtiene un 

movimiento suave de 0° a −15° en la plataforma móvil. Para este movimiento, se requieren 

desplazamientos de 0.0648 𝑚 en los actuadores 𝑙2, 𝑙3 y −0.1291 𝑚 en el actuador 𝑙1 (Figura 

5.10). 

En la Figura 5.11 se muestra la respuesta para posicionar la plataforma móvil a un ángulo de 

𝛼 = 15∘ y 𝛽 = 0∘, utilizando el control (4.60) y el modelo dinámico del robot paralelo (4.43). 

En la Figura 5.12, se muestra la respuesta del desplazamiento que deben de tener los actuadores 

para lograr el ángulo deseado. En este caso el actuador 𝑙1 no debe de tener desplazamiento 

(Figura 4.12.a). 

 
Figura 5.10 Respuesta de los actuadores y movimiento angular 𝛽 de la plataforma móvil. 
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Figura 5.11 Respuesta para un ángulo deseado de 𝛼 = 15º y 𝛽 = 0º. 

 
Figura 5.12 Respuesta de los desplazamientos de los actuadores para un ángulo deseado de 𝛼 = 15° y 𝛽 = 0°. 

En la Figura 5.13 se muestra la respuesta para posicionar la plataforma móvil a un ángulo de 

𝛼 = 0∘ y 𝛽 = 15∘, utilizando el control (4.60) y el modelo dinámico del robot paralelo (4.43). 

En la Figura 5.14 se muestra la respuesta del desplazamiento que deben tener los actuadores 

para lograr el ángulo deseado. En este caso, la longitud del actuador 𝑙1 debe ser negativo y las 

longitudes de los actuadores 𝑙2 y 𝑙3, deben de tener un valor positivo (Figura 4.12.b). 
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Figura 5.13 Respuesta para un ángulo deseado de  𝛼 = 0° y 𝛽 = 15°. 

 
Figura 5.14 Respuesta de los desplazamientos de los actuadores para un ángulo deseado de 𝛼 = 0° y 𝛽 = 15°. 

En la Figura 5.15, se muestra la respuesta para posicionar la plataforma móvil a un ángulo 

de 𝛼 = 15∘ y 𝛽 = 15∘. En la Figura 5.16, se muestra la respuesta del desplazamiento que deben 

de tener los actuadores para lograr el ángulo deseado. 



5.5 Simulación de la identificación de parámetros  
 

 69 

 
Figura 5.15 Respuesta para un ángulo deseado de 𝛼 = 15° y 𝛽 = 15°. 

 
Figura 5.16 Respuesta de los desplazamientos de los actuadores para un ángulo deseado de 𝛼 = 15° y 𝛽 = 15°. 

5.5 Simulación de la identificación de parámetros 

Mediante la identificación algebraica se obtuvieron los valores de la masa (𝑚) empleados en 

el control del actuador, Figura 5.17. 
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Figura 5.17 Representación del sistema del robot paralelo 3-RPS. 

Se realizó la simulación de la identificación de parámetros mediante Simulink en co-

simulación con MSC ADAMS™, de tal forma que se comparó la masa del controlador con la 

identificación algebraica de parámetros, cabe mencionar que la plataforma no se desplazó en los 

ángulos 𝛼 y 𝛽 los cuales son iguales a cero, Figura 5.18. 

 
Figura 5.18 Respuesta para un ángulo deseado de 𝛼 = 0° y 𝛽 = 0°. 
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La masa de la plataforma es de 9 kg, dentro del controlador de cada actuador se colocó una 

masa de 3.08 kg. Por lo cual la fuerza obtenida del controlador se muestra en la Figura 5.19. 

 
Figura 5.19 Respuesta de las fuerzas de los actuadores 𝑙1, 𝑙2 y 𝑙3. 

Las masas que se colocaron en el identificador como valor inicial fueron de: 𝑚1 = 8 kg, 

𝑚2 = 30 kg, 𝑚3 = 20 kg, como se aprecia la identificación algebraica es capaz de determinar 

el valor de la masa que cada actuador debe compensar la cual es aproximadamente 3 kg, el 

material de madera se utilizó para simular la plataforma móvil, Figura 5.20. 

 
Figura 5.20 Respuesta de la identificación algebraica de las masas en cada actuador. 

En la Figura 5.21 se muestra el desplazamiento de los actuadores, puesto que, los ángulos 𝛼 

y 𝛽 son iguales a cero, el desplazamiento solo se llevó a cabo en el eje 𝑧. 
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Figura 5.21 Posición de los actuadores 𝑙1, 𝑙2 y 𝑙3, desplazados sobre el eje 𝑧. 

En la Figura 5.22 se puede apreciar la respuesta de la identificación algebraica, en este caso 

se cambió el material de la plataforma por aluminio, lo cual modifica el peso de la plataforma 

el cual es de 56.1 kg y hace que la identificación algebraica adquiera nuevos valores en la masa 

(𝑚), al ángulo 𝛼 y 𝛽 se le colocó el valor de 0, con el fin de comprobar la respuesta del 

identificador. 

 
Figura 5.22 Respuesta de la identificación algebraica de las masas en cada actuador. 

La fuerza obtenida del controlador se muestra en la Figura 5.23, donde también es mostrada 

la trayectoria deseada. 
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Figura 5.23 Respuesta de las fuerzas de los actuadores 𝑙1, 𝑙2 y 𝑙3. 

En la Figura 5.24 se muestra el desplazamiento de los actuadores, puesto que, los ángulos 𝛼 

y 𝛽 son iguales a cero, el desplazamiento solo se llevó a cabo en el eje 𝑧. 

 
Figura 5.24 Posición de los actuadores 𝑙1, 𝑙2 y 𝑙3, desplazados sobre el eje 𝑧. 

5.6 Resultados con prototipo físico 

Se realizaron algunas pruebas con el prototipo físico del robot paralelo 3-RPS, ver Figura 

4.17. Inicialmente se determinó la función de transferencia con la herramienta de MATLAB®, 

System Identification Toolbox. Posteriormente, se utilizó la herramienta de PID Tuner para 

sintonizar un controlador PID que se implementará en el robot paralelo. Se realizó el mismo 

procedimiento para cada uno de los actuadores. En la Figura 5.25 se muestra la interfaz con la 

cual se realizaron las pruebas para caracterizar los actuadores. Se envió una señal de un pulso 

de entrada al actuador (voltaje) y se guardó la respuesta del desplazamiento que se obtuvo en el 
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actuador (𝑚), ver Figura 5.26. Estas señales se introducen a la herramienta System Identification 

Toolbox de MATLAB®, para obtener la función de transferencia, en este caso del actuador 𝑙, 

ver Figura 5.27.  

 
Figura 5.25 Interfaz en LabVIEW para caracterizar los actuadores. 

 
Figura 5.26 Señal de entrada (𝑢1) y salida del actuador 𝑙 ( 𝑙1).  
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Figura 5.27 Función de transferencia del actuador 𝑙 con la herramienta de identificación de sistema de 

MATLAB®. 

 

 
Figura 5.28 Ganancias del controlador PID, del actuador 𝑙, con la herramienta de PID Tuner de MATLAB®. 

En la Tabla 5.5 se muestran las funciones de transferencia obtenidas, así como las ganancias 

respectivas del controlador PID. 

En la Figura 5.29 se muestra la posición inicial del robot paralelo, donde todos los actuadores 

están a la mitad de su carrera (𝑙1 = 𝑙2 = 𝑙3 = 0.15 m). Posteriormente, se muestra el robot 

paralelo en la posición final deseada, se lleva a la posición de 𝛼 = 10° y 𝛽 = 0°. 
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Tabla 5.5 Funciones de transferencia y ganancias del control PID de los actuadores lineales. 

Desplazamiento Actuador Función de Transferencia 𝑮(𝒔) Ganancias del controlado PID 

30 mm 

1 −2.47 × 10−6𝑠 + 4.4 × 10−8

𝑠2 + 0.02057𝑠 + 3.21 × 10−9
 

𝑘𝑝 = 3986.4 
𝑘𝑖 = 0.69 

𝑘𝑑 = 219653.2 

2 −6.075 × 10−7𝑠 + 2.38 × 10−8

𝑠2 + 0.0108𝑠 + 8.15 × 10−18
 

𝑘𝑝 = 7715.8 
𝑘𝑖 = 3.54 

𝑘𝑑 = 993512.6 

3 −1.52 × 10−6𝑠 + 1.74 × 10−8

𝑠2 + 0.008𝑠 + 2.58 × 10−9
 

𝑘𝑝 = 13908.8 
𝑘𝑖 = 73.34 

𝑘𝑑 = 659446.1 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 5.29 Posición inicial y final de la plataforma experimental del robot paralelo (𝛼 = 10°). 

La interfaz para el control del robot paralelo se muestra en la Figura 5.30, dónde se observa 

que se desea la posición final de 𝛼 = 10° y 𝛽 = 0°.  

En Figura 5.31 la se muestra la posición inicial del robot paralelo, donde todos los actuadores 

están a la mitad de su carrera (l1 = l2 = l3 = 0.15 m). Posteriormente, se muestra el robot 
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paralelo en la posición final deseada, se lleva a la posición de 𝛼 = 0° y 𝛽 = 10°. La interfaz 

para el control del robot paralelo se muestra en la Figura 5.32. 

 
Figura 5.30 Interfaz de control en LabVIEW del robot paralelo, para 𝛼 = 10° y 𝛽 = 0°. 

 

 

 

 

 

 

Figura 5.31 Posición inicial y final de la plataforma experimental del robot paralelo (𝛽 = 10°). 
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Figura 5.32 Interfaz de control en LabVIEW del robot paralelo, para 𝛼 = 0° y 𝛽 = 10°. 

Estas pruebas sólo se realizaron para mostrar la funcionalidad del robot paralelo 3-RPS 

propuesto. Obtener los movimientos angulares deseados permitió validar la cinemática al 

desplazar los actuadores a una longitud y obtener el ángulo definido (deseado), el cual se midió 

con una aplicación en un celular. En la parte dinámica, se implementó un controlador PID, 

retroalimentado con la posición lineal del encoder del actuador. Se recomienda como trabajo 

futuro implementar estrategias de control para estabilizar la plataforma móvil utilizando la 

cinemática inversa.
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Capítulo 6. Conclusiones y Trabajo Futuro 

6.1 Conclusiones 

Se revisó el estado del arte sobre robots paralelos de los cuales algunos han sido 

implementados en buques y poseen ciertas características como los grados de libertad, el tipo 

de uniones que utilizan, dependiendo de la aplicación para la cual se utilicen. De acuerdo con 

esto se llegó a la conclusión que el buque presenta una mayor problemática en ángulos de 

cabeceo y escora al momento del aterrizaje del helicóptero, por lo cual se procedió a diseñar un 

helicóptero que fuera capaz de mantener la plataforma móvil de una posición horizontal, 

compensado los ángulos producidos por el buque con el fin de llevar acabo un anaveaje más 

seguro.  

Por otra parte, se determinó la cinemática inversa del robot paralelo en la cual se obtuvieron 

ecuaciones no lineales y acopladas. Posteriormente, se procedió a obtener la cinemática directa, 

y se resolvió a través de la implementación del método de Newton-Kantorovich, derivado de la 

complejidad para resolver las ecuaciones de manera analítica. Posteriormente, después de unos 

cálculos algebraicos se obtuvieron las ecuaciones de los ángulos finales de la plataforma. Una 

vez obtenida la cinemática directa, se determinó el espacio de trabajo. Además, se comprobaron 

los resultados de la cinemática con los resultados obtenidos en MSC ADAMS™, de lo cual se 

observó la variación de los resultados obtenidos del modelo cinemático con respecto al prototipo 

virtual es menor de 0.1º.  

Para el control de la plataforma, se propuso una ley de control tipo PID, con seguimiento de 

trayectorias, para la dinámica de cada actuador de manera independiente; para posicionar la 

plataforma móvil en una orientación deseada. Para lograr esto, primero se determinan las 

longitudes con base al modelo cinemático y así definir el objetivo deseado en el control de los 

actuadores y lograr la posición deseada en la plataforma móvil del robot paralelo. Se obtuvo el 

análisis de singularidades del robot paralelo 3-RPS de esta forma se comparó con los robots 
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paralelos donde se puede observar que no presenta singularidades. Como se puede ver en los 

resultados obtenidos de las simulaciones del prototipo virtual en MSC ADAMS™ y las 

simulaciones obtenidas de los modelos cinemático y dinámico, se observa que se tiene una 

buena aproximación (error máximo de +/-2º) y se logra controlar la posición de la plataforma 

móvil. Posteriormente se aplicó la identificación de parámetros con el fin de conocer la masa, 

la cual requiere el controlador y esta depende de las cargas que se tienen en la plataforma 

(helicóptero, pasajeros, carga, etc). 

Se realizó la caracterización de los actuadores Linak LA23 acoplados a las dos plataformas, 

móvil y fija, utilizando la herramienta de Identificación de Sistemas de MATLAB®. 

Se realizó la interfaz en LabVIEW para la caracterización de los actuadores y el control PID 

del robot paralelo. 

6.2 Aportaciones 

• Se diseño un robot paralelo de tres grados de libertad para el anaveaje, basado en los 

grados de libertad que se requería para mantener en una posición estable (horizontal) la 

plataforma en un buque. Se resalta que a pesar de haber diversos robots paralelos 3-RPS 

reportados en la literatura, la configuración propuesta no había sido reportada. 

• Debido a la complejidad de los robots paralelos para obtener la cinemática, directa como 

inversa, no existe una metodología para determinarla. En este proyecto se determinó 

ambas cinemáticas, directa e inversa, así como su solución. Se implementó el método de 

Newton-Kantorovich para resolver las ecuaciones no lineales de la cinemática directa. 

• En la literatura reportada, es difícil encontrar el modelado matemático de robots 

paralelos, por ser de alta complejidad para determinarlos. En esta investigación se 

determinaron también las ecuaciones matemáticas que rigen la dinámica del robot 

paralelo 3-RPS propuesto. Las cuales se validaron con las simulaciones de un prototipo 

virtual en el entorno de MSC ADAMS™. 

• Se construyó y realizaron pruebas de un prototipo de robot paralelo funcional que 

muestren la viabilidad para un anaveaje más seguro en barcos. 

6.3 Trabajo futuro 

Como trabajo futuro se proponen las siguientes actividades. 
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Para dar seguimiento, a este proyecto en particular, se propone: 

• Caracterizar los actuadores lineales para determinar el modelado matemático de 

manera más precisa y así proponer las estrategias de control. 

• Diseñar e implementar estrategias de control (clásico, robusto, rechazo activo de 

perturbaciones, entre otras) con el objetivo de mantener la plataforma en la posición 

horizontal. Considerando perturbaciones de posición en la plataforma fija. También, 

utilizar actuadores lineales más rápidos. 

Para trabajos futuros en forma general se propone: 

• Desarrollar un robot paralelo 3-RPS para aplicación de rehabilitación de tobillo, 

movimientos de dorsiflexión/plantarflexión e inversión/eversión. Diseñar estrategias 

de control para movimientos pasivos y resistivos. 

• Desarrollar un sistema de control remoto (laboratorio remoto) para el control del 

robot paralelo. Para ofrecer prácticas a otras instituciones educativas. 

• Desarrollar una plataforma de simulador de vuelo, con este robot paralelo 3-RPS, 

con una aplicación de realidad virtual o un juego serio. 

• Se recomienda como uno de los trabajos futuros la optimización del robot paralelo 

3-RPS en cuestiones estructurales. 

6.4 Publicaciones realizadas 

6.4.1 Artículos publicados en revistas indexadas 

Se publicó el siguiente artículo en revista indizada JCR. (ver Anexo D.1)  
• NC Ruiz-Hidalgo, A Blanco Ortega, A Abúndez Pliego, J Colin-Ocampo and WM 

Alcocer Rosado, “Dynamic analysis and control of a three- revolute–prismatic–spherical 

parallel robot by algebraic parameters identification”, International Journal of Advanced 

Robotic Systems, Vol.16, No. 3, p.1-12, 2019. 

6.4.2 Artículos publicados en revistas arbitradas 

Se publicó el siguiente artículo en revista arbitrada e indizada. (ver Anexo D.2) 
• Norma Celeste Ruiz Hidalgo, Andrés Blanco Ortega, Arturo Abúndez Pliego, Jorge 

Colín Ocampo, Wilberth Melchor Alcocer Rosado, Manuel Arias Montiel, “Dinámica y 
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control de un robot paralelo 3-RPS”, Pistas Educativas, No. 125, Vol. 39, 18-20 de 

Octubre, México, p. 518-542, 2017. 
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Montiel, “Design and Control of a Novel 3-DOF Parallel Robot”, International 

Conference on Mechatronics, Electronics and Automotive Engineering (ICMEAE), 22-

25 de Noviembre, Cuernavaca, Morelos, México, p. 66-71, 2016. 

• Norma C. Ruiz Hidalgo, Andrés Blanco Ortega, Jorge Colin Ocampo, Edgar Antunez 

Leyva, Wilberth Alcocer Rosado, Arturo Abundez Pliego, “Diseño de un robot paralelo 

para el anaveaje”, Memorias del XXIV Congreso Internacional Anual de la SOMIM, 19 

al 21 de Septiembre, Campeche, Campeche, México, p. 1-7, 2018.  

• Andrés Blanco-Ortega, Norma C. Ruiz-Hidalgo, Jorge Colín-Ocampo, Arturo Abúndez-

Pliego, Wilberth Alcocer-Rosado, “Robust GPI Controller for Trajectory Tracking in a 

3RPS Parallel Robot”, Proceedings of IASTEM International Conference, Ciudad de 
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Anexo A. Conceptos Básicos de Buques 

A continuación se presentan los conceptos básicos de un buque obtenidos de la siguiente 

referencia, [70]. 

A.1 Estabilidad del buque 

Escora 
Se dice que un buque está escorado cuando se inclina debido a una fuerza externa como, por 

ejemplo, las olas o el viento, Figura A. 1. 

 
Figura A. 1 Escora de un buque. 

Centro de gravedad de un buque 
El centro de gravedad de un buque depende de la distribución del peso dentro del mismo y 

su posición se puede encontrar realizando una prueba de estabilidad o mediante el cálculo 

matemático. La posición del centro de gravedad (G) se mide verticalmente desde un punto de 

referencia, que por lo general es la quilla del buque (K), y la distancia entre estos dos puntos se 

denomina KG, Figura A. 2. 
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Figura A. 2 Centro de gravedad de un buque. 

Centro de Carena 
Se considera que el centro de carena (B) se encuentra en el punto a través del cual el empuje 

de flotabilidad actúa verticalmente hacia arriba. Dicho punto se encuentra en el centro 

geométrico de la sección sumergida del buque, Figura A. 3. 

 
Figura A. 3 Centro de carena. 

Estabilidad transversal  
Cuando un buque se encuentra adrizado (en posición de equilibrio) en aguas tranquilas, el 

centro de carena (fuerza ascendente) y el centro de gravedad fuerza descendente se encuentran 

en la misma línea vertical por encima de la quilla (K), Figura A. 4. 
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Figura A. 4 Estabilidad transversal. 

Si el buque está inclinado debido a una fuerza externa (es decir, que exista algún peso 

interno), se produce una cuña de emersión al costado del mismo y otra cuña de inmersión de 

similar tamaño al otro costado. Como consecuencia, el centro de carena cambiará de posición 

del punto B al punto B1, Figura A. 5.  

 
Figura A. 5 Escora y centro de carena del buque 

Metacentro 
El metacentro (M) es el punto de intersección de las líneas verticales trazadas desde el centro 

de carena a pequeños ángulos de escora consecutivos, y se puede equiparar a un eje central 

cuando el buque está inclinado a pequeños ángulos de escora. Su altura se mide desde el punto 

de referencia (K) y, por consiguiente, se denomina KM, Figura A. 6. 
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Figura A. 6 Metacentro del buque. 

Equilibrio de un buque 
Se dice que un buque se encuentra en equilibrio estable si tiende a volver a la posición de 

adrizado después de estar inclinado. 

Para que esto ocurra el centro de gravedad (G) deberá estar por debajo del metacentro (M). 

 
Altura metacéntrica 

La distancia entre G y M se conoce como la altura metacéntrica (GM). Un buque estable en 

posición de adrizado tiene una altura metacéntrica (GM) positiva, es decir, el metacentro (M) 

se encuentra por encima del centro de gravedad (G). Por lo general, esta magnitud se denomina 

altura GM positiva o estabilidad inicial positiva, Figura A. 7. 

 

 
Figura A. 7 Altura metacéntrica. 
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Equilibrio inestable 
Si el centro de gravedad (G) de un buque se encuentra por encima del metacentro (M), se 

dice que este tiene una altura GM negativa o una estabilidad inicial negativa. Una embarcación 

en este estado muestra un equilibrio indiferente, es decir, flota a un ángulo con respecto de la 

posición de equilibrio hacia un costado u otro, y está en peligro de zozobrar, Figura A. 8.  

 
Figura A. 8 Equilibrio inestable de un buque. 

Equilibrio Neutro 
Cuando la posición del centro de gravedad (G) de un buque coincide con el metacentro (M), 

se dice que este se encuentra en equilibrio neutro (GMO) y, si la embarcación se inclinara a un 

ángulo pequeño de escora, tenderá a mantenerse en esta posición, Figura A. 9. 

 
Figura A. 9 Equilibrio neutro de un buque. 

Buques duros y buques blandos 
Cuando se añade peso a un buque, su centro de gravedad (G) se mueve siempre en la 

dirección del peso añadido. 
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Si el peso se añade a nivel de la cubierta, la posición del centro de gravedad (G) del buque 

asciende, lo que provoca una disminución en la altura metacéntrica (GM) y, por consiguiente, 

de la estabilidad. Se dice que un buque es blando cuando su altura metacéntrica es muy pequeña 

o igual a cero, Figura A. 10. 

 
Figura A. 10 Buque blando. 

Cualquier peso que se añada en la parte baja del buque provocará un descenso del centro de 

gravedad (G) y, por lo tanto, aumentará la altura metacéntrica (GM) del mismo. Se dice que un 

buque es duro cuando se tiene una gran altura metacéntrica, Figura A. 11. 

 
Figura A. 11 Buque duro. 

Brazo Adrizante 
Cuando un buque está escorado debido a una fuerza externa, se considera que su centro de 

gravedad (G), el cual no se ve afectado por la escora ni por el peso de la embarcación, actúa 

verticalmente hacia abajo a través de G. El centro de carena (B) se desplaza a una nueva posición 
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B1 y el empuje de flotabilidad se considera que actúa verticalmente hacia arriba a través del 

nuevo centro de carena B1. La distancia horizontal desde el centro de gravedad (G) a la línea 

vertical que parte desde B1, se denomina brazo adrizante. Dicha distancia se puede medir y 

normalmente se denomina GZ. Por consiguiente, la fuerza necesaria para que el buque vuelva 

a la posición de adrizado es el peso de este actuando hacia abajo a través del centro de gravedad 

(G), multiplicado por el valor del brazo adrizante (GZ).  Esta fuerza es denominada momento 

de estabilidad estática. 

El centro de gravedad (G) del buque ejerce un efecto notable sobre el brazo adrizante (GZ) 

y, por consiguiente, sobre la capacidad del buque de volver a la posición de adrizado. Cuanto 

más bajo se encuentre el centro de gravedad (G), mayor será el valor del brazo adrizante (GZ), 

Figura A. 12. 

 
Figura A. 12 Brazo adrizante. 

Si el centro de gravedad (G) del buque se encuentra cerca del metacentro (M), los valores de 

la altura metacéntrica (GM) y el brazo adrizante (GZ) serán bajos, Figura A. 13. Por lo tanto, 

el momento de estabilidad estática para volver el buque a la posición de adrizado será 

considerablemente menor que el mostrado en la imagen anterior, Figura A. 13, [49]. 
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Figura A. 13 Brazo adrizante con menor altura metacéntrica. 

De acuerdo a los movimientos del buque mostrados anteriormente, se busca que la plataforma 

móvil compense los movimientos de balance (x), cabeceo (y) y arfada (z), con el fin de que el 

helicóptero pueda aterrizar de forma segura. En la Figura A. 14a, se presenta el buque con cierto 

ángulo en este caso la plataforma gira con respecto al buque, posteriormente en la Figura A. 14b 

se muestra el movimiento de la plataforma cuando el buque se encuentra escorado. 

 
a) 

 
b) 

Figura A. 14 Buque y plataforma escorados. 
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Anexo B. Programas de simulación 

En esta sección se presentan algunos de los programas realizados en MATLAB®. 

B.1 Cinemática Inversa 

%..........................................................................

....... 
%                    CINEMÁTICA INVERSA DE UN ROBOT PARALELO 3-RPS 
%..........................................................................

....... 

  
% Este programa obtiene la cinemática inversa de un robot paralelo 3-RPS. 
% Primero se deben introducir los ángulos deseados alpha y beta de la 
% plataforma para poder obtener las longitudes de los actuadores l1,l2,l3. 
clear,clc 
%% Definir ángulos alpha y beta 
   disp('CINEM¡TICA INVERSA DE UN ROBOT PARALELO') 
   disp(' ') 
   disp('Indicar los valores de los ángulos deseados para la plataforma 

móvil de 0 a 15 grados') 
   disp(' ') 
   alpha= input('Alpha ='); % ángulo alpha de 0 a 15 grados. 
   beta = input('Beta  ='); % ángulo beta de 0 a 15 grados. 

  
%  Convertir ·ángulos alpha y beta a radianes. 
   a1=alpha*pi/180; % alpha 
   b2=beta*pi/180;  % beta 
   g3=0;            % gamma 

  
%% Parámetros; 
   p=0.6131;   % m distancia entre la plataforma móvil y la plataforma fija 
   H=0.5013;   % m distancia del centro de la plataforma fija al actuador 
   h=0.5013;   % m distancia del centro de la plataforma móvil al actuador 
   theta=pi/3; % ángulo theta  

  
%% Vectores de posición y matriz de rotación 
%  Vector de posición central (P) 
   P=p*[sin(b2) -cos(b2)*sin(a1) cos(b2)*cos(a1)]; 

  
%  Matriz de Rotación  
   R=[cos(g3)*cos(b2)                         -sin(g3)*cos(b2)                          

sin(b2)  
      sin(g3)*cos(a1)+cos(g3)*sin(b2)*sin(a1)  cos(g3)*cos(a1)-

sin(g3)*sin(b2)*sin(a1) -cos(b2)*sin(a1)  
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      sin(g3)*sin(a1)-cos(g3)*sin(b2)*cos(a1)  

cos(g3)*sin(a1)+sin(g3)*sin(b2)*cos(a1)  cos(b2)*cos(a1)]; 

  
%  Vectores de posición (ai,bi) 
   b_1=h*[1 0 0]; 
   b_2=h*[-cos(theta) -sin(theta) 0]; 
   b_3=h*[-cos(theta)  sin(theta)  0]; 

  
   a_1=H*[1 0 0]; 
   a_2=H*[-cos(theta) -sin(theta) 0]; 
   a_3=H*[-cos(theta)  sin(theta)  0]; 

  
%% Ecuaciones del lazo cerrado para cada actuador 
   l1=P'+(R*[b_1]')-a_1'; 
   l2=P'+(R*[b_2]')-a_2'; 
   l3=P'+(R*[b_3]')-a_3'; 
%% Longitud del actuador (li) 
   l1=sqrt(sum((l1).^2)); 
   l2=sqrt(sum((l2).^2)); 
   l3=sqrt(sum((l3).^2)); 
%% Desplazamiento de los actuadores en metros 
   disp (' ') 
   disp('Longitud del actuador') 
   li=[l1;l2;l3];                 % Longitudes de los actuadores 
   ln=char('l1 ','l2 ','l3 ');    % Actuadores 
   li=num2str(li); 
   metros=char(' m',' m',' m');   % metros 
   table=[ln,li,metros]; 
   disp(table) 

 

B.2 Cinemática Inversa Gráfica (10 s) 

%..........................................................................

....... 
%              CINEMÁTICA INVERSA DE UN ROBOT PARALELO 3-RPS (GR¡FICA) 
%..........................................................................

....... 

  
%  Este programa obtiene la cinemática inversa de un robot paralelo 3-RPS. 
%  Primero se deben introducir los ángulos deseados alpha y beta de la 
%  plataforma para poder obtener las longitudes de los actuadores l1,l2,l3. 
   clear,clc,close 
%% Definir ·ángulos alpha y beta 
   disp('CINEMÁ¡TICA INVERSA DE UN ROBOT PARALELO GR¡FICA (10s)') 
   disp(' ') 
   disp('Gráfica de los ángulos Alpha y Beta de la plataforma Móvil') 
   disp('Indique los ángulos deseados') 
   disp(' ') 
%% Entradas 
   alpha= input('Alpha ='); 
   beta= input('Beta ='); 
   alpha=alpha/10; 
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   beta=beta/10; 
%% Graficar en 10 s 
   t =0:0.01:10; 
   a1=alpha*t;  % alpha 
   b2=beta*t;   % beta 
   g3=0;        % gamma 
%% Parámetros; 
   p=0.6131;  % m distancia entre la plataforma móvil y la plataforma fija 
   H=0.5013;  % m distancia del centro de la plataforma fija al actuador 
   h=0.5013;  % m distancia del centro de la plataforma móvil al actuador 
   theta=60;  % ángulo theta  
%% Vectores de posición y matriz de rotación 
for i=1:1001 
P=p*[sind(b2(i)) -cosd(b2(i))*sind(a1(i)) cosd(b2(i))*cosd(a1(i))]; 

  

R=[cosd(g3)*cosd(b2(i))                                  -

sind(g3)*cosd(b2(i))                                    sind(b2(i))  
   sind(g3)*cosd(a1(i))+cosd(g3)*sind(b2(i))*sind(a1(i))  

cosd(g3)*cosd(a1(i))-sind(g3)*sind(b2(i))*sind(a1(i)) -

cosd(b2(i))*sind(a1(i))  
   sind(g3)*sind(a1(i))-cosd(g3)*sind(b2(i))*cosd(a1(i))  

cosd(g3)*sind(a1(i))+sind(g3)*sind(b2(i))*cosd(a1(i))  

cosd(b2(i))*cosd(a1(i))]; 

  
b_1=h*[1 0 0]; 
b_2=h*[-cosd(theta) -sind(theta)  0]; 
b_3=h*[-cosd(theta)  sind(theta)  0]; 

  
a_1=H*[1 0 0]; 
a_2=H*[-cosd(theta) -sind(theta)  0]; 
a_3=H*[-cosd(theta)  sind(theta)  0]; 

  
l1(i)=sum((P'+(R*[b_1]')-a_1').^2); 
l2(i)=sum((P'+(R*[b_2]')-a_2').^2); 
l3(i)=sum((P'+(R*[b_3]')-a_3').^2); 

  
l1(i)=sqrt(l1(i)); 
l2(i)=sqrt(l2(i)); 
l3(i)=sqrt(l3(i)); 
end 

  
%% Desplazamiento de los actuadores en metros 
   i; 
   disp(' ') 
   disp('Desplazamiento final') 
   li=[l1(1001);l2(1001);l3(1001)]; 
   li=num2str(li); 
   ln= char('l1=','l2= ','l3= '); 
   grafica= char(' (rojo)',' (verde) ',' (azul)'); 
   metros=char(' m',' m',' m'); 
   Table=[ln,li,metros,grafica]; 
   disp(Table) 
%% Grafica del desplazamiento de los actuadores y los ·ángulos deseados 
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   plot(t,a1) 
   hold on 
   plot(t,b2) 
   legend('alpha','beta','Location','northwest') 
   legend('boxoff') 
   hold off 
   figure; 
   plot(t,l1,'-r'); 
   hold on 
   plot(t,l2,'-g'); 
   plot(t,l3,'-b'); 
   legend('l1','l2','l3','Location','southwest') 
   legend('boxoff')
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Anexo C. Robot Paralelo 3-RPS 

En este anexo se presentan los dibujos de trabajo de los componentes estándar del robot 

paralelo. 

C.1 Vista isométrica y componentes del robot paralelo 

En la Figura C. 1 se muestra la vista isométrica del robot paralelo. 
 

 
Figura C. 1 Diseño del Robot Paralelo 3-RPS. 

En la Tabla C. 1 se muestran los componentes personalizados. 
Tabla C. 1 Componentes del robot paralelo. 

Componente CAD Cantidad 

Soporte actuador 

 

6 piezas 
(2 por cada actuador) 

Cople unión de 
revoluta 

 

3 piezas 
(1 por cada actuador) 
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Unión revoluta – esfera 

 

3 piezas 
(1 por cada actuador) 

Unión revoluta – 
Cilindro 

 

3 piezas 
(1 por cada actuador) 

Unión revoluta – tapa 

 

3 piezas 
(1 por cada actuador) 

Plataforma móvil 

 

1 pieza 

Plataforma fija 

 

1 pieza 

 

C.2 Planos de los componentes del robot paralelo 3-RPS 

A continuación, se presentan los dibujos de trabajo de los componentes. 
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Anexo D. Artículos de investigación 

En este anexo se presentan los artículos realizados durante la investigación. 
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Resumen 
En el presente artículo se propone una nueva configuración de un robot paralelo 

de 3 grados de libertad (gdl) con configuración revoluta-prismática-esférica (RPS), 

el cual genera 2 movimientos de rotación y uno de traslación. La diferencia 

respecto a los robots paralelos 3-RPS que se han propuesto radica en la 

orientación de los actuadores. Por otra parte, se presenta el análisis cinemático 

inverso y directo, así como un modelo matemático dinámico aproximado. Se 
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presentan algunos resultados de simulación para validar los modelos matemáticos 

obtenidos. 

Palabra(s) Clave: Cinemática inversa, configuración RPS, modelo dinámico, 

Robot Paralelo. 

 

Abstract 
In this paper, a new configuration of a parallel robot of 3 degrees of freedom 

(DOF) with revolute-prismatic-spherical (RPS) configuration is proposed, which 

generates 2 movements of rotation and one of translation. The difference with 

regard to the parallel robots 3-RPS that have been proposed lies in the orientation 

of the actuators. On the other hand, the inverse and direct kinematic analysis, as 

well as an approximate dynamic mathematical model is presented. Some 

simulation results are presented to validate the mathematical models obtained. 

Keywords: Dynamic model, inverse kinematics, parallel robot, RPS configuration 

 

1. Introducción 
Los robots han ido incorporándose en la vida del ser humano, supliendo tareas 

que el mismo solía hacer como trabajos repetitivos y peligrosos, así como en 

áreas que se necesita una alta precisión o existe un tiempo límite. Además, los 

robots son capaces de soportar cargas grandes y adaptarse a diferentes tareas 

modificando el código de programación que rige los movimientos del robot. De tal 

forma, que los robots se están empleando en diferentes campos tales como: 

exploraciones espaciales, cirugías remotas y rehabilitación para pacientes con 

discapacidad motora, simuladores de vuelo para el entrenamiento de pilotos 

(aviones, helicópteros, camiones pesados), simuladores de marcha humana, entre 

otros. De acuerdo con [12], los robots se clasifican en seriales y paralelos. Los 

robots seriales están formados por una cadena cinemática abierta, lo que les da la 

ventaja de tener más espacio de trabajo en relación con robots paralelos. Sin 

embargo, un robot paralelo se define como un mecanismo de cadena cinemática 

estrecha con configuración basada en dos plataformas, una fija y una móvil, este 

último también conocido como efector final o plataforma móvil. 
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El efector final se une a la base a través de cadenas cinemáticas independientes, 

que tienden a ser simétricas y se unen a la plataforma a través de diferentes tipos 

de articulaciones, tales como prismáticas, rotacionales, universales y esféricas. 

El primer robot paralelo del cual se tiene registro es una plataforma sobre la cual 

se encontraban colocados los asientos de un teatro con el fin de introducir un 

movimiento que diese una apariencia más real al espectáculo, el cual fue 

patentado por James E.Gwinett en el año 1931, sin embargo de acuerdo a la 

información existente el mecanismo no llegó a construirse [5].  

En 1940, Willard L.V. Pollard presentó un robot de 5 grados de libertad (gdl) el 

cual estaba destinado a operaciones de pintura con spray. El robot consistía en 

tres brazos de dos eslabones cada uno. Los eslabones estaban unidos mediante 

juntas universales. Los tres actuadores de la base comandaban la posición de la 

herramienta, mientras que la orientación era proporcionada por otros dos 

actuadores situados en la base y que transmitían el movimiento a la herramienta 

mediante la rotación proporcionada a unos cables flexibles [14].  

Poco tiempo después, en 1947 el Dr. Gough diseñó una plataforma 

probablemente la más conocida de todas, la cual consistía en un hexápodo con 

lados de longitud variable con el objetivo de realizar pruebas a neumáticos, bajo 

cargas aplicadas en diferentes ejes [4]. Stewart, presentó el diseño de una 

plataforma móvil de seis grados de libertad, para generar movimiento en el 

espacio con el objetivo de ser utilizada como simulador de vuelo [19]. 

Paralelamente,  en 1967 el ingeniero Klaus Cappel patentó una plataforma similar 

como simulador de movimiento,  el cual está basado en un hexápodo [2].  

Hunt, sugirió que los mecanismos actuados de forma paralela de los simuladores 

de vuelo se usarán como robots manipuladores, y a su vez enfatizó que los 

manipuladores paralelos requerían un estudio más profundo de acuerdo con las 

ventajas que estos presentaban en cuanto a rigidez y precisión en contraste a los 

robots seriales. A la vez Hunt propuso un manipulador paralelo 6-RUS (Revoluta-

Universal-Esférica) con seis grados de libertad accionado por actuadores 

giratorios en 1983 [6].  
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En 1979, McCallion y Pham propusieron utilizar la plataforma Stewart como un 

robot paralelo dentro de una célula de ensamblaje robotizada, debido a que la 

posición del efector final es mucho menos sensible a los errores de los sensores 

articulares que poseen los robots en serie. La gran rigidez que presenta este tipo 

de manipuladores paralelos asegura que las deformaciones de los actuadores 

sean mínimas, lo cual contribuye a la precisión en el posicionamiento del 

manipulador [McCallion, 1979].  

En los robots paralelos se busca tener un mayor número de grados de libertad 

(gdl), pues con ello se logra un mayor espacio de trabajo, por lo que normalmente 

son mecanismos de 5 o 6 gdl, pero los robots paralelos de 3 gdl pueden ser 

considerablemente más ligeros, por lo cual existen diferentes tipos de robots 

clasificados de acuerdo con sus grados de libertad. Existen otros robots de 6 

grados de libertad, aparte de los mencionados anteriormente, los cuales son 

mencionados a continuación:  

El robot Hexa, es un robot completamente paralelo formado por 6 cadenas 

cinemáticas RSS que unen una base fija a un elemento terminal, el cual surge 

como una generalización del robot Delta, lo que hace posible que cada una de las 

cadenas de los paralelogramos que forman parte de este último puedan moverse 

de forma independiente [21].  

El robot tipo Delta es uno de los robots más conocidos en diferentes campos, 

patentado por R. Clavel, este robot posee 3 gdl de traslación, el cual se compone 

de tres cadenas idénticas con la estructura paralelogramo y accionado por 3 

motores rotativos.  El robot Delta ha sido empleado en diversas aplicaciones como 

en la industria alimentaria o en el área de cirugía, en lo que respecta al campo de 

la medicina. En cuanto a la aceleración, es capaz de soportar cargas ligeras 

(alrededor de 1 kg) desplazándose a aceleraciones de 12 g en aplicaciones reales 

y hasta 20 g en condiciones experimentales [3]. En [8], se presenta un robot 

paralelo de 3 gdl, el cual presenta un carácter altamente acoplado. La aplicación 

constituye un simulador de movimiento, donde la pose deseada de la plataforma 

móvil es dada en el espacio de tareas; luego es necesario transformar las 

variables en el espacio cartesiano a los correspondientes valores articulares 



D.2 Artículo de revista arbitrada  
 

125 
 

Pistas Educativas, No. 125, octubre 2017, México, Tecnológico Nacional de México en Celaya 
 

 

Pistas Educativas Vol. 39   -   ISSN: 2448-847X 
Reserva de derechos al uso exclusivo No. 04-2016-120613261600-203 

http://itcelaya.edu.mx/ojs/index.php/pistas 

~522~ 

mediante las ecuaciones de la cinemática inversa y gracias a ello poder 

implementar un control desacoplado articular, donde, controlando la posición de 

cada actuador por separado se tendrá el efecto deseado sobre la pose del 

elemento terminal. 

Existen robots paralelos de 3 gdl con cierta configuración [1,18], donde los 

actuadores están situados hacia el interior, en oposición a la plataforma propuesta 

en la que los actuadores están orientados de forma diferente, figura 1. 

 

 
Figura 1 Configuración del robot paralelo 3-RPS. 

 

El control en los robots paralelos es algo complejo, de acuerdo con [24], los 

mejores enfoques de control requieren modelos dinámicos que son difíciles de 

derivar y pueden requerir un esfuerzo computacional importante que hace difícil 

implementarlos en tiempo real. Para lograr una repuesta deseada en el control, los 

métodos de control más avanzados sólo consideran uniones activas, como 

consecuencia el movimiento de las demás articulaciones del mecanismo debe ser 

estimado por el modelo cinemático. Lo cual, da como resultado que la posición 

final del efector se base en la precisión del modelo y la identificación de los 

parámetros.  

En [22], utilizan un robot con 3 grados de libertad, 2 grados de rotación y uno de 

traslación, emplean un control por conjuntos, es decir, utilizan como entradas del 

algoritmo la diferencia de los ángulos calculados por medio de las ecuaciones de 



D.2 Artículo de revista arbitrada  
 

126 
 

Pistas Educativas, No. 125, octubre 2017, México, Tecnológico Nacional de México en Celaya 
 

 

Pistas Educativas Vol. 39   -   ISSN: 2448-847X 
Reserva de derechos al uso exclusivo No. 04-2016-120613261600-203 

http://itcelaya.edu.mx/ojs/index.php/pistas 

~523~ 

la cinemática inversa y el valor de los sensores. El control PD (Proporcional - 

Derivativo) es una estrategia de control descentralizada y no coordinada que 

depende del error medido entre la posición deseada y la posición real. 

En [13], menciona que algunas estrategias de control desarrolladas para controlar 

el movimiento del manipulador paralelo requieren que los parámetros del 

manipulador y la carga sean conocidos de antemano y muchas de las técnicas de 

control, tales como el control proporcional integral derivativo (PID) y el control de la 

lógica difusa, no dan resultados satisfactorios en presencia de las incertidumbres 

de parámetros y la dinámica no modelada en el seguimiento de movimiento de los 

manipuladores. 

 

2. Métodos 
Diseño del Robot Paralelo 

Se realizó el diseño de una nueva estructura del robot paralelo 3-RPS. El 

prototipo virtual (figura 1) fue realizado en Solidworks®, el cual está conformado 

por 3 actuadores eléctricos, 3 uniones de revoluta, 3 uniones esféricas, así como 

una plataforma móvil y fija. De acuerdo con la figura 1, se plantea una nueva 

configuración del robot paralelo, la cual consiste en que dos de los actuadores se 

encuentran en posición opuesta, lo cual da como resultado que los ejes de las 

articulaciones de revoluta sean paralelos; sin embargo, el actuador restante está 

orientado a 0º, o mejor dicho el eje de la articulación de revoluta está girado 90º 

con respecto o en relación con los otros actuadores.  

Los robots paralelos propuestos por otros autores tienen los actuadores orientados 

hacia el centro, lo cual genera singularidades, debido que al activar los tres 

actuadores al mismo tiempo los mecanismos se bloquean, encontrándose el 

problema en la orientación de los actuadores hacia el centro [8,9,15,20,17]. 

 

Análisis Geométrico y Cinemática Inversa 
El diseño del modelo geométrico espacial del robot paralelo de configuración 3-

RPS es propuesto, figura 2. En [16], se publicaron las ecuaciones y resultados de 

la cinemática inversa. 
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Figura 2 Modelo Geométrico del robot paralelo 3-RPS. 

 

Los parámetros cinemáticos son definidos con ecuación 1. 

 (1) 

 

La posición del centro de la plataforma móvil es definida por ecuación 2. 

 (2) 

 

La orientación de la plataforma móvil con respecto a la plataforma fija se define 

mediante la matriz de rotación , ecuación 3.: 

 (3) 

Las longitudes de los actuadores  son determinadas mediante la ecuación 4 de 

cierre de circuito. 

 (4) 

Los parámetros del robot paralelo son: , , . 

En la figura 3, los vectores  y  denotan los puntos del centro de la plataforma a 

los extremos de los actuadores ( ), en ambos marcos: fijo y móvil, 

respectivamente. 
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Figura 3 Geometría de la plataforma móvil y fija del robot paralelo. 

 

Las ecuaciones 5 y 6 son las que rigen el movimiento de cada actuador de 

acuerdo con la cinemática inversa. 

 (5) 

 

 

 

 

 

(6) 

 

Cinemática Directa 
La cinemática directa del robot paralelo se obtuvo con el fin de encontrar la 

orientación de la plataforma móvil considerando los valores obtenidos de la 

cinemática inversa  y los parámetros cinemáticos. Las ecuaciones obtenidas 

se resolvieron a través del método numérico Newton-Kantorovich. Posteriormente, 

tomando en cuenta los valores obtenidos del método numérico, se procedió a 

realizar algunos cálculos geométricos para obtener los ángulos de la plataforma 

móvil  y .  



D.2 Artículo de revista arbitrada  
 

129 
 

Pistas Educativas, No. 125, octubre 2017, México, Tecnológico Nacional de México en Celaya 
 

 

Pistas Educativas Vol. 39   -   ISSN: 2448-847X 
Reserva de derechos al uso exclusivo No. 04-2016-120613261600-203 

http://itcelaya.edu.mx/ojs/index.php/pistas 

~526~ 

Para realizar el análisis cinemático directo se consideró la siguiente estructura 3-

RPS, figura 4. 

 

 
Figura 4 Determinación de los ángulos de la plataforma móvil. 

 

Los ángulos que se forman entre  y la plataforma fija se definen como 

 , respectivamente. Por otra parte, , representan las uniones de 

revoluta, así como la orientación con respecto al centro de la plataforma fija, con el 

fin de apreciar claramente la ubicación de los actuadores y la forma sobre cómo se 

realizó el análisis geométrico para obtener las coordenadas posteriormente 

mencionadas. Puesto que la longitud de cada lado de la plataforma móvil es igual 

a , se puede escribir que , por lo tanto, el modelo 

matemático es introducido por el conjunto de ecuaciones 7. 

 

(7) 
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Retomando la figura 4, se puede determinar las coordenadas de los puntos 

. La ecuación 8 muestra las coordenadas de . 

    

(8) 

    

    

    
 

Al sustituir las coordenadas de Bi (ecuación 8) en ecuación 7 se determina el 

modelo matemático como un sistema compuesto de tres ecuaciones no lineales 

(ecuaciones 9) con respecto a   así como también . [Lukanin, 2005].   

 

 

 

 

 

 

(9) 

 

Posteriormente, se obtuvieron las siguientes ecuaciones para determinar el ángulo 

 y . 

Para calcular el ángulo , se obtuvo el punto medio (ecuaciones 10) de la distancia 

entre los puntos  y , después se calculó la distancia (ecuación 11), para 

finalmente obtener lo que sería el ángulo  (ecuación 12). 

 

 
 

(10) 
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(11) 

 
(12) 

 

Se obtuvo el punto medio de ecuación 10 de la distancia entre los puntos  y , 

posteriormente se calculó la distancia (ecuación 13), para finalmente obtener lo 

que sería el ángulo  (ecuación 14).  

 
(13) 

 
(14) 

 
Dinámica 

Para realizar el movimiento de rotación del ángulo , los actuadores  y  se 

mueven en sentido contrario, mientras que el actuador  permanece estático, 

figura 5. En cambio, para generar movimiento con respeto al ángulo ,  y  son 

desplazados hacia el mismo sentido y  se mueve en sentido contrario a  y . 
 

   
a) ángulo .     b) ángulo . 

Figura 5 Plataforma móvil orientada a un ángulo. 

 

Las ecuaciones dinámicas del robot paralelo 3-RPS se obtienen al aplicar el 

formulismo de Euler-Lagrange (ecuaciones 15). 
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(15) 

 

Donde α, α y z, representan los movimientos de la plataforma móvil,  y  

representan las fuerzas proporcionadas por los actuadores. El lagrangiano (L) está 

dado por la energía cinética (K) menos la energía potencial (V). 

La energía cinética de la plataforma móvil está dada por ecuaciones 16 y 17. 

 
(16) 

Donde  y 

 

 

 

(17) 

Son las coordenadas al centro de masa de la plataforma móvil. Tomando como 

referencia un sistema de coordenadas por abajo del centro de masa y al nivel del 

centro de las uniones esféricas. 

 

La energía potencial está dada mediante ecuación 18. 

 (18) 

 

Las ecuaciones que rigen la dinámica de la plataforma móvil se expresan 

mediante ecuaciones 19. 

 

 

 

 

 

(19) 
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Se puede observar que el modelo matemático es altamente no lineal, con términos 

acoplados y multivariable. 

El modelo matemático (ecuación 19) puede representarse mediante ecuación 20. 

 (20) 

Donde 

 Matriz de inercia, simétrica y definida positiva 

 Matriz de Coriolis 

 Vector de gravedad 

Además, se cumple que ( ) ( )2 ,M q C q q−  es una matriz antisimétrica. 

 

Modelado Matemático 
En este trabajo se considera la dinámica de los actuadores por separado, 

además se consideran algunas perturbaciones para compensar los efectos 

dinámicos no modelados. 

Para el modelo matemático del actuador, se considera que proporciona la fuerza  

que debe mover una masa  a una distancia . En este movimiento, se 

considera la presencia de amortiguamiento viscoso  y una perturbación 

constante . La perturbación representa parte del peso que debe soportar cada 

actuador del robot, el cual no es conocido. 

El modelo matemático que gobierna la dinámica de este movimiento puede 

obtenerse aplicando la segunda ley de Newton, ecuación 21. 

 (21) 

Donde el subíndice i (i = 1, 2, 3) corresponde al número de actuadores del robot 

paralelo. 

Para diseñar un controlador con el objetivo de seguimiento de trayectoria de 

posición, se considera la ecuación 21. A continuación, se propone el siguiente tipo 

de controlador tipo Proporcional Integral Derivativo (PID) para el seguimiento de la 

trayectoria de posición deseada para la plataforma móvil, ecuación 22. 
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(22) 

Donde: 

  Ganancia de acción proporcional 

  Ganancia de acción integral 

  Ganancia de acción derivativa 

 

 es el error e de la posición angular. Dado por la posición real   medida 

desde la simulación menos una posición deseada  dada por la trayectoria 

deseada. 

Mediante la sustitución de la ecuación 22 en ecuación 21, la fuerza de control para 

cada actuador resulta ser ecuación 23. 

 
(23) 

 

El uso de este controlador de tipo PID produce la siguiente dinámica de bucle 

cerrado para el error de seguimiento de trayectoria dado por ecuación 24. 

 
(24) 

 

Derivando la ecuación 24: 

 (25) 

 

Las ganancias del controlador  y  fueron establecidas para coincidir con el 

polinomio característico deseado, ecuación 26. 

 (26) 

Se adoptó un polinomio de Bézier interpolado suavemente entre la posición inicial 

y la posición final para el seguimiento de trayectoria de los desplazamientos del 

actuador . 

La trayectoria de posición deseada viene dada por el polinomio de Bézier, 

ecuaciones 27. 
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,  

, 

 

(27) 

Donde  and  son las posiciones iniciales y finales deseadas, de 

modo que la base de la plataforma móvil comience desde una posición inicial y 

vaya a una posición final con un cambio suave, de manera que: 

 
(28) 

Los parámetros de la función polinomial son  

. 

 

3. Resultados  
La validación de las ecuaciones de cinemática directa se realizó con la ayuda 

del software MD ADAMS, se utilizó el prototipo virtual, diseño en CAD (figura 6), 

posteriormente se procedió a realizar la simulación. Una vez obtenidos los datos, 

estos fueron comparados con los resultados obtenidos en Matlab (tablas 1 a 3) 

[16]. 

 

   
Figura 6 Diseño del robot paralelo 3-RPS en CAD. 

 

Primero se obtuvo la cinemática inversa, se introdujeron valores de  y , usando 

el software Matlab®, lo cual dio como resultado los valores de , cabe 

mencionar que los valores de los actuadores están en metros, tabla 1. 
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Tabla 1 Resultados de la cinemática inversa. 

Cinemática inversa 

#         

1 0.6131 0.5010 0.7256 - - - 15º 0º 

2 0.4837 0.6780 0.6780 - - - 0º 15º 

3 0.5869 0.5362 0.7164 - - - 12º 3º 

4 0.5434 0.6330 0.6630 - - - 2º 8º 

5 0.4920 0.6224 0.7254 - - - 7º 14º 

6 0.5694 0.5599 0.7101 - - - 10º 5º 

7 0.5434 0.5882 0.7079 - - - 8º 8º 

 

Posteriormente, los valores de , adquiridos en el programa de la cinemática 

inversa, se tomaron como entradas para la cinemática directa y de esta forma se 

obtuvo , finalmente se obtiene  y , tabla 2. 

 
Tabla 2 Resultados de la cinemática directa. 

Cinemática Directa 

#         

1 0.6131 0.5010 0.7256 90º 88.31º 88.83º 14.99º 0.01º 

2 0.4837 0.6780 0.6780 86.95º 90º 90º 0º 15.03º 

3 0.5869 0.5362 0.7164 89.90º 89.88º 88.58º 11.98º 3.07º 

4 0.5434 0.6330 0.6630 89.23º 90.30º 89.66º 1.98º 8.01º 

5 0.4920 0.6224 0.7254 87.36º 91.72º 88.04º 6.81º 14.11º 

6 0.5694 0.5599 0.7101 89.70º 90.51º 88.55º 9.96º 5.08º 

7 0.5434 0.5882 0.7079 89.21º 91.01º 88.49º 7.92º 8.08º 

 

En la tabla 3, se puede observar los datos obtenidos , así como  y  de 

la simulación de Adams, donde sólo se introdujeron como entradas . 

Comparando los valores de la cinemática directa (tabla 2) con los valores 

obtenidos de MD Adams (tabla 3), se puede observar que las variaciones entre los 

ángulos  y   son mínimas, cabe mencionar que los valores de  y   deseados 
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de la tabla 1 de la cinemática inversa comparados con los valores de la simulación 

en MD ADAMS son muy cercanos, lo cual valida las ecuaciones de la cinemática 

directa e inversa. 

 
Tabla 3 Resultados de la simulación en MD Adams. 

Simulación en MD Adams 

#         

1 0.6131 0.5010 0.7256 90º 91.17º 88.31º 15.03º 0.01º 

2 0.4837 0.6780 0.6780 86.96º 90º 90º 0º 15.03º 

3 0.5869 0.5362 0.7164 89.89º 91.43º 89.88º 12.01º 3.01º 

4 0.5434 0.6330 0.6630 89.23º 90.34º 90.30º 1.99º 8.02º 

5 0.4920 0.6224 0.7254 87.35º 91.96º 91.72º 6.83º 14.05º 

6 0.5694 0.5599 0.7101 89.70º 91.46º 90.51º 9.98º 5.02º 

7 0.5434 0.5882 0.7079 89.21º 91.52 91.02º 7.94º 8.02º 

 

Espacio de Trabajo 
Para obtener el espacio de trabajo del robot paralelo de 3 gdl, se desarrollaron 

códigos numéricos en Matlab, a partir de las ecuaciones (12) y (14), por lo cual se 

puede observar que el robot paralelo abarca los ángulos  y  a través del 

desplazamiento de los actuadores. 

En la figura 7, se puede observar que los actuadores  y  se desplazan en 

sentido contrario, mientras que el actuador  se mantiene fijo, está figura 

representa el ángulo . 
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Figura 7 Desplazamiento de actuadores para obtener un ángulo .  
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El ángulo  está representado por la figura 8, donde el actuador  es desplazado, 

partiendo del valor medio (0.6131 m), mientras que los actuadores  y  se 

quedan fijos (figura 8.a). En la figura 8.b el actuador  permanece fijo mientras 

que los actuadores  y  se desplazan. 
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a)  desplazado y  y  fijos.    b)  fijo y  y  desplazados. 

Figura 8 Desplazamiento de actuadores para obtener un ángulo . 

 

La figura 9, representa el desplazamiento de los tres actuadores ( ) con 

respecto del eje z, a partir del valor medio (0.6131 m), desplazándose en sentido 

positivo como negativo. 
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Figura 9 Desplazamiento de actuadores en el eje z. 

 
Simulaciones del Prototipo Virtual 

Se realizaron algunas simulaciones con el prototipo virtual del robot paralelo en 

el software MD ADAMS (Automatic Dynamic Analysis of Mechanical Systems) para 

verificar el rendimiento del controlador tipo PID, figuras 10 a 13. 
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Figura 10 Respuesta de los actuadores y movimiento angular  de la plataforma móvil. 

 

 
Figura 11 Respuesta de los actuadores y movimiento angular  de la plataforma móvil. 
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Figura 12 Respuesta para un ángulo deseado de  y . 
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Figura 13 Respuesta de desplazamientos de actuadores para  y . 

 

La figura 10 muestra la respuesta del robot paralelo girando alrededor del eje x, 

este movimiento se obtiene solamente por el desplazamiento del actuador  y    

en sentido opuesto. 

La figura 11 corresponde al movimiento angular . Se puede observar cómo se 

obtiene un movimiento suave de 0º a 15º en la plataforma móvil. Para este 

movimiento, se requieren desplazamientos de 0.0648 m en los actuadores  y  y 

-0.1291 m en el actuador . 

En la figura 12 se muestra la respuesta para posicionar la plataforma móvil a un 

ángulo de  y , utilizando el control (ecuación 22) y el modelo dinámico 

del robot paralelo (ecuación 19). En la figura 13 se muestra la respuesta del 

desplazamiento que deben de tener los actuadores para lograr el ángulo deseado. 

En este caso el actuador  no debe de tener desplazamiento, ver figura 5.a.  

y  

En la figura 14 se muestra la respuesta para posicionar la plataforma móvil a un 

ángulo de  y , utilizando el control (ecuación 22) y el modelo dinámico 

del robot paralelo (ecuación 19). En la figura 15 se muestra la respuesta del 

desplazamiento que deben de tener los actuadores para lograr el ángulo deseado. 
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En este caso, el actuador  debe ser negativo y los actuadores  y , deben de 

tener un valor positivo, ver figura 5.b. 

 

t [s]

0 1 2 3 4 5

 [°
]

0

10

20

t [s]

0 1 2 3 4 5

 [°
]

0

10

20

 
Figura 14 Respuesta para un ángulo deseado de  y . 
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Figura 15 Respuesta de desplazamientos de actuadores para  y . 

 

En la figura 16 se muestra la respuesta para posicionar la plataforma móvil a un 

ángulo de  y . En la figura 17 se muestra la respuesta del 

desplazamiento que deben de tener los actuadores para lograr el ángulo deseado. 
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Figura 16 Respuesta para un ángulo deseado de  y . 
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Figura 17 Respuesta de desplazamientos de actuadores para  y . 

 

4. Discusión  
En este artículo se presenta una nueva configuración de un robot paralelo 3-

RPS, la cual difiere en la orientación de los actuadores a los reportados en la 

literatura. Con base en los resultados obtenidos, el modelo dinámico determinado 

para el robot paralelo 3-RPS representa la dinámica del prototipo virtual realizado 

en ADAMS. 

Se propone una ley de control tipo PID para la dinámica del actuador, para 

posicionar la plataforma móvil en una orientación deseada, la cual se basa en 
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determinar las longitudes con base al modelo cinemático y así definir el objetivo 

deseado de los actuadores y lograr la posición deseada en la plataforma móvil del 

robot paralelo. Como se puede ver en los resultados obtenidos de las 

simulaciones del prototipo virtual en ADAMS y las simulaciones obtenidas de los 

modelos cinemático y dinámico, se observa que se tiene una buena aproximación 

y se logra controlar la posición de la plataforma móvil. 

Se presentó el diseño de un robot paralelo de 3 grados de libertad, con una nueva 

configuración, es decir, dos de los actuadores se encuentran opuestos y el 

actuador restante dirigido al centro, lo cual permite tener un mejor desempeño en 

los movimientos efectuados por el robot paralelo, en este caso se limitó el robot a 

15º, por la carrera del actuador y las dimensiones de la plataforma. Se obtuvo la 

cinemática inversa y directa del robot paralelo, en lo que respecta a la cinemática 

directa, la cual en los robots se vuelve más compleja de resolver, en este caso, 

debido a la obtención de ecuaciones no lineales. Para la solución de la cinemática, 

se empleó el método numérico de Newton-Kantorovich. Posteriormente, se 

sacaron algunos cálculos tomando en cuenta los resultados de la cinemática 

directa para para determinar los ángulos  y , así como determinar el espacio de 

trabajo. Las ecuaciones cinemáticas fueron validadas con la simulación del 

prototipo virtual en el software MD Adams, y se presentó la comparación de 

ambos datos, en lo cual se puedo observar que son muy cercanos los resultados. 

Como trabajo futuro, se tiene contemplado construir la plataforma experimental 

para validar los resultados obtenidos. 
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R E S U M E N 

El modelado dinámico de robots paralelos resulta complejo de obtener por los lazos cerrados que conforman el robot 
paralelo, y está representado por ecuaciones diferenciales no lineales y altamente acopladas, además, de ser un sistema 
multivariable. Diseñar estrategias de control considerando el modelo dinámico es complejo, por lo que varios autores 
proponen controlar los robots paralelos considerando la dinámica de los actuadores de manera independiente. En este 
artículo se propone un controlador Proporcional Integral Generalizado, GPI, que compense perturbaciones tipo rampa 
para controlar de manera independiente cada uno de los actuadores. Se presentan resultados de simulación utilizando un 
prototipo del robot paralelo 3 revolución-prismática-esférica (3 RPS) bajo el ambiente del software MSC Adams®. Este 
robot difiere a los reportados en la literatura en que los actuadores no se encuentran orientados hacia el centro de la 
plataforma. Los resultados muestran el buen desempeño del controlador para el seguimiento de trayectorias. 
Palabras Clave: Robot paralelo, simulador de movimiento, Control GPI, control robusto.  

A B S T R A C T 

Dynamic modeling of parallel robots is complex to obtain by closed loops that make up the parallel robot and is 
represented by nonlinear differential equations and highly coupled, in addition, being a multivariable system. Designing 
control strategies considering the dynamic model is complex, so several authors propose to control the parallel robots 
considering the dynamics of the actuators independently. This paper proposes a Generalized Proportional Integral 
controller, GPI, compensating disturbances type ramp to control each one of the actuators independently. Simulation 
results are presented using a prototype of the 3-revolution-prismatic-spherical parallel robot (3 RPS) under the MSC 
Adams® software environment. This robot differs from those reported in the literature in which the actuators are not 
oriented towards the platform center. The simulation results show the good performance of the controller for trajectory 
tracking. 
Keywords: Parallel robot, motion simulator, GPI control, robust control. 
 
 

1. Introducción  

Un robot paralelo consta de dos plataformas, una fija y otra 
móvil, esta última conocida como efector final o plataforma 
móvil. La plataforma móvil está vinculado a la base a través 
de cadenas cinemáticas independientes, que tienden a ser 
simétricas y están unidas a las plataformas a través de 
diferentes tipos de uniones, como prismáticas, revolución, 
universales y esféricas [1]. 
Los robots paralelos son muy utilizados en la actualidad por 
las ventajas que presenta como son: estructura rígida y 
estable, soportan grandes cargas, son precisos, presentan 
baja inercia y respuesta rápida.  

 Por sus ventajas, existe una vasta variedad de aplicaciones 
de los robots paralelos entre las cuales se encuentran en: 
sistemas de rehabilitación, cirugías médicas, simuladores de 
movimiento, máquinas herramientas, impresoras 3D, 
posicionamiento de objetos, entre otras, ver [2-7]. 
Para el control de robots paraleles es esencial establecer la 
cinemática inversa. La cinemática inversa consiste en 
establecer el valor de las coordenadas de las uniones 
correspondientes a la configuración del efector final. Varios 
autores no recomiendan utilizar el modelo dinámico del 
robot paralelo para el control del robot paralelo. Por lo que, 
en lugar de considerar el sistema completo, recomiendan 
que cada actuador se controle de manera independiente con 
una ley de control más robusta que el simple control 
Proporcional-Integral-Derivativo (PID) [1]. 
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El controlador Proporcional Integral Generalizado (GPI) es 
una técnica para el diseño de controladores lineales que 
pueden rechazar diferentes tipos de perturbaciones de tipo 
polinomial, tales como: constantes, rampas, cuadráticas, etc. 
[8]. Se introdujo el control GPI, dentro del contexto del 
control predictivo de sistemas diferencialmente planos [9]. 
El controlador GPI evita el uso explícito de los observadores 
de estado recurriendo a las reconstrucciones estructurales 
del estado sobre la base de integraciones iteradas de entradas 
y salidas. Para los sistemas dinámicos, se ignoran las 
condiciones iniciales y las perturbaciones desconocidas al 
agregar una combinación lineal adecuada de integrales 
iteradas del error de seguimiento de la salida [8]. 
En este artículo se propone una configuración de robot 
paralelos 3 revolución-prismática-esférica (3 RPS) 
presentado en [10]. Este robot paralelo tiene dos actuadores 
en orientación opuesta (articulaciones de revolución 
paralelas) y el tercer actuador restante está orientado de 
manera perpendicular a estos dos (articulación de revoluta a 
90º en relación con los otros actuadores). La diferencia con 
respecto a los robots paralelos 3 RPS reportados en la 
literatura radica en que estos tienen los actuadores 
orientados hacia el centro de la plataforma, de manera 
concurrente. 
La aplicación considerada para el diseño del robot paralelo 
es que coadyuve en el anaveaje. En terminología de 
aeronáutica, el anaveaje se define como aterrizaje en 
cubierta, por ejemplo, cuando un helicóptero aterriza en el 
helipuerto (pista destinada al aterrizaje y despegue de 
helicópteros) de un buque [11].  
En el anaveaje, binomio Buque – Helicóptero, se pueden 
presentar diferentes problemas, tales como: baja visibilidad, 
tiempo nocturno, ambiente brusco por el aire y/o mar, entre 
otros. Estos problemas complican al piloto en realizar un 
aterrizaje rápido y seguro, prueba de ello es que se han 
presentado diferentes accidentes donde han ocurrido 
tragedias. En el anaveaje se requiere evitar que existan 
pérdidas humanas, y que no se presenten daños al 
helicóptero y el buque para evitar también pérdidas 
económicas.  
Para abordar esta problemática se propone un robot paralelo 
como la base del helipuerto de tal forma que mientras el 
barco esté oscilando debido a las fuerzas de las olas del mar, 
el robot paralelo mantenga lo más cercano en posición 
horizontal la plataforma móvil donde aterrizará el 
helicóptero. 
El buque dentro del mar está sometido a fuerzas ocasionadas 
por el oleaje del mar y corrientes del viento, y se mueve en 
los seis grados de libertad (gdl) (tres de traslación y tres de 
rotación), ver Fig. 1. 
 
Traslaciones: 

• Arfada: Movimiento vertical de ascenso y descenso (z) 
• Deriva: Movimiento lateral a ambas bandas (y) 
• Movimiento longitudinal de avance y retroceso (x) 

 

Rotaciones: 

• Guiñada o rumbo: Guiñada o rumbo (ψ) 
• Cabeceo: Según el eje vertical (β) 
• Balance o rodillo: Según el eje longitudinal (α) 

Para el diseño del robot paralelo que coadyuve al anaveaje, 
se requieren tres grados de libertad: un desplazamiento en la 
dirección vertical (eje z) y dos rotaciones (α y β) para 
compensar los movimientos de cabeceo y balance, ver Fig. 
1.  

  

 

Figure 1 – Notación para los movimientos de un buque. 

 

2. Desarrollo 

En la Fig. 2 se presenta el robot paralelo 3 RPS. Como se 
puede observar, dos actuadores se encuentran alineados con 
ejes de revolución paralelos, mientras el tercer actuador el 
eje de revolución está a 90°, respecto a estos dos. EL robot 
paralelo es de 3 grados de libertad (gdl): dos movimientos 
angulares α y β, y un movimiento traslacional en el eje z. 
 

 

Figure 2 – Robot paralelo 3 RPS. 
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Es importante mencionar que el controlador GPI solo 
requiere de integraciones iteradas de la entrada y salida, ver 
ecuaciones (6) y (7). 

 

Figure 9 – Respuesta de los desplazamientos de los actuadores y el 
esfuerzo de control requerido para un α=15° y β=15°. 

Como se puede observar de los resultados de simulación, el 
robot paralelo 3 RPS propuesto puede ser utilizado para una 
aplicación como el anaveaje. Para el propósito del anaveaje, 
la plataforma móvil debe de permanecer en la posición 
horizontal mientras la base fija es la que recibe un 
movimiento de entrada en ambas direcciones (α y β). En este 
caso se propone utilizar sensores (acelerómetros) que 
permitan detectar ambos movimientos angulares. Con base 
en la cinemática inversa, se determina el desplazamiento que 
debe de tener cada actuador para mantener la plataforma 
móvil en posición horizontal y asignar este valor al 
controlador GPI, como se muestra en la Fig. 11. 

 

Figure 10 – Respuesta de posición angular en la plataforma móvil 
para un α=15° y β=15°. 

 
 

 

Figure 11 – Diagrama esquemático para el control del robot paralelo 
en el anaveaje. 

 

4. Conclusión 

En este artículo se propone un control GPI robusto que 
compensa perturbaciones tipo rampa en un robot paralelo en 
configuración 3RPS. Con base en los resultados de 
simulación se observa un buen desempeño del controlador, 
capaz de compensar el comportamiento no lineal del sistema 
y las variaciones de fuerza que se presentan derivado de la 
distribución de la masa en cada uno de los actuadores 
conforme cambia de orientación. El uso de prototipos 
virtuales en el software de MSC Adams®, permite visualizar 
y analizar sistemas mecatrónicos, como el robot paralelo, 
para evaluar el desempeño de controladores. 
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Abstract- Parallel robots have the advantages of handle heavy loads, high rigidity, low inertia and higher accuracy. These 
robots have been used in applications of motion simulators, machine-tools, fine positioning devices, haptic devices, 3D 
printers, part handling and spot welding among others. In this paper a configuration of a revolute-prismatic-spherical (RPS) 
parallel robot with different orientations of the actuators, with respect to other parallel robots reported in the literature, is 
presented. Robust GPI controller is proposed for trajectory tracking to position the mobile platform in a desired orientation. 
The simulation results show how the controller is able to compensate non-modeled system disturbances as well as external 
disturbances. 
 
Index Terms- GPI control, parallel robot, 3 RPS mechanism.  
 
I . I NTRODUCTI ON 
 
Robots have been incorporated into human live little 
by little, replacing its own tasks. Such as repetitive and 
dangerous jobs, also in areas that need high precision 
and time deadline. Also, they are capable of carrying 
heavy loads and capable of adapting to different tasks.  
A parallel robot consists of two platforms, one fixed 
and one mobile, the latter known as end effector or 
mobile platform. The final effector is linked to the 
base through independent kinematic chains, which 
tend to be symmetrical and are attached to the 
platforms through different types of joints, such as 
prismatic, revolute, universal and spherical [1]. 
Parallel robot has many advantages such as stiffness in 
mechanical structure, stable structure, strong carrying 
capacity, high position accuracy, fast response, small 
inertia, low cost, no error accumulation, and can be 
modular. 
Parallel robots are being used in different applications, 
such as: medical surgeries, rehabilitation systems, 
motion simulators, human gait simulators, 3D printers, 
high-precision machining centers, and so forth [2]-[7]. 
In the literature several works of 3 RPS parallel robots 
have been reported where the actuators are oriented 
towards the center in a concurrent manner. Inverse 
kinematics [8], [9] forward kinematics [10], dynamic 
model [11] and different control strategies have been 
reported such as PID control [12], impedance control 
[13], neuro-fuzzy control [14], adaptive control [15] 
[16], and computed-torque method [11]. 
 
Independent joint controllers (of PD or PID type) are 
usually employed in industrial robot manipulators but 
cannot achieve satisfactory performance due to their 
inherent low rejection to disturbances and parameter 
variations [17]. 
Generalized Proportional Integral (GPI) control was 
introduced, in the context of Predictive Control of 
Differentially Flat systems in an article by Fliess and 

his coworkers [18]. 
GPI controller is proposed for the efficient rejection of 
a completely unknown perturbation input in a 
controlled mass system attached to an uncertain 
mass-spring-damper mechanical system [19]. 
 
For other developments concerning GPI control in 
rehabilitation systems, active vibration control, motor 
control, inverter are presented in [20]-[24]. 
 
The paper is organized in the following order: Section 
II introduces the model description of the 3RPS 
parallel robot and the inverse kinematic, in Section III 
the robust GPI controller for trajectory tracking is 
proposed. Section IV provides some numerical 
simulations under MSC Adams environment to show 
the behavior of the robust controller in a virtual 
prototype of the parallel robot. Finally, some 
conclusions are reported in section V. 
 
I I . PARALLEL  ROBOT  DESCRI PT I ON 
 
A. 3RPS Parallel robot 
A 3 degrees of Freedom (DOF) parallel robot structure 
was design using the RPS configuration [25]. In Fig. 1, 
shows the virtual prototype of the parallel robot. This 
robot is formed by 3 electric actuators, 3 revolute 
joints 3 spherical joints, as well as a mobile platform 
and a fixed platform.  
The configuration of the parallel robot consists in the 
orientation of the actuators using spherical and 
revolute joints. 
 
Two actuators are in opposite position, which means 
that the axes of the revolute joints are parallel; 
meanwhile the third actuator, is oriented at 90°, or 
rather, the axis of the revolute joint is 90° turned in 
relation to the other actuators. The parallel robots 
proposed by other authors have the actuators oriented 
to the center of the platform.  
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Fig. 1 Configuration of the 3-DOF parallel robot. 

 
B. I nverse kinematic 
The inverse kinematics consists in establishing the 
value of the joint coordinates corresponding to the 
end-effector configuration (position and orientation). 
Establishing the inverse kinematics is essential for the 
position control of parallel robots. The geometric 
model design of the 3-RPS configuration parallel 
robot to obtain the inverse kinematic is shown in Fig. 
2. 
 
The equations (1) represented the inverse kinematic 
and were presented in [25]. 
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Table 1 shows the parameters of the virtual prototype 
of the parallel robot and Table II shows the simulation 
results for inverse kinematic (1) for arbitrary values of 
α and β. 
 

Table I . Par allel robot par ameters 
H =0.50 m p = 0.61 m 
h = 0.50 m 

1 2 3 0l l l l l= = = + −   

m1 = 8.9 kg 
0 0.5l =  m 

1w m g=   0.23l− = m 

 

 
Fig. 2 Geometr ic model of the 3-RPS parallel robot. 

 
Table I I . Results for  inverse kinematic 

# 1l [m] 2l [m] 3l [m] α  α  
1 0.6131 0.5010 0.7256 15º 0º 
2 0.4837 0.6780 0.6780 0º 15º 
3 0.5869 0.5362 0.7164 12º 3º 
4 0.5434 0.6330 0.6630 2º 8º 
5 0.4920 0.6224 0.7254 7º 14º 
6 0.5694 0.5599 0.7101 10º 5º 
7 0.5434 0.5882 0.7079 8º 8º 

 
I I I . ROBUST  GPI  CONTROLLER 
 
C. Dynamic modelling 
Obtaining the dynamic model of a parallel robot is 
complex. On the other hand, some researchers 
recommend that dynamic models are not used because 
modeling errors are too numerous [1]. 
Consider independently each of the actuators that 
make up the parallel robot, as shown in Fig. 3. The 
actuator displacement is denoted by zi (i=1,2,3), bi is 
the viscous damping coefficient, Fi is the control input 
and Pi is considered a disturbance resulting from the 
mass of the mobile platform and the load may have. 

 
Fig. 3 Schematic diagram of the actuators. 



D.3 Artículos de congreso  
 

160 
 

Robust GPI Controller for Trajectory Tracking in A 3rps Parallel Robot 

Proceedings of IASTEM International Conference, Mexico City, Mexico, 28th-29th June 2018 

7 

The mathematical models of the actuators can be 
obtained by applying Newton's second law or 
Euler-Lagrange formulism and are given by: 
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In order to control the position of the mobile platform 
of the parallel robot, the actuators are controlled 
independently. So only the development of the 
controller design for one actuator will be shown. 
Expressing the mathematical model of an actuator as a 
perturbed system: 
 

1 1 1z u α= +&&  (2) 

 
Where ξ1 represents a time polynomial signal of 
degree 3, of, otherwise, unknown character. The 
control input is u1 and z is the output variable. 
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A bounded disturbance is considered due to the mass 
present in the mobile platform of the form: 
 

3 2
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D. Controller  design 
To compensate the disturbance and achieve the 
controller's objective of tracking a desired trajectory, 
the following robust controller is proposed. 
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where 1z

)
&  is an integral reconstructor of the linear 

velocity of the piston rod, which is given by 
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Clearly, a suitable linear combination of up to fourth 
iterated integrations of the system output tracking 
error compensates the three-degree time polynomial 
perturbation input, ξ(t). Substituting the controller (5) 
and the polynomial representing the disturbance (4) in 
(2), we get 

( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

1 1 5 1 10 1 4 1 1

3 1 1 2 1 100 0

1 1 10 00

0 1 10 0 00

3 2
3 2 1 0

d d d

t t

d d

t

d

t

d

z z k z z z k z z

k z z d k z z d d

k z z d d d

k z z d d d d

a t a t a t a

α

α α

α α α

α α α

α α α

α α α α

= − − − − −

− − − −−

− −− −

− −− − −

+ + + +

− −
−
−

&& && & &

 

(7
) 

 
The use of the robust GPI controller (5) yields the 
following closed-loop dynamics for the trajectory 
tracking error, e(t) = z1 – z1d(t): 
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The characteristic equation of the system is now: 
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The parameters were selected to ensure that the error 
dynamics was globally asymptotically stable. We 
carry out a term by term equalization of the closed 
loop characteristic polynomial with the desired 
polynomial, given by: 
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with 1.5, 8nα α= = . 
 
E. T rajectory tracking 
Desired position trajectory is given by the following 
Bézier polynomial: 
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where ( )i d iz z t=  and ( )f d fz z t=  are initial and 

final desired positions, so that the mobile platform 
starts from an initial position and go to a final position 
with a smooth change, such that: 
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