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Prélogo

Este libro es el resultado de la extensa trayectoria del profesor Samuel de Jesus Hidalgo Orellana, compafiero
docente de nuestra instituciéon con mds de tres décadas dedicadas a la ensefianza y la transmision del
conocimiento en el ambito de las matematicas aplicadas, el calculo vectorial y las ecuaciones diferenciales.
Constituye los primeros apuntes de calculo vectorial elaborados especificamente para los estudiantes del Instituto
Tecnoldgico de Ensenada, con el propdsito de satisfacer la necesidad de desarrollar problemas de manera
detallada y accesible, fomentando una comprensidon profunda tanto para alumnos como para docentes del
Tecnoldgico Nacional de México. El profesor Hidalgo Orellana, al constatar que las fuentes de informacién
disponibles a menudo carecian de claridad en los pasos necesarios para resolver ejercicios, optd por resolver paso
a paso una serie de problemas ejemplificados. Esta obra, disefiada con un enfoque didactico, incorpora
representaciones graficas de los resultados, elaboradas mediante software especializado como Maple, Matlab,
Wolfram Mathematica, entre otros, que enriquecen la comprensién y proporcionan a los docentes del
Tecnoldgico Nacional de México herramientas valiosas para la ensefianza de la asignatura. Con un enfoque que
armoniza la fundamentacién tedrica con la aplicacién practica, este libro busca ofrecer claridad y precision,
convirtiéndose en un recurso esencial para los estudiantes y profesionales del Tecnoldgico Nacional de México.
Su estructura y contenido estdn pensados para promover una comprension rigurosa y profunda de los conceptos
y técnicas del calculo vectorial, facilitando el aprendizaje y la ensefianza en esta institucion.

Maestra Sandra Vanessa Badillo Plascencia
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Introduccion

El libro de apuntes de Calculo Vectorial es un material didactico exhaustivo desarrollado como resultado de un
proyecto de afio sabatico en el Instituto Tecnoldgico de Ensenada, disefiado para cubrir al 100% los temas de la
asignatura de Cdlculo Vectorial impartida en los planes de estudio de las carreras de Ingenieria Electromecanica,
Ingenieria Mecatrdnica, Ingenieria Eléctrica y Electrdnica, e Ingenieria en Sistemas. Este trabajo, fruto de muchas
horas de dedicacién, ofrece un enfoque integral que combina una sélida base tedrica con aplicaciones practicas,
incluyendo mas de 250 problemas resueltos que facilitan la comprensidn de los conceptos clave por parte de los
estudiantes. Ademads, se emplearon herramientas computacionales como Mathematica, Maple, Matlab y Octave
para generar graficas que enriquecen la visualizaciéon y solucién de problemas, haciendo el contenido mas
accesible y comprensible para el nivel superior.

El contenido del libro se organiza en cinco grandes temas, cada uno abordado con una estructura que incluye
definiciones, teoremas, demostraciones y aplicaciones practicas:

Vectores en el espacio: Se introduce la definicién de vectores en el plano y el espacio, junto con su interpretacién
geométrica. Se exploran operaciones de algebra vectorial, el producto escalar y vectorial, asi como las ecuaciones
de la recta y el plano. Este tema concluye con aplicaciones practicas que conectan los conceptos con problemas
reales.

Curvas planas, ecuaciones paramétricas y coordenadas polares: Se estudian las ecuaciones paramétricas de curvas
planas, su representacién grafica, derivadas, tangentes, calculo de areas y longitud de arco. También se abordan
las curvas en coordenadas polares y el calculo en este sistema, destacando su utilidad en problemas geométricos.

Funciones vectoriales de una variable real: Este apartado define las funciones vectoriales, analizando sus limites,
continuidad, derivadas e integrales. Se exploran conceptos como longitud de arco, vectores tangentes, normal y
binormal, asi como la curvatura, finalizando con aplicaciones practicas.

Funciones reales de varias variables: Se presenta la definicion de funciones de varias variables, sus gréficas, curvas
y superficies de nivel. Se estudian limites, continuidad, derivadas parciales, incrementos, diferenciales, la regla de
la cadena, derivadas de orden superior, derivada direccional, gradiente y valores extremos, proporcionando una
base sélida para el analisis multivariable.

Integracion multiple: Este tema cubre el cdlculo de areas mediante integrales dobles, integrales iteradas,
integrales dobles en coordenadas rectangulares y polares, asi como integrales triples en coordenadas
rectangulares, cilindricas y esféricas para el cdlculo de volimenes. También se exploran campos vectoriales,
integrales de linea, divergencia, rotacional y su interpretacion geométrica y fisica, junto con teoremas de
integracién y aplicaciones practicas.

El libro destaca por su enfoque pedagdgico, integrando teoria y practica de manera equilibrada, lo que lo convierte
en un recurso valioso tanto para estudiantes como para docentes del area de ciencias basicas. Su disefio permite
utilizarlo como material de apoyo adicional en la ensefianza, reforzando el aprendizaje mediante ejemplos
resueltos y visualizaciones generadas por software especializado. Este esfuerzo refleja un compromiso con la
calidad educativa en el ambito del cdlculo vectorial, ofreciendo un recurso completo y bien estructurado para la
formacidn de ingenieros.
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Vectores en el espacio

En esta seccidn se presenta el concepto esencial de vector, una magnitud definida por su longitud y direccién,
explorado en profundidad tanto en dos como en tres dimensiones. A continuacion, se desarrolla rigurosamente
el algebra vectorial, abarcando operaciones clave como la suma, resta y diversas formas de combinacién vectorial.
Se destacan dos operaciones fundamentales: el producto escalar, que genera un valor numérico, y el producto
vectorial, que produce un nuevo vector. El estudio culmina con un anadlisis detallado de los elementos
fundamentales de la geometria tridimensional, incluyendo rectas, planos y superficies elementales, sentando las
bases para aplicaciones avanzadas.

1.1. Definicidon de un vector en el plano y en el espacio y su interpretacién geométrica
Definicién en el plano (R?):

Un vector en el plano es una entidad matematica con magnitud y direccion, representada como una pareja
ordenada v = (v4,v,), donde v, y v, son las componentes en los ejes (x) e (y). Geométricamente, un vector se
visualiza como una flecha en el plano (xy), con su origen en un punto (a menudo (0, 0) y su extremo en (v4, V).
La magnitud del vector es | v |=, /vf +VZ, Y su direccion esta dada por el angulo que forma con el eje (x).

Definicién en el espacio (R?):

En el espacio tridimensional, un vector es una terna ordenada v = (v4, V5, v3), donde vy, V5, y U3

. ra s 3
son las componentes en los ejes (x), (), y (z). Geométricamente, se representa como una flecha en R”, con
origen en ((0, 0, 0)) y extremo en (vq,V,, V3). La magnitud es = /V12+V22+V§ , ¥ su direcciéon estd determinada

por los dngulos que forma con los ejes coordenados.

Interpretacién geométrica:

En ambos casos, un vector representa un desplazamiento o una cantidad dirigida. En el plano, describe
movimientos en dos dimensiones (por ejemplo, velocidad en un mapa). En el espacio, modela fendmenos
tridimensionales (por ejemplo, fuerza o trayectoria en el espacio). La flecha del vector indica su direccion, y su
longitud refleja su magnitud. Los vectores son fundamentales para describir relaciones geométricas, como
paralelismo, perpendicularidad, o transformaciones lineales, y son herramientas clave en fisica, ingenieria y
matematicas.

1.2 Algebra vectorial y su geometria

El dlgebra vectorial es una rama de las matematicas que estudia los vectores, que son cantidades caracterizadas
por tener magnitud y direccién. En contraste con los escalares, que solo tienen magnitud, los vectores permiten
modelar fenédmenos fisicos como fuerzas, velocidades y desplazamientos en espacios bidimensionales (R? ) o
tridimensionales (R3). Su estudio combina operaciones algebraicas con interpretaciones geométricas,
proporcionando herramientas esenciales en ingenieria, fisica y ciencias computacionales.



Los vectores surgen de forma natural en muchas situaciones. Por ejemplo, los campos eléctricos y magnéticos, el
flujo de aire sobre el ala de un avidn y la velocidad y aceleracién de particulas elementales se describen mediante
vectores. En esta seccidn, examinamos los vectores en el plano xy; luego, ampliamos el concepto a tres
dimensiones.

No todas las cantidades se representan mediante vectores. Por ejemplo, la masa, la temperaturay el precio tienen
magnitud, pero no direccién. Estas cantidades se describen mediante niumeros reales y se denominan escalares.

Vectores, vectores iguales, escalares y vector cero
Vectores:

Un vector es una cantidad que tiene magnitud (o longitud) y direccion. En un espacio euclidiano (R™), un vector
(v) se representa como: v = (v4, Vs, ..., V), donde (vq, v, ..., V) son las componentes del vector. La magnitud
o norma de (V) se calcula como

lv| = \/vlz + Vi + -+ Vi

Vectores iguales:

Dos vectores (U = (U, Uy, ..., Up) Y (¥ = (V1, V5, ..., v,,) son iguales si tienen la misma magnitud y direccién, lo
qgue implica que sus componentes son idénticas:

u=v siysolosi u; =v; paratodoi=1,2,..,n.

Escalares: Un escalar es una cantidad que tiene magnitud, pero no direccién. En términos matematicos, un escalar
es un numero real, es decir, ( ¢ in R). Ejemplos incluyen la temperatura, la masa o un nimero real cualquiera.

Vector cero: El vector cero, denotado como (0), es un vector cuya magnitud es cero y no tiene direccién definida.
En (R™), se representa como: 0 = (0,0, ...,0).

Su magnitud es:

10| = /02 + 02 + --- 4 02 = 0.
Definicidn
Multiplicacion por un escalar y vectores paralelos

Multiplicacién por un escalar: Dado un escalar ¢ € R y un vector v = (vq, vy, ..., V), el multiplo escalar cv es un
vector definido por cv = (cvq, cvy, ..., CVUL).

La longitud (o norma) de cv es |c| - |v|, donde |v| = \Jv? + v3 + - + v}
Si (¢ > 0), el vector (cv) tiene la misma direccion que (v).

Si (¢ < 0), el vector (cv) tiene la direccidén opuesta a (v).

Si (c = 0), entonces (cv = 0), es el vector nulo

Vectores paralelos:

10
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Dos vectores (u) y (v) son paralelos si existe un escalar (¢ # 0) tal que: u = cv o equivalentemente, v = —u.

Esto implica que (u) y (v) tienen la misma direcciéon si ((c > 0)) o direcciéon opuesta si ((c¢ < 0)).

Suma y resta de vectores

La suma vectorial de dos vectores no nulos u y v puede representarse geométricamente de dos maneras
equivalentes:

Regla del Triangulo:

Para sumaru + v, se posiciona el origen de v en la punta de u. El vector resultante u + v es aquel que se extiende
desde el origen de u hasta la punta de v.

Regla del Paralelogramo:

Si u y v no son paralelos, se colocan sus origenes en un punto comun, formando los lados adyacentes de un
paralelogramo. Completando los lados opuestos, el vector u + v corresponde a la diagonal del paralelogramo que
parte desde el origen comun de u y v. Ambas reglas generan el mismo vector suma.

La resta vectorial u — v se define como u + (—v), donde —v es el vector opuesto de v.

Geométricamente: Usando la regla del tridngulo, se coloca el origen de —v en la punta de u. El vector u — v se
extiende desde el origen de u hasta la punta de —v.

Alternativamente, si los origenes de u y v coinciden, u — v es el vector que va desde la punta de v hasta la punta
de u.

Definicion
Vectores de Posicion y Componentes Vectoriales

Un vector v que tiene su origen en el punto(0,0) y su extremo en el punto (v4,v,) en el plano cartesiano se
conoce como vector de posicidn o se dice que esta en posicion estandar. Este vector se representa como:

vV = (v, ;).

Los valores v; y v, son las componentes del vector en los ejes (x) e (y), respectivamente. Dos vectores de
posicion u = (U, Uy) Yy U = (Vq, Vy)

son iguales si y solo si sus componentes son idénticas, es decir:u; =v; y Uy = v,.

Magnitud

La magnitud (o norma) de un vector v = (v4, vy, ..., V) en R™ esla longitud del vector, que representa su tamafio
sin considerar su direccién. Matematicamente, se calcula como:

lv| = \/vlz +vZ+ -+ v

11



Interpretacién geométrica: La magnitud corresponde a la distancia euclidiana desde el origen (0,0, ...,0) hasta el
punto definido por las componentes del vector (v4, vy, ..., V).

Definicidn
Magnitud de un Vector

Dados los puntos P(x1,y1) Y Q(x3,¥2) en el plano, el vector %=(X2 —X,Y,—Y,) tiene una magnitud (o

norma), denotada |l % I que corresponde a la distancia euclidiana entre (P )y (Q):

I PQII= (%, = %)% + (¥, — V,)?.

Para un vector de posicion v = (v4,v,)) (con origen (0,0) y extremo en (v4, v,), su magnitud es:
lv| = /1712 + v2.

Sean u = (uy,u,) y v = (v, v,) dos vectores en R?,y (c) un escalar en R. Las operaciones entre vectores se
definen como sigue:

Operaciones entre Vectores en R?2

Suma de vectores:

u+v=(u +v,u, +vy).
La suma combina las componentes correspondientes de u y v.
Resta de vectores:

U—v= (U —Vq,U; — Vy).
La resta, resta las componentes de v de las de u.
Multiplicacién por un escalar:

cu = {cuq, Cuy).

El escalar (¢) multiplica cada componente de u, escalando su magnitud y, sic < 0, invirtiendo su direccién.

Vectores Unitarios

Un vector unitario es un vector cuya norma es igual a 1, es decir, |v| = /v? + vZ = len R2. Dos vectores
unitarios fundamentales son los vectores unitarios de coordenadas i = (1,0) y j = (0,1), alineados con los ejes
(x) e (y), respectivamente. Estos vectores forman una base ortonormal para R?, permitiendo expresar cualquier
vector v = (v4, V,) como una combinacion lineal v = v;i + v,j.

Los vectores unitarios son esenciales en aplicaciones como fisica, ingenieria y graficos computacionales, donde
normalizar vectores facilita célculos de direccidon y magnitud.

12



Propiedades de las operaciones vectoriales

Sean (u,v,w) vectores en (R™) y (a,c € R) escalares. Las operaciones de suma vectorial y multiplicacion por
escalar satisfacen las siguientes propiedades.

Conmutatividad de la suma:

ut+tv=v+u

Asociatividad de la suma:
u+v)+w=u+w+w).

Elemento neutro de la suma:

Existe un vector cero (0 € R™) talque: u+ 0 = u.

Elemento opuesto:

Para cada (u), existe un vector (—u) tal que: u+ (—u) = 0.

Distributividad del escalar sobre la suma vectorial:
a(u+v) =au+ av.

Distributividad del vector sobre la suma de escalares:
(a+ c)u = au + cu.

Asociatividad de la multiplicacién por escalar:

(ac)u = a(cu).

Elemento neutro del escalar:

l-u=u

Estas propiedades son validas para vectores en cualquier nimero de dimensiones y son fundamentales en algebra
vectorial, con aplicaciones en fisica, ingenieria y geometria.

Vectores en R3

Los vectores en R3 son una extensién natural de los vectores en R?, incorporando una tercera componente para
describir fendmenos en el espacio tridimensional. Un vector de posicion v = (v4, v, v3) tiene su origen en (0,0,0)
y su extremo en el punto (v4, V3, v3). La magnitud de v es:

lv| = /vlz +v2 + v2.

Dos vectores en R3son iguales si tienen las mismas componentes, lo que implica idéntica magnitud y direccion.

Asi, el vector @ desde el punto P(x4,y;,z1) hasta Q(x,,y,, z,) se define como:

P—Q=<X2_X1’yz_y1’22 _Zl>!

13



y tiene la misma magnitud y direccién que cualquier otro vector con las mismas componentes, como RS con (R)
y (S) definidos de manera equivalente. Las operaciones vectoriales en R? se extienden directamente a R3:

Suma de vectores: Dados (U = (uq, Uy, U3)) y (v = (vq, V3, v3)), la suma es:
u+v= (ul + Ul,uz + vz,U,3 + v3>.

Geométricamente, se obtiene mediante la regla del triangulo (colocar el origen de (V) en la punta de (u)) o la
regla del paralelogramo (formar un paralelogramo con (u) y ( v) desde un origen comun, donde la diagonal es la
suma).

Multiplicacién por escalar: Para un escalar (¢ € R), se define:
cu = {(cuyq, ClU,, CUsz).

Esta operacion estira (si (|c| > 1)), comprime (si (0 < |c| < 1)) o invierte la direccion (si (¢ < 0)) del
vector.

Magnitud y Vectores Unitarios en R3

La magnitud del vector PQ, definido desde el punto P(x;, y;, z,) hasta el punto Q(xy, ¥, z,) en R3, se

denota Il PQ Il y representa la distancia euclidiana entre (P) y (Q). El vector P—Q se expresa como:

%:<X2_&’y2_yl’22 _Zl>’

y su magnitud se calcula mediante la férmula:

I PQ = /(%, —%)? + (¥, — V,)* + (2, — 2,)°.

Esta magnitud es fundamental en aplicaciones como el cdlculo de distancias en geometria
tridimensional, el analisis de fuerzas en mecdnica y el disefio de sistemas en ingenieria.

Los vectores unitarios de coordenadas en (R%), (i = (1,0)) y (j = (0,1)), se extienden naturalmente a
tres dimensiones. En (R®), los tres vectores unitarios de coordenadas son:

i =(1,00), j=(010), k=(001)

Estos vectores, alineados con los ejes (x), (y)y(z), respectivamente, tienen magnitud 1 y forman una
base ortonormal para (R®). Cualquier vector (v = (v;,v,,v3)) en (R®) puede expresarse como una
combinacidn lineal: (v = vyi + v,j + v3k).

1.3 Producto escalar y vectorial

El producto escalar (o producto punto) es una operacion fundamental en algebra vectorial que asocia a
dos vectores un valor escalar, definida para vectores u = (u;, Uy, u3) y v = (v;, 5, v3) en R® como:

U-v=uv +uv, + uzvs.
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Definicién
Producto Escalar (o Producto Punto)

Dados dos vectores u = (uy, Uy, U3) Yy ¥ = (V1, V5, V3) en R? (o andlogamente en R?), el producto escalar es una
operacion que produce un escalar, definida algebraicamente como:

u-v=uv +uv, +usv; (enR¥, o u-v=uv; +uv, (enR?.

Geométricamente, para vectores no nulos, el producto escalar se expresa en términos de sus magnitudes y el
angulo 8 (con 0 < 8 < m) entre ellos:

u-v=Ilulllvilcosé,

lul = JuZ+us +ud) y |v|=vi+vi+vi

Propiedades clave:

Siu - v = 0yambos vectores son no nulos, entonces (u) y (v) ortogonales ((8 = 90°)).
Si(u=0)o (v =0),entonces (u-v = 0),y el dangulo ( ) no esta definido.

El producto escalar es conmutativo: (u-v = v - u).

Es distributivo respectoalasuma: (u- (v+w) =u-v+u-w).

El producto escalar tiene aplicaciones fundamentales en fisica, como el calculo del trabajo (W = F -d ),y en

ingenieria, para determinar proyecciones escalares CRAY analizar componentes de fuerzas o disefiar sistemas.
vl

En geometria computacional}, se usa para calcular angulos en graficos 3D.

El angulo entre vectores

Si (6= 0):u-v=|u||lv|.(maximo positivo).

Esto indica que el producto escalar es maximo y positivo, ya que los vectores estan alineados.

Si(0 <90°\): u-v=|ul|lv|cos® (cosB > 0).(positivo). El valor es positivo, y su magnitud depende de cos 6.
Se calcula usando las magnitudes y el coseno del angulo conocido, o alternativamente, con las componentes:

UV + UV, + U3 V3

Si(6=m/2): u-v=0. (ortogonalidad). Esto implica que los vectores son ortogonales, y el producto escalar
siempre es cero, independientemente de sus magnitudes.

Si(6>90°):u-v=|u||lv|cosd (cosf < 0).(negativo). El valor es negativo, indicando que los vectores estdn
orientados en direcciones opuestas. Se calcula con las magnitudes y cos 8, o con las componentes algebraicas.

Si (8 = m): u-v = —|u||v|. (maximo negativo). El valor es negativo y de magnitud maxima, reflejando que los
vectores estan completamente opuestos.

Destacan dos casos especiales para vectores no nulos:
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Vectores paralelos (8 = 0)o(8 = m)

Los vectores (u)y(v) son paralelos siy solo siu - v = t|uj|v|.

Si 8 = 0 (misma direccién), cos0 =1, yu - v = |u||v| = n (direcciones opuestas), cosm = —1,y
u-v=—|ul|v|

Los vectores son perpendiculares (8 = m/2) siy solosiu-v=0yaque cosm /2 = 0.

El segundo caso da lugar a la importante propiedad de ortogonalidad

Definicién

Vectores Ortogonales

Dos vectores u y v en R™ son ortogonales siy solo si su producto escalar es cero: u - v = 0.

El producto escalar en R™ para u = (uy, Uy, ..., Up) YV = (U1, V3, ..., Up)

se define como: U - ¥ = u vy + Upvy + - + Uy vy

Geométricamente, en R? o R3, siuy v son no nulos y ortogonales, forman un dngulo de 90° (perpendiculares),

yaque:u-v = |u||v|cosd =0, cosd =0,0 =§.

Ejemplo No. 1

Calculo del producto escalar

Dados los vectores, calculamos sus productos escalares.

Caso l:u = 6i — 12jyv = 12k

Representamos los vectores en R%:u= (6,—12,0), v=1(0,0,12)

El producto escalar se calcula como: u - v = (6)(0) + (—=12)(0) + (0)(12) =0+0+0=10
Porlotanto, u-v=0.

Caso2: U=(3,1) y v=(0,1)

Los vectores estan en R?. El producto escalares: u - v = (3)(0) + (1)(1) =0 + 1 = 1. Porlo tanto, u-v=1

Caso 1: u-v=0 Caso 2: u-v=1

El resultado (0) indica que los vectores son | El resultado (1) es directo, ya que los vectores

. , . 2
ortogonales, lo cual es consistente con el hecho | estan correctamente definidos en R
de que u esta en el plano (xy) y v estd en el eje

(2).
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Teorema

Producto escalar (producto punto)

Dados dos vectores u = (uy, Uy, U3) Yy v = (v, V5, v3) en (R3), el producto escalar se define como:
UV =uv; +uyv,; +uzv;

En general, para dos vectores u = (uy, Uy, ..., Uy) Y ¥ = (U1, V5, ..., V) en (R™), el producto escalar se define

como:
n
u-v= Z u;v;
i=1
Teorema

Propiedades del producto escalar

Sean u, v, w vectores en R™ y (¢) un escalar. El producto escalar satisface las siguientes propiedades:
Conmutativa:

uv=v-u

Homogeneidad:

c(u-v)=(cu) - v=u-(cv).

Distributiva:

u-w+w)=u-v+u-w.

Positividad:

u-u=>0,yu-u=0siysolosiu=0.

Propiedad del vector nulo:

0-v=0.

Proyecciones ortogonales

Dado dos vectores u'y v # 0 en R™, la proyeccion ortogonal de u sobre v, denotada proj,u, es el vector que

representa la componente de u en la direccidn de v. Este vector se encuentra sobre la linea generada por v y se
interpreta como la "sombra" de u proyectada ortogonalmente sobre dicha linea. La proyeccién se define como:

proj,u = (uj v
V-v

El vector proj,u tiene las siguientes propiedades, dependiendo del angulo 6 (con 0 < 6 < m) entreuy v:
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Si0 <6 < m/2, proj,u apunta en la misma direccion que v.
Sim/2 < 6 <m, proj,u apunta en la direccién opuesta a v.

Si® = m/2, uy v son ortogonal Ascendente, y proj u=0

3.0 2.0 1.5
25 15

2.0 v u 10 v 1.0
proj_vu

1.0 05 6
2 4\ 1 2 3 proj_vu
05 -05 M

roj_v u
8 1 2 3 4 P -1.0 -0.5 0.5 1.0 1.5

' Sim/2 < 6 <m, proj,u ta | S0 = m/2, uywson ortogonal
510 <0 < /2, "M apunta | 7/ sm apunta "o

. - roj
) . ., en la direccion opuesta a v. Ascendente, y proj,
en la misma direccion que v.

Definicidn
Proyeccion ortogonal de u sobre v

Sean u y v # 0 vectores en R". La proyeccién ortogonal de u sobre v , denotada proj,u, es el vector que

representa la componente de u en la direccidon de v. Este vector yace en la linea generada por v y se define como:

. u-v
proju=| — |v
V-V
Geométricamente, proj, U puede interpretarse como la "sombra" de u proyectada ortogonalmente sobre la linea
que pasa por v
Definicién
Proyeccion ortogonal de u sobre v

Seanuy v # 0 vectores en R" . La proyeccién ortogonal de u sobre v, denotada proj,u, es el vector que

representa la componente de u en la direccidn de v. Este vector yace en la linea generada por v y se define
como:

proj,u = (uj v
V-V
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v

Equivalentemente, si 6 es el dngulo entre u y v, la proyeccién puede expresarse como: Proj,u = |u|COSH-

uv_
v

Geométricamente, proj,u es la "sombra" de u proyectada ortogonalmente sobre la linea generada por v

El componente escalar de u en la direccién de v, denotado comp, U, es: COmp, U = |u|COS<9

Producto vectorial (producto cruz)

El producto vectorial es una operaciéon fundamental en el dlgebra vectorial que permite combinar dos vectores en
un espacio tridimensional para generar un nuevo vector con propiedades Unicas. A diferencia del producto escalar,
gue produce un escalar, el producto vectorial resulta en un vector que es perpendicular al plano formado por los
vectores originales. Esta caracteristica lo convierte en una herramienta esencial en diversas areas de las
matemdticas, la fisica y la ingenieria, donde la orientacién y la perpendicularidad son cruciales.

El producto vectorial surge de manera natural en aplicaciones fisicas y geométricas. Por ejemplo, en mecanica, se
utiliza para calcular el torque generado al aplicar una fuerza a un objeto en rotaciéon, como cuando se usa una
Ilave para girar un tornillo. La magnitud del torque depende de la fuerza aplicada, la distancia desde el punto de
rotacion y el dngulo entre ellos, mientras que su direccion indica el eje de rotacion. En electromagnetismo, el
producto vectorial describe la fuerza de Lorentz que actla sobre una particula cargada en movimiento dentro de
un campo magnético, determinando la trayectoria curva de la particula. En geometria, el producto vectorial
permite encontrar un vector normal a un plano definido por dos vectores, lo que es util en graficos por
computadora para calcular la orientacidon de superficies o en el disefio de estructuras. Ademas, en dinamica de
fluidos, se emplea para analizar el momento angular o la vorticidad de un fluido en rotacion.

Definicion
Producto vectorial

Sean u = (uy,uy,uz) y v = (vq,,,v3) vectores en R*. El producto vectorial u X v es un vector en R®cuya
magnitud es: |[u X v| = |u||v|sin 0 donde O(con 0 < 6 < 7) es el angulo entre u y v. La direccion de u X v es
perpendicular al plano formado por u y v, determinada por la regla de la mano derecha: si los vectores se alinean
desde un origen comun, los dedos de la mano derecha se curvan de u hacia v, y el pulgar indica la direccién de
u X v. En términos de componentes, el producto vectorial se calcula como:

UXv= (u2v3 - u3v2,u3v1 - ulvg, u1v2 - UZUI)

Siu X v =0, los vectores u y v son paralelos (o al menos uno es el vector nulo), y la direccidn no esta definida.

Teorema

Geometria del producto vectorial

3
Sean uy v vectoresen R”.
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Paralelismo: Los vectores u y v son paralelos (es decir, 8 = 006 = m, 0 al menos uno es el vector nulo) siy solo
siuxv=0.

Area del paralelogramo: Si u y v son lados adyacentes de un paralelogramo en R?, el 4rea del paralelogramo
estd dada por: |{u X v| = |u||v|sin8 donde 6 (con 0 < 0 < ) es el dngulo entre u y v. El vector u X v es
perpendicular al plano del paralelogramo, y su magnitud representa el area de dicho paralelogramo.

Nota: La perpendicularidad de u X v al plano formado por uy v permite interpretar geométricamente el producto
vectorial como un vector normal al paralelogramo.

Teorema

Propiedades del producto vectorial

Seanu, v,y wvectores en R?, ysean (a)y (b) escalares. El producto vectorial satisface las siguientes propiedades:
Anti conmutatividad:

uxv=—wwxu).

Compatibilidad con escalares:

(au) X (bv) = ab(u X v).

Distributividad respecto a la suma:

ux@+w)=Uxv)+uxw). y m+v)xw=@wxw)+ vxw).
Ortogonalidad:

u X v es perpendicularauy v, esdecir, uXv) - u=0y(uxv) -v=0.

Nota: El producto vectorial no es asociativo, es decir, en general, (U X ) X w # u X (v X w).
Teorema

Productos vectoriales de los vectores unitarios

Seani = (1,0,0),j = (0,1,0), y k = (0,0,1) los vectores unitarios estandar en R3. Los productos vectoriales
entre estos vectores satisfacen las siguientes relaciones:

o iXj=kjxi=-k.
o jxk=ikXxj=-i.
o kXxi=jixk=—j.
o iXi=jxj=kxk=0.

Estas relaciones son consistentes con la regla de la mano derecha y reflejan la anti conmutatividad del producto
vectorial (u X v = —v X u). Nota:
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Estas propiedades son fundamentales para calcular el producto vectorial de vectores arbitrarios en R?
expresados en la base {i, j, k}

Teorema

Calculo del producto vectorial mediante determinante

Sean u = wuyi 4 uyj + usk y v = vyi + v,j + v3k vectores en R?, donde i = (1,0,0), j = (0,1,0),

k = (0,0,1) son los vectores unitarios estandar. El producto vectorial u X v puede calcularse mediante el
siguiente determinante formal:

([ N 4
Uxv=u U, U,
Vl V2 V3

Es decir:
uXv = (Upvz — uzv)i — (U V3 — uzv)j + (W v, — Uk
El vector resultante es perpendicular a u y v, y su direccion sigue la regla de la mano derecha.

Nota: El determinante es una notacidn mnemonica que simplifica el calculo del producto vectorial en términos de
las componentes deuy v.
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1.4 Ecuacion de la recta

El Sistema de Coordenadas xyz
Sistema de coordenadas tridimensional

Hasta ahora, el estudio del calculo se ha centrado en funciones y vectores en el plano bidimensional (xy). Sin
embargo, muchos fenémenos fisicos, como la trayectoria de un avién que varia en altitud, requieren un sistema
de coordenadas tridimensional. En este sistema, las posiciones se describen mediante tripletas ordenadas (x, y, z),
donde (x) y (y) representan las distancias horizontal y vertical en el plano, y (z) denota la altitud. El conjunto de

todas las tripletas (x, y, z) forma el espacio tridimensional, denotado R3.

El sistema de coordenadas tridimensional cartesiano se define mediante tres ejes rectangulares mutuamente
perpendiculares: el eje (x), el eje (v), y el eje (z), que se intersectan en el origen (0, 0, 0). El eje (z) es perpendicular
al plano (xy), extendiendo el sistema bidimensional. Los tres planos coordenados principales son:

e Elplano (xy), que contiene los ejes (x) y (y) (definido por z = 0).
e Elplano (xz), que contiene los ejes (x) y (z) (definido pory = 0).

e Elplano (yz), que contiene los ejes (y) y (z) (definido por x = 0).

Estos planos dividen R3en ocho regiones llamadas octantes. El primer octante es la regidon donde x,y,z =0,

. . , . 3
mientras que los otros octantes no tienen una nomenclatura estandar. Muchas propiedades de R®, como
distancias y angulos, son extensiones naturales de conceptos del plano (xy), y son fundamentales en matematicas,
fisica e ingenieria.

3
Planos coordenados y octantes en R

En el sistema de coordenadas cartesiano tridimensional R”, tres planos coordenados principales, perpendiculares
entre si y que pasan por el origen ((0, 0, 0)), dividen el espacio en regiones llamadas octantes. Estos planos son:

e Plano (xy): Definido por z = 0, contiene los ejes (x) e (y).
e Plano (xz): Definido por y = 0, contiene los ejes (x) y (z).

e Plano (yz): Definido por x = 0, contiene los ejes (y) y (2).

Los tres planos dividen IR*en ocho octantes, cada uno determinado por los signos de las coordenadas ((x, y, z)).
Los octantes se identifican como sigue:

Primer octante:x >0,y =0,z = 0.
Segundo octante: x < 0,y =0,z = 0.
Tercer octante: x < 0,y < 0,z = 0.
Cuartooctante:x =0,y < 0,z = 0.

Quinto octante:x =0,y >0,z < 0.
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Sexto octante: x < 0,y =0,z < 0.
Séptimo octante: x < 0,y < 0,z < 0.

Octavo octante: x =20,y < 0,z < 0.

Nota: El primer octante (x = 0,y = 0,z = 0) es el Unico con una convencién de nomenclatura estandar, analogo

a los cuadrantes en R“ . Los octantes son Utiles en aplicaciones geométricas y fisicas para localizar puntos en el
espacio tridimensional.

. . as . 3
Puntos en el espacio tridimensional R

En el sistema de coordenadas cartesiano tridimensional Rs, los ejes (x), (¥), y (z), mutuamente perpendiculares,
se intersecan en el origen, denotado por (0,0,0). Un punto en R3se representa mediante una tripleta ordenada
(a, b, c), que describe la posicion alcanzada al desplazarse desde el origen (a) unidades a lo largo del eje (x), (b)
unidades a lo largo del eje (¥), y (c) unidades a lo largo del eje (z). Si alguna coordenada es negativa, el
desplazamiento ocurre en la direccidon opuesta del eje correspondiente.

Para visualizar un punto (a, b, ¢), se puede construir un paralelepipedo rectangular con un vértice en el origen
(0,0,0) y el vértice opuesto en (a, b, c). Los otros vértices del paralelepipedo son (a, 0,0), (0,b,0), (0,0,c),
(a,b,0), (a,0,c),y (0,b,c), definidos por los desplazamientos a lo largo de los ejes.

. - e . 3,.
Nota: La tripleta (a, b, ¢) corresponde al vector de posicién desde el origen al punto, y cada punto en R”tiene
una representacién Unica en este sistema cartesiano.

Ejemplo No. 2. Grafica las coordenadas de los vérticesde las siguientes cajas rectangulares:
(3I0l5)lB(3I4IO)’ C(OI4I5) D(3’4I5)I yl A(SI _4l5)lB(0’ _4'0)F C(OI _4'5)I D (OIOIS)I E (31-4IO)I yl A (5l OI 1O)l B
(0,8,0),C(5,8,10),D (0,0, 10), E (5, 8, 0), y un cubo con todos sus vértices a partir del punto (0,-3,0).

.45 3,4,5)

(3.0.5)

(4 4.0)
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. . 3
Ecuaciones de planos simples en R

El plano ( xy ) estd formado por todos los puntos en el espacio tridimensional (x, y, z) cuya coordenada ( z ) es
igual a 0. Por lo tanto, se define como el conjunto x,y,z) : z = 0}y su ecuacidones z = 0. De manera analoga,
el plano ( xz ) se representa por la ecuaciony = 0,y el plano ( yz ) por la ecuacién x = 0.

Los planos paralelos a los planos coordenados son sencillos de describir. Por ejemplo, la ecuaciéon x = 2
representa el conjunto de puntos con coordenada x = 2, mientras que las coordenadas (y) y (z) son arbitrarias.
Este plano es paralelo al plano ( yz ) y se encuentra a una distancia de 2 unidades de él. De forma similar, la
ecuaciény = a describe un plano paralelo al plano ( xz ), situado a |a| unidades de distancia, y la ecuaciéon z =
acorresponde a un plano horizontal paralelo al plano ( xy ), a una distancia de |a| unidades

2 3 -2 X 5

Ecuacion de la recta

En el cdlculo diferencial, la grafica de una ecuacion lineal con dos variables, y = mx + b, representa una recta,
mientras que la grafica de una ecuacién cuadréatica, y = ax? + bx + c, describe una parabola. Ambas se ubican
en el plano (xy ) (espacio bidimensional). Nuestro propdsito ahora es extender este analisis al espacio
tridimensional, explorando qué objetos geométricos basicos lo definen y cdmo se describen mediante ecuaciones.

Entre los elementos mas fundamentales en tres dimensiones destacan la recta y el plano. En esta seccién de los
apuntes, desarrollaremos las ecuaciones que los caracterizan y examinaremos sus propiedades y aplicaciones.

Rectas en el espacio

. L. 3 . s . . . .z .z
Dos puntos distintos en R”determinan una recta Unica. Alternativamente, un punto y una direccién también
definen una recta Unica. Aprovechamos estas propiedades para desarrollar dos descripciones distintas de rectas
en el espacio: una basada en ecuaciones paramétricas y otra en ecuaciones vectoriales.

Ecuacion de una recta

La ecuacion vectorial de una recta que pasa por el punto Py (xg, Yo, Zo) en la direccidn del vector v = (a, b, c) se
expresa como r(t) = ro + tv, o equivalentemente, (x,y,z) = (xq, Yo, 20) + t{a, b, c), donde —co < t < oo.

De manera equivalente, la ecuacidn paramétrica correspondiente de la recta se escribe como:
x=xo+at, y=y,+bt, z=2zy+ct, para —oo <t < oo,

Donde:
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r(t) = ry + tv es la ecuacién vectorial de la recta,
v = (a, b, c) es un vector en la direccidn de la recta,

Py (%0, Y0, Zo) €s un punto fijo en el espacio.

Ejemplo No. 3.

Dada la ecuacién vectorial de una recta que pasa por el punto Py(x, Yo, Zo) en la direccién del vector v = {a, b, c),
se expresa como 1'(t) = ¢ + tv, donde I, es el vector de posicién del punto Py, v es el vector director, y (t ) es

un pardmetro real con —o0 < t < oo,
Ecuacion vectorial:
Punto dado: Py(1,2,4), por lo que o = (1,2,4).
Vector director: v = (5,—3,1).
La ecuacion vectorial de larecta (1) es:
Ecuacion paramétrica:
Descomponiendo la ecuacion vectorial en componentes, se obtiene:
x=1+4+5t, y=2-3t, z=4+t para—o<t<
Por lo tanto, las ecuaciones de la recta ( [ ) son:
Vectorial:
r(t) =(1,2,4) + t(5,—3,1)
Paramétrica:

x =1+4+5,y=2-3t,z=4+t-0<t < oo,
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1.5 Ecuacidn del plano y serie de ejercicios de la unidad

Intuitivamente, un plano se concibe como una superficie plana que se extiende infinitamente en todas las
. . 3 . . . . ;.
direcciones. En IR”, tres puntos no colineales (que no se alineen en una misma recta) determinan un tnico plano.

. 3 . o s .
Alternativamente, un plano en R° puede definirse de manera Unica por un punto sobre el plano y un vector no
nulo ortogonal (perpendicular) a él. Este vector, conocido como vector normal, determina la orientacién del plano.

.« . ez 3
Definicién de un Plano en R

Dado un punto fijo Py y un vector normal n distinto de cero, el conjunto de puntos ( P ) en R? para los cuales el
vector PP es ortogonal a n se denomina plano.
Ecuacion general del plano en R?

El plano que pasa por el punto Py (xg, Vo, Zg) con un vector normal no nulo n = (a, b, ¢) se describe mediante la
ecuacion general a(x —xg) + b(y —yo) + c(z —z,) =0, o equivalente, ax + by + cz = d, donde d =
axg + by, + ¢z,

Analisis de la ecuacién del plano

Los coeficientes (a ), (b ) y ( ¢ ) en la ecuacion general de un plano ax + by + cz = d determinan la
orientacién del plano, ya que definen la direccién del vector normal {a, b, ¢). Por otro lado, el término constante
( d ) establece la ubicacién del plano en el espacio. Si(a ), ( b )y (¢ ) se mantienen fijos mientras ( d ) varia, se
genera una familia de planos paralelos, todos compartiendo la misma orientacion.

Ejemplo No. 4
Encuentra una ecuacién del plano que pasa por Py (2, —3,4) con un vector normaln = (—1,2,3).

La ecuacion de un plano que pasa por un punto Py(xg, Yo, Zo) con un vector normal n = (a, b, ¢) se deriva de la

condicién de que el vector @ (donde (P (x, y, z) ) es cualquier punto del plano) sea ortogonal a n. Esto se expresa
como N W =0

Paso 1: Identificar los datos

Punto dado: Py (2, —3,4), por lo que (xg, Yo, 2o) = (2,—3,4).

Vector normal: n = (—1,2,3),dondea = —1,b = 2,c = 3.

Paso 2: Formular la ecuacién punto-normal

Elvector PP =(X—X,, Y=V, Z2—2,) =(X—=2,y—(-3),2—4) =(x—2,y+3,2—4).
La ortogonalidad implica: n ﬁi =0

Sustituyendo:

(-1,23) (x—2,y+3,z—4)=0
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Desarrollando el producto escalar:

Paso 3: Simplificar la ecuacién Distribuimos y resolvemos:

—(x—2)+2(y+3)+3(z—4)

Il
o

—x +2+2y+6+4+3z—12 =
—x+2y+3z+(2+6—-12)=0

—x+2y+3z2—-4=0
La ecuacién del planoes:x —2y —3z+4 =0

Ecuacion del plano, el punto y el vector normal
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Definicién
Planos Paralelos y Ortogonales

Dos planos distintos en R3se consideran paralelos si sus vectores normales respectivos, denotados como
ny = (a4, by, c1) yny = (ay, by, c;), son paralelos, es decir, si existe un escalar k # 0 tal que n, = kny. Por otro
lado, dos planos se dicen ortogonales si sus vectores normales respectivos son perpendiculares, lo que se cumple
cuando el producto escalar de nq y n, es cero, es decir, nq - n, = a;a, + b;b, + cyc, = 0.

Ejemplo No. 5

Encuentra la ecuacién del plano ( Q ) que pasa por el punto (—2,4,1) y es paralelo al plano 3x — 2y + z = 4.

Dos planos son paralelos si sus vectores normales son paralelos, es decir, si son multiplos escalares uno del otro.
La ecuacién de un plano se puede expresar como ax + by + cz = d, donde (a, b, c) es el vector normal.

Paso 1: Identificar el vector normal del plano dado.

El planodadoes 3x — 2y + z = 4. El vector normal de este plano es n; = (3, —2,1), determinado por los
coeficientesde (x ), (y)y(z).

Paso 2: Vector normal del plano ( Q)

Dado que el plano ( Q ) es paralelo al plano dado, su vector normal n, debe ser paralelo a nq . Por lo tanto, n, =
(3,—2,1) (o un mdltiplo escalar de este vector, pero la direccién es la misma).

Paso 3: Usar el punto para determinar la ecuacién

La ecuacién del plano que pasa por un punto Py (xg, Yo, Zo) con vector normaln = (a, b, c) se deriva de la
condicion n-R,P =0.

Punto dado: Py(—2,4,1) , por lo que (xq, Yo, 2o) = (—2,4,1).
Vector normal: n = (3, —2,1).
El vector

PP = (X=X, Y= Yo, Z—2,) ={(X—(=2),y—4,2-1) =(x+2,y—4,2-1).

La ecuacion se obtiene como: n-P,P =0

3,-21)-{(x+2,y—4z—-1)=0

Desarrollando el producto escalar:
3x+2)+(-2)(y—-4)+1(z—-1)=0
3x—2y+z+(6+8—-1)=0

3x —2y+z+ 13 =0
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Paso 4: Forma general

La ecuacidn del plano ( Q ) en forma generales:3x — 2y + z + 13 = 0

Esta ecuacion tiene el mismo vector normal (3, —2,1) que el plano dado, confirmando que es paralelo, y pasa por
el punto (—2,4,1)

Ejemplo No. 6

Componentes y magnitudes de vectores

Sean los puntos (0(0,0)), (P(3,2)), (Q(4,2)) y R(—6,—1) en el plano cartesiano. Para cada uno de los vectores

OP, 0Q, ORy PQ), realiza lo siguiente: Determina las componentes del vector. Calcula la magnitud del vector.

Solucién: Componentes y magnitudes de vectores

Dados los puntos (0(0,0)), (P(3,2)), (Q(4,2))y(R(—6,—1)) en el plano cartesiano, determinamos las
componentes y calculamos la magnitud de los vectores (@), (O—Q),(ﬁ) y (P—Q)

1. Vector (OP)

Las componentes del vector (@) son: OP =(3-0,2-0) = (3,2).

La magnitud es: |($ |= \/32+722 = \/9+_4 = \/]E

2. Vector (OQ)

Las componentes del vector (O—Q) son: 0Q = (4-0,2-0)=(4,2).

La magnitud es: |® |= \/m = \/]m = \/% = 2\/5.

3. Vector (OR)}

Las componentes del vector (ﬁ) son: OR = (-6—0,-1—0) = (-6, -1).
La magnitud es: |OR |= \/m =/36+1=1/37.

4. Vector (W})

Las componentes del vector (@) son: W} =(4-3,2-2)=(10).

La magnitud es: |PQ =1 +0? = J1=1.
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Ejemplo No. 7

Calculo de vectores de posicion

Dados los puntos A(—2,0),(B(6,16)),(C(1,4)),(D(5,4)),E(\/§,\/7),yF(3,2,) en el plano cartesiano,

determina las componentes de los siguientes vectores de posiciéon: AB, AC, EF, CD Vector AB : Desde
A(=2,0)a (B(6,16)), las componentes son (6 — (—2),16 — 0) = (8,16).

Vector AC : Desde A(—2,0) a (C(1,4)), las componentes son (1 — (—=2),4 —0) = (3,4).
Vector EF : Desde E(\/f, \/E) a (F(3,2)), las componentes son (3 —2,2 - \/7)

Vector CD: Desde (C(1,4))a(D(5,4)), las componentes son (5 — 1,4 — 4) = (4,0).

Ejemplo No. 8

Operaciones vectoriales

Dados los vectoresu = (4,—2), v = (—4,6)y w = (0,8) en el plano cartesiano, realiza las siguientes operaciones
vectoriales y expresa los resultados en la forma ((a, b)): u+v,w—u,2u+3v, (10u-3v+w)

u + v: Componentes: (4 + (—4),—2 + 6) = (0,4).
w — u: Componentes: (0 — 4,8 — (=2)) = (—4,10).
2u + 3v: Multiplicacién escalar: 2u = (8, —4), 3v = (—12,18). Suma: (8 + (—12),—4 + 18) = (—4,14).

10u — 3v + w: Multiplicacién escalar: 10u = (40, —20), 3v = (—12,18). Resta: (40 — (—12),—20—-18) =
(52,—-38). Suma conw: (52 + 0,—38 + 8) = (52,—-30)

Ejemplo No. 9

Dados los vectores u = (3,—4), v=(1,1) y w=(—1,0)en el plano cartesiano, realiza las siguientes
operaciones:

a. Calcula la magnitud del vector u + v + w.

b. Calcula la magnitud del vector —2v.

c. Determina dos vectores paralelos a 1 cuya magnitud sea cuatro veces la de u.

Magnitud de u + v + w: Suma de componentes: (3+1—1,—-4+ 1+ 0) = (3,-3).

Magnitud: 32+—32= /18 = 3/2.

Magnitud de —2v: Producto escalar: —2 - (1,1) = (=2, —2). Magnitud: —22+—22= /8 = 2+/2.

Dos vectores paralelos a u con magnitud 4 - |u|: Magnitud de u : /3% + (—4)? = 5. Magnitud deseada: 4 -5 =
20.
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Vectores paralelos: ku = (3k,—4k), con 5|k| =20, |k| =4. Para k = 4: 4u = (12,—16). Para k = —4:
—4u = (—12,16). Ambos tienen magnitud 1/ (3k)% + (—4k)2 = 5 - 4 = 20.

¢Cual tiene mayor longitudu —vow — u?
Célculo de u — v: Componentes: (3 —1,—4 — 1) = (2, —5). Magnitud: /22 + (—5)? = v/29 =~ 5.385.

Calculo de w — u: Componentes: (—1 —3,0 — (—4)) = (—4,4). Magnitud: \/(—4)2 + 42 = /32 = 42 ~
5.656. Comparacién: Como 4v2 =~ 5.656 > /29 ~ 5.385, el vector w — u tiene mayor magnitud.

Ejemplo No. 10

Dado el vector v = (—5,12) en el plano cartesiano, exprésalo como el producto de su magnitud y un vector
unitario en la direccion de v.

Magnitud de v:

Para v = (—5,12), la magnitud es 1/ (—5)% + 122 = /169 = 13.

Vector unitario 7

~ v (-512) (—5 12)
v —_— D e—— —,— .
[v| 13 13713

Producto final:

Ejemplo No. 11

Dados los puntos P(—4,1), Q(3,—4), y R(2,6)en el plano cartesiano, realiza las siguientes tareas:

a. Expresa el vector @ en la forma ai + bj.

b. Determina dos vectores unitarios paralelos al vector PR.

a. Vector (ﬁ : Componentes:
b. (2-3,6—(-4)) = (-1,10).

Forma ai + bj:
—1i+ 10j.
c. Vectores unitarios paralelos a PR:

Vector ﬁ :

2-(-4),6—-1)=(6,5).
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Magnitud

|PR|= /6% +52 =/36+25 = /61.
Vector unitario:

7o = (G )

. 6 5
Vector unitario opuesto: (— \/ﬁ' - ﬁ)

8= j(_%)z 2 - j% 55,

R 6 \* 5\° [36+25 |61
= () + () = [ B
61 61 61 61

Ambos tienen magnitud 1 y son paralelos a PR,

Ejemplo No. 12

Operaciones con vectores a partir de puntos

Dados los puntos (Q(3,—4))y(R(2,6)) en el plano cartesiano, encontramos el vector unitario en la misma

direccién del vector (@) . El vector unitario () en la direccién de un vector (v) se calcula como (i = I_zl)' donde
(Ivl = yx* +y?).

Solucioén: Vector unitario en la direccion de (QR)

Paso 1: Calcular el vector (@)

El  vector (@) se obtiene restando las coordenadas de (Q) de las de (R):
QR =(2-3,6—(-4)) = (2—3,6+4) = (-1,10).

Paso 2: Calcular la magnitud de (@)
La magnitud de (@ =(-1,10)) es:

| QR |=/(-1)* +10” = 1100 = V101
Paso 3: Calcular el vector unitario

El vector unitario en la direccion de (@) es:
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ye QR :(—1,10):( -1 10 ]
IQR| 101 (+101'4101)

Verificacion

La magnitud del vector unitario debe ser 1:

@l = ( —1)2+( 10)2_ 1 100_ j101_
W= \Vtot Jyioi/ 101 ' 101  J101

Respuesta final

El vector unitario en la direccion de (@) es:
( -1 10 )

V101 v101/"
En funcién de los vectores unitarios:

-1 10
—i+——j)
<\/101 \/101]
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Ejemplo No. 13

Expresion de un vector como producto de su magnitud y un vector unitario

Dado el vector v = (2, —4,4) en el espacio tridimensional, exprésalo como el producto de su magnitud y un
vector unitario en la direccién de v.

Paso 1: Calcular la magnitud de (v)

La magnitud de v = (x, y, z) se calcula como |v| = \/x? + y? + z2. Para = (2,—4,4)

lv| =22+ (—4)2+42=V4+ 16 + 16 =36 = 6.

Paso 2: Calcular el vector unitario (D). El vector unitario en la direccién de (v) es (¥ = l—zl). Usando |[v| =6

o (2,-4,4) B (2 —4 4) B (1 2 2)
V=76 T\66'6) " \3733)
Paso 3: Expresar(v) como producto. El vector (v) se escribe como:

- P=6 (1 2 2)
v=|v|-v= 3:73'3)"
Verificacion

Multiplicamos para confirmar:
6 (1 22)—(6 L6 ( 2)62)—2 4,4)
3" 3’3/ " 3 3)6°3)= @4,

Ademds, la magnitud de (V) debe ser 1:

L R B

—¢ (1 22)
v=513"33)

Respuesta final
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Ejemplo No. 14

Determinacion de un vector con longitud especifica

Dado el vector w = (2,2,3) en el espacio tridimensional, encuentra un vector que tenga una longitud
(magnitud) de 10 y la misma direccién que w.

Un vector en la misma direccidén que (w) es un multiplo escalar (kw), y su magnitud debe satisfacer (|kw| = 10).

La magnitud de un vector (v = (x,, z)) se calcula como (|v| = /x? + y? + z?).

Paso 1: Calcular la magnitud de (w)

Para(w = (2,2,3)): [w| =V22 + 22+ 32 =4+ 4+ 9 =17.
Paso 2: Encontrar el vector unitario en la direccién de (w)

El vector unitario (W) en la direccion de (w) es:

1_(2,2,3)_(2 2 3)
wl— vi7  \V17'v17'v17/

w=

Paso 3: Escalar el vector unitario para obtener magnitud 10

Un vector con magnitud 10 en la direccién de (w) se obtiene multiplicando (W) por 10:

2 2 3 20 20 30
u=10-1’47=10-< )=( )

Alternativamente, racionalizamos los denominadores multiplicando numerador y denominador por (v17):

_(20VT7 20V17 30V17
e T AT AT A

Paso 4: Verificacion

La magnitud de (u) es:

l ( 20 )2 N ( 20 )2 N ( 30 )2 400 N 400 N 900 1700 96 = 10
ul = = = = = .
V17 17 \17 17 17 17 17
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. . . 10 ) . . . L,
El vector tiene magnitud 10. Ademas, (u = k - w) con (k = \/?)' lo que confirma que tiene la misma direccién

que (w).

Respuesta final

El vector de longitud 10 en la misma direccién que (w) es:

20V17 20v17 30v17
17 " 17 17 )’

Ejemplo No. 15

Expresion de un vector como producto de su magnitud y un vector unitario

Dado el vector v = (2,—4,4) en el espacio tridimensional, exprésalo como el producto de su magnitud y un vector unitario
en la direccién de v.

Paso 1: Calcular la magnitud de (v)

La magnitud de (v = (x,y, z)\) se calcula como (|v| = \/x? + y? + z?). Para (v = (2, —4,4)):

lv| =22+ (=42 +42 =4+ 16 + 16 =36 = 6.
Paso 2: Calcular el vector unitario (D)

El vector unitario en la direccion de (v)es(¥ = %). Usando (|v| = 6):

o (2,—4,4)_(2 —4 4) B (1 2 2)
v="% ~ ~\3733)

Paso 3: Expresar (v) como producto

El vector (v) se escribe como:
1 2 2)

— .A=6. —_— =
v=l-? (3’ 3’3

Verificacion

Multiplicamos para confirmar:

6-(5-22)=(62.6-(-2).6-2) = e-sa
3’ 3’3/ 3’ 3/’ 3_(' ).

La magnitud de (V) debe ser 1:
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Respuesta final

Ejemplo No. 16

Determinacion de un vector con longitud especifica

Dado el vector w = (2, V2, \/§) en el espacio tridimensional, encuentra un vector que tenga una longitud
(magnitud) de 10 y la misma direccién que w

Un vector en la misma direccidon que (w) es un multiplo escalar (kw), donde (kK > 0), y su magnitud debe
satisfacer (Jkw| = 10). La magnitud de un vector (v = (x,, z)) se calcula como (|v| = \/x? + y? + z2).

Paso 1: Calcular la magnitud de (w)

Para (w = (2,V2,V3)):

Paso 2: Encontrar el vector unitario en la direccién de (w)
El vector unitario (W) en la direccion de (w) es:

w  (2v243) (223
__—_<§’?’?>

w =
lw| 3

Paso 3: Escalar el vector unitario para obtener magnitud 10

Un vector con magnitud 10 en la direccidon de (w) se obtiene multiplicando (W) por 10:

2 V2 \/§> _ (20 10vV2 10\/§>

=10 w=10-(5,—, =)= (=, —=,—
u v (3’3'3

373 " 3
Paso 4: Verificacion

La magnitud de (u) es:

5 2 2
20 10v2 10v3 400 100-2 100-3  [400 +200+300  [900
lul= (=) +(—=—) +|——] = + + = = = /100
3 3 3 9 9 9 9 9

= 10.

. . , 10 ) . . N
El vector tiene magnitud 10. Ademds, (u = 5 w), lo que confirma que tiene la misma direccién que (w).

Respuesta final

El vector de longitud 10 en la misma direccidon que (w) es: (?,103—\/5,%5).
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Ejemplo No. 17

Determinacion de un vector con longitud especifica en direccion opuesta

Dado el vectorw = (3, -2, \/§) en el espacio tridimensional, encuentra un vector con magnitud 5 en la direccién
opuesta a w.

Solucion: Vector de longitud 5 en la direccién opuestaa (w = (3, —2,\/5))

Dado (w = (3, -2, \/§)), encontramos un vector (1) con magnitud 5 en la direccién opuesta.

Paso 1: Magnitud de (w)

2
lw]| =\/32+(_2)2+(\/§) =V9+4+3=16=4.
Paso 2: Vector unitario en la direccion opuesta

El vector unitario opuesto es:

u=

-w_ (=3,2,—V3)
w4 <_

Paso 3: Vector con magnitud 5

Respuesta final
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Ejemplo No. 18

Fuerzas en cables que soportan una carga

Una carga de 500 Ib cuelga de tres cables de igual longitud que estan anclados en los puntos (-2,0,0), (1,4/3,0) y (1, —V/3,0).
La carga estd ubicada en (0,0,-2v/3). Encuentra los vectores que describen las fuerzas en los cables debido a la carga.

Solucion: Fuerzas en los cables

Puntos de anclaje de los cables:

A= (-2,0,0)
B =(1,V3,0)
¢ =(1,-v3,0)

Posicién de la carga: P = (0,0, —2\/5). Peso de la carga: W =500Ib (vector: W = (0,0,-500))
Longitudes iguales de los cables
Paso 1: Verificar que los cables tienen igual longitud

Calculamos las distancias AP, BP y CP:

AP=\/(—2—0)2+(O—0)2+(0—(—2J§))2=\/—4+0+1 =4

BP=\/(1—0)2+(\/§—0)2+(0—(—2\/§))2=\/1+3+1 =4

CP=\/(1—0)2+(—\/§—0)2+(0—(_2‘/§))2=V1+3+12=4

Todos los cables miden 4 unidades de longitud.
Paso 2: Determinar los vectores unitarios
Vectores desde cada punto de anclaje hasta la carga:
uy =P—-A=(0-(-2),0-0,-2v3-0) =(2,0,-2V3)
u,=P-B=(0-10-+3-2V3-0)=(-1,-v3,-2V3)
u3=P—-C=(0-10-(—V3),-2v3-0) = (-1,V3,-2V3)

Vectores unitarios correspondientes:

€1

__uy (20,-2v3) (1 0 V3
T lugl 4 2772

—

€,

_up (=1,-3,-2v3) 1 V3 3
T lu,l 4 4 4’ 2
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—

5 _uz _ (—1,\/§,—2\/§) _ (_

B |us| B 4

V3 V3
7"7)

Paso 3: Plantear ecuaciones de equilibrio

Las fuerzas en los cables son de tension (T, T,, T;) en direccién de los vectores unitarios: T,€; + T,€, + T;€3 + W = 0

En componentes:

1 1 1
ETl_ZTZ_ZTSZO (X)
V3_ V3
V3 V3 V3

Paso 4: Resolver el sistema de ecuaciones
. V3 V3
De la ecuaciéneny: _TTZ + 7T3 =0,T,=T;
. s 1 1 1 1 1
De la ecuacién en x: ETi - ZTZ _ZTZ =0, ETl = ETZ , I =T,

Porlotanto, T, =T, =T, =T .

V3 V3 V3 3v3

De la ecuacion en z:—73T—73T—73T=500, —TT= 500
500x2 1000
T=- " ——ﬁ~—192.45lb

El signo negativo indica que las tensiones acttian en direccion opuesta a los vectores unitarios (es decir, hacia arriba).

Paso 5: Vectores de fuerza en cada cable

. 1000 (1 V3 500 500
Py= ey = - 1000 (1o, YE) (L0 500y
3V3 2 3v3" " 3
b _pe 10000 1 VY3 V3 _(250 250 500>
2 — eZ - 3 3 41 4 ] 2 - 3\/§; 3 ) 3
b 7e 10000 143 V3)_ (250 250 500>
=l =" B\ Ty T2 )T 33T 3 3
Resultado final:
Los vectores de fuerza en los cables son:
—( 500 0 500) (—96.23,0,166.67) Ib
1 3\/§J 1] 3 . ", .
= (250 250 500) (48.11,83.33,166.67) Ib
2 — 3\/§l 3 ] 3 ~ . ] . ) .
- (250 250 500) (48.11,—83.33,166.67) Ib
3 3\/§J 3 1] 3 . 1] . ) .
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Ejemplo No. 19

Dado un par de vectores u y v, calcula su producto
punto y determina el angulo que forman entre si.
lLu=i+j y v=i—j

2.u=(10,0) y v=(=5,5)

3.u=i y v=i+ \/3_]

4u=\2i+V2jy v=—2i-V2j
S5u=4i+3j] y v=4i-6j

6.u=(340) y v=(04,5)
7u=(-10,04) y v=(123)
8.u=(3,-52) y v=(-951)
ou=2i—-3k y v=i+4j+2k
Vu=i—4j—6k y v=2i—4j+2k

Producto punto o escalar

U'U=u1'171+u2'172+"'+un'17n

Angulo entre vectores

u-v

€os®) =

0 ( u-v )
= arcos | t7—m—r
llullllvll

Solucion:

w-v =)+ 1)(=1) =0

0 = cos™! <\/§0\/§> =90°
w-v = (10)(=5) + (0)(5) = =50
0 = cos™! <10_55(i/§) ~ 135°
u-v =01+ 0)(V3) =1
0 =cos™ ! <%> = 60°
wev = (V2)(—2) + (V2)(—2) = 4
0 = cos™? (2_—2) = 180°
u-v=04)4)+ 3)(-6) =-2
8 =cos™ ! (5 ;jﬁ) ~ 94.76°
u-v=03)0)+## +(0)5) =16
0 = cos™! <5 155) ~ 58.66°
u-v=>0-100(+ 02+ @B =2
0= -1 72 ~ 85.46°

= cos <2m-\/ﬁ>~ )
u-v=3)(-9)+(-5)(5) +(2)(1) = -50
0 = cos™! <%) ~ 138.59°
u-v=02)1)+ 0@ +(-3)(2) =4
0 = cos™! <\/1_3;‘:/2_1> ~ 105.26°

u-v=12+EHED +(=6)(2) =6

6
He—e————) = 71.57°
(& =)

0 = cos™
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Ejemplo No. 20

Dado un par de vectores u y v, calcula la proyeccion
vectorial de v sobre u, denotada como proj,v, vy el

componente escalar de v a lo largo de u, denotado
como scal V.

1Lu = (-14)yv =(—4.2)

2.u = (10,5) yv =(2,6)

3.u = (-8,02)yv =(1,3,-3)

4.u = (50,15)yv =(0,4,—2)

5u =5+ j-5kyv=—i+j— 2k

6.u =i +4j+7kyv =2i—4j +2k

Solucioén:

lLu=(-14) vy v=(-42)

LV _CEDEH+ D) 12
Comp. escalar = 7] = m = \/ﬁ
_6V5
T 5
Proyeccion = (ujv = E(— 2)= (—E §>
V-V 20
=(10,5) vy v=(2,6)
B lar = 10)(2) +(G)(6) _ 50 _ 5V10
omp. escalar = m = m = —2
515

Proyeccién ——<2 6) = <— —>

3.u=(-802) y v=(13-3)

(=8)(1) + (1)) + (2)(=3)
V12 + 32 + (—=3)2

Comp. escalar =

_-14 14719
T Y19 19
14 42 42
Pro eCC|on_— 1,3,-3 - _= 1=
Y < )= 19" 19 19>

=(5,0,15) y v=(04,-2)

(5)(0) + (0)@) + (15)(=2)
V02 + 42 + (=2)2

Comp. escalar =

_—30 345
V20 2

-30
Proyeccion = W«)A' —2)=(0,-6,3)

S5.u=5i+j—-5kyv=—i+j—-2k

G)ED + MM +(=5)(=2)
JED?+12 4 (-2)?

6
ﬁ=\/€

Proyeccion = g<—1, 1,-2)=(-11-2)

Comp. escalar =

6.u =i+ 4j + 7Tkyv = 2i — 4j + 2k

0
V24

WA+ @+ (D)
V22 + (—4)2 + 22
=0

Comp. escalar =

0
Proyeccion = ﬁ(Z, —4,2) =(0,0,0) (ortogonales)
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Ejemplo No. 21

Producto Cruz de ux v

Dados los vectores:
u=(300) y v=(050)

El producto cruz se calcula como:
i
uxv=|3
0

T O =

K
0/=i(0-0-0-5)— j(3-0-0-0) +k(3-5-0-0)
0

Simplificando:
uXv=0i—0j+ 15k = (0,0,15)
lu x v =(0,0,15)|

Dados los vectores:
u=(-4,0,0 y v=(00,2)
El producto vectorial se calcula como:

i j ok
uxv=-4 0 0/=i(0-2-0-0)—j(-4-2—0-0)+k(-4-0-0-0)
0 0 2

Simplificando:
uxv=0i+8j+ 0k =(0,8,0)
Resultado final:

luxv=(0,8,0)]

Dados los vectores:
u=(00,-20) y v=(010)
Calculo del producto vectorial

i j ok
uxv=0 -2 0|=i((-2)-0-0-1)-j(0-0-0-0)+k(0-1-(-2)-0)
0 1 0

= 0i—0j+ 0k = (0,0,0)
Magnitud del producto vectorial

[luxv|=+4024+02+0%2=0
Interpretacion geométrica

El producto vectorial nulo indica que:

Los vectores U y V son paralelos, el dngulo entre ellos es 0 0 180 , no generan un area paralelogramo (4rea
= 0)

uxv=(0,0,0)ll uxvii=0
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Ejemplo No. 22

Resultados de algunas operaciones con vectores unitarios coordenados

jxk=i ixk=—j, —jxk=—i, 3jxi=—3k, 3j xi=—3k, —2ix 3k = 6j, 2j X —5i = 10k.

Ejemplo No. 23

Obtén los productos vectoriales dados los vectores

u=(3,50 y v=(0,3, —6).

uxv
i j k
3 5 0/=i(5-(-6)—j3-(-6))+k(3-3)=(-30,18,9)
0 3 -6
vXu
i j k
0 3 —6/=i(3-0—(-6)-5)—j(0-0—(-6)-3)+k(0-5-3-3) =(30,—-18,—9)
35 0

Resultados: [u x v = (=30, 18, 9)| y |vxu = (30, —18, —9)|

Ejemplo No. 24

Dados los vectores: obtener

u=(-4,11) y v=(0,1,-1)

uxv
i j Kk
4 1 1|=i(t-(-)-11)-j(-4-(-)-1-0) +k(-4-1-1.0)
0 1 -
= i(—1-1) = j(4— 0) + k(=4 — 0) = (=2, —4, —4)
vXu
i j ok
0 1 -1=i(11-(-1-1)-j(0-1-(-1)-(-4)) + k(0-1-1:(-4))
41 1

=i(1+1)—j0—4) +k(0+4)=(2 4 4)

Resultados: |u xv = (-2, -4, —4)| y |v xu= (24, 4)|
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Ejemplo No. 25

Dados los vectores: obtener

u=(23-9 y v=(-11 -1

uxv
i j ok
2 3 -9=i(3(-D-(-9-1)-i(2(-)-(-9)(-) +k(2:1-3-(-D)
11 -1

=i(-3+9)—j(-2—-9)+k(2+3) = (6,11, 5)
vXu

i j ok
-1 1 -1=i(1:(-9)-(-1-3) - j(-1-(-9) - (-1)-2) +k(-1-3-1-2)
2 3 -9

=i(-9+3)—j9+2)+ k(-3 —-2)=(—6, —11, -5)
Resultados:

luxv=(6115)| y |[vxu= (-6 —11,-5)]

Ejemplo No. 26

Dados los vectores: Obtener

u=3,-46) y v=(1,2-1)

uxv
i j kK
3 -4 6|=i((-4)-(-D-6-2)—j(B8-(-1)-6-1) +k(3-2—(-4)-1)
1 2 -

=i(4—12)—j(-3-6) + k(6 + 4) = (-8, 9, 10)
vXu

T
1 2 —1=i(2-6-(C1-(-4)-j(1-6—(-1)-3)+k(1-(—4)—2-3)
3 4 6

=i(12-4)—j(6+3) + k(-4 —6) = (8, =9, —10)
Resultados: [u x v = (=8,9,10)| y [vxu=(8, -9, —10)|

Ejemplo No. 27
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Dados los vectores: obtener

u=3i—-j—-2k y v=i+3j-2k

uxv
i j Kk
3 -1 2 =i((-D-2)- -2@®) - i(3-2) - -2®) +k(33) - (D)
1 3 -2
=i(2+6)—j(—6+2)+k(O+1) = (8 4, 10)
vXu
i j ok
1 3 —2[=i(3(-2-(2(D)-i(1-2) - -2)®) + k(1-1 -3(3))
3 -1 -2

=i(—6—2)—j(-2+6) + k(-1 —9) = (-8, —4, —10)

Resultados:

|ux v =8i+4j + 10k]|

v xu = —8i — 4j — 10k|

Verificacidn de anti conmutatividad

vXu=—(8i+4j+10k) = —uxv
Ejemplo No. 28
Dados los vectores: obtener

u=3i—-j—2k y v=i+3j-2k

uxv
i K
3 -1 2=i((D2-2®) -i(B(-2) - 2®) +k(B® - 1)
1 3 -2
=i(2+6)—j(—6+2)+k(9+1)=(8 4, 10)
vXuUu
i kK
1 3 —2/=i(3(-2)-(-2)(-D) - j(1(—2) - (-2)3)) + k(1(—1) — 3(3))
3 -1 -2

=i(—-6—2)—j(=2+6) + k(-1 —9) = (-8, —4, —10)
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Resultados:

|u x v =8i+4j + 10k|

|v x u = —8i — 4j — 10k|

Verificacién de anti conmutatividad
vXu=—(8i+4j+10k) = —uxv
Ejemplo No. 29
Dados los vectores: obtener
u=2i—-10j+15k y v=05i+j—-0.6k

Conversion a forma matricial

2 05
u=-10|, v=| 1
15 -0.6
uxv
i Kk
2 -10 15 |=i((-10)(-0.6) — 15)@)) — j((2)(~0.6) — (15)(0.5)) + k ((2)(1) — (~10)(0.5))

0.5 1 —0.6
= i(6—15) — j(—1.2 — 7.5) + k(2 + 5) = (=9i + 8.7j + 7k)
vXu
i j kK

05 1 -0.6|=i(@)@15)-(-0.6)(—10)) — j((0.5)(15) — (—0.6)(2)) + k((0.5)(~10) — (1)(2))
2 -10 15

=i(15—6) — j(7.5 + 1.2) + k(=5 — 2) = (9i — 8.7j — 7k)

Resultados finales

luxv=-9i+87j+7k|

|[vxu=9i—87j—7k]|

Verificacidn de propiedad anti conmutativa

vXu=—(uxv)=—(=9i+87j+7k) =9 —8.7j — 7k

Ejemplo No. 30
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Ecuaciones de rectas
Determina tanto las ecuaciones paramétricas
como las ecuaciones vectoriales de las siguientes

rectas.

1. La recta que pasa por (0,0,1) en la direccion
del vector v = (4,7,0).

2. la recta que pasa por(—3,2,—1)en la

direccion del vector v = (1,—2,0).

3. La recta que pasa por (0,0,1) paralela al
ejey.

4. la recta que pasa por (—2,4,3) paralela al
eje x.

5. Llarecta que pasa por (0,0,0) y (1,2,3).

6. Larecta que pasa por (—3,4,6) y (5,—1,0).

7. Larecta que pasa por (0,0,0) que es paralela
alarectar = (3 —2t,5+ 8t,7 — 4t).

Solucion:

1. La recta es r(t) = (0,0,1) + t(4,7,0) Las ecuaciones
paramétricas son x = 4t,y =7t,z=1

2. La recta es r(t) = (—3,2,—1) + t(1,—2,0) Las ecuaciones
paramétricassonx = =3 +t,y =2 —2t,z= -1

3. La direccion es {(0,1,0) y la recta es r(t) = (0,0,1) + t(0,1,0)

4, Las ecuaciones paramétricassonx =0,y =t,z=1
5. La direccion es {(1,0,0) y la recta es
r(t) = (—2,4,3) + t(1,0,0).
Las ecuaciones paramétricasson x = =2 +t,y =4,z=3

6. La direccion es (1,2,3) y la recta es r(t) = t(1,2,3)
Las ecuaciones paramétricas son x = t,y = 2t,z = 3t

7. La direccion es (8, —5, —6) y la recta es
r(t) = (—3,4,6) + t(8,—5,—6). Las ecuaciones
paramétricas son x = =3+ 8t,y =4 — 5t,z = 6 — 6t
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Ejemplo No. 31

Encuentra una ecuacion de los siguientes planos.

1. Elplano que pasa por el punto Py (0,2, —2) con un vector normal n = (1,1, —1)

Solucién:

La ecuacion de un plano con vector normal n = (a, b, ¢) que pasa por el punto (x,, Vo, Z,) S€ €xpresa como:
a(x —x0) +b(y —yo) +c(z—2) =0

Dado n=(1,1,—-1), tenemos (a = 1), (b =1),(c = —1), y el punto Py(0,2,—2) , con (x, = 0), (¥ = 2), (2, = —2).
Sustituyendo:

1x—0)+1(y—-2)+(-1(z—(-2)) =0
Simplificando:
x+@—-2)—-(z+2)=0
x+y—-2-z-2=0
x+y—-—z—-4=0

Por lo tanto, la ecuacién del planoes:x + y —z — 4 = 0

Gréfica de la ecuacién del plano

2. Elplano que pasa por el punto P,(2,3,0) con un vector normal n = (—1,2, —3).
Solucién:
a(x —x0) +b(y —yo) +c(z—2) =0
—1(x—-2)4+2(y—-3)+(-3)(z-0)=0

Desarrollamos y simplificamos:

—-1(x—-2)+2(y—-3)—-3z=0

—x+2+2y—-6-3z2=0

—x+2y—-3z+2-6=0

—x +2y —3z2—-4=0
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Multiplicamos por (—1) para obtener una forma mas estandar:
x—2y+3z+4=0

La ecuacion del planoes: x — 2y + 3z + 4 = 0

Grafica de la ecuacion del plano

3. Elplano que es paralelo a los vectores (1,0,1) y (0,2,1), y pasa por el punto (1,2,3).
Solucién:

Para encontrar la ecuacion del plano, calculamos primero el vector normal mediante el producto vectorial de los vectores
dados u = (1,0,1))y(v = (0,2,1)

uxyv=

N O —
- =X

Desarrollamos el determinante:
=i(0-1-1-2)—j(1-1-1-0)+k(1-2—0-0)
=i(0-2)—j1-0)+k(2-0)=-2i—1j+ 2k
Asi, el vector normales n = (—2,—1,2).
La ecuacion del plano con vector normal n = (a, b,c) que pasa por el punto (xg, Yo, Z9) €s:
a(x —x) +b(y—yy) +c(z—25) =0
Dadon = (—2,—1,2),con (a = —2),(b = —1), (c = 2), con el punto (1,2,3), con (xq = 1), (¥g = 2), (2o = 3), sustituimos
2x-D+ Dy —-2)+2(z-3)=0

Desarrollamos y simplificamos:

2x-1)-@y—-2)+2(z-3)=0

—2x+2-y+2+2z2—-6=0

—2x —y+2z+2-6=0

—2x —y+2z—-—4=0

50



Multiplicamos por (—1) para obtener una forma estandar:
2x+y—2z2+4=0

La ecuacion del planoes:2x + y — 2z + 4 =0

Gréfica de la ecuacién del plano

4. Elplano que es paralelo a los vectores (1, —3,1) y (4,2,0), y pasa por el punto (3,0, —2).
Solucioén:

Para encontrar la ecuacion del plano, calculamos primero el vector normal mediante el producto vectorial de los vectores
dadosu = (1,-3,1) yv = (4,2,0):

i j kK
uxv=|1l -3 1
4 2 0

Desarrollamos el determinante:
=i[(-3)-0—-1-2]—j[1-0—-1-4]+k[1-2—(-3) 4]
=i[0—2] —j[0—4] + k[2 - (—12)]
= —2i — (—4)j + 14k
= —2i+4j + 14k
Asi, el vector normal es n = (—2,4,14).
La ecuacion del plano con vector normal n = (a, b, c) que pasa por el punto (xq, Vo, Z,) €s:
a(x —x) +b(y—yy) +c(z—25) =0

Dado n =(-2,4,14), con (a =-2),(b =4),(c = 14), con el punto ((3,0,—2), con (xy =3),(yy =0),(z, = —2),
sustituimos

—2(x-3)+4(y-0)+14(z—-(-2)) =0
Desarrollamos y simplificamos:

—2(x—-3)+4y+14(z+2)=0
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—2x + 6 +4y + 14z + 28 = 0
—2x +4y + 14z + 6 + 28 = 0
—2x + 4y + 14z + 34 =0
Multiplicamos por (—1) y simplificamos dividiendo entre 2:
2x — 4y — 14z — 34 =0
x—2y—7z—-17 =0

La ecuacion del planoes: x — 2y — 7z — 17 = 0

Gréfica de la ecuacién del plano

5. Elplano que pasa por el origen y es perpendicularalalineax =t, y =1+ 4t, z = 7t.
Solucién:

Para encontrar la ecuacion del plano, seguimos estos pasos:

1. Determinar el vector director de la linea:

La linea paramétrica (x =t),(y = 1+ 4t),(z = 7t) tiene un vector director dada por los coeficientes de (t) en cada
ecuacién. Comparando con la forma (x = x, + at), (y = y, + bt), (z = zy + ct), obtenemos:

(x=0+1-t) > (a=1)
(y=1+4t) - (b =4)
(z=0+7t) > (c=7)
Asi, el vector director es v = (1,4,7)
2. Vector normal al plano:

Dado que el plano es perpendicular a la linea, el vector normal al plano es el mismo que el vector director de la linea, es
decir, esv = (1,4,7)

3. Ecuacidn del plano:
La ecuacion del plano con vector normal n = (a, b, ¢) que pasa por el punto (xq, Vo, Z,) €s:

a(x = xo) +b(y = yo) +c(z = 2) =0
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Dado que el plano pasa por el origen (0,0,0), con (x, = 0), (¥, = 0), (zo = 0), con el vector normal n = (1,4,7), sustituimos:

1x—0)+4(y—-0)+7(z—-0)=0
Simplificando:
x+4y +7z =0

La ecuacion del planoes: x + 4y + 7z = 0

Gréfica de la ecuacién del plano

Verificarsiel planox = Oylarecta (x = 0),(y =1+ 1t),(z =1+ t) son perpendiculares. Calcula el punto de interseccion
y el angulo entre ellos

Solucién:
1. Vector normal del plano:

El vector normal al plano (x = 0) es: n = (1,0,0)
2. Vector director de la recta:

La recta paramétrica (x = 0),(y = 1 + t),(z = 1 + t) tiene un vector director dado por los coeficientes de(t):

(x=04+0:t) - (a=0)
(y=1+1-t) > (b=1)
(z=1+1-t) > (c=1)

Asi, el vector director es: v = (0,1,1)

3. Verificar perpendicularidad:
Calculamos el producto escalar: n-v = (1)(0) + (0)(1) + (0)(1) =0

Dado que el producto escalar es 0, el plano y la recta son perpendiculares.

4. Punto de interseccion:
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Sustituimos (x = 0),(y = 1+ t),(z = 1 + t)enelplano (x = 0), que se cumple para todo (t). Tomamos (t = 0)
como punto especifico: (x=0),(y=1+0=1),(z=14+0=1)

El punto de interseccion es ((0,1,1) ).

5. Angulo entre el plano y la recta:

Dado que son perpendiculares, el angulo 0 entre el planoy larectaes: 8 = g radianes
Respuesta final:

- Punto de interseccion: ((0,1,1))

- Angulo: 8 = g radianes

1.0 7 0.0

Gréfica de la ecuacién del plano
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1.6 Aplicaciones

Los vectores, junto con las ecuaciones de la recta y del plano, constituyen fundamentos esenciales en el estudio de la
geometria y el cdlculo vectorial, con aplicaciones amplias y diversas en multiples disciplinas, especialmente en la ingenieria.
Los vectores permiten representar magnitudes con direccidn y sentido, como fuerzas, velocidades o desplazamientos, siendo
herramientas clave para analizar sistemas fisicos en equilibrio o en movimiento. Las ecuaciones paramétricas y vectoriales de
la recta facilitan la descripcidn de trayectorias en el espacio, mientras que las ecuaciones del plano son fundamentales para
modelar superficies y resolver problemas de interseccion o alineacidn en tres dimensiones.

En el ambito de la ingenieria, estas nociones tienen un impacto significativo. Por ejemplo, en ingenieria civil, se utilizan para
disefar estructuras como puentes o edificios, calculando las fuerzas ejercidas por cables y soportes mediante vectores, y
determinando la alineacidon de elementos estructurales con ecuaciones de rectas y planos. En ingenieria mecanica, las
trayectorias de robots o maquinas se describen con ecuaciones paramétricas, optimizando su movimiento. Asimismo, en
ingenieria aeronautica, el analisis de trayectorias de vuelo y la estabilidad de alas dependen de la comprensién de planos y
vectores.

Conocer estos conceptos es crucial para abordar temas avanzados del calculo vectorial, como el producto cruz y el producto
punto, que extienden su utilidad a campos como la dinamica de fluidos, el electromagnetismo y la robdtica. Estas
herramientas permiten derivar ecuaciones diferenciales que modelan fendmenos complejos, como el flujo de aire alrededor
de un ala o las interacciones electromagnéticas en circuitos. En ingenieria, esta base facilita la resolucion de problemas
practicos, desde el disefio de sistemas de navegacién hasta la simulacién de tensiones en materiales, destacando la
importancia de dominar estos principios para innovaciones tecnoldgicas y soluciones eficientes en el mundo real.

A continuacion, se presenta un listado numerado de aplicaciones relacionadas con el tema de vectores, ecuaciones de la recta
y ecuaciones del plano, considerando su relevancia en diversas areas, especialmente en ingenieria y ciencias aplicadas:

e Disefio estructural en ingenieria civil: Se utilizan vectores para calcular fuerzas en puentes y edificios, y ecuaciones de
rectas y planos para alinear vigas y determinar la estabilidad de estructuras.

e Analisis de trayectorias en ingenieria mecanica: Las ecuaciones paramétricas de rectas modelan el movimiento de robots
y maquinaria, optimizando sus rutas y movimientos en sistemas automatizados.

e Aerodindmica en ingenieria aeronautica: Vectores y ecuaciones de planos describen el flujo de aire alrededor de alas y
fuselajes, esenciales para el disefio de aeronaves y su estabilidad en vuelo.

e Navegacidn y sistemas GPS: Las ecuaciones de rectas y planos se emplean para calcular trayectorias y posiciones en
sistemas de navegacion global, utilizando vectores para representar desplazamientos y velocidades.

e Disefio de circuitos en ingenieria eléctrica: Vectores modelan campos electromagnéticos, y las ecuaciones de planos
ayudan a analizar la distribucién de cargas en placas conductoras.

e Robdtica y control de movimiento: Las ecuaciones paramétricas permiten programar trayectorias precisas de brazos
robodticos, mientras que vectores determinan fuerzas y torques aplicados.

e Andlisis de tensiones en materiales: Vectores y planos se aplican para estudiar las distribuciones de esfuerzo en
materiales compuestos, crucial en la industria aeroespacial y automotriz.

e Geometria computacional en graficos por computadora: Las ecuaciones de rectas y planos son fundamentales para
renderizar objetos 3D, colisiones y animaciones en videojuegos y simulaciones.

e Topografia y cartografia: Vectores representan desplazamientos y pendientes, mientras que las ecuaciones de planos
modelan superficies terrestres en mapas y estudios geograficos.
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Conclusiones

El Tema | de los apuntes de calculo vectorial, que abarca la definicion de un vector en el plano y en el espacio junto con su
interpretacion geométrica, ha proporcionado una base sélida para comprender las propiedades y aplicaciones de los vectores
en contextos tridimensionales. La seccion 1.2 sobre adlgebra vectorial y su geometria ha permitido explorar operaciones como
la suma, resta y multiplicacién por escalares, revelando su representacion grafica como segmentos dirigidos y sus
implicaciones en la construccidn de figuras geométricas. El producto escalar y vectorial, tratado en la seccion 1.3, ha
demostrado su utilidad para calcular angulos, proyecciones y areas, siendo herramientas esenciales para andlisis mas
avanzados. Las secciones 1.4 y 1.5, dedicadas a las ecuaciones de la recta y del plano, han facilitado la modelizacién de
trayectorias y superficies en el espacio, ofreciendo métodos paramétricos y vectoriales que son fundamentales para resolver
problemas practicos. Finalmente, la seccién 1.6 sobre aplicaciones ha destacado la relevancia de estos conceptos en campos
como la ingenieria, la fisica y la informatica, mostrando su impacto en el disefo estructural, la navegacion y la simulacién
grafica.

Este material se enriquece con la resolucion de mas de 50 problemas resueltos, que abordan ejemplos numéricos y
contextualizados, permitiendo a los estudiantes practicar y profundizar en cada subtema. Este esfuerzo refleja la importancia
de conocer estos fundamentos para comprender temas futuros del calculo vectorial, como campos vectoriales, integrales de
linea y superficies, que dependen directamente de estas bases. El trabajo ha sido el fruto de muchas horas de dedicacion,
pero ha valido la pena, ya que se espera que estos apuntes sean utilizados por docentes, alumnos y alumnas del Tecnoldgico
Nacional de México, asi como por la comunidad del Instituto Tecnoldgico de Ensenada, como un complemento valioso para
sus clases de la materia, fomentando un aprendizaje mas interactivo y aplicado.
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Introduccion

Hasta ahora, hemos estudiado funciones de la forma y = f(x) y su comportamiento en
el sistema de coordenadas cartesianas. Sin embargo, existen otras herramientas para
representar curvas y funciones. En este tema, introduciremos las ecuaciones
paramétricas, que son fundamentales para describir curvas y trayectorias,
especialmente en el espacio tridimensional. Ademds, cuando trabajamos con formas
circulares, cilindricas o esféricas, el sistema de coordenadas polares resulta mas
conveniente que el cartesiano.

Una vez que dominemos las ecuaciones paramétricas y las coordenadas polares,
exploraremos el cdlculo en estos contextos. Nos preguntaremos: écémo calculamos
pendientes de rectas tangentes, tasas de cambio, dreas de regiones o longitudes de arco
cuando las curvas se definen mediante ecuaciones paramétricas o en coordenadas
polares? Este tema sentard las bases para responder estas preguntas.

2.1 Ecuaciones paramétricas de algunas curvas planas y su representacion grafica
2.1.1. Ecuaciones paramétricas

Hasta ahora, hemos representado curvas en el plano ( xy ) mediante funciones de la
forma y = f(x). En esta seccidn, exploraremos una alternativa: las ecuaciones
paramétricas. Estas permiten describir una amplia variedad de curvas, desde las mas
comunes hasta las mas complejas, y son esenciales para modelar trayectorias de objetos
en movimiento.

Las ecuaciones paramétricas se expresan como: x = f(t), y = g(t) donde (f)y(g)
son funciones continuas, y el pardmetro ( t ) varia en un intervalo definido, tipicamente
a <t < b (véase la figura 1). La curva paramétrica resultante esta formada por los
puntos (x,y) en el plano ( xy ) generados al evaluar estas funciones para cada valor de
(t)enelintervalo dado.

() = (f(©),9(®),t € [a,b]

x y = F(x)

Descripcidn estandar para dos variable y descripcion paramétrica
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Dadas un conjunto de ecuaciones paramétricas, la curva resultante se genera siguiendo una
direccion especifica a medida que el parametro ( t ) aumenta. La siguiente definicion formaliza este
comportamiento, que sera fundamental para los ejemplos posteriores.

Definicidn:
Orientacion positiva

La direccién en la que se traza una curva paramétrica a medida que el parametro (t ) aumenta se
denomina orientacidon positiva de la curva. Esta orientacion suele representarse mediante flechas
sobre la curva.

Ecuaciones paramétricas de una recta

Las ecuaciones paramétricas de una recta en el plano ( xy ) se expresan como:
XxX=xg+at, y=y,+bt, —oo<t< oo, donde xgy, yo, (a)y(b)sonconstantes.Sia #0,

. . b . .
la recta tiene pendiente — Y pasa por el punto (xg,y,).Sia = 0y b # 0, larecta es vertical.

Ejemplo No. 1

Considera las ecuaciones paramétricas x = —2 + 3t, y = 4 — 6t, para —o0 < t < o0, que
describen una recta. Encuentra la forma pendiente-interseccion de la recta.

Solucidn:
Despejamos el parametro t:

De la ecuacién para x:

x=—-24+3t=3t=x+2=t=22

Sustituir t en la ecuacién para y:

x+2
y=4—6t=4—6(—>
3
Simplificando:
y=-—2x
Lacurvadescritaporx = —2 + 3tyy = 4 — 6t para—oo < t < 00 esuna recta con ecuacion
y = —2x , que se extiende infinitamente a lo largo de todos los puntos reales. La orientacién

positivavadex — —oo, y — oo haciax — o0,y — —oo, siguiendo el aumento de (t ) de —co a oo,
de arriba a abajo y de izquierda a derecha.

La grafica de la recta paramétrica es:
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Ejemplo No. 2

Elimine el pardmetro t y describa la curva
x = 2t,y = 3t-4-10<t<10,t = g Resolviendo:

X 4 _3x 4
2 YT

La curva descritaporx = 2tyy = 3t- 4para—10 <t < 10 es una recta con ecuacién
y = %x — 4, que se extiende desde el punto (-20, -34) hasta (20, 26).

y=3

-30

Ejemplo No. 3

Elimine el parametro t y describa la curva
x=t’+2,y=4t; -4<t<4,
Resolviendo: y = 4t,t = %,y,

y2

x=(%)2+2,x=g+2
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La curva descrita por x = t2 + 2yy = 4t para—4 <t < 4 esuna parabola que se abre hacia la
derecha, con vértice en (2, 0), extendiéndose desde el punto (18, -16) hasta (18, 16), y su ecuacién

y2
implicita es x ==+ 2.
16

Ejemplo No.4

Elimine el pardmetro t y describa la curva
x=—-t+6,y=3t—3; -5<t<5,

Resolviendo: x = —t+6,t =6 —x, y =3(6—x) —3

y=15-3x
La curva descritaporx = —t + 6yy = 3t- 3para—5 <t <5 esunarectacon ecuacién
y = —3x + 15, que se extiende desde el punto (11, -18) hasta ( (1,12) ). La orientacidn positiva

va desde (11,—18) a (1, 12), siguiendo el aumento de ( t ) de -5 a 5, de derecha a izquierda y de
abajo hacia arriba.

Problema No. 5
Elimine el pardmetro t y describalacurvax =t3—1,y =5t+1; -3 <t <3

Resolviendo para y:

_ _1\3
t= yTl,x = (yTl) —1.También: y = V125x + 125+ 1

La curva descrita porx =t3—1yy = 5t + 1 para—3 <t < 3 es una funcién ctbica que se
extiende desde el punto (—28,—14) hasta ( (26,16) ), pasando por (—1,1) en t = 0, con una
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pendiente que varia (vertical en t = 0). La orientacion positiva va desde (—28,—14) a (26,16),
siguiendo el aumento de ( t ) de —3 a (3), de izquierda a derecha y de abajo hacia arriba.

y
20

Problema No. 6
x =3cos(t),y =3sen(t); t<t<2m
x% 4+ y? =9cos?t + 9sen?t , x?+ y? = 9(cos?t + sen %t)
x2+y2=9

La curva descrita por x = 3cos(t) yy = 3sin(t) param <t < 27 es la mitad inferior de un circulo
con ecuacién x2 + y? = 9 (radio 3), que se extiende desde (-3, 0) hasta ( (3,0) ), pasando por
(0, —3). La orientacion positiva va desde (—3,0) a (3, 0), siguiendo el aumento de (t ) de w a 27, de
izquierda a derecha a lo largo de la mitad inferior del circulo.

y
1=

Problema No. 7
x =cos(t),y =sen?(t); 0 <t <2m
cos’t+sen’t=1,x2+y=1, y=1—x?

La curva descrita por x = cos(t) yy = sin?(t) para0 <t < 2m es una parabola con ecuaciény =
1 — x?, que forma un bucle cerrado desde ( (1, 0) ) hasta ( (1, 0) ) a través del vértice ( (0, 1) ) y el
punto (-1, 0). La orientacion positiva va desde (1, 0) a ((0, 1)), luego a (-1, 0), y regresa a ((1, 0))
siguiendo el aumento de ( t ) de (0) a 2m, trazando el bucle en un movimiento continuo. El cédigo
de Mathematica proporciona una visualizacion de esta curva con una flecha que indica la
orientacién positiva contenida dentro de la trayectoria de la curva misma.

63



. . . | x
-15 -1.0 -05 05 D) 15

Problema No. 8
x=r—1y=r3%-4<r<4
Eliminando el parametro r:
x=r—1=r=x+1
Sustituyendo r en la ecuacidn para y:
y=r3=(x+1)>3
y=(x+1)3

La ecuacién y = (x + 1) representa una funcién cubica desplazada horizontalmente. Esta curva
tiene un punto de inflexion en x = —1 (donde y = 0) y es creciente en todo su dominio.

La curva es una parte de la curva cubica estandar, desplazada una unidad hacia la izquierda, que va
desde (—5, —64) hasta (3, 64).

09[‘
oH-
1
2
(014
(0)4
09

A

e

Problema No. 9
x=e,y=e'+1;,0<t<25
Eliminar el parametro t:
y=et+1, y=et+1, t=In(y—1)

La curva definida por x = e?, y = et + 1 para 0 <t < 25 tiene la ecuacién cartesiana x =
(y —1)?(dondey > 1,x = 0), describiendo una parabola que se abre hacia la derecha. Comienza
en (1,\2)) cuandot = 0y se extiende hacia valores extremadamente grandes de (x) y (y ) (hasta
(e59,e25 + 1) cuando t = 25). El vértice tedrico de la parabola esté en ((0,1)), pero no se alcanza
en el rango parametrizado t > 0. La orientacién positiva va de ( (1,2) ) a (e°%,e2> + 1) a medida
que (t ) aumenta.
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Problema No. 10

x = —=7cos2t,y = —7sen2t;0 <t <m
Usando la identidad trigonométrica fundamental:
cos?t + sen’t =1

Aplicando a las ecuaciones paramétricas:

2 2
(_17) + (_17) = cos?2t +sen?2t =1
Simplificando:
X2 ¥ 42 2
T = 1,x*+y“ =49

La ecuacién representa una circunferencia de radio 7 centrada en el origen (0,0).

Gréfica de la curva paramétrica (0 <t < 1/2)
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Problema No. 11

Graficando curvas paramétricas

Usa una herramienta gréfica para graficar las siguientes curvas. Asegurate de elegir un intervalo
para el parametro que genere todas las caracteristicas de interés.

Grafica de la espiral (t > 0)
y

Espiral:

x =tcost,y=tsent;t=0

Bruja de Agnesi: (Gréfica e a Bruja de Agnesi

J
x =2cott ,y=1-—cos2t JN
. - T
-0 5 0 5 10

Folium de Descartes:

3t 3t2

T Y T e

Involuta de un circulo:

x=cost+tsent,y=sent—tcost
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Problema No. 12

Graficando curvas paramétricas elegantes.

Curva de lemniscata

x=t>-2,y=t3—t

Circunferencia modulada por oscilaciones de
alta frecuencia

x = cos(t + sen50t),y = sen(t + cos50t)

Curva paramétrica: x = Cos(t + Sin(501)), y = Sin(t + Cos(501)
v

Curva paramétrica oscilatoria

x =t+cos2t,y =t — sen4t

Curva paramétrica: x = t + Cos(21), y = t - Sin(4t)

Curva paramétrica cadtica.

x = 2cost + cos20t ,y = 2sent + sen20t

Curva paramétrica: x = 2 Cos(t) + Cos(201), y = 2 Sin(t) + Sin(20t)
y
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2.2. Derivada de una curva en forma paramétrica

"Las ecuaciones paramétricas expresan una relacidn entre las variables (x ) e ( ¥ ). Por lo tanto,
. . d .
tiene sentido preguntarse por % , la tasa de cambio de (y ) con respecto a ( x ) en un punto de una
- , d .
curva paramétrica. Una vez que sabemos como calcular ﬁ, este puede usarse para determinar las

pendientes de las rectas tangentes a las curvas paramétricas.

Consideremos las ecuaciones paramétricas x = f(t), y = g(t)en un intervalo en el que tanto ( f)

. . . . dy dx d .
como ( g ) son diferenciables. La regla de la cadena relaciona las derivadas d—)t], d—f, yd—z mediante la
ecuacion:
dy dy dx
dt dx dt
. dx . ., dx dy
Siempre que prls 0, dividimos ambos lados de la ecuacién por pri resolvemos para ~, para
obtener:
dy
dy _ dt
dx dx
dt

Este resultado representa la pendiente de la recta tangente a la curva en el punto correspondiente

.d d . . . -
a(t).si d—t = 0 pero d—Jt/ # 0, la tangente es vertical, y la pendiente es indefinida."

Teorema
Derivada de curvas paramétricas

Seanx = f(t),y = g(t) donde ( f )y (g ) son diferenciables en el intervalo ( [a, b] ).
Entonces, la pendiente de la recta tangente a la curva en el punto correspondiente a (t ) es

dy
dy G _9'®

dx  dx f'(®)
dt
siempre que f'(t) # 0.Si f'(t) = 0 pero g'(t) # 0, la tangente es vertical, y la pendiente es
dx ,
indefinida; en este caso, la derivada inversa puede calcularse como Z—i = 3—; = ;,—Eg, siempre que
dt

g'(t) #0.

2.3 Tangentes a una curva.

El tema "Tangentes a una curva con ecuaciones paramétricas" se centra en determinar la ecuacion
de la recta tangente a una curva definida por ecuaciones paramétricas x = f(t) yy = g(t), donde

(t) es el parametro. La pendiente de la tangente en un punto dado se calcula como la derivada
dy _ dy/dt
dx  dx/dt’

. d . d d .
siempre que d—’; # 0. Si d—’; =0 pero d—jt/ # 0, la tangente puede ser vertical. Para
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encontrar la ecuacion, se usa el punto (x(to),y(to)) y la pendiente en t = t,. Este enfoque es util
en fisica y geometria para analizar trayectorias y curvas complejas, como las descritas por
movimiento o funciones polares convertidas a parametros.

Problema No. 13

Derivadas: considere las siguientes curvas paramétricas

. d o .
a) Determina % en términos de t y evalualo en el valor dado de t.

b) Haz un bosquejo de la curva mostrando la recta tangente en el punto correspondiente al
valor dado de t.

Curva paramétrica: x = 2 + 4t,y =4 — 8
v

x=2+4+4t,y=4—-8t;t =2

d \
ﬂ _ y/dt _ g'(® 8

dx - dx/dt - f/(t)=—Z = -2

Debido a que la curva es una linea recta, la recta
tangente a la curva en el punto dado es la linea
misma.

Curva paramétrica: x = 3 Sin(), y = 3 Cos(t)
y

dx dx/dt T F1®)”  3cost

T
x = 3sent,y = 3cost;t = 5
d 1
dy _ y/dt _g'(®)_ 3sent _ _tant \

d .
En el valor dado de t, el valor de é no existe, y la
recta tangente es la linea vertical x = 3.

Curva paramétrica: x = Cos(t), y = 8 Sin(t)
y

Y

i N
X
051'

V4
x = cost,y = 8sent;t =E

dy 1
d t 8 t
—y = dx/dt = g,( ):— cos = —8 COtt
dx /dt 63 sent

d
En el valor dado de t, el valor ded—zes -

—8 cot (g) = 0. Por lo tanto, la recta tangente en
el punto (0,8) es la linea horizontal y = 8.
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x=2t,y=t3t=-1

d
ay _ /g _ g’ 3¢

dx — A4x/, ) 2

d 3
En el valor dado de t, el valor de d—z es -,y la recta

tangente esy = %x +2, tangente en el
punto (—2,—1).

e+l y—e-tieo
rEtTyYyEtTYt T

d 1
ay _ Ylge g ©® 1tz 241

ax — dx/, T f’(t)_1_ti2 T t2q

En el valor dado de t, la derivada no existe, y la recta
tangente es la linea vertical x = 2, tangente en el
punto (2,0).

Curva paramétrica y recta tangente en t = 1
y

2

x=+t,y=2t;t=4

dy I
d—y = /dt = g (t)zi =
ax Tl SO o e

d .
En el valor dado de ¢, el valor de d—z es 8. La ecuacidén

de la recta tangente es y = 8x — 8, tangente en el
punto (2,8).
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2.4 Area y longitud de arco

Supongamos que una curva ( C ) esta dada por las ecuaciones paramétricas x = f(t), y = g(t),
paraa <t < b,donde(f)y(g)son diferenciables y(f")y(g") son continuas en ( [a, b] ). Para
encontrar la longitud de la curva entre los puntos ( (f(a),g(a)) )y ( (f(b),g(b)) ), primero
subdividimos el intervalo ( [a, b] ) en ( n ) subintervalos utilizando puntos de division

a=ty<t;<--<t,=h.
El siguiente paso es conectar los puntos consecutivos

(f(tO)' g(tO))' (f(tl)' g(tl))' R (f(tn)' g(tn))

en la curva con segmentos de linea recta y aproximar la longitud de la curva como la suma de las
longitudes de estos segmentos. La longitud exacta se obtiene tomando el limite cuando el nimero
de subintervalos ( n ) tiende a infinito, resultando en la integral

Definicién
Longitud de Arco para Curvas Definidas por Ecuaciones Paramétricas

Considera la curva descrita por las ecuaciones paramétricas x = f(t), y = g(t), donde f y g son
diferenciablesy (f") y (g’) son continuas en ( [a, b] ), y |a curva se traza una vez a lo largo de este
intervalo. La longitud de arco de la curva entre los puntos (f(a),g(a)) y (f(b),g(b)) ) es:

L= fab\/(f’(t))2 + (g’(t))2 dt
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Problema No. 14

Encuentra la longitud de arco de las siguientes curvas en el intervalo dado.

Curva paramétrica: x = 3t + 1,y = 4t + 2

x=3t+1,y=4t+2;0<t<2

La longitud de arco es:

2
2
L:f\/9+16dt=5t0=10
0

Curva paramétrica: x = 3 Cos(t), y = 3 Sin(t) + 1

x =3cost,y=3sent+1;0<t<2nm ;

La longitud de arco es:

27

2m
L= J9(sent)? + 9(cost)2 dt = 3t = 6m

0 0 N /

x = cost —sent,y =cost +sent;0<t<m

Curva paramétrica: x = Cos(t) - Sin(t), y = Cos(t) + Sin(t)
¥

La longitud de arco es: -\

T
L= -[ \/(—sent — cost)? + (—sent + cost)? dt
0

=\/§t|g=\/§n

x =elsent,y = efcost;0 <t <2m

La longitud de arco es:

2
L= f J2e2t dt =+2et

0
=2(e*™ - 1)

2n
0
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Usa las ecuaciones paramétricas de un semicirculo de
radio 1, x = cost,
y = sint, para 0 < t < 7, para verificar que el drea
de la superficie de una esfera unitaria es 4.

A= anr\/f’(t)z +g'(H)%dt
0

A=2m fon\/(—sent)2 + (cost)? dt=2m fon sent dt

A = 2n(—cost) |g:4n

Semicirculo de radio 1

y
15
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2.5 Curvas planas y graficas en coordenadas polares

Supongamos que trabajas en una empresa dedicada al disefio de escudos térmicos para vehiculos
espaciales, los cuales son placas delgadas con geometrias rectangular o circular. Para resolver las
ecuaciones de transferencia de calor que modelan la distribucion de temperatura en estos escudos,
es esencial elegir un sistema de coordenadas que se alinee con su forma. Las coordenadas
cartesianas ((x,y)) son ideales para escudos rectangulares (Figura 1), ya que sus lineas rectas
constantes coinciden con los bordes, simplificando la aplicacién de condiciones de contorno. Sin
embargo, este sistema es poco eficiente para escudos circulares (Figura 2), pues los bordes curvos
(x? + y? = R?) complican las ecuaciones. En cambio, las coordenadas polares (,8), donde las
lineas constantes forman circulos y rayos, se adaptan perfectamente a la simetria radial de los
escudos circulares (Figura 3), facilitando la formulacién de la ecuacién de calor y la definicion de
condiciones en el perimetro (r = R).

Figura No. 1 Figura No. 2 Figura No. 3

Definicion

Las coordenadas polares se emplean para localizar puntos en el plano. En este sistema, el origen se
denomina polo, y el eje x positivo se conoce como eje polar. Las coordenadas de un punto P se
representan como (r, 8), donde r es la coordenada radial, que indica la distancia dirigida (positiva
si el punto esta fuera del origen o negativa si se extiende mds alla en la direccién opuesta) desde el
polo hasta P, y 6 es la coordenada angular, que mide el angulo formado por el eje polar como lado
inicial y la recta que pasa por el origen y P como lado terminal. Los angulos positivos se miden en
sentido antihorario a partir del eje x positivo.

P(r,0),r>0 P(r,0 +2m),r>0 P(r,8),r>0
Px(-1,0)

v v

05 05| 0s
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Problema No. 15.

Puntos en coordenadas polares

. 5 .
Graficar los puntos en coordenadas polares Q (1,111), R (—1,%71) VS (2, —%n), y proporcionar
dos representaciones alternativas

R(-1, 771/4)

S(-2, -11/2)

- <

S(2, -3m1/2) 2

S(2, 7/2)

s(2-2n) ah

|
4
——
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Conversion entre coordenadas cartesianas y polares

En diversas aplicaciones matematicas y fisicas, es comun la necesidad de transformar coordenadas
entre los sistemas cartesianos ((x, y)) y polares (r, 8). Estas conversiones se derivan al considerar
un tridngulo rectangulo formado por el origen, un punto (P(x, y)) y su proyeccion en los ejes, donde
(r) representa la hipotenusa (distancia al origen) y 8 el angulo con el eje (x) positivo. Las relaciones
trigonométricas clave son:

X
cosf ==,
r

sinf = J;/, asumiendor > 0.

Inversamente, a partir de las coordenadas cartesianas, se obtiene r = \/x? + y2 y 6 = arctan (%),

con ajustes segun el cuadrante.

Procedimiento
Conversién de coordenadas

Un punto con coordenadas polares (r, 8) se convierte a coordenadas cartesianas ((x, y)) mediante
las siguientes relaciones: x = rcos8 , y = rsinf. Un punto con coordenadas cartesianas ((x,y))
se transforma a coordenadas polares (r, ) usando:

r=x%+y?, 0 = arctan G), donde r = 0y 8 se ajusta segun el cuadrante usando el signo de
(x)y (¥)

Problema No.16

Un avidn esta a 100 millas de una estacién de radar en un angulo de 135° en sentido horario desde
el norte. Para encontrar sus coordenadas polares:

Distancia: r = 100 millas.

Angulo: Un dngulo de 135° en sentido horario desde el norte equivale a 360° — 135° = 225°en

. . . . 5
sentido antihorario desde el norte. En radianes, 225° = Tn

Coordenadas polares: (100,%”).
Verificacién
En un sistema polar estandar (este = 0°), el norte estd a 90° (g), y 135° horario desde el norte

. . 5
ajusta a 225° total, confirmando Tn.

Respuesta final: Las coordenadas polares del avion son (100,%”)
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Problema No. 17

3 .
Expresa el punto con coordenadas polares P (2, T) en coordenadas cartesianas.

Para convertir de coordenadas polares a cartesianas, usamos las fdrmulas:

x =r1cosf y y=rsin9,r=2,9=%n,x=2cos(2n)=2(—g)=—\/7,y=253n(%n)=

2(2) =z

2

Por lo tanto, el punto P (2, %n) en coordenada cartesianas es: (—\/f,\/f)

y

P(- 2. V’ ‘\

(
\
N _“

Expresa el punto con coordenadas cartesianas Q(1, —1) en coordenadas polares

Para convertir de coordenadas cartesianas a polares, usamos las férmulas:

2 _ .2 2 _Y _ 2 2 — Y — 2 _1\2 —
re=x“+y ,tan@—x,r—w/x +y ,H—arctan(x),r—,/l +(-1)2=+2

-1 T
6 = arctan (T) = arctan(—1) = ~7

Alternativamente, § == — % también es valido, pero Jres la forma positiva estandar entre [0,27).

Por lo tanto, el punto Q(1, —1) en coordenadas polares es (v2, Zn)

y

Py
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Graficando en Coordenadas Polares

Las ecuaciones en coordenadas polares a menudo describen curvas que son dificiles de representar
en coordenadas cartesianas. En parte por esta razén, los métodos de trazado de curvas para
coordenadas polares difieren de los utilizados para curvas en coordenadas cartesianas.

Problema No. 18

Representar graficamente ecuaciones o curvas utilizando el sistema de coordenadas polares

La ecuacién r = 1 + sin(@), con 0 < 8 < 2m, representa un cardioide que se abre hacia arriba,

. b . 3 . S
alcanzando su maximo r = 2 en 6 = > pasando por el origen en 6 = - ¥ siendo simétrica
respecto al eje vertical

Curva Polar r = 1+ sin(6)
y

La ecuacion r = 3sin(26), con 0 < 6 < 2m, representa una rosa polar con 4 pétalos, cada uno
.. . . w 3w 5m 7w .
extendiéndose hasta r = 3 en las direcciones 8 = v pasando por el origen en
I las s . , . ; ;e
multiplos de > La simetria y la estructura lobulada se confirmaran con el grafico.

Curva Polar r = 3sin(26)
y
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L 2 .
La ecuacién r = cos (E 9) con,0 <6 < 107 representa una rosa polar con 5 pétalos, cada uno

extendiéndose hasta r = 1, distribuidos simétricamente en los angulos donde cos (E 9) = +1. El

grafico en confirmara esta estructura.

Curva Polar r cos(2/56)
y

La ecuacion r = 8 cos(8), con 0 < 6 < 2, representa un circulo de radio 4 centrado en el punto
(4,0) en coordenadas cartesianas. Los valores negativos de (7 ) se reflejan adecuadamente, y el
grafico confirmara esta forma circular desplazada.

Curva Polar r = 8cos(6)-1

Y
m |
2 4 [ 8

La ecuacién r =1+ cos(8), con 0 < 6 < 2m, representa un cardioide que se abre hacia la
derecha, alcanzando su maximo r = 2en 8 = 0, tocando el origen en 8 = T, y siendo simétrica
respecto al eje horizontal. El grafico confirmara esta forma caracteristica.

Curva Polar r = 1+cos(6)
v

/\ |
05 10 15

05

B




Butterfly Curve (Curva Mariposa): r = e5"(®) — 2 cos(46) + sin’ (%),O < 6 < 24m. Similar en
complejidad, pero esta ecuacidn es mas exdtica debido a la combinacidon de exponenciales y
potencias.

Curva Polar r = eA(sin(6)) - 2 cos(46) + sin"5(6/12)
y

., 2 ,
La ecuacion r = cos (E 9), con 0 < 6 < 10m, representa una rosa polar con 4 pétalos, cada uno

extendiéndose hasta r = 1len las direcciones determinadas por los maximos de cos (EH),

distribuidos simétricamente a lo largo de los 2 ciclos completos. El grafico confirmard esta estructura
con 4 |6bulos distintivos.

Curva Polar r cos(2/5+86)
Yy

La ecuacién r = sin(26), con 0 < 6 < 2m, representa una rosa polar con 4 pétalos, cada uno

m 3w 5w 7w

extendiéndose hasta r = len las direcciones 6 = Y pasando por el origen en

I las s . , . / s
multiplos de > La simetria y la estructura lobulada se confirmaran con el grafico.

Curva Polar r = sin(26)
y
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Pendientes de las rectas tangentes en coordenadas polares

., . d
Para una funcién y = f(x), la pendiente de la recta tangente en un punto dado es d—i o(f'(x)).

Sin embargo, determinar la pendiente de una curva en coordenadas polares no es tan directo.
Consideremos el caso.

La pendiente de una recta tangente, en cualquier sistema de coordenadas, es la tasa de cambio de
. . . d .,
la coordenada vertical (y) con respecto a la horizontal ( x ), es decir, d—z. Para una ecuacion polar

r = f(0), expresamos las coordenadas cartesianas usando 8 como parametro: x = f(8) cos(6),
y = f(6) sin().

. . . . d
Cuando ( x ) e (¥ ) son funciones diferenciables de 6, la derivada ﬁ se calcula como:

dy
ae

Q..|Q..
| =

Aplicando la regla del producto:

3—; = f'(8) cos(8) — f(6) sin(6), Z_Z = f'(8) sin(8) + f(O) cos(B), luego:
siempre quez—z #* 0.

Caso especial en el origen:

Si la curva pasa por el origen para algin 6,(es decir, f(8,) = 0), la pendiente se simplifica.
Sustituyendo f(6,) = 0 en la ecuacion:

ay _ f'(8o) sin(8,) _ sin(6))
dx  f'(8g)cos(6p) cos(6y)

= tan(6d,), siempreque f'(8,) # 0y cos(8,) # 0.

Esto indica que la tangente en el origen tiene pendiente tan(6,) , y la recta tangente puede
expresarse como 6 = 6, en coordenadas polares, que pasa por el origen. Si f(6,) =0, f'(6,) # 0
y cos(8,) = 0 (por ejemplo, 6, = %), la tangente es vertical.

Teorema

Sea ( f') una funcién diferenciable en 6,. La pendiente de la recta tangente a la curvar = f(6) en
el punto (f(6,), 8o)se calcula como:

ay _ f'(80) sin(6p)+1(8o) cos(y)
dx f(8o) cos(80)—1(8o) sin(y)’

siempre que

dx

=5 = ' (80) cos(6p) — £ (8,) sin(y) # 0 en 6.
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Caso especial en el origen:

Si la curva pasa por el origen, es decir, f(6y) =0, y f'(6y) # 0, la pendiente se simplifica.
Sustituyendo en la ecuacién:

dy _ f'(60) sin(6y) _ sin(6,)
dx  f'(8y)cos(8y)  cos(8,)

= tan(HO)r
siempre que cos(6,) # 0. Esto indica que la tangente tiene pendiente tan(6,), y en coordenadas

polares, la recta tangente puede expresarse como 8 = 8,, que pasa por el origen. Si ademas
cos(6,) = O(por ejemplo, 6, = g), la tangente es vertical, siempre que f'(6,) # 0
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Problema No. 19

Encuentra las pendientes de las rectas tangentes al circulo r = f(6) = 10
x =rcos(6) = 10 cos(6),

y = rsen(6) = 10sen(6),

dx
= —10sen(6),

D _ 10cos(0)
dQ = COS

dy —10cos(6)
dx 10sen(8) = —cot(6)

Por lo tanto, la pendiente de la recta tangente al circulo r = 10 en cualquier angulo 8 es — cot(8)

Circulo r = 10 y Rectas Tangentes
y
AN
5
N
) ) -1
-{o -5 5 *
51
Angulo 6 Pendiente
0 indefinida
T -1
4
T 0
2
T indefinida
5n -1
4
3 0
2
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Problema No. 20

Encuentra la pendiente de la recta tangente a las siguientes curvas polares en los puntos dados.
r=1-sen(0),0<0 <2m,

dy _ —cos(8)sen(8)+(1-sen(6))cos(6)
dx —cos2(0)—-(1-sen(6))sen(6) '

1r d 0
En (—,—) , tenemos F=="=p
2°6 dx

Curva Polar: r = 1 - sin(6)

y
051

En G%) la pendiente es cero. Ver figura

Problema No. 21

r = 4cos(f)enP (2, g)

s 1
r=4cos(§)=4-§=2
dy g—gsin9+rc059

dx g—gcose—rsine

r =4 cos(h), ;l_g =4 - (—sin(f)) = —4sin(6)

r=2, dr=—4sin(g) 4-\/§

do
sin (g) = ?, cos (g) = 1

dr V3 1 3
E51n9+rc059—(—2\/§)-7+2-§——2-§+1——3+1——2
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dr 1 V3
—cosH—rsinH=(—2\/§)-——2'—=—\/§—\/§=—2\/§
do 2 2
dy -2 1 3
dx —2v/3 3 3
La pendiente de la recta tangente en (P (Z,E)) es: dy _ V3 , 30 grados
3 dx 3
Problema No. 22
3
r=4+sen9;en(4,0)y(3,§n>
x=(4+sinf)cosf, y=(4+sinh)sinb
X o 0526 —4sin6
dG_COS sin
Y _ 405 +sin26
20 cos sin
dy 4cosf+sin26
dx cos26 —4sinf
Punto ((4,0)):6 =0 = Z—z = % =4, Punto (&%ﬂ)): 6= %ﬂ = Z—z = _10_?14) =0

Curva polar r = 4 + sin(6)
v
K
2
\
2

Respuestas Finales: (4,0): [4], (3,%71): @




Problema No. 23

T T
TZZG,(E,Z)

x =20cosB, y=20sin0
dx—Z 0 — 20sin0
i cos sin

dy—Z inB + 26 0
0" sin cos

dy 2sinf6+26cos® sin®+6cos6
dx 2cos® —208sin® cosO—0Osind

oin (§) = <o (7) =

4 4 2
&y F(+]) a4n
“ Gy

Curva polarr = 26

. 4
La pendiente de la recta tangente a la curva polar r = 26 en el punto (g%) es m= ;—:
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2.6 Area y longitud de arco en coordenadas polares
Area de regiones delimitadas por curvas polares

Para determinar el area de una regién delimitada por una curva polar r = f(8) entre los rayos 6 =
ay 0 = f,utilizamos la estrategia de "dividir y sumar" propia del calculo integral. Suponemos que
(f ) es continua y no negativa en el intervalo [a, B].

Dividimos la regién ( R ) en sectores radiales en forma de cufia, particionando el intervalo [a, B8]

en ( n ) subintervalos. El area aproximada de cada sector se calcula como una suma de Riemann,
gue mejora al aumentar el nimero de sectores (n — o) y hacer que A8;, — 0. El drea exactade R
estd dada por:

w1 1 (8
lim "> (6,020, = f FO)? d
n—>ook=12 2 «

De forma mas general, para encontrar el area de una regioén ( R ) delimitada por dos curvas polares
r=f(@)yr=_g(0),entred = ay6l = B, suponemos que (f)y(g)soncontinuasyque f(8) =
g(@) = 0en [a, B]. El area se calcula restando el drea delimitada por r = g(6) del drea delimitada
porr = f(6):

] Y
Area de R = Ef [F(8)% — g(0)2] d
a
Definicién
Area de regiones en coordenadas polares

Sea ( R ) la region delimitada por las curvas polares r = f(8) yr = g(0), entre los rayos 0 = a'y
0 = B,donde (f)y(g)sonfunciones continuasy f(8) = g(8) = 0 en el intervalo [a, B]. El drea
de ( R ) esta dada por:

i 1 (F
AreadeR = f [F(8)% — g(6)?] db
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Problema No. 24

Encontrar el area de un pétalo de la rosa de cuatro hojas dada por la ecuacién polarr = f(6) =
2cos(26) el intervalod = 0a @ = g

Solucién
Férmula del drea en polares:
1 (P
A= [ lr@p ao
2 o

Aplicarar = 2cos(26):

T

e

1 %
A= Ef 4 cos?(20) do = 2f cos?(20) do
0 0
Usar identidad trigonométrica:
1+ cos(46
cos?(20) = %

i
A= f (14 cos(46)) do
0

Resolver la integral:

L
I [sin(49)]4 o
a __
0 4

A=[0]*+ 2

Rosa de cuatro hojas: r = 2 cos(26)
v

88



Problema No. 25

Encuentra el drea de la regién. Laregidén dentro de la curvar = v/ cos6

Para calcular el area en coordenadas polares usando la formula:

1 B
a=5[ rOr d

donde (r = f(8) = Vcos 8), determinamos los limites ( @) y ( B). Configuracion de la integral

Sustituimos (f(8) = Vcos 0):

/2 2
A= Ef [Vcos6] d
0

2
Dado que ([\/cos 9] = cos8):
1 /2
A= —j cos O do
2Jo
Calculamos la integral:

jcos@ dfd =sin@

Evaluamosde (8 = 0)a (6 = w/2):
. n/2 _ . E o 10—
sinf|,”” = sin (2) sin(0)=1-0=1

Entonces: A =

N |-

1=3, A=2-12=1
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Problema No. 26

La regidn dentro del I6bulo derecho de r = Vcos26
Usamos la sustitucidn
u=20,du=2do,do=""
Cuando

6=0,u =0.

Cuando

0=nmn/4u = /2.

La integral se transforma:

Calculamos:

fcosu du=sinu

Evaluamos de

u=0au=mn/2:

. 72 . (T . _ _
smulg = sin (E) —sin(0)=1-0=1

Entonces:

90



Problema No. 27

La regién dentro del circulo r = 8senf

Usamos la identidad trigonométrica

1-cos26
> :

sin? 0 =

1—cos26 1
fsinze dQZITdQZE—[(l—COSZQ)d

1d6 =[cos20d6 = 1sin2
2
Entonces:

Evaluamosde 8 = 0af = m:

3(0-3sin26)] =3[(x—7sin2r) - (0~ 5sino)]
2 25111 0—2 T 25111 T 25111
sin2n=0,sin0=0n—§-0=0—§-0=0

Entonces: = %(n -0) = %

Entonces:

El drea de la region definida porr = 8sinfdef = 0af = mes: A =16

-4 -3 -2 -l
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Problema No. 28

La region dentro del cardioide r = 4 + 4senf, Sustituimos f(0) =4+ 4sinf:

2
A:—f [4+ 4sin6]* d
2 0

Expandimos el cuadrado:

[4+45sinf]?> = (4 +4sinB)(4 + 4sinB) = 16 + 32sinf + 16 sin? 6
1 21
A =§f (16 + 32sin6 + 16sin? ) d
0

Factorizamos la constante:

1 21T 1 21T 1 21
A:—j 16d9+—j 325in9d9+—f 16sin?6 d
2 0 2 0 2 0

Evaluacién de la integral

Primera integral:
2
sj do = 8[0]3™ =8(2mr —0) = 16
0
Segunda integral:

2T
16f sinf df = 16[cos0]3™ = 16(cos2m — cos0) = 16(1—1) =0
0

1—cos 26

Tercera integral: Usamos la identidad: sin? 8 = >

2T 2ﬂ1_c0529 2T
SJ sin29d9=8f ——————d9=4| (1-cos26)d
0 0 2 0

Evaluamos: [9 —%sinZH]zﬂ = (27‘[ —%sin4n) — (0 —%sinO) =2n—0—-0=2

4 -2n=8n, A=16n+ 0+ 8 = 24w
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Problema No. 29

La regién dentro de todas las hojas de la rosa r = 3sen260

Sustituimos f () = 3sin 26:
1 T
A =—f [3sin26]% d
2Jo

Dado que [3sin26]%? = 9sin?2:
x 2

O 9 .
Az—f 9sin ZGdez—f sin 206d6
2 ), 2Jo

1-cos2¢ 1—cos 46

,con¢g = 20:sin?26 = .

Evaluacién de la integral. Usamos la identidad: sin? ¢ =

Entonces:

1—cos46 1 1
fsin229d9 :_[T do :E(Q—ZSin‘l-Q)-l'C

Evaluamosde 8 = 0a 0 = w/4:
o-smso)]* =3[ Jsme D)= o Jomo)
> 2 Sin . 213 2 Sin4 -7 2 Sin

Dado que (4 - g =m),(sint = 0)y(sin 0 = 0):

1 (n 1 ) 1l =
Entonces: El area de la region dentro de todas las hojas de la rosa es

/4 . s 9 m o 721 o
[*sin220dg =%, A=2.2=2 p=g ZT2T_01
0 2 8 16 16 16 2
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Problema No. 30

La regién dentro de una hoja de r = cos360

Sustituimos (f(8) = cos 3 6):
/6
A=—f [cos36]% do
2 Jo
Dado que ([cos 3 8]? = cos?36):
1 /6
A= —f cos?36 do
2 Jo
Evaluacién de la integral

1+cos2¢
2

1+cos66
2

Usamos la identidad (cos? ¢ = ), con(¢p = 36): cos?30 =

Entonces:

) 1+ cos66 1 1
cos“36do = Td9=§(9+351n60)+6

Evaluamosde (6 = 0)a (8 = ©/6):

(ovganso)], =3[ +gons §)-(0gome)
) 6Sll’l . —2 6 6SlIl 6 6Sll’l

Dado que (6 - % =), (sint = 0)y(sin 0 = 0):

_1(7r+1 0)_1 T m
“2\6 6 26 12
Entonces:

2 12 24 24 24 12
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Problema No. 31

L S 1
La regién dentro del bucle interior de r = cosf — 3

. o . ., 1 . 1 -
Determinar los limites y validez. La funcién r = cos 8 — > = 0 implicacos 9 = > Esto es valido de

6 = 0 (donder =%a9 =mn/3 donder =0
Configuracidn de la integral

Sustituimos (f () = cos 6 — %):

Expandimos el cuadrado:

[cos0—3] = cos?6—cos 0+ 2
Ccos 2 = COos Ccos 4

Entonces:

1 (™/3 1
A=—f (cosZH—c059+—)d
2, 4

Evaluacién de la integral
Separamos la integral:

1 /3 /3 /3 1
A=—U coszﬁdﬁ—f c059d9+f —dB]
21Jo 0 o 4

. . 14+cos 26
- Primera integral: Usamos (cos? 8 = —):

f 20 d6 = 6 + =sin2

COS —2 451n
[19+1 i ze]m—(”+1 i 2”) 0
5 4sln . = 451113

Dado que (sin%ﬂ = ?):

|G
I

oA
+

°| %

Il
ol

+
B

- Segunda integral:
fcos@ df = sin6

V3 V3
[sinQ]g/3 = 7— 0= 7
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- Tercera integral:

1d9—1
2 =
1 13 g
s =—
[4 ]0 12
Combinamos:
A—1 T[+\/§ \/§+T[
“2[\6 " 8) 2 "12

, LM_2m 2m o omo 3w _m V3 _ 43 W3 43 3V3,
AJustamos.(6—12),(12+12—12—4),(2 - 8)'(8 8 8)'

> S

oL 33| _m 33
214 8| 8 16

A =2

8 16

m 3V3\ 2m 6V3 m 3v3
8 16 4 8

—

02 04/ 06 0F

L

x
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Problema No. 32

Area entre regiones.

. . 1 ,
Encuentre el area entre las regiones r = Sy dentro del circulo r = cos(8)
Identificar las curvas

(Touter = €c0s @) (curva exterior), (Tipper = %) (curva interior), Limites(8 = 0)a (6 = w/3).
Verificar la regién. Comprobamos que (cos 8 > %) en ([0,7/3]):

A0 =0): (cos0=1>2). A =m/3): (cosm/3=3).
Como cos 8 disminuye de 1 a %, la region es vdlida

Configuracion de la integral

El drea es:

A= %jnﬁ [(cos 0)% — (%)2] do
0

Simplificamos:

2

(cos6)? = cos?6, (3) =7
cos = cos“ 0, 5) =2
1 (™3 1
A=§f0 (c0529—1>d
Evaluacién de la integral
14+ cos26
Usamos (cos? = — )
1
,, 1 1+cos26 1 7tcos2f
cos‘——=—————="———
4 2 4 2
Entonces:
1
1 7T/3§+c052¢9 1 (™3 /1
A=—f —d9=—f (—+c0529)d
2 )y 2 4, 2
Separamos:

1 TL'/31 /3
A=—U —d9+_[ cosZHdH]
0o 2 0
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Primera integral:
[Lao=1
22

Segunda integral:

2 /3
Dado que(sin— = —):

3 2

Combinamos:
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Longitud de arco de una curva polar

Para determinar la longitud de arco de una curva polar definida por la ecuacion r = f(0) en el
intervalo @ < 6 < [ (suponiendo que la curva no se solapa en este intervalo), convertimos la
ecuacién polar en ecuaciones paramétricas en coordenadas cartesianas y aplicamos la formula de
longitud de arco para curvas paramétricas.

Usando 8 como parametroy r = f(6), las ecuaciones paramétricas de la curva polar son:
x =rcos(f) = f(0)cos(8), y=rsin(0) = f(0)sin(0),

donde 6 estd en el intervalo @ < 8 < f. La férmula para la longitud de arco ( L ) de una curva
paramétrica es:

o= [ ) (@)
), \ao do '
Calculamos las derivadas de (x ) y (y ) con respecto a 8:

Z—z = f'(0) cos(0) — f(0) sin(H), Z—z = f'(0) sin(8) + f(6) cos(H).

Sustituyendo estas derivadas en la férmula de longitud de arco, se obtiene:

(3§j+{gﬁj=[VWMm%w—f«»ﬁmmf+[VWﬁm@0+f”””“@F-

Desarrollando y simplificando:

—[F(O)F cos?(8) — 2 '(0) f (0) cos(8)sin(0) +[ f (O)] sin?(6) +[ £ '(0)] sin?(0) +
21'(6) f (0)sin(0) cos(8) +[ T ()] cos?(H).

Agrupando términos:

= [f'(8)]*(cos(0) + sin?(8) + [f (O)]*(sin*(8) + cos?(8) = [f'(O)]* + [F(8)]%.)

Por lo tanto, la longitud de arco se expresa como:

B
L= [ JF@F+ T @F .

Esta férmula simplificada es mas practica para calcular la longitud de arco en coordenadas polares.

Longitud de arco de una curva polar

Sea ( f) una funcidén con derivada continua en el intervalo cerrado [a, 8]. La longitud de arco ( L)
de la curva polar definida por r = f(60) en el intervalo a < 6 < 8 esta dada por:

B
L= [ JFOF+ T @F do.
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Problema No. 33

Encuentra la longitud de arco de la espiral r = 8, para 0 < 8 < 2m. Ver figura siguiente

Espiral r = 6

dr

a9 !

r=20,

21 0 1
sz V62 +1d6 = 5 92+1+§1n(9+w/92+1))|2(;’
0
1
n(y/4m? + 1 +§ln 2r + /47?2 + 1) = 21.26

Problema No. 34

Encuentra la longitud de arco del cardiode r = 1 + cos0 en el intervalo 0 < 0 < 2m

El cardioide es simétrico respecto al eje x, y su mitad superior se genera para 0 < 6 < 7. La longitud
de la curva completa es el doble de la longitud de su mitad superior.

s
L= Zf V(1 + cos6)? + (—send)? db
0

T T 0 T 0 O\ 1T
=2-f \/2+2C059d9=2] 4cos(—>d9=4f cos(—)d9=856n(—)| =8
0 0 2 0 2 2/10
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Problema No. 35

Encuentra la longitud de las siguientes curvas polares.
La curva polarr = asiné

Es un circulo completo. Para encontrar su longitud de arco, usamos la férmula de la longitud de arco
en coordenadas polares:

L= f,f\/f(e)z + f'(6)?dO, r = asinb , Z—; = acos0 ,

dr\?
r?+ (%) = (asin0)? + (a cos 0)? = a?(sin? O + cos? 0) = a?

Longitud de arco es

TT TT
L:j\/ﬁde:jadezan
0 0

Curva polar r = a sin(6)
y

101



Problema No. 36

d dr\?
r=2—2senf, d—gz —2cos@, r? +(d—g) = (2 —2sen0)? + (—2cos 0)?
=4 —8senB + 4sen?8 + 4cos? 6

=4 — 8sen® + 4(sen? 0 + cos? 0)

=4—8senB+4 (yaque sen’0+cos?8=1)=8—8senf, = 8(1—senH)
Longitud de arco: L = [ \/8(1 — sen8) df , = 2v2 [;"\1—sen8 df

Para resolver la integral ([ V1 —sin@ d6),usamos identidades trigonometricas:

0 0\2
1—senB = (sen; — cos 5) , Por lo tanto:

6 6
Vv1—senf = |sen;— cos>

, Laintegral se convierte en:
2T 6 0
L=2V2], |sen;— cosz| do. :
L =16
La longitud de arco del cardioide (r =2 — 2senB)es: L = 16

Cardioide r = 2 - 2 sin(6)
y
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Problema No. 37.

Laespira:r =02 ,0<6 <2m

dr

_ 2 ar\% _ o2 2
Z=20, 1 +(E) = (82)2 + (26)? ,

= 0%+ 462 = 0%2(6% + 4)
21 21
L=f V0% + 462 d9=f 00?+4d
0 0
u=60*4+4 = du=20d6 = 6df= %du, cambiando los limites de integracién: cuando
(6=0),(u = 4).Cuando (8 = 2n), (u = (2m)? + 4 = 47? + 4). La integral se convierte en:
472 +4

1
L= Vu-=du
4 2

1 4244
=5 f ul/? du
4

4m2+4

- 1[3u3/2]
2137 1,

1

=3 [(4m? + 4)3/%2 — 43/2]
1

=3 [(4m? + 4)3/2 — g]

1
L= 3 [(4m? + 4)3/2 — 8]

Espiral r = 672
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Problema No. 38.

La espiral dada por la ecuacién polar: r = e~a9 para =0ya >0

s
L= f Ve=2a0  g2¢-2a94g
0

0 b
=\/1+a2f e‘a9d9=gim \/1+a2f e~ do
0 -® 0

vi+a? V1 + a? V1 + a?
g|b
=g ame T 0- D=

Espiral r = eN{-a6}
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2.7 Problemas resueltos de la unidad Il
Eliminando el pardmetro

Elimina el parametro para encontrar una descripcion de las siguientes curvas en términos de x e y.
Proporciona una descripcion geométrica y la orientacién positiva de la curva.

Problema No. 39

T _ o =2)

x = 4cost + 1,y = 3sint+ 2, para0 < t < 2m; t = cost,T=sent
—~1)2 —1)2 _1)2 _1\2

17 | 1) = cost? + sent?, o)7L 07Dy
16 9 16 9

Por lo tanto, la curva es una elipse centrada en (1,2) con semiejes de longitud 4 (horizontal) y 3
(vertical), recorrida en sentido contrario a las agujas del reloj

Elipse: x =4 Cos[t] + 1, y = 3 Sin[t] + 2
y

Problema No. 40

x =sint— 3,y =cost+ 6; 0 <t<m
(x+3)+ (y—6) =sint +cost, (x+3)?+ (y—6)?=sent? + cost?,

(x+372+ (-6 =1

7.08

651

551

El grafico mostrara un semicirculo superior centrado en (—3,6) con radio 1, trazado en sentido
horario desde (—3,7) hasta (—3,5)
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Problema No. 41

x:t’yz'\/4—t2 ’y2=4‘—t2, 4_y2=t2,4_y2=x2, x2+y2=4

()
NG

El grafico muestra un circulo de radio 2, centrado en el origen

Problema No. 42

x=t+ 1 y=+~t+1,3 <t <8

x—1=t y*=t+1, y*—1=t,x-1=y>-1,x-y?=0, y=+x

Curva paramétrica: x =t+ 1,y = \/(! +1)

y
4

1

0 x
4 5 6 7 8 9

Geométricamente, es la mitad superior de una parabola que abre hacia la derecha. La orientacidn
positiva es de izquierda a derecha, comenzando en (4,2) y terminado en (9,3)

Problema No. 43

<t<n
-2

N

x = —cot?t, y=1+csc?t,
csc’t=1+4+cot?t,y =1+ csc?t =1+ (1 + cot?t) = 2 + cot?t
x=—cot’t,cot’?’t=—x,y=2+(-x)=2—-x,y=2-x, -1 <x <0.

La curva es un segmento de recta desde (—1,3) hasta (0,2)
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Curvas paramétricas y rectas tangentes

Eliminar el pardmetro para obtener una ecuacién en x e y. Encontrar la pendiente de la curva en el
valor dado de t. Hacer un bosquejo de la curva mostrando la orientacidn positiva de la curva y la
recta tangente en el punto correspondiente al valor dado de t.

Problema No. 44

x = 8cost + 1,y = 8sent + 2,

Circunferencia: (x-1)A2 + (y-2)*2 = 64
y

T
paraOStSZn,ent=§ 10

(x — 1) = 8cost, (y — 2) = 8sent s >

(x — 1)? = 64cost?, (y — 2)? = 64sent?

(x —1)?% + (v — 2)? = 64(cost? + sent?)

-5

[e— 2 J— 2 — -5 0 5
G-D*°+ -2 =64 Una circunferencia centrada en (1,2) con radio

8
d T cost
y/dx t= 37 sent /\/— V3 Nota que el punto en la curva correspondiente
at= gtiene coordenadas (5, 2+ 4\/5_’) ~
(5,8.9)
Problema No. 45
= 4sin2t, y = 3cos2t,0 <t <m ,
Y
rectatangenteent =—
T . T . (T \/§ Curve: x = 4 Sin[21, y = 3 Cos[24
X(g)—451n(2'g)—4Sln(§)—4'7 J
= 243
y(t) = 3cos2t
2 \ *
T T T 1 3
y(g) = 3cos(2 g) = 3cos(§) =3 373
punto (23, 3/2) B
. El punto en la curva correspondiente a t = z
Pendiente: 6
dy _ tiene coordenadas (2v3, 3/2)
ar _ 6sin2t _ —EtanZt
dx ™ 8cos2t 4
dt
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Ent =

,2t=£,tan(z)=\/§

3 3

oS

. 3
Pendiente —Z\/§
Ecuacidn de la recta tangente:

Yy — Yo =m(x —xq)
3 3
y—EZ—Z\/g(X—Z\/g)

3v3

= -""x+6
y X

Problema No. 46

Encuentre el drea de las siguientes regiones. Escribe ecuaciones paramétricas para las siguientes
curvas. Las soluciones no son unicas.

El segmento de la curvax = y3 +y + 1 que
comienza en (1,0) y termina en (11,2).

Identificar el rango de y

En el punto inicial (1,0), y = 0.
En el punto final (11,2), y = 2.

Curva:x=y"3 +y + 1

Por lo tanto, y varia desde 0 hasta 2.

o= =Moo
n o vmoovo
O [rrr————

Expresar x en términos de y 00

La ecuacion de la curva ya estd dada como:
La grafica muestra la curva
x=y3+y+1
x = y3 +y + 1 desde (1,0) hasta (11,2).
Escribir las ecuaciones paramétricas

Usamos y como parametrot, donde tvaria
desde 0 hasta 2. Las ecuaciones paramétricas
son:
H=t3+t+1
{x() tit con0<t<?2
y(@) =t
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Ecuaciones parameétricas de la
circunferencia x2 + y2 = 9 generada en
sentido horario
Usamos las siguientes ecuaciones
paramétricas:

x(t) = 3cos(t)

y(t) = —3sin(t)

0<t<2m

El radio de la circunferencia es 3.
El signo negativoen y(t) = —3sin(t) asegura
gue la curva se genere en sentido horario.

Circunferencia: x*2 + y*2 = 9 (sentido horario)

y
4

Problema No. 47

Area limitada por curvas paramétricas

La region limitada por el ejeyy la curva
paramétrica

x =t} y=t—-t}, 0<t<1

1
— _ +3
A= JO (t — t°)(2t)dt

1_ 4

2t3 2t4)
0 15

e 2 _ 4 — (2 _ 2t
=J, (@t Zt)olt—(3 -

Curva:x=t"2,y=t-t"3

02 04 06 08 10"

Problema No. 48

La region limitada por el eje x y la curva paramétrica
i .
x =cost,y = sen2t,paral <t < > El area es:

2 2
A= _fo " sen2t(—sent) dif:f0 " 2sent2cost dt =
T
sen3t|— 2
2 3 (2) )
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Problema No. 49

Longitud de arco: Encuentra la longitud de las siguientes curvas.

x = e?tsen3t,y = e?tcos3t, 0<t<

w|

Vs
3

f J(2e2t + 3e2tcos3t)? + (2e2tcos3t — 3e2tsen3t)2dt
0

T T

3 V13 — W13/ 2=m
=f V13 e?tdt = —e?t |3 =—(e3 —1)

. 2 © 372

Problema No. 50

Conjuntos en coordenadas polares: Dibuja los siguientes conjuntos de puntos

3

OST‘S‘L,—ESHS—

wl

r varia de 0 a 4, lo que significa que la region va desde
el origen hasta un radio de 4 unidades. .

, Vs T
O varia de -5 a—3,un sector angular en el cuarto

cuadrante (debajo del eje x)

En términos de angulos:
0=— %—90 o (eje y negativo)

0=— %—60 o (bajo el eje x positivo) oo

Esto forma un sector circular entre esos dos angulos.
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Problema No. 51

4<7r?2<9

72 representa el cuadrado de la distancia radial desde el

origen.
2<r<3

Esto define un anillo con radio interior r=2 y radio a2
exterior r=3, extendiéndose en todas las direcciones 6 de

Oa2n

Problema No. 52

Curvas polares: Grafica las siguientes ecuaciones.

r = cosO + senf

Curva Polar: r = cos(0) + sin(0)

120

150 30

180

210 330
240 300
270
Curva Polar: r = 1 - sin(0) + cos(6)
90
120 60
2
150 30
1
r=1—senf + cosf
180 0
210 330
240 300
270
Curva Polar: r = sin(¢)/cos(9) + 5
90
120 1 60
8
150 30
send 4
r= 2
cos6
180
210 330
240 300
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Problema No. 53

Encuentra la interseccién de las siguientes curvas

r =3 yr=2cos20

V3
V3 = 2c0s26,cos20 = >

29_71 117 13w 236
“6'6 '6 6

n 1llm 13w 230

12712 T 12 0 12

(r,0)

- () (32 (32 (2

Usando la simetria, vemos que también hay puntos de
interseccién en

5

(r,0) = (\/g,ﬁ

)} (B37) (537 (B1)

Intersecciones de r =3y r = 2 cos(26)

Problema No. 54

r =+cos3t ,r =+Vsen3t

Vcos3t =+/sen3t, t # 0

sen3t
cos3t = sen3t, =1,tan3t =1
0s3t
T 9t 17w T 9t 17m
3= T

Las cuervas se intersecanen 0 < 0 < 27w

(o) G () oo
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Problema No. 55

Encuentre el drea de las siguientes regiones

La regidn dentro de un pétalo de rosa

r = 3sen40
Vs
21
f —(9sen?46)do
0 2
Vs
9 (2
= —f (1 — cos80)de
4Jo
9 (9 Sen89) T on
~a 8 /|3 16

r=3sin(46)

Problema No. 56

La regién dentro del limacon

r=1+ 2senf

3n
2 = 1+2 2d
_[7_71 E( + 2sent)“dt
6 3n

2
= .[7” (1 + 4sent + 4sen?t)dt
6

3

2
=.[ (14 4sent + 2
7

6
— 2cos2t)dt

= (3t — 4cost
3
2
V4

r=1+28in[6]
y
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Problema No. 57

la regién que estd dentro del limagon

r = 2 + cos6 fuera del circulo
r=2

. s
Las curvas se intersecan en 9=i5 .Por

simetria, el area es el doble del area fuera del
’ . Vs
circulo y dentro del limagon entre 0 y 2

12
A=2-Ef ((2 + cosB)? — 2%)de
0

s
2

=f (4cos6 + cos?*0)do
0

= (4senf
1 T
+ = (cosBsend + 0) 2
2 0
—4+4=
4

Region dentro de r = 2 + cos(6) y fuerade r = 2
y

3l

Problema No. 58

Puntos de interseccion

Considera las ecuaciones polaresr = 1

y r = 2- 4cosf) Grafica las curvas.
¢Cudntos puntos de interseccién observas?
b) Proporciona las coordenadas polares
aproximadas de los puntos de interseccion.

a) Hay 2 puntos de interseccion.

)
b) (r,0)=(1,1318)) (r,0) = (1,4.965)

Curvas:r=1yr=2-4cos(6)

y
6

114




Problema No. 59

Longitud

Encuentra

de

la

arco de curvas polares

longitud aproximada de

siguientes curvas.

r =3 — 6cos0

2T
L= f J (3 — 6c0s0)? + (6senh)2d6
0

2T

=f 3V5 — 4cos6do
0

~ 40.09

las
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Conclusiones

El Capitulo Il de los apuntes de la asignatura Calculo Vectorial, correspondiente a la Unidad Il del
plan de estudios de las carreras de Ingenieria Electromecdnica, Mecatrénica y Sistemas
Computacionales del Instituto Tecnolégico de Ensenada y del Tecnoldgico Nacional de México,
aborda de manera integral los conceptos fundamentales relacionados con curvas planas, ecuaciones
paramétricas y coordenadas polares. Este capitulo, estructurado en seis temas clave, proporciona
una base tedrica sélida y un enfoque practico que beneficia tanto a la comunidad docente como
estudiantil, al facilitar la comprension y la aplicacién de estos conceptos en problemas de ingenieria.

Los temas desarrollados en el capitulo son:

Ecuaciones paramétricas de algunas curvas planas y su representacion grafica: Se introduce la
representacién de curvas mediante ecuaciones paramétricas, destacando su flexibilidad para
describir trayectorias complejas y su utilidad en modelado grafico.

Derivada de una curva en forma paramétrica: Se presenta la metodologia para calcular derivadas en
curvas paramétricas, esencial para analizar propiedades como velocidad y aceleracion en sistemas
dindmicos.

Tangentes a una curva: Se exploran las ecuaciones de lineas rectas tangentes y su aplicacién en el
analisis del comportamiento local de las curvas.

Areay longitud de arco: Se desarrollan férmulas para calcular el drea bajo una curva y la longitud de
arco, herramientas clave en aplicaciones geométricas y fisicas, como el disefio mecanico y la
optimizacidon de trayectorias.

Curvas planas y gréficas en coordenadas polares: Se estudian las curvas definidas en coordenadas
polares, resaltando su utilidad para representar simetrias radiales y su representacion gréfica.

Calculo en coordenadas polares: Se abordan derivadas, integrales y otras operaciones en
coordenadas polares, con énfasis en su aplicacidn a problemas de longitud de arco y area.

Este capitulo no solo cubre todos los temas de la Unidad Il de Calculo Vectorial, sino que también
presenta una exposicidn tedrica clara y concisa, complementada con la resolucién de mds de 50
problemas practicos. Esta combinacion de teoria y practica permite a los estudiantes del Instituto
Tecnolégico de Ensenada y de otras instituciones del Tecnolégico Nacional de México desarrollar
habilidades analiticas y técnicas necesarias para resolver problemas reales en sus respectivas
carreras. Los ejemplos resueltos ilustran la aplicacion de los conceptos en contextos de ingenieria,
como el disefio de componentes electromecdnicos, la programacion de sistemas computacionales
y el control en sistemas mecatrdnicos.

Para la comunidad docente, estos apuntes representan un recurso valioso que apoya la ensefianza
estructurada y fomenta el aprendizaje activo, al proporcionar una guia clara para la explicacién de
conceptos y la evaluacidn de competencias. Asimismo, el enfoque practico del capitulo fortalece la
formacién integral de los estudiantes, alineandose con los objetivos del plan de estudios del
Tecnoldgico Nacional de México, que busca formar ingenieros competentes y capaces de enfrentar
desafios tecnoldgicos.

116



En resumen, el Capitulo Il de Curvas Planas, Ecuaciones Paramétricas y Coordenadas Polares es un
pilar fundamental en el estudio del Cdlculo Vectorial, ya que dota a los estudiantes de herramientas
matemadticas esenciales para el andlisis y disefio en ingenieria, promoviendo un aprendizaje
significativo y aplicable tanto en el dmbito académico como profesional.
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Introduccion

Las funciones vectoriales de una variable real son una herramienta fundamental en el cdlculo
vectorial, ya que permiten describir fendmenos dindmicos en el espacio tridimensional, como
trayectorias de particulas, movimiento de cuerpos celestes o curvas en ingenieria. Estas funciones
asignan a cada valor real ( t ) un vector en R™, tipicamente representado como r(t) =
(x(t),y(t),z(t)), donde (x(t),y(t),z(t)) son funciones reales que describen las coordenadas en
funcién del parametro ( t ), usualmente el tiempo.

Definicién de funcidn vectorial de una variable real: Una funcion vectorial r(t) esta definida en un
intervalo] c R ytoma valores en R™ . Por ejemplo, una curva en el espacio 3D puede representarse
como r(t) = (f(t), g(t), h(t)), donde cada componente es una funcion escalar.

Limites y continuidad: El limite de una funcién vectorial se evalia componente por componente, es
decir, siempre que cada limite exista. Una funcién vectorial es continua ent = a si %imr(t) =
-a

r(a), lo que implica que la curva no presenta saltos o interrupciones.

Derivada de una funcidén vectorial:

r(t+At)-r(t
m (t+At)-r(®)
-0 At
indicando la direccién y velocidad del movimiento. Se calcula derivando cada componente:

r'() = ('), y'(©), 2’ (D).

Integracién de funciones vectoriales: La integral de una funcidn vectorial se realiza componente por
componente, es decir,

La derivada 7'(t) = Al% representa el vector tangente a la curva en el punto r(t),

f: r(t) dt = <f:x(t) dt, f: y(t) dt, f: z(t) dt>.

Representa el desplazamiento neto o la acumulaciéon de una magnitud vectorial a lo largo de un
intervalo.

Longitud de arco: La longitud de una curva desde t = a hasta t = b se calcula como:
f: |7 (t)| dt, |f(r'(t)| es la magnitud del vector tangente, que mide la rapidez del movimiento a lo
largo de la curva.

r'(t)
O]
gue la curva se dobla. El vector binormal B(t) = T(t) X N(t)

la curva. El vector

Vectores tangentes, normal y binormal: El vector tangente unitario T(t) =
T'(®)
IT" (@)
completa un sistema ortogonal que describe el comportamiento local de la curva.

normal unitario N(t) =

IT' @)
]
curvatura alta indica un giro pronunciado, mientras que una curvatura baja sugiere una trayectoria
casi rectilinea.

Curvatura: La curvatura k(t) = mide qué tan rapido la curva se desvia de una linea recta. Una

El estudio de funciones vectoriales de una variable real es crucial para comprender conceptos mas
avanzados en calculo vectorial, como campos vectoriales, integrales de linea, teoremas de Green,
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Stokes vy la divergencia. Estos conceptos dependen de una sélida comprensién de las propiedades
geométricas y dindmicas de las curvas en el espacio, que se construyen sobre los fundamentos de
derivadas, integrales y curvatura. Ademas, son la base para el andlisis de superficies parametrizadas
y ecuaciones diferenciales en contextos fisicos y geométricos, permitiendo aplicaciones en
relatividad, electromagnetismo y optimizacidn de sistemas complejos.

3.1 Definicion de funcidn vectorial de una variable real

En el tema 1, utilizamos vectores para representar cantidades estdticas, como una fuerza
constante aplicada al extremo de una llave o la velocidad constante de un bote en una
corriente. En este tema, ponemos los vectores en movimiento introduciendo las funciones
vectoriales (o simplemente, funciones vectoriales).

Aspectos clave

Gréficas de funciones vectoriales:

Calculo con funciones vectoriales:

Aplicaciones practicas

Conceptos avanzados: Longitud de arco, Curvatura, Vectores tangente y normal

P wnNPRE

Definicion de funcidn vectorial de una variable real
Una funcién de la forma r(t) = (f(t), g(t), h(t)) puede interpretarse de dos maneras:
1. Como ecuaciones paramétricas

Representa un conjunto de tres ecuaciones paramétricas que describen una curva en el
espacio (una trayectoria).

2. Como funcion vectorial:

Las tres variables dependientes (x, y, z) son las componentes del vector r, y cada una varia
con respecto a unaunica variable independiente t (que frecuentemente representa
el tiempo)

A medida que t varia: El punto (x(t),y(t),h(t)) describe una curva paramétrica en el
espacio. Al mismo tiempo, este punto es la punta del vector de posicion r(t) =

(f(0), g(t), h(1))

Es decir, una funcién vectorial es un conjunto de ecuaciones paramétricas escritas en forma
vectorial.

Funciones vectoriales en dos dimensiones (R? r(t) = (f(t), g(t))
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Funciones vectoriales en tres dimensiones (R3) r(t) = (f(t), g(t), h(t))

Cuando Se estudiaron en el tema anterior las ecuaciones paramétricas: x = acost, y =
bsent ,para 0 <t < 2m describe una circunferencia de radio a centrada en el origen. La
funcion vectorial correspondiente es r(t) = (acost,bsent) para 0 <t < 2m. Todas
las curvas planas descritas por ecuaciones paramétricas en la unidad Il pueden convertirse
facilmente en funciones vectoriales de la misma manera

Problema No. 1

Una circunferencia parametrizada r(t) = (cost,sent) para0 <t < 27

U

Figura No. 1. Una circunferencia parametrizada con radio igual a 1

Problema No. 2

r(t) = (2cost,2sent) para0 <t < 27w

N

Figura No. 2. Curva parametrizada con radio igual a 2

Problema No. 3

r(t) =(1+ cost,2 + sent)para0 <t <27

T

Figura No. 3. Curva parametrizada con centro en (1,2) y radio igual a 1
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Problema No. 4

r(t) =(t,2t)para0 <t <1

Funcion vectorial r(t) = (t, 2t)

r 02 04 06 08 10

Figura No. 4. Funcién vectorial que representa una linea recta en el espacio R? que va desde
el origen (0,0) hasta el punto (1,2).

Problema No. 5

r(t) = (3cost,2sent) para0 <t < 27w

Elipse: r(t) = (3 cos t, 2 sin t)
¥
.
/ \ *
-

Figura No. 5. La funcidn describe una elipse centrada en el origen (0,0). Semi eje mayor
igual a 3. Semi eje menor igual a 2.

Curvas en el espacio

Una funcién vectorial r(t) = (f(t), g(t), h(t)) también puede expresarse de la forma
f@®i+ g(t)j+ h(t)k donde f,gyh estdn definidas en un intervalo a <t < b. El
dominio deres el conjunto mas grande de valores det para los cuales todas las
funciones f, g y h estan definidas.

A medida que el pardmetro t varia en el intervaloa < t < b, cada valor de t produce un
vector posicidn que corresponde a un punto sobre la curva, comenzando en el vector
inicial (a) y terminando en el vector final r(b). La curva parametrizada resultante puede
tener una longitud finita o extenderse indefinidamente. La curva también puede cruzarse a
si misma o cerrarse y repetir su trayectoria. Figura No. 6

Gura ) 1+ Gosl 2 i) o aieracenposve

Figura No. 6. Lacurvar(t) = (f(t),g(t),h(t))paraa <t < b
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Orientacion de las curvas

Si una curva suave C se considera Unicamente como un conjunto de puntos, en cualquier
punto de C es posible dibujar vectores tangentes en dos direcciones opuestas. Figura No.
7

Curva suave C (y = X)) con vectores tangentes en dos direcciones

4
Vectores tangentes gn ambas direcciones

2

Figura No. 7. Curva no parametrizada, los vectores tangentes en direcciones opuestas

Una curva parametrizada, descrita por una funcionr(t) dondea <t < b, tiene
una direccion natural u orientacion. La orientacion positiva es la direccién en la que la
curva se genera a medida que el pardmetro t aumenta desde a hasta b. Figura No. 8

Circunferencia r(t) = (cos t, sin t)
y

-05

Figura No. 8. Curva parametrizada, los vectores tangentes indican la orientacidon positiva

Problema No. 6

Grafique la curva descrita por la siguiente funcidn, indicando la orientacion positiva. Figura
No. 9

r(t) = (cost,0,sent) para0 <t < 27

Figura No. 9. Circulo unitario en el plano xz centrado en el origen
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Problema No. 7

Grafique la curva descrita por la siguiente funcion, indicando la orientacién positiva. Figura
No. 10

r(t) = (0,4cost,16sent) para 0 <t < 27
L 4 N
0 0 0

|
N
0
— a—

Figura No. 10. Describe una elipse en el plano yz centrada en el origen, con ejes paralelos
a los ejes coordenados

Problema No. 8

Grafique la curva descrita por la siguiente funcién vectorial, indicando la orientacién
positiva. Figura No 11

r(t) = cos(t)i+j + sen(t)k para0 <t <2m

S

Figura No. 11. Representa un circulo de radio 1 en un plano paralelo al plano xz, desplazado
lunidad enelejey

Problema No. 9

Grafique la curva descrita por la siguiente funcién vectorial, indicando la orientacién
positiva. Figura No 12

-t
r(t) = 4sen(t)i + 4cos(t) j + ewvkpara0 <t < o

Figura No. 12. Describe una espiral que decae exponencialmente en el eje z mientras gira
circularmente en el plano xy
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Problema No. 10

Grafique la curva descrita por la siguiente funcién vectorial, indicando la orientacion
positiva. Figura No 13

—t -t
r(t) = ezosen(t)i + ezocos(t)j+tkpara0 <t <

20 oy o 20
r(t)= (™2 sint, e cos t, 1
W=(e" 08 )

®  Fin(t=100)
datat

Figura No. 13. Describe una espiral logaritmica ascendente

Problema No. 11

r(t) = (cosmt, senmt,e ") para t > 0. Figura No. 14

Figura No. 14. Cilindro espiral definido por la funcién vectorial, junto con la circunferencia
base x? + y2 =1

Problema No. 12

8 bucles de la espiral. r(t) = 4 cos(t) i + sen(t)j + ﬁk,para — o0 < t < oo, sobre el cilindro

eliptico i y? =
16

Figura No. 15. La espiral yace sobre el cilindro eliptico
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3.2 Limites y continuidad de una funcién vectorial

Los conceptos de limites, derivadas e integrales de funciones con valores vectoriales son
extensiones directas de lo que ya has aprendido en el calculo diferencial.

El limite de una funcién con valores vectoriales r(t) = f(t)i + g(t)j + h(t)k se define
de manera muy similar a como se hace para las funciones con valores escalares. Si existe un
vector L tal que la funcidn escalar |r(t)- L| puede hacerse arbitrariamente pequefia al
tomar t suficientemente cerca de a, entonces escribimos limr(t) = L y decimos que el
limite de r cuando t se acercaa a es L.

Definicion Limite de una Funcidn con Valores Vectoriales

Una funcidon con valores vectoriales r se acerca al limite L cuando t se acerca a a, escrito
como limr(t) = L, siempre que lim|r(t)- L| = 0.

Observa que mientras r tiene valores vectoriales, |r(t)- L| es una funcién de la Unica
variable t, a la cual se aplican los conocidos teoremas de limites. Por lo tanto, esta definicidn
y un cdlculo breve conducen a un método directo para calcular los limites de la funcién con
valores vectorialesr = (f, g, h). Supongamos

limf(t) =L, ,limg(t) = L,,limh(t) = L4
t—-a t—-a t-a
Entonces
limr(t) = (limf(t),limg(t),limh(t)) = (L, Ly, L3)
t—a t—a t—a t—a
En otras palabras, el limite de r(t) se determina calculando los limites de sus componentes.
Por ejemplo, si lim r(t)y ym s(t) existen y c es un escalar , entonces
->a ->a
lim(r(t) + s(t)) =limr(t) + lims(t) ysilimcr(t) = climr(t)
t—a t—a t-a t-a t—a

La idea de continuidad también se extiende directamente a las funciones con valores
vectoriales. Una funcion r(t) = f(t)i + g(t)j + h(t)k es continua en a siempre que
ltim r(t) = r(a)

—-a

Si las funciones componentes f, g y h son continuas en a, entonces r también es continua
en a, y viceversa. La funcidn r es continua en un intervalo I si es continua para todo t en I.

Si r es continua en un intervalo, la curva que describe no tiene interrupciones ni huecos, lo
cual es una propiedad importante cuando r describe la trayectoria de un objeto.
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Problema No. 13

Evalle los siguientes limites

a) lim (cosZti — 4sentj + % k)

t-—
2
)
. . 2 . m. .23
= lim cos2ti — 4 lim sentj + lim — k) = cosmi — 4sen—=j + —=k = (—=1,—4,1)
t—)% t—)% t—% T 2 T

b) tl—i>{22 (2eti+ 6e7tj — 4e7%tk)
= (2ef,6e7t, —4e7%t) = (2e'"?, 66712, —4e72I"%) = (4,3, 1)

0 lim (e~ti—2=j + tan”tk) = (0,~2,%)

t—>oo

. t ..t . 1 _ 21
d) ltl_r)rzl (t2+ll 4e sennt]+\/_mk)—(5,0,3)

2
. sent, el-t—1 ,  cost+=-1
e) 11m< i— j+ 2 k)

t—0 t t t2

Usando la regla de I'H6pital (una vez en las dos primeras componentes, dos veces en la

tercera componente
—cost+1

) ) = (1,00) = i

=<cost,1—et,

Problema No. 14

Encuentra el dominio de las siguientes funciones con valores vectoriales

2 . 3 .
a) T(t)=;l+mj

La primera funcién componente tiene dominio (—o,1) U (1,0), y la segunda tiene
dominio (—o0,—2) U (—2,), por lo que el dominio de r(t) es (—o,—-2)U (—=2,1) U
(1, ).

b) r() =Vt+2i+V2—tj

La primera funciéon componente tiene dominio [—2, ) y la segunda tiene dominio (—, 2],
por lo que el dominio de r(t) es [—2, 2].

c) r(t)=c052ti+eﬁj+%k
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La primera funcidon componente esta definida para todo t, la segunda tiene dominio [0, o),
y la tercera tiene dominio (—o0,0) U (0, o), por lo que el dominio de r(t) es (0, )

d) 1) =VA— i+ Vij—==k

La primera funcidon componente tiene dominio [—2, 2], la segunda tiene dominio [0, ), y

la tercera tiene dominio (—1, ), por lo que el dominio de r(t) es [0, 2].

Problema No. 15

Encuentra los puntos (si existen) en los que los siguientes planos y curvas se intersecan
y=1;r(t) =(10cost,2sent,1)

Puntol: (5\/§, 1, 1), Punto 2(—5\/§, 1,1) . Ecuacién del plano y = 1.

Componente (y) delacurvay = 2sent,2sent = 1,sent = %

. 1 . 2 . .
Sabemos que: smt = 5 ocurre en el intervalo [O, ;] (un ciclo completo tipico para curvas

1 T Vs
—,t=—x=10cos- =
2 6 6

paramétricas) en: sen% =sen(300) = %, sen%ﬂ = sen(1500) =
10-?=5\/§, y=Zsen%=2-%=1, z=1

Punto 1 (5\/?, 1,1) , t= 5?77, (—5\/§, 1,1) punto 2 (negativo 22. Cuadrante)

Interseccion entre el plano y=1y la curva r(t)
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Problema No. 16

Funciones vectoriales y sus correspondientes graficas

a) r(t) =(t,—tt)

b) r(t) = (t%,¢,t)

c)r(t) =(4cost,4sent,?2)

;&7’-4
d) r(t) = (2t,sent,cost)
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e)r(t) =(4cost,4sent,?2)

r(t) = (sent, 2t,cost)

Problema No. 17

Verifica que la curva r(t) yace en la superficie dada. Proporciona el nombre de la superficie.

r(t) = (tcost)i+ (tsent)j +t k; x? + y? = z*2

B

0 5 T

Este es un cono eliptico.

Note que x? + y2 = t2cos?t + t?sen’t = t?(cos?t + sen?t) = t? = z2
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Problema No. 18

r(t)=(\/t2+1cost)i+(\/t2+1sent)j+tk; x2+y?—z2=1

Esto es un hiperboloide de una hoja. Observe que

x2+y2 — 2% = (t? + 1)cos?t + (t? + 1)sen?t — t? = (t? + 1)(cos?t + sen?t) — t?
=t2+1-t?2=1
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3.3 Derivada de una funcion vectorial

El cdlculo de funciones con valores vectoriales. La diferenciacién e integracion de funciones
de laforma y = f(x) se traslada a las funciones con valores vectoriales r(t); simplemente
se aplican las reglas de diferenciacion e integracion a los componentes individuales de r(t).

La Derivada y el Vector Tangente

Consideremos la funcion r(t) = f(t)i + g(t)j + h(t)k , donde (f),(g)y (h) son
funciones diferenciables en unintervalo a < t < b

El primer objetivo es explicar el significado de la derivada de una funcion con valores
vectoriales y mostrar como calcularla. Comenzamos con la definicién de la derivada, ahora
desde una perspectiva vectorial:

La derivada de una funcion vectorial r(t) representa la tasa de cambio instantanea del
vector posicidn respecto al parametro (t). Geométricamente, la derivada r'(t) es el vector
tangente a la curva descrita por r(t) en un punto dado, indicando la direccién y la rapidez
con la que la curva cambia a medida que (t)varia. Si (t) representa el tiempo, r'(t) puede
interpretarse como la velocidad de una particula que se mueve a lo largo de la curva.

Definicion
La derivada se define como el limite:

r(t+ At) — r(t)
At

o= fim,
Sea
r(@) = (f (), g(®), h(®))
r(t +At) = (f(t + At), g(t + At), h(t + At)), r(t) =(f(t), g(t),h(t))
rit +A) —r() = ((t+ At) —f(@), (t + At) —g(0), h(t + At) — h(t))

r(t + At) — r(t) _ <f(t + At) — f(t) gt + At) — g(t) h(t + At) — h(t))

At At At At

oor(t+ At —r(t) C f+Aa)—-f@) . gt+A)—gt) . h(t+At)—h(@)
r'(t) = lim ———— = ={lim , lim , lim )
At—0 At At—0 At At—0 At At-0 At

={f'®,g O, ®)=71"(t) = f'(Oi+ g'(0)j +h'(Dk

Dado que f, g y h son funciones escalares diferenciables de la variable t, los tres limites en
el ultimo paso se identifican como las derivadas de f, g y h, respectivamente

En resumen, para diferenciar la funcién con valores vectoriales r(t), simplemente
diferenciamos cada una de sus componentes con respecto a ( t ).
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6efinici6n

Derivada y vector tangente

~

Sear(t)=f(@t)i+ g(t)j+ h(t) k, donde (f), (g)y(h) son funciones diferenciables en
(a, b). Entonces, r tiene una derivada (o es diferenciable) en (a,b) vy

') = f'®)i+ g (Oj +h'([Ok

Qem pre que r'(t) # 0, r'(t) es un vector tangente en el punto correspondiente a r(t)

/

Problema No. 19

Derive las siguientes funciones de valor vectorial

r(t) = {(cost,t?, sent)

r'(t) = (—sint,2t,cost)

r(t) =4e'i+5j+Intk

1
r'(t) = 4eti + ?k

r(0) = (26 6T, )

3

r'(t) = (6t 7)

3
lﬁl t

r(t) = (4,3 cos 2t, 2sen 3t)

r'(t) =(0,—6sin2t,6cos3t)

r(t) =eti+2etj—4e?k

r'® = (e, —2e7t, —8e?t)

r(t) = tant i + cost j + cos?’t k

r'(t) = sec’ti—sintj — 2sentcostk

r(t) = (te7 ¢, tin(t), tcost)

r'(t) = (e *(1—1t), 1+ In(t),cost — tsent)
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Vector Tangente Unitario

En situaciones en las que solo nos interesa la direccién (pero no la longitud) del vector
tangente, trabajamos con el vector tangente unitario. Es el vector con magnitud 1, formado
al dividir r'(t) entre su longitud.

/Definicién \

Vector tangente unitario

Sea r(t) = f(t)i + g(t)j + h(t)k una curva parametrizada suave, para a < t < b. El
vector tangente unitario para un valor particular de (t ) es

_r'®

\_ O] .

Problema No. 20

Encuentra un vector tangente en el valor dado det para las siguientes curvas
parametrizadas.

r(t) =(t,3t%t3),t =1 r'(1) = (1,6t, 3t2) = (1,6,3)
r(t) = (e, e3,e3),t =0 r'(0) = (e, 3e3t,5e5t) = (1,3,5)
T s
r(t) = (t,cos 2t, 2sen t),t = 0 r (E) = (1, —2sen2t, 2cost) = (1,0,0)

t 1 t
r(t) =(2sent,3cost,sen E)'t =n | r'(m) = (2cost, —SSent,Ecos E) = (—2,0,0)

3 10 1
r(t) = 2t4i+6t§j+7 kt=1 |r'(t)=8t3i+9t2j—10Int k = (8,9 — 10)
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Problema No. 21

Encuentre el vector tangente unitario para las siguientes curvas parametrizadas

a) r(t) = (2t,2t,t),para0 <t <1

_r'(® _(221) _ (2,21) _ 221

b) r(t) = (cost,sent,2),para0 <t <2m

r'(t) (-sen t,cost,0) (—sen t,cost,0)
T(t) = i -

= = = = (—sent,cost,0
7' ()] Vsen?t+cos2t+0 1 ( ! ! )

c) r(t) =(8,cos2t,2sen2t),para0 <t < 2w

r'(t) __(0,—2sen 2t,4cos2t) _ (0,—2sen 2t,4cos2t)
|r'(t)]  V4sen?2t+16cos?2t 2Vsen22t+4cos?2t

T(t) =

—sin2t 2cos2t

T(t) = (0, : )
Vsin2 2t +4cos22t Vsin22t+ 4cos?2t

Problema No. 22

Encuentra el vector tangente unitario en el valor dado de ( t ) para las siguientes curvas
parametrizadas.

T
a) r(t) = (cos 2t,4,3sen 2t);t = >
T (—2sen 2t,0,6 cos 2t) (—2sen 2t,0,6 cos 2t) (—sen 2t,0,3cos 2t) (0,0—6)
Tl=)= = = = =
2 V4sen22t+0+36c0s22t 2Vsen?2t+9cos?2t Vsen22t+9cos22t 6
(0,0 —1)

b) r(t) = (sent,cost,et);t =0, r'(t) = (cost,—sent,—e" '), r'(0) =
(1,0,—1),

()] = V2
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r'(0) (10,-1) 1 0 -1 1

1O =1mmr = V2 VZ'V2' V2 2" V2

c) r(t) = (6t,6,)

r'(t) = (6,0,5), 7' (1) = (6,0,-3), |r'(t)| =35
_ (0 _(60,-3) _ (i i __1) _ (i 0 __1>
CI®I 35 VE'WVE'VE VB VB
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Reglas de Derivacion

Las reglas para las derivadas de funciones de una sola variable se trasladan directamente a
funciones con valores vectoriales o tienen analogos cercanos. Estas reglas generalmente se
demuestran trabajando en las componentes individuales de la funcién vectorial.

Teorema

Sean u y v funciones con valores vectoriales diferenciables, y sea f una funcién escalar
diferenciable, todas en un punto t. Sea ¢ un vector constante. Las siguientes reglas se
aplican.

Derivada de una constante d
a(C) =0

Regla de la suma %[u(t) +u(0)] = uw'(t) + v'(t)

Regla del producto escalar por
vector

d
L FOu®] = f'(Ou) + F(Ou'(©)

Regla del producto escalar entre

d
vectores at [u(®) - v(®)] =u'(®) - v(®) +ult) - v'(t)

la del prod al | d
?Cerﬁf) ® producto vedomall Zu® x v(©)] = w'(©) x v(®) + u(®) x v'(®)

Regla de la cadena (composicidn)

d
I [u(F®)] = w' (FO)f'©®

Derivadas de Orden Superior

Las derivadas de orden superior de funciones con valores vectoriales se calculan de la
manera esperada: simplemente derivamos cada componente varias veces. Las derivadas
segundas destacan especialmente en el papel de la aceleracion.
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Problema No. 23

Usando las reglas de la derivacién

Seanu(t) = 2t3i + (t? — 1)j — 8k yv(t) = eti + 2e~'j — e?'k. Calcule la derivada de las
siguientes funciones.

d
= [(t** + 3t)u(t)]

= (12t + 3)(2t3i + (¢ — 1)j — 8k)
+ (t'2 + 3t)(6t2i + 2tj)

(t1? + 3)u(e)

d
o [(4t8 — 6t3)v(t)]

= (32t7 — 18t?)(eti + 2e7tj — e?tk)
+ (4t8 — 6t3)(eti — 2e7tj — 2e%tk)

(4t® — 6t3)v(t)

d
u(tt — 20) T [u(t* — 2t)] = (4t3 — 2)[6(t* — 2t)2i + 2(t* — 2t)j]

d 1
o(VD) (V)] = Z—ﬁ(eﬁi — 2e7VEj — 2¢2Vtk)

d
u(t) - v(t) at [u(t) - v(t)] = 6t2et + 4te™" + 2t3et — 2(t2 — 1)e™t + 16e%

d
u(t) X v(t) E [u(t) X ‘U(t)]

= [-2te?t — 2(t? — 1)e?' — 16e7t]i
+ [6t%e?t + 4t3e?! + 8el]j
+ [12t%2e7t — 2tet — 4t3e7t — (t2 — 1)el]k
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Problema No. 24

Derivadas de orden superior. Calcule ' (t) y "'’ (t) para las siguientes funciones

r(t) =(t*+1,t+1,1)

r''(t) = (2,0,0),r""'(t) = (0,0,0)

r(t) = (3t12 —t2,t8 + t3,t7* - 2)

r''(t) = (396t1° — 2,56t° + 6t,20t7°),

r'"'(t) = (3960t%,336t° + 6,—120t77)

r(t) = (cos 3t, sen 4t, cos 6t)

r""(t) =(—9cos3t,—16sin4t,—36cos6t),

r'"'(t) = (27sin3t,—64cos4t,216sin6t)

r(t) = (e, 2e7* +1,2e7%)

' (t) = (16e%t,32e74,2e7t),

r'"(t) = (64e*t, —128e~*t, —2¢7t)

t 2
= 4i —  j—et
r(t) =Vt + l+t+1] e 'k

T 1 2
ro = <_ 4+ 472 (t+ 1)
3 2
r'"'(t) = <8(t T T D 2e7t (4¢3 — 61))

2e7t°(1— 2t2)>,

Problema No. 25

Suponga que u y v son funciones diferenciablesent = 0 conu(0) =(0,1,1),u'(0) =
(0,7,1),v(0) =(0,1,1) y v'(0) = (1,1, 2). Evalte la siguiente expresion.

d/dtlu(t) -v(®)] = u'(t) - v(t) + u(t) - v'(t)

d(u-v) u'(0)-v(0)= 0O+ (7HD+ @D =0+7+1
T [t=0 u@@-v'0)= OO+ OD+ DMHR)=0+1+2
d/dtlu(t) - v()]lg=0y = u'(0) - v(0) + u(0) - v'(0) = 8 +

Por lo tanto, la derivada es (11).

W

I w o

141




3.4 Integracion de funciones vectoriales
Integrales de Funciones con Valores Vectoriales

Una antiderivada de la funcién vectorial r es una funcién R talque R' = r.Sir(t) = f(t)i +
g(t)j + h(t)k, entonces una antiderivada de r es R(t) = F(t)i + G(t)j + H(t)k, donde
F, Gy H son antiderivadasde f, g y h, respectivamente. Este hecho se deriva al
diferenciar los componentes de R y verificar que R’ =r. La coleccion de todas las
antiderivadas de r constituye la integral indefinida de r.

ﬁefinicién \

Integral Indefinida de una Funcidn con valores vectoriales

Sea r(t) = f(t)i+ g(t)j+ h(t) k una funcidon vectorial, y sea R(t) = F(t)i+
G(t)j + H(t)k una funcién vectorial, donde F, G y H son antiderivadasde f, g y h,
respectivamente. La integral indefinida de r es [ r(t), dt = R(t) + C, donde C es un vector
constante arbitrario. Alternativamente, en forma de componentes

K J{f @, 9@, h(®) dt = (F(£),G(&), H{)) + (Cy, C3, C). /

Problema No. 26

Calcule las integrales indefinidas de las siguientes funciones

— ——+Cy, t2 =t + C,, 10t + C3)

r(t) = (t* - 3t,2t — 1,10) 5 32
fr(t) dt = z 5

2 5 t3 t7
r(t) = (5t™* —t?,t° — 4t3,?) jr(t) dt = <_ﬁ — 5+ t*+ Cy, 21n|t] + C5)

2 1
fr(t) dt = <2 sint + C;, —=cos3t+ C,, =sin8t + C3)
r(t) = (2 cost, 2sen 3t, 4 cos 8t) 3 2

1
. fr(t) dt = (et(t —1) + C)i + (—Ecos(tz) + Cz)j

T +(-2/tr+a+ )k

r(t) =tei+tsent?j—
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ﬁefinicién

Integrales definidas de una funcion con valores vectoriales

~

Sea r(t) = f(t)i+ g(t)j + h(t)k), donde (f), (g9)y(h) son integrables en el intervalo
[a, b]. La integral definida de r en [a, b] es:

J:r(t) dt = (fabf(t) dt) i+ <fabg(t) dt>j + <fabh(t) dt) k. /

o

Problema No. 27

Evalua las siguientes integrales definidas

1
f (i + 3j + 3t%k) dt
-1

(i): (f_ll dt=[t]};, =1-(-1)=2)

0): (j 3dt=3[t]t; =3(1-(-1) =6)
-1

(k):(j_113t2 dt=3l§[1=3<%—%1)=3-§=2)

1
f (i +3j + 3t%k) dt = 2i + 6j + 2k
-1

4
J (6t2%i + 8t3j + 9t%k) dt
1

3

4 4
(i):(f 6t2 dt=6[?] =6<%—%)=6-21=126)
1 1

255

. 4 t44 1
(;):(f1 8t3 dt=8[z]1 =8<64—Z)=8-T=510)

4 £31* 64 1
(k):(f1 9t2 dt=9[§]1 =9(?—§)=9-21=189)

4
J (6t2i + 8t3j + 9t2k) dt = 126i + 510j + 189k
1
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In2
f (eli+ et cos(met)j) dt
0

In2
(i):(f etdt =[ef]P2=eM2-e0=2-1=1)
0

In2
: (f et cos(met) dt)
0

(u=eb),(du=etdt),(dt = d_u)
’ ’ u

2 du 1 2
(| cos(mu)—),primitiva: ([— sin(nu)]
1 u T 1
1 1
=—sin(m-2) ——sin(r-1)=0-10
/s T

=0)

In2
j (eti+ et cos(met)j) dt =i
0

i
f (sinti+ costj+ 2tk) dt
-1

(D): (fﬂsint dt = [—cost]™, = —cosm — (— cos(—m))

=1+1=2)

(): (fncost dt = [sint]™, = sinm — sin(—7) =0 -0
=0)

s £2 n T2 2
(k)(f_ 2tdt=2|:?:| =2<7—7>=0)

T
f (sinti+costj+ 2tk) dt = 2i
[
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Problema No. 28

Encuentra funcién r a partir de r’ que satisface las condiciones dadas

r'® = (et sint,sec’t);

r(0) = (2,2,2)

(i):(fet dt =e' + C;)
(i):(fsint dt = —cost + C3)

(k): (f sec’t dt =tant + C3)

Entonces
r(t) = (e + C;,—cost + Cy,tant + C3) = (2,2,2)

1+ =2)=>(C=1)

(-1+C,=2)= (C; =3)

0+C3=2)=(C;=2)
La solucién es:

r(t) =(e* +1,—cost+ 3,tant + 2)

r'(t) =(0,2,2t); r(1)=(43,-5)

(i):(JOdt=Cl)
(i)=(f2 dt = 2t + C,)

(k): (f 2t dt = t? + C3)
r(t) = (Cy, 2t + Cy, t? + C3)
(¢ =4)
2+C,=3)=(C,=1)
(1+C3=-5)=> (C3=-6)
r(t) = (4,2t + 1,t2 — 6)
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Posicion, velocidad y aceleracion

Como se muestra en esta seccién, al combinar la Segunda Ley del Movimiento de Newton
con todo lo que hemos aprendido sobre vectores, es posible resolver una variedad de
problemas de cuerpos en movimiento.

Trabajamos en un sistema de coordenadas tridimensional y dejamos que la funcién con
valor vectorial r(t) = (x(t),y(t),z(t)) describa la posicidon de un objeto en movimiento
en los tiempost > 0. La curva descrita por r es la trayectoria o el camino del objeto (Figura
No. 1). Al igual que con el movimiento unidimensional, la tasa de cambio de la funcién de
posicién con respecto al tiempo es la velocidad instantanea del objeto, un vector con tres
componentes correspondientes a la velocidad en las direcciones x, y, y z: v(t) = r'(t) =

(x'(®),y'®),2' ().

Trayectoria 2D de un objeto (r(t))

Trayectoria
0.8 O Puntoinicial |
Punto final

0.6 —datal 1
——= data2
0.4 = data3

\

-0.2

0.4

-0.6

-0.8

Figura No. 1. Curva descrita por r es la trayectoria o el camino del objeto

Los vectores de velocidad de un objeto en movimiento son simplemente vectores
tangentes; es decir, en cualquier punto, el vector de velocidad es tangente a la trayectoria.

Al igual que con el movimiento unidimensional, la rapidez de un objeto que se mueve en
tres dimensiones es la magnitud de su vector de velocidad:

lv(t)| = |(x’(t),y’(t),z’(t))| = \/(x’(t)z + y'(t)? + z'(t)?). La rapidez es una funcion
escalar no negativa.

La aceleracién de un objeto en movimiento es la tasa de cambio de la velocidad:

a(t) =v'(t) = r"(t). Aunque el vector de posicion da la trayectoria de un objeto en
movimiento y el vector de velocidad es siempre tangente a la trayectoria, el vector de
aceleraciéon es mas dificil de visualizar (Figura No. 2)
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Trayectoria con Vectores de Velocidad y Aceleracion

Trayectoria
—Velocidad
Aceleracion

0.5

-05F

Figura No. 2. Trayectoria con vectores de velocidad y aceleraciéon

Las relaciones entre r, v y a se exploran en los ejemplos siguientes.

ﬁfinicién

Posicidn, Velocidad, Rapidez, Aceleracién
Sea la posicion de un objeto que se mueve en el espacio tridimensional dada por
r(t) = (x(£), y(t),z(t)), parat > 0. La velocidad del objeto es

v(t) =7r'(t) = (x’(t),y’(t),z’(t)). La rapidez del objeto es la funcién escalar

es

Ka(t) = v'(t) = r"(t).

lv(t)| = |(x'(t),y'(t),z’(t))| = \/(x’(t)z + y'(t)? + z'(t)?). La aceleracion del objeto

~

/
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Problema No. 29

Considera las siguientes funciones de posicion: a. Encuentra la velocidad y la rapidez del
objeto. b. Encuentra la aceleracién del objeto.

r(t) = (3t? + 1,4t% + 3),parat > 0 v(t) =1r'(t) = (3t% + 1,4t% + 3)
= (6t, 8t)
s Tl con Vectores e Vlciady Al lv(®)| = V(6£)% + (8t)?

= /36t2 + 64t2
20 / = v 100t2 = 10t

/ a(t) = v'(t) = d/dt(e6t, 8t)
) // - (6’ 8>
7

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
X

5 d
r(t) = <§ t? + 3,6t + 10),parat >0 v(t) =7r'(t) = ﬂ<52t2 + 3,6t% + 10)

= (104t, 12t)
0. Trayectoria con Vectores de Velocidad y Aceleracion v(t)l = '\/(104‘t)2 + (12t)2
. e = /10816t% + 144t2
= 1/10960¢2
4 =10960 -t
25 /
) Para(t =0)
15+ //
mo//sn 1(‘)0 15‘0 200 25‘0 31;0 350 V(t)l = 10960 ' t ~ 104.69t
a(t) = v'(t) = d/dt{104t, 12t)
= (104, 12)
r(t) =(2+2t,1—4t),parat =0 v(t) =r'(t) = d/dt(2 + 2t,1 — 4t)
, Trayectoria con Vectores de Velocidad — ( 2' _ 4)

w®|=V@)?2+(-92 =V4+16
=20 = 2V5 ~ 4.472

a(t) =v'(t) = d/dt(2,—4) = (0,0)

b & N 5 hH A b N4

2 2.5 3 35 4 4.5 5 55 6 6.5 7
X
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r(t) = (1 —t33+2t3),parat >0

35 Trayectoria con Vectores de Velocidad y Aceleracion

Trayectoria
——=\/elocidad

s0r Aceleracion

v(t) = r'(t) =d£t<1 — t2,3 + 2t3)
= (—2t,6t%)
(] = J{(-202 + (6t2)}
= /{4t? + 36t%}

J{4t2(1 + 9t2)}
= 2t+/{1 + 9t?}

a(t) = v'(t) = d/dt(—2t,6t%) = (—2,12t)

r(t) =(8sent,8cost),para0 <t < 2w

Trayectoria con Vectores de Velocidad y Aceleracion
8r

v(t) = r'(t) = d/dt(8sint, 8cost )
= (8cost, —8sint )

lv(t)] = \/(8 cost )2 + (—8 sint )?
= \/64 cos?t + 64 sin?t
= /64 (cos?t + sin?t) = V64 = 8

a(t) =v'(t) =d/dt(8cost,—8sint)
= (—8sint,—8cost)

1
r(t) = (t? +3,t2 + 10,§t2)

Trayectoria 3D con Vectores de Velocidad y Aceleraciéon

vt) =r'@®) =d
1
/dt <t2 + 3, t2 + 10, §t2>
= (2t, 2t, t)

lv(®)] = V(@22 + (2% + (©)?
= 42 + 4t2 + 2

= 4/9t2

=3t (parat = 0)

a(t) =v'(t) = d/dt(2t, 2t t) = (2,2,1)

149




r(t) = (2e?' + 1,e%" — 1,2e?" — 10),parat
>0

Trayectoria 3D con Ve

Trayectoria

——\/elocidad

-100
200

v(it)=r'(t) =d
/dt(2e?t + 1,e%t — 1,2e?
—10) = (4e?t,2e?t, 4e2)

V()]
\/(4621‘)2 + (2€29)2 + (4e2t)2

J16e%t + 4ett + 16e4t = [36e4t
6eZt

d
a(t) =v'(t) = 5(46”, 2e2t, 4e2t)

= (8e?t, 4e%t,8e?t)
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3.5 Longitud de arco
Longitud de curvas

En esta seccidn, extendemos estas ideas para manejar la longitud de arco de una curva
tridimensional descrita por una funcién vectorial. También descubrimos como formular una
descripcién paramétrica de una curva utilizando la longitud de arco como parametro.

Supongamos que una curva estd descrita por la funcién con valor vectorial
r(t) = (f(t),g(t), h(t)) ,paraa < t < b,donde f',g'y h' son continuasen [a, b].
Anteriormenete, mostramos que la longitud de arco L de la curva bidimensional

r(6) = (f(t),g(t)) ,paraa < t < b, esta dada por:

L=[ VI OF + g ®OF dt.

Una férmula analoga de longitud de arco para curvas tridimensionales se deriva usando un
argumento similar. La longitud de la curva r(t) = (f(t),g(t),h(t)) en el intervalo [a, b] )
es:

b
L= f VIF O + [g' (O + [0 (D]? dt.

Notando que

r'(t) = (f’(t),g’(t), h’(t)) , establecemos la siguiente definicion.

ﬁefinicién \

Longitud de arco para funciones vectoriales

Consideremos la curva parametrizada r(t) = (f(t),g(t), h(t)), donde ("), (g")y(h") son
continuas, y la curva se recorreunavezparaa < t < b

La longitud de arco de la curva entre ((f(a),g(a), h(a))) y ((f(b),g(b), h(b))) es:

b b
L=| JIFOPR+g@®OF + RO dt= | |r'@®)] dt.
N S
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Problema No. 30

Encuentra la longitud de las siguientes curvas bidimensionales y tridimensionales.

(r(t) = (3t? — 1,4t> + 5))

para(0 <t <1).

Curvar(t) = (3t?-1,4t* + 5)para 0 <t <1

2 15 -1 05 0 05 1 15 2 25 3

x(t)

L= [ JFOF+OF a
0

(f(®) =3t =1),(f'(t) = 61)

(g(t) = 4t* +5),(g'(t) = 8¢).

1 1
L= f (6t)% + (8t)? dt = f 36t% + 64t2 dt
0 0

1 1
=f \/100¢t2 dtzf 10t dt
0 0

2" 1
L=10[?L=10<5—0>=5

(r(t) =Bt —1,4t +5,t))

para(0 <t<1)

Curvar(t)=(3t-1,4t+5,t) para0 <t<1

Longitud de grco = 5.0990

1
L= f JIF O+ g’ )2 + [W(D]? dt
0

f@®) =3t =1),(f'(0) = 3),
g(t) =4t +5),(g'(t) = 4),
h(t) = t), (R'(t) = D).
L=j V32 +42+12 dt=J Vvo+16+1dt
0 0

=J1\/2_6dt
0
L=+26-[t]}=v26-(1-0)=v26

(L = V26 ~ 5.0990).
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(r(t) = (3cost,3sint))

para(0 < t < 7m)

Curva r(t) = (3 \cos t, 3 \sin t) para 0 <t < 7\pi

Longitud de arco = 65.9700

f(t) =3cost), (f'(t) = —3sint)

g(t) =3sint),(g'(t) = 3cost)

7T
L= J \/(—3 sint)? + (3 cost)? dt
0

7T
=f \/9sin2t+9coszt dt
0

(sin®t + cos?t = 1):

7T
L= j \/9(sin2 t + cos?t) dt
0

7T
[ a
0

L =3[t]7" =3(7n—0) = 21n

(L = 21m = 65.9734)

r(t) = (4cos3t,4sin3t)

21
paral <t < 3

Curva r(t) = (4 \cos 3t, 4 \sin 3t) para 0 < t < 2\pi/3

Longitud de arco = 25.0800

f(t) =4cos3t),(f'(t) =—12sin3t),

g(t) =4sin3t),(g'(t) = 12 cos3t).

2T
3
L =f J(=12sin3t)2 + (12 cos3t)? dt
0
2T

3
=f V144sin23t + 144 cos? 3t dt
0

(sin?3t + cos?3t = 1):
21

3
L= f J144(sin2 3t + cos23t) dt
0

2T

3
=f 12 dt
0

2T

L 2T
L= 12[t]03 =12 (?— 0) =81

(L = 8n = 25.1327).

153




r(t) = (cost + sint,cost —sint)

para(0 < t < 2m)

Curvar(t) = (\cos t +\sin t,\cos t - \sin t) para 0 < t < 2\pi

Longitud de arco = 8.8813

f(t) =cost+sint), f'(t) = —sint + cost),
g(t) =cost —sint),g'(t) = —sint — cost).

L

2T
:f J(=sint + cost)2 + (—sint — cos t)? dt
0

(—sint + cost)? + (—sint — cos t)?
= (sin®t — 2sint cost + cos? t)
+ (sin?t + 2sint cos t + cos? t)
= 2(sin?t + cos?t) =2

2T
L =f V2 dt
0
L =+2[t]Z" =V2(2n - 0) = 2nV2

(L = 2mV2 ~ 8.8858).

r(t) = (e?t,2e?" + 5,2e2t — 20)

para(0 <t <In2)

Curva r(t) = (€%, 2% + 5, 2¢%' - 20) para 0 < t < In(2)

Longitud de 3rco = 8.9250

f(&) = e, (f'(t) = 2e*),
g(®) = 2e* +5,(g'(t) = 4e*"),

h(t) = 2e2t — 20, (h'(t) = 4e?Y).

In2
L= f V(2e25)2 + (4e20)2 + (4e2t)2 dt
0

In2
= f J4ett + 16e%t + 16e4t dt
0

flnz
0

In2
— 3[92’:]})112 — 3(62-1n2 _ 80)
0

=3(4-1)=9

In2

\36e%t dt = f 6e?t dt

0

1
L=6 [EQZt]
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3.6 Vectores tangente, normal y binormal
Curvatura y vectores normales

Sabemos cdmo encontrar vectores tangentes y longitudes de curvas en el espacio, pero se
puede decir mucho mads sobre la forma de dichas curvas. En esta parte de los apuntes,
introducimos varios conceptos nuevos. La curvatura mide qué tan rdpido gira una curva en
un punto, el vector normal indica la direccidn en la que la curva gira, y el vector binormal y
la torsion describen el retorcimiento de una curva.

3.7 Curvatura

Imagina que conduces un automovil por una carretera montafiosa sinuosa. Hay dos formas
de cambiar la velocidad del automdévil (es decir, de acelerar). Puedes cambiar la rapidez del
automovil o puedes cambiar la direccién del automovil. Un cambio de rapidez es
relativamente facil de describir, por lo que posponemos esa discusién y nos enfocamos en
el cambio de direccién. La tasa a la que el automdvil cambia de direccidn estd relacionada
con la nocién de curvatura.

Vector tangente unitario

si r(t) = (x(t),y(t),z(t)) es una curva orientada suave, entonces el vector tangente
unitario en un punto es el vector unitario que apunta en la direccién del vector tangente

' . '(t) ()
r'(t); es decir, T(t) = m = IZ(_t)I

Dado que T es un vector unitario, su longitud no cambia a lo largo de la curva. La uUnica
forma en que T puede cambiar es mediante un cambio en su direccién.

¢Coémo de rapido cambia T (en direccion) a medida que nos movemos a lo largo de la curva?
Si un pequeno incremento en la longitud de arco As a lo largo de la curva resulta en un gran
cambio en la direccién de T, la curva gira rapidamente en ese intervalo y decimos que tiene
una curvatura grande (Figura a). Si un pequeio incremento As en la longitud de arco resulta
en un cambio pequeiio en la direccién de T, la curva gira lentamente en ese intervalo y
tiene una curvatura pequefa (Figura b). La magnitud de la tasa a la que la direccion de T
cambia con respecto a la longitud de arco es la curvatura de la curva.

Curva con alta curvatura (Espiral) Curva con baja curvatura (Linea recta)

6
2

4

~ 0 P(;(iuezno cambioen T por A's

> > 0
-2

Gran campio en T por A|s pequefio -2

-4 -4

10123 0 5
x(t) x(t)
Figura a) Figura b)
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/Definicién \
Curvatura

!
. . . r
Sear una curva parametrizada suave. Si ( s ) denota la longitud dearcoy T = = es el vector

I dr
tangente unitario,la curvatura es k(s) = |E|

/

Nota que k es una funcidn escalar no negativa. Un valor grande de k en un punto indica una
curva cerrada que cambia de direccidon rapidamente. Si k es pequefio, entonces la curva es
relativamente plana y su direccién cambia lentamente. La curvatura minima (cero) ocurre
en una linea recta, donde el vector tangente nunca cambia de direccién a lo largo de la
curva. Figura c)

Un calculo breve nos lleva a la primera de dos férmulas practicas de curvatura.
Sea (t) un pardmetro arbitrario, comenzamos con la Regla de la Cadena y escribimos

dT  dT dt , . . ds

el Después de dividir ambos lados de esta ecuacién por = |v| , tomamos
= 1 |dT G

valores absolutos y llegamos a: k = 125, k(t) = = |—| = =
|E vl latl ' (@)

ﬁeorema \

Formula de Curvatura

Sea r(t) una curva parametrizada suave, donde ( t ) es cualquier parametro.Siv =r' es la
velocidad y T es el vector tangente unitario, entonces la curvatura es:

_ 1 |ar| _ [T @)
K(t) T vl |dt

\ G] /

Curvatura grande (Espiral) Curvatura mediana (Circulo pequefio) Curvatura pequea (Circulo grande)

6
1

4

2

= o =0

2

-4

-6

k promedio = 3.6084  promedio = 0.9881

k promedio =~ 0.1976

-1 -0.5 o 0.5 1 -1 -0.5 o 0.5 1 -5 o
x(t) x(t) x(t)
Curvatura constante (Circulo)

5

Sin curvatura (Linea recta)

- 2
* promedio ~ 0.0000 . x promedio =~ 0.4940

0 2 4 6 -2 -1 o 1 2
x(t) x(t)

Figura c). Distintas representaciones de la curvatura
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Formula Alternativa de Curvatura

Una segunda férmula de curvatura, que se aplica especificamente a las trayectorias de
objetos en movimiento, es mas facil de usar en algunos casos. El calculo es instructivo
porque depende de muchas propiedades de las funciones vectoriales. Al final, surge una
féormula notablemente simple.

/Teorema N\

Formula Alternativa de Curvatura

Sea r la posicidon de un objeto que se mueve sobre una curva suave. La curvatura en un

lvxal| . .,
punto dela curvaes: k = BE donde v = ' es la velocidad y a = v’ es la aceleracion.

- J

Problema No. 31

Encuentra el vector tangente unitario T y la curvatura k para las siguientes curvas
parametrizadas.

r(t) = (2t + 1,4t — 5,6t + 12) v=r'(t) = (246),
a = U, = (OFOFO)’
Curvar(t) = (2t +1, 4t -5, 6t + 12) vXa= (0,0,0), |'l7 X al = O,

lv| = 2V14, |v|® = 112V14

0
K= ————=0
112V/14

T=(0.2673, 0.5345, 0.8018)
k = 0.0000

S La curvatura es 0 porque 7(t) describe una
0 linea recta (todas las componentes son
lineales), y las lineas rectas tienen
curvatura nula.
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r(t) = (2cost,—2sint)

Curva r(t) = (2 \cos t, -2 \sin t)

or T(t) = (-sin(t), -cos(t))
K = 0.499

8

25 2 45 4 05 0 05 1 15 2 25
()

r'(t) = (—2sint,—2cost)
Ir'(t)| = \/(—2 sint)? + (—2cost)?
=+/4sin2t+4cos2t =2
r'(t)  (=2sint,—2cost)
I ()| 2
= (—sint,—cost)

T(t) =

_Ir@l
[ ()]
T'(t) = (—cost,sint), |T'(t)]
= \/(— cost)? + (sint)2 =1
1

K=E

K = % ~ 0.5000

(constante, como se espera para una circunferencia
de radio 2).

La gréfica muestra una circunferencia con vectores
tangentes y curvatura constante

r(t) = (2t,4sint,4cost)

Curva r(t) = (2t, 4 \sin t, 4 \cos t)

T(t) = (1/+/5, 2cos(t)//5, -2sin(t)/v/5)
K ~ 0.2000

v=1r'(t) =(2,4cost,—4sint),
a=v" =(0,—4sint,—4cost),

vXa=(-16,8cost,—8sint),

|v X a| = /256 + 64 cos? t + 64 sin? t

= 8/5,
lv| = 2V5), |v]® = 40V5
8vV5s 1
K= m =z

La curvatura es constante (k = 0.2), lo que
es tipico de una hélice circular con radio fijo
(aqui, 4 en el plano yz ).
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r'(t) = (—2tsint?, 2t cost?)
r(t) = (cost?,sint?)

Ir'(t)| = \/(—Zt sint?)? 4+ (2t cos t?)?
=44t2 =2t (t>0)

Curva r(t) = (\cos t2, \sin tA2)

1F T —

r'(t) _ (=2tsint?,2tcost?)

0.6 T t = -

. =1l 2t
K —— k = (—sint?, cos t?)
;7027 K ~ 0.9785 / | K = |T,(t)|

| 7" (©)]

T'(t) = (—2tcost?,—2tsint?), |T'(¢)]
= /4t2(cos? t2 + sin? t2) = 2t

K(t)=§—z=1 (t > 0)

Problema No. 32

, . vXa
Usa la formula alternativa de curvatura k = ||U|3| para encontrar la curvatura de las
siguientes curvas parametrizadas.
r(t) = (=3 cost,3sint,0) lv X al

lv|?
a=v'(t)=(3cost,—3sint,0)

v=(3sint,3cost,0)
a=(3cost,—3sint,0)

Curvar(t)=(-3\cos t, 3\sint, 0)

i j k
vxa=|3sent 3cost O
3cost —3sent O

P =i(0-0)—j0—0)
e, +k((3sint)(—3sint)
— (3cost)(3cost))

=k(—9sin2t—9cos2t)
=k(—-9(sin2t +cos2t))
= (0,0,-9)

lvxal=9
lv| =4/9sin2t +9cos2t =3, |v|3=27
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1
La curvatura K=3es constante, lo cual es

correcto para una circunferencia de radio 3 (radio
1 1

R = 3’ K=—=-
R 3

r(t) = (4t,3sint,3 cost)

Curvar(t) = (4, 3\sin t, 3 \cos t)

v=r'(t) = (43cost,—3sint)
a=v'(t) =(0,—3sint,—3cost)
i j k
vxa=|4 3cost —3sint|=
0 —3sent —3cost

vxXxa=(-912cost,—12sint)

lv X a| = \/81 + 144 cos?t + 144 sin? t

=V225 =15
|v] =\/16+9coszt+9sin2t=\/ﬁ
=5 |v|®=125
lvxal 15 3
K(t) = = = —— = — = 0.12

lv|3 125 25

La curvatura x = 0.12 es constante, lo cual es
tipico de una hélice circular con radio 3 en el
plano ( yz ) y un avance lineal en ( x ).

r(t) = (4 +t%,t,0)

v=1r'(t) =(2t1,0)
a=7v(t) =(20,0)

i j k
vxa= |2t 1 0[=(0,0,-2)
2 0 0
lv X al =2
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Curvar(t) = (4 +t2,t,0)

k(0) =

K promedio ~ 0.4794

2.0000

lv| = J(20)2 + 1 = /4t2 + 1,

|v|3 = (4t2 + 1)3/?

() = lvxal

2
|v|3

INCZEEE

La curvatura k(t) =

2 p
m variacon t,

siendo maxima en t = 0(k(0) =2) vy

lo cual es tipico de una parabola.

disminuyendo a medida que |t| aumenta,

r(t) = (4cost,sint,2cost)

Curvar(t) = (4 \cos t, \sin t, 2 \cos t)

v=1r'(t) = (—4sint,cost,—2sint)
a=v'(t) =(—4cost,—sint,—2cost)

vxa =

= i(—2(cos? t + sin?t)) — j(0)

lvx al =+/(=2)2 + 02 + 42 =20 = 2v/5

L J

k
—4sint cost —2sint
—4cost —sint —2cost

+ k(4(sin?t + cos?t))
= (=2,0,4

v X al
k(t) = =

lv| = \/16sin2 t + cos?t+ 4sin?t

= \/205in2t+c052t,

lv|?

= <\/20 sin? t + cos? t)3

2+/5

La curvatura x(t) =

), lo cual es esperado para una curva eliptica en el
espacio.

3 3
vl (vV205sin2 ¢ + cos? t)

2v5

: = varia con (t
(V20sinZ t+cos?t)
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r(t) = (efcost,etsint,et)

v=7'(t) = (et cost —etsint,etsint

+etcost,et)

=e'(cost —sint,sint
+ cost,1)

Curvar(t) = (e*t\cos t, ert\sin t, ert)

a=v'(t) =e'(—2sint,2cost,1)

i

Ji k
vxa = e’ |cost —sint sint +cost 1
—2sint 2cost 1

= e?!(sint —cost,—sint —cost,2)

lv X a|

e?t\/(sint — cost)? + (—sint — cost)? + 4
= e?tV6

lvxal e*V6 6
K'(t) = = [ —

lv|>  e3t3y/3 3et
La curvatura

V6 I
k(t) = — disminuye

3et
exponencialmente con ( t ), lo cual es consistente

con una espiral que crece rdpidamente en el
espacio.
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Vector Normal Unitario Principal

La curvatura responde a la pregunta de qué tan rapido gira una curva. El vector normal

unitario principal determina la direccién en la que gira una curva. Especificamente, la
. dr ar| . . . ., dr. .. .

magnitud de = la curvatura: k = |£| . ¢Qué pasa con la direccion de E? Si solo interesa

la direccidn, pero no la magnitud, de un vector, es conveniente trabajar con un vector

I . . ., . . . dr
unitario que tenga la misma direccidon que el vector original. Aplicamos esta idea a = El

N L dr N
vector unitario que apunta en la direccion de = es el vector normal unitario principal.

Kefinicién \

Vector Normal Unitario Principal

Sea r una curva suave parametrizada por longitud de arco. El vector normal unitario

dT dT
principal en un punto (P ) de lacurvaenelque k # 0 es: N(s) = %= = %
]
E
Para otros parametros, usamos la férmula equivalente: N(t) = ~%&-

E
dt

@Iuada en el valor de (t) correspondiente a (P ). /

Curvar(t) = (\cos t,\sint,0) con Ty N

Curva
— T (Tangente)
N (Normal)

0.5

0

-0.5
y(t) -1 -1 x(t)

Representacidn grafica del vector normal unitario principal
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ﬁeorema \

Propiedades del Vector Normal Unitario Principal

Sea r una curva suave parametrizada con vector tangente unitario T y vector normal
unitario principal N.

1. T y N son ortogonales en todos los puntos de la curva; es decir, T - N = 0
en todos los puntos donde N esta definido.

2. Elvector normal unitario principal apunta hacia el interior de la curva, en la direccidn

k en la que la curva esta girando. /

Hélice r(t) = (3 \cos t, 3 \sin t, 3 t)

Curva
— T (Tangente)
N (Normal)

40
35
30
25

= 20
15 N
10 —
5
0 3l
5 4\\\\
3 2
1 <

y(t) T5 5 4 x(t)

Representacion grafica del vector normal unitario principal en una helice

Componentes de la Aceleracion

Los vectores T y N pueden usarse para obtener informacién sobre cdmo se aceleran los
objetos en movimiento. Recordemos la observacién hecha anteriormente de que las dos
formas de cambiar la velocidad de un objeto (acelerar) son cambiar su rapidez y cambiar su
direccién de movimiento. Mostramos que cambiar la rapidez produce una aceleracion en la
direccién de T y cambiar la direccidon produce una aceleracién en la direccion de N
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ﬁeorema

Componentes Tangencial y Normal de la Aceleracién

~

El vector de aceleracion de un objeto que se mueve en el espacio a lo largo de una curva
suave tiene la siguiente representacién en términos de su componente tangencial a; (en la
direcciéon de) T y su componente normal ay (en la direccion de ) N

a= aTT+ aNN

/

Demostracion:

Posicion r(t)
Velocidad v(t) =7'(t)
Aceleracion a(t) =v'(t) =1r"(t)

Vector tangente unitario v(t
g () = ()
lv(0)|
Vector normal uniatio ﬂ ﬂ
rincipal __ds _ds
p p N d_T| ”
ds
donde
_ dT|
= ds
Relacién entrety s ds dT dT ds
—=|v@®)|, —=—-—=«k|VIN
dt dt ds dt
Derivada de la velocidad v =|v|T
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Aceleracién a dv d (D) dIvIT_I_I IdT
—_— —  e— = —— v —_—
dt dt dt dt
Sustitucion d|v| d|v|
=—T N) = T 2
7 [ T IvIGvIN) = — =T + k[v|°N
Componentes a d|v| lv|?
=——01, ay=Kk
T= N
Se ha demostrado que a=arT +ayN

Problema No. 33

Encuentra el vector tangente unitario T y el vector normal unitario principal N para las
siguientes curvas parametrizadas. En cada caso, verificaque |T| = |[N|=1yT-N =0

r(t) = (2sint,2cost)

Curvar(t)=(2\sint,2\cost)jcon Ty N
T T v T

y()

r'(t) = (2cost,—2sint)

I (£)| = /(2 cost)? + (—2sint)?

=4 cos?t + 4sin?t = 2

r'(t) _ (2cost,—2sint)
G 2
= (cost,—sint)

T(t) =

IT| = \/cos2t + (—sint)2 =vV1=1

dT _
i (—sint,—cost)
dT
E| =/(=sint)2 + (—cost)2 =1 =1
dr
N(t) =g—§.= (—sint,—cost)
dt

IN| =\/(—sint)2+(—cost)2 =Vi=1

T-N = (cost)(—sint) + (—sint)(— cost)
= —costsint +sintcost =0

T(t) = (cost,—sint)),(N(t) = (—sint,—cost)
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r(t) = (4sint,4cost,10t),

IT|=|N|=1yT-N=0

Hélice r(t) = (4 \sint, 4 \cos t, 10 t)
60 .,

50

40

= 30

20

r'(t) = (4cost,—4sint,10)

7' (t)| = \/(4cost)? + (—4sint)2 + 102
= /16 cos?t + 16sin? t + 100

=116 = 2v29
() = r'(t)  (4cost,—4sint,10)
[T’ (O] 24/29
_(2cost 2sint 5)
V29 1 V29 V29

7] = (Zcost)z_l_( Zsint)z_l_( 5 )2
V29 V29 V29
B 4c0521:+45in2t+25_1
— =5 -

dT_( 2sint 2cost O)
dt V29 1 V29

dT|_ ( Zsint)z_l_( 2cost>2_ 4 2
del —J\ 29 V29 /{29 V29
dT (_Zsint’_Zcost’())

dt _\ V29" V29

|ﬂ _Z
dt V29

= (—sint,—cost,0)

N(t) =

IN| = /(=sint)2 + (—cost)2 +02 =1 =1

2sint

V29

2cost

V29

T-N=( )(—sint)+(—

4 (\%) )

2costsint+25intcost _
V29 V29
2cost 2sint 5 )

V29 ' V29 'V29

(N(t) = (—sint,—cost,0)

) (—cost)

T(t) = (

ITI=|N|=1yT-N=0
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(r(t) = (cost?,sint?)

Curva r(t) = (\cos t*2, \sin t*2) con Ty N

0.8

06

0.4

0.2

Curva
ol ——T (Tangente)
N (Normal)

021

0.4

-06

-0.8

r'(t) = (—2tsint?, 2t cos t?)

|r'(t)] = (=2t sin t2)2 + (2t cos t2)2
= \/4t2 sin? t2 + 4t2 cos? t2
=2t (t>0)

_r'(t) _ (=2tsint?,2tcost?)
)| 2t
= (—sint?,cos t?)

T(t)

IT| = /(=sint2)2 + (cost?)2 =V1 =1

dar
— = (—2tcost“,—2tsin
= (—2tcost?,—2tsint?)

dT
%| =/ (=2t cos t2)2 + (—2t sin t2)2

=44t?2 =2t (t>0)

dT

ac _ (=2tcost?,—2tsint?)
|d_T B 2t

dt

N(t) =

= (—cost?,—sint?)

IN| = {/(—cost?)? + (—sint2)2 =1
=1
T-N = (—sint?)(—cost?)
+ (cost?)(—sint?)
= sint? cos t?
—cost?sint? =0

T(t) = (—sint?,cost?)
N(t) = (—cost?,—sint?)

I N|

T| = |N| =
T-N=0
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Problema No. 34

Considera

las siguientes trayectorias de objetos en movimiento. Encuentra

las

componentes tangencial y normal de la aceleracién.

r(t) = (t,1+4t,2 — 6t)

actoria de r(t) = (t, 1 + 4t, 2 - 6t) con Velocidad y Aceleracion

Trayectoria
——\/ector Velocidad
Vector Aceleracion

dr
v(t) == (1,4,—-6)
_dv_ 0,0,0)
a(t) - dt - ( Ny

v
T=—,

o lv| = /12 + 42 + (-6)2 = V53

T=( 1 4 B 6)
V53'v53" 53

1 4 3 6)=0
V53'v53" V53

ay =|la—ar;T| =1(0,00)—0-T|=0

aT=a-T=(O,O,O)-<

Dado que la aceleracion es nula a(t) = (0,0,0),
ambas componentes son cero

r(t) = (10cost,—10sint)

Trayectoria de r(t) = (10 \cos t, -10 \sin t) con Velocidad y Aceleraciéon

(la componente normal es
constante porque describe un
movimiento circular uniforme).

(la componente tangencial es cero
porque la velocidad tiene magnitud
constante).

dr
v(t) = i (—10sint,—10cost)
dv
a(t) = i (—10cost,10sint)

|v] = /(=10sint)? + (=10 cost)?
= ,/100(sin? t + cos? t) = 10

ar=a-T =(—10cost,10sint) - (—sint,—cost)
= 10costsint —10sintcost =0

la| = /(=10 cos t)2 + (10 sint)?
= /100(cos? t + sin2 t) = 10

ay = |a| =10

ar = 0, ay = 10
Esto tiene sentido, vya que r(t) =
(10 cost,—10sint) representa una

circunferencia de radio 10 en el plano ( xy ),
recorrida en sentido horario, y la aceleracion es
puramente centripeta (normal).
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r(t) = (efcost,etsint,et)

ia de r(t) = (e*t \cos t, e*t \sin t, e*t) con Velocidad y Aceleracion

z
N N - SN

d

T
v(t) = i (et(cost —sint),et(sint + cost),e’)
dv
a(t) = e (ef(—2sint),e(2cost), eb)
[v]? = e?t(cost —sint)? + e2t(sint + cost)?
+e?t
T = v (cost—sint sint +cost 1 )
[v| V3 7 N3 3
ot
ar =a-T =—[(—2sint)(cost — sint)
! V3

+ (2 cost)(sint + cost) + 1]

e
= —(2sin?t — 2sintcost + 2 costsint

t
e
+2cos?t+1)=—=(3) =etV3
V3
la|? = e?t(4sin?t + 4cos?t + 1) = 5e?t, |a|

=el/5

ay = [la|? — a2 = \/5e2t — 3e2t = [2¢2t = ty/2

ar =e'V3, ay=e'V2
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Un avion describe una trayectoria de
ecuaciéon vectorial
r(t) = t%i + 2tj + 4k.

Obtener la posicidn del avidn, suvelocidad,
su aceleracioén y las componentes vectoriale
de la aceleracion aryayent = 1

La trayectoria del avién, r(t) = (t?,2t,4),
describe un movimiento parabdlico en el
plano (xy ) (yaque z = 4 esconstante). En
t=1, la posiciones (1, 2,4), lavelocidad (2,
2,0) indica movimiento en el plano xy,yla
aceleracion (2, 0, 0) es constante en la
direccion ( x ). Las componentes tangencial
ar =v2 y ay =v2 de la aceleracién
muestran que la aceleracién tiene
contribuciones tanto en la direccion del
movimiento (tangencial) como
perpendicular a este (normal), lo que refleja
la curvatura de la trayectoria parabdlica.

Trayectoria
ctoria de r(t) = (tz, 2t, 4) con Velocidad y Aceleracion € — s y/ector Velocidad

Vector Aceleracion

r(t) = (t%,2t,4), r(1) =(1,2,4)
dr
v(t) = o= (2t,2,0), v(1) = (2,2,0)
dv
a(t) = o= (2,0,0), a(l) = (2,0,0)

lv(1)] =22 +22+02=v8=2V2

ro YD _ @20 (@ V2 0)
Sl 2vz \27 2
ar =a(1)-T = (2,0,0) - (??0)

:2.?;@

la(1)| =224+02+02=2

ay = Jlal? —a} = 22~ (v2)’

=V4d-2=12
Por lo tanto,en (t = 1)
r(1) = (1,2,4),
v(1) = (2,2,0),
a(1) = (2,0,0),
ar =2,
ay =2
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El Vector Binormal y la Torsién

Hemos visto que la funcion de curvatura y el vector normal unitario principal nos indican
qué tan rdpido y en qué direccidn gira una curva. Para curvas en dos dimensiones, estas
cantidades ofrecen una descripcidon bastante completa del movimiento a lo largo de la
curva. Sin embargo, en tres dimensiones, una curva tiene mas "espacio" para cambiar su
curso, y otra funcién descriptiva suele ser util. La figura No. 1 siguiente se muestra una curva
parametrizada suave ( C ) con su vector tangente unitario T y su vector normal unitario
principal N en dos puntos diferentes. Estos dos vectores determinan un plano llamado el
plano osculador . La pregunta que ahora nos planteamos es: ¢Qué tan rdpido se aleja la
curva ( C) del plano determinado por Ty N ?

Curva
— T (Tangente)

N (Normal)
—= B (Binormal)
Plano Osculador

Curvacon T, N, ByPlano Osculadorent=1

Figura que muestra la curva C parametrizada, el vector tangente, el vector normal y el plano
osculatorio

Para responder a esta pregunta, comenzamos definiendo el vector binormal unitario B =
T X N. Por la definicién del producto cruz, B es ortogonal a T y N. Dado que T y N son
vectores unitarios, B también es un vector unitario. Observa que T, N y B forman un
sistema de coordenadas dextrégiro (como el sistema de coordenadas ( xyz )) que cambia
su orientacion a medida que nos movemos a lo largo de la curva. Este sistema de
coordenadas se denomina comunmente el marco TNB (Figura No. 1). La tasa a la que la
curva ( C) se retuerce fuera del plano determinado por T y N es la tasa a la que B cambia a

. daB .
medida que avanzamos a lo largo de ( C ), lo cual es o Un calculo breve conduce a una

férmula practica para la torsién de la curva.
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Demostracion

Definicidon del vector binormal
El vector B es unitario
Ortogonales a

Calculamos la derivada de B respesto a
la longitud de arco (s):

Por lo tanto

dB
Como (E) esta en el plano osculador
generado por

Derivamos

Sabemos que

Por lo que

Entonces

Definimos la torsion (7) con el signo
convencional

Multiplicamos por (N):

Por lo tanto

Para una féormula practica usamos y

Derivando y simplificando con la
tercera derivada 1'"’, se obtiene

B=TXN
|IB| =1
TyN
—B-B) =0 > —-B=0
ds( ) d
(%), es perpendiculara B
TyN
dB
— =aT + bN
ds
B-T=0
d(B T) = T+B dT—O
ds T ds ds
dT— N,yB-N=0
ds Y B
dB T 0
_ = = =
ds ¢
dB dB
E b ,E —TN
B N=—N-N=-1(1) =
ds -t -t a
_ dB
t= ds
4_1dp_ o’
ds _ |r'|de’ T T x|

rl . (rll X rlll)
- |r’ x r'|?

173




@finicién: \

Vector Binormal Unitario y Torsion

Sea ( C ) una curva parametrizada suave con vectores tangente unitario y normal unitario
principal T y N , respectivamente. Entonces, en cada punto de la curva donde la curvatura
es no nula, el vector binormal unitario es:

B=TXN,

y la torsidn es:
_dB N
K t= ds /

Problema No. 35

Utiliza las definiciones para calcular el vector binormal unitario y la torsién de las siguiente
curva

(r(t) = (2cost,2sint,—t)
r'(t) = (—2sint,2cost,—1)

B=TXN a5 N
= X = —_ —
yr ds

r'® = (=2 sint, 2 cost, —1)

' (t)| = \/4sin2t+4coszt+ 1=+5

- r'(t) _(_ZSil’lt 2cost _i)
Sl V5 ' V5 ' 45
T:

dT_( 2cost 2sint 0)

dt_ \/g y \/g )

dT|_ 4_ 2
dtl |5 /5

N=|§—§|= (—cost,—sint,0)
dt
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dB cost sint
= (- )

de V5 V5
dT
—_at _ i
N = dT = (—cost,—sint,0)
dt
dB cost sint ) 1
r——E-N——(—T(—cost)+(—T>(—51nt))——g

La curva r(t) = (2cost,2sint,—t) describe una hélice circular con radio 2 y paso
_sint cost 2)

V5’ V5 'V5
depende de ( t ) pero tiene magnitud constante 1, y la torsién T = —% es constante y

constante en la direccion negativa de ( z ). El vector binormal B =(

negativa, indicando que la hélice se retuerce hacia abajo de manera uniforme. Esto es
consistente con una hélice circular de paso fijo.

Curvar(t) =(2\cos t, 2\sint, -t) con T, N, By Torsion

Curva
—_—T
N
0 —5
Plano Osculador
-2
-4
N B
-8
-10
12
4
Representacion grafica de la curva r(t) = (2cost,2sint,—t),

el vector tangente unitario, el vector normal principal, el vector binormal y el pano
osculatorio. De igiual forma, se muestra la torsién como una helice circular de paso fijo.
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Férmulas para curvatura en el espacio

Funcidn de posicién

r() = (x(0),y(®),z())

Velocidad

, dr
v=r(t)=d—t

Aceleracion

dv
a=v(t) = I

Vector tangente unitario

Vector normal unitario principal

_dt (64T )
N_|d_T (SL(dt;tO)
dt

Curvatura d_T| |d_T
ds| _ldz|l _lvxal
K = = = 3
vl vl [v]
Componenetes de la aceleracion a =ayN + arT
vXxa
Donde ay = k|v|? = | |
vl
d?s
y aT:E:v-a/lvl
. . . v X a
Vector binormal unitario B=TxN =
v X a|
Torsiéon dB wxa)-a @' xr")-r"
= ——0 — —
ds v x al? [r" x r"|?
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3.8 Aplicaciones
Aplicaciones de las funciones vectoriales de una variable real en ciencias e ingenieria

Las funciones vectoriales de una variable real son herramientas esenciales en el cdlculo
vectorial, con aplicaciones significativas en ciencias e ingenieria debido a su capacidad para
modelar fendmenos dindmicos en el espacio tridimensional. A continuacidn, se describen
las aplicaciones de los temas mencionados, destacando su relevancia en diversos campos.

Definicion de funcidn vectorial de una variable real: Una funcién vectorial de una variable
real, r(t) = (x(t),y(t), z(t)) , asigna a cada valor real (t) (usualmente tiempo) un vector
en el espacio tridimensional. En fisica, estas funciones modelan trayectorias de particulas,
como el movimiento de planetas o proyectiles. Por ejemplo, la drbita de un satélite puede
representarse como r(t) = (Rcos(wt), Rsin(wt), h), donde (R) es el radio orbital y (h) la
altura. En ingenieria, se usan para disefar trayectorias de robots o vehiculos auténomos,
optimizando caminos en sistemas de navegacion.

Limites y continuidad de una funcién vectorial: Los limites y la continuidad, definidos
componente por componente, son cruciales para analizar la suavidad de trayectorias. En
fisica, la continuidad asegura que no haya saltos en el movimiento de un objeto, como en
el andlisis de trayectorias de particulas en fluidos. En ingenieria aeroespacial, los limites se
usan para estudiar el comportamiento de un cohete al acercarse a puntos criticos, como el
escape de la atmdsfera, garantizando transiciones suaves en los modelos de simulacién.

Derivada de una funcion vectorial: La derivada r'(t) = (x'(t), y'(t), z'(t)) representa el
vector tangente, que indica la direccidn y velocidad del movimiento. En fisica, ' (t) modela
la velocidad de un objeto en movimiento, como en la cinematica de un vehiculo o un
electréon en un campo magnético. En ingenieria mecanica, se usa para analizar el
movimiento de componentes en maquinaria, como en el disefio de pistones o turbinas,
donde la derivada informa sobre la dinamica del sistema.

Integracidn de funciones vectoriales: La integral f;r(t) dt calcula desplazamientos netos
o acumulacion de magnitudes vectoriales. En fisica, se aplica para determinar el
desplazamiento total de una particula bajo fuerzas variables, como en el movimiento de un
satélite bajo perturbaciones gravitacionales. En ingenieria eléctrica, la integracion de
campos vectoriales modela el flujo de corriente en circuitos complejos, ayudando a disefiar
sistemas eficientes.

Longitud de arco: La longitud de arco, = f; |r'(t)| dt o largo de una curva. En ingenieria

civil, se usa para calcular la longitud de carreteras o puentes curvos, optimizando costos y
materiales. En robética, la longitud de arco ayuda a planificar trayectorias eficientes para
brazos robéticos, minimizando el consumo de energia.
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' (t)
o] °

ambio de curvatura, y el vector

Vectores tangente, normal y binormal: El vector tangente unitario T(t) =
T'(t)
IT"(®)]
binormal B(t) = T(t) X N(t) completa el triedro de Frenet-Serret. En fisica, estos vectores
son esenciales en dindmica, por ejemplo, para analizar la fuerza centripeta en curvas de
vehiculos o en érbitas planetarias. En ingenieria aerondutica, se utilizan para estudiar la
orientacidn y estabilidad de aviones durante maniobras, como giros o ascensos.

movimiento, el vector normal unitario N(t) =

Curvatura: La curvatura, k(t) = T'(t)|r'(t)|, mide qué tan rdpido una curva se desvia de
una linea recta. En ingenieria civil, la curvatura es clave para disefiar carreteras o vias férreas
seguras, asegurando que los giros sean suaves para evitar descarrilamientos o accidentes.
En biomedicina, se usa para modelar trayectorias de vasos sanguineos o nervios en
simulaciones quirurgicas, donde la curvatura afecta la planificacidon de intervenciones.

Estos conceptos son fundamentales para aplicaciones avanzadas. En fisica, permiten
modelar sistemas dindmicos complejos, como el movimiento cadtico o la relatividad. En
ingenieria, son cruciales en el disefio de estructuras (puentes, edificios curvos),
optimizacién de trayectorias (navegacién GPS, drones), y analisis de sistemas dindmicos
(motores, turbinas). En computacién grafica, las funciones vectoriales y sus propiedades se
usan para modelar curvas y superficies en animaciones y videojuegos, mientras que en
robdtica y control, facilitan el disefio de movimientos precisos. La comprensién de estos
temas es la base para abordar campos vectoriales, integrales de linea y teoremas
fundamentales del calculo vectorial, ampliando su utilidad en electromagnetismo,
mecanica de fluidos y optimizacién de sistemas complejos.

178



Conclusiones

Tema lll sobre funciones vectoriales de una variable real constituye un pilar fundamental
en el estudio del cdlculo vectorial, al proporcionar las herramientas necesarias para modelar
y analizar fendmenos dinamicos en el espacio tridimensional. Los temas abordados —
definicidn de funciones vectoriales, limites y continuidad, derivadas, integrales, longitud de
arco, vectores tangente, normal y binormal, y curvatura— son esenciales para comprender
el comportamiento de curvas en fisica, ingenieria y ciencias aplicadas. Estas herramientas
permiten a los estudiantes del Instituto Tecnolédgico de Ensenada modelar trayectorias de
objetos, analizar movimientos en sistemas dinamicos y disefiar soluciones en dreas como la
ingenieria civil, mecdnica y aeroespacial. Su relevancia radica en su capacidad para conectar
conceptos matemadticos con aplicaciones practicas, sentando las bases para temas
avanzados como campos vectoriales y teoremas de Stokes y Green. Este capitulo es valioso
tanto para alumnos, que adquieren una comprensién sélida de los conceptos, como para
maestros, quienes pueden usar el material como complemento didactico en sus clases,
enriqueciendo la ensefianza con enfoques visuales y analiticos. Con mas de 40 ejemplos
resueltos, muchos acompafiados de representaciones graficas elaboradas con
Mathematica, el capitulo facilita una comprensién visual e intuitiva, permitiendo a los
estudiantes visualizar curvas como hélices, elipses y parabolas en 3D, lo que fortalece su
aprendizaje y aplicacion practica del calculo vectorial.
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4.1 Introduccidn y definicidon de una funcion de varias variables

El tema | y las funciones con valores vectoriales del Capitulo Il nos llevaron al espacio tridimensional
por primera vez. En este tema, ingresamos al espacio tridimensional por un camino diferente al
considerar funciones con varias variables independientes y una variable dependiente. Todas las
propiedades familiares de las funciones de una sola variable —dominios, gréficas, limites,
continuidad y derivadas— tienen generalizaciones para funciones de varias variables, aunque
también observaras diferencias sutiles y nuevas caracteristicas. Con funciones de varias variables
independientes, trabajamos con derivadas parciales, las cuales, a su vez, dan lugar a derivadas
direccionales y al gradiente, un concepto fundamental en calculo. Las derivadas parciales nos
permiten encontrar valores maximos y minimos de funciones de varias variables. Definimos planos
tangentes, en lugar de lineas tangentes, que nos permiten realizar aproximaciones lineales.

Una funcidn de varias variables es una regla que asigna un valor numérico (generalmente real) a un
conjunto de variables independientes, también conocidas como entradas. Mientras que una funcién
de una sola variable, como f(x) = x?, depende de un solo pardmetro ( x ), una funcién de varias
variables depende de dos o mas pardmetros. Por ejemplo, una funcién f(x,y) = x2 + y? toma dos
variables (x )y (¥ ) y produce un resultado Unico. Estas funciones se definen tipicamente sobre un
dominio en un espacio multidimensional como (R?para dos variables) y son fundamentales en
campos como la fisica, la ingenieria y las matematicas aplicadas, donde describen fendmenos que
dependen de multiples factores, como la temperatura en un punto del espacio o la presién en
funcién de la posicion y el tiempo.

4.2 Griafica de una funcion de varias variables

4.2.1 Funciones de dos variables

Los conceptos clave relacionados con funciones de varias variables se presentan mas facilmente en
el caso de dos variables independientes; la extensidn a tres o mas variables es entonces directa. En
general, las funciones de dos variables se escriben explicitamente en la forma z = f(x,y) o
implicitamente en la forma F(x,y,z) = 0.

Ambas formas son importantes, pero por ahora consideramos funciones definidas explicitamente.
Los conceptos de dominio y rango se trasladan directamente desde las funciones de una sola
variable.

Definicién
Funcién, Dominio y Rango con Dos Variables Independientes

Una funcién z = f(x,y) asignha a cada punto (x,y) en un conjunto D en R? un Gnico nimero real
z en un subconjunto de R. El conjunto D es el dominio de f. El rango de f es el conjunto de nimeros
reales z que se obtienen a medida que los puntos (x, y) varian sobre el dominio. Figura No. 1
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z=x"2+y"2
Dominio: x, y € [-2, 2]
Rango: z € [0, 4]
2

2 b

Figura No. 1. La ecuacién z = x2 + y? se usa para mostrar el dominio y se grafica como una
superficie 3D.

Al igual que con las funciones de una variable, una funcién de varias variables puede tener un
dominio que esté restringido por el contexto del problema. Por ejemplo, si las variables
independientes corresponden a precio, longitud o poblacidn, estas solo toman valores no negativos,
aunque la funcidn asociada pueda estar definida para valores negativos de las variables. Si no se
indica lo contrario, D es el conjunto de todos los puntos para los cuales la funcién esta definida.

Problema No. 1

Encuentra el dominio de las siguientes funciones.

Dominio
D = R?
fx,y) =2xy—3x+4y
Superficie: Una superficie en 3D (un paraboloide o ey
hiperbdlico) que representa f (x, ). '
Dominio: Plano en color cian en z = 0 que N N
indica el subconjunto graficado de D = R? X
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f(x’ y) = COS(XZ — yz) Dominio
D = R?

El dominio se muestra como un plano color
negroenz =0 9
La funcién f(x,y) = cos(x? — y?) no tiene \
restricciones en su dominio, por lo que es R? AR .f' W
La grafica muestra solo una porcién para fines X i

T = |
practicos. \

S
f(x,y) = [25 — x2 — y2 Dominio

25—x2—y2>0

x2+y2<25

La funcion f(x,y) = /25 — x2 — y?
involucra una raiz cuadrada, que esta definida
solo cuando el argumento es no negativo.

Esta desigualdad describe un disco circular en
el plano xy con centro en el origen (0,0) y
radio 5. El dominio incluye todos los puntos
dentro y sobre el circulo x% + y? = 25

D ={(x,y) € R* | x? + y% < 25}

f(x. y) = Sar(2s - x*2 - y*2)
5

1

e = ey

x24+y2-25>20 = x%2+y%2>25

VX2 +y2—=25+0

>0

=
=

x% +y?%—25
x%+y?>25

el dominio es el conjunto de todos los puntos
(x,y) fuera del circulo de radio 5 centrado en
el origen, excluyendo la frontera x? + y? =
25

Dominio
D = {(x,y) € R* | x? + y% > 25}
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G =sin(()

.z . X .
La funcion  f(x,y) = sin (;) involucra la
funcidn seno, que esta definida para todos los
numeros reales. Sin embargo, hay una divisidon
X . o
en el argumento 5 lo que implica que el

denominador y no puede ser cero:
y #0

Dominio

D ={(x,y) €R* |y # 0}

g(x,y) =In(x* —y)

Para que el logaritmo natura este definido, el
argumento debe ser positivo

x2—y>0

y < x?
Esta desigualdad describe la region del plano
(xy) debajo de la pardbola y=x?,
excluyendo la frontera y = x2\, ya que In(0)
no esta definido. Por lo tanto, el dominio es:

Dominio

D={(xy) €R*ly<x?%

f(x,y) =sin~1(y —x?)

La funcién arco seno sin™?! estd definida solo
cuando su argumento estd en el intervalo
[—1,1]:

—1<y—-x?<1

-1<y—x?
y=>xt—-1
y—x%<1

Dominio:

D={(x,y) ER* x> -1<y<x?+1}
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< 241

Combinando ambas condiciones, el dominio es ; i
la regidn entre las parabolas

(y=x*-Dy(y=x*+1)

Incluyendo las fronteras. Por lo tanto

Problema No. 2

Trazar una grafica de las siguientes funciones. En cada caso, identifica la superficie y establece el
dominio y el rango de la funcién.

fxy)=6-x-2y Dominio: D = R?

Rango: R =R

(x =0,y = 0):(2 = 6)
(y =0z=0):(x =6) 9 -6-x-2
(x =0,z=0)(y =3) .

Por lo tanto, la superficie es un plano inclinado -

gx,y)=4 Dominio: D = R?%
Rango: R = 4

La ecuaciéon z = 4 es una constante, lo que
representa un plano horizontal en el espacio 3D
paralelo al plano (xy) auna alturade z = 4.

La funcidon es constante y no depende de x ni
Yy, por lo que no tiene restricciones y esta
definida para todos los puntos en el plano
cartesiano:

Dado que(g(x,y) =4 para cualquier
(x)y (y), elrango es un solo valor:
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2 Dominio:

p(x,y)=x*—y
La ecuacién z = x2 — y? representa una
superficie cuadratica en el espacio 3D, | Rango:
conocida como un hiperboloide de una
hoja o silla de montar. Algunos puntos R=R
clave:

La superficie tiene una forma de silla que v
se curva hacia arriba a lo largo del eje x y PN
hacia abajo a lo largo del eje y . 2/ \

La funcién es un polinomio cuadraticoy no 2 , 4,?"’ )
tiene restricciones, por lo que estad Y b

definida para todos los puntos en el plano
cartesiano. SN

Dado que z =x2?—7y? puede tomar -
cualquier valor real dependiendo de x vy o '
y: 2
(x=y=0)(z=0).
(x>y):(2)
(puede ser arbitrariamente grande)
(y > x):
(z <0)
(puede ser arbitrariamente pequefio)

h(x,y) = 2x% + 3y? Dominio:D = R?
Rango: R = [0, )
La ecuacién z = 2x2 + 3y? es un polinomio e
cuadratico con coeficientes positivos, lo que e _‘
representa un paraboloide eliptico en el .
espacio 3D que se abre hacia arriba. Algunos
puntos clave:
((x,¥) = (0,0): (z = 0)(vértice). !

(y = 0):(z = 2x?)(parabola en el plano(xz)).
(x = 0): (z = 3y?®)(parabola en el plano(yz)).

La funcién es un polinomio cuadratico y no I
tiene restricciones, por lo que estd definida Minimo: (z = 0) cuando (x = 0)y(y =

para todos los puntos en el plano cartesiano: ,0 ). Méaximo: (z =
) a medida que (x) o (y) aumentan
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g9(x,y) =16 — 42

La ecuacién z = V16 — 4x2 = 2V4 —x2 no
depende de y, lo que representa una
superficie cilindrica con generatrices paralelas
al eje y. En el plano (xz)y =0, (z=
2V4 — x2) describe una semicircunferencia
superior con centro en ((0,0) y radio 2, que se
extiende infinitamente en la direccién y .

La raiz cuadrada requiere que el argumento
sea no negativo:

16 —4x%2 >0
x? <4
-2 <x <2
No hay restricciones en y, por lo que el
dominio es una banda infinita paralela al eje

y:

El valor de (z = V16 — 4x?) varia segin x

Dominio:
D={(x,y) ER*| -2<x<2}

Méximo: (x = 0), (z = V16 = 4).
Minimo: (x = +2),(z = V0 = 0)

Rango:
R =1[0,4]
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4.3 Curvas y superficies de nivel

Las funciones de dos variables se representan mediante superficies en R3. Sin embargo, dichas
funciones pueden representarse de otra manera reveladora, que se utiliza para crear mapas
topograficos. Figura No. 2

Considera una superficie definida por la funciéon z = f(x,y). (Figura No. 3). Ahora imagina que
subes a la superficie y caminas por un sendero en el que tu elevacion tiene el valor constante z =
Zy. El sendero que recorres en la superficie forma parte de una curva de contorno; la curva de
contorno completa es la interseccion de la superficie con el plano horizontal z = z,. Cuando esta
curva de contorno se proyecta sobre el plano xy, el resultado es la curva f(x,y) = z,. Esta curva
en el plano (xy se llama curva de nivel.

f(x, y) = x"2 + y*2

Curvas de nivel

Figura No. 2. Curvas de nivel: lineas dondef (x,y) = k es constante.

Curvas de nivel de f(x, y) = x"2 + y*2

Figura No. 3. Cuervas de nivel en el plano xy cuando f(x,y) = z,
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Imagina repetir este proceso con un valor constante diferente de ( z ), digamos z = z,. El sendero
que recorres esta vez, al proyectarse sobre el plano ( xy ), forma parte de otra curva de nivel
f(x,y)= z;. Una coleccién de tales curvas de nivel, correspondientes a diferentes valores de ( z ),
proporciona una representacion bidimensional util de la superficie (Figura No. 4).

Curvas de nivel de f(x, y) = Cos(xy)

T T T T T T T T T T T
2 £0/25 £0:25 1
-0:75 0/5 05 075
0 0 J
-05 20.5
1 | |
025 0.75 I 075 0:25|
0r 1 1 4
0.75
1
025 075
05 0]
o5 iy
0 oz~ 075
-0.75
05 o0 ds
“2p -0.25 ! 05 -0:7%
-2 -1 0 1 2

Figura No. 4. Curvas de nivel para distintos valores de z
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Problema No. 3

Superficies con las curvas de nivel correspondientes

Curvas de nivel

Paraboloide eliptico Curvas de nivel

i
N

N

Cono eliptico Curvas de nivel
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Problema No. 4

Superficies coincidentes. Empareja las funciones a-d con las superficies A-D en la figura.

f(x,y) = cos(xy) i
X 7
/
g(x,y) = In(x* +y?) .
2 @
h(xy) = —
x,y = Y — y

1 -
X, [
P(x.) 1+x2+y2 A
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Funciones de mas de dos variables

Muchas propiedades de las funciones de dos variables independientes se extienden naturalmente
a funciones de tres o mas variables. Una funcidn de tres variables se define explicitamente en la
forma w = f(x,y,z) e implicitamente en la forma F(x,y,z,w) = 0. Con mas de tres variables

independientes, las variables suelen escribirse como x;, ..., X,,. Tabla No. 1

Numero de Forma explicita Forma implicita Espacio donde reside la
variables grafica
y = fx) F(x,y)=0 R* ={(x,y) | x,y €R}
1 variable
z=f(x,y) F(x,y,2) =0 R®={(x,y,2) | x,y,z € R}
2 variables
W=f(x'y'Z) F(x,y,Z,W)=0 R4={(xiylziw)|xlyizlw
3 variables € R}
Xy = f (1, %2, e, %) | FOy, X0 oo, Xy Xpg1) = 0 | R™ = (x4, X3, o, Xy Xy 1)
n variables |x; €ER,
=12,..,n
+ 1}

Tabla No. 1. La progresidn de funciones de varias variables

-

\_

Definicion

Funcién, Dominio y Rango con ( n ) Variables Independientes

La funcion x,,.1 = f(xq, X3, ..., X,) asigna un Unico nimero real x,,,, a cada punto (xq, x5, ...

~

) Xn)

en un conjunto (D) en R™. El conjunto (D) es el dominio de ( f ). El rango es el conjunto de nimeros
reales x,.,; que se obtienen a medida que los puntos (x, X, ..., X, ) varian sobre el dominio.

/
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Problema 5

Encuentra el dominio de las siguientes funciones

f(x,y,2) = 2xyz — 3xz + 4yz

Dominio = {(x,y,2) | x,y,z € R}

f(x, y.z) = 2xyz - 3xz + dyz
Dominio: R*
2

1
guy,2) =——

Dominio = {(x,y,2z) € R® | x # z}

glx v, 2) = 1(x-2)
Dominio: R? excepto x = Z

(p(x,y,2) =x? +y? + 22— 9)

Dominio = {(x,y,z) € R¥ | x? + y? + z2
> 9}

Pl y.2) = ey 4 2 -9)
Dominio: x* +y* + 222 9




4.4 Limite y continuidad de una funcidn de varias variables

En esta seccién, revisamos temas encontrados en el calculo de una sola variable y vemos cémo se
aplican a funciones de varias variables. Comenzamos con los conceptos fundamentales de limites y
continuidad.

Limite de una funcién de dos variables

Una funcién ( f ) de dos variables tiene un limite ( L ) cuando ( P(x,y) ) se aproxima a un punto fijo
Py(a,b) si |f(x,y) — L| puede hacerse arbitrariamente pequefio para todos los (P) en el dominio
gue estén suficientemente cerca de P,. Si existe tal limite, escribimos:
lim x,y)=lim f(x,y) =1L
coim f (x,y) Jim f (x,y)

Para hacer esta definicién mas precisa, "cerca de" debe definirse cuidadosamente. Un punto x en
la recta numérica estd cerca de otro punto ( a ) siempre que la distancia |x — a| sea pequefia (Figura
No.5). EnA£2, un punto ( P(x,y) ) estd cerca de otro punto Py(a,b) si la distancia entre ellos,
|[PP_O| = \/(x —a)? + (y — b)?, es pequefia (Figura 15.19b). Cuando decimos "para todos los P
cerca de P, ", significa que |PP,| es pequefio para puntos P en todos los lados de P,,.

Con esta comprension de la cercania, podemos dar una definicién formal de un limite con dos
variables independientes

Figura No. 5. Representacion grafica del limite de una funcion.

Un punto x en la recta numérica esta cerca de otro punto a siempre que la distancia |x — a| sea
pequefia (Figura 15.19a). En £2, un punto (P(x,y) esta cerca de otro punto Py(a, b) si la distancia
entre ellos, |[PP_0| = \/(x —a)?+ (y — b)? , es pequefia (Figura No. 6). Cuando decimos "para
todos los P cerca de Py, ", significa que |PP,| es pequefio para puntos P en todos los lados de P,.
Con esta comprension de la cercania, podemos dar una definicién formal de un limite con dos
variables independientes.

Distancia |x - 0] < 1 en la recta numérica Circulo unitario: \/(xz +y?)<1enR

f(x)
2-

15

1.0

0.5

X 0.0

-05

-1.0

-1.5
-15 -10 -05 00 05 10 15

Figura No. 6. Representacion grafica de la definicion formal del limite de una funcién
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@finicién: \
Limite de una funcion de dos variables

La funcion f tiene el limite L cuando P(x,y) se aproxima a Py(a, b) , escrito como

lim f(x,y)= lim f (x,y) =L, si, dado cualquier e > 0, existe un § > 0 tal que
(X-J’)—’(anb) P_)PO

|f(x,y) — L| <€ siempre que (x,y) estéen el dominiode f vy

K 0<|PPO|=(x—a)2+ (y—b)2 <. /

ﬁrema \

Limites de funciones constantes y lineales

Sean a, b y c numeros reales.
1. Funcién constante

fx,y)=c:

lim c=c
(x,y)-(a,b)

2. Funcidn lineal

fOoy)=x:

lim x
(x,y)~(a,b)

3. Funcidn lineal

(x,y) - (x,yl)llr(la,b)y =b /

/Definicién: \

Puntos interiores y frontera

Sea R una region en £Z. Un punto interior P de R estd completamente dentro de R, lo que significa
que es posible encontrar un disco centrado en P que contenga solo puntos de R (Figura No. 7). Un
punto frontero Q de R estd en el borde de R en el sentido de que cada disco centrado en Q contiene
QI menos un punto en R y al menos un punto que no esta en R. /
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Puntos interiores y fronterizos en R: x? + y? < 4
y

3

N
nterjzo)

-3

’ 3

| -

Figura No. 7. Representacion grafica de puntos interiores y puntos frontera

Teorema

Leyes de los limites para funciones de dos variables

Sean Ly M numeros reales y supongamos que:

lim
(x,y)~(a,b)

f,y) =1L g,y =M

lim
(x y)— (a b)

Asumamos que ¢ es una constanteyn > 0 es un entero.

Ley Descripcion Expresion matematica

suma El limite de la suma es la suma de los | limyy)-ap)f(6,y) + g(x, )] =L+
limites M

diferencia | El limite de la diferencia es la diferencia | limyy)-@p)[f(x,¥) =g, y)] =L —
de los limites M

producto | El limite del producto es el producto de | limy y)@p)f (5, ¥) - g(x, )] =L-M
los limites

cociente El limite del cociente es el cociente de | lim(yy)-ap)f (X, ¥)/9(x,y) =L/
los limites (siM # 0) M(siM + 0)

constante | El limite de una constante por una | limg),@plc: f(x,y)]=c-L
funcion es la constante por el limite

multiplo El limite de una funcion multiplicada por limeyy»@mlc - f, )] =c-L
una constante es el multiplo del limite

potencia El limite de una funcién elevada a una | lim(yy)-qp)[f (oY) =
potencia entera es el limite elevado a esa
potencia /

Gefinicién \

Conjuntos abiertos y cerrados

Una regidn es abierta si consiste enteramente de puntos interiores. Una regidn es cerrada si

contiene todos sus puntos fronterizos. Figura No. 8

\_

)
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Conjuntos abierto y cerrado en R?

3

Conjunto cerrado
(x2+y?2<4)

Conjunto abiel
xX®+y?<4)

-3

3L

Figura No. 8. Representacion grafica de conjuntos abiertos y cerrados

Procedimiento
Prueba de dos caminos para la no existencia de limites

Si f(x,y) se aproxima a dos valores diferentes cuando (x,y) se acerca a (a, b) a lo largo de dos

caminos diferentes en el dominio de f, entonces el limite  lim _f (x,y) no existe.
(x,y)—(a,b)

f(x, y) = xy/(x* + y?)
Limite en (0,0) no existe por dos caminos

Camino 1: Linea continua negra a lo largo del eje x (y = 0),dondez = 0

. , . . 1
Camino 2: Linea discontinua negraalo largodey = x,donde z = 3
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Continuidad de funciones de dos variables

La siguiente definicion de continuidad para funciones de dos variables es analoga a la definicién de
continuidad para funciones de una variable.

Aefinicién \

Continuidad

La funcion f es continua en el punto (a, b) siempre que se cumplan las siguientes condiciones:
1. f estad definidaen (a,b),

2. (xy)_)(a b)f (x,v) existe, y

K 3. (xy) m b)f(x y) = f(a,b) /

Problema No. 6

Evalué los siguientes limites

F(1,-3)=3(1)+4(-3)—2=3-12—-2=3—14
3x+4 2 =-11.
(x, y)—>(1 3)( y =2
3x+4 2)=f(1,-3)=-—
o fim Bx 44y —2) = f(1,-3) =
lim cos(xy) = cos(0 - m) = cos(0) = 1),
_ (x,y)—_>(0,ﬂ) _ _ _
(x,yl)T%o,n) sin(xy) = sin(0 - ) = sin(0) = 0), (x,yl)l—r}%O,n) 2y
cos(xy) + sin(xy) =2 1= 2m)
im
)0, 2 [
Ge)=(0m y cos(xy) + sin(xy)
Gey)oto,m) 2y
_ (x'yl)lirgoyn)(cos(xy) + sin(xy)) _ i
lim 2y 2T
(x,y)—éorﬂ)
0,m) =—
FOm ==

[
cos(xy) + sin(xy) 1
eyt 2y S 2n
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(x =2),(y =-1)

(xy® = 3x%y°). f2,-1)=@ 1) -3()*(-1)°=2-1-3-4-(-1)
e —2+12=14
_ 3y —
(xy)—»(z 1)(xy 3x%y3) = 14.
Lafuncion(f (x,y) = In/xy
lim_ In,/xy. 1 ) ) 5
(x.y)—-(e?,4) = Eln(xy))es continua en((e®,4))porque(e

-4 > 0).El limite es(f (e?,4))

Sustituyendo(x = e?),(y = 4)

lim In,/xy=1+1In2.
(x,y)—-(e?,4)
@y =25 a0 Qen 22
, G-2)+2) _y+2 siy %2
im 2Lt x(y—2) x '
(xy)~(@22)xy — 2x
. y+2 242
lim =—
(xy)-(22) x 2
(y=2)(x=2)(y =x)
2_4
lim —=
(xy)-(22)xy — 2x
f(2,9) =101

lim 101
(x,y)—=(2,9)

lim 101 =101.
(x,y)=(2,9)
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Problema No.7

Utilice la Prueba de Dos Caminos para demostrar que los siguientes limites no existen.

x+ 2y

im .
(xy)=(0,0)x — 2y

(y T 0)
Fx,0) = ; =1, limf(x0)=1
(x =0)
, [
£(0,9) = _—;Vy =1, lmf0y)=-1

Dado que (1 # —1),el limite no existe.

4xy

li —_—
(63)510,0) 3x2 + y?

f(x, y) = dxy/(3x* + y?)
Limite en (0,0) no existe

4xy 0
f,y) = 3x2—+yz) da (6) en (0,0)
Caminol: (y = 0)
n="20_4 | 0) =0
f(X, )_ 3x2 - Y% xl_r}(l)f(x, )— .
Camino2: (y = x)
= i =1, I =1
f(X,x)—sz—_l_xz— ) xl_r}(l)f(X,x)— .

Dado que (0 # 1), el limite no existe.

Y y 0 N
(x,yl)l—rf%o,o) X2 — 2 floy) = —\/ﬁ) da (6) en ((0,0)), con dominio
Caminol: (y = 0)
0 .
f(x,0)=\/?=0, }Cl_r)r(l)f(x,O)—O.
X
Camino2: (y = E)
f ( x) L >0 L <0
ot os X,—)=—=S5SlX , ——Six
' 2/ 3 ) V3
Dado que(0 # + —), el limite no existe
que( \/g)
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Problema No. 8

¢En qué puntos de R? son continuas las siguientes funciones?

flx,y) = x% + 2xy — y3.

fix, y) =x*+ 2xy - y*

Continua en R?

floy) =x*+2xy—y3

Polinomio continuo en todo R% no tiene
restricciones en su dominio ni discontinuidades

f(x,y) es continua en todos los puntos de R?

10
05

‘00
05
-10

xy
X, = —".
f(xy) 2+ 1

AL “//4

———

X . .
f(x,y) = —2— es racional. El denominador
x2y2+41

x%2y? 4+ 1 > 0 para todo (x,y) € R?.

Numerador y denominador son continuos, y la

division es continua cuando el denominador no
es cero.

f(x,y) es continua en todos los puntos de R?

1.0
[!5_

‘0.0
-05¢
-1.0%

f(x,y) = sin(xy).

(x, y) = sin(xy)

Continua en B?

f(x,y) = sin(xy) es una composicion de (xy)
continua en R2%, continua en R .No hay
restricciones en el dominio

f(x,y) es continua en todos los puntos de R?
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Problema No. 9

Evalla los siguientes limites de tres variables

lim
(x,y,2)-(1,In 2,3)

La funcién f(x,y,z) = ze*” es continua en R3
ze*. Ya que z y e*Y son continuas.

El limite f(1,In2,3)

f(1,In2,3) = 3e'M2 =3e"2 =3.2 =6,

lim ze* = 6.
(x,y,2)-(1,In 2,3)

i XZ
(x.y.zl)lir(lo,m) In(1 +y)e*.

La funcién f(x,y,z) =In(1 + y)e*? es continua en
(0,1,0) ya que In(1+y) estd definida para (y >
1) y (e¥?), es continua en R3. El limite es £(0,1,0)

£(0,1,0) =In(1+1)e®°=1In(2)-1=1n2.

i XZ —
(x,y,zl)liréo,m) In(1+y)e In 2.

_ yz — xy — xzZ — x2
lim
(xy2)-110)yz + xy + xz — y?

1-1-1-1 =2
— =1

O =T 717

yz — Xy — Xz — x2

lim =-1
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4.5 Derivadas parciales

La derivada de una funcién de una variable, y = f(x), mide la tasa de cambio de y con respecto a
x, y proporciona las pendientes de las rectas tangentes. La idea andloga para funciones de varias
variables presenta un nuevo giro: las derivadas pueden definirse con respecto a cualquiera de las
variables independientes. Por ejemplo, podemos calcular la derivada de f(x,y) conrespectoa x o
y . Las derivadas resultantes se llaman derivadas parciales; aun representan tasas de cambio y estan
asociadas con las pendientes de las tangentes. Por lo tanto, mucho de lo que aprendido sobre
derivadas se aplica a funciones de varias variables. Sin embargo, también hay muchas diferencias.

ﬁinicién \

Derivadas parciales

La derivada parcial de fcon respecto a x en el punto (a, b) es:

f(a+ h,b) —f(a,b)
h

=1
fe(a,b) = lim
La derivada parcial de fcon respecto a y en el punto (a, b) es:

,b+h)— ,b
@) = i @D TR =@ D)

%mpre gue estos limites existan /

Supongamos que nos movemos a lo largo de la superficie z = f(x,y), comenzando en el punto
(a, b, f(a, b)) , de tal manera que y = b se mantiene fijo y solo x varia. El camino resultante es
una curva (una traza) en la superficie que varia en la direccién de x (Figura No. 9). Esta curva es la
interseccion de la superficie con el plano vertical y = b; se describe por z = f(x,b), que es una
funcién de la Unica variable x . Sabemos cémo calcular la pendiente de esta curva: es la derivada
ordinariade f(x,b) con respectoa x . Esta derivada se llama la derivada parcial de f con respecto

d . , - .
x , denotada como é o fy. Cuando se evaltua en (a, b), su valor esta definido por el limite.
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1. Superficie z = sin(xy) 2. Curva z = sin(x) sobre la superficie

20
15T

X 15 T/
20
3. Recta secante (h = 0.5) sobre la superficie . Recta tangente (pendiente = cos(1)) sabre la superfici

20 20
157 15T

Figura No. 9. Representacién grafica de la derivada parcial. Funcién, plano, recta secante y
pendiente

@acién \

Las derivadas parciales evaluadas en un punto (a, b) se denotan de cualquiera de las siguientes
formas:

Para la derivada parcial con respectoa x :

0 0
T (@5 =Ll = e b)

Para la derivada parcial con respectoa y :

of of

k @(a,b) :@ka'b) :fy(a,b). /
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4.6 Derivadas parciales de orden superior

Asi como tenemos derivadas de orden superior para funciones de una variable, también tenemos
derivadas parciales de orden superior. Por ejemplo, dada una funcién f y su derivada parcial f,,
podemos tomar la derivada de f, con respecto a x o con respecto a y, lo que representa dos de las
cuatro posibles derivadas parciales de segundo orden. La Tabla siguiente resume la notacién para
las derivadas parciales de segundo orden.

Notacién 1 Notacidn 2 Forma de expresarlo
Segunda derivada de f respecto a x

0% f f

—_ XX

0x?

d%f Segunda derivada de f respectoa y
6y2 f}y

o%f Derivada mixta de f primero respecto
dy ox fxy a x,luego respectoay

0*f Derivada mixta de f primero respecto
dx dy fyx a y,luegorespectoa x

El orden de diferenciacion puede marcar una diferencia en las derivadas parciales mixtas fy,, y fyx-

Por lo tanto, es importante usar la notacién correcta para reflejar el orden en que se toman las

derivadas. Por ejemplo, las notaciones

o2
dx dy

dx \dy

con respecto a y , luego con respecto a x.

Igualdad de las derivadas parciales mixtas

Observa que las dos derivadas parciales mixtas en el Ejemplo 4 son iguales; es decir, fy, = fx.

Y fyx ambas significan 92 (a—f); es decir, derivar primero

Las condiciones suficientes para la igualdad de las derivadas parciales mixtas se presentan en un
teorema atribuido al matematico francés Alexis Clairaut (1713-1765).

/?éorenw

(Clairaut) Igualdad de las derivadas parciales mixtas

~

Supongamos que f esté definida en un conjunto abierto D de R?, y que fxy Y fyx son continuas en

todo D. Entonces f,, = fyx en todos los puntos de D.

NG

J
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Problema No. 10

Utiliza la definicion de derivadas parciales mediante limites para evaluar f,(x,y) y f, (x,y) para las
siguientes funciones.

f(x+h,y) =5+ h)y = 5xy + 5hy,

(5xy + 5hy) — 5xy y Shy
=1li

f(x,y) =5xy AGe) =i h im = = lmSy =5y.
fe(x,y) = 5y
fy ()
f(x,y+h) =5x(y + h) = 5xy + 5xh,
_ .. (5xy+5xh) —5xy  5xh B
fy(x,y) = }ll_r}(l) N = }ll_rg— = }ll_rng = 5x.
fy(x:y) = 5x.
x+hy) —fx
f,y)=x+y*+4) fx(x,y)=1imf( » = fy)
’ h-0 h

f(x+hvy)=(x+h)+y2+4=x+h+y2+4’

(x+h+y?+4)—(x+y%+4)

o) = i i = lim = lim1 =1
fx(x::)/) =1.
 fy+h)—f(xy)
f(xy) = }gr(l) b

fl,y+h)=x+ @y +h)?+4=x+(y?>+2yh+h?) + 4,

(x+y24+2yh+h?>+4)— (x+y2+4)

fy(x,Y) = }ll_l’};l]
2yh + h?

=l = =m0

fy(x,y) =2y +0=2y

fy(X,Y) =2y.
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X
f(x:)’) - ;

x+h
f(x+h,y)=7

x+h x x+h—x h

1
Y Y — lim 4 = lim 2 = lim~ = ~
h-0 h h—0 h h-0Yy y

£, y) = lim
1
fx(x!y) = ;! (paray * 0)

x
f(X,}’+h)=y+—h

x x xy —x(y + h) —xh
yo+h) YOt
h—0 h h—0 h

Yy _

Y
fy(xy) = lim
= yy +h)
fy(x,;/) =57
fy(xly) = _}71 (paray * 0)

e, y) =

fy) =xy

f(x+h,y)=\/(x+h)y,
ey) = lim VI el

SET Ry -5 [T + 5
h Ja+hy + Jxy
(x+h)y—xy

L G 0y )
RENCT h) + 3y

fx(o,y) =

fe(x,y) = }li

\/_
(para xy > 0).

fx( Y) =
\/_
fGo,y+h) =yx(y+h),

Jx(y +h) - Jxy
I

fy(xy) =lim
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G5 G+
h Jx+h) +xy

fy(xvY) = }llir(l)

— lim x(y +h) —xy
0 h(x(y +h) + /xy)
x
= l-
’ll‘r’r‘l),/x(y +h) + \/E
x
fy(X,}’) = %
x
f(xy) = %, (para xy > 0)
=Y __x
fx(x'y) - 2\/@, fy(X,_’y) ZM
(xy >0)

Problema No. 11

Encuentra las primeras derivadas parciales de las siguientes funciones

d d
g VY — pyV . — — pV. — oY
L) Ep xe¥)=¢e T X)=eY-1=¢e

= y
floy = e flry) = e
fy(x )—i(xey)—x-i(eY)—x.ey
yX,Y) = ay = 3y =

fy(xy) =xe¥, filx,y) = e, f,(x,y) = xe¥

a
a(4x3y2) = 4y? - 3x% = 12x2y?
flx,y) = 4x3y? + 3x2y3 4+ 10 5
a(3x2y3) =3y3-2x = 6xy3
d
a(lo) =0, fi(x,y) =12x%y* + 6xy>.
4 3.2 3 3
@(4x y4) = 4x° - 2y = 8x°y,
a 2,,3 2 2 2,,2
@(3xy)=3x -3y = 9x“y*,

2
5 10 =0, f,(xy) = 8x3y + 9x?y2.

fr(x,y) = 12x2%y* + 6xy°,  f,(x,¥) = 8xy 4+ 9x?y?
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fx,y) = @Bxy +4y* +1)°

%9 _ 0(3 +4y?+1)=3
ax ax xy y - y'

ag
fx (6, y) = 5[g(x, »]* 5, = oG+ 4y* + 1)*- 3y

= 15y(3xy + 4y? + 1)*.

99 _ 9 (Bxy+4y?+1)=3x+8

0
@@y)=Mg@mn%5§=SCMy+%ﬂ+1y.ex+sw

=53x + 8y)(Bxy + 4y? + 1)*

fe(x,¥) = 15y(3xy + 4y% + 1)*,

fy(x,¥) = 5(3x + 8y)(3xy + 4y* + 1)*

au_ 617_
s a5 b
_s—t ?,—“v—ug—” 1-(s+t)—(s—1t)-1
f(s't)_m fils,0) = = v2 - = (s +t)?
s+ -(G-t) 2t
B (s + t)? T (s +t)?

fs(s,t) = (S_ZI_—tt)z (paras +t # 0)

ou av
a- b att
%U—u% D G+t)—(s—-t)-1
fe(s,t) = 2 = G102
—(s+t)—(s—1t) —2s
T G+D2 (s+0?

fe(s,t) = _(S_2|_—St)z' (paras+t #0)

2t 2s
f;'(s:t) =m: ft(S,t) =_W'(S +t#0)
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Problema No. 12

Derivadas parciales de segundo orden

Encuentra las cuatro derivadas parciales de segundo orden de las siguientes funciones

fle,y) =x*siny

(')Zf
dy?

62

ox2

2siny,

of

ox

of
dy

0> f

ax?
0
o)
dy (x

o*f
dx dy

0%f
dy dx

62
—> = —X~Sln
dy?

a ., . :
a(x siny) = 2xsiny

9 (x?siny) = x%cosy

dy

= a(sziny) = 2siny

cosy) = x%(—siny) = —x?%siny
0

= (x2 cosy) = 2xcosy

= @(Zx siny) = 2x cosy

2

dx 0y

2 .

v, = 2xcosy,

d%f
dy 0x

= 2xcosy

h(x,y) = x3+xy? +1

oh
0x

dh

dy

d
a(x3 +xy?+1) = 3x2 + y?

0 3 2
@(x +xy°+1) =2xy

0%h
0x?

2

d
a(sz +y2) = 6x

9
— (2xy) =2
5, @) = 2x
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9%h
dx 0y ~ ox

—(2xy) =2y

62h_6(32+ 2) = 2
dyox dy rry=ey

92h 92h *h _, O _
B ay? oxdy % dyox Y

flx,y) = 2x5y? + x%y

of 0 5 4
a:a(z;cy + x2y) = 10x*y? + 2xy
aof 0
dy oy
0% f
0x?

(2x5y? + x2%y) = 4x°y + x?

0
= g(le‘*y2 + 2xy) = 40x3y? + 2y

2f 9
# =5, (4x°y +x7) = 4x°

”f a(4 +x?) = 20x*y + 2
oxdy ~ ox VX rymex

o%f
dy 0x

d
= — (10x*y? + 2xy) = 20x*y + 2x
dy

aZf aZf aZf

) _ 3,,2 L 4xS

Ep 40x°y“ + 2y, 3y 4x>, oxdy
2

dy dx

= 20x*y + 2x, = 20x*y + 2x

fOy) = y?sindx

0 0

£=$(y3sin4x)=4y3cos4x

af d

(?y 3y —(y3sin4x) = 3y?sin4x
f

0
5= a(4y3 cos4x) = —16y3sin4x
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9’f 0 . -
_ = @(Byz sin4x) = 6ysin4x

dy?
02 d
- gy = (3y?sin4x) = 12y?cos 4 x
92 d
5 gx =3 (4y3cos4x) = 12y?cos4 x
0’ f : 0’ f . 0*f
pri —16y3sin4x, e 6y sin4x, 9% dy
= 12y% cos 4 x, ’f = 12y2cos4x
dy dx
d
% = 3x%ysin(2x3y)
fx,y) = sin?(x*y)
% = x3sin(2x3y)
azf _ . 3 4.2 3
Froie 6xy sin(2x°y) + 18x*y* cos(2x>y)
62
a—y]; = 2x% cos(2x3y)
0*f
2% 3y = 3x2sin(2x3y) + 6x°y cos(2x3y)
azf 2 o 3 5 3
3y x = 3x“sin(2x°y) + 6x>y cos(2x°y)
’f
[ﬁ = 6xysin(2x3y) + 18x*y? cos(2x3y),
62
% = 2x%cos(2x3y),
azf 2 o 3 5 3
223y = 3x*sin(2x°y) + 6x°y cos(2x°y),
azf 2 o 3 5 3
3y 0% = 3x°sin(2x°y) + 6x°y cos(2x°y)
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Problema No. 13

Derivadas parciales con mas de dos variables

Encuentra las derivadas parciales de primer orden de las siguientes funciones.

(G(r,s, t) =+rs+rt+ st)

ac;_ s+t
Or  2\rs +rt st
8G_ r+t
ds  2\rs +rt +st
ac;_ r+s
0t  2rs +rt+ st
E)G_ s+t 66‘_ r+t
Or 2Jrs+rt+st O0s 2\rstrt+st

66_ r+s
ot  2\rs +rt+ st

h(x,y,z) = cos(x +y + z)

oh

ox

oh n(x +y+2)
5y = Sin(x+y+z
oh n(x 4y +2)
3y~ sin(x +y +z
oh _
Z——sm(x+y+z)

: doh :

= —sin(x +y+2z), @=—sm(x+y+z),

oh Gty i)
5, = sin(x+y+2).
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4.7 Incrementos y diferenciales

Un incremento es el cambio en el valor de una funcién o variable cuando sus variables
independientes cambian. Para una funcion f(x,y) , el incremento Af se define como:

Af = f(x +Ax!y+Ay) _f(x’Y)

donde Ax y Ay son los cambios en x e y . Representa la variacion total de la funcién debido a
pequenos cambios en las variables.

Diferenciales: La diferencial de una funcién, denotada df , es una aproximacion lineal del
incremento Af basada en las derivadas parciales. Para f(x,y) , se expresa como:

of of
df = aAX +@Ay

La diferencial proporciona una estimacion del cambio en f cuando Ax y Ay son pequefios, usando
la tangente lineal en el punto (x, y).

@inicién \

Diferenciabilidad

La funcién z = f(x, y) es diferenciable en el punto (a, b) si las derivadas parciales f(a, b) y f,,(a, b)
existen y el cambio Az = f(a + Ax,b + Ay) — f(a, b) satisface:

AZ = fx(aJ b)Ax + fy(a; b)Ay + Ele + Esz

Donde paraay b, €, y €, son funciones que dependen Unicamente de Ax y Ay, con (&4, €;) — (0,0)
cuando (Ax, Ay) — (0,0). Una funcidn es diferenciable en un conjunto abierto R si es diferenciable

Qcada puntodeR . /

El siguiente teorema puede ser Util para comprobar la diferenciabilidad.

~

Teorema

Supongamos que la funcién f tiene derivadas parciales f, y f, definidas en un conjunto abierto que
contiene (a, b), con f; y f,, continuas en (a, b). Entonces, f es diferenciable en (a, b).

Teorema \
Diferenciable implicita continua

Si una funcién f es diferenciable en (a, b), entonces es continua en (a, b).

- /
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Problema No. 14

Funciones diferenciables

flx,y) =x* +y?

Ambas son continuas en todoR? , por lo que,
por el Teorema anterior f es diferenciable en
cualquier punto (a, b) € R?.

La forma del paraboloide en el rango
x, yen[—2,2]

of _

Froie

of _

2 —=2
X, 3y y

Grafica de f(x,y) = x"2 + y"2

f(x,y) = sin(xy)

Dado que ycos(xy) y x cos(xy) son continuas
en R?, la funcion es diferenciable en todo R?.
Esta funcién trigonométrica es también
infinitamente diferenciable

Una superficie suave con ondulaciones

una superficie ondulada con un patrén de
ondas que se intensifica a medida que |x| o |y]|
aumenta.

of of
Fi y cos(xy), @ = x cos(xy).

Grafica de f(x,y) = sin(xy)
2

¥ g
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4.8 Regla de la cadena y derivadas implicitas

La regla de la cadena para derivadas parciales es una herramienta fundamental en cdlculo
multivariable que permite calcular las derivadas de funciones compuestas, donde las variables de
una funcion dependen a su vez de otras variables.

/Teorema \

Regla de la Cadena (Una Variable Independiente)

Sea z una funcion diferenciable de x e y en su dominio, donde x e y son funciones diferenciables
de t en un intervalo I. Entonces:

dz 0zdx 0zdy

\_ dt “oxdt aydt )

Con z = f(x(t),y(t)), la variable dependiente es z y la Unica variable independiente es t. Las
variables x e y son variables intermedias.

La eleccién de la notacién para derivadas parciales y ordinarias en la Regla de la Cadena es

. " . . . dx d ..

importante. Escribimos las derivadas ordinarias gl d—jg porque x e y dependen Unicamente de t.
_ . . 0z 0z ., .

Escribimos las derivadas parciales Pl % porque z es una funcidn de ambas variables x e y.

. . dz . . . S las . .
Finalmente, escrlblmosa como una derivada ordinaria porque z depende, en ultima instancia, solo
de t.

La Regla de la Cadena con Varias Variables Independientes

Las ideas detrds de la Regla de la Cadena del Teorema anterior pueden modificarse para abarcar
una variedad de situaciones en las que funciones de varias variables se componen entre si. Por
ejemplo, supongamos que z depende de dos variables intermedias x e y, cada una de las cuales
depende de las variables independientes s y t.

Gaorema \

Regla de la Cadena (Dos Variables Independientes)

Sea z una funcion diferenciable de x e y, donde x e y son funciones diferenciables de s y t. Entonces:

62_6zax+6zay E)z_azax+(')zc')y
ds _0x0s dyds ° ot oxoc  ayat’

- /
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Formulaciéon de la Regla de la Cadena (Tres Variables Independientes)

Sea z una funcion diferenciable de x e y, donde x e y son funciones diferenciables de u, v, y w.
Entonces, las derivadas parciales de z con respecto a u, v, y w se calculan como:

0z 0z 0x N 0z dy
du Odxou Odyou’
0z 6zax+ 0z dy
dv  dxov dyodv’
0z _azax+azay
ow 0Oxdw Odyow’
La regla se puede extender a mas variables independientes o intermedias siguiendo el mismo

principio: sumar los productos de las derivadas parciales de la funcién con las derivadas de las
variables intermedias respecto a cada variable independiente.

Cuadro resumen

Numero de Variables Formulaciéon de la Regla de la Cadena
Independientes

Una Variable | Seaz = f(x,y),dondex = x(t),y = y(t).
Independiente
Entonces:

dz/dt = (8z/0x)(dx/dt) + (8z/dy)(dy/dt).

Dos Variables
Independientes Seaz = f(x,y), dondex = x(s,t),y = y(s,t).
Entonces:
0z/ds = (0z/0x)(0x/0s) + (0z/dy)(dy/ds),dz/ot
= (0z/dx)(0x/0t) + (0z/0y)(dy/dt).
Tres Variables
Independientes Seaz = f(x,y), dondex = x(u,v,w),y = y(u,w).

Entonces:
0z/0u = (0z/0x)(0x/0u) + (0z/0y)(dy/ou),dz/dv
= (0z/0dx)(0x/0v) + (0z/0dy)(dy/dv),0z/dw

= (0z/0x)(0x/0w) + (0z/dy)(dy/ow).
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Diferenciacién Implicita

Usando la Regla de la Cadena para derivadas parciales, la técnica de diferenciacion implicita puede
situarse en una perspectiva mas amplia.

ﬁ eorema

o

Diferenciacion Implicita

S . . oF
funcién diferenciable de x. Siempre que % * 0,

oF
dy _ _ox
dx  OF°
dy

~

Sea F una funcidn diferenciable en su dominio y supongamos que F(x,y) = 0 define y como una

/

Problema No. 15

Regla de la Cadena con una Variable Independiente para z = f(x,y) , donde x = x(t) ey = y(t),

la derivada es:

dz_azdx_l_azdy
dt  dxdt Odydt

z = xsiny
x =t2
y = 4t3

dz_azdx_l_azdy
dt dxdt dydt’

82_6( iny) = si
5% = g (siny) =siny.
82_6( iny) =
2y = 3y xsiny) = xcosy.
Para (x = t?):
dx d
= (?) =2t
a - at)=2

Para (y = 4t3):

dy B d 3N )

It _dt(4t ) = 12t=.
dz _ 5
T = (siny)(2t) + (x cosy)(12t°).
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dz_

= (sin(4t2))(2t) + (t? cos(4t3))(12t?)

= 2tsin(4t3) + 12t* cos(4t3).

d
d—i = 2t[sin(4t3) + 6¢3 cos(4t3)].

dz
== 2t sin(4t3) + 12t* cos(4t3)

o, equivalentemente, 2t[sin(4t3) + 6t3 cos(4t3)].

dz_azdx_l_azdy
dt  dxdt dydt’

dz 0
T = ae XY T = 2xy =y
oz 0
3y @(xzy —xy3) = x? — 3xy?.
\Para (x = t?):
dx _ d (t?) = 2¢
dt de~ 7 77
Para (y = t™2):
dy d __, 3 2
E—E(t )——Zt = 3

dz

2
T = @y - y)@0 + (& - 3197 (- ).

Sustituyendo (x = t?),(y = t™2):

[

to to

6

2t 2
xy —y3)(2t) = < v )(Zt) = 4t —

2 2 2\2 2 1 2 4 3
X% — 3xy? = (£2) —3(t)<t—2) =t -,
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w=cos2xsin3y

dw_awdx_l_awdy
dt dxdt Odydt’

ow 0 _ . .
a=a(c052x51n3y) = —2sin2xsin3y.

W _ 9 os2xsin3y) = 3cos2xcos3
3y~ ay cos2xsin3y) = 3cos2xcos3y.
t
P =-):
ara (x 2)
dx d(t)_l
dt — dt\2) 2’
Para (y = t%):
dy d
— = —(t*) = 4t3.
dt dt()

dw ) ) 1
i (—2sin2xsin3y) (§> + (3cos2xcos3y)(4t3)

= —sin2xsin3y + 12t3 cos2x cos 3 y.
. t
Sustituyendo(x = E)' (y = t*):
2x =t, 3y =3t

dw
== sint sin(3t*) + 12¢t3 cos t cos(3t*).
dw P 4 3 4
rrinie sint sin(3t*) + 12t° cost cos(3t*).
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z =412+ s2
r =cos2t)

s=sin2t

dz_azdr_l_azds
dt  drdt dsdt’

Para(r = cos2t):

dr

d .
E—E(COSZt) = —2sin2t.

Para(s =sin2t):

ds—d(' 2t) = 2cos2t
dt_dtsm = 4 COS .

dz<r

pri ﬁ)(—ZsinZt)+<

S
ﬁ) (2cos2t).

Jr? + 52 =/(cos2t)? + (sin2t)2 =V1 =1,

dz

yrin (cos2t)(—2sin2t) + (sin2t)(2cos2t)

=—2cos2tsin2t+2sin2tcos2t = 0.

z = (x+ 2y)1°
x = sin?t

y = (3t +4)°

dz_azdx_l_azdy
dt  dxdt dydt

Derivada con respecto a (x):

97 _ 9 (x4 29)10 = 10(x + 29)°
ox ox oY) m AT Ay)

Derivada con respectoa (y ):

97 _ 9 (e 4+ 29010 = 20(x + 29)°
ay_ayx )10 = 20(x + 2y)°.
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Para (x = sin? t):

dx _ d in®t) = 2sintcost =sin2t
E_E(Sm ) =2sintcost = sin2t.

Para(y = (3t + 4)°):

dy_d 5 4
E—E(3t+4) —15(3t+4) .

% = [10(x + 2¥)°](sin 2 t) + [20(x + 2y)°][15(3t + 4)*].
dz
= 10(x + 2y)°[sin2t + 30(3t + 4)*].
Sustituyendo(x = sin?t), (y = (3t + 4)°):
x + 2y =sin?t + 2(3t + 4)5,

dz
e 10[sin?t + 2(3t + 4)°]°[sin 2t + 30(3t + 4)*].

Problema No. 16

Regla de la Cadena con Varias Variables Independientes. Encuentra las siguientes derivadas.

(Regla de la Cadena para dos variables independientes). Este teorema establece que si z = f(x, y),

0z 0z

conx = x(s,t) ey = y(s,t), entonces: =7V 3
0z 626x+ dz 0y
z=x*siny ds 0xds Odyds
x=s—t 0z 0zO0x 0z0y

ot~ axat ' ayot

y =t

Derivada con respecto a ( x ):
0z

d
Fri a(x2 siny) = 2xsiny

Derivada con respectoa (y ):

az_ (e siny) = x2
(’)y_ay x“siny) = x“cosy.

Para(x = s — t):
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ox ox
— 1 —

as ot
Para (y = t?):

dy dy

g =0, a = 2t.

0
£ = (2xsiny)(1) + (x? cosy)(0) = 2xsiny.

0z

Sustituyendo (x = s — t), (y = t2):

0z
— = 2(s — t) sin(t?).
ds

yrie (2x siny)(—1) + (x? cosy)(2t) = —2xsiny + 2tx? cosy.

0z

Jat

Factorizando

0z

0z

Sustituyendo (x = s — t), (y = t2):

= —2(s — t) sin(t?) + 2t(s — t)? cos(t?) .

Fri 2(s — t)[—sin(t?) + t(s — t) cos(t?)].

d
£ = 2(s — t) sin(t?),

Frie 2(s — t)[—sin(t?) + t(s — t) cos(t?)].

z =sin(2x +y)
x =s%—t?

y =s% + t?

62_626x+626y az_azax+azay
ds 0xds dyds’ ot odxot dyodt’

0z

0
P —sin(2x +y) = 2cos(2x + y).

0x

Derivada con respectoa (y):
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92 _ 9 Gin2x +y) = cos(2x + )
ay—aySln X y = CoS(4Xx y

Para (x = s% — t?):

ax_2 6x_ ot
os Y o T

Para (y = s? + t?):

dy
ds

6y_

2s, =2 =2t
S ot

Z_j = [2 cos(2x + y)](2s) + [cos(2x + y)](2s)
= (4s + 2s) cos(2x + y) = 6scos(2x + y).

Sustituyendo (x = s? — t2),(y = s + t?):

2x +y =2(s? —t?) + (s? + t?) = 352 — t?,

0z
Fre 65 cos(3s% — t?)

% = [2 cos(2x + y)](—2t) + [cos(2x + y)](2t)
= (—4t + 2t) cos(2x + y) = —2tcos(2x + y).

Sustituyendo(2x + y = 3s% — t?):

0z _ 2t cos(3s? — t?
Frie cos(3s ).
0z

— = 65 cos(3s% —t?),
ds

0z

Frin —2tcos(3s% — t?).

Z:ex+y
x =st
y=s+t

Derivada conrespecto a (x):

0z 0

R _ex+y — ex+y.

Ox 0Ox

Derivada con respectoa (y ):
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% — iex+y = XtV
dy 0y
Para (x = st):

0x B 0x

— =t -—=5s.
os " ot °

Para(y = s + t):

dy dy
5= 1, == 1.
0z
Frin Ee*)(@) + (e*)(1) = (t + 1)e**.

Sustituyendo (x = st),(y = s + t):

Z_j — (t + 1)est+s+t_
0z x+y x+y x+y
Fri (e*™)(s) + (e*™)(1) = (s + 1)e*™.

Sustituyendo (x = st),(y = s + t):

0z

a — (S + 1)eSt+S+t.
0z

— = (t + 1 St+S+t’
s ( )e

0z

R + 1 St+S+t.
5% (s e

Problema No. 17

Diferenciacion Implicita

, d ., .
Usa el Teorema correspondiente para para evaluar d—i . Asume que cada ecuacién define

implicitamente y como una funcién diferenciable de x

x2-2y2-1=0 aF
Y dy__7x

dx JaF

dy

F(x,y) =x*—-2y*>—-1=
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Derivada con respecto a (x):
6F_6(2 2y~ 1) =2
ax _ ax Y - or
Derivada conrespectoa (y):

OF _ 9 2 32 _1)= 4

oF
Siempre que (@ # 0)(es decir, (y # 0)):

oF
dy  3x _  2x _2x x
dx  0F —4y 4y 2y’
dy
dy x
dx 2y

Derivamos implicitamente (x* — 2y%? — 1 = 0):

d dy dy 2x x
— (x?2-2y2—-1)=0,2x—4y—=0,—~=—=—.
dx(x Y ) * ydx dx 4y 2y

El resultado coincide, confirmando la correccion.

B +3xy2—-y>=0

Para (x3):
d
a(x3) = 3x?

Para(3xy?):

Usamos laregla del producto, ya que (y = y(x)):
d (3xy?) =3 : (xy?)
dx YT g Y
d d d dy
— 2) = x . —(y? 2. =x -2y -— 2.1
) =x-—— )d+y D) =Xy oty
y
= 2xy— 2
Y Ix +y

Por lo tanto:
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Usamos la regla de la cadena:

d d dy
 (—5y = 5 = —§ 4 7
dx( y>) dx(y) Y

Ellado derecho:

d(O)—O

dx B

dy dy
3x2 (6 —+3 2)—5 t =90
X<+ xydx+ y y Ix

dy dy

3x2 + 3y + 6xy——5y*—=0
x“+3y°+ xydx y dx

d
3x% +3y? + (6xy — 5y4)£ =0

d
(6xy = 5y 2 = (327 + 3y

dy —(3x*+3y?)
dx  6xy—5y*
dy —3(x*+y%)  x*+y?

dx  y(6x—5y3)  y(5y3— 6x)

dy — x*+y?
dx  y(5y3 — 6x)

2sin(xy) =1

d _ . B d
- (2sin(xy)) = 2 - cos(xy) ‘a(xy)

dy

Co=x-Lonay L=y
dxxy_xdxy ydxx_x Y

dx

2 cos( )(dy+)
cos(xy) - (x =+
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d
— (1) =0

dx
2 ()(dy+)—o
cos(xy xdx y)=
dy
_ =0
xdx+y
y _ Yy
dx X
y _ vy
dx X

ye*¥ —2=0

F(x,y) =ye* —2

6F_ 6( v _2)
ox  Ox ve

a a
:y.a(ew)zy.exy.a(xy) =y.exy,y=yzexy

oF a( 5 _2)
gy ay>°

0
=y.—(eX xy . q
y ay(e )te

0
—(e?)=e"-x

dy

=y- (V- -x)+e? =xye™” +e¥ =e¥(xy+1)

daF

dy_ ﬁ_ yzexy 3 y2
dx  OF  ew(xy+1) xy+1
ay
o ey +1) %0
6y_e xy
dy — y°
dx  xy+1
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4.9 Derivada direccional y gradiente

Las derivadas parciales nos dicen mucho sobre la tasa de cambio de una funcién en su dominio. Sin
embargo, no responden directamente algunas preguntas importantes. Por ejemplo, supongamos
que estds parado en un punto (a, b, f(a, b)) sobre la superficie z = f(x,y). Las derivadas parciales
fx ¥ fy te indican la tasa de cambio (o pendiente) de la superficie en ese punto en las direcciones
paralelas al eje x y al eje y, respectivamente. Pero podrias caminar en un nimero infinito de
direcciones desde ese punto y encontrar una tasa de cambio diferente en cada direccion. Con esta
observacién en mente, planteamos varias preguntas.

Supongamos que estas parado en una superficie y caminas en una direccidn distinta a las direcciones
de los ejes de coordenadas, por ejemplo, noroeste o sur-sureste. ¢Cual es la tasa de cambio de la
funcién en esa direccién?

e Supongamos que estds parado en una superficie y sueltas una pelota a tus pies, dejandola rodar.
¢En qué direccion rodara?

¢ Si estas escalando una montafia, éen qué direccién deberias caminar después de cada paso si
guieres seguir el camino mds empinado?

Estas preguntas se responden en esta seccidn introduciendo la derivada direccional, seguida por
uno de los conceptos centrales del cdlculo: el gradiente.

Sea (a, b, f(a, b)) un punto en la superficie z = f(x,y) y sea « un vector unitario en el plano xy
(Figura No. 1). Nuestro objetivo es encontrar la tasa de cambio de f en la direccién «en el punto
Py(a, b). En general, esta tasa de cambio no es ni f,.(a, b) ni f,,(a, b) (amenos que i = (1,0) ot =
(0,1), pero resulta ser una combinacién de fi(a, b) y f,,(a, b).

Derivada Direccional: Sqrt[2] D[2, 1]

fx.y)
PuNo’24 (1.35, 1.35, 3.66)

(a. b, f(a, b)) = (1

|
Proyeccion = (1.35, 1.35, 2)|

Figura No. 1. Un punto en la superficie z = f(x, y) y sea z un vector unitario en el plano xy
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La derivada direccional mide la tasa de cambio de una funcién f(x,y) en un punto (a, b) a lo largo
de una direccién especifica dada por un vector unitario U = (u,, u,). Matematicamente, se define

como:

Dzf(a,b) = }li_r)rtl)

Si f es diferenciable, la derivada direccional se calcula como el producto escalar del gradiente

f(a+ huy, b + hu,) — f(a, b)
h

Vf(a,b) = (fula,b), fy(a, b))

con el vector unitario z Dyf(a,b) = Vf(a,b) - i = f,(a,b)u; + f,(a, blu,

La pendiente de la recta secante mencionada en el texto se aproxima a esta derivada cuando

La grafica en 3D debe mostrar:

h -0

La superficie z = f(x,y), el punto (a, b, f(a, b)), el vector gradiente Vf, el vector de direccion z,

una linea tangente que represente la derivada direccional (la pendiente en la direccidn «).

Derivada Direccional: Sqrt[2] D[2, 1]

/ 4 \L‘.“‘ "\/

\
\
N / X
N/ VN

f(x, ;i\if + y}"r \ 57 |

(a.b,f(a, b =41, 2)

ﬂzfinicién

Derivada direccional

xy . La derivada direccional de

Qempre gue el limite exista.

D,f(a,b) = }lli_I:%

Sea f una funcién diferenciable en el punto (a, b) y sea i = (u4,u,) un vector unitario en el plano

f en (a, b) en la direccién de «se define como:

f(a+ huy, b + hu,) — f(a, b)
n )

~

J
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/Teorema

Derivada Direccional

N Duf(a,b) = (fla b), fy(a, b)) - (uy,uz).

~

Sea f una funcion diferenciable en el punto (a, b) y sea u = (uq,u,) un vector unitario en el
plano xy. La derivada direccional de f en (a, b) en la direccién de « esta dada por:

)

Problema No. 18

Derivadas direccionales

En los puntos
x2 (2:0)' (012);)’ (1'1)
fEy)=8-—>-y°
Vectores de direccion
_ (2 Z ([ Z 2
| u=(V22), (=3 5)yw=(-5.-F)
Z‘}‘ Duf(aJ b) = Vf(ar b) ‘U= (_ar _Zb) : (ulluZ)
‘ == _aul - 2bu2
(2,0) (0,2) (1,1)
u=(2,v2)
D,f(2,0) = —V2 ~ —1.414. D,f(0,2) = —2v2 3v2
~ —2.828. D,f(1,1) = -
~ —2.121.
{-2%)
VTS5 D,f(2,0) = V2 ~ 1.414. D,f(0,2) = —2V2 V2
e ! ~ 52.828. Duf(11) = ——
~ —0.707.
{-7-%)
WA\ —5 "> D,f(2,0) =2 ~ 1.414. D,f(0,2) =22 3v2
22 ! 2 e DD =25
~ 2.121.
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Procedimiento

El gradiente de f es:

af of
@) = (53)
Calculamos las derivadas parciales
af o0 x? )
a—a@‘?‘y )— —x

of @ x?
@‘@(B‘Ty)—‘”

Por lo tanto
Vf(x,y) = (=x,—2y)
En el punto (2,0):
Vf(2,0) =(=2,-2-0) =(-2,0)
Normalizar el vector de direccion:

El vector de direccion es v = (\/E \/f) Calculamos su norma:
2 2
= J(V2) +(V2)’ =VZ+2=VE=2

wl=|(V2) +(¥V2) =vZ+2=Vi=2
El vector unitario es:

LU (2 )

g 2 22
Duf(a,b) = Vf(a,b) - u
En (2,0):
D.f(2,0) = (2,0 (?% _— g ‘o g 3

La derivada direccional de

2
X
flx,y)= 8- S Ty en el punto (2,0)en la direcciéon del vector v

V2 \/§>
— |, es

= (\/E, \/E), con vector unitariou = <7, >

D, f(2,0) = —V2 ~ —1.414.
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El vector gradiente

Hemos visto que la derivada direccional puede escribirse como un producto escalar:
Duf(ab) = (fe(a b), fy(a,b)) - (uy, uz).
El vector (fx(a,b),fy(a, b)) gue aparece en el producto escalar es importante por si mismo y se

denomina el gradiente de f.

La derivada direccional describe cémo D, f (a, b) se calcula mediante el producto escalar entre el
gradiente de la funcion f, denotado Vf(a,b) = (fx(a,b),fy(a, b)) , Y un vector unitario u =
(uy,uz)

El gradiente es un vector que contiene las derivadas parciales de f con respectoa x (f,)yay(
fy) evaluadas en el punto (a, b) . Este vector es fundamental porque indica la direccién de mayor
incremento de la funcién y su magnitud representa la tasa de cambio maxima.

szinicién \

Gradiente (Dos Dimensiones)

Sea f una funcion diferenciable en el punto (x,y). El gradiente de f en (x,y) es la funcién con
valor vectorial:

VF () = (feey), £, y) = floy)i+ £, (0 y)).

\_ /

El gradiente es importante no solo para calcular derivadas direccionales; desempefia muchos otros
roles en el cilculo multivariable.

El objetivo es proporcionar una comprension intuitiva del gradiente, explicando conceptos como:

e Direccién de mayor incremento: El gradiente apunta en la direccién en la que la funcidn crece
mas rapidamente.

e Magnitud: La norma del gradiente (|Vf|) indica la tasa de cambio maxima de la funcién en esa
direccidn.

e Relacién con superficies de nivel: El gradiente es perpendicular a las curvas de nivel (o
superficies de nivel en 3D) de la funcion.
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ﬁeorema

Direccion de cambio

\_ s

\

Sea f una funcion diferenciable en el punto (a, b) con Vf(a,b) # 0

1. f tiene sumaxima tasa de incremento en (a, b) en la direccidn del gradiente Vf(a, b). La
tasa de cambio en esta direccién es |Vf(a, b)|.

2. La funcién tiene su maxima tasa de decremento en (a, b) en la direccion de —Vf(a, b). La

tasa de cambio en esta direccion es —|Vf(a, b)|.

La derivada direccional es cero en cualquier direccién ortogonalVf(a, b)|.

/

Problema No. 19

Direccion de Mayor Ascenso y Descenso

Considera las siguientes funciones y punto P:

Encuentra los vectores unitarios que indican la direccion de mayor ascenso y mayor descenso en P.

Encuentra un vector que apunte en una direccién de no cambio en la funcién en P.

fx,y) = x* — 4y?

P(1,-2)
Solucion:
of of
Vf(xy) = (a@)
of of
2L =9 R
ox_ ® oy 8y

Vf(x' .V) = (zx'_8}’)
En P(1,—2):

VF(1,-2)=(2-1,-8-(-2))
= (2,16)
Direccién de mayor ascenso:
direccion es Vf(1,—2) = (2,16)

IVF(1,-2)| = /22 + 162
=4 + 256
= /260 = 265

la

El vector unitario en la direccién de mayor ascenso es

_ (2,16) B ( 1 8 )
ascenso 2\/’@ \/-6_5'\/6_5
Direccion de mayor descenso: la direccién es:
—-Vf(1,-2) = (-2,-16)
El ¢ itari ) _ (16 _
vector  unitario  es:  Ugescenso = T ez =

&)

Una direccion de no cambio es cualquier direccion
ortogonal al gradiente Vf(1,—2) = (2,16). Un vector
v = (vq,v,) es ortogonal a (2,16) si su producto escalar
es cero:

(2,16) : (Ul,vz) = 2171 + 16172 =0

v1 + 87]2 = 0
Elegimos v, =1

U2=1
v, =-8-1=-8

El vector ortogonal es: v = (—8,1)
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Problema No. 20

Calcula el gradiente de las siguientes funciones y evalualo en el punto dado P

f(x,y) =2+3x?—5y?en P(2,—1)

of of

Vi, y) = (a@) = (6x,~10y)

VF(2,-1) =(6-2,-10- (-1)) = (12,10)

flx,y) = 4x2 — 2xy + y?
P(-1,-5)

Vf(x,y) = (8x — 2y, —2x + 2y)
P(—1,-5)
Vf(-1,-5) =(2,-8)

g(x,y) = x? — 4x?y — 8xy?

Vg(x,y) = (2x — 8xy — 8y?,—4x? — 16xy)

En P(—1,2)
P(=12) Vg(—1,2) = (—18,28)
p(x,y) =12 —4x%2 —y2 .
_ —4x -y
P(=1,-1 vpeny) = (J12—4x2 —y2'J12—4x2—y2>
EnP(-1,-1):
4 1

flx,y) = xe®

P(1,0)

El gradiente es:

Vi(x,y) = (e (1 + 2xy), 2x2e?)

En P(1,0): Vf(1,0) = (1,2)

f(x,y) =sin(3x + 2y)

p ( 311)
m—
2 EnP (n,

Vf(x,y) = (3cos(3x + 2y), 2 cos(3x + 2y))

); vf (n, 37“) = (32)
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Problema No. 21

Calcula la derivada direccional de las siguientes funciones en el punto dado P en la direccién del
vector dado. Aseglrate de usar un vector unitario para el vector de direccién.

floy) =x%—y?
P(-1,-3)

_(3 4)
Y"=15"5

(vector unitario)

Vf(x'Y) = (Zx'_ZY)

Vf(—l,—3) = (_216)

3
Duf(~1,-3) = Vf(=1,-3) -u = (—2,6) - (E' ——) - -6

flx,y) =3x2+y3

P(3,2)
_ ( 5 12)
v=\13'13

(vector unitario)u = v

Vf(x,y) = (6x,3y%)
En P(3,2):
V£(3,2) = (18,12)

La derivada direccional es:

D,f(3,2) =Vf(3,2 = (18,12 (5 12)—234
uf(')— f(;)u—( , ) E'1_3 —1—3
Z 3
10220 Vi(x,y) = (—6x,y°)
flx,y) =10 —3x° + 2
P(2,-3) En P(2,-3):
o <§ _l> Vf(2,-3) = (=12, —27)
2 2
La derivada direccional es:
(vector unitario)u = v N
Dyf(2,-3) =Vf(2,-3) -u=(-12,-27) - -3
YEN 1?31 27 —12V3
'”"j(?) +(-3) = [i+3 =
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4.10 Valores extremos de funciones de varias variables

En el cdlculo diferencial, mostramos cémo usar derivadas para encontrar valores maximos y
minimos de funciones de una sola variable. Cuando estas técnicas se extienden a funciones de dos
variables, descubrimos tanto similitudes como diferencias. El paisaje de una superficie es mucho
mas complicado que el perfil de una curva en el plano, por lo que observamos caracteristicas mas
interesantes al trabajar con varias variables. Ademas de picos (valores maximos) y hondonadas
(valores minimos), encontramos crestas sinuosas, valles largos y pasos de montaia. Sin embargo, a
pesar de estas complicaciones, muchas de las ideas utilizadas para funciones de una variable
reaparecen en dimensiones superiores. Por ejemplo, la Prueba de la Segunda Derivada, adaptada
adecuadamente para dos variables, juega un papel central. Al igual que con las funciones de una
sola variable, las técnicas desarrolladas aqui son utiles para resolver problemas practicos de
optimizacidn.

ﬁefinicién: \

Valores Maximo/Minimo Local

Supongamos que (a, b) es un punto en una region R en la cual esta definida la funcion f . Si
f(x,y) < f(a, b) para todos los puntos (x,y) en el dominio de f y dentro de algun disco abierto
centrado en (a, b), entonces f(a, b) es un valor méximo local de f. Si f(x,y) = f(a, b) para todos
los puntos (x,y) en el dominiode f y dentro de algtn disco abierto centrado en (a, b) , entonces
f(a,b) es un valor minimo local de f. Los valores maximo local y minimo local también se
Qenominan valores extremos locales o extremos locales. /

En términos familiares, un maximo local es un punto en una superficie desde el cual no se puede
caminar hacia arriba. Un minimo local es un punto desde el cual no se puede caminar hacia abajo.

~

Teorema
Derivadas y valores maximos/minimo local

Si f tiene un valor maximo o minimo local en (a, b) y las derivadas parciales f, y f, existen en (a, b),
entonces fy(a,b) = f,(a,b) =0

/
/Definicién \
Punto critico

Un punto interior (a, b) en el dominio de f es un punto critico de f si:

fx(a,b) = f,(a,b) = 0, 0 al menos una de las derivadas parciales f; o f, no existe en (a, b).

\_ /
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Prueba de la segunda derivada

Los puntos criticos son candidatos para valores extremos locales. Con funciones de una variable, la
Prueba de la Segunda Derivada se utiliza para determinar si los puntos criticos corresponden a
maximos o minimos locales (la prueba también puede ser inconclusa). La prueba anéaloga para
funciones de dos variables no solo detecta mdximos y minimos locales, sino que también identifica
otro tipo de punto conocido como punto de silla.

/ Definicion \

Punto silla

Considera una funcién f que es diferenciable en un punto critico (a, b). Entonces, f tiene un punto
de silla en (a, b) si, en cada disco abierto centrado en (a, b) , hay puntos (x, y) para los cuales

kf(x, y) > f(a, b) y puntos para los cuales f(x,y) < f(a,b) /

ﬂ)rema \

Prueba de la segunda derivada

Supongamos que las derivadas de parciales de segundo orden de f son continuas en un disco
abierto centrado en el punto (a, b), donde f,(a, b) = f,(a,b) = 0. Sea

DGY) = e 9oy (53) — (fiy )

SiD(a,b) > 0) y (fyx(a,b) < 0, entonces f tiene un valor maximo local en (a, b)
SiD(a,b) > 0y f,x(a,b) > 0, entonces f tiene un valor minimo local en (a, b)
Si D(a,b) < 0, entonces f tiene un punto silla en (a, b)

K . SiD(a,b) = 0, entonces la prueba es inconclusa. /

Valores maximos y minimos absolutos

P wnNPRE

Al igual que en el caso de una variable, a menudo estamos interesados en saber donde una funcién
de dos o mas variables alcanza sus valores extremos en su dominio (o en un subconjunto de su
dominio).

ﬂ)efinicién \

Valores maximos/minimo absolutos

Sea f una funcidn definida en un conjunto R en 22 que contiene el punto ( (a, b) ).

Si f(a,b) = f(x,y) paratodo (x,y) en R, entonces f(a,b) es un valor maximo absoluto de f en
R.Sif(a,b) < f(x,y) para todo (x,y) en R , entonces f(a, b) es un valor minimo absoluto de f
en R.

- /
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Problema No. 22

Supongamos que las derivadas de segundo orden de f son continuas en todo el plano xy y que
£(0,0) = £,(0,0) =0

Usa la informacién proporcionada y la Prueba de la Segunda Derivada para determinar si f tiene un
minimo local, un maximo local o un punto de silla en (0,0), o indica que la prueba es inconclusa.

f2x(0,0) ¥ £5(0,0) y £y, (0,0) y D(0,0)

fxx(o'o) =5, fyy(oro) =5, fxy(o:o) = _4:D(0.0) =-1 D(0,0) =-1<0
Punto silla
fxx(olo) = _6lfyy(0v0) = —3,fxy(0,0) =4,D(0,0) =2 fxx(oro) =-6<0
Maximo local
fxx(O:O) = 8'fyy(0;0) = 5' fxy(O;O) = —6,D(0,0) =4 fxx(O'O) =8>0
Minimo local
fx(0,0) = —9,fyy(0,0) = —4,fxy(0,0) =—-6,D(0,0)=0 D(0,0) =0
Inconclusa

Problema No. 23

Encuentra los puntos criticos de las siguientes funciones. Concluye

‘ Funcién y Grafica ‘ Putos criticos y conclusién
flry) = 3x% — 4y* fe=6x, f,=-8y
6x = 0
x =0,
-8y =0

Punto critico (0,0)

fex =6, fyy = -8, fxy =0

D(0.0) = £1x(0,0)£3,(0.0) — (£ (0,0))’
= (6)(~8) - (0)? = —48

D(0,0) = —48 < 0 es un punto silla

Paraboloide hiperbdlico

(silla de montar en el contexto de
puntos criticos)

241



| Funcidn y grafica

Putos criticos y conclusion

flx,y) =x?—6x+y*+8y

flo,y) =@ —3)*+(y+4)*-25

paraboloide eliptico con vértice en

(3,-4,-25)

fr =2x—6, fy=2y+8
2x —6 =0
x=3 2y+8=0
y = —4
Punto critico
(3! _4')
fix =2, fyy =2, fxy =0
fex(3,—4) = 2, fyy(3: —4) =2, fxy(3:_4) =0

(3, -4) es un minimo local

D(3,-4) = (2)(2) - (0)* = 4
D(3,-4)=4>0

fex(3,—4)=2>0

‘ Funcidn y gréfica

Putos criticos y conclusion

fx,y) =3x*+3y—y3

superficie cubica con una forma que
combina una curvatura parabdlica en
la direccion x y una curvatura cubica
en la direccién y , lo que da lugar a
una estructura con regiones de
concavidad y convexidad alternadas.

6x, f, =3—3y*

0,

f

6x

Puntos criticos

(0,1)), ((0,-1)

frex =6, fyy = —6y, fxy =0
Para((0,1)):
fxx(o'l) = 6' fyy(orl) = _6r fxy(oll) =0

D(0,1) = (6)(—6) — (0)2 = —-36
Como(D(0,1) < 0),
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fxx(or _1) =6,

(0,—1) es un minimo local

(0,1) es un puto de silla.

Para((0,—1)):

fy(0,—1) = 6,

D(0,—1) = (6)(6) — (0)? = 36
Como D(0,—1)0

fxy(o: -1)=0

y
fxx(0,-1) =6>0

Funcidn y grafica

Putos criticos y conclusion

flx,y) = x*+y*—16xy

La superficie es una superficie cuartica,
con comportamiento dominado por x*y
y*, pero con puntos criticos debido a -

16xy.

fx =4x3 =16y, f, =4y®—16x

Igualando a cero:
x3 =4y, y3=4x
Resolviendo,

los puntos criticos son: ((0,0)), ((2,2)), ((—2,-2))

Derivadas de segundo orden:

fox =12x%, fyy =12y%  fiy = —16
Para((0,0)):
fxx(o'o) = 0' fyy(o'o) = 0, fxy(0,0) =-16

D(0,0) = (0)(0) — (—16)% = —256
Como (D(0,0) < 0),((0,0)) es un punto de silla.
Para((2,2)):

fex(22) =48, f,,(2,2) =48, f,(2,2) =—-16
Para (2,2):
fex(22) =48, f,,(2,2) =48, f,(2,2) =—-16

D(2,2) = (48)(48) — (—16)? = 2048
Como(D(2,2) > 0) y (fxx(2,2)
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> 0),((2,2)) es un minimo local
Para((—2,—2)):

fax(—2,—2) = 48, fyy(—z, -2)
= 48, fxy(_zv_z) =-16

D(=2,—2) = (48)(48) — (—=16)? = 2048
Como (D(—2,-2)>0)y
(fex(—2,—2) > 0), ((—2,—2)) es un minimo local

Problema No. 24

Encuentra los valores maximo y minimo absolutos de las siguientes funciones en la region R dada

\ Funcion y grafica \ Maximos y minimos absolutos

fl,y)=x2+y? -2y +1,

Derivadas parciales:
R={(x,y):x*>+y%2<4

fr = 2x, fy=2y—2
Igualando a cero:

fl,y) =x*+ (y — 1)?

2x = 0, x =0 2y -2
=O’y=1

Punto critico: ((0,1)),en (R) ((0?
+12=1<4))

Valor:

f(01)=0%2+12-2-14+1=0
Derivadas de segundo orden:

i i fex =2, fyy=2: fxyzo
Es un paraboloide eliptico con vértice en (0,1,0)

Discriminante:
Puntos criticos en el interior

D(0,1) = (2)(2) — 02 = 4

Como D(0,1) > 0,
fxx(0,1) > 0), es un minimo local.
Frontera (x% + y? = 4)
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Parametrizamos: (x = 2 cos 0), (y
= 25sin 0),

(0 € [0,2m]).

f(©) = (2cosB)? + (2sinH)?
—2(2sin®) +1
=4—4sin6+1
=5—4sin6

Maximo: (sin® = —1),(f =5 —4(-1)
=9),
en(6 = 37“), punto((0,—2)).

Minimo: (sin® = 1),(f =5 —-4(1)
=1),en

(6= g),punto((O,Z)

0,1):(f=0)
0,-2)):(f = 9)
02):(f=1

Minimo absoluto: (0) en (0,1)

Maximo absoluto: (9) en (0,—2)
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Conclusiones

El Tema IV de los apuntes de Calculo Vectorial abarca conceptos fundamentales para comprendery
analizar funciones de varias variables, esenciales en el estudio de fendmenos multidimensionales
en ingenieria. La definicion de una funcién de varias variables establece la base para modelar
relaciones entre multiples variables independientes, como en sistemas fisicos o procesos
ingenieriles. La grafica de estas funciones permite visualizar su comportamiento en el espacio
tridimensional, aunque su representacion puede ser compleja, lo que lleva a la importancia de las
curvas y superficies de nivel, que simplifican el andlisis al mostrar conjuntos de puntos con valores
constantes, Utiles en aplicaciones como topografia o disefio de superficies.

El estudio de limites y continuidad garantiza que las funciones sean bien definidas y estables, un
requisito clave en modelado matemadtico. Las derivadas parciales permiten analizar cémo una
funcién cambia respecto a una variable especifica, fundamentales en optimizacién y analisis de tasas
de cambio en sistemas ingenieriles. Los incrementos y diferenciales proporcionan aproximaciones
lineales para estudiar variaciones pequefias, mientras que la regla de la cadena y la derivada
implicita facilitan el cdlculo en funciones compuestas o definidas implicitamente, comunes en
ecuaciones de sistemas dindmicos. Las derivadas parciales de orden superior son esenciales para
estudiar la curvatura y comportamiento detallado de funciones, y la derivada direccional y el
gradiente permiten analizar cambios en direcciones arbitrarias, con aplicaciones en campos como
la transferencia de calor o el flujo de fluidos. Finalmente, los valores extremos son cruciales para
optimizar funciones, como en el disefio de estructuras o procesos industriales, al identificar puntos
criticos.

La importancia de estos temas radica en su aplicabilidad directa en ingenieria. Por ejemplo, en el
diseno de sistemas mecanicos, eléctricos o civiles, las funciones de varias variables modelan
comportamientos complejos, como tensiones en materiales, distribucion de cargas o flujos
térmicos. Comprender estos conceptos permite a los ingenieros optimizar disefios, predecir
comportamientos y resolver problemas practicos con precision. Los apuntes, con mas de 50
problemas de distinta dificultad, ofrecen una herramienta practica para que los estudiantes
refuercen su aprendizaje mediante ejercicios que abarcan desde aplicaciones bdasicas hasta
problemas avanzados, fomentando el desarrollo de habilidades analiticas.

Este material serd de gran utilidad para los alumnos de las carreras de ingenieria del Instituto
Tecnoldgico de Ensenada, ya que proporciona una base sélida para abordar problemas reales en sus
respectivas disciplinas. Asimismo, sirve como un valioso recurso de apoyo para los profesores que
deseen complementar sus clases con ejemplos practicos y estructurados, enriqueciendo la
ensefianza del calculo vectorial y su aplicacién en la ingenieria.
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Introduccion

Las integrales simples (de una variable) se desarrollan a partir de sumas de Riemann y se utilizan
para calcular dreas de regiones en RZ. De manera analoga, usamos sumas de Riemann para
desarrollar integrales dobles (de dos variables) y triples (de tres variables), que se emplean para
calcular volimenes de regiones sélidas en R3. Estas integrales multiples tienen muchas aplicaciones
en estadistica, ciencia e ingenieria, incluyendo el calculo de la masa, el centro de masa y los
momentos de inercia de sélidos con densidad variable. Otro desarrollo significativo en este tema es
la aparicion de coordenadas cilindricas y esféricas. Estos sistemas de coordenadas alternativos a
menudo simplifican la evaluacién de integrales en el espacio tridimensional. El tema concluye con
las versiones bidimensional y tridimensional de la regla de sustitucién (cambio de variables). La
leccidon general del tema es que podemos integrar funciones sobre la mayoria de los objetos
geométricos, desde intervalos en el eje x hasta regiones en el plano delimitadas por curvas y sélidos
tridimensionales complicados. En este tema, ampliamos la integracién a funciones de multiples
variables.

Tablas de derivadas simples, parciales, integrales simples, dobles definidas es indefinidas, triples
indefinidas, e integrales triples sobre limites especificos

Funcién | Primera derivada: | Segunda derivada | Derivada de orden (n):

df d*f d*f
/ _ " _ 7 )] —_—
fay | F® o [ @ o 2| [ o oo
Tabla No. 1. Derivadas e basicas del calculo
Funcién | Integral Integral definida Integral doble Integral doble definida
indefinida: | (de (a) a (b)): indefinida: (sobre una region (R)):
f&,y) f&,y)
b
[ r@ ax G0 dx [ ey axay [ re aa
f@) ) "
Tabla No. 2. Integrales basicas e integrales doble
Integral doble | Integral triple | Integral  triple | Integral triple definida con
definida con limites | indefinida: definida (sobre | limites especificos:
especificos: una region (E)):
fxy) f(x,y,2) f(x,y,2) f(x,y,2)

jbfdf(x,y)dydx _U f(x,y,2z) dxdydz ﬂEf(X,y,Z)dV fbfdfff(x,y,z) dz dy dx

Tabla No. 3. Integrales dobles y triples
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Funcién | Derivada parcial Derivada parcial Derivada parcial mixta (segunda
respecto a (x): respecto a (y): derivada):
fan | o of ’f
3 ° fx(x,y) 3y o f,(xy) ooy ° fey (6, %)

Tabla No. 4. Derivadas parciales
5.1 Cdlculo de areas e integrales dobles

Ahora llevamos a cabo un procedimiento analogo con superficies definidas por funciones de la
forma z = f(x,y), donde, por el momento, asumimos que f(x,y) = 0 en una regién R en el plano
xy (figura No. 1). El objetivo es determinar el volumen del sélido delimitado por la superficie y R.
En términos generales, el sélido se aproxima primero mediante cajas. La suma de los volimenes de
estas cajas, que es una suma de Riemann, aproxima el volumen del sélido. Bajo condiciones
apropiadas, a medida que el numero de cajas aumenta, las aproximaciones convergen al valor de
una integral doble, que es el volumen del sélido.

-2 T2

Figura No. 1. Un sdlido tridimensional | Figura No. 2. Una region R en el plano xy se
delimitado porz = f(x,y aproxima mediante una coleccion de cajas

Asumimos que z = f(x,y) es una funcidn no negativa definida en una region rectangular

R={(xy):a<x <bc <y < d}. Una particion de R se forma dividiendo R en n
subregiones rectangulares utilizando lineas paralelas a los ejes x e y (no necesariamente espaciadas
uniformemente). Los rectangulos pueden numerarse de cualquier manera sistematica; por ejemplo,
de izquierda a derecha y luego de abajo hacia arriba. Las longitudes de los lados del k — ésimo
rectangulo se denotan Ax; y Ay, por lo que el area del k — ésimo rectangulo es A4, = Ax,Ayy,.
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También consideramos (xy, Vi) como cualquier punto en el k — ésimo rectangulo, paral <k <
n (Figura No. 3)

n =16x16 = 256 n=32x32=1024

Figura No. 3. La suma de los volumenes de las n cajas proporciona una aproximacién al volumen
del sélido.

Ahora definimos Acomo la longitud maxima de las diagonales de los rectangulos en la particion. A
medida que A — 0, las dreas de todos los rectdngulos tienden a cero (A4, — 0) y el numero de
rectangulos aumenta (n — o). Si las aproximaciones dadas por estas sumas de Riemann tienen un
limite cuando A — 0, entonces definimos el volumen del sélido como ese limite.
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5.2 Integrales Dobles en coordenadas rectangulares
Definicidn
Integrales Dobles

Una funcién f definida en una region rectangular R = {(x,y): a <x <b,c <y <d} enel
plano xy esintegrable en R si el limite de la suma de Riemann existe para todas las particiones de
R y para todas las elecciones de los puntos ((xz,Yx)) en cada subrectangulo de la particion. Es
decir, si la suma de Riemann se define como: Y.7_; f (xx, yr)AA, donde AA, = Ax, Ay, es el drea
del k ésimo rectangulo y ((xx, ¥x) es un punto en el k ésimo rectangulo, entonces f es integrable
en R si: ki_r:% Yr=1f (g, yr)AA, existe y es independiente de la eleccion de las particiones y los

puntos (xy, Vi), donde A es la longitud maxima de las diagonales de los rectangulos en la particion.
Este limite se denota como la integral doble

ffRf(x, y) dA.

Si f es no negativa en R, entonces la integral doble es igual al volumen del sélido delimitado por
z = f(x,y) y el plano xy sobre R .Si f es negativa en partes de R, el valor de la integral doble
puede ser cero o negativo, y el resultado se interpreta como un volumen neto (por analogia con el
area neta en integrales de una variable).

5.3 Integrales Iteradas

Una integral iterada es un método practico para evaluar una integral doble al calcularla como una
secuencia de dos integrales de una variable, en lugar de usar directamente sumas de Riemann. Este
enfoque se basa en el teorema de Fubini, que establece que, bajo ciertas condiciones (como que la
funcién sea continua o integrable en una region rectangular), una integral doble sobre una region R
puede expresarse como una integral repetida en una variable a la vez.

-

Teorema

(Fubini) Integrales Dobles sobre Regiones Rectangulares
Sea f(x,y) una funcién definida en una region rectangular R = {(x,y):a <x < b,c <y <d}en

el plano xy. Si f es integrable en R entonces la integral doble de f sobre R puede calcularse
mediante integrales iteradas en cualquiera de los dos érdenes siguientes:

b ,d d b
f(x,y) dA = f(x,y) dydx = f(x,y) dxdy.
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Valor Promedio

El concepto del valor promedio de una funcién se extiende naturalmente a funciones de dos
variables. Recordemos que el valor promedio de la funcién integrable f sobre el intervalo [a, b] es:

1 b
mf f(X) dx

Para una funcion f(x, y) integrable sobre una region rectangular R = {(x,y):a < x < b,c <y <
d}, el valor promedio se define como:

b (d
AreadeR.f f(xy)dA_mLLf(x,y) dy dx.
Aefinicién \

Valor Promedio de una Funcidén sobre una Regién Plana

El valor promedio de una funcién integrable f sobre una region R es

fpromedio = Mf f(x Y) dA
- /

Problema No. 1

Evalda las siguientes integrales iteradas.

Paso 2: Evaluar la integral externa con respecto
2t a(y)
f f 4xy dx dy.
0 Jo )
Paso 1: Evaluar la integral interna con respecto J;) 2y dy.
a(x)
1 2
f 4xy dx. Zf y dy.
0 0
1 2 2 2 2 2
240 4
4 fxdx. j d —————=2.
C[*? 12 02 1 2.2 =
x dx = o T T El valor de la integral iterada es:
1 2 1
4y - = = 2vy. ff4xydxdy=4.
y 2 y o Jo
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2 1
f f (3x2 + 4y3) dy dx.
o Jo

Paso 1: Evaluar la integral interna con
respectoa (y)

1
f (3x2 + 4y3) dy.
0

1
f (3x2 + 4y3) dy
0

1 1
:f 3x? dy+f 4y3 dy.
0 0

1
3x2f1dy—3x2 yly =3x2-(1-0)
0
= 3x?
1 471 4 4
y 1* 0
Lo B+ (59
o 4] 4 4
=4 1—1
=4-7=1
3x2+1

Paso 2: Evaluar la integral externa con respecto

a(x)

2
f (3x%2 + 1) dx.
0

2

2 2
f (3x2+1) dx =f 3x? dx+f 1 dx.
0 0

0

3]220[ _, x32_3 23 03
A T T

0
=3 8—8
=3-2=8.
2
fldxz[x]%zZ—OzZ.
0
8 + 2 = 10.

2 1
f f (3x2 + 4y?) dy dx = 10.
0 Jo

3 2
J J x2y dx dy.
1 Jo

Paso 1: Evaluar la integral interna con respecto

a(x)
2
f x2y dx.
0

2
yf x? dx.
0
[
2

2 x3 23 03 8
xzdx=[—] =——-—==.
fo 3], 737373

~
w|

I

w|

Paso 2: Evaluar la integral externa con respecto

a(y)

38y
— dy.
J, 3
83
= yd
3f1yy
de_y23_32 2 9 1.8_,
YT 2 T2 27272727
8 ,_32
3 37
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3 1
f f (2x + 3y) dx dy.
0 J-2

Paso 1: Evaluar la integral interna con respecto

a(x)

1
f (2x + 3y) dx.

-2

1 1 1
f (2x + 3y) dxzf 2x dx+f 3y dx.
-2 2

-2

frocer ] -2 (-5
1 4
=2 (3-3)=2(-3)

1
3yf 1dx=3y-[x]1; =3y -(1-(-2))
-2
=3y -3 =9y.

-3+ 9y =9y - 3.

Paso 2: Evaluar la integral externa con respecto

a(y)

3
fo (9y —3) dy.

3 3 3
f(9y—3)dy=f9ydy—f3dy.
0 0 0

81
==
3
3 1dy=3-B=3-G-0)-
0
81 81 18 63
2 2 2 2

3 r1 63
f f (2x +3y) dxdy = —.
0 /-2 2

3 ,m/2
-[ J xsiny dydx.
1 Jo

Paso 1: Evaluar la integral interna con
respectoa (y)

/2
f xsiny dy.
0
/2
xj siny dy.
0

/2 /2
f siny dy = [~ cosy],
0

T
= —cosE— (—cos0)

=-0-—-(-1)=1.
x -1 = x.

Paso 2: Evaluar la integral interna con
respecto a (x)

3 ~m/2
J. J. xsiny dydx = 4.
1 Jo
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4 4
f f Vuv dudv.
1 Jo

Paso 1: Evaluar la integral interna con respecto

a(u)

4
fmdu.
0

4
vl/zf ul/2 du.
0

4
u3/?

1/2 _ |12 ] _ 3/21%
ul/? du 37z, 3[u ]0

— %(43/2 _ 03/2).

2

[

2 8_16
3 3
16 16
1/2 , _— _ _~.1/2
v 3 317 .

Paso 2: Evaluar la integral externa con respecto

a(v)

4
f Evl/zdv.
. 3

4
E /2 dy.
1

4 »3/21*
vi/2 dy = [—
f1 3/2],

— %(43/2 _ 13/2)_

2 4
= 3);

2(8 1)_2 7_14
3 3 737
16 14 16-14 224
3 3 3-3 9
4 r4 224
ff\/uvdudv=—.
1 0 9

In5 (In3
f f ety dx dy.
1 Jo

Paso 1: Evaluar la integral interna con respecto

a(x)

In3
J e*tY dx.
0

In3
eyj e* dx.
0

In3
f e¥ dx = [ex]})n3 — eln3 0 —
0

—e"=3-1

eY .2 =2eY.

Paso 2: Evaluar la integral externa con respecto

a(y)
In5
f 2eY dy.
1

In5
2f e¥ dy.
1

In5
f e¥ dy = [eY]I"S =eln5 —el =5 —¢,
1
2(5—¢) = 10 — 2e.

In5 (In3
j j etV dxdy = 10 — 2e.
1 Yo
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Problema No. 2

Evalla cada integral doble sobre la regién R convirtiéndola en una integral iterada.

Il
w

R={(%y):0<x<31<y<4} 3 x2)’ 32 9 27
3fxdx=3-[ ] =3 =
0 0 2

fL(x+2y) dA. 2

2
3 4
ff(x+2y) dy dx.
0o /1

Paso 1: Evaluar la integral interna con respecto

3
15] 1dx =15-[x]3 =15- (3 —0) = 45.
0

a() 27 27 90 117
4 2 2 2 2
(x+2y)dA =—
R 2
4 4 4
2y) dy = d 2y dy.
fl(x+ y) dy j;x y+£ yay La integral también puede calcularse en el

orden (dx ,dy):

4
xf ldy=x-[ylf=x-(4—1) =3x.
1

4 y24 42 12
2 dy=2-1—| =2 |———
[rar=zfz] =2 (3-3)

=2 (8 1)—2 15—15
- 2] 7 2 T

4 3
f f (x + 2y) dx ay,
1 Jo

3x + 15.

Paso 2: Evaluar la integral externa con respecto

a(x)
3
-[ (3x + 15) dx.
0

3 3 3
f (3x +15) dx = f 3x dx +_[ 15 dx.
0 0 0
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R={(x,y):0<x<10<y<1}

X
ff dA
r1+xy
flfl X dyd
y dx.
0o Jo 1+xy

Paso 1: Evaluar la integral interna con respecto

a(y)
T x
dy.
fo 1+ xy

Usamos la sustituciéonu = 1 + xy de modo que

du=xdy,dy = dx—u. Los limites cambian:

Cuando(y = 0),(u = 1)
Cuando(y =1),(u=1+x)

1y X5 du 1+x 1
j dyzf —-—=j — du.
o 1+xy . u x ;. u

1+x1
f " du =[nuli**=In(1+x)—1In1
1

=In(1+x).

Paso 2: Evaluar la integral interna con
respecto a (x)

1
-[ In(1 + x) dx.
0

Usamos la integracién por partes.

Sea (u = In(1 + x)), (dv = dx) , entonces:

Por la férmula de integracidn por partes

flln(l + x) dx
’ = [xIn(1 + x)]}

1 1 d
J;)x1+x x

[xIn(1+x)]3 =(1-In(1+ 1))
—(0-In(14+0)=In2-0
=1In2

fol1ixdx:f (1_—)
fldx_f
[ et

= [In(1 + )]}

=In(1+1)—In(1+0)
= In 2).

1

o 1+x

1—-In2.

In2—(1-In2)=In2—-1+1In2
=2n2—-1.

X
ﬂ dA=2In2 - 1.
r1+xy
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T
R:{(x,y):OSxSE,OSyS }

ff cosxsiny dA
R

/2 /2
f f cosxsiny dy dx.
0 0

N[ A

/2 /2
f siny dy = [~ cosy],
0

T
= —COSE—(—COSO)
=—0-(-1)=1.

cosx-1=cosx.

Paso 2: Evaluar la integral interna con

Paso 1: Evaluar la integral interna con respecto | respecto a ()

a(y)

/2
f cosxsiny dy
0

/2
cos xj siny dy.
0

/2
f cosx dx.
0

/2 5 T
f cosx dx = [sinx]l/* = sinz — sin 0
0

=1-0=1.

ffcosxsiny dA =1.
R

R={(xy):0<x<20<y<1}

2 r1
f f (2x + y?) dy dx.
0 J0

Paso 1: Evaluar la integral interna con respecto

a(y) )
f (2x + y?) dy.
0

1 1 1
j(2x+y2)dy=f2xdy+fy2dy. lledx=l-[x]
0 0 0 370 3

1
2xf 1dy=2x-[yl§ =2x-(1-0)=2x.
0
1 311 3 3
) y] 1 0 1
JO 3 o 3 3 3

2 &
XT3

Paso 2: Evaluar la integral interna con
ff (2x + y?) dA. respecto a (x)
R

foz(2x+§) dx.
f:(mg) dx = f:

2 x22 22
2fxdx=2-[—] =2-—=2-2=4,
0 20 2

21
2xdx+f = dx.
0 3

oN
I
w |
~
N
I
(=]
—
I

ﬂR(2x+y2) dA =?.
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Problema No. 3

Encuentra el volumen de los siguientes sélidos

Calcular el volumen del sdélido bajo Ia
superficie(z = e™*) y sobre la region R =
{(x,y):0<x<In4,-2<y<2}

ffe‘x dA.
R
In4 (2
f f e dydx.
0o J-2

Paso 1: Evaluar la integral interna con respecto

a(y)
2
f e ¥ dy.
-2

2
e‘xf 1dy =e*-[y]?,
-2

e (2-(-2)) =4e7*

Paso 2: Evaluar la integral interna con
respecto a (x)

El volumen del sélido es:

X

Grafica de la funcionz = e~
La regién:

R={(x,y):0<x<In4,-2<y<2}
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Volumen de una esfera de radio unitario r = 1, (centrado en el origen, definido por x? + y2 +
z? = 1 bajo la superficie z = \/1 — x2 — y2 y sobre la regién

R={(x,y):x*+y?<1}

R=(-1<x<1),(-/1-x2<y<+1-—x2)

ffm dA.

1 V1—x2
f f J1—x2—y? dydx.
_1 —_

V1i—x2

Paso 1: Evaluar la integral interna con respecto a (y)

Vix?
f J1—x2—-y2dy.
VIR?

Usamos la sustitucion (y = V1 — x2sin0), (dy = V1 — x2 cos 0 d0). Los limites cambian

(y=—1—x2),(sin8 =-1),(8 = —g)-
(y =+1—x2),(sin6 =1),(0 = g)-

1—-x?2—-y2=(1-x%)(1-sin?0) = (1 —x?)cos?0, \/1—x2—y2=\/1—x2c056.

/2

Via?
f J1—x2—y? dy=f Vv1—x2cosB-4y/1—x2cosB db
—V1-x2 —Tt/2
/2
=(1—x2)f cos? @ de.
—T/2
,. l4cos20 (™2 1 (™2 17,  sin207™?
c0s“f = ——, f cos 9d9=—f (1+c0529)d9=—[9 ]
2 -/2 2 -m/2 2 2 -T/2
_1 T
—2' 773
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Paso 2: Evaluar la integral interna con respecto a (x)

In
f —(1—x?)dx.
.2

-
—f (1 —x?) dx.
2J4

-1

1 1
42 — _
f_l(l x%) dx fldx
1
(f ldx=[x]t;=1-(-1)=2).
-1

Total: (2 2—4
otal: ( 3—3).
T 4-_21'[

2 3 3

El volumen del hemisferio superior es:

2T

3

T
05 ™05

1
f x? dx.
-1

1 1 31 1
(f xzdx=2fx2dx=2-[—] =2-=
) . 3], 7“3

700

2
3

El volumen total de |a esfera es el doble del volumen del hemisferio superior:
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Problema No. 4
Calcula el valor promedio de las siguientes funciones sobre la region R
f(x,y)=4—x—y, sobrelaregionR = {(x,y):0<x<20<y <2}

El valor promedio de f(x,y) sobre(R) se calcula como:

1
Val dio = —— ,y) dA.
alor promedio Ko do R ffRf(x V)

AreadeR=(2-0)-(2-0) = 4.

La integral doble sobre (R) es:

ffR(4—x—y) dA=f02L2(4—x—y) dy dx.

Primero, integramos con respecto a (y ):

212

2
f(4—x—y)dy=[4y—xy—y7 =(8-2x—2)—-0=6—2x.
0 0

Luego, integramos con respecto a ( x ):
2
f (6—2x)dx =[6x—x?]3=(12—-4)—-0=8.
0

ffR(AL—x—y) dA = 8.

Valor promedio = = - 8 = 2. El valor promedio de f(x,y) = 4 — x — y sobre la region R es

Y

f(x, y) =4 — x — y y su valor promedio
2.0
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f(x,y) = e Y sobrelaregion (R = {(x,y):0<x <6,0<y<In2}).
Val di ! fff( ) dA
alor promedio = —— X,
P AreadeR JJg Y

La regidon R es un rectangulocon0 < x < 6)y(0 <y <In?2

AreadeR=(6—-0)-(In2—-0) =6In2.
La integral doble sobre R es:
6 rln2
ffe‘y dAzf f e dydx.
R o Jo

Primero, integramos con respectoa y :

In2 1 1
f eVdy=[-e?VP2=—-eM2 (=D =-Z+1==2.
. 2 2

Luego, integramos con respecto a x :

Por lo tanto:

1 1 3 1
val dio=———— y) dA = 3= =
alor promecio AreadeRHRﬂx Y) 6In2 > 6In2  2In2

Aproximadamente, (In2 = 0.693), asi que (2In2 = 1.386), y:

. 1
Valor promedio = 1386~ 0.721.

- f(x, y) = e*(-y) y su valor promedio
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5.4 Integral doble en coordenadas polares

Exploramos las coordenadas polares y vimos que, en ciertas situaciones, simplifican los problemas
considerablemente. Lo mismo ocurre cuando se trata de la integracion sobre regiones planas. En
esta seccién, aprendemos como formular integrales dobles en coordenadas polares y cémo cambiar
integrales dobles de coordenadas cartesianas a coordenadas polares.

La integracidn doble en coordenadas polares es una técnica para evaluar integrales dobles sobre
regiones con simetria circular, como discos, anillos o sectores, simplificando tanto la regién de
integracién como el integrando.

En coordenadas cartesianas, una integral doble se escribe como ffRf(x,y) dA, donde dA =

dx dy.En coordenadas polares, se usa la relacion x = rcos 8, y = rsin#, y el elemento de area
se transformaendA = r dr d6. Asi, laintegral se convierte en:

0, (12(0)
j f f(rcos®,rsinB) - rdrdo,
6, Jr(0)

donde (11(0)), (r,(8)\), (61\), y \( 6,\) definen la regién R . Este método es util para simplificar
integrales en problemas con simetria radial, como volimenes bajo superficies sobre regiones
polares.

@rema \

Cambio de variables para integrales dobles sobre regiones rectangulares polares

Sea f una funcién continua en la regién R en el plano xy , expresada en coordenadas polares como

R={(r08):a<r<ba<0<p} donde f— a < 2m. Entonces, f es integrable sobre R, y la
integral doble de f sobre R es:

o /

La region de integracidn en este problema es un ejemplo de un rectangulo polar. En coordenadas
polares, tiene laforma R = {(r,0):a <r < b,a <0 < f},donde (B— a<2my (a),(b), (a),
y ( B) son constantes. Los rectangulos polares son analogos a los rectangulos en coordenadas
cartesianas. Por esta razon, los métodos utilizados anteriormente para evaluar integrales dobles
sobre rectangulos pueden extenderse a rectangulos polares. El objetivo es evaluar integrales de la
forma ffRf(x, y) dA, donde f es una funcidn continua en el rectangulo polar R. Si f es no negativa
en R, esta integral es igual al volumen del sélido limitado por la superficie z = f(x,y) y la regiéon R
en el plano xy.

-URf(x,y) dA = LBLbf(Tcose,rsine)-rdrde.
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Problema No. 5

Dibuja los siguientes rectangulos polares.

Dibuja el rectangulo polar definido por la
region: :

R={(r0):0<r<50<6<m/2} 4 \

Dibuja el rectangulo polar definido por la
region: v

R={(r0):2<r<3m/4<0<51/4) A b

Dibuja el rectangulo polar definido por la
region: . . 4

R={(r0)1<r<4-mn/4<60<2n/3}
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Dibuja el rectangulo polar definido por la
region: . . d

R={(0)4<r<5-n/3<0<mn/2}

@ema \

Cambio de variables para integrales dobles sobre regiones polares mas generales
Sea f una funcién continua en la regién R del plano xy, expresada en coordenadas polares como
R={(r0):g(0) <r<h(®),a<6<p},

donde 0 < B— a < 2m. Entonces, f es integrable sobre R, y la integral doble de f sobre R esta
dada por:

B ~h(®)
ﬂ.f(x,}’) dA=f f(rcos®,rsin0) rdrde.
\ R a Jg(e) /

Areas de Regiones

En coordenadas cartesianas, el drea de una regién R en el plano xy se calcula integrando la funcién
f(x,y) = 1 sobre R; es decir, 4= ffR dA. Este hecho se extiende a coordenadas polares.

@ea de regiones polares \

El area de la regién polar R = {(r,0): g(0) <r < h(B8),a < 6 < B},
donde 0 < B— a < 2m, estad dada por:

B (h(®)
a=flaa= [ [ aran
R a Jg(e)

- J
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Problema No. 6

Encuentra el volumen del sélido delimitado por la superficie z = f(x, y) y el plano xy

z=f(x,y) =4—+x?+y?yelplano xy

- fey) da

=)l

La superficie es (z = 4 — \/x2 + y?).

Para(z =0)

x? + y? )dA

4—\x2+y2>0
Implica \/m <4
Implica x2 + y? < 16.
En coordenadas polares ((x =rcos8),(y =
r sin 0), esto es:
Implica0 <r <4,

La region R es un disco de radio 4 centrado en
el origen

R={(06):0<r<40<6<2m}.

La funcién f (x, y) en coordenadas polares es:

flx,y)=4—x?2+y?=4—r.

El elemento diferencial en polares es (dA =
r dr de, por lo que:

21 4
= f f (4 —r)r drde.
o Jo

1.- Integral interna respecto ar:

4 4
f (4—7r)rdr= f (4r —r?) dr.
0 0

3

f(4r—r2) dr = 27"2—%.

314 3
T 4 64
[21"2—? (2 42——>=32——

0 3 3
_96—-64 32
-3 37
2.- Integral externa respecto a 6
32 32 32
V= —do=—-[0]3"=—"2

J;) 3 3 (615 3 “n
_ 64m
3

Por lo tanto, el volumen del sélido es:

64m )
V= = unidades cubicas.

z=f(x,y) =4—x*+y?yelplano xy
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z=f(x,y) =16 — 4(x? + y?) y el plano xy

v= [ reey) aa
= ﬂ (16 —4(x? +y?)) d4,
R

16 —4(x>+y?) =0
4(x2+y?) <16
x?2+y? <4,

r? <4
0<r<a

0<6<2m

La region R es un disco de radio 2 centrado en
el origen

R={(r06):0<r<20<6<2mu}.

flx,y) =16 — 4(x* + y?) = 16 — 4r2.

El elemento diferencial en polares es (dA =
r dr de, porlo que

21 2
V= f f (16 — 4r®)r dr de.
o Jo
1.- Integral interna respecto a r

2 2
f (16 — 4r?)r dr = f (16r — 4r3) dr.
0 0

j(16r —4r3) dr = 8r? —r*.

[8r2 —r*]2=(8-22-2%)=(8-4—16)
=32-16 = 16.

2.- Integral externa respecto a 6

2T
sz 16 d® =16 - [0]3™ = 16 - 2
0
= 32T

V = 32munidades ctbicas.

z=f(x,y) =16 — 4(x? + y?) y el plano xy
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Problema No. 7

Encuentra el volumen del sélido bajo el paraboloide z =4 — x? —y? y sobre los siguientes
rectangulos polares.

z=4—x%—y?
y sobre el rectangulo polar

R={(0):0<r<10<0<2mn}

21 1
V= f f (4 —r?)r drdse.
o Jo

411

f1(4 Sar=|2r2 | =2 127
; r—r r=|2r 2| = iy
0
z=4—x%—y?
B 2my 7 _7m
V= fo 4 do = 4 n=— y sobre el rectangulo polar
7m _ R={(r0):0<r<10<6<2mn}

V= > unidades c'ubicas.

y sobre el rectdngulo polar El volumen es:
R={(r06):0<r<20<6<2mn} V = 8munidades cubicas.

2T 2
V= f f (4 —r?®)r drdse.
o Jo

Integral interna

2 r4?
J(4r—r3)dr= 2r2——| =8—-4=4,
0 40

Integral externa

2T
V=f 4d0 =421 =8m.
0
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Problema No. 8

Evalla las siguientes integrales utilizando coordenadas polares. Asume que (r, 0) son coordenadas
polares. Una grafica sera util.

JL(xZ +y2) dA

R={(r0):0<r<40<0<2m

(x2+y%=1?%),y (dA =rdrde)

2T 4
ff(x2+y2) dA=f fr3 dr de.
R o Jo

Integral interna

* " 256
jr dr = |—| =——=64.
o 4 4 ﬂ(x2+y2) dA
R

R={(r0):0<r<40<6<2mn}

Integral externa

21
j 64 d6 =64 - 21 = 128m. El valor de la integral es: 128.
0
ﬂ 2xy dA Integral externa
! /2 1 /2
R={(r,0):1<r<30<6<m/2} fo 20sin20d6 = 20 - [—ECOSZG]O
1 1
2xy =12sin 20,y (dA = r dr do) =20'(E+§)=20'
mn/2 (3 ) ‘
El valor de la integral es: 20.
szydAzf fr3sin26drde_ valor de la integral es
R 0 1

Integral interna
3 413
f r3sin20dr =sin20 - |—
1 4 1

81 1
=sin29-(———>

4 4
=20sin20.
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ff dA
r1+x2+y?

R={(r0):1<r<20<6<nm

e[ [ aren
r1+x24+y2 ), ), 1472 T

Integral interna

2

fz r d—[ll (1+2)]
L1+ TR T

1 1 1.5
—§1H5—§1n2 —Elnz' El valor de la integral es:

Integral externa

1115
2 "2

fﬂll 5 o 1, 5. _m 5
o 2 2% TNTEY

ffe‘xz‘yz dA
R

R={(x,y):x*+y? <9}

22 21 3 2
e TV dA = e "r drdé.
R 0 0

Integral interna

Integral externa

fom% (1—e72)d8 =1n(1—e~?). Elvalorde laintegral es: (1 —e~?).
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ﬂ- x?+y? dA
R

R={(xy):1<x?+y? <4}

21 2
ff\/x2+y2 dAzf frz dr de.
R o )1

Integral interna

. 14Tt
El valor de la integral es: -
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5.5 Integrales Triples en Coordenadas Rectangulares. Volumen

En esta seccion, damos otro paso e investigamos las integrales triples de funciones de tres variables.
No hay un limite en la progresion de las integrales multiples. Es posible definir integrales con
respecto a cualquier nimero de variables. Por ejemplo, los problemas en estadistica y mecanica
estadistica involucran integracidn sobre regiones de muchas dimensiones.

Integrales Triples

Considera una funcién w = f(x, y, z) que estd definida en una regién cerrada y acotada D en R3 .
La grafica de f se encuentra en un espacio cuatridimensional y es el conjunto de puntos
(x,y,2,f(x,y,2)) ), donde (x,y,z) en D . A pesar de la dificultad para representar f en R3, adn
podemos definir la integral de f sobre D. Primero, creamos una particiéon de D dividiendo la regidn
con tres conjuntos de planos paralelos a los planos xz, yz y xy (Figura No. 1). Esta particién
subdivide D en pequefios paralelepipedos que se ordenan de manera conveniente desde k = 1
hasta k = n. La particidn incluye todos los paralelepipedos que estan completamente contenidos
en D. El k — ésimo paralelepipedo tiene longitudes de lado Axy, Ay, y Az , y un volumen AV, =
Ax Ay, Az, . Seleccionamos un punto arbitrario (xi, Vi, Zx) en el k — ésimo paralelepipedo, para
k=1,..,n.

Figura No. 1. particién de D dividiendo la regidn con tres conjuntos de planos paralelos a los planos
XZ, yZ y Xy.

Suma de Riemann para Integrales Triples

Ahora se forma una suma de Riemann, en la que el k — ésimo término es el valor de la funcién
f (%, Vi, z;) multiplicado por el volumen del k — ésimo paralelepipedo:

n
D G yi 7BV
k=1

Denotamos por A la longitud maxima de las diagonales de los paralelepipedos. A medida que el
numero de paralelepipedos n aumenta, mientras que A tiende a cero, ocurren dos cosas:
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Para regiones comUnmente encontradas, la regidon formada por la coleccion de paralelepipedos se
aproxima a la region D.

Si f es continua, la suma de Riemann se aproxima a un limite.

El limite de la suma de Riemann es la integral triple de f sobre D, y escribimos:

n
im > Fxg, i 7)AV, = f f f f(x,y,7) dV.
k=1 D

El k — ésimo paralelepipedo en la particion tiene un volumen AV, = Ax, Ay, Az, donde Axy, Ay
y Az, son las longitudes de los lados del paralelepipedo. En consecuencia, el elemento de volumen
en la integral triple, que denotamos como dV, se convierte en dx , dy, dz (o alguna reorganizacién
de (dx),(dy )y (dz)) enunaintegral iterada.

Damos dos interpretaciones inmediatas de una integral triple. Primero, si f(x,y,z) = 1, entonces
la suma de Riemann simplemente suma los volimenes de los paralelepipedos en la particion. En el
limite cuando A — 0, la integral triple fffD dV el volumen de la regiéon D. Segundo, supongamos
que D es un objeto sélido tridimensional y su densidad varia de un punto a otro segun la funcién
(f(x, v, Z)). Las unidades de densidad son masa por unidad de volumen, por lo que el producto
f(xk, Yx, z)AV), aproxima la masa del k — ésimo paralelepipedo en D. Sumar las masas de los
paralelepipedos proporciona una aproximacion a la masa total de D. En el limite cuando A — 0, Ia
integral triple da la masa del objeto.

Al igual que con las integrales dobles, una version del Teorema de Fubini expresa una integral triple
en términos de una integral iterada en (x), (y)y(2). La situacidn se vuelve interesante porque, con
tres variables, hay seis posibles drdenes de integracion.

Encontrando los Limites de Integracion

Supongamos que una regién D en R3 esta acotada superiormente por una superficie z = H(x,y)
y por debajo por una superficie z = G(x,y) . Estas dos superficies determinan los limites de
integracion en la direccion z. El siguiente paso es proyectar la regidn D sobre el plano xy para formar
una region que llamamos R . Puedes pensar en R como la sombra de D en el plano xy. En este
punto, podemos comenzar a escribir la integral triple como una integral iterada. Hasta ahora,
tenemos

n

> Py BV

k=1

n
im > Fxi, i 7)AV; = f f f £(x,y,2) dV.
k=1 b

Il ar=|| [ | Zz)f(x. ,2) dz] aa.
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Ahora supongamos que la region R esta acotada superiormente e inferiormente por las curvas y =
h(x)yy = g(x), respectivamente, y acotada a la derecha y a la izquierda por las lineas x = a

y X = b, respectivamente (Figura 16.40). La integracion restante sobre R se lleva a cabo como una
integral doble

b rh(x) H(xY)
ff f(x,y,2) dV=f f f f(x,y,2z) dz dy dx.
D a Jgx) G(xy)

Los intervalos que describen D estdn resumidos en la Tabla siguiente, los cuales pueden usarse para
formular los limites de integracidn. Para integrar sobre todos los puntos de D, llevamos a cabo los
siguientes pasos:

Integrar con respecto a z desde z = G(x,y) hasta z = H(x,y); el resultado (en general) es una
funcion de x ey.

Integrar con respecto a y desde y = g(x) hasta y = h(x); el resultado (en general) es una funcién
de x.

Integrar con respecto a x desde x = a hastax = b; el resultado es (siempre) un nimero real.

ff f(x,y,2z) dV = fbfh(X)fH(x’y)f(x,y,z) dz dy dx.
D

a Jg(x) “G(xy)

Integral Variable Intervalo Procedimiento
Interna VA
H(x,y)
GCoy) <2< H(xy) [ feynas
G(xy)
Intermedia y
h(x) H(x,y)
g(x) <y <h(x) f U fy,2) dZ] dy
gx) LVe(xy)
Externa X
b h(x) FH(xy)
a<x<bh J. U f f(x,y,2) dzdy]dx
a Vgx) J6(xy)
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ﬁwema \

Integrales Triples
Sea f una funcidn continua sobre la region
D={(xy,2z):a<x<bgk)<y<h(x),G(xy)<z<H(Yy)}

donde (g), (h), (G)y(H) son funciones continuas. Entonces, f es integrable sobre D y la integral
triple se evalta como la integral iterada

k ff flx,y,z) dV = fb fh(x) J‘H(x,y)f(x, y,z) dz dy dx.
b a

gx) JG(xy) /
Valor Promedio de una Funcion de Tres Variables

La idea del valor promedio de una funcién se extiende naturalmente desde los casos de una y dos
variables. El valor promedio de una funcidn de tres variables se obtiene integrando la funcién sobre
la region de interés y dividiendo por el volumen de la regién

Definicion \

Valor promedio de una funcion de tres variables

Si f es continua en una regién D c R3, entonces el valor promedio de f sobre D es

1
Valor promedio = —ﬂff(x, y,z) dV,
JIf,1av i,

donde 1 dV representa el volumen de la region (D).
D
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Problema No. 9

integrales sobre paralelepipedos. Evalla las siguientes integrales. Una grafica o bosquejo de la

region de integracidn puede ser Util.

n
lim > vz = [[[ £euy. 2 av.
k=1 b

2 6 2
Jﬁldxdydz=l J J 1dxdydz.
D 0 J3 J-2

Integral interna (con respecto a x

f21 dx = [x]?, =2 —(=2) = 4.
-2

Integral intermedia (con respecto a y

f64 dy = 4[y]§ = 4(6 — 3) = 12.
3

El valor de la integral triple es 24

Integral externa (con respecto a z)

2
f 12 dz = 12[z)2 = 12(2 — 0) = 24.
0

El valor de la integral triple es 24

fff 6xyz dy dxdz
b 1,1 2
=ff f6xyzdydxdz.
0 J-1J-1

Integral interna (con respecto a y)
2
2 -1
4

1)_9
5735)= XZ.

2

I

2
6xyz dy = 6xz f y dy = 6xz
1 -1

= 6xz(

Integral intermedia (con respecto a x)
1 1

i

21
dx=9zx—
x 2_1

1 1
)=

9%z dx = 9zf

-1

=9z (

1

Integral externa (con respecto a z)

El valor de la integral triple es O
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2
jﬂﬁdzdxdy
D Z
2 (2 reyy?
=ff f—dzdxdy.
1 J2J1 2

Integral interna (con respecto a z)
e xyz
)=

Integral intermedia (con respectoa x)

2 2 212
f xyzdxzyzf xdx=y2[7]
-2 -2 -2
4 4
=0

-7(z-3)-

e

1
dz = xyzf - dz = xy?[Inz]¢
1

=xy%(lne —In1) = xy2.

Integral externa (con respecto a y)

2
deyzO.
1

El valor de la integral triple es O

Problema No. 10

Volumen de sdlidos. Usa una integral triple para encontrar el volumen de los siguientes sélidos.

El volumen es

6 4—§x 2-3-2
Jffl dV=J J J 1 dzdydx.
D 0 Jo 0

Integral interna z

2x + 3y + 6z = 12y los planos | Integral intermedia y
coordenados, con intersecciones en
2
43 X y 2x  x?
6,0,0), (0,4,0),(0,2,2 2 _dy=4-"4
(6,0.0), (040),02.2) [ T -5-Par=a-547
2 Integral externa x
D={(x,y,2z):0<x<60<y< 4—§x,0
Xy 6 2x  x?
<z<2—---=}L _soL —
z 3 2} J;)<4 9+9>dx 28.

El volumen es 28
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Volumen del sdélido en el primer octante
formado por el cilindro z = siny para (0 <
y <, cortado porlos planosy = xyx = 0
La regién D es:
D={(xy,2:0<x<y,0<y<m0<z

< siny}
El volumen es:

T Yy ,Siny
([[rar=["[ " asaray
D o Jo0 Yo

Integral interna z

siny
f 1dz =siny
0

Integral intermedia x

y
f siny dx = ysiny
0

Integral externa y

T
f ysiny dy = [-ycosy + siny]§ =
0

El volumen es ()

Calcular el volumen de la cufia sobre el plano
xy formada por el cilindro x?+y? =4,
cortada porlosplanos z = Oy y = —

El volumen es:

frav=[ [T [Mrasaca

Integral interna z

-y
f 1dz=-y.
0

Integral intermedia x

V=%
(=) dx = =2y, /4 —y2.
j_¢4_—yz y) dx = =2y\4—y

Integral externay

16
El volumen es—
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Problema No. 11

Evalla las siguientes integrales

T M Sinx
J. f f siny dz dx dy.
0o Jo Jo

Integral interna z

sinx sinx
f siny dz=sinyf 1dz
0

0
=siny - [sinx]§"™*

=sinysinx.

T T
f f sinysinx dx dy.
o Jo

Integral intermedia x

T T
f sinysinx dx = sinyf sinx dx
0 0
=siny - [—cosx]g
= siny
- (= cosm— (—cos0))

=siny-(1+1) =2siny.

T
f 2siny dy.
0

Integral externa y

T

T
f 2siny dy=2f siny dy
0 0
=2 [~ cosyI
= 2-(—cosn—(—c050))
=2-(1+1)=2-2=4,
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2 4 o4
J J J Vx dzdx dy.
0 Jo Jy2

Integral interna z

4 4
| VFdz =z [ 1dz =1
y? y?
=Vx(4—y?)

JOZJ:\/E(LL—yZ) dx dy.

Intermedia x

4 4
f\/}(4—y2)dx=(4—y2)f x1/2 dx.
0 0

4 2 2 2
12 dy = [_ 3/2] =_.432=-_.g
fox X 3x ,73 3
_ 16

3
16 16
4-y? 3T ?(4—372)-
[

216
f ?(4 —y?)dy.
0

Integral externa y

216 , 16 (2 ,
f?(4—y)dy=?f (4 —y°) dy.
0 0

2 312
vy dy = 4y -2 =( _9)_
| @y ay [4y | =(8-3)-0
24 8

3 3

0
16
3T
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Encuentre el valor promedio de la funcidn
f(x,y,z) = 8xycosz sobre la regidn

D={(x,y,2):0<x<10<y<20<z
<m/2}

Valor promedio

:—fffDll dvffo(x,y,z) dv.

/2 2 1
fffldef f f 1dxdydz.
D 0 o Jo

Integral interna x

1
fldle.
0

Integral intermedia y

2
fldyzZ.
0

Integral externa z

jﬂ/z T
1dz=—.
0 2

Volumen total

Evaluar la integral de f(x, v, 2)

-Uf 8xycosz dV
D

/2 2 r1
= f f 8xycosz dxdydz.
0 0 Y0

Integral interna x

1

1
f8xycosz dx=8ycoszf x dx
0 0

271
=8 cosz-x—
y 2 .

1
= 8ycosz-5=4ycosz.

Intermedia y

2 2
f 4ycosz dy=4coszf y dy
0 0

212
=4cosz: [y_] =4cosz-2
2 0

= 8cosz.

Externa z
f‘l’[/z T[/2
0

8cosz dz = 8f cosz dz

0
=8-[sinz]/* =8-(1-0)
= 8.

fﬂ. 8xycosz dV = 8.
D

8
Valor promedio = =
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5.6 Integrales triples en coordenadas cilindricas y esféricas

Cuando se evallan integrales triples, es posible que hayas notado que algunas regiones (como
esferas, conos y cilindros) tienen descripciones complicadas en coordenadas cartesianas. En esta
parte, examinamos dos sistemas de coordenadas adicionales en R® que son mas faciles de usar
cuando se trabaja con ciertos tipos de regiones. Estos sistemas de coordenadas son utiles no solo
para la integracion, sino también para la resolucion de problemas en general.

Coordenadas cilindricas

Cuando extendemos las coordenadas polares de R? a R3, obtenemos las coordenadas cilindricas.
En este sistema de coordenadas, un punto P en R3 tiene coordenadas (1, 6, z), donde (7 )y 8 son
las coordenadas polares del punto (P*), que es la proyeccidn de \( P \) sobre el plano ( xy ). Al igual
que en las coordenadas cartesianas, la coordenada ( z ) es la distancia vertical con signo entre ( P )
y el plano ( xy). Cualquier punto en R3puede representarse en coordenadas cilindricas utilizando
losintervalos:0 <r < oo, 0 <0< 21, —o0< z < 00,

Muchos conjuntos de puntos tienen representaciones simples en coordenadas cilindricas. Por
ejemplo, el conjunto {(, 8, z): v = a} representa los puntos cuya distancia al eje (z ) es (a ), lo que
corresponde a un cilindro circular recto de radio ( a ). El conjunto {(r,6,2):8 = 6,} es el conjunto
de puntos con una coordenada 6 constante; este es un semiplano vertical que emana del eje ( z)
en la direccion 8 = 6. La Tabla siguiente resume estos y otros conjuntos que son ideales para la
integracidn en coordenadas cilindricas

‘ Nombre ‘ Descripcidn Ejemplo

Cilindro
{(r,0,2):r=0a,0<0<2m —0 <z

Cascara
cilindrica {((r8,2):r=a0<0<2m, —0 <z
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Semiplano

vertical
{(r,6,2):0 =0y, 0<r <o, —0< 2z
< oo},
Plano
horizontal
{(r,0,2):z=¢c,0<r<o,0<6<2m}
Cono

{((r,0,2):z=kr,0<r<o,0<60
< 2m, z = 0}.

Rectangular
cilindrico

70,211 <r<71,0,<0<60,,2,<z
1 2, U1 20 21
< 7z}
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Esfera

{((r,0,2):12+2z2=a%0<r<a, 0<0

<2m —a<z<al

00

05

0.5

Transformaciones entre coordenadas cilindricas y rectangulares

Rectangulares = Cilindricas

Cilindricas = Rectangulares
r? = x? + y? X =71cos0
r=4x%+y?
tanf =2 y =7sin@
6 = arctan (X)
X
Z=1Z zZ=2Z
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Integracion en coordenadas cilindricas

Entre los usos de las coordenadas cilindricas esta la evaluacidn de integrales triples de la forma
ffo(x, y,z) dV. Comenzamos con una regién (D) en R3 y la dividimos en cufias cilindricas
formadas por cambios de Ar, AB y Az en las direcciones de las coordenadas (Figura 16.50). Aquellas
cufias que se encuentran completamente dentro de (D) se etiquetan desde k = 1 hasta k=n en algin
orden conveniente. Sea (1, 0, i) las coordenadas cilindricas de un punto arbitrario en la (k)-ésima
cufia. Este punto también tiene coordenadas cartesianas (xy, Vi, Zx) = (1 cos 0y, 15 sin 0y, z;).
Como se muestra en la Figura No. 1, la base de la (k)-ésima cufia es un rectangulo polar con un area
aproximada de 1, ArA . La altura de la cufia es Az. Multiplicando estas dimensiones, el volumen
aproximado de la cuiia es AV}, = r,, ArABAz. Ahora asumimos que (f(x, y, z)) es continua en (D) y
formamos una suma de Riemann sobre la region sumando los valores de la funcién multiplicados
por los volimenes aproximados correspondientes parak = 1,...,n.

Ahora asumimos que ( f(x,y, z)) es continua en ( D ) y formamos una suma de Riemann sobre la

region sumando los valores de la funcién multiplicados por los volimenes aproximados
correspondientes:

n n
Z f Xk, Vi, 21) AV, = Z f (i cos By, 1y sin Oy, z; ) AV
k=1 k=1

Sea (A) el valor maximode (Ar ), (Af) y (Az),parak = 1,...,n.Amedidaquen - coyA - 0,
las sumas de Riemann se aproximan a un limite llamado la integral triple de f sobre D en
coordenadas cilindricas

n—o,A-0

n
lim Zf(rk cos 0y, 1y, sin 0y, z; )1 Ar ABAZ = ff f(rcos®,rsin®,z)r drdbdz.
k=1 b

La suma mas a la derecha nos indica cémo escribir una integral triple en ( x, y, z ) como una integral
iterada de f(r cos0,rsin 8, z)r en coordenadas cilindricas.

0.0

=085

06

0.5

Figura No. 1 la base de la (k)-ésima cuia es un rectangulo polar con un drea aproximada de 1, ArA .
La altura de la cufia es Az. El volumen aproximado de la cuiia es AV}, = r;, ArABAz.
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Encontrando Limites de Integracion

Mostramos cdmo encontrar los limites de integracién en una situacién comun que involucra
coordenadas cilindricas. Supongamos que ( D ) es una regién en R3 que consiste en puntos entre
las superficiesz = G(x,y)yz = H(x,y), donde ( x) e (y ) pertenecen a unaregion ( R ) en el plano
(xy)yG(x,y) < H(x,y) en(R) (Figura No. 2). Asumiendo que ( f ) es continua en ( D ), la integral
triple de ( f ) sobre ( D ) puede expresarse como la integral iterada

ﬂDf(x,y,z) av = ffR <L22j)f(x,y,z) dz) dA.

La integral interna con respecto a ( z ) va desde la superficie inferior z = G (x, y) hasta la superficie
superior z = H(x,y), dejando una integral doble externa sobre (R ).

Si la regiéon ( R ) se describe en coordenadas polares por {(r,0): g(0) <r < h(8),a <6 < B},
entonces evaluamos la integral doble sobre ( R ) en coordenadas polares. El efecto es un cambio de
variables de coordenadas rectangulares a cilindricas. Haciendo x =r cosf8 y y = rsin . Tenemos
el siguiente resultado, que es otra férmula de cambio de variables.

Cambio de Variables para Integrales Triples en Coordenadas Cilindricas

Sea ( f ) una funcion continua sobre la regién ( D ), expresada en coordenadas cilindricas como:
D={(06,2):9g(8) <r<h(0),a<0<BG(rcosb,rsinb) <z < H(rcos8,rsind)}.
D ={(0,2):g(0) <r<h(®),a<0<B,G6kxy)<z<H(Yy)}
donde (x = rcos8)y(y = rsin9).

Entonces, ( f) es integrable sobre ( D ), y la integral triple de ( f ) sobre ( D ) es:

B rh(®) ~H(rcosB,rsin0)
ff f(x,y,2) dV=f f f(rcos0,rsin®,z) rdzdrdo.
D a Yg(®) YG(rcosO,rsinb)

Observe que el integrando y los limites de integracion se convierten de coordenadas cartesianas a
coordenadas cilindricas. Al igual que con las integrales triples en coordenadas cartesianas, hay dos
interpretaciones inmediatas de esta integral. Si f = 1, entonces la integral triple fffD dV esigual

al volumen de la regién ( D ). Ademas, si ( f ) describe la densidad de un objeto que ocupa la regién
(D), laintegral triple es igual a la masa del objeto. Es decir:

B ~h(®) (H(rcosB,rsinB)
[Uldef f 1 rdzdr do.
D oa Yg(®) YG(rcosO,rsin0)
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Problema No. 12

Identifique y grafica con un programa los siguientes conjuntos en coordenadas cilindricas.

{(r0,2):0<r<30<06<m/31<z<4}

El conjunto es una regién sdlida en el espacio
3D.Enelplano (xy), la proyeccién es un sector
de un disco de radio 3, con angulosde 6 = 0
a0 = m/3 (unsector de 60°). Verticalmente, la
region se extiende desde el plano z = 1 hasta
el plano z = 4, formando un sélido en forma
de "cuna" con altura constante entre estas dos
alturas

La proyeccion en el plano ( xy ) es un sector
circular de radio 3, delimitado por los rayos 8 =
0 (eje ( x ) positivo)y 6 = m/3,yelarcor =
3. En la direccion ( z ), el sdlido esta acotado
por los planos z = 1 (base)yz = 4 (cima). El
solido se asemeja a una porcidn de un cilindro
de radio 3, cortadoentrez = 1yz = 4, con
un angulo de 60°.

2

0

{(r,0,2):0<0<m/2,z=1}

El conjunto es una superficie 2D en el plano
z = 1. En el plano ( xy ), la proyeccion es un
sector de un disco de radio r < 3, con angulos
de 6=0 a 0< m/2 (primer cuadrante,
excluyendo estrictamente el eje ( y ) positivo).
Como no se especifican limites para ( r ),
asumimos 0 <r < 3 para una visualizacién
finita, representando un sector circular en el
planoz = 1.

La proyeccién en el plano ( xy ) es un sector de
un disco de radio 3, delimitado por el rayo 6 =
0 (eje ( x ) positivo) y acercandose al rayo 6 =
n/2 (eje ( y ) positivo). El conjunto esta
completamente en el plano z = 1, formando
una superficie plana en forma de "cuarto de
disco" aalturaz = 1.
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{(r,0,2):2r < z < 4}. 2

El conjunto es una regidn sdlida en el espacio 3D. p
Asumiendo 0 <r <2 (ya que z = 2r <4 '
implicar <2)y0 <6 < 2m, la proyeccién en el
plano ( xy ) es un disco de radio 2 (x? + y? < 4).
Verticalmente, para cada ( r ), la altura ( z ) varia
desde el cono z = 2r hasta el plano z = 4. El
sélido estd delimitado por la superficie cénicaz =
2r (inferior) y el plano z = 4 (superior), ’
formando un frustum cdnico (figura sdlida que -

parece como una piramide) x h

La proyeccion en el plano ( xy ) es un disco de
radio 2. La superficie inferior es el cono z = 2r,
qgue comienza en ( (0,0,0) ) (cuandor = 0)y
alcanzaz = 4enr = 2. Llasuperficie superior
es el plano z = 4. El sélido se asemeja a un cono
truncado, con una base circular de radio 2 y una
tapaplanaaalturaz = 4.

Problema No. 13

Evalle las siguientes integrales en coordenadas cilindricas. Las figuras, si se proporcionan, ilustran
la region de integracion.

Limites de la regién cartesiana

2T
D={(r0z:0<r<10<0<2m-1<z fo 1d6 =[6]§" =2m—0=2m

<1}
fffi dV =2m-1=2m
Mrav=["[ [ racarae ”

Integral interna con respecto a z

1 1
f rdz=rf 1dz=r[z]},

-1 -1
=r(1-(-1)) =2r.
Integral intermedia con respectoar

1 1 r21 1 o
2rdr=2jrdr=2[—] =2.—-=1 LTy
‘[0 0 20 2

Integral externa con respecto a 0
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Limites de la regién cartesiana

D={(r,6,z2)0<r<30<06<m0<z
<9-3r}.

T 3 ,9-3r
ﬂ]ldV:f f f r dz dr do.
D o Jo Jo

Integral externa con respecto a z

9-3r 9-3r
f rdz= rf 1dz =7r[z]33"
0 0
=71(9—3r) =9r — 3r2.

Integral intermedia con respectoar

3 3 3
f(9r—3r2)dr=9frdr—3fr2dr.
0 0 0

f3d_32_9 5.0 81
ST T2 T 72T
3 33
frzdr=—=9, 3:9=27.
0

Integral externa con respecto a

27 d9_27[9]
2 2

27

2

™ —
0=
0

27T

2

Resultado: [ff, 1 dV =

La regiéon D es
D={(xy2):x*+y?<1,-1<z<1)}.

En coordenadas cilindricas D es

D={(r0,2):0<r<10<06<2n-1<z

<1}
La integral triple es

21 1 p1
'[UldV=J J J r dz dr do.
D o Jo J-1

Integral con respecto a z

1
rdz=rf
-1

=r(1-(-1) =2r.

[

1dz =r[z]%,
1

Integral con respectoar

fl
0
Integral externa con respecto a

2T [
f 1d6=1[6]4"=2n—-0=2m
0

1
2rdr=2f

d 2[1-2]1 2 1 1
rdr=2|—| =2-=-=1.
o 2|, 2

Resultado: [ff, 1 dV = 2m.
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4 ~2/2 N1-x2 -
f f f e ¥V dydxdz.
0o Jo x

D={(xy2):0<x<V2/2,x<y

En coordenadas cilindricas, (x = r cos8), (y =
7 sin 8), la regién es:

D={(06,2):0<r<1mn/4<6<m/20
<z< 4}

[
D
/2

4 1
f f e "rdrdddz.
/4 YO

-l

Integrando con respecto a z (interna)
4 2 2 2
f e " rdz=e " r-4=4e " r.
0

Integrando con respecto a r (intermedia)

1
2

1
f 4e‘r2rdr=4f e "rdr.
0 0

Sustituyendo(u = r?), (du = 2r dr), (rdr

_1d .
—E u).

1 2 11 1 1
je‘rrdr=—j e‘udu=—<1——).
0 2 Jo 2 e

C3-D-20-)

11— x2
SVvl-x%0=<z<4} Integral con respecto a 6 (externa)

/2 1 1\ m
f 2(1——)d9=2(1——)-—
/4 e e/ 4

-3-b)

Resultado final

[ av=3(6-5)

X

-1.0
10+ -05

05 |

00
05
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Integracion en Coordenadas Esféricas

Investigamos ahora las integrales triples en coordenadas esféricas sobre una regiéon ( D ) en R3.
La region ( D ) se particiona en "cajas esféricas" que se forman por cambios de Ap, A, y AB en las
direcciones de las coordenadas. Aquellas cajas que estdn completamente dentro de ( D ) se
etiquetan desde k = 1 hasta k = n. Denotamos (p;, ¢;, 0;) como las coordenadas esféricas de
un punto arbitrario en la ( k )-ésima caja. Este punto también tiene coordenadas cartesianas.

Las integrales triples en coordenadas esféricas se utilizan para calcular volUmenes, masas u otras
cantidades en regiones tridimensionales D c R® con simetria esférica. En lugar de coordenadas
cartesianas ((x, y, z)), se emplean coordenadas esféricas (p, @, 8) , donde p es la distancia radial, ¢
es el angulo polary 0 es el angulo azimutal. La integral triple en coordenadas esféricas:

ff flx,y,2) dV=ff f(psing@cosB,psingsin®,pcos@)p?sing dpdedb
D D

es igual al limite de la suma de Riemann
n

71im f(pg sin @, cos By, , py sin @y, Sin B, , py, €OS @i )p% sin @, ApA@AS,
k=1

donde ((px, @k, Bx)) s un punto en la k-ésima caja esférica y (AV}, = p2 sin @y ApA@AB)
En resumen, para integrar sobre todos los puntos de ( D ), llevamos a cabo los siguientes pasos:

1. Integrar con respecto a (p) desde (p = g(@,0)) hasta (p = h(gp, 8)); el resultado (en
general) es una funcién de (@)y(8).

2. Integrar con respecto a () desde (@ = a) hasta (@ = f); el resultado (en general) es
una funcidn de ( 0).

3. Integrar con respecto a ( 0) desde (8 = «a) hasta (0 = [); el resultado es (siempre) un
numero real.

Otro cambio de variables expresa la integral triple como una integral iterada en coordenadas
esféricas.

ﬁorema \

Cambio de variables para integrales triples en coordenadas esféricas

Sea ( f ) una funcién continua sobre la regidn ( D ), expresada en coordenadas esféricas como

D={(p¢.0)la<b<By=<¢9=<8 g(p0) <p<h(p6)}
Entonces, la integral triple de ( f) sobre ( D ) se transforma en

B 8 h(¢,0)
ff flx,y,2) dV:f f f f(psing@cosB,psingsin®,pcos@)p?sing dpdedb
D O=a =y p

k =g(¢,0)
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Si el integrando esta dado en términos de coordenadas cartesianas ( x,y, z ), debe expresarse en
coordenadas esféricas antes de integrar. Al igual que con otras integrales triples, si f = 1, entonces
la integral triple es igual al volumen de ( D ). Si ( f ) es una funcién de densidad para un objeto que
ocupa la region ( D ), entonces la integral triple es igual a la masa del objeto.

Problema No. 14

Conjuntos en coordenadas esféricas: Identifica y bosqueja los siguientes conjuntos en coordenadas
esféricas.

(8 11<p<30<e@<m0<O PP
< 2m} o

Este conjunto describe un cascaréon esférico
entre dos esferas concéntricas de radios 1y 3
centradas en el origen.

{(0,@,0) | p=2cscp,0<@<m0<6
< 2m}

Este conjunto describe la superficie de un
cilindro infinito de radio 2 centrado en el eje
(z), con ecuacion en coordenadas cartesianas
(x2 +y% =4).
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T
{(P.(P.e)Ip=4cos<p,0§(pg§,osg ,
< 2m}

Este conjunto describe la superficie de la mitad
superior de una esfera de radio 2 centrada en s z

(0,0,2), con ecuacion en coordenadas -/ miS §
cartesianas x2+y?+(z—2)2 =4, para . T

(Z = 0). 2

Problema No. 15

Integrales en coordenadas esféricas: EvalUa las siguientes integrales en coordenadas esféricas.

Por lo tanto, la integral es:

T 2T 1
f f f p> - p?sind dpd0dd
o Jo Jo

donde (D) es la bola unitaria T o2m o1
=f f f p’ sin¢ dpd6 do.
(x"2 + y"2 + z"2 <1 o Jo Jo

jf (x% + y% + z%)5/2 qv,
D

. Evaluamos cada integral:
En coordenadas esféricas,

1 81l
(x = psindcosB),(y =psindsinb), (z = f o7 dp = [p_] _ 1’
p cos (I)); 0 8 0 8
y el elemento de volumen es 2m )
f do = [6]2™ = 2,
0
dV = p?sind dpdBdd
T
Y el integrando se transforma en: fo sing d¢ = [—cos $p]§ = 2.
2 2 2 _ 2 2 2 235/2
xX“yt+zt =05 (*+yS+27) / Por lo tanto, el valor de la integral es:
= (p?)>/% = p".
1 s
La regién (D) estd definida por (0 <p < 3 2m-2 = 5

1),(0 <0 <2m),(0 < <)
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[r—
D

donde (D) es la bola unitaria
x2+y2+2z2<1
En coordenadas esféricas

(x =psindcosB), (y =psindsinb),(z =
p cos §)

y el elemento de volumen es
dV = p?sind dpdb dd.
El integrando se transforma en:

x?2+y?+ 2% =p?
e—(;»c2+yz+zz)3/2

= p3’
=e P,
La regién (D) estd definida por

0<p=<1),(0=<06<2m), (0 <P=<m).

Por lo tanto, la integral es:
T 2T 1 5
f f f e P - p?sind dp do do.
o Jo Jo

Separamos las integrales

(Fowe) () ([ )

Evaluamos cada una

fnsin(,b dp = [—cosp]f =2,
0

21
dé = [9]5™ = 2m,
0

1
f pZeP’ dp.
0

Para esta Ultima, hacemos (u = p3?),(du =
d
3p% dp), (p? dp = ).

Los limites son (u 0) cuando (p= 0), y
(u = 1) cuando (p = 1).

Asi:

3

-2

Combinando, El valor de la integral es:

(-2~ 50-3).

221 41t
T3

3
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2nt ~m/3 r4secd
f f f p?sind dpdd de.
0 0 0

La integral estd en coordenadas esféricas, donde

el elemento de volumen es

(dV = p?sin¢ dp dd db), lo que implica que

integramos la funcion

(f = 1)

La regidn esta definida por:
(0 <0< 2m),
0 < <m/3),
(0<p<4secod)

Separamos la integral

() ([ ([ )

Evaluamos cada parte

do = 2T,
0

4secd , p3 4secd 64 sec3
f p dp = ? -
0 0

3
64

=3cos3¢'

Para la integral en ¢

/3 64
b — 2 4
J(-) sin¢ 3cos3 ¢ ¢
64 (™3 sing
3 ), cos3¢

Sustituimos (u = cos ¢), (du = —sin¢ d¢)

J

Evaluamos de

sin¢

B 1
cos3 ¢ 9 = fu Hdw) =

2u?

=0 (u=1)ald=mn/3)((u =
1/2))
1 "1 1,1
[2 cos? ¢]0 T 2(1/2)2 202 ° 2
3
El valor de la integral es:
) 64 3
T['?'E— 64,

IS
/\

™~
N .-
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Encuentra el centro de masa del interior del
hemisferio ( D ) de radio ( a ) con base en el
plano ( xy). La densidad es

5(p,$,0) =22
En coordenadas esféricas

(x =psindcosB), (y =psindsinb), (z =
pcos ), (dV = p?sin¢ dpdd de),

Con limites (0 <p<a),(0<¢$ <m/2),(0 <
0 <2n

La masa total es

2 ~m/2 ra p
M:f j j 2——)p?sind dpddp do
o 0( a)p ¢ dpdd

5a®> 5mad
=2n-1-——=

12 6

Para (x), la integral en ( 6) da

2m
j cos6 db = 0 implica x = 0.
0

Para (¥), laintegral en ( 8) da
2
f sinf df = implica y = 0.
0

Para (2), la integral en ( 8) da

Z_:%fomfon/zfoa(pcos(p) (2

_PY 2
a)p sing dpd¢ do

. L. 3a
_""2° 70 _9a
Sma3 25
6
El centro de masa es:
(00.55)
" 25)]
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5.7 Campos vectoriales

Vivimos en un mundo lleno de fendmenos que pueden representarse mediante campos vectoriales.
Imagina estar sentado en un asiento junto a la ventana, mirando hacia el ala de un avién comercial.
Aunque no puedes verlo, el aire fluye rapidamente por encima y por debajo del ala. Concéntrate en
un punto cerca del ala y visualiza el movimiento del aire en ese punto en un instante especifico. Este
movimiento se describe mediante un vector de velocidad con tres componentes: por ejemplo, este-
oeste, norte-sur y arriba-abajo. En otro punto cerca del ala, en el mismo instante, el aire se mueve
a una velocidad y direccidn diferentes, y se asocia un vector de velocidad distinto a ese punto. En
general, en un instante dado, cada punto alrededor del ala tiene un vector de velocidad asociado.
Esta coleccion de vectores de velocidad —un vector Unico para cada punto en el espacio— es una

funcidn llamada campo vectorial.

Otros ejemplos de campos vectoriales incluyen los patrones de viento en un huracan y la circulacion
de agua en un intercambiador de calor. Los campos de fuerza gravitacional, magnética y eléctrica
también se representan mediante campos vectoriales, al igual que las tensiones y deformaciones
en edificios y puentes. Mads alla de la fisica y la ingenieria, el transporte de un contaminante quimico
en un lago y los patrones de migracion humana también pueden modelarse mediante campos

vectoriales.

——— \\\s‘\h\ ?f/d/d“ «
P ISR \i\i\&\\t\w’ ;/ /4/;/?
) F 7 e e e SN\ BNV IV AL 77
v/ / PSRN \\ IR NN A7 7 A
na //’ Vs /N\\\\\\ v\ BSOS XX A
4ly ///H\\\ LY R N Sl
B AOAZ SNV JEZERy YR
0 T‘MT\T\T\T\\ /yi/lzl/ll LA A A2 N/ A A A 2
\ NI / / s A ENGRN R
NN A ENOOOS
S 4 / : // /UM\\N ‘\\\\‘
= : ; 2 OGN

Campos vectoriales de los | campos vectoriales del flujo
patrones de viento de un flujo | g|gctrico
giratorio en un huracan

Campos vectoriales en el ala de
un avién
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@pos vectoriales en dos dimensiones \

Para consolidar |a idea de un campo vectorial, comenzamos explorando campos vectoriales en R2.
Desde alli, es un paso corto hacia los campos vectoriales en R3.

Definicidn
Campos Vectoriales en Dos Dimensiones

Sea ( f )y (g ) funciones definidas en una region ( R ) de R% Un campo vectorial en R? es una
funcién F que asigna a cada punto en ( R ) un vector ((f(x,y),g(x,y))). El campo vectorial se

escribe como: F(x,y) = (f(x, ), g(x, y)) o F(x,y)=f(x,y)i+ g(x,y)j.Un campo vectorial
F = (f, g) es continuo o diferenciable en una regién ( R ) de R? si las funciones ( f )y ( g ) son

Qtinuas o diferenciables en ( R ), respectivamente.

Un campo vectorial no puede representarse graficamente en su totalidad. En cambio, graficamos
una muestra representativa de vectores que ilustra la apariencia general del campo vectorial.

Consideremos el campo vectorial definido por F(x,y) = (2x,2y) = 2xi + 2yj.

En puntos seleccionados P(x,y) , graficamos un vector con su origen en ( P ) igual al valor de
F(x,y). Porejemplo, F(1,1) = (2,2), por lo que dibujamos un vector igual a (2,2) con su origen en
el punto (1,1). De manera similar, F(—2,—3) = (—4,—6), por lo que en el punto (—2,—3),
dibujamos un vector igual a (—4, —6). Podemos hacer las siguientes observaciones generales sobre
el campo vectorial F(x,y) = (2x, 2y).

Para cada (x,y) excepto (0,0), el vector F(x,y) apunta en la direccion de (2x,2y), que es
directamente hacia afuera desde el origen.

La longitud de F(x,y) es
IF| =1(2x,2y)| = 2yx* + y?,
la cual aumenta con la distancia desde el origen

Si (F) representa la velocidad de un fluido que se mueve en dos dimensiones, el grafico del campo
vectorial proporciona una imagen vivida de cémo un objeto pequefio, como un corcho, se mueve a
través del fluido. En este caso, en cada punto del campo vectorial, una particula se mueve en la
direccion de la flecha en ese punto con una velocidad igual a la longitud de la flecha. Por esta razon,
los campos vectoriales a veces se denominan flujos. Al dibujar campos vectoriales, a menudo es
atil trazar curvas continuas que estén alineadas con el campo vectorial. Dichas curvas se llaman
curvas de flujo o lineas de corriente; examinaremos sus propiedades en mayor detalle mas
adelante en esta seccién.
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Ejemplo No. 16

Dibuje vectores representativos del siguiente campo vectorial

F(x,y) = (0,x) = xj.

En cada punto (x, y), el vector F(x,y) = (0,x)
apunta en la direccién del eje ( y), con una
longitud igual a |x|. Por ejemplo:

En (1,1):F(1,1) = (0,1)
En (—2,0):F(—2,0) = (0,—2)
En (0,2): F(0,2) = (0,0)
Este campo vectorial es un campo de
cizallamiento, ya que los vectores son verticales

y su magnitud depende Unicamente de la
coordenada ( x ).

F(x:}’) = (1 - }’2' 0) = (1 - yz)i'
para |y| < 1.

Este campo vectorial representa un flujo de
canal, donde los vectores son horizontales y su
magnitud depende de ( y ). En cada punto
(x,y), el vector F(x,y) = (1 —y?,0) apunta
en la direccion del eje ( x ), con una longitud
igual a |1 — y?|. Por ejemplo:

0.5

0.0

-05F

-1.0

Fx,y) = (1 = y%0) = (1 — y»)i,

para |y| <1
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F(x;}’) = (_yrx) = _yl +X]

e

Este campo vectorial representa un campo de SRR
rotacién, ya que los vectores son /////H\\\\\
perpendiculares a la direccidn radial y generan

// e NN\
un movimiento circular antihorario alrededor ////‘/’\\ \\\ \\

del origen. En cada punto (x,y), el vector / j \\

| A
F(x,y) = (—y,x) tiene una magnitud igual a il lxw f ¥ T‘
\Jx? + y?. Por ejemplo: W\ \\\ ///// /]
Al \ \\\\r»/// /
En (1,0): (F(1,0) = (0,1) QT
N7 7
En (0,1): (F(0,1) = (—1,0) o _1 I{;’T/'/' 1‘ |

En(1,1):(F(1,1) = (-1,1) F(x,y) = (=y,x) = —yi + xj.

Campos vectoriales radiales en R2,

Los campos vectoriales radiales en R? tienen la propiedad de que sus vectores apuntan
directamente hacia o desde el origen en todos los puntos (excepto el origen), paralelos a los vectores

de posicion r = (x,y). Trabajaremos con campos vectoriales radiales de la forma F(x,y) = IrI?’

X, ’, . . . ge

(I I{’)’ donde ( p ) es un numero real. Estos campos vectoriales (y sus equivalentes tridimensionales)
desempenan un papel importante en muchas aplicaciones. Por ejemplo, las fuerzas centrales, como
las fuerzas gravitacionales o electrostdticas entre masas puntuales o cargas, se describen mediante
campos vectoriales radiales. Estas fuerzas obedecen una ley de inverso del cuadrado en la que la

magnitud de la fuerza es proporcional a (I )

@finicién \

Campos vectoriales radiales en R?

Sear = (x,y). Un campo vectorial de la forma F = f(x,y)r, donde ( f ) es una funcion escalar, es
un campo vectorial radial. De particular interés son los campos vectoriales radiales

r (xy)
F(x,y) = )
P~ rle
donde (p ) es un nimero real. En cada punto (excepto el origen), los vectores de este campo estan
wigidos hacia afuera desde el origen con una magnitud de |F| = |r|*™? /
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Campos vectoriales en tres dimensiones

Los campos vectoriales en tres dimensiones son conceptualmente iguales a los campos vectoriales
en dos dimensiones. El vector (F) ahora tiene tres componentes, cada una de las cuales depende
de tres variables.

Definicién
Campos vectoriales y campos vectoriales radiales en R3

Sean (f ), (g )y (h)funciones definidas en una region ( D ) de R3. Un campo vectorial en R3 es
una funcién (F) que asigna a cada punto en ( D ) un vector (f(x,y,2),9(x,y,2),h(x,y,2). El
campo vectorial se escribe como

F(x,y,2) = (f(x,y,2),9(x,y,2),h(x,y,2)) o
F(x,y,z) = f(x,y,2)i + g(x,y,2)j + h(x,y, 2)k.

Un campo vectorial F = (f,g,h) es continuo o diferenciable en una region ( D ) de R3 si
(f), (g)y(h) son continuas o diferenciables en ( D ), respectivamente. De particular importancia
son los campos vectoriales radiales

o r_ (xy2z)
FerD =1 ="

donde (p ) es un ndmero real

Ejemplo No. 17

y X
Feay.2) = (_x2 +y2? x? +y2'0)'

Este campo modela un vértice en el plano (xy ),
con vectores perpendiculares al radio desde el

1
\/ﬁ)' Algunos

ejemplos de vectores representativos son:

eje (z \) y magnitud (|F| =

En((1,0,0)): (F(1,0,0) = (0,1,0)).

En((0,1,0)): (F(0,1,0) = (—1,0,0)).

11
En((1,1,1)): (F(1,1,1) = (—5,5, o)).
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Problema No. 18.

Esboza los siguientes campos vectoriales.

F(x,y) = (1,0)

Para el campo vectorial F = (1,0), cada vector
en el plano tiene una componente constante
de 1 en la direccidn (x) y 0 en la direccion (y).

Esto significa que en cada punto ((x,y)), el
vector es (1,0), apuntando horizontalmente
hacia la derecha con magnitud 1.

Campo Vectorial F = <7, 0> en Escala de Grises

Y

F(x,y) =(1,y)

El campo vectorial F = (1, y) asigna un vector (1, y)
a cada punto ((x,y)). Tiene una componente (x)
constante de 1 (desplazamiento horizontal a Ia
derecha) y una componente (y) que varia con (y):
hacia arriba siy > 0, horizontal siy = 0, y hacia
abajosiy < 0.

La magnitud es |F(x,y)| = /12 + y2 = /1 + y2
En el grafico en escala de grises, los vectores son
negros, mostrados en una cuadricula de [—2,2] X
[—2, 2]

|
L

Campo Vectorial F = <1,

y> en Escala de Grises

v

////////

////////
P O tlalalnd

P o o o

i

L
AT
Calalalalatatad

AT AT AT AT AT AT
ATAAARTARAOW
RO
\\\\\\\

AN
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\\\\\\\\
\\\\\
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F(x,y) = (x,0)

Este campo asigna un vector (x, 0) a cada punto
(x,y)en el plano. La componente en (x) varia
linealmente con (x), mientras que la
componente en (y) es siempre cero. Los
vectores son horizontales: apuntan hacia la
derecha si (x > 0), son nulos si (x = 0), y
apuntan hacia la izquierda si (x < 0).
magnitud del campo vectorial es:

=4/x2%2+ 02 = |x|

|F (x, )l

Campo Vectorial F = <x, 0> en Escala de Grises

y
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F(x:}’) = <_x! —3’>

Este campo asigna un vector (—x, —y) a cada
punto (x,y)) en el plano. Los vectores apuntan
hacia el origen (0,0), ya que la componente en
(x), (—x), es opuesta a la coordenada (x), y la
componente en (y), (—y), es opuesta a (y). La
magnitud del campo vectorial es:

IF G, )| = /(02 + ()% = Jx% + y2

F(x,y) = (0,x%)

Este campo asigha un vector (0,x2?) a cada
punto (x,y) en el plano. La componente en (x)
es siempre cero, y la componente en (y), (x?),
es no negativa, lo que resulta en vectores
verticales que apuntan hacia arriba (direccion
positiva de (¥). La longitud de los vectores es
(x?), siendo nula en el eje (¥)(x = 0) y
aumentando con |x|. La magnitud del campo
vectorial es:

[FCe, )| =02 + (x?)? = x?

!
—— T — 3 — — | — P — 3 — — —P

— T —3 — — | — P —3 — — —P
x

F(x,y) = (2x,—y)

Este campo asigna un vector (2x, —y) a cada
punto (x,y) en el plano. La componente en
(x), (2x), es proporcional a (x), apuntando a la
derechasi(x > 0)yalaizquierdasi (x < 0).
La componente en (y),(—y), apunta hacia
abajo si (y > 0) y hacia arribasi (y < 0).la
magnitud del campo vectorial es:

IF e, )| =/(2x)% + ()2 = /4x? + y2

N

o

Campo Vectorial F = <2x, -y>

y

Voo AN
//A;////yﬂ \\\‘\\\\\
NN
S NS
D e 2 2 AT AT AT AT
W\“\“Y;Z,,MM
N eeery
~ RO AT 7>
SN
FASAN NN / AAA T
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Problema No. 19

Campo Vectorial F = <x, y>

Consideremos el campo vectorial radial en (R?)
definido por: F(x,y) = (x,y)

Este campo asigna un vector (x,y) a cada
punto ((x,y), apuntando radialmente hacia
afuera desde el origen ((0,0). La magnitud

es:|[F(x,y)| = x% + y?

Sea el campo vectorial radial

Flry) =5 =42 i

[rp |’

donde r = (x,y) y 7= /x% + y2. Este es un i
campo vectorial radial en R% cuya direccién es

la del vector posicion (hacia afuera del origen),
y su magnitud depende de la distancia al origen
elevada a la potencia (p).

Por ejemplo, en (1,2), (F(1,2)=<§,§>z

(0.2,0.4)). gl

Problema No. 20

Consideremos el campo vectorial radial en
(R®:F(x,y,2z) = xyz)

(x2+y2+22)3/2

IF = <x(X"2 + "2 + 2V 2)N(312), YI(X"2 + y°2 + Z°2)N312), ZI(x"2 +y
2

Los vectores apuntan radialmente hacia afuera
desde el origen, con magnitud:

1

Por ejemplo, en (1,1,1), F(1,1,1) =
(0.192,0.192,0.192). El campo no esta definido
en (0,0,0), donde x? + y% + z2 = 0.
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5.8 Integrales de linea

Con integrales de una sola variable, integramos sobre intervalos en R (la recta real). Con integrales
dobles vy triples, integramos sobre regiones en R%0 R®. Las integrales de linea (que realmente
deberian llamarse integrales de curva) son otra clase de integrales que juegan un papel importante
en el calculo vectorial. Se utilizan para integrar funciones de valor escalar o campos vectoriales a lo
largo de curvas.

Supongamos que una placa circular delgada tiene una distribucién de temperatura conocida y se
debe calcular la temperatura promedio a lo largo del borde de la placa. Este calculo requiere integrar
la funcidn de temperatura sobre el contorno curvo de la placa. De manera similar, para calcular la
cantidad de trabajo necesario para poner un satélite en érbita, integramos la fuerza gravitacional
(un campo vectorial) a lo largo de la trayectoria curva del satélite. Ambos calculos requieren
integrales de linea. Como se ver3, las integrales de linea toman varias formas diferentes. El objetivo
de esta seccidn es distinguir entre estas diversas formas y mostrar cémo y cudndo debe usarse cada
una.

Nos enfocamos primero en las integrales de linea de funciones de valor escalar sobre curvas en el
plano (xy). Supongamos que (C) es una curva suave de longitud finita dada por:

r(t) = (x(t),y(t)), paraa <t < b.
Dividimos el intervalo [a, b] en (n) subintervalos usando los puntos de la cuadricula
a=ty<t; <<ty ,<t,=Dh.

Esta particion de [a, b] divide la curva (C) en (n) sub arcos (Figura No. 1), donde la longitud del arco
del (k) — ésimo sub arco se denota (Asy). Sea (ti) un punto en el (k) — ésimo sub intervalo
[tx—1,tr], que corresponde a un punto (x(t,ﬁ),y(t,ﬁ)) en el (k) — ésimo subarco de (C), para
(k = 1,2,..,n).

Curva C para Integral de Linea Escalar

y
120

El parametro (t) reside en el eje (t). A medida que (t) varia de (a) a (b), la curva (C) en el plano (xy)
se genera desde (x(a), y(a)) hasta (x(b), y(b)).

Ahora consideremos una funcién de valor escalar (z = f(x, y)) definida en una regién que contiene
a (C). Evaluando (f) en (x(t,’;), y(t,’;)) y multiplicando este valor por (Asy), formamos la suma:
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@inicién \

Integral de linea escalar en el plano

Supongamos que la funcidn de valor escalar ( f ) esta definida en una regidn que contiene la curva
suave ( C ) dadaporr(t) = (x(t),y(t)), para(a < t < b).Llaintegral delineade (f) sobre (C)
es

J £®,y) ds = ggg)kzlf(x(tk),y(tk))mk,

siempre que este limite exista sobre todas las particiones de [a, b]. Cuando el limite existe, se dice
que ( f ) esintegrableen ( C).

Las notaciones mas compactas (fcf(r(t)) ds), (fc f(x,y) ds)y (fcf ds) también se utilizan para
la integral de linea de (f) sobre (C). Se puede demostrar que si (f) es continua en una regidn que
contiene (C), entonces (f) es integrable sobre (C).

Existen varias interpretaciones Utiles de la integral de linea de una funcion escalar. Si (f(x,y) =
1), la integral de linea (fc ds) proporciona la longitud de la curva (C), de manera similar a como la
integral ordinaria (f: dx) da la longitud del intervalo ([a, b]), que es (b — a). Si (f(x,y) > 0) en
(C), entonces (fcf(x, y) ds) puede interpretarse como el area de un lado de la superficie vertical,
similar a una cortina, que se encuentra entre los graficos de (f) y (C). Esta interpretacion surge al
considerar el producto (f(x(tk),y(tk))Ask) como una aproximacion al drea del (k) — ésimo panel
de la cortina. De manera similar, si (f) es una funcién de densidad para un alambre delgado
representado por la curva (C), entonces (fcf(x,y) ds) proporciona la masa del alambre; el

producto (f(x(tk),y(tk))Ask) es una aproximacion a lamasa de la (k) — ésima pieza del alambre.

Evaluacién de integrales de linea escalares en (Rz\)

Sea f una funcidn continua en una regién que contiene una curvasuave C:r(t)paraa < t < b
Entonces

b
[ras= [ ra@.y@)r ol a
C a

\ = fa bf(x(t).y(t)) x'(£)2 +y'(£)? dt. /

Si (t) representa el tiempoy ( C ) es la trayectoria de un objeto en movimiento, entonces (|7’ (t)])
es la velocidad del objeto. El factor de velocidad (|r'(t)|) que aparece en la integral relaciona la
distancia recorrida a lo largo de la curva, medida por (s), con el tiempo transcurrido, medido por el
pardmetro (t). Observa que si (f(x,y) =1), entonces la integral de Ilinea es
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(fabw/x’(t)2 + y'(t)? dt), que es la férmula de la longitud de arco para (C). El Teorema conduce al

siguiente procedimiento para evaluar integrales de linea.

/Procedimiento para evaluar la integral de linea (fcf ds)

Calcula [r'(t)| = x'(t)? + y'(t)>.

Realiza las sustituciones para (x) e (y) en el integrando y evalla una integral ordinaria:

K I.f ds =[] f(x@®,y©®)Ir' @) dc.

Encuentra una descripcién paramétrica de (€ ) enlaformar(t) = (x(t),y(t)),paraa < t < b

~

/

Integrales de linea en (R®)

El razonamiento que conduce a las integrales de linea en curvas planas se extiende inmediatamente
a tres o mds dimensiones. A continuacién, se presenta el teorema de evaluacion correspondiente

para integrales de linea en (R3).

ﬂeorema

Evaluacion de integrales de linea escalares en R®
Sea (f) una funcién continua en una regidén que contiene una curva suave

C:r(t) = (x(6), y(t),z(t))), paraa < t < b.Entonces

b
fc fds = f (O, y(0,2@) I ()] dt

b
K = f F(x(®),y(®),z(O))Yx' ()2 + y' ()2 + 2’ (t)? dt.

~
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Problema No. 21

Evalla las siguientes integrales de linea a lo largo de la curva (C).

Evaluacion de la integral de linea [ . xy ds

Dada la funcion f(x,y) =xy y la curva (C)
parametrizada por r(t) = (cost,sint), para
0 <t < 2m, calculamos la integral de linea

Joxy ds.
r(t) = (cost,sint), 0<t <2m.

Entonces, (x(t) = cost),(y(t) =sint), y la
funcion es:

F(x(®),y(®) = x(£)y(t) = cost - sint.

Calcular |r'(t)|: Derivamos r(t):
, d . .
r'(t) = a (cost,sint) = (—sint,cost).
Configurar la integral: La integral de linea es:

2T
fxy d5:f (cost-sint)-1dt
c 0

27
= f costsint dt.
0

. . , 1.
Usamos la identidad (costsint = 5sin 2t):

2T 2T[1
-[ costsint dt=f —sin2tdt
0 0o 2

1 2T
=—f sin2t dt.
2J,

La primitiva es:
1
fsintht = —ECOSZt.

Evaluamos:
E [— E cos 2 t]o

_1 ( 1 4 1 0
—E —ECOS T[+ECOS

Como (cos4m=cos0 = 1):

1(11+1 1)—1 0=0
2 2 2 T2 T

Por lo tanto:

fxyds=0.
c

Integral de linea de f(x, y) = xy sobre el circulo unitario

0.5

0.0

-05

).
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Problema No. 22

Evaluacion de la integral de linea [.(x* — 2y?) ds

Dada la funcién f(x,y) = x2 — 2y? y la curva parametrizada por (C) (r(t) = (%,\/%)),0 <t<

4, calculamos la integral de linea [,.(x* — 2y?) ds).

Parametrizacion y funcion: La curva (C) esta dada por: r(t) = (%%) 0<t<4.

t t . £\? t\2 ¢2
Entonces, (x(t) = =) () = 7 ¥ la funcién es: f(x(®),y(®) = (\/—5) -2 (\/—7) =--2"
e_e_ ,__ &
2 2 27

|r'(t)]: Derivamos r(t):

"0-5(57 - ()

o= (3 () - i

La magnitud es:

La integral de linea es:

4 t2 4 t2
f(xz—Zyz) ds=f (——)-1dt=f ——dt.
c 0 2 o 2
Calculamos:
4t _ 14,
Jo —5 dt=—3J, t* dt.

T
La primitivaes: [ t? dt =

Evaluamos: 1[t3]4 _ 1(43 03) 1 64 _ 32
- o2lsly T 2\3 37 2 3 3"

32

Porlotanto: [.(x* —2y?) ds = -5
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Problema No. 23

Evaluacion de la integral de linea

JoQx+y)ds, (fl,y)=2x+y), (O):(@®)=@Bt4),(0<t<2), (x(t) =30, =
4t), f(x(0),y(®)) =2@0) +4t=10t, (r'(t) =(34), Ir'(®OI=V32+42=5.

2 2 tzz
f(2x+y)ds=f10t-5dt=50ftdt=50[—] =50-2=100.
c 0 0 20

Problema No. 24

(f(x,y) = xy3),(C:r(t) = (2cost,2sint)), (0 <t < g). (x(t) = 2cost), (y(t) = 2sint).

(f (x(©), y(©)) = (2 cost)(2sint)® = 16 cos t sin® ¢).

(r'(t) = (=2sint,2cost)). (|r'(t)| = V4sin?t + 4 cos? t = 2).

/2 /2
fxy3 ds=f 16costsin3t-2dt=32f costsin®t dt.
c 0 0

s
(u=sint),(du =cost dt),(t=0->u = 0),(t=§—>u= .\

1 u41
32fu3du=32— =32-—=8.
0 40

Integral de linea de f(x, y) = x+y*3 sobre el cuarto de circulo
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/Definicién \
Integral de linea de un campo vectorial
Sea (F) un campo vectorial continuo en una regién que contiene una curva suave orientada (C),

parametrizada por longitud de arco. Sea (T) el vector tangente unitario en cada punto de (C),
ansistente con la orientacidn. La integral de linea de (F) sobre (C) es (fCF - T ds). /

Al igual que hicimos con las integrales de linea de funciones escalares, necesitamos un método para
evaluar integrales de linea vectoriales cuando el parametro no es la longitud de arco. Supongamos
que (C) tiene una parametrizacion r(t) = (x(t),y(t),z(t)), paraa < t < b.

fF'TdS,
c

r'(@®) = (x' @),y (©),2’ @), I ()] =/x' ()% +y'(©)? + 2/ (t)?

_r'm |
T(t) - |T’(t)|‘ dS - |T' (t)l dt)

F-Tds=F(r(t)- |::8| ' @©lde = F(r(®) - r'(®dt, [,F - Tds = [0 F(r(®) - 7' (©) dt.

Diferentes formas de las integrales de linea de campos vectoriales \

La integral de linea fc F - T ds puede expresarse en las siguientes formas, donde F = (f, g, h) y (C)
tiene una parametrizacién r(t) = (x(t),y(t),z(t)), paraa <t < b:

b b
J F-r'(t)dt =f (F©Ox'(®) + g@®)y' () + h(t)Z'(t))dt

a a

=ffdx+gdy+hdz
c

=fF-dr.
c

Para integrales de linea en el plano, tomamos F = (f, g) y asumimos que ( C ) estd parametrizada
comor(t) = (x(t),y(t)), para a < t < b.Entonces:

b b
k J F-r'(t)dt = _[ (f(t)x’(t) + g(t)y’(t))dt = jf dx+gdy = fF -dr.
a a c Cc
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Problema No. 25

Integrales de linea de campos vectoriales en el plano: Dados los siguientes campos vectoriales y
curvas orientadas (C), evalta fC F-Tds

Dado el campo vectorial: F = (x,y) y la curva C parametrizada por r(t) = (4t,t?), para0 <t <
1, evaluamos fc F-Tds.

Campo y curva:

F(r(0) = (46,69), (' (0) = 420), (' (0] = 25+ ), (10 = (75 )

) o 8t+t3 _ >
Productoescalar: F T = T ds = 2V4 + t? dt.
Integral
1 X , 17 17
fF~Tds=f 28t+tNdt =242 +—| =2-—=—.
c 0 4 4 2
0
17
(fCF -Tds = 7)
y
14
12
1.0
0.8 v
b4 —
0.2
0 1 2 3 4 X

Problema No. 26

Dado el campo vectorial (F = (—y,x))ylacurva (C) parametrizada por (r(t) = (4cost,4sint)),
para 0 <t < m, evaluamos (fCF - T ds).

Campo y curva: F(r(t)) = (—4sint,4cost)), (r'(t) = (—4sint,4 cost)), (Jr'(t)| =
4),(T(t) = (—sint,cost)).

Producto escalar: F - T = 4(sin?t + cos?t) =4, ds = 4dt.

Integral: [ F-Tds=[4-4dt=16]dt = 16m.

y

0
v N\
/ \
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Problema No. 27

Campo y curva: Parametrizamos (r(t) = (1 +4t,1+9t)), (0 <t < 1). Entonces,
F(r(©) = (14961 +40), (' (6) = 49, (' ®)] = VI7), (T(®) = (1, =)

13+72t
Producto escalar: F-T = NI ds =97 dt.

Integral:  [..F - Tds = [ (13 + 72t) dt = [13¢ + 36t%]} = 49.

y

Problema No. 28

Dado el campo vectorial F=(y—x,x) y la curva (C) parametrizada por (r(t) =

(2cost,2sint)),para(0 <t < 2m), evaluamos(fc F - T ds).

Campo y curva: (F(r(t)) = (2sint —2cost,2cost)), (r'(t) = (—2sint,2cost)), (|r' ()| =

2),(T(t) = (—sint,cost)\).

Producto escalar: F - T = 2 cos(2t) + sin(2t), ds = 2dt.

2n
Integral: [.F - T ds = 2 f02ﬂ[2 cos(2t) + sin(2t)] dt = 2 [sin(Zt) — %cos(Zt)] = 0.
0

Y

P

N
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Problema No. 29

Evalla: fCF -T ds,donde (F = (x +y,x —y)) ¥ (C) es el segmento de recta desde((0,0)) hasta
((1,D).

Método 1: [.F - T ds

Campo y curva: (r(t) = (t,t)), (0 <t < 1).Entonces, (F(r(t)) = (2t,0),(r'(t) =
D), (r' (O =V, (T© = (5. 5))

Producto escalar: F - T = +/2t),(ds = V2dt
Integral: [ F - T ds = fol(\/Zt) -(V2dt) = f012t dt = [t*]§ = 1.
Método 2: [ F - dr
Producto escalar: (F -r'(t) = (2t,0) - (1,1) = 2¢).
Integral: [ F -dr = f012t dt = [t*]§ = 1.
Método3: (f =x+y = 2t),(g =x-y =0),(dx = dt),(dy = dt)

Integral: [.(x +y) dx + (x —y)dy = [ (2t -dt + 0-dt) = [ 2t dt = [t?]} = 1.

y
1.5

=)

-0.5 0.5 1.0 1.5
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Integral de linea cerrada

Una integral de linea cerrada calcula la circulaciéon de un campo vectorial F = (Fx,Fy,FZ) alo largo
de una curva cerrada (C): gs F.dr
C

Interpretacion geométrica: Mide el "giro" neto del campo a lo largo de (C). Si es cero, el campo
puede ser conservativo.

Interpretacion fisica: Representa el trabajo neto de una fuerza o la circulacion de un fluido en un
contorno cerrado.

Relacién con divergencia y rotacional:

oF
Teorema de Green (2D): (j)c (F dx+F,dy) = ”R (a_y_%jdp\
X

Teorema de Stokes (3D): @C F.dr = ”S (VxF)-AdS

5.9 Divergencia, rotacional, interpretacion geométrica y fisica. Aplicaciones
Divergencia

Definicién: Para un campo vectorial (F = (F,, F,, F,)), la divergencia es:

d0F, O0F, O0F,
ivVF=V-F=—+-24+-2
div v o + 3y + 57

Interpretacion Geométrica: Mide la ““expansion" o “‘contraccidon" del campo en un punto,
representando el flujo neto que sale (divergencia positiva) o entra (divergencia negativa) en un
volumen infinitesimal.

Interpretacidn Fisica: En fluidos, indica fuentes (por ejemplo, manantial) o sumideros (ejemplo,
drenaje). En electromagnetismo, se relaciona con la densidad de carga.

Rotacional

Definicién: Para ( F = (Fx, E, FZ)), el rotacional es:

]k
= - oF oF
otf cvxE=|2 9 O\ [0 o oF oF oy OF
oX oy oz oy 07 0L oOx ox oy
F F F
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Interpretacién Geomeétrica
Describe la “‘rotacién" local del campo alrededor de un punto. Su magnitud indica la intensidad de
la rotacién, y su direccién (en 3D) el eje de rotacién.
Interpretacion Fisica: En fluidos, representa el giro local (e.g., vértices). En electromagnetismo, esta
relacionado con campos magnéticos generados por corrientes o campos eléctricos variables.
Relaciones Clave

Teorema de la Divergencia}: Relaciona la divergencia con el flujo a través de una superficie cerrada:

fv-mv:f F-ds.
14 av
]

Teorema de Stokes: Conecta el rotacional con la circulacién a lo largo de una curva cerrada:

f(VxF)-dS=5£aF~dr.
S S

Problema No. 30.

Algunos ejemplos de integrales de linea cerrada

Ejemplo 1: Ley de Faraday Ejemplo 2: Campo gravitacional
= o =\ A do ~ oF, oF
S E-dr=|| (VXE)-AdS=——25 dF = 2y 9% A=
¢, [].(vxE) dt § F-ar=JJ| = o fia=0
Ejemplo 3: Circulacién en un fluido Ejemplo 4: Circulaciéon en un campo magnético

(Ley de Ampére)
V-dr = [|_(VxV)-nds
$_v-dr =[] (Vxv)-n ¢_B-dr = [[ (VxB)-1dS = gyl

Problema No. 31

Circulacién de un campo electromagnético (Ley de Faraday)

En electromagnetismo, la ley de Faraday relaciona la integral de linea cerrada del campo eléctrico
dd,

dt
Consideremos el campo E= (=y,x,0) y la curva cerrada (C) como el circulo unitario en el plano
(xy), parametrizado (r(t) = (cost,sint,0)), (t €[0,2x])

(E) con la tasa de cambio del flujo magnético: <j>c E-df =—
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Calculo directo. El campo en la curva es: E(F(t)) = (-sint, cost, 0).

El elemento diferencial es:
= d . .
r'(t) = a(cost,smt,O) = (-sint,cost,0).

El producto escalar es:
E-F' = (-sint)(-sint) + (cost)(cost) + (0)(0) =sin®t +cos* t =1.
La integral de linea cerrada es:
— 27
¢ E-dr =["1dt=2r.
c 0

Usando el teorema de Stokes. El teorema de Stokes establece:
gSC E.dF:US(VxE)-ﬁdS.

Calculamos el rotacional:

Coox
LR O
x o (O’O’ax ayj (0,0.1-(-1)=(0,0,2).

x 0

<

La superficie (S) es el disco unitario en el plano (xy), con (ﬁ =k S). Entonces:

(VxE)-A=(0,0,2)-(0,0,1) = 2.
La integral de superficie es:

”S 2dA = 2-Area del disco =27 = 27.

Por lo tanto:
$_E-dr =2x.
C
Interpretacién. La circulacién no nula ((2m)) indica que el campo eléctrico no es conservativo,
do,
consistente con un cambio en el flujo magnético ( dt N 7[), como predice la ley de Faraday.
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5.10 Teorema de integrales. Aplicaciones

Las integrales multiples (dobles, triples, etc.) generalizan el concepto de integracién a funciones de
varias variables. A continuacién, presentamos los principales teoremas y herramientas relacionadas

con ellas.
Teorema Descripcién Aplicacion Férmula
Teorema Establece que la | Calcular
Fundamenta | derivada de la integral | derivadas  de [ ,
| del Cdlculo | de una funcidn desde a | integrales con FQ) = L fyde = F(x)
(TFC-1) hasta x es igual a f(x) limite variable = f(x)
Teorema .
Permite evaluar , ,
Fundamenta | . . Ciélculo de dareas
| del Célculo integrales definidas bajo curvas b
(TFC-2) usando antiderivadas J.a f(x)dx=F(b)-F(a)
Permite descomponer Sllmphﬂcar
Teorema de integrales dobles en calculo de b{pd
Fubini nes . integrales ”f(X’ y)dA:J. J. f(x, y)dy Jox
integrales iteradas e R aj\ve
multiples
Generaliza la
. o, Transformar
Cambio de | sustitucion para
. . . coordenadas
Variable integrales  multiples f(x, y)dxdy = || f(u,v)| I (u,v)
: . (polares, Y y : ,
(Jacobiano) | usando determinante | .- 5 o
) cilindricas)
Jacobiano
Relaciona integral de
, Calcular
Teorema de | linea  sobre curva . .
. trabajo/flujo en 5 oP
Green cerrada con integral _ Q
el plano @Fdr—“‘ — —— dA
doble e o Lox oy

Conecta flujo a través

Stokes

con flujo del rotacional

conservativos

Teorema de - Flujo en
de superficie con ;
la integral de divergencia electromagnetis
Divergencia 8 8 mo, fluidos ”_[V V-FdV = .”av F-ndS
en volumen ’
Teorema de | Relaciona circulacion | Verificar campos

HS(VXF)-ndS=4>aSF-dr
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Conclusiones

El capitulo de Integrales Multiples, forjado con incontables horas de trabajo y una profunda pasion
por la ensefianza, ofrece una base esencial para comprender fendmenos fisicos y resolver
problemas en ingenieria. En Calculo de areas e integrales dobles, se establecen los fundamentos
para calcular dreas y magnitudes bidimensionales, cruciales en disefio y analisis estructural. Integral
doble en coordenadas rectangulares detalla la evaluaciéon de integrales en regiones generales,
aplicable en distribucién de cargas. Integrales iteradas simplifica estas integrales en pasos sucesivos,
optimizando cdlculos en fisica e ingenieria. Integral doble en coordenadas polares facilita la
integracién en regiones circulares, como en problemas de electromagnetismo. Integral triple en
coordenadas rectangulares. Volumen permite calcular volumenes, esencial en mecanica de sélidos.
Integral triple en coordenadas cilindricas y esféricas optimiza cdlculos en sistemas con simetrias,
como en dindmica de fluidos. Campos vectoriales modela fendmenos como flujos o campos
electromagnéticos. La integral de linea calcula trabajo en trayectorias, vital en mecdnica.
Divergencia, rotacional, interpretacién geométrica y fisica analiza flujo y rotacién, fundamentales
en hidraulica y aerodindmica. Teoremas de integrales. Aplicaciones, con los teoremas de Green,
Stokes y Gauss, y mas de 50 problemas resueltos, conecta estos conceptos con aplicaciones en
ingenieria, como analisis de tensiones o electromagnetismo.

Este material, reflejo de mi compromiso con la formacién académica, busca ser una herramienta
valiosa para los estudiantes del Instituto Tecnolégico de Ensenada y los estudiantes y docentes del
Tecnoldgico Nacional de México, inspirandolos a dominar el calculo vectorial para abordar con éxito
los desafios fisicos e ingenieriles del mundo real.
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