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1. Numeros Complejos
1.1 Definicion y origen de los numeros complejos.
Los numeros complejos, aparecen en las ecuaciones algebraicas con una incégnita, al darles

solucion. Por ejempilo:

no tiene raices reales. Al aplicar la férmula que da la solucién de una ecuaciéon de segundo grado,

resulta:

la cual no tiene significado en los niumeros reales. No se puede obtener raiz cuadrada de un
numero negativo.

Otro ejemplo, es x>+ 1 = 0, implica un numero real tal que x?> = —1, sin embargo, de las
propiedades de los numeros reales, el cuadrado de un nimero real es positivo, por lo cual no
hay numero real, que sea solucion.

Para dar significado a una raiz cuadrada de numero negativo, se desarrollé el sistema de
numeros complejos.

Definicion: Un numero complejo se define por: Un par ordenado de numeros reales (x4, x;). La
primera componente, x; se llama parte real; la segunda componente, x, se llama parte
imaginaria.

El conjunto de los nimeros complejos esta especificado por C.

La expresion de la forma z = a + bi, es un numero complejo, donde, a y b son numeros reales;

a” es la parte real y "bi", parte imaginaria del numero complejo; i es la unidad imaginaria,

ecuaciones 3y 4.



Los numeros complejos conjugados a + biy a — bi que se diferencian sélo por el signo de su
parte imaginaria.
Sia = 0,elnumero0 + bi = bi, €S un numero puro imaginario; sib = 0, se obtiene un niumero
reala+0.i = a.
Los numeros complejos, a; + byiy a, + b,i se consideren iguales, si:

A1 =0y Y Dy =D (5)
Es decir, si son iguales sus partes reales e imaginarias.

Un numero complejo es igual a cero:

Siemprequea =0y b =0.

Ejemplos:

o Identificar la parte real e imaginaria de 5 — 3i

Solucion:

5 — 3i tiene parte real 5 e imaginaria —3

e Identificar la parte real e imaginaria de —6 + v/2i

Solucion:

—6 + /2i tiene parte real -6 e imaginaria V2

e Identificar la parte real e imaginaria de 25 + 12i

Solucion:

25 + 12i tiene parte real 25 e imaginaria 12i

Ejercicios:

1. ldentificar la parte real e imaginaria de —6 — 5i



6—12i

V3i

2. ldentificar la parte real e imaginaria de

3. ldentificar la parte real e imaginaria de cos(x) + tan(y)i

1.2 Operaciones fundamentales con nimeros complejos.
Definicion: La suma x + y y el producto xy, donde x = (xq,x3),y = (y1,¥2):
X+Y = (X1 F VX0 F Y2)) e (7)

XY = (1)1 — X2Y2, X1Y2 F Xo V1) e (8)

Teorema: Las operaciones de suma y multiplicacion satisfacen las leyes conmutativas, asociativa
y distributiva.
Demostracion: La propiedad distributiva establece que: x(y + z) = xy + xz
Six = (x1,%2),y = (¥1,¥2)), 2 = (21,22, entonces tenemos:
x(y +2z) = (x, x2) (1 + 21,2 + 22)
= ()1 + X121 — X2Y2 — X272, X1Y2 + X123 + X2Y1 + X324)
= (X1y1 — X2¥2 + X121 — X225, X1Y, + X2¥1 + X125 + X277)
= (X1y1 — X2Y2, X1Y2 + X2Y1) + (X121 — X225, X123 + X321)
x(y+2z)=xy+xz
Teorema:
(x1,%2) + (0,0) = (x4, x3)
(x1,x2)(0,0) = (0,0),
(%1, %2)(1,0) = (x4, x2)

(leXZ) + (_xll _x2) = (0,0)



Teorema: Dados dos numeros complejos x = (x4,x,), ¥y = (1,¥), existe un nimero complejo
z tal que x + z = y. De hecho, z = (y; — x1,y> — x;). Este z se designa por y — z: El numero
complejo (—x;, —x,) se designa por —x .
Teorema: Para cualquier par de numeros complejos x , y; tenemos:
(=0)y = x(=y) = —(xy) = (=1,0)(xy).
Teorema: Si x,y son numeros complejos con x # (0,0) , existe un numero complejo z tal que
xz = y,asaber,z= y/x =yx~ L
Teorema:

(x1,0) + (y1,0) = (x1 +¥1,0),

(le 0)(}’1; 0) = (lel, 0)'

x1,0 (x1 0) 'y, difernte de 0
—=(—,0])si ifernte de
y1,0 V1 "

Si los numeros complejos estan expresados en forma trigonométrica, tenemos:
ri(cosa, +isina;)ry(cosa, +isina,) =
ri1y[cos a; cos ay + i sinay cosa, + i cos a4 sina, + i sina; sina,] =
riry[cos @ cos @, — sin a4 sina,)] + +i(sina; cosa, + cosa; sina,)] =
riry[cos(a; + ay) +isin(a; + ay)] =
Asi pues:
ri(cosay +isinay)ry(cosa, + isinay) = ryry[cos(a; + ay) +isin(a; + az)],ceveveneennnnn.n. (9)
El producto de los médulos de los factores y la suma de argumentos de los factores es igual al
producto de dos numeros complejos.
ri(cosay + isina;)ry(cosa, + isinay) = ryry[cos(a; + ay) + isin(a; + ay)],

los niumeros complejos conjugados,a + bi 'y a-bi, satisfacen a la igualdad:

@+ D)@ =1h) = @2 4+ D2, oo (10)



Y la suma de los cuadrados de sus modulos, e el producto de dos numeros complejos

conjugados.

Divisién. La operacion inversa a la multiplicacion es la division. Si:

a1+b1i _
a2+b2i

1
Donde (a3 + b?): diferente de 0, entonces x ,y deben ser tales que se cumpla la igualdad:

O sea:

Por consiguiente,

De donde:

Y finalmente:

a1+ byl = (a; + b)) (X 4 Y0, (12)

ay + byl = (ax —byy) + (@Y + DaX)i e (13)
a; = a;x — byy, by =byx+ a3y, i (14)
= %*2”’2 = % ............................. (15)
Z;z;ﬁ = “fg;’g”z “2(’1’;;‘;2 e (16)

En la practica, division de los numeros complejos se efectua de la manera siguiente: para dividir

a, + iby por a, + ib,, multiplicamos, tanto el dividendo como el divisor, por un numero complejo

conjugado de este ultimo (es decir, por a; — ib;).

a; +bii

a, +byi
(a; + byi)(az — byi) _
(a; — byi)(a, — byi)

(a1a2+b1b2)+(a2b1—a1b2)i _ a1a2+b1b2 a2b1+a1b2 . (17)

En forma trigonométrica:

aZ+b2 a%+b2 a%+b2

ri(cosas+isina,) _
ry(cosay,+isina,) 1,

[cos(a; —ay) +isin(a; —az)].ceceveiininneinnnnnn, (18)



Al multiplicar el divisor por el cociente, se verifica:

T
ry(cosa, + isin aZ)r_l [cos(a; — ay) + isin(a; —ay)] =
2

Ty :—: [cos(a, +a; —ay) +isin(a, + a; —ay)] = ry(cosa; +isina;).............. (19)

El cociente de los médulos del dividendo y del divisor, es igual al médulo resultante de la division
de los dos numeros complejos, y la diferencia entre los argumentos del dividendo y del divisor,
es igual al argumento de la division.

Las operaciones con numeros complejos dan niumeros complejos como resultado, y si se aplican
a los numeros complejos, con su parte imaginaria igual a cero, se convierten en operaciones
aritméticas de los numeros reales.

Resumen de operaciones con numeros complejos
Suma: z+w=(atc )+(b+d)i
Resta: z—w=(a—c )+(b—d)i
Producto: zw =(ac—bd)+(ad +bc)i

(ac+bd)+(bc—ad)i
B ¢’ +d? W0

Division:

=y

z
w

s~

Producto por un escalar: kz = ka + kbi
Ejemplos:
e Seanc, =5-3i,c, =4+ 2iyc3 =—3+irealizar las siguientes operaciones:
Solucion:
(a)
¢ t+cy
=GB-3)+ @+ 20)

=9—i



C; — C3
=4 +20)—(-3+1)
=(4-(=3)+2-Di

=7+1i

C1Cy
=(5-30)-(4+20)
=20+ 10i — 12i — 6i?

=26—2i

€1C3
=(5-3)(=3+0)
=(5-30)(3-10)
= —15—5i + 9i + 3i?
= —18 + 4i

Resolver la siguiente operacion con numeros complejos.

3+ 2i
4—5j

Solucién:

Divisor y dividendo se multiplican por el complejo conjugado 4 + 5i

12+ 15i+8i + 10i?
B 16 + 25

_2423i
41

10



Ejercicios:
1) Resolver (2 + 3i) + 2(1 — i)

2) Resolver 5(5 + 8i) + (2 + 9i)

5+2i

3) Resolver —
3-5i

1.3 Potencias de "i", modulo o valor absoluto de un numero complejo.

Hay que tener en cuenta que:

i?=-1;
i3=(-1i=-i
i*= (=) = —i*=1;
1 = 10, €LC. . e (20)
Y en general, para k entero:
4= 1.
jARk+1 — i; juit2 — -1;
R (21)

Entonces i" se puede calcular al dividir la potencia n entre 4 y tomar como nueva potencia el
residuo de la divisién.

Determinar la potencia indicada de |

a) i =i’ Pues que % tiene residuo 2, Entonces i =-1

b) i®=i>  Puesque 87? tiene residuo 3, Entonces i*® =-i

Definicion: Si z es diferente de 0 y si w es un niumero complejos cualquiera, definimos:



Ejemplos
o i = pilogi — ,i(im) — p-m/2
o ((=1)i = elL0d(-1) = (i(im) = -
Definicién: Si n es un entero, entonces z"*! = ¢(MtDLogzglogz — ;n,
Reglas de calculo con potencias complejas:
Teorema:

w — ywltw2logz _ ,wllogz,w2logz — ,wl,w2 (23)

zv,z A

Teorema:

2T

Si(zy2,)W = 2V z¥ew™ %) (24)

Donde n(z,, z,) es el entero definido en el teorema.

(lez)z — eLog(zlzz) — ew[L0921+Logzz+2m'n(zl,zz)]

El concepto de valor absoluto al sistema de los numeros complejos.
Definicion: Si x = (x;.x3). definimos el médulo, o valor absoluto, de x como el numero real no

negativo |x| dado por

] = A/ X e (26)
Ejemplos:

o Determina el médulo del numero complejo

a) [3-5i|=/3 +(-5)’
_ /%
=6
b) [(2+i1)(5+3i)|=|2+il/5+3i|

|7 +11i| =|2 +i|[5 + 3i|

12



V72 +112 =/2% 412 /52 + 3?2
J170 =524
J170 = 170

Teorema:
i) [(0,0)]=0,ylx|>0six+#0
i) Ixyl = |x|lyl.

X
iii) H = |x|/lyl,siy # 0.

y
w) |xq1,0] = [xq]
Demostracion: Las afirmaciones (i) y (iv) son inmediatas. Para demostrar (ii), consideremos x =
X1 +ixy,y = y; + iy,, entoncesxy = x;y, — y,y, + i(x1y, + x,y,) La afirmacion (ii) se sigue de
la relacion

lxyl? = xFyf +x3y3 +xixd + xfyi = (xf + 2D +y5) = IxPlyl*......(27)

La ecuacion |xy|? puede deducirse de |x| = \/x? + x2 escribiéndola en la forma

|x| representa la longitud del segmento del origen al punto x. En general, |[x — y| es la distancia
entre los puntos x e y. La interpretacién geométrica, establece que uno de los lados de un
triangulo es menor a la suma de los otros dos lados.
Teorema: Si x e y son numeros complejos, entonces
|x + y| < |x| + |y| (desigualdad triangular) ...................... (29)
Ejemplos:
e Elevar a la potencia 9 el nimero complejo 2 = /3 — i.

Solucién:

13



El modulo del numero z es igual a 2 y de uno de los argumentos sirve a = —%, por eso el

modulo del numero z°

vale 2° y el argumento del numero z°

-3
vale 9a = - 7. Por
consiguiente:

V3-10)

=2° <cos (— %n) + isen (—;n)>

= 512i
[ ]

Calcular el resultado (2 — 3i)3

Solucién:

2-30)3=2-30)2-30)2-30)
= (4 —6i—6i+9i%)(2 — 3i)
= (4—12i —9)(2 — 30)
= (=5-12{)(2 - 3i)
=-10-9i - 36

= —46 —9i
e Simplificar la expresion i°8.

Solucién: Recordemos que i* = 1. Entonces obtenemos factores que tengan

exponentes divisibles por 4 y simplificamos:

14



Ejercicios:
1) Simplificar la expresion i°!
2) Simplificar la expresion (4 + 4i)3

3) Simplificar la expresion (1 — i)®

1.4 Forma polar y exponencial de un numero complejo.
Los numeros complejos se pueden representar en un plano llamado Plano de Argand-Gauss. De

tal manera que un z = x + yi se presenta en el plano como el punto P .

Sea z = a + bi se puede definir y denotar forma polar de Z porz = r(c03<9+isin 49), donde r
eselmédulode Z y @=arg, elargumentode Z , 0<H<2r.

Sea z = a + bi se puede definir y denotar forma exponencial de Z por z = re'’’, donde I es el

modulode Z y f=arg, elargumentode Z , 0<0<2r.

Ejemplo:
Sea z=4+i

Solucién
4(1
r=+17 O=tan (Z]zo.m

Formapolarde Zes 7= \/1_7(COSO.24+ isin0.24),

Forma exponencial de Z es z =+/176°*
Al definir e* para z complejo, las propiedades de la funcién exponencial real se conservan.

Las propiedades de e* para x real son la ley de los exponentes, e*!,e*? = e*1t¥2 y 00 =1
y y

15



Si z = x + iy, entonces para que se verifique la ley de los exponentes se debe tener e** =
e*e™) Queda entonces por definir lo que significa e®”
Definicion: Si z = x + iy, definimos e# = e®**Y como el numero complejo

e¥ =eX(CoOSYy +iSeNnY).cciiiiiiiiiiiiiieeen (30)

Teorema: Si z; = x; + iy, y z, = x, + iy, son dos numeros complejos, entonces

el = @72+22 . (31)
Demostracion.
e?l = e*(cosy, +iseny,)
e?? = e*2(cosy, + i seny,),
e?le??2 = ¢*1e*2[cosy; cosy, — seny; seny, + i(cosy, seny, + sen y; cosy,)]....... (32)

Ahora bien, e¥1e*3 = ¢*¥1**2 ya que x1 y x2 son ambos reales, ademas,

cosylcosy2 —sinylsiny2 = cos(yl + y2)

cosysiny2 + sinyl cosy2 = sin(y1 + y2),
Y por la tanto
e?le?2 = X1+ 2[cos(yl + y2) + isin(yl + y2)] = eZ122 i, (33)

Un numero complejo z x en forma trigonométrica:

Z=7(CoSaA+ ISINA), ciuieiniiiiiiiiiiiiiieien (34)
r es el médulo y a, el argumento, segun Euler:

cosa+isina=ret® . ..........ccoiiiiiiiiiiiiiie (35)
La forma polar de un numero complejo se expresa como r(cos a + i sina), donde r es el médulo
del numero complejo y 6 es el argumento. Esta forma proporciona informacion sobre la distancia
y la direccién del nimero complejo en relacion con el origen. Por otro lado, la forma exponencial

se expresa como re(®, donde r y 8 son los mismos de la forma polar. La ventaja de esta
16



representacion radica en su relacion con la funcidén exponencial, lo que facilita las operaciones

matematicas, como la multiplicacion y la potenciacién de numeros complejos

Ejemplos:
e Demostrar que e? = cosb + i send
Solucién:

Usando las series de potencia se tiene

x? x3

e*=14xt—rtor+t
x3 x5
Senx=x—§+a...
x* x*
cosx = 1_§+I"'

Entonces

. 2 . 3 . 4, . 5
ei9=1+(i9)+(l§!) +(l§!) +(lz!) +(lg!) .

Ahora bien, i? = —1,i® = —i* = 1,i®> = i, etc. Por lo tanto, la ecuacion anterior se puede

escribir como

. (0)? 63 (8)* ie°
0 _ ; -
e =14 (if) + T 3 + 2 + T

0?2 ©* . 0% 6°
=<1—T+T—”'>+l <9—§+§—>

= cosO + i senb

Pasar a la forma polar y trigonométrica z = 1 + V/3i

Solucién:

z=1++3i

17



|z| = /12 +(3)?2=2

+
a=arctg ?:60°

Z = 2600 = 2(cos 60° + isen60°)

Ejercicios:
1. Obtener la forma binomial y polar del nimero complejo (V3,1) . Obtener también su
conjugado y su inverso en forma polar.
2. Resuelve x* + 16 = 0. Escribe las soluciones en notacion polar
3. Operay desarrolla la potencia (\/2 —1)® y expresa el resultado final en notacion polar,

trigonométrica y bindmica.

1.5 Teorema De Moivre, potencias y extraccién de raices de un numero complejo.

Definicion: Dados un nimero complejo z y un nimero entero n, se define la n-ésima potencia de

Z como sigue: z0=1
Ztl — on,
sin=0

Z N = (Z—l)n
SIZ=0YN >0 i (36)

Teorema: Dados dos enteros m y n, se tiene, para z=0

ZN,m — yntm

18



Teorema: Si z = 0, y si n entero positivo, entonces existen exactamente n numeros complejos
distintos z0, z1, ..., Z(n — 1), llamados raices n-ésimas de z, tales que
zl =z,paracadak =0,1,2,..,n—1

Ademas, estas raices son dadas por las férmulas

Zy = ReX, dondeR = |z|n........ccooviiiiiiiiiiiiie (38)

o= (%(Z)) + 2mk ,dondek =0,1,2,....,.n— 1o, (39)

n
Las n raices n-ésimas de z estan sobre el circulo de radio R = |z|», con centro en el origen,

espaciadas a la misma distancia.

1. Elevacién a potencia. Si n es un niumero entero positivo, entonces:

(r(cos a + isin a))n =7r"(cosNa + iSINNA)....ccoviiiiiiiiiiiiiiienen (40)
Al elevar un numero complejo a una potencia entera y positiva, el moédulo de este se eleva a la
misma potencia y el argumento se multiplica por el exponente de esta potencia. Asi expresa la
férmula de Moivre.
Con la ecuacion 40, se obtiene:

(cosa isina)® =cosna+ iSiNNA........covveiiiiiiiiiiiiiiienn, (41)
Segun el Binomio de Newton, e igualando las partes reales e imaginarias, el primer miembro se
expresa sinna y cosna en funcion de potencias de sina y cosa.
Asi, por ejemplo, si n=3, se obtiene:
cos3a +i3cos®asina — 3 cosasin?a —isin®a = cos3a + isin3a
Usando la igualdad de estos niumeros complejos, se tiene:
cos3a = cos®a — 3 cosasin®a,sin3a = —sin®a + 3 cos? asina

2. La raiz n-ésima de un numero complejo, al ser elevado a la potencia n, es otro complejo:

19



7{/r(cos a+isina) =p(cosa—+ising), .....cceeeveevninnnnn.. (42)

p"(cosna +isinna) =r(cosa+ising) ..........cceeneninnnn. (43)

Los numeros complejos iguales son iguales en sus médulos y los argumentos se diferencian en
un multiplo de 21, se tiene:

prt=rma=a+2km......ccccocoiiiiiiiiii. (44)

De aqui:

p="r a= T e, (45)

Con k nimero entero arbitrario,

Vr es el valor real y positivo

Entonces,

a+2km . . a+2km
+ i sin

n n

Vr(cosa+isina) = Vr(cos ) T (46)
Si k toma los valores 0,1,2...,n — 1, se obtienen n valores de la raiz. Entonces, la raiz n-ésima
de un complejo tiene n diferentes valores.

Como el numero real es un casi del complejo, entonces, La raiz n-ésima del niumero real A,

distinto de cero, también tiene n valores, y A en forma trigonométrica:

siA > 0,tenemos: A | A (cosO+isin0)..ccevvieeeneiniinnnnes (47)

siA<0,tenemos: A =|A|(COST + iSINTT) weoeerviviniiiiinenanns (48)
Un numero complejo elevado a una potencia entera positiva, se pueden calcular multiples
potencias sucesivas.

La extraccion de raices "n-ésimas" de un numero complejo se simplifica con el teorema De

Moivre, mediante una simple division del argumento por "n" y se calculan las raices "n-ésimas"

de la magnitud.
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El teorema De Moivre es calcular potencias y extraccion de raices de numeros complejos.
Permite simplificar y manipular expresiones complejas, y también proporciona una interpretacion
geomeétrica en términos de rotaciones en el plano complejo.
Ejemplos:
o Hallar los valores de la raiz cubica de la unidad.
Solucion:
Se expresa la unidad en forma trigonométrica:
1=cos0+ 1sin0
Segun la formula 1 = cos 0 + 1 sin 0:

i/I= 3\/cosO+isinO

0+2km , . O0+2km
Flsin——. (49)

= Ccos

Con kigual a 0,1,2, se obtienen tres valores de la raiz:

x; =cos0+isin0 =1;

_ 27r+_ A
X, = cos 3 isin 3
—4r

X3 = cosT+ isin4m/3

Tomando en cuenta que cosz?” = —%;

) 27T_\/§

sin 3 =5

47r_ 1

cos 3 = T

) 41r_ V3

Sin 3= >
. 4. 1, .V3 _ 1 .43
Resulta: X1 =1; Xp=—s+i—; Xzg=-—-—1
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Simplificar, efectuando las operaciones en forma polar y expresar la respuesta en la

a+ bi

20
(@ + %z) (4 — 4V/30)
(V2 +V2i)?

Solucién:
Hallaremos las potencias primero, aplicando el teorema de Moivre

[129¢is(20)(30)] * (8cis300°)  (cis600°) * 8cis300°
22cis * 45 B 4¢is90°

B 8c¢is900°
"~ 4cis90°

= 2cis810°
= 2¢is90°
= 2(c0s90° + isen90°) = 2i
Si r y Z sonelmoduloy el argumento de Z |, respectivamente. Entonces la k-ésima raiz
esta

dada por

1
W, =r" (cos(9+r]2”kj+isin(9+ijJ con k=0,1..,n-1

Si z=4+i calcular z*

Solucién

r=17 6=tan Gj ~0.24

2* = 17" (cos4(0.24) + isin 4(0.24))

z* = 17" (0s0.96 +isin 0.96)
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e Determina las raices cubicas de z =2+ 3i

Solucion:

n=3 k=012 r=+13, 0=098
1
W, =138 [cos(o'%*2”'Oj+isin(o'98+2” OD
3 3
w, =1.45+0.48i

1
w, = /132 (COS(%J +isin (%MD

w, =-1.15+1.01i
1
w, =+132| cos (Mj +isin (Mj
3 3
w, =-0.30-1.5i
Ejercicios:

1. Aplica el teorema de Moivre y expresa luego la respuesta en la forma a + bi

(cos =+ i sen =)°
cCoS — Lsen —
3 3

2. Simplifica, expresando la respuesta en la forma a + bi:

(2 cis50°)°

oG-

3. A partir de la formula de Moivre, deduce las razones trigopnométricas del seno y el coseno

del angulo doble.

23



1.6 Ecuaciones polindbmicas.

El calcuo de las raices de una ecuacién algebraica de grado n
f(x)=a,x" +a X" +..+a,x* +aX+a,, constituye uno de los objetivos fundamentales de las

matematicas, por lo que analizar el tipo y cuales son las soluciones de la ecuacion es importante.

Teorema del residuo: Si el polinomio f(X) se divide entre X—r , con I constante independiente
de X, el residuo esiguala f(r).

Teorema: Regla de los signos de Descartes

Una ecuacién con coeficientes reales y sin raices nulas, f(x) =0, cumple:

1.- f(X) =0 tiene un numero de raices positivas igual al nimero de variaciones de signos de
f (X) o menor que este, en un numero par.

2.- f(x) =0 tiene un nimero de raices negativas igual al nimero de variaciones de signo en
f (—X) o menor que este, en un numero par.

La segunda parte de este teorema que se refiere a raices negativas es una consecuencia

inmediata de la primera parte, ya que las raices positivas de f(x) =0 son las raices negativas
de f(—x).

El numero de raices complejas es igual a n menos el nimero de raices positivas y raices
negativas, cuando f(X) =0de grado n y tiene exactamente n raices.

Teorema: Si un nimero complejo a+bi es raiz de la ecuacion f (x) =0 con coeficientes reales,
entonces también, es raiz de la ecuacién su conjugado a—bi .

Una ecuacién f(x)=a X" +a X" +..+a,x° +aX+a, se puede expresar como producto de
factores lineales f(x)=(x-r,)(x-r)..(x—r), donde r,,I,,,...I; son las raices o

soluciones., estas pueden ser reales o complejas.
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Ejemplo:

e Para el polinomio f(x) =0 determina el tipo de raices, cuales son y expresarlo como
productos de binomios lineales.
f(X)=x"+x*—4x* +6x=0

Solucidén

Raices nulas: 1, ya que
X+ X3 —4x% +6x = X(X* + X* —4x+6)
Raices reales positivas: 20 0
x* +x* —4x% +6x
Raices reales positivas: 1
f(—x) = x* —x® —4x* —6x
¢, Cuales son las raices?

Notar que los factores de 6 son +1,+2,+3,+6

1 1 -4 6 -3
-3 6 -6
1 -2 2 0

Luego tenemos  X* —2x+2=0, dedonde x, = 1+i , X, = 1—i

@2 -40@)
i 2(1)
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Entonces f(x) =x(x—3)(x—1+i)(x—1-1i)
Ejercicio:
Para X' —4x* —14x—20 =0 determinar el tipo de raices y cudles son. Expresar la ecuacion

como producto de binomios lineales.

Ejemplos:

3
o Calcular z = (1++3i)*

Solucién:
3
z= (1++3i)*

/ V3 m
|z| = 12+(\/§)2 =2 /\Harcth=§

z=(1++V310)

=1 +v30)
‘fon

4
8

Blw

~
w

N

/N

— 4

2km
4

5

k=01,23

14100
(1+0)100

e Calcularz =

Solucién:

14190
T (1 + )10

26



Teniendoencuentaque 1+i= [2ryquei*=1
4

1+ (iH?>

141
(V2)" 100n
4

50
2 251

2
 250(cos25m + isen25m)

_ 2
- 250(—1)

— _24—9
Ejercicios:
1. Calcula las soluciones de la ecuacién z? = 1-i

2. Obtener z en la ecuacion i —% = 2i , sabiendo que z es un niimero complejo

3. Obtén el valor de la incognita z, perteneciente al cuerpo de los nimeros complejos: 13z° +

5-12i=0
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Complemento Educacional 1 Aprendizaje basado en problemas.

TECNM-INSTITUTO TECNOLOGICO DE TOLUCA-DEPARTAMENTO DE CIENCIAS BASICAS
EXAMEN DE LA MATERIA: ALGEBRA LINEAL
NOMBRE DEL DOCENTE:

Rubrica para calificar las competencias genéricas (Tarea por equipo).
ALUMNO(A): CARRERA:
FECHA: TEMA 1. Nimeros complejos Calificacion:

Niveles de desempefio de los indicadores de alcance

Problemas que | Modelado Seleccionar las | Plantear la | Hacer los | Analizar los | Ponderacién
cubren uno o | del variables e | hipdtesis de | calculos y | resultados y
mas indicadores | problema, incognitas, con | solucién, operaciones, evaluar los
de alcance es la | sus respectivas | formulas y/o | paso a paso, | resultados
descripcion, | unidades, y/o | algoritmos incluye obtenidos con
incluye las | Diagrama de | para resolver | documentar sus unidades y
figuras que | Cuerpo Libre y/o | el problema dichas expresar las
lo describen | esquema 0% operaciones conclusiones
0% representativo 0% 34%
0%
1.Resuelve

problemas de
aplicacion  de
Ndmeros
Complejos

2.Resuelve
problemas de
aplicacion  de
Numeros
Complejos

3.Resuelve
problemas de
aplicacion de
NUmeros
Complejos

Total
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Modelado del problema

En la figura hay tres cuadrados de lado 1 uno tras
otro. Determina la suma de los angulos marcados
conayp.

Figura

Seleccionar Variables
Angulo a
Angulo B

Diagrama de cuerpo libre

Hipdtesis: El dngulo a es igual al argumento del complejo 2+ iy el angulo B es igual al argumento 3+i.

de esta forma, a+p es igual al argumento del compl

ejo.

Calcular los resultados
a+p
2+D)B+1i)
6-—1)+@2+3)i
5+ 5i
Re(z) = Im(z)

Comentarios

Utilizamos las divisiones del rectangulo para
darnos una idea de la posible soluciéon y mediante
las propiedades de los numeros complejos
obtenemos el resultado.

=n/4

Analizar: Podemos observar en la imagen que se forman 3 rectangulos, que a la vez forman triangulos
los cuales nos van a ayudar para obtener el resultado en base a sus angulos.
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Modelado del problema:

En una caja del juego Monopoly habia 25
billetes «reales», y para poder jugar se
tuvieron que crear otros «imaginarios».
Ambos tipos de billetes se repartieron. Si a 8
veces el total de billetes de cada jugador, le
quitabas este mismo al cuadrado, el resultado
era el niumero de billetes iniciales que habia en
la caja.

¢Cada jugador cuantos billetes «reales» e
«imaginarios» tenia al empezar a jugar?

Seleccionar las variables:
Billetes «reales»: a

Billetes «imaginarios»: b
Total, de billetes «reales»: 25

Plantear la hipdtesis:

Teniendo en cuenta que en este caso se usan billetes tanto reales como imaginarios tendremos
gue plantear una ecuacidon que cumpla con las condiciones que se plantean en el problema por

tanto al resolver esta obtendremos el resultado

Calcular los resultados:
a+ bi =z

8z —7z2=25 5722 -82+25=0

Comentarios:

SE expresa la suma total de billetes como un
numero complejo.

Expresamos la relacion del enunciado en
forma de ecuacidn.

—b + Vb? — 4ac Se resuelve la ecuacién, asumiendo que las

Z= 2a soluciones pueden ser complejas.

8+ V64— 425

B 2
_8+ve64 —100 8+ —36
B 2 T2

8 + 6i
=—— = 4 + 3i

Analizar: Hay dos posibles soluciones: La primeraa=4yb=3,ya=4yb=-3. La segunda
solucidn no se puede tener -3 billetes. Asi, la respuesta es que, al iniciar, cada jugador tiene 4 +
3i billetes; es decir, 4 billetes «reales» (del juego original) y 3 billetes «imaginarios» fabricados.
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Modelado del problema:

Que condicidn es necesaria y suficiente para
que tres numeros complejos z1, z2 y z3 sean
los vértices de un triangulo equilatero.

Figura:

A B

Seleccionar las variables:
z1, z2 y z3 -> vértices del triangulo

Diagrama de cuerpo libre:

Plantear la hipodtesis:

Los vértices forman un tridngulo equilatero, lo que significa que los lados del tridngulo tienen la
longitud igual y 60 grados tienen los angulos internos.

Para determinar una condicion necesaria y suficiente para que los afijos z1, z2, y z3 formar un
tridngulo equildtero, podemos utilizar la propiedad de la exponenciacidn en el plano complejo.

Calcular los resultados:
a = Z; — Zz B

B = 2 _Z3'
Y =23—12;
|2¢ =25 | = |z2—-23 | = |Z3_— zy |
) I(fI =1|3| = IVI1 €= a = ﬁﬁ1= Yy
S+- +-=0e> + +-——=0
a B Y Z1=2Z2 Z2—23  Z3—Z;

z2 + 72+ 722 = 202, + 7,25 + 737, .
72 — Z3(zy + 2,) + 22425 —z2 =0
223
= Z +ZZ

t J(Z1 +2,) —4(zf + 25 —212;) &

= 27y =21+ 2, +iV3 (2, = 7,) &
= 2(Zz3—z)=27z1— 7, i\/§(21 —2Z3)
&= 2(Z3—2zy)

=z21—2, +iV3(Z -2, ) &

= 2(Z3—2) = (z1— z)(1 £ V3).
Zy — 2,= (21 — 2z;)e*™/3

|Z3 — 22| = |z1— 23| yarg(Zs —z;) —
arg(z; — z;) = £ g

Comentarios

Supongamos en primer lugar que el tridngulo
es equilatero.

Se desarrolla una condicién, que es suficiente
y se considera una ecuacion cuadratica en z3.
Por tanto, el tridngulo es equilatero.

Analizar: Si ambas condiciones se cumplen para los nimeros complejos z1, z, y z3, entonces los
puntos z1, o y z3 forman un tridngulo equilatero en el plano complejo.

Recuerda que para que esta condicion se cumpla, los nimeros complejos zi1, z2 y z3 deben ser
distintos entre si, ya que tres puntos coincidentes siempre formaran un tridngulo de area cero.
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Complemento Educacional 2 Examen con rubrica competencia disciplinar

TECNM-INSTITUTO TECNOLOGICO DE TOLUCA-DEPARTAMENTO DE CIENCIAS
BASICAS

EXAMEN DE LA MATERIA: ALGEBRA LINEAL

NOMBRE DEL DOCENTE: DR. ALAIN CESAR GONZALEZ GARCIA

ALUMNO

(A):

CARRERA:

FECHA:

TEMA 1: Numeros complejos CALIF:

a)

b)

c)

Niveles de desempefio de los indicadores de alcance

Indicadores de
alcance cubiertos
por los reactivos
del examen en
forma directa uno
a uno.

Procedimiento
y resultado
correctos 25%

Un matematico
en el desarrollo
del
procedimiento
15%

Madximo dos errores
matematicos en el
desarrollo del
procedimiento 10%

Procedimiento
incorrecto.
Desconocer
competencia
previa. Tres o mas
errores
matematicos.

Dato incorrecto. 0%

Ponderacion

Resuelve
operaciones
con numeros
complejos

Realiza
diferentes
transformaci
onesen la
forma
rectangular,
polary
exponencial

Aplica Teorema De
Moivre para
extraccion de
raices y potencias
de numeros
complejos

Soluciona
ecuaciones
polinémicas
que implican
soluciones
complejas

Examen E

scrito

Escala

Calificacion final del Tema

1. Resolver la siguiente multiplicacion de nimeros complejos (3 + 2i)(5 + 6i).

2. Escribir en forma exponencial los nimeros 1,t, —2, —i.
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3. Aplicar el teorema de Moivre, expresando la respuesta en la forma a + bi, (2cis %)4.

4. Calcularz=1+i+ (1 +)?*+@A+i)3+-+ 1 +0D)?°
Soluciones:
1. Resolver la siguiente multiplicacién de niumeros complejos (3 + 2i)(5 + 6i)
Solucién: (3+2i)(5 + 60)
=15+ 18i + 10i + 12i?
=3+ 28i
2. Escribir en forma exponencial los numeros 1,t, —2, —i.

Solucidn: 1 = cos 2km + isin 2km = e2k™

t= cosg + ising = e(%)i,

—2 = 2(cosm + isinm = 2e™,

, s LT _T
—i=cos-—tsin-=e 2
2 2

3. Aplicar el teorema de Moivre, expresando la respuesta en la forma a + bi

(2cis )4
cis =
Solucion:
Aplicamos (rcis@)" =r"cis 9,
isE) 4 = 24cis 2T
Luego (Zas 6)4 = 2%cis—
16'2n—16 27T+_ 2m
cis 3 = (cos 3 i sen 3)

— 16005 2" 1 16 i sen 2"
= COSB Lsen 3

—16(~2) +16i(D)

= —8 + 8v3i



4. Calcularz=1+i+ (1 +)?*+@A+i)3+--+ 1 +0D)?*°
Solucién: z=14+i+A+D*+A+D)3+ -+ (1 +0)?°

Comprobamos que es una progresion geomeétrica de razén r = 1 + i, por tanto:

a,r—a
r—1

C@+D*a+D-@1-0
B 1+i—1

@+ +D-@1-0
i

=i[(1+D*—-1+1]

Calculamos en primer lugar (1 + i)?:

21
(1+02 = ( F)
= (V2)" 21n
4

21

:225_7-[
4

_ 2% 5t ny 5
=22 (cos 5 Tisen— )

— 210(_1 _ l)

Sustituyendo:
z=—i[22(-1-i)—(1+D)]
=i(1+ 2" +1)

=1025(—1 + i)
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Complemento Educacional 3 Practica utilizando TIC’s competencia genérica
Practica virtual: Argumento y médulo de un nimero complejo

Objetivos de aprendizaje: Comprender la representacion grafica de los nUmeros complejos y sus

operaciones en el plano complejo.

Indicaciones: Acceder a https://www.geogebra.org/m/ve7xgvg8

L
p=r

Ingresa a GeoGebra y en la zona de entradas O 71 =2
escribe z1=2+3i y presiona Enter, como se
ilustra

GeoGebra reconocera que se trata de un s
numero complejo y aparecera una grafica en : '
el plano 2D del nimero complejo. Puedes >
ingresar los numeros complejos que desees

y GeoGebra los graficara. I s TRus THNaS T

Para poder ver el mddulo del nimero
complejo ingresa con el teclado la barra
vertical |, GeoGebra abrira doble barra que
significa norma o médulo . Dentro de la
barra doble ingresa el nUmero complejoy
presiona Enter. El médulo del numero
complejo se mostrara, GeoGebra asignara
un nombre a este escalar

Para calcular el argumento del numero

complejo, en la zona de entradas ingresa

entre paréntesis el Angulo, presiona Enter, O
GeoGebra mostrard el argumento del — 56.31°
numero complejo, le asignard un nombre.

o = Angulo(zl)

Asi también en la zona de graficos 2D se
p p . z1
mostrara el angulo correspondiente. 3 Py

a§ 56.31°
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Ejemplo. Encuentra el médulo y el argumento de los nimeros complejos continuacidn se enlistan.

Forma cartesiana Forma Polar
z=4+4+2i z=4.47426.57°
O zZ1=4 + 21
a = |z]]
— 4.47
o = Angulo(z1)
@
— 26.57°
+
z=3-5i
z=—-3+5i
z=—-2—4i
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2. Matrices y Determinantes

2.1 Definicién de matriz, notacion y orden.

Las matrices son objetos matematicos para organizar informacién numérica, una matriz denota
sus elementos, estos se escriben en orden, que depende de la posicion (fila, columna) de cada
uno de ellos, y la tabla resultante se encierra entre paréntesis, corchetes o barras verticales
dobles. Las formas generales de una matriz (m,n) se muestran en la figura 1. Donde «

representan elementos.

aq11 a1z A1n a11 a12 e Ain a1 aqp e A1n

dz1 Oz - P2m @21 @21 -+ don @1 Q21 - O2p
. . ’ )

Omi Amz .. @mn m1 Amz - Omn Am1 Am2 - Amn

Figura 1. Representacion de matrices.
Orden de una matriz: Es una manera de indicar su tamafio, o sea su numero de filas y columnas
(m,n), Si las filas coincidan con el numero de columnas, la matriz es cuadrada y el nUmero de
sus filas igual al niumero de sus columnas se llama orden de la matriz cuadrada. Una matriz
cuadrada de orden 1 es simplemente un elemento. Una matriz que consta de una sola fila se
denomina simplemente fila, y el numero de sus elementos se denomina longitud de fila.
Definicion: Un arreglo rectangular con m filas y N columnas de niumeros reales, es una matriz

de orden m x n. Se denota con letras mayusculas A, B,... y los componentes de la matriz que

son numeros reales se denotan por a., donde i es la i-ésimafilay jla j-ésima columna

ij

a; &, ... &,

Ay Ay . ay,
Avn =1 - oo :
a, a., .. a.

Teorema: Se dice que dos matrices son iguales si los numeros en sus filas o columnas son los
mismos Yy si los numeros que ocupan las posiciones correspondientes en estas matrices son los
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mismos. Por tanto, una igualdad entre dos elementos (m, n), es equivalente a igualdad entre sus

elementos. Es decir, A=B siysolosi A Be M Y & :b”. paratodai=12,..my j=12,..,n

Ejemplos:

1 31

e A=| 4 5 1| esunamatrizcuadrada de tamafio 3x3
-1 0 3
2 00

e A= 0 -1 3 es una matriz rectangular de tamano 2x3
2
-3

e A=| 1 | esunamatriz o vector columna de tamafio 5x1
0
-5

e ;Las matrices A y Bson iguales?

1 31 1 3 X

A= 4 5 1|yB=| 4 x+4 1| (A=B?
-1 0 3 -x 0 y

Solucién

Para que sea A=B;

a,; =1=Db,, entonces x=1
a, =5=x+4=5=h,,
8y =—1l=-x=-1=b,

333:3:y:Q3

Porlotanto A=B
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Ejercicio: Determina si las matrices son iguales

2.2 Operaciones con matrices.

Las operaciones matriciales principales son: la multiplicacion de un niumero por una matriz, la
adicion y la multiplicacién de dos matrices.

Una matriz que consta de m filas y n columnas [m X n]. La operacién de sumar matrices [m X n]

se puede definir como se muestra en la figura 2.

a1 Q12 - Qi biy b1z .. big
azy Qzz Azn + b21 b22 bZn
Am1  Am2 - Amn bmi bmz - bmn
Am1+bmz amz + by o Qpn + byn

Figura 2. Representacion suma de 2 matrices tamafio [m X n].

y la multiplicacién de un numero por una matriz [m x n] se muestra en la figura 3.

aip aa,; Qaq; .. QAdin

azq aa,; Qaz; .. Qdy,
a

Am1 amz aaml aamz e AQmn

Figura 3. Representacion de un escalar multiplicado por una matriz de tamario [mxn]
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Esta claro que para toda matriz A y para cualesquiera «a, § € R tienen lugar las relaciones que se
muestran en la tabla 1.

Tabla 1. Relaciones de una matriz A para cualquier escalar

1 1. 1-A=4A-1=4
2 0:A=A-0=0 @ 0=0-a=0
3 a(BA) = (aB)A; (Aa)p = Aap)

De las operaciones de suma de matrices y multiplicacion por escalar, se desprenden las
relaciones de la tabla 2:

Tabla 2. Relaciones de dos matrices del mismo tamarnio.

4 A+ (B+C)—(A+B)+C;

5 A+B = B+4;

6 (a+PBA=ald+B4; A(a+B)= Aa+ AB;
7 a(A+ B)aA + aB; (A+ B)a = Aa + Ba;
8 A+0=0+ A=4;

El producto de la matriz B de dimensiones p x n con los elementos por la matriz A de dimensiones

nxm con los elementos a es la matriz C de dimensiones p X m con los elementos C, ecuacion 1:

Si:
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X1

X
x=|"7
xTL
con x; en F, entonces AX es la matrizm x 1
Y1
y = |2
Yn
tal que Vi = Aijxl + Al-zxz + -4 Ainxn .................................... (3)

Las operaciones de adicion y de multiplicacién de matrices rectangulares cumplen las relaciones

de la tabla 3.

Tabla 3. Relaciones

1 A+B =B+ A

2 [A+B+C=4+ @B+ 0

3 A+0=A4

4 A+ (A =0

5 |[A(BC) = (AB)C

6 |(A+ B)C = AC + BC

7 |c@A+B)=cA+cCB

Resumen de operaciones de matrices

1. Lasuma A+B= (aij +bij) , A+ B es de orden mXn
2. Laresta A-B= (aij —bij) , A—B es de orden mxn

3. El producto por un escalar k KA = (kaij) , KA es de orden mxn

4. El producto de A con B se define siy solosi A es de orden MXny Bde orden nxp
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n
Entonces C = AB, donde C; = Zaikbkj y Ces de orden mxp
k=1

Ejemplo:

1 -2 1 0 8 2
Sean A=|9 0 O0|yB=|-1 1 -2|calcular

2 3 -1 5 1 0

1 -2 10 8 2
AB=|9 0 O0|-11 -2
2 3 -1){5 1 O

Ejercicios:
1 -2 O 1 5 2

Sean A=|2 -1 3 |yB=|0 -2 0 | calcular
4 0 -1 3 1 -2

a) 5A-B

b) BA
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2.3 Clasificacion de las matrices.

Definicion: La matriz nula, tiene los elementos son iguales a cero, y se designa O. si se se escribe
O, Para indicar su numero de filas y de columnas.

Definicion: Una matriz cuadrada tiene el mismo numero de filas y columnas.

Definicion: Una matriz cuadrada A de orden N, se llama diagonal cona,, tal que i =, silos

componentes que no estan en la diagonal principal son cero.
Definicion: Una matriz diagonal A de orden N, se llama matriz identidad, si las componentes

son 1y se denota por | .

(a) Sil es la matriz identidad m x m esunamatrizm xn,IA = A

(b) Sil es lamatrizidentidad n xny A esunamatrizm xn, Al = A

(c) Si es la matriz nula k X m,0™™ = 0™™ A. En forma similar, AQ™? = 0™P

Definicion. Una matriz m x m se dice elemental n x m si por medio de una sola operacion
elemental simple de filas se obtiene la matriz identidad.

Una matriz 2 x 2 es elemental si es una de las siguientes:

2ok [0 3 6 2blo dblo cleoneno

Definicion: Una matriz cuadrada A de orden N, se llama triangular superior si todos sus
componentes son cero debajo de la diagonal principal y se llama triangular inferior si todos sus
componentes son cero arriba de la diagonal principal.

Definicion: Dada A una matriz de orden MXN, la matriz transpuesta de A se obtiene al cambiar
filas por columnas, obteniendo una matriz de orden NXm, se denota por A'

Teorema: Sean A y B dos matrices cuadradas de orden N, k un escalar, tales que las
operaciones indicadas estan bien definidas. Entonces:

1. (A+B) =A'+B'
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4. (A) =A
Definicion: La matriz cuadrada de orden N A, es simétrica, si A* = A.
Definicién: La matriz cuadrada de orden N A, es asimétrica, si A* = —A.
Definicién: Una matriz cuadrada A de orden N cuando es igual a su cuadrado, es decir, 42 = A,
es idempotente.
Definicion: Una matriz cuadrada A de orden N es linealmente independiente de orden k si
A“=0
Definicion: Una matriz cuadrada A de orden N es involutiva siy solo si 42 = 1.
Ejemplos:
4 -1
5 0
1 3

1 31 1
a) SeaA=| 4 5 1| ,A =3
0 3 1

2 00
b) A=|0 1 0 | esuna matriz diagonal
0 0 9

c) I.=|. . .7 .| esunamatrizidentidad de orden N

Ejercicios:

a) Escribir la matriz identidad de orden 5
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b) Escribir la matriz traspuesta de A=| 1

w N o NP

2.4 Transformaciones elementales por reglén. Escalonamiento de una matriz. Nucleo y rango de

una matriz
Las operaciones elementales por renglones en una matriz Ade orden MXN, dan paso a la

determinacion de la matriz inversa de una matriz invertible. Asi como a la solucién de sistemas

de ecuaciones lineales.

Dada una matriz Ade orden MXn se denotara el i-ésimo renglén por R

Definicion: Sea A una matriz de orden MXN, se pueden definir las operaciones elementales por
renglones como sigue

1. Intercambiar renglones, es decir cambiar las componentes del i-ésimo renglén por las

componentes del j -ésimo renglén, se denota por R, <> R,

2. Multiplicar un escalar por un reglén; es decir las componentes de un renglén se multiplican

por un escalar Kk, se denota por kR <> R

3. Sumar un multiplo de renglén a otro rengléon; es decir multiplicar in reglén por un escalar

k'y sumarlo a otro renglén, se denota por kR, +R; <> R;

La matriz B obtenida de las operaciones elementales se llama matriz semejante a A.
Definicion: Una matriz A de orden m x n es escalonada si:
1. Si hay renglones nulos con componentes cero, aparecen en la parte inferior de la matriz.
2. En el primer renglon, el pivote que es el primer componente debe ser un 1.
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3. En cualquier renglén, el primer pivote del regldn subsiguiente debe estar mas a la derecha
que el pivote de tal renglon.
Definicion: Una matriz Ade orden m x n es escalonada reducida si es escalonada, y cumple que

por arriba y por abajo del pivote todas las componentes son cero.

Eliminacion Gaussiana
Sea A una matrizde orden mx n

Paso 1 Elegir el primer pivote en la componente a,,

Paso 2 Hacer cero todas las componentes que estén debajo del pivote.
Paso 3 Con el pivote mas proximo se hacen cero las componentes que estén debajo.

Paso 4 Repetir el paso 3 hasta la ultima columna.

Reduccién Gauss - Jordan

Sea A una matriz de orden mxn

Paso 1 Realizar las operaciones elementales hasta obtener la matriz escalonada.

Paso 2 Realizar las reducciones gaussianas para hacer cero todas las componentes que se
encuentran arriba del pivote en su columna correspondiente. Empezar con el pivote de mas abajo
y de mas a la derecha de la matriz del paso 1.

Paso 3 Obtener la matriz en su forma escalona reducida, repitiendo el paso 2 con los demas
pivotes, avanzando de abajo hacia arriba y de derecha a izquierda.

Definicion: Sea A una matriz de orden mXn . El ndcleo de una matriz es el conjunto de vectores
solucion del sistema homogéneo asociado a la matriz A

Definicion: Sea A una matriz de orden MXn. El Rango de la matriz es el conjunto generado por

las columnas no cero de la matriz escalonada equivalente a la matriz transpuesta de A
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Ejemplo:

2 31
Calcular la matriz equivalente a A escalona y escalona reducida. A=| -1 5 2
1 8 3

Solucion:

2 31 1 8 3 1 8 3

R+R, &R,
-1 5 2|ReR(-1 5 2 0 13 5
—2R, +R; & R,

1 8 3 2 0 -13 -5

R +R R 1 8 3 1R R 1 8 3
+R, & —
2T g 13 5132 |0 1 5/13
0O 0 O 0 0 0
1 8 3
Por lo tanto, la matriz escalonadaes |0 1 5/13
00 0

Continuando

1 8 3 1 0 -1/13

0 1 5/13| 8R,+R, <R |0 1 5/13

00 0 0 0 0

1 0 -1/13
Por tanto, la matriz escalonada reducidaes |0 1 5/13
0 0 0

Ejercicio:

Calcular la matriz equivalente a A escalona y escalona reducida.
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2.5 Calculo de la inversa de una matriz.
Definicion: Una matriz cuadrada A de orden N, decimos que A es invertible (o no singular) si

existe una matriz cuadrada B de orden N, talque AB =BA=1_.Lamatriz B se le llama matriz
inversa de A y se denota por Al por lo que:

AAT = ATA=1

Gauss-Jordan para obtener la matriz inversa.

1. Denotar el sistema de forma(A|l, ).

2. Calcular la matriz escalona reducida equivalente a A

3. La parte derecha sera la matriz inversa.

Estoes (All,) < (In

AY)
Ejemplo:

2 3
Calcular la matriz inversa de Az( 1 4]

Solucién:
2 31 0 %R1<—>R1 1 3/21/2 0\ R+R, &R, (1 3/2{1/2 0
-1 40 1 -1 4]0 1 0 11/21/2 1

2R OR(1 3/20/2 0 \-2R+R oR(1 0[4/11 -3/11
11
0 1 [/11 2/11 0 11/11 2/11

_ 4/11 -3/11
Entonces, A es una matriz invertible y su inversaes A~ =

1/11 2/11
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Ejercicio:

1 2 -1
Determina la matrizinversade A= 0 3 0
-1 3 0

2.6 Definicion de determinante de una matriz.
Definicion. Para una matriz cuadrada A = ||ai]-||, de orden n + 1toman, por definicion, en la
ecuacion 4.

det||a;j|| = @11 |A7| — a12|AF| + @13|A3| — -+ (“D) ey |AT o (4)
donde |A{| es el valor del determinante de la matriz de orden n que se obtiene de la matriz A
suprimiendo la primera fila y la j-ésima columna (j = 1, ...,n + 1).

Método de Cofactores

El menor ij denotado por Mij o |Alij|, es el determinante que resulta de suprimir lafilaiy la columna
en un determinante.

Por ejemplo: Considérese el siguiente determinante:

5 4 8
4| =12 5 6
7 4 1

Hallese el menor M11 para esto se elimina la primera filay columna.

My = ° = 5(1)-6(4)=-19
4 1

El menor M12 es el determinante que se obtiene después de eliminar lafila1lyla columna2enel

determinante es:

M,,= ’ 1=9-42 =33

Definicion
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El coeficiente ij denotado por cij se define

por: Cijz(—l)i+jMij Por ejemplo:

8
= 1D8-72) = 54
]

La ley de Sarrus nos permite resolver determinantes de orden tres, el método de cofactores
es utilizado para resolver determinantes de cualquier orden. Dado el determinante A de
orden cuatro, este determinante se puede resolver por cualquier fila o por cualquier
columna utilizando el método de cofactores. Para resolver un determinante por cofactores

seleccionamos la fila 0 columna con el mayor nimero de ceros.

@) @ 9 dy
@y dyp Ay dpy
.Al| = = a,o At Fapt; Fa gy,
@y dip dy dy
g Gy dyz Qg

La matriz esta encerrada, entre dos paréntesis, llaves y/o corchetes, en un medio de trabajo y/o

real son la base de datos, u organizacion de informacién con la que se cuenta a diario,
mientras los determinantes estan encerrados entre dos barras parecidas a las de valor
absoluto, y son una funcién de la matriz que representa un valor numérico de la misma.
Para calcular un determinante por el método de cofactores, se selecciona el cofactor o
coeficiente de la matriz que se ubica a manera de pivote sin incluir la fila y columna que se
intersecan en este elemento, para con ellos organizar el determinante a calcular.

Ejemplos:
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Resolver el siguiente determinante:

p-1 3 -2 Q32 13

=P 13 2=014 -¢) (912 1
L1201 4 p3e 0392 o129 0l
0 1 3 2

|A|= 2(0) + 1(0) + 3(0) + 2(0) =0

Hallar el valor determinante:

1 -3 -5
=134 1
5 1 -2
1 -3 -5
l4 = |3 4 o= 1—(—3;._3 1+(—5;._3 \E
- -2 5 -2 501
5 1 -2

=(-8-1) +3(6-5) +(-5) (-3-20)=109

Una matriz cuadrada A es no singular si tiene inversa B por la izquierda que BA = 1. Y es también
inversa por la derecha, AB = I. Se designa la inversa por A™*.

Teorema: Si una matriz A es no singular, y detA # 0 y entonces:
detA™! = TolA "t (5)

Demostracion. Segun la férmula del producto tenemos la ecuacion 6.
(detA)(detA ™) =det(AA™ ) =detl =1 .....cocvvviniinnnnnn. (6)
Luego detA +# 0 y la ecuacion 6 es cierta.

Los elementos de la matriz inversa con los menores de la matriz A.

A1 Az Ami
-~ 4 " a4

-1 _ | 412 422 Am2

A = e el TR PP P PP PP TP I PR PP PPPPRPPRTTEIES (7)
4 a4 " a
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Aqui d, es el determinante de la matriz A; A;; el componente algebraico del elemento A.

El menor, dispuesto en las filas iy, iy, ..., i, y €n las columnas jy, 5, ..., j, s€ designara mediante

i, 1y, .l
A(.1 2 l.") ............................................. ®)
fi 2 ey

Corolario. El producto de los determinantes es igual a él determinante del producto de dos
matrices cuadradas detC = detA * detB

Sea A una matriz de tamafo de 2x2, se define y denota el determinante de A como:

a; ap

21 22

det(A) =|A = = 8y 8y — BBy eeeeeeeee e 9)

Definicion: Sea A una matriz cuadrada de orden n, se define el menor Mij de la componente
aij como el determinante de la matriz de orden n — 1, que se obtiene al eliminar el i-ésimo

renglony la j-ésima columna de A. El cofactor Cij de la componente d; es C; = (—1)i+j M;

+ - + -
+ - +
’ . - + - + .
Usar patron de signos de cofactores | - + —|, ,para los determinantes de

+
|
+

+ - +
+ - +

orden mayor a 2
Definicion: Sea A una matriz de orden n cuadrada, el determinante de A es la suma de los

elementos del primer rengldn de A, multiplicados por su respectivo cofactor.

det(A) =|A = Zaijclj =a,C, +a,Ch+. 8, Cpriiniii, (10)
J=1

Ejemplo:

Calcula el determinante de la matriz
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—3-(—12-35)40-(—(6—-30)) +2-(—14 - 24) = 141 40 — 76 =
6 —3

-2 8L (]2 5
3 2|/ g o™V 6 —3

(—4-=15)+0-(—(6—-30)) = -84 -133+0 =

det(A) =4 - (
T

=4-(—(12+49)) 4

Ejercicios: Calcular los siguientes determinantes

14 1 -1 2
A=, A=|-3 -1 2
0 1 1

2.7 Propiedades de los determinantes.

i)
[e—
=]

Teorema: Sean A y B dos matrices cuadradas de orden N, k un escalar, tales que las

operaciones indicadas estan bien definidas. Entonces:
1. det(AB) = det(A) det(B).
2. det(kA) = k" det(A)
3. det(A') = det(A)

4. Si Aes invertible, det(A‘l) - detl(A)

5. Si Aes triangular (superior o inferior), entonces det(A) = 0,0y,

Teorema: Sean A y B dos matrices cuadradas de orden .
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1. Si B se obtiene a partir de A al intercambiar renglones, entonces
det(B) = —det(A).

2. Si B se obtiene a partir de A al multiplicar un renglén por un escalar k entonces
det(B) = k det(A).

3. Si B se obtiene de A al sumar el multiplo de un renglén a otro renglon de A, entonces

det(B) =det(A).

Teorema: Una matriz A es invertible si y solo si det(A) #0.

Teorema: Sean A una matriz cuadrada de orden N, entonces det(A) =0, si A
1. Tiene un renglén de ceros.
2. Tiene dos renglones o columnas iguales.

3. Tiene un rengldén o columna multiplo de otro renglon o columna.

Ejemplos:

1. Calcular los siguientes determinantes (usar teoremas).

2 1 3 3
Considerando que det(A) = ‘1 3‘ =5y det(B) = ‘1 2‘ 3

a) det(AB) = 5(3)=15

by det(2A) = 2°det(A) =4(5)=20
c) det(B') =5

d) Si Bes invertible, det(B) = %
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a
2. Si det(A) :‘c d =4 Calcula los determinantes de

c d
a) det(B) = b=—4,yaqueRlng

a

3a 3b

b) det(B) = c d‘:3(4):12,yaque 3R, <> R,

a b

°) det(B)=2a+c 2b+d

=4,yaque 2R +R, <> R,

Ejercicios:

1. Sean A y B dos matrices cuadradas de orden 3, tales que det(A) =4y det(B)=2,
Calcular los siguientes determinantes. A partir de los teoremas.

a) Oet(AB) =
by det(-5B) =

c) det(B')+det(4A) =

d) . Aes invertible? det(A’l) -
a b c
2. Sidet(A)=|d e f|=1 cCalculalos determinantes de
g h i
a b ¢
a) B=l4d 4e A4f
-g -h i
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a b c
b) det(B)=3g+d 3g+e 3g+f
g h i
g h i
c) det(B)=|d e f
a c
d g
d) det(B)=|b e h
c f i

2.8 Inversa de una matriz cuadrada a través de la adjunta.
Sea A = (aij) una matriz cuadrada n X n, tal que BA =1, siendo 1 la matriz identidad n X n,
entonces A se llama no singular y B la inversa de A por la izquierda.
Teorema: La matriz A es no singular si y sélo si T es invertible. Si BA = I, entonces B = m(T™1).
Un sistema de n ecuaciones lineales con n incégnitas, esta representado por:
Yk=1aijXk = Cj, S N 7 T (15)

que se puede escribir, de una manera mas simple, como una ecuacion matricial

X1 1
X3 C2

x=|_| C=l e, (17)
xn CTL

Si A es no singular, la unica solucién del sistema esta dada por X = A™C.

Ejemplos:
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e Hallar por determinantes la matriz inversa de:

2 0 1
A=l1 1 —4

3 7 =3
Solucién

Obtenemos la determinante

2.0 1
A=[1 1 —4|=54
3 7 -3

Obtenemos la matriz adjunta

1 -4 1 -4 |11
T -3 T3 -3 37
o | 1‘ 2 1‘ _20‘
D N A R 37
0 1 2 1| |20
1 -4 |1 -4 |11
25 =9 4
A= 7T -9 14
-1 9 2

Obtenemos la matriz traspuesta de A*

25 7 -1
(AY'=[-9 -9 9
4 —14 2

Dividimos la traspuesta de la adjunta entre la determinante:

Al = (A7)
|Al
2% 7T 1
54 54 54
i | 9 99
54 54 54
VR VI
54 51 54

57



25 7 1
54 54 54
A-1 = 1 1 1
6 6 6
2 i 1
2T 27 27
2 4 3
Sead=|0 1 -—1|SiAesinvertible calcular A=?!
3 5 7
Solucioén:
det A = 3 # 0, entonces A es invertible.
12 13 -7
adjA=|-3 5 2
-3 2 2
Asi
12 13 -7 4 -13/3 =7/3
At=1/3[-3 5 2|=|-1 5/3 2/3
-3 2 2 -1 2/3 5/3
comprobacion
12 13 -71[2 4 3 3 0 0
A‘1A=1/3 -3 5 21l0 1 —-1|=1/3|0 3 0|=1I
-3 2 2113 5 7 0 0 3

Calcular la inversa de la matriz usando el determinante y la adjunta

1 -3 0 -2

3 -12 -2 —6]| « - : 1

Sea A)| =5 1) 5 o | SiAesinvertible calcular A
-1 6 1 3

Solucion:

det A= —1 = 0 por lo tanto A~ existe.

0 -1 0 -2
-1 1 2 -2
adjA=| 3 Z3 3
2 -2 -3 2
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0 -1 0 -2 0o 1 0 2
, L 1 1 2 =2| |1 -1 =2 2
asl AT =111g 5 Z3 31=|o 1 3 -3
2 —2 -3 21 12 2 3 -3

e Calcular la adjunta de una matriz determinante de 3 x 3

2 4 3
SeaA=|0 1 -1 Calcular adj A
3 5 7

Solucioén: Se tiene A, [é _61] =12,A;, = — [g _71] = —3,4;3=-3,4,; = —13

12 -3 -3
AZZ == 5,A23 == 2,1431 = —7,1432 = 2 YA33 = 2 aSI', [—13 5 2 “
-7 2 2
12 -13 -7
YadjA=BT=|-3 5 2]
-3 2 2

e Calcular la adjunta de una matriz determinante de 4x4

1 -3 0 -2

3 12 -2 -6 :
Sead)| 5, 10 2 5 Calcular adj A.
-1 6 1 3
Solucioén:
3 -2 -6 1 -3 0 1 -3 =2
-1 1 3 -1 6 1 -2 10 5

Al comparar estos calculos se encuentra que

0 -1 0 2
-1 1 -1 -2
b) 0 2 -3 =3

-2 =2 3 2
0 -1 0 -2
BT _ -1 1 2 =2
adjA=B" =b) 0 -1 -3 3
2 -2 -3 2

Definicion: Sea A matriz de orden N definimos la matriz de cofactores como
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c, C, ... C
Donde Cij es el cofactor de la componente ;

La matriz transpuesta de cofactores de A se le llama matriz adjunta de A y se denota por:

Cy Cy ... Cy
C, Cp ... C

Adj(A)=| 2 TR T (16)
Cln C2n Cnn

Teorema: Sea A una matriz invertible de orden N. Entonces A™ =

Ejemplo:
1 0 -1

Dada A=| 1 5 0 | Verifica si es invertible y en caso de serlo encuentra su inversa
-3 0 2

Solucion

Primero verificamos que A una matriz invertible, det(A) =5

Obtener matriz de cofactores

10 -2 15
Cof (A)=[0 -1 0
5 -1 5

Se calcula la matriz adjunta

10 0 5
Adj(A)=|-2 -1 -1
15 0 5
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Por Teorema

10 0 5
At- Lo 14
15 0 5
-2 0 -1
Entonces la matriz inversaes A'=|-2/5 1/5 1/5
-3 0o -1
Ejercicio:
1 2 -1
Dada A=| -1 5 3 | Verifica si es invertible y en caso de serlo encuentra su inversa.
-3 0 1

2.9 Aplicacién de matrices y determinantes

Teorema: El Area de un tridngulo cuyos vértices son los puntos P(x,, y,), Q(x,,,) Y R(X,, ¥5)

XY
‘ 1
en [1°, esta dada por Area = iE X, Y, , el signo £ se elige para obtener un area positiva
X3 Ys

Teorema: El volumen de un tetraedro con vértices en los puntos

PO, Y20 21), Q0% ¥ar 2,) » R(Xs Y5, 25) Y S(Xys Yas 2,) en 0°  esth dado  por

X Y1 7

] 1%, vy, z
Volimen=+=|"2 7% ™2 7,

X3 y3 23

X4 y4 Z4

el signo £ se elige para obtener un area positiva.
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Ejemplos:

a) Determina el area del triangulo cuyos vértices son los puntos P(0,0),Q(5,1) y R(3,7)

Solucion:
00
. 1
Area = iE 5 1
3 7

Area = %(32) =16
b) Determina el volumen del tetraedro con vértices
P(0,0,0),Q(4,6,0) , R(-4,6,0) y S(2,2,5) en 03, esta dado por

0

2

Vollimen = J_r%

N OO o O
oo O O O

1
1
1
1

Volimen = —%(—240) =40

Ejercicios:

a) Determina el area del triangulo cuyos vértices son los puntos P(1,0),Q(-5,4) y R(3,-4)

enll?.
b) Determina el volumen del tetraedro con vértices

P(0,0,0),Q(4,6,1),R(—4,6,1) y S(2,2,-5) en [1°.
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Complemento Educacional 1 Aprendizaje basado en problemas.

TECNM-INSTITUTO TECNOLOGICO DE TOLUCA-DEPARTAMENTO DE CIENCIAS BASICAS

EXAMEN DE LA MATERIA: ALGEBRA LINEAL
NOMBRE DEL DOCENTE:

ALUMNO(A):

Rubrica para calificar las competencias genéricas (Tarea por equipo).
CARRERA:

FECHA:

TEMA 2. Matrices y determinantes

Calificacion:

Niveles de desempefio de los indicadores de alcance

Problemas que | Modelado Seleccionar las | Plantear la | Hacer los | Analizar los | Ponderacion

cubren uno o | del variables e | hipotesis de | calculos y | resultados y

mas problema, incégnitas, con | solucion, operaciones, evaluar los

indicadores de | es la | sus respectivas | férmulas y/o | paso a paso, | resultados

alcance descripcion | unidades, y/o | algoritmos incluye obtenidos con
textual, Diagrama de | para resolver | documentar sus unidades y
incluye las | Cuerpo Libre y/o | el problema dichas expresar las
figuras que | esquema 0% operaciones conclusiones
lo representativo 0% 34%
describen 0%
0%

1.Resuelve

problemas de
aplicacién de
Matrices y
determinantes

2.Resuelve
problemas de
aplicacién de
Matrices y
determinantes

3.Resuelve
problemas de
aplicacién de
Matrices y
determinantes

Total
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Modelado del problema:

Una empresa quiere amueblar dos oficinas. Una
necesita 20 sillas, 5 escritorios y 3 computadoras;
para la otra 15 sillas, 3 escritorios y 2 computadoras.
Las sillas cuestan $120 cada una, los escritorios $500
y cada computadora cuesta $650, cuales son las
cantidades totales invertidas en cada una de las
oficinas expresadas como producto de matrices.

Figura

Seleccionar variables:
Costos

Cantidades

Gastos

Planteamiento de hipoétesis: Para expresar las cantidades gastadas en las dos oficinas
como de producto de matrices, podemos utilizar una matriz que represente los costos de
cada tipo de articulo y otra matriz que represente las cantidades compradas para cada

oficina.

Calculo de resultados
Costos = [120 500 650]

Cantidades = [ig g g

Gastos = Cantidades * Costos

120
Gastos = [ig g ; *[500]
650
Gastos = 2400 2500 1950]
1800 %388 1300

Gastos = [4600

Comentarios

Analizar

Por lo tanto, la empresa gasté $6,850 en la primera oficina y $4,600 en la segunda oficina
para amueblarlas segun las cantidades y precios dados.
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Modelado del problema: Una economia hipotética tiene tres industrias: Figura:

carbon, electricidad y acero y tres consumidores 1, 2 y 3. Cada
consumidor utiliza parte de la produccién de cada industria y cada
industria utiliza parte de la produccion de cada una de las otras

industrias. Las necesidades de cada consumidor y de cada industria se

representan con un vector de demanda con la cantidad de carbén,
electricidad y acero necesarios para el consumidor o industria.

Seleccionar las variables:
Dy,D,, D3, C¢, D, Ds seran las variables empleadas

Diagrama de cuerpo libre:

Hipotesis: Empezaremos sacando y determinando las 3 primeras variables para después

continuar con las siguientes 3 y finalmente sumarlas

Calculo de resultados:
Consumidores:
D;=[3 2 5]D,=[0 17 1] D3=[4 6 12]
Industrias:
Ds=[0 1 4]Dg=1[20 0 8]Ds=1[30 5 0]
Los subindices C, E y S son para carbon, electricidad.
La demanda total de los consumidores es la suma
D;+D,+D;=[3 2 5]+[0 17 1]+[4 6 12]
=[7 25 18]
La demanda industrial total esta dada por la suma
Dc+Dg+Ds=[0 1 4]+[20 0 8]+[30 5 0]
=[50 6 12]
La demanda global total esta dada por
[7 25 18]+[50 6 12]+[57 31 30]

Analizar: La industria del carbén vende 57 unidades, la industria de la electricidad vende 31y

la industria del acero vende 30.
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Modelado del problema: Figura:
Un contratista tiene pedidos para 5 casas estilo rustico, 7 estilo moderno
y 12 estilo colonial. Sus pedidos se representan con el vector renglon
Q=[5 7 12]

Las materias primas son de acero, madera, vidrio, pintura y mano de
obra. Las entradas de la matriz R dan el numero de unidades de cada
materia prima que se utilizan en cada tipo de casa.

Seleccionar las variables: Diagrama de cuerpo libre:
Las variables empleadas son C, QRC, RC, Q, QR

Hipotesis:

Lo resolveremos a través de cada uno de los renglones los cuales indican el tipo de materia
prima que se necesita para un tipo de casa en especifico y por lo que cada columna senala
la cantidad de una materia prima dada para cada tipo de casa.

Célculo de resultados: Comentarios:
La informacién anterior dada esta representada por la | En mi opinion podemos ver que el
siguiente matriz uso de las matrices determinadas

5 20 16 7 17 nos es de bastante utilidad para
QR=[5 7 12] [7 18 12 9 21] poder determinar algunos costos
6 25 8 5 13 sobre distintas cotizaciones que
=[146 526 260 158 388] podemos llegar a tener de tanto en
Asi el contratista analiza 146 unidades de acero, 526 | materiales como en las mismas
de madera, 260 de vidrio. cantidades de estos

El contratista quiere saber los costos que tendra que
pagar por estos materiales.

Suponga que el acero cuesta $2500 por unidad, la
madera $1200 por unidad y el vidrio, la pintura y la
mano de obra cuestan $800I, $150 y $1500 por
unidad.

Estos datos pueden escribirse como el vector
columna de costos
2500
1200
C =| 800
150
1500
El costo para cada tipo de casa es:
2500
5 20 16 7 17]|1200 75 850
RC=1|7 18 12 9 21] 800 | = [81 550]
6 25 8 5 131]150 71 650
1500




En consecuencia, el costo de los materiales para la
casa rustica es de $75 850, para la casa estilo
moderno $81 550 y para la de estilo colonial $71 650.
El costo total de la materia prima para todas las
casas esta dado por QRC = Q(RC)=[57 12][ 75 850
81550 71 650 ] = [1 809 900] El costo total es de $1
809 900

Analizar:

El costo de los materiales

Casa rustica es de $75 850,
Casa estilo moderno $81 550 y
Casa de estilo colonial $71 650.

El costo de la materia prima para todas las casas es
75 850

QRC =QRC)=[5 7 12] [81 550] =[1 809
71650

900]
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Complemento educacional 2 Examen con rubrica competencia disciplinar

TECNM-INSTITUTO TECNOLOGICO DE TOLUCA-DEPARTAMENTO DE CIENCIAS
BASICAS
EXAMEN DE LA MATERIA: ALGEBRA LINEAL
NOMBRE DEL DOCENTE: DR. ALAIN CESAR GONZALEZ GARCIA

ALUMNO(A):

FECHA:

CARRERA:

TEMA 2: Matrices y determinantes
RESUELVA LOS EJERCICIOS, COLOCANDO SU DESARROLLO COMPLETO, CLARO Y ORDENADO.

CALIF:

Niveles de desempefiio de los indicadores de alcance

Indicadores de
alcance cubiertos
por los reactivos
del examen en
forma directa uno
a uno.

Procedimiento
y resultado
correctos 25%

Un matematico
en el desarrollo
del
procedimiento
15%

Madximo dos errores
matematicos en el
desarrollo del
procedimiento 10%

Procedimiento
incorrecto.
Desconocer
competencia
previa. Tres o mas
errores
matematicos.

Dato incorrecto. 0%

Ponderacion

Resuelve
operaciones
aritméticas
entre
matrices y
escalares.

Obtiene la
inversa de
una matriz
por la forma
escalonada

Aplica los
conceptos
de menores
y cofactores
para calculo
de
determinant
es.

Calcula la
inversa por
el método
de la adjunta

Examen Escrito

Escala

Calificacion final del Tema
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1 -2 1 0O 8

A=9 0 O0|yB=-11

1. Sean 3 -1 5 1
1 -2 1 0O 8 2

2
-2

A+2B=|9 0 O |+2|-1 1 -2

2 3 -1 5 1 0

1 -2 1 0 16
=19 0 O0|+|-2 2
2 3 -1 10 2

se realiza el producto por el escalar 2

1+0 -2+16 1+4
= 9-2 0+2 0-2
2+10 3+2 -1+0

1 14 5
=7 2 -2
12 5 -1

2. Calcular la matriz inversa de:

4
—4
0

10 3
A=|0 5 -1
00 3

Solucién

Construir una matriz del tipo M=(A [T

10 3 : 100
05 -1 :010
00 3 001

Fo ¢« 3Fy + F3

calcular
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La matriz inversa es:

1 —1

A-l= |0

= | =D

0

'_I.
ol |—1U|| —

3. Calcular determinantes por cofactores

-1 0 4 0 4 —
-1 +2

1 0 0 O 0 1

= 3(0-0)-1(0-4)+2(4-0)

=8

3 1 2
det(A)=|4 -1 0/=3
01 0

4. Hallar por la adjunta la matriz inversa de:

0 1
A=[1 3
43

S )

Solucion
Obtenemos la determinante
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—4

=

I
= = O
Lo W
B = b

Obtenemos la matriz adjunta

3 4 1 4 |1 3
320 |42 |43

v _‘1 2‘ ‘02 _‘0 1‘

T 3 2 |42 4 3
1 2 02 01
34 11 4 |13
—6 14 -9

A*=| 4 -8 4
-2 2 -1

Obtenemos la matriz traspuesta de A*

-6 4 =2
(‘_-‘-1*7]! = 1':': _8 2
-9 4 -1

Dividimos la traspuesta de la adjunta entre la determinante:

Al = (A7)
Jq

( 6 4 2

4 4 4

o1 | 1408 2

4 4 4

9 4 1

\1 "1 1
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3

5 1
7

—— 2
2
b
4
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Complemento Educacional 3 Practica utilizando TIC’s competencia genérica
Practica virtual: Matrices y determinantes

Objetivo: Conocer los comandos elementales para realizar operaciones con matrices en el
lenguaje de SageMath.

Indicaciones: Ingresa a la direccion https://sagecell.sagemath.org/ , aparecera una pantalla
similar a la siguiente.

Type some Sage code below and press Evaluate.
A=matr‘ix([[1,-1,2],[3,4,5],[8,1,-1]])
B=matrix([[©,2,1],[3,0,5],[7,6,0]])
C=matr‘ix([[e,e,2],[3,1,6],[9,-2,4]])

detA=A.det() #determinante de A

show( 'detA = ',detA) #muestra en pantalla el determinante de A

R=4*C-3*B+3*A #operacidn con matrices

show('R = ',R) #muestra en pantalla el resultado de la operacidn 4*C-3*B+3*A
invR=R.inverse()

show('invR = ',invR)
Evaluate
detA =—6
3 -9 11
R = 12 16 O
—-21 -—-23 13
{’ 13 17 11
168 336 168

En la seccion de cédigo las primeras tres lineas definen las entradas de las matrices A,B,C.

A=matrix([[1,-1,2],[3,4,5],[9,1,-1]])
B=matrix([[©,2,1],[3,9,51,[7,6,9]])
C=matrix([[®©,0,2],[3,1,0],[0,-2,4]])
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https://sagecell.sagemath.org/

Puedes cambiar las entradas segun el ejercicio que vayas a resolver. Para calcular el
determinante de una matriz se usa el comando nombredelaMatriz.det(), para calcular el
determinante

se ingresa A.det(), este resultado se puede guardar en una variable cuyo nombre aluda a la
cantidad que se ha calculado, por ejemplo, detA, es decir

detA=A.det() #determinante de A

Los comentarios en el codigo se escriben después del simbolo # y Unicamente sirven para
guiar al usuario, es decir, dan una breve explicacién de lo que significa la linea correspondiente.
Puedes cambiarlos segun lo requieras. Para mostrar el resultado en pantalla se usa el
comando show( nombredelavariableamostrar), por ejemplo, si deseo mostrar el determinante
de A, se ingresa la instruccién

show('detA = ',detA) #muestra en pantalla el determinante de A
o también puede quedar como
show(detA) #muestra en pantalla el determinante de A

No obstante, show('detA =',detA) imprime en pantalla el texto ‘detA =" ademas del valor numérico
de la variable detA y con ello puedes identificar rapidamente en la seccién de resultados dicha
cantidad, como se observa en la siguiente figura.

Evaluate
detA =—6
3 -9 11
R = 12 16 0
—21 —-23 13

Para calcular la inversa de una matriz, se ingresa el comando nombredelaMatriz.inverse(), se
guarda en una variable, por ejemplo, invR, y se muestra en pantalla con el comando show, es
decir:

invR=R.inverse()

show('invR = ',invR) #muestra en pantalla la inversa de la matriz 4*C-3*B+3*N

que arroja

74



13 17 11

168 336 168
; - 13 45 11
invR = | —55% 448 224
5 43 13
224 448 224
1 -1 2 0 2 1 0O 0 2
Ejercicio. Dadas las matrices A={3 4 5 |[,B=|3 0 5],C=(3 1 0] realizar
o 1 -1 7 6 0 0 -2 4

las operaciones indicadas

Operacion Resultado con SageMath
4C—-3B+34 3 -9 11
R = 12 16 O
—21 -23 13
5A+2B—-C
|54 + 2B —C|
A—-10B-C

8A+A+6B—10C
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|8A + A+ 6B — 10C]|

(54+2B-0)1

B—l

(8A+ A+ 6B —10C)1

(A-B)~*
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3. Sistemas de Ecuaciones Lineales
3.1 Definicién de sistemas de ecuaciones lineales
Una ecuacion lineal es aquella que tiene la forma de un polinomio de primer grado, pueden ser

de una o mas variables.

Ejemplo, la ecuacion lineal con tres incognitas 3x + 2y + 6z = 6.

Una recta en el plano se representa por una ecuacion lineal de 2 incognitas.
Un plano en el espacio se representa por una ecuacion de 3 incognitas.

Definicion: Un sistema de m ecuaciones lineales con n variables se representa de la forma:

aX +apX, ... +a,X, =h
A, X F X, +...+3,,X, =D,

2n*n

a, X +a,X, +...+a,.X =0,
Nomenclatura

Coeficientes: NUmeros reales a;
Incognitas: Variables x;

Términos independientes: Constantes b,

Matriz ampliada: Sistema de m ecuaciones lineales con n variables

a; d, ... (b
a, ay ... a,|b

a_|b

m2 mn [~n

a a

ml

Matriz de coeficientes: A
Vector de incégnitas: x

Vector de constantes: b
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También se puede expresar como producto de matrices AXx=b

a, &, ... q, |[X b,
Ay Ay ... By, || X _ b,
a a a X b

ml m2

Definicion: Un sistema se llama sistema homogéneo si cada una de sus ecuaciones son igual a

cero, esto es

ay X +a,X, +...+a,X, =0
A, X + A%, +...+3,,X, =0

2nn
auX +a X +...+a,x =0
Observacion a un sistema

a11X1+a12X2+---+a1an:b1 a11)(1"'6‘12)(2"'---"'amxn:O

Ay X +a,X, +...+8,, X, =h, _ _ Ay X FayuX, +...+a,, X, =0
. se le asocia el sistema .

n

X +a,X, +...+a,.X =0, a X +a X +...+a,X =0

Ejemplos:

X +2X, —4X; =2
a) {X —X,—X =-1 esun sistema de 3 ecuaciones lineales con 3 variables
X, +2X, +3%X, =3

X, +2X, —4X, =2
b) es un sistema de dos ecuaciones, pero la segunda no es lineal ya
X=X = \/Z =-1

que la potencia de Xx;es %%.
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X, +2X, —4x, =2

- -X, =-1
c) % K es un sistema de 4 ecuaciones lineales y 3 variables
X, +2X, +3X%, =3
X, — X — X =0

A un sistema de m ecuaciones lineales con n variables Ax=Db se le puede asociar el sistema
homogéneo Ax =0. Ademas, para identificar que es lineal las m ecuaciones deben de ser de

grado uno.

Ejercicios:

1. Escribe el sistema homogéneo asociado a

X +2X, =2
a) 1% -X=-1
2%, + 3%, =4

b) {x1+2x2—4x3=2
X1_X2X3_X1:6

a+2b-4c=1
c) s—a+b-c=1
5a-b-3c=3

X, +2X, —4x, =2
X, — -X; =-1
X, +2X, +3X%, =3

X=X, — X =0
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3.2 Clasificacion de los sistemas de ecuaciones y tipos de solucién
Los sistemas de ecuaciones se pueden clasificar en dos: en consistentes y en inconsistentes de
acuerdo con sus soluciones que pueden ser que un sistema tenga solo una solucién, que no
tenga solucion o que tenga una infinidad de soluciones.
Las soluciones de un sistema de ecuaciones:
Un sistema de ecuaciones cumple una de las siguientes afirmaciones:
1. El sistema tiene solucion Unica, en este caso se dice que el sistema es consistente de
solucioén unica
2. El sistema tiene infinitas soluciones, en este caso se dice que el sistema es consistente
con soluciones infinitas
3. El sistema no tiene solucion, entonces se dice que el sistema es inconsistente.
Teorema: Ax =bes un sistema de n ecuaciones lineales con n variables, con el determinante
de la matriz de coeficientes diferente de cero. Entonces el sistema tiene solucion unica.
Teorema: Si Ax =0es un sistema de n ecuaciones lineales con n variables, con el
determinante de la matriz de coeficientes diferente de cero. Entonces el sistema tiene solucion
Unica, y la solucién nula (cero).
Si Ax =b tal que det(A) # 0, el sistema tiene solucién unica, en otro caso puede tener
soluciones infinitas o no tener solucion.

Si Ax=0 tal que det(A) = 0, el sistema tiene solucion Unica, en otro caso puede tiene

soluciones infinitas
Ejemplos:

X—y=7
e Considere el sistema Xy 5 Si se suman las dos ecuaciones se tiene que 2x =12,
=+ =

es decir, X=6. Entonces y =—1. Por lo que el sistema tiene una solucion.
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X=y=7
o Considere el sistema 2x—2y =14 Se observa que una ecuacion es multiplo de la otra.

Asi que (X,X—7) es solucién al sistema para cualquier nimero real x. Por lo que, el

sistema tiene un numero infinito de soluciones.

X=y=7
o Considere el sistema 2x—2y=13° Al multiplicar por 2 la primera ecuacion se tiene que

2x—2y =14 lo cual contradice a la segunda ecuacion y asi el sistema no tiene solucion.

Ejercicios:
1. Encontrar condiciones de a, b, y ¢ para que los sistemas dados sean consistentes.

X +3X,—X;=a
X, —X, +3%,=Db
3% +7X,—5%;=¢C
X, —3X, +2X; =4
2X + X, =X, =1

3X —2X,+X;=a
2. Determinar los valores de a, b y ¢ de forma que la solucién del sistema ecuaciones sea

(a) unica solucién, (b) sin solucidén y (c) un numero infinito de soluciones.

X +X, =2
X, + Xy =2
X, + %X, =2

ax, +bx, +cx, =0
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3.3 Interpretacion geométrica de las soluciones

Un sistema de 2 ecuaciones con 2 incognitas se representa con 2 lineas rectas el sistema tiene

solucion Unica cunado las rectas tienen un punto de interseccién; y un numero infinito de

soluciones cuando coinciden; si son paralelas, el sistema no tiene solucion.

Cuando se tienen tres ecuaciones con tres incognitas, en lugar de ser rectas se trata de planos

en 3 dimensiones.

—

Los tres planos se interceptan en un punto, con solucion unica.

2. Los tres planos se intersecan en una recta, cada punto de la recta es solucién y se da un
numero infinito de soluciones.

3. Los tres planos coinciden al 100%, cada punto en el plano es solucién y se da un numero
infinito de soluciones.

4. Dos planos coinciden e intersecan a un tercer plano una recta, cada punto de la recta es
soluciéon y se da un numero infinito de soluciones.

5. Dos de los planos son paralelos y distintos, ningun punto puede estar en ambos y no hay
solucién, se da un sistema inconsistente.

6. Dos de los planos coinciden en una recta L y el tercer plano es paralelo a la recta Ly no
contiene a L, ningun punto del tercer plano se encuentra en los dos primeros planos, no
hay solucion y se da un sistema inconsistente.

7. Los tres planos paralelos no coinciden y no hay solucién para el sistema de 3x3.

8. Los tres planos coinciden en pares, pero no tienen los tres simultaneamente una linea o
un punto en comun y no hay solucion para el sistema de 3x3.

Ejemplos:
. 3Xx—y=—7 : . . :
e Sea el sistema X+y=4 , resolviendo el sistema por el método grafico este queda
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Figura 1 realizada en wolfram Alpha, se observa que el unico punto de interseccion de las dos

( 3 19)
rectases | ——,— |.
4

4
X—-y=—7 _
e Sea el sistema , resolviendo el sistema por el método grafico
3x-y=-14
..II
f -
1 :l_;__-"'-;
-~
e m: -
o |
- _,-:*-"/
__f,..--""f- Py
- -
e e L X
i B 4 - 2
— — 5
= f__ff"f ¢ from 8.2 to 1.2)
—~ / 10 -
— 15
.
- — 3x4+14

Figura 2 realizada en wolfram Alpha, se observa que las dos rectas son paralelas, por lo que el

sistema no tiene solucion.
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Ejercicios:
1) Resuelve el sistema por el método grafico los siguientes sistemas y determina si el

sistema tiene solucién uUnica, niumero infinito de soluciones o es inconsistente.

5x-5y =10
X+2y=4

{
{x+4y=5
{

a)

b)
—X—-4y=9

) 2X+5y =10
6x+15y =30

) 2X+5y =8
2X+5y =10

(¢

d

3.4 Métodos de solucion de un sistema de ecuaciones lineales

a) Meétodo por eliminacidén gaussiana con reduccion hacia atras.

Sea Ax =bun sistema de m ecuaciones lineales con n variables.

Paso 1 Escribir el sistema en la forma ampliada (A|b)

Paso 2 Con las operaciones elementales por renglones, encontrar la matriz escalonada
por renglones. (importante realizarlo de derecha a izquierda)

Paso 3 Escribe el sistema de ecuaciones lineales de la matriz escalonada y aplicar
sustitucién hacia atras.

b) Método Gauss - Jordan
Paso 1 Sea Ax =bun sistema lineal de m x n, escribir en la forma ampliada (A|b)

Paso 2 Con las operaciones elementales por renglones, encontrar la matriz escalonada
reducida por renglones. (importante realizarlo de derecha a izquierda)
Paso 3 Escribir la solucion del sistema de ecuaciones lineales.
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c) Meétodo Regla de Cramer

Sea Ax =bun sistema lineal de m x n, tal que det(A) = 0. La solucién Unica del sistema

_ det(A) y _ det(A)) y _ det(A)
det(A) 7 det(A) " det(A)

Donde A es la matriz que resulta la cambiar la i-ésima columna por el vector de

constantes.
d) Método por matriz inversa

Sea Ax =bun sistema lineal de m x n,, tal que det(A) = 0. La solucion Gnica del sistema

es x=A"b
Ejemplos:
2X, +4X, +6x, =18
e Resuelve el sistema 4x, +5X, +6X, =24 por el método de Gauss-Jordan.

3X +X, —2%X;, =4

Primero reescribimos el sistema en forma de matriz aumentada y luego continuamos

realizando operaciones por renglones:

2 4 618 . (12 319 1 2 3]9
45 6|24|——2"5|4 5 6]24| 2R Ll0 3 6|12
3 1 24 3 1 24 0 -5 -11]-23
1 2 3|9 10 -11
FTEt L0 1 2] 4 |—E2El0 1 204
0 -5 -11]-23 0 0 -1-3
10 -11 10 04
—E 510 1 2[4 | 5|0 1 0]-2
00 1]-3 00 1/3

Asi que la solucion del sistema es
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2X, +4x, +6x, =18

e Resuelve el sistema 4x, +5X, +6X, =24 por el método regla de Cramer
3X +X, —2%, =4
2 4 6
Primero calculamos el determinante D=4 5 6 |=6=0 y vemos que si tiene una unica
3 1 -2

solucion. Después

18 4 6
D,=(24 5 6(=24
4 1 -2
2 18 6
D,=14 24 6|=-12
3 4 2
2 4 18
D,=|4 5 24/=18
31 4
Por lo tanto, X :&=E:4,x2 =&:—E:—2,x3 :&:Q:B
D 6 D D
2%, +4x,+6x, =18
e Resuelve el sistema 4x, +5X, +6X, =24 por el método de la matriz inversa.

3X +X,—2%X, =4
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2 4 6)\(Xx 18
Se nota que el sistema lo podemos reescribircomo |4 5 6 || X, |=| 24 |.
3 1 -2){x 4

2 4 6 2 4 6
Sea A=|4 5 6 |,notemos quetieneinversayaque 4 5 6|=6=0,
3 1 -2 3 1 -2

2 4 6|1 0 0) (1 2 3/1/2 00) (1 2 3 2 00
45 6/010[1/45 60 10|00 -3 6] -2 10
31 200 1) (31 -2/0 01) (0 -5 -11|-3/2 0 1
2 3 Y2 0 0 0 -1/-5/6 2/3 0

1 2|2/3 -1/3 0

0 -111/6 -5/3 1

[EEN

1 2| 2/3 -1/3 0|0

o O

1
0
0 -5 -11]-3/2 0 1
10 0/8/3 7/3 -1
0 1 0/13/3 -11/3 2
0 0 1|-11/6 5/3 -1

X, 8/3 7/3 -1)(18 4
Porlotanto | x, |=| 13/3 -11/3 2 ||24|=|-2
X -11/6 5/3 -1) 4 3

e Resolver el siguiente sistema por el Método de Gauss-Jordan

x+2y—3z —t=0
-3y + 2z + 6t=-8
-3x —y+3z+ t=0
2x +3y+2z —t=-8

Solucién

La matriz ampliada del sistema es

1 2 -3 -1

( 0 -3 2 6

-3 -1 3 1
2

-1

0
_3)

0
-8



Realizamos operaciones elementales fila para obtener la matriz en forma escalonada

reducida:

Sumamos a las filas tercera y cuarta la primera multiplicada por 3 y por -2,

respectivamente:

2 -3 -1 0
=3 2 <1 —8
5 -6 =2 0

1
0
0
0 -1 8 1 —8

Sumamos a las filas primera, segunda y tercera la cuarta multiplicada por 2, -3 y 5,

respectivamente:
1 0 13 1|16
0 0 —-22 3 16
0 0 34 3 | —40
0 -1 8 1 —a

Multiplicamos la cuarta fila por -1 y la intercambiamos con la segunda:

1 0 13 1 |-16
0 1 -8 -1 8

0 0 34 3 |—-40
0 0 —-22 3 ! 16

Multiplicamos las filas tercera y cuarta por 1/34 y -1/22, respectivamente:

0 13 1 | —16
1 -8 -1 8

0 1 3/34 |—40/34
0 1 —3/22|-8/11

== ==l I O

Le restamos la tercera fila a la cuarta:

13 1 -16
-8 -1 8

1 3/34 |—40/34
0 —42/187 | 84/187

[ R e R e I )
[ T e Y i e

Multiplicamos la cuarta fila por -187/42:

10 13 1 | —16
0 1 -8 —1 8
0 0 1 3/34|—-40/34
oo o 11 =2
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Le sumamos a las filas primera y segunda la tercera multiplicada por -13 y 8,

respectivamente:
1 0 0 —5/34|-12/17
0 1 0 —-5/17 |—-24/17
0 0 1 3/34 |—40/34
0 00 1 -2

Le sumamos a las filas primera, segunda y tercera la cuarta multiplicada por 5/34, 5/17 y

-3/34, respectivamente:

100 0]-1
010 0]-2
001 0|1
000 11-2

Por el Teorema de Rouché-Frobenius, el sistema es compatible determinadoy su

solucion es
-1
y=-2
=-1
t=-2

Resolver el siguiente sistema por el Método de Gauss-Jordan

{3x—y+72=1
5x +z=2

Soluciéon

La matriz ampliada del sistema es
{3 -1 7 | 1)
6 0 112
Realizamos operaciones elementales fila para obtener la matriz en forma escalonada
reducida

Multiplicamos las filas primera y segunda por 1/3 y por 1/6, respectivamente:

(1 —1/3 7/3 1;3)
1 0 1/6|1/3
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Restamos a la segunda fila la tercera:

HALS

Sumamos a la primera fila la segunda:
(1 a 1/6 ‘ 1;3)
0 1/3 -13/6 | 0
Multiplicamos la tercera fila por 3:
(1 0 1/ ‘ 1;3)
0 1 —-13/2| o
Esta ultima matriz ya tiene forma escalonada reducida, por lo que podemos calcular

facilmente los rangos:

1 0 1/6 1;3)_
m'”g'f‘(ﬂ 1 —13;2‘ 0/)=?

(1 0 1/6 )_2
rango\g 1 —1372)7

Como son iguales, por el Teorema de Rouché-Frobenius, el sistema es compatible
indeterminado. Es indeterminado porque el nimero de incégnitas es mayor que el de

ecuaciones. La matriz obtenida representa el sistema

Las soluciones del sistema son
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Resolver el siguiente sistema por el Método de Matriz Inversa

—x +z=1
2x+2y =0
—x —z=3

Solucién

La matriz de coeficientes del sistema es

-1 0 1
A=(2 2 0
-1 0 -1

Es una matriz regular porque su determinante es 4. Su matriz inversa es

1 -1 0 -1
A"t = E 1 1 1
1 0 -1

La matriz de términos independientes del sistema es

-

Calculamos la solucién del sistema multiplicando las matrices A-1A-1y b:

x=A"1:bh=

+(1 1)
+(4)-(3)

Por tanto, la solucién del sistema es

x=-2
y=2
z=-—1

Resolver el siguiente sistema por el Método de Matriz Inversa

x+2y+z=1
[2x—y+z=2
x+y—2z=1
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Solucién

La matriz de coeficientes del sistema es

1 2 1
A=(2 -1 1
1 1 -2

Es una matriz regular porque su determinante es 14. Su matriz inversa es
i35
4 \3 1 5

La matriz de términos independientes del sistema es

-

Calculamos la solucién del sistema multiplicando las matrices A-1A-1y b:

x=A"1-b=

1 (1 5 3)(1)
=—|(5 3 1) 2)=
M\s 1 5/\4
=— o0 ]=|o0
14\ o

Por tanto, la solucién del sistema es

Ejercicios: Resolver los sistemas de ecuaciones lineales por el método indicado.

2X + X, —3%; =1
1) Método de Gauss-Jordan X, —2X, + X, =0
3X, +4X, = 2%, =-5
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X, —2X, +%X; =0
2) Regla de Cramer 2% + X, —3%, =1

3X, +4X, —2X; =-5

6x, —4x, —2x, =1
3) Método matricial x=A" {-3x +16x,-8%, =0

—2X, +8X, +10x, =2
4) Meétodo de Gauss-Jordan, con solucién particular para el valor de z=1.

X+iy—iz=0
—X+@-i)y+2iz=0
2X+(-1+2i)y-3iz=0

3.5 Aplicaciones

En esta seccion de aplicaciéon a sistemas de ecuaciones debemos tomar importancia a realizar

un buen planteamiento de un problema y a resolverlo con algun método visto anteriormente.

Pasos para resolver problemas de aplicacion:
1) Identificar y asignar variables a objetos del problema
2) Plantear un sistema de ecuaciones con las variables asignadas
3) Resolver el sistema de ecuaciones con algun método visto anteriormente (M. de Gauss-
Jordan, M. de regla de Cramer, M. de la matriz inversa, M. de la matriz aumentada, etc.)
Ejemplos:
o Ellargo de un rectangulo es dos veces el ancho de éste. El perimetro del rectangulo es
de 30 cm. ¢ Cual es el largo y cual es el ancho?
Solucién: Planteamos el sistema, asignado X paraelanchoy y para el largo. Asi el sistema

queda

y =2X
2X+2y =30
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Si sustituimos y en la segunda ecuacién tenemos que 6x =30, entonces X=5. Asi que
y =10. Por lo tanto, el largo vale 10 u y el ancho 5u. Notemos que el sistema tiene

solucion unica.

Se proporcionan 3 tipos de comida a un lago que alberga a 3 especies de peces. Cada
pez de la especie 1 consume cada semana un promedio de 1 unidad del alimento 1, 1
unidad del alimento 2 y 2 unidades del alimento 3. Cada pez de la especie 2 consume
cada semana un promedio de 3 unidades del alimento 1, 4 unidades del alimento 2y 5
unidades del alimento 3. Para un pez de la especie 3, el promedio semanal de consumo
es de 2 unidades del alimento 1, 1 unidad del alimento 2 y 5 unidades del alimento 3.
Cada semana se proporciona al lago 25000 unidades del alimento 1, 20000 unidades del
alimento 2 y 55000 del 3. Y los peces se comen todo el alimento 4 En el lago, ¢ cuantos
peces por especie pueden coexistir?

Solucion: Primero hacemos el planteamiento del problema. Sean X, X,, X, el numero de

especies de cada especie. Asi que

X, +3X, + 2%, = 25000
X, +4X, + X, = 20000
X, +5X, +5X, =55000

Resolvemos el sistema por algun método visto anteriormente

1 3 2|25000 1 0 5] 40000
1 4 1]20000 (J---00/0 1 -1|-5000
1 5 5|55000 0 0 0 O
Asi que
X, = 40000 —-5x,
X, = X, —5000
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Si se elige arbitrariamente a X, se tiene un numero infinito de soluciones, pero como se
debe cumplir que x, >0, X, >0,X, >0, entonces X, =X, —5000>0 y
X, =40000—-5x%;, > 0. Por lo que x, >5000 y 8000 = x,, es decir, 5000 < x, <8000 . Si

por ejemplo x, =6000, entonces X, =10000 y x, =1000.

El sistema da numero infinito de soluciones.

El problema de administracion de recursos tiene un numero finito de soluciones, X, X,, X,

son enteros positivos y hay 3001 enteros en el intervalo [5000, 8000].

Ejercicios:

1)

El importe de una compra de refrescos, cerveza y vino es de $500 sin impuestos. El costor
del vino es $60.00 menos que el costo de los refrescos y el costo de la cerveza. Los
refrescos pagan IVA del 6%, la cerveza IVA del 12% y el vino IVA del 30%, la factura con
impuestos es de $592.40, ¢ Cudl es la cantidad invertida en cada tipo de bebida?

La edad de un padre es doble de la suma de las edades de sus dos hijos, hace afios la
diferencia de las edades actuales de los hijos, la edad del padre era triple que la suma de
las edades de sus hijos. Cuando pasen los afios de la suma de las edades actuales de
los hijos, la suma de edades de los tres padre e hijos sera 150. ; Cuantos anos tenia el

padre al nacer sus hijos?
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Complemento Educacional 1 Aprendizaje basado en problemas.

TECNM-INSTITUTO TECNOLOGICO DE TOLUCA-DEPARTAMENTO DE CIENCIAS BASICAS
EXAMEN DE LA MATERIA: ALGEBRA LINEAL
NOMBRE DEL DOCENTE:

Rubrica para calificar las competencias genéricas (Tarea por equipo).

ALUMNO(A):

CARRERA:

FECHA:

TEMA 3. Sistemas de ecuaciones lineales

Calificacion:

Niveles de desempenfio de los indicadores de alcance

Problemas que | Modelado Seleccionar las | Plantear la | Hacer los | Analizar los | Ponderacion
cubren uno o | del variables e | hipotesis de | calculos y | resultados y
mas problema, incégnitas, con | solucioén, operaciones, evaluar los
indicadores de | es la | sus respectivas | férmulas y/o | paso a paso, | resultados
alcance descripcion, | unidades, y/o | algoritmos incluye obtenidos con
incluye las | Diagrama de | para resolver | documentar sus unidades y
figuras que | Cuerpo Libre y/o | el problema dichas expresar las
lo describen | esquema 0% operaciones conclusiones
0% representativo 0% 50%
0%
1.Resuelve

problemas de
aplicaciéon de
Sistemas de
ecuaciones
lineales

2.Resuelve
problemas de
aplicaciéon de
Sistemas de
ecuaciones
lineales

Total
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Modelado del problema

Supongamos que estas planificando un viaje en tren y tienes dos opciones para llegar a
tu destino: un tren exprés y un tren regular. El tren expresé recorre una distancia de 300
km a una velocidad promedio de 150 km/h, mientras que el tren regular recorre la
misma distancia a una velocidad promedio de 100 km/h. Quieres llegar a tu destino en
un tiempo especifico y necesitas determinar cuantos kilémetros tomar el tren expreso y
cuantos kilébmetros tomar el tren regular para cumplir con tu horario.

Seleccion de variables

Sea "Xx" la distancia en kildmetros que recorres en el tren exprés.
Sea "y" la distancia en kilometros que recorres en el tren regular.
Tiempo del tren exprés = x / 150

Tiempo del tren regular =y / 100

Planteamiento de hipotesis

Para resolver el sistema, se utiliza el método de eliminacion.

Calculo de resultados Comentarios
100x + 150y = 300 La solucién del sistema de ecuaciones
) o ] muestra que para llegar a tu destino
(Tiempo total del viaje en minutos) en 2 horas

(100x + 150y) + (x + y) = 300 + 300
101x = 600
x = 600/101 ~ 594 km
594 + y = 300
y = 300 — 5.94 ~ 294.06 km

Analizar

La solucién del sistema de ecuaciones muestra que, para llegar a tu destino en 2 horas,
debes tomar el tren exprés y recorrer aproximadamente 5.94 km y luego cambiar al tren
regular para recorrer aproximadamente 294.06 km. Con esta combinacion, alcanzaras
tu destino en el tiempo deseado.
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Modelado del problema

Imagina que quieres comprar boletos para un concierto de tu banda favorita.
Hay dos tipos de boletos disponibles: boletos regulares y boletos VIP. Los
boletos regulares cuestan $30 cada uno y los boletos VIP cuestan $50 cada
uno. Tienes un presupuesto maximo de $200 para la compra de boletos y
deseas obtener un total de 6 boletos para ti y tus amigos.

Seleccion de variables

Vamos a definir las variables que representan el numero de boletos regulares y
el numero de boletos VIP que deseas comprar. Denotaremos el numero de
boletos regulares como "x" y el numero de boletos VIP como "y".

30x + 50y = Costo total de boletos

X +y = 6 (Cantidad total de boletos)

Planteamiento de hipotesis

Se compraran x boletos regulares y y boletos VIP.

El costo total de los boletos no debe exceder el presupuesto de $200.

El numero total de boletos comprados debe ser igual a 6 (la cantidad que
deseas obtener).

Calculo de resultados Comentarios
30x + 50y = Costo total de boletos | Finalmente, resolveremos el sistema
XxX+y=6 de ecuaciones (1) y (2) junto con la
30x + 50y < 200 desigualdad (3) para encontrar el
numero de boletos regulares y VIP que
cumplen con nuestras condiciones.

Analizar

Al resolver el sistema de ecuaciones y la desigualdad, encontramos que el
numero de boletos regulares es x = 2 y el numero de boletos VIP es y = 4. Esto
nos da un costo total de boletos de $30(2) + $50(4) = $20 + $200 = $220. Como
el costo total excede nuestro presupuesto de $200, es necesario ajustar la
cantidad de boletos VIP comprados para cumplir con nuestras condiciones.
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Complemento educacional 2 Examen con rubrica competencia disciplinar

TECNM-INSTITUTO TECNOLOGICO DE TOLUCA-DEPARTAMENTO DE CIENCIAS
BASICAS
EXAMEN DE LA MATERIA: ALGEBRA LINEAL
NOMBRE DEL DOCENTE: DR. ALAIN CESAR GONZALEZ GARCIA

ALUMNO(A):

FECHA:

CARRERA:

TEMA 2: Sistemas de ecuaciones lineales CALIF:

Niveles de desempefiio de los indicadores de alcance

Indicadores de
alcance cubiertos por
los reactivos del
examen en forma
directa uno a uno,
que se aplican en la
solucion de sistemas
de ecuaciones
lineales

Procedimien
toy
resultado
correctos
25%

Un matematico
en el desarrollo

del

procedimiento

15%

Madximo dos errores
matematicos en el
desarrollo del
procedimiento 10%

Procedimiento
incorrecto.
Desconocer
competencia
previa. Tres o mas
errores
matematicos.

Dato incorrecto. 0%

Ponderacion

Método de
Gauss
inconsistente

Método de Gauss-
Jordan,

Método de la matriz
inversa

Método de la Regla
de Crammer

Examen Escrito

Escala

Calificacion final del Tema

Solucionar los sistemas de ecuaciones lineales por el método indicado

1. Método de Gauss

x1 + 2x2 +3x3 = 2

x1 —x2 +x2 =0

x1 + 3x2—x2 = =2

3x1 + 4x2 +3x3 = 0

Solucién: La matriz ampliada de este sistema es

1
1
1
3

2 312
-1 110
3 -1|-2
4 310

99



Restando la primera fila de la segunda, restando la primera fila de la tercera y

restando la primera fila triplicada de la cuarta

1 2 312
0 -3 -2|-2
0 1 —-4|-4
0 -2 —-61-6

Sumando la tercera fila triplicada a la segunda y

sumando la tercera fila duplicada a la cuarta

1 2 3 2

0 0 —-14|-14
01 —-4|-4
0 0 —-141-14

Restando la segunda fila de la cuarta y dividiéndola por -14

1 2 3 2
0 0 -14|-14
01 —-4| -4
0 0 1 1

Pero ésta es |la matriz ampliada del sistema
x1 + 2x2 +3x3 = 2
x3 =1
x2 —4x3 = —4

la solucion del sistema es

x3 =1,

x2 = —4+4x3=0
x1 =2-2x2—-3x3 =2-3=-1

Resolver el siguiente sistema por el Método de Gauss-Jordan

2x —y+3z=5
2x+2y+3z=7
—2x + 3y =-3

Soluciéon

La matriz ampliada del sistema es
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2 -1 3
2 2 3
-2 3 0

Realizamos operaciones elementales fila para obtener la matriz en forma escalonada

reducida:

A la segunda fila le restamos la primera y a la tercera se la sumamos:

2 -1 3|5
0 3 0|2
2

0 2 3
Multiplicamos la primera fila por 1/2 y la segunda por 1/3:

1 —-1/2 3/2|5/2
(ﬂ 1 0 2;3)
0 2 3 12

Sumamos a la primera fila la segunda multiplicada por 1/2 y a la tercera, la segunda
multiplicada por -2:

1 0 3/2
01 0

17/6
2;3)
00 3

2/3

Multiplicamos la tercera fila por 1/3:

1 0 3/2
01 0

17/6
zfa)
00 1

2/9

Sumamos a la primera fila la tercera multiplicada por -3/2:

1 0 0]5/2
0 1 012/3
0 0 112/9

Esta dltima matriz es la escalonada reducida (lo sabemos porque tenemos la matriz
identidad).

Calculamos los rangos:
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(1 0 0 5;‘2)
rangof0 1 0|2/3]|=3
0 0 112/9

1 0 0
ranga(ﬂ 1 ﬂ)=3

0 0 1

Como los rangos coinciden y son maximos, por el Teorema de Rouché-Frobenius, el

sistema es compatible determinado. La solucion del sistema es

x =572
y =2/3
z=2/9

Resolver el siguiente sistema por el Método de Matriz Inversa

{2x+y=7
-3x+2y=7

Solucién
La matriz de coeficientes del sistema es
2 1
a=(5 )
-3 2

Es una matriz regular porque su determinante es 7. Su matriz inversa es

A_lzl‘(g H

La matriz de términos independientes del sistema es

- )

Calculamos la solucién del sistema multiplicando las matrices
x=A1-bh=
1 _
- ? @ 21) (;):
7 (375) - (é)
Por tanto, la solucién del sistema es
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4. Empleando las formulas de Cramer, resolver el sistema de ecuaciones

x+2y+3z =7,
x—3y+2z =5,
x+y+z=3

Solucion.
1 2 3
D= 11 -3 2|=-34+34+44+9-2-2=9 #0
1 1 1
7 2 3
D1= |5 -3 2|=-21+15+12+27-10—-14 =9
31 1
1 7 3
D2= |1 5 2|=54+14+9-15-7—-6 =0
1 3 1
1 2 7
D3= |1 -3 5{=-94+7+4+10+21-6-5 = 18
1 1 3
Por consiguiente,
x=2=1, y=&=0, z2=2=72
D D D
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Complemento Educacional 3 Practica utilizando TIC’s competencia genérica
Practica virtual: Soluciéon de sistemas de ecuaciones lineales usando inversa de matriz de
coeficientes

Objetivo: Resolver sistemas de ecuaciones lineales utilizando el método de la matriz inversa en el
lenguaje de SageMath.

Indicaciones: Ingresa a la direccion https://sagecell.sagemath.org/ , aparecera una pantalla similar a la
siguiente.

Type some Sage code below and press Evaluate.

#50lucion de sistema de ecuaciones lineales usando la inversa de la matriz de coeficientes
A:ma‘tr‘ix([[2,1,—3],[1,—2,1],[3,&,—2]])
B=matrix([[5],[10],[@]])
X=A.inverse()*B
show('X = ',X) #solucidn
Evaluate
4
X=1-3
0

En la seccidn de cddigo las primeras tres lineas definen las entradas de las matrices A,B. Donde A es la

matriz de coeficientes del sistema a resolver y B es la matriz columna de los coeficientes constantes. Por
ejemplo, para resolver el sistema

2%, +x, =3x, =5
X, —2x,+x,=10
3x, +4x, - 2x, =0

Ingresamos
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https://sagecell.sagemath.org/

A=matrix([[2,1,-3],[1,-2,1],[3,4,-2]1])

Mientras que los miembros derechos quedan como

B=matrix([[5],[10],[2]])

La solucidn al sistema se sabe que es x = A~1B, en SageMath se escribe como

X=A.inverse()*B

Y finalmente para mostrar en pantalla usamos el comando show

Al dar clkic en el botdn Evaluar nos arrojara:

queesla

show( 'X

solucidn al sistema.

= ';X) #solucion

Ejercicio: Resolver los sistemas de ecuaciones lineales con el método de la inversax = A™'B

Sistema

Soluciéon con SageMath

X =2x,+x,=0
2x, +x, =3x, =1
3x, +4x,—2x, =-5
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X, =X, +4x, =—4
—8x, +3x, +x, =8

2x -x,+x,=0

x—y—z=2
3x-3y-2z=16
2x=y+z=9

x +x,—x, =1
4x, —x,+5x, =4
—-2x, +x,—2x, =1

[A+B+3C+D=0
A+B+C+D =1
A-2B+C-D=1

4A+B+8C-D=0
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4. Espacios Vectoriales

4.1 Definicion de espacio vectorial

Definicion: Un conjunto de vectores, con dos operaciones binarias suma y multiplicacion por un

escalar, se llama Espacio Vectorial si satisface los siguientes axiomas

Axiomas de la suma

1.

2.

4.

5.

Cerradura. SiueVyveV, - u+v eV

Asociativa. Paratodou,v,w €V,(u+v)+w=x+ v +w)
Neutro Aditivo. Existe un vector 0 € V tal que paratodou €V,
u+0=0+u=u

Inverso aditivo Si u € V, existe —-u e Vtalque u+(—u) =0

ConmutativaSiueVy veV - u+v=u+v

Axiomas del producto por escalar

6.

7.

8.

9.

Cerradura. Siu € Vya esunescalar, - aueV.

Distributiva. Siu,v € V'y a esunescalar, - a(u+v) = au + av

Distributiva. Siu € Vy a y g son escalares, » (a + f)u = au + pv .

Asociativa. Siu € Vy a y § son escalares, » (af)u = a(fu)

10. Neutro multiplicativo. Para cada vectoru € V, 1lu = u

Teorema. Sea V un espacio vectorial.

Un conjunto V es un espacio vectorial si se verifican los 10 axiomas, y no sera un espacio

i) a0 = 0 para todo escalar a
ii) O-u=0paratodou eV
iii)) Si au = 0, entonces a =00 u = 0 ( 0 ambos)

iv) (—1u =—-uparatodau eV

vectorial si solo alguno de los 10 axiomas no se cumple.
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8.

9.

Sea VV = {0}. Veamos si cumple los 10 axiomas:
Si0oeVyOeVentonces 0+0=0 €V

Para todo 0,0,0 € V,(0+0)+0=0+(0+0)

Existe 0 € Vtalque paratodo0eV,0+0=0
SioeV,existe—0=0€Vtalque 0+ (-0)=0

Si0eVy0eV entonces 0+0=0+0)

Si0 eV yaesunescalar, entonces a0 =0 €V

Si0eVy0€eV ya esunescalar, entonces a(0+0) = a0+ a0 =0
Si0 eV yayp son escalares, entonces (e + ) 0=a0+0=0

Si0 € Vyayp son escalares, entonces (af)0 = a(f0) =0

10. Paracadavector0€eV, 1:0=0

Por lo tanto IV es un espacio vectorial trivial

Ejemplos:

Sea IV = {1}. Veamos si cumple los 10 axiomas:

Para verificar que no es un espacio vectorial basta con ver que no cumple uno de los 10
axiomas. Para este ejemplo podemos ver que no cumple el axioma 1: yaque 1 €V,
perol+1=2¢V.Porlotanto, V no es un espacio vectorial.

Sea V = (|[a, b] el conjunto de funciones continuas de reales definidas en el intervalo
[a,b] . Se define F+9@) =fx)+gx) y (af)(x) = af (x)
Veamos que cumple los 10 axiomas

1. SifeVygeVentoncesf+g €V

2. Paratodof,g,h eV,(f+g)+h=f+(g+h)

3. Existe 0 eVtalqueparatodof eV, f+0=0+f=f
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4. SifeV,existe—feVtalquef+(—f)=0

5. SifeVygeVentoncesf+g=g+f)

6. Sif eV yaesunescalar, entonces af eV

7. SifeVygeV yaesunescalar, entonces a(f + g) = af + ag
8. Sif eV yayp sonescalares, entonces (a +p) f = af + Bf

9. Sif eVyayp son escalares, entonces a(Bf) = (af)f

10. ParacadafeV, 1-f=f

Por lo tanto, V es un espacio vectorial.

o El espacio de n-tuplas F. Sea F un cuerpo y sea V el conjunto de las n-tuplas a =
(x1,%3, ...,x,) de escalaresde x; de F. Si 8 = (y1,¥2,..,V,) de escalares y; de F, la suma
deaypsedefinepor: a + B = (X1 + y1,%3 + Vo, 00, X + Vi)

El producto de un escalar c por el vectora es ca = (cay,cay, ....,ca ;)
La adicion vectorial y multiplicacidén escalar cumplen las condiciones de elementos de F.

o El espacio de matrices m x n,. Sea F cualquier cuerpo y sea m y n enteros positivos.
Sea E,,,, €l conjunto de las matrices m x n sobre el cuerpo F. La suma de dos vectores
AyBenE,esr(A+B); = A;jj + Bjj
El producto de un escalar c por la matriz A se define por (cA);; = cA;;

Ejercicios, utilizando la definicion de espacio vectorial y sus condiciones establecidas de

cumplimiento:
. . x . ,
1. Demostrar si el conjunto de vectores de la forma (x) € R? es un espacio vectorial.

0 a

2. Determinar si el conjunto V = {(b 0

)} es un espacio vectorial de M,..

3. Determinar si VV es un espacio vectorial, si V = {(a;,a,)la;,a, € R?} y ¢ € R, se definen
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(aj,az) + (by,by) = (a; + by,a; — by) y c(aq, a;) = (cay, cay).

0 a

4. Determinar si el conjunto V = {(b 0

)} es un espacio vectorial de M,..

5. Sea V= {(al, a2)|a1,a2 € RZ} y cE R, se deﬂnen (al, az) + (bl' bz) = (al + bl' az - bz)

y c(as,a,) = (caq,ca,). Determinar si V es un espacio vectorial.

4.2 Definicion de subespacio vectorial y propiedades
Todos los espacios vectoriales tienen subconjuntos que por si mismos también satisfacen la
definicion de espacio vectorial.
Definicion: H es un subespacio de V, si H un subconjunto no vacio de un espacio vectorial V y
ademas H es un espacio vectorial bajo las operaciones de suma y multiplicacién por un escalar
en V.
Teorema: Un subconjunto no vacio H de un espacio vectorial V es un subespacio de V si:

i) Siue Hyv € H, entonces u+v € H.

i) Siu € H, entonces au € H para todo escalar «a.
Teorema: H; N H, es un subespacio de V. Si H; y H, son dos subespacios de V.
Sea H = {0} un subconjunto de cualquier espacio vectorial V. Veamos si cumple las dos reglas
de cerradura del teorema

i) Si0eHy0€H,entonces0+0=0€H.

ii) Si 0 € H, entonces a0 = 0 € H para todo escalar «
Por lo tanto, H es un subespacio de cualquier espacio vectorial V.
Subespacio propio de R?
Sea H ={(x.y,z):x = at,y = bt,z = ct;a,b,c,t reales}. Veamos que cumplen las reglas del
teorema:

i) SixeHyy€eHx=(x1.y1,21)y ¥ = (X2.¥2,22)
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Entonces x+ y=(0x1.91,21) + (x3.¥2,25)
= (a(ty + t1), b(ty + t1), c(ty + t1))
=x+ y€EH ya que t; + t; es real

ii) Si x € H, entonces ax = (a(aty), b(at,),c(at,)) € H para toda escalar «

ya que at; es real
Subconjunto que no es un subespacio propio de M,,,
Sea V =M,, yseaH ={A € M,,,: A es invertible}. H no es subespacio yaque 0A=0¢ H la
matriz cero no esta en H.
Desde un punto de vista de sistemas algebraicos, se debe de tomar en cuenta el concepto de
cuerpo, que dice que: Un cuerpo algebraico es un conjunto de elementos algebraicos que se
pueden combinar mediante operaciones de adicion y multiplicacién, y que cumplen con ciertas
propiedades basicas. Estas propiedades incluyen la existencia de un elemento neutro para la
operacién de adicion (el cero), un elemento neutro para la operacién de multiplicacion (el
elemento unitario), y la asociatividad y la conmutatividad de ambas operaciones. Los cuerpos
algebraicos pueden ser finitos o infinitos, y pueden ser definidos sobre un campo algebraico,
como el campo real o el campo complejo.
Para verificar que un conjunto es un subespacio se tienen que cumplir las dos reglas del
teorema y para ver que no es un subespacio con un ejemplo particular que no cumple una de

las dos reglas es suficiente.

Ejercicios

1. ¢ Cuales de los siguientes conjuntos de vectores a = (a4, ...@,) de R son subespacios de Rn

(n = 3)?
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(a) Vlos a tal que a; =2 0;

(b) v los a tal que a; + 3a, = a;

(c) vV los a tal que a, = ay;

(d) vV los a tal que a;a, =0 ;

(e) V los a tal que a, es racional.
2. Sea Vel espacio vectorial de todas las funciones de R en R. 4, Cual de los siguientes conjuntos
de funciones son espacios de V?

(a) v las funciones f tales que f(x) = f(x)

(b) ¥ las funciones f tales que f(0) = f(1);

(c) v las funciones f tales que f(3) 1+ f(=5);

(d) v las funciones f tal que f(——1) = 0;

(e) v las funciones f que son continuas.
3. ¢El vector (3,—1,0,—1) es elemento del subespacio de Rn generado por (2,—-1,3,2),
(-1,1,1,-3)y (1,1,9,-5)?
4. Determinar si W = {(a, —a, 2a)} es un subespacio de R3
5. Determinar si el subconjunto H = {S € M,,,,| S es simétrica}, es un subespacio vectorial de
M

a b

6. Determinar si W = {(b 2a

)} es un subespacio de M,

7. Determinar si H = {(x,y)|y = 0} es un subespacio vectorial de V = R?
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4.3 Combinacioén lineal, Independencia lineal

Definicion. La combinacién lineal de elementos de S, es el subconjunto S no vacio de un espacio
lineal V, de un elemento X € V de laforma. X = ¥¥  ¢;x; en donde x;, ... x; pertenecen todos a
Sy ci,...cg,SON escalares.

El conjunto las combinaciones lineales finitas de elementos de S, si satisface los axiomas de
clausura es un subespacio de V.

Se ha visto que todo vector v = (a, b, c) € R® se puede escribir en la forma v = ai + bj + ck Se
dice que v es una combinacion lineal de los vectores i, j, k.

Definicion: Sean los vectores vy, vy, ..., v, de un espacio vectorial V. Entonces se denomina
combinacion lineal de v, v, ..., v, . a cualquier vector de la forma a,v; + a,v, + -+ a,v,,
donde a4, a,, ..., a, son escalares

Definicion: Si todo vector en V es una combinacion lineal, se dice que los vectores

vy, V5, ..., Uy de un espacio vectorial V generan a V. Es decir, para todo v € V, existen escalares
a,,a, ..., a, tales que v = aqyv; + ayv, + -+ a,v,

Definicion: Sea que los vectores vy, vy, ..., v, vectores en un espacio vectorial V. El espacio
generado por {v,,v,, ..., v, } €s el conjunto de combinaciones lineales v,, v,, ..., v,, . Es decir
gen{vy, vy, .., vy } = {viv = a;v; + ayv, + -+ + ay v, } donde aq, ay, ..., a, Son escalares
arbitrarios.

Teorema: Si vy, v,, ..., v, son vectores en un espacio vectorial V, entonces gen{v,,v,, ..., v, } €s
un subespacio de V.

La combinacion lineal permite expresar un vector como una suma ponderada de otros vectores,
lo que es esencial para entender las transformaciones lineales y la representacion de sistemas

de ecuaciones lineales. Por otro lado, la independencia lineal se refiere a un conjunto de vectores
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que no pueden ser expresados como combinaciones lineales de los demas, lo que implica que

cada vector en el conjunto aporta informacién unica.

Los vectores vy, v, ..., v, son linealmente independientes si c,v; + c,v, + -+ cpv, =0

ysecumplec, =c, == ¢, =0.

Los vectores vy, v,, ..., v, SON linealmente dependientes si el vector 0 en V es una combinacion

lineal de vy, v,, ..., v, con coeficientes no todos iguales a cero.

Ejemplos:

1. En R3 el vector (—7,7,7) es una combinacion lineal de los vectores (—1,2,4) y (5,—3,1)

porque (—7,7,7) = 2(—1,2,4) — (5,—-3,1)

2. Conjunto generador en R?

Ejercicios

1

Seav, = (2

),vz = (i) entonces H = gen{v,v,} = {viv = a;v; + a,v,}

Siv=((xy)€eH= (x,y) =a,(1,2) + a,(3,4) = (x,y) = (a; + 3a,,2a, + 4a,)

{a1+3a2=x
2aq +4a, =y

Resolviendo el sistema por algun método (podria ser por Gauss-Jordan) se tiene

3y—4x _2x-y
2 72T

ue a; = u
ea son los escalares tales que

(x,v) = a;(1,2) + a,(3,4). Por lo tanto, H es un conjunto generador de R2.

1. Es linealmente independiente el conjunto de vectores
{(1,-2,1,1),(3,0,2,-2),(0,4,—-1,1),(5,0,3, —1)}

2.Determinar si el conjunto de vectores dado genera el espacio vectorial dado:

a)

En R3:{(1,-1,2),(1,1,2),(0,0,1)}
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b) En R3:{(1,-1,2),(—1,1,2),(0,0,1)}

3.Determinar que las matrices (é g) (g (1)) , ((1) g) , (8 2) son linealmente independientes

en My,
4.Determinar que el siguiente conjunto de vectores es linealmente independiente o es

linealmente dependiente:

s={c G )G L)

4.4 Base y dimension de un espacio vectorial, cambio de base
Definicion. Una base del espacio vectorial V es un subconjunto de vectores linealmente
independiente elementos de V , que generan el espacio vectorial V.
Teorema: Sea el espacio vectorial V generado por los vectores f1, 52, ..., Bm., QUE €Xpresan un
conjunto finito de tamano m, entonces todo conjunto independiente de vectores de V es finito y
con menos o iguala m elementos.
La dimension finita de un espacio vectorial es el nimero de elementos de una base cualquiera
de V (dimV)
Corolario: Sea V un espacio vectorial de dimension finitay sean = dim V. Entonces

(a) Cualquier subconjunto de V que contenga mas de n vectores es linealmente dependiente

(b) Ningun subconjunto de V que contenga menos de n vectores puede generar V.
La dimensioén de un espacio vectorial es el nimero de vectores en su base. El cambio de base
es una transformacion lineal que permite expresar un vector en términos de otra base,
utilizando una matriz de cambio de base.

En R? se ha visto que conviene escribir vectores como una combinacion lineal de los vectores

= ((1)) yj= ((1)) Esta idea se generaliza para vectores en R™.

Ejemplo:
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Base candnica para P;. Veamos que el conjunto 8 = {1, x,x2,x3} es una base para P;.
Primero veamos que 1, x, x2, x3 son linealmente independientes. Suponga que
Co+ c1x + cx? + c3x3 =0
esto se debe cumplir para todo nimero real x.
En particular si x = 0, se obtiene ¢, = 0. Entonces, haciendo que x = 1,—1, 2 se obtiene,

sucesivamente,

C1+C2+C3:0
—cit+cy—¢c3 =0
2C1+4‘C2+ 8C3 =0

1 1 1
El determinante de este sistema homogéneoes |-1 1 —1|= 12 # 0. De manera que el
2 4 8

sistema tiene Unica soluciéon ¢, = ¢; = ¢, = ¢3 = 0. Asi que 1, x, x?, x3 son linealmente
independientes. Como cualquier polinomio en P; se puede escribir como una combinacion
lineal de 1, x,x2,x3, entonces 1, x, x2, x3 generan a P;. Por lo tanto = {1, x, x?,x3} es una base
para P;.

Para ver que un conjunto de vectores es una base para un espacio vectorial hay que ver que se
cumplan las dos reglas de la definicidn, es decir, comprobar que el conjunto de vectores es
linealmente independiente y ademas genera al espacio vectorial. Para ver que no es una base,
con verificar que no se cumple una de las dos partes de la definicion, por lo regular lo que no se

cumple es que los vectores no son linealmente independientes.

Ejercicios:

1. Determinar cuales de los conjuntos son bases para P, (R)

a) {(-1—x+2x%2+x—2x%1—2x + 4x?}
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b) {1+ 4x —2x?%, -2+ 3x —x%, -3 —12x + 6x?%}
2. Determinar cuéles de los siguientes conjuntos son bases para R3
a) {(1,0,-1),(2,5,1),(0,—4,3)}

b) {(1,2,-1),(1,0,2),(2,1,1)}

4.5 Espacio vectorial con producto interno y propiedades

El producto escalar de los vectores a = (x1, x2, x3) , B = (y1, y2, y3) en R® es el niUmero real x1y1
+ xoy2 + x3y3.
Un producto interno sobre un espacio vectorial es una funciéon con propiedades similares a las
del producto escalar en R?, y en términos de tal producto interno se puede también definir longitud
y angulos.
Definicion. Sean F el cuerpo de los numeros reales, o de los complejos y V un espacio vectorial
sobre F. Un producto interno sobre V es una funcién que asigna a cada ordenado de vectores
a, 8 de V un escalar af de F de tal modo que, para cualesquiera a,  de V y todos los escalares
c

@ (a+pB)=()+ @B

(b) (cap) = c(apB)

(©) (Ba) = (ap) donde se indica la conjugacion compleja

(d) (aa) > 0,cona # 0
Debe observarse que las condiciones a, b y ¢ implican que

(alcB+T1) =c(alB) + (AT) eeeeiee e (3)

Si F es el cuerpo R de los numeros reales, los complejos conjugados (c) y (d) no aplican; para
numeros complejos son necesarios para la consistencia de las condiciones y evitar la

contradiccion:
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(ala) > 0y (ialia) = —1(a]|a) > 0.eeeiii e (4)
Definicion: Un espacio producto interno es un espacio real o complejo junto con un producto
interno definido sobre ese espacio.
Un espacio producto interno real de dimension finita se llama a menudo espacio euclidiano. Un
espacio con producto interno complejo se llama a veces espacio unitario.
En Fn existe un producto interno que se llama producto interno candnico.
Esta definido sobre a = (x4, ...,x,) ¥ B = (31, ..., Yn) POr
(@B) = XXy jeeeenneiiiei (5)
Definicion: Si para cada par ordenado (u, v), de vectores VV en existe un numero complejo unico
(u, v), denominado producto interno de u y v, entonces, se define como un espacio vectorial
complejo V con producto interno, tal que si w,vyw €V ya € C, cumple:
i) (v,v) =0
i) (v,v) =0siysolosiv=20

iii)) (w,v+w)=(u,v)+ (uw)

iv) (u+v,w)=(uw)+(v,w)
V) (u,v) = (v,u)
vi) (au, av) = alu,v)

vii) (u, av) = alu, v)
La barra en v) y en vii) indica complejo conjugado. Si (u, v) es un escalar real, entonces (u, v) =
(v,u) y se puede eliminar la barra en v).
Producto interno en C*
Sean x = (x,x2, .., Xp) YV = V1, Y2, -, Y ) €N C™.
Entonces (x,y) = x,y1 + x, 75 + - + 3,9,

Recordemos que (x,x) = x; X7 + ;X5 + -+ + X, X = |x1|2 + |x3]% + -+ + |x,|?
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ii)

Vi)

vii)

(x,x) >0, ya que |xj|2 >0paraj=12,..,n

(x,x) =0 siy solo x = (x1,%z,...,%,) = (0,0,...,0) se cumple ya que |x;| es un numero

real

(x,y+2) =201 +2) + %02 +2) + - + XV H2)
= (V1 X02Y2 + o+ Xy V) + (0121 + %225 + o+ X 23)
= (u,v) + (u,w)
u+v,w)=(x1+y1)z1 + (2 +y2)Z2 + -+ (O + Yn)Zn
= (0121 + X225+ xnZ2) + (V121 + Y222 + 0 + YnZn)
= (u,w) + (v,w)

(X, ) = 171 + X257 + -+ X3V

=Y1X1 T YoXo + o+ Xy

= V1%L F Yo% + o F Yk = (Y, )
(ax,y) = ax Y1 + ax,y, + -+ ax, y,
= a( Y1 + x2Y7 + -+ Xy V) =X (x, y)
(x, ay) = x10y1 + X205 + -+ + X AV,
= ax,y, + axyy; + -+ ax,y,

= a(x1y1 + %27 + -+ X, Y0) = alx, y)

Producto interno de dos vectores en C3

EnC3seanx =(1+i,-34-3)yy=Q—1i,—i,2+1)

e =0+D2-0D+ (=D +@ =32+
) =A+DR+D+ 3N+ @ -3DQ2—1)
(x,y) = (1 + 3i) + (=3i) + (5 — 100)

(x,y) =6 —10i

119



Para que (u, v) sea un producto interno se tiene que verificar que se cumplan los siete puntos

de la definicion, y para ver que no es un producto interno solo hay que mostrar con un ejemplo

particular que no se cumple alguno de los siete puntos de la definicion.

Ejemplos:

Sean los vectores © =(0,—1,1,2) y v =(2,1,1,0). Al aplicar el producto escalar
ordinario en cuartetos ordenados reales se llega a

u-v

(0’ _1J 1! 2) ' (2’ 1’ 1’ 0)

=(0)(2) + (-1 () + (D) + (2)(0)
=0

Por lo que los vectores son ortogonales.
Para el subespacio S = {(w, x,2w — x, z) |w,x, z € R}, encuéntrese un
conjunto ortogonal. Se inicia con un vector arbitrario del

subespacio v; =(1,1,1,1):

U7, =(1,1,1,1) - (w,x,2w — x, 2)
0=3w+z

El segundo vector es 7, = (w,x, 2w — x,—3w), 0 bien v, = (1,1,1,-3). El tercer
vector es

V13 =3w+2z
172 '173 == (1, 1, 1,
—-3) - (w,x, 2w
—x,2z)0=3w

-3z

Al sustituir las dos condiciones, se obtiene el vector 73 = (0,x,—x,0), que con
valores es v3 = (0,1,—1,0). Finalmente, el conjunto ortogonal es

{(1, 1: 1; 1), (1J 1: 1; _3), (0: 1; _11 0)}
Sea el subespacio 4 = {(w,x,x,w) |w,x € R}. {Cudl es su complemento

ortogonal, con respecto al producto escalar ordinario?
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En este problema se debe elegir una base de 4, la cual planteara la
ortogonalidad con otro subespacio de los cuartetos reales ordenados. La base
elegida sera:

{(1,0,0,1),(0,1,1,0)}
Por lo que se tiene que
(1,0,0,1)- (w,x,y,2) =0
(0,1,1,0) - (w,x,y,2) =0

De estas dos operaciones se obtienen las condicionesw+z=0y x +y = 0 del
complemento ortogonal de A:

Al = {(—Z, _y,y,Z) |)"Z € R}
Si se realiza el producto escalar entre (w,x,x,w)y (—z,—y,y,z) se obtiene
w,x,x,w) - (—z,—y,y,2) = —wz—xy + xy +wz

cuyo resultado es cero.

Ejercicios:

1-

Verificar si la siguiente expresién es un producto interno:

(W, v) = 4w vy + UV, + Uy + 4u,v,

Sean u = (uy,u,), v = (v, v,) vectores en R?, comprobar que
(u, v) = 3u vy + 4u,v, es un producto interno.

Comprobar si la operacion binaria

u,v=u\V, +2u,\, +2u,v, +8u,v, es producto interno.
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4.6 Base ortonormal, proceso de ortonormalizacion de Gram-Schmidt
Teorema de ortonormalizacion: En un espacio euclideo V, una sucesion finita o indefinida de
elementos x1, x2, ..., , ¥ sea el subespacio generado por los k primeros de esos elementos. Existe
una sucesion de elementos de V con las siguientes propiedades para cada entero k:
a) El elemento y« es normal a todo elemento del subespacio L(y11, ... yk-1).
b) El subespacio generado por y1,..., yk €s el mismo que el generado por x1,..,xk
LY, s Vi) = LXq, oy XR ) e e e (8)
c) Lasucesioén yq, y2..., es Unica, salvo factores o multiplos escalares. Esto es, si y1, y2,..,
es si y1, y»,.., se trata de otra sucesion de elementos de V con las propiedades a) y b), y
que para cada k existe un escalar factor o multiplo ck tal que yx = cky«.
Demostracion. Por induccién. Para iniciar el proceso, tomamos y1 = X1 Se supone que se ha
construido modo que a) y b) se satisfacen cuando k =r. Entonces se define y.+1+ mediante la
ecuacion
T A T (9)
Donde los escalares a4, ..., a,- tienen que terminarse. Para j <r, el producto interior de y,,; con

y; viene dado por

Or+1, Vi) = i1, Vi) = 2het G (Vi ¥ ) e, (10)

Puesto que (y;,y;) = 0 sii; # 0, podemos hacer ortogonal a yi tomando

Si yi = 0, entonces y+1 es ortogonal a para cualquier a;que se elija, en este caso elegimos a; =
0. Asi pues, el elemento y,,; esta bien definido y es ortogonal a cada uno de los anteriores

elementos, Por consiguiente, es ortogonal a todo elemento del subespacio

G T (12)
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Demuestra que a) cuando k =r + 1
Al demostrar b) cuando k =r + 1, se tiene que probar que L(y;, ..., Vr+1) = L(x4,..,xr41) dado que

L(y4, ..., ¥r) LOs r primeros elementos y;, .., y,

Y estan en el subespacio mas amplio L(x4,..,x,4+1). El nuevo elemento y,,; dado es una
diferencia de los elementos de L(xy, ..., X;41)

LOV1r -0 Y1) B (V1 e s Vrgd) e eeeeeeneneneneneanaeaeeeaeeenenenens (14)
Esto demuestra cuando k = r + 1.
Entonces, a) y b) son demostrados por induccion respecto de k.
Se demuestra por induccion respecto de k. El caso k = 1 es trivial. Se supone que es cierto
para k = r y considerar el elemento y,.;. En virtud de este elemento pertenece a

Ly e oy i) e ee e e ettt et (15)

Asi se puede escribir

Vrt1 = D LY = Zy A Crp1Vrddeeeeeeeeennnnnnsaieiineaaaaaeaeeeeeennnnn, (16)
Donde z, € L(yy,...,¥r). Se quiere demostrar que z, = 0. Por la propiedad a), y,4+1,¢r41 SON
ambos ortonormales a z. Y su diferencia, z es ortonormal a z. O sea, z es ortonormal a si mismo,
asi que z = 0. Esto completa la demostracion del teorema de ortonormalidad.
Puede suceder que y,,; = O para algun r, resultando que x,,; es una combinacion lineal de
Vir 0 VY Y Xq, -, X, l0S €lementos son dependientes
Si los k primeros elementos son independientes, los elementos correspondientes son no nulos.

Y los coeficientes de «a; vienen dados y las férmulas que definen y,, .., y, se convierten en

Xr+1,Yi
yl = Xq, y-r-+1 = .x-r+1 Z‘{zlﬁ ......................................... (17)
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Y asi se constituye el método de Gram-Schmidt para construir un conjunto normal de elementos
no nulos y,,.., ¥, que generan el mismo subespacio que el conjunto independiente x4, .., x,,.

En particular, si x;.,..,x; e€s una base para un espacio euclideo de dimension finita, entonces
v1,.-,Ykx €S una base normal para el mismo espacio. Se puede convertir ésta en una base
ortonormal, a cada uno de los elementos y; dividiéndolo por su norma.

Un conjunto ortonormal {y;, y2, y3} que se construye desde de un conjunto independiente
{x1,x,,x3}, €s la proyeccion de x sobre y.

En el método de Gram-Schmidt, el elemento y,.,; se construye restando de x,.,, la proyeccion
de x,,, desde cada uno de los anteriores elementos y;,.., y,. La figura 3 representa la

construccion geométrica en el espacio vectorial V/;.

A= Interseca(EjeZ,EjeY) £ “—
E, T 2 (0,0,0)

B = Punto(EjeZ)
= (0,0,3) ® n

u = Vector(A,B) : 6
Q 0
= (0
3,
© C=(366-173,0)
v = Vector(A, C)

¢ . (%)

0

Q D =(-3.22,141,0)
w = Vector(A, D)

@) (73.22)
= 141

0

Figura 3. Representacion de una base ortogonal

Una base en R" se constituye con n vectores linealmente independientes. En la base candnica

E= {el,ez,...,en} los vectores e; tienen dos propiedades:
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i)e;2e; =0sii= ]
i)e 2e; =1 sii=j

Definicion: Se dice que un conjunto de vectores S = {vl,vz,...,vk } en R" es un conjunto

ortonormal si

Si cualquier par de vectores es ortogonal y cada uno tiene longitud 1, el conjunto de vectores

es ortonormal

Definicion: Si veR" ,es decir, V= (vl,vz,...,vn ) entonces la norma de un vector V, denotada

por V, esta dada por V=+VZV =\/v12 V2 etV
Proceso de ortonormalizacion de Gram-Schmidt
Sea S = {vl,vz,...,vm} una base de H, donde H es un subespacio de dimension m de R" .

Paso 1. Eleccién del primer vector unitario

Se toma el vector v, con su norma Vv,

Entonces

Vl
u =——
il

Paso 2. Eleccion del segundo vector unitario

Primero se encuentra un vector ortogonal a u, con el procedimiento:
L 2
Va =V, _(Vz ul)ul
Luego se obtiene v, y se define a u, como
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v
U, = —%
v

Paso 3. Eleccion del tercer vector unitario

Se encuentra un vector ortogonal a U, y U, con el procedimiento:
b 2 2
Va =V, — (V2 )u, —(v;2 U, )u,

Luego se obtiene v, y se define a u, como

Paso 4. Continuamos con el proceso

Se busca un vector ortogonal a u,,U,,...,U, (k<m) con el procedimiento:

o 2 2 2
Vir =Vin _(Vk+1 ul)ul _(Vk+1 U, )uz - '_(Vk+1 Uy )uk
Entonces
v
uk+1 = I'(+1
Hvk+1
Por lo tanto

(U Uy, Uy )

donde k+1=m es una base ortonormal para H.

R?y R®
La norma de un vector en y

Sean v, =(X,y)eR*y v, =(x,y,z) €R’ , entonces
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2 2
V=Xt +y
V, = X2+ Yy + 2

Ejemplos:
1
1. Construya la base ortonormal en R® con la base {V;,V,,V;} =1/ 1|,/ 1,/ 0
0 1
1
Paso 1. Como v, =| 1 | entonces V, = V1 +12 + 0% =+/2
0
1/42
Asi que ulz% 1= 1/«/5
0 0
Paso 2. Como v, = entonces

Vlz =V, _(sz ul)ul

0 o) (1/42))(1/+/2
v,=|1|-||1|2]1/V2 |||1/42

1 1 0 0
0, 1/2

v, =1 —(—j 1/2
1 V2 0
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N |-

<

=.

Il
7~ N\
=)
N—e

|
O NIk N

Il
= N

AR
2 2 ~1//6
Asi que uzzi3 % = % % —| 1//6
\/; 1 1| (2/\6

1
Paso 3. Como v, = {0 entonces
1

Vy=Vy (V2 U )u —(v,2 U, )u,

0 (1) (1vN2))\(132) (1) (-1/6))(-1/6
v3=[o] [o} 12 ||| 142 |- [ ]2 1/6 ||| 176
1 1 0 0 1) | 2146 ||| 2//6
1 1/2 “1/6
v;=0—i TN ER RN
o3 () w8
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21y (2
JARINIE
52101127 6 T s
Yoz |2
6 3
- 02V (2 2 2
Luego V,; = 3 +—§ +§ = Ezﬁ
2 2
3 3 1/3
1| 2 2
Asi que U, = —- -3 :g ib “1//3
Blz| 2| 2
3 3

1/2) (=176 [ 1/3

Por lo tanto 1/\/5, 1/\/6 ,—1/\/§ es una base ortonormal para R?

0 2/J6 || 2/\3

2.Polinomios de Legendre. Los polinomios, con el producto interior (x,y) = x(t)y(t)dt, considera
la sucesion x,, x4, x3, ... donde x,(t) = t(t), dentro del espacio lineal. Al aplicar esta sucesion el
teorema de ortogonalizacion se transforma en otra sucesion de polinomios y,, y4,y; ..., @1.L0S
primeros polinomios se calculan con el método de Gram-Schmidt.

Se tiene a,(t) = ay(t) = 1. Puesto que

1 1

Vo, Yo) =f dt=2 'y (xl,y0)=f tdt =0
-1

-1
Se encuentra que

X ,y
yi(t) = %, (t) — y1 2

Yo(©) =x,(t) =t
0 Yo
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A continuacion, se utilizan las relaciones

1

2 1 1 2
(X2,¥0) = f tdt = 3 (x2,%1) = tdt = 0, Ly = f tdt = 3
-1 -1 -1
Para obtener
X2,Y0 X2, Y1 1
y2(t) = x,() — Yo(t) — yi®)=t—
? 2 T e TN Ty 3

Del mismo modo, se encuentra que

t)t 3t t)y=t 6t+3 ()t 10t+5t
y3( o b ya(t) = 7 35’ ys(t) 9 21

Se probara que

Yn() (2)'dt(_)
Los polinomios de Legendre P dados por
P()—g( ,))yn() et D)

Y los polinomios de la sucesién ortogonal correspondiente po, p1, p2 dado por se llaman

polinomios de Legendre normalizados. De las formulas para y,, .., ys, S€ encuentra que

©=—5, = ot p(®) =——
Po = Nk pP1= oL p2\t) = z
2 5@t-1)
3. En el espacio de los polinomios con grado no mayor que 4 definidos sobre el segmento (-1,1),
encontrar una base ortogonal.
Solucion. La base inicial
Go=lLg1=tg=tgz=ta,=t
Se toman
fo=90=1 Yy fi =g1af

Puesto que
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Después

Se tiene

1

(91, fo) = f tdt = 0,resultaa; =0

-1

fo=92.+Bfo +yf

1

(9o, fo) = f tdt = 0

-1

Es decir, y = 0. Por consiguiente

Se tiene

1

fi=0;(ap f1) = f

Por consiguiente,

Finalmente

Puesto que

Los polinomios obtenidos

Ejercicios

2
d == , =
1t t y (f2, f1) f

fa=t-3

Sea fo=g0+fot+tfitfe

1

(go, @) = j tdt =0, de donde
1

1

2 1
tdt = 3= v(93,92) = f
1

(t 1t>dt—0
5 1 3 -

fi=g1tfo+tfitfatfs

1

2
tdt = - y (fo, fo) = 2
1

(9 f) = | -

fofufofsyfa
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1. Sea eq,e;,..,e, Una base ortogonal de un espacio euclideo. Demuestre que el sistema de

vectores x4, x,,..,x, €s linealmente independiente, si
n
1
Z cos{e;, x1} >n — 3
i=1
2. Se supone que los vectores x; = (x;1, Xi2, ..., Xin) Parai = 1,2, ...,n estan definidos por medio

de sus coordenadas en una base arbitraria. Demuéstrese que si  |x;;|%2 > n Y+ |xik|?. Para

cualquier valor de j, el sistema de x4, x5, ..., x, €s linealmente independiente.

-1) (-2
3. Encontrar una base ortonormal : 4|1, O |,| 1 |} utilizando el proceso de ortonormalizacion
2

de Gram-Schmidt

1) (-1
4. En R?, construir una base ortonormal con los vectores base {J( ]}

1
1
5., Encontrar una base ortonormal | -1 |,| 3 |,| 2 |; mediante el algoritmo de ortonormalizacion
-1)13

de Gram-Schmidt.
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Complemento Educacional 1 Aprendizaje basado en problemas.
TECNM-INSTITUTO TECNOLOGICO DE TOLUCA-DEPARTAMENTO DE CIENCIAS BASICAS

EXAMEN DE LA MATERIA: ALGEBRA LINEAL
NOMBRE DEL DOCENTE:

ALUMNO(A):

Rubrica para calificar las competencias genéricas (Tarea por equipo).
CARRERA:

FECHA:

TEMA 4. Espacios vectoriales

Calificacion:

Niveles de desempefio de los indicadores de alcance

Problemas que | Modelado Seleccionar las | Plantear la | Hacer los | Analizar los | Ponderacion

cubren uno o | del variables e | hipotesis de | calculos y | resultados y

mas problema, incégnitas, con | solucioén, operaciones, evaluar los

indicadores de | es la | sus respectivas | férmulas y/o | paso a paso, | resultados

alcance descripcién | unidades, y/o | algoritmos incluye obtenidos con
textual, Diagrama de | para resolver | documentar sus unidades y
incluye las | Cuerpo Libre y/o | el problema dichas expresar las
figuras que | esquema 0% operaciones conclusiones
lo representativo 0% 34%
describen 0%
0%

1.Resuelve

problemas de
aplicacion de
Espacios
vectoriales

2.Resuelve
problemas de
aplicacion de
Espacios
vectoriales

3.Resuelve
problemas de
aplicacion de
Espacios
vectoriales

Total
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Modelado del problema

Una empresa utiliza 3 entradas A, B C con cantidades x, y, z respectivamente. La mitad de su
producto requiere 3 unidades de A, 5 unidades de B y 2 de C. La empresa esta estudiando
modificar su produccién. Los incrementos factibles (Ax,Ay,Az), que no producen excedentes
de entradas determinan un subespacio vectorial de R3. Hecho que se debe de comprobar

Seleccion de variables
1. Inputs utilizados: A, B, C.
2. Cantidades de los inputs: x, y, z (representan la cantidad de A, B, C utilizadas
respectivamente).
3. Requerimientos para elaborar la mitad del producto: 3 unidades de A, 5 unidades de B,
y 2 unidades de C.

Hipotesis
Los incrementos (Ax, Ay, Az) que no producen excedentes de entradas determinan un
subespacio vectorial de R3.

Calculo de resultados
Comprobar que el conjunto
W = {3AP,5AP,2AP|AP € R} = {AP * (3,5,2)|AP € R}
es un subespacio vectorial de R3.
Las condiciones del subespacio vectorial:
1. (0,0,0) € W. Esto se cumple tomando AP = 0, (0,0,0) = (3%0,5%0,2%0) € W.
2. Six,y €W, entonces x +y € W. En efecto, del hecho de que x,y € W se sigue que
x = AP = (3,5,2) e y = AP’ * (3,5,2). Por consiguiente
x +y = AP(3,52) + AP' % (3,5,2) = (AP + AP") % (3,5,2) € W
3. Sixe WyAE€R,entonces Ax e W.
En efecto, como x € W ha de ser x = AP * (3,2,5), luego
Ax = (AAP) * (3,5,2) EW.

Andlisis de resultados
Los resultados proporcionados realizan la comprobacion de estas condiciones:

1. Se verifica que (0,0, 0) estda en W, ya que al tomar AP = 0, se obtiene (0,0,0) = (3 *
0,5 * 0,2 = 0) € W. Esto cumple con la condicion de que el vector cero esta en el
conjunto .

2. Semuestraquesix,y € W, entonces x + y € W. Para esto, se considerax = AP
(3,5,2) y y = AP’ * (3,5,2). Luego, se suman los dos vectores: x + y = AP
(3,5,2) + AP" * (3,5,2) = (AP + AP") = (3,5,2) € W. Esto cumple con Ia
condicion de cerradura bajo la suma.

3. Por ultimo, se muestraquesix € WyA € R, entonces Ax € W. Setomax = AP
(3,5,2), y se realiza la multiplicacion por el escalar A: Ax = (1AP) * (3,5,2) € W.
Esto cumple con la condicién de cerradura bajo la multiplicaciéon por un escalar.

Dado que se han comprobado las tres condiciones necesarias para que W sea un subespacio
vectorial de R?, se concluye que el conjunto W es un subespacio vectorial de R3.
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Modelado del problema

Una empresa distribuye las cantidades x,y,z de su producto en tres mercados A, By C
respectivamente. Sin alterar la produccion, la empresa desea cambiar esta

distribucion. Probar que el conjunto de incrementos

factibles (Ax, Ay, Az) constituye un subespacio vectorial de R3.

Seleccion de variables
1. x - Cantidad de producto distribuida en el mercado A.
2. y - Cantidad de producto distribuida en el mercado B.
3. z - Cantidad de producto distribuida en el mercado C.
4. Ax + Ay + Az = 0 es la condicién que cumplir

Hipotesis
Para resolver el problema seria considerar que la distribucion actual de productos en los
mercados A4, B y C esta representada por las cantidades x, y, z respectivamente. Entonces, se
estudiara un cambio en esta distribucion sin alterar la produccion total. Este cambio estara
representado por los incrementos factibles 4x, 4y y Az.
La hipotesis también asume que los incrementos factibles cumplen la condicion de
conservacion:

Ax+Ay+4z=0
Ademas, se supone que Ax,4y y Az pueden tomar cualquier valor en R, lo que significa que
se consideran cambios tanto positivos como negativos en la distribucién de productos entre
los mercados.

Célculo de resultados

Para incrementar la distribucion en cantidades

(4x + Ay + Az) en cada mercado, se necesita un incremento de produccién 4Ax + Ay + Az.

Sin alterar su produccion, entonces Ax + Ay + Az = 0, el conjunto de

incrementos factibles es W = {(4x + Ay + 4z) € R® | Ax + Ay + Az = 0}.

La ecuacion lineal homogénea define al conjunto, entonces el conjunto es un subespacio
vectorial de R3.

Analisis de resultados

Incremento de distribuciéon en cada mercado: Se considera un cambio en la distribucion de

productos en los mercados A, B y C, representado por los incrementos Ax + Ay + Az. Estos

incrementos pueden ser positivos o negativos, lo que indica un aumento o disminucion en la

cantidad de productos distribuidos en cada mercado.

Conservacion de la produccion: La empresa no quiere alterar su produccion total, lo que

significa que la suma de los incrementos en cada mercado debe ser igual a cero:
Ax+Ay+4z=0

Esto garantiza que cualquier cambio en la distribucion de productos entre los mercados no

afectara la produccion total de la empresa.
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Modelado del problema
Un banco administra 4 carteras A,B,Cy D, cuyo capital se distribuye en acciones de tres
companias P,Q y R en la proporcién que se indica:

. Carteras
Compainias A B c D
P 20% 30% 25% 24%
Q 0% 60% 30% 24%
R 80% 10% 45% 52%

Para ampliar el capital de sus carteras. Comprobar y calcular que los incrementos (AP, AQ, AR)
de la inversion del banco en cada compania que pueden distribuirse entre las cuatro carteras
sin crear excedentes es un subespacio vectorial de R3.

Seleccion de variables
Compafiias = P,Q,R
Carteras = A,B,C,D

Hipotesis
Sin crear excedentes se forma un subespacio vectorial de R? con los incrementos (AP,AQ,AR)
de la inversion del banco en cada compafia que pueden distribuirse entre las cuatro carteras

Célculo de resultados

El incremento AA de capital en la cartera A requiere que el banco compre o venda acciones
por una cuantidad de (0.2RA4, 0,0.8A4) = AA(0.2,0,0.8).

Las cuatro carteras (AA,AB,AC,AD) requieren una compra o venta de acciones dada por el
vector(AP,AQ,AR) = AA(0.2,0,0.8) + AB (0.3,0.6,0.1) + AC (0.25,0.3,0.45) +
AD(0.24,0.24,0.52).

Los incrementos factibles forman el espacio vectorial

W = (0.2,0,0.8),(0.3,0.6,0.1),(0.25,0.3,0.45), (0.24,0.24,0.52).

Analisis

El banco puede realizar ajustes de inversion en las companias P, Q y R en las carteras A, B,
C y D siguiendo las restricciones de la tabla proporcionada sin generar excedentes.

Los incrementos factibles forman un espacio vectorial de dimensién 4, lo que indica que hay
cuatro combinaciones independientes posibles para ajustar las inversiones en las companias
P, Q y R en las cuatro carteras. Estos incrementos pueden realizarse de manera proporcional
segun los coeficientes indicados.
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Complemento educacional 2 Examen con rubrica competencia disciplinar

TECNM-INSTITUTO TECNOLOGICO DE TOLUCA-DEPARTAMENTO DE CIENCIAS
BASICAS
EXAMEN DE LA MATERIA: ALGEBRA LINEAL
NOMBRE DEL DOCENTE: DR. ALAIN CESAR GONZALEZ GARCIA

ALUMNO(A): CARRERA:
FECHA: TEMA 4: Espacios vectoriales CALIF:
Niveles de desempefiio de los indicadores de alcance
Indicadores de Procedimiento |Un matemdtico |Maximo dos errores |Procedimiento Ponderacion
alcance cubiertos |y resultado en el desarrollo  |matemadticos en el |incorrecto.
por los reactivos correctos 25% |del desarrollo del Desconocer

del examen en
forma directa uno
a uno.

procedimiento
15%

procedimiento 10%

competencia
previa. Tres o mas
errores
matematicos.

Dato incorrecto. 0%

Verifica de forma
correcta si un
conjunto es
espacio vectorial o
no

Verifica de
forma
correcta si un
conjunto es
un subespacio
vectorial o no

Verifica de forma
correcta si un
conjunto forma
una base para
espacio vectorial o
no

Realiza ejercicios
sobre  producto
interno

Realiza un cambio
de base mediante
el proceso de orto
normalizacién de
Gram-Schmidt

Examen Escrito

Escala

Calificacién final del Tema

1 Considere el espacio vectorial R3, las ternas (x;, x,, x3) de puntos del espacio euclidiano.

Un vector se define como un segmento PQ, del punto P a otro punto Q. Los vectores estan
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definidos por su longitud y direccion. Probar los axiomas de espacio vectorial para
establecer la interpretacion geométrica utilizando sistemas de coordenadas euclidianas
mediante dibujos a mano alzada.

Sea V el espacio vectorial R3 y sean vl = (1,2,1),v2 = (1,0,2) yv3 = (1,1,0).

¢ Los vectores v1,v2 y v3 generan a V?

Solucién

Paso 1. Seav = (a, b, c) un vector en R3 con a, b y ¢ son nimeros reales arbitrarios
Paso 2. Si v es combinacion lineal de los vectores, es decir, si existen constantes
cl,c2yc3tales que clvl + c2v2 + c3v3 = v.

El sistema lineal queda:

C1+C2+C3=a
2C1+CC3=b
cp+2c;,=c

La solucidn es:

—2a+2b+c
C1:—

Como hay una solucion para cualquier eleccion de a, by c, entonces v1,v2 y v3 generan

aR3, o que gen{v1,v2,v3} = R3.

Dado el conjunto de vectores {(2q, 0, -1), (-1, 10, -2), (2, 1, b)}, ¢, qué valores a, b € R

permiten que el conjunto sea ortogonal?

Se debe plantear que

(2a,0,-1) - (-1,10,-2) = 0
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(2,1,b) " (2a,0,-1) =0

(-1,10,-2)-(2,1,b) =0

Por lo que surge el sistema de ecuaciones

-2a = =2
4a -b = 0
-2b = -8

Finalmente se obtienequea =1y b = 4.

En V,, hallar una base ortonormal para el subespacio generado por los tres vectores, por
el método de Gram-Schmidt

x;=01,-11,-1),x, = (51,1,1),x3 = (—3,—-3,1,—3)

Solucion.

Vi=x1= (1,_1,1,_1)

X2,¥V1
=X, = =x, —y; = (4,2,0,2)
Y2 2 Vi Y1 2~ N
X3,¥V1 X3.Y2
V3 = X3 - =x3—y; +y, =(0,0,0,0)

- Y101 " Y2, Y2 Y2

Puesto que y; = 0, los tres vectores x4, x,,x3; dependientes. Con y,,y, no nulos, los
vectores x,, x, son independientes. Entonces L(x;, x3, x3) €s un subespacio de dimension
dos. El conjunto {y;,y,} es una base ortogonal para ese subespacio. Dividiendo y; e y,
cada uno entre su norma se tiene una base ortonormal que consta de dos vectores

V1 :1
||3’1|| 2

V2 i
||)’2||\/6

(1J _1J1J _1) y (2111011)
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Dada una base de un subespacio de R*

{(1,1,0,0),(0,1,1,0),(0,0,1,1)}
Encuéntrese una base ortogonal.
Por el proceso de Gram-5chmidt se establece que

IIIII:l_ = (1.1 11-{].1 n]

El segundo vector es

(1,1,0,0)-(0,1,1,0)
(1,1,0,0)-(1,1,0,0)

1
=(0,1,1,0) - E{l. 1,0,0)

( 111[])
- -21-21- ]

W, = (0,1,1,0) -

(1,1,0,0)

El tercer vector es

) 0 (-7.3.1,0)-0,01,1) , 11
W3 ={{],D,L1}—E[1,1,U,D)— 11 11 (_51511!0)
(-3:2:10)-(-7.3.10)
=(0,0,1,1 2( L1 1[1)
_{J (] } 3 2:2: P
_(1 11 1)
—\3' 3'3’

Finalmente, la base ortogonal es

[11[]{](111{])(1 111)]
(: a Uy }: EJEJ ¥ ] EJ E:i:
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Complemento Educacional 3 Practica utilizando TIC’s competencia genérica
Practica virtual: Cambio de base

Objetivo: Encontrar la matriz de transicion de la base canoénica a la base dada y realizar el cambio
de base de un vector de la base candnica a la base dada. Verificar sus resultados graficamente
con el software GeoGebra.

Indicaciones: Ingresa a la direccion https://www.geogebra.org/m/ktdkrnua, aparecera una
pantalla similar a la siguiente.

20
18
16

14

u=(4, 2) 12

v=(2, 6) 10

B,={u,v} ¢
w = (10,18)

we, = (1.2,2.6)

8 -16 14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 0

12

-2

Para cambiar los vectores arrastra la punta de las flechas.
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https://www.geogebra.org/m/ktdkrnua

Ejercicio: Encuentra la matriz de transicién de base canénica a base B, = {u,v}. Realiza el

cambio de base para el vector w dado.

w, B, = {u,v}. Matriz de transicion y Comprobacion con GeoGebra
cambio de base
W= ( 3 ), U=('],3) 10
- 2 1 v=(-1, 2) 9
BZ = {u, V}. A= 5 5 i
(1 (-1 |l 31 B,={u,v}
u_(3)’v_(2) "3 3§ i 7
= pmm 6
T 5\/3 we, = (0.4, —2.6)
We, =| 3 1) (_4) ‘3‘
5 5 i
: o4 A
— - C \\ u
Wa, 13 (—2.6) 9 8 7 6 -5 4 -3 -2 -10 . 024 34
5 B \:V -2.6v

-2

-3

=4
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B, = {u,v}.

4= (—21) V= (_52)

5. Transformaciones lineales

5.1 Definicion de transformacion lineal
Definicion. Si V' Y W son dos espacios vectoriales, una funcion T:V—> W se llama

transformacion lineal de V en W, si tiene las propiedades siguientes:
Tx +y) =T) + TOY) oo, (1)
T(cx) = CT(X) coeniiiii i, (2)
cualesquiera que sean x e y de V, para todo x de V y cualquier escalar c.

Esto significa que T conserva la adicién y la multiplicacién por escalares. Las dos propiedades

pueden combinarse en una férmula que establece que
T(ax + by) = aT(x) + BT(Y) ceevieiiiiiiiiiieaeaanns (3)

para todo x y todo y de V y todos los escalares a y b. Por induccion, tenemos también la relacion

mas general

T( i ciay) = ( i TCia)  weeeeeiiiiiieieeeee (4)

i=k+1 i=k+1

Si T es una transformacion lineal de V en W, entonces T(0) = 0: lo que se ve por la misma

definicion, pues

T) =T +0)=T() +T(0) =0 eveveeveereeeeereerernn, (5)
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Supongase que V es el espacio vectorial R!. Si «; ....,a,, son vectores de V y ¢; ...., ¢, Son

escalares, entonces las combinaciones lineales
T(cray) + -+ (cpay) = c1(Tay) + -+ cn(Tay) «oveneeiien. (6)
T(c1a1) + (ca2) = T(cra1) + c2(Tay)
= T(c1a1) + T(c2az)
El conjunto N, de los vectores a en V tales que Ta = 0 es un subespacio de V, pues

(a) T(0) = 0, indica que N no es vacio
(b) SiTa; =Ta, =0, entonces

T(cay +ay) =cTa; + Ta,

=c0+0

Con lo que ca; + a, es un elemento de N.
Definicion: La transformacioén identidad

Sea V un espacio vectorial y la identidad definida | :V —V por I(v) =v,Vv € V. Cumple la

definicion porque:

l(u+v)=u+v=1(U)+1(v)
I (av) =av=al (V)

Definicidon: Transformacion de reflexion
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X —X u
Sea T:R?— R? definida por T[ j:( J Vemos que satisface la definicion. Sea u :( lj
y y U,

N
y V= , entonces

Vs

Ejemplos:

X
1. Dada la transformacion lineal T:R3 —» R? definida por T <y> = @;i 321) encuentra la
Z

1
imagen del vector < 2 > bajo esta transformacion
-1

Solucién

1 —
T <_21) - (3(22()1J)r (—21))

1 0 0
2. SeaT:R3 - R? una transformacion lineal talque T|0 | = [2],T 1)= [_1], yT(o]|=
o/ B30 \o/ 1 1

3
[_21] Encuentra la imagen del vector [—2] bajo esta transformacion
4
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Solucién

() )= (i) ()
SRRIE

[

0
1
0

Ejercicios:

2x—y
X
1. Determina si la transformacion lineal T:R? — R3 definida por T (y) = ( 3y > es
x+y

6=l )-

inyectiva (uno a uno) y/o sobreyectiva.
1
2. Sea T:R3® - R? una transformacion lineal tal que T(O =

0
2
1
-1

3. Justifica porque las siguientes no son transformaciones lineales.

T(xy)=(Ly)
T(xy)=(x%y)

T(xy)=(x.y)

. Encuentra la matriz de transformacioén asociada a T.

5.2 Nucleo e imagen de una transformacion lineal
Definicién. Al conjunto de elementos de V que T aplica en O se llama nucleo de T y se designa

por N(T) y es un subespacio de V.
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N(T) ={x|xEV]| y Tx) =0} cooiriiiiiiiiiiinen, (10)

Six eyestan en N(T),lo mismo les ocurre a x + y y a cx para todos los escalares c, ya que

Tx +y) =Tx) +T(Wy) = 0yT(cx) = cT(x) = Oueevrvrvvvvnnnnnnn. (11)

Definicion: Para los espacios vectoriales V y W, sea T :V —W una transformacion lineal.

Entonces
i) nuT, denota el nucleo de T
NUT ={VeV :TV=0}. ..o, (12)
ii) ImT, denota laimagen de T
ImT ={weW :Tv=wparaalginveV}............. (13)

Definicion. Rango y nulidad de una transformacion lineal

Para los espacios vectoriales V y W,y sea T :V —W una transformacion lineal. Entonces

Nulidad deT =ov(T)=dimnuT ..., (14)
RangodeT = p(T)=dimImT ... (15)
Ejemplos de Nucleo e Imagen:
1. Operador de proyeccion
X X
Sea T:R* —R® definidapor T| y [=]| y
z 0
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X

X 0
Como nuT =<| Yy eR*:Tv=0}, entonces y |=|0]|,esdecir, x=0y y=0
Z 0 0
X
Asique nuT =4| y |[eR®:x=y=0,zeR }.
z
X X X X
Y ImT =y |eR*:T|y|=|y |paraalgin| y |eR®}, es decir,
0 Z 0 Z

X

ImT =4| y|eR®:2=0y,x,yeR?}. Observemos que dimnuT =1y dimImT =2
0

2. Operador integral

SeaV=C[01] y J:C[0,]—>por J(f):J-Zf (x)dx . Entonces
nuJ :{f eC[O,l]:sz (x)dx:O}

1
Y ImJ ={oce Rj.of (x)dx =oc paraalguna f eC[O,l]} , es decir,
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sea @ un numero real. Entonces la funcion f (X) =q para X 6[0,1] esta en C[O,l] y

1
Ioadx =qa . Como se cumple para todo numero real « , se tiene que ImJ =R .

Teorema: Si V tiene dimension finita, T (V), es finita y se tiene

dim N(T) + dimT(V) = dimV .....

Dicho de otro modo, la dimension del nucleo mas el rango de una transformacién lineal es igual

a la dimension de su dominio.

Ejemplos:

1.

X
2. SeaT:R? - R? una transformacion lineal defina por T ([ ])

Sea T:R*- R3 una transformacion lineal definida

x+2y—-3z+w
2x—y+z-—2w
—x+3y—12z

. Determina el nucleo y laimagen de T

Solucién

2x—y+z—2w

{x+2y—3z+w
—x+3y— 2z

nu(T) = {0}
1 2 -3
im(T) =ran {[ 2 ],[—1],[ 1 ”
-1 3 -2

y

x

por T 327 =
w

x + 2y

2x —y|.

3x+y
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Determina el nucleo y la imagen de T

Solucién
x+2y=0 1 2
2x—y =0 inKT)zran{F]l—ll}
3x+y=0 3111
nu(T) = {0}

Ejercicios:

1.

3.

12
a) T:M,, —>M,,; T(A)=AB, donde Bz(o J

x—y+z
2x+y—z

X
Considera la transformacion lineal T: R®* -» R3 definida por T<[y]> =
z —x+2y+2z

Encuentra el nucleo y laimagen de T

3x+y+3z+w
X—y+2z+2w
x+y+z

Sea T:R* - R? una transformacioén lineal definida por T

S N R

Determina el nucleo y laimagen de T

Calcular el nucleo, la imagen, la nulidad y el rango de la transformacién lineal dada.

1

b) T:C[0,1]>C[0,1]; T(f)=f"

5.3 Representaciéon matricial de una transformacion lineal

Sea V dimension n y sea W de dimensidon m, espacios vectoriales sobre un cuerpo F. Sea a =

ay, ...,y base ordenadade V,y = 84, ...., B, base ordenada de W. Si T es una transformacion

lineal de V en W, entonces la transformacion T esta determinada por su efecto sobre los n

vectores y T'a; se expresa como combinacion lineal.
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Taj =Y AijBjceeiei (17)
de los B; los escalares Ayjy sy Appj SON las coordenadas de Taj, en la base ordenada B;.
La transformacion T esta determinada por los m x n escalares 4;;.
LamatrizAm xn, A(i,j) = A;; se llama matriz de T respecto al par de bases ordenadas B; y B,,.

Sia =xa; + -+ x,a, €s un vector de V, entonces

m

n
i=1 j=1
= Zr':l(Z;r;lAux]) B] ...................................... (18)

Si X es la matriz de las coordenadas de a en la base ordenada, B. entonces AX es la matriz de

las coordenadas del vector a en la base ordenada (3, ya que el escalar Y., 4;;x; es el elemento

de la i-ésima fila de la matriz columna AX.Y A es una matriz m x n sobre el cuerpo F, entonces

TXi=1%Taj) = Xieq (X721 AijX) B v (20)
Se tiene una transformacion lineal T de V en W, la matriz de la cual es A, respecto a 3, 5’.
Ejemplos:

1. Calcular la representacion matricial D, con la base (1,1 + x,1 + x + x,1 + x,2 + x")
de V, yla base (1,x,x2 ) de W. La base de V se transforma asi:

p() =0, DU+x) =1,
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Dl +x+x2) =1+ 2x,
DIl +x+ x*+x3) =1+ 2x + 3x,
y matricial es

0 11 1
[0022

0 0 0 3

2. Sea F un cuerpo, T el operador lineal en F? T(x;,x,) = (x1,0). Sea g = {E;,E,}. la base
ordenada canonica de F2. Calcular [T]p

Solucion: Ty, = T(1,0) = (1,0) = 1E; + OF,
TEZ = T(O,l) = (0,0) = OEl + 0E2
la matriz de T en la base ordenada B es

ms=[; ¢

Teorema: Sea T :R" — R"™ transformacion lineal. Existe una matriz inica de mxn, A tal que

Tx =Ap paratodo X E R™ ..o (22)

Teorema: Sea A, matriz de transformacion lineal T. Entonces

IMT = IMA o (23)
P(T)=P(A) o, (24)
NU(T) =Ny i (25)

O(T)=0(Ar) i, (26)
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Teorema: Sea V espacio vectorial con dimensiéon n. W espacio vectorial con dimensiéon my

T:V™ W trasformacion lineal. Sea f, = {vl,vz,...,vn} base para V y sea

,82 = {Wl,WZ,...,Wn} base para W . Entonces una matriz Gnica A, de Mxn existe, tal que

Ejemplos

X\ X+
3. Sea T:R? — R? definida porT( j:[ y
y

SEHE
sownn (3] 1)
cone =l ()
sotmnaae ] (5] (3] (7 msime a3 ¥)

4. Sea T el operador lineal sobre R? definido por T(xy,x,) = (x;,0). La matriz de T en la

j . Usando las bases

base ordenada candnica f = E;, E,
1 o
Tlg = [0 0]
Supongase que f'es la base ordenada de R?, que consta de los vectores E; = (1, 1), E, =

(2,1). Entonces
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E1=E1+E2

Ez = 2E1 + EZ
de modo que P es la matriz
1 2
P=|; il
Se obtiene
1_[-1 2
=7 Al
Con lo que

[Talz = P~ [T]s
=[5 2Alk ol
=17 2l o
-7 %
Se comprueba que es correcto, pues
TE, = (1,0) = —E; + E,

TE, = (2,0) = —2E, + 2E,

Sea V espacio de funciones polinomiales de R en R de «grado» menor o igual que 3. Sea

D el operador derivacion en V y sea

B = {f1»f2:f3:f4}
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g1=h

g2 =thi+f;

g3 =thi+2f,+f;

ga=tfi+3f2+3fz3+ /s

Como la matriz

SO O
—_
w
o~

Es invertible con p~1l=

X

y
z

o - 2
Sea T: R?® - R? una transformacion lineal definida por T< > = [ Xty z]' Encuentra

x—3y+

la matriz de representacion d¢ e T respecto a las bases canonicas estandar de R?y R3

0
yesz=|0
1

Solucién

o

[1] 0
el = ,62 = |1

0

oo =] =L reer [}
=[5 5 ]
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xX+2y+z
3x—y

X
7. Considera la transformacion lineal T:R3® — R? definida por T<[y]> =
z 2x +4y—3z

Encuentra la matriz de representacion de T respecto a las bases candnicas estandar de

Ejercicios:

R3
1 0 0
elzlol,ezzll ye3=[0]
0 0 1
2 1 0
Ten) = [5] T2 = 5]y TCes) =[]
o201
Tl = [2 4 —3]
Sea T: R? —» R? una transformacion lineal definida por T([;D = [Bi ; ;y] Encuentra la

matriz de representacion de T respecto a las bases B = {[ﬂ , [_11]} de R?

X _
Considera la transformacién lineal T:R3 — R? definida por T<[y]>= 2x y+32]
Z

| x+y—2z

)

)

11 [0
Encuentra la matriz de representacion de T respecto a las bases B, = {[0 ,[1

01 10
R3
X xX+2y+z
Considera la transformacién lineal T: R* - R? definida por T( y > = 3x—y
z 2x +4y—3z

Encuentra la matriz de representacién de T respecto a las bases B; = {

1
o
0

| L]«

Para las siguientes transformaciones lineales las bases dadas
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o e 246 e

a) T:M,, —M,, definida por T (A)=A' calcular [T ]a

f(0) 2f(1
b) T:P, —M,, definida por T ( f)z( (() ) f ((3))j caleular [T 7

c) T:M, —R definida por T(A)=|A calcular [T I

5.4 Aplicacién de las transformaciones lineales: reflexion, dilatacion, contraccion y rotacion

La reflexién es el conjunto de puntos graficados desde el espacio euclidiano de entrada a otro
qgue este es isométrico a este mismo.

Con respecto matrices, la matriz de salida es llamada la matriz de reflexion. La reflexién es
realizada con respecto a uno de los ejes cartesianos.

SiT: R2—> R2 hace girar cada punto en el plano alrededor del origen, hasta describir un angulo

Q, entonces, se deduce que la matriz estandar para T es:

Decimos que,
[6059 —sen@] [X] _ [x’]
senf  cosO 1Ly y'
Cuando

6 =120°%x =3,y =4

Entonces:
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1 3 1 V3
-5 T [3] _ =)@+ 5@
V3 1 |4 V3 1
> T3 (7)(3)"'(—5)(4)

1 V3

2 2131 _ [—4.96
\3 1 [4 [ 0.6 ]
2 2

La expansion al igual que en la reflexion, también es posible expandir los puntos dados en una
direccion particular. La expansion se realiza en un cierto angulo. Es multiplicar los elementos del
conjunto de puntos por un término escalar hacia la direccién del angulo donde tiene que ser

expandido.

La contraccién es el procedimiento inverso de la expansion, el punto es contraido en un angulo

hacia una direccién, entonces el nuevo punto es una multiplicacién de ambas matrices.

La rotacion tiene dos significados, la rotacién de un objeto puede ser realizada con respecto a un
eje dado o al eje mismo. La rotacion se realiza para un cierto angulo, la rotacion se realiza en la

direccién de las manecillas del reloj, o inverso a las manecillas del reloj.

Teorema: Toda matriz elemental E de 2x2 es uno de los siguientes casos en su

representacion matricial:

i) Una expansion a lo largo del eje X o y
i) Una compresion a lo largo del eje X o y
iii) Una reflexion respecto a la recta y =X
iv) Un corte alo largo del eje X o y

V) Una reflexion a lo largo del eje X o y
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Vi) Una reflexion respecto al eje X o y
vii) Una expansién o compresion.
Teorema: Sea T :R? — R? transformacién lineal cuya representaciéon matricial es invertible.

Entonces T puede obtener una sucesién de expansiones, compresiones, cortes y reflexiones.

Ejemplos:

X CcX
1. Sea T :R? > R? definida por T( jz( J,C >1 y usando la base estandar para R?.
y y

1 c 0 0 ] c O
Entonces T = yT = .Asique A, = . Por lo tanto
0 0 1 1 0 1
X c 0)x
T = )
(YJ (0 1)[VJ
2 2 . X X . 2
2. Sea T:R° —> R~° definidapor T y = y y usando la base estandar para R”.
1 1 0 0 1 0
Entonces T = yT = .Asique A, = . Por lo tanto
0 0 1 -1 0 -1
X 1 0)(x
T = .
(VJ [0 —J[y)

.2 2 . X _ X+Cy . 2
3. Sea T:R“ —>R~° definidapor T = y usando la base estandar para R”.
y y

T 1) (1 T 0) (c . (1 ¢ Por |
Entonces [Oj—[ojy (J—(J.Aa queAT—[O J. or lo tanto
5o 31
T = :
y) \0 1){y
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4. Sea v = (3,4) aplicar la expansion sobre el eje y
. 1 01~
Solucion: [0 _1] [y] = [—y]
Por lo tanto:

[1 0 ][3] _ [ MEAB)+ 0@
0 —1ll4l ™ [(0B)+ (-1)(®)

[(1) _01] [i] - [_34]

[é —01] [—34] - [5;]

5. Sea v = (—7,4) aplicar la expansién sobre el eje y
Solucion: [é _01] [;] = [_xy]

Por lo tanto:

[1 0 ][3] _ [ WED+O)@)
0 —ul4l  [(0)(=7)+(-1D®)

b SJZ 1=
L W=7
Ejercicios:
1. Trazar la imagen del cuadrado unitario cuyos vértices son (0,0),(1,0),(1,1),(0,1) bajo la

transformacion dada.

a) T es una reflexion a lo largo del eje X

b) T es una reflexion respecto a la recta y = x
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c) Teslacontraccion T(X,y)=(x/2y)
d) T es la dilatacién definida por definida por T (X, y)=(x,3y)

e) T es la deformacion por esfuerzo cortante T (X, y) = (X+ 2y, y)

f) Usar la matriz estandar para rotar el cuadro 30° en sentido horario.

2. Sea v = (—1,—1) aplicar la expansién sobre el eje x

3. Sea v = (2, 6) aplicar la expansién sobre el eje x
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Complemento Educacional 1 Aprendizaje basado en problemas.
TECNM-INSTITUTO TECNOLOGICO DE TOLUCA-DEPARTAMENTO DE CIENCIAS BASICAS

EXAMEN DE LA MATERIA: ALGEBRA LINEAL

NOMBRE DEL DOCENTE:

Rubrica para calificar las competencias genéricas (Tarea por equipo).

ALUMNO(A): CARRERA:
FECHA: TEMA 5. Transformaciones lineales Calificacion:
Niveles de desempenio de los indicadores de alcance
Problemas que | Modelado Seleccionar las | Plantear la | Hacer los | Analizar los | Ponderacion
cubrenuno o mas | del variables e | hipoétesis de | calculos y | resultados vy
indicadores  de | problema, incégnitas, con | solucion, operaciones, evaluar los
alcance es la | sus respectivas | férmulas y/o | paso a paso, | resultados
descripcion | unidades, y/o | algoritmos incluye obtenidos con
textual, Diagrama de | para resolver | documentar sus unidades y
incluye las | Cuerpo Libre y/o | el problema dichas expresar las
figuras que | esquema 0% operaciones conclusiones
lo representativo 0% 34%
describen 0%
0%

1.Resuelve
problemas de
aplicacion de

Transformaciones
lineales

2.Resuelve
problemas de
aplicacién de

Transformaciones
lineales

3.Resuelve
problemas de
aplicacién de

Transformaciones
lineales

Total
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Modelado del problema: Supongamos que tienes un avién en el plano xy y deseas modelar la
transformacion lineal que representa una rotacion de cierto angulo 8 alrededor del origen
(punto (0,0)) del plano. Queremos entender cémo esta rotacion afecta a las coordenadas de
los puntos en el plano.

Seleccionar las variables:
(x,y): Sonlascoordenadasdeunpuntoenelplanooriginalantesdelarotacion.
(x',¥"): Son las coordenadas del mismo punto después de la rotaciéon.

Plantear la hipétesis: La transformacion lineal de rotacion alrededor del origen es lineal, lo que
significa que para cualquier par de puntos (x1, y1) y (x2, y2) en el plano, la rotacién de sus
combinaciones lineales sera igual a la combinacion lineal de sus rotaciones. La rotacion
alrededor del origen conservara la distancia entre los puntos y el origen.

Calcular los resultados:
!

X x * cos(0) — y * sin(0)
y' = x * sin(6) + y * cos(6)
x' = 2*cos(z)—3*sin(z)

4 4
~ 0.7071

y’=2*sin(%)+3*cos(%)

~ 4.9497
(2,3) ~ (0.7071,4.9497 )

Analizar: La transformacion lineal de rotacion efectivamente movié el punto (2, 3) a una nueva
posicion en el plano. Ahora se encuentra en (0.7071, 4.9497). Si aplicamos la misma rotacién
al resto de los puntos en el plano, podemos verificar que las propiedades de linealidad y
conservacion de distancias se cumplen para la transformacion de rotacion alrededor del origen.
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Modelado del problema: Supongamos que tenemos un sistema de camaras de seguridad
ubicadas en un edificio. Cada camara puede rotar y hacer zoom para seguir a los visitantes
en el vestibulo. Queremos modelar la transformacion lineal que describe el movimiento de
los visitantes desde el plano de la cdmara original hasta el plano de la camara final después
de aplicar la rotacion y el zoom.

Seleccionar las variables:
Coordenadas (x,y) de un punto en el plano de la cAmara original
Coordenadas (x',y") de ese mismo punto en el plano de la cimara final.

Plantear la hipdtesis: Suponemos que la transformacion lineal es una combinacion de una
rotacion y un escalado (zoom) en el espacio 2D. La transformacion lineal es unica para cada
camara.

Calcular los resultados:
[x] =[all al2][x] [b1]
[y] = [a21 a22][y] + [b2]
Matriz de transformacion (A):
[1.5 0.5]

[0.7 0.9]

Vector de traslacion (b):
[10]

[5]

[x] [1.5 0.5][2] [10]
[yl = [0.7 0.9][3] + [5]
x'=15%2+05%3+4+10
=154+ 15 + 10
= 26.5
y' =07%2+09%x3+5
=144+ 27+ 5
= 9.1
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Analizar: La matriz A determina la rotacion y el escalado. Si los elementos de la matriz A son
iguales a 1, la transformacion solo realiza una rotacion. Si los elementos son mayores que 1,
implica un escalado.

El vector b indica una traslacion. Es decir, si b1 y b2 no son cero, la imagen sera desplazada
en el plano.

Analizando las matrices Ay vectores b para todas las camaras, podemos entender como se
transforman los puntos en el plano original al plano de cada camara después de aplicar la
rotacion y el zoom. Ademas, podemos comparar las transformaciones entre cdmaras y
analizar cémo afectan a la representacién de la escena del vestibulo desde diferentes puntos
de vista.
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Modelado del problema: Supongamos que estamos disefiando un sistema de comunicaciones
para una red de satélites. Tenemos una matriz de datos que representa las sefiales recibidas
por diferentes antenas en diferentes momentos. Queremos realizar una transformacion lineal
sobre estos datos para resaltar las sefiales mas fuertes y eliminar el ruido.

Seleccionar las variables:
1 3 2
4 6 8]
9 5 7
A: Matriz de datos de entrada (3x3)

T: Matriz de transformacion lineal (3x3)
B: Matriz de datos transformados (3x3)

Plantear la hipétesis: Suponemos que, al aplicar una transformacion lineal adecuada a la matriz
de datos de entrada, podremos resaltar las sefiales mas fuertes y eliminar el ruido, lo que
resultara en una matriz de datos transformados B. Aplicaremos una transformacion lineal
multiplicando la matriz de datos de entrada A por una matriz de transformacion lineal T.

A =

Calcular los resultados:

B=Ax*T
2 0 0 3 3 3
T=10 2 0/+|3 3 3
0 0 2 3 3 3
1 3 2
A=14 6 8
9 5 7
1 3 2 2 0 0 3 3 3
B=14 6 8|*«[|0 2 0|+|3 3 3
9 5 7 0 0 2 3 3 3
1 3 2 5 3 3
B=1|(4 6 8/+|3 5 3
9 5 7 3 3
20 24 18
B=626862]
76 76 72

Analizar: Hemos aplicado una transformacion lineal a la matriz de datos de entrada A,
utilizando una matriz de transformacién T. La matriz resultante B muestra las sefales mas
fuertes resaltadas y el ruido atenuado. Esto puede ser util para mejorar la calidad de las
senales recibidas en la red de satélites y facilitar el procesamiento de los datos.
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Complemento educacional 2 Examen con rubrica competencia disciplinar

TECNM-INSTITUTO TECNOLOGICO DE TOLUCA-DEPARTAMENTO DE CIENCIAS BASICAS

EXAMEN DE LA MATERIA: ALGEBRA LINEAL

NOMBRE DEL DOCENTE: DR. ALAIN CESAR GONZALEZ GARCIA

ALUMNO(A): CARRERA:

FECHA: TEMA 5: Transformaciones lineales CALIF:

Niveles de desempefiio de los indicadores de alcance

Indicadores de
alcance cubiertos
por los reactivos
del examen en
forma directa uno
a uno.

Maximo dos errores
matematicos en el

Un matematico
en el desarrollo

Procedimiento
y resultado

correctos 25% |del desarrollo del
procedimiento procedimiento 10%
15%

Procedimiento
incorrecto.
Desconocer
competencia
previa. Tres o mas
errores
matematicos.

Dato incorrecto. 0%

Ponderacion

Verifica que una
funcion es una
transformacion

Encuentra el
nicleo de wuna
transformacion
lineal

Encuentra una
base para el rango
ylanulidad de una
transformacién
lineal

Encuentra la matriz
estandar para una
transformacion
lineal y respecto a
una base no
estandar

Resuelve
problemas de
aplicacion de las
transformaciones
lineales: reflexidn,
dilatacion,
contraccién y
rotacién

Examen Escrito

Escala

Calificacion final del Tema
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1. Dada la transformacion lineal T:R? —» R? definida por T (;) = (gxx__l_ Zyy) encuentra la

transformacion asociadaa T

Solucién

(o) = P8

(o) =%
- [—21]
A= [E —21]]

x
2. Considera la transformacion lineal T:R3 — R? definida por T([yD: 2x+y]_
A

X—z
Encuentra el nucelo y laimagen de T.

Solucién

{2x+y=0
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im(r) = ran {[{].[g] }

y -15x-13y

() (@} clote .
oo 3)- (
— ] :@ y Cfl (e n 2 2).

‘P2 2 e X\ ( 12x+10y
3. Sea T :R° — R* definida por T =

] . Usando las bases

2x+y
x—=y
3x

. Considera la transformacion lineal T: R?> — R3por T ([y]) = Encuentra la matriz

de representacion de T respecto a las bases candnicas estandar de R%y R3

Solucién

o=l ve=[

2 1
T(ey) = [1 yT(ey) = [—1]
3 0
2 1
IT| = [1 —1]
3 0
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5. Sea v = 3,—1 aplicar la expansién sobre el eje y

Soluciodn,

o ABI=15]

[1 0 ”3] _ [ MG+ (0)(-1)
0 -1l [(0)(3)+ (-D(-1)

o Zullal =[]

[3 —01] [— (3—1)] - ﬁ]
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Complemento Educacional 3 Practica utilizando TIC’s competencia genérica
Practica virtual : Transformaciones lineales

Objetivo: Encontrar la matriz de transformacién lineal y visualizar los efectos geométricos que
tiene al aplicarse a una region en el plano utilizando el software GeoGebra.

Indicaciones: Ingresa a la direccion htips://www.geogebra.org/m/dtejsmpu , aparecera una
pantalla similar a la siguiente.
[: AL P OO | N || 222 |[
Ho % :
Namero A:(?: :Z) m 4
e ap=1 A 40
= 29
onl solli™____ »
- 2 = 9 AR S——————— 1 10
5 m——e 5 (3 az,f[“ 1 !
O =1 a,,={ 1
5 @ 5 (3) 22
Punto
A = (-15. -10)
B = (10, -10)
C = (-15, 20)
Texto
= P T s N e SamEman mama- s pmss R mams-amEn- 5

+

En las cajas de texto podras introducir las entradas de la matriz de transformacién lineal segun
se te solicite. Posteriormente dar clic en aplicar “Aplicar transformacién”. Si deseas la
configuracion inicial presiona el boton “Reset”.

Ejercicio. Escribir la representacion matricial de 2 x 2 de las transformaciones lineales y hacer
un bosquejo de la figura obtenida al aplicar la transformacién a la imagen.

Sistema Matriz de transformacién y Representacion grafica
Expansién a lo largo del eje X con ¢ = 2 A= (2 0)
0 1
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https://www.geogebra.org/m/dtejsmpu

30

25

Compresion a lo largo del eje Y con ¢ =
1

3

Reflexion respecto de larectay = x

Corte a lo largo del eje x con ¢ = -3

Corte alo largo del eje y con ¢ = 3
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Corte a lo largo del eje y con ¢c=-1/2

Rotaciéon de 45 ° en sentido de las
manecillas del reloj

Rotacién de 60 ° en sentido contrario de
las manecillas del reloj

Reflexion respecto del eje X

Reflexion respecto del eje Y
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