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Modelado y control de robots paralelos en
espacio de postura

por Ismael Medina Lopez
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Resumen

“Desocupado lector, sin juramento me podrds creer
que quisiera que este libro [...] fuera el mds hermoso,
el mds gallardo y mds discreto que pudiera
imaginarse.”

— Miguel de Cervantes Saavedra

Dos de los problemas fundamentales de la robética son el modelado dindmico y el control de ro-
bots manipuladores. En el caso de los robots manipuladores paralelos la dindmica es mas complicada
que la de los manipuladores seriales, debido principalmente a las multiples cadenas cerradas; por lo
que también lo es la implantacion de controladores basados en el modelo dindmico del robot. En los
ultimos afios, los robots paralelos han estado bajo un creciente desarrollo tedrico, asi como en aplica-
ciones practicas; esto se debe a que ofrecen una mayor velocidad, rigidez y precision respecto a los
robots seriales convencionales; sin embargo, una gran desventaja que poseen es su limitado espacio
de trabajo. Un robot manipulador paralelo consiste cominmente de una plataforma mévil acoplada
a una base fija por medio de varias cadenas cineméticas, conocidas como piernas, las cuales forman
cadenas cinemadticas cerradas; el modelo de un robot paralelo debe entonces satisfacer las restriccio-
nes holonémicas impuestas por las cadenas cerradas. Y con el fin de simplificar el cdlculo del modelo
dindmico de este tipo de mecanismos, muchos autores sugieren el empleo de un conjunto no minimo
de coordenadas generalizadas para encontrar las ecuaciones de movimiento, y luego aplicar el lla-
mado método de proyeccion para obtener un modelo minimo. Generalmente este modelo minimo es
expresado en términos de las variables articulares activas, por lo que se trata de un modelo en espacio
articular; sin embargo, también es posible emplear otro conjunto minimo de variables. En este trabajo
de tesis se propone el uso de las coordenadas que determinan la posicién y orientacién (es decir, la
postura) de la plataforma movil para caracterizar el modelo dindmico minimo. El objetivo principal de
este trabajo es obtener el modelo dindmico en espacio de postura de dos mecanismos paralelos con la
finalidad de implementar controladores de movimiento que hagan uso de tal modelo. Los mecanismos
que han sido seleccionados para este estudio son un robot paralelo planar de dos grados de libertad
(g.d.l.) conocido en la literatura como mecanismo de cinco barras y un robot paralelo de seis g.d.l.
denominado Hexapod por su fabricante (Quanser Inc.); ambos prototipos estan en funcionamiento en
el Laboratorio de Mecatrénica y Control del Instituto Tecnoldgico de La Laguna.
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Abstract

Two of the fundamental issues of robotics are the dynamics modeling and the control of robot manipu-
lators. The dynamics of parallel robots is more complicated than that of serial robots due mainly to the
multiple closed chains; and so is also the implementation of controllers based on the robot dynamics
model. Over the last few years, parallel robots have been under an increasing theoretical development,
as well as in practical applications; this is because they offer greater speed, rigidity and precision
compared to conventional serial robots; however, a great disadvantage of parallel robots is their li-
mited workspace. A parallel robot manipulator commonly consists of a mobile platform coupled to a
fixed base by means of several independent kinematic chains, known as legs, so that they form closed
chains; the model of a parallel robot must then satisfy the holonomic constraints imposed by those
closed chains. And in order to simplify the computation of the dynamics model of this type of mecha-
nisms, many authors suggest using a non-minimal set of generalized coordinates to find the equations
of motion, and then applying the so-called projection method to obtain a minimal model. Generally
this minimal model is expressed in terms of the active joint coordinates, so it is a model in joint space;
however, it is also possible to use another minimal set of variables. In this thesis work the use of the
coordinates that determine the position and orientation (i.e., the pose) of the mobile platform is pro-
posed to characterize the minimal dynamics model. The main objective of this work is to obtain the
dynamics model in pose space of two parallel mechanisms, and then to implement motion controllers
that make use of such model. The mechanisms that have been selected for this study are a planar pa-
rallel robot with two degrees of freedom (dof) known in the literature as a five-bar mechanism, and
a parallel robot of six dof called Hexapod by its manufacturer (Quanser Inc.); both prototypes are in
operation at the Mechatronics and Control Laboratory of the Instituto Tecnolégico de La Laguna.
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Capitulo 1

Introduccion

“Una decision solo toma sentido cuando es titil para
tomar la siguiente decision.”

— Comandante Erwin Smith, Shingeki no Kyojin

El término robot proviene de la palabra checa “robota”, que se refiere al trabajo realizado de manera
forzada; fue introducido en nuestro vocabulario por el dramaturgo Karel Capek en 1921 en su novela
satirica Rossum’s Universal Robots (R.U.R.) donde describe al robot como una méquina que sustituye
a los seres humanos para ejecutar tareas sin descanso; a pesar de esto, los robots se rebelan contra sus
creadores aniquilando a toda la raza humana. Sin embargo, la imagen de un robot como un artefacto
mecdnico comenz6 a popularizarse en los afios cuarenta cuando el ruso Isaac Asimov, el bien conocido
escritor de ciencia ficcidn, concibié al robot como una maquina auténoma de apariencia humana, con
cierto grado de inteligencia y, por lo tanto, capaz de realizar tareas complejas.

Sin duda alguna, Asimov fue el maximo impulsor de la palabra robot y ademas introdujo el término
robética como la ciencia dedicada al estudio de los robots. En octubre de 1945, Asimov publicé
en la revista Galaxy Science Fiction una historia en la que por primera vez enuncid las tres leyes
fundamentales de la robotica [1]:

1. Un robot no puede perjudicar a un ser humano, ni con su inaccién permitir que un ser humano
sufra dafio.

2. Un robot ha de obedecer las 6rdenes recibidas de un ser humano, excepto si tales érdenes entran
en conflicto con la primera ley.

3. Un robot debe proteger su propia existencia mientras tal proteccion no entre en conflicto con la
primera o segunda ley.

Actualmente la robdtica, aislada de cualquier tipo de contexto de ciencia ficcidn, es una disciplina
cientifica que aborda la investigacién y desarrollo de una amplia variedad de sistemas robéticos dise-
fados para realizar actividades industriales, cientificas, comerciales y hasta domésticas. La naturaleza
multidisciplinaria de la robética permite involucrar una gran cantidad de dreas del conocimiento tales
como matemadticas, fisica, electrénica, computacion, vision e inteligencia artificial, entre otras. Es pre-
ciso tener en cuenta también que aun cuando la robdtica es una disciplina eminentemente experimental
todos sus resultados estdn sustentados con un estricto rigor cientifico. Buscando una definicién apro-
piada para los términos robotica y robot, se pueden encontrar las proporcionadas por la Organizacion
Internacional de Estdandares (ISO), mostradas a continuacion:
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Definicion 1. La robotica es la ciencia encargada del estudio de las tecnologias asociadas con la
teoria y la aplicacion de sistemas roboticos. El estudio involucra tanto la investigacion teorica como
la pragmdtica. En forma general, dentro de la teoria se pueden distinguir el modelado, planificacion,
programacion y control de robots; asi mismo en lo prdctico se tiene el disefio, fabricacion y aplicacion
de sistemas roboticos.

Definicion 2. Un robot es un sistema mecdnico multipropdsito, reprogramable en dos o mds ejes con
un grado de autonomia, moviéndose dentro de su entorno, para llevar a cabo las tareas previstas.

Por otro lado, entre los componentes esenciales de un robot se involucran, en general, a un aparato
de locomocion (ruedas, piernas mecdnicas, hélices, etc.) y a un aparato de manipulacion (brazos me-
canicos, manos artificiales, plataformas méviles, etc.); debido a esto y al amplio campo de estudio de
la robética, los robots generalmente estdn presentes en alguna de las categorias mostradas en la figura
1.1.

Robots manipuladores

Robots con ruedas
Robots terrestres 4 Robots con orugas

Robots con patas
Tipos de robots { Robots moviles Robots marinos

Robots acuaticos .
{Robots submarinos

Robots aéreos

Robots humanoides

Figura 1.1: Clasificacién de robots.

Como bien se sabe, los robots manipuladores figuran como piezas destacadas del mosaico que ac-
tualmente forma la robdtica. Su distincidn de debe posiblemente a su amplia variedad de aplicaciones
y al hecho de que han sido objeto de estudio durante afios por la comunidad cientifica. En las siguien-
tes secciones se trataran diversos aspectos relacionados exclusivamente con robots manipuladores, asi
como una clasificacion relevante de los mismos.

1.1. Robots manipuladores

Los robots manipuladores son el tipo de robots mds populares, debido a la importancia que ocupan
en el sector industrial como herramientas clave en la automatizacion; es por esto que el término robot
industrial se ha vuelto un sinénimo de robot manipulador. Las principales ventajas argumentadas
para el uso de robots manipuladores en la industria son la reduccion de los costos de produccion, el
incremento de la precision, la calidad y la productividad, y una mayor flexibilidad en las lineas de
ensamblado. Actualmente se cuentan con varias definiciones de robot manipulador o robot industrial,
entre las que proporcionan una mejor descripcion se encuentran las siguientes:

2 Ing. Ismael Medina Lopez
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e Definicion del Instituto Americano del Robot (RIA):

“Es un manipulador reprogramable, multifuncional, capaz de mover materias, piezas, herra-
mientas o dispositivos especiales, con movimientos variados y programados para la realizacién
de tareas diversas”.

e Definicion de la Organizacion Internacional de Estdndares (ISO):

“‘Manipulador multifuncional reprogramable con varios grados de libertad, capaz de manipular
materias, piezas, herramientas o dispositivos especiales segln trayectorias variables programa-
das para realizar tareas diversas”.

e Definicion de la Federacion Internacional de Robdtica (IFR):

“Por robot industrial se entiende a una maquina de manipulacién automaética, reprogramable y
multifuncional, con tres o mds ejes que pueden posicionar y orientar materias, piezas, herra-
mientas o dispositivos especiales para la ejecucion de trabajos diversos en las diferentes etapas
de la produccién industrial, ya sea en una posicién fija o en movimiento”.

De acuerdo a las definiciones anteriores, los robots manipuladores presentan tres capacidades fun-
damentales que los hacen ttiles en los diferentes procesos industriales: traslado de materiales, mani-
pulacion, y medicion [2].

En un proceso de produccion, cada objeto tiene que ser transferido de un lugar a otro para ser
almacenado, manufacturado, ensamblado y empaquetado. Durante la transferencia, las caracteristicas
fisicas del objeto no sufren ninguna alteracion. La capacidad del robot para recoger un objeto, moverlo
en el espacio en las trayectorias predefinidas y después liberarlo, hace que el robot mismo sea un
candidato ideal para las operaciones de traslado de materiales. Las aplicaciones tipicas incluyen:

o Paletizado (colocar objetos en una estibadora de manera ordenada),
Carga y descarga de almacenes,

Tendido en mdquinas-herramientas,

Clasificacion de piezas,

Empaquetado, etc.

S 00 O

La fabricacién consiste en transformar materia prima en productos terminados; durante el proceso,
la pieza cambia sus propias caracteristicas fisicas como resultado del mecanizado, o pierde su iden-
tidad como resultado de un ensamblaje de mas partes. La capacidad del robot para manipular tanto
objetos como herramientas los hacen apropiado para ser empleado en los procesos de fabricacion de
productos o en el maquinado de piezas. Aplicaciones tipicas incluyen:

Soldadura por arco y punto,
Revestimiento y pintado,
Pegado y sellado,

Corte por laser,

Fresado y perforacion,
Fundicién y rociado,
Desbarbado y rectificado,
Atornillado y cableado,

(R R R R R RV R
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¢ Limpieza y mantenimiento de moldes,
o Montaje de piezas mecdnicas y eléctricas,
o Montaje de tarjetas electronicas, etc.

Ademés del traslado y manipulacién de materiales, en los procesos industriales es necesario rea-
lizar mediciones para comprobar la calidad del producto. La capacidad del robot para explorar el
espacio 3D junto con la disponibilidad de mediciones del estado del manipulador permiten que un
robot sea utilizado como un dispositivo de medicién. Aplicaciones tipicas incluyen:

¢ Inspeccion de objetos,
¢ Medicion del perimetro de piezas,
¢ Deteccion de imperfecciones de fabricacion, etc.

1.2. Subsistemas de robots manipuladores

Como se ilustra en la figura 1.2, un sistema robdtico consiste por lo general de tres subsistemas: sub-
sistema mecanico, subsistema de reconocimiento y subsistema de control. Sus funciones se describen
a continuacion.

Subsistema mecanico Subsistema de reconocimiento
: Robot manipulador m D Visi6n o sistema de
: — — L rastreo laser
— A
: — ]
: I .
—
Entorno de £
3 : trabajo S
S N S =
ko) Q
o S )
gl |2 E
Sl |8 Subsistemadecontrol . ..., 3
N ERE =
EIRE
= o~
o .
: aod O O :
: HH @) :
: Realimentacién I I :
——> > — :
: < —1 :
. LB Comando :
- Etapa de potencia (amplificador) Computadora

Figura 1.2: Subsistemas de robots manipuladores y sus interacciones.
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1.2.1. Subsistema mecanico

El subsistema mecdanico es la estructura fisica del robot que realiza los movimientos deseados para
cumplir con las tareas previstas. La mayor parte de los robots manipuladores guardan cierta similitud
con la anatomia del brazo humano, sin embargo, existen otras arquitecturas, las cuales se precisardn
mads adelante. El subsistema mecénico estd formado por los siguientes elementos:

Mecanismo de eslabones articulados

Consiste de una secuencia de eslabones rigidos acoplados por medio de articulaciones que permiten
movimientos relativos entre dos cualesquiera eslabones. El movimiento de cada articulaciéon puede
ser de desplazamiento, de giro, o de una combinacién de ambos. Los eslabones pueden estar hechos
de cualquier material dependiendo de los requerimientos, aunque los mas empleados son el acero y
diferentes aleaciones de aluminio.

Articulaciones

Las articulaciones permiten la conexién y movimiento relativo entre dos eslabones consecutivos de un
manipulador. Las mds empleadas en robots manipuladores suelen ser de tipo rotacional o prismdtica.

No obstante, debido al movimiento relativo requerido en un par cinemético', se pueden distinguir
diferentes tipos de articulaciones como las mostradas en la figura 1.3. Cada uno de los movimientos
independientes que puede realizar cada articulacion con respecto a la anterior, se denomina grado
de libertad (g.d.l.) de la articulacion. En la tabla 1.1 se indica el nimero de g.d.l. de cada tipo de
articulacién y los movimientos relativos proporcionados por éstas.

e Y ==
o z ;

Universal Esférica o Rotula Planar Helicoidal o Tornillo
(2gdl) (3gdl) (3gdl) (1gdl)

Prismatica Rota'cional Cilindrica
(1gdl) (1gdl) (2gdl)

Figura 1.3: Distintos tipos de articulaciones para robots.

ISe le llama par cinemdtico a la unién de dos eslabones de un mecanismo o robot por medio de una articulacién.

5 Ing. Ismael Medina Lopez
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Tabla 1.1: Tipos de articulaciones y grados de libertad que poseen.
| Nombre | Simbolo | g.d.L

Movimientos relativos \

Rotacional R 1 1 rotacion, O traslacién

Prismatica P 1 0 rotacidn, 1 traslacién

Helicoidal H 1 1 rotacién y 1 traslacion dependientes entre si
Cilindrica C 2 1 rotacion y 1 traslacion independientes
Universal U 2 2 rotaciones, O traslaciones

Esférica S 3 3 rotaciones, O traslaciones

Planar E 3 1 rotacion, 2 traslacion

El empleo de diferentes combinaciones de articulaciones en un mecanismo o robot da lugar a
diferentes arquitecturas, con caracteristicas a tener en cuenta tanto en el disefio y construccion del
robot como en su aplicacion. Las combinaciones también influyen por supuesto en el nimero total de
g.d.1. del robot manipulador. Puesto que para posicionar y orientar un cuerpo de cualquier manera en
el espacio son necesarios seis pardmetros independientes, tres para definir la posicion y tres para la
orientacidn, entonces se precisaran al menos de seis g.d.l. en un robot manipulador para tener destreza
completa.

Actuadores

Los actuadores son los encargados de generar el movimiento de los eslabones del robot segin las
ordenes dadas por el subsistema de control. De acuerdo a su principio, de operacion los actuadores
pueden ser clasificados en neumaéticos, hidraulicos y eléctricos. Debido a sus caracteristicas de control
y precision, los accionamientos eléctricos se han vuelto los mds usados en los robots industriales
actuales. Dentro de los actuadores eléctricos pueden distinguirse tres tipos diferentes:

e Motores de corriente directa (DC):

- Controlados por inducido,
- Controlados por excitacion.

e Motores de corriente alterna (AC):

- Sincronos,
- Asincronos.

e Motores paso a paso.

Estos a su vez pueden emplear transmisiones de potencia que aseguran la conduccion del movi-
miento generado en los actuadores hasta las articulaciones. Algunos de los sistemas de transmision
usados con mayor frecuencia son los de tipo engranajes, bandas dentadas, cadenas, tornillos sin fin,
cremalleras, etc. Otro elemento que puede ser empleado por los actuadores para transmitir el mo-
vimiento son los reductores, aunque suelen ser considerados como transmisiones de tipo engranaje,
los cuales estdn encargados de adaptar el par y la velocidad de la salida del actuador a los valores
adecuados para el movimiento del robot.

En el caso de que el eje de un actuador sea conectado directamente a la carga o articulacion, sin
la utilizacién de un sistema de transmision intermedio o de un reductor, entonces se tiene lo que se

6 Ing. Ismael Medina Lopez
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ha dado a llamar como motor de transmision directa o de accionamiento directo (direct-drive motor).
Los sistemas mecédnicos que toman la potencia proveniente de un motor sin elementos reductores o de
transmision son conocidos como mecanismos de transmision directa (direct-drive mechanism). Este
tipo de accionamiento aparece a raiz de la necesidad de utilizar robots en las aplicaciones que exigen
combinar gran precision con alta velocidad. Los reductores introducen una serie de efectos negativos,
como son juego angular, rozamiento o disminucién de la rigidez del accionador, que pueden impedir
alcanzar los valores de precision y velocidad requeridos. Las principales ventajas que se derivan de la
utilizacién de accionamientos directos son las siguientes [1]:

e Posicionamiento rapido y preciso, pues se evitan los rozamientos y el juegos de las transmisiones
y reductores.

e Aumento de las posibilidades de controlabilidad del sistema a costa de una mayor complejidad.

¢ Simplificacidn del sistema mecdnico al eliminar el reductor.

El motor a ser empleado en un mecanismo de accionamiento directo debe proporcionar un par
elevado a bajas revoluciones manteniendo la maxima rigidez posible. Entre los motores empleados
para accionamiento directo y que cumplen estas caracteristicas, se encuentran los motores sincronos
y los llamados de corriente directa sin escobillas (brushless DC motor).

Sensores internos

Para conseguir que un robot manipulador realice sus tareas con la adecuada precision, velocidad e
inteligencia, serd necesario que tenga conocimiento de su propio estado interno. La informacion re-
lacionada con su estado, fundamentalmente la posicién y velocidad de sus articulaciones, la consigue
con los denominados sensores internos. En la figura 1.4 se resumen los sensores mas cominmente
empleados para obtener informacién de presencia, posicion y velocidad en robots industriales [1].

Inductivo
Capacitivo

De efecto Hall
Optico
Ultrasonido
De contacto

Sensores de presencia

Potenciémetros

Tipos de sensores Analégicos | Resolvers

Sincro-resolvers

Sensores de posicion
Codificadores absolutos

Digitales { Codificadores incrementales
Regla dptica

Tacogenerador
Codificadores

Sensores de velocidad {

Figura 1.4: Diferentes sensores internos utilizados en robots.
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Elementos terminales

Los elementos terminales, también llamados efectores finales (end effector), son los encargados de
interaccionar directamente con el entorno de trabajo del robot. Pueden ser tanto elementos de aprehen-
siéon como herramientas.

Si bien un mismo robot manipulador es, dentro de limites l6gicos, versatil y readaptable a una
gran variedad de aplicaciones, no ocurre asi con los elementos terminales, que son en muchos casos
especificamente disefiados para cada tipo de trabajo. Por ejemplo, un efector final puede cumplir con
tareas de agarre, sujecion y transporte de materiales.

1.2.2. Subsistema de control

El subsistema de control regula el movimiento del robot con el fin de lograr una determinada tarea,
usando la informacién proporcionada por el subsistema de reconocimiento, o bien, usando sélo la
informacion entregada por los sensores internos del robot. Se compone de un sistema electrénico con
la etapa de potencia encargada de suministrar energia al robot para su movimiento. A continuacién se
detallan los dispositivos que forman este subsistema:

Controlador digital

El controlador digital es un dispositivo electrénico el cual puede ser un hardware basado en un mi-
croprocesador; como un simple microcontrolador, una computadora personal, o un ordenador central
capaz de calcular y emitir comandos de control en tiempo real a altas velocidades. Un controlador
incluye los algoritmos de control programados en el sistema operativo para guiar al robot. La capa-
cidad del robot para llevar a cabo la tarea asignada con alto desempefio estd dada por el algoritmo
de control, el cual puede decidir la ejecucion de la accién con respecto a las restricciones impuestas
por el subsistema mecdnico y el entorno de trabajo. Una vez procesados los comandos programados
por el usuario se transmiten sefiales apropiadas a los amplificadores de potencia. Los lenguajes de
programacion pueden ser los mismos que se usan en computacion, como C y C++. Para los robots
comerciales, sin embargo, los lenguajes son generalmente distintos.

Etapa de potencia (amplificador)

Puesto que los comandos de control del controlador digital convertidos en sefiales andlogas por un
conversor de sefal digital a analégica (DAC) son muy débiles, requieren de amplificacion para real-
mente accionar los motores eléctricos del robot manipulador. Las sefiales de mando hacia los motores
(generalmente corrientes eléctricas) son generadas por amplificadores de potencia a partir de una se-
fial de consigna o comando proveniente del controlador. Los amplificadores de los motores necesitan
para su correcto funcionamiento de una fuente de alimentacién que, junto con los amplificadores, estad
dotada de un bus para la alimentacion y las sefales de potencia y otro para las sefnales de control.

1.2.3. Subsistema de reconocimiento

El elemento mds importante en el subsistema de reconocimiento es el sensor externo. La mayoria de
los sensores externos son esencialmente transductores, los cuales son dispositivos capaces de trans-
formar o convertir una determinada manifestaciéon de energia de entrada, en otra diferente a la salida,
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pero de valores muy pequefios en términos relativos con respecto a un generador. Estos dispositi-
vos son usados principalmente para obtener informacion del entorno trabajo del robot. Los sensores
externos forman parte de una de varias dreas generales: vision, tacto, fuerza, deteccién de rango y
proximidad, navegacion, reconocimiento de voz, etc.

Un sensor externo requerird de un convertidor analdgico a digital (ADC), este dispositivo electro-
nico permite la comunicacion entre los sensores y el controlador del robot.

1.3. Estructura mecanica de robots manipuladores

De acuerdo con [2] un robot manipulador estd constituido por una sucesion de cuerpos rigidos (esla-
bones) conectados por medio de articulaciones, que pueden estar actuadas (articulaciones activas) o
no (articulaciones pasivas), y constituyen lo que se conoce como una cadena cinematica. Un manipu-
lador cuenta con un eslabdn fijo o base, y generalmente lo que se pretende es, mediante el movimiento
proporcionado por las articulaciones activas, controlar la posicién y orientacion (i.e., la postura) del
eslabon que contiene el llamado elemento terminal (o efector final), que le permite al robot realizar la
tarea especificada.

De acuerdo a su estructura mecdnica, los robots manipuladores se clasifican en robots de cadena
cinemdtica abierta (en los que existe un s6lo camino desde la base hasta el elemento terminal) y de
cadena cinemadtica cerrada (en los que existe mds de un camino). Los robots manipuladores de cadena
abierta se conocen comuinmente como robots seriales, mientras que los llamados robots paralelos son
un caso particular de los robots de cadena cerrada en los que el elemento terminal estd unido a la base
por medio de dos o mds cadenas cinemdticas, conocidas como piernas del robot. En la figura 1.5 se
muestran dos ejemplos de robots industriales del tipo serial y paralelo.

En este documento se usard el término postura como traduccién del inglés pose, y corresponde a
la posicion y orientacidon de un cuerpo en el espacio; ademas se usard el término configuracion como
traduccion del inglés posture, para referirse a la ubicacion en el espacio de todas las piezas de un robot
en un instante de tiempo.

Es indiscutible la primacia de los robots con estructura en serie sobre todo en aplicaciones indus-
triales. Los robots paralelos, en constante crecimiento en la actualidad, son utilizados especialmente
en determinadas aplicaciones en las que sus caracteristicas ofrecen ventajas para resolver algunos pro-
blemas para los que tienen limitaciones los robots seriales. En general, los robots paralelos presentan
las siguientes ventajas frente a los robots seriales:

e [ os actuadores conectan directamente la base del robot al efector final. Debido a esto, los actua-
dores sirven de elementos estructurales y operan de manera simultdnea, lo que les da la capaci-
dad de manipular cargas muy superiores a su propio peso. Por lo tanto, la relacién carga/peso
de estos mecanismos proporciona una alta eficiencia energética.

e Las estructuras paralelas son mecanismos que ofrecen una alta rigidez y un peso relativamente
bajo. Esto hace que presenten caracteristicas de precision superiores a las de los robots seriales.

e Presentan elevadas velocidades de operacidn, en comparacion con cualquier otro tipo de estruc-
tura robdética.

Sin embargo, una de las principales desventajas que poseen los robots paralelos es su limitado
espacio de trabajo, que representa la parte del entorno a la cual el efector final del manipulador puede
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(a) Robot serial. (b) Robot paralelo.

Figura 1.5: Robots industriales de la compafita FANUC Robotics.

acceder. Su forma y volumen depende de la estructura del manipulador, asi como de la presencia de
los limites mecdnicos de las articulaciones.

Como es obvio suponer, el contenido de esta tesis tratard sobre el estudio y anélisis relacionados
con robots paralelos. En [3] se presenta una definicion formal para estd clase de mecanismos de la
siguiente manera:

Un robot paralelo es aquel cuya estructura mecdnica es de cadena cinemética cerrada; se com-
pone de una base fija y de un elemento terminal con n grados de libertad, unidos entre si por
al menos dos cadenas cinemdticas independientes. El movimiento del mecanismo tiene lugar
mediante n actuadores simples.

Debido a la estructura de cadena cerrada, no todas las articulaciones de un robot paralelo son
actuadas, pero usualmente el nimero de actuadores es seleccionado de manera que sea igual al nimero
de grados de libertad del robot. Debido a esto, existen diversas maneras de elegir el nimero y tipo de
articulaciones en cada pierna del robot, lo cual influye en su movilidad, su espacio de trabajo y en las
caracteristicas de los actuadores que se emplean.

1.4. Conceptos basicos de sistemas mecanicos

1.4.1. Espacios de configuracion

En este documento se define el espacio fisico como el espacio tridimensional que contiene cualquier
objeto material sobre el cual se aplican las leyes de la fisica cldsica (y que se denominard aqui como
un objeto fisico). En su sentido méds amplio, este espacio fisico abarcaria entonces el universo entero.
Sin embargo, en mecdnica cldsica es comun aislar los cuerpos bajo anélisis, reduciendo asi el espacio
fisico de interés.

10 Ing. Ismael Medina Lopez
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Para fines de andlisis, el espacio fisico se modela mediante el espacio euclidiano de dimension
tres, denotado por E?. Cabe recordar que un espacio euclidiano (un concepto puramente matemético)
es un espacio vectorial sobre los reales (i.e. isomoérfico a R?) con una estructura geométrica adicional,
que le permite manejar tanto vectores como puntos.

Desde el punto de vista matematico, un cuerpo rigido es una coleccion de particulas, de manera
que la distancia entre cada par de ellas permanece constante en todo momento, sin importar el movi-
miento del cuerpo ni las fuerzas aplicadas a €l. En otras palabras, un cuerpo rigido es un objeto fisico
no deformable. Por lo tanto, como se explica en [4], cada eslabon de un manipulador puede verse
como un cuerpo rigido; y la unioén de un conjunto de eslabones forman lo que se ha llamado un siste-
ma mecdnico, cuyos elementos interactian entre si a través de fuerzas (de contacto, gravitacionales,
inerciales, etc.) en el espacio fisico.

Por otra parte, se le llama configuracion de un sistema mecdnico a la ubicacién en el espacio
fisico de todos los elementos del sistema en un instante de tiempo dado. Dicho de otra forma, la
configuracion de un sistema mecdnico se dice que estd completamente definida si la posicion y la
orientacion de todos los cuerpos rigidos (eslabones) en el sistema son conocidos con respecto a un
marco de referencia inercial. Y se le llama espacio de configuracion al conjunto formado por todas las
configuraciones posibles que puede tomar el sistema en cualquier tiempo.

Ahora bien, generalmente para describir la configuracién de un sistema mecédnico se emplea un
conjunto de pardmetros que determinan de manera unica la ubicacion en el espacio de todos los ele-
mentos del mismo. En el caso de un robot manipulador, es comun emplear el vector de coordenadas
articulares q para describir la configuracion del robot. Sin embargo, como se vera enseguida, este no
es el unico espacio de configuracién posible [5].

Espacio articular

Las variables o coordenadas articulares de un manipulador son las n variables independientes {g;, g2,
.,qn} con las cuales es posible especificar completamente la ubicacién de todos los eslabones del
robot, es decir, su configuracion. Generalmente dichas variables se atribuyen a las articulaciones ac-
tuadas del mecanismo. En los robots seriales, por ejemplo, las variables articulares definen la posicién
relativa de un eslabon respecto al precedente. En el caso de los robots paralelos, debido a la estructura
en cadena cerrada, es comun emplear otro conjunto de coordenadas asociadas a aquellas articulaciones
no actuadas, ademads del conjunto de variables ¢; (i = 1,2, ...,n); esto se hace con la finalidad de sim-
plificar el andlisis de la configuracién del mecanismo. Sin embargo, ambos conjunto de coordenadas
no son independientes entre si, en el sentido de que es posible demostrar que las coordenadas asocia-
das a las articulaciones no actuadas pueden ser obtenidas en funcién de las coordenadas actuadas vy,
por lo tanto, especificar la configuracion del robot a partir de estas ultimas. Ademds, emplear variables
articulares actuadas y no actuadas en un mecanismo paralelo implica la existencia de relaciones de
restriccidn entre ambos tipos de variables.
Para un robot manipulador de n grados de libertad completamente actuado, el vector de posiciones
articulares actuadas ¢ tendrd n elementos:

q1

q= 6].2 e R".

qn

11 Ing. Ismael Medina Lopez
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De acuerdo a lo que se explicé al inicio, se suele referir a ¢ como el vector de coordenadas
articulares actuadas o activas. En resumen, el espacio en el que se representa la ubicacion de todos
los eslabones del robot, empleando las variables articulares ¢, se denomina espacio articular.

Espacio de postura

Desde el punto de vista de un usuario del robot, resulta natural especificar las tareas a realizar por me-
dio de la posicion y la orientacion del elemento terminal del robot, respecto a un marco de referencia
fijo (usualmente el marco de la base). En la robética se emplea la palabra postura (en inglés “pose”
para referirse precisamente a la posicion y orientacion entre dos marcos coordenados. Asi, se habla de
la postura del elemento terminal del manipulador respecto a la base [5].

Como es bien sabido, se requieren seis grados de libertad para describir completamente la postura
de un cuerpo en el espacio tridimensional, siendo tres para la posicion y tres para la orientacion. En
esta tesis se considera que las tareas a realizar son de control de la postura del elemento terminal,
entonces se habla de espacio de postura. Mientras que el manipulador es descrito de manera natural
en el espacio articular, la postura de su elemento terminal es generalmente especificada en términos

T .
del vector y = [pT tﬁT] , que se denomina vector de coordenadas de postura.
En el caso general, para un espacio fisico de dimension d, se tiene que la posicion queda descrita

por medio de un vector p € R?, mientras que ¥ pertenece a una variedad de dimensién § = d(d;l), de
d(d+1)
==

modo que toda la postura pertenece a una variedad de dimensién d + 6 =
Hay que recordar que, de manera burda, una variedad de dimension n es un subconjunto de un es-
pacio euclidiano de dimension m (m > n) que localmente se puede ver como un espacio de dimensién
n.
En el caso de cuerpos en el espacio tridimensional, la posicion del origen de un marco coordenado
20(X{, Y{, Zp), situado en el elemento terminal, con respecto a otro marco coordenado Xg(Xo, Yo, Z),
colocado en la base, se expresa mediante la relacién:

I’zp)cj‘\7"'pyy"'pz2 (11)

donde p,, p, y p, son las coordenadas cartesianas del vector p a lo largo de los ejes del marco Xy; X, §
y Z son vectores unitarios en direccién de los ejes de Z. La relacion (1.1) puede escribirse de la forma
compacta:

Px
p=|p |€ R
Dz

Ahora bien, en el caso de la orientacién no existe una forma unica de describir la orientacién
debido a que existen diferentes parametrizaciones de la variable de orientacién [2].

Cuando se emplea una parametrizaciéon minima para la orientacion, i.e. los tres dngulos de Euler,
la orientaciéon queda descrita por un vector

A
y=|puleR.
v

y es posible usar
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qHE

como un conjunto de coordenadas generalizadas para describir la dindmica de la postura del elemento
terminal. En tal caso se habla de coordenadas operacionales y de un espacio operacional.

1.4.2. Coordenadas generalizadas

El término coordenadas generalizadas se refiere a los pardmetros que describen la configuracién de un
sistema mecdanico con respecto a alguna configuracion de referencia. El adjetivo “generalizadas” se usa
para resaltar el hecho de que estas coordenadas representan pardimetros que describen la configuracién
del sistema y no coordenadas en el sentido tradicional, que dan la ubicacién de un punto en el espacio
fisico.

Si se tienen m coordenadas generalizadas en un sistema, también es posible agrupar tales coor-
denadas para formar un vector (especificamente, lo que se conoce como un vector de coordenadas
generalizadas) pero perteneciente al espacio euclidiano R”. Asi, para fines de este trabajo, definase el
conjunto de m coordenadas generalizadas como {p1, 02, ..., pm}, de manera que tales coordenadas se
pueden agrupar en el vector

p=lo 2 oo pa €R"

En este sentido, las coordenadas generalizadas si determinan la ubicacién de un punto pero no en
el espacio fisico, sino en el espacio de configuracion, definido por R™.

Debe notarse entonces que el espacio de configuracién proporciona una manera de visualizar el
estado de un sistema mecdnico como si fuera un punto en un espacio de dimensién mayor. Ademas,
una trayectoria (es decir, una curva parametrizada en funcién de tiempo) en el espacio de configuracion
de un sistema mecdanico, describe el movimiento de tal sistema en el espacio fisico.

Para un mismo sistema es posible emplear diferentes conjuntos de coordenadas generalizadas. Y,
en general, dados dos conjuntos de coordenadas generalizadas que describen el mismo sistema, debe
ser posible expresar un conjunto en términos del otro (o, lo que es lo mismo, definir una transformacién
de coordenadas generalizadas).

Por otra parte, se dice que un conjunto de coordenadas generalizadas es completo si los valores
de las coordenadas correspondientes a una configuracion arbitraria geométricamente posible son su-
ficientes para definir la ubicacion exacta de todas las partes del sistema. En cambio, si un conjunto
de coordenadas generalizadas no determina una tnica configuracién, sino un nimero finito de confi-
guraciones (que comparten los mismos valores de las coordenadas) entonces se tiene un conjunto de
coordenadas generalizadas ambiguas.

Para describir la configuracién de un sistema, es comin emplear conjuntos de coordenadas gene-
ralizadas en las que cada coordenada es independiente de las otras. De hecho, algunos autores afirman
que las coordenadas generalizadas deben ser independientes por definicion. Sin embargo, en este traba-
jo se tomard el enfoque de [6], quien habla de coordenadas generalizadas independientes (o minimas)
y coordenadas generalizadas dependientes (redundantes, o no minimas).

Sin perdida de generalidad, como una manera de distinguir a las coordenadas generalizadas no
minimas, en este documento se les designard como p;, coni = 1,2,...,m; asimismo, a partir de ahora
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p € R™ serd el vector de coordenadas generalizadas no minimas. Ademads, se denotard ¢ € R" como el
vector de coordenadas generalizadas minimas.

Cabe mencionar que, siempre que se emplee un conjunto de coordenadas generalizadas depen-
dientes 0 no minimas (p;), existirdn relaciones matemadticas (comuinmente llamadas restricciones de
configuracion) que establecen esa dependencia entre tales coordenadas.

Hasta ahora es posible concluir lo siguiente [6]:

1. Las coordenadas generalizadas, sean independientes o no, no constituyen un conjunto dinico, ya
que hay mds de un conjunto de coordenadas igualmente capaces de describir la configuracion
de un sistema mecdnico. Esto en realidad es una gran ventaja y da mucha flexibilidad.

2. Se debe tener cuidado al seleccionar las coordenadas generalizadas, especialmente coordenadas
generalizadas independientes, para evitar redundancias y ambigiiedades. Una mala eleccion de
las coordenadas generalizadas puede hacer que la formulacion y la solucion del problema sean
innecesariamente dificiles.

1.4.3. Grados de libertad

El niimero de grados de libertad (o, por simplicidad, g.d.l.) de un sistema mecdnico es el nimero de
variables independientes que determinan su configuracién; y como las coordenadas generalizadas son
justamente las que describen tal configuracion, el numero de grados de libertad es también el nimero
minimo de coordenadas generalizadas que se requieren en el sistema.

Del parrafo anterior, es importante resaltar que los grados de libertad son el minimo nimero de
coordenadas generalizadas; debido a que, como se explico en la seccion anterior, es posible emplear
un conjunto de coordenadas generalizadas que sea no minimo; en tal caso, el sistema estaria descrito
por mds coordenadas generalizadas que grados de libertad de los que tiene.

Sea n el numero de grados de libertad de un sistema y m el nimero de coordenadas generalizadas
empleadas para describir su configuracién. Si m > n entonces deben existir r = m — n restricciones de
configuracion. Dicho de otra manera, el nimero de grados de libertad se puede obtener simplemente
restando el nimero de coordenadas generalizadas (dependientes o no minimas) que se empleen menos
el nimero de restricciones de configuracién entre ellas.

Cabe mencionar que, a pesar de que se puede seleccionar el nimero y tipo de coordenadas gene-
ralizadas en mas de una manera, el valor n = m — r es invariante.

Por dltimo, es importante sefialar que las restricciones de configuracion (que reducen el espacio de
configuracién de un sistema mecdnico) son tnicamente aquellas que se establecen entre los elementos
del vector de coordenadas generalizadas no minimas y que pueden ser igualadas a cero (es decir, si p
es el vector de coordenadas generalizadas no minimas y si y;(p) es una restriccion de configuracion
entonces debe ser posible escribir y;(p) = 0coni = 1,2,...,r). Restricciones en las que se involucren
velocidades generalizadas no se consideran restricciones de configuracion.

Desde el punto de vista de geometria diferencial, se puede afirmar que el espacio de configuracién
de un sistema mecénico de n grados de libertad descrito por m coordenadas generalizadas (con m > n)
forma una variedad de dimensién n en R™.

14 Ing. Ismael Medina Lopez



) ) @%
CAPITULO 1. INTRODUCCION 2%5

1.4.4. Restricciones cinematicas

Seap=[p; p2.. .pm]T € R™ el vector de las variables o coordenadas necesarias para determinar com-
pletamente la posicién y la orientacion de todas las partes de un sistema mecédnico. Cuando se utilizan
estas variables para describir la configuracidn, es necesario tener en cuenta que las variables pueden
no ser independientes, es decir, se emplea un conjunto de coordenadas generalizadas no minimas.
Asi, por ejemplo, en el movimiento del péndulo simple con una varilla que se ilustra en la figura 1.6,
existe un unico grado de libertad (6). La configuracion del péndulo queda determinada completamente
por la variable 6 tal como se aprecia en la figura 1.6. Si se decidiera usar las coordenadas x y y como
coordenadas generalizadas (no minimas) entonces dichas coordenadas deben cumplir la restriccién

¥ +y -F=0, (1.2)

siendo / la longitud de la varilla del péndulo. La expresion (1.2) recibe el nombre de ecuacion de
restriccion del sistema péndulo simple. En el modelo geométrico o cinematico de los robots manipu-
ladores se involucran restricciones de este tipo.

///////{//////////

Figura 1.6: Péndulo simple.

Para que se cumpla una restriccién debe haber una fuerza que obligue a ello, tal como la tensién
de la varilla del péndulo. En general estas fuerzas pueden plantear problemas complejos ya que no
son conocidas previamente y dependen del movimiento. En algunos casos el problema se resuelve
eliminando las variables redundantes, quedando con un conjunto minimo de variables y prescindiendo
de las fuerzas. Sin embargo, esto no es siempre posible o deseable [7].

Las restricciones cinematicas pueden ser holonomicas o no holonémicas. Las restricciones holo-
nomicas son aquellas en las que no intervienen las variables de velocidad y pueden ser expresadas
como ecuaciones algebraicas (usualmente no lineales) dependientes de las variables de configuracién
seleccionadas, y posiblemente del tiempo; es decir, tienen la forma:

vi(p, 1) = 0; i=1,2,...,r,
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o bien, en la forma vectorial:

y(p,H) =0 € R (1.3)

La restriccion cinemadtica del péndulo simple, representada por la ecuacion (1.2), es del tipo holo-
némica. Dichas restricciones imponen limitaciones en el movimiento relativo entre los eslabones de
un robot y se introducen en el sistema debido a las articulaciones.

Ademds, la ecuacion (1.3) puede ser derivada con respecto al tiempo, llegando a una relacion lineal
entre las velocidades generalizadas, p, esto es

Jp)p+——=10

dy(p.1) _
ot

donde J(p) € R™" se denomina aqui como el jacobiano de restriccion y estd dado por

dy(p,1)

J(p) = p

Si una restriccidn cinemadtica no depende explicitamente del tiempo se dice que es escleronomica,
en el caso contrario se dice que es reonomica.

Por otra parte, las restricciones no holonémicas dependen de las velocidades y pueden ser repre-
sentadas como

vip,p,) =0; i=1,2,...,r.

Para que una restriccion sea no holondmica se exige ademds que no sea integrable; es decir, que
no se deduzca por derivacion total con respecto al tiempo de una holondémica.

Los modelos cinemdticos de los robots manipuladores con base fija se caracterizan porque las
restricciones del movimiento son holonémicas. Sin embargo, este no es el caso de numerosos robots
moviles en los cuales existen relaciones no holonémicas entre las coordenadas en el espacio de los
actuadores y las coordenadas en el espacio de postura.

1.5. Esquemas de control de robots manipuladores

La informacién que se presenta en esta seccion fue tomada de [5]. Desde el punto de vista de control
automadtico, un robot manipulador es visto como un sistema que tiene como entradas los pares arti-
culares T, mientras que como salidas es posible elegir un conjunto de coordenadas (y sus respectivas
velocidades) ya sea en el espacio articular, o en el espacio de postura (operacional).

El problema de control de robots consiste en determinar cudles son los pares necesarios para que
el robot satisfaga un objetivo de control planteado. Este objetivo de control puede ser muy diverso,
dependiendo del tipo de variable a controlar (configuracién, velocidad, fuerza, etc.), la forma de espe-
cificar la tarea deseada (funcién temporal, ruta, etc.) o consideraciones sobre la tarea en si (en espacio
libre, con restricciones, etc.).

En el caso de esta tesis se considera unicamente el llamado objetivo de control de movimiento,
que consiste en lograr un seguimiento asint6tico de la configuracién de salida del robot a una trayec-
toria temporal de configuracién deseada, en el espacio de trabajo del manipulador. Como se explicé
anteriormente, la configuracién del robot puede ser expresada en coordenadas articulares o de postura.
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Asi, dada una trayectoria deseada expresada en coordenadas articulares, q,(¢) € R", el objetivo de
control de movimiento en coordenadas articulares es

lim [¢,() - g(0] = 0,

mientras que si la trayectoria deseada es expresada en coordenadas de postura, y,(f) € R? x V? € R¥*%
(ver seccion 2.1), entonces el objetivo de control de movimiento en coordenadas de postura seria

1im [x,() - ¥(0] = 0,

Es importante senalar que en los robots manipuladores las acciones de control (pares aplicados a
las articulaciones) son operadas directamente en espacio articular, sin embargo, las especificaciones de
las tareas a realizar (trayectorias de posicion y orientacion deseadas) generalmente se hace en espacio
de postura. Este hecho conduce en forma natural a considerar dos clases generales de esquemas de
control, denominados aqui esquema de control en espacio articular y esquema de control en espacio
de postura [2]. Los diagramas de estos esquemas de control se muestran en la figura 1.7.

qll
Xy —> > q
: { 7 T > > h x
7y ——»| CINEMATICA | % | conTROLADOR > ROBOT | ¢ ) p—> ‘
" INVERSA i > i) V4
l,/ — d >
A A :
(a) En coordenadas articulares.

Xy ——» q

. T > » h(q) —> 1

Xy —| CONTROLADOR » ROBOT | ¢ = .

. »J(q) >

Ay ——> =T

\ 1 ;

(b) En coordenadas de postura.

Figura 1.7: Esquemas generales de control de robots manipuladores.

El problema de control en espacio articular se puede dividir en dos partes. Primero, se resuelve
la cinemdtica inversa para transformar el movimiento requerido del espacio de postura al espacio
articular. Luego, se disefia un controlador en espacio articular que permite el seguimiento de las nuevas
referencias articulares. La principal desventaja de este esquema, sin embargo, es que las coordenadas
de postura quedan fuera del lazo de realimentacion y son controladas en malla abierta a través de la
estructura mecanica del manipulador, expresada mediante la cinematica directa y diferencial. Es claro
que cualquier incertidumbre en la estructura causa una pérdida de exactitud en la postura real del
extremo final del robot.

El problema de control en espacio de postura sigue un enfoque global que requiere algoritmos
de mayor complejidad, debido a que la cinemdtica inversa estd ahora incluida dentro del lazo de
realimentacion. Esta ventaja conceptual da la posibilidad de actuar directamente sobre las variables
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de postura; no obstante, ésta es s6lo una ventaja potencial, pues por lo general la postura del extremo
final no es medida directamente, sino calculada usando la cinemética directa a partir de mediciones de
las coordenadas articulares.

1.6. Objetivos de la tesis

Los objetivos originalmente planteados para este tema de tesis son:

1.6.1. Objetivo general

Estudiar métodos para el modelado y control en espacio de postura de robots paralelos, y aplicar
la teoria en al menos dos mecanismos paralelos que se encuentran operativos en el Laboratorio de
Mecatrénica y Control del Instituto Tecnoldgico de La Laguna.

1.6.2. Objetivos especificos

1. Estudiar la teoria sobre modelado de robots paralelos en general, particularmente el modelo
dindmico empleando coordenadas de postura.

2. Estudiar y/o disefiar controladores para robots paralelos en espacio de postura.

3. Diseiar interfaces (hardware y software) para la implementacion de los controladores estudiados
en al menos dos robots existentes en el laboratorio de Mecatronica y Control.

4. Evaluar de manera experimental los algoritmos de control estudiados en los mecanismos selec-
cionados empleando la interfaz desarrollada.

1.7. Organizacion del documento

A continuacion se describe brevemente el contenido de cada uno de los capitulos de este documento.

En el capitulo 1 se da una introduccién general sobre temas relacionados con robots manipulado-
res (seriales y paralelos). El capitulo 2 trata acerca del modelado cinemético y dindmico de robots en
general, centrandose especificamente en los robots paralelos y sobre todo en la obtencién del mode-
lo dindmico de los mismos. En el capitulo 3 se explican diferentes esquemas de control en espacio
de postura aplicados principalmente en robots paralelos. En el capitulo 4 se presenta el modelado y
control en espacio de postura de un mecanismo de cinco barras. El capitulo 5 se enfoca en el robot
paralelo Hexapod, se explica como obtener el modelo minimo en espacio de postura y la implementa-
cion de un controlador Par-Calculado en dicho espacio. Finalmente en el capitulo 6, se mencionan las
contribuciones principales de la tesis.
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Capitulo 2

Modelado de robots paralelos

“Pones tu pie en el camino y si no cuidas tus pasos,
nunca sabes a donde te pueden llevar.”

— J. R. R. Tolkien, autor de la obra maestra “El Sefior
de los Anillos™.

El primer paso para establecer las ecuaciones de movimiento de un sistema mecdanico es la seleccion
de un conjunto de coordenadas que permitan establecer la configuracién del sistema en un momento
dado. Hay que recordar que la configuracion es la ubicacion en el espacio de todos los elementos
del sistema. El nimero de grados de libertad del sistema es justamente el nimero de coordenadas
independientes (o libres) que determinan la configuracién del sistema.

Es comiin seleccionar un conjunto minimo de n coordenadas generalizadas para describir la con-
figuracion de un sistema de n grados de libertad. Si se utiliza un conjunto de mas de n coordenadas
entonces, deben existir r = m — n restricciones que permiten reducir el sistema a s6lo n ecuaciones
independientes. Aqui m es el conjunto de coordenadas generalizadas no minimas.

Como ya se habia mencionado, se le llama cuerpo rigido a un cuerpo que tiene la caracteristica
de que la distancia entre dos puntos cualesquiera del mismo se mantiene constante aunque el cuerpo
se mueva. Para describir la configuracion de un cuerpo rigido se debe especificar su posicion y su
orientacidn (es decir, su postura) en el espacio. El espacio de configuracion de la postura de un cuerpo
rigido que se mueve en el plano tiene 3 g.d.1., ya que se necesitan dos variables independientes para la
posicion y una para la orientacion. En el caso de un cuerpo que se mueve en el espacio tridimensional,
la postura queda definida por seis variables independientes, siendo tres para la posicion y tres para la
orientacion.

En este capitulo se exponen algunos conceptos relacionados con el modelado cinematico y di-
ndmico de robots con restricciones holonémicas. Se mencionan primero el modelado cinemadtico de
posicion y velocidad; posteriormente se aborda el modelado dindmico considerando un conjunto no
minimo de coordenadas generalizadas, lo que implica la existencia de restricciones sobre las ecua-
ciones diferenciales que caracterizan al sistema; se tiene entonces un sistema de ecuaciones dlgebro-
diferenciales. Finalmente, se presenta el método de proyeccién que permite reducir el modelo diné-
mico con restricciones a un sistema sin restricciones que emplean un conjunto minimo de variables
generalizadas.
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2.1. Modelado cinematico

La cinemadtica es la rama de la mecdnica clésica que aborda el problema de la descripcién geométri-
ca del movimiento de sistemas mecdnicos sin tomar en cuenta las fuerzas que lo producen [9]. Para
describir el movimiento, la cinemadtica estudia las trayectorias de puntos, lineas y otros objetos geo-
métricos, asi mismo, sus propiedades diferenciales tales como velocidad y aceleracion. Es por esto
que la cinematica es generalmente referida como el estudio de la geometria del movimiento.

Por otro lado, el modelo cinemdtico de un manipulador permite describir, a través del estableci-
miento de relaciones funcionales, el movimiento de la estructura mecénica del robot con respecto a un
marco de referencia fijo sin considerar las fuerzas y/o torques que causan ese movimiento. Normal-
mente en el andlisis cinemético de robots manipuladores se consideran dos aspectos:

1. La cinemdtica de postura; que describe la relacion analitica entre las coordenadas de posicion y
orientacion del elemento terminal y las coordenadas articulares.

2. La cinemadtica de velocidad; la cual describe la relacion entre las coordenadas de postura del
elemento terminal y el movimiento de las articulaciones en términos de velocidades, es decir, el
establecimiento de las relaciones entre las derivadas respecto al tiempo de dichas coordenadas.

Tipicamente, para ambos casos, el modelo cinemético de robots se compone de dos partes: modelo
cinematico inverso (cinemadtica inversa) y modelo cinemético directo (cinematica directa).

Para manipuladores seriales, el método de Denavit-Hartenberg suele ser el mas usado para el
andlisis cinematico de este tipo de robots. Sin embargo, para manipuladores paralelos resulta ser muy
complicado por la existencia de multiples cadenas cerradas; por lo cual, a menudo es més conveniente
emplear métodos geométricos. Uno de estos métodos consiste en determinar la ecuacion de restriccién
geométrica (cinemadtica) para cada pierna del robot. Las ecuaciones usualmente describen la relacién
entre las coordenadas de postura del elemento terminal y las coordenadas articulares. La mayor parte
de la informacién presentada a continuacion fue tomada de [8].

2.1.1. Cinematica de postura

Considérese en general un robot manipulador de n grados de libertad, por definicién se requieren n
variables independientes para especificar la configuracion del robot. Llamese ¢ al vector en el que se
agrupan esas n variables de configuracién, entonces:

q1
q= q.z e R".
qn

Suponiéndose que el robot tiene n actuadores (uno por cada grado de libertad), y que ¢; sea la
variable correspondiente a la i-ésima articulacién activa (i = 1,2,...,n), entonces al vector ¢ se le
puede llamar vector de variables articulares activas.

Enseguida se plantea el caso de un robot manipulador paralelo, el cual ademds de contar con articu-
laciones activas también posee articulaciones pasivas. Supongase que k es el nimero de articulaciones
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pasivas y {81,5s,...,Bx} son las variables asociadas a esas articulaciones pasivas, entonces el vector
de variables articulares pasivas es:

Bi
B= '8:2 e R*.
Br
Finalmente, sea y el vector de variables de postura del elemento terminal (efector final o platafor-
ma). En general, la postura de cualquier cuerpo rigido tiene @ grados de libertad (donde d es la

dimension del espacio en el que se mueve el cuerpo); si p y ¥ describen respectivamente la posicion y
la orientacién del elemento terminal, donde p es un vector de d componentes, es decir, p € R y ¢ un
vector que puede estar compuesto por ¢ parametros, pero sélo § = @ de ellos son independientes
(esto es debido a que el espacio de configuracion de la orientacidn es una variedad de dimensién 0,
que serd denominado aqui en general como V°); entonces, es posible escribir ¢ € V° C R¥ (¢ > 6),
donde ¢ es el nimero de pardmetros usados para describir la orientacion y

X:lﬂeRﬂlxvéngW.

El modelo cinematico de un robot es una funcién que relaciona el vector de variables de configu-
racion g con el vector de variables de postura del elemento terminal y. Si esa funcidén permite obtener
X a partir de ¢, entonces se habla del modelo cinemditico directo de postura, o bien, de la cinemdtica
directa de postura. Sea h tal funcién, entonces h : R" — R x Viy

X = h(q). (2.1)

El modelo cinemdtico directo para mecanismos seriales, no presenta mucha dificultad, ya que
existe un método sistemdtico para determinar la funcién cinematica directa k en (2.1) propuesto por
Denavit y Hartenberg [9]. Sin embargo, para mecanismos paralelos la relacién (2.1) puede ser muy
compleja y no existe un método general para obtenerla, ademds de que en muchas ocasiones no se
puede obtener en forma analitica y se deben de emplear métodos numéricos para encontrar y a partir
de un vector g dado.

Por otro lado, el modelo cinemadtico inverso de postura (o cinemdtica inversa de postura) permite
determinar el vector ¢ a partir del vector y; es decir, se busca encontrar la funcién inversa de h:

g=h"(x). 2.2)

Considérese ahora, sin pérdida de generalidad, que el vector de coordenadas generalizadas no
minimas p estd dado por

p:[:leRm, (2.3)

donde ¢ € R™™" es un vector que se puede obtener en términos de ¢, de manera que 2.3 se pueda
reescribir como

— q —
p= l #(q) l 7@,
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donde o : R" — R™ es una funcion continuamente diferenciable. Ahora bien, si se considera la
funcién cinemadtica inversa entonces p se puede escribir también en términos de y:

_ [ h™ (x)

$(h™' () ] -,

de modo que £ : RYx V® > R"y & =0 oh™", con el simbolo o para la composicién de funciones.

2.1.2. Cinematica de velocidad

En general, el movimiento del elemento terminal del robot con respecto a un marco fijo (inercial),
estard compuesto de un movimiento traslacional y un movimiento rotacional. La tasa de cambio tem-
poral de cada uno de estos movimientos relativos queda descrita, respectivamente, por medio de un
vector velocidad lineal y un vector velocidad angular. La cinemadtica de velocidad, es la que establece
la relacion entre las velocidades articulares activas y las correspondientes velocidades lineal y angular
del elemento terminal [2].

En un movimiento de traslacién pura (desplazamiento lineal, sin rotacién), se presenta un vector
velocidad lineal que indica la rapidez (magnitud) y direccion instantdnea del desplazamiento. Mientras
tanto, en un movimiento de rotacion pura (desplazamiento angular, sin traslacion) se presenta un vector
velocidad angular cuya direccion indica el eje instantdneo de rotacion y la magnitud indica la tasa de
cambio del desplazamiento angular.

Si ¢ € R" denota el vector de velocidades articulares activas, y el elemento terminal presenta
movimientos en el espacio 3D, entonces v € R? es el vector velocidad lineal del elemento terminal y
w € R? es el vector velocidad angular del elemento terminal, estos tltimos referidos a un marco fijo;
de esta forma es posible escribir:

v .
[ o ] =J(q)q (2.4)

que representa la ecuacion cinemdtica de velocidad del robot. La matriz J(q) € R®" es conocida
como el jacobiano geométrico del robot y, como se observa, es una matriz que permite la obtencién
del vector de velocidad lineal y angular, a partir del vector de velocidades articulares. Enseguida se
explican algunos conceptos indispensables para la obtencidn de esta matriz que, en general, es funcién
de las coordenadas de configuracion.

La ecuacion (2.4) puede escribirse como:

- fl
w Jo(q)
donde J,(q), J,(q) € R3*" son las matrices correspondientes a la contribucién de las velocidades

articulares ¢ a la velocidad lineal y angular, respectivamente.
Por otra parte, considerando el vector de coordenadas de postura

X:[ZleRdxvngdW,

se tiene que la derivada del vector de posicién p € R? es justamente la velocidad lineal:
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. _dp _ dp(q)

= = 7 =] 7 Rd,
p=— 3q g=J,(q)q €

con J,(q) € R™", mientras que en el caso del vector de orientacion € V° C R¢ se tiene

Ay oY(q) . .
= — = — — R‘P
¥=— g 1 Ju(9)q € R,
con Jy(gq) € R¥". De esta manera es posible escribir
|2 Jp(q)l . R
= . |= =J e R™, 2.5
X l i l le(q) q=Ja(q9)q (2.5)

donde J4(q) € R¥*" es conocido como el jacobiano analitico del robot, que es justamente el jaco-
biano de la funcién cinemética y = h(q):

. . . . . T
el cual es util para obtener, a partir de ¢, la derivada respecto al tiempo del vector y = [pT lﬁT] . Por
definicion, la velocidad lineal indica la variacion de la posicién en la direccion de las coordenadas
cartesianas; de modo que si p € RY estd expresado también en coordenadas cartesianas, entonces:

v = Hsxa P, (2.6)
donde, en general Hs,,; € R**? es una matriz tal que el elemento en el renglén i y la columna j es 1 si
i=jyesOsii# jparai=1,2,...,3yj=1,2,...,d. Por ejemplo, si el movimiento del robot es en

3D, entonces d = 3, H3x3 = I y v = p; si el movimiento esta restringido al plano (que, por convencion,
se considera es el plano XY), entonces d = 2,

10 X
Hy,=|0 1 |eR™ y v=|y |eR’
0 0 0

nétese que la velocidad lineal en direccién a la coordenada en Z es cero.
Dada una parametrizacion de la orientacion ¥, es posible encontrar también una relacién lineal
entre la velocidad angular w € R? y la velocidad rotacional ¢ € R? . Es decir,

w=T,\) P 2.7)

donde T, € R¥¥, el cual es nombrado como el jacobiano de representacion y es una matriz de trans-

formacion que depende de la parametrizacién empleada para describir la orientacién (ver referencia
[2]). De (2.6) y (2.7), es posible escribir

v p
[ ° l = TA(tﬁ)[ J l (2.8)
donde
Hiyg o O3y 6
TA(Y) = € RO9),
W= e W)
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por tanto, no importa que parametrizacion se emplee, el jacobiano geométrico siempre es el mismo.
Comparando (2.4) con (2.5) y (2.8) se aprecia la relacion entre el jacobiano geométrico y el jacobiano
analitico:

J(q) = Ta(Y)Ja(q).

Las configuraciones q para las que J(q) pierde rango son denominadas singularidades cinemdticas
del robot [2]. Del conjunto de singularidades cinemadticas de un robot, aquellas que son debidas a la
pérdida de rango de la matriz de transformacién 7’4 son conocidas como singularidades de represen-
tacion.

Ademas, en el caso de robots con restricciones holondmicas de la forma

y(p)=0ecR™", (2.9)
es posible tomar la derivada con respecto al tiempo para obtener
o Oy(p), :
$o.0) = 5L = Dpp =0, 2.10)

donde D(p) € R X" e ]a matriz que mapea el vector p al vector de las derivadas de las restricciones,
que por definicion es nulo.
Asimismo, es posible definir tres matrices R,(p) € R™", Rg(p) € R™* y R, (p) € R™*¥) tales que

P=Rp 4, P=Rsp)B y p=Rp)X

de modo que de (2.10) se tiene

D(P)R,(p) § = D(P)Rs(p) B = D(P)R,(p) ¥ = 0 € R"™".

2.2. Modelado dinamico

El modelo dindmico de un robot proporciona la relacién entre las fuerzas y momentos (pares) apli-
cados a cada articulacién activa y el movimiento del robot, descrito por medio de las variables de
configuracion y sus derivadas temporales. Al igual que en cinemadtica existen dos casos: el modelo
dindmico directo e inverso. El modelo dindmico directo se enfoca en encontrar el movimiento resul-
tante del robot como una funcién del tiempo ante la aplicacién de fuerzas y pares externos. Por otro
lado, el modelo dindmico inverso permite encontrar las fuerzas y momentos requeridos para lograr un
movimiento deseado del robot.

Considérese nuevamente un robot de n grados de libertad, con n articulaciones activas que se
agrupan en el vector g € R”. El movimiento del robot queda entonces descrito por ¢, § y ¢, siendo los
dos dltimos los vectores de velocidades y aceleraciones articulares, respectivamente.

Si T € R" representa el vector de fuerzas generalizadas aplicadas al robot, es decir:

T
T = T_2 e R",

Tn
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donde 7; es la fuerza (o momento) aplicado a la articulacién activa i, entonces el modelo dindmico
directo es una funcién p : R* — R tal que

q

q | =pu)

q
mientras que el modelo dindmico inverso seria:

T=p""(q,4q,§)

Existen varios métodos para obtener el modelo dindmico de robots manipuladores [10], siendo los
dos mds conocidos el que se basa en la formulacién de Newton-Euler y el que parte de la formulacién
de Lagrange. En el método de Newton-Euler se resuelven las ecuaciones de movimiento de Newton
(para traslacion) y de Euler (para rotacion) en cada eslabon, por lo que es necesario tomar en cuenta
todas las fuerzas y momentos (externos y de reaccion) que actdan en el robot.

En el método de Lagrange se parte del principio de conservacion de la energia, del cual se derivan
las ecuaciones de movimiento. Aunque éste es un método analiticamente mds simple y generalmente
lleva a una forma explicita del modelo dindmico, tiene la desventaja de que s6lo considera las fuerzas
y momentos aplicados, y no las fuerzas y momentos de reaccion entre los eslabones.

A continuacidn se describe brevemente el método de Lagrange para la obtencion del modelo dina-
mico de robots en general.

2.2.1. Ecuaciones de movimiento de Lagrange

El primer paso es definir el vector de variables generalizadas que serd empleado para describir la
configuracion del robot. Cabe mencionar que aqui se usa el término “coordenadas generalizadas” para
describir cualquier conjunto de variables (independientes entre si, 0 no) que describa de forma unica
el estado dindmico del robot.

Aunque puede haber muchas posibles elecciones de coordenadas generalizadas, para un sistema
fisico generalmente se seleccionan algunas que sean convenientes para la especificacion de la con-
figuracion del sistema y que hagan mds fécil la solucién de las ecuaciones de movimiento. Si estas
coordenadas son independientes entre si, entonces el nimero de coordenadas generalizadas indepen-
dientes es igual al niimero de grados de libertad del robot.

Por ejemplo, en el caso de robots manipuladores seriales, dado que el nimero de grados de libertad
es igual al ndmero de articulaciones, y éstas por lo general son actuadas, es comun usar el vector de
variables articulares activas como el vector de variables generalizadas y no hay restricciones holoné-
micas. Si se selecciona el vector p € R™ definido en (2.3) como el vector de variables generalizadas,
entonces debe existir un vector de restricciones holonémicas como el definido en (2.9). En el anélisis
siguiente se usard en general p, como el vector de variables generalizadas.

Una vez seleccionado el vector de variables generalizadas p es necesario determinar la energia
cinética total K y la energia potencial U en términos de esas variables p y sus derivadas p.

La energia cinética del eslabon i estd en general dada por:

1 1
Ki(p, p) = Em,-viTvl- + EwiTIiwi (2.11)
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donde m; es la masa del eslabén, I; € R¥ es la matriz de momentos de inercia con respecto a un marco
orientado igual que el marco de referencia pero colocado en el centro de masa (cdm) del eslabon,
v; € R3 es el vector velocidad lineal del cdm, y w; € R? es el vector velocidad angular del eslabén.

La energia potencial de un sélido se define como el trabajo que realiza el peso del cuerpo al
desplazar su centro de masa hasta un plano de referencia normal a la aceleracién de la gravedad, por
tanto la energia potencial del eslabdn i se obtiene usando la siguiente expresion:

Ui(p) = —m;pl. g, (2.12)

donde p,. € R3 es el vector de posicion del centro de masa del eslabén y g, es el vector de aceleracion
debida a la gravedad, la cual obviamente siempre es dirigida hacia el centro de la tierra.

Es importante mencionar que en (2.11) los vectores v;, w; y la matriz I; deben estar referidas
al mismo marco coordenado, aunque se puede demostrar que la energia cinética %K; es la misma en
cualquier marco de referencia.

En el caso de la ecuacion (2.12), los vectores p.. y g, también deben estar referidos a un mismo
marco; si ese marco cambia, la energia potencial cambia también; no obstante, la diferencia entre las
energias potenciales referidas a dos marcos fijos (inmdviles) es siempre constante.

Una vez obtenidas las energias cinética y potencial de cada eslabon 7, se puede calcular la energia
cinética total K'(p, p) y la energia potencial total U (p) del robot:

l
Kip.p) = ) Ki(p. p),
i=1

[
Up) = ), Ulp).
i=1

donde [ es el numero total de eslabones en el robot.
La funcién lagrangiana (o simplemente el lagrangiano) de un robot se define como:

Lp,p) = K(p,p) - U(p)

y a partir de esta funcidn se pueden establecer las ecuaciones de movimiento de Lagrange que definen
la dindmica de cualquier robot.

Si se usan n coordenadas generalizadas independientes (es decir, p = g € R") entonces las ecua-
ciones de movimiento de Lagrange se escriben:

d[0L4.9)\ _9L@.d) _
dt | o4 aq ’

donde T es el vector de fuerzas generalizadas aplicadas al robot. Cabe mencionar que a esta forma se
le conoce como ecuaciones de Lagrange del tipo 2.

Matemaéticamente, los sistemas mecédnicos restringidos son modelados por un conjunto de n ecua-
ciones diferenciales acoplados por un conjunto de r ecuaciones algebraicas, i.e., ecuaciones dlgebro-
diferenciales [11].

En el caso de robots con restricciones holonémicas las ecuaciones de movimiento son:

(2.13)

d [0Lp.p)\ _9L@.p) __  (orp))
E{ PR }— 3 _rp+( 3 ) A, (2.14)
() =0, (2.15)
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donde y(p) € R” es el vector de restricciones holonémicas y 4 € R” es el vector de multiplicadores
de Lagrange asociado a las ecuaciones de restriccion. Estd forma es conocida como ecuaciones de
Lagrange de tipo 1.

Contrariamente a la formulacion de Lagrange (2.13), las ecuaciones de Lagrange de tipo 1 estan
escritas en términos de un conjunto de coordenadas no minimas. Por lo tanto, la formulacién requie-
re de un conjunto de ecuaciones de restriccién (holonémicas) obtenidas de la cinemadtica del robot.
Estas ecuaciones de restriccion y sus derivadas se unen a las principales ecuaciones de movimiento
utilizando los multiplicadores de Lagrange. Asi, el nimero de ecuaciones obtenidas a través de estd
formulacion es igual al nimero de grados de libertad mas las coordenadas redundantes utilizadas.

Las ecuaciones que rigen el movimiento de cualquier sistema mecédnico deben de tomar en cuenta
las restricciones cinemadticas entre los elementos que lo forman. Para mecanismos de cadena abierta
(MCA) esto es una tarea directa y hay procedimientos simples para hacerlo, produciendo un conjun-
to de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO). Por otro lado, para mecanismos de cadena cerrada
(MCC) la existencia de lazos origina ecuaciones de restriccion algebraicas simultianeas, las cuales
no pueden resolverse explicitamente. Por lo tanto, las ecuaciones de movimiento para un MCC son
ecuaciones dlgebro-diferenciales (EAD) [12].

2.2.2. Modelo dinamico no minimo

En la subseccion anterior se presentaron las formulaciones de Lagrange para obtener las ecuaciones de
movimiento que describen la dindmica de robots con geometrias particulares. Por ejemplo, considérese
un robot manipulador serial de n g.d.l. formado por eslabones rigidos y conectados por articulaciones
libres de friccidn, en esta clase de robots es comun emplear la formulacion dada por (2.13) y la cual
puede ser escrita en la forma compacta,

M(@)g+C(q.9)q+ 8@ =7 (2.16)

La ecuacidn anterior es la ecuacion dindmica o modelo dindmico para robots de n g.d.l.. Nétese

que (2.16) es una ecuacion diferencial vectorial no lineal en el estado [qT qT]T € R¥. M(q) € R™"
es una matriz simétrica definida positiva denominada matriz de inercia, C(q,q)q € R" es llamado
vector de fuerzas centrifugas y de Coriolis, g(q) € R" es un vector de fuerzas o pares gravitacionales
y, como ya se menciond, T € R" es el vector de fuerzas generalizadas externas, siendo generalmente
los pares aplicados por los actuadores en las articulaciones.

La matriz C(q, §) € R™" llamada matriz centrifuga y de Coriolis puede no ser dnica, pero el vector
C(q, q)q silo es. Es preciso sefialar que (2.16) es considerado un modelo dindmico minimo puesto que
se consider6 p = g € R”", en otras palabras el modelo estd escrito en términos de un conjunto de
coordenadas generalizadas minimas.

En el caso de robots paralelos, con el fin de simplificar el cdlculo del modelo dindmico de este
tipo de mecanismos, muchos autores (ver por ejemplo [13, 14]) sugieren el empleo de un conjunto no
minimo de coordenadas generalizadas para encontrar las ecuaciones de movimiento, es por esto que se
emplea la formulacién dada por (2.14). Dichas ecuaciones pueden ser escritas en la forma compacta:

M(p)p + C(p, p)p + g(p) = 7, + D" (p)A, (2.17)
y() =0, (2.18)

donde M(p) € R™", C(p,p) € R™", g(p) € R" y 7, € R” se definen de manera similar a los
correspondientes elementos en (2.16), pero son de dimensién mayor. En cuanto a D’ (p)A, representa
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el vector de fuerzas de restriccion, siendo D(p) € R™™ el jacobiano del vector restricciones y 4 € R”
el vector de multiplicadores de Lagrange. El modelo en la forma anterior queda definido en términos
de un conjunto de coordenadas generalizadas no minimas y se habla entonces de un modelo dindmico
no minimo.

El modelo dindmico de un mecanismo de cadena cerrada (MCC) de n grados de libertad, con m
variables generalizadas (m > n), y sujeto a r = m — n restricciones holonémicas se puede representar
mediante el sistemas de ecuaciones dlgebro-diferencial (EAD) dado por (2.17)-(2.18); sin embargo,
en la literatura se han propuesto diversos métodos para transformar una EAD que resultan del andli-
sis dindmico de un MCC en una ecuacion diferencial ordinaria (EDO); en otras palabras, es posible
expresar (2.17)-(2.18) como en la forma (2.16). Uno de los métodos mds estudiados es el llamado
método de proyeccion del jacobiano de restriccion el cual permite obtener un modelo dindmico con
un nimero menor de estados de manera que se pueda resolver.

El modelo obtenido con el método de proyeccion estd expresado en términos de un conjunto de
coordenadas generalizadas minimas y es posible hablar entonces de un modelo dindmico minimo.
Generalmente este modelo minimo es expresado en términos de las variables articulares activas, por
los que se trata de un modelo en espacio articular; sin embargo, también es posible emplear otro
conjunto minimo de variables. En este trabajo de tesis se propone, ademads de las variables articulares
activas, el uso de las coordenadas que determinan la posicién y orientacion (es decir, la postura) del
elemento terminal para caracterizar el modelo dindmico minimo.

2.2.3. Método de proyeccion del jacobiano de restriccion

Considérese un MCC de n g.d.l. el cual es descrito por m coordenadas generalizadas (m > n). Utili-
zando el método lagrangiano, la dindmica de tal MCC se puede describir por (2.17)-(2.18).

La matriz D(p) € R™" tiene un espacio nulo que se compone de todas las soluciones de D(p)p = 0,
y se designa como

N{D(p)} ={p e R" : D(p)p =0 € R},
de manera que para que se satisfaga la restriccién D(p)p = 0 es posible expresar p como

b= Alpu. (2.19)

donde u € R" es un vector arbitrario de velocidades y A(p) € R™" es una matriz que proyecta u al
espacio nulo de la matriz D(p) € R™", en otras palabras, las columnas de A(p) pertenecen al espacio
nulo de D(p).

El método por proyeccién del jacobiano de restriccion consiste en encontrar la matriz A(p) € R™"
cuyo espacio columna se encuentre en el espacio nulo de D(p), es decir, se cumpla que D(p)A(p) =
O € R™", o bien, AT(p)DT(p) = O € R™". Todas las velocidades dependientes p alcanzables de un
cuerpo restringido pertenecen al espacio que es generado por las columnas de A(p) € R"™" y el cual es
parametrizado por un vector de velocidades independientes u € R”, obteniéndose la expresion (2.19)
para las velocidades dependientes alcanzables.

Dado que en un mismo robot es posible seleccionar diferentes coordenadas minimas (independien-
tes) y no minimas (dependientes), no existe una A(p) unica. Sin embargo, es comin emplear ya sean
las variables articulares activas o las variables de postura como coordenadas generalizadas minimas
para parametrizar el espacio de configuracion del robot. Si se conoce la relacién entre ambos tipos
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de coordenadas, es decir, entre las minimas y no minimas elegidas, es posible establecer un método
general como el mostrado en [14] para obtener la matriz A(p).

De acuerdo al conjunto de coordenadas generalizadas minimas seleccionadas es posible definir un
modelo dindmico minimo en espacio articular o un modelo dindmico minimo en espacio de postura.
Entre las ventajas de obtener un modelo minimo esta el anélisis de estabilidad, que es muy importante
ya que asegura que se cumpla el objetivo de control; otra ventaja es el disefno de estrategias de control
basadas en el modelo dindmico minimo obtenido.

A continuacién se explicard brevemente el método para obtener los modelos dindmicos minimos
antes mencionados.

2.2.4. Modelo dinamico minimo en espacio articular

Si se toma u como el vector de velocidades correspondientes a las articulaciones activas, es decir,
u=geR" (2.20)

se puede encontrar una matriz de proyeccion al espacio nulo de D(p) que en este caso se denotara
como R(p) € R™", la cual relaciona las velocidades de las coordenadas generalizadas no minimas
p € R", con las velocidades de las coordenadas articulares activas ¢ € R”, es decir,

p = R(p)q (2.21)
y derivando con respecto al tiempo la relacién anterior, se tiene
p = R(p,p)q + R(p)§ (2.22)

Ahora, considérese la ecuacion (2.17) que representa el modelo dindmico no minimo de un robot
paralelo. Sustituyendo (2.21) y (2.22) en (2.17) y premultiplicando por R’ (p) se llega a la siguiente
expresion:

R (p) {M(p) [R(p) + Rip. )4 + C(p. PIR(p) + () = 7, + D' ()]

Desarrollando y agrupando términos, la expresion anterior pasa ser escrita como sigue:

R ()M (p)R(p)§ + [RT(P)M (P)R(p, p) + R (p)C(p, P)R(p)] g +R"(p)g(p) = R (p)7, + R"(p)D (p)A

El término R (p)D’ (p)A desaparece ya que cada columna de R(p) pertenece al espacio nulo de
D(p); entonces es posible reescribir la ecuacion anterior de la siguiente manera:

M, (p)g + C.(p.p)q + &,(p) =T, (2.23)
donde
M.(p) = R" (p)M(p)R(p) € R"™" (2.24)
Cp.p) = R (p)C(p, p)R(p) + R" (p)M(p)R(p, p) € R™" (2.25)
g,(p) =R"(p)g(p) eR" (2.26)
7, =R (p)r, € R" (2.27)

La ecuacién (2.23) corresponde al modelo dindmico minimo en espacio articular de un robot
paralelo sujeto a un conjunto restricciones holonémicas dadas por y(p) = 0. Nétese ademads que los
estados que definen la dinamica del sistema son q y ¢, los cuales pueden ser resueltos integrando las
ecuaciones de estado correspondientes.
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2.2.5. Modelo dinamico minimo en espacio de postura

Siguiendo una metodologia similar a la anterior, también es posible seleccionar # como el vector de
velocidades correspondientes a las variables de postura del elemento terminal del robot, es decir,

u=yecR™ (2.28)

Para que se pueda considerar un modelo dindmico minimo es necesario que se emplee un conjunto
minimo de coordenadas de orientacién (i.e. los dngulos de Euler) y que el nimero de coordenadas de
postura sea igual al nimero de grados de libertad, en otras palabras se considera que d + ¢ = n.

Utilizando (2.28) es posible encontrar una matriz denotada aqui como S (p) € R™" que en este
caso relaciona las derivadas de las coordenadas generalizadas no minimas p € R”, con las velocidades
de las coordenadas de postura (u operacionales) y € R”, es decir,

pP=SpPx (2.29)

y derivando con respecto al tiempo
p=Sp.px+SpP)i (2.30)
Sustituyendo (2.29) y (2.30) en (2.17) y premultiplicando por S (p) se tiene la siguiente expresion:
ST(0) {M(p) [S 02 + S (p. o) | + Clo. S ()i + 8(p) = 7, + D (p)A]
Desarrollando y agrupando términos se llega a
STEMP)S () + [STEMP)S (p.9) + ST(PIC(p.p)S (p)] ¥ + ST (P)g () = S (p)r, + ST (PIDT (P)A

De igual forma el término S7(p)D”(p)A desaparece ya que cada columna de S (p) pertenece al
espacio nulo de D(p). La ecuacion anterior se reescribe de la siguiente manera:

M(p)x + Cs(p.p)x + 8,(p) = 75 (2.31)
() =0, (2.32)
donde
M(p) = ST(P)M(p)S (p) € R™" (2.33)
C,(p.p) = ST(P)C(p, P)S(p) + ST(P)M(p)S (p. p) € R™" (2.34)
g,p)=S"(p)gp) eR" (2.35)
7, =8"(p)T, €R" (2.36)

La ecuacion (2.31) corresponde al modelo dindmico minimo en espacio de postura, y al emplear
un conjunto de coordenadas operacionales para definir la postura se denomina mas especificamente
como modelo dindmico minimo en espacio operacional. Nétese ahora que los estados que definen la
dindmica del sistema son y y Y, los cuales pueden ser resueltos integrando las ecuaciones de estado
correspondientes.
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Capitulo 3

Control en espacio de postura

“El tiempo es la mejor manera de comprobar quién es
el instructor mds sabio y paciente.”

— Frédéric Chopin, compositor y virtuoso pianista.

Como ya se menciond, se les conoce como coordenadas generalizadas independientes al minimo
nimero de variables necesarias para describir completamente la configuracién de un manipulador en
un momento dado. De acuerdo a esta definicion, las coordenadas generalizadas independientes (o
minimas) pueden ser elegidas como cualquier parametrizaciéon minima del espacio de configuracion,
y que sean apropiadas para diversos propésitos, entre ellos, el disefio de estrategias de control. Para tal
caso se seleccionan generalmente como variables independientes a las coordenadas articulares activas,
o bien, a las coordenadas de postura del elemento terminal. Si las coordenadas articulares activas son
escogidas como coordenadas independientes, entonces es posible hablar de estrategias de control en
espacio articular. Mientras que si se eligen las coordenadas de postura del elemento terminal para
parametrizar el espacio de configuracion, se habla entonces de estrategias de control en espacio de
postura.

En resumen, y como se explicé en el capitulo 1, existen basicamente dos esquemas de control de
robots manipuladores cuando se trata de ejecutar una tarea especificada en términos de una postura
deseada (ver figura 1.7):

e Control en espacio articular.

e Control en espacio de postura.

Para fines de esta tesis el interés se centra en el llamado esquema de control en espacio de postura
y particularmente en el control en espacio operacional, que es cuando la parametrizacion utilizada
para describir la orientacion es la que emplea los dngulos de Euler.

3.1. Error de postura

Sea £, un marco fijo (inercial) en la base del robot, y X5 un marco unido al elemento terminal del
manipulador. La postura (posicion y orientacion) del elemento terminal es generalmente indicada por
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U\l

un vector de posicién p € R? y un vector de dngulos de Euler € R? que describen, respectivamente,
el origen y la orientacion de Xy, con respecto a 4.

Por otra parte la trayectoria de postura deseada se especifica mediante un vector de posicion desea-
da p,(t) € R¢ y un vector de dngulos de Euler deseado ¥, (1) € R,

El vector error de posicion, p se define simplemente como

P=ps—p (3.1)
y convencionalmente se usa ||p|| como la medida del error de posicion.
Supdngase que la orientacion es descrita por los dngulos de Euler @, 8y y, entonces

Pl A
Y=|u|eR, y,=| pa |€R;
4 Va

que describen, respectivamente, la orientacion real y la orientacion deseada del elemento terminal del
robot; entonces el vector de error de orientacion se define de la siguiente manera

b=y, ¢ (3.2)
o de la forma,
pl Ay Pl Ag—A
Bl=|ta |- u|=|pa—p|eR’
v Vg v Vg—V

3.2. Objetivo de control de postura

El objetivo de control de posicion es lograr que la posicion del elemento terminal p siga la trayectoria
de posicion deseada p, (1), esto se logra si

lim p(r) = p,(0);  p. Py € R

Similarmente, el objetivo de control de orientacion es lograr que la orientacién del extremo final
del manipulador siga la trayectoria de orientacién deseada. Si se usan dngulos de Euler, entonces el
objetivo es

m y() = g, (0; 9, g, € R,

Expresiones equivalentes a estas pueden obtenerse si se usan las definiciones de errores de posicion
y orientacién dados por (3.1) y (3.2), decir:

lim p(1) = 0 € R?; (3.3)
lim P(t) =0 eR>. (3.4)

Todas las féormulas anteriores se refieren al caso general de postura de cuerpos rigidos en el espacio
tridimensional. Hay que tener en cuenta sin embargo, que si el movimiento del cuerpo rigido se res-
tringe a un plano, entonces la posicion queda descrita por un vector de dimension dos y la orientacion
por un unico dngulo.
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3.3. Controladores convencionales en espacio operacional

Conforme a lo visto en el capitulo 2, el modelo dindmico minimo en espacio operacional de un meca-
nismo de cadena cerrada (MCC) puede ser obtenido como

M(p)x + Cs(p.p)x + 8,(p) = 75 3.5)

con M(p), Cs(p, p), 8,(p) y T, definidas en (2.33)-(2.36). Ademas es posible demostrar que la matriz
de inercia M (p) y la matriz centrifuga y de Coriolis C,(p, p) satisfacen las siguientes propiedades que
se emplean durante el desarrollo de controladores y el anélisis de estabilidad:

1. M(p) es una matriz simétrica y definida positiva.

2. M(p, p) —2C(p, p) es una matriz antisimétrica, donde M,(p, p) denota la derivada temporal de
la matriz de inercia.

Como ya se sabe, para facilitar la obtencién de las ecuaciones de movimiento de un MCC se
emplea un conjunto de coordenadas generalizadas no minimas p, dentro de las cuales es comun invo-
lucrar a las coordenadas articulares activas q, y también a un conjunto de coordenadas redundantes
denotadas aqui como ¢ que pueden ser, por ejemplo, las variables asignadas a las articulaciones no
actuadas (i.e., las coordenadas articulares pasivas), o bien, algin otro conjunto de coordenadas que
faciliten el andlisis de la configuracién y, por tanto, el cdlculo del modelo dindmico no minimo del
MCC. De acuerdo a esto supongase un vector de coordenadas generalizadas no minimas expresado
de la siguiente manera:

o= l Z ] e R™" (3.6)

donde g e R"y ¢ € R’, por lo que p € R™.
El espacio de configuracion del MCC es parametrizado mediante el vector (3.6), y este da origen
a un conjunto de ecuaciones de restriccion de la forma

vY(p)=7(q.¢)=0€R".

Considérese ahora que tanto ¢ como ¢ pueden ser expresados en términos del vector y € R”, es
decir,

_ [ q(x) le R,
$(x)
y derivando con respecto al tiempo
q0x) S0 | . .
:[. }:{ % = S (3.7
o(x) Jo0x)
donde J,(x) = 6((19_/(;\0 e R™"y Jy(x) = 8?)—3) € R™" son matrices jacobianas que relaciona los vectores

de velocidades ¥ con § y ¥ con @, respectivamente.
Recordando que el vector de fuerzas generalizadas externas en (3.5) estd dado por
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7, =S"(p), (3.8)
y a partir de (3.6) 7, queda definido de la siguiente manera:
T
T, = l ! l e R"
Ty

Loégicamente sélo las articulaciones actuadas reciben los pares aplicados por los actuadores del
robot, por lo tanto, 74 = 0y (3.8) puede ser reescrita como:

T, = ST(p)Tp - [ Jg(,\/) Jq{(,\/) ]l 1(';, ] = J,IT(/\/)TQ (3.9)
en la cual
Jo(¥) ]
S _ Rmxn’ 3.10
© l Jo(x) © 10
0= 20 o G

Sustituyendo en (3.5) el resultado obtenido de la expresion (3.9), el modelo dindmico no minimo
en espacio operacional pasa a tomar la siguiente forma:

M(p)x + Cs(p, P)X + &,(p) = J, (x)7, (3.12)

Noétese que la matriz J,(x) € R™" es la inversa de la matriz jacobiana analitica J4(q) € R™" que
transforma las velocidades articulares activas (¢ € R") a las velocidades operacionales (y € R"), de
acuerdo con

X =Ja@)q (3.13)

La ecuacién (3.13) corresponde al modelo cinemdtico directo de velocidad del robot; de modo
que de esta ecuacion se obtiene facilmente el modelo cinemdtico inverso de velocidad que se expresa
mediante:

g =J,00k = T3 (@K (3.14)

Por consiguiente, despejando 7, y considerando las identidades de la matriz inversa (A")™! =
(AHT y (A™H~! = A, el modelo dindmico (3.12) puede ser reescrito como:

7, = Ji(@ {M(p)¥ + Colp p)x + £,(0)} (3.15)

En conclusion, en las subsecuentes leyes de control convencionales es necesario utilizar el jaco-
biano analitico, ya que estas leyes operan directamente en cantidades del espacio de postura, i.e., en
la posicidn y orientacién del elemento terminal del robot.

En esta tesis se considera unicamente el llamado objetivo de control de movimiento. El problema
de control de movimiento de robots manipuladores puede formularse en los siguientes términos. Con-
sidérese la ecuacion dindmica de un robot paralelo de n g.d.l. (3.15); dado un conjunto de funciones
vectoriales acotadas x;, X, Y X, referidas como posiciones, velocidades y aceleraciones operacionales
deseadas, se trata de determinar una funcion vectorial 7, de tal forma que la postura y asociada a las
coordenadas operacionales del robot sigan con precision a y/,.
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En términos mas formales, el objetivo de control de postura consiste en determinar 7, de tal forma
que:

Tim (1) = x (1) (3.16)

En el caso de que se emplee dngulos de Euler para describir la orientacion, es posible definir el
error de orientacion y tal que

X(@) = x () = x(1) (3.17)
que se denomina error de postura en espacio operacional, o simplemente, error de postura operacio-
nal.

La ecuacion (3.17) involucra, como se vio en las secciones anteriores, al error de posicion'y al error
de orientacion del elemento terminal. Considerando la definicién anterior, el vector /\L/(t) = x (1) —x(1)
denotard el error de velocidad en espacio operacional. Si el objetivo de control se verifica, significard
que el elemento terminal del robot manipulador sigue asint6ticamente la trayectoria de movimiento
deseado.

Cabe sefialar que las variables del espacio de postura (operacional) se calculan a partir de las va-
riables en espacio articular, esto es, a través de la cinemadtica directa, para luego ser realimentadas al
controlador. De hecho, no es muy comin tener sensores externos para medir directamente las posi-
ciones y velocidades del elemento terminal. Para comprender esto véase la figura 1.7(b), en la cual
se muestra el diagrama esquematico general de los métodos de control en espacio de postura. Este
enfoque tiene varias ventajas porque los controladores en espacio operacional emplean un lazo de
realimentacion que minimiza directamente los errores de postura. La cinemadtica inversa no necesita
calcularse explicitamente, ya que el algoritmo de control incorpora la cinematica directa de velocidad.

El calculo del vector 7, involucra generalmente una funcién vectorial no lineal de x, x y . Esta
funcién se denominara “ley de control” o simplemente controlador.

El problema de control de robots ha sido estudiado extensivamente en la literatura. Una gran
variedad de leyes de control han sido propuestas. En este capitulo se analizardn seis controladores
convencionales de movimiento en espacio operacional.

3.3.1. Control PD y PID

El algoritmo de control Proporcional-Derivativo (PD) es el esquema de controlador més simple y uno
de los mds populares que pueden ser usados en robots manipuladores. Como su nombre lo indica, la
ley de control estd formada por un término proporcional al error de postura operacional } y también
por otro término proporcional a su derivada, i.e., al error de velocidad operacional y. La figura 3.1
representa el diagrama de bloques correspondiente al sistema de control formado por el control PD en
espacio operacional y un robot manipulador.

Para el objetivo de control de movimiento el controlador PD en espacio operacional se representa
de la siguiente manera:

T, =15 (@K, ¥ + K. ¥ (3.18)

Una alternativa mds de controlador, es incorporar a la estructura matematica del PD un término
adicional denominado accién de control integral. El proceso de integracion es la suma del drea bajo la
curva del error de postura, por lo tanto acumula energia, la cual canalizada adecuadamente puede dis-
minuir la magnitud del error. De este razonamiento surge la aplicacion del controlador Proporcional-
Integral-Derivativo (PID) en el control de robots manipuladores. Como dato destacable, la mayoria de
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AN

X
h(q) (=

T q

T T
JL(p) > ROBOT
s 7 ' '
X Ky

: J4(9) :
Z ¢

Figura 3.1: Control PD en espacio operacional.

los manipuladores actuales son controlados mediante controladores PID [18]. La figura 3.2 muestra el
diagrama de bloques del control PID en espacio operacional.
La ley de control PID en espacio operacional puede expresarse de la siguiente manera:

!
q:ﬁmﬂgwm3+&£}4 (3.19)

Como se sabe, ¥ = x,—x expresa el error de postura operacional y ¥ = X ,—X manifiesta el error de
velocidad operacional. Las matrices de disefio K, K., K; € R, llamadas respectivamente las ganan-
cias proporcional, derivativa e integral, son matrices simétricas y definidas positivas convenientemente
elegidas por el disefiador.

V4

h(q) [«
+ X
Za > Kp
N q
+ ; T
> Ki-[ J4(p) » ROBOT
< + 1
: + Z
X4 K,
— (@]
Z d

Figura 3.2: Control PID en espacio operacional.
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3.3.2. Control PD con precompensacion

La implementacion préctica de controladores para robots manipuladores se realiza tradicionalmente
mediante tecnologia digital. Una de las etapas de estos sistemas de control consiste en el cdlculo de la
accion de control 7, a partir del controlador.

Naturalmente, una reduccién en el tiempo de célculo de la accion de control 7, tendria como venta-
ja el aumento en la frecuencia de procesamiento, y por ende, un potencial mayor para la realizacion de
tareas con gran rapidez. Esta es la principal razon que atrae el interés por controladores que requieren
“poco” poder de cdlculo.

En particular, éste es el caso de controladores que utilizan informacion basada en las posiciones,
velocidades, y eventualmente, aceleraciones deseadas: x (1), x ,(2), y ¥, (1)

Debido a la necesidad de realizar el menor nimero de operaciones en tiempo real al implementar
alguin controlador, el control PD con precompensacion ha sido una muy buena opcién, ya que los
términos del controlador se pueden determinar fuera de linea y calcular de una manera més ripida la
accion de control 7, disminuyendo el tiempo de célculo en tiempo real.

Esta ley de control en espacio operacional viene dada por:

7, = J5(@) [K¥ + KX + Mdp )Ry + Colpa- pXa + 8,0 (3.20)

donde K,, K, € R™" son matrices simétricas definidas positivas 1lamadas ganancias de posicién y
velocidad, respectivamente. Ademds, ¥ = x, — X expresa el error de postura operacional y ¥ = Xa—X
es el error de velocidad operacional. El término precompensacion en el nombre del controlador es
consecuencia del hecho de que la ley de control usa la dindmica del robot evaluada explicitamente en
el movimiento deseado. La figura 3.3 muestra el diagrama de bloque correspondiente al control PD
con precompensacion en espacio operacional de robots.

. T >
F, —— Mi(0) J'(p) » ROBOT .
> g
Cpapa) | |aton| K] |Ks
A A
. + V4 -
Zd > :_ JA (q) >
+ X
Z X~ Hq) |

Figura 3.3: Control PD con precompensacion en espacio operacional.

Las experiencias reportadas por diversos autores sobre el control de movimiento para robots me-
diante el control (3.20) han mostrado una excelente prestacion, comparable inclusive con el empleo de
controladores del tipo Par-Calculado que serd presentado mds adelante. No obstante, estos resultados
pueden ser engainosos ya que el buen desempefio no solo es atribuible, por supuesto, a la estructura
del controlador mismo, sino también a una adecuada seleccion de la matriz de ganancia proporcional
K, [30], lo cual puede resultar en una sintonizacion complicada del controlador.
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3.3.3. Control PD+

El control PD+ es uno de los controladores mds sencillos de aplicar para el control de movimiento de
robots, y ademds asegura el cumplimiento del objetivo de control en forma global. La ley de control
PD+ se expresa en la siguiente ecuacion

1, = J5(@) | K% + Kof + Mdp)R, + Colp. D), + 8,(p)] (3.21)

donde K, y K, son matrices simétricas definidas positivas seleccionadas por el disefiador, y como de
costumbre ¥ = x, — x denota el error de postura.

La realizacion practica del control PD+ requiere el conocimiento exacto del modelo del manipula-
dor, i.e., de M (p), Cs(p,p) y &,(p). Ademas es necesario disponer de las trayectorias deseadas y (1),
Xa0) Y 7).

La figura 3.4 representa el diagrama de bloques correspondiente al sistema de control formado por
el controlador PD+ en espacio operacional.

. + + + T > q
X, —>{ Mi(p) J"(p) » ROBOT o
+ + + X+ !
Cs(p.p) gs(p) Ky | K,
'y 'y
. + Y 4 -
Zd > :_ JA (q) >
+ V4
Za =®=_ h(q) |«

Figura 3.4: Control PD+ en espacio operacional.

3.3.4. Control PD con compensacion

Segin [30] el control PD con compensacién puede verse como una generalizacién del controlador
PD+. Es una ley de control un poco més elaborada que la del control PD+, aunque su andlisis es mds
sencillo.

El controlador PD con compensacion en espacio operacional puede expresarse como:

7, = T KX + Ko + M(p) |[¥4 + AX| + Colp. p) [y + ARD + £,(0) (3.22)

donde K, y K, son matrices simétricas definidas positivas de dimension adecuada a cada caso, ademas,
X = X4 — X expresa el error de postura operacional y ¥ = y, — ¥ manifiesta el error de velocidad
operacional; A se define como

A =K;'K, (3.23)

La figura 3.5 representa el diagrama de bloques correspondiente al sistema de control formado por
el controlador PD con compensacién en espacio operacional.
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Figura 3.5: Control PD con compensacion en espacio operacional.
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3.3.5. Control Par-Calculado

En el caso del controlador Par-Calculado se observa a simple vista que es un controlador no lineal, pero

su sistema de control en malla cerrada puede representarse mediante una ecuacion diferencial lineal,

a diferencia de las anteriores leyes de control. Dicho controlador es capaz de satisfacer el objetivo de

control de movimiento en forma global con una seleccién trivial de sus pardmetros de disefio [18].
La ecuacion correspondiente al control Par-Calculado en espacio operacional viene dada por:

7, = L@ {Mp) ¥, + KoY + Ko¥ |+ Colpo. )X + 2,()) (3.24)
donde K, y K, son matrices simétricas definidas positivas y, como de costumbre, y = x, — x expresa
el error de postura operacional y ¥ = X, — X manifiesta el error de velocidad operacional.

El diagrama de bloques correspondiente al control Par-Calculado en espacio operacional de robots
manipuladores se puede ver en la Figura 3.6.

. + + + >
Zu My(p) Jh(p) » ROBOT _
+ + + +
Kyl | K, Ci(pP) &(p)
A A
. + Y4 -
A4 > il J4(9) 5
+ V4
Z 4>®=_ n(g) |«

Figura 3.6: Control Par-Calculado en espacio operacional.
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Capitulo 4

Aplicacion al mecanismo de cinco barras

“Cuando un hombre honesto descubre que se ha
equivocado, 6 deja de estar equivocado, ¢ deja de ser
honesto.”

— Anénimo

El primero de los dos mecanismos considerados en esta tesis para modelar e implementar controlado-
res en espacio de postura (operacional), es un sistema que consiste de una base fija con dos actuadores
(servomotores de CD) en los que esta montada una estructura mecénica de cuatro eslabones. Este sis-
tema es conocido cominmente como mecanismo de cinco barras (M5B), pues la base es considerado
un eslabon mas. El mecanismo de cinco barras, o también mecanismo RRRRR, ha sido estudiado am-
pliamente por varios autores (ver por ejemplo [16]). Es un sistema que sirve como un punto de partida
muy adecuado en el estudio de los robots paralelos, ya que es un robot paralelo planar de sélo dos
grados de libertad. En el M5B el llamado elemento terminal (o efector final) estd conectado a la base
por dos piernas, cada una de las cuales consta de tres articulaciones rotacionales y dos eslabones. Este
mecanismo puede ser usado para posicionar el elemento terminal en una region del plano, o bien, para
seguir una trayectoria plana variante en el tiempo.

En este capitulo se propone el uso de coordenadas operacionales, que en el caso del M5B deter-
minan la posicion en el plano del elemento terminal, para obtener un modelo dindmico minimo en
espacio operacional de este sistema. Ademas, con fines de comparacion, se obtiene también el modelo
dindmico minimo en espacio articular. Posteriormente, se aplican y evaldan en forma experimental
cinco controladores de movimiento implementados en espacio operacional. A continuacion se presen-
ta una descripcion del M5B empleado en este trabajo de tesis.

4.1. Descripcion del sistema

El M5B posee 2 g.d.l. y presenta un movimiento restringido a un plano. El mecanismo es llamado
asi, debido a que consta de cuatro eslabones mdviles y un eslabon fijo que corresponde a la base del
robot. La figura 4.1 muestra el modelo CAD del prototipo de M5B que se encuentra operativo en
el Laboratorio de Mecatrénica y Control del Instituto Tecnolégico de La Laguna. Originalmente este
mecanismo fue empleado para el control de balanceo de un péndulo invertido esférico de 2 g.d.l. como
se muestra en la figura 4.2 (ver [17]). Aunque, en general, los eslabones méviles de un M5B pueden
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ser de diferente longitud (correspondiente a [y, I, I3 y I en la figura 4.3), en este trabajo se emple6 un
mecanismo con eslabones de aluminio de la misma longitud (/ = 0.127 m). Asi mismo, la longitud del
eslabon fijo (distancia entre los puntos A; y A;) se considera igual a 21.

Articulaciones
pasivas

Elemento terminal

Articulaciones
activas

Figura 4.1: Modelo CAD del mecanismo de cinco barras del Instituto
Tecnolégico de La Laguna.

El movimiento relativo entre los eslabones moviles se lleva a cabo por medio de cinco articulacio-
nes rotacionales, dos de ellas activas (las correspondientes a los puntos A; y A; en la figura 4.3) y las
tres restantes son pasivas (las indicadas como los puntos B;, B, y P en la misma figura). El elemento
terminal del robot, ubicado en el punto P, tiene coordenadas cartesianas (u operacionales)

T
X =[xn yu| €R? (4.1)
definidas con respecto al marco de referencia Xy(Xj, Yy) colocado en el punto medio entre los puntos
Ay A,. Ademds, para fines de modelado, se define el vector de coordenadas articulares activas

g=|n @] e®

y el vector de coordenadas articulares pasivas

.3:[1 ﬁz]TGRZ

donde g1, g2, 81 y B> son los dngulos de los cuatro eslabones mostrados en la figura 4.3. A su vez, los
vectores ¢ y B pueden agruparse en un vector de coordenadas generalizadas no minimas

p=ld" p] e®’ (42)
Cabe sefialar que las coordenadas operacionales del elemento terminal (x,,, y,,) pueden ser contro-

ladas por medio de las coordenadas articulares activas (g1, g2), y ese es el principio en el que se basa
el esquema de control en espacio operacional que se explicard mas adelante.
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Figura 4.2: Péndulo invertido esférico (PIE) montado sobre el mecanismo de
cinco barras (M5B).

Figura 4.3: Parametros cinemaéticos del mecanismo de cinco barras.
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4.2. Modelado cinematico de posicion

En esta seccion se aborda la primera parte del modelado del M5B; la relativa a las relaciones funcio-
nales existentes entre las variables articulares activas y las coordenadas que dan la postura (es decir,
la posicion y orientacion) del elemento terminal. Cabe mencionar, sin embargo, que en este mecanis-
mo en particular el elemento terminal (el punto P en la figura 4.3) requiere s6lo de dos coordenadas
de posicion para quedar completamente determinado, asi que es correcto decir modelo cinemdtico de
posicion en vez de modelo cinemdtico de postura.

El modelado cinemaético directo de posiciéon (MCDP) consiste en encontrar las funciones que ha-
cen posible determinar las coordenadas cartesianas del elemento terminal del M5B a partir de las
coordenadas articulares activas. En el modelo cinemdtico inverso de posicion (MCIP) se deducen las
expresiones para calcular las coordenadas articulares activas para lograr que se coloque al elemento
terminal en una posicién previamente especificada. En otras palabras, las ecuaciones obtenidas del
andlisis cinemaético de posicidn describen la relacion entre los vectores q y x.

Un método para calcular el modelo cinemético de posicién consiste en obtener las ecuaciones de
restriccion a partir de la geometria del mecanismo. Estas ecuaciones usualmente describen la relacion
entre las variables articulares activas ¢ y las variables de postura . A continuacion se describe como
obtener el MCIP y el MCDP del M5B, considerando el caso general en el que todos los eslabones del
mecanismo son de diferente longitud.

4.2.1. Modelo cinematico inverso de posicion

Coma ya se explico la posicién del elemento terminal estd descrita por el vector (4.1). Con respecto
al marco de referencia X, los vectores de posicioén b; de los puntos B; (i = 1,2) pueden ser escritos
como
T T
b, = [ll cos(gq1) —lo I sen(ql)] y b, = [13 cos(qz) +1ly Iz sen(qz)] .

Entonces el MCIP puede ser resuelto escribiendo las siguientes ecuaciones de restriccion:

le-bi~h=0. x-bi]-L=0

o en otra forma:
(m = Iy cos(q1) + 1o)* + (v — L sen(gy))* = 5 = 0, (4.3)
(Xm — 13.¢08(q2) = 10)* + (ym — L3 sen(g2))* — I3 = 0. (4.4)

Desarrollando las ecuaciones anteriores y aplicando algunas identidades trigonométricas, es posi-
ble obtener:

20 (x + lo) cos(q) + 2ymly sen(gr) = 5 + (v + lo)* + v, = 5, (4.5)
213 (%, — lo) c08(q2) + 2ymls sen(qy) = B + (x, — lo)* + 2, — 2. (4.6)
De acuerdo a las expresiones (4.5) y (4.6), se tienen dos ecuaciones del tipo:

a; cos(qy) + by sen(qy) = ¢y, 4.7)
a, cos(q,) + by sen(qz) = ¢z, 4.8)
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donde

ay = 21y (x,, + ly) a = 213 (x,, — lp)
by = 2ymll b, = 2}’ml3
=L+t +y2 -8B o=LB+ a1 +yi -

Se puede comprobar que las soluciones a las ecuaciones (4.7) y (4.8) estan dadas por:

b,’C,‘ + &;a; ,/al.z + blz - Cl.2

sen(qy) = o =12 (4.9)
aic; — gib; \Ja? + b? — ¢?
cos(g;) = R , 1=1,2 (4.10)

donde g; = 1. Si1 ai2 + b? < cl.z, no existe una solucion. De lo contrario, si la posicion (x,,, y,,) del punto
P es conocida, las coordenadas q; y g, se pueden obtener como:

q; = atan2(sen(g;),cos(q;)), i=1,2 “4.11)

donde atan2(:,-) es la funcién arcotangente de dos argumentos, la cual estd disponible en varios len-
guajes de computacion y da un resultado en los cuatro cuadrantes (es indeterminada cuando ambos
argumentos son nulos).

De la ecuacion (4.11) se puede notar que existen cuatro soluciones posibles para el MCIP del M5B,
dependiendo del signo que se tome en (4.9) y (4.10) con &;. A manera de ejemplo, en la figura 4.4 se
muestran los diferentes modos de funcionamiento que puede tomar el mecanismo de cinco barras para
los valores x,, = 0y y,, = [. Para fines del andlisis subsecuente, la configuracién de referencia (casa)
del mecanismo de cinco barras estd dada por los siguientes valores: ¢, = 0°, 8; = 90°, ¢, = 90°y
B2 = 90°, estos valores se obtienen si €; = =1y &, = —1 (ver figura 4.4(a)).

En cuanto a los dngulos B, y B,, de acuerdo a las relaciones geométricas de la figura 4.5, estos
pueden ser calculados de la siguiente manera:

B1 = —q1 + atan2 (y,, — Iy sen(q1), X, — I1 cos(q) + o) 4.12)
B2 = —q> — atan2 (y,, — l3sen(qy), [3c08(q2) — X + lp) + 7 (4.13)

4.2.2. Modelo cinematico directo de posicion

Se busca ahora determinar la posicion del elemento terminal para un conjunto dado de coordenadas
articulares activas q; y g,. Desarrollando nuevamente las expresiones (4.3) y (4.4) es posible llegar a
un sistema de ecuaciones del tipo:

X2+ Y2+ d Xy + byt =0 (4.14)
X2+ Y5+ @yXy + Dy +ch =0 (4.15)
donde
a = =2 (1) cos(q1) — lp) a, = =2 (l3 cos(qa) + o)
b, = =21, sen(q) b, = =2l3 sen(q»)

c; = =2hlicos(g) + i+ K =5 ¢y = 2hlicos(q) + g+ 15 -1
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(d) g1 =90°, B; =270°, g2 = 90°, B = 90°

Figura 4.4: Diferentes modos de funcionamiento del mecanismo de cinco barras para x,, =0y y,, = L.

Notese que (4.14) y (4.15) representan las ecuaciones de dos circunferencias que se intersectan.
Como se conoce la longitud de los eslabones, el problema de la cinematica directa se reduce a encon-
trar las coordenadas de los puntos de interseccion de los circulos de radio / con centros en By y B;. De
esta forma, se puede comprobar que la coordenada x,, de los dos puntos de interseccién (que serian
las soluciones del MCDP) satisface la siguiente expresion:

Xm = d(q) ym + e(q) (4.16)

designando como

by —=by,  Isen(q)) — l3sen(q,)

d(q) = =
W= 0 =a ™ heos(ga) - I costan) + 2L
y
oy L= _ Z2hohicostq) — 2ol cos(gn) + -5 - + I
V=w—a~ 21 cos(q1) = 21 cos(g) — 4o

Sustituyendo la ecuacion (4.16) en (4.14) se obtiene:

F(@)Y2 + 8@ yn +h(g) =0 (4.17)

en la cual

f(g) =1+d(g)
g(q) = 2d(q) e(q) + ajd(q) + b}
h(q) = e(q)” + dje(q) + ¢,
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Xm — hcos(qy) + I ly—x,, + Ic08(q2)

(th)ursy — 4

Vm — IISin(ql)

Figura 4.5: Relaciones geométricas para el mecanismo de cinco barras.

Finalmente, y,, puede ser obtenida de la ecuacion (4.17) como

| —5(@) + £\J8(a ~ 4/ @) (@)
" 2f@

donde £ = *1. De las ecuaciones (4.16) y (4.18), se observa que hay dos posibles soluciones para
el problema cinemadtico directo del M5B. Las configuraciones correspondientes corresponden a los
modos de ensamblaje del mecanismo. La figura 4.6 muestra las dos configuraciones que puede tomar

el M5B para los valores de g; = 45°y ¢, = 135°.

(4.18)

4.2.3. Modelo cinematico de velocidad

La cinemadtica de velocidad del mecanismo de cinco barras permite establecer una relacién lineal
entre las derivadas de los diferentes vectores de coordenadas que definen la configuracién del robot.

Es decir, se obtendran los modelos directo e inverso de velocidad del M5B.
Se parte nuevamente de las ecuaciones de restriccion cinemadticas del M5B, y(g, x) = 0, dadas por

las ecuaciones (4.3) y (4.4). Desarrollando dichas ecuaciones y aplicando la identidad trigonométrica
sen®(#) + cos?(0) = 1 es posible llegar a:
(4.19)

(4.20)

X2+ v = 2x,1 cos(q1) — 2yl sen(qy) — 2l cos(q)) + 2xulo + B+ 15— 5=0
2

X2+ ¥ = 2x,13 c08(q2) — 2yml3 sen(ga) + 2lpls cos(qy) = 2xpulo + B+ B -1 =0
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@e=1,x,=0m,y, =02112m b)e=-1,x,=0m, y,, = -0.0316 m

Figura 4.6: Diferentes modos de ensamblaje del mecanismo de cinco barras para g; = 45°y ¢, = 135°.

y derivando con respecto al tiempo (4.19) y (4.20) para obtener las ecuaciones de velocidad, lo que
resulta en:

Iy [ymcos(gr) = (xm + lp) sen(q1)] g1 =[x — L1 cos(q1) + lo] X + [y — L sen(gq1)] Y
I3 [ym €08(q2) = (X — lo) sen(g2)] G2 =[x — I3c08(q2) — lo] %om + [y — 13 s€0(g2)] Y

Reordenando las ecuaciones anteriores, conducen a una ecuacion matricial de la forma:
Joq = Je X
donde
T T
. R R . . . 2
q:[ql q2] s X:[xm Ym] eR
y las matrices J, y J, pueden ser expresadas como

; Iy [ym cos(qr) — (xm + lo) sen(q1)] 0 .
= €
' 0 I3 [ym cos(q2) — (X — lp) sen(qa)]

[ — L1 cos(q) + lo]  [ym — L1 sen(qy)]
J)( — € RZXZ
[x, — I3 cos(q2) — o] [ym — I3 sen(qa)]

El modelo cinemético directo de velocidad puede entonces expresarse de la siguiente manera:
x=J'14=74q (4.21)
en la cual, la matriz jacobiana J puede ser definida como:

r1 [l (m c0s(q1) — (o + xi) sen(q1)) (v — L3 sen(g2))] r1 [l (hm c08(q2) + (lo — xin) sen(q2)) (1 sen(q1) = yu)]

1[I (o = X + 13¢08(g2)) (¥ cos(q1) — (o + x,) sen(qi))] 71 [I3 (o + X — 1 cos(g1)) (Y €08(q2) + (lo — X,) s€n(g2))]
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donde

1
(o = X + 15,008(q2)) O — 1y sen(qy)) + (Lo + X, — Iy c08(q1)) (Y — 15 S€N(q2))

r

En cuanto al modelo cinemadtico inverso de velocidad, este puede ser calculado como:

Gg=J'"Jox=J"% (4.22)
dando como resultado:
Xm — L1 cos(q1) + 1y Ym — Iy sen(qy)
1 Liym cos(qi) = Li(lo + x,,) sen(q1)  Liyn cos(qr) — Li(ly + x,,) sen(qy)
Xm — 13¢08(q2) — Iy Ym — 13 8en(q2)

l3y, cos(qa) + I3(ly — x,,) sen(q2) L3y, cos(qa) + [3(ly — x,,) sen(qa)

Una alternativa diferente para obtener las matrices J y J~!, es a través del calculo de las derivadas
parciales de la ecuaciones de restriccion de acuerdo a las siguientes expresiones:

= ay(a.x)\" 9v(q.x) P . _(9v(@x) ~ oy(a.x)
EX% aq 7’ dq ox
J Jo!

X

4.3. Modelado dinamico

La dindmica se ocupa de la relacion entre las fuerzas que actian sobre un cuerpo y el movimiento que
en él se origina. Por lo tanto, el modelo dindmico del mecanismo de cinco barras tiene por objetivo
conocer la relacién entre el movimiento del robot y las fuerzas aplicadas al mismo.

Esta relacion se obtiene mediante el denominado modelo dindmico, que relaciona matematicamen-
te:

1. La configuracion del mecanismo definida por las variables articulares activas o por las coorde-
nadas de postura del elemento terminal, y sus derivadas: velocidad y aceleracion.

2. Las fuerzas y/o pares aplicados en las articulaciones mediante los actuadores.

3. Los pardmetros cinemaéticos y dindmicos del mecanismo; como la longitud, masas e inercias de
sus eslabones.

La obtencién de este modelo para el M5B es imprescindible para conseguir principalmente dos
fines: la simulacién por computadora del movimiento del robot y el disefio de estrategias apropiadas
de control. Este tltimo fin es evidentemente de gran importancia, pues de la calidad del controlador
dindmico del mecanismo depende la precision de sus movimientos.

Los métodos de obtencién del modelo dindmico emplean formulaciones tales como la de Lagrange
o la de Newton-Euler. En esta seccion se desarrolla el modelo dindmico del mecanismo de cinco barras
a partir de la formulacién de Lagrange; utilizando para esto las coordenadas generalizadas no minimas
dadas en (4.2) y siguiendo la teoria descrita en el Capitulo 2.

El uso de las ecuaciones de movimiento Lagrange para el modelado dindmico del M5B se reduce
a cuatro etapas [18]:
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1. Calculo de la energia cinética: K(p(r), p(1)).
2. Cdlculo de la energia potencial: U(p(?)).

3. Calculo del lagrangiano: L(p(1), p(1)).

4. Aplicacion de las ecuaciones de Lagrange.

En la figura 4.7 se muestra un diagrama del M5B, con los pardmetros cinematicos y dindmicos
que se emplean para obtener el modelo dindmico. En la tabla 4.1 se enlistan estos mismos parametros
incluyendo su descripcion y valor.

Figura 4.7: Diagrama esquemadtico del mecanismo de cinco barras con sus
respectivos pardmetros cinematicos y dindmicos.

4.3.1. Calculo de la energia cinética

En general, la energia cinética de un cuerpo rigido se obtiene con la siguiente férmula:

1 1
K = EmvTu + 5wTIw (4.23)
donde v es la velocidad lineal y w es la velocidad angular del cuerpo. Para el M5B se tienen cuatro
eslabones moviles, dos en cada pierna del mecanismo; por los tanto, la energia cinética total del M5B
puede descomponerse en la suma de las energias cinéticas de las dos piernas que lo componen, de tal

forma que:

Kp,p) = Kia(p, p) + Ksa(p, p) (4.24)
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Tabla 4.1: Parametros del mecanismo de cinco barras.

Parametro Descripcion Valor | Unidades
[ Longitud total de los eslabones del M5B 0.127 m
I Distancia al centro de masa del eslabon 1 | 0.047 m
lo Distancia al centro de masa del eslabén 2 | 0.069 m
I3 Distancia al centro de masa del eslabon 3 | 0.045 m
g Distancia al centro de masa del eslabén 4 | 0.062 m
m Masa del eslabon 1 0.12600 kg
my Masa del eslabon 2 0.08535 kg
ms Masa del eslabén 3 0.12100 kg
my Masa del eslabon 4 0.06300 kg
I Momento de inercia del eslabon 1 0.00170 kg m?
s Momento de inercia del eslabon 2 0.00001 kg m?
I3 Momento de inercia del eslab6n 3 0.00140 kg m?
1y Momento de inercia del eslabon 4 0.00001 kg m?

a su vez se tiene:

Ki(p, p) = Ki(p, p) + Koo, p) Yy  Kiaulp, p) = Ks(p, p) + Ku(p, p)
en las cuales Kj(p, p) es la energia cinética asociada al eslabén mévil i (i = 1,...,4). A continuacién
se obtienen dichas expresiones.
Energia cinética de los eslabones 1-2

La energia cinética de los eslabones 1 y 2 se obtiene aplicando la ecuacion (4.23). Las coordenadas
del centro de masa, con respecto al marco X, del eslabén 1 (que se mueve sélo en el plano xy) son:

p = e R%

_|lercos(qr) - lo
l.1sen(qy)

Y1

El vector de velocidad v, del centro de masa del eslabon en cuestion, se obtiene derivando p, con
respecto al tiempo:

x| —l.1 sen(q1)q:
le1 cos(qi)qi

Vi
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Por lo tanto, la rapidez al cuadrado vlTvl del centro de masa resulta ser:

v v1 = | =l sen(ggr L cos(q)d |- L cos(@) = a4
c1 €08(q1)q1

Como el movimiento se realiza en el plano xy la tinica rotacién posible es en el eje z y por lo tanto,
el vector de velocidad angular es:

0
w =10 €R3
g

Finalmente, la energia cinética correspondiente al movimiento del eslabon 1 se obtiene como:

) 1 ) |
Ki(p,p) = Emllglcﬁ + 51161%

Por otro lado, las coordenadas del centro de masa del eslabon 2 expresadas en el plano xy se
agrupan en un vector p, de la forma:

x| [hcos(qr) + lacos(gr +B1) — o 5
P> = = € R".

2 [y sen(qy) + l2 sen(gq; + 1)

El vector de velocidad v, del centro de masa de dicho eslabon es en consecuencia:

vy = X2 —1; sen(q1)g1 — Lo sen(q; + B1)(q1 + B1) .
2 = 2 = = .
%) [y cos(q1)q1 + l2 cos(gqr + Bi)(g1 + Br)

R2.

Por lo tanto, empleando algunas identidades trigonométricas se obtiene finalmente la rapidez al
cuadrado va v, del centro de masa del eslabén 2:

. .12
vhvy = Bt + 201 cos(B) [ + qifi | + By 41 + 51

Mientras que la velocidad angular w, de este eslabdn estd dada por el vector:

w) = 0 € R3.
g1+ 5
De tal manera que la energia cinética del eslabon 2 resulta ser:

) 1 . 1 . .12 ) . | )
Kalp.p) = 5malidi + 5malls [q1 + 31| + malilacosBD [ + api| + 51 [0 + B

Una vez calculadas las energias cinéticas de los eslabones 1 y 2, es posible obtener la energia
cinética K, (p, p) de la pierna 1 — 2 del mecanismo como sigue:

) 1 ) ) 1 .
Kir(p, p) = 3 [mllfl +myl?y + moly + 1 + 12] G + mylily cos(B)qF + 3 [mzlfz + 12],8% (425)

+ [mzlf2 + 12] Q181 + malila cos(B1)qi b

51 Ing. Ismael Medina Ldpez



. , Sy
CAPITULO 4. APLICACION AL MECANISMO DE CINCO BARRAS %éi%?

Energia cinética de los eslabones 3-4

A continuacion se desglosa el procedimiento necesario para obtener la energia cinética de los eslabo-
nes 3 y 4 del M5B (que es muy similar al ya descrito para los eslabones 1y 2).

e Vectores de posicion de los eslabones 3 y 4,

Py = B L3 cos(q2) + 1o eR,
y3 L3 sen(q)
xg| |l3cos(q2) + leacos(qr + B2) + I 5
Ps = = e R-.

V4 l3 sen(q2) + L4 sen(ga + B2)

e Velocidad lineal,
X —l.3 sen ]
vy = py = 3| 3 sen(q2)q> cR%
V3 le3 c08(g2)G2
R —L3 sen(q2)ga — les sen(qz + B2)(q2 + B2) 5
Us=py=| e R
V4 I3 co8(q2)d2 + lea O8(q2 + B2)(G2 + B2)
e Cuadrado de la rapidez de los centro de masa,
A .2
Vv, = B + 23l cos(By) [qg + o) + By |a + o)
e Velocidad angular,
0 0
w3 =10 €R3, Wy = 0 €R3.
7)) Q@+ B
e Energia cinética de los eslabones 3 y 4,
1
K(p.p) = msl 5+ 213‘]2’
1 e
Ki(p, p) = m413q2 + 2m4lc4 [l]2 +ﬁ2] + mal3lc4 cOS(Br) [Clz + 92,32] + 514 [Clz +,32]

e Suma de las energl’as cinéticas de los eslabones 3 y 4,

1 R
(](34([) p) — [m3lt3 + m4lc4 + m4l + 13+ 14] q2 + mylsl.4 COS(ﬁZ)qz 2 [m4l§4 + I4]ﬁ§ (4.26)

[m4lg4 + 14] Gafs + malzles cOS(B2) a3
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4.3.2. Calculo de la energia potencial

Debido a que el mecanismo de cinco barras se desplaza en el plano horizontal, se puede considerar
que en ese plano la energia potencial es nula, i.e.,

Up(t)) =0 (4.27)

4.3.3. Calculo del lagrangiano

El lagrangiano (o funcién lagrangiana) de un sistema mecanico esta dado por:

Lp,p) = K(p,p) = U(p).

En el caso del M5B bajo estudio, tomando como referencia las ecuaciones (4.25), (4.26) y (4.27),
se tiene entonces:

Lp. p) = Kiz(p. p) + Kza(p. p) — U(p),

1 1 ) ,
= 5 [mllzl + mzlgz + le% + I] + 12] q% + I’I’Qlllcz COS(,Bl)Cﬁ + E [mzlgz + Iz]ﬁ% + [mzlgz + 12] 5]1[31

o 1 , )
+ mzlllcz COS(ﬁ])C]]ﬁ] + 5 [I’I’Z3l§3 + m4l§4 + m4l§ + 13 + 14] q% + m4l3lc4 COS(ﬁz)qg

1 . . .
*+3 [m4l§4 + 14],3§ + [m4l§4 + 14] G232 + mylzleq cos(B2)Ga232

4.3.4. Aplicacion de las ecuaciones de Lagrange

Como ya se menciond, el modelo dindmico del M5B puede obtenerse a partir de la evaluacién de las
ecuaciones de movimiento de Lagrange. Tales ecuaciones estdn escritas en términos de un conjunto
de coordenadas generalizadas no minimas. Se llega entonces a un sistema de ecuaciones algebro-
diferenciales que se pueden escribir como:

d [0Lp.p)| 0Lp.p) __  (or@)
d—t{ 3 }— 3 _Tp+( 3 ) pl (4.28)
7(0)=0 (4.29)

donde p es el vector de coordenadas generalizadas no minimas, 7, denota el vector de fuerzas gene-
ralizadas, el lagrangiano L(p, p) es la diferencia entre la energia cinética y la energia potencial del
mecanismo, y el cual ya fue calculado; el dltimo término de la ecuacion (4.28) representa el vector
que determina las fuerzas de restriccion asociadas a las coordenadas generalizadas no minimas, donde
y¥(p) es el vector de restricciones holonémicas y A es el vector de multiplicadores de Lagrange, que
asegura que tales restricciones se cumplan. Evaluando cada uno de los términos del primer miembro
de la ecuacion (4.28) para el lagrangiano del M5B se obtiene:

0L(p. f .
% = [l’l’lllzl + mzlfz + mzl% + 11 + 12] ql + zmzlllcz COS(ﬁl)ql + mzlllcz COS(,Bl)ﬁl
q1 .
+ [I’I’lzlgz + Ig]ﬁl
d [0L(p,f )
E [%] = [mllgl + mzlgz + I”I’IQI% + 1 + 12] é] + 2m211 lcg COS(ﬂ])é] - 2m211 lcz Sen(ﬁl)qlﬁl
q1

+ [mzlfz + IZ]BI + malylp cos(Br)B1 — maly 1 sen(By)B}
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RN

0LP.p) _

=0
dq
0 N ,
La(p p) = [I’I’Z3lf3 + I’I’I4134 + I’I14l§ + I3+ 14] (]2 + 2m4l3lc4 COS(ﬁz)é]z + I’I’l4l3lc4 COS(ﬁz)ﬁz
q2 ,
+ [I’I’Z4lg4 + I4]ﬁ2
d|o N .
7 [ La(;) p)] = [m3l§3 +mally +maly + 15 + 14] Ga + 2mylsleq 08(B2)gn — 2malsleq sen(Ba) oo
2
+ [m4lf4 + I4]ﬁ2 + myl3le4 cOS(B2)Br — malsls sen(By)B3
0Lp.p) _ 0
0q>
0L, £ : . .
% = [mzlfz + IZ]ﬁl + [mzlzz + Iz] q + mzlllcz COS(ﬁl)ql
1
d |0L(p,p) " . . .
7 l a(glp ] = [mzliz + 12],31 + [mzlig + 12] g1 + mylil o cos(By)gy — mylilo sen(B1)g1 By
0L, £ . .
% = —myly L2 sen(B1)gi — malilea sen(Br)q 1B
1
6~£ ] C - . .
% = [m4lf4 + 14],32 + [m4lf4 + 14] Gr + mylsle4 cOS(B2)Gn
2
d |0L(p,f s . . .
i [ a(gz p)] = [m4l§4 + 14],82 + [m4lf4 + 14] Go + myl3leq cOS(Br)Gr — mylsles sen(Br)gaf3:
6~£ £ C . . -
% = —mulzles sen(Ba)gs — malzley sen(B2)gops
>

Del desarrollo anterior, finalmente se 1laga a las ecuaciones escalares correspondientes al primer
miembro de la ecuacion (4.28), de la siguiente forma:

d |[0L(p,p)| 0L(p,p) .
E [ aql - aql = [mllfl + l/)’Lzlgz + WQZ? + zmzlllcz COS(ﬁl) + 11 + 12] q1

+ [mzlgz + molilo cos(By) + 12],81 — myly o sen(B1)q18
— molylo sen(By) [% +,81],31

d [0Lp.p)| Lp.p) “
dr [ P [m3lf3 + mylzy + mals + 2malsles coS(B) + I + 14] 7))

+ [m4lg4 + m4l3lc4 COS(ﬁg) + 14] Bz - M4l3lc4 Sen(ﬂz)chBQ
— mylsl.4 sen(B,) [q2 +’32]132

d [0Lp.p)] 0Lpp) | o
gy _ 8ﬁ1 _ - aﬁl = [mzlcz + lelllcz COS(ﬁ]) + 12] q + [mleZ + Iz]ﬁl

+ m211 lcz sen(ﬁl )q%

d[0Lp.p)] 0Lpp) | L a4
i _ 8ﬁ2 _ — aﬁ2 = [m4lc4 + I’I’l4l3lc4 COS(ﬁz) + 14] q> + [m4lc4 + 14],82

+ mylzles sen(B2)d3
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U\l

Las unicas articulaciones actuadas son q; y ¢», por lo que el vector de pares y/o fuerzas aplicadas
a las articulaciones por medio de los actuadores queda definido como:

T
Ty T4 O 0] e R

T, =

A cadarestriccion cinematica del mecanismo se le asocia una ecuacion de restriccién (holonémica)
y una fuerza de restriccion, o fuerza de contacto. La ecuacién de restriccion describe la geometria y/o
la cinematica del contacto. Dichas restricciones se unen a las ecuaciones de movimiento del sistema
mediante el vector de multiplicadores de Lagrange A, por lo tanto

T
A= [/11 ,12] e R?

Este vector asegura que las restricciones se cumplan. Ademds, los multiplicadores de Lagrange
pueden usarse para determinar la fuerza de restriccion asociada a cada variable o coordenada genera-
lizada no minima. Para obtener los multiplicadores de Lagrange se sigue un procedimiento como el
presentado en [19].

Ya que se tomé un vector de coordenadas generalizadas no minimas p = [¢q1 ¢» Bi ,82]T e R*
y, dado que el M5B es de 2 g.d.l. (n = 2), entonces deben existir dos ecuaciones de restriccién en
términos de estas coordenadas las cuales se obtienen de la cinemdtica del robot. Asi el vector de
restricciones holonémicas se expresa de la forma:

7(p) =y(q.f) =0 R

A parir de ciertas consideraciones geométricas en el M5B, puede observarse de la figura 4.5 que
las coordenadas de la plataforma mévil y = [x,, v,,]7, es decir, del punto P, se pueden expresar con
respecto al marco de referencia X, en términos de las variables g; y 81 como:

l1 cos(qy) + Lycos(gy + B1) — Ly = xn, (4.30)
Iy sen(q1) + Ly sen(gy + B1) = ym (4.31)
o bien, en términos de las variables g, y B>:
l3 COS(qZ) + l4 COS(QQ +ﬁ2) + lo = Xpn (432)
l3sen(q2) + Iy sen(qa + B2) = ym (4.33)

Tomando las ecuaciones (4.30) y (4.32), l6gicamente x,, — x,, = 0, lo cual conduce a la primera
ecuacioén de restriccion:

¥1(q.B) = L1 cos(q1) + [y cos(q1 + B1) — l3¢08(q2) — lacos(ga + B2) — 2l = 0 (4.34)
De igual manera y,, — y,, = 0, da origen a una segunda ecuacion de restriccion del sistema:
Y2(q.B) = lisen(q1) + Ly sen(gy + 1) — l3sen(qz) — s sen(gx +B2) = 0 (4.35)

De este modo, el vector de restricciones holondmicas se puede escribir como sigue:

) = ly cos(q1) + L cos(qr + B1) — I3c0s(q2) — s cos(qa + B2) — 2lp _0eR

[y sen(q;) + Iy sen(q; + B1) — I3 sen(qz) — L sen(qs + B2)
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Finalmente, a partir de las ecuaciones de restriccién anteriores, es posible obtener las derivadas
parciales de y(p), tal y como lo indica el dltimo término de la ecuacién (4.28):

0

alpl = [— (lysen(q1) + Lysen(gr +B1)) L3sen(qa) + lysen(ga + B2) —lLsen(qr +B1) lasen(qz +:32)]
(4.36)

0

alpz = [ll cos(qi) + Lycos(qy + 1) —(l3cos(qz) + l3cos(qz +B2)) Lcos(qy +B1) —lscos(qr +,32)]
(4.37)

4.4. Modelo dinamico no minimo

En la seccion anterior se presento la aplicacion de las ecuaciones de movimiento de Lagrange para
obtener las ecuaciones que describen el comportamiento dindmico del mecanismo de cinco barras.
Ahora, es posible escribir el modelo dindmico no minimo en la forma matricial o compacta:

M(p)p + C(p,p)p + g(p) = 7, + D' (p)A (4.38)

En el caso particular del mecanismo de cinco barras, cuya drea de trabajo es el plano horizontal,
el vector de pares debidos a la gravedad es cero, g(p) = 0. En tanto que las matrices M(p) y C(p, p)
quedarian definidas de la siguiente manera:

(Mu(p) 0 Map) O
M| O M@ 0 M)y
Ms;,(p) 0 Ms3(p) 0

0 My (p) 0 M4(p) |

(CLip.p) 0  Cup.p) 0

0 C N 0 C N

Clp.p) = 2(p. P) 24(p, P) c RO

Cs1(p, p) 0 0 0
0 Cppp) O 0

Los elementos no nulos de las matrices anteriores son:

My1(p) = mil%, + myls, + myls + 2myly g cos(By) + 1) + I
Mi5(p) = moly + molil cos(By) + I

Moy (p) = m3l%; + myly + myls + 2mylslg cos(Ba) + I3 + Iy
Moy(p) = myl?, + mylzleq cos(By) + Iy

M3 (p) = Mi3(p)

M33(p) = myly + I

My (p) = May(p)

Mu(p) = m4l§4 +1
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Cii(p, p) = —malil sen(Br)Bi
Ci3(p, p) = —malil o sen(B)[g + i)
Cu(p, p) = —malzlea sen(Ba)Bs
Cas(p, p) = —mul3les sen(Ba)§n + B2]
Cs1(p, p) = mylilo sen(B)q,

Cp(p, p) = myl3l.4 sen(Ba)qr

Las derivadas parciales de y(p), ecuaciones (4.36) y (4.37), pueden ser agrupadas en una sola
matriz la cual corresponde al jacobiano de restriccion D(p) € R4, esto es

_Oy(p) |~ (isen(qy) + Lsen(q +B1))  [zsen(q) + lssen(q +B2)  —hsen(qy +B1)  lasen(qz +2)
ap licos(qr) + Lcos(gr +B1)  —(lzcos(qn) +lscos(qr + B2))  lLcos(gr +B1) —lscos(q + Bo)

c R2X4

D(p)

El vector de multiplicadores de Lagrange A € R? y el vector de pares y/o fuerzas aplicadas al
sistema 7, € R* se definieron en la seccién anterior. En cuanto a p y p corresponden a la primera y
segunda derivada respecto al tiempo del vector de variables generalizadas no minimas.

4.5. Modelo dinamico minimo

Notese que el modelo del M5B dado por la ecuacién (4.38) es no minimo, en el sentido de que queda
definido por el vector p € R* y requiere el calculo del vector de fuerzas de restriccién D7 (p)A, el
cual es un término desconocido y dificil de medir directamente. Afortunadamente, es posible aplicar
el llamado método de proyeccion para eliminar las fuerzas de restriccion D’ (p)Ad y a su vez obtener
un modelo minimo representado por un conjunto de coordenadas generalizadas de menor dimension.
Generalmente este modelo minimo es expresado en términos de las variables articulares activas, por
lo que se trata de un modelo dindmico minimo en espacio articular. Sin embargo, también es posible
emplear otro conjunto minimo de variables, tal es el caso de las coordenadas que determinan la posi-
cion del elemento terminal; el uso de estas coordenadas caracterizan a un modelo dindmico minimo en
espacio operacional.

La principal ventaja de emplear esta metodologia es que permite aplicar la teoria de control desa-
rrollada para mecanismos de cadena abierta (robot seriales) a mecanismos paralelos. A continuacién
se presenta el andlisis realizado en el sistema bajo estudio para obtener ambos modelos.

4.5.1. Modelo dinamico minimo en espacio articular

Para obtener un modelo dindmico minimo en espacio articular es necesario encontrar una matriz
R(p) € R™" cuyo espacio columna se encuentre en el espacio nulo de D(p) € R™™, es decir, que
se cumpla que

D(P)R(p) = O € R™, obien, R'(p)D"(p) =0 e R™. (4.39)

Dicha matriz R(p) relaciona las velocidades de las coordenadas generalizadas no minimas p con
las velocidades de las articulaciones activas ¢, esto es,

p = R(p)q (4.40)
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Derivando con respecto al tiempo el vector de restricciones holondmicas, se tiene

dy(p) _dy(p).
dt  dp P

= D(p)p =0,
y sustituyendo la relacidn jacobiana (4.40) en la expresion anterior, podemos llegar a

D(p)R(p)q = 0,

lo cual es otra forma de concluir lo establecido en (4.39). Todas las velocidades dependientes p alcan-
zables de un cuerpo restringido pertenecen al espacio que es generado por las columnas de R(p) y el
cual es parametrizado por un vector de velocidades independientes ¢ € R", obteniéndose la expresion
(4.40) para las velocidades no minimas.

Para el caso del M5B, recordando que p = [qT ,BT]T € R*, es posible reescribir la ecuacion (4.40)

como
K
p=| .
B

donde I € R¥? es la matriz identidad. El problema se reduce a calcular la matriz Jz(p) € R>?
que relaciona las velocidades de las variables articulares pasivas By las velocidades de las variables
articulares activas q.

Considérese nuevamente las ecuaciones de restriccion (4.34) y (4.35), derivando con respecto al
tiempo ambas ecuaciones:

Vi
Jr(p)

q,

—L sen(q; + B1)B1 + lysen(qy + B2)Ba = [11 sen(qy) + L sen(qy + B1)] ¢1 — [13 sen(qa) + Ly sen(qa + B2)] ¢

L cos(q1 + B1)B1 — 11 cos(qa + Ba)Br = — [11 cos(q1) + L cos(qr + B1)] ¢1 + [15 cos(qz) + Ly cos(ga + B2)] ¢

Agrupando las expresiones anteriores se obtiene la ecuacion matricial:

—Lsen(q; +B1) lisen(gx +B2) || (ly sen(gy) + Ly sen(q, +B1)) —(l3sen(qa) + Iy sen(gy + B2)) | |

lycos(qy +B1)  —licos(qx + B2) || B2 —(lycos(qy) + lrcos(qy +B1))  (Il3¢08(q2) + 14 cos(qz +B2)) [|G2

Por consiguiente, la ecuacidn anterior se puede escribir como:

B=Jp)§ (4.41)
donde

- -1
—lysen(g; +B1) lysen(q, + o) (li sen(gy) + L sen(q, + 1)) —(l3sen(qa) + Iy sen(g, + B32))
JR =

| eos(gr +B1)  —lacos(qz +B2)| | —(licos(qr) + L cos(gr + 1) (l3¢08(q2) + 14 cos(gz + B2))

[l sen(g2 + B> — q1) — bsen(gr — g2 + B1 — B2) B I3 sen(B,)
_ L sen(q — g2 + B1 — B2) L sen(g1 — g2 + B1 — B2)
- [y sen(B) _Lzsen(g + B — q2) + lysen(qi — g2 + B1 = B2)
lysen(qr — g2 + B1 — B2) lysen(gr — g2 + B1 — B2)
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Otra manera de calcular la relacion (4.41) es a través de las derivadas parciales de las ecuaciones
de restriccion de acuerdo a la siguiente expresion:

. (dv(a.B)\ " dva.B) .
- 4.42
he-(57) T 42
Jr
De este modo se tiene:
1 0
0 1
1
R(p) = ‘ = |Lisen(g> + B2 — q1) — hsen(g) — g2 + Bi = fB2) B l5 sen(f3,)
Jr lysen(q1 — g2 + B1 — B2) L sen(q1 — g2 + B1 — B2)
[y sen(B;) _lzsen(qy +B1 — o) + lysen(gy — g2 + Bi = B2)
lysen(q, — g2 + 1 — B2) lysen(q, — g2 + B1 — B2)

Con este resultado, el término D’ (p)A puede ser eliminado de (4.38) premultiplicando por R (p)
de la siguiente forma:

R (p)M(p)p + R" (p)C(p,p)p + R"(p)g(p) = R (p)T,, + R (p)D" (p)A = R (p)T,, (4.43)

Por otro lado, es necesario calcular la derivada con respecto al tiempo de la relacién jacobiana
(4.40), esto es

p = Rp, p)q + R(p)i. (4.44)

y sustituyendo (4.40) y (4.44) en (4.43), el modelo dindmico minimo en espacio articular, sin consi-
derar efectos de friccion, puede ser expresado como:

M(p)g + C(p,p)q + &.(p) =T, (4.45)
donde
M,(p) = R"(p)M(p)R(p) € R
C.(p.p) = R"(0)M(p)R(p. p) + R" (p)C(p. p)R(p) € R*®
g,(p) = R"(p)g(p) € R*
. = R'(p)t, e R>

Recordando que el movimiento del M5B esta restringido al plano horizontal, entonces g,(p) = 0.
Ademds, nétese que

€ R?, (4.46)

y que (4.45) es una ecuacion diferencial vectorial no lineal en el estado [g” q'T]T. El modelo dindmico
en la forma anterior permite realizar el andlisis de estabilidad de leyes de control en espacio articular,
asi como su aplicacion a robots paralelos, de la misma forma que se harfa para un robot serial.
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Del modelo dindmico minimo se tiene que M,,C, € R*>? y 1, € R**! son matrices de menor di-
mension a las del modelo dindmico no minimo. Asi pues, las matrices quedan definidas de la siguiente
manera:

M., (p) M,,(p)
S
Mr21 (p) Mr22(p)

RZXZ

M,(p) =

. |Cuep) Culop))
Ci(p.p) = €R

Cr(P.$) Cro(p.)
cuyos elementos son:

1
]‘4,11 = mllgl + WQI% + I] - l_ I:Zmzl%lcz COS(ﬂl) CSC(C]l —q> +ﬁ1 —,82) sen(ql -2 —ﬂz)]
2

1 1
+ 7 [mzl%lg cscX (g1 — @2 + Bi — Ba) sen*(q1 — q» —,32)] + 7 [m4l?134 csc* (g1 — @2 + B1 — o) senz(ﬁl)]
2 4

1 1
+ 7 [121% cscX(qi — g2 + B1 — Ba) sen’*(q1 — ¢» —ﬁz)] + 7 [141% csc*(qi — g2 + Bi — B2) senz(ﬂl)]

2
2 4

1
M,, = 2P {1113 csc(qr — g2 + 1 — ) [—1415 csc(q1 — g2 + B — B2) sen(By) sen(q: + Bi — q2)
244
—myB32, cse(qr — qo + 1 — Ba) sen(By) sen(q + B — q2) + malslylos cos(Ba) sen(By)
- mzlzlilcz COS(ﬂl) sen(ﬁz) + Izli CSC(C]] —q2 +ﬁ1 —,82) sen(q1 —q2 —,82) Sel’l(ﬁz)

+my 3%, csc(qy — qa + B — B2) sen(qi — 2 — Ba) sen(ﬁz)]}

M

1

=M,

r2
1

Mrzz = m3133 + WL4I§ + 13 - l_ [2m4l§lc4 COS(ﬂz) CSC(ql —q2 +ﬁ1 —Bz) SCI’I(Q1 —q2 +,3])]
4

1 1
tg [mal32y csc®(qi — qo + B1 - Bo) sen’(qy — g2 + )| + 7 [ma32, csc®(qy — qa + B1 - B) sen®(By)]
2

4

1 1
+ 7 [14@ cscX(q1 — g2 + B1 — Ba) sen’(q1 — ¢» +ﬁ1)] + 2 [Izl§ csc®(q1 — g2 + Bi — B) SGHZ(,Bz)]
4 2

1 . 1
C = Ell {—2m21c2 sen(B1)B — l—[zmzlcz sen(B) (I; csc(gy — g2 + 51 — Ba)sen(q) — g2 — o) + ) q'l]
P

1 . 1
+ 7 [2malea senBo(h eselqr = g2 + By = B sen(ar = a2 = B2) + 1) (a1 + )| = 5 [ ese(@r = a2+ 51 = )
2

(l2sen(q1 — g2 = B2) + malea (lea sen(qy — g2 = B2) — L cos(Br) sen(qy — g2 +B1 = ) )( — 2 sen(B1)g

. . 1
+2sen(B1)do + (= sen(B)) + sen(2qy = 245 + By = 28) 1 + 2 sen(B)fa)| + 5 [2h (1 + malz, ) sen(61)

4

cscX(qi — g2 + B1 = Ba) (COS(B1),31 + sen(B) cot(q, — g2 + B1 — B2) (—6'11 +¢— B +ﬂz))]}
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1 1 1 ,
Cflz = 51113 CSC(C]I —q2 +ﬁ1 —ﬁz) {E [27’)’l4lc4 sen(ﬁl) Sel’l(ﬁz)q.z] + E [21712102 sen(ﬁl) sen(ﬂz) (611 +,81)]

1
= 5[ ese(qr = g2+ Br = o) sen(gy = g2 = o) + ks (L ese(gy = > + 1 = Bo) senlqs = 42 = o)
2

—l cos(B1)) ) (COt(éh = g2+ 1 = B2) sen(fr) (5]1 ~ ¢ +p —Bz) - COS(ﬁz)Bz)] - llz [(14 + m4l§4)
4
csc’(q1 — g2 + Bi — B) sen(Br) (—2 sen(f,) (6'11 — G +,31) +(sen(2q, — 2g2 + 21 = fB2) + Sen(ﬁz))ﬁz)] }

1 1 .
[2msle2 sen(By) sen(B2)an] = - |2males sen(Br) sen(Bo) (¢ + s )|

1
C,, = 51113 csc(gr — g2 + B — B2) {_E

1 ,
+ 5 (B + mally) es(gr = g2 + 1 = Bo) sen(By) (2sen(B) (61 = 2 = o) + (sen(By)
2

. 1
= sen2qy = 22 + B = 20 B | + 5 [2 (1 + mally) eselgr = a2 + 1 = B) sentqn = g2 + 1)
4

—myleyly COS(ﬁz))( cot(g1 — g2 + B1 — B2) sen(B1) (41 — g2+ P —,32) - COS(,BI)BI)] }

1 . 1
C,, = 513{ = 2myl.4 sen(Br)Br — l—[2m4lc4 Sen(ﬁz)(k csc(qr — g2 + B — Bo)sen(qy — g2 + 1) + 14)5]2]
4
1
5

sen(By) esc*(q1 — q» + B —ﬁz)( cos(B2)B, + sen(Ba) cot(qy — g2 + Bi — ) (—41 +¢— B +,32) )]

+ %[2m4lc4 sen(ﬂz)(h csc(qr — g2 + B — B2) sen(q; — g2 + 1) + 14) (qz +,82)] + [213 (12 + mzlfz)

1
- 1—2[13 csc’(q1 — g2 + B —,32)( (14 + m4154) csc(qr = q2 + 1 = B2) sen(q1 — g2 + B)
4

— mylealy COS(,Bz))(2 sen(B>) (q'l - ¢ +,81) —(sen(2q) — 2q> +2B1 — ) + Sen(ﬁz))ﬁz]}

4.5.2. Modelo dinamico minimo en espacio articular considerando friccion

En la préctica todo sistema mecénico posee fuerzas de friccion: éstas son fuerzas naturales que se
oponen al movimiento y generalmente pueden provocar una deficiente exactitud en el estado estacio-
nario, retardo de seguimiento, etc. Ademds, los efectos de fricciéon son fenémenos complicados de
modelar ya que intervienen factores como la temperatura, tipos de materiales en contacto, lubricacién
entre ellos, desgaste, etc. Por este motivo las fuerzas y/o pares de friccion son modelados sélo de for-
ma aproximada, aunque se reconoce que éstas dependen de la velocidad relativa entre los cuerpos en
contacto. De esta forma se distinguen dos familias de modelos de friccion [18]: los modelos estdticos
en los que la fuerza o par de friccion viene dada en funcién de la velocidad instantdnea relativa entre
los cuerpos, y los modelos dindmicos, que dependen del pasado de la velocidad relativa y son mas
complejos.

Empleando un modelo estético para el sistema bajo estudio, la friccion puede ser modelada por un
vector f(p) € R*. Los efectos de friccién son locales, i.e., f(p) puede expresarse como:

T
o= f@" fB" | er (4.47)
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con

. fql(QI) 2 . 5
f(@) = €eR% y fB)= | €RY
fqz(QZ) f,éz(ﬂZ)

donde f(g) € R? es el vector de friccién estatica de las articulaciones activas, especificamente de los
dos actuadores del M5B, y f(B) € R? es el vector de friccién estdtica de las articulaciones pasivas.
Considerando el modelo estatico de friccion en las articulaciones, la ecuacion dindmica general (4.38)
puede ser reescrita como:

M(p)p + Clp,p)p + g(p) + f(p) = 7, + D (p)A (4.48)

Abhora bien, premultiplicando (4.48) por R (p), como en (4.43), y utilizando nuevamente las ecua-
ciones (4.40) y (4.44), el modelo dindmico minimo en espacio articular, considerando efectos de fric-
cién, puede ser escrito de la siguiente forma:

M.(p)§ + C(p.p)g + &.(p) + f,(p) =7,

Por simplicidad, se desprecia el par de friccion de las articulaciones pasivas, i.e., f(8) = 0 € R?;
de ésta manera, nétese que

1.0) =R (p)f(p) = (@)

En este trabajo se utiliza un modelo estético “clasico” de friccidn, el cual combina los denominados
fendmenos de friccidn viscosa y friccion de Coulomb. Este modelo establece que el vector f,(0) viene
dado por:

f1P) = f(g) =F,q+ F.sign(q) (4.49)

donde F, € R>?y F,. € R>*? son matrices diagonales definidas positivas. Los elementos de la diagonal
de F, corresponden a los pardmetros de friccion viscosa mientras que los de F. a los de friccion de
Coulomb. En Ia tabla 4.2 se muestran los pardmetros de friccion de los dos actuadores del M5B (los
cuales fueron tomados de [8]), para ambos sentidos de giro: horario (positivo) y antihorario (negativo).
Ademas, en la ecuacion (4.49):

L sign(q)
sign(¢) =| = 1,
sign(q2)
y la funcién signo de la velocidad, estd dada por:
1 si ql' >0

sign(¢;)) =30  si ¢;=0
-1 sig; <0
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Tabla 4.2: Parametros de friccion del mecanismo de cinco barras.

Descripcion Notacion | Valor | Unidades
Coeficiente de friccion viscosa del motor 1 (sentido positivo) Joi+ 0.010100 %
Coeficiente de friccidn viscosa del motor 1 (sentido negativo) for- 0.010330 I\g}ls
Coeficiente de friccién de Coulomb del motor 1 (sentido positivo) Sfers 0.028130 Nm
Coeficiente de friccién de Coulomb del motor 1 (sentido negativo) fo- 0.032860 Nm
Coeficiente de friccidn viscosa del motor 2 (sentido positivo) fosr 0.004518 %
Coeficiente de friccidn viscosa del motor 2 (sentido negativo) fro- 0.004730 hg%s
Coeficiente de friccién de Coulomb del motor 2 (sentido positivo) foos 0.030300 Nm
Coeficiente de friccion de Coulomb del motor 2 (sentido negativo) for 0.033100 Nm

4.5.3. Modelo dinamico minimo en espacio operacional

Siguiendo un procedimiento similar al empleado en los apartados anteriores, es posible encontrar una
matriz S(p) que en este caso relacione las velocidades del vector de coordenadas generalizadas no
minimas p con las velocidades de la coordenadas operacionales y del elemento terminal, es decir,

pP=SpP)x (4.50)
o bien, de la forma:
. q J o) .
o= |=1"""|x (4.51)
B Js(p)

donde J;'(p) € R*? y Js(p) € R¥? son matrices jacobianas que transforman los vectores de velocida-
des y en ¢ y y en 3, respectivamente.
Ademais, se puede verificar de igual manera que:

D(p)S(p) = O, o equivalentemente, S’ (p)D"(p) = O

Nétese que J;'(p) no es més que la inversa de la matriz jacobiana de la relacion cinemdtica directa
de velocidad, esto es,

X =Jap)q (4.52)

por otra parte:

B=Jsx (4.53)

Para obtener las relaciones jacobianas anteriores se parte de las ecuaciones (4.30)-(4.33); mismas
que, combinadas, forman el vector y(p). Derivando con respecto al tiempo dichas ecuaciones y rea-
lizando algunas consideraciones trigonométricas, se llega a las expresiones de las cuales es posible
obtener la relacién (4.52):
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[y cos(qy + B1)Xm + Ly sen(qy + B1)ym = Lilz sen(B1)q, (4.54)
Iy cos(qa + B2)Xm + I sen(qa + B2)ym = l3l4 sen(B2)q (4.55)

De igual manera es posible obtener las ecuaciones para la relacion (4.53) a partir de las expresiones
que forman el vector y(p), las cuales son:

[1, cos(qy) + I cos(g; + B1)] % + [11 sen(qy) + L, sen(q; + B1)] ym = —111> sen(B))B, (4.56)
[l c0s(q2) + 15 cos(qa + B2)] X + [13 sen(qa) + Ly sen(ga + Bo)| ym = —l3ls sen(B2)Ba (4.57)
Agrupando las ecuaciones (4.54) y (4.55) se obtiene la ecuacién matricial:
Leos(qr + 1) Lsen(q +1) xm} _ lzll2 sen(B) 0 } H wss)
lycos(qr + B2) lisen(qy + Bo)||Im 0 I3y sen(B2) || g2

A partir de (4.58) la matriz J4(p) puede ser calculada como:

-1
111, sen(B;) 0
0 13 l4 sen(Bz)

[ cos(gy +B1) Lysen(q; +pB)
lscos(q2 + B2)  lasen(qa + fB2)

Jalp) =

| Lisen(gx +By)sen(B)  Lysen(qi +B1) sen(By) (4.59)
| sen(gi — g2+ B1—B2)  sen(qi— g2+ B =) c R2¥2

i cos(qx +B)sen(B1)  I3cos(qi + Bi) sen(By) ’
| sen(q1 — q2 + 51 = ) sen(q1 — q2 + B1 — B2)

y su inversa estd dada por:

cos(g; +B1) sen(q; +B1)

l [
i) = 1 sen(By) 1 sen(By) C R 4.60)

cos(gx +B2) sen(qz + B2)
I3 sen(f3,) I3 sen(B;)

En cuanto a las ecuaciones (4.56) y (4.57), también es posible reescribirlas en fu forma matricial
[11 cos(q1) + lr cos(qy + B1)] [l sen(qy) + L sen(qy + B1)]
[l3cos(q2) + Iy cos(qa + B2)]  [13sen(ga) + Ly sen(qy + B2)]

de la siguiente manera:
lﬂ ) l—zll2 sen(By) 0 } H
sl |0 —hlsengy)| |2
Por lo tanto, Js(p) puede ser calculada como:

i 1
—11, sen(By) 0 [11 cos(q1) + I, cos(q1 + B1)] [l1sen(q1) + I sen(q; + B1)]
0 —L1, sen(B,) [15 cos(qa) + I3 cos(qr + B2)] [z sen(qy) + Ly sen(qy + B2)]

Js(p) =

__lz cos(qi +B1) +licos(qr)  Lsen(qr + 1) + L1 sen(q1)

_ 1,1, sen(3)) [11; sen(B,) < R
_lycos(ga +B2) +3c08(g2)  lysen(qa + o) + I3 sen(q2)
I314 sen(f3,) l314 sen(3,)
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Finalmente, tomando las matrices J;'(p) y Js(p) se llega a:

cos(q1 + 1) sen(q; + B1)
[y sen(Br) [y sen(B1)
1 cos(qz + f52) sen(qz + f2)
S(p) = Ja _ [ sen(,) l5 sen(,) —
T _bLcos(qi +B1) +licos(qr)  Lsen(qi + 1) + lisen(q:)
I, sen(B;) 1, sen(B,)
_lycos(qa +B2) +I5c0s(q2)  lusen(qy +B2) + l3sen(qn)
314 sen(3,) 314 sen(B)

Premultiplicando (4.38) por S7(p) el término D’ (p)A puede ser eliminado nuevamente, y el mo-
delo dindmico puede ser escrito como:

ST (P)M(p)p + ST(P)C(p,p)p + ST (P)g(p) = ST (P)7, + ST (P)D" (P)A = ST ()7, (4.61)

Derivando con respecto al tiempo la relacion jacobiana (4.50) se tiene:

p=SpE.px+Spi. (4.62)

y sustituyendo (4.50) y (4.62) en (4.61), el modelo dindmico en espacio operacional, sin considerar
efectos de friccion, puede ser expresado como:

Myp)x + Ci(p, P x + &,(p) = 75 (4.63)
donde

Mi(p) = ST (p)M(p)S (p) € R*
Cyp.p) = ST(PIM(P)S (p.p) + S (P)C(p. P)S (p) € R**
g,p) =S (p)g(p) e R*
7, = ST(p)r, e R™!

Sin embargo, para que (4.63) sea de utilidad es necesario expresar T, en funcién de las fuerzas
generalizadas aplicadas a las articulaciones activas (t,), pero es facil demostrar que esa relacion esta
dada por:

-1 T
.= (') T, (4.64)
De esta forma, (4.63) se puede reescribir como:
T
Myp) ¥ +Cilp.px +gp) = (7' () 7, (4.65)

Ahora bien, despejando 7, y considerando las identidades de la matriz inversa (A7)™' = (A™H)T y
(A™H™! = A, el modelo dindmico (4.65) puede ser reescrito como:

7, =I5 () (M) ¥ + Ci(p, p) ¥ + g,(p)}

T
Noétese ahora que los estados que definen la dindmica del sistema son [XT ,\'/T] , Yy una vez mas se
tiene que g,(p) = 0.
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4.5.4. Modelo dinamico minimo en espacio operacional considerando friccion

Considérese nuevamente el modelo dindmico no minimo (4.48), en el cual estd explicito el modelo
estdtico de friccién dado por el vector (4.47). Premultiplicando (4.48) por S’(p), y empleando una
vez mas las ecuaciones (4.50) y (4.62); el modelo dindmico minimo en espacio operacional del M5B,
considerando efectos de friccion, puede ser escrito en la siguiente forma:

M(p)§ +Clp. )i+ 8,0) + £0) = (13 ®) 7, (4.66)

Si se desprecia el par de friccién de las articulaciones pasivas, i.e., f(8) = 0 € R2, nétese que
. T . -1 T .
£.0) =" o)) = (73" ) f(@)

donde J;'(p) € R¥? es la inversa de la matriz jacobiana que relaciona las velocidades de las coorde-
nadas del elemento terminal y las velocidades de las articulaciones activas, y f(§) € R? es el modelo
estatico “clasico” de friccion dado por (4.49).

4.6. Control en espacio operacional

El control de regulacion y el seguimiento de trayectorias son las tareas mds comunes a realizar por
robots manipuladores; dada una trayectoria deseada, se determinan los pares aplicados a los servoac-
tuadores que forman las articulaciones, de tal manera que el manipulador siga esa trayectoria variante
en el tiempo.

El problema de control de robots ha sido estudiado extensivamente en la literatura. Una gran
variedad de leyes de control han sido propuestas. En este apartado se analizardn cuatro controladores
convencionales encontrados en [18, 30] y los cuales fueron aplicados al M5B en forma experimental
para el seguimiento de una trayectoria en espacio operacional. Los diagramas de bloques de tales
controladores se encuentran en la seccion 3.3 del capitulo 3. Posteriormente se explicard brevemente
la aplicacién de un controlador adaptable sobre el mismo sistema.

Para definir las leyes de control en espacio operacional se utilizan las mismas expresiones de los
controladores en espacio articular, pero dado que las fuerzas generalizadas (en este caso pares) son
aplicadas a las articulaciones activas, se debe emplear la transpuesta de la matriz jacobiana analitica
del mecanismo, tal y como se detalla en el capitulo 3. En los controladores el vector y, € R? es la
postura deseada, por lo tanto, contiene la trayectoria deseada a seguir por el elemento terminal, y el
vector y = x, — x € R? es el error de seguimiento.

4.6.1. Control PD

La primera estrategia de control es una ley de control PD basada en el error de posicion y velocidad
del vector de coordenadas de postura. La ley de control es:

, = J1(p) [ K% + Kox|

donde K,,K, € R*? son matrices simétricas definidas positivas seleccionadas por el disefiador y
denominadas ganancia de posicién (o proporcional) y de velocidad (o derivativa), respectivamente.
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4.6.2. Control PID

Una alternativa al control PD es incorporar un término adicional denominado accion de control in-
tegral, esto da origen al control Proporcional-Integral-Derivativo (PID). La ley de control PID puede
expresarse de la siguiente manera:

7, = J1(P) [Kp)z + Ky +K fo X du]

donde las matrices de disefio K, K,, K; € R2*2_ llamadas respectivamente las ganancias proporcional,
derivativa e integral, son matrices simétricas y definidas positivas convenientemente elegidas.

4.6.3. Control PD con precompensacion

El control PD con precompensacién es un controlador PD bésico que compensa la dindmica del robot
evaluada explicitamente en el movimiento deseado. Esta ley de control es:

7, = J3(p) [M(o)¥s + Clp. p)g + K, + K Y|

4.6.4. Control Par-Calculado

El algoritmo Par-Calculado es una estructura de control de trayectorias que tiene el atributo de
obtener una ecuacidn lineal en malla cerrada. El controlador par calculado en espacio operacional
tiene la siguiente expresion:

7, = J1(0) {MP)R, + KX + K] + Colp. o)X

4.6.5. Control adaptable

Los elementos de las matrices que forman el modelo dindmico no minimo pueden expresarse de
la siguiente manera:

M1 (p) = 61 + 2&; cos(By)

Mi3(p) = M31(p) = {1 + & cos(Br)
Mx(p) = 62 + 2& cos(Br)

Moy(p) = Mu(p) = & + & cos(Ba)
Ms3(p) = &

Mu(p) =4

Cii(p. p) = —&1 sen(By)B
Ciz(p, p) = =& sen(Br)(g1 + Bi)
Cu(p,p) = -& Sen(ﬁz)BZ
Cos(p, p) = —Exsen(Ba)(q2 + B2)
Cai(p, p) = &1 sen(B1)q

Car(p, p) = & sen(Br)ga
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donde
01 = mllgl + mzlf2 + mzl% +0L+ 1
41 = I’I’lzlgz +1

& = mylile

0y = I’I’Z3lC3 + m4l§4 + I’I’L4l§ + L+ 1
42 = m4lf4 + 1
& = mylzly

Definidos los elementos de la forma anterior, el modelo dindmico minimo en espacio operacional
puede ser formulado como:

STMS i+ ST (MS +CS) i+ (1) @)= (1) =,

denotando M, = STMS como la matriz de inerciay C; = ST(MS + CS) como la matriz centrifuga y

T T
de Coriolis, ambas en espacio operacional; ademds f = (J;l) f@yts= (ng) 7,. Por lo tanto, el
modelo pasa a ser escrito como:

My +Csx+f, =15

Para implementar el control adaptable en el M5B, los pardmetros dindmicos del sistema d;, {; y &
(i = 1,2), incluyendo los parametros de friccion f,; y f.;, necesitan ser estimados.

Separando los pardmetros del sistema de la ecuacién del modelo dindmico anterior se obtiene una
parametrizacidn lineal como sigue:

M X +Csx +f=Yp.p.x. X)0

En la parametrizacion anterior @ € R' es el vector de pardmetros del sistema los cuales se suponen
desconocidos y Y(p, p, ¥, ¥) € R**1? es llamada la matriz de regresion.
El vector 0 puede ser definido como:

T
0=16 6,0 &1 & & & fa fa fa fa| €RY

Los parametros del sistema pueden ser estimados a partir de una ley de estimacion expresada como
sigue:

0=rY"(p.p.x.0)s

donde I" es una matriz simétrica y definida positiva conocida como ganancia adaptable y s es una
funcién de superficie deslizante expresada como:

s =¥ +A¥

Finalmente basada en la ecuacién del modelo dindmico del M5B, la ley de control adaptable
propuesta es la siguiente:

7, = 11 () {M(p)[¥a + AX] + Colp. p)Ka + AR) + FL (D) + Kus)
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donde M, y C, son calculadas con los pardmetros dinamicos estimados, f , es calculada con la estima-
cién de los pardmetros de friccion, K, es una matriz simétrica y definida positiva.

El dltimo término de la ley de control adaptable corresponde a un lazo de control PD, el cual es
usado para eliminar, o en su caso reducir, el error de seguimiento, y es escrito como

K;s = K. + KiA¥

4.7. Experimentos

Para evaluar el desempeiio de los controladores se realizaron experimentos en el prototipo de M5B
que se encuentra en el Laboratorio de Mecatrénica y Control del Instituto Tecnoldgico de La Laguna
(ver la figura 4.8). Para dichos experimentos se considero:

e Posicidn inicial del robot:
X, (0)=0m, y,0)=[=0.127m
e Trayectoria deseada:

Xua() | ]0.04 (1 —e710) —0.04 (1 — 710) cos(1)
ya@ | | 0127 -0.04(1 - ) sen(o)

Los experimentos se llevaron a cabo empleando el paquete Matlab/Simulink y la interfaz de hard-
ware descrita en el apéndice A.

Las figuras 4.9 y 4.10 presentan las trayectorias descritas por el elemento terminal. La figuras 4.11
y 4.12 muestran la evolucién temporal de la norma de los errores de seguimiento. Por ultimo, las
figuras 4.13-4.15 muestran los pares 7, y 7,, que se aplican con cada uno de los controladores.

Figura 4.8: Vista superior del prototipo real de M5B en configuracion de casa.
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Figura 4.9: Trayectorias descritas por el elemento terminal con los controladores convencionales.
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Figura 4.10: Trayectoria descrita por el elemento terminal con el controlador adaptable.
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A
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—— Control PD
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—— Control PID
i —— Control Par-Calculado ||
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Figura 4.11: Norma de los errores de seguimiento.
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—— Control adaptable
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Figura 4.12: Norma del error de seguimiento, control adaptable.
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Figura 4.13: Pares aplicados a cada servomotor: control PD (arriba) y
control PD con precompensacion (abajo).

Tq [Nm]

”"‘ ““‘” “

Tiempo |[s]

Figura 4.14: Pares aplicados a cada servomotor: control PID (arriba) y
control Par-Calculado (abajo).
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Figura 4.15: Pares aplicados a cada servomotor con el control adaptable.

La tabla 4.3 muestra los parametros utilizados en cada uno de los controladores y la tiltima columna
muestra el valor cuadratico medio (RMS) de la norma de los errores de seguimiento en el intervalo de
tiempo mostrado en las figuras, esto como una medida para evaluar el desempefio de cada esquema de
control. La ejecucion de la trayectoria se llevé a cabo en un intervalo de 19 segundos, con la finalidad
de que el elemento terminal realice tres repeticiones del movimiento deseado (cuyo periodo es 2r).

Tabla 4.3: Pardmetros de cada uno de los controladores implementados en el M5B.

Controlador K, K, K; H,\”/” RMS [mm)]
Control PD diag(506) | diag(13) - 0.59486
Control PID diag(525) | diag(13) | diag(13) 0.57582
Control PD con Precompensacion || diag(536) | diag(13) - 0.54592
Control Par-Calculado diag(2530) | diag(73) - 0.47472
A K, r
Control Adaptable diag(70) diag(5) | 1074 x A* 0.45505

*donde A = diag(5,5,5,5,5,5,200, 200, 50, 50).
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Capitulo 5

Aplicacion al robot Hexapod

“Nuestras virtudes y nuestros defectos son
inseparables, como la fuerza y la materia. Cuando se
separan, el hombre deja de existir.”

— Nikola Tesla

El otro mecanismo estudiado en este trabajo de tesis es un robot paralelo de 6 g.d.l. fabricado por la
compaiiia Quanser Inc., el cual ha sido llamado “Hexapod” y se muestra en la figura 5.1. Este meca-
nismo esta constituido por dos cuerpos rigidos triangulares, uno fijo (base) y otro mévil (plataforma),
conectados entre si por seis cadenas cinemadticas (piernas). La posicion y orientacién (postura) de la
plataforma moévil se consigue variando la posicion del extremo inferior de cada una de las piernas,
que pueden desplazarse a través de unas guias situadas en la base. Tal manipulador paralelo es del tipo
conocido como 6-3-PUS, donde el prefijo m-n- se emplea en [20] para denotar robots paralelos en los
que el nimero de articulaciones de la base () no es igual al nimero de articulaciones en la plataforma
(n); ademds, la cadena PUS indica el tipo de articulaciones que conforman cada cadena cinematica de
las piernas: una articulacion prismaética (P) actuada (lo que se indica con el subrayado), una universal
(U) y una esférica (S).

Es importante sefalar que en este mecanismo las articulaciones prismadticas (actuadas) estdn in-
crustadas en la base del robot y permiten el movimiento de las articulaciones universales a lo largo de
guias rectas que forman un tridngulo equildtero; cada pierna esta formada por un sélo eslabon (de la
misma longitud en todas las piernas) que une a cada articulacion universal con una articulaci6 esféri-
ca; la plataforma mdvil también forma un tridngulo equilatero. De acuerdo a [21] este tipo de robots
paralelo con los actuadores colocados en la base permiten tener las siguientes ventajas: absorcion de
la mayor parte de las fuerzas de reaccion por el suelo, dando como resultado una operacion casi libre
de vibraciones; reduccidn del efecto de la inercia, debido a que el peso de los actuadores es soportado
por la base del robot; ausencia de interferencia de actuadores o cables y, en caso de seleccionar las
articulaciones actuadas como prismaéticas, la eliminacién de los momentos de flexion en los eslabones
proximales de las piernas.

Cabe destacar que el estudio sobre modelado cinematico y dindmico del robot paralelo Hexapod ya
fue llevado a cabo y reportado en diferentes articulos (referencias [22, 23, 24]). Los trabajos realizados
por los autores incluyeron la obtencién del modelo dindmico no minimo empleando la formulacién de
Euler-Lagrange y posteriormente la aplicacion del método de proyeccion para llegar a un modelo di-
namico minimo en espacio articular. Debido a esto, en este capitulo se explicard sélo el procedimiento
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Figura 5.1: Robot paralelo Hexapod con lineas y puntos descriptivos del sistema.

empleado para pasar de un modelo dindmico no minimo a uno minimo pero en espacio operacional.
Por lo tanto, el problema se limita a calcular la matriz S (p) y su derivada respecto al tiempo S (p, p)
aprovechando la teoria y los trabajos previamente reportados sobre el robot Hexapod. Posteriormente
se presentaran los resultados de la aplicacion de un controlador Par-Calculado en espacio operacional.

5.1. Descripcion geométrica del sistema

En la figura 5.1, que muestra una fotografia del robot Hexapod, se han sobrepuesto algunas lineas y
puntos que servirdn para dar una descripcidon del mecanismo. A continuacion se detallan algunas de
estas marcas.

Los puntos 74, T, y T3 son los vértices de un tridngulo equildtero horizontal que es solidario a la
base del robot. Es importante sefialar que estos tres puntos no se encuentran al ras de la base fisica del
robot, sino a una altura tal que los centros de las seis articulaciones universales del robot se encuentran
en los lados del triangulo 7'-T,-T5. La longitud de cada lado del triangulo es Lg.

El marco de referencia Xy(Xy, Yy, Zy) se encuentra fijo a la base del robot, en el centro del triangulo
T,-T,-T3, y su orientacion es tal que el eje X, apunta hacia el vértice T», el eje Z, es normal a la base
del robot y apunta hacia arriba de esta. Notese que el eje Yy es paralelo al lado 7',-T35.

Los puntos denotados como Q;, Q> y Q3 forman también un triangulo equildtero rigido, pero
este se encuentra sobre la superficie de la plataforma moévil del robot. En el centro de este triangulo,
denotado por F, se encuentra el origen del marco coordenado Xg(Xr, Yr, Zr), el cual estd orientado de
manera que el eje Xp es perpendicular al lado 0,-0; y el eje Zr es perpendicular a la plataforma y
apunta hacia arriba.

Debido al diseiio mecanico de las articulaciones esféricas, los puntos P;, P, y P; mostrados en
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la figura 5.1, también forman un triangulo equilétero rigido, que es paralelo al triangulo Q-0,-Q3 y
tiene las mismas dimensiones que éste, formando entre ambos un prisma triangular recto rigido cuya
longitud de cada lado es Lp = L—ZB y su altura es Hpy.

De acuerdo a [23], se asignd a cada vértice T; de la base un marco Xr,(Xz, Y7.,Zr,). Y, como se
aprecia en el diagrama esquemadtico de la figura 5.2(a), este marco es tal que el eje X7, tiene la direccion
del vector rr,7,, que va del punto T} al punto 7}, el eje Z; es siempre perpendicular a la base y apunta
hacia arriba. La matriz que relaciona la orientacion del marco Xr, y el marco X es:

cos(B;) —sen(B;) O
Rr,(B) = sen(B;) cos(B) Of, (5.1)
0 0 1

donde g; es el angulo del eje X, al eje Xy, alrededor del eje Zy, de modo que B, = 270°, B, = 30°%
B3 = 150°.

En la figura 5.2(a) se han marcado también los puntos medios de los segmentos 7-T;, denotados
como B;, asi como los centros de cada una de las seis articulaciones universales, denominados Dy, D;
..., Ds. Y, tal como se muestra en la misma figura, se considera que las variables articulares actuadas
del robot son {qo, ¢, . . ., g5}, definidas de tal forma que ¢,; > y ¢2i-1 (i = 1,2, 3) son las distancias de
los puntos B; a los puntos D»;_, y Dy;_;, respectivamente, los cuales se encuentran en el mismo lado
del tridngulo de la base.

Estas variables se pueden agrupar en el vector de variables articulares actuadas ¢ € R", como
sigue:

LN
‘I=[(IO 9 42 93 qa 615] eR”. (5.2)

En este robot, como ya se ha mencionado, la longitud de cada pierna es constante y se denominara
L. De este modo, tal como se aprecia en la figura 5.2(b), los puntos D,; , y D,;_; (que estin sobre el
eje Xr, forman un tridngulo isosceles con el vértice P; del tridngulo de la plataforma movil. La base
de este tridngulo tiene una longitud igual a g,;_» + ¢»;—1 y su punto medio se marca en la figura como
C;. Se debe notar también que el vector r¢,p,, €l cual marca la altura del tridngulo D, »-P;-D»;_;, €s
siempre perpendicular al aje X7, y forma un dngulo ¢; con el eje Y7,.

Ademads, en cada lado i de la base del robot se asignaron los siguientes marcos de coordenadas
(ver figura 5.3):

e El marco 2¢.(X¢,, Y¢,, Z¢,) da la inclinacion del triangulo Dy;_-P;-Dy;—1, y su orientacion co-
rresponde a la del marco Xy, pero después de una rotacion de un dngulo ¢; alrededor del eje
Xr;

e Los marcos Xp, ,(Xp,, > YDy 252Dy 5) Y by (Xbyy 1> Yoy 1 s ZD,, ) dan la inclinacion de los seg-
mentos Dy;_»-P; y Dy;_1-P;, respectivamente; su orientacion es la del marco X, pero después de
una rotacion del dngulo correspondiente, —a; o «;, alrededor de los ejes Zp,. , 0 Zp,, ,, respecti-
vamente (ver figura 5.3).

Como se menciond al inicio de este capitulo, la posicién y orientacién de la plataforma mévil se
consigue variando la posicién del extremo inferior de cada una de las piernas, que pueden desplazarse
a través de una guia situada en la plataforma base. Cada pareja de piernas comparte una misma guia
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(b) Vista en perspectiva.

Figura 5.2: Diagrama esquematico del robot paralelo Hexapod.

en la base, y une sus extremos superiores en uno de los tres vértices del tridngulo P,-P,-P; donde se
sitdan las articulaciones esféricas. Esta geometria le otorga al mecanismo 6 grados de libertad en la
plataforma mévil.

Sea y € R" el vector de coordenadas que describen la postura (i.e., la posicion y orientacion) de
la plataforma mévil del robot Hexapod. La postura puede ser entonces descrita en espacio operacio-
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02i-1

Figura 5.3: Marcos usados para la orientacion de las piernas del robot Hexapod.

nal, esto es, empleando un conjunto minimo de variables inherentemente independientes. En robética
usualmente se emplea las coordenadas cartesianas (x, y, z) para describir la posicién y los dngulos de
Euler (denotados aqui como A, u, v) para representar la orientacion. En suma, se tiene

Xz[x y z A4 u V]TGRG. (5.3)

Ademas, para fines de modelado se elige el vector de coordenadas generalizadas no minimas de la
siguiente manera:

T
P:[QO O @2 93 94 qs $1 $2 ¢3] eR’. (5.4)

o en forma compacta
T
p=|q" ¢"| er’.

donde ¢ = [¢; ¢, ¢3]T € R? son los dngulos de inclinacién de los tridngulos isésceles formados por
las piernas del robot.

5.2. Modelado cinematico

En esta seccidn se describe la obtencion del modelo cinemaético directo de postura y del modelo cine-
matico de velocidad. Cabe resaltar, que la informacién presentada a continuacién ha sido previamente
reportada en [22] y [23], por lo tanto, se aconseja revisar dichas referencias para entender con mayor
detalle lo aqui expuesto.

La intencién de mostrar parte del trabajo realizado por los autores de las referencias citadas tie-
ne como proposito plantear la teoria necesaria para concluir con la obtencién del modelo dindmico
minimo en espacio operacional del robot Hexapod, sobre todo con el cdlculo de las matriz S (p) y su
derivada respecto al tiempo S (p, 0), lo cual representa una de las contribuciones principales de esta
tesis.
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5.2.1. Modelo cinematico directo de postura

Como se mostré en la seccién anterior, y € R® es el vector de coordenadas que describen la postura
de la plataforma movil del robot. Para calcular tales coordenadas de postura se requiere conocer por
consiguiente la postura del marco £ que se encuentra sobre la superficie de la plataforma movil;
la postura puede entonces ser descrita por medio de un vector de posicién rr € R? y una matriz
de rotacién Ry € SO(3), que respectivamente dan la posicién y la orientacién del marco Xy con
respecto a un marco fijo Xy, colocado en la base del robot; las coordenadas de postura empleadas son
las coordenadas cartesianas (x, y, z) tomadas del vector de posicién rp € R3, y los dngulos de Euler
(4, u, v), que se pueden extraer de °Rr usando férmulas estandar (ver por ejemplo [2]).

El problema de la cinemdtica directa de postura consiste en determinar el vector de coordenadas
de postura y de la plataforma como una funcién del vector de coordenadas generalizadas minimas gq;
es decir, es necesario encontrar el modelo cinemadtico directo de postura:

X = h(q),

Para obtener dicha relacién funcional, es necesario calcular rz(q) y °Rr(q). Para lograr esto, pri-
mero se obtendra el vector de posicion de cada punto P; con respecto al marco X, que se denominaré
rp,, como una funcion de gq.

Es fécil demostrar que el vector rp,, calculado con respecto al marco %, estd dado por:

Fp, = Ip, +rBiCi +rcipi (55)

A continuacién se explica como obtener cada uno de los términos del lado derecho de (5.5), de
acuerdo a [22].
De la figura 5.2(b), y recordando que la distancia del centro de un tridngulo equilatero de lado [ a

cada uno de sus vértices es -, es posible constatar que:

ﬁ’
rs. = "R.(B) 'rp, = Ls op (B:) (1) (5.6)
B; T; \Pi B; 2\/5 T:\RPi O ) .

0 i Q-1 — q2i-2\ ¢ 1
rgc, = Rr,(B)'rpc, = (T) Rr,(B)| 0 |, (5.7)

0

mientras rc,p, estd dado por:
412 = (qaic1 + q2ia)? 0

rep, :[\/ q221 o2 )ORT,-(ﬂi) cos(¢;) | (5.8)

sen(¢;)

donde °R7.(B;) es la matriz dada en (5.1) y ¢; (los dngulos entre Y¢, y Y7, alrededor de X7.) es en general
una funcién de gq.
Sustituyendo (5.6), (5.7) y (5.8) en (5.5), se llega a:

I'p,c;

rp, = ORTi(ﬂi) —% + rc;p, €os(P) |» (5.9)

rc.p; sen(¢;)
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en la cual
Fac, = q2i-1 — (ZZi—Z’ (5.10)
2
417 - g7
rep = 5 , (5.11)
con
di = G2i-1 + qaia. (5.12)

Cabe destacar aqui que las expresiones (5.10) y (5.11) se pueden considerar un cambio de variables
de (qai-2, qoi-1) a (rp.c;» c,p;) ¥, como se muestra en (5.9), rg,c, y 7c,p, junto con ¢; se puede usar para
describir la posicién del punto P;.

Ademds, se debe tener en cuenta que dados los vectores rp,, es posible calcular:

r,-j:rpj—rpl. (513)
y queda claro que estos vectores deben satisfacer las siguientes restricciones:
|riill = I, = rr|| = Lp, VG jik) €S (5.14)

Asumiendo de aqui en adelante que la triada (i, j,k) es un elemento del conjunto
{(1,2,3),(2,3,1),(3,1,2)} = §;3 de permutaciones ciclicas. Por otro lado, dada la geometria del robot,
es posible verificar que la matriz de rotacién Ry (cuyas columnas 1, 2 y 3 son vectores unitarios en la
direccién de los ejes Xr, Yr y Zr, respectivamente, con respecto a X) estd dada por

op _| 2 1 2 .
RF—[\@—L;"23X("23X"21) 723 \@—L%"23><"21], (5.15)

y mediante el uso de la identidad del producto cruz a X (b X ¢) = b(a”c) — c(a’b), con a, b, c € R3, se
obtiene:

"Re = |2cp) $1(0) 26(p) (5.16)
donde

2 (1 1 2
Xr(p) = \/§Lp (5723 - "21), Vrlp) = L—P”23, 2r(p) = \@Lf,

Una vez calculada la matriz de rotacién °Ry es posible obtener de ésta los tres angulos de Eu-
ler (4, u, v). Los dngulos de Euler definen una parametrizaciéon minima (¢ = 3) de la orientacion.
Esto aparentemente simplifica la manipulacion algebraica, sin embargo, es bien sabido que todas las
parametrizaciones minimas de una variedad presentan singularidades, es decir, puntos en los que es-
tos parametros minimos no quedan definidos en forma tdnica (ver [25]). No obstante, el estudio de
singularidades es muy complejo y va mds alld del propdsito real de esta tesis.

Existen un total de doce convenciones diferentes de dngulos de Euler que corresponden precisa-
mente a las diferentes sucesiones de giros sobre los ejes de rotacion sefialados por cada convencion.
Una de las mas empleadas es la convencion ZYX, y es la utilizada en este trabajo. Las férmulas para
calcular los dngulos de Euler empleando esta convencién son:

3 X 1y (517)
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A = atan2 (R, Ry1)

i = atan2 (—R31, R+ R%l)

vy = atan2 (R32, R33)

en las cuales, R;; es el elemento (i, j) de la matriz ORr y atan2(-,) es la funcién arcotangente de dos
argumentos, que da un resultado en los cuatro cuadrantes.
Por otra parte, el vector de posicion ry estd dado por

0 F
Fp=Fp +Fpfp="rp + Rr FpF, (518)

donde Frp ¢ es el vector de P, al origen del marco X expresado en las coordenadas del mismo marco;
1
pero debe notarse que “rp, r tiene componentes solo en la direccion de los ejes X y Zr, es decir:

Lp

3

F _ V3
Fpr = 0

b

Hpo

por lo que, sustituyendo (5.16) en (5.18), se obtiene:
1 2 2Hpo

Fp=1Tp +3rs =3t \/§L120(1‘23><1’21), (5.19)
o considerando (5.13) y la definicién de Zr en (5.17):
1
rrp = §(rp| +rp2 +rp3)+HpQ2F. (520)

De las ecuaciones (5.13), (5.15) y (5.20) se observa que para obtener el modelo cinematico directo
del robot Hexapod, es suficiente conocer los vectores rp,, rp, y rp,, en funcion del vector de variables
articulares ¢. Sin embargo, como se aprecia en (5.9), para definir perfectamente los vectores rp,, €s
necesario conocer los dngulos ¢, ¢, y ¢3 en funcién de q; y ésta es precisamente la dificultad del mo-
delo cinematico directo en este robot, ya que, en general ¢; depende de todas las variables articulares
actuadas.

Hay que recordar que para obtener el modelo cinemético directo de postura es necesario calcular el
vector de posicién ry y la matriz Ry en términos tinicamente del vector de variables articulares activas
q; pero nétese que de acuerdo al conjunto de coordenadas generalizadas no minimas seleccionadas
también es posible escribir:

re(p) = (g, $) R,y “Rp(p) = "Rre(q, ¢) € SOQ3),

y como ya se explicd, ¢ depende de las variables articulares ¢, por lo tanto, las expresiones anteriores
se pueden reescribir como:

re(q,8(q)) = re(q) € R, asimismo  °Rr(q, $(q)) = "Rr(q) € SO(3),

Conforme a lo anterior, resulta indispensable entonces calcular ¢; en funcién de ¢, para esto en [23]
se presentan dos procedimientos para obtener dichos dngulos: un procedimiento analitico (el método
de Bezout) y un método numérico (el método de Newton-Raphson).
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Ahora bien, sea p € R? el vector de coordenadas generalizadas no minimas empleado para descri-
bir la configuracién del robot paralelo Hexapod, por consiguiente m = 9. Se puede comprobar que el
nimero de g.d.l. de este mecanismo es seis (n = 6) por lo que deben existir tres restricciones holon6-
micas entre los elementos de p. Se debe recordar aqui que una restriccion holondmica entre el conjunto
de variables {p1, 02, ...,0m} €s una ecuacion de la forma y(o1,0s,...,pn) = 0, donde y : R™ — R.
Asi, para el robot Hexapod las restricciones holonémicas pueden ser agrupadas en un vector dado por

y(p) =0c R’ (5.21)

Sustituyendo (5.9) en (5.14), se puede llegar a tres expresiones de la forma:

a; cos(¢;) + b; cos(¢;) + ¢; cos(¢;) cos(¢;) + d; sen(¢;) sen(¢;) +e; =0 (5.22)
donde los coeficientes:
1
ai = — 3 rep; (rBjCj + ELB) (523)
1
bi = V3rcp, (rB,.c,. - ELB) (5.24)
Ci = repfe;p; (5.25)
di = —2rcipil"cjpj (526)
1
€= ZL% + ELB (rB.icj - rBiCi) +TBC; I'BiC; + rlzi'c; + ’%ipi + rl%jc_/ + r%jpj a LIZD (527)

son en general funciones de ¢, y se ha empleado el hecho de que 5;—; = 120°, para todo (i, j, k)€ S 3.
A continuacion, las tres expresiones en (5.22) pueden ser tomadas como las restricciones holonémicas
que deben cumplirse. Es decir que el vector de restricciones (5.21) seria:

ai(q) cos(¢r) + bi(q) cos(¢z) + c1(q) cos(¢r) cos(¢z) + di(q) sen(¢py) sen(¢) + e1(q)
Y(P) = (g, ) = |ax(q) cos(¢) + ba(q) cos(¢h3) + c2(q) cos(¢2) cos(¢3) + da(g) sen(¢y) sen(¢s) + ex(q)| = 0.

az(q) cos(¢3) + bz (q) cos(¢1) + c3(q) cos(¢s) cos(¢y) + dz(q) sen(¢s) sen(dy) + e3(q)
(5.28)

5.2.2. Modelo cinematico de velocidad

Sean v € R? y w € R?, respectivamente, los vectores de velocidad lineal y angular del centro de masa
(cdm) de la plataforma moévil. En ese caso, el modelo cinemético de velocidad puede ser escrito como:

K

donde g=4g € RS, y J(q) € R®C es la matriz jacobiana geométrica del robot Hexapod.

Como se sabe, la postura de la plataforma estd dada en términos del vector de posicion rr y la
matriz de rotacién °Rr, como funciones de p; en otras palabras, se tiene rz(p), y °Rr(p). Entonces el
vector de velocidad lineal v simplemente se calcula como:

ore(p) .
op p

J,(q@)
Jo(q)

q=Jq)q (5.29)

v = ip(p) = (5.30)
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Ademds, es posible obtener una relacion entre los vectores de velocidades generalizadas minimas
y no minimas, es decir:

p=R(p)§ eR’, (5.31)
y la ecuacién (5.30) puede ser reescrita como:
. or .
v =rip) = T Rp)g (5:32)
P
Y si las columnas de la matriz °R(p) son los vectores ortogonales #7(p), (0) y Zr(p), es decir,
"Re(0) = |26p) $1(p) 2e(p)| € SOB) (5.33)

entonce es posible demostrar que el vector de velocidad angular w puede ser obtenido usando la
siguiente expresion [23]:

1 , , ,
© =3 [S @I + SGLENFHP) + 5 Crp)Eeip) (534)
donde, para un vector v = [v; v, n]l e R3, el operador matricial antisimétrico S (v) estd dado por
0 —V3 Vo
SW) =1 0 —vl- (5.35)
-V, v 0

y se puede reescribir (5.34) de la siguiente manera:

[N PR Ixr(p) . Iy r(p) . 9Zr(p) :
w=3 [s (&r(p)) 5p +SGrlp)=5 = + SEr(p) gp R(p)§ (5.36)
Por lo tanto, considerando las ecuaciones (5.16) y (5.20) se tiene:
. 1 .
U=Trf= [g 1+ +J3)+ HPQJZ] R(p)q, (5.37)
1 .
=3 [s@n 145600+ 5E0 L] RO (5.38)
donde los jacobianos auxiliares
orp.
J=20 (i=1,2,3) (5.39)
dp
y
n 5% A
jo= B g P % (5.40)

"~ ap’ ~op
se definen en el apéndice B para el robot Hexapod.
Para el calculo de la matriz R(p) considérese el siguiente andlisis.
El vector de restricciones holonémicas dado por (5.28) puede ser derivado con respecto al tiempo,

obteniéndose la expresion:

g LD o, (5.41)

y(p.p) =

de la cual, resolviendo para ¢ se llega a
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. 0pq) . (Oy(g.9)\ 9v(q.9).
R e e 04
o bien,
op(9) _ (dv(a.9)\ " 9r(g.9)
dq ( By ) aq (5.43)

-1
Las expresiones para (672‘1’@) y 67((9?1’@ en el caso del robot Hexapod se dan en el apéndice B.2.

En conclusién, la matriz R(p) esta dada por

1 1
= = 9%6
Ky = 9@~ | (dr4q.¢) ~ 0y(q. ) eRT (5.44)
9q o¢ oq

5.3. Modelado dinamico

El andlisis sobre modelado dindmico del robot paralelo Hexapod ya fue llevado a cabo y reportado en
[24]; los trabajos realizados por los autores incluyeron la obtencién del modelo dindmico no minimo
empleando la formulacion de Euler-Lagrange y posteriormente la aplicacion del método de proyeccion
del jacobiano de restriccion para llegar a un modelo minimo en espacio articular. El andlisis considera
que el robot Hexapod consiste de un total de b = 25 cuerpos rigidos moviles, distribuidos como se
indica a continuacion:

e La plataforma mévil: 1.

e Las piernas: 6.

Los eslabones entre una articulacion Py una articulacion U: 6.

Los eslabones entre los dos extremos de una articulacion U': 6.

Los dos eslabones entre los dos extremos de una articulacion S: 6.

En este apartado se explicard el procedimiento seguido para pasar de un modelo dindmico no mini-
mo a uno minimo pero en espacio operacional. El problema se limita entonces a calcular la matriz S (p)
y su derivada respecto al tiempo S (p, p), aprovechando la teorfa desarrollada en el anlisis cinemadtico
de velocidad del robot Hexapod.

5.3.1. Modelo dinamico minimo en espacio operacional

Conforme a lo visto en el Capitulo 2, el modelo dindmico no minimo de un robot paralelo es:

M(p)p + C(p,p)p + g(p) = 7, + D' (p)A (5.45)
y(P) =0 (5.46)
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donde, como ya se sabe, M(p) € R™ es la matriz de inercia, C(p, p) € R™" es la matriz centrifuga
y de Coriolis, y g(p) € R™ es el vector de fuerzas debidas a la gravedad. En [24] se presenta a
detalle la obtencion de las matrices anteriores para el robot Hexapod, de modo que se recomienda
revisar dicha fuente para evitar inconsistencias. Ademas, 7, € R es el vector de fuerzas externas
aplicadas al mecanismo, y(p) € R? es el vector de restricciones cinematicas dadas por la expresién
(5.28), D(p) = 6’};_;)p) € R*> es el jacobiano del vector de restricciones y 4 € R? es el vector de
multiplicadores de Lagrange que asegura que las restricciones se satisfagan.

Para obtener el modelo dindmico expresado en términos de un conjunto de coordenadas generali-
zadas operacionales

T
X=|xyz Aduv| €er (5.47)

que por definicién son minimas, se debe premultiplicar (5.45) por S (p), donde la matriz S (p) € R™"
es tal que

D(P)S(p) =0 cR™ obien ST (p)D"(p)=0 e R™ (5.48)

La matriz S (p) necesaria para obtener el modelo dindmico en espacio operacional, satisface la
expresion:

p=SpPx (5.49)

Para calcular ésta matriz considérese el siguiente andlisis. Sea ¢ = [1 pu v]T € R? el vector de
angulos de Euler (convencion ZYX) que parametriza la orientacién de la plataforma mévil, y rp =
[x y z]T € R3 el vector de coordenadas cartesianas que da la posicién del origen del marco mévil
ubicado sobre la superficie de la plataforma. Entonces (5.47) puede ser escrito en la forma compacta

=" |ere. (5.50)

En el caso del Hexapod, para la selecciéon de las coordenadas no minimas p que se tiene, la ecua-
cidén (5.49) puede ser reescrita como
. J_l )
p=| =P |per, (5.51)
¢ Js(p)

donde J4(p) € R es la matriz jacobiana analitica de la relacién cinematica directa de velocidad, es
decir,

. I'r . Jre(P) . .
x=| 4= "7 |d=Jap)g R (5.52)
Y Ju(P)
y dado que ¢ depende de las variables articulares ¢, entonces
Ja(q. 9(q) = Ja(q) (5.53)
El jacobiano analitico del robot es justamente el jacobiano de la funcién cinematica y = h(q);
O0h(q)
@) = =2 (5.54)
q
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Siguiendo la teoria desarrollada en el capitulo 2, es posible definir una relacion entre el jacobiano
geométrico previamente calculado y el jacobiano analitico que se desea obtener, esto es:

J(q) = TaJa(q) (5.55)
en la cual
1 0
T, = € R&¢ (5.56)
o0 T,

donde I € R¥ es la matriz identidad y T, () es el jacobiano de representacion que permite relacionar
la velocidad angular (w) con la derivada temporal de los dngulos de Euler (¢):

w = Ty, p, VI (5.57)

El jacobiano de representacion depende de la secuencia de rotaciones (convencion de dngulos de
Euler) empleada. En este caso la convencion es ZY X, en consecuencia, el jacobiano de representacion
para ésta convencion queda definido de la siguiente manera [2]:

0 —sen(d) cos(A)cos(u)
Ty(Amw,v)=| 0 cos(d) sen(d)cos(u) | €R™ (5.58)
1 0 — sen(u)
de tal forma que
0 —sen(d) cos(A)cos(u) || 4
w=]0 cos(1) sen(d)cos(u) || a (5.59)
1 0 —sen(u) %

Por consiguiente, es posible obtener el jacobiano analitico como:

Ja(q) = J(q) (5.60)

T,'@)
y la inversa del jacobiano de representacion es
cos(A) tan(u) sen(A)tan(u) 1
T, ) = —sen(A) cos(A) 0 |eR™ (5.61)
cos(A) sec(u) sen(A)sec(u) O

Asi pues, las matrices J,, y Jy, que a su vez forman el jacobiano analitico, se expresan como sigue:

1
J (@) =T, (q) = [5 (J1 + Jo + J3) + HpoJ. | R(p) € R¥® (5.62)

1
Ju@) = T, @@ = 3T, [S@) T+ S$r) J, + S ) L Rp) € B> (5.63)
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Calculada la matriz J4(g) € R®® es posible calcular su inversa y, con esto, la relacién cinemdtica
inversa de velocidad

g =Jy(qx (5.64)
Por otra parte, Jg(p) € R**® es una matriz que satisface la siguiente relacién:
¢ = Js(p)¥ (5.65)
Considérese entonces la ecuacion (5.42), en la cual se sustituye ¢ por la relacién (5.64), llegando
a:
. (@9 (0r(a.9)\(0h@) " .
b= - v(q. ¢ v(q.¢ D) (5.66)
¢ dq dq
Del desarrollo anterior, finalmente la relacion (5.51) puede expresarse de la siguiente forma:
(ah<q))‘l
.| 4 9 .
pP= . = -1 q _1 X (567)
¢ _(97(q.9)\ (9r(q.9)\(h(q)
¢ dq aq
de donde
(ah<q))‘l
S(p) = \ o | e R (5.68)
_(97(q.9)\ (9r(q.9)\(h(q)
el dq 9q

Como se mencioné antes, para obtener el modelo dindmico minimo en espacio operacional del
robot Hexapod se debe premultiplicar (5.45) por S7(p), de este modo el modelo dindmico estd dado
por la expresion:

M(p)x + Cs(p.p)x + &,(p) = 7, (5.69)
donde
M(p) = ST (DM (p)S (p) € R (5.70)
Cs(p.p) = ST(P)C(p. P)S (p) + ST (DM (P)S (p, p) € R™C (5.71)
g.p) = S"(p)g(p) € R® (5.72)
7,=S"(p)7, €R (5.73)
Ademas, nétese de (5.73) que

7, = 5", = (I7'@) 7, (5.74)

De modo que (5.69) puede ser reescrito como:
M(p)i + Colp. )i + 8.0 = (13'@) 7, (5.75)

Ahora bien, para obtener el modelo dindmico en la forma anterior es necesario también calcular la
derivada temporal de la matriz S (p), tal y como se indica en (5.71). Esta derivada puede ser resuelta
como se muestra a continuacion:

87 Ing. Ismael Medina Ldpez



. . Sy
CAPITULO 5. APLICACION AL ROBOT HEXAPOD zégﬁ?

o[yl

(8y<q,¢>) (ay(q,qb)) (8h(q))_l_(87(q,¢))_1(37(q,¢)) d (ah<q>)‘l
dt o¢ 0q oq o 0q dt 0q

Sin embargo, a diferencia del M5B, donde el calculo de la derivada respecto al tiempo de S (p) es
un procedimiento relativamente sencillo, en el caso del robot Hexapod calcular dicha derivada puede
resultar complicado y de un costo computacional elevado. Esto se debe principalmente a la presencia
de la inversa del jacobiano analitico en (5.68), cuyos elementos resultan ser demasiado complejos para
un robot paralelo de 6 g.d.1..

No obstante, es posible calcular S (p, p) a partir del siguiente andlisis. Sea A(f) una matriz de m X n
cuyos elementos son funciones que dependen de un pardmetro escalar ¢ (tiempo). Ademads, supongase
que todas las funciones componentes de A(f) son diferenciables. Entonces la derivada con respecto al
tiempo de la matriz A(¢) es una matriz m X n de derivadas de elemento por elemento:

Sp.p) =

[ d(lll dalg daln
drdr dt
d d day,
dA(D) daz dayp | 44 .
—— =| dt dt dt [eR™". (5.76)
dt : : . :
daml damZ dam,n
L dt dt dt |
Si A es una matriz cuadrada de m X m y no singular (es invertible para todo ¢), entonces se tiene
que
dA(D)™! _ dA(t) _
7 —A(D)' A" (5.77)
La demostracién de (5.77) parte de la definicién de la inversa, es decir,
ADT'AD =1 (5.78)

y diferenciando se tiene

(dA@)  dA@)™!
A ( ) c(lt) A() = 0, (5.79)
reorganizando los términos se llega a la expresmn (5.77).

De acuerdo a la explicacién anterior, la derivada con respecto al tiempo de la inversa del jacobiano

analitico se calcula de la siguiente manera:

dj/;] 1d]A 1
=-J, N 5.80
o (5.80)

En otras palabras, resulta mas facil y computacionalmente conveniente obtener la derivada tempo-
ral del jacobiano analitico de esta manera. Por lo cual, la matriz S (p, p) se reescribe de la siguiente

forma:
(3’1(4)) (3’1((1)) (3’1(4))_1
oq dt oq oq

(6y(q ¢>) (ay<q,¢>) (ah(q>)‘1+_(ay<q,¢>)“(ay(q,¢>)(ah(q>) (ah(q>) (ah(q>)‘1
dt 0d aq aq 1) oq oq dt oq oq

A continuacién se mostrard la implementacion de un controlador Par-Calculado en espacio ope-
racional que utiliza la dindmica del Hexapod para ser compensada en el lazo de realimentaciéon. Con
esto es posible validar el desarrollo tedrico para el célculo del modelo dindmico dado por (5.69).

$(p.p) =
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5.4. Control en espacio operacional del robot Hexapod

Con el fin de validar el modelo dindmico minimo en espacio operacional se realizaron algunas si-
mulaciones en el software Matlab/Simulink, y al obtener resultados favorables en estas se procedi6 a
implementar un controlador Par-Calculado en espacio operacional en forma experimental.

5.4.1. Control Par-Calculado

El control Par-Calculado es un algoritmo clésico para realizar control de seguimiento de robots ma-
nipuladores. Este controlador emplea la dindmica de compensacién en el lazo de realimentacidn para
linealizar y desacoplar la dindmica no lineal del robot manipulador, es decir, tiene el atributo de obte-

., . L, . . ~ T1T
ner una ecuacion lineal en términos de las variables de estado [/\/T X ] . El control Par-Calculado en
espacio operacional se expresa de la siguiente forma:

7, = J1(q) {My(p) [0, + K, + KoY |+ Clp. p)x + 2,(p)) (5.81)

donde J4(q) € R%*® es el jacobiano analitico, que para el robot Hexapod se describe en (5.60); K »n K, €
R*6_son matrices diagonales de ganancias de control, y ¥ = x,—x es el error de postura. Cabe sefialar
aqui que, como ya se menciond, la postura se considera que estd compuesta por un vector de posicién
rr € R3 de coordenadas cartesianas y un vector ¥ € R* de dngulos de Euler (convencién ZYX), es
decir, y = [rITD tﬁT]T.

La ecuacién en malla cerrada se obtiene sustituyendo la ley de control (5.81) en la ecuacién del
modelo minimo del mecanismo (5.69) y bajo la suposicion de que existe una cancelacion exacta del
modelo dindmico que interviene en el lazo de retroalimentaion, entonces el control Par-Calculado
realiza el desacoplamiento dindmico del robot, resultando en el siguiente sistema lineal:

X +Kix+K,jy=0€eR", (5.82)

o . . ~ 2T1T .
el cual puede escribirse en términos del vector de estado [XT X ] de la siguiente forma

d| X 0 I
L r (5.83)

dt /\7 _Kp _Kv /\7

donde I € R™" es la matriz identidad. Es importante sefialar que la ecuacién de malla cerrada (5.83)

representa una ecuacion diferencial lineal y auténoma, cuyo unico estado de equilibrio es el origen
~ 71T - e L. . . .
[XT X ] = 0, y la estabilidad asintdtica global de este sistema se asegura si K, y K, son matrices

definidas positivas (ver [30]).

5.4.2. Experimentos

Con el fin de observar el desempefio del controlador Par-Calculado en espacio operacional, se llevaron
a cabo experimentos en el robot paralelo Hexapod, empleando la plataforma Matlab/Simulink y el
software para control en tiempo real QUARC de Quanser.
Los experimentos comienzan en la configuracion de casa del robot Hexapod, la cual esta dada por
T

q0)=0.1765{1 1 1 1 1 1| m, (5.84)
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y corresponde a una postura inicial dada por

0 0
rg(0) = 0 m y Y0)=]| 0 |rad. (5.85)
0.424 0

Como trayectoria deseada se emplea:

X, C (1 - e""3) cos(wt)
Tra = Ya | = 1) (1 - e""3) sen(wt) m, (5.86)
2d 3 (1 - e"“s) (sen(a)t) - f—}) + 20
Ay C4 (1 —e” f3) cos(wt)
U= g | =1 cs (1 - e"“3) sen(wt) | rad (5.87)
Vd Co (1 - e‘”3) sen(wr)

conc; = ¢y =c3 =d, = 0.02 [m], zo = 0.424 [m], k = 0.01 [s7], w = 0.207 [rad/s], y ¢4 = ¢5 =
¢6 = g5 [rad]. Es importante hacer notar que se eligié esta trayectoria de manera que en 7 = 0 se tenga

X, = [rg y tﬁg]T = [rITp(O) tﬁT(O)]T y X, = X, = 0. Ademds, nétese que cuando ¢ — oo, la trayectoria
deseada se reduce a funciones sinusoidales simples en cada eje.

Los parametros cinematicos del robot empleados en el controlador fueron medidos directamente
en el robot real, obteniéndose: Ly = 0.866 [m], L = 0.378 [m] y Hpp = 0.091 [m]. Los valores
calculados para /. , l.1 y I, fueron 0.0109 [m], 0.0287 [m] y 0.0308 [m], respectivamente.

Los pardmetros dindmicos, principalmente masas y tensores de inercias del robot Hexapod, fueron
obtenidos a partir de informacién proporcionada por el fabricante y el empleo de un modelo CAD,
estos pueden ser consultados en [24].

En la figura 5.4 se presenta la trayectoria seguida por la plataforma moévil y en la figura 5.5 se
muestran los angulos de Euler (convencion ZYX). Con respecto a las figuras 5.6 y 5.7, estas muestran
la evolucién en el tiempo de la norma del vector error de posicion 7x () y del vector error de orientacién
(). Obsérvese que ambas normas se mantienen acotadas, significando que la postura de la plataforma
movil sigue la trayectoria deseada con un error relativamente pequeio.

Segtin lo especificado por el fabricante Quanser Inc., los motores pueden aceptar un par maximo
continuo de 0.530 [Nm] y eso corresponde a una fuerza maxima de 333.01 [N]. La figuras 5.8 y 5.9
muestra las fuerzas generalizadas aplicadas a las articulaciones prismdticas, ndtese que son relativa-
mente pequeiias.
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Figura 5.4: Trayectoria descrita por la plataforma mévil con el controlador Par-Calculado.

91

Ing. Ismael Medina Lopez



CAPITULO 5. APLICACION AL ROBOT HEXAPOD

Angulo de alabeo (Roll) [7]

T 4

—— A deseada
A real

Angulo de cabeceo (Pitch) [°]

— p deseada
1 real

4 I I I I

0 5 10 15 20
Tiempo [s]
(a) Angulo A.

25 30 0 5

10 15 20 25 30
Tiempo [s]
(b) Angulo u.

Angulo de guifiada (Yaw) [°]

— v deseada
v real

10 15 20 25
Tiempo [s]
(c) Angulo v.

30

Figura 5.5: Evolucioén en el tiempo de los dngulos de orientacion de la plataforma mévil.
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Capitulo 6

Conclusiones

“Como un ganso desplumado y escudlido, me
preguntaba a mi mismo con voz indecisa si de todo lo
que estaba leyendo haria el menor uso alguna vez en
la vida.”
— James Clerk Maxwell, sobre su educacion en
Cambridge

La principal aportacién de esta tesis fue llevar a cabo el modelado y control en espacio de postura
(operacional) de dos mecanismos paralelos. El primero de ellos fue un robot paralelo de dos grados
de libertad, conocido como mecanismo de cinco barras (M5B). De este sistema se presentaron los
modelos cinemdticos de posicion inverso y directo, asi como el modelo cinematico de velocidad. Pos-
teriormente se obtuvo el modelo dindmico no minimo, del cual, a partir de la aplicacién del método de
proyeccion, se llegd a dos modelos minimos, uno en espacio articular y otro mas en espacio operacio-
nal. Para el cdlculo del modelo no minimo se empleo la formulacion de Lagrange, escrita en términos
de un conjunto de coordenadas generalizadas no minimas.

Por medio del software Matlab/Simulink se desarrollé un conjunto de algoritmos que permitieron
resolver y validar el problema cinemadtico directo e inverso del M5SB. Ademads, se realizé una investi-
gacion sobre la aplicacién de controladores en espacio de postura en robots paralelos; de este modo se
pudieron implementar cuatro controladores convencionales y un controlador adaptable via simulacién
en el M5B; con esto se validaron los resultados tedricos obtenidos sobre el modelado dindmico del
mecanismo. Los algoritmos de control también fueron desarrollados en el software Matlab/Simulink.

Los resultados de las simulaciones permitieron observar un buen cumplimiento del objetivo de
control, sin sobrepasar el par mdximo que posee cada actuador. Luego de obtener resultados favorables
en simulacién, se procedié a implementar los controladores en forma experimental, con el fin de
evaluar el desempefio del mecanismo en el seguimiento de una trayectoria circular suave.

Para llevar a cabo la implementacion de los controladores en el M5B fue necesario el desarrollo
de una interfaz electrdnica, la cual tuvo como funcién ser un puente para la transmision de datos
de la tarjeta de adquisiciéon Sensoray 626 hacia los codificadores del mecanismo paralelo y también
hacia los servoamplificadores de potencia que suministran energia a los actuadores del sistema. La
interfaz consta de un chasis o gabinete en cuyo interior se alojan dos filtros de inductancias y un
circuito impreso. Las conexiones necesarias con el M5B y los servoamplificadores se realizan de
forma externa, con lo cual se mantiene aislado y seguro a cada componente ante una posible falla.
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Una vez realizados los experimentos sobre el mecanismo de cinco barras se decidié redactar un
articulo sobre los estudios realizados en este sistema y, asi mismo, incorporar los resultados experi-
mentales obtenidos de implementar cuatro controladores convencionales. El articulo fue aceptado y
luego presentado en el Congreso Internacional de Roboética y Computacion (CIRC 2017) organizado
por el Instituto Tecnoldgico de La Paz.

Concluidos los trabajos realizados con el mecanismo de cinco barras se procedio a realizar el estu-
dio sobre modelado dindmico de un segundo mecanismo paralelo de seis grados de libertad conocido
como Hexapod. En lo que respecta a este sistema se llevé a cabo el andlisis tedrico para llegar a un
modelo dindmico minimo en espacio operacional a partir de un modelo dindmico no minimo. El pro-
blema se limit6 a calcular la matriz necesaria para obtener el modelo minimo aprovechando la teoria
y los trabajos previamente reportados sobre el Hexapod. Una vez mads, para el cdlculo de las ecuacio-
nes de movimiento de este sistema se empled la formulacién de Lagrange escrita en términos de un
conjunto de coordenadas generalizadas no minimas.

Al igual que con el primer mecanismo estudiado, en el robot Hexapod fue necesaria la validacion
via simulacién del modelo dindmico minimo en espacio operacional con la aplicacién de un con-
trolador Par-Calculado. Después de obtener resultados favorables en las simulaciones, se procedi a
implementar el controlador Par-Calculado en espacio operacional en forma experimental.

6.1. Principales aportaciones de la tesis
De manera resumida, el trabajo realizado dejo varias aportaciones importantes, por ejemplo:

e Obtencion del modelo dindmico minimo en espacio articular del M5B.
e Obtencién del modelo dindmico minimo en espacio operacional del M5B.

¢ Implementacién en forma experimental de cuatro controladores convencionales en espacio ope-
racional en el M5B.

¢ Implementacién en forma experimental de un controlador adaptable en el M5B.
e Obtencion del modelo dindmico minimo en espacio operacional del robot Hexapod,

e Aplicacion en forma experimental de un controlador Par-Calculado en espacio operacional en
el Hexapod.

e Sumision y presentacion de un articulo en el IV Congreso Internacional de Robética y Compu-
tacion (CIRC) [41].

6.2. Trabajo a futuro

Como resultado de esta tesis se pudieron detectar algunos problemas abiertos que pudieran dar lugar
a investigaciones futuras. Tal es el caso de:
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¢ Evaluacion y comparacion en forma experimental de controladores en espacio articular y
en espacio operacional en el M5SB. Los controladores implementados en el M5B y mostrados
en este trabajo, son controladores convencionales en espacio operacional; sin embargo, a pesar
de haber obtenido el modelo minimo en espacio articular no se implementaron controladores que
hagan uso de tal modelo, es decir, controladores convencionales en esapcio articular. Resultaria
interesante llevar a cabo una comparacion en forma experimental de ambos esquemas de control
en el M5B.

e Desarrollo de una interfaz de software para el control del robot Hexapod. Antes de imple-
mentar algiin controlador en el robot Hexapod es necesario ejecutar un archivo (setup.m) que
inicializa las funciones bésicas de comunicacién entre el robot y la computadora; ademas, tam-
bién es necesario ejecutar un programa para calibrar al Hexapod y otro para ponerlo en posicién
de home. Por lo tanto, seria util contar con una interfaz de software que incorporard lo anterior
en una sola ventana grafica, asi como el controlador principal a ser implementado en el robot.

e Aplicacion de controladores convencionales en el robot Hexapod. En esta tesis se presento el
estudio de seis controladores convencionales en espacio operacional (ver capitulo 3), de los cua-
les cuatro fueron aplicados al M5B y se presentaron los respectivos resultados experimentales;
pero éstos mismos controladores (a excepcion del Par-Calculado) pueden ser implementados en
el robot paralelo Hexapod, incluyendo a aquellos que no fueron implementados en el M5B.

97 Ing. Ismael Medina Ldpez



Bibliografia

[1] A. Barrientos, L. F. Peiiin, C. Balaguer, R. Aracil, Fundamentos de Robotica, McGraw-Hill, 2007.

[2] B. Siciliano, L. Sciavicco, L. Villani, G. Oriolo, Robotics: Modelling, Planning and Control,
Springer, 2010.

[3] J. Merlet, Parallel Robots, Springer, 2006.
[4] J. Craig, Introduction to Robotics: Mechanics and Control, Pearson/Prentice Hall, 2005.

[5] R. Campa, Control de robots manipuladores en espacio de tarea, tesis doctoral, Centro de In-
vestigacion Cientifica y de Educacion Superior de Ensenada (CICESE), Ensenada, B.C., México,
2005.

[6] H. Baruh, Analytical Dynamics, McGraw-Hill, 1999.
[7] A. Ollero, Robdética: Manipuladores y Robots Moviles, Marcombo, 2005.

[8] 1. Soto, Modelado y control de robots con restricciones holonémicas y no holonomicas, tesis
doctoral, Instituto Tecnolégico de La Laguna, Torre6n, Coah., México, 2014.

[9] J. Angeles, Fundamentals of Robotic Mechanical Systems: Theory, Methods, and Algorithms,
Springer, 2013.

[10] K. Fu, R. Gonzélez, C. Lee, Robdtica: Control, Deteccion, Vision e Inteligencia, McGraw-Hill,
1994.

[11] E Aghili, “A unified approach for inverse and direct dynamics of constrained multibody systems
based on linear projection operator: Applications to control and simulation”, IEEE Transactions
on Robotics, vol. 21, no. 5, pp. 834-849, 2005.

[12] J. B. Dabney, F. H. Ghorbel, Z. Wang, “Modeling closed kinematic chains via singular perturba-
tions”, Proceedings of the American Control Conference, Anchorage, AK, USA, 2002.

[13] E. H. Ghorbel, “Modeling and PD control of closed-chain mechanical systems”, Proceedings of
the IEEE Conference on Decision and Control, New Orleans, LA, USA, 1995.

[14] F. H. Ghorbel, “Modeling and set point control of closed-chain mechanisms: Theory and experi-
ment”, IEEE Transactions on Control Systems Technology, vol. 8, no. 5, pp. 801-815, 2000.

[15] J. M. Lee, Manifolds and Differential Geometry, American Mathematical Society, 2009.

98



) @%
BIBLIOGRAFIA e

[16] D. Mundo, G. Gatti, D.B. Dooner, “Optimized five-bar linkages with non-circular gears for exact
path generation”, Mechanism and Machine Theory, vol. 44, no. 4, pp. 751-760, 2009.

[17] 1. Soto, R. Campa, “Modelling and control of a spherical inverted pendulum on a five-Bar me-
chanism”, International Journal of Advanced Robotic Systems, vol. 12, no. 7, pp. 95-111, 2015.

[18] R. Kelly, V. Davila, J. Perez, Control of Robot Manipulators in Joint Space, Springer, 2006.

[19] N. McClamroch, “Singular systems of differential equations as dynamic models for constrained
robot systems”, Proceedings of the IEEE International Conference on Robotics and Automation,
San Francisco, CA, USA, 1986.

[20] C. H. Liu, K.-C. Huang, Y.-T. Wang, “Forward position analysis of 6-3 Linapod parallel mani-
pulators”, Meccanica, vol. 47, no. 5, pp. 1271-1282, 2012.

[21] M. S. Narayanan, S. Chakravarty, H. Shah, V. N. Krovi, “Kinematic-static-and workspace analy-
sis of a 6-PUS parallel manipulator”, Proceedings of the ASME International Design Engineering
Technical Conferences & Computers and Information in Engineering Conference, Montreal, Ca-
nada, 2010.

[22] R. Campa, J. Bernal, I. Soto, “Kinematic modeling and control of the Hexapod parallel robot”,
Proceedings of the American Control Conference, Boston, MA, USA, 2016.

[23] J. Bernal, R. Campa, I. Soto, “Solucién de la cinemética directa e inversa del robot paralelo
Hexapod”, Memorias del XVII Congreso Mexicano de Robdtica, La Paz, Baja California Sur,
México, 2015.

[24] J. Bernal, R. Campa, “Control por dindmica inversa del robot paralelo Hexapod”, Memorias del
XVIII Congreso Mexicano de Robotica, Mazatlan, Sinaloa, México, 2016.

[25] J. B. Kuipers, Quaternions and Rotation Sequences, Princeton University Press, 1999.

[26] J.J. Craig, Introduction to Robotics: Mechanics & Control, Addison-Wesley, 1986.

[27] T. R. Kurfess, Robotics and Automation Handbook, CRC press, 2004.

[28] P. Corke, Robotics, Vision and Control: Fundamental Algorithms in MATLAB, Springer, 2011.

[29] K. Arczewski, W. Blajer, “A unified approach to the modelling of holonomic and nonholonomic
mechanical systems”, Mathematical Modelling of Systems, vol. 2, no. 3, pp. 157-174, 1996.

[30] R. Kelly, V. Santibafiez, Control de Movimiento de Robots Manipuladores, Pearson Educacion,
2003.

[31] D. Zhang, B. Wei, Adaptive Control for Robotic Manipulators, CRC Press, 2017.

[32] A. C. Huang, M. C. Chien, Adaptive Control of Robot Manipulators: A Unified Regressor-free
Approach, World Scientific, 2010.

[33] J. J. E. Slotine, L. Weiping, “Adaptive manipulator control: A case study”, IEEE Transactions
on Automatic Control, vol. 33, no. 11, pp. 995-1003, 1988.

99 Ing. Ismael Medina Ldpez



BIBLIOGRAFIA %éi‘??

[34] J.J. E. Slotine, L. Weiping, “On the Adaptive Control of Robot Manipulators”, The International
Journal of Robotics Research, vol. 6, no. 3, pp. 49-59, 1987.

[35] L. Soto, R. Campa, “On dynamic modelling of parallel manipulators: the five-bar mechanism as
a case study”, International Review on Modelling and Simulations, vol. 7, no. 3, pp. 531-541,
2014.

[36] Z. Lu, X. Liu, “A linear output feedback controller for a 2-DOF parallel robot”, Proceedings of
the American Control Conference, Seattle, WA, USA, 2008.

[37] Z.Bingul, O. Karahan, “Dynamic modeling and simulation of Stewart platform”, S. Kucuk (ed.),
Serial and Parallel Robot Manipulators: Kinematics, Dynamics, Control and Optimization, pp.
19-42, InTech, 2012.

[38] P. Betsch, “The discrete null space method for the energy consistent integration of constrained
mechanical systems: Part I: Holonomic constraints”, Computer Methods in Applied Mechanics
and Engineering, vol. 194, no. 50, pp. 5159 - 5190, 2005.

[39] B. R. Hopkins, R. L. Williams II, “Kinematics, design and control of the 6-PSU platform”,
Industrial Robot: An International Journal, vol. 29, no. 5, pp. 443-451, 2002.

[40] A. Codourey, “Dynamic modeling of parallel robots for computed-torque control implementa-
tion”, The International Journal of Robotics Research, vol. 17, no. 12, pp. 1325-1336, 1998.

[41] I. Medina, R. Campa, I. Soto, “Modelado y control en espacio operacional de un mecanismo
de cinco barras”, Memorias del IV Congreso Internacional de Robética y Computacion (CIRC),
Cabo San Lucas, Baja California Sur, México, 2017.

[42] Getting Started with Simulink Desktop Real-Time, URL https://la.mathworks.com/
help/sldrt/getting-started-with-real-time-windows-target.html, [En linea, acce-
dido: agosto de 2017].

[43] Install Real-Time Kernel, URL https://la.mathworks.com/help/sldrt/ug/real-time-
windows-target-kernel.html, [En linea, accedido: agosto de 2017].

“Y asi, del mucho leer y del poco dormir, se le seco el
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don Quijote de la Mancha

100 Ing. Ismael Medina Ldpez



Apéndice A

Interfaces utilizadas para el control en tiempo
real

“No hay prisa, todo a su debido tiempo [...] asi pueda
llegar primero el dia de mi muerte antes que el de mi
gloria y seguiré con calma.”

— Anénimo

En este apéndice se describen las interfaces de hardware y software empleadas en esta tesis para
realizar experimentos en tiempo real.

A.1. Tarjeta de adquisicion de datos

La comunicacién entre la computadora y los servoamplificadores encargados de controlar los motores
de CD, asi como la realimentacion de las variables fisicas del sistema (lecturas de los codificadores
opticos), se realizé mediante una tarjeta adquisidora Sensoray 626 mostrada en la figura A.1. Esta
tarjeta es compatible con el software Matlab/Simulink.

Para el control en tiempo real del M5B la tarjeta adquisidora de datos se encuentra integrada, por
medio de una ranura de expansion, en una computadora de escritorio con el sistema operativo Windows
XP. En dicho sistema operativo se tiene instalada la version r201 1a del software Matlab/Simulink.

A continuacién se mencionan algunas de las caracteristicas mds importantes de esta tarjeta:

16 entradas analdgicas (diferenciales) con una resolucion de 16 bits.

4 salidas analdgicas con una resolucion de 12 bits (=10 V).

48 entradas/salidas digitales. 20 de ellas pueden detectar flancos y tienen capacidad de interrup-
cion.

6 contadores/temporizadores de 24 bits para entradas de codificadores incrementales, los cuales
pueden configurarse con un factor de multiplicacién simple, doble o cuadruple.

Respaldo por bateria para todos los contadores/temporizadores.
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Figura A.1: Tarjeta adquisitora de datos Sensoray 626.

A.2. Interfaz de hardware del mecanismo de cinco barras

Para llevar a cabo la implementacion de los controladores en el M5B fue necesario el desarrollo de
una interfaz electronica, la cual tuvo como principal funcién ser un puente para la transmision de
datos de la tarjeta adquisitora Sensoray 626 hacia a los codificadores del mecanismo y también hacia
los servoamplificadores de potencia que suministran energia a los motores de CD. La interfaz consta
de un chasis o gabinete en cuyo interior se alojan dos filtros de inductancias y un circuito impreso.
Las conexiones necesarias con el M5B y los servoamplificadores se realiza de forma externa, con lo
cual se mantiene aislado y seguro a cada componente ante una posible falla. La interfaz electronica
desarrollada se muestra en la figura A.2.

(a) Vista exterior. (b) Vista interior.

Figura A.2: Interfaz electrénica desarrollada para el M5B.

Los servoamplificadores (en inglés drives) son muy utilizados en motores donde se requiere una
gran precision en el control de posicion o velocidad. El amplificador, en pocas palabras, convierte la
sefal de bajo voltaje que envia el controlador en una sefial de alto voltaje/corriente necesaria para que
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el motor funcione. La sefial de referencia puede ser tanto digital como analégica aunque cominmente
se utiliza un voltaje analégico en el rango de 10 V. Este voltaje de referencia puede representar ya sea
una consigna de velocidad o un torque deseado. Los servoamplificadores empleados en el prototipo
corresponden al modelo BEI5A8 de la marca Advanced Motion Controls (véase la figura A.3). La
figura A.4 muestra el diagrama de conexiones entre los servoamplificadores y la interfaz electrénica.
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Figura A.3: Servoamplificador BE15AS.

A partir de los experimentos realizados y los posibles errores que surgieran de una mala cone-
xién, se propuso un protocolo a seguir para cada prueba que se desee realizar con el mecanismo de
cinco barras, y con esto evitar posibles dafios en la tarjeta adquisitora de datos, los motores y los
servoamplificadores de potencia.

1. Asegurase de desconectar la alimentacion a los servomotores antes de conectar la fuente de CD.

e Motor 1: Conexiones indicadas como Motor A y Motor B del servoamplificador 1.
e Motor 2: Conexiones indicadas como Motor A'y Motor B del servoamplificador 2.

2. Conectar la fuente de alimentacion de los servoamplificadores. Asegurarse de que los leds indi-
cadores de los servoamplificadores estén en rojo, es decir, no hay alimentacién hacia los moto-
res. En caso de estar en color verde presionar el boton de paro de emergencia.

3. Conectar los cables de alimentacién de los motores (inciso 1).

4. Una vez realizado el modelo en Matlab/Simulink, construir o reconstruir el modelo, (teclas
Ctrl+B).

5. Identificar la tarjeta Sensorey 626, es decir, que Matlab/Simulink reconozca la tarjeta a ser
utilizada para transmitir y recibir datos.
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6. Si hasta este punto la construccion del modelo y la identificacién de la tarjeta no generaron
errores, entonces es posible iniciar con la prueba experimental. Para esto primero presione el
botén de paro de emergencia, los leds pasaran a verde. Posteriormente, presionar el icono de
correr (run) de la interfaz de Matlab/Simulink.

7. Al finalizar el experimento se recomienda presionar el botén de paro de emergencia (los leds
pasaran nuevamente a rojo).

8. Si se desea realizar mds pruebas experimentales y se realizaron cambios en el modelo, entonces
repetir desde el punto 4.
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Figura A.4: Diagrama de conexiones entre los servoamplificadores y la
interfaz electrénica.

A.3. Software para el control en tiempo real

A.3.1. Matlab/Simulink con Real-Time Windows Target

El Real-Time Windows Target es una herramienta de Matlab para simulacién y experimentacion con
sistemas en tiempo real que permite utilizar tarjetas adquisitoras compatibles.
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Al ejecutar los modelos en tiempo real, el Real-Time Windows Target captura los datos muestrea-
dos en uno o més canales de entrada y los usa como entradas a los bloques del modelo Matlab/Simulink,
luego realiza el procesamiento de los datos y los envia de regreso al sistema mediante un canal de sa-
lida. Para crear modelos de plantas fisicas se utilizan bloques de Matlab/Simulink.

Una vez que se crea y se simula el modelo con Matlab/Simulink en modo normal, se puede generar
codigo ejecutable con el Real-Time Workshop, el Stateflow Coder (opcional), y el compilador Open
Watcom C/C++ para después correr la aplicacion en tiempo real con Matlab/Simulink en modo externo.

El Real-Time Windows Target utiliza un nicleo (kernel) pequefio para asegurarse que la aplicacion
corra en tiempo real.

El kernel de tiempo real utiliza el reloj interno de la PC y su fuente primaria de tiempo para
generar interrupciones temporizadas, lograr un muestreo preciso, y programar las tareas ejecutables
como multitarea o en modo de tarea simple. El kernel es la interfaz de comunicacion con el hardware
mediante bloques de Matlab/Simulink, y verifica la instalacién apropiada de la tarjeta adquisitora. La
comunicacion entre Matlab/Simulink y la aplicacion en tiempo-real es mediante el médulo de interfaz
modo externo de Matlab/Simulink. Este modulo se comunica directamente con el kernel, y es usado
para comenzar la aplicacién en tiempo real, cambio de pardmetros, etc.

Las aplicaciones de Real-Time Windows Target son compiladas con el compilador Open Watcom
C/C++.

La integracion entre el modo externo y el Real Time Windows Target permite:

e Usar el modelo Matlab/Simulink como una interfaz de usuario gréfica para visualizacion de
la sefial. Usa los mismos bloques de visor de Matlab/Simulink que se utilizan para visualizar
sefiales durante una simulacion que no es de tiempo real.

e Sintonizacion de pardmetros. Se pueden cambiar los pardmetros en linea dentro de las cajas de
didlogo de los bloques.

Las aplicaciones para Real-Time Windows Target incluyen

e Control en tiempo real.

e Hardware en el lazo de la simulacién en tiempo real.

En resumen, Real Time Windows Target es una biblioteca que proporciona una interfaz entre el
usuario y un dispositivo fisico de tiempo real. Para utilizar esta biblioteca se requiere conocimiento
de la tarjeta de interfaz (tarjeta adquisitora) cuya funcion es proporcionar un enlace de hardware en-
tre el dispositivo a controlar y la computadora. La simulacion se pone en modo externo cuando un
dispositivo fisico o externo es el objetivo.

El hardware comprende las tarjetas adquisitoras para convertir sefiales digitales en analégicas antes
de ser aplicadas a la planta fisica, y convertir sefiales analdgicas a digitales. Estas tarjetas tienen que
ser enlazadas mediante Matlab/Simulink a la planta. Real Time Windows Target elimina la necesidad
de escribir tales programas y proporciona un conjunto de generadores de cddigo en C, compiladores y
enlazadores para reducir el esfuerzo de programacion. El usuario simplemente hace la representacion
en bloques del sistema que va a ser controlado y Matlab/Simulink genera el cddigo en C y todo los
codigos interactivos necesarios para enlazar los bloques con el sistema fisico. A esto se le conoce
como TLC o Target Load Compiler (para mas informacion ver [42]).
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A.3.2. Configuracion de Matlab/Simulink en tiempo real

Para utilizar el software Matlab/Simulink y poder trabajar en tiempo real se deben hacer ciertos cam-
bios en la configuracion del programa. Esto se hace a través del menud Simulation/Configuration para-
meters de Simulink y consiste en lo siguiente:

e En la opcién solver seleccionar un algoritmo para la resolucion de ecuaciones diferenciales (se
seleccioné el ODEI Euler) y un tiempo fijo de muestreo de 0.001 segundos (1 ms).

e En el desplegado de Real-Time Workshop seleccionar como archivo destino (farget file) la opcion
Real-Time Windows Target (rtwin.tlc).

A.3.3. Procedimiento de instalacion del RTWT

La instalacion del Real-Time Windows Target, se realiza en el area de trabajo del Matlab, escribiendo:
>> rtwintgt -install
Para verificar las caracteristicas del resultado de la instalacion del kernel, escribir:
>> rtwho

El Real-Time Windows Target requiere de un compilador C que no estd incluido en el software de
Matlab. De no tener instalado algtin compilador C, es necesario instalar uno. Para elegir el compilador
C, de entre los instalados debe escribir en el drea de trabajo:

>> mex -setup

Se debe indicar que se muestre la lista numerada de compiladores instalados y enseguida escoger
el que se deseé, escribiendo el nimero correspondiente. Normalmente se recomienda elegir Microsoft
Visual Studio C/C++.

Para mds informacion sobre Real-Time Windows Target y su instalacion ver [42, 43].
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Apéndice B

Jacobianas usadas en el modelo del robot
Hexapod

B.1. Jacobianas auxiliares

Las siguientes expresiones corresponden a las matrices jacobianas definidas en (5.39), las cuales son
requeridas para calcular la velocidad lineal de la plataforma mévil del robot paralelo Hexapod.

10000 0 0 0
Ji = "Ry,(B1) |ny cos(@y) nycos(gy) 0 0
[nysen(¢y) nysen(¢;) 0 0 O O rep cos(g) 0O O]

=

0 —re,p sen(¢) 0 0| €R™,

o

00 -1 1000 0 0]
J="Rr,(3)|0 0 ny cos(¢y) mycos(¢a) 0 O O —rcp,sen(ghy) O e R¥,

[0 0 mosen(¢) nmysen(¢) 0 O O rc,p,cos(¢y) O]

0000 -1 100 0
J3="Rr,(3:){0 0 0 0 nycos(ds) nscos(@s) 0 0 —rep,sen(gs)| € R™

0 0 0 O m3sen(¢3) nzsen(¢ps) 0 O  reyp, cos(gs) |

donde n; = —%, con r¢.p, y g; definidos en (5.11) y (5.12), respectivamente.

Ademads, las siguientes expresiones corresponden a las jacobianas definidas en (5.40), que son
necesarias para calcular la velocidad angular de la plataforma:

J 2 (J+1J+1J)
x = —J1 Y2 AY3
\V3Lp 2 2

1
J,=— (s -J
y LP( 3 2)
2
JZ: \/gLi (S(rp3—rp2)J1+S(rp] —rp3)J2+S(rp2—rpl)J3)

107



APENDICE B. JACOBIANAS USADAS EN EL MODELO DEL ROBOT HEXAPOD

Sy
1T

RN

donde rp, € R3 es el vector de posicién dado en (5.9).

B.2. Matriz jacobiana R(p)

De acuerdo con (5.44), para calcular la matriz R(p) del robot Hexapod se requiere:

_ Dy Dy D3
yg.p\ ' 1
(T = ) Dy Dy D3 €R3X3,
D3 D3 D3

donde

D1 = (—axs(¢h) — ca8(¢2)c(¢3) + darc(dh2)s8(h3)) (—azs(hs) — c3s(d3)c(ér) + dzc(ds3)s(h1))
D1y = — (=b13(¢2) — c1¢(1)8(92) + di5(h1)c(d2)) (—azs(P3) — c38(¢h3)c(P1) + dsc(d3)s(é1))
D13 = (=bis(¢hr) — c1c(P1)s(¢h2) + di8(d1)c($2)) (=bas(¢h3) — c2¢(h2)s(¢h3) + das(Pr)c(h3))

Dy = (=Das(¢3) — c2c(¢2)s(P3) + das(d2)c(3)) (—b3s(@1) — c3¢(P3)s(¢1) + d3s(h3)c(h1))
Dy = (—ais(¢1) — c18(¢1)c(P2) + dic(¢1)s(¢2)) (—azs(Ps) — c38(P3)c(Pr) + dic(Pz)s(ér))
Dz = = (—a18(¢1) — c18(d1)c(@2) + dic(1)s(¢2)) (=D2s(¢3) — cac(dha)s(@3) + das(é)c(93))
D31 = — (—aas(¢2) — cas(h2)c(@3) + dac(2)s(¢3)) (—=b38(é1) — c3¢(P3)8(é1) + d3s(P3)c(P1))

Dy = (=b3s(¢1) — c3¢(3)s(h1) + d3s(3)c(@1)) (=D18(h2) — c1c(d1)s(92) + dis(ér1)c(é2))
D3z = (—ars(¢r) — c18(P1)c(¢2) + dic(P1)s8(¢2)) (—aas(92) — c28(d2)e(¢3) + dac(d2)s(¢3))
D= (—a18(¢1) — c18(91)c(é2) + dic(P1)s(h2)) (—axs(¢h) — c28(P2)c(@3) + dac($2)s(¢3))

# (—azs(¢3) — ¢38(P3)c(P1) + dsc(P3)s(91)) + (—=b3s(1) — c3c(P3)s(@1) + d3s(P3)c(h))
# (=b18(¢h2) — c1(¢1)s(d2) + dis(d1)c($2)) (—=b2s(@3) — c26(h2)s(¢h3) + das(2)c(¢3))

con s(-) = sin(-), c(-) = cos(-), los coeficientes a;, b;, c;, d; son definidos en (5.23)-(5.26), y el signo (*)

indica la operacion de multiplicacién con la linea precedente. Ademads, es necesaria la matriz

I'nn I'p I's I'g I's T'is

6

=\ Iy I'iyz T I'ys I e R™,
I3 I3y I'sz Iy Izs I3

oy(q.9)
oq

donde

Iy = = V30 (r,c, + 0.5Lg) c(¢1) — 0.5 V3re,p,c(¢2) + mircyp,c(@1)c($) — 2117, p,3(¢01)S(62)

+ (OZSLB - O.SFB2C2 —rIpc t+ zrclpll’ll)

Ty = = V3n, (rgye, + 0.5Lg) c(@1) + 0.5 V3re,p,c(h2) + n17c,p,c(B1)(2) — 2117¢,p,5(¢1)3(2)

+(=0.25Lg + 0.5rp,c, + ra,c, + 2rc,p,11)

Fiz= 0.5V3r¢,p,c(¢1) + V3 (rs,c, — 0.5Lp) c($a) + nore, pc(@a)e(¢r) — 2mare, ps(92)s(¢1)

+(=0.25Lp — 0.5rp,c, — r,c, + 2rc,p,12)
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Iy == 0.5V3r¢,p,c(¢1) + V31, (rp,c, — 0.5Lg) () + nare, p,c(da)c(dr) — 2nare, p,s(62)s(¢1)
+ (025LB + O.SI’Blcl + I'p,c, + 21"@2132112)

I's= 0
I'e= 0
Iy = 0
I'm= 0

F23 = — \/§I’l2 (rB3C3 + OSLB) C(¢2) -0.5 \/§I"C3P3C(¢3) + ner3P3C(¢2)C(¢3) - 2n2rC3P3S(¢2)S(¢3)
+ (OZSLB - 0.57'33C3 —I'pc, + 27’@21)2”2)

Iy = = V3, (e, + 0.5L) () + 0.5 V3re,p,c($3) + nareypyc(@2)c(h3) — 2127y pys(92)8(¢h3)
+(=0.25Lg + 0.5rp,¢, + rayc, + 2rc,py12)

Tas = 0.5V3re,p,c(¢2) + V313 (rg,c, — 0.5Lg) c($3) + n3rc,p,c(@3)c(¢2) — 2n37c,p,5($3)s(¢h2)
+(=0.25Lp — 0.5rp,c, — risc, + 2rc,pin)
a6 = = 0.5V3re,p,¢(¢2) + V313 (ra,c, — 0.5L5) c(¢h3) + m37c,p,c($3)c(B2) — 2n57¢,p,5(63)8(62)

+ (025LB + 0-51’3202 + I'pyc; t+ 2I’C3P3l’l3)

0.5 V3re,p,c($3) + V3ny (rpyc, = 0.5L5) c(d1) + nireyp e(d1)e(d3) — 2017 c,p,S(1)s(3)
+(=0.25Lp — 0.5rp,c; — ra,c, + 2rc,p11)

'3y = = 0.5V3re,p,c(¢3) + V3ny (rpe, — 0.5Lg) (1) + mirc,p,c(@1)e(¢3) — 211 7c,p,8(¢01)8(¢3)
+(0.25Lg + 0.5rp,c, + rg,c, + 2rc,p,n1)

I's;= 0

Iy, = 0

Tss = = V3n3 (rg,c, + 0.5Lg) c(¢3) = 0.5 V3r, p,c($h1) + narc, p,c($3)c(¢1) = 2n3rc,p,5(3)s(¢1)
+(0.25Lg — 0.5rp,¢, — rpsc; + 2rcyp,n3)

36 = = V3n3 (rg,c, + 0.5Lg) c($3) + 0.5 V3re,p,c(é1) + n3re,pyc(@3)c(d1) — 2n37c, p,3(¢93)8(¢1)
+(=0.25Lg + 0.5rp,¢, + Ipyc, + 2rc,pin3)

o
@
I

q0t41 — q92+4q3 — qatgs . :
—ep = —p yn; = Tt TBC y r¢,p, se dan (5.10) y (5.11), respectivamente.

conn| =
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Apéndice C

Calculo de las matrices R(p) y S (p)

Para definir completamente la configuracién de un robot paralelo es comin emplear un conjunto de
coordenadas generalizadas no minimas (o dependientes). En los dos mecanismos estudiados en esta
tesis se involucré dentro del conjunto de coordenadas no minimas a las variables asociadas a las
articulaciones actuadas, es decir, a las coordenadas articulares activas ¢ € R”, y a un conjunto adicional
de variables que se denomino ¢, y que puede ser el conjunto de coordenadas articulares pasivas B € R¥,
o bien, otro conjunto de variables que faciliten el andlisis de la configuracion del sistema.

En forma general, consideremos el siguiente vector de coordenadas generalizadas no minimas:

o= cR". (C.1)

y deberian existir r restricciones holondmicas independientes entre los elementos de p. Asi pues, para
un robot paralelo con un conjunto de coordenadas generalizadas no minimas {p1, 2, ...,0n}, las r
restricciones holonémicas de la forma y;(01,02,...,0m), coni = 1,2,...,r, pueden ser agrupadas en
un vector dado por

y(p) =0 € R". (C.2)

Tomando la derivada temporal de (C.2) se obtiene

0
Hp.p) = g—p(‘”p - D(p)p = 0, ©3)

donde D(p) € R™ es el jacobiano del vector de restricciones. Nétese que de acuerdo al vector (C.1)
la expresion anterior puede ser calculada de la siguiente manera:

. Oy(p) . dy(p), [ oy(p) dy(p) ] q
,P) = + =| —/— =0; (C4)

v(p.p ag 1" "ap ? g || 4

por consiguiente
dy(p) Oy(p)
D _ | 2 22 rXm )
®) [ dqg 0 ] - (€
Ahora bien, recuérdese que la matriz R(p) € R™" satisface:

P = R(p)q, (C.6)
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¢ Jr(p)

donde I € R™" es la matriz identidad. Por lo tanto, es necesario calcular la matriz Jgz(p) € R™" que
relaciona el vector de velocidades articulares activas (¢ € R") con las velocidades de las articulaciones
pasivas (¢ € R"). A lo mencionado, es posible resolver para ¢ de (C.4) y obtener

o en la forma

q, (C.7)

() )
Jr(p)
y la matriz R(p) queda expresada como sigue:
[ 1
R(p) = = P 15 e R™", (C9
| (2] 7

El espacio columna de la matriz R(p) se encuentra en el espacio nulo de D(p), es decir, se debe
cumplir la condicién

D(p)R(p) = O € R™", (C.10)
o equivalentemente,
R"(p)D” (p) = O e R™. (C.11)

La condicién dada por (C.10) se comprueba como se muestra a continuacion:

1
| 9r(p) dy(p)
D(p)R(p)_[ dg  O¢ ] _(37(/)))_1 oy (p)
¢ dq
_ o), o) (ay(m)‘l 3y (p)
Y op \ O¢ dq
I

— 0 c Rrxn

_ o), Oy
= I1-1
oq oq
Y considerando la propiedad del producto usual de dos matrices A y B, donde (AB)! = BTAT,
entonces (C.11) se demuestra de la siguiente manera:

1 . 6’7(p))T
dy(p)\ oy(p) dq
R (p)D” (p) = -
L) [1 {( a¢) aq}] ay(p))T
o¢
_ ,(ﬁy(p))T i (87(/)))T (ay(p) ) (ay<p>)T
B o0q o0q 0 0¢
I
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T T
_ I(ﬁy(p)) _(6700)) [20cr™
oq 0q
Por otra parte, la matriz S (p) € R™ satisface la siguiente expresion
p=Sp)x (C.12)
o bien,
. J_l
I (C13)
¢ Js(p)

donde ) corresponde a la derivada temporal del vector de coordenadas generalizadas operacionales
T
X = [pT ¢T] e Ry Ju(p) = Q) es el jacobiano analitico de la relacion cinematica directa

oq
de velocidad, es decir,
X =Jalp)q (C.14)
Y a partir de (C.14) es facil obtener la relacién cinematica inversa de velocidad, esto es,
¢=Ji'P)x (C.15)

oh(q)\™" ) . .
con J;l(p) = % e R™, Ademads, es necesario calcular la matriz Jg(p) € R™ con la cual se

obtiene, a partir de y, la derivada respecto al tiempo del vector de coordenadas articulares pasivas
(¢ € R"). Para esto ultimo, se sustituye (C.15) en la expresion (C.8), dando como resultado

: dy(p)\ " (o oh(g)\™'
) ()]
Js(p)
y la matriz S (p) se expresa como sigue:
(ah<q>)‘1
—1 e
dq x
Sp=|"" R™, C.17
D _(ayoo))‘] dy(p) (ah(cp)‘] 40
¢ dq dq

El espacio columna de la matriz S (p) se encuentra en el espacio nulo de D(p); entonces, se debe
cumplir la condicién

D(p)S(p) = O € R™, (C.18)
o equivalentemente,
ST(p)D"(p) = O e R™. (C.19)
La condicién (C.18) se comprueba de la siguiente forma
)
dy(p) dy(p) 0
Do) = [ s ] ) (ay(m)‘l (aqy(m) (ahw))*
0 dq dq
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_ dy(p) ah(qr))‘1 o) (67(10))_1 (amo)) (amq))‘1

dq dq op \ O 0q oq

1
_dy(p) (o) (9v(p)\[(Oh(9)\ " o
=g W) "(W)(W) =OeR™

()

Para el caso de la condicién (C.19), considerando las propiedades (A7) = (A™)T y (AB)T =
dq

T

(87(;0))

BTAT se llega a
(amq))‘l b (aﬂp))‘l(ay(p))(ahm))‘l '
oq o oq oq
¢
. (ah(cn)T _l(ayoo))T_ (ah<q>)T -1(87(,)))T (ﬁy(p))T _1(ay<p>)T
|\ aq dq dq oq 0P o¢
1
[(on@\' " (or\" [(on@\') (v
_{( dq )} ( dq ) _{( dq ) ( dq ) f=0ek

C.1. Mecanismo de cinco barras

ST(p)D" (p) =

Al principio, del anélisis cinemadtico de velocidad del M5B se obtuvo la relacién

X =Jalp)q

que corresponde al modelo cinematico directo de velocidad del mecanismo y, en el cual, J4(p) € R**?
es la matriz jacobiana analitica expresada de la siguiente manera:

1.40) i [l rme(qr) = (o + X)s(q1)) Vm — 135(g2))] 1[I (Yme(q2) + (o = x)s(q2)) (1LiS(q1) = Ym)]
A =

ri [l (o = X + 13e(q2) Ome(qr) — (o + X)s(g1)] 11 [ (Lo + X — Lic(q1)) (@) + (o — Xm)s(g2))]
donde

1
(o = X + 136(g2)) Om = 1i8(q1) + (o + X, — 116(q1)) O — 135(¢2))

Y la inversa de la matriz jacobiana es

r

Xm — Lic(qr) + Iy ym — lLis(q1)

I ) = Lyme(qr) — Li(lo + xu)s(q1)  Liyme(qr) — Li(lo + xp)8(q1) e R¥?,
Xm — 13¢(q2) — Iy Ym — 138(q2)

»l3ymC((]2) + L(lo — xm)s(q2)  Lymc(g2) + L1y — Xm)S(q2)
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con s(-) = sin(-) y c(-) = cos(-). Sin embargo, es ficil demostrar que al sustituir las ecuaciones de
restricciéon

Xm = lLic(q1) + Le(gy + Br) — lo,
Ym = Lis(q1) + Ls(q + B1)

!,y las ecuaciones

en las funciones elemento J;' y J;
An A

Xm = 13¢(q2) + lsc(qr + B2) + lo,
Ym = 138(q2) + 148(q2 + B2)
en los elementos J;zll y J‘zlz, se obtiene la matriz

c(gr +B1) s(q1 +pB1)
-l lis(B1) lis(B1) -
= € R,

lcga+ B slgr+B2)
138(B2) 135(B2)

Ademads, de acuerdo a las restricciones holondmicas calculadas para este sistema se tiene

oh
o= (%)

(By(p)) | —Wis(gy) + bs(gr +B1)  35(q2) + las(q2 + ) c g2
0q Lic(g) + be(gr + 1) —(Ize(qr) + Lse(gr + B2))
(3?’()0)) | —hs(qi + 1) Las(qx +B2) c g2
B Le(gr +B1)  —lsc(qr + Bo)
Por lo tanto, a partir de (C.9) y (C.17) se llega a las matrices
' | 0
0 1
1
R(p) = } =hs(qx +Br—q1) — bs(qi — g2+ B1 — B2) _ 138(B2) € R,
Jr ls(qy — g2 + B — B2) Ls(qy — g2 + B — B2)
l1s(B1) _I38(g1 + 81— q2) + 14ss(g1 — g2 + B1 — )
lss(q1 — q2 + B1 — B2) l4s(q1 — g2 + B1 — B2)
c(q1 + 1) s(q1 +B1)
Lis(B1) Lis(B1)
. c(qz + ) s(q> + B2)
S(p) = Ty _ 38(B2) 138(B2) c R
T _helgr +B) +lic(g)  bLs(qi +B1) + Lis(g)
LiLs(By) Lis(By)
(g2 + Bo) + I5e(qn)  Las(qa + B2) + 135(q2)
L14s(B,) 13148(B2)
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“La libertad, Sancho, es uno de lo mds
preciosos dones que a los hombres dieron
los cielos; con ella no pueden igualarse
los tesoros que encierran la tierra y el
mar: por la libertad, asi como por la
honra, se puede y debe aventurar la
vida, y por el contrario, el cautiverio es el

mayor mal que puede venir a los
hombres.”

— Miguel de Cervantes Saavedra
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