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“Diseño de Control Robusto para Robots Móviles Diferenciales”

Edgar Alejandro Martínez Contreras

Resumen
Este trabajo aborda el problema del diseño de un controlador robusto para el seguimiento de
trayectorias de un Robot Móvil tipo Diferencial (RMD) a partir de su modelo cinemático, con-
siderando que éste se ve afectado por cierta clase de perturbaciones. El control propuesto se
diseña a partir del enfoque de Control por Modos-Deslizantes (CMD) y del Método del Elipsoi-
de Atractivo (MEA). Para determinar la estabilidad del sistema, se utilizan herramientas como
estabilidad entrada-estado, teoría de Lyapunov y Funciones de Lyapunov tipo Barrera (FLB) así
como también se proponen Desigualdades Lineales Matriciales (DLM) para la selección de las
ganancias de diseño. Finalmente, las simulaciones numéricas y los resultados experimentales
demuestran el desempeño de la estrategia de control propuesta.

Palabras Clave: Control Robusto, Seguimiento, Robots Móviles, Robot Diferencial.

“Robust Control Design for Differential Mobile Robots”

Edgar Alejandro Martínez Contreras

Abstract
This work addresses the problem of designing a trajectory tracking robust control for a Dif-
ferential Mobile Robot (RMD for its acronym in spanish of Robot Móvil tipo Diferencial) by
using the kinematic model and considering that it is affected by a certain class of disturbances.
The proposed control is designed based on the Sliding Mode Control (CMD for its acronym in
spanish of Control por Modos-Deslizantes) and the Attractive Ellipsoid Method (MEA for its
acronym in spanish of Método del Elipsoide Atractivo) approach. In order to determine the sta-
bility of the system, tools such as input-state stability, Lyapunov theory and Lyapunov Barrier
Functions (FLB for its acronym in spanish of Funciones de Lyapunov tipo Barrera) are used, as
well as Linear Matrix Inequalities (DLM for its acronym in spanish of Desigualdades Lineales
Matriciales) are proposed for the selection of the design gains. Finally, numerical simulations
and experimental results demonstrate the performance of the proposed control.

Keywords: Robust Control, Tracking, Mobile Robots, Differential Robot.
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Capítulo 1

Introducción

Resumen. En la primera parte de este Capítulo se presenta la motivación que se tuvo para
la realización de este trabajo. Posteriormente se presenta el planteamiento del problema y se
describe el modelo cinemático del robot móvil tipo diferencial así como el estado del arte.
Finalmente, se menciona la contribución de este trabajo, presentando la producción científica
y la manera en cómo está estructurada la tesis.

1.1. Motivación

El estudio y el diseño de control para Robots Móviles con Ruedas (RMR) ha llamado bas-
tante la atención durante las últimas décadas. Tal interés se debe principalmente al incremento
exponencial de sus aplicaciones debido a su versatilidad, simplicidad de operación y su tamaño
reducido. Algunas de las principales aplicaciones (ver Fig. 1.1) para RMR son:

En el área industrial, e.g. tareas cooperativas con el humano.

Para uso militar, e.g. para desactivar posibles artefactos explosivos.

Exploración, e.g. algunos robots exploradores como el Curiosity de la NASA son utiliza-
dos para estudiar el entorno de otros planetas.

Mapeo, e.g. introducir un RMR a un edificio para realizar un mapeo del lugar o área.

Asistencia en lugares peligrosos para el humano, e.g. entrar a lugares en donde exista
algún peligro de explosión.
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Transporte de cargas, e.g. para mover-transportar cargas pesadas donde el humano no
podría moverlas por él mismo.

Limpieza, e.g. existen robots que se utilizan en el hogar para limpieza de algunas áreas.

Por tal motivo en estos últimos años se han realizado diversas investigaciones que permitan un
mejor desempeño de los RMR en un ambiente de trabajo.

Para los RMR el problema de seguimiento, coordinación de movimiento, y evasión de obs-
táculos son tres de los campos de investigación más extensos en el área de robótica y en sistemas
de control. Debido a que los RMR pueden desempeñar sus actividades en ambientes no contro-
lados, es necesario diseñar algoritmos de control robusto, es decir, que el robot pueda realizar
la tarea de seguimiento o regulación bajo perturbaciones o incertidumbres que puedan existir
en el sistema. Dichas perturbaciones o incertidumbres siempre existen en los sistemas debido a
que en la mayoría de las veces, los modelos matemáticos no son determinados con exactitud, es
decir, se omiten algunos parámetros. Además de esto, pueden existir fuerzas externas en su am-
biente o área de trabajo como, superficies irregulares, colisión con otros vehículos, derrape en
las llantas, ruido en las mediciones de los sensores internos del robot, etc. Es por tal motivo que
es necesario diseñar controladores robustos de forma que sean insensibles ante perturbaciones
o incertidumbres.

Fig. 1.1: Aplicaciones de Robots Móviles con Ruedas
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1.2. Planteamiento del Problema

Considere el modelo cinemático perturbado de un Robot Móvil tipo Diferencial (RMD) (ver
Fig.1.2):

ẋ = v cos(θ)(1 + d1(t)), (1.1a)
ẏ = v sen(θ)(1 + d1(t)), (1.1b)

θ̇ = w(1 + d2(t)), (1.1c)

donde x, y ∈ R corresponden a la posición del punto medio del eje de las ruedas del RMD,
θ ∈ R es el ángulo de orientación medido con respecto al eje X , mientras que v, w ∈ R son
las velocidades lineal y angular, respectivamente, las cuales representan las entradas de control.
Los términos d1 y d2 representan perturbaciones que provienen del tiempo de asentamiento del
control interno del robot, el cual convierte los comandos de velocidad que recibe el robot a
corriente o voltaje, que necesitan los motores para accionar las ruedas. Se asume que dichas
perturbaciones están acotadas por: −1 < dmı́n ≤ di ≤ dmáx, para i = 1, 2; donde la restricción
dmı́n > −1 asegura que la perturbación no cause un cambio de signo en v.

Fig. 1.2: Robot Móvil Diferencial

Note que el sistema es subactuado y satisface la siguiente restricción no holónoma

ẋ senθ − ẏ cos θ = 0.

Esto significa que la componente de velocidad, perpendicular a la dirección de las ruedas,
es cero, es decir, si se desea que el robot se mueva en una dirección perpendicular al de la
velocidad lineal, éste no podrá debido a la arquitectura del sistema. Para resolver ese problema,
el robot deberá primero girar en su propio eje, para después moverse en dirección lineal o con
una combinación de ambas velocidades lineal y angular.
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1.3. Estado del Arte

El seguimiento de trayectorias para robots móviles ha sido de gran interés en las últimas
décadas. Como se ha mencionado anteriormente, las aplicaciones son diversas. En [1], se rea-
liza un mapeo en un área para generar un plan de navegación, en [2] se desarrolla un control
difuso para RMR en el que el robot se desplaza para evadir obstáculos. En [3] se habla de la
detección de gases inflamables con ayuda de un RMR en lugares peligrosos para el humano.
En [4], los autores presentan el diseño de una metodología para crear robots cooperativos ca-
paces de transportar cargas; la estrategia se basa en sostener una carga entre un conjunto de
robots móviles llamados m-bots, los cuales cuentan con un mecanismo montado en cada robot,
la estrategia propuesta permite levantar algún objeto para moverlo después hacia algún lugar de
destino. En [5], los autores realizan planificación de trayectorias para un RMR por medio de
etiquetas de Identificación por Radio Frecuencia (RFID), en donde el robot cuenta con sensores
internos que sirven para localizar y escanear la etiqueta RFID, a partir de lo anterior, se aplica
un algoritmo para moverse en interiores. En [6], se predice el consumo de energía necesaria
para la planificación de movimiento en línea sobre un terreno deformable. En estos ejemplos se
han utilizado algoritmos o técnicas de control para resolver problemas de seguimiento en robots
móviles con ruedas a pesar de contar con restricciones no holónomas. En el mismo contexto,
en [7] se realiza un control adaptable para seguimiento de trayectorias en robots con restric-
ciones no holónomas desconocidas, aplicando la teoría de estabilidad de Lyapunov. En [8], se
realiza el seguimiento utilizando linealizacion por realimentación de estados y backstepping al
modelo cinemático y dinámico del robot. Un control difuso basado en algoritmos genéticos es
propuesto en [9], en donde se diseña un control para las velocidades de las ruedas de un RMD.

Debido a que los RMR van a operar en ambientes no controlados, el controlador utilizado
debe contar con cierta robustez que permita a los RMRs realizar sus actividades aún en la pre-
sencia de perturbaciones o incertidumbres. Los RMRs pueden encontrarse con dificultades de
desplazamiento en su área de trabajo como superficies irregulares, derrape de llantas, colisiones,
inercias, etc. Dichos problemas, son tomados como perturbaciones del sistema, donde para re-
solverlo, es necesario diseñar algoritmos de control robusto, es decir, si el RMR realiza una tarea
de seguimiento, entonces que lo haga con un buen desempeño a pesar de la presencia de per-
turbaciones. Sin embargo, diversas investigaciones no consideran incertidumbres o dinámicas
no modeladas. Un ejemplo para compensarlas se encuentra en [10], en donde se implementa
un observador para estimar las perturbaciones desconocidas y así poder compensarlas con el
controlador diseñado. Otro enfoque particular para el diseño de control robusto es la técnica por
modos deslizantes, la cual tiene propiedades de robustez e insensibilidad ante perturbaciones
acotadas como se menciona en [11, 12]. En la literatura existen trabajos donde se diseñan con-
troladores por modos deslizantes para robots móviles. Por ejemplo, en [13] diseñan un control
por modos deslizantes, el cual agrega una parte integral al control para eliminar el error de es-
tado estable y para rechazar perturbaciones en un RMD. En [14] se diseñan dos controladores
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por modos deslizantes (posición y orientación) con el fin de estabilizar asintóticamente el error
en una región alrededor del origen utilizando coordenadas polares. En [15] se diseña un control
terminal singular y un control difuso para un RMD, donde el objetivo de ambos algoritmos es el
de llevar los errores de posición y velocidad a cero en tiempo finito. En [16] se resuelve el pro-
blema de seguimiento con restricciones de saturación en las velocidades del robot por la técnica
de backstepping y el principio de invariancia de LaSalle. En [17] se diseña un método de con-
trol continuo en tiempo finito para seguimiento de trayectorias, además se utiliza un observador
de perturbaciones y un compensador adaptable, el cual se diseña para cooperar con el control
de seguimiento para evitar las incertidumbres en el sistema. En [18] se diseña una superficie
de deslizamiento con una aproximación del ángulo, con el objetivo de resolver un problema de
restricción que se encuentra en la superficie, se utiliza la teoría de Lyapunov para probar con-
vergencia a cero de los errores de posición con perturbaciones acotadas. En [19] se diseña un
controlador por modos deslizantes para seguimiento de trayectorias en donde existe ruido en las
mediciones de los sensores, perturbaciones por fricciones e incertidumbres en el modelo para
el seguimiento de velocidad, además de que se agrega un controlador con ganancias ajustables
para minimizar el efecto de las perturbaciones, se utiliza también la teoría de Lyapunov para
probar estabilidad. El problema de seguimiento y estabilización para RMR no-holónomos ha si-
do previamente tratado en la literatura, a menudo en un escenario sin obstáculos y con diferentes
enfoques. El método del campo potencial es uno de ellos (ver, e.g. [20] y [21]). Este método
fue desarrollado originalmente para manipuladores, pero ha sido modificado para llevar a los
RMRs a lo largo de un campo potencial cuyo mínimo está en el objetivo y en el que cada obs-
táculo genera una fuerza repelente adicional que aleja al robot de él. En este contexto, en [22],
el método de campo potencial se aplica para llevar a un sistema multi-agente, compuestos por
RMRs, con el fin de evitar los mínimos locales aplicando técnicas de control PI. Recientemente,
en [23] un nuevo método para evadir el mínimo local es propuesto basado en una modificación
del método del campo potencial y en propiedades de estabilidad entrada-estado estable. En [24],
se propone un control supervisor de conmutación para evasión de obstáculos en tiempo-finito
para RMRs sujeto a perturbaciones aditivas. En [25], se diseña un control de seguimiento para
RMRs por eventos desencadenados con el fin de ahorrar recursos de comunicación y reducir el
riesgo de pérdidas de paquetes y retrasos en las transmisiones. En [26], se diseñan dos esquemas
de control predictivo robusto para resolver el problema de seguimiento en RMRs. Se asume que
el punto a controlar se encuentra a una distancia perpendicular al eje de las ruedas, conside-
rando perturbaciones que actúan solo en la velocidad lineal, mientras que no toman en cuenta
las perturbaciones que actúan sobre la velocidad angular. En [27], se propone una estrategia de
control en tiempo finito para seguimiento de un RMD utilizando el modelo dinámico y tomando
como entradas de control los torques de los motores. Además, un observador de perturbaciones
es diseñado para tratar con las incertidumbres del sistema. Sin embargo, el punto a controlar es
diferente del punto medio del eje de las ruedas. En el mismo contexto, en [28], un CMD inte-
gral combinado con un control por realimentación no lineal variante en el tiempo es propuesto
para seguimiento de RMD sujeto a incertidumbres dependientes del estado. En [29], consideran
efectos de perturbaciones en las ruedas de robots móviles, además, para resolver el problema de
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seguimiento, propone un enfoque de control adaptable con realimentación de la salida. En [30],
se proponen dos leyes de control dinámico para realizar el seguimiento de las trayectorias de
RMD en presencia de una cierta clase de perturbaciones en la entrada. En [31], se diseñan com-
pensadores para atenuar los efectos de perturbaciones que afectan a RMD durante la tarea de
seguimiento. Vale la pena mencionar que la mayoría de los trabajos previamente mencionados
no consideran perturbaciones en las ecuaciones del modelo cinemático y la mayoría de ellos
únicamente presentan simulaciones numéricas.

En este sentido, es necesario diseñar estrategias de control robusto para tratar posibles per-
turbaciones que afectan a los RMD. Entre esas técnicas de control robusto, se encuentra el
enfoque de MEA [32], el cual está basado en teoría de Lyapunov y cuyas principales venta-
jas son: su efectividad al tratar con perturbaciones desacopladas y no desvanecientes, su al-
ta relación costo-eficiencia computacional comparada con otros métodos robustos como redes
neuronales, y control predictivo, y su facilidad al momento de implementarlo. Algunos de los
desarrollos más recientes de este enfoque están relacionados con aplicaciones de sistemas cuan-
tificados [33], control por saturación [34] y sistemas con restricciones en los estados [35]. En
este sentido, la FLB está constituida en una solución adicional para estabilizar sistemas con
restricciones en los estados y entradas saturadas. La idea principal que respalda el enfoque de
una FLB es que la función de Lyapunov tiende a infinito cuando las trayectorias del sistema
se aproximan a las barreras de la FLB [36]. El enfoque de una FLB ha resuelto el diseño del
control para sistemas no lineales representados en una forma estricta (similar a Brunovsky) [37]
y también se ha ampliado para resolver problemas de diseño de control adaptable, control di-
fuso [38], redes neuronales dinámicas [39], entre otros [40]. Recientemente, en [41] se estudia
el problema de saturación en las entradas y restricciones en los estados para sistemas lineales
variantes en el tiempo.

Por lo tanto, algunas dificultades que surgen para el seguimiento de trayectorias para RMD
son el resolver el problema de seguimiento ante perturbaciones o incertidumbres, además, debi-
do a que es un sistema subactuado, no resulta una tarea fácil el diseñar una estrategia de control
robusta.

1.4. Contribución

Motivado por las dificultades mencionadas en el diseño de control para resolver la tarea de
seguimiento de trayectorias para RMD, esta tesis contribuye con una estrategia de control de
seguimiento robusto para RMD ante perturbaciones. La estrategia propuesta está basada en dos
técnicas de diseño de control robusto, i.e. CMD y MEA, utilizando el modelo cinemático. El
control del ángulo del robot es diseñado por medio de algoritmos de CMD-Continuo, mientras
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que el control de posición es diseñado por medio del MEA basado en un enfoque de una FLB.
La estabilidad de la dinámica del error de seguimiento se garantiza por medio de la teoría de
Lyapunov. Con el fin de validar la estrategia propuesta, algunas simulaciones y pruebas experi-
mentales son presentadas.

1.4.1. Producción Científica

Artículos de Revista JCR Sometidos

E. A. Martínez, H. Ríos, M. Mera and J. González-Sierra, “Robust Tracking Control
Design for Unicycle Mobile Robots with Input Saturation”. Sometido en IET Control
Theory & Applications 2019.

Artículos de Congreso Internacional Sometidos

E. A. Martínez, H. Ríos, M. Mera and J. González-Sierra, “A Robust Tracking Con-
trol for Unicycle Mobile Robots: An Attractive Ellipsoid Approach”. Aceptado en IEEE
Conference on Decision and Control 2019.

Artículos de Congreso Nacional Sometidos

E. A. Martínez, H. Ríos, M. Mera y J. González-Sierra, “Control de Seguimiento Robusto
para Robots Móviles Uniciclo con Entrada Saturada”. Sometido en Congreso Nacional
de Control Automático 2019.

1.5. Estructura de la Tesis

El Capítulo 2 muestra los preliminares del trabajo, donde se presentan algunas definiciones
como estabilidad entrada-estado, región de atracción, FLB y elipsoide atractivo. En el Capítulo
3 se diseña una estrategia de control para el seguimiento de un RMD, tal estrategia se diseña
a partir de la teoría de Lyapunov. Posteriormente, se diseña una estrategia de control robusto
con entradas saturadas con un enfoque de una FLB y del MEA con entradas saturadas. En el
Capítulo 4 se presentan los resultados de simulación con y sin saturaciones en las entradas de
control. Además, resultados experimentales son mostrados en el Capítulo 5. Finalmente en el
Capítulo 6 se presentan las conclusiones de este trabajo.
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Capítulo 2

Preliminares

Resumen. En este Capítulo se mencionan algunos preliminares matemáticos, por ejemplo, fun-
ciones clase K, K∞ y KL, la definición de Entrada-Estado Estable, así como definiciones de
tipos de estabilidad, región de atracción o zona de atracción, una FLB y MEA.

Notación. Sea R+ = {x ∈ R : x > 0} el conjunto de todos los números reales positivos,
R− = {x ∈ R : x < 0} el conjunto de todos los números reales negativos y R≥0 = {x ∈
R : x ≥ 0} el conjunto de todos los números reales positivos incluyendo el cero; una secuencia
de enteros 1,...,n es definida como 1, n; | · | define el valor absoluto en R, || · || denota la norma
Euclidiana de un vector en Rn; para una función Lebesgue medible d : R≥0 → Rm, se define
||d||[t0,t1) = ess supt∈[t0,t1)||d (t) ||, entonces ||d||∞ = ||d||[0,+∞) y el conjunto de funciones d(t)
con la propiedad ||d||∞ < +∞ es representado por L∞; y LD = {d ∈ L∞ : ||d||∞ ≤ D},
para cualquier D > 0. Sea la función dacγ := |a|γsign(a), para cualquier a ∈ R y γ ∈ R≥0.
El conjunto Ex(P ) := {x ∈ Rn | xTPx ≤ 1} es un elipsoide caracterizado por una matriz
0 < P T = P ∈ Rn×n. Además, sea ||ξ||Ex

:= ı́nf
χ∈Ex

||ξ − χ|| la distancia de cualquier punto

ξ ∈ Rn al conjunto Ex.

Definición 1. [42]. Una función continua α : [0, a)→ [0,∞) pertenece a la clase K si ésta es
estrictamente creciente y α(0) = 0. La función pertenece a la clase K∞ si a =∞ y α(r)→∞
cuando r →∞.

Definición 2. [42]. Una función continua β : [0, a) × [0,∞) → [0,∞) pertenece a la clase
KL si, para cada punto fijo s, el mapeo β(r, s) pertenece a la clase K con respecto a r y, para
cada punto fijo r, el mapeo β(r, s) decrece con respecto a s, y β(r, s)→ 0 cuando s→∞.

Considere el sistema

ẋ = f(t, x, u), (2.1)

8



donde f : [0,∞) × Rn × Rm es continua a tramos en t y localmente Lipschitz en x y u. La
entrada u(t) es una función continua a tramos y acotada en t para todo t ≥ 0.

Definición 3. [42]. El sistema (2.1) se dice Entrada-Estado Estable (EEE), si existe una función
β ∈ KL y una función γ ∈ K tal que para cualquier estado inicial x(t0) y para cualquier
entrada acotada u(t), la solución x(t) existe para todo t ≥ t0 y satisface

∥∥x(t)
∥∥ ≤ β

(∥∥x(t0)
∥∥ , t− t0)+ γ

(
sup
t0≤τ≤t

∥∥u(τ)
∥∥) . (2.2)

La desigualdad (2.2) garantiza que para cualquier entrada acotada u(t), el estado x(t) estará
acotado. Además, mientras el tiempo transcurre, el estado x(t) estará últimamente acotado por
la función γ.

Teorema 1. [42]. Sea V : [0,∞)× Rn → R una función continuamente diferenciable tal que

α1(‖x‖) ≤ V (t, x) ≤ α2(‖x‖), (2.3)

∂V

∂t
+
∂V

∂x
f(t, x, u) ≤ −W3(x), ∀‖x‖ ≥ ρ(‖u‖) > 0, (2.4)

∀(t, x, u) ∈ [0,∞) × Rn × Rm, donde α1, α2 ∈ K∞, ρ ∈ K y W3(x) es una función continua
definida positiva en Rn. Entonces el sistema (2.1) es EEE con respecto a u.

Sea Ω una vecindad abierta del origen en Rn, donde 0 ∈ Ω.

Definición 4. [42, 43]. En estado estable, x=0, el sistema (2.1) se dice que es:

a) Uniformemente Estable (UE) si para cualquier ε > 0 existe δ(ε) tal que para cualquier
x0 ∈ Ω, si‖x0‖ ≤ δ(ε) entonces

∥∥x(t, t0, x0)
∥∥ ≤ ε para todo t ≥ t0, para cualquier t0 ∈ R;

b) Uniformemente Exponencialmente Estable (UEE) si es UE y exponencialmente convergente
desde Ω, i.e. para cualquier x0 ∈ Ω existe k, γ > 0 tal que

∥∥x(t, t0, x0)
∥∥ ≤ k‖x0‖ e−γ(t−t0)

para todo t ≥ t0, para cualquier t0 ∈ R;

c) Uniformemente Estable en Tiempo Finito (UETF) si es UE y converge en tiempo finito
desde Ω, i.e. para cualquier x0 ∈ Ω existe 0 ≤ Tx0 < +∞ tal que x(t, t0, x0) = 0 para
todo t ≥ t0 + Tx0 , para cualquier t0 ∈ R. La función T0(x0) = ı́nf{Tx0 ≥ 0 : x(t, t0, x0) =
0 ∀t ≥ t0 + Tx0} se conoce como tiempo de establecimiento del sistema (2.1).
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Si Ω = Rn, entonces x = 0 se dice que es globalmente UE (GUE), UEE (GUEE), o UETF
(GUETF), respectivamente.

Definición 5. La Región de Atracción o Zona de Atracción es el conjunto de todas las condi-
ciones iniciales x0 ∈ Rn que llevan a una trayectoria controlada x(t, t0, x0) asintóticamente al
origen, i.e. , RA := {x0 ∈ Rn | x(t, t0, x0)→ 0}.

La siguiente definición describe el concepto de una Función Barrera de Lyapunov (FLB).

Definición 6. [34]. Sea el conjunto D ⊂ Rn un conjunto abierto con frontera ∂D y V : D →
R+ una función continua en Rn. Tal función V es una FLB si es definida positiva, continuamente
diferenciable en D , V (x) ≤ b, para todo t ≥ 0, b ∈ R+ y para cualquier x0 ∈ D; y tal que

ĺım
x→∂D−

V (x)→∞,

donde ∂D− es la frontera del conjunto D desde adentro. Si V̇ ≤ 0 y x0 ∈ D , entonces
b = V (x0) y cualquier trayectoria estará acotada dentro de D . Sin embargo, es deseable que las
trayectorias converjan a una pequeña vecindad del origen. En este sentido, la siguiente defini-
ción caracteriza esa región mínima.

Definición 7. [32]. El conjunto Ex es un elipsoide asintóticamente atractivo para el sistema
(2.1) si

∥∥x(t, t0, x0)
∥∥

E
→ 0 cuando t→∞, para cualquier x0 ∈ Rn y cualquier t0 ∈ R.
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Capítulo 3

Diseño de Control Robusto

Resumen. En este Capítulo se diseña una estrategia de control para el seguimiento de trayecto-
rias ante perturbaciones. Dicha estrategia se diseñan a partir de una representación del modelo
cinemático del RMD. Para probar la convergencia del error de seguimiento, se presenta el aná-
lisis de estabilidad utilizando las herramientas de teoría de Lyapunov y EEE. Posteriormente,
para el seguimiento robusto, se proponen dos técnicas de control robusto, i.e. CMD-Continuo y
el MEA. El control de posición es diseñado por el MEA, mientras que para el control del ángulo
se utilizan algoritmos de CMD-Continuo.

3.1. Modelo Cinemático

Considere un Robot Móvil tipo Diferencial. El modelo cinemático está dado por

ẋ = v cos(θ)(1 + d1(t)), (3.1a)
ẏ = v sen(θ)(1 + d1(t)), (3.1b)

θ̇ = ω(1 + d2(t)). (3.1c)

A partir del modelo cinemático dado, se hace un cambio de variables, donde

x0 : = x,

x1 : = y,

x2 : = tan(θ),

u0 : = v cos(θ),

u1 : = w sec2(θ),

d̄1 : = v cos(θ)d1,

d̄2 : = v sen(θ)d1,

d̄3 : = w sec2(θ)d2.
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Por lo tanto, su dinámica está dada por:

ẋ0 = u0 + d̄1, (3.2a)
ẋ1 = u0x2 + d̄2, (3.2b)
ẋ2 = u1 + d̄3. (3.2c)

El objetivo ahora es diseñar una estrategia de control a partir de una representación del
modelo cinemático de un RMD dado en (3.2). En las siguientes secciones, se diseñan dos estra-
tegias de control (sin y con saturación).

3.2. Seguimiento Robusto sin Saturación

Defina el error de seguimiento como

e0 := x0 − xd, ē0 :=

∫ t

0

[x0(τ)− xd(τ)]dτ,

e1 := x1 − yd, ē1 :=

∫ t

0

[x1(τ)− yd(τ)]dτ,

e2 := x2 − x?2, ē2 :=

∫ t

0

[x2(τ)− x?2(τ)]dτ,

donde xd, yd son trayectorias deseadas suficientemente suaves y acotadas y x?2 es una señal de
referencia que se diseñará posteriormente. Entonces, la dinámica del error de seguimiento está
dada por

ε̇0 = Aε0 +B[u0 + d̄1(t)− ẋd],
ε̇1 = Aε1 +B[u0x2 + d̄2(t)− ẏd],
ε̇2 = Aε2 +B[u1 + d̄3(t)− ẋ?2],

donde ε0 := (ē0, e0)>, ε1 := (ē1, e1)>, ε2 := (ē2, e2)> y las matrices

A =

[
0 1
0 0

]
, B =

[
0
1

]
.

Note que el par (A,B) es controlable y debido a que el RMD es un sistema subactuado, no
es posible controlar las posiciones (x, y) y el ángulo θ de forma independiente. Para resolver
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esto, se introduce un control virtual υ0 en la dinámica de ε1 con el fin de controlar cada uno de
los subsistemas de forma independiente, i.e.

ε̇0 = Aε0 +B[u0 + d̄1(t)− ẋd], (3.5a)
ε̇1 = Aε1 +B[υ0 + g(u0, x2, υ0) + d̄2(t)− ẏd], (3.5b)
ε̇2 = Aε2 +B[u1 + d̄3(t)− ẋ?2], (3.5c)

donde el término de la perturbación g ∈ R está dado por g(u0, x2, υ0) := u0x2 − υ0. El control
virtual puede ser seleccionado como

υ0 = u0x
?
2,

y por lo tanto x?2 como

x?2 =
υ0

u0

. (3.6)

Observación 1. Note que, debido a la estructura de la señal de referencia x?2, la entrada de
control u0 está restringida a no cruzar por cero.

El objetivo ahora es diseñar el control virtual υ0, y las entradas de control u0 y u1, de tal
manera que el error de seguimiento ε := (ε0, ε1, ε2)> ∈ R6 converja a una vecindad del origen
a pesar de incertidumbres y perturbaciones.

En las siguientes secciones se diseñarán los controladores u0, υ0 y u1 para la convergencia
del error de ε0, ε1 y ε2 respectivamente, es decir:

El control u0 se diseña para el seguimiento de x0 en donde se propone un control por
realimentación de estados con compensación de la trayectoria deseada xd y, utilizando la
teoría de Lyapunov se asegura la convergencia del error de seguimiento.

Para la tarea de seguimiento de x1, se diseña el control υ0, en donde se propone, al igual
que el control u0, un control por realimentación de estados con compensación de la tra-
yectoria deseada yd. Con el fin de asegurar la convergencia del error de seguimiento, se
realiza el análisis de estabilidad con la teoría de Lyapunov.

Finalmente, para el seguimiento de x2 se proponen tres distintos algoritmos de CMD-
Continuos, i.e. Control Singular Terminal Continuo, Control No-Singular Terminal Con-
tinuo y Control Twisting Continuo.
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3.2.1. Diseño del Control u0 para el Seguimiento de x0

Considere el subsistema

ε̇0 = Aε0 +B[u0 + d̄1(t)− ẋd]. (3.7)

Se propone el siguiente control

u0 = K0ε0 + ẋd, (3.8)

donde K0 ∈ R1×2 es una matriz de diseño y, considerando la Observación 1, u0 6= 0. El si-
guiente teorema describe las propiedades de convergencia del control (3.8).

Teorema 2. Sea el subsistema (3.7) con la ley de control (3.8) y K0 ∈ R1×2 tal que A + BK0

es Hurwitz . Entonces, el sistema (3.7) con la ley de control (3.8) es EEE con respecto a la
perturbación d̄1.

Demostración. La dinámica del error en lazo cerrado está dada por

ε̇0 = (A+BK0)ε0 +Bd̄1. (3.9)

Con el fin de analizar la estabilidad de (3.9), se propone la siguiente función candidata de
Lyapunov

V (ε0) = ε>0 P0ε0, P0 = P>0 > 0,

que satisface la siguiente desigualdad

λmı́n(P0)‖ε0‖2 ≤ V (ε0) ≤ λmáx(P0)‖ε0‖2 ,

con la matriz P0 satisfaciendo la siguiente ecuación de Lyapunov

P0Ak + A>k P0 = −Q,

donde Q = Q> > 0. La derivada con respecto al tiempo de V a lo largo de las trayectorias del
sistema (3.9) está dada por

V̇ (ε0) = ε>0 (P0Ak + A>k P0)ε0 + 2ε>0 P0Bd̄1,

donde Ak := A + BK0 es una matriz Hurwitz. Entonces, la derivada de V puede ser acotada
superiormente como

V̇ (ε0) ≤ −λmı́n{Q}‖ε0‖2 + 2λmáx{P0}
∥∥d̄1

∥∥
∞‖ε0‖‖B‖ ,
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sumando y restando el término ρλmı́n{Q}‖ε0‖2, con ρ ∈ (0, 1), de la expresión anterior se tiene

V̇ (ε0) ≤ −(1− ρ)λmı́n{Q}‖ε0‖2 + 2λmáx{P0}
∥∥d̄1

∥∥
∞‖ε0‖‖B‖ − ρλmı́n{Q}‖ε0‖2 ,

entonces V̇ es negativa si

ρλmı́n{Q}‖ε0‖2 ≥ 2λmáx{P0}
∥∥d̄1

∥∥
∞‖ε0‖‖B‖ .

A partir de la expresión anterior, se tiene que

V̇ (ε0) ≤ −(1− ρ)λmı́n{Q}‖ε0‖2 , ∀‖ε0‖ >
2λmáx{P0}‖B‖
ρλmı́n{Q}

∥∥d̄1

∥∥
∞ , (3.10)

por lo tanto, de acuerdo al Teorema 2, el sistema (3.9) es EEE con respecto a d̄1.

Para analizar el comportamiento de u0, partimos del sistema en lazo cerrado (3.9), cuya
solución está dada por

ε0(t) = eAktε0(0) +

∫ t

0

eAk(t−τ)Bd̄1(τ)dτ, (3.11)

sustituyendo (3.11) en el control u0 propuesto se obtiene

u0(t) = K0

(
eAktε0(0) +

∫ t

0

eAk(t−τ)Bd̄1(τ)dτ

)
+ ẋd(t).

Note que para para garantizar la restricción de u0 6= 0 es necesario establecer condiciones
sobre las condiciones iniciales ε0(0), la perturbación d̄1 y las trayectorias deseadas ẋd. Sin em-
bargo, dichas condiciones no resultan triviales. Más adelante, se propone un método alternativo
para establecer algunas condiciones tales que se garantice que u0 6= 0.

3.2.2. Diseño del Control υ0 para el Seguimiento de x1

Considere el subsistema

ε̇1 = Aε1 +B[υ0 + g(u0, x2, υ0) + d̄2(t)− ẏd]. (3.12)

Se propone el siguiente control

υ0 = K1ε1 + ẏd, (3.13)
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donde K1 ∈ R1×2 es una matriz de diseño. El siguiente Teorema describe las propiedades de
convergencia del control (3.13).

Teorema 3. Sea el subsistema (3.12) con la ley de control (3.13) y K1 ∈ R1×2 tal que A+BK1

es Hurwitz. Entonces, el sistema (3.12) con la ley de control (3.13) es EEE con respecto a las
perturbaciones d̄2 y g.

Demostración. La dinámica del error en lazo cerrado está dada por

ε̇1 = (A+BK1)ε1 +B(g + d̄2). (3.14)

Con el fin de analizar la estabilidad de (3.14), se propone la siguiente funcion candidata de
Lyapunov

V (ε1) = ε>1 P1ε1, P1 = P>1 > 0,

que satisface las siguiente desigualdad

λmı́n(P1)‖ε1‖2 ≤ V (ε1) ≤ λmáx(P1)‖ε1‖2 ,

con la matriz P1 satisfaciendo la siguiente ecuación de Lyapunov

P1Ak + A>k P1 = −Q,

donde Q = Q> > 0. La derivada con respecto al tiempo de V a lo largo de las trayectoria del
sistema (3.14) está dada por

V̇ (ε1) = ε>1 (P1Ak + A>k P1)ε1 + 2ε>1 P1B
(
g + d̄2

)
,

donde Ak := A + BK1 es una matriz Hurwitz. Entonces, La derivada de V puede ser acotada
superiormente como

V̇ (ε1) ≤ −λmı́n{Q}‖ε1‖2 + 2λmáx{P}‖ε1‖‖B‖
(
|g|+

∥∥d̄2

∥∥
∞

)
,

sumando y restando el término ρλmı́n{Q}‖ε1‖2, con ρ ∈ (0, 1), de la expresión anterior se tiene

V̇ (ε1) ≤ −(1− ρ)λmı́n{Q}‖ε1‖2 + 2λmáx{P}‖ε1‖‖B‖
(
|g| −

∥∥d̄2

∥∥
∞

)
− ρλmı́n{Q}‖ε1‖2 ,

entonces V̇ es negativa si

ρλmı́n{Q}‖ε1‖2 ≥ 2λmáx{P}‖ε1‖‖B‖
(
|g| −

∥∥d̄2

∥∥
∞

)
.

A partir de la expresión anterior se tiene que

V̇ (ε1) ≤ −(1− ρ)λmı́n{Q}‖ε1‖2 , ∀‖ε1‖ ≥
2λmáx{P1}‖B‖
ρλmı́n{Q}

(
|g|+

∥∥d̄2

∥∥
∞

)
, (3.15)

por lo tanto, de acuerdo al Teorema 3, el sistema (3.14) es EEE con respecto a g y d̄2.
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3.2.3. Diseño del Control u1 para el Seguimiento de x2 Robusto

Considere el subsistema

ε̇2 = Aε2 +B[u1 + d̄3(t)− ẋ?2]. (3.16)

Esta dinámica puede ser reescrita como:

˙̄e2 = e2,

ė2 = u1 + d̄3(t)− ẋ?2.

Para el sistema de segundo orden dado en (3.16), suponga que se cumple la siguiente res-
tricción sobre los términos d̄3 y ẋ?2 ∥∥∥∥ ddt(d̄3(t)− ẋ?2)

∥∥∥∥
∞
≤ ζ, (3.18)

con ζ > 0 una constante conocida. El control u1 puede ser diseñado por cualquiera de los
siguientes algoritmos por CMD-Continuos, i.e.
a) Control Singular Terminal Continuo por Modos-Deslizantes (CSTMD-Continuo) [44]:

s = e2 + k1dē2c
2
3 , (3.19a)

u1 = ū1 − k2dsc
1
2 , (3.19b)

˙̄u1 = −k3dsc0, (3.19c)

mientras que las ganancias pueden ser seleccionadas de acuerdo a la Tabla 3.1.

Tabla 3.1: Selección de ganancias para el CSTMD-Continuo

Ganancia Valor
k1 > 0

k2 1.5ζ
1
2

k3 1.1ζ

b) Control No-Singular Terminal Continuo por Modos-Deslizantes (CNSTMD-Continuo)
[45]:

s = ē2 + k1de2c
3
2 , (3.20a)

u1 = ū1 − k2dsc
1
3 , (3.20b)

˙̄u1 = −k3dsc0. (3.20c)
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Una posible selección para las ganancias kl, con l = 1, 3, está dada en la Tabla 3.2.

Tabla 3.2: Selección de ganancias para el CNSTMD-Continuo

Ganancia 1 2 3 4
k1 20ζ−

1
2 28.7ζ−

1
2 7.7ζ−

1
2 ζ−

1
2

k2 4.4ζ
2
3 4.5ζ

2
3 7.5ζ

2
3 16ζ

2
3

k3 2.5ζ 2ζ 2ζ 7ζ

c) Control Twisting Continuo (CT-Continuo) [46]:

u1 = ū1 − k1dē2c
1
3 − k2de2c

1
3 , (3.21a)

˙̄u1 = −k3dē2c0 − k4dē2c0. (3.21b)

Una posible selección para las ganancias kl, con l = 1, 4, está dada en la Tabla 3.3.

Tabla 3.3: Selección de ganancias para el CT-Continuo

Ganancia 1 2 3 4
k1 25ζ

2
3 19ζ

2
3 13ζ

2
3 7ζ

2
3

k2 15ζ
1
2 10ζ

1
2 7.5ζ

1
2 5ζ

1
2

k3 2.3ζ 2.3ζ 2.3ζ 2.3ζ
k4 1.1ζ 1.1ζ 1.1ζ 1.1ζ

El siguiente Teorema describe las propiedades de convergencia del control (3.19), (3.20) y
(3.21).

Teorema 4. Asuma que la restricción (3.18) se satisface y que el control u1 es diseñado de
acuerdo a cualquiera de los algoritmos de CMD-Continuos (3.19), (3.20) o (3.21); y aplicado
al sistema (3.16). Entonces, en estado estable, ε2 = 0 es UETF.

Demostración. La convergencia de los errores a cero de (3.5c) para cada controlador (3.19),
(3.20) o (3.21), se basa en la teoría de Lyapunov. Las correspondientes funciones de Lyapunov
y el análisis de estabilidad se presentan en [44], [45] y [46].

De acuerdo al Teorema 4, resulta que e2(t) = 0, para todo t ≥ Tθ > 0. Note que el término
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de la perturbación g puede definirse como

g(u0, x2, υ0) = u0x2 − υ0,

= u0[x2 − x?2],

= u0e2,

por lo tanto, resulta que
‖g‖∞ ≤ L‖e2‖∞ , ∀u0 ∈ R,

para alguna L > 0.

Por lo tanto, basados en los Teoremas 2, 3 y 4, se tiene que

ε2(t) = 0, ∀t ≥ Tθ > 0,∥∥ε0(t)
∥∥ ≤ 2λmáx{P0}‖B‖

ρλmı́n{Q}
∥∥d̄1

∥∥
∞ , cuando t→∞,∥∥ε1(t)

∥∥ ≤ 2λmáx{P1}‖B‖
ρλmı́n{Q}

(
|g|+

∥∥d̄2

∥∥
∞

)
, cuando t→∞.

Observación 2. Note que, debido al Teorema 4, e2 converge a cero en tiempo finito, i.e. e2(t) =
0, ∀t ≥ Tθ > 0. Esto implica que la perturbación g(t) = 0 cuando e2(t) = 0, ∀t ≥ Tθ > 0. Por
lo tanto, se tiene que ε2(t) = 0, ∀t ≥ Tθ > 0, y dado que g(t) = 0, ∀t ≥ Tθ > 0, debido a los
Teoremas 2 y 3, se obtiene que ε0(t) y ε1(t) van a tender, de manera exponencial, a una región
alrededor del origen, dada por la cota superior de las perturbaciones d̄1 y d̄2, respectivamente.

Finalmente, las entradas de control, que cumplen con el objetivo de seguimiento, están dadas
como:

v =
u0(ē0, e0)

cos(θ)
, (3.22a)

w =
u1(ē2, e2)

sec2(θ)
, (3.22b)

x?2 =
υ0(ē1, e1)

u0(ē0, e0)
. (3.22c)

3.3. Seguimiento Robusto con Saturación

Debido a la restricción que existe en el control u0, se propone que éste se sature. Lo anterior
es con el fin de asegurar que el control no tenga cruces por cero. Además de esto, se utiliza
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una técnica de control robusto, i.e. el MEA. Con el fin de analizar la convergencia del error
ε0 a pesar de perturbaciones en el sistema, se introduce una FLB. En la Fig. 3.1 se ilustran
los elipsoides que se utilizan en el MEA en donde cada región está representada por diferentes
colores, i.e. la región rojo representa al elipsoide más pequeño Eε(P0, ε

∗
0), mientras que la región

azul representa al elipsoide más grande Eε(R0, ε
∗
0). Por otro lado, las líneas u0 mı́n y u0 máx

representan los valores máximos y mínimos de saturación del control u0.

-1

-0.5

0

0.5

1

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

¯e0

e
0

Fig. 3.1: Regiones de los elipsoides atractivos

Como se mencionó anteriormente, debido a la estructura de la señal de referencia x?2 en
(3.6), la entrada de control u0 está restringida a no cruzar por cero. Por tal motivo, el diseño de
u0 debe de ser reformulado con el fin de no violar dicha restricción. Para este objetivo, asuma
que u0 : R≥0 → R+. Entonces, la dinámica del error (3.7) puede ser reescrita por:

ε̇0 = Aε0 +B[σ(u0) + d̄1(t)− ẋd], (3.23)

donde la función σ : R→ R+ es definida por

σ(u0) :=


u0 máx, si u0 máx ≤ u0,

u0, si u0 mı́n < u0 < u0 máx,

u0 mı́n, si u0 ≤ u0 mı́n,

(3.24)

donde u0 máx es el valor máximo de saturación para la entrada de control u0, mientras que u0 mı́n

es un valor positivo mínimo suficientemente pequeño para u0. Note que existe una región de
linealidad, donde σ(u0) = u0, caracterizada por el conjunto U+ := {u0 ∈ R+ | u0 mı́n < u0 <
u0 máx}. Con el fin de estabilizar la dinámica del error (3.23) se elige el control dado en (3.8).
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Defínase la función φ : R→ R como φ0(u0) = σ(u0)− u0, i.e.

φ0(u0) =


u0 máx − u0, si u0 máx ≤ u0,

0, si u0 mı́n < u0 < u0 máx,

u0 mı́n − u0, si u0 ≤ u0 mı́n.

(3.25)

Se introduce el siguiente lema que describe algunas propiedades de la función φ0.

Lema 5. [47]. Si α − β es elemento de U+; entonces, la función φ0(α) satisface la siguiente
desigualdad:

δ−1φT0 (α)[φ0(α) + β] ≤ 0, (3.26)

para cualquier δ ∈ R+.

Entonces, la dinámica en lazo cerrado, con la entrada de control (3.8), está dada por

ε̇0 = [A+BK0]ε0 +B[φ0 + d̄1]. (3.27)

Con el fin de analizar la estabilidad de (3.27), se propone una FLB, candidata, i.e.

V0(ε̄0) = ln

(
1

1− ε̄T0R0ε̄0

)
, R0 = RT

0 > 0,

donde la matriz R0 ∈ R2×2 parametriza el elipsoide Eε(R0, ε
∗
0) := {ε̄0 ∈ R2 | ε̄T0R0ε̄0 ≤ 1} con

ε̄0 := ε0 − ε∗0 y ε∗0 ∈ R2 es un vector constante que define el centro del elipsoide. Note que el
elipsoide Eε(R0, ε

∗
0) podría no estar centrado en el origen pero debe contenerlo.

Sea D := {ε̄0 ∈ R2 | ε̄T0R0ε̄0 ≤ 1} un conjunto abierto con frontera ∂D , en donde si las
trayectorias del sistema ε̄0 se aproximan a la cota del conjunto D , entonces la FLB V0(ε̄0)→∞
para cualquier ε̄0 ∈ D , lo que implica que para cualquier condición inicial que comienza dentro
de D , éstas permanecen siempre acotadas. Con el proposito de demostrar de manera ilustrativa
una FLB, en la Fig. 3.2 muestra un esquema de ella.
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V0

  ε
-

0
0

Fig. 3.2: Ilustración esquemática de una FLB

La derivada de V0 a lo largo de las trayectorias del sistema (3.27) está dada por

V̇0(ε̄0) =
ε̄T0 Ψ0ε̄0 + 2ε̄T0R0[AKε

∗
0 +B(φ0 + d̄1)]

1− ε̄T0R0ε̄0

, (3.28)

donde Ψ0 := R0A+ ATR0 + R0BK0 +KT
0 B

TR0 y AK := A+ BK0. Asuma que el término
de la perturbación d̄1 satisface la restricción d̄T1Qdd̄1 ≤ 1, con Qd = QT

d > 0, tal que ||d̄1||∞ ≤
d+

1 = λ
−1/2
máx (Qd).

Por lo tanto, la derivada de V0 se encuentra acotada superiormente por

V̇0(ε̄0) ≤ γ

1− ε̄T0R0ε̄0

+
1

1− ε̄T0R0ε̄0


ε̄0

ε∗0
φ0

d̄1


T 

Ψ0 R0AK R0B R0B
? 0 0 0
? ? 0 0
? ? ? −γQd




ε̄0

ε∗0
φ0

d̄1

 .

Por otro lado, de acuerdo al Lema 5, con α = K0ε0 + ẋd, β = K0ε0 −G0ε0 y G0 ∈ R1×2,
una matriz constante de diseño, la siguiente desigualdad se satisface

δ−1φT0 (α)[φ0(α) + (K0 −G0)ε0] ≤ 0,

para cualquier δ ∈ R+, si α − β = ẋd + G0ε0 permanece en el conjunto U+. Entonces, para
que ẋd +G0ε0 ∈ U+, la siguiente desigualdad

u0 mı́n ≤ ẋd +G0ε0 ≤ u0 máx,
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debe de satisfacerse. Asuma que ẋd(t) ∈ [xd, xd], donde xd y xd son la cota inferior y superior
respectivamente de ẋ para todo t ≥ 0, y u0 mı́n < xd ≤ xd < u0 máx. Entonces, se deduce que
G0 debe cumplir

G0ε0 ∈ (u0 mı́n − xd, u0 máx − xd) ∩ (u0 mı́n − xd, u0 máx − xd),

es decir
u0 mı́n − xd ≤ G0ε0 ≤ u0 máx − xd,

y por lo tanto, se puede establecer, basados en [48], que ẋd+G0ε0 ∈ Eε(R0, ε
∗
0)⊆ U +, si existe

G1 y G2 tal que las siguientes desigualdades

G1R
−1
0 GT

1 +G1ε
∗
0 ≤ u0 máx − xd,

G2R
−1
0 GT

2 +G2ε
∗
0 ≤ −u0 mı́n + xd,

se satisfacen. Evidentemente, esas condiciones pueden ser simplificadas seleccionando G0 =
G1 = −G2, entonces, es posible reescribir las desigualdades anteriores como

G0R
−1
0 GT

0 +G0ε
∗
0 ≤ u0 máx − xd,

G0R
−1
0 GT

0 −G0ε
∗
0 ≤ −u0 mı́n + xd.

Note que con las desigualdades anteriores uno está buscando el elipsoide más grande Eε(R0, ε
∗
0)

dentro U+. Entonces, seleccionando ε∗0 = µR−1
0 GT

0 para cualquier µ ∈ (−1, 1), resulta que

G0R
−1
0 GT

0 (1 + µ) ≤ u, (3.29a)

G0R
−1
0 GT

0 (1− µ) ≤ u, (3.29b)

con u := u0 máx − xd y u := −u0 mı́n + xd. Con el fin de obtener la posición óptima del centro
del elipsoide Eε(R0, ε

∗
0) se puede fijar µ de la siguiente manera

µ =
u− u
u+ u

∈ (−1, 1). (3.30)

Entonces, las condiciones (3.29) se pueden reescribir, usando el complemento de Schur, de
la siguiente manera

W1 :=

(
u G0

GT
0 α1R0

)
≥ 0, W2 :=

(
u G0

GT
0 α2R0

)
≥ 0, (3.31a)
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con α1 := (u + u)/2u y α2 := (u + u)/2u. Por lo tanto, la derivada de V0 puede ser acotada
superiormente por

V̇0(ε̄0) ≤ γ[1 + uµ − ε̄T0 (P0 −R0)ε̄0]

1− ε̄T0R0ε̄0

+
1

1− ε̄T0R0ε̄0


ε̄0

ε∗0
φ0

d̄1


T

Ξ


ε̄0

ε∗0
φ0

d̄1

 , (3.32)

con uµ := (u−u)2/2(u+u), 0 < P T
0 = P0 ∈ R2, Ψ̄0 := Ψ0 +γP0, Ω := R0B−δ−1[KT

0 −GT
0 ]

y

Ξ :=


Ψ̄0 R0AK Ω R0B
? −γR0 0 0
? ? −2δ−1I 0
? ? ? −γQd

 . (3.33)

Por lo tanto, si Ξ ≤ 0 se satisface, entonces se obtiene que

V̇0(ε̄0) ≤ γ[1 + uµ − ε̄T0 (P0 −R0)ε̄0]

1− ε̄T0R0ε̄0

. (3.34)

De este modo, es claro que si P0 > R0, entonces existe un conjunto no vacío Eε(R0, ε
∗
0) \

Eε(P0, ε
∗
0) = {ε̄0 ∈ R2 | ε̄T0 P0ε̄0 > 1 + uµ, ε̄

T
0R0ε̄0 ≤ 1}, donde V̇0(ε̄0) ≤ −γ(1 + uµ). Debido

al hecho de que V̇0(ε̄0) < 0 en el conjunto Eε(R0, ε
∗
0) \ Eε(P0, ε

∗
0), entonces, tal conjunto es

contractivo; y dado que P0 > R0 y Eε(P0, ε
∗
0) ⊂ Eε(R0, ε

∗
0), se deduce que cualquier solución

del sistema 3.23 que comienza en Eε(R0, ε
∗
0) \ Eε(P0, ε

∗
0) se mantiene en Eε(R0, ε

∗
0) y converge

asintóticamente a Eε(P0, ε
∗
0).

El siguiente Teorema describe las propiedades de convergencia del error ε0 al elipsoide
Eε(P0, ε

∗
0) para cuando ε0(0) ∈ Eε(R0, ε

∗
0) utilizando el control (3.8).

Teorema 6. Suponga que ε0(0) ∈ Eε(R0, ε
∗
0) yK0ε0(0) ∈ R+. Sean las leyes de control (3.24) y

(3.8) aplicadas a la dinámica del error (3.23). Suponga que existen algunas constantes positivas
γ, δ > 0, y matrices P0 = P T

0 > 0, R0 = RT
0 > 0, tales que las siguientes desigualdades

matriciales
W1 ≥ 0,W2 ≥ 0, Ξ ≤ 0, P0 > R0, (3.35)

son factibles para u = u0 máx−xd, u = −u0 mı́n +xd, con ẋd(t) ∈ [xd, xd] tal que u0 mı́n < xd ≤
xd < u0 máx, para todo t ≥ 0, α1 := (u+ u)/2u, α2 := (u+ u)/2u, algunas matrices K0,G0 ∈
R1×2 y Qd = QT

d > 0 tal que
∥∥d̄1

∥∥
∞ ≤ d+

1 = λ
−1/2
máx (Qd). Entonces, el elipsoide Eε(P0, ε

∗
0) es

asintóticamente atractivo para el sistema (3.23) para cualquier ε0(0) ∈ Eε(R0, ε
∗
0).
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Note que, si ε0(0) ∈ Eε(R0, ε
∗
0) y K0ε0(0) ∈ R−, se puede caracterizar el conjunto U− :=

{u0 ∈ R− | − u0 máx < u0 < −u0 mı́n} con u0 máx, siendo el valor máximo de saturación para la
entrada de control u0, mientras que u0 mı́n es un valor mínimo suficientemente pequeño de u0.
Entonces, la función σ : R→ R− se puede definir como

σ(u0) :=


−u0 mı́n, si − u0 mı́n ≤ u0,

u0, si − u0 máx < u0 < −u0 mı́n,

−u0 máx, si u0 ≤ −u0 máx,

(3.36)

y se puede definir la función φ : R→ R como φ0(u0) = σ(u0)− u0, o

φ0(u0) =


−u0 mı́n − u0, si − u0 mı́n ≤ u0,

0, si − u0 máx < u0 < −u0 mı́n,

−u0 máx − u0, si u0 ≤ −u0 máx.

(3.37)

Considerando que ẋd(t) ∈ [xd, xd], para todo t ≥ 0, y −u0 máx < xd ≤ xd < −u0 mı́n, es
posible mostrar que una ley de control con saturación negativa puede ser diseñada siguiendo el
mismo método propuesto en el Teorema 6.
Observación 3. Recordando que g(x2(t), u0(t), ν0(t)) = 0 cuando e2(t) = 0, para todo t ≥
Tθ > 0, y

∥∥d̄2

∥∥
∞ ≤ d+

2 , es claro que, la entrada de control ν0 puede ser diseñada como
ν0 = K1ε1 + ẏd, con K1 ∈ R1×2 como una matriz de diseño, la cual puede ser seleccionada
por cualquier método lineal ya que ν0 no está restringida. Sin embargo, en caso de que sea
necesario considerar el control ν0 saturado, éste puede ser diseñado también de acuerdo al
Teorema 6 siempre y cuando el elipsoide Eε(P1, ε

∗
1) = {ε̄1 ∈ R2 | ε̄T1 P1ε̄1 ≤ 1}, con ε̄1 :=

ε1 − ε∗1 y ε∗1 ∈ R2 como un vector constante, sea asintóticamente atractivo para el sistema
(3.12) para cualquier ε1(0) ∈ Eε(R1, ε

∗
1).

Por lo tanto, basados en los Teoremas 4 y 6, se tiene que

ε2(t) = 0, ∀t ≥ Tθ > 0,∥∥ε0(t)
∥∥ ≤ λ

−1/2
mı́n (P0), cuando t→∞,∥∥ε1(t)

∥∥ ≤ λ
−1/2
mı́n (P1), cuando t→∞.

Por lo tanto, la dinámica del error (3.5) es UE a pesar de algunas perturbaciones acotadas
con las leyes de control:

v =
σ(u0)

cos(θ)
, ω =

u1(e2, ē2)

sec2(θ)
, x?2 =

σ(ν0)

σ(u0)
,

con e2 = tan(θ)− x?2, ē2 =
∫ t

0
[tan(θ(τ))− x?2(τ)]dτ y u1 diseñado de acuerdo a cualquiera de

los algoritmos de CMD-Continuo, i.e. (3.19), (3.20) o (3.21).
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3.3.1. Aspectos Numéricos

Con el fin de aplicar el resultado obtenido por el Teorema 6, es necesario resolver las de-
sigualdades no lineales matriciales (3.35) con respecto a las variables P0, R0, K0 y G0 para
algunos escalares positivos γ y δ. La siguiente proposición nos muestra un esquema simple que
se puede utilizar para una selección práctica de los parámetros de diseño.

Proposición 1. Asuma que el siguiente conjunto de DLM
Θ1 Θ2 Θ3 B
? −γX2 0 0
? ? −2δI 0
? ? ? −γQd

 ≤ 0, (3.38)

Θ1 := AX2 +X2A
T +BY + Y TBT +M,

Θ2 := AX2 +BY, Θ3 := δB − Y T − ZT ,

(
u Z
ZT α1X2

)
≥ 0,

(
u Z
ZT α2X2

)
≥ 0, (3.39)

(
M X2

X2 γ−1X1

)
≥ 0, X1 < X2, (3.40)

se satisfacen para matrices simétricas definidas positivas X1 ∈ R2×2, X2 ∈ R2×2, Y ∈ R1×2,
Z ∈ R1×2 y escalares constantes γ, δ > 0; entonces, las desigualdades matriciales (3.35)
se satisfacen para los mismos escalares γ, δ y para las matrices P0 = X−1

1 , R0 = X−1
2 ,

K0 = Y X−1
2 y G0 = ZX−1

2 .

Demostración. Pre y post-multiplicando Ξ por T1 = diag(R−1
0 , R−1

0 , δI, I), se tiene
R−1

0 0 0 0
0 R−1

0 0 0
0 0 δI 0
0 0 0 I




Ψ̄0 R0AK Ω R0B
? −γR0 0 0
? ? −2δ−1I 0
? ? ? −γQd




R−1
0 0 0 0
0 R−1

0 0 0
0 0 δI 0
0 0 0 I

 .

Declarando las variables X1 = P−1
0 , X2 = R−1

0 , Y = K0R0 e introduciendo una variable
adicionalM ∈ R2×2, tal queM > γR−1

0 P0R
−1
0 , definiendo las variablesX1 = P−1

0 ,X2 = R−1
0 ,
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Y = K0R
−1
0 y Z = G0R

−1
0 , y aplicando el complemento de Schur a la desigualdad M , se

obtiene 
Θ1 Θ2 Θ3 B
? −γX2 0 0
? ? −2δI 0
? ? ? −γQd

 ≤ 0,

Θ1 = AX2 +X2A
T +BY + Y TBT +M.

Θ2 = AX2 +BY, Θ3 = δB − Y T − ZT ,

Para las desigualdades W1 y W2, pre y post-multiplicando por T2 = diag(I, R−1
0 ) respecti-

vamente, se tiene(
I 0
0 R−1

0

)(
u G0

GT
0 α1R0

)(
I 0
0 R−1

0

)
=

(
u G0R

−1
0

R−1
0 GT

0 α1R
−1
0

)
,

con Z = G0R
−1
0 , además, aplicando el complemento de Schur, se tiene(

u Z
ZT α1X2

)
≥ 0.

Para W2 se tiene(
I 0
0 R−1

0

)(
u G0

GT
0 α2R0

)(
I 0
0 R−1

0

)
=

(
u G0R

−1
0

R−1
0 GT

0 α2R
−1
0

)
,

con Z = G0R
−1
0 y aplicando el complemento de Schur, se obtiene(

u Z
ZT α2X2

)
≥ 0.

Por lo tanto, el conjunto de DLM (3.41)-(3.40) es equivalente a las desigualdades matriciales
(3.35). Esto concluye la prueba.
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Capítulo 4

Simulaciones

Resumen. Este Capítulo presenta las simulaciones numéricas con las leyes de control diseña-
das en el Capítulo 3, las cuales se dividen en dos: el control no saturado y el control saturado.
En la segunda parte se aplica el algoritmo de CMD y el MEA. Finalmente se muestran algunas
Figuras demostrando el desempeño del RMD para realizar la tarea de seguimiento.

4.1. Seguimiento Sin Saturación

Para ilustrar el comportamiento del sistema con las leyes de control propuestas, se propone
el seguimiento de cuatro trayectorias:

1. Círculo;

2. Lemniscata;

3. Seguimiento de puntos;

4. Función Seno.

Todas las simulaciones numéricas fueron implementadas utilizando el método de integra-
ción de Euler con un paso de muestreo hs = 0.001[s]. Además, para el control del ángulo de
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orientación se utiliza el CNTSMD-Continuo. Finalmente, las perturbaciones están dadas por

d1(t) = 0.05 cos(t) + 0.1,

d2(t) = 0.40 sen(t) + 1.

4.1.1. Seguimiento del Círculo

Para el seguimiento del círculo, la trayectoria deseada es definida como

xd(t) = a sen(ϕt),

yd(t) = b cos(ϕt),

donde a = 2, b = 2, ϕ = 0.31. Las condiciones iniciales del RMD son [x, y, θ]> = [0, 0, 0]>.
Las ganancias K0 y K1 las cuales fueron diseñadas por el método de asignación de polos y las
ganancias para el CNSTMD-Continuo, son mostradas en la Tabla 4.1.

Tabla 4.1: Parámetros de los controladores

Parámetro Valor Parámetro Valor
K0 [0.80, 2.40] k1 1.82
K1 [0.80, 2.40] k2 7.17
ζ 0.30 k3 2.10

Debido a la restricción que se encuentra en el control, el cual no debe de cruzar por cero, esta
trayectoria deseada no cumple con las condiciones para la aplicación del algoritmo de control,
debido a que específicamente en la velocidad deseada ẋd se tienen cambios de signo, lo que
implica cruces por cero. Sin embargo, por propósitos de simulación, se implementa la técnica
mostrando que el robot puede seguir la trayectoria deseada aunque, en algunos casos, el robot
tiene comportamientos inusuales. Estos comportamientos se pueden apreciar en la velocidad
lineal, ya que en algunos casos es negativa, lo que implica que el robot avance de reversa.

En la Fig. 4.1 se muestra la trayectoria en el plano x− y, en donde la línea negra representa
la trayectoria deseada, mientras que la línea punteada roja muestra la trayectoria que realiza el
robot. En la parte derecha se ilustran las velocidades lineal y angular necesarias para realizar la
tarea de seguimiento. Podemos observar que existe una velocidad lineal negativa, esto es debido
al cruce por cero del control u0 lo que implica comportamientos inusuales en el robot, por tal
motivo existe una la velocidad lineal la cual es negativa.
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Fig. 4.1: Trayectoria en el plano X − Y y Velocidad Lineal y Angular

Debido a que la señal de referencia x?2 está en funcion de los controles υ0 y u0, se da el caso
en el que u0 = 0, lo que implica que x?2 = ∞. Por tal motivo que el robot muestra algunos
sobre-impulsos en las velocidades. El ángulo de orientación del robot se muestra en la Fig. 4.2
el cual oscila entre ±90[◦].

Tiempo[s]
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

θ
[◦
]

-100

-50

0

50

100

Fig. 4.2: Orientación del Robot

Los errores de posición se ilustran en la Fig. 4.3 donde específicamente los errores e0 y
e1 convergen a una vecindad alrededor del origen, mientras que el error e2 converge a cero en
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tiempo finito. Sin embargo, como se puede observar, el error e2 muestra sobre-impulsos en los
tiempos t = 5[s] y t = 15[s], esto se debe a que el control u0 tiene cruces por cero.

Fig. 4.3: Errores de Posición

En la Fig. 4.4 se muestran las señales de control virtual, en donde, como se mencionó ante-
riormente, la restricción en el control u0 cruza por cero dos veces, es por esto que las velocidades
aplicadas al robot, los errores, y las señales de control presentan sobre impulsos.

Fig. 4.4: Señales del Control Virtual

31



4.1.2. Seguimiento de una Lemniscata

En este caso, la trayectoria deseada es definida como

xd(t) = a cos(ϕt),

yd(t) = b sen(2ϕt),

donde a = 2, b = 2, ϕ = 0.31. Las condiciones iniciales del RMD son [x, y, θ]> = [0, 0, 0]>.

Las ganancias K0 y K1, las cuales fueron diseñadas por el método de asignación de polos,
y las ganancias para el CNSTMD-Continuo son mostradas en la Tabla 4.2.

Tabla 4.2: Parámetros de los controladores

Parámetro Valor Parámetro Valor
K0 [0.80, 2.40] k1 1.76
K1 [0.80, 2.40] k2 7.48
ζ 0.30 k3 2.24

Para esta trayectoria deseada, se busca que el control u0 no tenga cruces por cero, para
cumplir dicha restricción la velocidad deseada ẋd además debe cumplirla, Sin embargo esta
trayectoria no satisface las condiciones mencionadas. Con el fin de demostrar lo anterior, se
implementa en simulación la técnica de control propuesta, mostrando que el robot puede seguir
la trayectoria, sin embargo, presenta comportamientos inusuales tales como la velocidad lineal
negativa o sobre-impulsos en algunos errores de seguimiento.

En la Fig. 4.5 se muestra la trayectoria en el plano x − y, en donde en la parte derecha se
muestran las velocidades lineal y angular respectivamente. Se debe resaltar que se tiene una
velocidad lineal negativa, lo que implica que el robot avance de reversa tal y como sucede en
el caso anterior en donde la trayectoria deseada es un círculo, esto sucede debido a que se
viola nuevamente la restricción en u0. En consecuencia de esto, la velocidad angular presenta
sobre-impulsos.

El ángulo de orientación del robot cuya condición inicial es θ(0) = 0[◦] es ilustrado en la
Fig. 4.6, el cual oscila entre ±90[◦] al momento de realizar la trayectoria deseada.

La Fig. 4.7 ilustra los errores de seguimiento en donde podemos observar que e0 y e1 con-
vergen a una región alrededor del origen, mientras que e2 converge a cero. Sin embargo, se
presentan sobre-impulsos.
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En la Fig. 4.8 se muestran las señales de control virtuales necesarias para realizar la tarea
de seguimiento, específicamente se observa que el control u0 cruza por cero dos veces debido a
que ẋd lo hace. Por lo tanto, el robot no puede realizar el seguimiento de la trayectoria. Por tal
motivo, el control u1 presenta sobre-impulsos.
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Fig. 4.5: Trayectoria en el plano X − Y y Velocidad Lineal y Angular
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Fig. 4.6: Orientación del Robot
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Fig. 4.7: Errores de Posición
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Fig. 4.8: Señales del Control Virtual

4.1.3. Seguimiento por Puntos

Para la tarea de regulación, la trayectoria deseada es definida como

xd(t) =


0, si t ∈ (0s, 5s] ∪ (20s, 25s] ∪ (40s, 45s],
1.25, si t ∈ (5s, 10s] ∪ (15s, 20s],
2, si t ∈ (10s, 15s],
−1.25, si t ∈ (25s, 30s] ∪ (35s, 40s],
−2, si t ∈ (30s, 35s],
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yd(t) =


2, si t ∈ (0s, 5s] ∪ (40s, 45s],
1.25, si t ∈ (5s, 10s] ∪ (35s, 40s],
0, si t ∈ (10s, 15s] ∪ (30s, 35s],
−1.25, si t ∈ (15s, 20s] ∪ (25s, 30s],
−2, si t ∈ (20s, 25s].

Las condiciones iniciales del RMD son [x, y, θ]> = [−0.5, 0, 0]>. Las ganancias K0 y
K1 fueron diseñadas por el método de asignación de polos, y las ganancias para el CNSTMD-
Continuo son mostradas en la Tabla 4.3.

Tabla 4.3: Parámetros de los controladores

Parámetro Valor Parámetro Valor
K0 [0, 0.50] k1 1.19
K1 [0, 0.50] k2 12.61
ζ 0.70 k3 4.90

De la misma manera que de los casos anteriores, el control u0 debe de satisfacer que no
tenga cruces por cero. En esta trayectoria por puntos, dicha restricción se viola, lo que implica
que el robot siga la trayectoria deseada pero con comportamientos no deseados. Sin embargo,
se presentan los resultados para ilustrar su desempeño.

La Fig. 4.9 ilustra la trayectoria en el plano x − y donde los puntos rojos representan las
referencias deseadas, mientras que la línea negra representa la trayectoria del robot. Además, se
muestran las magnitudes de las velocidades aplicadas al robot, donde se aprecia que existe una
velocidad lineal negativa y sobre-impulsos en la velocidad angular.

En la Fig. 4.10 se muestra el comportamiento del ángulo del robot cuya condición inicial
es θ(0) = 0[◦]. El ángulo oscila entre ±75[◦] en donde en el primer punto (x, y) = (0, 2)
llega con una orientación de 75[◦], después, llega al segundo punto (x, y) = (1.25, 1.25) con
un ángulo de 30[◦]. Posteriormente, al tercer punto (x, y) = (2, 0). Al intentar llegar al cuarto
punto (x, y) = (1.25,−1.25), la velocidad lineal cambia de signo, lo que causa que el robot se
mueva de reversa, esto es debido a la restricción en u0. Así mismo el ángulo varía dependiendo
de los puntos de referencia deseados, por lo que al momento de intentar llegar al octavo punto
(x, y) = (−1.25, 1.25), la velocidad lineal vuelva a ser positiva.

Los errores de seguimiento a lo largo del tiempo, son presentados en la Fig. 4.11 donde los
errores convergen a una región alrededor del origen, a excepción de e2 el cual converge a cero
en tiempo finito debido al algoritmo de control continuo aplicado. En la Fig. 4.12 se muestran
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las señales de control, los cuales se aprecian los sobre-impulsos, esto es debido a que los puntos
de referencia cambian con respecto a un intervalo de tiempo.

X[m]
-3 -2 -1 0 1 2 3

Y
[m

]

-3

-2

-1

0

1

2

3
(x, y)
(xd, yd)

0 10 20 30 40 50

v
[m

/s
]

-2

0

2

4

Tiempo[s]
0 10 20 30 40 50

w
[r
ad

/s
]

-10

0  

10 

Fig. 4.9: Trayectoria en el plano X − Y y Velocidad Lineal y Angular
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Fig. 4.10: Orientación del Robot
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Fig. 4.11: Errores de Posición
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Fig. 4.12: Señales del Control Virtual

4.1.4. Seguimiento de una Función Seno

La trayectoria deseada es definida como

xd(t) =
1

2π
t,

yd(t) = 0.2 sen

(
1

10
πt

)
.

Las condiciones iniciales del RMD son [x, y, θ]> = [0, 0, 0]>. Las ganancias K0 y K1,
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fueron diseñadas por el método de asignación de polos, y las ganancias para el CNSTMD-
Continuo, son mostradas en la Tabla 4.4.

Tabla 4.4: Parámetros de los controladores

Parámetro Valor Parámetro Valor
K0 [22.50, 9.50] k1 2.23
K1 [22.50, 9.50] k2 5.47
ζ 0.20 k3 1.40

Para el seguimiento de una función seno, al contrario de las trayectorias deseadas mostradas
anteriormente, ésta cumple con las condiciones u0 6= 0, dado que ẋd 6= 0, por lo tanto el
robot puede realizar la trayectoria deseada sin presentar los comportamientos inusuales que se
presentan en los casos anteriores, por lo tanto el robot se comporta de manera adecuada.

La Fig. 4.13 muestra la trayectoria en el plano x−y en donde en la parte derecha se muestran
las velocidades lineal y angular respectivamente, podemos ver que al inicio la velocidad angular
y lineal presentan sobre-impulsos debido a las condiciones iniciales del robot.

Al igual que las trayectorias deseadas anteriores, para esta condición inicial, el ángulo del
robot llega a ser 90[◦] lo que implica que el control u0 llegue a tener cruce por cero, eso lo
podemos observar al principio en un instante de tiempo, por consecuencia algunos controles
virtuales y velocidades presentan también sobre-impulsos. Debido a lo anterior, el control u0

debe ser reformulado.
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Fig. 4.13: Trayectoria en el plano X − Y y Velocidad Lineal y Angular
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En la Fig. 4.14 se muestra el comportamiento del ángulo de orientación del robot el cual
podemos apreciar que llega a ser 90[◦] debido a las condiciones iniciales en un instante del
tiempo al inicio de la simulación.

Tiempo[s]
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

θ
[◦
]

-30

-20

-10

0

10

20

30

Fig. 4.14: Orientación del Robot

La Fig. 4.15 muestra los errores de seguimiento los cuales oscilan alrededor del origen a
excepción del error e2 el cual converge a cero en tiempo finito después de un transitorio.
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Fig. 4.15: Errores de Posición
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Las señales de los controles virtuales, son presentados en la Fig. 4.16 en donde el error e2

al principio de la simulación muestra sobre-impulsos debido a que la señal de referencia es
x?2 = ∞. La perturbación g 6= 0, es decir, aun existe en ese instante de tiempo, por tal motivo,
el error e1 aumenta en el transitorio. Finalmente, el error e0 converge a cero en tiempo finito.
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Fig. 4.16: Señales del Control Virtual

4.2. Seguimiento Con Saturación

Debido a que existe la restricción en el control virtual u0, a continuación se muestran simu-
laciones numéricas tomando en cuenta saturación en el control u0 con el propósito de no violar
la restricción mencionada anteriormente.

Para demostrar la efectividad de la estrategia de control propuesta, se presentan 3 simula-
ciones numéricas para 3 casos

Caso 1. Cuando ε0(0) ∈ Eε(P0, ε
∗
0), es decir, cuando las condiciones iniciales ε0(0) ini-

cian dentro del elipsoide más pequeño (región de color rojo, ver Fig. 3.1).

Caso 2. Cuando ε0(0) ∈ Eε(R0, ε
∗
0) \ Eε(P0, ε

∗
0), específicamente, cuando la condición

inicial ε0(0) se encuentra dentro del elipsoide más grande pero fuera del elipsoide más
pequeño (región azul, ver Fig. 3.1)

Caso 3. Cuando ε0(0) /∈ Eε(R0, ε
∗
0), es decir, la condición inicial ε0(0) comienza fuera de

los elipsoides (región de color verde, ver Fig. 3.1).
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La trayectoria deseada es definida como

xd(t) =
1

2π
t,

yd(t) = 0.2 sen

(
1

10
πt

)
.

Para el control del ángulo de orientación se utiliza el CNSTMD-Continuo. La ganancia K1

fue diseñada por el método de asignación de polos. Además, para obtener el valor de la ganan-
cia K0 es necesario resolver el conjunto de las DLM (3.38)-(3.40) utilizando el solucionador
SeDuMi a través Yalmip. En dicha solución se obtuvieron los siguientes valores de las matrices:

P0 =

[
8.5831 5.0126
5.0126 11.0806

]
, R0 =

[
4.8414 4.7222
4.7222 7.7026

]
, G0 =

[
0.3851
1.2579

]>
.

En la Tabla 4.5 se muestran los valores asignados para obtener la solución de las DLM y las
ganancias de los controladores. Las perturbaciones están dadas por

d1(t) = 0.1 cos(t) + 0.1,

d2(t) = 0.4sen(t) + 0.5.

Tabla 4.5: Parámetros de controladores y de simulación

Parámetro Valor Parámetro Valor
u0 máx 0.6000 K1 [22.5000, 9.5000]
u0 mı́n 0.0400 ζ 0.20
Qd 20 k1 2.23
γ 0.7000 k2 5.47
δ 0.0120 k3 1.40
ε∗0 [−0.1006, 0.1445]>

K0 [0.3838, 1.2483]

Los resultados de simulación son mostrados para 3 casos diferentes tal y como se mencionó
anteriormente, dependiendo de las condiciones iniciales.
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4.2.1. Caso 1: ε0(0) ∈ Eε(P0, ε
∗
0)

Las condiciones iniciales del RMD están dadas por [x, y, θ]> = [−0.2, 0, 0]>, además la
condición inicial de la trayectoria deseada xd(0) = 0 y de la parte integral del error ē0(0) = 0.
Por lo tanto, bajo estas condiciones, se tiene que ε0(0) ∈ Eε(P0, ε

∗
0).

En la Fig. 4.17 se muestra la trayectoria en el plano x−y, donde la línea negra representa la
trayectoria deseada con una amplitud de 0.2[m], mientras que la línea roja punteada, representa
la trayectoria del robot, en donde se aprecia que el robot realiza la tarea de seguimiento. En la
parte inferior de la trayectoria en el plano, se muestran las velocidades lineal y angular respecti-
vamente, donde sus unidades son [m/s] y [rad/s] respectivamente. Observe que al principio, las
velocidades aumentan considerablemente, debido a que el robot trata de alcanzar la trayectoria
deseada y , al lograrlo, éstas, disminuyen.
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Fig. 4.17: Trayectoria en el plano X − Y y Velocidad Lineal y Angular

En la Fig. 4.18 se muestra el comportamiento del ángulo del robot, en donde éste varía entre
±22[◦] desde de un tiempo t = 0[s], hasta t = 100[s], y cuya condición inicial es θ(0) = 0[◦].

Los errores de seguimiento e0, e1 y e2 se muestran en la Fig. 4.19 en donde los errores e0(t)
y e1(t) convergen a una región alrededor del origen, mientras que el error e2(t) = 0 en tiempo
finito.

Los controles virtuales se muestran en la Fig. 4.20 en donde el control u0 cuenta con unos

42



valores de saturación de u0 máx = 0.6 y u0 mı́n = 0.04, los cuales están representados por una
líneas rojas. Debido a que las condiciones iniciales están dentro de los elipsoides atractivos, es
decir, ε0 ∈ Eε(P0, ε

∗
0) (ver Fig. 4.20), entonces, el control u0 no se saturará.
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Fig. 4.18: Orientación del Robot
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Fig. 4.19: Errores de Posición
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Fig. 4.20: Señales del Control Virtual
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Fig. 4.21: Elipsoides Atractivos y Trayectorias

4.2.2. Caso 2: ε0(0) ∈ Eε(R0, ε
∗
0) \ Eε(P0, ε

∗
0)

Las condiciones iniciales del RMD están dadas por [x, y, θ]> = [0.4, 0, 0]>, además la con-
dición inicial de la trayectoria deseada xd(0) = 0 y de la parte integral del error ē0(0) = −0.3.
Por lo tanto, bajo estas condiciones, se tiene que ε0(0)Eε(R0, ε

∗
0) \ Eε(P0, ε

∗
0).
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La Fig. 4.22 ilustra las trayectorias en el plano x − y, donde la línea negra representa la
trayectoria deseada, mientras la línea punteada roja representa la trayectoria que realiza el robot.
Además de las trayectorias, en la misma Figura, se muestran las entradas de control del RMD, es
decir las velocidades lineal y angular, en donde al principio se muestra un sobre-impulso debido
a las condiciones iniciales. El ángulo de orientación del robot se muestra en la Fig. 4.23, donde
al principio existe un transitorio, en t = 10[s], logra alcanzar un estado estable el cual oscila
entre ±20[◦]. Los errores de orientación ε son ilustrados en la Fig. 4.24, los cuales convergen
a una región alrededor del origen, a excepción del error e2 el cual converge a cero en tiempo
finito.
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Fig. 4.22: Trayectoria en el plano X − Y y Velocidad Lineal y Angular
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Fig. 4.23: Orientación del Robot
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Podemos decir que la perturbación g = 0 cuando e2 = 0, por lo tanto, el error e1 no será
afectado por dicha perturbación. Los controles virtuales se muestran en la Fig. 4.25 en donde se
pueden observar los comandos necesarios para realizar la tarea de seguimiento. Por otro lado,
el control u0 se satura al inicio en u0min debido a las condiciones iniciales. Dichas condiciones
iniciales, se pueden observar en la Fig. 4.26, el cual inicia fuera del elipsoide más pequeño para
después converger a una región a pesar de algunas perturbaciones o incertidumbres que existan
en el sistema.
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Fig. 4.24: Errores de Posición
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Fig. 4.25: Señales del Control Virtual
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Fig. 4.26: Elipsoides Atractivos y Trayectorias

4.2.3. Caso 3: ε0(0) /∈ Eε(R0, ε
∗
0)

Las condiciones iniciales del RMD están dadas por [x, y, θ]> = [−0.4, 0, 0]>, además la
condición inicial de la trayectoria deseada xd(0) = 0 y de la parte integral del error ē0(0) =
−0.2. Por lo tanto, bajo estas condiciones, se tiene que ε0(0) /∈ Eε(R0, ε

∗
0).

Los resultados de seguimiento en el plano x − y se muestran en la Fig. 4.27, donde la
línea negra representa la trayectoria deseada, mientras que la línea punteada roja representa la
trayectoria que realiza el robot.

Las señales de control que se aplican al robot para realizar el seguimiento de la trayectoria
deseada también se muestran en la Fig. 4.27, en donde al igual que los casos anteriores al
principio se presentan unos sobre-impulsos en ambas velocidades (lineal y angular), después de
eso, las velocidades se logran estabilizar debido a que el robot alcanza la trayectoria deseada.

El comportamiento del ángulo de orientación del robot, con respecto al tiempo, es mostrado
en la Fig. 4.28 el cual varia entre ±25[◦].

Los errores de seguimiento son mostrados en la Fig. 4.29 en donde los errores e0 y e1

convergen a una región, mientras que el error e2 converge a cero en tiempo finito.

En la Fig. 4.30 se muestran las señales de control virtual. Note que u0 se encuentra saturado
por u0 máx debido a que la trayectoria inicia fuera de Eε(R0, ε

∗
0) como se muestra en la Fig. 4.31.
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Fig. 4.27: Trayectoria en el plano X − Y y Velocidad Lineal y Angular
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Fig. 4.28: Orientación del Robot
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Fig. 4.31: Elipsoides Atractivos y Trayectorias

Observación 4. Es posible que, para algunas condiciones iniciales fuera del elipsoide, las tra-
yectorias converjan a Eε(R0, ε

∗
0). Sin embargo, lo anterior, no se asegura.

4.2.4. Comparación con un Controlador Clásico

En esta subsección se realiza una comparación del algoritmo de control que se propone en el
Capítulo 3 con un algoritmo clásico (ver [49]) que se utiliza para el seguimiento de trayectorias
de un RMD. Para este algoritmo de control clásico mencionado, se realiza el control de un punto
que se encuentra localizado a una distancia l y que es perpendicular al punto medio del eje de
las ruedas.

Para dicha comparación, se propone un seguimiento de trayectoria basada en una función
seno, definida por

xd(t) =
1

2π
t,

yd(t) = 0.2 sen

(
1

10
πt

)
.

Además, las perturbaciones aplicadas al sistema son

d1(t) = 0.1 cos(t) + 0.1,

d2(t) = 0.4sen(t) + 0.5.
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La ley de control para el algoritmo clásico tiene la siguiente forma

v = cos(θ)(ẋd − kpep) + sen(θ)(ẏd − kqeq),

w = −sen(θ)

l
(ẋd − kpep) +

cos(θ)

l
(ẏd − kqeq),

donde ep = p− xd, eq = q − yd, con p y q como las coordenadas del punto frontal del RMD y
están dadas por p = x + l cos(θ) y q = y + l sen(θ), mientras que las ganancias kp = kq = 5.
Las condiciones iniciales del RMD son [x, y, θ]> = [−0.2, 0, 0]>.

En la Fig. 4.32 se muestran las trayectorias en el plano x−y en donde la trayectoria deseada
está representada por la línea de color rojo, mientras que la línea punteada de color negro repre-
senta la trayectoria del RMD, utilizando el algoritmo de CMD y el MEA, finalmente, la línea
punteada de color verde representa la trayectoria en el plano con el algoritmo de control clásico
utilizado para comparación. Además, en la misma Fig. 4.32 se muestran las velocidades lineal
y angular que se le aplican al RMD para los dos esquemas de control.

Fig. 4.32: Trayectoria en el plano X − Y y Velocidad Lineal y Angular

La Fig. 4.33 muestra el desempeño del ángulo del RMD el cual oscila entre ±25[◦] para
los dos algoritmos de control. Los errores de posición del RMD se ilustran en la Fig. 4.34, en
donde se puede observar que los errores e0, e1 y e2 utilizando el algoritmo clásico, convergen a
una región del origen, debido a las perturbaciones aplicadas, mientras que para el algoritmo de
control desarrollado en este trabajo (MEA y el CMD) los errores e0 y e1 convergen a una región
menor del origen, por último, el error e2 converge a cero en tiempo finito.
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Fig. 4.34: Errores de Posición

En esta subsección se realizó una comparación de un algoritmo de control clásico propuesto
(en donde se controla el punto frontal del RMD) y del MEA con CMD-Continuo. Con base en
los resultados obtenidos, se concluye que el RMD obtuvo un mejor desempeño en presencia de
perturbaciones al realizar la tarea de seguimiento utilizando la estrategia de CMD y el MEA.
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Capítulo 5

Pruebas Experimentales

Resumen. Este Capítulo presenta las pruebas experimentales con las leyes de control diseña-
das en el Capítulo 3. La primera parte de este Capítulo describe la plataforma experimental.
Posteriormente, se presentan dos tipos de pruebas experimentales. La primera prueba consis-
te en utilizar un control no saturado, mientras que la segunda consiste en utilizar un control
saturado.

5.1. Plataforma Experimental

Para la estrategia de control propuesta se utiliza el QBot 2 fabricado por Quanser (ver Fig.
5.1). El QBot 2 utiliza una estación de control con un software en tiempo real QUARCr, que
permite crear una interfaz directa con MATLABr/Simulinkr donde la comunicación entre la
estación de control y el Qbot 2 se realiza por medio de WiFi mediante un router (ver [50]). En
la Tabla 5.1 se muestran los principales parámetros asociados al Qbot 2.

Tabla 5.1: Especificaciones del Qbot 2

Descripción Valor Unidades
Diámetro del Qbot 2 0.35 m
Distancia entre ruedas 0.23 m
Velocidad lineal máxima 0.70 m/s
Masa del Qbot 2 3.79 kg
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La posición y la orientación del QBot 2 se miden por medio de sensores internos del robot.
En este sentido, ambas ruedas cuentan con encoders, los cuales son utilizados para obtener
información de la rotación de las ruedas y estimar los cambios en la posición a través del tiempo.
Basados en esa información, se puede calcular el desplazamiento total y la orientación de ángulo
por medio del modelo cinemático del RMD. Es importante recordar que las velocidades lineal
y angular actúan como las entradas de control.

as

Rueda
De

Rueda 
I i rda

Sensores de 
Acantilado

Bumpers

Fig. 5.1: Plataforma Experimental

Por otro lado, todos los experimentos fueron implementados con el método de integración
de Euler con un paso de muestreo hs = 0.01[s].

5.2. Lemniscata Sin Saturación

La trayectoria deseada es definida como

xd(t) = − cos(0.12t),

yd(t) = −sen(0.24t).

Las condiciones iniciales del RMD son [x, y, θ]> = [−1.5, −0.5, 0]>. Las perturbaciones
están dadas por

d1(t) = 0.01 cos(t) + 0.09,

d2(t) = 0.20 sen(t) + 0.30.
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Las ganancias K0 y K1 fueron diseñadas por el método de asignación de polos y las ganan-
cias para el CNSTMD-Continuo, son mostradas en la Tabla 5.2.

Cabe mencionar que esta trayectoria deseada no cumple con la condición del método el
cual es que el control u0 no cruce por cero. Sin embargo con fines ilustrativos se realiza el
experimento para demostrar el comportamiento del robot.

Tabla 5.2: Parámetros de los controladores

Parámetro Valor Parámetro Valor
K0 [0.01, 1.21] k1 1.82
K1 [0.01, 1.21] k2 7.17
ζ 0.30 k3 2.10

En la Fig. 5.2 se muestran las trayectorias en el plano x − y en donde la trayectoria del
robot es representada por la línea de color negra. En el lado derecho de la misma Figura, se
ilustran las velocidades aplicadas al RMD necesarias para realizar la tarea de seguimiento de
una lemniscata.
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Fig. 5.2: Trayectoria en el plano X − Y y Velocidad Lineal y Angular

Note que, al final del experimento, las velocidades del robot superan los valores máximos.
Esto es debido a que el control virtual u0 presenta cruces por cero.

En la Fig. 5.3 se muestra el comportamiento del ángulo el cual al principio varía entre±90◦.
Posteriormente, debido a que u0 tiene cruces por cero, la orientación del robot crece.
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Los errores de posición se ilustran en la Fig. 5.4, en donde los errores e0 y e1 convergen a
una región, mientras que e2 oscila alrededor de cero, esto se debe a que pudiera existir ruido en
los sensores o dinámicas no modeladas como fricciones. Como podemos observar, en t = 24[s]
el error en el ángulo aumenta y por lo tanto la perturbación g se presenta, lo que implica que el
error e1 aumente.
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Fig. 5.3: Orientación del Robot
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En la Fig. 5.5 se muestran las señales de control virtuales. Note que en t = 24[s], u0 cruza
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por cero debido a que la trayectoria deseada de la lemniscata, específicamente ẋd tiene cruces
por cero, lo que implica que la señal de referencia x?2 =∞.
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Fig. 5.5: Señales del Control Virtual

5.3. Función Seno con Saturación

A continuación se muestran los resultados experimentales con el control u0 con saturación.
La trayectoria deseada es definida como

xd(t) =
1

2π
t,

yd(t) = 0.2 sen

(
1

10
πt

)
.

Las perturbaciones, las cuales son generadas por medio de software son:

d1(t) = 0.06 cos(t) + 0.01,

d2(t) = 0.05sen(t) + 0.10.

Para el control del ángulo de orientación se utiliza el NTSMC-Continuo. La gananciaK1 fue
diseñada por el método de asignación de polos. Además, para obtener el valor de la gananciaK0

es necesario resolver el conjunto de las DLM (3.38)-(3.40) utilizando el solucionador SeDuMi
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a través Yalmip. En dicha solución se obtuvieron los siguientes valores de las matrices:

P0 =

[
1.7803 1.5260
1.5260 4.8610

]
, R0 =

[
0.9131 1.5380
1.5380 4.0738

]
, G0 =

[
0.1590
0.8030

]>
.

En la Tabla 5.3 se muestran los valores asignados para obtener la solución de las DLM, las
ganancias de los controladores.

Tabla 5.3: Parámetros de controladores y de simulación

Parámetro Valor Parámetro Valor
u0 máx 0.6000 K1 [0.012, 1.21]
u0 mı́n 0.0900 ζ 0.02
Qd 30 k1 6.32
γ 0.4000 k2 1.36
δ 0.0111 k3 0.17
ε∗0 [−0.1006, 0.1445]>

K0 [01433, 0.7584]

5.3.1. Caso 1: ε0(0) ∈ Eε(P0, ε
∗
0)

Las condiciones iniciales del RMD están dadas por [x, y, θ]> = [−0.2, 0, 0]>, además la
condición inicial de la trayectoria deseada xd(0) = 0 y de la parte integral del error ē0(0) = 0.5.
Por lo tanto, bajo estas condiciones, se tiene que ε0(0) ∈ Eε(P0, ε

∗
0).

En la Fig. 5.6 se muestran las trayectorias en el plano x− y, donde la línea negra representa
la trayectoria deseada, mientras que la línea punteada roja representa la trayectoria que realiza el
robot. De igual manera, se ilustran las señales de control que se aplican al robot necesarias para
realizar la tarea de seguimiento, en donde al principio se presentan sobre-impulsos en ambas
velocidades (lineal y angular), sin embargo, después del transitorio, las velocidades se logran
estabilizar debido a que el robot alcanza la trayectoria deseada.

El comportamiento del ángulo de orientación del robot respecto al tiempo es mostrado en la
Fig. 5.7, el cual varia entre ±40[◦]. Se pueden observar oscilaciones en el comportamiento del
ángulo debido a que pudiera existir ruido en las mediciones o dinámicas no modeladas como
derrapes en las ruedas.
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Fig. 5.6: Trayectoria en el plano X − Y y Velocidad Lineal y Angular

En la Fig. 5.8 se presentan las señales de control virtuales en donde se aprecian algunos
sobre-impulsos debidos a las condiciones iniciales o a las ganancias seleccionadas. Por otro
lado, los errores de seguimiento son ilustrados en la Fig. 5.9, en donde los errores e0 y e1

convergen a una región, mientras que en el error e2 se presentan algunas oscilaciones alrededor
de cero debido a la presencia de perturbaciones y/o fricciones no modeladas, errores en las
mediciones de los sensores, entre otros.
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Fig. 5.7: Orientación del Robot

Note que u0 permanece dentro de los límites de saturación debido a que la trayectoria inicia
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en Eε(P0, ε
∗
0) y además converge a una región alrededor del origen tal y como se muestra en la

Fig. 5.10.
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Fig. 5.8: Señales del Control Virtual
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Fig. 5.10: Elipsoides Atractivos y Trayectorias

5.3.2. Caso 2: ε0(0) ∈ Eε(R0, ε
∗
0) \ Eε(P0, ε

∗
0)

Las condiciones iniciales del RMD están dadas por [x, y, θ]> = [0.4, 0, 0]>, además la con-
dición inicial de la trayectoria deseada xd(0) = 0 y de la parte integral del error ē0(0) = −1.2.
Por lo tanto, bajo estas condiciones, se tiene que ε0(0) ∈ Eε(R0, ε

∗
0) \ Eε(P0, ε

∗
0).

En la Fig. 5.11 se muestran los resultados de seguimiento en el plano x− y, donde la línea
negra representa la trayectoria deseada, mientras que la línea punteada roja representa la tra-
yectoria que realiza el robot. Además, las señales de control que se aplican al robot necesarias
para realizar la tarea de seguimiento también se muestran en la Fig. 5.11, en donde al princi-
pio se presentan sobre-impulsos en ambas velocidades (lineal y angular), después de eso, las
velocidades se logran estabilizar debido a que el robot alcanza la trayectoria deseada.

El comportamiento del ángulo de orientación del robot con respecto al tiempo es mostrado
en la Fig. 5.12 el cual varia entre±40[◦], se pueden observar oscilaciones en el comportamiento
del ángulo debido a dinámicas no modeladas. Por otro lado, los errores de seguimiento son
mostrados en la Fig. 5.13 en donde los errores e0 y e1 convergen a una región, mientras que
en el error e2, como se mencionó en el Caso 1, se presentan algunas oscilaciones alrededor
de cero debido a la presencia de perturbaciones y/o fricciones no modeladas, errores en las
mediciones de los sensores, entre otros. En la Fig. 5.14 se muestran las señales de control
virtual. Note que u0 se encuentra saturado por u0 mı́n al inicio debido a que la trayectoria inicia
en Eε(R0, ε

∗
0) \ Eε(P0, ε

∗
0), es decir, en esa región se encuentran los limites de saturación como

se muestra en la Fig. 5.15.
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Fig. 5.11: Trayectoria en el plano X − Y y Velocidad Lineal y Angular
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Fig. 5.14: Señales del Control Virtual
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5.3.3. Caso 3: ε0(0) /∈ Eε(R0, ε
∗
0)

Las condiciones iniciales del RMD están dadas por [x, y, θ]> = [−0.5, 0, 0]>, además la
condición inicial de la trayectoria deseada xd(0) = 0 y de la parte integral del error ē0(0) = −1.
Por lo tanto, bajo estas condiciones, se tiene que ε0(0) /∈ Eε(R0, ε

∗
0).

Los resultados de seguimiento en el plano x − y se muestran en la Fig. 5.16, donde la
línea negra representa la trayectoria deseada, mientras que la línea punteada roja representa la
trayectoria que realiza el robot. Las señales de control que se aplican al robot para realizar el
seguimiento de la trayectoria deseada también se muestran en la Fig. 5.11, en donde al igual
que los casos anteriores, al principio se presentan sobre-impulsos en ambas velocidades (lineal
y angular), después de eso, las velocidades se logran estabilizar debido a que el robot alcanza
la trayectoria deseada.

El comportamiento del ángulo de orientación del robot respecto al tiempo es mostrado en
la Fig. 5.17, el cual varia entre ±40[◦], se pueden observar oscilaciones en el comportamiento
del ángulo debido a dinámicas no modeladas. Los errores de seguimiento son mostrados en la
Fig. 5.18, en donde los errores e0 y e1 convergen a una región, mientras que en el error e2,
como se mencionó en el caso 1, se presentan algunas oscilaciones alrededor de cero debido
a la presencia de perturbaciones y/o fricciones no modeladas. En la Fig. 5.19 se muestran las
señales de control virtual. Note que u0 se encuentra saturado por u0 máx para después saturarse
por u0 mı́n debido a que la trayectoria inicia fuera de Eε(R0, ε

∗
0) como se muestra en la Fig. 5.20.

64



X[m]
-1 0 1 2 3 4 5 6

Y
[m

]

-0.5

0

0.5
(x, y)
(xd, yd)

Tiempo[s]
0 10 20 30

v
[m

/s
]

0

0.5

1

Tiempo[s]
0 10 20 30

w
[r
ad

/s
]

-2

0

2

Fig. 5.16: Trayectoria en el plano X − Y y Velocidad Lineal y Angular
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Fig. 5.20: Elipsoides Atractivos y Trayectorias

Observación 5. Es importante señalar que para algunas condiciones iniciales fuera de Eε(R0, ε
∗
0)

no se puede asegurar que las trayectorias van a converger a Eε(P0, ε
∗
0). Esto se debe al hecho de

que los elipsoides son solo una aproximación de la región de atracción. Sin embargo, como se
muestra en la Fig. 5.20, incluso en este caso, utilizando el enfoque propuesto, las trayectorias
convergen a una región del origen.

5.4. Comparación de los Casos de Estudio

Con el fin de ilustrar el desempeño de los controladores de una manera más detallada, es-
pecíficamente para el experimento con los casos vistos anteriormente, cuya trayectoria deseada
es una funcion seno y además considerando saturación, se proponen los siguientes índices de
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desempeño.

exRMS(t) =

(
1

∆T

∫ T

t−∆T

∣∣e0(τ)
∣∣2 dτ)1/2

,

eyRMS(t) =

(
1

∆T

∫ T

t−∆T

∣∣e1(τ)
∣∣2 dτ)1/2

,

eθRMS(t) =

(
1

∆T

∫ T

t−∆T

∣∣e2(τ)
∣∣2 dτ)1/2

,

vRMS(t) =

(
1

∆T

∫ T

t−∆T

∣∣v(τ)
∣∣2 dτ)1/2

,

wRMS(t) =

(
1

∆T

∫ T

t−∆T

∣∣w(τ)
∣∣2 dτ)1/2

,

con ∆T = 2. Algunas propiedades numéricas con los índices de desempeño son mostradas en
Figuras y Tablas donde se encuentran los valores máximos, el promedio y el mínimo de los casos
de estudio. Dichos resultados se obtienen de la prueba experimental con control por saturación
para distintos casos, i.e. Caso 1: ε0(0) ∈ Eε(P0, ε

∗
0), Caso 2: ε0(0) ∈ Eε(R0, ε

∗
0) \ Eε(P0, ε

∗
0) y

finalmente Caso 3: ε0(0) /∈ Eε(R0, ε
∗
0).

En la Fig. 5.21 se muestra el desempeño error exRMS para los distintos casos mencionados
anteriormente, donde podemos observar que el mejor índice de desempeño se da en el Caso 1,
esto se debe a que la trayectoria inicia cercana a una región del origen. Así mismo, la Tabla 5.4
muestra los valores promedio, máximo y mínimo.
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Fig. 5.21: Índices de errores de posición e0

Tabla 5.4: Índices de errores de posición

exRMS Máximo Promedio Mínimo
Caso 1 0.2369 0.0500 0.0288
Caso 2 0.3593 0.0854 0.0568
Caso 3 0.5276 0.1060 0.0710

El desempeño del error eyRMS se ilustra en la Fig. 5.22 para los distintos casos, se observa
que el mejor índice de desempeño se da en el Caso 1, debido a que la trayectoria inicia cercana
a una región del origen. Finalmente, los valores promedio, máximo y mínimo, se encuentran
representados en la Tabla 5.5.
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Fig. 5.22: Índices de errores de posición e1

Tabla 5.5: Valores numéricos de los errores RMS eyRMS

eyRMS Máximo Promedio Mínimo
Caso 1 0.0432 0.0100 0.0002
Caso 2 0.1494 0.0241 0.0007
Caso 3 0.0494 0.0105 0.0003

El desempeño del error eθRMS es ilustrada en la Fig. 5.23 para los distintos casos; se observa
que presentan algunas oscilaciones debido a dinámicas no modeladas. La Tabla 5.6 presenta los
valores máximos, mínimos y el error promedio. Note que el Caso 1 se presentó el valor más
pequeño de los máximos y el valor más pequeño del promedio, mientras que en el Caso 3, se
presentó el menor valor mínimo.
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Fig. 5.23: Índices del error de posición e2

Tabla 5.6: Valores numéricos de los errores RMS

eθRMS Máximo Promedio Mínimo
Caso 1 0.6339 0.3400 0.0353
Caso 2 1.2154 0.4200 0.6380
Caso 3 0.6403 0.3492 0.0345

En la Fig. 5.25 se muestra el índice de desempeño de la velocidad lineal, la cual representa
la entrada de control del RMD en donde la velocidad máxima es de 0.7[m/s], es decir que para
el Caso 3, la velocidad se mantiene dentro de los limites máximos. Para apreciar de una manera
más detallada, en la Tabla 5.7 se muestran los valores máximos, promedios y mínimos para los
distintos casos. Note que en los Casos 1 y 2, las velocidades son similares. Esto se debe a que
las condiciones iniciales inician dentro de los elipsoides (Eε(R0, ε

∗
0) y Eε(P0, ε

∗
0)).

Tabla 5.7: Índices de la velocidad lineal

vRMS Máximo Promedio Mínimo
Caso 1 0.3665 0.1807 0.1037
Caso 2 0.3600 0.1807 0.0700
Caso 3 0.6987 0.2208 0.1178

El índice de desempeño de la velocidad angular, la cual actúa como señal de control del
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RMD se muestra en la Fig. 5.24 en donde la velocidad angular máxima es de 2.7[rad/s], es
decir, se encuentra en el limite máximo que acepta el robot. Para mostrar de una manera más
detallada estos resultados, en la Tabla 5.8 se muestran los valores máximos, los promedio y
los mínimos que corresponden a la velocidad angular. Observe que los valores promedios y los
valores mínimos de los Casos 1 y 3 son muy similares, mientras que para el Caso 2 varían un
poco.

Fig. 5.24: Valores numéricos del error RMS

Tabla 5.8: Valores numéricos de la velocidad angular

wRMS Máximo Promedio Mínimo
Caso 1 1.6220 0.3988 0.1917
Caso 2 2.7000 0.7600 0.4000
Caso 3 1.2139 0.4080 0.2023
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Fig. 5.25: Valores de los controles RMS

Finalmente, con base a las Tablas 5.4 - 5.8 y a las Figuras 5.21 - 5.24 se concluye que,
cuando la condición inicial de e0, ē0 inicia dentro de los elipsoides, entonces, la trayectoria del
robot convergerá más rápido a la trayectoria deseada.
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Capítulo 6

Conclusiones

En este trabajo, se diseñaron estrategias de control robusto a partir del modelo cinemático
del RMD, que le permiten el seguimiento de trayectorias aún en la presencia de perturbaciones
o incertidumbres. A continuación, se enlistan los resultados obtenidos

Se introdujo un control virtual en la dinámica del error para lidiar con la subactuación del
sistema.

Se diseñaron estrategias de control por realimentación de estados para controlar la posi-
ción del RMD.

Se realizaron los análisis de estabilidad para asegurar la convergencia del error de posi-
ción.

Se propusieron algoritmos de CMD-Continuos para el control del ángulo de orientación.

Para el control de la posición se utilizó el MEA en conjunto con una FLB para analizar la
convergencia del error dentro de los elipsoides. Se analizaron tres casos dependiendo de
las condiciones iniciales del error ε0.

Se realizó una comparación con un controlador clásico obteniendo mejores resultados
con la estrategia de control propuesta en este trabajo.

Se realizaron simulaciones numéricas para diferentes trayectorias y se implementaron
pruebas experimentales para ilustrar el funcionamiento de las estrategias propuestas.

Por último, con base en los resultados obtenidos, a continuación se enumeran las publica-
ciones de este trabajo:
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Artículos de Revista JCR Sometidos

E. A. Martínez, H. Ríos, M. Mera and J. González-Sierra, “Robust Tracking Control
Design for Unicycle Mobile Robots with Input Saturation”. Sometido en IET Control
Theory & Applications 2019.

Artículos de Congreso Internacional Sometidos

E. A. Martínez, H. Ríos, M. Mera and J. González-Sierra, “A Robust Tracking Con-
trol for Unicycle Mobile Robots: An Attractive Ellipsoid Approach”. Aceptado en IEEE
Conference on Decision and Control 2019.

Artículos de Congreso Nacional Sometidos

E. A. Martínez, H. Ríos, M. Mera y J. González-Sierra, “Control de Seguimiento Robusto
para Robots Móviles Uniciclo con Entrada Saturada”. Sometido en Congreso Nacional
de Control Automático 2019.
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