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Resumen

En este trabajo de investigacion aborda el problema de SUMCUT por medio de
métodos exactos. EI SUMCUT es un problema NP-Completo [Yuan, 1998], el cual consiste
en minimizar la suma de los cortes de ancho de un grafo conexo; este problema tiene

aplicaciones en la genética y en la arqueologia [Karp, 1993] [Kendall, 1993].

La aportacion de este trabajo consiste en el desarrollo de 4 modelos de programacion
lineal entera y 2 métodos exactos basados en ramificacién y acotamiento, ya que hasta el

momento no se han publicado ningiin método exacto que lo resuelva.

Ademas se realiz6 una heuristica para crear una solucion inicial, la cual permitiera
trabajar con las instancias con un gran numero de nodos. Para validar la eficiencia de la

heuristica se realizé una metaheuristica GRASP.
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CAPITULO 1 Introducciodn

En el presente trabajo de investigacion se aborda el Problema de Suma de Cortes
(SUMCUT Problem, SCP por sus siglas en inglés), el cual es un problema de optimizacion
combinatoria que consiste en minimizar la suma de los cortes de las aristas de un grafo

ordenado en forma lineal. Demostrando en [Yuan, 1998] que es un problema NP-completo.

Este problema tiene aplicacion en la genética, especificamente en el Proyecto del
Genoma Humano [Karp, 1993]. El objetivo de dicho proyecto es la secuencia del ADN de
los humanos asi como el de otras especies con el objetivo de obtener la informacion
genética que lo contiene. Otra aplicacion gue tiene es en la arqueologia donde es necesario
organizar diferentes artefactos (fosiles, herramientas, joyas, etc.) segun un orden
determinado [Kendall, 1993]. A este proceso se le denomina seriacion, y consiste en situar
en orden cronoldgico diferentes artefactos de la misma cultura utilizando un meétodo de
establecimiento de la fecha relativo.

En este trabajo se desarrollaron métodos exactos para resolver el problema del
SUMCUT. Estos métodos constan de 4 modelos de programacion lineal entera, los cuales
son: un modelo compacto, un modelo aplicando la técnica de linealizacion tradicional de
[Fortet, 1959], un modelo utilizando la técnica de linealizacion propuesta por Leo Lieberti
[Liberti, 2007] y un modelo basado en conjuntos. Ademas de realizar 2 métodos basados en

ramificacion y acotamiento.

1.1 Objetivos de proyecto.
1.1.1 Objetivo General.

Desarrollar un método de solucién exacta para el problema SUMCUT basado en un
modelo de programacion lineal entera y un método de tipo ramificacion y acotamiento, que

aproveche la estructura del problema.
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1.1.2 Objetivos especificos.

e Revisar la literatura relacionada con los métodos de solucion del problema
SUMCUT.

e Revisar el marco tedrico relacionado con el problema y los métodos de solucién
exactos.

e Diseflar e implementar un método de solucion basado en un modelo de
programacion lineal entera utilizando CPLEX.

e Disefiar e implementar un método de solucién basado en ramificacion vy
acotamiento.

e Evaluar experimentalmente los métodos desarrollados.

1.2 Justificacion.

Como se sefialo previamente el problema del SUMCUT tiene importantes

aplicaciones en las areas de la genética y arqueologia [Karp, 1993], [Kendall, 1993].

El problema pertenece a la categoria de los problemas de complejidad NP-completos
[Yuan, 1998], lo que significa que no se conoce un algoritmo determinista de tiempo
polinomial que lo resuelva de manera exacta. La Unica posibilidad de resolver exactamente
las instancias de tamafio medio y grande del problema es utilizar un algoritmo aleatorio de

tiempo polinomial o un algoritmo aproximado.

Al revisar el estado del arte se encontré que para este problema no existe una
formulacion de programacion lineal entera, ni métodos exactos basados en el enfoque de
ramificacion y acotamiento. Hasta el momento solo se han reportado un reducido numero

de algoritmos aproximados para este problema.

Debido a lo anterior en este trabajo se propone desarrollar métodos exactos de
solucion del problema del SUMCUT.
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1.3 Alcances.

e Se desarrollara una formulacion de programacion lineal entera del problema.

e Se desarrollard un método exacto basado en la formulacion de programacion lineal

entera.

e Se desarrollard un método exacto basado en el enfoque de ramificacion y

acotamiento.

1.4 Limitaciones.

e Para la solucion del modelo de programacion lineal entera se utilizard el
optimizador CPLEX.

e El desempefio de los métodos de solucion se evaluara experimentalmente utilizando
instancias asociadas a redes de tipo scale free e instancias estandar.

e El proyecto se desarrollara utilizando el lenguaje de programacion Java.

1.5 Organizacion del documento.

En el Capitulo 2 se muestra informacién tedrica para mayor comprension de la
complejidad del problema, asi como informacion del método por el que se va a resolver el

problema abordado en esta tesis.

En el Capitulo 3 se muestran los diferentes trabajos que han realizado otros autores

para resolver el problema del SUMCUT.

En el Capitulo 4 se ve una descripcion del problema del SUMCUT, asi como el tipo
de complejidad que tiene.

En el Capitulo 5 se muestran los diferentes métodos que se desarrollaron en esta tesis

para resolver el problema del SUMCUT.

En el Capitulo 6 se muestran los resultados obtenidos con los métodos desarrollados

gue se vieron en el Capitulo 5.
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Ultimo en el Capitulo 7 se encuentra las conclusiones obtenidas sobre este trabajo,

ademas de los trabajos a futuro.
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CAPITULO 2 Marco teorico

A continuacion se definiran una serie de conceptos empleados en las secciones

posteriores de esta tesis.

2.1 Conceptos de Optimizacion.

En los siguientes subtema se veran algunos de los conceptos de optimizacion mas

relevantes para esta tesis.

2.1.1 Problema de Optimizacion

Un problema de optimizacion es un problema en el que hay varias posibles
soluciones y alguna forma clara de comparacion entre ellas, de manera que existe si y solo
si se dispone un conjunto de soluciones candidatas diferentes que pueden ser comparadas.
“Desde un punto de vista matematico, un problema de optimizacion P se formula como un

3-tupla P = (f, SS, F), definida de la siguiente manera:

opt: f x, Funcién Objetivo
P= s.aqa,
x €EF €SS Restricciones

donde f es la funcidn a optimizar (maximizar o minimizar), F es el conjunto de soluciones

factible y SS es el espacio de soluciones” [Duarte, 2007]..

Este tipo de problemas se pueden dividir en dos categorias: los que la solucién esta
codificada mediante valores reales y aquéllos cuyas soluciones estan codificadas por
valores enteros. En esta segunda categoria se encuentran un tipo particular de problemas

denominados problemas de optimizacion combinatoria.
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“El problema de optimizacion combinatoria consiste en encontrar un objeto entre un
conjunto fijo de posibilidades. Este objeto suele ser un nimero natural, una permutacion o

una estructura de grafo” [Papadimitriou, 1998].

Los problemas combinatorios presentan como particularidad que siempre existe un
algoritmo exacto que permite obtener la solucién Optima. Este metodo consiste en la
exploracién de forma exhaustiva del conjunto de soluciones (enumeraciones). Este tipo de
problemas se caracterizan por tener espacios de soluciones con una cardinalidad muy
elevada [Duarte, 2007].

Existen tres conceptos basicos que se pueden encontrar en la resolucion algoritmica
de problemas de optimizacion combinatoria. Independientemente de la técnica que se

utilice, se debe especificar:

e Representacion: se encarga de codificar las soluciones factibles para su

manipulacion. Determina el tamafio del espacio de busqueda (SS) de cada problema.
e Objetivo: es un predicado matematico que expresa la tarea que se tiene que realizar.
e Funcion de evaluacion: permite asociar a cada solucion factible un valor que

determina su calidad.

2.1.2 Vecindad y Optimos Locales

“Dada una solucion x € SS, la vecindad N(x) de la solucién es un subconjunto del
espacio de soluciones que contiene soluciones que estdn “préximas” de la solucion
considerada” [Duarte, 2007]. En la figura 2.1 se muestra una representacion grafica de la

vecindad de una determinada solucién x [Duarte, 2007].
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Vecindad de X
N(X)

Espacio de busgueda (SS)

Figura 2.1 Vecindad de una solucion X.

La cercania de dos soluciones del espacio de busqueda se puede definir de varias
formas [Michalewicz, 2000]:

e Dado un espacio de busqueda SS para un problema concreto, se puede definir una

funcion distancia dist(x, y) entre cualquier par de puntos x,y € SS como sigue:

dist: 5SS X §S - R

A partir de esta funcion se puede definir la vecindad N x < SS de la solucion x

como:
N x = yeSs: dist x,y <¢

para algin € > 0. La funcion distancia descrita en la aplicacion anterior depende del

problema que se quiera resolver.

e Dado un espacio de busqueda SS para un problema concreto, se puede definir una

funcién N del espacio de soluciones como sigue:
N:SS — 255

donde esta funcion define una vecindad N (x) para cada punto x € SS.

18



En la vecindad de una solucion se encuentran todas aquellas soluciones “cercanas”
de forma que, dada una solucion x € N(x), cada solucion de su vecindad y € N(x) puede

alcanzarse directamente desde x mediante una sola operacion o movimiento.

De acuerdo a [Duarte, 2007] se puede definir respectivamente el dptimo global vy el

optimo local de la siguiente manera:

e Optimo Global:

Dado un problema de optimizacion f,SS,F se dice que una solucion factible

x € F € §S es un 6ptimo (maximo) global si:

VyeF f(x)=f(y)
e Optimo Local:

Dado un problema de optimizacion P = (f,SS, F) y una estructura de vecindad N,
se dice que una solucion factible x € F € SS es un optimo (méaximo) local con

respecto a N si:

VyeNX) fx)=f()

Estas definiciones de pueden particularizar para problemas de minimizacion
cambiando “>” por “<”. En la figura 2.2 se muestra graficamente el maximo global, el

méaximo local y la vecindad, para una funcion objetivo dada.

A
f((XD

Mdaximo Global
Méximo Local e

J \
. <. Vecindad ™

Figura 2.2 Funcién objetivo con el maximo global, maximo local y vecindad [Duarte, 2007].

T

X] "~
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2.3 Problema de Decision.

En [Garey et al., 1979] se define que un problema de decision [] consiste de un
conjunto  Dp de instancias y un subconjunto ¥; € Dy de si-instancias. Una instancia
pertenece a Dy si y solo si puede obtenerse a partir de una instancia genérica mediante la
sustitucion de objetos particulares de los tipos especificos para todos los componentes
genéricos, y una instancia pertenece a Yy si 'y solo si la respuesta a la cuestion del problema

es si para esa instancia.

2.4 Complejidad Computacional.

Los problemas pueden caracterizarse dependiendo de la dificultad de su resolucion
por un ordenador. Se ha definido varias clases de problemas, las cuales son las clases P,
NP, NP-Completo y NP-duro [Duarte, 2007].

e Clase P:

Se dice que un problema se puede resolver en tiempo polinomial cuando el
tiempo de ejecuciéon de un algoritmo que lo resuelve se puede relacionar con el
tamafio de la entrada con una formula polinomial. A estos problemas se les
denominan P. Se considera que los problemas P se pueden resolver en un tiempo de

ejecucion razonable para la informacion actual [Duarte, 2007].
e Clase NP:

Es el conjunto de todos los problemas de decision que se pueden verificar por
algoritmos no deterministas en tiempo polinomial. Por verificar se entiende que se
puede generar en tiempo polinomial una solucién candidata con un algoritmo no
determinista y que se puede verificar su factibilidad en tiempo polinomial con un

algoritmo determinista.

Para para probar que un problema de decisidn pertenece a la clase NP se debe:

20



o Definir una estructura de datos para representar las soluciones candidatas.
o Construir un algoritmo aleatorio para generar una solucion candidata.
o Construir un algoritmo determinista para verificar que una solucion

candidata cumple las condiciones especificadas en el problema.

Como cada problema de decisién resuelto por un algoritmo determinista de
tiempo polinomial es también resuelto por un algoritmo no determinista de tiempo

polinomial, se tiene entonces que P € NP [Garey, 19779].
Clase NP-completo:

Esta clase es un subconjunto de la clase NP de tal forma que todo problema
NP se pueda transformar a uno de la clase NP-completo [Garey, 19779]. Para probar
que un problema de decision m pertenece a la clase NP-completo se demuestra de la

siguiente manera:

o Mostrar que ™ € NP
o VvVrn' € NPC
o <,

Clase NP-duro:

Sea un problema de decision mr, sea NP 0 no, que podamos transformar en un
problema NP-completo y tenga la propiedad de que no se pueda resolver en tiempo
polinomial, podremos decir que el problema es NP-duro.

En la figura 2.3 se muestra la relacion entre los problemas P, NP, NP-completo y NP-

duro [Duarte, 2007].
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Figura 2.3 Relacion entre los problemas P, NP, NP-completo y NP-duro.

2.5 Métodos de Optimizacion

Existen diferentes métodos de optimizacién para la resolucion de problemas, a continuacion
se definen.

2.5.1 Métodos Exactos

Los métodos exactos para la resolucion de problemas se han aplicado con éxito a una
cantidad elevada de problemas. Estos métodos resuelven problemas que pertenecen a la
clase P de forma 6ptima y en tiempo razonable. En cambio para los problemas de la clase
NP no se conocen algoritmos exactos con tiempos de convergencia en tiempo polinomial,
esto quiere decir, aunque existe un algoritmo que encuentre la solucién exacta al problema,

tardaria tanto tiempo en encontrarla [Duarte, 2007].
Algunos de estos métodos son:

e Ramificacion y acotamiento (BAB por sus siglas en Ingles):

“Este método es un enfoque casi enumerativo para resolver el problema que
sera aplicada para una variedad de problemas combinatorios. Esto es bastante
eficiente para problemas de tamafio modesto, y la metodologia general forma una
parte importante del conjunto de metodos de solucion para la clase general de

problemas de programacion lineal entera” [Ignizio, 1994].

La idea basica de este método es particionar un problema dado en un namero
de subproblemas. Esta idea propone establecer subproblemas que son mas faciles de
resolver que el problema original, por su tamafio menor o una estructura mas
susceptible. La figura 2.4 muestra la estructura del metodo basado en ramificacion y

acotamiento [Ignizio, 1994].
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Figura 2.4 Ramificacion y acotamiento.

Enumeracién Implicita:

Es una técnica que es usualmente aplicada a problemas de programacion
entera cero-uno. Esta técnica es similar al método basado en ramificacion y
acotamiento; sin embargo, las reglas de ramificacion, restriccion y acotamiento son
simplificadas y refinadas porque cada variable entera puede tomar solo valores cero

0 uno.

Los problemas de programacion entera cero-uno tienen un numero finito de
puntos factibles, 2™ puntos enteros factibles, donde n es el nimero de variables
cero-uno. En la figura 2.5 muestra un estructura del método de enumeracion

implicita [Ignizio, 1994].

Figura 2.5 Ramificacion con variables binarias.
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e Planos de corte:

El objetivo de este método es construir iterativamente el casco convexo (es la
region del conjunto de las soluciones factibles) en la vecindad de la solucion 6ptima
entera. La solucion éptima de un problema de programacion entera se puede
determinar resolviendo un problema de programacion lineal Unica en la que el casco

convexo es usado como region factible.

Ya que los puntos de los extremos del casco convexo corresponden a las
soluciones enteras. Se hace de una manera sistematica introduciendo restricciones
adicionales que cortan porciones de la region factible excluyendo algunos puntos

enteros factibles [Ignizio, 1994].

2.5.2 Métodos Heuristicos.

Actualmente existen dos interpretaciones posibles para el término heuristica. La
primera de ellas concibe las heuristicas como un procedimiento para resolver problemas. La
segunda interpretacion de heuristica entiende que éstas son una funcion que permite evaluar

la bondad de un movimiento, estado, elemento o solucion [Duarte, 2007].

A continuacion se muestra una clasificacion de las heuristicas de acuerdo a [Duarte,
20071]:

1. Métodos constructivos: Procedimientos que son capaces de construir una solucion
a un problema dado. La forma de construir la solucion depende de la estrategia

seguida. Las mas comunes son las siguientes:

e Estrategia voraz: Partiendo de una semilla, se va construyendo paso a paso

una solucion factible.

e Estrategia de descomposicion: Se divide sistematicamente el problema en

subproblemas mas pequefios.
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Métodos de reduccion: Identifican caracteristicas que contienen las
soluciones buenas conocidas y se asume que la solucion optima también las

tendra.

Métodos de manipulacion del modelo: Consiste en simplificar el modelo del
problema original para obtener una solucion al problema simplificado.

2. Métodos de busqueda: Parten de una solucién factible dada y a partir de ella

intentan mejorarla.

Estrategia de busqueda local 1: Parte de una solucion factible y la mejora
progresivamente. Para ello examina su vecindad y selecciona el primer
movimiento que produce una mejora en la solucion actual (first

improvement).

Estrategia de busqueda local 2: Parte de una solucion factible que la mejora
progresivamente. Par ello examina su vecindad y todos los posibles
movimientos seleccionando el mejor movimiento de todos los posibles (best

improvement)

Estrategia aleatorizada: Para una solucion factible dada y una vecindad
asociada a esa solucion, se seleccionan aleatoriamente soluciones vecinas de

esa vecindad.

2.5.3 Métodos Metaheuristicos

Las siguientes definiciones aportadas por diferentes investigadores describen sus

principales propiedades.

e EI termino metaheuristica 0 meta-heuristica fue acufiado por F. Glover en el afio

1986. Con este término, pretendia definir un “procedimiento maestro de alto nivel
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que guia y modifica otras heuristicas para explorar soluciones mas alla de la

simple optimalidad local” [Glover et al, 1979].

e Las metaheuristicas son una clase de métodos aproximados que estan disefiados

para resolver problemas dificiles de optimizacion combinatoria, en los que los

heuristicos clasicos no son efectivos. Las metaheuristicas proporcionan un marco

general para crear nuevos algoritmos hibridos combinando diferentes conceptos

derivados de la inteligencia artificial, la evolucion bioldgica y los procedimientos
estadisticos [Kelly,1996].

A continuacion se muestra una clasificacion de las metaheuristicas de [Blum, 2003] .

e Metaheuristicas Trayectoriales:

@)

Busqueda Local: la busqueda local consiste en buscar una mejor solucién
que la solucion actual.

Recocido Simulado: la idea principal de esta metaheuristica consiste en
permitir soluciones de peor calidad que la actual con el fin de escapar de los
minimos locales.

Busqueda Tabu: usa una busqueda histérica la cual consiste en no estancarse
en un minimo local, ademas de implementar en estrategia de busqueda.
GRASP: estd compuesta de dos fases: construccién de la solucion y mejora
de la solucioén.

Busqueda Local en Vecindad Variable: aplica de forma explicita una
estrategia basada en un cambio dinamico de las estructuras de la vecindad.
Busqueda Local Iterada: aplica una busqueda local a la solucidon inicial
hasta encontrar un 6ptimo local, entonces perturba la solucién y reinicia la

busqueda local.

e Metaheuristicas Poblacionales:

o

Computacién Evolutiva: son algoritmos inspirados en la naturaleza. Estos

algoritmos utilizan operadores Ilamados cruza y mutacion.
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o Scatter Search y Path Relinking: es una estrategia que genera un conjunto de
soluciones de un conjunto de referencia de soluciones el cual contiene
soluciones factibles.

o Colonia de Hormigas: esta estrategia esa basada en como las hormigas
utilizan la feromona para guiar a las demas hormigas y encontrar en nuestro

caso una solucion optima.

2.6 CPLEX

CPLEX proporciona algoritmos matematicos robustos, permite resolver problemas
con millones de variables y restricciones. Este optimizador resuelve problemas de
programacion lineal entera utilizando variables ya se primaras o duales del método simplex,

problemas de programacion cuadratica convexos 0 h0 CONVexos

Sus caracteristicas:

e Algoritmo automatico y dinamico de control de parametros
e Raépido, reinicios automaticos

e Una variedad de opciones de modificaciones del problema
e Unaamplia variedad de opciones de entrada/salida

e Mensaje de la informacién y andlisis de la solucion

2.7 Modelo de Programacién Lineal

Programacién lineal es un término usado para indicar un método de solucion para

modelos matematicos lineales o simplemente describe la practica de modelado y solucion.

Un modelo de programacién lineal es representado por una funcion que es
determinada como funcion objetivo, el resto del modelo consiste de funciones las cuales
representan las restricciones del problema [Ignizio, 1994]. Como se muestra en el siguiente

ejemplo:
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maxz = 7x; + 10x,

Sujeto a:
X +x, <10
3x;— x, =4
xg =0
X, =20

Figura 2.6 Modelo de Programacion Lineal

Existen modelos de programacion lineal que tienen més de una funcion objetivo a

ellos se les llama modelos de programacion lineal multiobjetivo [Ignizio, 1994].
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CAPITULO 3 Trabajos relacionados

En este capitulo se describen los trabajos mas relevantes y recientes relacionados con
el problema de SUMCUT.

[Lewis, 1993] desarrolla la metaheuristica de Recocido Simulado mediante
movimientos de intercambios, para resolver el problema de Profile(el cual es equivalente al
SUMCUT deacuerdo con [Ravi, 1991]). Primero reordena la matriz con el algoritmo de
Cuthill-McKee con el que se marcan los vértices de la matriz. EI movimiento de
intercambio consta en tomar dos posiciones, i y j e intercambiar las filas i y las columnas j
de la matriz, recalculando todos el costo del Profile enfatizando que si la distancia entre i y
j es muy grande puede tomar bastante tiempo computacional en realizar los movimientos

de intercambio.

[Sanchez-Oro, 2011] propone el uso de la metaheuristica GRASP para resolver el
problema del SUMCUT, evaluando dos tipos de construcciones: una implementa la
construccién tipica del GRASP donde se evalla inicialmente a cada candidato en base a
una funcion voraz para construir la lista de candidatos restringida (RCL), seleccionando un
elemento de forma aleatoria de la RCL, y la segunda se basa en una estrategia donde la
seleccion aleatoria y voraz se intercambian. Su basqueda local tiene asociado dos tipos de
movimientos: intercambio e insercion. La debilidad de este trabajo es que recalcula el costo

completo del SUMCUT cada vez que se construye una nueva solucion.

[Sanchez-Oro, 2012] en este articulo se desarrollan dos versiones de la metaheuristica
Path Relinking: Static Path Relinking (SPR) y Dynamic Path Relinking (DRP) para
resolver el problema del SUMCUT. El primero crea un conjunto de referencia (RefSet),
para ello se ejecuta el procedimiento GRASP de [Sanchez-Oro, 2011] para generar un
conjunto de p soluciones. Del conjunto de p se seleccionan b soluciones donde b/2 se
seleccionan de acuerdo a su calidad y b/2 se seleccionan de acuerdo a su diversidad para

el RefSet. Una vez generado el RefSet el procedimiento del SPR genera un camino para
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cada par de soluciones del RefSet. El algoritmo termina cuando todos los pares de

soluciones se han combinado.

El segundo genera el RefSet ejecutando el procedimiento GRASP y seleccionando del
mismo las primeras b soluciones diferentes. Se selecciona una solucion de forma aleatoria
del RefSet, que sera utilizada como solucion guia. El algoritmo genera un camino desde la
solucion inicial a la solucion guia, almacenado la mejor solucion encontrada en el camino.
Finalmente, el algoritmo DPR comprueba si la nueva solucién cumple una serie de
caracteristicas que le permitan entrar a formar parte de RefSet, si la solucién es admitida en

el RefSet, sustituird a la solucion més parecida del subconjunto de soluciones peores.

[Zamarron, 2013] en este trabajo se desarrollaron tres estrategias de busqueda local
para resolver el problema del SUMCUT, las cuales son: first, best y optima, estas se
implementaron en un algoritmo de BUsqueda Local Iterada y una Busqueda Local Iterada

Celular

Del analisis realizado en el estado del arte se concluye que para el problema de
SUMCUT solo se han realizado trabajos basados en metaheuristicas, por lo tanto de

decidi6 aportar en este trabajo métodos exactos.

En la siguiente tabla muestra los elementos que contienen los algoritmos

mencionados anteriormente.

Tabla 3.1 Algoritmos del Estado del Arte.

Autor Metodologia Ao

Lewis Recosido Simulado 1993

Sanchez-Oro GRASP 2011
GRASP con Path Relinking (Static Path Relinking

Sanchez-Oro 2012

(SPR) y Dynamic Path Relinking (DRP))

Busqueda Local Iterada y Busqueda Local Iterada
Zamarron 2013
Celular
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CAPITULO 4 Descripcion del problema de

Investigacion

4.1 Problema del SUMCUT

El problema del SUMCUT consiste en la suma de todos los CutWidth, debido a esto

se describe primero el problema del CutWidth.

Dado G = (V,E) con n=|V| y m = |E|, un etiquetado o arreglo lineal = de G
asigna los ndmeros enteros 1,2,..,n a los veértices del conjunto V, donde cada vértice

recibe una etiqueta distinta.

El CutWidth (CW) de un vértice v con respecto al arreglo lineal T CW,, v , es el
ndmero de aristas u,w € E que satisfacen la condicion m u <m v <m w [Lopez,
2012].

El CW del grafo G con respecto al arreglo lineal @, CW, G ,es el maximo CW de

todos sus vértices:
CW, = max,ey CW, v 4.2)

Dado un grafo no dirigido, a cada nodo del grafo se le etiqueta con un nimero
identificador como se muestra en el grafo de la figura 4.1

@
™ ®
® ©

Figura 4.1 Grafo.

31



Se ordenan los nodos del grafo de forma horizontal basandose en la etiqueta de los
nodos. Una vez hecho esto, se coloca una linea punteada entre dos nodos, como se muestra

en la figura 4.2.

06

—— e e e = ————
U | [

Figura 4.2 Etiquetado o arreglo lineal del grafo.

El arreglo puede ser representado por su matriz de adyacencia, mostrada en la figura

4.3, la cual es simétrica, debido que se trata de un grafo no dirigido.

Ul W =

O R OR O
Or oS RFIN
=== ="
OO - &
= =]

Figura 4.3 Matriz de adyacencia del grafo.

El valor de la funcién objetivo del CW de v,, donde v, es la primera posicion de la

permutacion, esta dado por:

CW v, = av v 4.2)
j=2
El valor del CW en v, puede ser obtenido con la ecuacion de la siguiente manera:
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CW v, = avy v
j=2

=av; v, +av; vz +av, v, +av; vs
=1+0+1+0
=2

Tal como se puede ver en la figura 4.4, en que al efectuar el corte en la primera

posicion, se afecta en dos arcos del grafo.

®00 006

________.l,.___
L T SO U R N

Figura 4.4 CutWidth del nodo v;.
El valor de la funcion objetivo del CW de v, donde 1 < k < n, de la permutacion,

puede ser calculada por:

n k-1
CW v, =CW vp_; + avy v — av v 4.3)
j=k+1 j=1

El valor de CW puede ser calculado con la ecuacion 4.3 de la siguiente manera:

3
=

CW v, =CW v; + av, v — av v,
Jj=3 j=1

=CW v, + av, v +av, v, +av, v — av, Vv,
=24 04140 —{1}

=2
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CW vy =CW v, + avs v — av; vs
j=4 j=1

=CWwv, + av; v, +avy; vs — av, V3 +av, vs

=2+ 0+1 —{0+0}

=3
n 3
CW v, =CW v; + av, vj — a v U
=CW v + avy v — av; vy, +av, Uy, +tavy v,

=3+ 1 - 1+140
=2

En la figura 4.5 muestra como se calcula el valor del CW para los siguientes cortes:

ONOHONORO,

L B N T I

® 00006

LT I T I

®00 006

Figura 4.5 Cutwith del nodo vy,.
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El valor de la funcion objetivo del CW para cualquier permutacion en la dltima

posicion, debido a que ningln arco pasa sobre este punto de corte, esta dado por:
CW v, =0 (4.4)
La definicién del SUMCUT (SC) es dado un grafo no dirigido ¢ = (V,E) con
n=|V| y m=|E|, un etiquetado o arreglo lineal = de G asigna los numeros enteros

1,2,..,n a los vertices del conjunto V, donde cada vértice recibe una etiqueta distinta
[Petit, 2011].

El SC del grafo G con respecto al arreglo lineal =, SC, G ,es lasuma de todos sus

CW:
SC,= CW, v (4.5)
vev
De esta forma el SC de define como:
SC(G) = SC(n") (4.6)
donde:
" = argmingep SC 4.7

De acuerdo al grafo de la figura 4.1 la tabla 4.1 muestra los CW de la permutacion
= 1,2,3,4,5:

Tabla 4.1 CutWidth de la permutacion .

14 1 2 3 4 5
CW 2 2 3 2 0

Calculado todos lo CW para cada nodo del grafo se prosigue al céalculo de SC, este

valor de obtiene de la suma de todos los CW del grafo, el resultado seria 9.
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SCG =CW 1 +CW?2 +CW 3 +CW 4 +CW 5
=242434+240

=9
4.1.2 Solucion exhaustiva del SUMCUT

Considerando el grafo de la figura 4.1 se programé un exhaustivo que a continuacion
se muestra para resolver el SUMCUT.

Algoritmol. Exhaustivo

minCosto = oo
P = GenerarPermutaciones
Do {

perm =i|i € P

costo = calculaSC(perm)

if (costo < minCosto)

{

minCosto = costo
}
P=P-1

}until(P = @)

La solucidon del problema se muestra en la tabla 4.2:
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Tabla 4.2 Algunas soluciones del Exhaustivo

PermutacionTl | som

(1,2,4,5,3) 6
(1,2,4,3,5) 7
(3,5,1,2,4) 8
(5,3,2,1,4) g
(1,2,3,5,4) 10
(3,4,1,2,5) 11
(4,2,3,5,1) 12
(5,2,1,3,4) 13

Dando como solucion éptima la permutacion = = 1,2,4,5,3 y el valor de la funcion

objetivo del SC es 6, donde es el valor minimo de todos los SC.

4.1.2 Estructura del Problema

Al hacer este programa se notd que el valor de la solucion objetivo se repite en varias
permutaciones como se muestra en la grafica, donde el rango del valor objetivo es de 6 a
13.

Frecuencia del Valor Objetivo

35 i

. /\

s /|

. /|
[ |

—Frecuencia

o [
5 A
/ \

12345678 91011121314151617181920212223 2425
sc(m)

Figura 4.6 Frecuencia del valor Objetivo.
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El problema de SUMCUT, como otros similares, tiene la propiedad de que existen
multiples soluciones del espacio de busqueda que tiene el mismo valor objetivo. Este

comportamiento se puede observar en la gréafica anterior.

Otra propiedad de estos problemas es que los valores parciales de la funcion objetivo

también presentan frecuentemente repeticiones. Esto se puede observar en la tabla 4.1.

Estas dos propiedades pueden ser utilizadas para el disefio de nuevos métodos de
solucion eficientes del problema SUMCUT. El enfoque general de este trabajo consiste en

utilizar estas propiedades en el disefio del algoritmo de tipo ramificacidn y acotamiento.

4.2 Complejidad del problema

[Ravi, 1991] se demuestra que el problema del SUMCUT es equivalente al problema de
minimizacién Profile, cuya diferencia es que para dicho problema seria necesario
proporcionar la solucién inversa a la obtenida. En [Yuan, 1998] se demuestra que el
problema del Profile es NP-completo para grafos bipartidos completos, por lo tanto el

problema del SUMCUT también es NP-completo, ya que estos problemas son equivalentes.
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CAPITULO 5 Métodos Exactos de Solucion

Propuestos

En este capitulo se describira el disefio e implementacion de los métodos exactos de
solucidn propuestos para resolver el problema del SUMCUT.

5.1 Modelo de programacion lineal entera

A continuacion se muestran los modelos de programacién lineal entera desarrollados
en esta tesis para resolver el problema del SUMCUT.

5.1.1 Modelo cuadratico.

Para modelar el SUMCUT se utilizan dos variables binarias la variable x? es usada

para representar el ordenamiento lineal y se define como:

1 p= o (5.1)

xh =
u 0 otherwise

La variable yfj’,? permite modelar la conectividad del grafo, y se define como

Vod = x Axl, es decir, si existe una arista que una a ese par de nodos en la permutacion

actual, se puede también definir a estas variables de la siguiente forma:

pa_ 1L x=1Ax)=1 (5.2)
Y 0, otherwise
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A continuacion se muestra el modelo:

: p.q
min yu_v (5.3)
psc<q V q=c<p

Sujeto a:
n

X =1vu=12,.,n (5.4)

p=1

n
xX’=1vp=12,..,n (5.5)

u=1
yod =xbx!,v u,v €EVvu €EVpq=12,..,n (5.6)

Las restricciones de asignacion (5.4) y (5.5) aseguran que el SUMCUT sea
determinado Unicamente para ordenamientos lineales factibles. La restriccion (5.4)
establece que cada vértice del grafo debe ser asignado a una posicion. La restriccion (5.5)
especifica que Unicamente un vértice puede ser ubicado en cada posicion. La restriccion
(5.6) sirve para especificar el conjunto de aristas en funcién de las posiciones relativas de

los vértices u, v € E en el ordenamiento lineal.

5.1.2 Modelo lineal ILP1.

Este modelo ILP1 utiliza las mismas variables y restricciones del modelo anterior,
solo que para la restriccion (5.6) se sustituye por las restricciones (5.10), (5.11) y (5.12), las

cuales son el resultado de aplicar la técnica de linealizacion tradicional [Fortet, 1959].

Se puede ver a continuacion el modelo matematico ILP1:
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! p:q
min Vi (5.7)
psc<q V qsc<p

Sujeto a:
n
X =1vu=12,..,n (5.8)
p=1
n
X =1vp=12,..,n (5.9)
u=1
Yog x5,V uv €EVvu €Epqg=12..,n
(5.10)
P4 ~ .4 _
Yuy <X,V u,v €EEVv,u €E,pq=12,..,n
(5.11)
xb+x] <yPd+1,vuv €eEVvu €Epqg=12..,n (5.12)

5.1.3 Modelo compacto ILP2.

El modelo matematico ILP2 se define utilizando las mismas variables y restricciones
utilizadas en el modelo matematico ILP1, con la diferencia que se sustituyen las
restricciones (5.10), (5.11) y (5.12) por las restricciones (5.16) y (5.17). Esto se realiza
utilizando la técnica de linealizacion propuesta por Leo Lieberti [Liberti, 2007], como se

muestra a continuacion:

r p:q
min Vv (5.13)
psc<q V qsc<p

Sujeto a:

S

X =1vu=12..,n (5.14)
p=1
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xP=1,vp=12,..,n (5.15)
U p

u=1

S

Vod =x),Vuv €EVvu €Eq=12,..,n
p=1 (5.16)

S

Vg =yl v uv €EVvu €Epq=12,.., (5.17)

5.1.4 Modelo basado en conjuntos ILP3.

De acuerdo a [Cohen, 2014] se decidio realizar un modelo de programacion lineal
basado en conjuntos, el cual para modelar el SUMCUT se considerd que una secuencia
Vq,Vy, ..., U, Que Se puede representar como una Secuencia de conjuntos
Vi, V1,Vs , V1,V V3 ,..., Vy,Vq, ..., 0, . Debido a ello se construye la secuencia S; de
conjuntos que para un ordenamiento vy, v,,...,v, de los vértices se representa como:

So= V1,851 = v,V ..., 8021 = Vq,Vp e, Vy .

A BT

{1.2} {1.3} {14} || {2,3} {2.4} {3.4}
{1,2,3} | | {1,2,4} | | {1.3,4) {2.3,4}
{1.2,3,4}

Figura 5.1 Arbol de conjuntos.

De acuerdo al arbol al ir creando la secuencia de conjuntos para la solucion se va

agregando el nodo, por ejemplo:
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Secuencia de Conjuntos Permutacion

So = {3} BN
51={3.4) sal ]
S =(1,3,4) slafa] [ |
S3={1,3,4,5) (3 ]a 15| |
Sy =1{1,2,3,4,5) (3 [af1]s]2]

Figura 5.2 Secuencia de Conjuntos.

Para este modelo se utilizan tres variables binarias, la variable y! es usada para

representar los conjuntos y se define como:

t_ 1 siues; (5.18)
Yu 0 otherwise

La variable R, ,, revisa si el par de nodos se encuentra en el conjunto S:

1 siyiayl (5.19)

R1ttw =
' 0 otherwise

La tercera variable U}, permite modelar la conectividad del grafo, ademés va
revisando si uno de los nodos pertenece al conjunto S;, es decir, si existe una arista entre
este para de nodo y ademas uno de ellos pertenece al conjunto St. Se puede también definir

esta variable de la siguiente forma:

1 siu€esStnd uw EE:w ¢St (5.20)

UL, =
ww 0 otherwise

Se puede ver a continuacion el modelo de programacién lineal ILP3 aplicando la

técnica de linealizacién tradicional [Fortet, 1959]:
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min Ui w (5.21)

t=1 (u,w)€EE
Sujeto a:
yL = yttt Vvuev,t=12,..,.n—1 (5.22)
yi=t t=12,..,n (5.23)
uev

RL, < vl Yuw €Et=12..,n
(5.24)
RL, < ¥ YVuw €Et=12..,n (5.25)
yi+ vy < Ry +1 Vuw €Et=12,..,n (5.26)
ULw =y +y5 —2RL, Yuw €Et=12..,n (5.27)

La restriccion (5.22) verifica que todo nodo que se encuentre en el conjunto S, se
encuentre en el conjunto S, ;. La restriccion (5.23) revisa que cada conjunto t contenga t
elementos. Las restricciones (5.24), (5.25) y (5.26) controlan los elementos que se
encuentran dentro del conjunto S;. La restriccion (5.27) sirven para especificar el conjunto
de aristas en funcion de las posiciones relativas de los vértices u,w € E que Se encuentran

en el conjunto S;.
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5.2 Métodos Basados en ramificacion y acotamiento

En los siguientes subtemas se muestra los métodos basados en ramificacion y

acotamiento que se desarrollaron para resolver el problema del SUMCUT.

5.2.1 Ramificacion y acotamiento SCBAB1.

En esta seccion se describe un método exacto propuesto que aplica la metodologia de
ramificacion y acotamiento. El algoritmo SCBAB1 hace una busqueda en profundidad
revisando todas las ramas generadas, para obtener el limite superior (UB) se utiliza una
heuristica que obtiene una solucion proxima al Optimo para acortar la bldsqueda. Esta
heuristica escoge el primer nodo con el menor grado y los siguientes nodos con el menor
corte. La suma de todos estos cortes es el valor que se le asigna al UB. En el siguiente

ejemplo se muestra su funcionamiento tomando el siguiente grafo:

- 1 1101

e 2 |1 1)1

@ é} 301 1
al1l1]1

Figura 5.3 Grafo y matriz de adyacencia.

Para crear la solucién toma el primer nodo con el menor grado:

Tabla 5.1 Grado correspondiente a cada nodo.

P —

| Nodo / 1 \ 2 3

a
Grado U 3 2 3

Se toma el nodo 1 y se agrega a la solucién {1}. Después para los siguientes nodos se

va a tomar el primer nodo con el menor corte, como se muestra a continuacion:
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|
——t
T
I
I
|
|
I

"'___C;j-k-—T {1,2}

1

@______“"-:-__: {1!3} 4
_,_--,_-J—_— — {1,4} 3

L

Figura 5.4 Seleccion del segundo nodo.

El procedimiento de la figura 5.4 continua hasta crear la solucion completa, donde
obteniendo la solucion se calcula el SUMCUT vy ese valor es asignado al UB para el
algoritmo.

Tabla 5.2 CutWith de la solucidn.

Solucién 1 2 4 3
CcwW 2 3 2 0

La suma de todos los CutWith es 7, por lo tanto ese valor es asignado al UB. En el

siguiente algoritmo se muestra el pseudocodigo heuristica.

Algoritmo 5.1 Pseudocddigo de la Heuristica para obtener el UB

Entrada: G = (V,E)

Salida: UB

1:.CW[1,..,n] <0

2: leer_instancia()

3:s0l 1 =nodo con menos grado con menor grado
4:fori=2tondo

5. Mgrado = «

6: Actualizar_Stack()
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7. forj=1to Tamaio_Stack do

8: sol i < Pop(Stack)
9: cw « Calculo_CW()
10: if cw < Mgrado then
11: Mgrado < CW

12: Nodo < sol[i]

13: end if

14: end for

15:  sol[i] < nodo

16: CW i <« Mgrado

17: end for

18: return UB « Calculo_SC()

Después de obtener el valor de UB empieza la basqueda en el arbol haciendo la
ramificacion hasta llegar a un porcentaje establecido donde se realiza un célculo parcial del
valor objetivo (PO), al hacer esto se compara el valor obtenido con el UB, si es mayor que
el UB entonces se corta la rama y ya no continua la busqueda, en caso contrario si en menor
que el UB se continua la busqueda generando mas ramas hasta llegar a ultima hoja donde
se actualiza el UB con el valor objetivo encontrado, como se muestra en el siguiente

ejemplo.

Suponiendo que el UB es 8 el arbol con n = 4, se va creando el arbol como se muestra

en la figura 5.5.
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Mejor UB

Calculo Parcial del
SUMCUT menor al UB

Calculo Parcial del
SUMCUT mayor al UB

Se actualiza

Figura 5.5 Arbol del SCBABL.

Algoritmo 5.2 Pseudocédigo del algoritmo SCBAB1

Entrada: ¢ = (V,E)

Salida: (rr*,UB)

1: Stack <« {n,n—-1,...,1}
2: Levels « {1}
3:CW[1,..,n] <0
4:c<1
5:UB <0
6: While Stack + {9} do

8 ¢ < Pop(Levels)

9 sol[c] « Pop(Stack)
10: ifc =nthen

11: SC(sol) = Sum(CW)

12: if SC(sol) < SC(Mejor_sol) then
13: Mejor_sol < sol

14: SC(Mejor_sol) < SC(sol)
15: UB < SC Mejor_sol

16: end if

48



17:

18: if porcentaje < 40 then

19: PO < CalculoPacial(c)

20: if PO < UB then

21: Ramificar(sol c ,Stack, Levels)
22: else

23: Cortar(sol c ,Stack, Levels)
24: end if

25: else

26: Ramificar(sol c ,Stack, Levels)
27: end if

28: endif

29: end While

30: return (Mejor_sol,UB)

5.2.2 Ramificacién y acotamiento basado en conjuntos SCBAB2.

El algoritmo de ramificacion y acotamiento SCBAB2 crea un arbol con conjuntos S;

detamafio t = 1,2,..,n como se muestra en la figura 5.6.

/ o \ 2l 3 @
| N

{12} {1,3} {14} || {23} {2,4} {3.4}

{1,2,3} | | {1,2,4} | | {1,3,4} {2,3,4}
{1.2,3,4}

Figura 5.6 Arbol de conjuntos.
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Para realizar la busqueda en el arbol se necesita un limite superior (UB) este se
consigue realizando una heuristica en la cual se obtiene una solucién que se acerque al
Optimo para acortar la busqueda, la cual se utiliz6 en el anterior algoritmo de ramificacion y

acotamiento. El algoritmo 5.1 muestra el funcionamiento de esta heuristica.

Después de obtener el valor de UBy empieza la blsqueda en el arbol donde
comenzamos con un UB = 0, se calcula el valor parcial del conjunto si al menos un
conjunto es menor que el UB esté se mantiene, pero si ningn conjunto es menor que el UB

se actualiza con la siguiente formula:

UBy + UBgctuar (5.28)
2

UBnyevo =

Al generar los conjuntos se calcula su valor parcial si el conjunto es menor que el

UB se corta la rama, si no continda la basqueda, como se muestra en la figura 5.7.

(on) B9
(©

h 4

l {1.2,3,4} I

Figura 5.7 Arbol del SCBAB2.
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Algoritmo 5.3 Pseudocodigo del algoritmo SCBAB2

Entrada: ¢ = (V,E)

Salida: (", UB)

1:Conjuntos « @

2: UB_H < Heuristica()
3:CW[1,..,n] <0

4:UB < 0

5:seguir = false

6: Whilet <n—1do

7: sol « GeneraConjunto(t)
8: CP < CalculoParcial(t)
9: if CP < UB then

10: Conjuntos < sol
11: seguir < true
12:  endif

13:  if seguir then

14: t++

15:  else

16: UB < Actualiza()
17: end if

18: end While

19:Mejor_sol < GenerarPemutacion(sol)

20: return (Mejor_sol,UB)

5.3 GRASP.

Para realizar comparar el desempefio de los métodos exactos propuestos contra un
método metaheuristico se construyéd el algoritmo de soluciéon de tipo GRASP que se

describe en esta seccion.
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Algoritmo 5.4 Pseudocodigo del GRASP

Entrada: ¢ = (V,E)

Salida: SCGlobal

1: leer_instancia()

3: iteraciones = 15

4: for i = 0 to iteraciones do

5. generar_sol()

6: Busqueda_Local()

7: if SCLocal < SCGlobal then

11: SCGlobal < SCLocal
12: endif
14: end for

15: return SCGlobal

El método para generar la solucién inicial es un algoritmo H1 que construye una
solucidn inicial seleccionando los nodos con el menor grado y de ese grupo se escoge de
forma aleatoria un nodo, para los siguientes nodos de la permutacién que se van a
seleccionar se elige el nodo con el menor corte. Una vez hecho se calcula el valor del
SUMCUT de esta permutacion. Después se localiza el nodo con mayor grado y lo ubica a
la mitad de la permutacion, si al hacer esto el valor del SUMCUT de la nueva permutacion
es menos al anterior se queda con esta nueva permutacion para la solucién inicial. En el

siguiente ejemplo se muestra su funcionamiento tomando el siguiente grafo:

~_ 1 1,01

T 2 |1 11

@ é) 301 1
4111 1

Figura 5.8 Grafo y Matriz de Adyacencia

Se seleccionan los nodos con el menor grado:
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Nodo 1 3
Grado 2 2

Figura 5.9 Nodos con menor grado.

De los nodos con menor grado se elige aleatoriamente el primer nodo de la
permutacion, en este caso es el nodo 3 . Después para los siguientes nodos se va a tomar

el primer nodo con el menor corte, como se muestra a continuacion:

O e o
S 3.1 4

1

1

I

,I7
I 3,4} 3
— — T

® @

oN0}

1

Figura 5.10 Seleccion del segundo nodo.

El procedimiento de la figura 5.10 continua hasta crear la solucion completa, donde

obteniendo la solucion se calcula el SUMCUT.

Tabla 5.3 CutWith de la solucion.

Solucion 3 2 4 1
Ccw 2 3 2 0

Para esta permutacion el SUMCUT es de 7. Una vez hecho esto se localiza el
primer nodo con el mayor grado y le ubica a la mitad de la permutacién % . En este caso es

el nodo 2 si este ya se encuentra en la posicion de en medio de la permutacién ya no se

realiza este paso como se muestra en este caso.

Algoritmo 5.5 Pseudocodigo para obtener la solucién inicial H1

Entrada: ¢ = (V,E)
Salida: UB
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1:.CWI[1,..,n] <0

2: leer_instancia()

3:so0l 1 = seleccio_aleatria()
4:fori=2tondo

5 Mgrado = o

6 Actualizar_Stack()

7: forj=1to Tamaiio_Stack do
8: sol i < Pop(Stack)

9 cw < Calculo_CW()

10: if cw < Mgrado then

11: Mgrado < CW

12: Nodo « sol[i]

13: end if

14: end for

15:  sol[i] < nodo

16: CW i « Mgrado

17: end for

18: intercambio_mayorGrado()

18: return sol

Para el método de busqueda local se decidid utilizar el propuesto en [Zamarron,
2012], que es una busqueda optima que evalla toda la vecindad de insercion hasta
encontrar el mejor movimiento que mejore el valor objetivo, si existiera una mejora, el

proceso se vuelve a repetir.

En la Figura 5.11, se muestra la permutacion = = 1,2,3,4,5 con un SC(m) = 15,
donde se explora todo el vecindario hasta encontrar el mejor movimiento resultando en la
permutacion = = 1,2,4,5,3 , como se encontré una mejora se vuelve a explorar todo el
vecindario por un mejor movimiento, el cual resulta en la permutacion = = 1,4,2,5,3 , se
vuelve a reiniciar este proceso de busqueda pero debido a que ningin movimiento mejora el

valor objetivo actual esta termina regresando 7.
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[1]2[3]4]5]

sC=15 56=16

\
SC=13
[A[2[4]3]5]
SC=11

1[2[a[5]3] — [2[1]4]5]3]
o \ SC=11

@ss
l1141§|3|21 |1lﬂ§lllzlsl

Figura 5.11 Basqueda Local.
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CAPITULO 6 Resultados experimentales

En este capitulo se mostrara los resultados obtenidos, asi como bajo qué condiciones se

realizaron lo experimentos y las instancias utilizadas.

6.1 Instancias

Los grupos de instancias utilizados son los siguientes:

e Small: En un conjunto de datos de 84 grafos introducidos en el contexto del problema
de reduccion de bandwith introducidos en [Martih, 2008]. El rango del nimero de
vertices va de 16 a 24, y el rango del nimero de arcos se de 18 a 49.

e Grids: Este conjunto de datos se compone de 81 matrices construidas como el
producto cartesiano de dos caminos [Raspaud, 2009]. Tambien fueron llamadas dos
mallas dimensionales, y fueron documentadas en [Raspaud, 2009]. Para este conjunto
de instancias, los vértices estan colocados en un malla donde su dimension es de
anchura x altura, esta dos medidas son seleccionadas entre el conjunto {3, 6, 9, 12, 15,
18, 21, 24, 27}.

e Harwell-Boeing: Este grupo de instancias consiste en un conjunto de matrices de
prueba estandar M = (M;;) derivadas de problemas en sistemas lineales, minimos
cuadrados y célculos de valores propios de un amplia variedad de disciplinas
cientificas de ingenieria. Los grafos son derivados de estas matrices considerando un
arco (i,j) para cada elemento M;; # 0.

e Tree: Conjunto de instancias que consisten en arboles con un minimo nimero de
nodos y separacion de vértices igual a A. En general, para la construccion de un arbol
con la separacion vértice A + 1 es necesario para seleccionar cualquiera de los tres
miembros de T (A) y vincular cualquier nodo de cada uno de estos a un nuevo nodo que
actia como la raiz del nuevo arbol. El nimero de nodos, n (1), de un arbol en T (A) se
puede obtener usando la relacion de recurrencian (A) =3n (A -1) + 1, dondeny (1) =2
[Ellis, 1994].

Las instancias empleadas para la experimentacion fueron 5 de las Grid, 84 de las
Small , 15 de las Tree y 3 de las Harwell-Boeing (HB). Las cuales son las que se muestran

en la siguiente tabla:
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Tabla 6.1 Instancias empleadas para la experimentacion.

Grupo de Instancias

Instancia

Grid Grid3x3.txt grid_6.mtx.rnd
Grid4x4.txt grid_7.mtx.rnd

grid_5.mtx.rnd
Small pl7_16_24 n.txt p59 20 23 n.txt

pl8 16 21 n.txt
p19_16_19 n.txt
p20_16_18 n.txt
p21_17_20_n.txt
p22_17_19 n.txt
p23_17_23_n.txt
p24_17_29 n.txt
p25_17_20_n.txt
p26_17_19 n.txt
p27_17_19 n.txt
p28_17_18 n.txt
p29_17_18 n.txt
p30_17_19 n.txt
p31_18 21 n.txt
p32_18 20_n.txt
p33_18 21 n.txt
p34_18 21 n.txt
p35 18 19 n.txt
p36_18 20_n.txt
p37_18 20_n.txt
p38_18 19 n.txt
p39_18 19 n.txt
p40_18 32 _n.txt
p4l_19 20 _n.txt
pd42_19 24 n.txt
p43_19 22 n.txt
p44_19 25 n.txt
p45_19 25 n.txt
p46_19 20 _n.txt
p47_19 21 n.txt
p48_19 21 n.txt
p49_19 22 n.txt
p50 19 25 n.txt
p51 20 28 n.txt
p52 20 27 n.txt
p53 20 22 n.txt
p54 20 28 n.txt

p60_20_22 n.txt
p6l1_21 22 n.txt
p62_21 30_n.txt
p63_21 42 n.txt
p64_21 22 n.txt
p65_21 24 n.txt
p66_21 28 n.txt
p67_21_ 22 n.txt
p68_21 27 n.txt
p69_21 23 n.txt
p70_21_25 n.txt
p71_22_29 n.txt
p72_22_49 n.txt
p73_22_29 n.txt
p74_22_30_n.txt
p75_22_25 n.txt
p76_22 30 n.txt
p77_22_37_n.txt
p78_22 31 n.txt
p79_22 29 n.txt
p80_22 30_n.txt
p81_23 46_n.txt
p82_23 24 n.txt
p83_23 24 n.txt
p84_23 26_n.txt
p85_23 26_n.txt
p86_23 24 n.txt
p87_23_30_n.txt
p88_23 26 _n.txt
p89_23 27 n.txt
p90_23 35 n.txt
p91_24 33 n.txt
p92 24 26 n.txt
p93 24 27 n.txt
p94 24 31 n.txt
p95 24 27 n.txt
p96 24 27 n.txt
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p55_20_ 24 n.txt p97_24 26 _n.txt

p56_20_23_n.txt p98_24 29 n.txt
p57_20_24 n.txt p99_24 27 n.txt
p58_20_21 n.txt pl100_24 34 n.txt

TREE_22_3 rotl.mtx.rnd
TREE_22_3 rot2.mtx.rnd
lrot TREE_22_3 rot3.mtx.rnd
TREE_22_3 rot4.mtx.rnd
TREE_22_3 rot5.mtx.rnd
TREE_22_3 rotl.mtx.rnd
TREE_22_3 rot2.mtx.rnd
Tree 2rot TREE_22_3 rot3.mtx.rnd
TREE_22_3_rot4.mtx.rnd
TREE_22_3 rot5.mtx.rnd
TREE_22_3 rotl.mtx.rnd
TREE_22 3 rot2.mtx.rnd
3rot TREE_22 3 rot3.mtx.rnd
TREE_22 3 rot4.mtx.rnd
TREE_22 3 rot5.mtx.rnd

bcspwrOl.mtx.rnd
HB bcspwr02.mtx.rnd
can___ 24.mtx.rnd

6.2 Condiciones Experimentales

Todos los experimentos estan realizados bajo estos entornos de prueba:

e Procesador: Intel Pentium de 2.00 GHz.
e Memoria RAM: 4 GB.

e Sistema Operativo: Windows 7.

e Entorno de Desarrollo: NetBeans.

e Lenguaje de Programacion: Java.

e Para los modelos de Programacion Lineal se utilizo la libreria CPLEX 10.9.



6.3 Experimentos

Las instancias de los grupos Grid, Small y Tree fueron resueltas con un tiempo limite
de 300s de CPU utilizando el optimizador CPLEX, en las tablas 6.2 y 6.3 se muestran los
resultados de los modelos de programacion lineal entera para estas instancias. La primera
columna de la tabla contiene el nombre del grupo y la cantidad de instancias utilizadas. Las
siguientes tres columnas contienen los resultados que se obtienen con el modelo ILP1. El
contenido de estas columnas es el promedio de los mejores valores objetivos encontrados
(Prom. Mejor), el nimero de 6ptimos encontrados (#Opt) y el promedio del tiempo de
solucion de las instancias del grupo correspondiente en segundos de CPU.(Prom. Tiempo).
Las Gltimas 3 columnas contienen los resultados correspondientes con el modelo ILP2. En
la dltima fila de la tabla se muestran los acumulados de los valores observados en los

experimentos.

Tabla 6.2 Resultados de la solucion de las instancias Grid, Small y Tree con los modelo de
programacion lineal entera propuestos (ILP1y ILP2)

ILP1 ILP2
Prom. Mejor #Opt Prom. Tiempo Pro_m. #Opt Prom. Tiempo
Grupo Mejor
Grid(5) 490.6 1 192.2 377 1 240.9522
Tree(15) 54.93 0 280.1189 35.47 0 300.3935
Small(84) 86.23 0 300.1038 63.78 23 231.527619
Total 631.76 1 855.3729 476.25 24 772.873319

Tabla 6.3 Resultados de la solucion de las instancias Grid, Small y Tree con los modelo de
programacion lineal entera propuesta en este documento (ILP3)

ILP3
Grupo Prom. Mejor  #Opt Prom. Tiempo
Grid(5) 154.6 2 198.2734
Tree(15) 35.2 0 300.03
Small(84) 62.06 59 125.60397
Total 251.86 61 623.90737
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En las siguientes tablas muestra los resultados obtenidas para el grupo de instancias
HB con un tiempo limite de 3600s de CPU utilizando también para esta instacias el
optimizador CPLEX.

Tabla 6.4 Resultados de la solucion de las instancias HB con los modelos de programacion
lineal entera propuestos (ILP1 y ILP2)

ILP1 ILP2
Prom. Mejor #Opt Prom. Tiempo Pro_m. #Opt Prom. Tiempo
Grupo Mejor
HB(3) 289.66 0 3600.643 200.66 0 3600.75

Tabla 6.5 Resultados de la solucion de las instancias HB con el modelo de programacion
lineal entera propuesto en este documento (ILP3)

ILP3
Grupo Prom. Mejor  #Opt Prom. Tiempo
HB(3) 165.33 0 3600.625

De acuerdo con los resultados obtenidos que se muestran en las tablas 6.2, 6.3, 6.4 y
6.5, se observd que el modelo ILP3 obtiene los mejores resultados al obtener mayor nimero

de 6ptimos encontrados, ademas de la disminucion del tiempo de ejecucion.

La instancias utilizadas para el método basado en ramificacién y acotamiento son las
Grid, las Small, las Tree y las HB, el tiempo limite para las Grid, las Small y las Tree es

de 300s de CPU vy los resultados se muestran en la tabla 6.6.
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Tabla 6.6 Resultados de la solucidn de las instancias Grid, Small y Tree con el método
basado en ramificacion y acotamiento.

SCBAB1 SCBAB?2
Grupo Prom. Mejor #Opt Prom. Tiempo E/Irgjr(])ﬂlli #Opt Prom. Tiempo
Grid(5) 147 1 240.138 147 2 196
Tree(15) 37.07 0 300 35.47 0 300
Small(84) 84.023 0 300 81.774 6 295.61
Total 268.09 1 840.138 264.244 8 791.61

Para las instancias HB los resultados se muestran en la tabla 6.7, estas se corrieron

con un tiempo limite de 3600s de CPU.

Tabla 6.7 Resultados de la solucién de las instancias HB con el método basado en
ramificacidn y acotamiento.

SCBAB1 SCBAB2
i - Prom. .
Grupo Prom. Mejor #Opt Prom. Tiempo Mejor #Opt Prom. Tiempo
HB(3) 215 0 3600 215 0 3600

Para el método basado en ramificacion y acotamiento el algoritmo que obtuvo mejor
resultados es el SCBAB2 al tener un mayor numero de 6ptimos encontrados en un menor
tiempo de ejecucion.

Se utilizaron las mismas instancias para los experimentos con el algoritmo GRASP.

Tabla 6. 8 Resultados de la solucion de las instancias Grid, Small, Tree y HB con el

GRASP.
GRASP
Grupo Prom. Mejor  #Opt Prom. Tiempo
Grid(5) 148.6 2 0.185
Tree(15) 35.133 0 0.357
Small(84) 75.4881 2 1.067
HB(3) 204.666 0 6.281
Total 463.8871 4 7.89
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En las tablas 6.9 y 6.10 se muestran los resultados de los métodos mas sobresalientes
en este trabajo.

Tabla 6.9 Resultados de la solucidn de las instancias Grid, Small, Tree y HB con el ILP3 y

SCBAB2.

ILP3 SCBAB2
Prom. Mejor #Opt Prom. Tiempo Pro_m. #Opt Prom. Tiempo

Grupo Mejor

Grid(5) 154.6 2 198.273 147 2 196
Tree(15) 35.2 0 300.03 35.47 0 300
Small(84) 62.06 59 125.604 81.774 6 295.61
HB(3) 165.33 0 3600.625 204.666 0 3600
Total 417.73 61 4224.532 479.244 8 4391.61

Tabla 6.10 Resultados de la solucion de las instancias Grid, Small, Tree y HB con el

Heuristica solucion inicial H1 y GRASP.

H1 GRASP
Prom. Mejor #Opt Prom. Tiempo Pro_m. #Opt Prom. Tiempo
Grupo Mejor
Grid(5) 150 2 0.0194 148.6 2 0.185
Tree(15) 37.067 0 0.0108 35.133 0 0.357
Small(84) 82.905 0 0.0055 75.4881 2 1.067
HB(3) 208.333 0 0.0123 215 0 6.281
Total 478.305 2 0.048 463.8871 4 7.89
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CAPITULO 7 Conclusiones y Trabajos Futuro

El proyecto de investigacion presentado en este trabajo cumplio satisfactoriamente
con los objetivos planteados inicialmente, los cuales son la realizacién de un modelo de
programacion lineal entera y un método de tipo ramificacion y acotamiento. En este
capitulo se describen las aportaciones més relevantes del trabajo y los trabajos futuros. A

continuacion se muestras estas aportaciones:

e El modelo de programacion lineal entera basada en conjuntos ILP3 (véase capitulo
5 seccion 1.4) obtuvo los mejores resultados comparado con los otros modelos de
programacion lineal entera, ya obtuvo mayor nimero de Optimos encontrados en
menor tiempo (véase capitulo 6).

e La heuristica H1(véase capitulo 5 seccion 3) que se utiliza para generar la solucion
inicial, la cual es de complejidad 0(n?) lo que le permite resolver instancias con un
gran numero de nodos en poco tiempo. Sus resultados se pueden ver en el capitulo
6.

También se participd en dos congresos, a continuacion se enlista los congresos junto

con el articulo que se presento:

e Primer Congreso Internacional de Investigacion en Ensefianza de las Ciencias,
Modelos de Programacién Lineal Entera Mixta para Minimizar la Suma de los
Anchos de Corte en un grafo conexo no dirigido (SUMCUT),2013.

e VII Encuentro de Investigadores, Métodos Exactos para Minimizar la Suma de los

Anchos de Corte en un Grafo Conexo no Dirigido, 2013.

Para los trabajos futuros gracias a la experiencia obtenida se propone seguir
abordando este tema pero utilizando algoritmos metaheuristicos para obtener resultados con

mayor calidad.

63



Anexo A

En este anexo se muestra una tabla de con los resultados obtenidos por el modelo de

programacion lineal entera basado en conjuntos, ya que es el que nos dio mejores

resultados.

Tabla A.1 Resultados de los resultados por instancias.

Grupo de Instancias Instancia SC Optimo
Grid3x3.txt 24 S|
Grid4x4.txt 60 SI
Grid grid_5.mtx.rnd 120 NO
grid_6.mtx.rnd 209 NO
grid_7.mtx.rnd 360 NO
Small pl7_16_24_n.txt 70 S|
p18_16_21_n.txt 48 S|
p19_16_19_n.txt 39 S|
p20_16_18_n.txt 36 S|
p21_17_20_n.txt 44 S
p22_17_19 n.txt 37 S|
p23_17_23_n.txt 51 S|
p24_17_29 n.txt 82 S|
p25_17 20 _n.txt 40 Sl
p26_17 19 n.txt 40 Sl
p27_17_19 n.txt 39 Sl
p28 17 18 n.txt 32 Sl
p29_17_18_n.txt 29 S|
p30_17_19_n.txt 39 S|
p31_18 21_n.txt 39 SI
p32_18 20_n.txt 46 SI
p33_18 21 n.txt 47 Sl
p34_18 21 n.txt 39 Sl
p35_18 19 n.txt 35 Sl
p36_18 20 n.txt 44 Sl
p37_18 20_n.txt 48 S|
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p38_18_19 n.txt 32 S|
p39_18_19 n.txt 36 S|
p40_18_32_n.txt 94 NO
p41_19_ 20 n.txt 36 S|
p42_19 24 n.txt 57 SI
p43_19 22 n.txt 42 SI
p44_19 25 n.txt 70 NO
p45_19 25 n.txt 56 SI
p46_19_20 n.txt 37 S|
p47_19_21 n.txt 39 S|
p48 19 21 n.txt 41 S|
p49_19 22 n.txt 45 S|
p50_19_25_n.txt 51 Sl
p51 20_28 n.txt 73 SI
p52_20_27 n.txt 70 SI
p53_20_22 n.txt 47 Sl
p54_20_28 n.txt 68 S|
p55_20_24 n.txt 51 Sl
p56_20_23 n.txt 54 NO
p57_20_24 n.txt 56 Sl
p58_20_21_n.txt 41 Sl
p59_20_23_n.txt 50 SI
p60_20_22_n.txt 47 Sl
p6l 21 22 n.txt 44 Sl
p62_21 30_n.txt 91 NO
p63_21 42 n.txt 154 NO
p64 21 22 n.txt 45 Sl
p65_ 21 24 n.txt 51 Sl
p66_21 28 n.txt 77 NO
p67_21_ 22 n.txt 40 SI
p68_21 27 n.txt 68 SI
p69_21 23 n.txt 53 SI
p70_21 25 n.txt 57 Sl
p71_22 29 n.txt 69 NO
p72_22 49 n.txt 210 NO
p73_22 29 n.txt 65 Sl
p74_22_30_n.txt 67 Sl
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p75_22 25 n.txt 55 Sl
p76_22_30_n.txt 73 NO
p77_22_37_n.txt 127 NO
p78_22 31 n.txt 79 NO
p79 22 29 n.txt 67 SI
p80_22_30_n.txt 74 NO
p81 23 46 _n.txt 190 NO
p82 23 24 n.txt 56 S|
p83_23 24 n.txt 48 Sl
p84_23 26 n.txt 52 S|
p85_23 26 _n.txt 50 S|
p86_23 24 n.txt 43 S|
p87_23_30_n.txt 87 NO
p88_23 26 _n.txt 58 NO
p89 23 27 n.txt 71 NO
p90_23 35 n.txt 101 NO
p91 24 33 n.txt 96 NO
p92_24 26 _n.txt 58 NO
p93_24 27 n.txt 55 Sl
p94 24 31 n.txt 85 NO
p95_24 27 n.txt 59 NO
p96_24 27 n.txt 54 NO
p97_24_26_n.txt 57 NO
p98_24 29 n.txt 71 S|
p99 24 27 n.txt 62 NO
p100_24 34 n.txt 98 NO
1rot/TREE_22 3 rotl.mtx.rnd 35 NO
1rot/TREE_22 3 rot2.mtx.rnd 35 NO
1rot/TREE_22 3 rot3.mtx.rnd 34 NO
1rot/TREE_22 3 rot4.mtx.rnd 35 NO
1rot/TREE_22_ 3 rot5.mtx.rnd 34 NO
Tree 2rot/TREE_22 3 rotl.mtx.rnd 36 NO
2rot/TREE_22_ 3 rot2.mtx.rnd 34 NO
2rot/TREE_22_ 3 rot3.mtx.rnd 36 NO
2rot/TREE_22_ 3 rot4.mtx.rnd 36 NO
2rot/TREE_22_ 3 rot5.mtx.rnd 34 NO
3rot/TREE_22 3 rotl.mtx.rnd 37 NO
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3rot/TREE_22_3 rot2.mtx.rnd 34 NO
3rot/TREE_22_3 rot3.mtx.rnd 37 NO
3rot/TREE_22_3 rot4.mtx.rnd 34 NO
3rot/TREE_22_3_rot5.mtx.rnd 37 NO
bcspwr0l.mtx.rnd 100 NO

HB bcspwr02.mtx.rnd 161 NO
can__ 24.mtx.rnd 193 NO

Las instancias que no alcanzan el 6ptimo es porque no logran revisar todas las

soluciones antes de que se termina el tiempo limite.
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