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Analisis de puntos de equilibrio en la maquina de induccion.

Ing. Erick Martinez Barcena

Resumen

En ésta tesis se presenta el analisis del fenomeno de bifurcacion enfocado a
una maquina de induccion en particular. Se realiza una variacion paramétrica
que permite hacer evidente dicho fendmeno. Para ello, primero se plantea el
modelado matematico de la maquina de induccion que, en su forma completa,
constituye nueve ecuaciones diferenciales, formando de ésta manera un sis-
tema de orden nueve. Las ecuaciones son empleadas en coordenadas de fase.
Ademads se plantea una transformacion que permita un cambio de variables
en coordenadas de fase a coordenadas dq0 en un marco de referencia estator

y otra a un marco de referencia rotor.

Se estudia un método de continuacion numérico que permite calcular con

precision el diagrama de bifurcacion.

Se obtiene el diagrama de bifurcacién de la maquina de induccion a partir

de calcular sus ecuaciones diferenciales dentro del método de continuacion.
Debido a que la bifurcacidén consiste en multiplicidad de equilibrios, se

realiza un estudio de estabilidad de equilibrios para determinar la trayectoria

real que tendra la maquina de induccion.
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Equilibrium points analysis on the induction machine .
Ing. Erick Martinez Barcena
Abstract

This thesis presents the analysis of the phenomenon of bifurcation applied
to the induction machine. Here a parametric change is carried out to demos-
trate this phenomenon. First, the mathematical model is presented, it consist
of nine differential equations, therefore the complete model is of nine order.

Ecuations are used in dq0 cordinates.

A continuation method is studied to compute the bifurcation diagram of

the machine.

The bifurcation diagram of de induction machin is obtained from calculate

de differential equations using de continuation method.

Because a bifurcation phenomenon consist of multiplicity of equilibria, a
stable equilibria study is performed in order to determinate the real trayectory

that the machine shall expose.
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CAPITULO 1. INTRODUCCION

1.1. Antecedentes

1.1.1. Maquina de Induccion Trifasica

Los principios basicos del electromagnetismo se empezaron a desarrollar
en el siglo XIX, con los experimentos de Oersted, Faraday, Henry, Lenz, Bar-
low y la sintetizacion que hizo Maxwell en 1879. Dentro de los trabajos que
realizaron los cientificos anteriores, se puede considerar como punto de par-
tida para el estudio de las maquinas eléctricas, el principio de induccién elec-
tromagnética descubierto por Michael Faraday en 1831. Los experimentos
posteriores de este gran investigador demuestran de un modo fehaciente el
principio de conversion de la energia eléctrica en mecanica y viceversa (prin-
cipio dinamo- eléctrico).

La ley de induccion de Faraday fue el detonador para que muchos cientifi-
cos € ingenieros buscaran una maquina eléctrica que generase electricidad de
un modo diferente al que se conocia en aquellos tiempos como era la pila de
Volta. La ingenieria eléctrica se puede decir que nace en aquel momento.

En estos casi ciento treinta afios de historia, se han producido grandes
transformaciones y la ingenieria eléctrica que originalmente comprendia la
conversion de energia: maquinas eléctricas, el alumbrado, la telegrafia y la te-
lefonia, se ha desarrollado tan espectacularmente, que hoy dia ha dado lugar
a nuevas dareas, que incluyen aspectos tan diversos como la electronica y las
telecomunicaciones, las computadoras, el control automatico de maquinas y
procesos.

Durante la primera época de desarrollo de esta rama de la técnica, las
maquinas eléctricas desempenaron un papel rector, que determinaba el mo-

vimiento de toda la ingenieria eléctrica, merced a su aplicacion en los campos
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de la generacion, transformacion y utilizacion de la energia eléctrica.

Los perfeccionamientos en el disefio de maquinas eléctricas contribuian a
nuevas posibilidades de su empleo practico y estimulaban el progreso ulterior
y las mas diversas aplicaciones de la energia eléctrica, lo que explica el hecho
de que los cientificos e ingenieros le prestasen especial atencidn, y de que ésta
adquiriese rapidamente la perfeccion técnica de sus formas constructivas que
poseen actualmente.

Las maquinas eléctricas se plantean como convertidores de energia mecani-
ca a energia eléctrica (generadores) o a la inversa, como convertidores de
energia eléctrica a mecédnica (motores). Una maquina eléctrica es un conver-
tidor de energia de una forma a otra, una de las cuales al menos es eléctrica,

y de acuerdo con ello se clasifican en:

a) Generadores: Que transforman la energia mecénica en eléctrica.
b) Motores: Que transforman la energia eléctrica en mecanica.

¢) Transformadores: Que transforman una energia eléctrica en otra de dife-

rente magnitud.

1.1.2. Generadores de Corriente Alterna (Alternadores)

Debe destacarse que la miquina de corriente continua, después de adqui-
rir un fuerte grado de desarrollo entre los afios 1870 y 1890, revel6 también
una serie de dificultades técnicas relacionadas con la obtencion de grandes
potencias unitarias y altas tensiones entre sus terminales. Aunque se hicieron

grandes esfuerzos de investigacidén para conseguir un transporte de energia
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eficiente en corriente continua, fundamentalmente por el francés Marcel De-
prez, se vio enseguida la ineficacia del dinamo.

Con el descubrimiento del transformador en el afio 1885, se planted el
diseno de generadores de corriente alterna o alternadores que se habian dejado
abandonados por la busqueda de una maquina que diera una sefal andloga a
la de las pilas de Volta.

La introduccion de la corriente alterna estuvo llena de grandes disputas,
en las que se reflejaban motivos tanto técnicos como econémicos. En Europa
estaban a favor de la corriente continua: Lord Kelvin, Crompton, A.W. Ken-
nedy y J.Hopkinson, y a favor de la corriente alterna: Ferranti, Gordon, W
M.Mordey y Silvanus Thompson.

En Estados Unidos, Edison defendia la corriente continua mientras que
Westinghouse, Tesla, Sprague y Steinmetz defendian la corriente alterna.

El hecho de que el proyecto de la central eléctrica a instalar en las catara-
tas del Nidgara fuera adjudicado a la compaiiia Westinghouse en 1893 fue el
declive de la corriente continua a favor del auge de la corriente alterna, (esta
Central tenia una potencia de 50.000 CV con un salto neto de 54 m; disponia
de 10 turbinas tipo Fourneyron, que movian alternadores bifasicos de 3.500
kVA con eje vertical y que generaban una tension de 2.300 V /fase, la velo-
cidad de giro era de 250 r.p.m.; el inducido de cada alternador era interior y
fijo, mientras que el inductor estaba situado en el exterior y era movil con los
polos radiales mirando hacia dentro de la estructura; componian un total de 12
polos, de tal modo que la velocidad tangencial en los mismos alcanzaba los
40 m/s y se obtenia una frecuencia de 25 Hz).

Al descubrirse el transformador alrededor de 1885, la experiencia acumu-

lada por los ingenieros en el desarrollo de la maquina de corriente continua,
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hace que el progreso en el disefio de generadores de corriente alterna ¢ alter-
nadores, se efectiie con gran rapidez.

Las frecuencias de los alternadores variaban en principio entre los 25 Hz
y los 135 Hz; finalmente se procedié a una normalizacién y se eligieron los
valores de 50 Hz (Europa) y 60 Hz (EEUU).

1.1.3. Motores de Corriente Alterna

En cuanto a los motores de c.a. de tipo asincrono o de induccion, en 1879
Walter Baily demostré ante la Physical Society de Londres, la posibilidad
de producir una rotacion mediante las corrientes inducidas en un disco de
cobre. Ferraris en 1885 descubrio el campo magnético giratorio, utilizando
dos corrientes alternas independientes de igual frecuencia pero diferente fase.
El mismo descubrimiento fue hecho casi a la vez por Nikola Tesla que fue el
primero que construyd y patentd este tipo de motores en Octubre de 1887 y
por lo que se le considera como el inventor de los mismos.

Todos ellos disponian de un estator en forma de anillo. El primer tipo tenia
un rotor con cuatro polos salientes, dando lugar a un motor de reluctancia
que no poseia cualidades de auto arranque, pero que giraba a la velocidad
de sincronismo, el segundo motor era un verdadero motor asincrono, tenia
el rotor devanado que podia arrancar pero que giraba a una velocidad por
debajo de la correspondiente al sincronismo y el tercero era motor sincrono,
que funcionaba suministrando corriente continua al devanado del rotor.

Debe destacarse que los primeros motores asincronos eran bifasicos y con
polos salientes en el estator, alimentados con dos corrientes desfasadas 90° en
el tiempo y utilizando dos devanados desfasados 90° en el espacio.

George Westinghouse compro las patentes de Tesla y utiliz6 a este ingenie-
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ro como consultor de su Empresa; con la ayuda de C.F. Scott y B.G. Lamme,
la Empresa Westinghouse desarrolld un motor bifdsico con devanados dis-
tribuidos tanto en el estator como en el rotor, lograndose un motor practico
alrededor de 1892. En la Feria Mundial de Chicago de 1893, la fabrica de
Westinghouse presenté un motor bifasico de 300 CV, 12 polos a 220V, que
era una gran hazafia para esa época; la alimentacion de este motor se lograba
mediante dos alternadores monofasicos de 500 CV, 60 Hz, acoplados mecani-
camente en el mismo eje, pero que estaban desplazados 90° eléctricos en el
espacio para poder generar una tension bifasica.

En 1891 la Compaiiia americana Thomson-Houston comenz6 la construc-
cion de motores de induccion trifasicos bajo la direccion de H.G. Reist y
W.J. Foster. Por otra parte en Europa, Dolivo-Dobrowolsky, ingeniero de la
Empresa alemana AEG, sugiri6 la utilizacion de circuitos trifasicos pero no
independientes entre si, sino mutuamente conectados; la expresion alemana
Verkettung der Phasen (encadenamiento de fases), traduce esta dependencia
mutua de las tres corrientes que constituyen un sistema trifasico. Este sistema
lo bautiz6 con el nombre Drehstrom (que significa corriente giratoria) alrede-
dor de 1890. Para el afio 1893 Dolivo-Dobrowolsky habia construido motores
asincronos de doble jaula de ardilla que mejoraban las cualidades de arranque
de estos motores, también sugiri6 la construccion del motor de induccién con
rotor devanado o con anillos deslizantes, para regular la velocidad del mismo,
para ello es preciso conectar a los anillos un redstato de arranque y regulacion
de un modo equivalente al de los motores de c.c.

En EEUU, se unieron las Compaiiias Westinghouse y la Thomson- Hous-
ton para fabricar motores asincronos trifasicos, para ello resulté de gran uti-

lidad en aquel momento el invento del ingeniero C.F. Scott de la Empresa
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Westinghouse para transformar un sistema bifasico en trifdsico y poder ali-
mentar estas maquinas. El rotor de jaula de ardilla construido mediante barras
de aluminio, fue patentado en 1916 por H.G. Reist y H. Maxwell de la Com-
pania General Electric.

El motor asincrono o de induccidn es el motor que se utiliza con mas fre-
cuencia en el accionamiento industrial. Para comprender la evolucion tec-
nologica de estas maquinas, sirva el dato comparativo de que un motor de
100 CV disenado en 1992, ocupa el mismo espacio que otro de 7.5 CV cons-
truido en 1897.

1.1.4. Teoria del Esquema de Referencia (Transformacion de Park)

A finales de los 1920, R.H. Park introdujo un nuevo enfoque al andlisis
de la maquina eléctrica. El formul6 un cambio en las variables, el cual, rem-
plazé las variables (voltajes, corrientes y sus enlaces de flujo) asociadas con
los devanados de estator de una maquina sincrona a variables asociadas con
devanados ficticios que giran con el rotor. En otras palabras, €l transformo,
o refirid, las variables de estator hacia un esquema de referencia fijado en el
rotor. La transformacion de Park, la cual revoluciono el anélisis de la maquina
eléctrica, tiene la propiedad unica de eliminar todas las inductancias variantes
en el tiempo de las ecuaciones de voltaje de la maquina sincrona que se pro-
ducen debido a los circuitos eléctricos en movimiento relativo y los circuitos
eléctricos con reluctancia magnética variante.

A finales de los 1930 H.C. Stanley emple6 un cambio de variables en el
andlisis de las maquinas de induccion. El demostré que las inductancias va-
riantes en el tiempo en las ecuaciones de voltaje de una maquina de induccion

debido a los circuitos eléctricos en movimiento relativo pueden ser elimina-
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das por una transformacion de variables asociadas con los devanados del rotor
(variables del rotor) a variables asociadas con devanados ficticios estaciona-
rios. En éste caso las variables del rotor son transformadas en un esquema de
referencia fijado en el estator.

Gabriel Kron (1901 — 1968) introdujo un cambio de variables que elimi-
naba la posicion de las inductancias mutuas variantes en el tiempo de una
maquina de induccion simétrica usando la transformacion de las variables del
estator y del rotor hacia un esquema de referencia rotatorio en sincronismo
con el campo magnético rotatorio. Este esquema de referencia es cominmen-
te conocido como el esquema de referencia giratorio sincronicamente.

Donald S. Brereton emple6 un cambio de variables que también eliminaba
las inductancias variantes en el tiempo de una miquina de induccidn sincrona
usando la transformacion de las variables del estator hacia un esquema de
referencia fijado en el rotor. Esto es esencialmente la transformacion de Park

aplicada a las maquinas de induccion.

1.2. Planteamiento del Problema

Los modernos algoritmos de control necesitan un conocimiento preciso de
los parametros del modelo de la maquina para su correcto funcionamiento.
Aunque esta estimacion de parametros se puede realizar utilizando medidas
de régimen permanente es mas usual utilizar medidas de régimen transitorio.

Representar el modelo matematico del motor de induccion trifasico para
el estudio del comportamiento dindmico de la maquina, implica un estudio
analitico de los parametros a tener en cuenta y las posibles opciones de reso-
lucion de algoritmos obtenidos.

Para trabajar con las ecuaciones de costoso calculo hay que tener en cuen-
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ta una serie de consideraciones previas a la realizaciéon de una transforma-
cion matemadtica que permita obtener una solucion mediante herramientas de
calculo de forma rapida y sencilla. Esta herramienta debe ser capaz de solu-
cionar el problema planteado en espacios de tiempo reducidos.

Por este motivo, a las ecuaciones se les aplica una transformacion que las
convierte en un sistema de ecuaciones diferenciales lineales de coeficientes
constantes.

Existen multiples transformaciones matematicas que permiten resolver es-
tos sistemas de ecuaciones mediante algoritmos de calculo rapido, uno de

ellos es:

e La transformacion de Park, que presenta un sistema de ecuaciones dife-

renciales ordinarias de cuarto orden en variables reales.

1.3. Justificacion

Los cambios tecnoldgicos experimentados por la ingenieria eléctrica en los
ultimos afos estan relacionados con el desarrollo de la electronica de potencia
y de los computadores y de su incorporacion a los sistemas eléctricos.

La méquina de induccidn es uno de los componentes mds importantes de
las instalaciones eléctricas por su bajo costo y mantenimiento y sus altas pres-
taciones. Se utiliza ampliamente en todos los sectores, desde el industrial has-
ta el doméstico.

En la dltima década, el motor de induccion se ha vuelto el accionamiento
de velocidad variable por excelencia.

Si las caracteristicas ya tradicionales del motor de induccidn, como podria

ser su robustez, su bajo costo, y la bajisima necesidad de mantenimiento, se le
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afaden las altas prestaciones dindmicas que se obtienen con las innovadoras
estrategias de control aplicadas a los variadores que alimentan a los motores
de induccion, se obtiene que este es el accionamiento a velocidad variable
que mas presente y futuro tiene en los campos tipicos de aplicacion de estos
accionamientos de la industria.

La progresiva automatizacion de los procesos ha sido un factor decisivo en
el desarrollo industrial de las ultimas décadas. Hasta hace algunos anos, cuan-
do se requeria un control de velocidad, de posicion, de par, de tension, u otros,
se utilizaba casi exclusivamente la maquina de continua, pero tltimamente ha
sido desplazada por las maquinas de alterna.

Este tipo de controles se esta extendiendo de forma rapida. En aplicaciones
donde se requiere una rapida respuesta del par, se debe aplicar el principio del
control por orientacion de campo, mds conocido como control vectorial.

El estudio del comportamiento dindmico de las maquinas tiene especial
importancia tanto en su propio disefio como en el de sus elementos y algo-
ritmos de control. No obstante, la eficiencia de un controlador no depende
unicamente de su diseno.

En gran parte depende de la exactitud con que el modelo elegido se ajusta
a la realidad, por lo que se debera tener un modelo adecuado de la maquina,
asi como el valor correcto de los parametros del mismo. Por este motivo, la
estimacion de parametros se encuentra de actualidad, siendo habitual reali-
zar el procedimiento de estimacion mientras la maquina esta funcionando y
preferiblemente, en tiempo real.

Por ello, es importante tener un buen andlisis de la maquina, que pueda des-
cribir su comportamiento dindmico, asi como su punto de estabilidad. Cabe

mencionar que existen diferentes puntos de equilibrio en una maquina, depen-
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diendo de sus parametros internos y sus parametros de excitacion. Supongase
una maquina de 1800 rpm, al variar el par de la maquina, la velocidad va-
riard de tal manera que para cada pequefio intervalo de cambio de velocidad
existira un punto de equilibrio diferente al anterior, en otras palabras, una
maquina es capaz de tener multiples puntos de equilibrio dependiendo de su

condicion operativa, los cuales serdn analizados en este proyecto.

1.4. Objetivos

1.4.1. Objetivo General

El objetivo general es el analisis de los puntos de equilibrio en la maqui-
na de induccioén trifasica, que permita la simulaciéon del comportamiento en
régimen dindmico. Ya que la maquina alcance su estabilidad se procederd a
realizar una variacion paramétrica viable para que se presente el fendmeno de
bifurcacion. Dicho fendmeno de bifurcacion provocara la aparicion de multi-
plicidad de equilibrios en el sistema, lo cual es un comportamiento anormal.
Se estudiard y se realizara un cdlculo para determinar la estabilidad de los
equilibrios y con ello determinar los equilibrios estables e inestables dentro
de la bifurcacion. Se adaptard un modelo matematico de cada variable para el
estudio del comportamiento en funcionamiento como motor.

Para ello se han de resolver las ecuaciones diferenciales que definen el
modelo matematico de la maquina de induccion. Estas ecuaciones no presen-
tan solucién analitica, lo que implica una resoluciéon numérica en la que es

necesario realizar una transformacion previa de las ecuaciones originales.
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1.4.2. Objetivos Particulares

El andlisis de un convertidor electromecdanico tiene por objetivo determinar
el comportamiento del mismo ante cualquier variacion de las variables de
entrada. A continuacion se presentan los objetivos particulares para el andlisis

de la maquina de induccion.

a) Determinacion del modelo matemditico.

Para le eleccion de un modelo matemaético, es necesario observar de qué va-
riables depende el problema planteado, frente al tipo de problema que vaya

a analizarse y del grado de precision deseado.

Por ejemplo: en una miquina eléctrica, en una primera aproximacion pue-
den despreciarse las pérdidas en el entrehierro del circuito magnético y el
fenobmeno de la saturacion, ademds de considerar al estator y rotor lisos

(entrehierro constante).

Suponer una maquina sin desviaciones, es decir, una maquina de induccion
trifasica equilibrada y simétrica (bobinas del estator iguales entre si y bo-
binas del rotor iguales entre si) permite que el modelo a estudiar no resulte
un sistema matematico imposible de manejar, no debiendo de arrastrar pro-
cesos de cédlculo demasiado complejos para su estudio, disminuyendo de

forma notable los tiempos del cédlculo.

Se plantearan de las ecuaciones obtenidas como un sistema de ecuaciones

diferenciales.

Estas ecuaciones relacionan el campo magnético con tensiones y corrientes
por una parte, y par y velocidad por otra, mediante un sistema de valores

que dependen de las propiedades fisicas de la maquina como conjunto.
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Dado que a menudo estas ecuaciones diferenciales no son lineales, y en
algunas ocasiones de coeficientes variables, la resolucion de las mismas

constituye uno de los pasos mas dificiles.

Se emplearan estrategias para desplazar estas ecuaciones a otros espacios
(esquema de referencia), pudiendo ser la “transformacion de Park”donde
podran aparecer sistemas linealizados, a su vez, mediante aproximaciones
de célculo obtener un sistema lineal de ecuaciones diferenciales con coefi-

cientes constantes.

b) Elegir el algoritmo de resolucion (Método numérico).

Es posible mediante algoritmo de programacion resolver de forma numéri-
ca un sistema como el anterior. La eleccion de un método numérico ade-
cuado permite que el sistema tenga tiempos de simulacion relativamente

bajos, para su implementacion en aplicaciones tecnologicas.

Se desarrollard un programa computacional (en MATLAB) para la reso-
lucion del modelo matematico expresado como un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias mediante un entorno grafico que simula el com-

portamiento en régimen dindmico del motor de induccion.

¢) Bifurcaciones.

Se realizara un estudio acerca del fenomeno de bifurcacion, tipos de bifur-

caciones y comportamiento de las mismas.

d) Método de Continuacion.

13
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Se explicard la composicion del método de continuacién ya que es una de
las partes mas esenciales en ésta tesis. Este método ayudara a calcular el
diagrama de fase de la maquina de bifurcacion y con €sto se podra plasmar

graficamente dicho fenomeno.

e) Implementacion del Método en la Mdquina

Se implementara el método de continuacion en el comportamiento transi-
torio de una maquina de induccion trifdsica particular. Con la finalidad de
observar y estudiar el fendmeno de bifurcacion que hara presencia debido

a variaciones paramétricas de la maquina.

1.5. Hipotesis

Mediante el modelo matematico del motor de induccidn es posible realizar
simulaciones de su comportamiento, asi como también obtener cualquiera de
sus puntos de equilibrio.

El modelo del motor evoluciona a partir de las variables de entrada, pu-
diendo ser tensiones o corrientes de distintas caracteristicas que llevaran a un
punto de equilibrio diferente en cada modificacion de la entrada.

Las variaciones de las variables de entrada se transmiten sobre variaciones
de las variables de salida. Es posible, estudiar el motor en distintas situaciones
que reflejen maniobras de trabajo reales, pudiendo visualizar de forma gréafica
el desarrollo, ya no solo de las variables externas, si no también el desarrollo
de las variables internas de la maquina. Esto permite realizar estudios sobre el

funcionamiento de distintas maquinas en condiciones extremas sin necesidad
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de construirla fisicamente.

En general el modelo puede ser ttil en cualquier céalculo que involucre la
evolucion de la conducta real del motor.

Ademas el modelo puede ser transportado a otras aplicaciones para su eva-

luacién conjunta con otros sistemas electro-mecanicos.

1.6. Alcances y Limitaciones

Dentro de los alcances y limitaciones se tomarin en cuenta los siguientes

puntos:

e Se llevard a cabo el andlisis para un motor en particular.

e El andlisis se concentrara principalmente en la operacion de estado esta-

cionario.

e No se implementard ningun controlador para la maquina de induccion.

e Se llevard a cabo el analisis tedrico para alimentacion a frecuencia no-

nominal en lazo abierto.

e Se llevard a cabo el analisis con al menos dos modelos diferentes para el

par mecénico.
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e Se investigara la posibilidad de considerar otros parametros de bifurca-

cion.

e Se investigard la posibilidad de hacer aproximacion funcional para los

parametros de la miquina.
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2.1. Introduccion

La maquina de induccion es usada en una amplia variedad de aplicaciones
como medio de convertir energia eléctrica a energia mecdnica. Este es sin
duda el caballo de batalla de la industria eléctrica.

El sistema eléctrico de potencia, que garantiza con su normal funciona-
miento el trabajo de la industria, el transporte, la vida de la poblacion, en gene-
ral, toda la vida activa de las ciudades, regiones y todo el pais, debe funcionar
con confiabilidad. La condicion principal para un funcionamiento confiable
es su estabilidad, que quiere decir, la capacidad del sistema para restablecer
su estado inicial, dicho de otra forma, su régimen de funcionamiento normal
o practicamente uno muy cercano a €l, ain después de cualquier violacioén
(grande o pequena) de dicho régimen, de otra manera llamado perturbacion.

La estabilidad se distingue en dos tipos:

1.- Estabilidad estética, la cual es considerada por dos aspectos:

e Estable: Como propiedad del régimen permanente dado de auto-restablecerse
cuando hay perturbaciones pequefias de sus valores iniciales en los parame-

tros del régimen, o también, que no se desprende de dichos parametros.

e Inestable: Como propiedad de un régimen permanente que gradualmente
va desmejorando al tener poca resistencia sobre pequefias perturbaciones

(desviaciones u oscilaciones) hasta cierto régimen limite.

Ambos tipos de estabilidad pueden demostrarse usando una canica y un

tazon. Coloca la canica en el fondo del tazon de modo que no se mueva. A
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esto le llamaremos la posicion original. Si empujas la canica ligeramente en
cualquier direccion, intentara regresar al centro del tazén. A esto se le cono-
ce como un sistema estaticamente estable. Empuja otra vez la misma canica
y observa cudnto tiempo tarda en volver a quedarse inmoévil en el fondo del
tazon. Ahora bien, si el tazon se voltea boca abajo, y la canica se coloca cui-
dadosamente encima, cualquier leve contacto causard que la canica comience
a rodar y se caiga del tazén por lo que la canica no volverd a su posicion
original. A esto se le llama sistema estidticamente inestable.
2.- Estabilidad dindmica: Esta se analiza para desviaciones grandes (comtinmen-

te no lineales) y que con frecuencia estin acompanadas de cambios en la
configuracion y parametros del sistema eléctrico de potencia (numero de ele-

mentos en operacion), asi como también en los valores de sus parametros.

Se distinguen dos tipos de estabilidad dindmica:

e Estabilidad de sincronismo: Es mantener el régimen después de oscila-

ciones grandes, pero sin que el rotor del generador dé vuelta (180°-360°).

e Estabilidad resultante: Es restablecer el régimen después de ser pertur-
bado durante un periodo corto (por ejemplo, cuando en el transcurso de
algun tiempo los generadores del sistema eléctrico de potencia o algunas
de sus partes funcionan fuera de sincronismo), pero el funcionamiento
sincronico normal se establece después de unas cuantas vueltas del rotor.
El restablecimiento puede tener lugar por si mismo a raiz de las propie-
dades intrinsecas del sistema o por accion de los dispositivos especiales

del sistema automatico.
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En resumen, el equilibrio define el estado de un cuerpo o sistema cuando
la resultante de las fuerzas que actian sobre €l es nula. Segun la 1* Ley del
Movimiento de Newton, un cuerpo en reposo tiende a estar en reposo, y un
cuerpo en movimiento tiende a permanecer en movimiento en linea recta sal-
vo que se le aplique una fuerza externa. Lo mismo ocurre para cualquier tipo
de sistema.

En éste capitulo se mostraran las ecuaciones de voltaje y par de la maqui-
na de induccion, expresadas en términos de variables de maquina. Con la
finalidad de hacer que las ecuaciones sean mas sencillas de resolver, se em-
pleara una transformacion que produce un cambio en dichas variables y las
expresa en un marco de referencia arbitrario. Una vez hecho esto las ecuacio-
nes estaran expresadas en el marco de referencia arbitrario dq0 [1].

De igual manera, en €sta tesis, se presentard un método de continuacion
[4], el cudl permitird identificar los fendmenos de bifurcacién que se puedan
presentar en el andlisis de estado estable de la maquina de induccidn.

Se harda mencion del método numérico que se implementard para resolver

las ecuaciones diferenciales que presente la maquina.

2.2. Modelos dq0 en Espacio de Estado para la Maquina de

Induccion

2.2.1. Teoria del Esquema de Referencia

Aunque los cambios de variables son usados en el analisis de las maqui-
nas de A.C. para eliminar las inductancias variantes en el tiempo, los cambios

de variables son también empleados en el andlisis de componentes de siste-
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mas de potencia con parametros constantes y el control de sistemas asocia-
dos con los actuadores eléctricos. Por ejemplo, en muchos de los programas
de computadora usados para el estudio de la estabilidad dinamica y transito-
ria de grandes sistemas de potencia, las variables de todos los componentes
del sistema de potencia excepto para las maquinas sincronas, son representa-
das en un marco de referencia rotatorio a la velocidad sincrona. Por lo tanto,
las variables asociadas con los transformadores, lineas de transmision, car-
gas, bancos de capacitores y unidades estdticas de var, por ejemplo, deben
ser transformadas al marco de referencia rotatorio sincrono por un cambio
de variables. Similarmente, el valor promedio de las variables asociadas con
el proceso de conversion en los sistemas de accionamiento eléctrico y siste-
mas de alto voltaje de AC-DC son comunmente expresados en el marco de
referencia rotatorio sincrono.

Afortunadamente, todas las transformaciones reales conocidas por estos
componentes y controles también estdn contenidas en la transformacion del
marco de referencia arbitrario, la misma transformacioén general es usada pa-
ra las variables de estator de las maquinas sincronas e induccion y para las
variables del rotor en esta ultima. Aunque se pudiera formular una transfor-
macién del marco de referencia arbitrario que pudiera ser aplicada a todas las
variables, es preferible considerar unicamente las variables asociadas con los
circuitos estacionarios y después modificar este analisis para las variables aso-
ciadas con los devanados del rotor de la maquina de induccién en el tiempo
que ésta es analizada.

Las ecuaciones diferenciales no lineales que describen la maquina de in-
duccion y sincrona, cuando se expresan en variables de maquina, contienen

coeficientes variantes en el tiempo, dependientes de la posicidn del rotor. Con
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el fin de reducir la complejidad de ésta descripcion matematica se propone
una transformacion de las variables originales de la maquina a un esquema de
referencia que gira a una velocidad angular arbitraria.

El antecedente mas importante en este tipo de transformacion es el trabajo
escrito por R.H. Park en 1929, que convertia el devanado del estator a un
devanado ficticio que gira con el rotor. Un cambio de variables que formule
una transformacion de las variables trifdsicas de los elementos de un circuito

estacionario a un marco de referencia arbitrario puede ser expresado como

fqus = stabcs (21)
Donde
- T
fqus = _qu fds f()s} (2.2)
- T
fabcs — fas fbs fcsi| (23)
) cost cos(0 — 2) cos(0+ %)
K, = 3 senf sen(d — 2F) sen(0 + %) (2.4)
1 1 1
2 2 2
df
= — 2.5
w=— (2.5)

Siendo K una matriz constante con elementos dependientes del desplaza-
miento angular 6.
En dichas ecuaciones f puede representar voltaje v, corriente i, enlace de

flujo A\ o carga eléctrica. Las variables, parametros y transformacion asociada
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a circuitos estacionarios son indicados por s. Los subindices dq0 refieren a
circuitos en el marco de referencia arbitrario, por otro lado, los subindices abc
hacen referencia a circuitos en variables de maquina. Y la velocidad angular
del esquema de referencia w que puede ser constante o variante en el tiempo
Puede mostrarse también que la transformacion K, tiene una inversa, la
cual permitird una transformacion partiendo del esquema de referencia hacia
las variables de mdaquina, dicha transformacion inversa puede ser mostrada

como
cost send 1

(Ks) ™' = |cos(d — ) sen(f— ) 1 (2.6)
cos(0 + %) sen(d+ %) 1
De esta manera para ir de variables en el marco de referencia hacia varia-

bles de miquina se tiene que

fabcs - (Ks)_lfquS (27)

2.3. Ecuaciones de Voltaje y Par en Variables de Maquina

En la Figura 2.1 se muestra el arreglo de devanado de una miquina de in-
duccion de tres fases y dos polos conectada en estrella. Los devanados del
estator son idénticos, distribuidos sinusoidalmente, desplazados 120°, con es-
piras equivalentes N, y resistencias 7. De igual manera, los devanados del
rotor seran considerados como devanados idénticos, distribuidos sinusoidal-
mente, desplazados 120°, con espiras equivalentes [V, y resistencias 7.

Las ecuaciones de voltaje en variables de maquina pueden ser expresados

como
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eje bs

eje br axis

Figura 2.1: Méquina de Induccion de dos polos, trifdsica, conectada en estrella.

) d
Vabcs = Tslghes + E)\abcs (28)
Vo = Trigger + TN 2.9)
aber — LYrlaber dt aber .
Donde
r 1T
fabcs — fas fbs fcs (210)
r 1T
fabcr - far fbr fcr (2 1 l)
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En las ecuaciones anteriores el subindice s denota los parametros y varia-

bles asociadas con los circuitos de estator, y el subindice r denota los pardme-

tros y variables asociadas con los circuitos del rotor. Ambas rg y r, son ma-

trices diagonal, cuya diagonal son elementos no cero ry = diag [7“5 T 7“5} y

r, = diag [m Ty 7’7} . Por otra parte para un sistema magnéticamente lineal,

los enlaces de flujo pueden ser expresados como

Donde

)\abcs

)\abcr
lobes =

Lober

_Lls + Lms
_ 1
LS - _§Lms

1
_§Lms

Llr + Lmr
LT = _%Lmr

1
_§Lmr

L, L,

(L)' Ly

_%Lms
Lls + Lms

1
_§Lms

1
_§Lmr
Llr + Lmr

1
_§Lmr
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s/
labcr

1
_§Lms

1
_§Lms

Lls + Lms

1
_§Lmr

1
_§Lm7“

Llr =+ Lmr

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)
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cosb, cos(0, + %ﬁ) cos (0 — Q?W)

Ly = Ly |cos(0, — 2?”) cosb, cos(0, + %”) (2.17)
cos(b, + %) cos(b, — %) cosb,

En las ecuaciones anteriores de inductancias, L;s y L,,s son, respectiva-
mente, los enlaces y las inductancias magnetizantes de los devanados del
estator; L;- y L, son para el devanado del rotor. La inductancia L, es la
amplitud de las inductancias mutuas entre los devanados del rotor y estator.

El par eléctrico es una de las variables mas importantes del sistema, ya que
contiene variables de gran importancia tales como las corrientes del rotor y

estator.

La expresion para par eléctrico puede ser escrita como

P ’ 1., 1., , 1, 1,
Te - (5) ng{ |:ia$ (iar - iibr - §ic7'> + 1ps (ibr - §iar - 5%7’)
! 1, 1. 3 ’ ’
T ics (icr - §ibr - §iaT) ] S@TLQT + g[ias (ibr _ Z‘01") + Z'bS (icr _ Z'ar)

+ e (Z;r - i/b,,)]coser}

(2.18)

Donde P es el nimero de polos de la maquina y 6, es el desplazamiento

angular del rotor.
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El par eléctrico y la velocidad del rotor estin relacionadas por

2\ d

T, = J(F) S+ T (2.19)

Donde J es la inercia del rotor y en algunos casos la carga conectada, sus
unidades son (kg - m?).

T7 es el par de carga o par de inercia y esta representado por
Ty, = Brw? (2.20)

Siendo By, el coeficiente asociado con el par de carga

2.4. Transformacion de Ecuaciones para Circuitos del Ro-

tor

El concepto de realizar una transformacion que implique un cambio de las
variables de mdiquina al marco de referencia arbitrario fue implementado a
los circuitos del rotor. En el anélisis de las mdquinas de induccion también
es deseable transformar las variables asociadas con los devanados simétricos
del rotor al marco de referencia arbitrario. Un cambio de variables el cual
formula una transformacion de las tres fases de los circuitos del rotor al marco
de referencia arbitrario es

' or = K. £, (2.21)

ber

donde
, T
Coior = £y oo Fi] (2.22)
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T
f/abcr = |: c/Lr fl;r c/r} (223)
) cosf cos(f — %ﬁ) cos(3 + 2;)
K, = 3 senf sen(f — 3) sen(8+ &) (2.24)
b %
B=0-—0, (2.25)

El desplazamiento angular 6 esta definido por (2.5) y 6, esta definida por

_do,
Cdt
La inversa de la transformacion para circuitos del rotor esta definida como

(2.26)

Wy

cosf3 senf 1
(K,) ™' = |cos(B— %) sen(B— %) 1 (2.27)
1

El subindice r indica las variables, pardmetros y la transformacién asocia-

da con los circuitos rotatorios.

2.5. Ecuaciones de Voltaje y Par en Variables del Marco de

Referencia Arbitrario

Las ecuaciones de los voltajes de estator y rotor para una maquina de in-

duccion, dentro del marco de referencia arbitrario, pueden expresarse como

) d
Vqdos = Yslgdos + w>\dqs + EAquS (228)
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d

V/qur — rlrilqd()r + ((.U - wr>>\/dqr + %A/qur (229)
donde
T
Ngs = [Mas =Ags 0] (230
N = | N ! ! 2.31
i = [Ny =N, 0] 2.31)

El conjunto de ecuaciones esta completa al incluir la expresion de los en-
laces de flujo. Sustituyendo las ecuaciones de transformacion, (2.1) y (2.18),
dentro de las ecuaciones de enlaces de flujo expresadas en variables de maqui-
na abc (2.12) se obtienen las ecuaciones de enlace de flujo para un sistema

magnéticamente linear:

[)\qus] _ KSLS(KS)_l KSL;r(KT)ll [iquS] (2 32)
Naor) (L) (K) ™ KGLU(K) ™ | [0,
Realizando las operaciones matriciales se tiene que
Lu+Ly 0 0]
K.L(K,)'=| 0  Ly+Ly 0 (2.33)
0 0 Ly,
L+ Ly 0 0]
KL (K,) ' = 0 L +Ly O (2.34)
0 0 L,
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Ly 0 0
KsLlsr(Kr)_l - KT(L;r)T(KS)_l =10 Lm0 (2.35)
0O 0 0

Donde L), es igual a %Lms

De igual manera las ecuaciones de los voltajes pueden ser expresadas in-

dividualmente
d
d
Vs = Tslds — w)\qs + — g (2.37)
dt
d
= s + Ao, 2.38
Vos = T'stos + Ao (2.38)
ro_ e . / i)\/ 2 39
Uqr - Trzqr + (w wT) dr + dt” ( . )
Vi =il — (W —w) A+ i)\’ (2.40)
dr — "r%r ) \qr dt dr :
/ I d /
UOT‘ — ’r',r,/l/o,r. + %)\Or (2.41)

La expresion del par eléctrico en términos de corrientes en el marco de

referencia arbitrario

3 P o .
T, = @ <5) L (igstqr — tastgr) (2.42)
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Otra representacion del par eléctrico de la maquina de induccién puede ser

P
T, = (%) <§) ()‘Iqrzldr - :irzgr) (2.43)

P
T. = (g) (5)( aslas = Ngslas) (2.44)

3 P\ M
T - (5) (5) 2 X haek)) (2.45)

A continuacion se expresan las ecuaciones diferenciales de las variables
que conforman el modelado de la maquina de induccion.
Los enlaces de flujo obtenidos de (2.33) a (2.38)

d
%Aqs = Vi — Tslgs — WAds (2.46)
d .
aAds - ‘/;is — Tslgs + W)\qs (247)
d .
%AOS = %s — T'sl0s (248)
d .
E)xqr =V — i — (W —wp) Aar (2.49)
d .
Ekdr = ‘/dr — Tplar + (W - Wr))\qr (250)
d .
EAOT = Vor — rrior (2.51)
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La velocidad del rotor de (2.19)

d P
Lomtmo(£)

Y respectivamente el desplazamiento angular y la posicion del rotor

d

g = 2.
—b=w (2.53)
d

29— w, 2.54
7 w (2.54)

Donde w es la velocidad angular y w, es la velocidad del rotor.

De esta forma se puede apreciar que para una maquina de induccion se
tiene un sistema no lineal de orden nueve, el cual podra ser analizado en sus
puntos de equilibro en (estado estable) y analizar los posibles fendmenos de
bifurcacion que se pudieran presentar haciendo un cambio paramétrico en
alguno de sus elementos, pudiendo ser la frecuencia f,resistencias r,. o el

coeficiente relacionado con el par de carga By,
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CAPITULO 3. BIFURCACIONES

3.1. Introduccion

En la forma mas general, por bifurcacion se entiende como un cambio
cualitativo de un sistema cuando uno de sus parametros alcanza o sobrepa-
sa un cierto valor critico también llamado umbral. Més especificamente, se
llama bifurcaciéon de un punto de equilibrio al caso donde éste cambio cua-
litativo produce la aparicion de nuevos puntos de equilibrio que al alejarse
del parametro del valor critico, se alejan cada vez més del punto de equili-
brio inicial. El estudio de este fendmeno despertd interés a partir del articulo
realizado por E.Hopf publicado en 1942, donde se relaciona la aparicion de
soluciones periddicas con ciertos cambios en el comportamiento de la parte

lineal del sistema bajo un cambio paramétrico.

3.2. Principios de Bifurcacion

A diario y a lo largo de nuestras vidas, experimentamos cambios ya sean
graduales o repentinos. Estos cambios pueden ser caracterizados como cuanti-
tativos o cualitativos, respectivamente. Por ejemplo, considerando el siguiente

ejemplo (Figura 3.1). Imagine una tabla de madera sostenida en sus extremos,

Figura 3.1: Flexion, sobre una tabla, ejercida por una carga A
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con una carga en medio. Si la carga A\ no es muy grande, la tabla tendrd una
deformacién dependiendo en la magnitud de A y en las propiedades de rigi-
dez K de dicha tabla. La tabla permanecera estable en el sentido de que una
minima variacioén de la carga A (o en la rigidez de la tabla K') lleve a una
perturbacion del estado muy ligera. Dicha variacion del pardmetro puede ser
considerada como un cambio cuantitativo. La tabla estd deformada dentro de
su régimen de elasticidad y regresara a su forma original cuando sea retirada
la carga \.

Esta situaciéon cambia abruptamente cuando la carga A\ es incrementada
mads haya de un cierto punto critico Ay en el cual la tabla se rompera. Esta
accion repentina es un ejemplo de un cambio cualitativo. Suponiendo que la
forma de la tabla sea modelada por alguna funcion (solucién de una ecuacion).
Se puede decir que existe una solucion para los valores de la carga A < A\gy
que estas soluciones dejan de existir para A > \j. La carga A y la rigidez K
son ejemplos de parametros. El resultado de cualquier evento o experimento
es controlado por los parametros. Entonces, el problema practico es controlar
el estado del sistema, esto es, encontrar ciertos parametros los cuales hagan
que el estado realice nuestros requerimientos. Este rol de los parametros es
ocasionalmente enfatizado por términos como control paramétrico , o disefio
paramétrico. El variar un parametro puede resultar en una transicion desde
un cambio cuantitativo hacia un cambio cualitativo. Los siguientes pares de

verbos pueden servir como ejemplo:

doblar — romper
inclinar — volcar

estirar — desgarrar
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inflar — reventar

Los verbos de la izquierda pueden clasificarse como estados que se man-
tienen estables bajo pequefias perturbaciones; por lo tanto la respuesta de
cada sistema puede ser considerada como cuantitativa. Este comportamien-
to (cuantitativo) termina abruptamente en ciertos valores criticos (umbral) de
los parametros que producen cambios drdsticos e irreversibles en el sistema.
Dichos cambios estan representados por los verbos de la derecha. Muy cerca
del umbral critico el sistema se convierte mas sensible; minimas perturba-
ciones pueden provocar cambios cualitativos (drasticos e irreversibles). Los
valores del umbral son los detonantes de una clase de fendmenos denotados
con el término de bifurcaciones. Un mecanismo clave para identificar estos

fendmenos puede ser indicado como
estado estable <+ movimiento

Por mencionar algunos ejemplos. El potencial de la membrana eléctrica de
los nervios permanece estable mientras la corriente estimulante permanezca
por de bajo de un umbral critico; si este valor critico es rebasado, el potencial
de la membrana comienza a oscilar, resultando en impulsos nerviosos. Al
estirar una liga, ésta siempre regresara a su forma original mientras no se
sobrepase su umbral critico, ya que, una vez rebasado dicho umbral la liga
se rompera imposibilitando que regrese a su forma original. Considerando la
oscilacion de una bandera, permanecerad oscilando solo si el viento pasa sobre
ella lo suficientemente rapido.

La transicion de un estado estacionario a movimiento, y viceversa, €s con-
siderado como un cambio cualitativo. Tomando como ejemplo la bandera que

oscila y sea un parametro dado A, con un valor critico \q. Teniendo como va-
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riable de estado la velocidad del viento, el estado es estacionario para A < Ag
y oscilatorio para A > ).

En este capitulo los cambios cualitativos causados por variaciones de algu-
nos parametros fisicos A seran denotados como bifurcacion o ramal. Se usa
el mismo simbolo \ para representar cualquier tipo de variable paramétrica.
La siguiente lista muestra algunos tipos de cambios cualitativos en los cuales

pueden presentarse los fendmenos de bifurcacion:

estable <> inestable
simétrico <+ asimétrico
estacionario <+ movimiento periodico (regular)
regular < irregular

orden <> caos

Muchos de estos cambios pueden ocurrir simultaneamente en formas com-

plicadas.

La cualidad de las soluciones o estados es también distinguida por su forma
geométrica, es decir, por su patron. Por ejemplo, los cinco patrones en la
Figura 3.2 caracterizan cinco posibilidades de como una variable de estado
varia con el tiempo. La forma que tiene la solucién de la Figura 3.2(a) es
’plana.® estacionaria, el estado permanece en un nivel constante. La Figura
3.2(b) muestra un patron oscilante con una estructura periodica. Los patrones
de las Figuras(c) y (d) son también oscilatorios pero menos periodicos, y el
patron de la Figura(e) aparece irregular. Las cinco figuras diferentes surgen a
partir de diferentes valores del pardmetro \; se formarédn patrones nuevos una

vez que el pardmetro A sobrepase los valores criticos del sistema.
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Figura 3.2: Cambio de forma en el patrén de una solucion. La complejidad de la forma au-
menta al disminuir el valor del pardmetro \.

3.3. Estabilidad de Puntos de Equilibrio

Un punto x¢ € U es un punto de equilibrio del sistema x’ = f(x) cuando
la velocidad del sistema en ese punto sea cero. Es decir, cuando f(xg) = 0.
Si xg es un punto de equilibrio, la funcion constante z(t) = x( es una

solucidn del sistema no lineal pues
x'(t) =0 =1f(xo) = f(x(t)), VteR
Esto significa que si una particula se mueve segiin un campo de velocida-
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des, permanecera quieta cuando se sitiie en una posicion con velocidad cero.

Una buena pregunta seria, ;Como se comportan las trayectorias de un sis-
tema no lineal que parten de puntos cercanos a un punto de equilibrio del
mismo sistema no lineal?. A grandes rasgos, se puede decir que un punto de
equilibrio es estable cuando ninguna de las trayectorias que parten de puntos
suficientemente cercanos se alejan de €l; inestable cuando existen trayectorias
que se alejan de €l aunque partan de puntos muy proximos; asintoticamente
estable cuando las trayectorias que parten de puntos suficientemente cercanos
tienden a él con forme pasa el tiempo. La definicion técnica de estos tipos de
estabilidades se describe a continuacion:

e Estable siy s6lo si para todo € > 0 existe algin ¢ > 0 tal que
| (0) =z ||< 0= 2(t) —xo ||[< €, VE>0

Donde, x(t) denota a una trayectoria cualquiera del sistema.

e [nestable cuando no es estable.

e Asintoticamente estable o atractor siy sOlo si es estable y, ademas, existe
0o > 0 tal que

| 2(0) —xo ||< 0 = lim z(t) = .

t—-+00

e Repulsor siy s6lo si es atractor para el sistema x’ = —f(x)

Esta situacion de estabilidad puede hacerse plausible si se toma como
ejemplo la Figura 3.3, donde se pueden observar tres pelotas colocadas en
tres diferentes posiciones, en la parte mas alta se encuentra una pelota en un
punto de equilibrio ligeramente estable ya que podria considerarse que ante

pequeiias perturbaciones la pelota permaneceria en su misma posicion, pero
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ante perturbaciones mayores seria posible que la pelota saliera de su pun-
to de equilibrio. La siguiente pelota se encuentra en un punto de equilibrio
inestable, ya que sin ninguna perturbacion permanecera en esa posicion, pero
ante perturbaciones muy pequefias inmediatamente dejara el punto de equili-
brio donde se encuentra. Por ultimo la tercer pelota se encuentra en un punto
de equilibrio asintoticamente estable ya que ante bajas y altas perturbaciones
puede asumirse que permanecera situada en el punto de equilibrio donde se

encuentra.

Figura 3.3: Estabilidad de una pelota.

A diferencia de los sistemas lineales, los cuales ellos mismos son los que
definen su propia estabilidad, ya sea estable, asintoticamente estable (atrac-
tora) o inestable (repulsora), la estabilidad de los sistemas no lineales son
definidos por medio de sus puntos de equilibrio. Por ejemplo, un sistema
no lineal puede tener multiples puntos de equilibrio asintoticamente estables
(atractores) y puntos de equilibrio inestables (repulsores). Otra diferencia es
el caracter local que tienen las definiciones en el caso no lineal, en contrapo-
sicion al caracter global del caso lineal. Por ejemplo, si un sistema lineal es
atractor, todas sus trayectorias tienden al origen. En cambio, dado un punto de
equilibrio atractor de un sistema no lineal, tan solo se puede afirmar que tien-

den a €l las trayectorias que empiezan lo suficientemente cerca de ese punto,
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en una zona llamada dominio de atraccion.

2 T T | T T T T T
T A s ......... R ......... .......... ........ =
] LT ST ......... R R S R Y e i
ogsk..oo. ......... el ......... ......... .......... s ........ i
)| AP S L e o S S R YOO N i
= : : f ;
C : ! : ! ; : : :
O5F--- ......... ......... ......... ......... ......... ......... .......... ........ .
e o e R Y R T PR R ..................................... Y
kT | N s SRR - oA - el g —
ol & BBy . T . . i
D1 | | ; | ; | | ;
-2 1A -1 -0A a 05 1 1A 2 25
%

Figura 3.4: Retrato de fase de la ecuacién f(x) = —z mostrando sus puntos de equilibrio y
estabilidad.

Dentro del estudio cualitativo de las ecuaciones diferenciales, sus solucio-
nes pueden ser mostradas mediante una representacion grafica llamada retrato
de fase, en la cual se puede apreciar la trayectoria de las soluciones del sis-
tema. El siguiente teorema ayuda a determinar la estabilidad de un punto de
equilibrio:

Un punto de equilibrio Z de & = f(z) es estable si existe § > 0 tal que
(x —2)f(x) < 0para| z — T |< J. De forma similar, Z es asintdticamente
estable siy solo si existe una d > 0tal que (x—2)f(z) < Opara0 <| z—2Z |<
. Un punto de equilibrio Z de & = f(z) es inestable si existe una § > 0 tal

que (xr —z)f(z) > Oparaambos 0 <z —Z <d6 -0 <z —T <0,
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Donde z es la variable, T es el punto de equilibrio y f(x) es la funcién. El
ejemplo mas sencillo se muestra en la Figura 3.4, que es el retrato de fase de

la ecuacion diferencial

f(z) = —x. (3.1)

Es fécil saber que dicha ecuacion cuenta con un tnico equilibrioz = 0y
que tiene dos intervalos abiertos (—oo,0) y (0,00). Se pueden toman valo-
res para la variable x que sean cercanos al equilibrio (dentro del dominio de
atraccion), pudiendo ser x; = —2y x5 = 2. Teniendo el equilibrio x y valores
para la variable = se sustituyen dichos valores en el teorema quedando de la

siguiente manera:

Teorema: estable (atractor) si (z — Z) f(z) < 0.
Funcién: f(x) = —u.
Equilibrio: z = 0.
Primera variable: 1 = —2
Desarrollo: (—2 — 0)(—(—2)) = (—2)(2) = —4 < 0 estable.

Estabilidad: Atractora.

Segunda variable: x9 = 2

Desarrollo: (2 — 0)(—(2)) = (2)(—2) = —4 < 0 estable.

Estabilidad: Atractora

En ambos valores tanto en 1 = —2 como en x» = 2 se tiene una esta-
bilidad atractora hacia el punto de equilibrio . Probablemente €ste punto de
equilibrio sea asintoticamente estable para valores de x que tiendan a £oo.

La Figura 3.5 muestra otro ejemplo donde esté representado graficamente

el retrato de fase de la ecuacidon
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Figura 3.5: Retrato de fase de la ecuacion f(x) = x* mostrando sus puntos de equilibrio y
estabilidad.

flz) =22 (3.2)

Esta ecuacion presenta un unico equilibrio denotado por z = 0. Acudiendo

al mismo procedimiento para determinar el tipo de estabilidad se tiene que:

Teorema: estable (atractor) si (z — ) f(z) < 0.
Funcién: f(z) = a2
Equilibrio: z = 0.
Primera variable: 1 = —1
Desarrollo: (—1 — 0)(—1)?> = (=1)(1) = —1 < 0 estable.

Estabilidad: Atractora.
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Segunda variable: zo = 1
(1)(1) =1 > 0 inestable.

Desarrollo: (1 — 0)(1)?
Estabilidad: Repulsora

Por lo que se puede deducir que para valores negativos de la variable x se
tiene una estabilidad atractora hacia el equilibrio, mientras que para valores

positivos se tiene una estabilidad que se aleja de el equilibrio.

0.5

Figura 3.6: Retrato de fase de la ecuacion f(x)

estabilidad.

retrato de fase de la ecuacion

—%2 mostrando sus puntos de equilibrio y

Otro ejemplo es mostrado en la Figura 3.6, donde estd representado el

(3.3)
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Esta ecuacion cuenta con un unico equilibrio £ = 0. De la misma manera

se procede al teorema y se realiza el calculo para poder determinar el tipo de

estabilidad que tiene su punto de equilibrio.

Teorema: estable (atractor) si (z — ) f(x) < 0.
2

Funcién: f(z) = —%
Equilibrio: z = 0.
Primera variable: 1 = —1
Desarrollo: (—1 — O)(—‘Tp) = (—1)(—=0,5) = 0,5 > 0 inestable.
Estabilidad: Repulsora.
Segunda variable: x5 =1
Desarrollo: (1 — 0)(—3) = (1)(=0,5) = —0,5 < 0 estable.

Estabilidad: Atractora.

Por ultimo ejemplo se muestra la ecuacion

Flx

Figura 3.7: Retrato de fase de la ecuacién f(z) = z — 2 mostrando sus puntos de equilibrio

y estabilidad.
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f(z) =z —2°. (3.4)

Esta ecuacién es representada en su retrato de fase en la Figura 3.7. En
ésta se presentan tres puntos de equilibrio cuyos valores son -1, 0 y 1. Se
muestra que existen cuatro Orbitas que trabajan en las fronteras de los tres
puntos de equilibrio. Dichas 6rbitas son los intervalos abiertos (—oo, —1),
(—=1,0), (0,1) y (1, +00).

Es facil determinar que la estabilidad en cada punto de equilibrio es esta-
ble, la cuestion es determinar si dichos puntos de equilibrios son estables o
inestables, para ello se usa el teorema antes mencionado y se calcula la esta-
bilidad. Para el punto de equilibrio x = —1 y dado que existen dos Orbitas
abiertas (—oo, —1) y (—1,0) en su frontera, es viable elegir soluciones cer-
canas en ambos lados tal que 1 < Ty x5 > ¥ y determinar la estabilidad en
ese punto de equilibrio; pudiendo ser la soluciones x1 = —1,5y x93 = —0,5.

El procedimiento seria el siguiente:

Teorema: estable (atractor) si (z — Z) f(x) < 0.

Funcién: f(z) = — 2°

Equilibrio: z = —1.

Primera variable: xr1 = —1,5
Desarrollo: [—1,5 — (=1)][-1,5 — (—=1,5)> <0
—0,9375 < 0
Estable< 0
Estabilidad: Atractora.

Segunda variable: o = —0,5
Desarrollo: [—0,5 — (—1)][-0,5 — (—0,5)3 < 0
—0,1875 < 0
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Estable< 0
Estabilidad: Atractora. Equilibrio: z = 0.
Primera variable: x1 = —0,5
Desarrollo: (—0,5 — 0)(—0,5 — (—0,5)3)
(—0,5)(—0,5 4 0,125) = 0,187 > 0 inestable.
Estabilidad: Repulsora.
Segunda variable: x5 = 0,5
Desarrollo: (0,5 —0)(0,5— (0,5)%) (0,5)(0,5 —0,125) = 0,187 > 0 inestable.
Estabilidad: Repulsora. Equilibrio: z = 1.
Primera variable: x1 = 0,5
Desarrollo: (0,5 — 1)(0,5 — (0,5)%) (=0,5)(0,5 — 0,125) = —0,187 < 0
estable.
Estabilidad: Atractora.
Segunda variable: x5 = 1,5
Desarrollo: (1,5 —1)(1,5— (1,5)%) (0,5)(1,5 —3,37) = —0,9375 < 0 estable.
Estabilidad: Atractora.

Por lo que el punto de equilibrio £ = —1 es atractor para las soluciones
r1 = —1,50y x9 = —0,5. El equilibrio £ = 0 es repulsor para las soluciones
r1 = —0,5y 29 = 0,5. Y el ultimo equilibrio ¥ = 1 es atractor para las

soluciones z; = 0,5y x5 = 1,5.

3.4. Dependencia Paramétrica

La no linealidad y la dependencia paramétrica juegan un papel importante
en el estudio de los fenomenos ocurridos en sistemas no lineales. A lo largo
de este capitulo, se asume que A es un parametro real. De igual manera se

estudian las soluciones de un sistema de ODE:s,
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y =f(y,\), (3.5)

o soluciones de un sistema de ecuaciones algebraicas

0="~f(y,\). (3.6)

Los vectores y y f tienen n componentes. En el caso de que algin siste-
ma presente mas de un parametro, se asume que todos son parametros fijos,
excepto .

Una curva solucion muy particular, (también llamada diagrama de bifurca-
cion o diagrama de rama), puede presentarse tal como se muestra en la Figura
3.8. En dicha figura se presenta [y] contra A\, donde (y, A) son soluciones de
la ecuacion 3.5 o ecuacion 3.6.

El estudio de los diagramas de bifurcacion serd muy importante, ya que
en ellos se ve reflejada la influencia que tiene la variable paramétrica en la
formacion de ramales que evidencien multiples puntos de equilibrio. Tal como
se muestra en la Figura 3.8, las soluciones pueden estar en forma continua y
pueden existir varios conjuntos de soluciones, los cuales generan ramas de
bifurcacion.

La ecuacion 3.5 consiste en n ecuaciones escalares con n + 1 incognitas

(y,\); por lo tanto los ramales son curvas uni-dimensionales en R""!. Al
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Figura 3.8: Diagrama ficticio representando bifurcaciones

variar A, el nimero de soluciones también variard, con ello, las ramas pueden

surgir, terminar o incluso cruzarse. En la Tabla 3.1 se muestra una lista de

la multiplicidad de soluciones mostradas en el diagrama de bifurcacion de la

Figura 3.8.

La importancia de los valores de \q, \o,... establece que un punto de bi-

furcacion o punto de ramal (con respecto a \) es una solucion (yg, Ag) de la

ecuacion 3.5 o 3.6, donde el numero de soluciones cambia cuando \ rebasa

Ao-
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intervalo - A

Numero de soluciones y

A< N\
AL <A< )\

1

—_— N WA WD

Etc.

Tabla 3.1: Soluciones de la Figura 3.8.
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3.5. Bifurcaciones Basicas

Esta seccion consiste en una serie de ejemplos especificos que ilustran el
efecto que tiene la variacion paramétrica dentro de los sistemas no lineales.
Con la finalidad de que dichos ejemplos bésicos evidencien los fenomenos de
bifurcacion mas comunes. A pesar de su sencillez, €stos ejemplos muestran
lo que ocurre en el caso més general.

Antes de dar comienzo a los ejemplos es necesario plantear algunos con-
ceptos que serdn basicos en el estudio de la dependencia paramétrica.

Un equilibrio es llamado hiperbélico o no-degenerativo cuando el corres-
pondiente jacobiano no tiene valores propios con parte real cero. En contraste,
si alguno de los valores propios tiene parte real cero, se le llama equilibrio no-
hiperbdlico o degenerativo. Si el sistema es de orden dos, existe la posibilidad
de que los valores propios sean complejos conjugados con parte real diferente

de cero. Es decir, los valores propios son de la siguiente forma
p = a+1if po = —1if3

Si o = 0 entonces se le llama centro.

Si o > 0 entonces se le llama foco inestable.

Si a < 0 entonces se llama foco estable. Tal y como muestra la Figura 3.9.

Cuando el pardmetro A pasa por un valor critico A la parte real a/(\) puede
cambiar se signo y el equilibrio se convierte en un foco inestable. Durante esta
transicion, un foco degenerativo (centro) aparece momentaneamente. Con el
frecuencia, cambios cualitativos tales como la pérdida de estabilidad, ocurren

cuando se pasa por casos degenerativos.

Considerando la siguiente ecuacion diferencial
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Y
Y y
a< 0 a=0 . O:)j(]
Foco, asintéticamente b) Centro, estable ¢) Foco, inestable
estable

Figura 3.9: a) foco estable, b) centro, c) foco inestable.

con el propoésito de ilustrar graficamente la dependencia de y en A en un plano,
se requiere una medida del vector y n-dimensional. Sea [y] la notacién para

esta medida escalar del vector n-dimensional y. Por ejemplo:

[y =yrendonde 1 <k <n
Wl =llyllo= (47 +y3+..+y2)"?
W] =l ¥ lloe=maz{| y1 || v2 |, .| yn [}

Algunas ecuaciones involucran una variable escalar (no necesariamente
una variable de estado) que tiene connotacion significativa en lo referente a
describir la condicion operativa del sistema.

En esos casos es preferible emplear esa variable escalar como una medi-
da escalar en funcion del parametro real A de variacion cuasi-estatica. Para
ecuaciones diferenciales que contienen un ciclo limite (solucion de estado es-
tacionario en lugar de punto de equilibrio), la amplitud es frecuentemente un
buen candidato para esa medida escalar. En algunos casos, una medida escalar
significativa podria ser la potencia o el par.

Un diagrama que muestre la variable escalar significativa [y] en funcion de

A donde (y, A) es una solucion de estado estacionario del sistema diferencial,
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se le llama “diagrama de rama’ 6 “diagrama de bifurcacion”.
El ejemplo mds simple es el de un “turning point.! cual se puede mostrar

en la Figura 3.10 representada por la siguiente ecuacion escalar:
y=y" —A 3.7)

cuya solucion es

y=+VA (3.8)

la cual forma una pardbola que es definida para A > 0. En A = 0 existe

una sola solucién (y = 0), mientras que para A\ > 0 existen dos soluciones:

p=+VA 5 p=-VA

Diagrama de bifurcacion "Turing Point"

10 T T
—+—inestahle
estable

et

Wariable y

1 1 1
10 20 30 40 50 50 70 80 20 100
Lamnda (Pararnetro)

Figura 3.10: Diagrama de bifurcacién para un turning point abierto hacia la derecha.

El punto en el que estas dos ultimas soluciones empiezan se le llama tur-

ning point”.
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Geométricamente se pueden caracterizar los puntos de bifurcacién como
aquellos en los que dos ramales con tangentes distintas se intersecan. Los dos
tipos de bifurcaciones mas comunes son “bifurcacion transcritical” y “bifur-

cacion pitchfork (tridente)” las cuales son mostradas en la Figura 3.11.

S N

transcritical pitchfork pitchfork

Lyl |

A

Figura 3.11: Tipos de bifurcacién mas comunes.

Un ejemplo de bifurcacion transcritical se muestra en la Figura 3.12, la

cual esta representada mediante la ecuacion
=My +y’ (3.9)

cuyas soluciones son y; = 0y yo = —A.
De igual manera, un ejemplo de bifurcacion pitchfork se muesra en la fi-

gura 3.13, la cual esta representada mediante la ecuacion
y=\r — a3 (3.10)

cuyas soluciones son y; = 0, yo = VAy y3 = —V\.
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Diagrama de bifurcacidn "Transcritical Bifurcation”

50 e . . . .

aF

Wariahle y

Wariable y

—+—inestahle
< estable

1 1
S0 -40 30 20 10 0

L £
10 20 30 40 al

Larnnda (FParametra)

Figura 3.12: Bifurcacion Transcritical.

Diagrama de bifurcacidn "Supercritical Pitchfork”

g T T T T T

AR A A R

1 1 1 1
50 -400 30 20 -10 I 10 20 a0 40 a0
Larnnda (FParametra)

Figura 3.13: Bifurcacién Pitchfork.
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3.6. Otro Tipo de Bifurcacion

3.6.1. Histéresis

La Histéresis es un fenomeno de bifurcacion en forma de letra “S”, cuya
particularidad es la union de dos bifurcaciones Turning Point, una de estas
abierta hacia la izquierda y otra hacia la derecha. A continuacion se analiza
una bifurcacion Histéresis.

Considerando el sistema

y=fly,\)=A+cy—y°.

Donde A\ es un pardmetro que se puede manipular y ¢ es un pardmetro de
disefio. Se pueden construir graficas de la solucion de estado estacionario para

cada valor de c. Por ejemplo para c = —1

fly,e)=X—y—y°>=0

Al comprobar la estabilidad del sistema mediante su Jacobiano se tiene

que
of _ 2
oy = —1 — 3y~.

El hecho de que la ecuacion sea siempre negativa significa que todos sus
puntos de equilibrio son estables, por lo tanto, no existen puntos de bifurca-
cion ni tampoco multiplicidad de equilibrios.

En la Figura 3.14 se muestra el retrato de fase del sistema para c = —1,
donde se contempla una condiciéon normal de un sistema, ya que existe un
solo equilibrio para cada valor paramétrico de c.

A diferencia de la Figura 3.14, la Figura 3.15 muestra el diagrama de bi-

furcacion del mismo sistema pero haciendo una modificacion del pardmetro

56



CAPITULO 3. BIFURCACIONES

Estado x

_3 1 1 1 1 1 1 1
-15 -10 5 0 5 10 15 20 25
Pararmetro ,\

Figura 3.14: Retrato de fase para ¢ = —1.

¢ = 1. En ésta figura se hace evidente la multiplicidad paramétrica, ya que,

para dentro de un intervalo del pardmetro A se obtienen tres equilibrios si-

multaneos diferentes.
Modificandoac =1

fly,e)=A+y—y*=0.

Esta es una ecuacién cubica representada en las Figuras 3.15 y 3.16, donde

se pueden tener tres soluciones diferentes para un determinado valor de .

Al obtener el Jacobiano se tiene

af _ 2

El retrato de fase para ¢ = 1 se muestra en la Figura 3.16, donde se puede

observar que para A = 0 se tienen tres puntos de equilibrio y = —1,7, y = 0
yy= 1T
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Estado x

_3 1 1 1 1 1 1
-15 -10 5 i 3 10 15 20
Pararmetro ,\

Figura 3.15: Retrato de fase para ¢ = 1.

En éste caso la zona de color rojo representa la inestabilidad de equilibrios.
La Histéresis cuenta con dos puntos de bifurcacion, uno en cada cuspide de
los Turing Points. En la Figura 3.17 se muestran los puntos de bifurcacion que
delimitan la estabilidad del sistema.

En este caso, dependiendo de la direccidon en que se vaya moviendo el
parametro de bifurcacion A se puede tener un salto brusco en los puntos limi-
tes, y ese fenomeno es denominado histéresis. La Figura 3.18 muestra el salto
entre puntos de equilibrio para un valor constante de ¢ = 1

La Figura 3.19 muestra la formacion de la bifurcacion histéresis al ir mo-
dificando el pardmetro c. Es importante recordar que para valores negativos
de ¢ no existe bifurcacion, por lo tanto, a partir de valores positivos es cuando

se comienza a formar la histéresis y con ello la multiplicidad de equilibrios.
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o 0009737
2+ 1734 i
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Parametro /\

Figura 3.16: Tres puntos de equilibrio para un solo valor A = 0.

3 T T T T T
| / |
¥ 1.999
jrma
1k ] i
=
(=]
= OF i
o
w X2
W02
1F u -
o _
_3 1 1 1 1 1 1
-15 -10 -3 I} 5 1o 15 20

Parametra )

Figura 3.17: Puntos limites de estabilidad en la histéresis.
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Figura 3.18: Salto brusco entre equilibrios estables e inestables.

TRE _ ﬁ._/ //ﬂ..”..m.,
e iy .ff v wa k_,.-..__,..l
! IN.”/JM,WWW i

fhm
R ..r : R

T o
P

Figura 3.19: Formacién del fendmeno de bifurcacion histéresis.
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3.6.2. Muiltiples Bifurcaciones

Existen casos en que al variar uno de los pardmetros del sistema se pueden
presentar bifurcaciones distintas para ciertos valores determinados de dicho
parametro. El siguiente ejemplo expone tres tipos de bifurcaciones diferentes

para un mismo sistema. El sistema esta expresado como

‘fl—f:)\—l—(mc—l—l)x—xi)’

donde m es el parametro detonante que hace que la bifurcacién cambie de

una forma a otra. c es el parametro de bifurcacién y x es el estado.

Estado

Farametra m Parametro ¢

Figura 3.20: Bifurcacién histéresis con m < 1.

Para evidenciar éste fendmeno es necesario hacer una variacion en el pardme-

tro m, las bifurcaciones se presentan en ciertos valores clave denotados por
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m<l,m=1lym>1.
Los tipos de bifurcaciones que se presentan en este sistema son:

e Para m < 1 se presenta el fendmeno de histéresis.
e Para m = 1 se presenta la bifurcacion tipo supercritical pitchfork.

e Para m > 1 se presenta la bifurcacion supercritical turning point.

En la Figura 3.20 se puede observar la bifurcacion tipo histéresis que se

produce cuando se tiene un parametro m < 1.

Estado x

04 5

Farametro m Parametro c

Figura 3.21: Bifurcacién supercritical pitchfork para m = 1.

La Figura 3.21 muestra el mismo retrato de fase pero afiadiendo el valor

de m = 1, lo cual produce la bifurcacion supercritical pitchfork.
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La Figura 3.22 muestra el mismo diagrama de bifurcacién pero ahora con
los tres valores de m: m < 1,m = 1y m > 1. Con ello se suma la bifurcacion

supercritical turning point dentro del mismo sistema.

Estado x

Farametro m DA &5 Pardmetra ¢

Figura 3.22: Bifurcacion supercritical turning point para m > 1.

Un seguimiento mas detallado puede observarse en la Figura 3.23, donde
se puede observar el seguimiento del cambio de bifurcacion producido por la

variacion paramétrica m con un pequefio incremento de 0,2 en cada valor.
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Estado x

Farametra m Parametro ¢

Figura 3.23: Seguimiento del cambio de bifurcacion para m = 0 hastam = 2.
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Método de Continuacion
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CAPITULO 4. METODO DE CONTINUACION

4.1. Introduccion

Los diagramas mostrados en el capitulo anterior son idealizaciones de los
resultados que pudiesen obtenerse en la prictica. En la realidad numérica no
es tan sencillo como se puede apreciar en los diagramas. Las lineas planas
en los diagramas de bifurcacion son representadas a partir de un esqueleto de
puntos calculados. Esto requiere de imaginacion y confianza para dibujar un
buen diagrama a partir de unos pocos puntos calculados. El hecho de saber
como seleccionar y construir los puntos es una de las mayores preocupacio-
nes, y la otra es la interpretacion correcta, la cual puede resumirse por dibujar
un ramal plano. Pueden resolverse las ecuaciones unicamente para un nimero
finito de valores paramétricos. Suponiendo que, debido a limitantes como por
ejemplo el tiempo, tinicamente es posible encontrar soluciones aproximadas
para 90 valores paramétricos expresados como A, Ao, ..., Agg. Esto significa
que se desconocen las soluciones que se encuentren fuera de este rango de
valores paramétricos. Esta situacién puede ser comparada al reemplazar una
pelicula por un conjunto de fotos consecutivas. Al graficar los resultados se
obtiene un conjunto de puntos (ver Figura 4.1 b). Cada punto representado
significa una solucion. Al unir el conjunto de puntos por una curva plana se
obtiene un diagrama de bifurcacion, aunque esto no garantiza que dicha cur-
va este correctamente dibujada. Se puede correr con algo de suerte como en
la Figura 4.1, cuando la curva representa la dependencia paramétrica real.
Aparentemente en dicha situacion el calculo de futuras soluciones para valo-
res de los pardmetros intermedios no revelaran mas informacion. Pero en los
espacios entre las soluciones consecutivas calculadas pudiera existir alguna
bifurcacion interesante.

Si se hace un enfoque en construir los ramales para un diagrama de bifur-
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[y] [y]

(a) . (b)

Curva ideal Realida numérica

Figura 4.1: Soluciones en un diagrama de bifurcacion.

cacion se puede asumir que las ecuaciones del sistema pueden ser resueltas
por medio de un método de andlisis numérico también llamado Mérodo de
Continuacion el cual puede ser llevado a un software para un calculo mas
rapido y preciso. En el caso de este proyecto de investigacion el método de

continuacion es programado en MATLAB.

4.2. Bases del Método de Continuacion

4.2.1. Conceptos Principales

Cuando se esta ante un problema multiparamétrico se deben mantener to-
dos los parametros fijos excepto uno (usualmente denotado como M), el cual
sera el parametro de interés. Durante el estudio multiparamétrico los parame-
tros pueden cambiar de un valor a otro, mientras existan estos cambios cabe la
posibilidad de que alguno de los parametros pueda convertirse en un parame-
tro de bifurcacion. Si se supone un rango paramétrico de tres valores denotado

por:
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)\ag)\SAb

se debe realizar el célculo de una primera solucién para \; = \,. Hacer el
calculo de esta primera solucion resulta ser en la mayoria de las ocasiones
el paso méds complicado. En algunas otras, escoger valores especiales de los
parametros (comunmente = () conduce a ecuaciones sencillas de resolver, y
en otros casos mas complicados se debe resolver una secuencia de ecuaciones
con una simplificaciéon de disminucion de grado hasta resolver la ecuacion
completa, este proceso es llamado Homotopia. En el caso particular de la
maquina de induccion no es necesario utilizar la homotopia ya que la primera
solucién \; es obtenida del estado estable de la misma maquina, dicho en
otras palabras, para el estudio del fendmeno de bifurcacion en la miquina de
induccion se requiere que dicha maquina se encuentre en estado estacionario,
para que de esta manera se tenga accesibilidad a la primera solucion y a partir
de ello pueda hacerse la variacion paramétrica y se encuentren los valores del
pardmetro A que manifiesten la bifurcacion.

Una vez obtenida la primera solucién \; la cuestion es como elegir A\o. Una
estrategia pudiera ser tomar por ejemplo que Unicamente es posible calcular
un total de 90 soluciones, por lo que se puede elegir un incremento A\ que

serd definida como A\ = (\, — \,)/89. El cdlculo de ), seria definido como
)\j+1 — Aj + A)\, ] - ]_7 2,

Dicha estrategia de tomar valores paramétricos equidistantes pudiera resultar
una buen opcioén ya que se obtendria una solucion para cada \;. Pero también

es posible que ocurran algunos de los siguientes problemas (Figura 4.2):

e Pasar por alto una bifurcacion (A).
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e Que exista un turning point (B) y no se pueda converger a algtin valor de

A

e Que A sea escogida muy grande pasando por alto bifurcaciones o muy

pequeiia causando pérdida de tiempo.

[¥]

M) A
Figura 4.2: Posibles problemas en un diagrama de bifurcacion.

Para evitar caer en alguno de estos problemas se requiere utilizar un méto-
do de continuacion. Un método de continuacién puede ser usado para los

siguientes requerimientos.
e Generar una cadena de ramales.
e Construir todo un ramal.
e Tener el seguimiento de un ramal a través de un turning point.

e Conmutar de un ramal a otro.
En la Figura 4.3 se supone que el ramal (A/B/C) ha sido calculado y se

requiere hacer una conmutacion hacia el ramal (H/F/G). Encontrar el punto
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de bifurcacion (A) es prioritario para determinar que por ese punto se cruza
otro ramal que pudiera conducir mas facilmente a la solucion deseada. Solo
basta con calcular una solucion en el “nuevo” ramal (Figura 4.3,F) y con el

método de continuacidn conducirse bien sea hacia (G) o hacia (H).

|3.| M ."---.__ T

Figura 4.3: Andlisis paramétrico en un diagrama de bifurcacion.

Entonces, por medio del método de continuacion puede generarse el ramal
completo (G/H). Es posible que los problemas en la Figura 4.2 pudieran pre-
sentarse de igual manera en la Figura 4.3. El hecho de poder detectar el punto
de bifurcacién (A) hace mas sencillo llegar a la solucién A, por via de (H).
Aplicar el método de continuacion pasando el turning point (B) proveerd in-
formacion acerca de otra parte del ramal (C/D/E), que de igual manera, con-
llevard hacia la solucién A\, pero por un camino mas largo y complicado. De
igual manera si se realiza una extension suficientemente larga por el nuevo
ramal hacia la izquierda de (F) es posible considerar que €ste ramal no re-

gresard a (G) ni exhibird una bifurcacion que la lleve de vuelta al rango de
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estudio \, < \ < )\,

Las herramientas bésicas requeridas para el estudio paramétrico son

= Método de continuacion capaz de detectar puntos de bifurcacion y la

estabilidad de los mismos.

= Método para conmutar desde un ramal hacia otro.

4.2.2. Principios del Método de Continuacion

Asumiendo que se tiene que resolver una ecuacion f(x) y ésta ecuacion
contiene algin pardmetro A. La solucion de la ecuacion depende del valor de
dicho parametro. Por lo tanto se reescribe la ecuacion, la cual exprese dicha

dependencia:
f(z,A)=0 (4.1)

Si la dimensién de = es d y si f es una funcién vector d-dimensional, este
es un sistema de d ecuaciones y de d + 1 incégnitas. Entonces la ecuacion
define una curva uni-dimensional en el espacio paramétrico R*!.

Esta curva es una rama de soluciones que proporciona la dependencia de
la solucién con el parametro . El calculo de dicha rama de soluciones es un
problema de continuacion.

Por continuacion se puede encontrar la relacion entre el parametro y la
solucion. Esto proporciona informacion acerca del efecto que tienen los dis-
turbios en el parametro, en la estabilidad de la solucion y si es que existe una
solucion para cada valor del parametro. En la rama se pueden encontrar bifur-
caciones, que son cambios cualitativos en el comportamiento de la solucidén
y pueden presentarse como bifurcaciones de tipo turning points, pitchfork,

histéresis y hopf. Haciendo el seguimiento del ramal y haciendo saltos sobre
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las bifurcaciones se puede encontrar si existe mds de una solucidn para un
parametro.

La continuacion es usada también para problemas complejos con muchas
variables paramétricas. Si existe una solucion conocida para algin conjunto
de valores paramétricos se puede usar esta solucion como un punto de inicio
para el proceso de continuacion pudiendo seguir las trayectorias para todos
los pardmetros hasta alcanzar el valor deseado para cada parametro. No es
necesario encontrar todos los puntos de la curva de continuacién. Mds bien es
suficiente con encontrar unas cuantas soluciones para tener una impresion del
comportamiento de la solucion. El objetivo es caminar a través de la curva en
pocos pasos. A este proceso se le llama "Método de Continuacion Numéri-
ca”

El método de continuacidn es un conjunto de mecanismos matematicos en
los que paso a paso se pretende calcular una nueva solucion a partir de una ya
calculada, la ventaja de usar un método de continuacion numérica es que se
pueden calcular ramales enteros ain cuando existan turning points u otro tipo

de bifurcaciones involucrados dentro del ramal. En las siguientes secciones se

describen las diferentes partes que constituyen el método de continuacion.

4.3. Estructuracion del Método de Continuacion

4.3.1. Parametrizacion Pseudo - Longitud de Arco

Si s es la variable de parametrizacién, podemos afiadir una ecuacion g(x, A, s) =

0 ala ecuacion (4.1). Esta ecuacion extra caracteriza la parametrizacion. Aho-
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ra se debe resolver el siguiente sistema

g(z) = J(z, ) =0, con = z(s) 4.2)

q(x, A s) Als)
Para cada valor de s el sistema tiene d + 1 ecuaciones y d + 1 incdgnitas.
Antes de que se pueda usar el método de continuacion numérica, se debe
de elegir la parametrizacion para la curva. Una parametrizacion identifica las
soluciones de la rama.
Una eleccién adecuada es usar el pardmetro A de la ecuacién como una

curva paramétrica, entonces ¢ = A — s. Con esto se podria tener problemas

dz
X

macion a cerca de la curva,se requiere de un método que haga posible tomar

en los turning points donde se tiene que 5 = o0o. Si no se tiene mucha infor-
en cuenta turning points y otros tipos de bifurcaciones. Esto es posible con
la parametrizacion pseudo-longitud de arco que se describird més a delante.
Finalmente es indispensable un método que permita ir de un punto en la cur-
va al siguiente punto. Dicho método es el modelo predictor - corrector que se
mostrard mas a delante.

Sea s el parametro de longitud de arco, que estd implicitamente definido

por

de 2 [d\\?2
- ) =1 43
C\IdSH2+-<dS) (4.3)

para ¢ = 1. El factor de sintonia 0 < { < 1 pertenece a la parametrizacion

pseudo-longitud de arco y puede ser usado para establecer diferentes énfasis

en z y A. En este caso se escoge ( = 1/d, la inversa de la dimensién de .
Asumiendo que para s = s, existe una solucién en la rama (z,\) =

(x(s0), A(s0)),, que servirda como solucién inicial. Se requiere conocer la so-
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lucién en la distancia longitud de arco A,. Sea s; = sy + A, entonces la
siguiente solucién serd (z, \) = (z(s1), A(s1)). Estos dos puntos pueden ser
usados para reemplazar las derivadas en la ecuacion (4.3) por medio de las

siguientes aproximaciones.

d:z:_:z:—f d/\_)\—/_\
ds A, Y ds T A,

4.4)

Sustituyendo (4.4) en la ecuacién (4.3) y una multiplicacién por A2 se

obtiene la ecuacion deseada:

a(@, A 8) = C Lo =7 [I3+(A = A)* = (A,)? (4.5)

4.3.2. Meétodo Predictor - Corrector

Dentro de la continuacién numérica se usa un método predictor-corrector.
Significa que, dado un punto inicial, se predice de alguna manera el siguiente
punto en la rama. Probablemente esta prediccion esté equivocada, por lo que
tendra que corregirse. La continuacion Euler-Newton se usa cominmente, la
cual tiene un Euler como predictor y un Newton como corrector. El predictor

Euler proveela primera suposicion

(20, o) = (7, A) + Ay - (7, ) (4.6)

donde (z, 5\) denota la derivada de (z,\) con respecto a s. El valor 2y =

(g, Ag) es corregido mediante el método de Newton, paran = 1,2, ...

Tyl = Ty + Ay (4.8)
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hasta que el criterio de convergencia sea satisfecho || A, [[< €

Para el calculo de la primera prediccion en ecuacion (4.6) se necesita cono-
cer (Zy 5\) Para determinar una aproximacion de la derivada es factible usar
los dos ultimos puntos en la rama obtenidos. Por lo tanto, se usa nuevamente
la misma aproximacién diferencial para (Z, 5\) tal y como hicimos para (7, \)
en la ecuacion (4.4). Aun asi, se debe calcular la derivada real en el punto
inicial.

En la aproximacion diferencial para (z, 5\) no se uso un predictor Euler,
sino mds bien un predictor secante. Ambos métodos son de primer orden en

Ay, por lo tanto la eleccion realmente no afecta la calidad de la prediccion.

4.3.3. Calculo del Método Newton

En cada iteracion del proceso del calculo del Newton se tiene que resolver

una ecuacién con el Jacobiano ¢'(z,), que puede ser escrita como

P
J@ = | ar D (4.9)
(32)" &

donde ® es la matriz de derivadas de f con respecto a z y f. el vector
de derivadas con respecto a c. Cabe mencionar que todos los elementos de
la matriz son dependientes de x, c y s. Las derivadas de ¢ pueden obtenerse
derivando la ecuacion (4.5). Si €stas son puestas en el Jacobiano entonces se
debe resolver el siguiente sistema en cada paso de iteracion

q) 2 Bal _ =] (4.10)

20-(x—2)7 2-(A=X)| |Ay —q

La solucion de este sistema puede obtenerse en dos pasos, los cuales solo
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son resueltos sistemas lineales con ®. Expandiendo (4.10) se tiene

O A+ fr-Ay = —f 4.11)
20-(z—2)" AL +2-(A=X)-Ay, = —¢q (4.12)

Abhora se introduce z7 y 29, las cuales son soluciones de

Pzi=—f, ¥y Pn=fi (4.13)

Insertando 21 y 25 en (4.11) se tiene

O -A,+A\-D- 29, entonces A, =2z —A)- 2 (4.14)

Ahora A, puede ser eliminada desde (4.12) resultando en una expresion

para Ay
_—q —2(-(z—2)'zn
M=g A=X) —2C- (z —2)Tz (+15)

En resumen, cada paso de iteracion del Newton debe comenzar con el

calculo de 27 y 25 en la ecuacién (4.13). Con ello, Ay y A, pueden ser calcula-
das con la ecuacion (4.14) y (4.15). El desarrollo del calculo de cada iteracion

del Newton es mostrado en un conjunto de pasos en la Tabla (4.1).

4.3.4. Calculo de la Primera Tangente

En el primer punto inicial de la rama no se usa el predictor secante, debido
a que no se tiene un punto previo, por lo tanto se debe usar el predictor Euler.
Para dicho predictor Euler se debe calcular la tangente (i, )\) (la derivada de
un punto en la curva para el pardmetro longitud de arco). Esta derivada puede

obtenerse derivando la ecuacién f(x, \) = 0 con respecto a A lo cual resulta
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como
dx _
Arreglando la ecuacion se tiene

dx
& — 4.1
N r (4.16)

Las derivadas de x y A con respecto a s se obtienen de la ecuaciéon pseudo

- longitud de arco. Sustituyendo

de dx d\
-~ 4.17
ds d\ ds ( )
dentro de la ecuacion (4.3), y reescribiendo la ecuacion se obtiene
d dx
— =1/4/1 — |2 4.1
D e @.18)

Finalmente, usando la ecuacion (4.17) se obtiene & y con ello la direccion

que lleva la curva en el punto inicial.
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CAPITULO 5. ESTUDIO DE BIFURCACION EN LA MAQUINA DE INDUCCION

5.1. Introduccion

Como se ha visto en capitulos anteriores, las bifurcaciones son fendmenos
que ocurren en sistemas multiparamétricos y producen un cierto comporta-
miento “anormal” en el sistema, méas especificamente producen, en algunos
casos, curvas solucion en las cuales se tiene mas de una solucion para un va-
lor paramétrico determinado. En un sistema con un comportamiento “normal”
lo comin seria ver una curva solucion con solo una solucion para cada valor
paramétrico. Para poder saber si una variacion paramétrica produce alguna bi-
furcacion en el sistema, es necesario implementar un método de continuacion
que permita ir calculando las diferentes soluciones para los diferentes cam-
bios de los valores paramétricos que se efectien. En éste capitulo el método
de continuacion es aplicado al sistema de una maquina de induccidn trifasica
que se encuentra en estado estacionario. Se muestra también la curva solucion
de la mdquina de induccién para un rango paramétrico \; < A < )\, en la cual
se hace evidente la bifurcacion producida por dicho cambio paramétrico. El
parametro de bifurcacion () para el estudio de ésta maquina es el coeficiente
de carga By . La variable significativa para €ste estudio es el par eléctrico 7.
La ecuacion de par eléctrico (2.45) revela informacion muy importante del
sistema ya que dentro de ésta se pueden encontrar variables como las corrien-
tes, los enlaces de flujo, la velocidad angular eléctrica entre otras variables

que influyen directamente en el comportamiento de dicha ecuacion.

5.2. Modelado de la Maquina de Induccion

Para el estudio del fendmeno de bifurcaciéon implementado en la maquina

de induccion, es necesario hacer algunos ajustes en el modelado de la maqui-
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na presentado en el Capitulo 2. De manera que las ecuaciones diferenciales
de los enlaces de flujo en (2.46), (2.47), (2.48), (2.49), (2.50) y (2.51) no

presenten explicitamente los valores de corrientes en el lado derecho de ca-

da ecuacion, sino que unicamente presenten enlaces de flujo en ambos lados

de dichas ecuaciones. Para ello, es hacer importante el hacer una sustitucion

de corrientes por enlaces de flujo; la relacion de estas dos variables esta pre-

sentada en la ecuacidn (2.32). A continuacidén se muestra dicha sustitucion

empezando por despejar las corrientes de la ecuacion (2.32) obteniendo que

i d0s _ A d0s
!f ] = M;"! [ ! ] (5.1)
I gdor A qdOr
donde
~1
o K.L,(K,) " KUL,(K,)"
= o (5.2)
K, (L) " (Ks) ™' K L(K,)™!
Al invertir la matriz M|, se tiene como resultado
- L " i
9l o 0 -5 0 0
L, M
0 z 0 0 -5 0
e 0 0 Llls 0O 0 0 (5.3)
L M L, )
-5 0 0 F 0 0
M L,
O -5 0 0 —-% 0
o 0 0 0 0 £+
- l'l”_

para

Ls=Lis+ Ma L, = Ly + M; D = LisLy + Lis M + Ly M (5.4
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donde

X
M =22 (5.5)
w

Xy es la reactancia magnetizante y w es la velocidad angular eléctrica de
la fuente de alimentacion definida como w = 27 f.

Al hacer la sustitucion de (5.1) en el lado derecho de las ecuaciones (2.46)
a (2.51) se obtiene el modelado de los enlaces de flujo en el marco de referen-
cia arbitrario dq0 de la mdquina de induccion, dicho modelado esta represen-

tado en su forma completa como

E)\qs = Vg5 — %rs)\qs + %TsAqr — WAgs (5.6)

% N = 1 — %ws + %w +wh,, (5.7)
%)\Os I TSLLZSAOS (5.8)
W W TS (5.9)
%)\dr oy - %W + %mds t(w—w)y  (5.10)
%Aw = Vor — TTLLZT)\OT (5.1D)

La ecuacion diferencial para la velocidad del rotor w, se mantiene sin cam-

bios
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d P
= (T, — Ty (ﬁ> (5.12)

donde la variable significativa es el par eléctrico 7, representada por la
ecuacion (2.45) y el par de carga 17, es representado por (2.20). Las ecuacio-
nes del desplazamiento angular 6 y la posicién del rotor 6, son las ya vistas

en (2.53) y (2.54) respectivamente.

5.3. Implementacion del Método de Continuacion en la Maqui-

na de Induccion

La descripcion mostrada en la seccidon anterior, representa un motor de
induccidn trifasico conectado a una fuente trifasica de corriente alterna balan-
ceada. Los valores de los parametros y variables de la maquina de induccion

se presentan a continuacion.

r, = 0,46019).
re = 10,6651€
Xis = Xip = 9,9061€2.
Xy = 69,5699,
Br, =~ de 1x107° a 4x10"° Nmsec? /rad?.
P =4
w = de 2(107) a 2(607).

f=60Hz.

Lis = Xis/(2nf).
Llr = Lis.

M = Xun /(27 f).
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VLL—nominal = 208v.
J = 0,089kg m?.

Debido a que el modelado estd representado en el marco de referencia

arbitrario dq0 solo existen valores para uno de los voltajes

Vgs = k - w.

Udr:()

donde k es una constante determinada como

F=1/3 (12%) (5.13)

El estudio realizado en este trabajo implica evidenciar el fenomeno de bi-
furcacion en la maquina de induccion en estado estable, teniendo como va-
riable significativa el par eléctrico T¢, el parametro de bifurcacion es el coefi-
ciente de carga B;. Se implement6 dicho estudio para diferentes valores de la
velocidad angular w. Los valores en estado estable de las variables de estado
se presentan a continuacion.

Para los enlaces de flujo es necesario hacer un célculo de sus valores en
estado estable. Debido a que en estado estable la velocidad del rotor w, per-
manece constante el sistema pasa a ser un sistema algebraico lineal, por lo
que pueden obtenerse los valores de los enlaces de flujo mediante la forma

Ax = B.Igualando las ecuaciones diferenciales de los enlaces a cero se tiene

L,
0= Vg5 — —=TsAgs +

. Agr — Whs (5.14)

BT

83



CAPITULO 5. ESTUDIO DE BIFURCACION EN LA MAQUINA DE INDUCCION

L, M
L. M
O — Uqr - 5T7'Aqr —I_ BTTAqS - (w - w/]ﬂ)Adr (5.16)
L. M
O — vdrr - BTTAdT _|_ BTTAdS + (w - (J.)T')Aqr (5.17)

despejando los voltajes de las ecuaciones anteriores se tiene que

L, M
Vgs = 57“8)\(]5 — 57“8)\qr + WAy (5.18)
e = T has — i — whyy (5.19)
Ly M
Vgr = BTT)\qT — Brr)\qs + (w — W) Agr (5.20)
L M
Var = 57nr>\dr - 57nr>\ds - (U} - Wr)>\qr (521)

a partir de estas ecuaciones se pueden obtener las matrices A, By x, las cuales

son representadas respectivamente como

%rs +w ]Dwrs 0
L, M
A —Ww BTs 0 —5Ts (5.22)
M L :
-5 0 By +(w — wy)
0 Y —(w—w) Lep,
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Vs
B = (5.23)

T = (5.24)

representando el sistema para obtener los valores de A se tiene que

r=A"'B
— - _ = -1 ~ -
Ags %rs +w —%TS 0 Vgs
Ads | w %7”5 0 —%rs Vds (5.25)
Agr —2r, 0 %m +(w — wy) Vgr .
_)\dr_ | 0 _%TT _(w - wr) %TT i _Udr_

Con todos estos datos es posible iniciar con el proceso para la implemen-
tacion del método de continuacion en la miquina de induccion.
Ya que en estado estable la variable significativa 7, permanece constante,

el valor del par de carga 77, se encuentra en el mismo punto, por lo que
T, =T, (5.26)

A continuacion se presentan los pasos requeridos en el proceso de la imple-

mentacion del método de continuacion en la maquina de induccion. De igual
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manera se establece que en la nomenclatura utilizada en este estudio, la va-
riable significativa 7, es representada por el conjunto de variables de estado,
las cuales son vectorialmente representadas como xz, mientras que el parame-
tro de bifurcacion By, es representado como . El primer paso es calcular el
Euler que sirve como prediccion para después realizar la correccion y tener el
siguiente punto en el ramal que se estd calculando. Para el calculo del Euler
representado en la ecuacion (4.6) es necesario tener un punto de partida, dicho
punto de partida es expresado como (Z, \) y la derivada de dicho punto con
respecto a s expresado como (Z, /_\) Los valores para (Z, \) son los calculados
en la ecuacion (5.25) para Z, mientras que para \ es el valor en estado estable
de Bj, el cual se obtiene despejandolo de la ecuacion (2.20). Para obtener
(z, 5\) se emplean las ecuaciones (4.17) y (4.18) donde g—i{ estd expresada en
la ecuacién (4.16). En esta dltima ecuacion (4.16) el término ¢ es la matriz
del Jacobiano de las de las derivadas de las variables de estado, es decir, las
derivadas parciales de cada una de las expresiones de las derivadas de las va-
riables de estado, cada derivada parcial con respecto a cada una de las mismas

variables de estado. Simbolicamente queda expresada como

[ —%rs —w %7’5 0 0 ]
w —%rs 0 %TS 0
o = Zr, 0 Ly —wtw, 0 (5.27)
0 %n W — Wy —%rr 0
SN 3B, 3B, 3B, i,

Mientras que f) es un vector, el cual es representado por la derivada parcial

de las ecuaciones diferenciales de las variables de estado con respecto a la
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variable paramétrica B, simbdlicamente expresado como

= (5.28)

g © © © o

2
wr_

DO|—

Con ello, el siguiente paso es el cilculo de (4.5), donde se propone ¢ = 0,1,
xr = xg, A = Aoy Ay se propone como —0,05. Después el calculo de 2; en
la ecuacién (4.13) donde f es el vector de las funciones de las variables de

estado, mejor expresado como

— I M —_
'qu - ﬁrsAqs + frrsAqT - wAdS

L, M
Uds — ﬁrs)\ds + ﬁrs)\dr + UJ)\qS

F= v = Bridg + Brodes — (W — wr)Agr (5.29)

L, M
Vdr — ﬁrrr)\dr + ﬁrrr)\ds + (U] _ WT))\qr

Para 25 se tiene la ecuacion la segunda parte de la ecuacion (4.13). Después,

se calculan los incrementos A, y Ay de las ecuaciones (2.14) y (2.15) respec-
tivamente. Por tltimo se actualizan los valores de x y A mediante

r=x+ A, (5.30)

c=c+ A, (5.31)
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5.4. Resultados Graficos y Evidencia de Bifurcaciones

El objetivo principal del estudio realizado en esta tesis, fue evidenciar
graficamente el fenomeno de bifurcacion que se presenta en la maquina de
induccion al realizar variaciones paramétricas del coeficiente de par de car-
ga Bj. Para hacerlo posible, se implementé un cddigo de programacion en
el software MATLAB R2013b, en el cual fueron integradas y resueltas las
ecuaciones diferenciales presentadas en el Capitulo 2 por medio del método
de continuacién mencionado en el Capitulo 4. Se tomé como variable signi-
ficativa el par eléctrico 7, debido a la valiosa informaciéon que contiene €sta
variable dentro de su ecuacion. También se tomo un rango de simulacion pa-
ra diferentes valores de la velocidad angular eléctrica w. Como resultado se
muestran las siguientes graficas que representan el diagrama de bifurcacion
de la maquina de induccion. Dichas graficas estan presentadas en tres ejes; x,
vy z. Teniendo como eje x el parametro de bifurcacion A (coeficiente de carga
Br). En el eje y se encuentra la velocidad eléctrica w. Y en el eje z la variable
significativa de par eléctrico 7.

Cabe mencionar que el fendmeno de bifurcacion unicamente hace presen-
cia en un intervalo determinado, dicho intervalo es denotado por la variacion
paramétrica de A (Br). A continuacion se muestran los intervalos en donde se

presenta la bifurcacion.

e Para el eje x se tiene el parametro de bifurcacion A\ que representa al
coeficiente de par de carga Bj. La bifurcacion aparece en un intervalo
entre 0y 2x107*N - m - sec? /rad®.

e Para el eje y, velocidad angular eléctrica w, se empled un intervalo entre
60 y 130 rad/seg.
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“ariahle Significativa Te

A BINNIZ|T PEPIIDJAA,

” 10'4 Parametro BL

Figura 5.1: Diagrama de bifurcacion de la maquina de induccién a gran escala.

e Para el eje z, par eléctrico 1, el intervaloesentre 0 y 2 N - m.

En la Figura 5.1 se muestra un diagrama de bifurcacién a gran escala, en
donde puede apreciarse que la bifurcacion se presenta para valores positivos
de B debido a que la miquina esta en funcion motor. Por lo contrario, los
valores negativos del coeficiente de par de carga Bj representan la funcion
generador de la maquina.

En la Figura 5.2 se encuentra la misma gréfica pero unicamente en la fun-
cion motor de la mdquina de induccion (solo para valores positivos de By).

La figura 5.3 muestra la misma figura pero en diferente posicion, con la
finalidad de una mayor apreciacién de la bifurcacion, que en este caso es

del tipo Histéresis. Tal y como se vio en el Capitulo 3, la Histéresis es un
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“ariahle Significativa Te

100

s 10 3 welocidad Eléctrica W
Parametro BL

Figura 5.2: Diagrama de bifurcacion de la maquina de induccién funcién motor.

fenémeno de bifurcacion formado por la unién de dos turning points. Uno de
éstos turning points se encuentra en la cuspide de la curva, mientras que el
otro se encuentra en la parte baja. La bifurcacion Histéresis produce que para
ciertos valores especificos de By puedan llegar a existir hasta tres equilibrios
diferentes de par eléctrico 7.

Por mencionar un ejemplo supongase valores aproximados del pardmetro
Br, = 0,8x107*N-m-sec? /rad®. En éste valor de By, se tienen tres puntos de
equilibrio diferentes de par eléctrico 7. siendo un aproximado de 7.; = 0,3,
Teo =08y 1.3 =1,1N - m. Todos éstos valores para una velocidad angular

eléctrica de 125 rad/seg.
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“elocidad Eléctrica W

Farametro BL X 1EI-

Figura 5.3: Apreciacién de bifurcacion Histéresis.

Tal y como se ha comprobado en éste estudio, existe mds de un punto de
equilibrio para un valor especifico del pardametro By . Lo anterior solo es po-
sible hablando teéricamente ya que en la realidad una méiquina de induccion
solo trabajard en un solo equilibrio, sin importar la variacién paramétrica que
se le realice.

A partir de ahora la cuestion que deberia hacerse seria, ;como identificar
los valores reales que tomara el par eléctrico como puntos de equilibrio?. Ya
que fuera de la teoria solo existird un equilibrio Gnico para cada valor pa-
ramétrico By, muy particular, el siguiente paso seria realizar un calculo que

permita obtener la estabilidad de la curva de equilibrios de la miquina, con
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_______________

D g ST st - §

fefg| s S — s |

T, srennsn

“ariahle Significativa Te

111 [ . &

velocidad Eléctrica W
120

FParametro BL

Figura 5.4: Estabilidad de los equilibrios en el diagrama.

éste cdlculo podra determinarse el camino que tomard la curva en una si-
tuacion real. El codigo de programacion de €ste calculo se puede encontrar
dentro de los anexos. Las Figuras 5.4, 5.5 y 5.6 muestran el resultado grafico
obtenido de la estabilidad de los equilibrios.

La zona en colo negro de la curva soluciéon determina inestabilidad en los
equilibrios del sistema, mientras que el resto significa estabilidad. Dicho de
otra manera, un sistema real seguird la curva solucion estable saltandose la
zona de color negro para continuar nuevamente sobre los equilibrios estables

tal y como se mostr6 en el ejemplo de Histéresis dentro del Capitulo 3.
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15_ -------------- ............................. ,,,,,,,,

Yariable Significativa Te

05"

a 120

2
3 \elocidad Eléctrica™W

-4
Parametra BL » 10

Figura 5.5: Estabilidad de los equilibrios en el diagrama.
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Yariable Significativa Te

......

xxxxx

a
B

1
Velocidad Eléctrica 120 0 4
Parametro BL

Figura 5.6: Estabilidad de los equilibrios en el diagrama.
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