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Resumen

En este trabajo de investigación, se obtuvo el modelo matemático de un nuevo ab-

sorbedor de doble masa sintonizadas con inercia rotacional, conectado a una estructura

tipo edificio con aislamiento en la base de múltiples grados de libertad utilizando la for-

mulación de Euler - Lagrange. Este sistema mecánico fue simplificado en un sistema de

tres grados de libertad, considerando un comportamiento dinámico de cuerpo ŕıgido del

edificio y la eliminación de una de las masas del dispositivo propuesto, dando origen a un

absorbedor de vibración dinámico (DVA) tipo Frahm acoplado con un amortiguador iner-

sor sintonizado (TID). Se propuso un conjunto de variables adimensionales en términos de

los parámetros f́ısicos de este nuevo dispositivo. Después, se formularon y resolvieron dos

problemas de optimización multivariables no lineales mediante el programa de matemáti-

ca simbólica “Maple-Soft”. Se calcularon las variables adimensionales que minimizan las

amplitudes de vibración en resonancia y la varianza de desplazamiento de la estructura,

utilizando los ı́ndices de rendimiento H∞ y H2. Las variables adimensionales optimiza-

das, se utilizaron en la solución de las ecuaciones diferenciales de movimiento del sistema

mecánico propuesto, sujeto a vibración estocástica de ruido blanco Gaussiano y después

a aceleración artificial śısmica utilizando la función de densidad espectral de potencia de

Kanai - Tajimi. Se realizaron simulaciones en el dominio del tiempo del desplazamiento de

la estructura utilizando el programa “Matlab-Simulink”. Con la finalidad de comparar el

rendimiento dinámico del dispositivo propuesto, se realizó un estudio comparativo consi-

derando cuatro dispositivos distintos de control pasivo. Finalmente, se realizó un análisis

de sensibilidad del potencial de recolección de enerǵıa mediante la variación paramétrica

del coeficiente del amortiguador viscoso considerando tres tipos de sismos artificiales.
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Abstract

In this research work, the mathematical model of a novel tuned double mass absorber

with rotational inertia, attached to a structure type base isolated building of multiple

degrees of freedom was obtained using the Euler - Lagrange’s formulation. This mecha-

nical system was simplified in a three degree-of-freedom mechanical system, considering

a dynamic behavior rigid-body in the building and the elimination of one mass to the

proposed device, creating a dynamic vibration absorber (DVA) type Frahm attached to

one tuned inerter damper (TID). A set of dimensionless variables in terms of the physical

parameters of this novel device was proposed. After that, two multivariable non-linear

optimization problems were formulated and solved through the symbolic math softwa-

re “Maple-Soft”, the dimensionless variables that minimize the vibration amplitudes in

resonance and the displacement variance of the structure were computed using the per-

formance indexes H∞ and H2. The optimized dimensionless variables were used for the

solution of the proposed mechanical system’s motion equations subjected either white

noise random vibration and earthquake artificial acceleration, through Kanai - Tajimi’s

power spectral density function. Then, the time-domain numerical simulations to find

the structure’s displacement were carried out via “Matlab-Simulink” software. In order

to compare and reveal the dynamic performance of the proposed device, a comparative

study was performed considering four kinds of passive control devices. Finally, a sensiti-

vity analysis for the potential of energy harvesting was conducted through the parametric

variation of damping coefficient considering three kinds of the artificial earthquakes.
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Apéndice A. Edificio de 5 pisos aislado en la base 143
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Índice de figuras

1.1. Absorbedor de Vibración Dinámico tipo Frahm (Rao, 2012). . . . . . . . . 5

1.2. Absorbedor Dinámico de Vibración con el Amortiguador Conectado al Sis-

tema Primario (Ren, 2001). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.3. DVA con rigidez negativa (Shen, Peng, Li, & Yang, 2017). . . . . . . . . . 7

1.4. (a) Configuración t́ıpica del DVA, (b) DVA de doble masa configurado en

Serie, (c) DVA de doble masa configurado en paralelo (Asami T. , 2017). . 9
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Gaussiano. Ĺınea azul: TMDI. Ĺınea negra: DVA-TID. . . . . . . . . . . . 122

7.14. Posición del edificio SDOF relativa al suelo considerando excitación śısmica

en suelo medio y las variables de la norma H∞. Ĺınea celeste: Edificio sin
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6.1. Variables α, ν, η, ζB óptimas y amplitud de vibración mı́nima hmin = Hamin

considerando valores constantes de β en el intervalo 0 < β ≤ 0.1. . . . . . . 85
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6.5. Variables α, ν, η, ζB óptimas y amplitud de vibración mı́nima hmin = Hcmin

utilizando la conexión en serie amortiguador-inersor-resorte y considerando

valores constantes de β en el intervalo 0 < β ≤ 0.1. . . . . . . . . . . . . . 98
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7.1. Parámetros de frecuencia y relación de amortiguamiento del suelo (Zuo et

al., 2021) y (Liang et al., 2021). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110

XIV



8.1. Potencia media disipada en el edificio SDOF con frecuencia natural ωs =
4
3
πrad/s, ζs = 0 y Mt = 34 · 104kg. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153

8.2. Potencia media disipada en el edificio SDOF con frecuencia natural ωs =
4
3
πrad/s, ζs = 0 y Mt = 34 · 104kg. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154

XV



Terminoloǵıa

TMD: Tuned Mass Damper (Amortiguador de Masa Sintonizado).

TMDI: Tuned Mass Damper Inerter (Amortiguador de Masa Sintonizado-Inersor).

MDOF: Multiple Degree of Freedom Structure (Múltiples Grados de Libertad).

DVA: Dynamic Vibration Absorber (Absorbedor de Vibración Dinámico).

TMA: Tuned Mass Absorber (Absorbedor de Masa Sintonizado).

VD: Viscous Damper (Amortiguador Viscoso).

TID: Tuned Inerter Damper (Amortiguador Sintonizado con Inersor).

TVMD: Tuned Viscous Mass Damper (Amortiguador Sintonizado con Masa Visco-

sa).

TDOF: Two Degree of Freedom System (Sistema de dos grados de libertad).

SDOF: Single Degree of Freedom (Un sólo grado de libertad).

IDVA: Inerter Dynamic Vibration Absorber (Absorbedor de vibración dinámico

basado en inersor).

AVA: Auto-parametric Vibration Absorber (Absorbedor de Vibración Autoparamétri-

co).

EHDVA: Energy Harvesting Dynamic Vibration Absorber (Absorbedor de Vibración

Dinámico Recolector de Enerǵıa).

EH-TMDI: Energy Harvesting-Tuned Mass Damper Inerter (Amortiguador de Masa

Sintonizado-Inersor Recolector de Enerǵıa).

HEI: Hydraulic-Electrical Inerter (Inersor Hidráulico-Eléctrico).

PSD: Power Spectral Density (Densidad espectral de potencia).

L Lagrangiano.

T Función de enerǵıa cinética.
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V Función de enerǵıa potencial.

D Función de disipación de enerǵıa de Rayleigh.

qi Coordenada generalizada de la ecuación de Euler - Lagrange.

xg Posición absoluta del suelo.

xst Posición absoluta de la base aislada.

xit Posición absoluta de la i-ésima masa de la estructura principal.

xAt Posición absoluta de la masa mA.

xBt Posición absoluta de la masa mB.

xs Posición de la base aislada relativa al suelo xg.

xi Posición de la i-ésima masa de la estructura principal relativa a la base aislada

xst.

xA Posición de la masa mA relativa a la base aislada xst.

xB Posición de la masa mB relativa a la base aislada xst.

s Variable de Laplace.

ω Variable de Fourier.

C1 Conjunto de variables adimensionales ν, η, µ, δ, β, ζB, ζs y Ω.

C2 Conjunto de variables adimensionales ν, η, α, β, ζB, ζs y Ω.

FRF: Frequency Response Function (Función de Respuesta en Frecuencia)

Hs FRF de Mt al conectar el IDVA propuesto en la base aislada.

Hn FRF de Mt al conectar el IDVA propuesto en el enésimo piso del Edificio.

Ha FRF de Mt al conectar el DVA tipo Frahm acoplado con TID en el edificio

SDOF.

Hb FRF de Mt al acoplar la red mecánica TVMD en el edificio SDOF.

Hc FRF de Mt al acoplar la red mecánica amortiguador-inersor-resorte en el edificio

SDOF.

Hd FRF de Mt al conectar el DVA clásico en el edificio SDOF.

He FRF de Mt al conectar el TMDI en el edificio SDOF.

H2 Indice de rendimiento H2.
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H∞ Indice de rendimiento H∞.

E[xs
2] Enerǵıa total de vibración de la estructura tipo edificio SDOF (coordenada

xs).

σxs
2 Varianza de desplazamiento de la estructura tipo edificio SDOF (coordenada

xs).

ẍg(t) Excitación śısmica y de ruido blanco Gaussiano.

Pi (i = a, b, c, d, e) Potencia mecánica disipada en los sistemas mecánicos analizados.
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Introducción

En este trabajo, se propone un nuevo dispositivo mecánico de absorción de vibración

dinámico basado en inersor (IDVA). La topoloǵıa de diseño del dispositivo anti-vibratorio

ha sido realizada mediante los últimos avances cient́ıficos y tecnológicos reportados en

la literatura, sobre todo en el área de ingenieŕıa civil para la protección de estructuras

sujetas a cargas śısmicas. En la literatura, se reporta el diseño y aplicación de varios

tipos de absorbedores dinámicos de vibración (DVAs) en estructuras sujetas a excitación

armónica y/o estocástica. En estos trabajos, los investigadores consideran los parámetros

óptimos del absorbedor de forma optimizada, con la finalidad de conseguir que la enerǵıa

total de vibración de la estructura y la respuesta en el dominio del tiempo se minimice.

El rendimiento dinámico de los DVAs, ha sido mejorado mediante el uso de inersores

conectados al absorbedor para modificar la enerǵıa cinética efectiva del sistema y en con-

secuencia controlar los desplazamientos indeseados. El uso de la tecnoloǵıa de inersores,

ha dado origen a distintas configuraciones de absorbedores estudiados extensamente en la

literatura. El inersor ha sido propuesto recientemente para mitigar vibración indeseable

tanto en estructuras mecánicas estacionarias como no estacionarias. De hecho, muchos

investigadores han remarcado su efectividad en el control de vibración de forma pasiva en

sistemas sujetos a diferentes tipos de excitación. Además, la efectividad de rendimiento

de control del inersor ha sido verficada en la atenuacion de vibración en cables, turbi-

nas de viento, plataformas maŕıtimas, mitigación de vibración śısmica, en tanques de

almacenamiento de combustible y en aplicaciones de ingenieŕıa civil.

Es por eso que se propone el diseño óptimo de un dispositivo de control de vibración

pasivo de doble masa sintonizadas con inercia rotacional, con la finalidad de conectarlo

a una estructura tipo edificio de marco plano con aislamiento en la base y de múltiples

grados de libertad sujeta a vibración estocástica, para minimizar los niveles de vibración

y cuantificar la enerǵıa regenerada durante un evento śısmico. El objetivo principal de

diseñar y analizar teoricamente este dispositivo, es contribuir en las investigaciones rela-

cionadas con el control pasivo de vibración utilizando la tecnoloǵıa de inersores para la

protección de estructuras mecánicas. Asimismo, contribuir en la reducción de los daños

estructurales provocados por fenómenos naturales como sismos o terremotos y en la pro-

longación de la vida útil de las estructuras. Particularmente, de los edificios altos con

aislamiento en la base.
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Caṕıtulo 1

Estado del arte

Los absorbedores de vibraciones han sido implementados en las estructuras desde hace

varios años para el control de vibraciones indeseadas. El primero de ellos, propuesto por

Frahm, es una configuración básica como la que se muestra en la Figura 1.1, que consta

de un resorte lineal y una masa (m2). Este dispositivo, se denominó como absorbedor de

vibración dinámico, que por sus siglas en inglés es conocido como DVA. Diversos investiga-

dores, han tomado como referencia la configuración del absorbedor mostrado en la Figura

1.1, con la finalidad de proponer cambios en su configuración y mejorar su rendimiento

dinámico. El DVA tipo Frahm, es un dispositivo mecánico pasivo, utilizado para suprimir

la vibración de banda estrecha (Ren, 2001). Aunque este dispositivo tiene esta limitación,

es posible proponer otras configuraciones particulares y mejorar su rendimiento mediante

un esquema de ajuste óptimo, obteniendo una absorción de vibraciones de banda ancha

(Gao, Xiang, Liu, Walker, y Zhang, 2019).

Figura 1.1: Absorbedor de Vibración Dinámico tipo Frahm (Rao, 2012).

A lo largo de los años, los absorbedores de vibración ampliaron su aplicación ha-

cia distintas áreas de estudio, debido a su efectividad para el control de vibraciones.

Inicialmente estos dispositivos mecánicos se denominaron como absorbedores dinámicos
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de vibración (DVA), y tienen la capacidad de disminuir las amplitudes de vibración de

algún sistema primario. Además, están configurados de distintas formas de acuerdo con

la función para la cual hayan sido diseñados. Las configuraciones de los absorbedores de

vibración, en general hacen uso de elementos mecánicos como resortes, amortiguadores,

péndulos, recientemente inersores, entre otros elementos que no siempre son mecánicos.

Frecuentemente se han realizado estudios teóricos y experimentales con los absorbedores

de vibración, en los cuales se busca continuamente reducir o mitigar la amplitud de las

vibraciones, optimizar los parámetros de amortiguamiento, rigidez y masa, aprovechar la

enerǵıa disipada por el o los dispositivos, implementar dispositivos mecánicos novedosos

para analizar la respuesta en frecuencia del sistema, evitar que la masa principal entre en

resonancia, entre otros aspectos.

Algunos autores, comenzaron a nombrar el DVA como amortiguador de masa sinto-

nizado, conocido por sus siglas en inglés como TMD. Sin embargo, ambos absorbedores

tienen la misma función; reducir la vibración no deseada. Otro de los dispositivos de con-

trol de vibraciones es el absorbedor de masa sintonizado (TMA), que se diferencia del

TMD en el reemplazo del muelle (lineal o no lineal) por un péndulo. Adicionalmente, se

ha hablado de los amortiguadores viscosos (VD) o del amortiguador inersor sintonizado

(TID). De hecho, se han realizado estudios en donde se compara el rendimiento del VD

con el TID en determinadas aplicaciones de la ingenieŕıa (Lazar, Neild, & Wagg, 2016).

Los absorbedores de vibración tienen una gama amplia de aplicaciones en la ciencia e

ingenieŕıa, una de ellas, es el área estructural. La función que los absorbedores desempeñan

en este campo, es controlar las vibraciones que surgen en edificios, casas, puentes entre

otras obras estructurales, originadas por sismos, corrientes intensas de viento, entre otros

fenómenos f́ısicos que se originan momentáneamente. Por esta razón, se han hecho diversos

trabajos de investigación y diseño para hacer contribuciones en la mejora de este problema.

En general, se han conseguido buenos avances de diseño (Brzeski, Pavlovskaia, Kapitaniak,

& Perlikowski, 2015),(Gao et al, 2019), (Ren, 2001), (Matteo, Masnata, & Pirrotta, 2019)

y otros.

1.1. Configuraciones de los DVAs

A lo largo del tiempo, algunas configuraciones comúnmente utilizadas han cambia-

do no sólo para mejorar el rendimiento de los absorbedores (Brzeski et al, 2015), sino

también para tratar de acoplarse a determinadas condiciones del sistema primario (Ren,

2001). Generalmente, se realizan buscando la minimización de las amplitudes de vibración

(Shen, Peng, Li, y Yang, 2017). Algunas de las transformaciones que ha sufrido la confi-

guración tradicional del DVA, han ocurrido al implementar redes mecánicas en el mismo

(Hu & Chen, 2015). Hu y Chen (2015), estudiaron la respuesta en frecuencia de algunos

absorbedores dinámicos de vibración basados en inersores conocidos como IDVAs. Estos
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dispositivos consisten en el reemplazo del amortiguador por redes mecánicas basadas en

inersores. Por otra parte, existe el análisis teórico de una variante en el DVA, en donde el

amortiguador se conecta a un marco fijo (base), en lugar de conectarlo en la masa primaria

como usualmente se realiza. Los resultados de este estudio son favorables al compararlos

con el DVA clásico (Ren, 2001). La configuración de este absorbedor se muestra en la

Figura 1.2.

Figura 1.2: Absorbedor Dinámico de Vibración con el Amortiguador Conectado al Sistema

Primario (Ren, 2001).

Otras de las modificaciones del DVA, han ocurrido al considerar la rigidez como un

parámetro negativo, el diagrama de esta configuración se muestra en la Figura 1.3.

Figura 1.3: DVA con rigidez negativa (Shen, Peng, Li, & Yang, 2017).

En la configuración mostrada en la Figura 1.3, se realizó el diseño óptimo de los

parámetros utilizando la metodoloǵıa de los puntos fijos desarrollada por Den Hartog,

concluyendo que el rango de frecuencias de operación se ampĺıa bajo ciertas condiciones.

Asimismo, se utilizó la misma configuración del DVA con rigidez negativa bajo condiciones

de excitación aleatoria para evaluar su rendimiento (Shen et al, 2017). Shen et al. (2017),

realizarón simulaciones de los desplazamientos de una estructura primaria en el dominio

del tiempo sujeta a excitación aleatoria durante un peŕıodo de 50 segundos utilizando la

7



configuración de la Figura 1.3. En las cuáles se observó que el DVA con ŕıgidez negativa

es efectivo cuando está sujeto a excitación aleatoria.

1.2. Diseño óptimo de los DVAs

A medida que los absorbedores de vibración fueron evolucionando, se determinó que

la optimización de los parámetros de amortiguamiento y frecuencia del absorbedor es fun-

damental para el trabajo de diseño. De manera que, al seleccionar estos parámetros, sea

posible obtener una respuesta en frecuencia que sea mı́nima o que su magnitud sea dismi-

nuida en la medida de lo posible. Otra de las razones de la optimización, es disminuir el

efecto de la resonancia. En varios estudios se han utilizado métodos matemáticos de opti-

mización y normas de rendimiento. Estas normas de rendimiento comúnmente utilizadas

son la Norma H∞ y H2 (Tursun & Eskinat, 2014). La primera consiste en encontrar los

parámetros óptimos que disminuyen la amplitud de los puntos resonantes, mientras que

la segunda consiste en minimizar la enerǵıa de vibración. Por otra parte, se ha trabajado

de manera continua en mejorar el rendimiento de los DVAs optimizando sus parámetros

haciendo uso de la Norma H∞ (Asami & Nishihara, 2003). Asimismo, se han realizado

pruebas teóricas y experimentales de diferentes diseños de absorbedores, en las cuales se

analiza la respuesta de un sistema en particular considerando un esquema de ajuste de

frecuencia óptimo (Gao et al, 2019). Se ha encontrado también, que un esquema de ajuste

de frecuencia óptimo, mejora significativamente el control de vibraciones por medio de un

DVA semiactivo (Gao et al, 2019). Otra de las alternativas para el diseño óptimo de los

sistemas de control pasivo de vibraciones, es el uso de las herramientas computacionales.

En las cuales, continuamente se han buscado nuevas estrategias para el diseño óptimo

de diferentes configuraciones del TMD y del TMDI (Palacios-Quiñonero, Rubió-Massegú,

Rossell, & Karimi, 2017).

Algunos de los criterios de optimización y medidas de rendimiento utilizadas para el

diseño de los absorbedores conllevan cierto margen de error, o no siempre coinciden con

los resultados f́ısicos que se obtienen a partir de la experimentación. Sin embargo, no dejan

de ser de gran utilidad. Asami T. (2017), realizó la optimización de los parámetros de tres

configuraciones de DVAs, utilizando las Normas H∞, H2 y el criterio de maximización de

estabilidad para realizar una investigación teórica y anaĺıtica acerca del rendimiento de

un absorbedor de vibración de una sola masa comparándolo con el de dos configuraciones

distintas de absorbedores de doble masa.

Es importante tener en cuenta que para diseñar de manera óptima un TMD, es nece-

sario considerar tres parámetros importantes, (1) la relación de ajuste de frecuencias, (2)

relación de amortiguamiento y (3) la relación de masa. Den Hartog propuso el método

de los “puntos fijos” para hallar una relación de ajuste óptimo para un TMD aplicado en

estructuras sin amortiguamiento. A partir de esta teoŕıa, se han realizado varias investi-
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gaciones en las cuales se intenta encontrar una relación de ajuste óptimo para los TMD

utilizados en estructuras amortiguadas o con niveles bajos de amortiguamiento (Ghosh &

Basu, 2007).

1.3. Absorbedores de vibración de doble masa

Como se ha visto, existen diferentes variaciones y/o configuraciones del absorbedor

dinámico de vibración clásico. Una de las configuraciones que ha mostrado alto rendi-

miento en el control de vibraciones es el absorbedor dinámico de vibración de doble masa

(Zuo & Nayfeh, 2006), (Asami T. , 2017), (Asami, Mizukawa& Ise, 2018). Es decir, se trata

de un DVA de dos grados de libertad (TDOF). Los absorbedores dinámicos de vibración

en los que se involucra más de una masa se les conoce como DVA multimasa, esta clase

de absorbedores por lo general, son más complicados de optimizar, debido a que aparecen

más parámetros que en un DVA de una sola masa.

Zuo y Nayfeh (2006), propusieron que más de un modo de vibración de un absorbedor

se ajustara a la frecuencia natural de un sistema primario. Para esto, utilizaron un TMD

de dos grados de libertad, analizaron la respuesta del sistema ante excitación aleatoria y

armónica desarrollando los criterios de optimización basados en las medidas de rendimien-

to H2 y H∞. De acuerdo con los resultados, un TMD de dos grados de libertad tiene un

mayor rendimiento en la mitigación de vibraciones que dos TMD de un grado de libertad

(SDOF) óptimos cuando se colocan separados con una distribución de masa optimizada,

(Zuo & Nayfeh, 2006). Por otro lado, en la Figura 1.4, se observan tres configuraciones

distintas de absorbedores de vibración conectadas a una masa primaria m1: (a) DVA de

una sola masa m2, (b) absorbedor de doble masa conectado en serie cuyas masas son m2

y m3 y (c) absorbedor de doble masa conectado en paralelo m2 y m3.

Figura 1.4: (a) Configuración t́ıpica del DVA, (b) DVA de doble masa configurado en

Serie, (c) DVA de doble masa configurado en paralelo (Asami T. , 2017).

Asami T. (2017), realizó un estudio sobre el rendimiento dinámico de las configura-

ciones descritas en la Figura 1.4 sujetas a vibración transitoria, utilizó los criterios de
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optimización H∞, H2 y de maximización de estabilidad. Concluyendo que para los tres

métodos de optimización, el DVA de doble masa conectado en serie de la Figura 1.4 (b),

presenta un rendimiento superior al de la configuración conectada en paralelo y al DVA de

una sola masa para determinados valores de la relación de masas. Adicionalmente, Asami

T. (2017) obtuvo resultados gráficos en los cuáles se demostró que el DVA de doble masa

areglado en serie posee un rendimiento dinámico más alto (considerando la minimización

de la amplitud de resonancia) y mayor estabilidad dinámica que los otros dos dispositivos

bajo el efecto de vibración transitoria.

1.4. Uso de inersores

Uno de los dispositivos mecánicos que en los últimos años ha sido implementado en

algunas configuraciones de los absorbedores de vibración, es el inersor. El inersor con-

vencional, es un elemento mecánico de control pasivo, propuesto inicialmente por Smith

(2002), posee dos terminales y un volante de inercia accionado por el mecanismo piñón-

cremallera (ver Figura 1.5). Al recibir una fuerza o aceleración de excitación en una de

sus terminales, el mecanismo genera una fuerza de resistencia directamente proporcional

a la aceleración relativa entre sus dos terminales, considerando una constante de propor-

cionalidad conocida como inertancia b.

Figura 1.5: Configuración del inersor piñon-cremallera (Papageorgiou, Houghton & Smith,

2009).

Adicionalmente, existen inersores diseñados con base en las propiedades de los fluidos

incompresibles (Swift et al, 2013) que funcionan bajo el mismo principio que los inersores

mecánicos, considerando una constante de inercia en función de la densidad del fluido

y las caracteristicas geométricas del pistón, cilindro y longitud del canal helicoidal del

mismo dispositivo (ver Figura 1.6). Otro tipo de inersores funcionan aprovechando las

propiedades de los fluidos magnetorreológicos (Tipuric, Deastra, Wagg, & Sims, 2018).
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Figura 1.6: Configuración del inersor de fluido con hélice externa (Swift et al, 2013).

En general, las propiedades de los fluidos han sido aprovechadas para el diseño de

inersores, mostrando buenos resultados debido a su efecto de amplificación de masa. Otro

tipo de inersores que ha presentado un alto rendimiento dinámico y que ha sido utilizado

en suspensiones de automóviles es el inersor eléctro- hidráulico, por sus siglas en inglés

conocido como HEI (Shen, Liu, Chen & Yang, 2019). Este dispositivo se muestra en la

Figura 1.7 y se compone de dos partes esenciales: Un inersor de pistón hidraúlico y un

motor eléctrico lineal. En la Figura 1.7 las términales del inersor se muestran en (1) y (7),

mientras que la numeración (2)-(6) y (8)-(15) representan el sistema hidraúlico y eléctrico

respectivamente, esta configuración se detalla en (Shen et al, 2019).

Figura 1.7: Dispositivo HEI (Shen et al, 2019).

Se han realizado diversos estudios teóricos y experimentales acerca de las configura-

ciones de los absorbedores que utilizan inersores. En los cuáles, se ha demostrado que en

la mayoria de los casos este dispositivo tiene efectos positivos en el control de vibraciones

(Jin, Chen, & Huang, 2016). Por otro lado, se determinó que la implementación de un

inersor en un TMA conduce a una reducción sustancial de las amplitudes de vibración que

intervienen en el sistema primario, siempre que se seleccione una configuración adecuada

entre el inersor y el amortiguador del TMA (Brzeski et al, 2015). También, se realizó

el análisis teórico del efecto de un inersor en la respuesta dinámica de un DVA de uno

y dos grados de libertad (SDOF y TDOF), considerando que estos sistemas mecánicos

entran en resonancia, donde se concluyó que si el inersor es configurado adecuadamente

en este tipo de sistemas su respuesta dinámica es mejorada (Barredo, 2016). Lazarek et

al. (2018), trabajaron en el diseño e identificación de los parámetros de un TMD con un

inersor que permite cambios en la inertancia. Los resultados que obtuvieron, basados en

el apego de los modelos matemáticos con los resultados experimentales, son favorables en

la disminución de vibración tanto en maquinaria como en estructuras.
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En relación con el diseño óptimo, la adición de un inersor en un DVA tradicional debe

darse de manera adecuada para dar origen a un IDVA (absorbedor dinámico de vibración

con inersor) de alto rendimiento. Hu y Chen (2015), obtuvieron la respuesta en frecuencia

de diferentes IDVAs reemplazando el amortiguador del DVA tradicional por seis diferentes

redes mecánicas basadas en inersores como se muestra en la Figura 1.8. Compararon el

rendimiento de cada uno de estos IDVAs con el del DVA tradicional, aplicando los criterios

de optimización H∞ y H2. Hu y Chen (2015), encontraron que cuatro redes mecánicas

basadas en inersores de las seis que analizaron, proporcionan una mejora del 20% en

la minimización de las amplitudes resonantes del sistema primario con respecto al DVA

tradicional. Adicionalmente, encontraron un incremento en el ancho de banda del sistema

y una mejora significativa al utilizar el indice de rendimiento H2.

Figura 1.8: (a) DVA tradicional, (b) DVA modificado, Y(S) representa la impedancia de

las redes mecánicas (Hu & Chen, 2015).

Las tres redes mecánicas que proporcionan mayor rendimiento dinámico al reempla-

zarlas por el amortiguador del DVA tradicional de la Figura 1.8 (a) se muestran en la

Figura 1.9. Estas redes mecánicas son denominadas en la literatura como C3, C4 y C6

(Hu & Chen, 2015).

Figura 1.9: Redes mecánicas analizadas por Hu & Chen (2015).
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1.5. Disipación y almacenamiento de enerǵıa

Cuando se diseña un absorbedor de vibración, un aspecto importante a considerar

es la influencia de la enerǵıa disipada o absorbida por los elementos que lo conforman.

Lazarek et al (2018), realizaron un estudio teórico y experimental de un TMD basado

en un inersor con cambios en la inertancia al mismo tiempo que analizaron el modelo de

disipación de enerǵıa de los elementos que lo conforman. Consideraron, que las fuentes de

disipación de enerǵıa, se llevan a cabo a través del amortiguamiento viscoso y fricción seca

(modelo de Coulomb). Ellos encontraron que la disipación de enerǵıa de los mecanismos

que conforman a este dispositivo, es un factor crucial para un buen rendimiento (Lazarek,

Brzeski & Perlikowski, 2018).

Por otra parte, existen otros dispositivos que no son totalmente mecánicos y que tam-

bién son implementados en la configuración de los absorbedores. Tales como; los inersores

basados en fluido reológico (Mazón Valadez, 2019), elementos piezoeléctricos o electro-

magnéticos, que se implementan con la finalidad de mejorar las condiciones de amorti-

guamiento o de aprovechar la enerǵıa cinética disipada. Todas las configuraciones de los

absorbedores de vibración contienen elementos mecánicos que pueden absorber enerǵıa o

disiparla. Sin embargo, en muchos de estos diseños se implementan dispositivos adiciona-

les que son útiles para la regeneración de enerǵıa. Los absorbedores que se utilizan para

la recolección de enerǵıa son conocidos como absorbedores dinámicos de vibración reco-

lectores de enerǵıa (EHDVAs). Este tipo de dispositivos funcionan mediante la excitación

de algún elemento piezoeléctrico o electromagnético causada por la vibración, y con base

en otros principios f́ısicos conocidos, es posible almacenar y cuantificar enerǵıa, que puede

ser útil para otras aplicaciones como los sensores de monitoreo de estructuras (Madhav

& Ali, 2016). En otras palabras, la enerǵıa cinética causada y disipada por el movimiento

vibratorio es absorbida por el EHDVA.

Para utilizar un EHDVA se debe encontrar un punto de equilibrio entre ambos obje-

tivos, debido a que el almacenamiento de enerǵıa se vuelve significativo a medida que el

absorbedor vibra. Sin embargo, ante excitación śısmica, esto hace que se pierda el objeto

principal del absorbedor, que es minimizar la amplitud de vibracion o la enerǵıa de vi-

bración. Por tal razón, es recomendable utilizar este tipo de absorbedores en estructuras

grandes. Las cuales, debido a su masa, muestran ser adecuadas para la recolección de

enerǵıa (Madhav y Ali, 2016). Por otro lado, las vibraciones que surgen en las estructuras

no son armónicas, pero si estocásticas. Por esta razón, en muchas de las investigaciones

acerca de los absorbedores recolectores de enerǵıa, se analiza la respuesta y la recolección

de enerǵıa considerando excitaciones de ruido blanco Gaussiano (Madhav & Ali, 2016),

(Matteo, Masnata, & Pirrotta, 2019). En la Figura 1.10 se muestra la configuración de un

EHDVA. Se observa un elemento piezoeléctrico conectado al DVA al mismo tiempo que

se conecta a un circuito recolector de enerǵıa.
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Figura 1.10: DVA Recolector de Enerǵıa (Madhav & Ali, 2016).

Recientemente, los estudios realizados acerca de la recolección de enerǵıa discipada y

originada por los desplazamientos que surgen en los edificios altos sujetos a corrientes de

viento, se han hecho utilizando el TMDI. Los TMDI utilizados para recolectar enerǵıa,

son conocidos como EH-TMDI (TMDI recolector de enerǵıa). Petrini et al. (2020), reali-

zaron un estudio de la regeneración de enerǵıa de un edificio alto sujeto a corrientes de

viento utilizando un EH-TMDI. Encontraron que cuando el inersor se conecta abarcando

la mayor cantidad de pisos del edificio partiendo de la parte superios, se contribuye signi-

ficativamente tanto en el rendimiento en el control de desplazamientos del edificio, como

en el almacenamiento de la cantidad de enerǵıa regenerada. Respecto a la recolección de

enerǵıa, consideraron un circuito eléctrico conectado en el TMDI como se muestra en la

Figura 1.11.

Figura 1.11: EH-TMDI utilizado en edificios altos excitados por el viento ( Petrini, Gia-

ralis, & Wang, 2020).
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1.6. Uso de absorbedores de vibración en estructuras

Actualmente, existen varios estudios acerca del rendimiento de los absorbedores de

vibración en obras de ingenieŕıa civil, que enfatizan los resultados favorables que se pre-

sentan en la respuesta dinámica de los edificios y otras estructuras cuando se someten a

vibraciones estocásticas de ruido blanco Gaussiano y a cargas śısmicas. Recientemente,

se ha utilizado el inersor como un elemento crucial en la configuración del amortiguador

de masa sintonizado (TMD) cuando se emplea en el control de vibraciones en estructuras

(Matteo, Masnata, & Pirrotta, 2019). Esto da origen a un TMDI, propuesto inicialmente

por Marian y Giaralis Agathoklis (2014), su uso frecuente se debe a la inercia rotacional

que posee. En otras palabras, el inersor es capaz de generar un efecto de amplificación

de masa mucho mayor al que un TMD posee de manera real. El amortiguador de masa

sintonizado inersor (TMDI) surge de conectar un inersor entre la masa fisica del TMD

y la tierra mecanica (Marian & Giaralis, 2014). Por lo general, los análisis teóricos de

rendimiento de los TMDI en la absorción de vibraciones que surgen en las estructuras,

se realizan ante excitaciones estocásticas ( Marian & Giaralis, 2014). De esta manera se

consiguen resultados con mayor apego a condiciones de vibración reales.

Por otra parte, Matteo et al. (2019), obtuvieron una solución anaĺıtica simplificada

a partir del diseño óptimo de un TMDI para una estructura aislada en la base (ver

Figura 1.12) cuando esta sujeta a exitación de ruido blanco Gaussiano. Esta solución

mostró buenos resultados al ser confiable incluso al compararla con un procedimiento de

optimización iterativo computacional más exigente.

Figura 1.12: (a) Estructura aislada en la base MDOF, (b) Estructura aislada en la base

MDOF controlada mediante un TMDI (Matteo, Masnata, & Pirrotta, 2019).

Los resultados gráficos de las soluciones anaĺıticas simplificadas obtenidas por Matteo
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et al. (2019), indican el ı́ndice de control de rendimiento considerando valores distintos de

la relación de amortiguamiento de la base aislada. Asimismo, estos resultados mostraron

que su solución anaĺıtica presenta una similitud considerable con respecto a los resultados

numéricos obtenidos computacionalmente. Es por eso que el TMDI muestra eficacia al

acoplarlo en edificios aislados en la base y en la optimización de sus parámetros.

Por otra parte, se han realizado simulaciones de la respuesta en el dominio del tiempo

de las estructuras aisladas en la base conectadas a un TMDI ante sismos reales ocurridos

a lo largo de la historia, con base en los registros existentes de las señales vibratorias. Uno

de estos registros es; el sismo Valle Imperial en Estados Unidos (09/15/1979). Matteo et

al. (2019), realizaron un análisis simulado de la respuesta de una estructura de marco

plano aislada en la base de cinco pisos considerando este evento sismico, concluyendo que

el TMDI es efectivo al reducir las amplitudes de desplazamiento de la estructura.

De acuerdo con los estudios realizados por diversos investigadores, se ha demostrado

que el uso de inersores en el control de vibraciones es favorable. En los últimos años,

se han diseñado inersores para otras aplicaciones, como en el control de vibraciones no

deseadas en maquinaria industrial, en rotores, suspensiones de automóviles, entre otras.

Por esta razón, es importante considerar el diseño de estos dispositivos en las estructuras,

especificamente en los edificios altos. Esto representa un gran reto, debido a que las di-

mensiones del inersor cambiaŕıan considerablemente en comparación con las dimensiones

de los que actualmente están disponibles. Al diseñar un TMDI, se debe considerar espe-

cialmente la masa del absorbedor y del inersor, debido a que se relacionan directamente

con la masa de la estructura primaria durante el trabajo de absorción de vibraciones. Por

otra parte, es importante considerar la altura de la estructura que se va a controlar (en

caso de tratarse de un edificio), debido a que cuanto más alta sea, estará más susceptible

a sufrir desplazamientos, sobre todo en la planta más alta. En este caso, el TMDI tiene

una importante aplicación no solamente para cuando se presentan sismos. Si no también,

cuando se presentan corrientes intensas de viento ( Giaralis & Petrini, 2017), ( Petrini,

Giaralis & Wang, 2020).

Existen antecedentes en los que se ha estudiado el comportamiento dinámico de los

edificios altos y de sección trasversal pequeña, cuando sufren oscilaciones en el último

piso debido a corrientes intensas de viento, que si bien, en una construcción o edificio

pequeño suelen ser despreciables, en un edificio alto pueden causar daños en la estructura

o molestias a los ocupantes de los últimos pisos. Giaralis y Petrini (2017), estudiaron

teóricamente un caso particular acerca de los efectos de un TMDI en un edificio con

estructura de acero de 74 pisos y 305 metros de altura, considerando que cada piso tiene

un área de 50 ∗ 50m2. Ellos encontraron resultados favorables al conseguir minimizar la

máxima aceleración de la parte más alta del edificio, considerando que el inersor tiene un

comportamiento lineal. En la Figura 1.13, se muestra el esquema de referencia considerado

por (Giaralis & Petrini, 2017).
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Figura 1.13: Edificio de n plantas equipado con un TMDI en el último piso excitado por

el viento ( Giaralis & Petrini, 2017).
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Caṕıtulo 2

Generalidades

2.1. Descripción del problema

Desde hace varios años hasta fechas recientes se han diseñado distintos tipos de absor-

bedores de vibración tanto teórica como experimentalmente, con la finalidad de controlar

distintos procesos de ingenieŕıa. Además, se ha documentado el uso de absorbedores en el

control de máquinas en general, automóviles, rotores, estructuras, entre otros. Todos ellos

cuando son sometidos a efectos vibratorios. Espećıficamente, en el área de ingenieŕıa civil,

existen investigaciones relacionadas con la disminución o mitigación de las vibraciones

que surgen en las estructuras, que generalmente, son ocasionadas por sismos en los que

se involucran excitaciones estocásticas.

Algunos de los trabajos más recientes en el área de control de vibraciones en estruc-

turas, tratan espećıficamente de los efectos del uso del amortiguador de masa sintonizado

con inersor, que por sus siglas en inglés es conocido como TMDI (Tuned Mass Damper

Inerter). Estos estudios, se han realizado cuando el TMDI se conecta en la base, parte

intermedia o superior de algún edificio de múltiples grados de libertad (MDOF), al mismo

tiempo que es sometida a excitaciones aleatorias (estocásticas), espećıficamente de ruido

blanco Gaussiano o coloŕıdo. En la mayoria de los casos, estos trabajos han mostrado

resultados alentadores.

El principal problema de no controlar las vibraciones que surgen en las estructuras

debido a sismos o corrientes intensas de viento, son los efectos catastróficos que pueden

resultar cuando la estructura es afectada por el fenómeno de resonancia. Este fenómeno,

puede ocasionar que se desarrollen fuerzas internas indeseables. Produciendo, en muchos

casos, la fractura de las estructuras. Asimismo, la integridad de los ocupantes se ve com-

prometida. Por otro lado, existen edificios con aislamiento en la base, en los cuáles es

dificil que ocurra la fractura de la estructura debido al factor de amortiguamiento pro-

porcionado por el efecto del aislador. No obstante, también puede entrar en resonancia
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ocasionando desplazamientos de alta magnitud y en consecuencia daños en el interior de

la misma estructura.

Por otro lado, algunas ciudades se encuentran en creciente desarrollo urbano. Debido

a ello, es deseable evitar la congestión de centros urbanos modernos. Para lograrlo, ha

resultado conveniente la construcción de edificaciones de altitud considerable. De esta

manera, se optimizan los espacios destinados para la construcción de centros urbanos.

Sin embargo, como consecuencia de la construcción de este tipo de estructuras altas, se

obtienen edificios más propensos a sufrir desplazamientos no deseados cuando se producen

corrientes intensas de aire, asi como a sufrir daños más severos en caso de vibraciones

causadas por sismos.

Por otra parte, y en relación con el desarrollo sustentable, en las diversas áreas de la

ingenieŕıa continuamente se hace referencia acerca de la regeneración, recolección y con-

versión de enerǵıa producida por medios naturales como la enerǵıa obtenida por vibración.

Esto resulta importante, porque actualmente y prácticamente en todos los sectores del

páıs y del mundo, el uso de enerǵıas renovables resulta de interes para la conservación

del medio. Como es conocido, la tierra está sujeta constantemente a vibraciones en el

suelo, que generalmente, no son perceptibles por el ser humano. Sin embargo, se vuelven

perceptibles cuando ocurren sismos de magnitud considerable. Por esta razón, ante estos

fenómenos la enerǵıa cinética generada por la vibración de una masa primaria (edificio),

puede ser transmitida a un absorbedor de vibración dinámico y transformada por medio de

un transductor electromagnético. Independientemente de la posibilidad de utilizar o no la

enerǵıa regenerada, la cuantificación de la misma puede proporcionar información acerca

de la posibilidad de utilizarla para otras aplicaciones de ingenieŕıa y del comportamiento

del sistema dinámico.
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2.2. Hipótesis de solución

En fechas recientes, el TMDI ha demostrado reducir eficientemente los desplazamien-

tos en las estructuras con aislamiento en la base, ocasionados por vibraciones estocásticas

como el ruido blanco Gaussiano. Por otra parte, se ha determinado que los absorbedo-

res de vibración de doble masa configurados en serie, tienden a ser más eficientes que los

DVAs tradicional. Además, es posible cuantificar la enerǵıa disipada por estos dispositivos

e implementar algún dispositivo electromagnético dentro de la configuración de un ID-

VA para regenerar la enerǵıa absorbida. Contribuyendo a la implementación de enerǵıas

renovables, al mismo tiempo que se trabaja eficientemente en el control de vibraciones.

Debido a que el trabajo de diseño consiste en la optimización y rendimiento dinámico

del absorbedor, es posible ampliar la eficacia del TMDI documentado en los antecedentes,

utilizando un absorbedor de alto rendimiento. Por esta razón, se propone el diseño óptimo

de un absorbedor de doble masa conectado convenientemente a un inersor (debido a las

propiedades inerciales que este posee), para ser utilizado en un edificio de múltiples grados

de libertad con base aislada sujeta a vibración śısmica.

Hipótesis:

Es posible reducir la amplitud de vibración en un edificio de múltiples grados de libertad

con base aislada sujeto a vibración estocástica, utilizando un absorbedor de doble masa

diseñado óptimamente conectado a un inersor.

20



2.3. Objetivo general

Diseñar teóricamente un absorbedor de alto rendimiento para minimizar la enerǵıa

total de vibración conectado a una estructura mecánica MDOF sujeta a vibración es-

tocástica.

2.3.1. Objetivos espećıficos

1. Obtener el modelo dinámico sin dimensión tanto en el dominio del tiempo como en

frecuencia del absorbedor de alto rendimiento conectado a una estructura mecánica

de múltiples grados de libertad.

2. Aplicar la norma H2 para obtener soluciones numéricas óptimas de la estructura

sujeta a vibración de amplio espectro.

3. Generar un código de optimización para las variables adimensionales propuestas.

4. Realizar el análisis estocástico del sistema mecánico propuesto.

5. Realizar simulaciones en el dominio del tiempo considerando los parámetros óptimos

obtenidos a partir de la norma H2 y excitación de ruido blanco Gaussiano.

6. Analizar la capacidad de regeneración de enerǵıa de vibración a través de un análisis

de sensibilidad paramétrica.

2.4. Justificación

Este trabajo de investigación, se realiza con la finalidad de hacer comparaciones anaĺıti-

cas y numéricas del diseño óptimo del IDVA propuesto con respecto a otros reportados en

la literatura. Además, es importante dar continuidad al diseño de sistemas mecánicos que

contribuyen al control de vibraciones, debido a que la urbanización de las ciudades está

en cont́ınuo desarrollo. Por ello, los sistemas estructurales cada vez son más propensos a

sufrir fracturas o desplazamientos indeseados debido a fuerzas o aceleraciones externas.

Asimismo, se desea conocer la respuesta en el dominio del tiempo de una estructura de

múltiples grados de libertad sujeta a vibración estocástica utilizando un diseño óptimo del

IDVA propuesto. Asimismo, es necesario hacer una aportación teórica al estado del arte

en el control pasivo de vibraciones y luego, dar continuidad al trabajo haciendo análisis

teóricos complementarios y diversas pruebas experimentales en el futuro.
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2.5. Contribución del trabajo

El alcance de este trabajo de investigación está limitado únicamente al mejoramiento

del ı́ndice de control del DVA mediante la tecnologia de inersores. Particularmente, cuando

ellos son conectados a estructuras tipo edificios altos de sección transversal regular que

poseen varios pisos (plantas) y cuentan con aislamiento en la base. En otras palabras,

está enfocado en el control de vibraciones en estructuras de múltiples grados de libertad

(MDOF). Donde cada piso (planta), representa un elemento inercial (masa). Asimismo,

los resultados obtenidos en relación a la minimización de la respuesta dinámica de este

tipo de estructuras ante excitación estocástica resultó favorable, al ser comparable con el

acoplamiento de otros dispositivos reportados en la literatura. Por otro lado, mediante la

solución de los problemas de optimización planteados considerando la Norma H∞ y H2, se

calculan los parámetros de ajuste de frecuencias naturales, amortiguamiento e inertancia

óptimos en función de una relación de masas definida para el IDVA propuesto, que después

es modificado en un DVA-TID. En este trabajo, el DVA-TID proporcionó funcionalidad

f́ısica, la cuál radica en la construcción de este absorbedor de vibración utilizando los

parámetros óptimos calculados.

El aporte de este trabajo al estado del arte, es la comprobación de que al acoplar en

serie un DVA simple (tipo Frahm) a un TID, se obtiene un IDVA de alto rendimiento

superior al TMDI, que es el dispositivo utilizado con mayor frecuencia en la literatura en

este tipo de estructuras. Se reafirmó, que la red mecánica conocida como TID supera a las

redes mecánicas reportadas en la literatura al ser utilizada en estructuras con aislamiento

en la base. Las variables óptimas del DVA-TID son comparables con las que se obtienen

al optimizar los parámetros del TMDI. Se demostró que el DVA-TID, es funcional en la

reducción de desplazamientos de una estructura al presentarse un sismo en un suelo con

las tres caracterizaciones hechas en la literatura. Finalmente, se aporta un análisis cuan-

titativo de la enerǵıa mecánica disipada por el dispositivo propuesto y otros tomados de

la literatura cuando son conectados a este tipo de edificios sujetos a vibración estocástica.
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Caṕıtulo 3

Marco teórico

La mecánica clásica, se basa en una serie de principios f́ısico-matemáticos que son

de utilidad para definir el comportamiento de algún sistema mecánico en particular. La

mecánica Newtoniana, por ejemplo, hace uso de las leyes de Newton para derivar las ecua-

ciones diferenciales de movimiento de un determinado sistema. La expresión matemática

general para la segunda ley de Newton esta dada por:

F =
d

dt
(mv)

dondem es la masa de la part́ıcula y v su velocidad. Asumiendo que la masa de la particula

no vaŕıa,

F = m
d

dt
v

F = ma

sumando todas las fuerzas participantes en el sistema, la expresión anterior se escribe

como:

n∑
i=1

F i = ma (3.1)

la ecuación 3.1, es utilizada para modelar matemáticamente diversos sistemas mecánicos.

3.1. Ecuación de Euler-Lagrange

En diversas ocasiones, utilizar la segunda ley de Newton resulta complicado debido a la

descomposición vectorial de las fuerzas participantes en el sistema. Por ello, existe un se-

gundo método para obtener ecuaciones diferenciales de movimiento. Este método, se basa

en el principio de conservación de la enerǵıa y fue planteado por Joseph Louis Lagrange.

Por ello, y debido a la contribución de Euler, las ecuaciones de este método energético
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son nombradas como la Formulación de Euler-Lagrange. La expresión matemática de las

ecuaciones de Lagrange para sistemas conservativos es;

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
− ∂L

∂qi
= 0 (3.2)

i = 1, 2, 3, ...n

donde el sub́ındice i, se utiliza para representar cada una de las coordenadas generali-

zadas y L se conoce como Lagrangiano. El Lagrangiano es definido como la diferencia de

la enerǵıa cinética total del sistema con la enerǵıa potencial total. En otras palabras;

L = T − V (3.3)

La deducción de la ecuación 3.2, hace uso del análisis funcional y cálculo de variaciones.

En general, su demostración es complicada. Asimismo, existe una segunda ecuación para

sistemas no conservativos, en la cuál se considera una función de disipación de enerǵıa

denotada como D. Esta función, considera pérdidas de enerǵıa del sistema por fricción,

calor entre otros factores. La ecuación de Euler-Lagrange para sistemas no conservativos

se define como:

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
− ∂L

∂qi
+

∂D

∂q̇i
= Qi (3.4)

i = 1, 2, 3, . . . n

la coordenada qi representa las coordenadas generalizadas, mientras que Qi las fuerzas

generalizadas correspondientes a cada coordenada.

3.2. Transformada de Laplace y de Fourier

Siempre que es necesario representar una ecuación definida en el tiempo, en el dominio

de la frecuencia, se utilizan las definiciones de la transformada de Laplace y de Fourier

unilaterales. Es decir, que existen en el intervalo (0,∞).

El operador matemático de la transformada de Laplace unilateral es;

X(s) = L{x(t)} =
∫ ∞

0

x(t)e−(σ+jω)tdt =

∫ ∞

0

x(t)e−stdt (3.5)

donde la variable s es un número complejo de la forma s = σ + jω.

De manera similar se define la transformeda unilateral de Fourier;

X(ω) = F{x(t)} =
∫ ∞

0

x(t)e−iωtdt (3.6)
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Se puede ver que la transformada de Fourier se puede obtener a partir de la transfor-

mada de Laplace haciendo s = jω. Sin embargo, esto no siempre es válido. La condición

necesaria para que esto se cumpla es que σ sea cero, lo cual ocurre cuando se analiza

la parte estable de los sistemas dinámicos. Asimismo, la región de convergencia de la

transformada de Laplace, unicamente ocurre cuando σ > 0.

3.3. Absorbedor de vibración dinámico clásico

Un absorbedor de vibración dinámico clásico es un dispositivo mecánico utilizado para

atenuar la vibración indeseable de un sistema determinado, está compuesto de una masa,

un resorte y un amortiguador de flúıdo viscoso que se conectan a una masa primaria (masa

del sistema a controlar). Por esta razón, un absorbedor de vibración clásico en conjunto

con la masa principal, conforman un sistema de dos grados de libertad. El común de

los DVAs, constan de elementos que conservan enerǵıa cinética (resortes), otros que la

disipan (elementos de amortiguamiento) y elementos inerciales (masas adicionales) que

actúan como un medio para absorber enerǵıa. En la Figura 3.1, se muestra la configuración

elemental del absorbedor de vibración dinámico clásico.

Figura 3.1: Absorbedor de vibración dinámico clásico (Rao,2012).

En la configuración de un DVA, los parámetros del dispositivo conforman una parte

crucial del proceso de diseño. Para analizar el funcionamiento de este dispositivo, es

necesario definir las ecuaciones diferenciales de movimiento en el dominio del tiempo.

Luego, se establece un modelo en el dominio de la frecuencia. A partir de ah́ı, se optimizan

los parámetros del absorbedor. A esta última parte se le conoce como diseño óptimo.

En el proceso de optimización, se utilizan parámetros adimensionales que relacionan las

variables del sistema. Luego, según la metodoloǵıa empleada, se obtienen expresiones

anaĺıticas o valores numéricos óptimos que producen la misma amplitud de vibración en

los puntos invariantes, minimizan la amplitud de vibración en los puntos resonantes y/o

minimı́zan la enerǵıa total de vibración del sistema primario.
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La dificultad para realizar el diseño óptimo de un absorbedor dependerá de la canti-

dad de parámetros adimensionales y de la configuración del absorbedor. Por otro lado,

el diseño de un absorbedor de vibración dinámico se realiza de modo que las frecuencias

naturales del sistema primario se alejen de la frecuencia de exitación, evitando o dis-

minuyendo el fenómeno de resonancia, que ocurre cuando la frecuencia de la excitación

coincide con una de las frecuencias naturales del sistema. Este fenómeno, es una de las

causas principales que ocasionan fallas en los sistemas mecánicos. Cuando una máqui-

na o estructura sufre desplazamientos o velocidades no deseadas, es un indicador de que

existen vibraciones no controladas en el sistema, y que en determinado momento podŕıa

ocurrir el fenómeno de resonancia. En la Figura 3.2, se observan las gráficas de respuesta

en frecuencia correspondientes a la Figura 3.1 (DVA clásico).

Figura 3.2: Efecto de un DVA clásico en la FRF de un sistema primario (Rao,2012)

En la Figura 3.2, se muestran tres curvas de respuesta en frecuencia correspondientes

al sistema de la Figura 3.1. La primera; cuando el amortiguamiento es ζ = 0, la segunda

cuando ζ =∞ y la última para un valor arbitrario de ζ. Es posible apreciar, que existen dos

puntos invariantes A y B que forman parte del dominio de las tres curvas. De igual manera,

sucedeŕıa para cualquier otro valor del amortiguamiento ζ. De esta observación, surge

la metodoloǵıa de Den Hartog desarrollada en 1956 (Shen et al, 2017), que se centra en

encontrar la curva de respuesta en frecuencia que produce la menor amplitud de vibración

posible. Esto se logra, encontrando una relación de frecuencias y de amortiguamiento

óptimo. Esta técnica ha sido utilizada por diversos investigadores, generalmente para

estudiar las estructuras no amortiguadas (Shen et al, 2017), (Ren, 2001), (Ghosh & Basu,

2007 ) y otros. Este método no esta relacionado ı́ntimamente con los que se describen en la

Sección 3.4. De hecho, esta técnica es considerada una técnica de ajuste o de sintonización

y solamente es aplicable en sistemas de dos grados de libertad incluyendo el del DVA

implementado.

La amplitud de la función de respuesta en frecuencia, conocida por sus siglas en inglés

como FRF, está definida en función de los parámetros de masa, amortiguamiento y fre-

cuencia natural. En consecuencia, vaŕıa en función de los parámetros adimensionales que
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se definen en el proceso de diseño. Por otro lado, si se fijan las relaciones de masa, fre-

cuencia e inertancia (si la hay), y únicamente vaŕıa la relación de amortiguamiento, se

verá que la amplitud en el diagrama de Bode también vaŕıa, pero que todas las curvas

obtenidas pasan por dos o más puntos en común, a estos puntos se les conoce como puntos

fijos o invariantes como se observa en la Figura 3.2.

Adicionalmente, un sistema mecánico, puede estar sujeto a excitación armónica. Sin

embargo, los sistemas estructurales, generalmente están sometidos a aceleraciones exter-

nas de comportamiento no definido, conocido como aleatorio o estocástico. Debido a ello,

la respuesta en el tiempo de los sistemas ante este tipo de excitaciones tendrán un com-

portamiento similar, con o sin el efecto del absorbedor de vibración implementado.

3.4. Optimización de variables

De manera general, la formulación de un problema de optimización consiste en una

función matemática de una o más variables. Cuya variable dependiente debe minimizarse

o maximizarse según la necesidad del problema planteado. En ocasiones, los problemas de

optimización están sujetos a una o más restricciones. Es decir, debe encontrarse el valor

máximo o mı́nimo de alguna variable, sin contradecir matemáticamente las limitaciones

de la o las restricciones dadas. Este tipo de problemas, pueden variar, e ir desde lo más

simple hasta lo más complejo. La complejidad de este tipo de problemas dependerá del

tipo de función a optimizar, el comportamiento de la misma y del número de variables

independientes involucradas.

Optimización de funciones de una variable.

Un problema de optimización de una variable, se representa con una función matemáti-

ca que generalmente se denota como h = h(x). Este problema, consiste en encontrar el o

los valores de x para los cuales la variable h se minimı́za o se maximı́za. Esto se consigue

calculando la primera derivada de h = h(x), igualando con cero (debido a que geometri-

camente la derivada es la pendiente en cualquiera de los puntos de h(x)) y resolviendo

para x. En otras palabras;

△h

△x
= ĺım

△x→0

(
h(x+△x)− h(x)

△x

)
=

dh(x)

dx
= 0

de esta ecuación, se pueden encontrar una o más ráıces; x = x1, x = x2, x = x3,

x = x4...x = xn.

De todas las ráıces encontradas, es posible que algunas representen máximos o mı́nimos

relativos, mientras que otras pueden ser soluciones triviales que posiblemente posean un

sentido y una justificación matemática pero que carecen de sentido f́ısico y solamente
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una de ellas puede ser un máximo o un mı́nimo absoluto. Para determinar que tipo de

extremos produce cada ráız, se pueden utilizar criterios como el de la primera derivada,

segunda derivada o realizar un análisis completo de la concavidad y del comportamiento

de h(x), h′(x) y h′′(x).

Optimización de funciones de más de una variable.

Para optimizar funciones de más de una variable, la metodoloǵıa es similar a la que

se sigue en la optimización de una variable. En otras palabras, podŕıa decirse que es

una generalización del primer caso. Tomando en cuenta una función de dos variables

z = z(x, y) es posible calcular sus derivadas parciales siempre y cuando la función z sea

continua en un disco abierto de radio r, siempre que exista algún punto (a, b) ∈ ℜ donde

a2 + b2 < r2 Estas derivadas se denotan como sigue;

△z

△x
= ĺım

△x→0

(
z(x+△x, y)− z(x, y)

△x

)
=

∂z

∂x
= 0

△z

△y
= ĺım

△y→0

(
z(x, y +△y)− z(x, y)

△y

)
=

∂z

∂y
= 0

la igualación con cero de estas ecuaciones se debe al mismo concepto geométrico que

en una variable. Es decir, que para encontrar los puntos cŕıticos de z se asumen planos

tangentes a la superficie y de pendiente cero con respecto al plano xy. Asimismo, mientras

se define la variación de z con respecto a cualquiera de las dos variables independientes

la otra permanece constante en un plano vertical, sea x = a o y = b.

Una vez calculadas las derivadas ∂z
∂x

y ∂z
∂y
, se resuelve simultaneamente el siguiente

sistema de ecuaciones
∂z

∂x
= 0

∂z

∂y
= 0

los valores encontrados tanto para x como para y, conforman las coordenadas de los

puntos cŕıticos, y al igual que en el caso de una variable, existe un criterio para decidir si

estos puntos son máximos o mı́nimos absolutos, relativos, puntos de silla o si simplemente

alguna de las derivadas parciales no existe en ese punto. Este criterio es el siguiente;

D(x, y) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂2z

∂x2

∂2z

∂x∂y
∂2z

∂x∂y

∂2z

∂y2

∣∣∣∣∣∣∣∣
esta función es nombrada como discriminante. Los puntos cŕıticos denotados como

x0, y0 deben sustituirse utilizando el siguiente criterio. Si D(x0, y0) > 0 es posible que
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exista un máximo o mı́nimo relativo, si D(x0, y0) < 0 no hay un extremo relativo en ese

punto y si D(x0, y0) = 0 la prueba falla.

Esta metodoloǵıa se generaliza para funciones de n variables. En ese caso, se utiliza

un criterio que de igual manera esta relacionado con el de la segunda derivada tanto de

una como de dos variables. Este criterio, se define con la siguiente matriz, conocida como

matriz Hessiana o Hessiano.

H(x1, x2, x3, ...xn) =



∂2f

∂x2
1

∂2f

∂x1∂x2

· · · ∂2f

∂x1∂xn

∂2f

∂x2∂x1

∂2f

∂x2
2

· · · ∂2f

∂x2∂xn
...

...
. . .

...
∂2f

∂xn∂x1

∂2f

∂xn∂x2

· · · ∂2f

∂x2
n


Elegir los puntos adecuados que minimizan o maximizan la función de interés sue-

le complicarse cuando intervienen varias variables. En general, la demostración de este

criterio es complicada.

Multiplicadores de Lagrange.

Este método de optimización, es utilizado cuando existe una o más restricciones des-

critas matemáticamente que son necesarias de satisfacer al encontrar el máximo o mı́nimo

de una función objetivo. Si se considera una función descrita en el espacio ℜ3 como

z = f(x, y), trazando sus diferentes curvas de nivel z = c1, z = c2, z = c3,... z = cn

y considerando la función en ℜ2 denotada como g(x, y) = k. Además, sabiendo que las

curvas de nivel de z y la función g se intersectan en varios puntos x0, y0 (ver Figura 3.3

(a)). Es posible ver que solamente en algunos de ellos estas curvas se vuelven tangentes

entre si. Estos puntos se denominan como puntos criticos, posibles máximos o minimos

de la función z cuando esta sujeta a la restricción g.

Figura 3.3: a)Intersecciones de las curvas de nivel de f (verde) y la función g (azul).

b)Punto de tangencia entre g(x, y) = k y f(x, y) = c, los gradientes de f y g son paralelos

en este punto (Zill & Wright, 2011).

Por otro lado en la Figura 3.3 (b), es posible ver que el vector gradiente de z es

29



perpendicular a cualquiera de sus curvas de nivel, mientras que el gradiente de g es

perpendicular a ella misma. Particularmente, en el punto de tangencia, estos vectores se

vuelven paralelos entre si. Matemáticamente;

−→
∇f = λ

−→
∇g (3.7)

donde el escalar λ se utiliza para dar la condición de paralelismo entre el vector gradiente

de f y g.

Estos vectores son paralelos entre si en alguno de los puntos de tangencia entre una

de las curvas de nivel de z y la restricción g como se describe en la Figura 3.3 (b).

Para encontrar los puntos cŕıticos de este problema es necesario resolver el sistema de

ecuaciones escalares que genera la ecuación 3.7 junto con la restricción g(x, y) = 0. Este

sistema genera las incógnitas x, y y λ.

Un planteamiento similar se utiliza cuando se tiene más de una restricción, en este

caso;

−→
∇f = λ1

−→
∇g1 + λ2

−→
∇g2 + ...+ λm

−→
∇gm

sujeto a las gm restricciones de este problema.

De manera general este método se puede denotar vectorialmente como:

−→
∇f(x1, x2, ...xn) = λ1

−→
∇g1(x1, x2, ...xn) + λ2

−→
∇g2(x1, x2, ...xn) + ... (3.8)

+λm
−→
∇gm(x1, x2, ...xn)

con

g1(x1, x2, ...xn) = 0

g2(x1, x2, ...xn) = 0

...

gm(x1, x2, ...xn) = 0

.

Como se ve, la ecuación 3.8, produce n+m ecuaciones escalares con n+m incógnitas.

Donde m, indica la cantidad de multiplicadores de Lagrange dados por el número de

restricciones gm.
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Caṕıtulo 4

Modelado matemático en el dominio

del tiempo

Para iniciar con el modelado matemático, se define el sistema mecánico que se analiza

a lo largo de este trabajo considerando la hipótesis planteada en la Sección 2.2. Este

sistema mecánico se define como un edificio MDOF con aislamiento en la base sujeto

a aceleración śısmica como el que se muestra en el diagrama cinético de la Figura 4.1.

Luego, es necesario obtener las ecuaciones diferenciales de movimiento en el dominio del

tiempo que rigen el comportamiento dinámico del edificio mostrado en la Figura 4.1, pero

conectandolo al absorbedor de vibración propuesto.

Figura 4.1: Edificio aislado en la base de múltiples grados de libertad (MDOF)
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Adicionando el dispositivo propuesto en este trabajo al edificio de la Figura 4.1, de-

nominado como absorbedor de doble masa sintonizadas con inercia rotacional, se generan

los siguientes dos casos particulares.

Caso uno: Se tiene la misma estructura que en la Figura 4.1 conectada en la base aislada

a la configuración del DVA propuesto como se muestra en la Figura 4.2.

Caso dos: Es el mismo edificio MDOF conectado al DVA propuesto en la parte superior

(enésima masa), y su vez conectado a cualquier planta del edificio (ver Figura 4.3).

Es necesario mencionar que los diagramas que aparecen en las Figuras 4.2 y 4.3, son

representativos y estan sujetos a cambios de acuerdo con el desarrollo y los análisis que

se realicen a lo largo de esta investigación.

Para obtener los modelos dinámicos, se utiliza la formulación de Euler-Lagrange para

sistemas no conservativos definida en la ecuación 3.4 en la Sección 3.1, considerando las

n coordenadas generalizadas de cada masa (pisos del edificio) y una adicional proporcio-

nada por la masa de la base aislada como se muestra en la Figura 4.1. Por lo tanto, el

modelo matemático de la estructura MDOF sin absorbedor, cuenta con n+ 1 ecuaciones

diferenciales de movimiento. Sin embargo, los modelos matemáticos correspondientes a

los casos uno y dos (Figuras 4.2 y 4.3), contarán con n+3 ecuaciones diferenciales, debido

a la adición de las dos coordenadas generalizadas de los elementos inerciales del DVA

propuesto denotados como mA y mB.

4.1. Modelo dinámico del edificio MDOF conectado al

absorbedor de doble masa sintonizadas con

inercia rotacional en la base aislada

Este sistema mecánico se muestra en la Figura 4.2, y esta conformado por el edificio

MDOF con aislamiento en la base y el absorbedor de doble masa sintonizadas con inercia

rotacional. El dispositivo propuesto es conectado mediante un muelle de rigidez kA en la

base de la estructura, mientras que el otro extremo (terminal del inersor) es conectado en

el suelo de la misma manera en que se emplea el TMDI en este tipo de edificios (Matteo

et al, 2019). Para obtener las ecuaciones que rigen el comportamiento dinámico de este

sistema se toma en cuenta el marco de referencia inercial de la Figura 4.2. A partir de ah́ı,

la posición de la base aislada Ms se mide respecto a la posición del suelo, mientras que

las posiciones de las n masas, la masa mA y mB, se miden con respecto a la posición de

la base aislada. Asimismo, se asumen parámetros de rigidez y amortiguamiento de cada

masa propias de las caracteŕısticas f́ısicas del material.
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Figura 4.2: Edificio MDOF aislado en la base controlado mediante el absorbedor de vi-

bración propuesto.

A continuación, se considera la siguiente nomenclatura para las posiciones absolutas:

xg= posición absoluta del suelo.

xst= posición absoluta de la base aislada.

xit= posición absoluta de la i-ésima masa de la estructura principal.

xAt= posición absoluta de la masa mA.

xBt= posición absoluta de la masa mB.

Por otro lado, las posiciones relativas quedan definidas como sigue:

xs= posición de la base aislada relativa al suelo xg.

xi= posición de la i-ésima masa de la estructura principal relativa a xst. Para i =

1, 2, 3, ...n.

xA= posición de la masa mA relativa a xst.

xB= posición de la masa mB relativa a xst.

Con base en la nomenclatura establecida para las posiciones relativas, se obtienen las

posiciones absolutas para cada una de las masas:
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para Ms,

xs = xst − xg

xst = xs + xg

para mA,

xA = xAt − xst

xAt = xA + xst

xAt = xA + xs + xg

para mB,

xB = xBt − xst

xBt = xB + xst

xBt = xB + xs + xg

para M1,

x1 = x1t − xst

x1t = x1 + xst

x1t = x1 + xs + xg

para M2,

x2 = x2t − xst

x2t = x2 + xst

x2t = x2 + xs + xg

continuando hasta Mn,
...

para Mn−1,

xn−1 = xn−1t − xst

xn−1t = xn−1 + xst

xn−1t = xn−1 + xs + xg

para Mn,

xn = xnt − xst

xnt = xn + xst

xnt = xn + xs + xg

.

Para obtener los desplazamientos entre dos masas consecutivas de la estructura MDOF,

se considera un resorte (elemento elástico) idealizado conectado entre cada una de las ma-

sas. El alargamiento o acortamiento de cada elemento elástico, se determina denotando la
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diferencia de las posiciones de dos masas consecutivas. De esta manera, las deformaciones

de los elementos elásticos se denotan como sigue:

desplazamiento entre Ms y el suelo,

xst − xg = xs + xg − xg = xs

desplazamiento entre MA y Ms,

xAt − xst = xA + xs + xg − xs − xg = xA

desplazamiento entre MB y MA,

xBt − xAt = xB + xs + xg − xA − xs − xg = xB − xA

desplazamiento entre M1 y Ms,

x1t − xst = x1 + xs + xg − xs − xg = x1

desplazamiento entre M2 y M1,

x2t − x1t = x2 + xs + xg − x1 − xs − xg = x2 − x1

...

desplazamiento entre Mn−1 y Mn−2,

xn−1t − xn−2t = xn−1 + xs + xg − xn−2 − xs − xg = xn−1 − xn−2

desplazamiento entre Mn y Mn−1,

xnt − xn−1t = xn + xs + xg − xn−1 − xs − xg = xn − xn−1

para obtener la diferencia de velocidades entre cada masa, se deriva el conjunto de la

diferencia de posiciones entre masas;

velocidad relativa entre Ms y el suelo,

ẋst − ẋg = ẋs + ẋg − ẋg = ẋs

velocidad relativa entre mA y Ms (no hay amortiguamiento),

ẋAt − ẋst = ẋA + ẋs + ẋg − ẋs − ẋg = ẋA

velocidad relativa entre mB y mA,

ẋBt − ẋAt = ẋB + ẋs + ẋg − ẋA − ẋs − ẋg = ẋB − ẋA

velocidad relativa entre M1 y Ms,

ẋ1t − ẋst = ẋ1 + ẋs + ẋg − ẋs − ẋg = ẋ1
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velocidad relativa entre M2 y M1,

ẋ2t − ẋ1t = ẋ2 + ẋs + ẋg − ẋ1 − ẋs − ẋg = ẋ2 − ẋ1

...

velocidad relativa entre Mn−1 y Mn−2,

ẋn−1t − ẋn−2t = ẋn−1 + ẋs + ẋg − ẋn−2 − ẋs − ẋg = ẋn−1 − ẋn−2

velocidad relativa entre Mn y Mn−1,

ẋnt − ẋn−1t = ẋn + ẋs + ẋg − ẋn−1 − ẋs − ẋg = ẋn − ẋn−1

Una vez definido el conjunto de posiciones absolutas, de desplazamiento entre masas y

de velocidades relativas, es posible escribir la función que denota la enerǵıa cinética, poten-

cial elástica y de disipación de enerǵıa del sistema mecánico estructural. Estas funciones

se definen como sigue:

T =
1

2

(
Msẋ

2
st +M1ẋ

2
1t +M2ẋ

2
2t + . . .+Mn−1ẋ

2
n−1t +Mnẋ

2
nt +mAẋ

2
At +mBẋ

2
Bt

)
. . .

+
1

2
b(ẋBt − ẋg)

2︸ ︷︷ ︸
T del inersor

note que el término de la enerǵıa cinética del inersor esta relacionado con la velocidad

del suelo (terminal 1 del inersor) y de la masa mB (terminal 2 del inersor).

Sustituyendo el conjunto de posiciones absolutas y desarrollando los productos,

T (ẋs, ẋ1, ẋ2, ...ẋn, ẋA, ẋB) =
1

2
Ms(ẋs + ẋg)

2 +
1

2
M1(ẋ1 + ẋs + ẋg)

2 (4.1)

+
1

2
M2(ẋ2 + ẋs + ẋg)

2 . . .+
1

2
Mn−1(ẋn−1 + ẋs + ẋg)

2 +
1

2
Mn(ẋn + ẋs + ẋg)

2

+
1

2
mA(ẋA + ẋs + ẋg)

2 +
1

2
mB(ẋB + ẋs + ẋg)

2 +
1

2
b(ẋB + ẋs)

2︸ ︷︷ ︸
T del inersor

por otro lado, la enerǵıa potencial elástica del sistema se denota considerando el con-

junto de desplazamientos entre masas (deformaciones). Esta expresión es

V =
1

2
ks(xst − xg)

2 +
1

2
k1(x1t − xst)

2 +
1

2
k2(x2t − x1t)

2 +
1

2
k3(x3t − x2t)

2 + ...

+
1

2
kn−1(xn−1t − xn−2t)

2 +
1

2
kn(xnt− xn−1t)

2 +
1

2
kA(xAt − xst)

2 +
1

2
kB(xBt − xAt)

2

sustituendo el conjunto de desplazamiento entre masas,
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V (xs, x1, x2, ...xn, xA, xB) =
1

2
ksx

2
s +

1

2
k1x

2
1 +

1

2
k2(x2 − x1)

2 +
1

2
k3(x3 − x2)

2 + ... (4.2)

+
1

2
kn−1(xn−1 − xn−2)

2 +
1

2
kn(xn − xn−1)

2 +
1

2
kAx

2
A +

1

2
kB(xB − xA)

2

.

De manera similar que en el caso de la función 4.2, la función de disipación de enerǵıa

de Rayleigh se define utilizando el conjunto de velocidades relativas. Estas velocidades

están directamente relacionadas con los parámetros de amortiguamiento. La función queda

definida como;

D(ẋs, ẋ1, ẋ2, ...ẋn, ẋA, ẋB) =
1

2
Csẋ

2
s +

1

2
C1ẋ

2
1 +

1

2
C2(ẋ2− ẋ1)

2 +
1

2
C3(ẋ3− ẋ2)

2 + ... (4.3)

+
1

2
Cn−1(ẋn−1 − ẋn−2)

2 +
1

2
Cn(ẋn − ẋn−1)

2 +
1

2
CB(ẋB − ẋA)

2

.

Recordando la definición del Lagrangiano en 3.3,

L = T − V

sustituyendo 4.1 y 4.2 en 3.3;

L =
1

2
Ms(ẋs + ẋg)

2 +
1

2
M1(ẋ1 + ẋs + ẋg)

2 +
1

2
M2(ẋ2 + ẋs + ẋg)

2 + . . .

+
1

2
Mn−1(ẋn−1 + ẋs + ẋg)

2 +
1

2
Mn(ẋn + ẋs + ẋg)

2 +
1

2
mA(ẋA + ẋs + ẋg)

2 (4.4)

+
1

2
mB(ẋB + ẋs + ẋg)

2 +
1

2
b(ẋB + ẋs)

2 − 1

2
ksx

2
s −

1

2
k1x

2
1 −

1

2
k2(x2 − x1)

2

−1

2
k3(x3 − x2)

2...− 1

2
kn−1(xn−1 − xn−2)

2 − 1

2
kn(xn − xn−1)

2 − 1

2
kAx

2
A

−1

2
kB(xB − xA)

2

.

Por otro lado, la ecuación de Euler-Lagrange para sistemas no conservativos se define

en la ecuación 3.4 como:

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
− ∂L

∂qi
+

∂D

∂q̇i
= Qi

para este análisis q = x e i = s, A,B, 1, 2, 3, . . . n.
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Calculando las derivadas parciales de las funciones 4.3 y 4.4, dadas por la ecuación

3.4, para i = s, es decir, qs = xs se tiene;

∂L

∂ẋs

= (Ms +
n∑

i=1

Mi +MA +MB + b)ẋs +(Ms +
n∑

i=1

Mi +MA +MB)ẋg +
n∑

i=1

Miẋi (4.5)

+MAẋA + (MB + b)ẋB

∂L

∂xs

= −ksxs (4.6)

∂D

∂ẋs

= Csẋs (4.7)

reemplazando las expresiones 4.5, 4.6 y 4.7 en la ecuación 3.4, considerando Qs(t) = 0

y ordenando los términos;

(Ms +
n∑

i=1

Mi +MA +MB + b)ẍs +
n∑

i=1

Miẍi +MAẍA + (MB + b)ẍB + Csẋs (4.8)

+ksxs = −(Ms +
n∑

i=1

Mi +MA +MB)ẍg

.

La ecuación 4.8, es la ecuación diferencial de movimiendo para la base aislada de masa

Ms. De manera similar, se calculan las derivadas parciales de las funciones 4.3 y 4.4, dadas

por la ecuación 3.4, para i = A, es decir, qA = xA;

∂L

∂ẋA

= mA(ẋA + ẋs + ẋg) (4.9)

∂L

∂xA

= −kAxA + kB(xB − xA) (4.10)

∂D

∂ẋA

= −CB(ẋB − ẋA) (4.11)

reemplazando las expresiones 4.9, 4.10 y 4.11 en la ecuación 3.4, considerando QA(t) =

0, simplificando y ordenando resulta;

mAẍA +mAẍs + CBẋA − CBẋB + (kA + kB)xA − kBxB = −mAẍg (4.12)

.

La ecuación 4.12, es la ecuación diferencial de movimiendo correspondiente a la coor-

denada xA. Ahora, se calculan las derivadas parciales de las funciones 4.3 y 4.4, dadas por

la ecuación 3.4, para i = B, es decir, qB = xB;
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∂L

∂ẋB

= mB(ẋB + ẋs + ẋg) + b(ẋB + ẋs) (4.13)

∂L

∂xB

= −kB(xB − xA) (4.14)

∂D

∂ẋB

= CB(ẋB − ẋA) (4.15)

reemplazando las expresiones 4.13, 4.14 y 4.15 en la ecuación 3.4, considerandoQB(t) =

0, simplificando y ordenando resulta;

(mB + b)ẍB + (mB + b)ẍs − CBẋA + CBẋB − kBxA + kBxB = −mBẍg (4.16)

.

La ecuación 4.16, es la ecuación diferencial de movimiendo de la masa mB.

Luego, se sigue el mismo procedimiento para obtener las ecuaciones de cada una de las

masas, desde i = 1 hasta n. Para ello, se calculan las derivadas parciales de las funciones

4.3 y 4.4, dadas por la ecuación 3.4 para cada valor de i, comenzando por i = 1 (q1 = x1).

Al hacerlo y después de simplificaciones, se obtiene la ecuación 4.17

M1ẍ1 +M1ẍs + (C1 + C2)ẋ1 − C2ẋ2 + (k1 + k2)x1 − k2x2 = −M1ẍg (4.17)

.

La ecuación diferencial de movimiendo 4.17, corresponde a la coordenada x1. De la

misma manera se obtiene la ecuación diferencial de movimiento para i = 2, es decir;

q2 = x2. Esta ecuación esta dada en 4.18

M2ẍ2 +M2ẍs−C2ẋ1 + (C2 +C3)ẋ2−C3ẋ3− k2x1 + (k2 + k3)x2− k3x3 = −M2ẍg (4.18)

.

Luego, para q3 = x3 se obtiene la ecuación diferencial de movimiento dada en 4.19

M3ẍ3 +M3ẍs−C3ẋ2 + (C3 +C4)ẋ3−C4ẋ4− k3x2 + (k3 + k4)x3− k4x4 = −M3ẍg (4.19)

.

Continuando hasta la enésima coordenada para qn−1 = xn−1 se obtiene la ecuación

4.20;
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Mn−1ẍn−1 +Mn−1ẍs − Cn−1ẋn−2 + (Cn−1 + Cn)ẋn−1 − Cnẋn − kn−1xn−2 (4.20)

+(kn−1 + kn)xn−1 − knxn = −Mn−1ẍg

finalmente, se obtiene la ecuación 4.21 para qn = xn

Mnẍn +Mnẍs − Cnẋn−1 + Cnẋn − knxn−1 + knxn = −Mnẍg (4.21)

.

Analizando las ecuaciones 4.17 - 4.21, se observa que siguen un patrón en el orden de

sus términos. Por ello, es posible reescribirlas en forma matricial como:

M(ẍ+ ẍs) +Cẋ+Kx = F (4.22)

dondeM,C yK son las matrices de masa, amortiguamiento y rigidez respectivamente,

mientras que ẍs, x y F son los vectores de aceleración de la base, posición de las masas y

fuerzas generalizadas respectivamente. Estas matrices y vectores estan dados por;

M =



M1 0 0 ... 0 0

0 M2 0 ... 0 0

0 0 M3 ... 0 0
...

...
...

. . .
...

...

0 0 0 ... Mn−1 0

0 0 0 ... 0 Mn


(4.23)

,

C =



C1 + C2 −C2 0 ... 0 0

−C2 C2 + C3 −C3 ... 0 0

0 −C3 C3 + C4 ... 0 0
...

...
...

. . .
...

...

0 0 0 ... Cn−1 + Cn −Cn

0 0 0 ... −Cn Cn


(4.24)

,
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K =



k1 + k2 −k2 0 ... 0 0

−k2 k2 + k3 −k3 ... 0 0

0 −k3 k3 + k4 ... 0 0
...

...
...

. . .
...

...

0 0 0 ... kn−1 + kn −kn
0 0 0 ... −kn kn


(4.25)

,

ẍs = ẍs



1

1

1
...

1

1


, x =



x1

x2

x3

...

xn−1

xn


, F = −ẍg



M1

M2

M3

...

Mn−1

Mn


además, la ecuación 4.22, se puede escribir utilizando la notación suma, fijando las

filas de las matrices C y K denotadas con la letra i y haciendo variar la componente j en

la i-ésima ecuación.

Miẍi +Miẍs +
n∑

j=1

Cijẋj +
n∑

j=1

kijxj = −Miẍg(t) (4.26)

i = 1, 2, 3, ...n

Donde Cij y kij son elementos de las matrices de amortiguamiento y rigidez.

Finalmente, las ecuaciones de movimiento de la estructura MDOF conectada en la

base aislada al absorbedor propuesto, están descritas por el conjunto de n+ 3 ecuaciones

diferenciales denotadas en 4.8, 4.12, 4.16 y 4.26. Por otro lado, si el término Ms+
∑n

i=1Mi

que aparece en la ecuación 4.8 se escribe comoMt (masa total), este conjunto de ecuaciones

diferenciales queda como sigue:

(Mt+mA+mB+b)ẍs+
n∑

i=1

Miẍi+mAẍA+(mB+b)ẍB+Csẋs+ksxs = −(Mt+mA+mB)ẍg

mAẍA +mAẍs + CBẋA − CBẋB + (kA + kB)xA − kBxB = −mAẍg

(mB + b)ẍB + (mB + b)ẍs − CBẋA + CBẋB − kBxA + kBxB = −mBẍg

Miẍi +Miẍs +
n∑

j=1

Cijẋj +
n∑

j=1

kijxj = −Miẍg(t)

i = 1, 2, 3, ...n.
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Al inicio de este Caṕıtulo, se mencionó que el diagrama de la Figura 4.1 puede presentar

cambios a lo largo del trabajo. Es por eso que las n+3 ecuaciones obtenidas en 4.8, 4.12,

4.16 y 4.26 también estan sujetas a los mismos cambios, de acuerdo con los análisis

desarrollados en este trabajo.

4.2. Modelo dinámico del edificio MDOF conectado al

absorbedor de doble masa sintonizadas con inercia

rotacional en el enésimo piso

Para obtener las ecuaciones que rigen el comportamiento dinámico de este sistema

se toma en cuenta el marco de referencia inercial de la Figura 4.3, donde se muestra

el absorbedor de doble masa sintonizadas con inercia rotacional ahora conectado en el

enésimo piso del edificio. En esta Figura, las posiciones de las masas se miden igual que

en el caso de Figura 4.2. Asimismo, se asumen parámetros de rigidez y amortiguamiento

de cada masa propias de las caracteŕısticas f́ısicas del material del edificio.

Figura 4.3: Absorbedor de doble masa sintonizadas con inercia rotacional controlando la

vibración de cualquier piso del edificio.

42



Considerando la siguiente nomenclatura para las posiciones absolutas:

xg= posición absoluta del suelo.

xst= posición absoluta de la base aislada.

xit= posición absoluta de la i-ésima masa de la estructura principal para i = 1, 2, 3, ...n.

xAt= posición absoluta de la masa mA.

xBt= posición absoluta de la masa mB.

por otro lado, las posiciones relativas quedan definidas como sigue:

xs= posición de la base aislada relativa al suelo xg.

xi= posición de la i-ésima masa de la estructura principal relativa a xst. Para i =

1, 2, 3, ...n.

xA= posición de la masa mA relativa a xst.

xB= posición de la masa mB relativa a xst.

Con base en la nomenclatura establecida para las posiciones relativas y de manera

similar al modelo de la Sección 4.1, se obtienen las posiciones absolutas para cada una de

las masas:

para Ms,

xst = xs + xg

para M1,

x1t = x1 + xs + xg

para M2,

x2t = x2 + xs + xg

continuando hasta Mn,
...

para Mn−1,

xn−1t = xn−1 + xs + xg

para Mn,

xnt = xn + xs + xg

para mA,

xAt = xA + xs + xg

para mB,

xBt = xB + xs + xg

.

Para obtener los desplazamientos entre dos masas consecutivas de la estructura MDOF,

se considera un resorte (elemento elástico) idealizado conectado entre cada una de las ma-

sas. El alargamiento o acortamiento de cada elemento elástico, se determina calculando la
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diferencia de las posiciones de dos masas consecutivas. De esta manera, las deformaciones

de los elementos elásticos se escriben como sigue:

desplazamiento entre Ms y el suelo,

xst − xg = xs + xg − xg = xs

desplazamiento entre M1 y Ms,

x1t − xst = x1 + xs + xg − xs − xg = x1

desplazamiento entre M2 y M1,

x2t − x1t = x2 + xs + xg − x1 − xs − xg = x2 − x1

...

desplazamiento entre Mn−1 y Mn−2,

xn−1t − xn−2t = xn−1 + xs + xg − xn−2 − xs − xg = xn−1 − xn−2

desplazamiento entre Mn y Mn−1,

xnt − xn−1t = xn + xs + xg − xn−1 − xs − xg = xn − xn−1

desplazamiento entre mA y Mn,

xAt − xnt = xA + xs + xg − xn − xs − xg = xA − xn

desplazamiento entre mB y mA,

xBt − xAt = xB + xs + xg − xA − xs − xg = xB − xA

para obtener la diferencia de velocidades entre cada masa, se deriva con respecto al

tiempo el conjunto de la diferencia de posiciones entre masas;

velocidad relativa entre Ms y el suelo,

ẋst − ẋg = ẋs

velocidad relativa entre M1 y Ms,

ẋ1t − ẋst = ẋ1

velocidad relativa entre M2 y M1,

ẋ2t − ẋ1t = ẋ2 − ẋ1

...
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velocidad relativa entre Mn−1 y Mn−2,

ẋn−1t − ẋn−2t = ẋn−1 − ẋn−2

velocidad relativa entre Mn y Mn−1,

ẋnt − ẋn−1t = ẋn − ẋn−1

velocidad relativa entre mA y Mn (no hay amortiguamiento),

ẋAt − ẋnt = ẋA − ẋn

velocidad relativa entre mB y mA,

ẋBt − ẋAt = ẋB − ẋA

.

Una vez definido el conjunto de posiciones absolutas, de desplazamiento entre masas

y de velocidades relativas, se escribe la función de enerǵıa cinética, potencial elástica y de

disipación de enerǵıa del sistema mecánico. Estas funciones se definen como sigue:

T =
1

2

(
Msẋ

2
st +M1ẋ

2
1t +M2ẋ

2
2t + . . .+Mn−1ẋ

2
n−1t +Mnẋ

2
nt +mAẋ

2
At +mBẋ

2
Bt

)
. . .

+
1

2
b(ẋBt − ẋit)

2, −→ observe que;

ẋBt − ẋit = ẋB + ẋs + ẋg − ẋi − ẋs − ẋg = ẋB − ẋi

la velocidad en la terminal de entrada del inersor está en función del sub́ındice i,

para i = 1, 2, 3, ...n. Sustituyendo el conjunto de posiciones absolutas y desarrollando los

productos,

T (ẋs, ẋ1, ẋ2, ...ẋn, ẋA, ẋB) =
1

2
Ms(ẋs + ẋg)

2 +
1

2
M1(ẋ1 + ẋs + ẋg)

2 (4.27)

+
1

2
M2(ẋ2 + ẋs + ẋg)

2 + . . .+
1

2
Mn−1(ẋn−1 + ẋs + ẋg)

2 +
1

2
Mn(ẋn + ẋs + ẋg)

2

+
1

2
mA(ẋA + ẋs + ẋg)

2 +
1

2
mB(ẋB + ẋs + ẋg)

2 +
1

2
b(ẋB − ẋi)

2

i = s, 1, 2, 3, ...n

por otro lado, la enerǵıa potencial elástica del sistema se obtiene considerando el

conjunto de desplazamientos entre masas (deformaciones). Dicha expresión es

V =
1

2
ks(xst − xg)

2 +
1

2
k1(x1t − xst)

2 +
1

2
k2(x2t − x1t)

2 +
1

2
k3(x3t − x2t)

2 + ...
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+
1

2
kn−1(xn−1t − xn−2t)

2 +
1

2
kn(xnt − xn−1t)

2 +
1

2
kA(xAt − xnt)

2 +
1

2
kB(xBt − xAt)

2

sustituyendo el conjunto de desplazamientos entre masas

V (xs, x1, x2, ...xn, xA, xB) =
1

2
ksx

2
s +

1

2
k1x

2
1 +

1

2
k2(x2 − x1)

2 +
1

2
k3(x3 − x2)

2 + ... (4.28)

+
1

2
kn−1(xn−1 − xn−2)

2 +
1

2
kn(xn − xn−1)

2 +
1

2
kA(x

2
A − x2

n) +
1

2
kB(xB − xA)

2

.

Asimismo, la función de disipación de enerǵıa de Rayleigh se define de manera similar

utilizando el conjunto de velocidades relativas. Estas velocidades están directamente re-

lacionadas con los parámetros de amortiguamiento. De esta manera la función D queda

como;

D(ẋs, ẋ1, ẋ2, ...ẋn, ẋA, ẋB) =
1

2
Csẋ

2
s +

1

2
C1ẋ

2
1+

1

2
C2(ẋ2− ẋ1)

2+
1

2
C3(ẋ3− ẋ2)

2+ ... (4.29)

+
1

2
Cn−1(ẋn−1 − ẋn−2)

2 +
1

2
Cn(ẋn − ẋn−1)

2 +
1

2
CB(ẋB − ẋA)

2

.

Considerando las funciones 4.27 y 4.28, el Lagrangiano queda como sigue:

L =
1

2
Ms(ẋs + ẋg)

2 +
1

2
M1(ẋ1 + ẋs + ẋg)

2 +
1

2
M2(ẋ2 + ẋs + ẋg)

2 + . . .

+
1

2
Mn−1(ẋn−1 + ẋs + ẋg)

2 +
1

2
Mn(ẋn + ẋs + ẋg)

2 +
1

2
mA(ẋA + ẋs + ẋg)

2 (4.30)

+
1

2
mB(ẋB + ẋs + ẋg)

2 +
1

2
b(ẋB − ẋi)

2 − 1

2
ksx

2
s −

1

2
k1x

2
1 −

1

2
k2(x2 − x1)

2

−1

2
k3(x3 − x2)

2...− 1

2
kn−1(xn−1 − xn−2)

2 − 1

2
kn(xn − xn−1)

2 − 1

2
kA(xA − xn)

2

−1

2
kB(xB − xA)

2

i = s, 1, 2, 3, ...n.

Siguiendo los mismos pasos que en la Sección 4.1 se obtienen las ecuaciones diferencia-

les de movimiento para q = x e i = s, A,B, 1, 2, 3, . . . n. Calculando las derivadas parciales

de las funciones 4.29 y 4.30, dadas por la ecuación 3.4 para i = s (qs = xs), considerando

Qs(t) = 0, sustituyendolas en 3.4, realizando simplificaciones algebraicas y ordenando se

obtiene;
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(Ms +
n∑

i=1

Mi +mA +mB + bi)ẍs +
n∑

i=1

Miẍi +mAẍA + (mB − bi)ẍB + Csẋs + ksxs

= −(Ms +
n∑

i=1

Mi +mA +mB)ẍg

considerando el término Ms +
∑n

i=1Mi como Mt

(Mt+mA+mB + bi)ẍs+
n∑

i=1

Miẍi+mAẍA+(mB− bi)ẍB +Csẋs+ksxs = −(Mt+ (4.31)

mA +mB)ẍg

donde bi =

0 i ̸= s

b i = s
.

La ecuación 4.31, es la ecuación diferencial de movimiendo correspondiente a la coor-

denada xs cuando la estructura se conecta al IDVA propuesto en la parte superior. Note

que la inertancia puede afectar esta expresión en caso de que el inersor se conecte en la

base aislada. Es decir si y solo si i = s. De la misma manera, se obtienen las ecuaciones

diferenciales para las coordenadas xA y xB. Estas ecuaciones se definen en 4.32 y 4.33

mAẍA +mAẍs + CBẋA − CBẋB − kAxn + (kA + kB)xA − kBxB = −mAẍg (4.32)

(mB + b)ẍB +mBẍs − bẍi − CBẋA + CBẋB − kBxA + kBxB = −mBẍg (4.33)

i = s, 1, 2, 3, ...n.

Para obtener las ecuaciones de movimiento correspondientes a cada coordenada, desde

i = 1 hasta n, se sigue el mismo procedimiento. Es necesario que el término b(ẋB − ẋi)

que aparece en la función 4.30, sea considerado en la derivación con respecto a ẋ1, ẋ2,

ẋ3 hasta ẋn, puesto que ẋi puede representar cada una de estas velocidades. Entonces, se

obtiene:

ecuación diferencial de movimiendo considerando x1

M1(ẍ1+ ẍs)+bi(ẍ1− ẍB)+(C1+C2)ẋ1−C2ẋ2+(k1+k2)x1−k2x2 = −M1ẍg (4.34)

donde bi =

0 i ̸= 1

b i = 1

ecuación diferencial de movimiendo considerando x2

M2(ẍ2+ẍs)+bi(ẍ2−ẍB)−C2ẋ1+(C2+C3)ẋ2−C3ẋ3−k2x1+(k2+k3)x2−k3x3 (4.35)
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= −M2ẍg

donde bi =

0 i ̸= 2

b i = 2

ecuación diferencial de movimiendo considerando x3

M3(ẍ3+ẍs)+bi(ẍ3−ẍB)−C3ẋ2+(C3+C4)ẋ3−C4ẋ4−k3x2+(k3+k4)x3−k4x4 (4.36)

= −M3ẍg

donde bi =

0 i ̸= 3

b i = 3

...

ecuación diferencial de movimiendo considerando xn−1

Mn−1(ẍn−1 + ẍs) + bi(ẍn−1 − ẍB)− Cn−1ẋn−2 + (Cn−1 + Cn)ẋn−1 − Cnẋn (4.37)

−kn−1xn−2 + (kn−1 + kn)xn−1 − knxn = −Mn−1ẍg

donde bi =

0 i ̸= n− 1

b i = n− 1

ecuación diferencial de movimiendo considerando xn

Mn(ẍn + ẍs)+ bi(ẍn− ẍB)−Cnẋn−1+Cnẋn− knxn−1 +(kn + kA)xn− kAxA (4.38)

= −Mnẍg

donde bi =

0 i ̸= n

b i = n

.

Se puede ver que la ecuacion 4.31 y el conjunto 4.34 - 4.38 contienen el término biẍi,

indicando que el efecto del inersor influye en la base aislada o en alguna de las n masas

(i = s, 1, 2, 3, ...n). Si se escribe a bi como bz en la ecuación 4.31 y en el conjunto 4.34-4.38,

este término en particular, se puede generalizar como sigue:

bzẍi −→ i = s, 1, 2, 3, ...n

bz =

0 z ̸= i

b z = i
(4.39)

i = s, 1, 2, 3, ...n

El valor que se le asigne a z, dependerá del número de masa a la cual el inersor se

encuentre conectado.
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Por otro lado, el conjunto de ecuaciones 4.34 - 4.38 se puede escribir en forma matricial

como sigue;

M(Ẍ+ Ẍs) +Min(Ẍ− ẌB) +CẊ+KX = Fg (4.40)

las matrices y vectores de la ecuación 4.40 están dados por;

Mn×(n+1) =



M1 0 0 ... 0 0 0

0 M2 0 ... 0 0 0

0 0 M3 ... 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 ... Mn−1 0 0

0 0 0 ... 0 Mn 0



Min(n)×(n+1) =



bz 0 0 ... 0 0 0

0 bz 0 ... 0 0 0

0 0 bz ... 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 ... bz 0 0

0 0 0 ... 0 bz 0



Cn×(n+1) =



C1 + C2 −C2 0 ... 0 0 0

−C2 C2 + C3 −C3 ... 0 0 0

0 −C3 C3 + C4 ... 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 ... Cn−1 + Cn −Cn 0

0 0 0 ... −Cn Cn 0



Kn×(n+1) =



k1 + k2 −k2 0 ... 0 0 0

−k2 k2 + k3 −k3 ... 0 0 0

0 −k3 k3 + k4 ... 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 ... kn−1 + kn −kn 0

0 0 0 ... −kn kn + kA −kA


49



Ẍs(n+1)×1 = ẍs



1

1

1
...

1

1

0


, X(n+1)×1 =



x1

x2

x3

...

xn−1

xn

xA


, ẌB(n+1)×1 = ẍB



1

1

1
...

1

1

0



y Fgn×1 = −ẍg



M1

M2

M3

...

Mn−1

Mn


.

Finalmente, el modelo dinámico del edificio MDOF conectado al IDVA propuesto

en el enésimo piso y a cualquiera de los pisos inferiores al enésimo (caso 2), se define

por el conjunto de n + 3 ecuaciones diferenciales obtenidas en 4.31, 4.32, 4.33 y 4.40.

Este conjunto de ecuaciones se generalizan considerando la restricción definida en 4.39 y

cambiando el sub́ındice i por z en la ecuación 4.33, quedando como sigue:

(Mt +mA +mB + bz)ẍs +
n∑

i=1

Miẍi +mAẍA + (mB − bz)ẍB + Csẋs + ksxs = ... (4.41)

−(Mt +mA +mB)ẍg

mAẍA +mAẍs + CBẋA − CBẋB − kAxn + (kA + kB)xA − kBxB = −mAẍg (4.42)

(mB + b)ẍB +mBẍs − bẍz − CBẋA + CBẋB − kBxA + kBxB = −mBẍg (4.43)

M(Ẍ+ Ẍs) +Min(Ẍ− ẌB) +CẊ+KX = Fg (4.44)

bz =

0 z ̸= i

b z = i
i = s, 1, 2, 3, ...n.

Para entender mejor como funcionan las ecuaciones 4.41-4.44 y los arreglos matriciales

planteados, se muestra un ejemplo para obtener el modelo matemático de un edificio de

dos pisos, en el cuál, el inersor se conecta al piso número 1. Puesto que n es el número de

pisos y z el número de piso al cuál el inersor es conectado, se tiene n = 2, mientras que

z = 1. De esta manera, las ecuaciones 4.41-4.44 quedan como sigue
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(Mt +mA +mB + b1)ẍs +M1ẍ1 +M2ẍ2 +mAẍA + (mB − b1)ẍB + Csẋs + ksxs = ...

−(Mt +mA +mB)ẍg

mA(ẍA + ẍs) + CB(ẋA − ẋB)− kAx2 + (kA + kB)xA − kBxB = −mAẍg

(mB + b)ẍB +mBẍs − bẍ1 − CB(ẋA − ẋB)− kBxA + kBxB = −mBẍg(
M1 0 0

0 M2 0

)
 ẍ1

ẍ2

ẍA

+

 ẍs

ẍs

0


+( b1 0 0

0 b1 0

)
 ẍ1

ẍ2

ẍA

−
 ẍB

ẍB

0


 (4.45)

+

(
C1 + C2 −C2 0

−C2 C2 0

) ẋ1

ẋ2

ẋA

+

(
k1 + k2 −k2 0

−k2 k2 + kA −kA

) x1

x2

xA

 = −ẍg

(
M1

M2

)

b1 =

0 1 ̸= i

b 1 = i
i = s, 1, 2.

A continuación, se escriben nuevamente las primeras tres ecuaciones y se desarrollan

las operaciones matriciales de la ecuación 4.45.

(Mt+mA+mB + b1)ẍs+M1ẍ1+M2ẍ2+mAẍA+(mB− b1)ẍB +Csẋs+ksxs = ... (4.46)

−(Mt +mA +mB)ẍg

mA(ẍA + ẍs) + CB(ẋA − ẋB)− kAx2 + (kA + kB)xA − kBxB = −mAẍg (4.47)

(mB + b)ẍB +mBẍs − bẍ1 − CB(ẋA − ẋB)− kBxA + kBxB = −mBẍg (4.48)

M1(ẍ1 + ẍs) + b1(ẍ1 − ẍB) + (C1 + C2)ẋ1 − C2ẋ2 + (k1 + k2)x1 − k2x2 = −M1ẍg (4.49)

M2(ẍ2 + ẍs) + b1(ẍ2 − ẍB)−C2ẋ1 +C2ẋ2 − k2x1 + (k2 + kA)x2 − kAxA = −M2ẍg (4.50)

b1 =

0 1 ̸= i

b 1 = i
(4.51)

i = s, 1, 2.

Se puede ver que la restricción 4.51 afecta directamente a las ecuaciones 4.46, 4.49 y

4.50, al contener en cada una de ellas el término b1.

Por otro lado, la ecuación 4.46 corresponde a la coordenada generalizada con sub́ındice

i = s y 1 ̸= s, por lo tanto, b1 = 0 en la ecuación 4.46. Luego, esta ecuación se escribe

como sigue
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(Mt +mA +mB)ẍs +M1ẍ1 +M2ẍ2 +mAẍA +mBẍB + Csẋs + ksxs = ... (4.52)

−(Mt +mA +mB)ẍg

después, la ecuación 4.49 corresponde a la coordenada generalizada con sub́ındice i = 1

y 1 = 1, por lo tanto, b1 = b en la ecuación 4.49.

M1(ẍ1 + ẍs) + b(ẍ1 − ẍB) + (C1 + C2)ẋ1 − C2ẋ2 + (k1 + k2)x1 − k2x2 = −M1ẍg (4.53)

luego, la ecuación 4.50 corresponde a la coordenada generalizada con sub́ındice i = 2

y 1 ̸= 2, por lo tanto, b1 = 0 en la ecuación 4.50.

M2(ẍ2 + ẍs)− C2ẋ1 + C2ẋ2 − k2x1 + (k2 + kA)x2 − kAxA = −M2ẍg (4.54)

Finalmente, las ecuaciones 4.52, 4.47, 4.48, 4.53 y 4.54 conforman el modelo ma-

temático de un edificio de dos pisos cuando el inersor es conectado al primer piso. Se

puede observar que este conjunto de ecuaciones coincide con las ecuaciones obtenidas de

manera independiente a lo largo de esta Sección.
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Caṕıtulo 5

Modelado matemático en el dominio

de la frecuencia

Después de haber obtenido los modelos matemáticos del edificio MDOF de marco plano

con aislamiento en la base en el dominio del tiempo, conectado al absorbedor propuesto

tanto en la base aislada como en el enésimo piso, es necesario representar estos modelos

en el dominio de la frecuencia. Esto se logra utilizando la transformada de Fourier o la

transformada de Laplace, definidas en la Sección 3.2. El uso del operador de Laplace o

de Fourier, dependerá del tipo de análisis que se requiera realizar en el sistema mecánico.

Sin embargo, antes de obtener los modelos matemáticos en el dominio de la frecuencia, es

necesario establecer relaciones adimensionales de masa, amortiguamiento y frecuencia, con

la finalidad de poder obtener un modelo matemático sin dimensión, y en consecuencia una

función de respuesta en frecuencia, conocida como FRF por sus siglas en inglés (frequency

response function), también en forma adimensional. Más adelante se podrá ver la utilidad

de establecer estas variables adimensionales. Sobre todo, en la parte de optimización.

5.1. Modelo matemático en el dominio de la frecuencia

del edificio SDOF conectado al IDVA propuesto en la

base aislada

El modelo que se obtiene en esta Sección es el correspondiente al caso uno definido

en el Caṕıtulo 4. Para lograrlo, se escriben nuevamente las ecuaciones diferenciales de

movimiento obtenidas en la Sección 4.1,

(Mt+mA+mB+b)ẍs+
n∑

i=1

Miẍi+mAẍA+(mB+b)ẍB+Csẋs+ksxs = −(Mt+mA+mB)ẍg

mAẍA +mAẍs + CBẋA − CBẋB + (kA + kB)xA − kBxB = −mAẍg
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(mB + b)ẍB + (mB + b)ẍs − CBẋA + CBẋB − kBxA + kBxB = −mBẍg

Miẍi +Miẍs +
n∑

j=1

Cijẋj +
n∑

j=1

kijxj = −Miẍg(t)

donde i = 1, 2, 3, ...n y Mt = Ms +
∑n

i=1 Mi.

Considerando la primer planta del edificio, este sistema de múltiples grados de libertad

se reduce a uno de cuatro grados de libertad. Este nuevo sistema queda como sigue:

(Mt+mA+mB+ b)ẍs+M1ẍ1+mAẍA+(mB+ b)ẍB+Csẋs+ksxs = −(Mt+mA+mB)ẍg

mAẍA +mAẍs + CBẋA − CBẋB + (kA + kB)xA − kBxB = −mAẍg

(mB + b)ẍB + (mB + b)ẍs − CBẋA + CBẋB − kBxA + kBxB = −mBẍg

M1ẍ1 +M1ẍs + C11ẋ1 + k11x1 = −M1ẍg(t)

.

Considerando que C11 = C1 y k11 = k1 (de acuerdo con las matrices definidas en la

Sección 4.1) y agrupando con respecto a las constantes de masa rigidez y amortiguamiento;

(Mt +mA +mB + b)ẍs +M1ẍ1 +mAẍA + (mB + b)ẍB + Csẋs + ksxs = −(Mt (5.1)

+mA +mB)ẍg

mA(ẍA + ẍs) + CB(ẋA − ẋB) + kAxA + kB(xA − xB) = −mAẍg (5.2)

(mB + b)(ẍB + ẍs) + CB(ẋB − ẋA) + kB(xB − xA) = −mBẍg (5.3)

M1(ẍ1 + ẍs) + C1ẋ1 + k1x1 = −M1ẍg (5.4)

dividiendo las ecuaciones 5.1, 5.2, 5.3 y 5.4 entre Mt, mA, mB, y M1 respectivamente

resulta;(
1 +

mA +mB

Mt

+
b

Mt

)
ẍs +

M1

Mt

ẍ1 +
mA

Mt

ẍA +

(
mB

Mt

+
b

Mt

)
ẍB +

Cs

Mt

ẋs +
ks
Mt

xs = (5.5)

−
(
1 + mA+mB

Mt

)
ẍg

ẍA + ẍs +
CB

mA

(ẋA − ẋB) +
kA
mA

xA +
kB
mA

(xA − xB) = −ẍg (5.6)

(
1 +

b

mB

)
(ẍB + ẍs) +

CB

mB

(ẋB − ẋA) +
kB
mB

(xB − xA) = −ẍg (5.7)

ẍ1 + ẍs +
C1

M1

ẋ1 +
k1
M1

x1 = −ẍg (5.8)

.

54



Por otro lado, se definen las siguientes relaciones adimensionales de masa y amorti-

guamiento, asi como las rigideces correspondientes a cada masa:

mA =
βMt

1 + µ
, mB = µmA, b = δmB, M1 = µ1Mt, Cs = 2Mtζsωs, CB = 2mBζBωB,

C1 = 2M1ζ1ω1, ks = Mtω
2
s , kA = mAω

2
A, kB = mBω

2
B y k1 = M1ω

2
1.

Las variables β, µ, δ, µ1, ζs, ζB y ζ1 representan números sin dimensión y son utilizadas

para facilitar el análisis de este sistema. Más adelante, en la Sección 5.1.1, se justifica el

uso de estas variables. Por otro lado, sustituyendo las relaciones de mA, mB, b, M1, Cs y

ks en 5.5 resulta:

(
1 + β +

δµβ

1 + µ

)
ẍs + µ1ẍ1 +

β

1 + µ
ẍA +

βµ

1 + µ
(1 + δ)ẍB + 2ζsωsẋs + ω2

sxs = (5.9)

−(1 + β)ẍg,

sustituyendo las relaciones CB, kA, kB y mB en 5.6

ẍA + ẍs + 2µζBωB(ẋA − ẋB) + ω2
AxA + µω2

B(xA − xB) = −ẍg (5.10)

sustituyendo las relaciones de b, CB y kB en 5.7

(1 + δ)(ẍB + ẍs) + 2ζBωB(ẋB − ẋA) + ω2
B(xB − xA) = −ẍg (5.11)

finalmente, sustituyendo las relaciones de C1 y k1 en 5.8

ẍ1 + ẍs + 2ζ1ω1ẋ1 + ω2
1x1 = −ẍg (5.12)

.

Considerando las siguientes dos relaciones de frecuencia, donde ν y η también son

variables adimensionales:

ωA = νωs (5.13)

ωB = ηωs (5.14)

sustituyendo 5.13 y 5.14 en 5.10 y 5.11

ẍA + ẍs + 2µζBηωs(ẋA − ẋB) + ν2ω2
sxA + µη2ω2

s(xA − xB) = −ẍg (5.15)

y

(1 + δ)(ẍB + ẍs) + 2ζBηωs(ẋB − ẋA) + η2ω2
s(xB − xA) = −ẍg (5.16)

.
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Las ecuaciones 5.9, 5.15, 5.16 y 5.12 son el modelo matemático sin dimensión en el

dominio del tiempo. Para escribirlo en el dominio de la frecuencia se utiliza la transformada

de Laplace con condiciones iniciales nulas. Utilizando la definición mostrada en la Sección

3.2 y tomando en cuenta que Xs = Xs(s), XA = XA(s), XB = XB(s), X1 = X1(s) y

Ẍg = Ẍg(s).

Aplicando la transformada de Laplace en la ecuación 5.9;(
1 + β +

δµβ

1 + µ

)
s2Xs + µ1s

2X1 +
β

1 + µ
s2XA +

βµ

1 + µ
(1 + δ)s2XB + 2ζs ωs sXs (5.17)

+ω2
sXs = −(1 + β)Ẍg,

transformando la ecuación 5.15

s2 (XA +Xs) + 2µ ζB η ωs s(XA −XB) + ν2 ωs
2XA + µ η2ωs

2(XA −XB) = −Ẍg (5.18)

,

transformando la ecuación 5.16

(1 + δ)s2(XB +Xs) + 2 ζB η ωs s(XB −XA) + η2ω2
s(XB −XA) = −Ẍg (5.19)

finalmente transformando la ecuación 5.12

s2 (X1 +Xs) + 2ζ1ω1sX1 + ω2
1X1 = −Ẍg (5.20)

.

La transformada de Laplace del término ẍg se tomó como Ẍg debido a que la exci-

tación de este sistema es una aceleración como función del tiempo y no una función de

posición. Por lo tanto, no se toma como segunda derivada. Por otro lado, dividiendo las

ecuaciones 5.17 - 5.20, por la frecuencia natural ω2
s y transformandolas al dominio de

Fourier considerando la parte estable del sistema utilizando s = jω, resulta:

Primero la ecuación 5.17

−
(
1 + β +

δµβ

1 + µ

)
ω2

ω2
s

Xs − µ1
ω2

ω2
s

X1 −
βω2

(1 + µ)ω2
s

XA −
βµ

1 + µ
(1 + δ)

ω2

ω2
s

XB+ (5.21)

2jζs
ω

ωs

Xs +Xs = −(1 + β)
Ẍg

ω2
s

ahora la ecuación 5.18

−ω2

ω2
s

(XA +Xs) + 2jµζBη
ω

ωs

(XA −XB) + ν2XA + µη2(XA −XB) = −
Ẍg

ω2
s

(5.22)

continuando con la ecuación 5.19

−(1 + δ)
ω2

ω2
s

(XB +Xs) + 2jζBη
ω

ωs

(XB −XA) + η2(XB −XA) = −
Ẍg

ω2
s

(5.23)
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finalmente se transforma la ecuación 5.20

−ω2

ω2
s

(X1 +Xs) + 2jζ1ω1
ω

ω2
s

X1 +
ω2
1

ω2
s

X1 = −
Ẍg

ω2
s

(5.24)

.

Para lograr que las ecuaciones 5.21-5.24 sean totalmente adimensionales, se define la

relación de frecuencias forzada ω = Ωωs y se sustituye en el conjunto 5.21-5.24 (conside-

rando que Ω también es una variable adimensional).

−
(
1 + β +

δµβ

1 + µ

)
Ω2Xs−µ1Ω

2X1−
βΩ2

1 + µ
XA−

βµ(1 + δ)

1 + µ
Ω2XB+2jζsΩXs+Xs (5.25)

= −(1 + β)
Ẍg

ω2
s

−Ω2 (XA +Xs) + 2j µ ζB ηΩ (XA −XB) + ν2XA + µ η2(XA −XB) = −
Ẍg

ω2
s

(5.26)

−(1 + δ)Ω2(XB +Xs) + 2 j ζB ηΩ (XB −XA) + η2(XB −XA) = −
Ẍg

ω2
s

(5.27)

−Ω2 (X1 +Xs) + 2jζ1ω1
Ω

ωs

X1 +
ω2
1

ω2
s

X1 = −
Ẍg

ω2
s

(5.28)

Las ecuaciones 5.25-5.28 son el modelo matemático sin dimensión en el dominio de la

frecuencia. Sin embargo, este modelo de cuatro ecuaciones se puede simplificar aun más

considerando que los desplazamientos de los pisos de la estructura principal son pequeños

al grado de ser despreciables con respecto a los de la base aislada. Con esto en mente, se ha

demostrado que un edificio con base aislada tiende a comportarse como un cuerpo ŕıgido

cuando está sujeto a excitación śısmica y a otro tipo de fuerzas y/o aceleraciones externas

(Love et al., 2010), (Ismail, 2018), (Garevski et al., 2000). Con base en esto, es posible

escribir este conjunto de cuatro ecuaciones en un sistema de tres grados de libertad. El

nuevo modelo matemático esta dado en las ecuaciones 5.29, 5.30 y 5.31 y queda como

sigue;

−
(
1 + β +

δµβ

1 + µ

)
Ω2Xs −

βΩ2

1 + µ
XA −

βµ(1 + δ)

1 + µ
Ω2XB + 2jζsΩXs +Xs = (5.29)

−(1 + β)
Ẍg

ω2
s

−Ω2 (XA +Xs) + 2jµζBηΩ(XA −XB) + ν2XA + µη2(XA −XB) = −
Ẍg

ω2
s

(5.30)

−(1 + δ)Ω2(XB +Xs) + 2jζBηΩ(XB −XA) + η2(XB −XA) = −
Ẍg

ω2
s

(5.31)
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Las ecuaciones 5.29-5.31 conforman un sistema de tres grados de libertad que corres-

ponde a la Figura 5.1. Estas ecuaciones se pueden obtener detalladamente considerando

el edificio simplificado de la Figura 5.1 junto con la nomenclatura de posiciones absolutas

y relativas definidas en la sección 4.1, utilizando la formulación de Euler-Lagrange y final-

mente utilizando el procedimiento descrito en esta Sección. En otras palabras el edificio

se modela como un sistema SDOF de masa Mt, cuyo desplazamiento es Xs.

Figura 5.1: Estructura ŕıgida SDOF de base aislada conectada al absorbedor de doble

masa sintonizadas con inercia rotacional desde la base aislada.

El diagrama mostrado en la Figura 5.1 es una simplificación de la Figura 4.2. Si se

comparan ambas Figuras, se podrá ver que al controlar los niveles de vibración de la base

aislada de masaMs (Figura 4.2), consecuentemente se está controlando la misma vibración

en cualquiera de los n pisos del edificio de masa Mi (considerando el comportamiento de

cuerpo ŕıgido). En otras palabras, la posición de cada una de las plantas estaŕıa descrita

por la coordenada xs de la base aislada. Es por eso que las n + 1 masas del edificio se

reducen a una sola masa denotada como Mt cuya posición es xs.

5.1.1. FRF del edificio SDOF conectado al IDVA propuesto en la

base aislada

La función de respuesta en frecuencia en el dominio de Fourier que relaciona el des-

plazamiento de la base aislada Xs con la excitación de entrada del sistema, la aceleración

del suelo Ẍg. Se expresa como sigue:

Xs(ω) = H(ω)Ẍg(ω) (5.32)

o bien
Xs(ω)

Ẍg(ω)
= H(ω).

Sin embargo, debido a que previamente se estableció una relación de frecuencias forzada

denotada como Ω. La función de transferencia debe expresarse como:

Xs(Ω)

Ẍg(Ω)
= H(Ω)
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considerando que esta función debe darse en forma adimensional

Xs(Ω)ω
2
s

Ẍg(Ω)
= ω2

sH(Ω).

Es importante notar que al multiplicar el desplazamiento Xs por la frecuencia natural o

velocidad angular ωs elevada al cuadrado se obtienen unidades de aceleración en el nume-

rador del miembro izquierdo de la igualdad. Mientras que en el denominador se obtienen

estas mismas unidades por tratarse de la aceleración del suelo Ẍg. Adicionalmente, debe

observarse que si se desarrolla el extenso procedimiento algebraico para hallar la fun-

ción de transferencia, esta quedará definida en términos de las variables adimensionales

definidas en la Sección 5.1. En otras palabras;

Hs =
Xsω

2
s

Ẍg

= H(ν, η, µ, δ, β, ζB, ζs,Ω) (5.33)

cuyas variables ν, η, µ, δ, β, ζB y ζs se toman del conjunto de relaciones definidas para

mA,mB, b, CB, Cs, las ecuaciones 5.13 y 5.14 y la relación de frecuencias forzada ω = Ωωs,

todas ellas dadas en la Sección 5.1. Estas relaciones se pueden escribir nuevamente en

términos de los parámetros estructurales y del absorbedor como se muestra en el conjunto

C1 (ecuaciones 5.34):

C1



ν =
ωA

ωs

η =
ωB

ωs

µ =
mB

mA

δ =
b

mB

β =
mA +mB

Mt

ζB =
CB

2mBωB

ζs =
Cs

2Mtωs

Ω =
ω

ωs

(5.34)

Si se realiza el análisis dimensional de las 8 variables propuestas en el conjunto C1,

se verá que, en efecto, son variables sin dimensión, lo cuál prueba que se han tomado las

variables correctas. Sin embargo, esto se puede demostrar de manera más formal utilizando

el teorema Pi de Buckingham, que establece que para representar una variable f́ısica

dependiente de otras variables f́ısicas en forma adimensional, es necesario contabilizar el

número de variables participantes en el sistema definido como n (considerando también la

variable dependiente) y luego restarle el número k de unidades f́ısicas fundamentales

involucradas: tiempo (T), masa (M) y longitud (L). Esta diferencia se denota como;
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π = n − k, donde π es el número de variables adimensionales obtenidas. Para visualizar

mejor esto, se considera la siguiente función donde xn es la variable dependiente:

xn = f(xn−1, xn−2, ..., x1) (5.35)

escribiendo 5.35 en forma impĺıcita

xn − f(xn−1, xn−2, ..., x1) = 0

o bien

g(xn, xn−1, ..., x1) = 0 (5.36)

el teorema Pi de Buckingham dice que es posible expresar las xn variables f́ısicas en

πi variables adimensionales donde i < n. Por lo tanto, la función 5.36 queda como sigue:

G(πi, πi−1, ..., π1) = 0 (5.37)

.

La ecuación 5.35 considera a xn dependiente de las otras, entonces una de las variables

πi debe mantenerse dependiente del resto, por lo tanto, la ecuación 5.37 es:

πi = h(πi−1, πi−2, ..., π1) (5.38)

.

La ecuación 5.32, se puede relacionar con la ecuación 5.35 considerando que la ex-

presión H(ω) es función de los parámetros del sistema propuesto en la Figura 5.1, esto

es:

Xs(ω) = H(ω)Ẍg(ω)⇔ Xs = f(ks, kA, kB,Mt,mA,mB, b, Cs, CB, ω, Ẍg)

si se toma en consideración tanto a la variable dependiente como a las independientes,

resulta un total de n = 12. Por otro lado, la rigidez tiene unidades de N
m

= kg
s2
, los elementos

inerciales tienen unidades de kg, el amortiguamiento posee unidades de N
m/s

= kg
s
, la

frecuencia de excitación ω tiene unidades de rad
s

o 1
s
mientras que la aceleración Ẍg

posee unidades de m
s2
. Como puede verse, en este sistema se utilizan las tres unidades

fundamentales; tiempo, masa y longitud, entonces k = 3. Por lo tanto;

π = n− k = 12− 3 = 9

lo cuál indica que se deben utilizar nueve variables adimensionales, una dependiente

y ocho independientes. Las ocho variables independientes son ν, η, µ, δ, β, ζB, ζs y Ω
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dadas en el conjunto 5.34, mientras que la variable adimensional dependiente puede verse

en la ecuación 5.33 en la igualdad: Hs = Xsωs
2

Ẍg
. El teorema Pi de Buckingham también

proporciona un método para obtener el total de las variables adimensionales del sistema,

que pueden ser las mismas que las definidas en el conjunto 5.34, o bien ser distintas

pero equivalentes a las propuestas e igualmente válidas para el sistema de la Figura 5.1.

Finalmente la función adimensional 5.38 del teorema de Pi, se puede ver en la función

5.33.

En las estructuras aisladas en la base existe la influencia del amortiguamiento ζs.

Sin embargo, esta variable puede ser considerada aproximadamente igual a cero al im-

plementar el IDVA propuesto en la base del edificio. Esto se debe a que el efecto del

amortiguamiento interno del material ζs se ve desvanecido frente al efecto del amortigua-

miento del absorbedor propuesto ζB, produciendo cambios no significativos en la FRF de

la estructura y de la optimización de las variables adimensionales. En el control pasivo de

vibraciones esta simplificación ha sido considerada por varios investigadores, produciendo

el caso de estructuras no amortiguadas y simplificando el diseño óptimo de los dispositivos

de absorción de vibración (Marian & Giaralis, 2014). De esta manera, la expresión 5.33,

se escribe como:

Hs =
Xsω

2
s

Ẍg

= H(ν, η, µ, δ, β, ζB,Ω) (5.39)

.

En donde las variables ν, η, µ y ζB deben optimizarse en función de δ y β.

Para llegar a una expresión como la que se muestra en 5.39, es necesario resolver el

sistema de ecuaciones definido en 5.29 - 5.31. En donde se puede observar que las variables

Xs, XA y XB tienen coeficientes algebraicos definidos en función de las variables adimen-

sionales del conjunto 5.34. Sin embargo, unicamente es necesario hallar el desplazamiento

Xs como función de la aceleración Ẍg. Con base en esto, se resuelve este sistema por

algún método del algebra lineal, y luego se obtiene la función de transferencia en forma

adimensional como se muestra en la expresión 5.40

Hs =
Xsω

2
s

Ẍg

=
Ns4Ω

4 + iNs3Ω
3 +Ns2Ω

2 + iNs1Ω +Ns0

Ds6Ω6 + iDs5Ω5 +Ds4Ω4 + iDs3Ω3 +Ds2Ω2 + iDs1Ω +Ds0

(5.40)

donde

Ns4 = (δ + 1)(µ+ 1),

Ns3 = −2η [(δ + 1)µ+ 1] (µ+ 1)ζB,

Ns2 = − [(δ + 1)µ+ 1] (µ+ 1)η2 − ν2(δ + 1)(µ+ β + 1),

Ns1 = 2η ν2(1 + β)(µ+ 1)ζB,
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Ns0 = η2ν2(1 + β)(µ+ 1),

Ds6 = (δ + 1)(µ+ 1),

Ds5 = −2η [(δ + 1)µ+ 1] (µ+ 1)ζB,

Ds4 = − [(δ + 1)µ+ 1] (µ+ 1)η2 − [(ν2 + 1)µ+ 1 + (1 + β)ν2] (δ + 1),

Ds3 = 2 {(δ + 1)µ2 + [(β δ + β + 1)ν2 + δ + 2]µ+ 1 + (1 + β)ν2} ζB η,

Ds2 = {(δ + 1)µ2 + [(β δ + β + 1)ν2 + δ + 2]µ+ 1 + (1 + β)ν2} η2 + ν2(δ + 1)(µ+ 1),

Ds1 = −2η ν2ζB (µ+ 1)

y

Ds0 = −η2ν2(µ+ 1).

Debido a que a lo largo de este trabajo se analizan otras funciones de transferencia,

en la ecuación 5.40 se utiliza el sub́ındice s para hacer referencia a la respuesta Xs del

edificio ŕıgido de base áıslada de la Figura 5.1. Por otro lado, la ecuación 5.40 esta dada

en términos de variable compleja, si se agrupan sus partes reales e imaginarias queda

definida como sigue;

Hs =
As +Bsi

Cs +Dsi
(5.41)

donde

As = Ns4Ω
4 +Ns2Ω

2 +Ns0,

Bs = Ns3Ω
3 +Ns1Ω,

Cs = Ds6Ω
6 +Ds4Ω

4 +Ds2Ω
2 +Ds0

y

Ds = Ds5Ω
5 +Ds3Ω

3 +Ds1Ω.

Para obtener la función de transferencia en términos de variable real se obtiene la

magnitud de la función 5.41 (omitiendo el sub́ındice s) de la siguiente manera:

H =
A+Bi

C +Di
· C −Di

C −Di
=

AC +BD

C2 +D2
+

BC − AD

C2 +D2
i

luego

H2 =

(
AC +BD

C2 +D2

)2

+

(
BC − AD

C2 +D2

)2

sumando ambos quebrados

H2 =
A2C2 +B2D2 +B2C2 + A2D2

(C2 +D2)2
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factorizando por agrupación

H2 =
(A2 +B2) (C2 +D2)

(C2 +D2)2

simplificando

H2 =
A2 +B2

C2 +D2

extrayendo ráız cuadrada

H =

√
A2 +B2

C2 +D2
(5.42)

utilizando el sub́ındice s

Hs =

√
As

2 +Bs
2

Cs
2 +Ds

2 (5.43)

Para obtener la magnitud de la función de transferencia correspondiente a la Figura

5.1, basta con sustituir las expresiones As, Bs, Cs y Ds en 5.43.

5.2. Modelo matemático en el dominio de la frecuencia

del edificio SDOF conectado al IDVA propuesto en el

enésimo piso

En esta Sección se obtiene el modelo matemático en el dominio de la frecuencia del caso

dos definido en el Caṕıtulo 4. Para esto, se consideran las ecuaciones dinámicas obtenidas

en la Sección 4.2 y se escriben nuevamente.

(Mt+mA+mB+bz)ẍs+
n∑

i=1

Miẍi+mAẍA+(mB−bz)ẍB+Csẋs+ksxs = −(Mt+mA+mB)ẍg

mAẍA +mAẍs + CBẋA − CBẋB − kAxn + (kA + kB)xA − kBxB = −mAẍg

(mB + b)ẍB +mBẍs − bẍz − CBẋA + CBẋB − kBxA + kBxB = −mBẍg

M(Ẍ+ Ẍs) +Min(Ẍ− ẌB) +CẊ+KX = Fg

bz =

0 z ̸= i

b z = i
i = s, 1, 2, 3, ...n

Donde Mt = Ms +
∑n

1=1Mi.

Considerando un edificio de un piso y que el inersor se conecta en la base aislada de

masa Ms, se determina que n = 1 y z = s, tal y como se hizo en el ejemplo de la Sección

4.2. Por lo tanto, el sistema de n + 3 grados de libertad se reduce a uno de 4 grados de

libertad y queda como sigue;
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(Mt+mA+mB+bs)ẍs+M1ẍ1+mAẍA+(mB−bs)ẍB+Csẋs+ksxs = −(Mt+mA+mB)ẍg

mAẍA +mAẍs + CBẋA − CBẋB − kAx1 + (kA + kB)xA − kBxB = −mAẍg

(mB + b)ẍB + (mB − b)ẍs − CBẋA + CBẋB − kBxA + kBxB = −mBẍg(
M1 0

)[( ẍ1

ẍA

)
+

(
ẍs

0

)]
+
(

bs 0
)[( ẍ1

ẍA

)
−

(
ẍB

0

)]
(5.44)

+
(

C1 0
)( ẋ1

ẋA

)
+
(

k1 + kA −kA
)( x1

xA

)
= −ẍg

(
M1

)

bs =

0 s ̸= i

b s = i
i = s, 1.

Desarrollando las operaciones matriciales se obtiene:

(Mt +mA +mB + bs)ẍs +M1ẍ1 +mAẍA + (mB − bs)ẍB + Csẋs + ksxs = ... (5.45)

−(Mt +mA +mB)ẍg

mAẍA +mAẍs + CBẋA − CBẋB − kAx1 + (kA + kB)xA − kBxB = −mAẍg

(mB + b)ẍB + (mB − b)ẍs − CBẋA + CBẋB − kBxA + kBxB = −mBẍg

M1(ẍ1 + ẍs) + bs(ẍ1 − ẍB) + C1ẋ1 + (k1 + kA)x1 − kAxA = −M1ẍg. (5.46)

bs =

0 s ̸= i

b s = i
(5.47)

i = s, 1.

Se puede ver que el término bs efecta a las ecuaciones 5.45 y 5.46, al contener el término

bs. De la misma manera que en la Sección 4.2, se determina que bs = b en la ecuación 5.45

y bs = 0 en 5.46. Por lo tanto, el modelo matemático queda como sigue

(Mt+mA+mB + b)ẍs+M1ẍ1+mAẍA+(mB− b)ẍB +Csẋs+ksxs = −(Mt+mA (5.48)

+mB)ẍg

mAẍA +mAẍs + CBẋA − CBẋB − kAx1 + (kA + kB)xA − kBxB = −mAẍg (5.49)

(mB + b)ẍB + (mB − b)ẍs − CBẋA + CBẋB − kBxA + kBxB = −mBẍg (5.50)

M1(ẍ1 + ẍs) + C1ẋ1 + (k1 + kA)x1 − kAxA = −M1ẍg. (5.51)

El sistema de ecuaciones 5.48-5.51 se simplifica en un sistema de tres grados de libertad

considerando que las estructuras con aislamiento en la base tienden a comportarse como
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un cuerpo ŕıgido (Love et al., 2011). Este nuevo sistema esta definido por las siguientes

ecuaciones;

(Mt +mA +mB)ẍs +mAẍA +mBẍB + Csẋs + ksxs = −(Mt +mA +mB)ẍg (5.52)

mAẍA +mAẍs + CBẋA − CBẋB + (kA + kB)xA − kBxB = −mAẍg (5.53)

(mB + b)ẍB +mBẍs − CBẋA + CBẋB − kBxA + kBxB = −mBẍg (5.54)

El edificio de la Figura 4.3 (caso dos), se simplifica en el que se muestra en la Figura 5.2,

que corresponde a las ecuaciones diferenciales 5.52 - 5.54. Dichas ecuaciones, se obtienen

utilizando la nomenclatura de las posiciones absolutas y relativas definidas en la Sección

4.2 y aplicando la formulación de Euler - Lagrange en el diagrama de la Figura 5.2.

En la Figura 5.2, se puede ver que una de las terminales del inersor se conecta en la

masa Mt, esto se debe a que si el edificio MDOF tiende a comportarse como un cuerpo

ŕıgido (SDOF), las masas Ms y Mi para i = 1, 2, 3, ...n tendrán el mismo desplazamiento,

independientemente de a cual de ellas se conecte. En otras palabras, al controlar los niveles

de vibración en cualquiera de los pisos, se obtendrán los mismos resultados para cada una

de las n+ 1 masas del edificio.

Figura 5.2: Estructura ŕıgida SDOF de base aislada conectada al absorbedor de doble

masa sintonizadas con inercia rotacional desde el enésimo piso.

También se puede ver que al conectar el inersor a cualquier planta del edificio, impĺıci-

tamente se está controlando la misma vibración en la base de la estructura. Es decir, se

está controlando el desplazamiento de Ms (con coordenada xs) como en el caso uno de la

Figura 5.1 en la Sección 5.1, pero ahora desde la parte superior del edificio y con el inersor

conectado a Mt en lugar de conectarlo a tierra. Por otro lado, las ecuaciones 5.52-5.54

se representan en el dominio de la frecuencia con coeficientes adimensionales siguiendo el

mismo procedimiento de la Sección 5.1, tomando en cuenta las variables adimensionales

del conjunto C1 definido en 5.34. Estas ecuaciones son

−(1 + β)Ω2Xs −
β Ω2

1 + µ
XA −

µβ Ω2

1 + µ
XB + 2 iζsΩXs +Xs = −

1 + β

ω2
s

Ẍg (5.55)
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−Ω2(XA +Xs) + 2iµ η ζB Ω(XA −XB) + ν2XA + µ η2(XA −XB) = −
Ẍg

ω2
s

(5.56)

−(1 + δ)Ω2XB − Ω2Xs + 2iη ζB Ω(XB −XA) + η2(XB −XA) = −
Ẍg

ω2
s

(5.57)

.

5.2.1. FRF del edificio SDOF conectado al IDVA propuesto en el

enésimo piso

Para encontrar la función de respuesta en frecuencia sin dimensión de este sistema,

se resuelve simultáneamente el sistema dado en 5.55-5.57 para el desplazamiento Xs, se

utilizan las variables adimensionales del conjunto C1 definido en 5.34 y la misma metodo-

loǵıa descrita en la Subsección 5.1.1. Al hacerlo, resulta la siguiente expresión en función

de ν, η, µ, δ, β, ζB y Ω.

Hn =
Xsω

2
s

Ẍg

=
Nn4Ω

4 + iNn3Ω
3 +Nn2Ω

2 + iNn1Ω +Nn0

Dn6Ω6 + iDn5Ω5 +Dn4Ω4 + iDn3Ω3 +Dn2Ω2 + iDn1Ω +Dn0

(5.58)

donde

Nn4 = [1 + (1 + β)δ]µ+ δ + 1,

Nn3 = −2 {1 + [1 + (1 + β)δ]µ} η(1 + µ)ζB,

Nn2 = −{1 + [1 + (1 + β)δ]µ} (1 + µ)η2 − {[1 + (1 + β)δ]µ+ (1 + δ)(1 + β)} ν2,

Nn1 = 2 (1 + β)η ν2(1 + µ)ζB,

Nn0 = η2ν2(1 + β)(1 + µ),

Dn6 = [1 + (1 + β)δ]µ+ δ + 1,

Dn5 = −2 {1 + [1 + (1 + β)δ]µ} η (1 + µ)ζB,

Dn4 = −{1 + [1 + (1 + β)δ]µ} (1 + µ)η2 + {[−1 + (−β − 1)ν2] δ − ν2 − 1}µ − (1 +

δ) [1 + (1 + β)ν2],

Dn3 = 2 [(1 + δ)µ+ 1 + (1 + β)ν2] ζB η (1 + µ),

Dn2 = (1 + µ) {[(1 + δ)µ+ 1 + (1 + β)ν2] η2 + ν2(1 + δ)},

Dn1 = −2 ζB η ν2(1 + µ)

y

Dn0 = −η2ν2(1 + µ).
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El sub́ındice n se utiliza para referirse al sistema de la Figura 5.2. Agrupando las

partes reales e imaginarias de esta función queda como;

Hn =
An +Bni

Cn +Dni
(5.59)

donde

An = Nn4Ω
4 +Nn2Ω

2 +Nn0,

Bn = Nn3Ω
3 +Nn1Ω,

Cn = Dn6Ω
6 +Dn4Ω

4 +Dn2Ω
2 +Dn0

y

Dn = Dn5Ω
5 +Dn3Ω

3 +Dn1Ω.

La magnitud de la función 5.59 se obtiene utilizando la función 5.42 y el sub́ındice n

Hn =

√
An

2 +Bn
2

Cn
2 +Dn

2 (5.60)

.

Hasta este momento se obtuvieron dos funciones de respuesta en frecuencia, dadas en

5.43 y 5.60 correspondientes al caso uno y dos definidos en el Caṕıtulo 4 y considerando

el edificio MDOF como un sistema SDOF. En ambos casos, al controlar los niveles de

vibración de la base aislada del edificio, impĺıcitamente se controlan los desplazamientos

de las n plantas, debido a que se desplazan en la misma magnitud. Es por eso que resulta

innecesario estudiar el caso dos defininido en la Figura 4.3. Por lo tanto, de este Caṕıtulo

en adelante, se trabaja únicamente con el absorbedor de doble masa sintonizadas con

inercia rotacional conectado como se muestra en la Figura 5.1 (caso uno simplificado),

considerando las funciones 5.40 y 5.43.
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Caṕıtulo 6

Diseño óptimo de las variables

adimensionales

En este caṕıtulo se aplican tres métodos para la optimización de las variables adi-

mensionales definidas en el conjunto de ecuaciones 5.34 (ν, η, µ, δ, β y ζB), que fueron

utilizadas para obtener la FRF correspondiente al caso uno simplificado (Función 5.43).

Para lograrlo, primero se aplica una extensión de la teoŕıa de Den Hartog descrita en la

Sección 3.3. Esta extención del método de Hartog, es conocida como la técnica de los

puntos fijos extendida, desarrollada por Barredo et al, (2018). Esta técnica sirve para

encontrar soluciones anaĺıticas de ajuste para las variables adimensionales propuestas en

función de la o las relaciones de masa y/o inertancia. En ocasiones, al aplicar esta técni-

ca no es posible encontrar una solución anaĺıtica para la relación de amortiguamiento.

Esta técnica sigue el mismo principio de los puntos invariantes existentes en la función

de respuesta en frecuencia e independientes de la relación de amortiguamiento, como se

describe en (Barredo et al, 2018) y (Barredo et al, 2020).

Después de utilizar esta técnica, se hacen las modificaciones necesarias al dispositivo

propuesto y se aplican las Normas de rendimiento H∞ y H2 en el sistema modificado. El

primer caso, es una formulación matemática utilizada para encontrar las variables adi-

mensionales óptimas que minimizan la amplitud de vibración en los puntos resonantes

del sistema. En el segundo caso se obtiene una función de respuesta de la varianza de

desplazamiento del sistema en términos de las variables adimensionales, al obtener es-

ta función (utilizando la norma H2), se debe minimizar la varianza de desplazamiento

utilizando los métodos de optimización descritos en la Sección 3.4 obteniendo resultados

numéricos óptimos. Al minimizar la varianza de desplazamiento también se minimiza la

enerǵıa total de vibración. Generalmente, la norma H2 se utiliza cuando la masa de la

estructura principal (en este caso Mt) está sujeta a excitación de aceleración estocástica,

espećıficamente, de ruido blanco Gaussiano (Cheung & Wong, 2011). Sin embargo, para

tener un punto de partida en la aplicación de la norma H2 y para fines de comparación

también se aplica la norma H∞ en el mismo sistema del caso uno modificado.
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6.1. Técnica de los puntos fijos extendida aplicada en el

edificio SDOF conectado al absorbedor de doble masa

sintonizadas con inercia rotacional

Como el nombre del método lo indica, esta técnica es una extensión del método de

Den Hartog. En general, esta técnica es complicada al desarrollarla analiticamente, y es

posible aplicarla siempre y cuando las funciones involucradas posean un comportamiento

continuo en un intervalo particular de β y δ perteneciente a los números reales. Este

método, se utiliza para sintonizar o ajustar los parámetros del absorbedor propuesto,

previo a la aplicación de la Norma H∞ y H2. A continuación, se muestra la aplicación de

este método en la función de transferencia obtenida en 5.43 que corresponde al caso uno

simplificado: estructura ŕıgida conectada en la base aislada al absorbedor de doble masa

sintonizadas con inercia rotacional (ver Figura 5.1).

La ecuación 5.43 se definió como;

Hs =

√
As

2 +Bs
2

Cs
2 +Ds

2

donde

As = N4sΩ
4 +N2sΩ

2 +N0s,

Bs = N3sΩ
3 +N1sΩ,

Cs = D6sΩ
6 +D4sΩ

4 +D2sΩ
2 +D0s

y

Ds = D5sΩ
5 +D3sΩ

3 +D1sΩ.

Los coeficientes Nis (i = 0, 1, ...4) y Dis (i = 0, 1, ...6) se definieron en la Sección 5.1.1.

La técnica consiste en utilizar dos condiciones de operación del absorbedor. La primera,

se obtiene al hacer que la relación de amortiguamiento ζB sea infinitamente pequeña

ζB → 0 y luego haciendo que sea infinitamente grande ζB → ∞ en la ecuación 5.43. En

otras palabras;

HsζB→0 = ĺım
ζB→0

Hs = ĺım
ζB→0

√
A2

s +B2
s

C2
s +D2

s

=

√
A2

s

C2
s

= ±As

Cs

(6.1)

y

HsζB→∞ = ĺım
ζB→∞

Hs = ĺım
ζB→∞

√
A2

s +B2
s

C2
s +D2

s

=

√√√√√√
(

Bs

ζB

)2
(

Ds

ζB

)2 = ±
Bs

ζB
Ds

ζB

= ±Bs

Ds

. (6.2)
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En la ecuación 6.2, se verá que el factor ζB se elimina al estar presente en el numerador

y denominador de la expresión Bs

Ds
. Por otro lado, las funciones 6.1 y 6.2 pasan por los

puntos invariantes de la ecuación 5.43. Es decir, se intersectan en esos puntos. Al igualar

6.1 con 6.2 se obtiene una ecuación polinómica cuyas ráıces son los puntos invariantes

(intersección de ambas funciones), esto es;

HsζB→0 = HsζB→∞

As

Cs

= ±Bs

Ds

(6.3)

al tomar la ráız positiva de 6.3 y después de simplificaciones, se verá que se obtiene un

polinomio de grado 6 con respecto a Ω, esta ecuación conduce a un resultado trivial. Al

tomar la ráız negativa se obtiene una ecuación polinómica de grado 8, que es la ecuación

de interés en este método.
As

Cs

= −Bs

Ds

AsDs +BsCs = 0

después de simplificaciones

f4(ν, η, µ, δ, β)Ω
8+f3(ν, η, µ, δ, β)Ω

6+f2(ν, η, µ, δ, β)Ω
4+f1(ν, η, µ, δ, β)Ω

2+f0(ν, η, µ, δ, β) = 0

convirtiendo esta expresión en un polinomio mónico al dividir por el coeficiente de Ω8

y estableciendo el cambio de variable λ = Ω2

λ4 +
f3(ν, η, µ, δ, β)

f4(ν, η, µ, δ, β)
λ3 +

f2(ν, η, µ, δ, β)

f4(ν, η, µ, δ, β)
λ2 +

f1(ν, η, µ, δ, β)

f4(ν, η, µ, δ, β)
λ+

f0(ν, η, µ, δ, β)

f4(ν, η, µ, δ, β)
= 0.

Se puede ver que los coeficientes de λ son funciones de cinco de las variables adimen-

sionales propuestas. Esta ecuación puede escribirse como:

λ4 + g1(ν, η, µ, δ, β)λ
3 + g2(ν, η, µ, δ, β)λ

2 + g3(ν, η, µ, δ, β)λ+ g4(ν, η, µ, δ, β) = 0. (6.4)

Por otro lado, se toma la ráız positiva de la ecuación 6.2 y se iguala con cero

HsζB→∞ =
Bs

Ds

HsζB→∞Ds −Bs = 0

desarrollando y ordenando esta expresión con respecto a Ω, se verá que se obtiene una

ecuación polinómica de grado 8, igual que en la ecuación 6.4. Esta ecuación, también se
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convierte en un polinomio mónico y se establece el mismo cambio de variable λ = Ω2, de

esta manera se obtiene la ecuación 6.5

λ4 + h1(ν, µ, δ, β)λ
3 + h2(ν, µ, δ, β,H)λ2 + h3(ν, µ, δ, β,H)λ+ h4(ν, µ, δ, β,H) = 0. (6.5)

Inicialmente los polinomios definidos en 6.4 y 6.5 eran de grado 8. Es decir, polino-

mios con 8 ráıces. No obstante, estas ecuaciones se transformaron en ecuaciones cuárticas

mediante el cambio de variable λ = Ω2. Aún aśı, no dejan de ser 8 ráıces para Ω (al hacer

Ω =
√
λ), de las cuáles se desprecian cuatro por ser negativas.

Las ráıces de las ecuaciones 6.4 y 6.5 deben ser las mismas si se igualan sus coeficientes

utilizando el teorema de vieta. Esto, debido a que la función 6.2 contiene estas ráıces dentro

de su dominio. De esta manera, se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones no lineales;

g1(ν, η, µ, δ, β)− h1(ν, µ, δ, β) = 0 (6.6)

g2(ν, η, µ, δ, β)− h2(ν, µ, δ, β,Hs) = 0 (6.7)

g3(ν, η, µ, δ, β)− h3(ν, µ, δ, β,Hs) = 0 (6.8)

g4(ν, η, µ, δ, β)− h4(ν, µ, δ, β,Hs) = 0 (6.9)

pareciera que el sistema de ecuaciones 6.6 - 6.9, se originó de una simple igualación

de coeficientes. Sin embargo, se trata de una igualación de coeficientes variables, o de

una igualación de funciones de más de una variable. Por ello, es necesario tener extremo

cuidado al solucionar este sistema. En las ecuaciones 6.6 - 6.9 las variables β y δ se

consideran independientes. Luego el sistema debe solucionarse para ν, η, µ y H. En este

caso, la amplitud de vibración Hs se encuentra en función de β, δ, µ y η. Mientras que

ν, η y µ se encuentran en términos de β y δ. Es decir, se encuentran cuatro funciones

anaĺıticas, al hacerlo, se está restringiendo el valor de las variables adimensionales para que

produzcan la misma amplitud de vibraciónHs en los puntos invariantes para determinados

valores de β y δ (variables independientes).

Después de realizar el extenso desarrollo algebraico y de analizar las funciones que

satisfacen el sistema de ecuaciones 6.6 - 6.9. Se encuentra que las soluciones para ν, η, µ

y H están dadas por las siguientes funciones:

µ(β, δ) =
(2 β2 + β − 1)δ + 2 β2 + 2 β − 1

2(δ + 1)
+ · · · (6.10)√

4
(
β − 1

2

)2
(β + 1)2 δ2 + 2(4 β4 + 6 β3 + 2 β2 + β + 1)δ + 4

(
β2 + β + 1

2

)2
2(δ + 1)

por otro lado, para el parámetro η se obtuvo

η (β, δ, µ(β, δ)) =

√
(A0 + 4

√
A1A2)(δ + 1)

A3

(6.11)
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donde

A0 = 4 (δ + 1)2µ3 − 4 (δ + 1) [(β2 + 2 β − 2)δ + β2 + 3 β]µ2...

+ [(−3 β2 − 8 β + 4)δ2 + (2 β3 − 6 β2 − 28 β − 8)δ − 8 β2 − 24 β − 12]µ...

+(2 β3 + 2 β2 − 8 β − 8)δ − 4 β2 − 12 β − 8,

A1 =
[
(µ− β

2
+ 1)δ + µ+ 1

]2
,

A2 = µ2
[
(−2µ− 7

4
)β2 + (−µ− 1)β + (µ+ 1)2

]
δ2 + ...

2
[
1
2
β3 + (−2µ− 1

2
)β2 + (−3

2
µ− 1)β + µ2 + µ

]
µ (µ+ 1)δ + (µ+ 1)2(−β2 − β + µ)2

y

A3 = −4 {(δ + 1)(β δ + 2 β + 2)µ− [−2 + (β − 2)δ] (β + 1)} (β + 1)...

[1 + (δ + 1)µ] (µ+ 1)

la función que se encontró para el parámetro ν es;

ν (β, δ, µ(β, δ), η(β, δ)) =
√
2

√
(δ η2µ+ η2µ+ η2 − δ − 1)(µ+ 1)(δ µ+ µ+ 1)

(δ + 1)µ (β δ − 2 δ µ− 2 δ − 2µ− 2)
(6.12)

finalmente, se encontró la amplitud de vibraciónHs en los puntos invariantes en función

de las variables adimensionales

Hs(β, δ, η, µ) =

√
− (β + 1)2(δ + 1)

(β + 1)(δ µ+ µ+ 1)η2 − δ − 1
(6.13)

.

Como se ve en las ecuaciones 6.10 - 6.13, es necesario utilizar la composición de fun-

ciones para que los parámetros η y ν queden definidos en función de dos variables. Fi-

nalmente, es necesario analizar el dominio que restringe estas funciones, hacer un análisis

matemático de las mismas para hacer las modificaciones necesarias y después aplicar la

Norma H∞ y H2.

Por otra parte, no es posible encontrar el factor de amortiguamiento ζB anaĺıticamente.

Por lo tanto, se encuentra un valor particular de esta variable utilizando valores numéricos

previamente definidos y calculados de β, δ, µ, ν, η y de la amplitud de vibración Hs.
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6.1.1. Cálculo del factor de amortiguamiento ζB para un edificio

de cinco pisos con aislamiento en la base

Di Matteo et al (2019), trabajaron en el diseño óptimo del TMDI conectado a un

edificio MDOF de base aislada como el que se muestra en la Figura 4.1, obtuvieron solu-

ciones anaĺıticas óptimas para la relación de frecuencias y de amortiguamiento del TMDI

utilizando el ı́ndice de rendimiento H2. En su investigación, se reporta la aplicación de sus

soluciones anaĺıticas en un edificio de base aislada de cinco pisos como el que se describe

en el Apéndice A en las Figuras 8.20 8.21. Para hallar el factor de amortiguamiento ζB

del IDVA propuesto, se utiliza esta información y los siguientes valores iniciales β = 0.01

y δ = 5.

Se seleccionaron estos valores debido a que normalmente los absorbedores utilizados

en el control de vibración de estructuras son diseñados de manera que la relación entre

la masa del absorbedor y de la estructura se encuentre en el intervalo 0 < β < 0.1

y valores de inertancia ligeramente altos. Reemplazando estos valores en las ecuaciones

6.10 - 6.13 se obtienen los siguientes parámetros y amplitud H; µop = 0.003395430166,

ηop = 2.400682772, νop = 1.000049832 y H = 10.05797164.

Ahora se deben tomar en consideración los denominadores de las ecuaciones 6.1 y 6.2

e igualarse con cero. Esto se hace, con la finalidad de encontrar las frecuencias invariantes

(valores de Ω en los cuáles existen aśıntotas verticales conocidas como polos). Al hacerlo,

se verá que el denominador de la ecuación 6.1 y de la ecuación 6.2, producen ecuaciones

polinómicas de grados 6 y 4 respectivamente. Al obtener estas ecuaciones polinómicas se

reemplazan los valores de β, δ, µop, ηop y νop obteniendo;

6.020372580Ω6 − 18.00200926Ω4 + 17.76386639Ω2 − 5.783422928 = 0 (6.14)

1.023837185Ω4 − 2.037537362Ω2 + 1.003495434 = 0 (6.15)

las ecuaciones 6.14 y 6.15 se resuelven utilizando el método de Newton-Raphson y sus

soluciones son;

Ω = {±0.9087933871,±0.9966644212,±1.082098209}

y

Ω = {±0.9460925975,±1.046426204}

respectivamente.

Del primer conjunto de soluciones se desprecian las ráıces negativas, debido a que se

encuentran en el eje negativo de Ω. De las tres ráıces positivas restantes, se toma el valor

intermedio. Por otra parte, en el segundo conjunto de ecuaciones se desprecian las ráıces

negativas por la misma razón y se toman en cuenta las dos positivas. Por lo tanto, las

ráıces útiles son;
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Ω1 = 0.9460925975

Ω2 = 0.9966644212

Ω3 = 1.046426204

por otro lado, tomando la función de transferencia dada en la ecuación 5.43

Hs(Ω) =

√
As

2 +Bs
2

Cs
2 +Ds

2

igualando con cero

Hs
2(Ω)

(
Cs

2 +Ds
2
)
−
(
As

2 +Bs
2
)
= 0.

En esta ecuación se reemplazan los valores iniciales de β = 0.01 y δ = 5, las variables

óptimas cálculadas νop, ηop, µop y la amplitud de vibración Hs en los puntos invariantes

producida por β, δ, νop, ηop y µop. En la ecuación resultante, se reemplazan cada una de

las tres ráıces de omega: Ω1, Ω2 y Ω3. De esta manera, se obtienen tres ecuaciones en

función del amortiguamiento.

Utilizando el valor de Ω1

Hs
2(Ω1)(Cs

2 +Ds
2)− (As

2 +Bs
2) = 0

simplificando

−0.1945627620ζB2 + 0.009297164926 = 0

resolviendo

ζB1
2 = 0.04778491439,

utilizando el valor de Ω2

Hs
2(Ω2)(Cs

2 +Ds
2)− (As

2 +Bs
2) = 0

simplificando

0.2420090835ζB
2 − 0.01443207128 = 0

resolviendo

ζB2
2 = 0.05963441980

finalmente utilizando el valor de Ω3

Hs
2(Ω3)(Cs

2 +Ds
2)− (As

2 +Bs
2) = 0
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simplificando

−0.2921489352ζB2 + 0.01221693776 = 0

resolviendo

ζB3
2 = 0.04181749884.

Como se ve, se acaba de obtener una relación de amortiguamiento para cada frecuencia

invariante Ωi i = 1, 2, 3, que son los puntos donde se ubican lo polos de las ecuaciones 6.1

y 6.2. La relación de amortiguamiento óptima se obtiene calculando la media cuadrática

de los valores de amortiguamiento producidos en cada frecuencia invariante. En otras

palabras;

ζB =

√
ζ2B1 + ζ2B2 + ζ2B3

3
(6.16)

sustituyendo los tres valores de ζB en 6.16 se obtiene un valor de ζBop = 0.2230372413.

Este es el factor de amortiguamiento óptimo correspondiente a los valores independientes

de β = 0.01, δ = 5 y al resto de los parámetros óptimos calculados. A continuación,

se muestra la gráfica de respuesta en frecuencia de Mt utilizando las variables óptimas

encontradas y los valores iniciales de β = 0.01 y δ = 5.

Figura 6.1: Curva de respuesta óptima utilizando la técnica de los puntos fijos extendida

con las variables β = 0.01, δ = 5, νop = 1.0000, ηop = 2.4006, µop = 0.0033 y ζBop = 0.2230.

En la Figura 6.1, se muestra la amplitud de vibración Hs de la estructura consideran-

do excitación de aceleración en la base. Se puede ver que la curva pasa por los puntos

invariantes de amplitud Hs = 10.0579 y que la amplitud de vibración no es muy elevada

en las frecuencias invariantes.

Finalmente, utilizando las variables adimensionales del conjunto C1 definidas en 5.34

en la Sección 5.1.1, las caracteŕısticas del edificio de la Figura 8.21 y los parámetros
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óptimos µop, ηop, νop y ζBop calculados en esta Sección, se determinan las propiedades del

absorbedor de doble masa sintonizadas con inercia rotacional cuando está ajustado para

producir la misma amplitud de vibración en los puntos invariantes mediante la técnica de

los puntos fijos extendida. Estas propiedades quedan definidas como sigue.

Propiedades de masa;mA = 3388.494604kg,mB = 11.50539680kg y b = 57.52698398kg.

Propiedades de rigidez; kA = 33446.59081N
m

y kB = 654.4446614N
m
.

Constante de amortiguamiento; CB = 38.70745750Ns
m
.

Frecuencias naturales; ωA = 3.141756552 rad
s

y ωB = 7.541984997 rad
s
.

6.1.2. Análisis de las soluciones anaĺıticas obtenidas de la técnica

de los puntos fijos extendida

Con la finalidad de comparar el rendimiento del IDVA propuesto con los reportados

en la literatura, se aplicó la técnica de Den Hartog en el caso estudiado por Matteo

et al (2019). En la Figura 6.2, se muestran las FRFs del TMDI y del IDVA propuesto

utilizándolos en la misma estructura. Para que esta comparación sea válida, en ambas

FRFs se utilizaron relaciones de masa e inertancia independientes y equivalentes entre

si, utilizando las propiedades encontradas en la Subsección 6.1.1 (mA = 3388.494Kg,

mB = 11.505Kg, Mt = 340, 000Kg y b = 57.526Kg). En la Figura 6.2, se puede ver

una disminución significativa de la amplitud de vibración de la estructura al utilizar el

absorbedor de doble masa sintonizadas con inercia rotacional frente a la FRF producida

al utilizar el TMDI en esta misma estructura. Además, también se observa una ligera

ampliación en el ancho de banda de frecuencias de operación del IDVA propuesto.

Figura 6.2: Curva verde: respuesta en frecuencia de Mt utilizado el TMDI. Curva azul:

respuesta en frecuencia de Mt utilizando el IDVA propuesto.
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Por otro lado, la disminución de vibración de la estructura de base aislada de la

Figura 5.1, depende de los parámetros inerciales δ y β. Particularmente, si se considera

el limite de la ecuación 6.13 (después de escribirla en función de δ y β) cuando δ tiende

a cero, se obtiene la amplitud de vibración del DVA de doble masa conectado en serie

estudiado por Asami T., (2017). Sin embargo, al hacer que δ → ∞ se obtiene el mejor

rendimiento del absorbedor propuesto. En este último caso, se puede ver tanto analitica

como gráficamente que el parámetro µ es despreciable cuando la relación de inertancia δ

es alta. En consecuencia, el efecto de la masa mB es despreciable para valores altos de b.

Al considerar esta observación, se analiza la respuesta en frecuencia del sistema mos-

trado en la Figura 5.1 pero ahora despreciando el efecto de la masa mB. En la Figura 6.3,

se muestra este nuevo sistema que corresponde al caso uno definido en el Caṕıtulo 4, pero

ahora simplificado y sin el efecto de mB.

Figura 6.3: Estructura ŕıgida SDOF de base aislada conectada al dispositivo propuesto

sin la masa mB (DVA tipo Frahm acoplado con TID).

En la Figura 6.3 se puede observar la conexión directa en serie de una de las terminales

del inersor con la terminal del amortiguador CB y del resorte kB conectados en paralelo.

Esta red mecánica es conocida como amortiguador-sintonizado-inersor, por sus siglas en

inglés conocido como TID. El TID es un sistema de amortiguamiento que ha sido estudiado

por diversos investigadores y surge de la desconexión de la masa convencional del TMDI

propuesto por Marian y Giaralis Agathoklis (2014).

Al hacer esta modificación, el dispositivo propuesto puede ser nombrado como DVA

tipo Frahm acoplado con TID o DVA tipo Frahm sintonizado con TID. En la Figura

6.3, se puede ver que nuevamente se trata de un sistema de tres grados de liberad. El

desplazamiento traslacional horizontal de la masa Mt, el de la masa mA y el del nodo

formado por la conexión del TID. A continuación, se aplica la técnica de los puntos

fijos extendida en este nuevo sistema, siguiendo la misma metodoloǵıa que en el caso

del absorbedor de doble masa sintonizadas con inercia rotacional conectado al edificio

ŕıgido de base aislada (Figuras 4.2 y 5.1) desarrollada en la Sección 6.1. Las ecuaciones

de movimiento del sistema de la Figura 6.3 se definen como sigue;

(Mt +mA + b)ẍs +mAẍA + bẍB + Csẋs + ksxs = −(Mt +mA)ẍg (6.17)
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Mt = Ms +
∑n

i=1Mi

mA(ẍA + ẍs) + CBẋA − CBẋB + (kA + kB)xA − kBxB = −mAẍg (6.18)

b(ẍB + ẍs)− CBẋA + CBẋB − kBxA + kBxB = 0 (6.19)

obtenidas a partir de la formulación de Euler-Lagrange o haciendo mB = 0 y consi-

derando el edificio MDOF como un cuerpo ŕıgido en las ecuaciones 4.8, 4.12 y 4.16. Por

otra parte, algunas de las variables adimensionales del conjunto C1 dado en 5.34, sufren

algunos cambios quedando como se muestra en el conjunto C2;

C2



ν =
ωA

ωs

η =
ωB

ωs

α =
b

mA

β =
mA

Mt

ζB =
CB

2bωB

ζs =
Cs

2Mtωs

Ω =
ω

ωs

(6.20)

.

El uso de las variables del conjunto C2 se justifica con el teorema Pi de Buckingham

al igual que se hizo con el conjunto C1 en la Subsección 5.1.1. Siguiendo el procedimiento

descrito en la Sección 5.1 se obtiene el siguiente modelo en frecuencia sin dimensión en

términos de las nuevas variables adimensionales del conjunto C2 definido en 6.20.

−(1 + β + αβ)Ω2Xs − βΩ2XA − αβ Ω2XB + 2j ζsΩXs +Xs = −(1 + β)
Ẍg

ω2
s

(6.21)

−Ω2 (XA +Xs) + 2j αζB ηΩ (XA −XB) + ν2XA + αη2 (XA −XB) = −
Ẍg

ω2
s

(6.22)

−Ω2 (XB +Xs) + 2j ζBηΩ (XB −XA) + η2 (XB −XA) = 0 (6.23)

donde Ω = ω
ωs

es la relación de frecuencias forzada.

Aplicando el procedimiento descrito en la Sección 5.1.1, se obtiene la función de res-

puesta en frecuencia del edificio ŕıgido SDOF de la Figura 6.3. En otras palabras, la FRF

descrita en la ecuación 5.40 se transforma en la función 6.24 en términos de las nuevas

variables definidas en 6.20.

Ha =
Xsω

2
s

Ẍg

=
Na4Ω

4 + iNa3Ω
3 +Na2Ω

2 + iNa1Ω +Na0

Da6Ω6 + iDa5Ω5 +Da4Ω4 + iDa3Ω3 +Da2Ω2 + iDa1Ω +Da0

(6.24)
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donde

Na4 = −1, Na3 = 2 η (α + 1)ζB, Na2 = (α + 1)η2 + ν2(1 + β),

Na1 = −2 (1 + β)η ν2ζB, Na0 = −η2ν2(1 + β),

Da6 = −1, Da5 = 2 η (α + 1)ζB, Da4 = (α + 1)η2 + 1 + ν2(1 + β),

Da3 = −2 ζB [(αβ + β + 1)ν2 + α + 1] η, Da2 = [(−αβ − β − 1)ν2 − α− 1] η2−ν2,

Da1 = 2 η ν2ζB, y Da0 = η2 ν2. Considerando ζs = 0.

El sub́ındice a se utiliza para referirse a la FRF del caso uno simplificado sin el efecto

de mB del sistema sujeto a aceleración estocástica. Luego, la magnitud de la función 6.24

queda como sigue:

Ha =

√
Aa

2 +Ba
2

Ca
2 +Da

2 (6.25)

donde

Aa = Na4Ω
4 +Na2Ω

2 +Na0, Ba = Na3Ω
3 +Na1Ω,

Ca = Da6Ω
6 +Da4Ω

4 +Da2Ω
2 +Da0 y Da = Da5Ω

5 +Da3Ω
3 +Da1Ω.

A partir de este momento, se hará referencia al dispositivo propuesto sin el elemento

mB como; DVA tipo Frahm acoplado con TID o simplemente DVA - TID. Finalmente,

aplicando la técnica descrita en la Sección 6.1 en la función 6.25, se obtienen las siguientes

funciones óptimas de una variable para ν, η, α y la amplitud de vibración H en términos

de β

ν(β) =

√
1

1− β2
− 1 < β < 1 (6.26)

η(β) =

√
(2β − 1)2

1− β2
− 1 < β < 1 (6.27)

α(β) =
2β

1− 2β
β ̸= 1

2
(6.28)

Ha(β) = (β + 1)

√
1− β

β
(−∞, 0) ∪ (0, 1] (6.29)

.

Como puede verse, las funciones 6.26 - 6.29 son continuas en el intervalo 0 < β ≤ 0.1.

Por lo tanto, es posible aplicarlas en el diseño óptimo del DVA tipo Frahm acoplado con

TID conectado al edificio de base aislada cuando se desee producir la misma amplitud de

vibración en los puntos invariantes. Por otro lado, si se selecciona un valor de β = 0.01 y
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se aplica el mismo procedimiento que en la Sección 6.1.1 para el mismo edificio de cinco

pisos (ver Apéndice A), se encuentra el valor numérico del factor de amortiguamiento ζB

asi como del resto de los parámetros;

β = 0.01

ν(0.01) = 1.00005

η(0.01) = 0.980049

α(0.01) = 0.0204081

Ha(0.01) = 10.0493

ζB = 0.0911165

utilizando estos parámetros se obtienen las siguientes propiedades del absorbedor pro-

puesto sin la masa mB (DVA acoplado con TID) mostrado en la Figura 6.3;

mA = 3400kg b = 69.3877kg ωA = 3.1417 rad
s

ωB = 3.0789 rad
s

CB = 38.9321Ns
m

kA = 33560.1679N
m

kB = 657.7792N
m
.

Finalmente, en la Figura 6.4 se muestra la curva de respuesta en frecuencia del edificio

ŕıgido de la Figura 6.3 (curva azul punteada), comparándola con la curva de respuesta del

sistema de la Figura 5.1 (curva verde continua). Es posible ver tanto en la amplitud de

los puntos invariantes (Hs ≈ Ha ←→ 10.057 ≈ 10.049) como en el valor de las frecuencias

invariantes (Ω1 = 0.946, Ω2 = 0.996, y Ω3 = 1.046), que la respuesta de ambos sistemas

es aproximadamente igual. Es por eso que se decide cambiar el diseño del absorbedor de

doble masa sintonizadas con inercia rotacional en el de la Figura 6.3. Este nuevo sistema

mecánico implicaŕıa menos costos de producción en caso de realizar trabajos futuros con

este dispositivo, denominado como absorbedor de vibración dinámico tipo Frahm acoplado

con TID.

Figura 6.4: Curvas de respuesta del edificio SDOF con y sin el efecto de mB.
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Una de las observaciones positivas del sistema de la Figura 6.3 es que el factor de

amortiguamiento ζB no es muy alto cuando la inertancia es elevada, a diferencia del

absorbedor de doble masa propuesto al inicio de este trabajo (ver Figuras 4.2 y 5.1). Por

otro lado, en todas las curvas de respuesta mostradas en la Figura 6.4, se utilizó el mismo

valor de β independiente (0.01), que es el parámetro que define la razón de la masa del

absorbedor con respecto a la masa total del edificio. Después de haber obtenido este buen

resultado al eliminar la masa mB del absorbedor propuesto al inicio de este trabajo, se

aplican las medidas de rendimiento H∞ y H2 para obtener valores numéricos óptimos de

las variables del conjunto dado en 6.20 al minimizar la amplitud de los puntos resonantes

y la enerǵıa total de vibración respectivamente.

6.2. Optimización H∞ aplicada en el edificio SDOF

conectado al DVA tipo Frahm acoplado con TID

En esta Sección se minimiza la magnitud de los puntos resonantes de la función 6.25

optimizando cuatro de las seis variables del absorbedor propuesto sin el efecto de mB, que

es la modificación del caso uno definido en el Caṕıtulo 4 (ver Figura 6.3). Estas variables

son ν, η, α, y ζB y están definidas en el conjunto C2. Asimismo, no debe perderse de

vista que la variable β, en este caso, será tratada como una constante. Para lograr esto,

se utiliza la formulación H∞ desarrollada y aplicada por el investigador Toshihiko Asami

(2002). Escribiendo nuevamente la función de respuesta en frecuencia correspondiente al

sistema de la Figura 6.3 definida en la ecuación 6.25;

Ha =

√
Aa

2 +Ba
2

Ca
2 +Da

2

donde Aa = Na4Ω
4 +Na2Ω

2 +Na0, Ba = Na3Ω
3 +Na1Ω,

Ca = Da6Ω
6 +Da4Ω

4 +Da2Ω
2 +Da0 y Da = Da5Ω

5 +Da3Ω
3 +Da1Ω,

luego se sigue el método descrito en (Asami et al, 2018), comenzando por igualar con

cero la ecuación 6.25

Ha
2 − Aa

2 +Ba
2

Ca
2 +Da

2 = 0

considerando que: Aa
2 +Ba

2 = Numa, Ca
2 +Da

2 = Dena y Ha
2 = h2 resulta:

h2 − Numa

Dena

= 0
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multiplicando ambos miembros por Dena

h2

Dena −
Numa

h2
= 0 (6.30)

.

La norma H∞ se refiere al valor máximo de la amplitud de vibración h. En este caso,

en la función de transferencia (Ha) o en la ecuación 6.30. Por otro lado, se considera la

siguiente función

h =
1√

1− r2
(6.31)

sustituyendo 6.31 en 6.30

Dena − (1− r2)Numa = 0 (6.32)

al desarrollar algebraicamente la ecuación 6.32, se podrá ver que se obtiene un poli-

nomio de grado doce con respecto a Ω como se muestra a continuación

Ω12 + c1Ω
10 + c2Ω

8 + c3Ω
6 + c4Ω

4 + c5Ω
2 + c6 = 0

utilizando el cambio de variable Ω2 = λ se obtiene

λ6 + c1λ
5 + c2λ

4 + c3λ
3 + c4λ

2 + c5λ+ c6 = 0 (6.33)

donde los coeficientes ci (i = 1, 2, 3, 4, 5, 6) están en función de las variables adi-

mensionales y del factor r. Es decir; c1 = c1(β, α, ν, η, ζB), c2 = c2(β, α, ν, η, ζB, r),

c3 = c3(β, α, ν, η, ζB, r), c4 = c4(β, α, ν, η, ζB, r), c5 = c5(β, α, ν, η, ζB, r) y c6 = c6(ν, η, r).

La ecuación 6.33 puede expresarse como

(λ− λA)
2(λ− λB)

2(λ− λC)
2 = 0 (6.34)

donde λA, λB y λC son las tres frecuencias resonantes del sistema.

Desarrollando la ecuación 6.34, utilizando el teorema de Vieta y comparando con los

coeficientes de la ecuación 6.33, se obtienen las siguientes relaciones:
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f1 = (−c12 + 4 c2)
√
c6 + 4 c5 = 0 (6.35)

f2 = c1 c5 + 4 c6 + 2 c3
√
c6 = 0 (6.36)

f3 = 4 c6 (c1
√
c6 + c4)− c5

2 = 0 (6.37)

.

Las ecuaciones 6.35 - 6.37 conforman un sistema algebraico no lineal de 5 incógnitas:

α, ν, η, ζB y r, y pueden expresarse como sigue:

(
−c1(α, ν, η, ζB)2 + 4 c2(α, ν, η, ζB, r)

)√
c6(ν, η, r) + 4 c5(α, ν, η, ζB, r) = 0(6.38)

c1(α, ν, η, ζB) c5(α, ν, η, ζB, r) + 4 c6(ν, η, r) + 2 c3(α, ν, η, ζB, r)
√

c6(ν, η, r) = 0(6.39)

4 c6(ν, η, r)
(
c1(α, ν, η, ζB)

√
c6(ν, η, r) + c4(α, ν, η, ζB, r)

)
− c5(α, ν, η, ζB, r)

2 = 0(6.40)

las ecuaciones 6.38 - 6.40 son una condición necesaria pero no suficiente para que la

amplitudHa en los puntos resonantes de la FRF 6.25 sea la misma, debido a que conforman

un sistema sobredeterminado. Por lo tanto, no es posible solucionarlas numéricamente.

Estas ecuaciones no consideran el término β (relación de masas) como una variable, debido

a que es el parámetro que toma valores según la masa porcentual deseada del absorbedor

con respecto a la masa total de la estructura del sistema de la Figura 6.3.

Para solucionar el conjunto 6.38 - 6.40 se formulan otras dos ecuaciones para completar

un sistema de ecuaciones algebraico no lineal de 5 × 5. Esta formulación se desarrolla

observando que en la ecuación 6.31 es posible minimizar la amplitud de vibración h al

minimizar el parámetro r. Para minimizar r, se considera el diferencial total dr de este

parámetro con respecto a α, ν, η y ζB y se iguala con cero (debido a que este diferencial

es infinitamente pequeño);

dr =
∂r

∂ν
dν +

∂r

∂η
dη +

∂r

∂ζB
dζB +

∂r

∂α
dα = 0 (6.41)

esto es posible porque r esta incluido en las ecuaciones 6.38 - 6.40. Luego, escribiendo

6.41 en forma matricial

 dr

dr

dr

 =


∂r
∂f1

0 0

0 ∂r
∂f2

0

0 0 ∂r
∂f3




∂f1
∂ν

∂f1
∂η

∂f1
∂ζB

∂f1
∂α

∂f2
∂ν

∂f2
∂η

∂f2
∂ζB

∂f2
∂α

∂f3
∂ν

∂f3
∂η

∂f3
∂ζB

∂f3
∂α


︸ ︷︷ ︸

matriz Jacobiana


dν

dη

dζB

dα

 =

 0

0

0

 (6.42)
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la ecuación 6.42 se satisface cuando algún determinante menor de 3 × 3 de la matriz

Jacobiana es nulo, por ejemplo;

f4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂f1
∂ν

∂f1
∂η

∂f1
∂ζB

∂f2
∂ν

∂f2
∂η

∂f2
∂ζB

∂f3
∂ν

∂f3
∂η

∂f3
∂ζB

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0 (6.43)

y

f5 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂f1
∂α

∂f1
∂ν

∂f1
∂ζB

∂f2
∂α

∂f2
∂ν

∂f2
∂ζB

∂f3
∂α

∂f3
∂ν

∂f3
∂ζB

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0 (6.44)

las ecuaciones 6.38 - 6.40, 6.43 y 6.44 conforman un sistema algebraico no lineal de

5× 5, su desarrollo con lleva a una cantidad extensa de términos y su solución se realiza

numéricamente para las cinco variables α, ν, η, ζB y r, utilizando el método de Newton-

Raphson mediante el comando ”fsolve”del programa Maple-Soft para diferentes valores

de β definidos en el intervalo 0 < β ≤ 0.1. El intervalo definido para β considera que

la masa mA del absorbedor toma determinados valores sin exceder a una masa mayor al

10% con respecto a la masa total de la estructura. Las variables óptimas para minimizar

y producir la misma amplitud de vibración en los puntos resonantes de la FRF 6.25 se

muestran en la Tabla 6.1. Asimismo, en la Figura 6.5 se muestran los resultados gráficos

correspondientes a la Tabla 6.1 para β = 0.01, ...0.05.

84



Tabla 6.1: Variables α, ν, η, ζB óptimas y amplitud de vibración mı́nima hmin = Hamin

considerando valores constantes de β en el intervalo 0 < β ≤ 0.1.

Figura 6.5: Curvas de respuesta en frecuencia Hai (i = 1, ...5) del edificio SDOF conectado

al DVA tipo Frahm acoplado con TID utilizando la norma H∞.

En la Tabla 6.1, se puede apreciar que a medida que β crece, las variables α, ν y ζB

también aumentan, mientras que la variable η decrece. Asimismo, se esperaba el compor-

tamiento de hmin en la última columna, debido a que el elemento mA produce fuerzas

inerciales disminuyendo la amplitud de vibración a medida que β aumenta. Por otro lado,

en la Figura 6.5 el sub́ındice i = 1, ...5 corresponde al valor de β utilizado en la FRF. De
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esta manera, la función Ha1 corresponde al valor de β = 0.01, Ha2 −→ β = 0.02 y aśı

sucesivamente.

6.3. Optimización H2 aplicada en el edificio SDOF

conectado al DVA tipo Frahm acoplado con TID

La normaH2 es una medida de rendimiento normalmente utilizada cuando los sistemas

mecánicos estan sujetos a vibración estocástica. Esta medida de rendimiento, ha sido

aplicada por diversos investigadores para minimizar la varianza de desplazamiento σx
2 o

la enerǵıa total de vibración E[x2] de la respuesta de estos sistemas (Hu & Chen, 2015),

(Barredo et al., 2020), (Matteo et al., 2019), (Cheung &Wong, 2011), (Asami, Nishihara &

Baz, 2002). En este caso, se considera que la excitación ẍg(t) tiene una densidad espectral

de potencia S0 (con unidades de m2/(s3rad)), considerada constante en toda la gama de

frecuencias. A este caso también se le conoce como un proceso estocástico estacionario de

ruido blanco Gaussiano con media cero.

Esta medida de rendimiento se aplica en la FRF 6.24 definida en función de (j Ω) que

corresponde al DVA tipo Frahm acoplado con TID. Este sistema se muestra en la Figura

6.3, y su salida energética es definida como sigue;

Sxs(ω) =| Ha(ω) |2 S0

luego, la enerǵıa total de vibración se obtiene integrando la salida en toda la gama de

frecuencias

E[xs
2] =

∫ ∞

−∞
| Ha(ω) |2 S0 dω = S0ωs

∫ ∞

−∞
| Ha(Ω) |2 dΩ︸ ︷︷ ︸

FRF sin dimensión

(6.45)

por otro lado el ı́ndice de rendimiento H2 se define en (Asami et al.,2002) como sigue;

I =
E[xs

2]

2π S0 ωs

=|| Ha(Ω) ||22 (6.46)

el término 2πωs aparece en el denominador debido al uso de variables adimensionales.

Sustituyendo 6.45 en 6.46 se obtiene

I =
1

2π

∫ ∞

−∞
| Ha(Ω) |2 dΩ =|| Ha(Ω) ||22 (6.47)

.
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Por otro lado, la magnitud de la función de respuesta en frecuencia del sistema de la

Figura 6.3 se definió en la ecuación 6.25 en la Sección 6.1.2. Esta FRF se sustituye en la

ecuación 6.47. De esta manera resulta;

I =
1

2π

∫ ∞

−∞

Aa
2 +Ba

2

Ca
2 +Da

2 dΩ (6.48)

la función 6.48 también representa la varianza de desplazamiento σxs
2. Esta ecuación,

es complicada de integrar y puede resolverse mediante integración numérica por compu-

tadora. Sin embargo, considerando que el sistema propuesto en la Figura 6.3 es estable.

La norma de rendimiento H2, se puede calcular utilizando la siguiente ecuación (Hu &

Chen, 2015);

I =|| Ha(s) ||22=|| C (sI−A)−1B ||= CLCT

o bien

I = σxs

2 = CLCT (6.49)

donde Ha(s) = C (sI−A)−1B es la ecuación para obtener la función de transferencia en

términos de las matrices A, B y C, que son definidas en el análisis en espacio de estados.

Mientras que s es la variable de Laplace y L es la solución unica que satisface la ecuación

de Lyapunov definida como sigue:

AL+ LAT +BBT = 0 (6.50)

.

La función de transferencia H(s), en el dominio de Laplace en forma general es

H(s) =
bn−1s

n−1 + bn−2s
n−2 + · · ·+ b1s

1 + b0
sn + an−1sn−1 + · · ·+ a2s2 + a1s1 + a0

en el sistema propuesto simplificado sin el elemento mB n = 6. Entonces;

Ha(s) =
Xs(s)

Ẍg(s)
=

b5s
5 + b4s

4 + b3s
3 + b2s

2 + b1s+ b0
s6 + a5s5 + a4s4 + a3s3 + a2s2 + a1s1 + a0

(6.51)

donde

b5 = 0, b4 = −1, b3 = −2 η (α + 1)ζBωs, b2 = − [(α + 1)η2 + ν2(1 + β)]ωs
2,

b1 = −2 (1 + β)η ν2ζBωs
3, b0 = −η2ν2(1 + β)ωs

4, a5 = 2 η (α + 1)ζBωs,
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a4 = [(α + 1)η2 + 1 + ν2(1 + β)]ωs
2, a3 = 2 ζB [(αβ + β + 1)ν2 + α + 1] ηωs

3,

a2 = {[(αβ + β + 1)ν2 + α + 1] η2 + ν2}ωs
4, a1 = 2 η ν2ζBωs

5 y a0 = η2 ν2ωs
6.

La ecuación 6.51 se escribe en el dominio de Fourier y en forma adimensional reem-

plazando la variable s por iΩωs, obteniendo;

Ha(Ω) =
Xsω

2
s

Ẍg

=
b5(iΩ)

5 + b4(iΩ)
4 + b3(iΩ)

3 + b2(iΩ)
2 + b1(iΩ) + b0

(iΩ)6 + a5(iΩ)
5 + a4(iΩ)

4 + a3(iΩ)
3 + a2(iΩ)

2 + a1(iΩ) + a0

al hacerlo se vera que el factor ωs
n (n = 0, 1, ...6) desaparece de los coeficientes bi y ai

(i = 0, ...5). Los coeficientes bi y ai también se pueden obtener directamente de la FRF

definida en 6.24, ordenandola por factorización en términos de iΩ. Por otro lado, la forma

canónica controlable en espacio de estados de este sistema esta dada por:

ẋ = Ax+Bu

y = Cx

donde las matrices A, B y C se definen como sigue:

A =



0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

−a0 −a1 −a2 −a3 −a4 −a5


(6.52)

B =



0

0

0

0

0

1


(6.53)

C =
(

b0 b1 b2 b3 b4 b5

)
(6.54)

.

Para encontrar la matriz L se sustituyen las matrices 6.52 y 6.53 en la ecuación matri-

cial 6.50. La solución única que satisface esta ecuación es una matriz simétrica L de 6× 6

que tiene por elementos I1i (i = 1, ...6), I2i (i = 2, ...6), I3i (i = 3, ...6), I4i (i = 4, 5, 6),

I5i (i = 5, 6) e I66. Al desarrollar matricialmente la ecuación 6.50 resulta un sistema de

ecuaciones escalares lineales de 21 ecuaciones con 21 incógnitas, en el cual se encuentran
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los 21 elementos de L en función de las variables adimensionales β, α, ν, η y ζB definidas

en el conjunto 6.20.

Después de solucionar la ecuación de Liapunov, se calcula la norma de rendimiento

H2 definida en 6.49, de esta manera resulta;

I = σxs

2 (β, α, ν, η, ζB) = CLCT

considerando que la relación de masas β es una constante se obtiene;

σxs

2 (α, ν, η, ζB) = CLCT

sustituyendo las matrices C (6.54) y L (solución de la ecuación 6.50):

σxs

2 (α, ν, η, ζB) =
(

b0 b1 b2 b3 b4 b5

)


I11 I12 I13 I14 I15 I16

I12 I22 I23 I24 I25 I26

I13 I23 I33 I34 I35 I36

I14 I24 I34 I44 I45 I46

I15 I25 I35 I45 I55 I56

I16 I26 I36 I46 I56 I66





b0

b1

b2

b3

b4

b5


teniendo en cuenta que todos los elementos de las matrices C y L están en términos

de las variables adimensionales del conjunto C2 definido en 6.20 y desarrollando el pro-

cedimiento algebraico matricial, resulta la siguiente función escalar de cuatro variables

independientes considerando que β es constante:

σxs

2(α, ν, η, ζB) =
P1 + P2 + P3

4 η ν4 αβ ζB
(6.55)

P1 = {(1 + β)2 [1 + (α + 1)β]2 ν4 + [(α + 1)β2 + (−α− 1)β − 2] (1 + β)(α + 1)ν2

+(α + 1)2}η4

P2 = {4 (1 + β)2
[
(α ζB

2 + ζB
2 − α

4
− 1

2
)β + ζB

2 − 1
2

]
ν4

−8 (α ζB
2 + ζB

2 − α
4
− 1

2
)(1 + β)ν2 + 4 (α ζB

2 + ζB
2 − 1

2
)(α + 1)}η2

P3 = 1 + (1 + β)2ν4 + (−β − 2)ν2.

La ecuación 6.55 define la varianza de desplazamiento del edificio en función de las

variables adimensionales y se define como la función objetivo. Luego, se debe minimizar

esta función utilizando el criterio para funciones de más de una variable descrito en la

Sección 3.4, asumiendo que las primeras derivadas parciales de σxs
2 existen en sus extremos
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relativos incluyendo el mı́nimo absoluto (α0, ν0, η0, ζB0). Con base en esto, se formula el

siguiente sistema de ecuaciones no lineales:

∂σxs
2(α, ν, η, ζB)

∂α
= 0 (6.56)

∂σxs
2(α, ν, η, ζB)

∂ν
= 0 (6.57)

∂σxs
2(α, ν, η, ζB)

∂η
= 0 (6.58)

∂σxs
2(α, ν, η, ζB)

∂ζB
= 0 (6.59)

las ecuaciones 6.56 - 6.59 se solucionan numéricamente para las cuatro variables α,

ν, η y ζB, utilizando el método de Newton-Raphson mediante el comando ”fsolve”del

programa Maple-Soft para diferentes valores constantes de β en el intervalo 0 < β ≤ 0.1,

siempre y cuando el sistema sea convergente en los valores de β asignados. Al igual que en

la optimización H∞, el intervalo definido para β considera que la masa mA del absorbedor

toma determinados valores sin exceder a una masa mayor al 10% con respecto a la masa

total de la estructura. Las variables óptimas para minimizar la enerǵıa total de vibración

se muestran en la Tabla 6.2.

Tabla 6.2: Variables α, ν, η, ζB óptimas y varianza de desplazamiento mı́nima σ2
xs

consi-

derando valores constantes de β en el intervalo 0 < β ≤ 0.1.
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En la Tabla 6.2, se puede observar que a medida que β crece, las variables α, ν y ζB

también aumentan, mientras que la variable η decrece. Por otro lado, de manera análoga

al caso de la norma H∞, la varianza mı́nima de desplazamiento σxs
2 disminuye conforme

β aumenta.

Es importante notar que al minimizar la varianza de desplazamiento σxs
2 también se

minimiza la enerǵıa total de vibración E[x2
s], debido a que estas variables estan relacio-

nadas mediante el ı́ndice de rendimiento H2 en la ecuación 6.46. Cada uno de los valores

obtenidos de σxs
2 corresponden a un valor determinado de la enerǵıa mı́nima de vibración

de la estructura para cada valor asignado a β. Esta enerǵıa, se puede calcular mediante

la ecuación 6.46

I =
E[xs

2]

2π S0 ωs

= σxs

2

o bien

E[xs
2] = 2π S0 ωs σxs

2

.

Por otro lado, en la Figura 6.6 se muestran los resultados gráficos correspondientes a

las variables de la Tabla 6.2 para β = 0.01, ...0.05. Donde el sub́ındice i hace la misma

función que en la Figura 6.5.

Figura 6.6: Curvas de respuesta en frecuencia Hai (i = 1, ...5) del edificio SDOF conectado

al DVA tipo Frahm acoplado con TID utilizando la norma H2.
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6.4. Análisis comparativo de las variables óptimas del

DVA tipo Frahm acoplado con TID

Después de haber determinado las variables óptimas del dispositivo propuesto sin el

elemento mB (DVA tipo Frahm acoplado con TID), resulta importante comparar estos

resultados con los que podŕıan obtenerse a partir de la optimización de los parámetros

de otros dispositivos de control pasivo de vibraciones mecánicas reportados en la litera-

tura. En esta Sección, se acoplan otros dispositivos de control de vibración y sistemas de

amortiguamiento (denominados como redes mecánicas basadas en inersores) en el mismo

edificio con aislamiento en la base, aplicándoles tanto la norma H∞ como la norma H2.

Barredo et al. (2020), compararon el rendimiento dinámico de tres redes mecánicas

basadas en inersores distintas acopladas al DVA clásico. Estas redes mecánicas son las

siguientes: (1) El amortiguador inersor sintonizado conocido como TID, (2) el amortigua-

dor sintonizado con masa viscosa por sus siglas en el inglés conocido como TVMD y (3)

la conexión en serie de un amortiguador, un inersor y un resorte. En su investigación, de-

nominan a estas tres redes mecánicas como red mecánica C-4, C-6 y C-3 respectivamente.

Por otro lado, es importante notar que la eliminación de la masa mB en el dispositivo

propuesto, dio origen a la conexión en serie de un DVA tipo Frahm (masa mA y rigidez

kA) con un TID, al mismo tiempo que se conectan al edificio SDOF con aislamiento en la

base. Es por eso que unicamente se compara el rendimiento de las redes mecánicas C-6 y

C-3 con el del dispositivo propuesto sin el elemento mB.

6.4.1. Diseño óptimo del edificio SDOF con aislamiento en la base

conectado a diferentes dispositivos de absorción de vibraciones

mecánicas

Con fines de comparación de rendimiento dinámico, se muestran cuatro sistemas

mecánicos en donde se utilizan absorbedores de vibración dinámicos distintos conectados

al mismo edificio SDOF con aislamiento en la base. Adicionalmente, se añaden sus respec-

tivas ecuaciones de movimiento (obtenidas mediante la Formulación de Euler-Lagrange),

variables adimensionales, funciones de transferencia y resultados óptimos tanto en tablas

como graficamente utilizando los ı́ndices de rendimiento H∞ y H2.

1. Amortiguador sintonizado con masa viscosa (TVMD).

El primer dispositivo que sera acoplado al edificio SDOF contiene el TVMD, conectado

por un extremo al suelo (tierra mecánica) y por el otro al elemento inercial mA del

absorbedor de vibración dinámico más simple (DVA tipo Frahm). El TVMD propuesto

por Ikago, Saito & Inoue (2011), ha mostrado un buen rendimiento dinámico y ha sido

utilizado con frecuencia en la literatura para el control de vibraciones en estructuras
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mecánicas (Barredo et al, 2019), (Barredo et al, 2020). En este caso, se acopla en el

edificio de base aislada SDOF como se muestra en la Figura 6.7.

Figura 6.7: TVMD conectado entre el suelo y la masa mA utilizado para controlar la

vibración del edificio SDOF con aislamiento en la base.

Las ecuaciones de movimiento de este sistema de tres grados de libertad pueden ser

escritas como sigue:

(Mt +mA) ẍs +mA ẍA + Cs ẋs + ksxs + kB(xB + xs) = −(Mt +mA)ẍg

(mA + b) ẍA − b ẍB +mAẍs + CB (ẋA − ẋB) + kAxA = −mAẍg

b(ẍB − ẍA) + CB(ẋB − ẋA) + kB(xB + xs) = 0

las variables adimensionales utilizadas en la obtención de la función de respuesta en

frecuencia respectiva a este sistema son las mismas que las del conjunto 6.20. Esta función

es:

Hb =
Xsω

2
s

Ẍg

=
Nb4Ω

4 + iNb3Ω
3 +Nb2Ω

2 + iNb1Ω +Nb0

Db6Ω6 + iDb5Ω5 +Db4Ω4 + iDb3Ω3 +Db2Ω2 + iDb1Ω +Db0

(6.60)

donde

Nb4 = −1, Nb3 = 2 η ζB, Nb2 = (α + 1)η2 + ν2(1 + β),

Nb1 = −2 [α η2 + ν2(1 + β)] η ζB, Nb0 = −η2ν2(1 + β), Db6 = −1, Db5 = 2 η ζB,

Db4 = (α + 1)η2 + 1 + ν2(1 + β), Db3 = −2α η3ζB − 2 [1 + ν2(1 + β)] ζB η,

Db2 = [(−αβ − β − 1)ν2 − α− 1] η2 − ν2, Db1 = 2 η [α ζB (β ν2 + 1)η2 + ν2ζB],

y Db0 = η2 ν2.

El sub́ındice b se utiliza para hacer referencia al sistema acoplado con TVMD de la

Figura 6.7. La magnitud de la función 6.60 queda como:
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Hb =

√
Ab

2 +Bb
2

Cb
2 +Db

2 (6.61)

donde

Ab = Nb4Ω
4 +Nb2Ω

2 +Nb0, Bb = Nb3Ω
3 +Nb1Ω,

Cb = Db6Ω
6 +Db4Ω

4 +Db2Ω
2 +Db0 y Db = Db5Ω

5 +Db3Ω
3 +Db1Ω.

Los ı́ndices de rendimiento H∞ y H2 se aplican en las funciones de transferencia

6.60 y 6.61, obteniendo los resultados óptimos que se muestran en las Tablas 6.3 y 6.4

correspondientes a los ı́ndices H∞ y H2 respectivamente.

Tabla 6.3: Variables α, ν, η, ζB óptimas y amplitud de vibración mı́nima hmin = Hbmin

utilizando el TVMD y considerando valores constantes de β en el intervalo 0 < β ≤ 0.1.
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Tabla 6.4: Variables α, ν, η, ζB óptimas y varianza de desplazamiento mı́nima σ2
xs

utili-

zando el TVMD y considerando valores constantes de β en el intervalo 0 < β ≤ 0.1.

Los resultados gráficos correspondientes a la Tabla 6.3 se muestran en las funciones

de la Figura 6.8 utilizando los valores fijos de β; 0.01, ...0.05.

Figura 6.8: Curvas de respuesta en frecuencia Hbi (i = 1, ...5) del edificio SDOF al acoplar

el TVMD utilizando la norma H∞.

Asimismo, las curvas de respuesta en frecuencia correspondientes a la Tabla 6.4 son

las que se muestran en la Figura 6.9. El uso del sub́ındice i en las gráficas 6.8 y 6.9 hace

la misma función que en la Figura 6.5.
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Figura 6.9: Curvas de respuesta en frecuencia Hbi (i = 1, ...5) del edificio SDOF al acoplar

el TVMD utilizando la norma H2.

2. Red mecánica en serie: amortiguador - inersor - resorte.

A continuación se muestran los resultados de las funciones de respuesta en frecuencia

obtenidas al acoplar el edificio SDOF con aislamiento en la base con la red mecánica en

serie de un amortiguador, un inersor y un resorte. Esta red mecánica se denomina como

red mecánica C-3 en (Barredo et al, 2019). El sistema global conectado al edificio SDOF

es de cuatro grados de libertad y queda como el que se muestra en la Figura 6.10.

Figura 6.10: Red mecánica en serie amortiguador-inersor-resorte conectada entre el suelo

y la masa mA para controlar la vibración del edificio SDOF con aislamiento en la base.

El modelo matemático de este sistema está dado por el siguiente conjunto de ecuacio-

nes:

(Mt +mA) ẍs +mA ẍA + Cs ẋs + CB(ẋC + ẋs) + ksxs = −(Mt +mA)ẍg

mA ẍA +mAẍs + kA xA + kB(xA − xB) = −mAẍg
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b(ẍB − ẍC) + kB(xB − xA) = 0

b(ẍC − ẍB) + CB(ẋC + ẋs) = 0

las variables adimensionales utilizadas en este sistema son las mismas que se muestran

en el conjunto de ecuaciones 6.20 y su función de transferencia es:

Hc =
Xsω

2
s

Ẍg

=
iNc4Ω

4 +Nc3Ω
3 + iNc2Ω

2 +Nc1Ω + iNc0

iDc6Ω6 +Dc5Ω5 + iDc4Ω4 +Dc3Ω3 + iDc2Ω2 +Dc1Ω + iDc0

(6.62)

donde

Nc4 = 2 ζB, Nc3 = η, Nc2 = −2 [(α + 1)η2 + ν2(1 + β)] ζB, Nc1 = −ν2η (1 + β),

Nc0 = 2 (1 + β)η2ν2ζB, Dc6 = 2 ζB, Dc5 = η,

Dc4 = [(−2α− 2)η2 − 2 + (−2 β − 2 )ν2] ζB, Dc3 = −η [1 + ν2(1 + β)],

Dc2 = {[(2 + (2α + 2)β) ν2 + 2α + 2] η2 + 2ν2} ζB, Dc1 = ν2η,

y Dc0 = −2 η2ν2ζB.

El sub́ındice c se utiliza para hacer referencia al sistema acoplado con la red mecánica

de la Figura 6.10. La magnitud de la función 6.62 queda como sigue:

Hc =

√
Ac

2 +Bc
2

Cc
2 +Dc

2 (6.63)

donde

Ac = Nc3Ω
3 +Nc1Ω, Bc = Nc4Ω

4 +Nc2Ω
2 +Nc0,

Cc = Dc5Ω
5 +Dc3Ω

3 +Dc1Ω y Dc = Dc6Ω
6 +Dc4Ω

4 +Dc2Ω
2 +Dc0.

Las ı́ndices de rendimiento H∞ y H2 se aplican en las funciones de transferencia

6.62 y 6.63, obteniendo los resultados óptimos que se muestran en las Tablas 6.5 y 6.6

correspondientes a los ı́ndices H∞ y H2 respectivamente.
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Tabla 6.5: Variables α, ν, η, ζB óptimas y amplitud de vibración mı́nima hmin = Hcmin

utilizando la conexión en serie amortiguador-inersor-resorte y considerando valores cons-

tantes de β en el intervalo 0 < β ≤ 0.1.

Tabla 6.6: Variables α, ν, η, ζB óptimas y varianza de desplazamiento mı́nima σ2
xs

utili-

zando la conexión en serie amortiguador-inersor-resorte y considerando valores constantes

de β en el intervalo 0 < β ≤ 0.1.
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Las FRFs correspondientes a la Tabla 6.5 se muestran en las curvas de la Figura 6.11

utilizando los valores fijos de β = 0.01, ...0.05.

Figura 6.11: Curvas de respuesta en frecuenciaHci (i = 1, ...5) del edificio SDOF al acoplar

la red mecánica en serie amortiguador-inersor-resorte utilizando la norma H∞.

Asimismo, las curvas de respuesta en frecuencia correspondientes a la Tabla 6.6 son

las que se muestran en la Figura 6.12. El sub́ındice i en las Figuras 6.11 y 6.12 hace la

misma función que en el caso de la Figura 6.5.

Figura 6.12: Curvas de respuesta en frecuenciaHci (i = 1, ...5) del edificio SDOF al acoplar

la red mecánica en serie amortiguador-inersor-resorte utilizando la norma H2.
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3. Absorbedor de vibración dinámico clásico.

El absorbedor de vibración dinámico clásico consta de la adición de un amortiguador de

fluido viscoso en el absorbedor tipo Frahm. El DVA clásico ha sido estudiado extensamente

en la literatura y es de los dispositivos de control de vibración pasivo más simples de

optimizar. En este trabajo se conecta al edificio SDOF de base aislada como se muestra

en la Figura 6.13.

Figura 6.13: Absorbedor dinámico de vibración clásico utilizado para controlar los niveles

de vibración del edificio SDOF con aislamiento en la base.

El modelo matemático de este sistema de dos grados de libertad esta dado por las

siguientes ecuaciones:

(Mt +mA) ẍs +mA ẍA + Cs ẋs + ksxs = −(Mt +mA)ẍg

mA ẍA +mAẍs + CA ẋA + kA xA = −mAẍg

las variables adimensionales utilizadas en este sistema son: β = mA

Mt
, ν = ωA

ωs
, ζA =

CA

2mAωA
y ζs =

Cs

2Mtωs
. Por otro lado, la FRF de este sistema es:

Hd =
Xsω

2
s

Ẍg

=
Nd2Ω

2 + iNd1Ω +Nd0

Dd4Ω4 + iDd3Ω3 +Dd2Ω2 + iDd1Ω +Dd0

(6.64)

donde

Nd2 = −1, Nd1 = 2β νζA + 2ν ζA, Nd0 = ν2β + ν2, Dd4 = −1,

Dd3 = 2β νζA + 2ν ζA, Dd2 = β ν2 + ν2 + 1, Dd1 = −2νζA, y Dd0 = −ν2.

Las variables adimensionales óptimas se obtinen al aplicar el ı́ndice de rendimiento H2

en la función 6.64 y se muestran en la Tabla 6.7. Estas variables se obtuvieron a partir

de las soluciones anaĺıticas óptimas calculadas y definidas en las ecuaciones 6.65 y 6.66.

ν(β) =

√
4− 2β

2(β + 1)
(6.65)
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ζA(β) =

√
2

4

√
β(β − 4)

(β + 1)(β − 2)
(6.66)

Tabla 6.7: Variables ν y ζA óptimas y varianza de desplazamiento mı́nima σ2
xs

utilizando

el DVA clásico y considerando valores constantes de β en el intervalo (0, 0.1].

Las FRFs correspondientes a la Tabla 6.7 para los valores de β = 0.01, ...0.05 se

muestran en la Figura 6.14, recordando que el sub́ındice i hace la misma función que en

el caso de la Figura 6.5.

Figura 6.14: Curvas de respuesta en frecuenciaHdi (i = 1, ...5) del edificio SDOF al utilizar

el DVA clásico y la norma H2.
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4. Amortiguador de masa sintonizada con inersor (TMDI).

El TMDI ha sido estudiado por diversos investigadores, y su rendimiento dinámico ha

sido notable en el control pasivo de vibraciones mecánicas de diversos sistemas mecánicos.

Entre estos sistemas, se encuentran los edificios altos de sección transversal regular con

o sin aislamiento en la base. El TMDI se origina al adicionar un inersor conectado entre

la masa f́ısica del DVA clásico y la tierra mecánica. En este trabajo no se optimizan los

parámetros de este dispositivo, debido a que este caso fue estudiado recientemente por

Matteo et al. (2019). Es por eso que en la Figura 6.15 se muestra unicamente el TMDI

acoplado en el edificio SDOF con base aislada, el modelado matemático y los resultados

óptimos obtenidos al utilizar las soluciones anaĺıticas óptimas calculadas por Matteo et

al. (2019).

Figura 6.15: Amortiguador de masa sintonizada con inersor utilizado para controlar los

niveles de vibración del edificio SDOF con aislamiento en la base.

El modelo matemático de este sistema de dos grados de libertad esta dado por las

siguientes ecuaciones:

(Mt +mA + b)ẍs + (mA + b)ẍA + Csẋs + ksxs = −(Mt +mA)ẍg

(mA + b)ẍs + (mA + b)ẍA + CAẋA + kAxA = −mAẍg

las variables adimensionales utilizadas en este sistema son por definición, las mismas

que se utilizan en (Matteo et al, 2019) pero denotadas con letras del alfabeto griego

distintas. Estas variables se definen como sigue: β = mA

Mt
, α = b

Mt
, ν = ωA

ωs
, ζA = CA

2(mA+b)ωA

y ζs =
Cs

2Mtωs
. Por otro lado, la FRF de este sistema es:

He =
Xsω

2
s

Ẍg

=
Ne2Ω

2 + iNe1Ω +Ne0

De4Ω4 + iDe3Ω3 +De2Ω2 + iDe1Ω +De0

(6.67)

donde

Ne2 = 1, Ne1 = −2ν ζA(1 + β), Ne0 = −ν2(1 + β), De4 = 1,

De3 = −2ζA ν(1+β+α), De2 = −1+(−β−α−1)ν2, De1 = 2νζA, y De0 = ν2.
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Al igual que en el caso del DVA clásico unicamente se calculan las variables óptimas

utilizando el ı́ndice de rendimiento H2. En la Tabla 6.8, se muestran las variables ν y ζA

óptimas obtenidas a partir de las soluciones anaĺıticas definidas en las ecuaciones 6.68 y

6.69 calculadas por Matteo et al. (2019).

ν(β, α) =
1

2

√
2√

(1 + β)(1 + β + α)2

2 + α + β(1− α− β)

(6.68)

ζA(β, α) =
1

2

√
2 +

1

β + α
+

5 + 4α + 5β

α(β − 3) + (β − 4)(1 + β)

(6.69)

Tabla 6.8: Variables ν y ζA óptimas y varianza de desplazamiento mı́nima σ2
xs

utilizando

el TMDI y considerando valores de β en el intervalo (0, 0.1] y de α en el intervalo (0,0.04].

En la Tabla 6.8, las variables adimensionales β y α fueron tratadas como constantes

durante la formulación H2. Luego, al encontrar las soluciones anaĺıticas ν(β, α) y ζA(β, α)

fungen como variables independientes. Por otro lado, el DVA tipo Frahm acoplado con

TID es optimizado considerando a β como una constante en la formulación H2. Es por

eso que para hacer una comparación válida con respecto al TMDI, los valores de α = b
Mt

de la segunda columna de la Tabla 6.8 se seleccionaron de manera que fueran equivalentes

a los valores óptimos de α = b
mA

en la segunda columna de la Tabla 6.2. Esto se consigue

escribiendo la relación de inertancia del DVA tipo Frahm acoplado con TID como:

α1 =
b

mA

y la relación de inertancia del TMDI como

α2 =
b

Mt
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despejando b de ambas relaciones e igualando

α1mA = α2Mt

resolviendo para α2

α2 = α1 ·
mA

Mt

considerando que mA

Mt
es igual a β tanto en el caso del DVA tipo Frahm acoplado con TID

como en el del TMDI:

α2 = α1β (6.70)

La ecuación 6.70 es útil para encontrar valores numéricos de inertancia del TMDI pro-

porcionales a los valores óptimos de inertancia del DVA tipo Frahm acoplado con TID. Si

bien, estos valores encontrados no son los óptimos para el TMDI, por lo menos propor-

cionan una comparación válida con respecto al dispositivo propuesto en este trabajo. Por

ejemplo, la inertancia del TMDI para β = 0.04 es; α2 = (0.102111)(0.04) = 0.004084.

Las FRFs correspondientes a la Tabla 6.8 para los valores de β = 0.01, ...0.05 se

muestran en la Figura 6.16, donde el sub́ındice i hace la misma función que en el caso de

la Figura 6.5.

Figura 6.16: Curvas de respuesta en frecuenciaHei (i = 1, ...5) del edificio SDOF al utilizar

el TMDI y la norma H2.

6.4.2. Comparación de las curvas de respuesta en frecuencia ópti-

mas de los diferentes dispositivos de absorción de vibración

Después de haber determinado las variables óptimas del DVA tipo Frahm acoplado

con TID, y de otros dispositivos y redes mecánicas reportados en la literatura que mi-

nimizan tanto la amplitud de vibración en las frecuencias resonantes como la enerǵıa
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total de vibración del edificio SDOF con aislamiento en la base. Es posible hacer com-

paraciones con las curvas de respuesta en frecuencia respectivas a los sistemas de las

Figuras 6.3, 6.7, 6.10, 6.13 y 6.15. Las curvas óptimas con la menor amplitud de vibración

posible en las frecuencias resonantes obtenidas al utilizar el DVA tipo Frahm acoplado

con TID (dispositivo propuesto sin mB), al acoplar el TVMD y la red mecánica en serie

amortiguador-inersor-resorte en el edificio SDOF con aislamiento en la base, se muestran

en la Figura 6.17. Asimismo, en la Figura 6.18 se muestran estas mismas curvas con una

ampliación centrada en la amplitud de los puntos resonantes.

Figura 6.17: FRFs Hi (i = a5, b5, c5) del edificio SDOF utilizando la norma H∞. Curva

verde: DVA tipo Frahm acoplado con TID. Curva azul: Utilizando el TVMD. Curva roja:

Utilizando la red mecánica en serie amortiguador-inersor-resorte.

Figura 6.18: Acercamiento visual de las FRFs Hi (i = a5, b5, c5) del edificio SDOF utili-

zando la norma H∞.

Por otro lado, las curvas que se originan a partir de la optimización de los parámetros
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de los dispositivos de las Figuras 6.3, 6.7, 6.10, 6.13 y 6.15 para minimizar la enerǵıa total

de vibración de la estructura principal son las que se muestran en la Figura 6.19 para un

valor espećıfico β = 0.05. Además, si se generan las FRFs correspondientes a cada uno

de los valores de β mostrados en las Tablas 6.2, 6.4, 6.6, 6.7 y 6.8 se podrá ver que en

todos los casos, la curva más plana y que muestra menores amplitudes de vibración son

las producidas por el DVA - TID propuesto en este trabajo (Figura 6.3).

Figura 6.19: FRFs Hi (i = a5, b5, c5, d5, e5) del edificio SDOF utilizando la norma H2.

Curva verde: DVA-TID. Curva azul: TVMD. Curva roja: Amortiguador-inersor-resorte.

Curva amarilla: DVA clásico. Curva morada: TMDI.

Adicionalmente, en la Figura 6.20 se muestran las funciones de respuesta en frecuencia

al utilizar los mismos dispositivos y la norma H2 en el edificio SDOF, pero ahora para un

valor de β = 0.1.

Figura 6.20: FRFs Hi (i = a10, b10, c10, d10, e10) del edificio SDOF utilizando la nor-

ma H2. Curva verde: DVA-TID. Curva azul: TVMD. Curva roja: Amortiguador-inersor-

resorte. Curva amarilla: DVA clásico. Curva morada: TMDI.

106



En la Figura 6.20, se puede ver que que el ancho de banda de frecuencias del DVA

tipo Frahm acoplado con TID y de los DVAs conectados con el TVMD y la red mecáni-

ca amortiguador-inersor-resorte son aproximadamente iguales. No obstante, la curva más

plana se genera al utilizar el dispositivo propuesto en este trabajo. Por otro lado, el com-

portamiento dinámico del DVA clásico y del TMDI es semejante. Sin embargo, debido al

efecto del inersor, el TMDI muestra ser más eficiente que el DVA clásico, sobre todo cuan-

do se incrementan los niveles de inertancia. También es posible ver que el acoplamiento

de la red mecánica en serie amortiguador-inersor-resorte en el edificio SDOF, genera un

comportamiento bastante aproximado al del dispositivo propuesto. Podŕıa decirse, que

de acuerdo con los resultados gráficos de las Figuras 6.17, 6.19 y 6.20, muestra un buen

rendimiento dinámico pero no superior al del dispositivo propuesto al emplear tanto la

norma H∞ como la norma H2.

Con base en estos resultados, se puede decir que el DVA tipo Frahm acoplado con TID

puede disminuir eficientemente la amplitud de vibración de un edificio SDOF con aisla-

miento en la base sujeto a excitación estocástica o armónica. Por lo tanto, su rendimiento

dinámico evaluado en el dominio de la frecuencia es superior al del TMDI, dispositivo que

ha sido implementado frecuentemente en el control pasivo de vibraciones en este tipo de

estructuras mecánicas (De Domenico & Ricciardi, 2018).

Por otro lado, la diferencia de la varianza de desplazamiento mı́nima de la estructura

al utilizar el DVA-TID propuesto, con respecto a la varianza de desplazamiento mı́nima

de la estructura al acoplar los otros cuatro dispositivos tomados de la literatura, son

del 3.766%, 1.748%, 18.854% y del 11.198% frente al acoplamiento de la red mecánica

TVMD, de la red mecánica amortiguador-inersor-resorte, el uso del DVA clásico y del

TMDI respectivamente. No debe perderse de vista que estos resultados fueron obtenidos

al aplicar el ı́ndice de rendimiento H2 utilizando una densidad espectral de potencia de

ruido blanco Gaussiano S0.
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Caṕıtulo 7

Análisis estocástico y respuesta en el

dominio del tiempo

En este apartado, se hace un análisis del comportamiento de las señales śısmicas y luego

se generan artificialmente mediante Matlab. Estas señales se generan partiendo de que su

comportamiento es estocástico y como tal, se considera que cuaquier fenómeno de este

tipo posee una función de densidad de probabilidad y sus respectivos valores de media

y varianza como se muestra en (Clough & Penzien, 2003). Asimismo, la señal śısmica

generada en este trabajo, es utilizada para conocer su influencia al excitar al edifico

SDOF acelerándolo desde la base aislada. Para lograrlo, se define matemáticamente el

comportamiento estocástico de estas señales. Luego, se obtiene la respuesta del edificio

SDOF de base aislada sujeto a aceleración śısmica generando simulaciones numéricas en

el dominio del tiempo, primero desconectándolo del DVA tipo Frahm acoplado con TID

y de cualquier dispositivo de absorción de vibración. Después, conectándolo al DVA tipo

Frahm acoplado con TID y a cada uno de los dispositivos estudiados en el dominio de

la frecuencia en la Sección 6.4.1. Para realizar estas simulaciones se utilizan las variables

óptimas obtenidas a partir de los ı́ndices de rendimieno H∞ y H2, sin perder de vista

que al utilizar una excitación śısmica las variables más adecuadas para utilizar en estas

simulaciones, de acuerdo con la literatura, son las que se obtuvieron a partir de la norma

H2 (Hu & Chen, 2015), (Cheung & Wong, 2011), (Asami et al., 2002) y otros.

7.1. Caracteŕısticas de la señal śısmica estocástica

Los procesos estocásticos tienen un comportamiento no definido, es por eso que son de-

finidos como procesos no deterministas. En esta Sección, se muestra el proceso estocástico

definido por una señal śısmica, que a lo largo del trabajo se ha denotado como ẍg(t) en el

dominio del tiempo y como Ẍg en el dominio de la frecuencia. Esta señal śısmica tambien

se puede ver como la aceleración horizontal del suelo no definida que vaŕıa en función
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del tiempo, y como tal, posee una función de densidad de probabilidad, un valor medio,

una media cuadrática, una varianza y una desviación estándar. Estas cuatro medidas de

tendencia central y de dispersión se definen en las ecuaciones 7.2 - 7.5, fueron tomadas

de (Clough & Penzien, 2003) y son válidas para un proceso estocástico p, en función de

la única variable aleatoria x.

P (x) =

∫ x

−∞
p(u)du (7.1)

x =

∫ ∞

−∞
xP (x)dx (7.2)

x2 =

∫ ∞

−∞
x2P (x)dx (7.3)

σx
2 = (x− x)2 =

∫ ∞

−∞
(x− x)2P (x)dx (7.4)

σx =

√∫ ∞

−∞
(x− x)2P (x)dx (7.5)

.

Las ecuaciones 7.1, 7.2, 7.3, 7.4 y 7.5 representan la función de densidad de proba-

bilidad, el valor medio, la media cuadrática, la varianza y la desviación estándar respec-

tivamente. En la función 7.1, se utiliza la variable u para no duplicar la variable x en

el integrando y en el ĺımite superior. Sin embargo, de manera general la expresión p(u)

representa un proceso o función estocástica arbitraria denotada como p(x). Estas medidas

estad́ısticas de procesos estocásticos de una variable aleatoria son las mismas propiedades

que posee la señal śısmica ẍg(t).

Todas las señales que representan fenómenos f́ısicos poseen una densidad espectral

de potencia, conocida como PSD por sus siglas en el inglés, que suele caracterizar su

comportamiento en cuanto a amplitud y peŕıodo. En el caso de una señal śısmica, este

espectro de potencia depende de las propiedades de frecuencia y amortiguamiento del suelo

en el que ocurre el evento śısmico y vaŕıa con respecto a las componentes frecuenciales de

la misma señal. Es por eso que antes de mostrar la señal ẍg(t), se muestra y caracteŕıza

la función PSD que contiene la señal utilizada en este trabajo. Las PSDs utilizadas en

este tipo de trabajos se obtienen del promedio sobre una serie de terremotos normalizados

y suavizados (Buchholdt & Nejad, 2012). Por otro lado, Kanai (1957) y Tajimi (1960),

propusieron la siguiente formulación para espectros de potencia suavizados en función de

la aceleración máxima esperada, aśı como del amortiguamiento y frecuencia natural del

suelo (Buchholdt & Nejad, 2012). Esta formulación es:
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Sf (ω) =
ωg

4 + 4ζg
2 ωg

2ω2

(ωg
2 − ω2)2 + 4ζg

2 ωg
2ω2

S0 (7.6)

donde

S0 =
0.141 ζg ẍ

2
gmax

ωg

√
1 + 4 ζg

2
(7.7)

en la ecuación 7.6 ζg y ωg representan la relación de amortiguamiento y frecuencia

natural del suelo respectivamente, mientras que en la ecuación 7.7 ẍgmax es la aceleración

máxima del suelo. Sin embargo, para valores muy bajos de ω en la ecuación 7.6, se

producen valores demasido altos del espectro Sf (ω), y en consecuencia en la aceleración

del suelo ẍg, esto puede demostrarse anaĺıticamente calculando el ĺımite ĺımω−→0 Sf (ω)

en la ecuación 7.6. Es por eso que Clough y Penzien (1975) propusieron la siguiente

modificación en la función 7.6 (Buchholdt & Nejad, 2012):

Sf (ω) =
ωg

4 + 4ζg
2 ωg

2ω2

(ωg
2 − ω2)2 + 4ζg

2 ωg
2ω2
· ω4

(ωf
2 − ω2)2 + 4ζf

2 ωf
2ω2
· S0 (7.8)

En la función 7.8 los términos ωf y ζf representan la frecuencia natural y la relación

de amortiguamiento del proceso de filtrado de paso alto respectivamente. Los valores de

estos parámetros se asignan dependiendo del tipo de espectro que desee generarse. En la

Tabla 7.1 se muestran los valores normalmente asignados a estos parámetros. La ecuación

7.8, es conocida como una función de densidad espectral de potencia de ruido no blanco

y ha sido utilizada por diversos investigadores con la finalidad de analizar la respuesta en

el dominio de tiempo de diferentes estructuras sujetas a excitaciones de ruido no blanco

(Zuo, Bi, Hao & Ma, 2021), (Liang, Li & Zhang, 2021), (Matteo et al., 2019) entre otros.

Tabla 7.1: Parámetros de frecuencia y relación de amortiguamiento del suelo (Zuo et al.,

2021) y (Liang et al., 2021).

La información mostrada en la Tabla 7.1 ha sido utilizada por varios investigadores.

Asimismo, Liang et al. (2021), reporta la misma información de la Tabla 7.1 y muestra el

valor de ẍgmax cuya magnitud es igual a 0.2g donde g es la aceleración de la gravedad. A

continuación se muestran las gráficas de las funciones PSDs utilizando las caracteŕısticas

de los tres tipos de suelo y el valor de 0.2g (ver Figura 7.1).
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Figura 7.1: Funciones de densidad espectral de potencia de ruido no blanco de diferentes

tipos de suelo.

Después de haber definido el espectro de frecuencias śısmico de ruido no blanco, se

define la señal śısmica en el dominio del tiempo. Por otro lado, debido a que la ampli-

tud media, varianza y frecuencias de un evento śısmico vaŕıan con el tiempo, los sismos

y terremotos son considerados procesos estocásticos no estacionarios. Sin embargo, si el

proceso śısmico se discretiza en N segmentos suficientemente pequeños, puede conside-

rarse aproximadamente estacionario (Buchholdt & Nejad, 2012). Cada segmento puede

ser representado como una señal cosenoidal con amplitud, frecuencia y ángulo de fase no

definido. Matemáticamente una señal estocástica puede representarse como la suma de

sus diferentes componentes armónicos correspondientes a cada componente frecuencial de

la señal como se muestra en la ecuación 7.9.

ẍg(t) =
N−1∑
n=0

Ancos(ωn t+ ϕn) (7.9)

la ecuación 7.9 se define en (Shinozuka & Deodatis, 1991) y en (Buchholdt & Nejad,

2012), y representa una señal estocástica que puede ser utilizada para simular un evento

śısmico si se considera que su amplitud An y frecuencias ωn están relacionadas con la

función PSD mostrada en la ecuacion 7.8. De acuerdo con Shinozuka & Deodatis (1991),

la ecuación 7.8 y 7.9 se relacionan considerando que:

An =
√
2
√

2Sf (ωn)△ ω

entonces
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ẍg(t) =
√
2
N−1∑
n=0

√
2Sf (ωn)△ ωcos(ωn t+ ϕn) (7.10)

donde: ωn = n △ ω, △ω = ωc

N
, ωc es la frecuencia de corte de magnitud superior a

las del espectro dado en 7.8, utilizada para que Sf (ω) ≈ 0, normalmente se le asigna

el valor de ωc = 100π rad
s
. N es el número de componentes de frecuencia de la señal

que se consideran dentro de la simulación. La simulación más real se obtiene Cuando N

es suficientemente grande (N → ∞). En este caso, se utiliza un valor de N = 10000.

Finalmente, el ángulo de fase aleatorio ϕn cuya función de densidad de probabilidad es

P (ϕ) = 1
2π

toma valores aleatorios uniformemente distribuidos en el intervalo 0 ≤ ϕ ≤ 2π.

Adicionalmente, deben considerarse las siguientes caracteŕısticas de la señal 7.10, que se

muestran en las ecuaciones 7.11, 7.12 y 7.13:

A0 = 0 −→ Sf (ω0) = 0 (7.11)

T =
2π

△ω
(7.12)

△t ≤ 2π

2ωc

(7.13)

la ecuación 7.11 muestra que la amplitud A0 debe ser forzosamente igual a cero,

mientras que las ecuaciones 7.12 y 7.13 sirven para obtener el periodo T y el incremento

de tiempo de la simulación de la señal (Shinozuka & Deodatis, 1991). Considerando esta

información se encuentra que △ω =
ωc

N
=

π

100
, mientras que:

ωn =
n

N
ωc =

n

10000
(100π)rad/s =

π

100
n (7.14)

.

Reemplazando 7.14 por ω en la ecuación 7.8 se obtiene la densidad espectral de po-

tencia discretizada Sf = Sf (ωn) para n = 0, 1, 2, ...9999, que al tener un comportamiento

discreto puede ser denotada como Sfn(ωn). Al hacer esta sustitución, puede verse que la

condición dada en 7.11 se cumple al calcular Sf0(ω0). Por otro lado, utilizando la ecuación

7.12 se encuentra que el periodo fundamental de esta señal es T = 200s, mientras que

△t = 0.01 al utilizar la ecuación 7.13. Finalmente, sustituyendo el valor de N y △ω en

7.10, y la expresión 7.14 en la ecuación 7.8, se obtiene la ecuación 7.15.

ẍg(t) =
√
2

9999∑
n=0

√
π

50
Sfn (ωn)cos (ωn t+ ϕn) (7.15)

La ecuación 7.15 es utilizada como excitación de aceleración en este trabajo, y repre-

senta un proceso śısmico estocástico de ruido no blanco aproximadamente estacionario
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con media aproximadamente igual a cero. El acelerograma correspondiente a la ecuación

7.15 considerando las caracteŕısticas de amortiguamiento y frecuencia natural del suelo

medio, se muestra en la Figura 7.2.

Figura 7.2: Vibración estocástica con densidad espectral de potencia śısmica y media

aproximadamente igual a cero.

7.1.1 Vibración estocástica de ruido blanco Gaussiano

Un caso particular de la señal śısmica estocástica de ruido no blanco como la que

se muestra en la ecuación 7.10, se obtiene al considerar que la densidad espectral de

potencia de la ecuación 7.8 es constante, esto se logra suponiendo que los primeros dos

factores de esta expresión referidos a las caracteŕısticas del suelo y al proceso de filtrado

son aproximadamente iguales a la unidad, de esta manera se obtiene Sf (ω) = S0. En otras

palabras, se asume que la densidad espectral de potencia de la señal śısmica estocástica

definida en 7.10 es constante en toda la gama de frecuencias de excitación. A este proceso

se le conoce como vibración estocástica estacionaria de ruido blanco Gaussiano con media

cero. De hecho, esta consideración se llevó acabo durante el proceso de optimización al

aplicar la norma H2 en el sistema de la Figura 6.3. Es por eso que los resultados más

exactos en el dominio del tiempo se obtienen al considerar la excitación estocástica de

ruido blanco Gaussiano que se muestra en la ecuación 7.16;

ẍg(t) =
√
2

9999∑
n=0

√
π

50
S0cos(ωn t+ ϕn) (7.16)

donde S0 se define en la ecuación 7.7 y ωn en la ecuación 7.14. La ecuación 7.16, se

obtuvo considerando la misma frecuencia de corte ωc y la misma cantidad N de funciones

muestra que en el caso de la ecuación 7.15. Por otro lado, debido a que la función PSD
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definida en 7.8 proporciona variaciones pequeñas en el dominio de la frecuencia principal-

mente en el caso del suelo medio y firme, es válido utilizar la señal estocástica definida

en la ecuación 7.16 como la excitación del edificio SDOF. Más adelante, se muestran y

comparan las respuestas en el dominio del tiempo del edificio SDOF sujeto tanto a excita-

ción śısmica estocástica de ruido no blanco, como a excitación estocástica de ruido blanco

Gaussiano. En la Figura 7.3, se muestra el acelerograma correspondiente a la ecuación

7.16.

Figura 7.3: Vibración estocástica de ruido blanco Gaussiano con densidad espectral de

potencia constante y media igual a cero.

A diferencia de la ecuación 7.16, si se utiliza la ecuación 7.15 como la aceleración

śısmica de excitación, puede obtenerse la respuesta en el tiempo del edificio SDOF consi-

derando los tres tipos de suelo y las tres caracteŕısticas del proceso de filtrado definidos en

la Tabla 7.1. Por otro lado, el comportamiento de la aceleración en la gráfica de la Figura

7.3, se debe a que la función PSD es S0 y por lo tanto sus amplitudes no vaŕıan conforme

a las componentes de frecuencia de la señal. Mientras que en el caso de la Figura 7.2, las

amplitudes de vibración vaŕıan conforme la función PSD (ecuación 7.8) cambia al tomar

diferentes valores de frecuencias.

La función PSD 7.8 pudo haber sido considerada en la optimización H2. Sin embargo,

esto implicaŕıa minimizar la enerǵıa total de vibración de la estructura considerando la

ecuación 6.45 de la Sección 6.3

E[xs
2] =

∫ ∞

−∞
| Ha(ω) |2 Sf dω

reemplazando el espectro śısmico de la ecuación 7.8
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E[xs
2] =

∫ ∞

−∞
| Ha(ω) |2

ωg
4 + 4ζg

2 ωg
2ω2

(ωg
2 − ω2)2 + 4ζg

2 ωg
2ω2

ω4

(ωf
2 − ω2)2 + 4ζf

2 ωf
2ω2

S0 dω (7.17)

se puede ver que la integral 7.17 podŕıa ser resuelta computacionalmente mediante

integración numérica, lo cuál es un proceso matemático complicado. Sin embargo, en

las simulaciones realizadas en el dominio del tiempo, se verá que el uso de las variables

óptimas de la norma H2 considerando el espectro de ruido banco Gaussiano S0 es una

formulación suficiente para reducir la varianza de desplazamiento de la estructura.

7.2. Respuesta en el dominio del tiempo del edificio

SDOF aislado en la base sujeto a excitación śısmica

En esta sección se obtiene numéricamente la respuesta del edificio SDOF de base

aislada en el dominio del tiempo, utilizando el DVA tipo Frahm acoplado con TID pro-

puesto en este trabajo. Después, utilizando los dispositivos y redes mecánicas mostradas

en la Sección 6.4.1. Para lograrlo, se utiliza el modelo dinámico definido en las ecuaciones

6.17 - 6.19 obtenido en la Sección 6.1.2 y la excitación śısmica estocástica definida en

la ecuación 7.15. De esta manera se obtienen las siguientes ecuaciones diferenciales de

movimiento sujetas a excitación de ruido no blanco:

(Mt+mA+ b)ẍs+mAẍA+ bẍB +Csẋs+ ksxs = −(Mt+mA)
√
2

9999∑
n=0

√
π

50
Sfn(ωn) (7.18)

cos(ωn t+ ϕn)

mA(ẍA + ẍs) +CBẋA−CBẋB + (kA + kB)xA− kBxB = −mA

√
2

9999∑
n=0

√
π

50
Sfn(ωn) (7.19)

cos(ωn t+ ϕn)

b(ẍB + ẍs)− CBẋA + CBẋB − kBxA + kBxB = 0 (7.20)

donde Mt = Ms +
∑n

i=1 Mi, ωn = π
100

n y Sfn(ωn) se define en la ecuación 7.8.

No debe perderse de vista que la excitación ẍg(t) también será considerada como

vibración estocástica de ruido blanco Gaussiano utilizando la ecuación 7.16. Por otro

lado y sin pérdida de generalidad, el sistema 7.18 - 7.20 puede escribirse despejando las

aceleraciones ẍs, ẍA y ẍB

ẍs = −
ks
Mt

xs −
Cs

Mt

ẋs +
kA
Mt

xA − ẍg(t)

115



ẍA =
ks
Mt

xs +
Cs

Mt

ẋs −
(
kA
Mt

+
kA + kB
mA

)
xA −

CB

mA

ẋA +
kB
mA

xB +
CB

mA

ẋB

ẍB =
ks
Mt

xs +
Cs

Mt

ẋs +

(
kB
b
− kA

Mt

)
xA +

CB

b
ẋA −

kB
b
xB −

CB

b
ẋB + ẍg(t)

Para facilitar el uso de las variables óptimas obtenidas en las Secciones 6.2 y 6.3,

estas ecuaciones se escriben en términos de las variables adimensionales del conjunto C2

definido en 6.20, quedando como sigue:

a



ẍs = −ωs
2xs − 2ζs ωsẋs + β ν2ωs

2xA − ẍg(t)

ẍA = ωs
2xs + 2ζs ωsẋs − (ν2 + αη2 + βν2)ωs

2xA − 2ζBαηωsẋA...

+αη2ωs
2xB + 2ζBαηωsẋB

ẍB = ωs
2xs + 2ζs ωsẋs + (η2 − βν2)ωs

2xA + 2ζBηωsẋA − η2ωs
2xB...

−2ζBηωsẋB + ẍg(t)

(7.21)

Además, es notable que las unidades f́ısicas del miembro derecho de estas ecuaciones

son consistentes considerando que en el miembro izquierdo se tienen unidades de acele-

ración. Por otro lado, si se eligen las variables de estado; xs = x1, ẋs = x2, xA = x3,

ẋA = x4, xB = x5 y ẋB = x6. Es posible representar el sistema de ecuaciones definido en

a en un arreglo matricial como el siguiente:

Ẋa = AaXa +Ba (7.22)

cuya ecuación de transformación es

Ya = CaXa (7.23)

donde

Xa =



x1

x2

x3

x4

x5

x6


, Ba =



0

−1
0

0

0

1


ẍg(t),

Aa =



0 1 0 0 0 0

−ωs
2 −2ζs ωs β ν2ωs

2 0 0 0

0 0 0 1 0 0

ωs
2 2ζs ωs −(ν2 + αη2 + βν2)ωs

2 −2ζBαηωs αη2ωs
2 2ζBαηωs

0 0 0 0 0 1

ωs
2 2ζs ωs (η2 − βν2)ωs

2 2ζBηωs −η2ωs
2 −2ζBηωs


,
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Ya =

 xs

xA

xB

 y Ca =

 1 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 1 0

.

El sistema definido en el conjunto a se utiliza para encontrar la respuesta de la es-

tructura en el dominio del tiempo, utilizando la herramienta de Matlab-Simulink. Las

ecuaciones 7.22 y 7.23 también pueden utilizarse para el mismo fin mediante un script

en Matlab. Sin embargo, para fines prácticos la respuesta de la estructura se obtiene re-

solviendo las ecuaciones del conjunto a utilizando Matlab-Simulink. Adicionalmente, se

obtiene la respuesta de la estructura utilizando los dispositivos analizados en la Subsec-

ción 6.4.1. Para lograrlo, se escriben las ecuaciones diferenciales de movimiento de los

sistemas de las Figuras 6.7, 6.10, 6.13 y 6.15 en forma expĺıcita para las aceleraciones de

cada sistema y en términos de variables adimensionales. Estos sistemas de ecuaciones se

definen como sigue:

Ecuaciones diferenciales correspondientes a la Figura 6.7 utilizando el TVMD:

b


ẍs = −ωs

2xs − 2ζs ωsẋs + β ν2ωs
2xA − ẍg(t)

ẍA = (1− αη2)ωs
2xs + 2ζs ωsẋs − (β + 1)ν2ωs

2xA − αη2ωs
2xB

ẍB = (1− αη2 − η2)ωs
2xs + 2ζs ωsẋs − (β + 1)ν2ωs

2xA + 2ζBηωsẋA...

−(α + 1)η2ωs
2xB − 2ζBηωsẋB

(7.24)

Ecuaciones diferenciales correspondientes a la Figura 6.10 utilizando la red mecánica

amortiguador-inersor-resorte:

c



ẍs = −ωs
2xs − 2ζs ωsẋs + β ν2ωs

2xA − ẍg(t)

ẍA = ωs
2xs + 2ζs ωsẋs − (ν2 + αη2 + βν2)ωs

2xA + αη2ωs
2xB

ẍB = ωs
2xs + 2ζs ωsẋs + (η2 − βν2)ωs

2xA + ηωs

2ζB
ẋA − η2ωs

2xB...

− ηωs

2ζB
ẋB + ẍg(t)

ẍC = ωs
2xs + 2ζs ωsẋs − βν2ωs

2xA + ηωs

2ζB
ẋA − ηωs

2ζB
ẋB + ẍg(t)

(7.25)

Ecuaciones diferenciales correspondientes a la Figura 6.13 utilizando el DVA clásico:

d

ẍs = −ωs
2xs − 2ζs ωsẋs + β ν2ωs

2xA + 2βζAνωsẋA − ẍg(t)

ẍA = ωs
2xs + 2ζs ωsẋs − (β + 1)ν2ωs

2xA − 2(1 + β)ζAνωsẋA

(7.26)

Ecuaciones diferenciales correspondientes a la Figura 6.15 utilizando el TMDI:

e


ẍs = −ωs

2xs − 2ζs ωsẋs + (β + α) ν2ωs
2xA + 2(β + α)ζAνωsẋA

−ẍg(t)

ẍA = ωs
2xs + 2ζs ωsẋs − (β + α + 1)ν2ωs

2xA − 2(1 + α + β)ζAνωsẋA

+ α
β+α

ẍg(t)

(7.27)

.
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El edificio SDOF aislado en la base se considera ligeramente amortiguado (ζs −→ 0)

al acoplar un dispositivo de absorción de vibración, produciendo cambios no significativos

al despreciar ζs en la FRF de la estructura y en la optimización de las variables adimen-

sionales, debido a que el efecto de este parámetro se desvanece totalmente frente al efecto

de ζB. Es por eso que se obtiene la respuesta del edificio SDOF en el dominio del tiempo

conectadolo al DVA tipo Frahm acoplado con TID considerando ζs = 0, y se compara

con la respuesta del edificio SDOF en el dominio del tiempo desconectadolo de cualquier

dispositivo de absorción de vibración, considerando un factor de amortiguamiento en la

base aislada de magnitud pequeña (ζs = 0.01).

En las simulaciones de las Figuras 7.4 - 7.8 se utilizó como excitación la señal śısmica

7.15, considerando las caracteŕısticas de suelo medio definidas en la Tabla 7.1, se utilizaron

las variables óptimas obtenidas a partir de la norma H2 para una relación de masas de

β = 0.05 y una frecuencia natural del edificio SDOF de ωs =
4
3
πrad/s. En el Apéndice A se

describen las caracteŕısticas de este edificio. En la Figura 7.4, se muestra el desplazamiento

del edificio relativo al suelo (coordenada xS) conectado al DVA tipo Frahm acoplado

con TID y se compara con el desplazamiento del edificio relativo al suelo sin ningún

dispositivo de absorción de vibración. Por otro lado, en las Figuras 7.5 - 7.8 se muestra el

desplazamiento del edificio xs relativo al suelo conectado al DVA-TID comparado con el

efecto producido por los cuatro dispositivos presentados con anterioridad al conectarlos

al edificio SDOF.

Figura 7.4: Posición del edificio SDOF relativa al suelo considerando excitación śısmica

en suelo medio. Ĺınea celeste: Edificio sin controlar. Ĺınea negra: DVA acoplado con TID.
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Figura 7.5: Posición del edificio SDOF relativa al suelo considerando excitación śısmica

en suelo medio. Ĺınea roja: TVMD. Ĺınea negra: DVA acoplado con TID.

Figura 7.6: Posición del edificio SDOF relativa al suelo considerando excitación śısmica

en suelo medio. Ĺınea morada: Amortiguador-inersor-resorte. Ĺınea negra: DVA-TID.

Figura 7.7: Posición del edificio SDOF relativa al suelo considerando excitación śısmica

en suelo medio. Ĺınea verde: DVA clásico. Ĺınea negra: DVA acoplado con TID.
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Figura 7.8: Posición del edificio SDOF relativa al suelo considerando excitación śısmica

en suelo medio. Ĺınea azul: TMDI. Ĺınea negra: DVA acoplado con TID.

Por otro lado, el desplazamiento del edificio SDOF de base aislada relativo al suelo en el

dominio del tiempo al utilizar las mismas variables óptimas de la norma H2 para β = 0.05,

considerando la misma frecuencia natural en la base aislada, pero ahora considerando

excitación estocástica de ruido blanco Gaussiano (ver ecuación 7.16); se muestra en las

Figuras 7.9 - 7.13, haciendo las mismas comparaciones que en el caso de las Figuras 7.4 -

7.8.

Figura 7.9: Posición del edificio SDOF relativa al suelo considerando ruido blanco Gaus-

siano. Ĺınea celeste: Edificio sin controlar. Ĺınea negra: DVA-TID.
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Figura 7.10: Posición del edificio SDOF relativa al suelo considerando ruido blanco Gaus-

siano. Ĺınea roja: TVMD. Ĺınea negra: DVA-TID.

Figura 7.11: Posición del edificio SDOF relativa al suelo considerando ruido blanco Gaus-

siano. Ĺınea morada: Amortiguador-inersor-resorte. Ĺınea negra: DVA-TID.

Figura 7.12: Posición del edificio SDOF relativa al suelo considerando ruido blanco Gaus-

siano. Ĺınea verde: DVA clásico. Ĺınea negra: DVA-TID.
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Figura 7.13: Posición del edificio SDOF relativa al suelo considerando ruido blanco Gaus-

siano. Ĺınea azul: TMDI. Ĺınea negra: DVA-TID.

De acuerdo con la literatura, las variables adimensionales adecuadas para minimizar

la enerǵıa total de vibración de la estructura primaria, son las obtenidas a partir de la

norma H2. Sin embargo, para verificar la efectividad del DVA tipo Frahm acoplado con

TID al minimizar la amplitud de vibración en resonancia, se hacen tres comparaciones

más utilizando las variables óptimas obtenidas a partir de la norma H∞, considerando una

relación de masas del 5%, la misma frecuencia natural en la base aislada (ωs =
4
3
πrad/s)

y excitación śısmica con las propiedades de amortiguamiento y frecuencia natural del

suelo medio (ver Tabla 7.1). En las Figuras 7.14 - 7.16 se muestran las comparaciones del

DVA-TID frente a los sistemas mecánicos de las Figuras 6.7 y 6.10.

Figura 7.14: Posición del edificio SDOF relativa al suelo considerando excitación śısmica

en suelo medio y las variables de la norma H∞. Ĺınea celeste: Edificio sin controlar. Ĺınea

negra: DVA-TID.
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Figura 7.15: Posición del edificio SDOF relativa al suelo considerando excitación śısmica

en suelo medio y las variables de la norma H∞. Ĺınea roja: TVMD. Ĺınea negra: DVA-

TID.

Figura 7.16: Posición del edificio SDOF relativa al suelo considerando excitación śısmica

en suelo medio y las variables de la norma H∞. Ĺınea morada: Amortiguador-inersor-

resorte. Ĺınea negra: DVA-TID.

Finalmente, se hace otra comparación de la respuesta del edificio SDOF considerando

el acoplamiento del DVA tipo Frahm acoplado con TID propuesto en este trabajo, con-

siderando las mismas condiciones que en las simulaciones anteriores pero en uno de los

casos utilizando las variables óptimas obtenidas a partir de la norma H2 y en el otro las

de la norma H∞.
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Figura 7.17: Posición del edificio SDOF relativa al suelo conectado al DVA-TID utilizando

β = 0.05. Ĺınea roja: Norma H2. Ĺınea azul: Norma H∞.

Con la finalidad de apreciar mejor la diferencia en la magnitud de los desplazamientos

de la estructura al diseñar el absorbedor propuesto con los criterios H2 y H∞, en la Figura

7.18 se muestra la misma comparación que en la Figura 7.17 centrada en el intervalo

45 ≤ t ≤ 75 (seleccionado al azar).

Figura 7.18: Acercamiento visual de la posición del edificio SDOF relativa al suelo conec-

tado al DVA-TID para β = 0.05. Ĺınea roja: Norma H2. Ĺınea azul: Norma H∞.

En las Figuras 7.4-7.8 la varianza de desplazamiento es aproximadamente igual al valor

calculado en las Secciones 6.3 y 6.4, debido a que en la excitación estocástica se consideró

la función PSD (ecuación 7.8) y a que en el calculo de los valores óptimos obtenidos a

partir de la norma H2, solo se consideró el espectro S0 (ecuación 7.7) en todo el rango de

frecuencias de excitación, que es el caso del ruido blanco Gaussiano estacionario con media

igual a cero. Por esta razón, se puede decir que las Figuras 7.9-7.13 muestran resultados

de mayor precisión que los de las Figuras 7.4-7.8.
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En la Figura 7.4, se observa que el DVA tipo Frahm acoplado con TID reduce efi-

cientemente la magnitud de desplazamiento del edificio ŕıgido ante excitación śısmica,

considerando niveles bajos de ζs en la base aislada. Adicionalmente, se realizaron otras

simulaciones considerando niveles de ζs hasta de 0.1, encontrando que aun aśı los des-

plazamientos del edificio ŕıgido se reducen al implementar este dispositivo. Por otro lado,

en las Figuras 7.5-7.8 se observa un comportamiento similar en la respuesta del edificio

ŕıgido, al implementar los dispositivos y redes mecánicas de la literatura y el IDVA pro-

puesto. Esto se debe a que la varianza de desplazamiento del edificio no presenta una

diferencia elevada al implementar estos dispositivos y el IDVA propuesto. Particularmen-

te, al acoplar las redes mecánicas TVMD y amortiguador-inersor-resorte entre la masa

mA y el suelo, se obtienen varianzas de desplazamiento muy cercanas a la que se obtiene

al implementar el DVA-TID propuesto, pero no menores a ella.

Por otro lado, las variables adimensionales utilizadas en estas simulaciones son prácti-

camente las óptimas para minimizar la varianza de desplazamiento del edificio sujeto a

excitación sismica, mientras que en el caso del Ruido blanco Gaussiano son exactamente

las óptimas.

En las Figuras 7.4-7.8 se muestran únicamente las simulaciones de movimiento del

edificio ŕıgido aislado en la base situado en un tipo de suelo medio. En el Apéndice C se

muestran diez simulaciones más considerando las caracteŕısticas del suelo suave y firme,

en las cuáles se encontró que el DVA-TID propuesto también supera en rendimiento a

los cuatro dispositivos tomados de la literatura. Por otro lado, en las Figuras 7.9-7.13 se

puede observar un comportamiento similar en la respuesta del edificio con respecto a la

que se muestra en las Figuras 7.4 - 7.8, mostrando pequeñas variaciones en las amplitudes

de desplazamiento del edificio. Particularmente, es complicado apreciar la mejora que

produce el IDVA propuesto frente al TMDI en el dominio del tiempo considerando las

caracteŕısticas del suelo medio. Sin embargo, al considerar las caracteristicas del suelo

suave esta mejora se aprecia con mayor claridad. Finalmente, el rendimiento dinámico del

TMDI es alto, pero no superior al del DVA-TID y de los dispositivos acoplados con el

TVMD y la red mecánica amortiguador-inersor-resorte.
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Caṕıtulo 8

Análisis de la enerǵıa regenerada

Los absorbedores de vibración dinámicos recolectores de enerǵıa (EHDVAs), son uti-

lizados en sistemas de ingenieŕıa que tienden a vibrar constantemente debido a cualquier

fenómeno ocasionado de forma natural o inducida. En este trabajo, se trata de vibración

causada por la aceleración śısmica del suelo. No obstante, el edificio MDOF aislado en

la base puede vibrar debido a otras causas naturales, siendo el enésimo piso la zona de

máximo desplazamiento. Es por eso que en la configuración de la Figura 4.3 de la Sección

4.2, se agrega un transductor electromagnético, conectado entre una de las terminales del

inersor y el enésimo piso del edificio, considerando que es la zona del absorbedor más

suceptible a desplazarse y a generar velocidades elevadas. La función de un transductor

electromagnético es generar y recolectar enerǵıa electrica a partir de la enerǵıa mecáni-

ca de vibración. Normalmente la enerǵıa mecánica obtenida a partir de un movimiento

vibratorio, es recolectada a partir de los elementos que la disipan, tal y como ocurre en

el caso de los amortiguadores viscosos. Esta disipación de enerǵıa se puede llevar a cabo

en la misma zona en la que se producen los desplazamientos más altos de la estructura,

pero también, puede no coincidir con esta zona. En este Caṕıtulo se realiza un análisis de

posición y velocidad, de la potencia instantánea y de la potencia media disipada a part́ır

de la enerǵıa mecánica disipada por el edificio SDOF conectado al DVA tipo Frahm aco-

plado con TID. Asimismo, se cuantifica la potencia mecánica media generada mediante

un análisis paramétrico del factor de amortiguamiento ζB.

8.1. Análisis de posición y velocidad del DVA tipo

Frahm acoplado con TID

Si se adiciona un transductor electromagnético en el sistema de la Figura 4.3, se

origina el sistema de la Figura 8.1(a), donde el dispositivo electromagnético es únicamente

representativo, debido a que en este trabajo solo se cuantifica la enerǵıa disipada por el
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amortiguador viscoso del IDVA propuesto, quedando como trabajo futuro la posibilidad de

implementar un transductor electromagnético. Por otro lado, el máximo desplazamiento

horizontal en un edificio de varios pisos cuando está sujeto a excitación śısmica, ocurre

en el piso más alto (Petrini et al, 2020). Sin embargo, debido al comportamiento de

cuerpo ŕıgido de los edificios con aislamiento en la base (Love et al., 2011), (Ismail, 2018),

(Garevski et al, 2000) y tomando en cuenta la conclusión obtenida en la Subsección 5.2.1,

en la cuál se descarta el caso de la Figura 4.3. El diagrama de la Figura 8.1(a) se puede

simplificar en el caso uno definido en el Caṕıtulo 4 quedando como se muestra en la Figura

8.1(b).

Figura 8.1: (a) Estructura MDOF controlada por el IDVA propuesto y conectada a un

transductor electromagnético. (b) Estructura SDOF controlada por el IDVA propuesto y

conectada a un transductor electromagnético.

En la Subsección 6.1.2, se determinó que el efecto de la masa mB del absorbedor de

doble masa sintonizadas con inercia rotacional puede ser despreciado al considerar niveles

altos de inertancia, ocasionando la conexión de un TID entre el suelo y la masa mA como

se mostró en la Figura 6.3. Es por eso que el sistema de la Figura 8.1(b) cambia al que se

muestra en la Figura 8.2.
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Figura 8.2: Estructura SDOF controlada por el DVA tipo Frahm acoplado con TID y

conectada a un transductor electromagnético para la regeneración de enerǵıa.

El sistema vibratorio de la Figura 8.2 es de tres grados de libertad; la posición de

la masa total del edificio Mt, de la masa mA y del nodo B con coordenadas xs, xA

y xB respectivamente. Con la finalidad de identificar el nodo o elementos que más se

desplazan cuando el sistema de la Figura 8.2 está sujeto a aceleración śısmica, se obtiene

el desplazamiento de las coordenadas xs, xA y xB en el dominio del tiempo, utilizando las

variables óptimas obtenidas a partir de la norma H2 en la Sección 6.3 y las caracteŕısticas

del edificio SDOF de base aislada descrito en el apéndice A. En la Figura 8.3, se muestran

la respuesta de estos tres grados de libertad en el dominio del tiempo.

Figura 8.3: Posición de Mt, mA y el nodo B en el dominio del tiempo utilizando las

variables óptimas de la norma H2 para β = 0.05 y excitación śısmica en suelo medio.

En la Figura 8.3, se puede ver que el nodo B vibra con mayor amplitud de desplaza-

miento en 0 ≤ t ≤ 120, esto se debe a que el inersor es el elemento inercial más efectivo

de este sistema al modificar la enerǵıa cinética del edificio SDOF aislado en la base. Por

otro lado, la masa Mt con coordenada xs, posee amplitudes de vibración más pequeñas,

debido a que su movimiento es controlado por el DVA tipo Frahm acoplado con TID y a

que la solución de las ecuaciones diferenciales del conjunto a fue obtenida utilizando las

variables óptimas de la Sección 6.3. Adicionalmente, es posible obtener la respuesta de las
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coordenadas xs, xA y xB en el dominio de la frecuencia, utilizando las variables óptimas

de la técnica de los puntos fijos extendida, de la norma H∞ o H2. Donde podrá verse

que las amplitudes de vibración más altas son producidas por el nodo B. Con base en los

resultados mostrados en la Figura 8.3, se limita la ubicación adecuada para cuantificar la

enerǵıa regenerada del sistema vibratorio mostrado en la Figura 8.2.

Además de realizar el análisis de posición, también se muestra la variación de velocidad

de la masa Mt, mA y del nodo B de la Figura 8.2 con respecto al tiempo, debido a que son

los parámetros fundamentales que intervienen en la disipación de enerǵıa. Esta gráfica de

velocidad se obtiene resolviendo las ecuaciones del conjunto a, programadas en Matlab-

Simulink utilizando las variables óptimas de la norma H2 para β = 0.05, vibración śısmica

en suelo medio y las caracteŕısticas del edificio ŕıgido del Apéndice A.

Figura 8.4: Velocidad de Mt, mA y el nodo B en el dominio del tiempo utilizando las

variables óptimas de la norma H2 para β = 0.05 y excitación śısmica en suelo medio.

El resultado de la Figura 8.4, muestra que el nodo B y la masa mA son los elementos

que poseen una magnitud de velocidad más alta a lo largo de los 120 segundos utilizados

en la simulación del evento śısmico. Es por eso que se puede afirmar que la zona de

máximo desplazamiento y de máxima velocidad coincide con la zona de disipación de

enerǵıa llevada a cabo por el amortiguador CB. Finalmente, en la Figura 8.5 se muestra

la zona del DVA tipo Frahm acoplado con TID en donde los desplazamientos son altos.

Esta zona es la misma en donde resultaŕıa viable colocar un dispositivo electromagnético

para el almacenamiento de enerǵıa en un trabajo futuro.

129



Figura 8.5: Zona de máximo desplazamiento del DVA tipo Frahm acoplado con TID

conectado en la base del edificio

8.2. Potencia mecánica disipada

De acuerdo con la literatura, es posible aprovechar la potencia mecánica generada por

la disipación de enerǵıa de un sistema vibratorio, esto se logra multiplicando el valor medio

cuadrado de la velocidad del elemento amortiguador por el coeficiente de amortiguamiento

CB (Abdelkareem et al, 2018). La ecuación 8.1 muestra la potencia instantánea en Watts

o Joules/s, mientras que las ecuaciones 8.2 y 8.3 son la potencia promedio y potencia total

respectivamente, generadas por los elementos amortiguadores del sistema mecánico.

Pi =
1

n

n∑
i=1

Ci(ẋi+1 − ẋi)
2 (8.1)

Ppromedio =
P1 + P2 + ...+ Pn

n
(8.2)

Ptotal = P1 + P2 + ...+ Pn (8.3)

Barredo (2020), realizó un análisis de recolección de enerǵıa de las suspensiones de

automóviles basadas en inersores para diferentes perfiles estocásticos de carretera. En

este trabajo, la potencia mecánica se genera a partir del amortiguador de constante CB,

que es el elemento disipador de enerǵıa del DVA tipo Frahm acoplado con TID. Por lo

tanto, las ecuaciones 8.1 - 8.3 se escriben como sigue:

P1 = C1 (ẋ2 − ẋ1)
2 = CB (ẋB − ẋA)

2 (8.4)

Ppromedio = P1 (8.5)

Ptotal = P1 (8.6)

Las ecuaciones 8.4 - 8.6 muestran que la potencia instantánea disipada es idéntica a

la potencia promedio y total. A partir de esta Sección la potencia instantánea disipada

por el DVA tipo Frahm acoplado con TID será denotada con el sub́ındice a. Por otro
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lado, la ecuación 8.4 puede escribirse con el coeficiente CB en términos de las variables

adimensionales del conjunto C2, de la masa total y de la frecuencia natural del edificio

SDOF de base aislada (ver Figura 8.21 en el Apéndice A);

Painst
= CB (ẋB − ẋA)

2

o bien

Painst
= Paprom = Patot = 2η α β ζB Mt ωs (ẋB − ẋA)

2 (8.7)

.

De la misma manera, las funciones de potencia mecánica disipada para los sistemas

de las Figuras 6.7, 6.10, 6.13 y 6.15 (dispositivos y redes mecánicas de la literatura) son:


Pbinst

= Pbprom = Pbtot = 2η α β ζB Mt ωs (ẋB − ẋA)
2

Pcinst
= Pcprom = Pctot = 2η α β ζB Mt ωs (ẋC − ẋB)

2

Pdinst
= Pdprom = Pdtot = 2ν β ζAMt ωs (ẋA − ẋs)

2

Peinst
= Peprom = Petot = 2ν (β + α) ζA Mt ωs (ẋA − ẋs)

2

(8.8)

.

Debe notarse que la ecuación Pcinst
(potencia mecánica disipada por la red mecánica

amortiguador-inersor-resorte) debeŕıa considerar las terminales del amortiguador ẋg y ẋC .

Sin embargo, al comprobar mediante el Software ”Maple - Soft”, que en esta red mecánica

en serie se obtiene la misma magnitud de la FRF, independientemente de la posición

del amortiguador CB, se decidió colocar el elemento amortiguador entre el inersor de

inertancia b y el resorte de rigidez kB, al no producir cambios en la optimización de las

variables adimensionales. Es por eso que en la ecuación Pcinst
se consideraron las terminales

del nodo C y B.

La ecuación 8.7 y las del conjunto 8.8, se grafican solucionando las ecuaciones diferen-

ciales de los conjuntos 7.21 y 7.24 - 7.27 para las velocidades de cada grado de libertad

de los sistemas analizados. Estos conjuntos de ecuaciones se determinaron en la Sección

7.2. En este caso, primero se utilizaron las variables óptimas de la norma H2 y después

las obtenidas a partir de la norma H∞, en ambos casos para β = 0.05. Se consideró la

excitación śısmica de la ecuación 7.15 en condiciones de suelo medio y los parámetros de

masa, amortiguamiento y frecuencia natural del edificio SDOF mostrado en el Apéndice

A; Mt = 340000kg, ζs = 0 y ωs = 4
3
π rad

s
. Las gráficas de potencia instantánea disipada

para estos cinco sistemas considerando un evento śısmico en suelo medio se muestran en

las Figuras 8.6 - 8.9, mientras que en el Apéndice B se muestran estas mismas simulaciones

en condiciones de suelo suave y firme.
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Figura 8.6: Potencia instantánea disipada en suelo medio con las variables de la norma

H2. Ĺınea negra: DVA-TID. Ĺınea roja: TVMD.

Figura 8.7: Potencia instantánea disipada en suelo medio con las variables de la norma

H2. Ĺınea negra: DVA-TID. Ĺınea morada: Amortiguador-inersor-resorte.

Figura 8.8: Potencia instantánea disipada en suelo medio con las variables de la norma

H2. Ĺınea negra: DVA-TID. Ĺınea verde: DVA clásico.
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Figura 8.9: Potencia instantánea disipada en suelo medio con las variables de la norma

H2. Ĺınea negra: DVA-TID. Ĺınea azul: TMDI.

Las Figuras 8.6 - 8.9 fueron obtenidas considerando excitación śısmica en el suelo

transmitida a la base aislada del edificio durante un tiempo de 120 segundos. El valor

medio de las gráficas de potencia disipada que aparece en la leyenda de las Figuras 8.6-

8.9, representa el promedio de potencia mecánica disipada durante el evento śısmico.

Con base en esta información, se puede ver que en las condiciones del suelo medio el

DVA tipo Frahm acoplado con TID (propuesto en este trabajo) disipa menor cantidad

de potencia que los cuatro dispositivos analizados en este trabajo. Esto está directamente

relacionado con el efecto de la red mecánica conocida como TID, debido a que absorbe

mayor cantidad de enerǵıa cinética que los otros dispositivos, debido a su configuración y

a la implementación del inersor. Esta observación puede no cumplirse en todos los casos,

debido a que también depende del tipo de suelo considerado en el evento śısmico y de

las variables óptimas utilizadas. A continuación se muestran las mismas comparaciones

bajo las mismas condiciones de vibración, pero ahora utilizando las variables óptimas de

la norma H∞.

Figura 8.10: Potencia instantánea disipada en suelo medio con las variables de la norma

H∞. Ĺınea negra: DVA-TID. Ĺınea roja: TVMD.
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Figura 8.11: Potencia instantánea disipada en suelo medio con las variables de la norma

H∞. Ĺınea negra: DVA-TID. Ĺınea morada: Amortiguador-inersor-resorte.

En la Figura 8.10, se puede observar que la potencia media disipada por el DVA-TID

es mayor que en el caso del uso de la red mecánica TVMD. Esto se debe a que se utilizaron

las variables óptimas de la norma H∞, las cuáles estan centradas en la minimización de

la amplitud de vibración en resonancia y no en la minimización de enerǵıa. Es por eso

que este valor puede ser menor o mayor que el obtenido al implementar los otros cuatro

dispositivos diseñados con las variables óptimas de la norma H∞. En el Apéndice C, se

muestra la potencia mecánica media disipada para los tres tipos de suelo al implementar

el DVA-TID y los cuatro dispositivos tomados de la literatura diseñados con las variables

de la norma H2 y H∞. Por otro lado, de acuerdo con el análisis de posición y velocidad

realizado en la Sección 8.1, la zona de máximo desplazamiento del dispositivo propuesto

(DVA - TID) coincide con la zona de disipación de enerǵıa (terminales del amortiguador

CB). Sin embargo, esta coincidencia puede no ocurrir en el caso de los cuatro dispositivos

reportados en la literatura estudiados en este trabajo.

8.3. Análisis de sensibilidad paramétrica

La potencia mecánica media para diferentes valores de amortiguamiento, se obtiene

calculando la enerǵıa disipada dividida con respecto al tiempo, originando una variación

de potencia mecánica en unidades de J/s = W , que puede ser aprovechada para rege-

nerarla y utilizarla para otras aplicaciones. Un análisis de este tipo y más extenso fue

realizado por Abdelkareem et al (2018). Por otro lado, considerando que el amortiguador

de constante CB es el elemento disipador de enerǵıa del sistema de la Figura 8.5, el análisis

de sensibilidad paramétrica, se relaciona directamente con el factor de amortiguamiento

ζB. No obstante, es posible realizar este mismo análisis al variar otros parámetros como

la ŕıgidez o la inertancia.

Para obtener la potencia media generada para diferentes valores de ζB, se utilizan
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las variables óptimas calculadas a partir de la norma H2, después se muestran gráficas

realizando este mismo análisis utilizando las variables óptimas obtenidas a partir de la

norma H∞ (en ambos casos para β = 0.05). Para realizar este análisis se siguieron los

siguientes pasos con ayuda del comando ”Sim”de Matlab - Simulink, que sirve para enlazar

un programa en Simulink y resolverlo mediante un script de Matlab.

1. Fijar los parámetros del edificio (Apéndice A) y las variables adimensionales óptimas

excepto ζB.

2. Variar ζB en un intervalo definido. En este caso en 0.02 ≤ ζB ≤ 0.8

3. Resolver las ecuaciones diferenciales de movimiento del conjunto a definido en 7.21,

considerando excitación sismica en alguno de los tres tipos de suelo.

4. Obtener las velocidades ẋB(t) y ẋA(t) a partir de la solución del sistema de ecua-

ciones diferenciales (a) para 0 ≤ t ≤ 120 (puede ser un tiempo distinto).

5. Calcular la potencia disipada en el dominio del tiempo mediante la ecuación 8.7

para el primer valor de ζB.

6. Obtener la media de la señal de potencia disipada.

7. Repetir los pasos número 5 y 6 para cada valor de ζB.

8. Graficar el intervalo de amortiguamiento ζB definido en el paso número 2 con res-

pecto a cada potencia media obtenida en el paso número 6.

Siguiendo esta secuencia de pasos se obtuvieron las gráficas de las Figuras 8.12 - 8.15.

Figura 8.12: Potencia media disipada al utilizar el DVA - TID considerando excitación

śısmica en suelo medio y las variables óptimas de la norma H2.
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Figura 8.13: Comparación de la potencia media disipada considerando excitación śısmica

en suelo suave y las variables óptimas de la norma H2 para β = 0.05.

Figura 8.14: Comparación de la potencia media disipada considerando excitación śısmica

en suelo medio y las variables óptimas de la norma H2 para β = 0.05.
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Figura 8.15: Comparación de la potencia media disipada considerando excitación śısmica

en suelo firme y las variables óptimas de la norma H2 para β = 0.05.

Finalmente, se muestran tres simulaciones más, haciendo las mismas comparaciones

que en las Figuras 8.13 - 8.15, pero ahora utilizando las variables óptimas para la mini-

mización de vibración en resonancia (norma H∞) para β = 0.05. Recordando que en este

caso, solo se compara el uso de dos dispositivos adicionales al propuesto, ya que en los

casos del DVA clásico y del TMDI solo se aplicó la norma H2.

Figura 8.16: Comparación de la potencia media disipada considerando excitación śısmica

en suelo suave y las variables óptimas de la norma H∞ para β = 0.05.
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Figura 8.17: Comparación de la potencia media disipada considerando excitación śısmica

en suelo medio y las variables óptimas de la norma H∞ para β = 0.05.

Figura 8.18: Comparación de la potencia media disipada considerando excitación śısmica

en suelo firme y las variables óptimas de la norma H∞ para β = 0.05.

De acuerdo con las Figuras 8.13-8.18, se puede decir que la potencia media disipada al

emplear el DVA-TID es casi en todos los casos, cercana a la que se disipa al implementar

el TVMD. Hecho que no ocurre al emplear el DVA clásico y el TMDI. Esto, se relaciona

directamente con la capacidad de absorción de vibraciones de estos dispositivos. Es decir,

asi como el DVA clásico y el TMDI son los dispositivos que disipan mayor cantidad

de potencia, son los menos eficientes en el control de vibraciones en comparación con el

dispositivo propuesto. Por otro lado, se observa que no hay mucha diferencia en la cantidad

de potencia disipada por estos dispositivos al diseñarlos con las variables óptimas de la

norma H∞ y H2.
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Conclusiones

En esta investigación se propuso un nuevo absorbedor de doble masa sintonizadas

con inercia rotacional, con base en el alto rendimiento dinámico que han presentado el

TMDI y el absorbedor de doble masa conectado en serie. Este dispositivo se conectó a

una estructura tipo edificio MDOF con aislamiento en la base, primero en la base aislada

y después en el enésimo piso del edificio. Se encontró que en un edificio de este tipo no es

conveniente controlar los desplazamientos indeseados de cualquiera de sus pisos desde el

enésimo piso, debido a su comportamiento dinámico de cuerpo aproximadamente ŕıgido.

Se encontró que el primer caso, definido por n+3 ecuaciones diferenciales de movimiento,

se simplifica en un modelo dinámico lineal de tres grados de libertad.

El dispositivo propuesto fue sintonizado para producir la misma amplitud de vibra-

ción en los puntos invariantes de la estructura mediante la técnica de los puntos fijos

extendida, teniendo en consideración que la existencia de estos puntos se origina a partir

de las frecuencias invariantes no amortiguadas. Se obtuvieron funciones anaĺıticas para

los parámetros del IDVA propuesto del conjunto C1 en términos de la relación de masa

β y de inertancia δ. Se encontró que al calcular el ĺımite de la función de la amplitud

de vibración H(β, δ) cuando δ → ∞, el parámetro inercial mB puede ser despreciado al

no presentar cambios en la FRF sintonizada. Originando la conexión directa de una red

mecánica conocida como TID entre el suelo y el elemento inercial mA. Dispositivo que fue

denominado como; DVA tipo Frahm acoplado con TID.

El rendimiento dinámico del DVA - TID se calculó a partir de la optimización de

las variables adimensionales propuestas del conjunto C2 utilizando los ı́ndices H∞ y H2,

encontrando que al aplicar la norma de rendimiento H2, se obtiene la misma varianza

de desplazamiento mı́nima del edificio SDOF que en el caso estudiado por Barredo et al.

(2020). Por otro lado, la formulación del problema de optimización H∞ originó un sistema

de ecuaciones no lineal restringido, mientras que la formulación del problema de optimiza-

ción H2 originó un sistema de 4 ecuaciones no lineales sin restricciones. Ambos problemas

fueron resueltos utilizando el método de Newton-Raphson para diferentes valores de β.

La solución de los problemas de optimización presentó variables adimensionales que

originan parámetros del DVA-TID f́ısicamente posibles de implementar, principalmente

para β = {0.01, 0.02, 0.03, 0.04, 0.05}. Estos resultados fueron validados y comparados
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al acoplar dos redes mecánicas utilizadas extensamente en la literatura; la red mecánica

TVMD y amortiguador- inersor-resorte y dos dispositivos de absorción de vibración; el

DVA clásico y el TMDI, teniendo en consideración que la implementación teórica del TM-

DI en este tipo de edificios fue un caso estudiado por Matteo et al. (2019). Se optimizaron

los parámetros de estos dispositivos, encontrando que el DVA-TID supera en rendimiento

dinámico a los cuatro dispositivos tomados de la literatura. En este caso, el acoplamien-

to de la red mecánica amortiguador-inersor-resorte proporcionó un rendimiento dinámico

casi tan alto como el DVA-TID, teniendo como desventaja valores muy altos en el factor

de amortiguaiento ζB.

Las ecuaciones diferenciales del sistema propuesto simplificado, fueron resueltas con-

siderando excitación śısmica aproximadamente estacionaria y de ruido blanco Gaussiano.

En donde se encontró, que el desplazamiento del edificio SDOF xs relativo al suelo xg se

minimiza con respecto al desplazamiento obtenido al considerar unicamente el efecto de

la base aislada para valores bajos de ζs. Adicionalmente, se encontro que el uso del DVA-

TID supera en rendimiento dinámico en un 3.766%, 1.748%, 18.854% y en un 11.198%

al acoplamiento de la red mecánica TVMD, la red mecánica amortiguador-inersor-resorte,

el uso del DVA clásico y del TMDI respectivamente.

Por otro lado, se realizó un análisis paramétrico de la potencia mecánica disipada por

el DVA-TID considerando un evento śısmico en tres tipos de suelo durante un tiempo

de 120 segundos. Encontrando que de manera global, en condiciones de suelo medio y

firme el dispositivo propuesto disipa menos enerǵıa que los dispositivos reportados en la

literatura en la mayoria de los valores asignados a ζB. Sin embargo, la cantidad de enerǵıa

disipada en este intervalo de tiempo, se puede aprovechar para convertirla en enerǵıa

eléctrica. También se encontró que cuando el DVA-TID es diseñado con los parámetros

adimensionales obtenidos a partir de la norma H2, tiende a disipar menor cantidad de

enerǵıa en comparación con los dispositivos de la literatura casi para todos los valores de

β (excepto para el caso del TVMD), hecho que no ocurre en la mayoria de los casos al

utilizar los parámetros de la norma H∞. Actualmente no se han reportado casos reales de

estructuras aisladas en la base con dipositivos de absorción de vibraciones regenerativos

de enerǵıa, por lo tanto, se puede realizar un análisis más extenso en la regeneración de

enerǵıa de este dispositivo, con la finalidad de realizar un diseño experimental a futuro.

Considerando que la regeneración de enerǵıa es un objetivo secundario, se concluye

que el DVA-TID es el dispositivo más eficiente para el propósito de este trabajo. Mientras

que la red mecánica amortiguador-inersor-resorte presenta una efectiva cercana a la del

DVA-TID, pero no superior a ella al presentar valores altos de ζB, sobre todo, para valores

bajos de β. Mientras tanto, la red mecánica TVMD no es tan eficiente en rendimiento

dinámico y proporciona prácticamente la misma capacidad de regeneración de enerǵıa

que el DVA-TID. El DVA clásico y el TMDI, tampoco superan al DVA-TID, pero son

una opción viable si el objeto principal de su diseño en este tipo de estructuras es la

recolección de enerǵıa. A menos que un análisis de estabilidad diga lo contrario.
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Trabajo futuro

1. Los efectos del factor de amortiguamiento de la base aislada ζs pueden ser consi-

derados en la formulación del problema de optimización, despreciando el hecho de

que el amortiguamiento interno del material de la estructura es pequeño frente al

efecto de ζB, ocasionando el desvanecimiento de ζs. Este parámetro puede ser con-

siderado como constante dentro del proceso de diseño óptimo, de esta manera, se

optimizaŕıan las mismas variables para cada par de valores constantes de β y ζs, a

la vez que las variables optimizadas seŕıan de mayor precisión.

2. La parte principal de este trabajo es la optimización de las variables adimensionales

del conjunto C2. Se calcularon dichas variables simplificando el edificio de múltiples

grados de libertad en uno de un sólo grado de libertad, considerando el comporta-

miento dinámico de las estructuras con aislamiento en la base. Sin embargo, para

obtener resultados más precisos en la optimización de los parámetros del dispositi-

vo propuesto (DVA-TID), se recomienda realizar una formulación del problema de

optimización para un edificio de base aislada como el que se muestra en la Figura

8.19.

Figura 8.19: Edificio aislado en la base de dos grados de libertad. El elemento inercial M1

representa la masa de las n plantas de un edificio MDOF.
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En la Figura 8.19 M1 representa la masa total de los n pisos del edificio, k1 y C1

la ŕıgidez equivalente y el amortiguamiento viscoso de esta masa respectivamente.

El resto de los parámetros de este sistema son los mismos que los propuestos y

estudiados a lo largo de este trabajo. De esta manera, se podŕıa ver la discrepancia

entre las variables óptimas y la varianza de desplazamiento mı́nima de la estructura

de la Figura 6.3 analizada a lo largo de este trabajo, con respecto a los parámetros

óptimos y varianza de desplazamiento mı́nima de la Figura 8.19.

Un análisis dimensional de este sistema ocasionaŕıa la propuesta de 10 variables

adimensionales, por esta razón, no seŕıa posible aplicar la técnica de los puntos fijos

extendida, pero śı, la aplicación de la formulación de la norma H∞ y H2.

3. Es recomendable realizar un análisis de estabilidad del sistema propuesto simplifi-

cado en un edificio SDOF, utilizando el criterio de Routh–Hurwitz. De esta manera

pueden restringirse los valores de β para los cuáles tiene sentido diseñar el DVA

tipo Frahm acoplado con TID. Este mismo análisis podŕıa ser aplicado al sistema

mecánico propuesto en la Figura 8.19.

4. Hasta el momento el diseño ha presentado resultados teóricos favorables. Sin em-

bargo, después de realizar los trabajos futuros recomendados en los puntos uno, dos

y tres, podŕıa considerarse la posibilidad de un diseño experimental y comparar la

respuesta dinámica de la estructura en el dominio del tiempo tanto del diseño teórico

como del diseño experimental. Un diseño experimental, implicaŕıa una selección de

materiales, en el caso de los elementos inerciales, podŕıa aprovecharse la propiedad

de densidad de masa, mientras que en el resto de los elementos mecánicos también

pueden seleccionarse materiales que estén en sintońıa con los valores óptimos de

inertancia, amortiguamiento y rigidez.
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Apéndice A. Edificio de 5 pisos

aislado en la base.

Figura 8.20: Estructura tipo edificio analizada por De Domenico & Ricciardi (2018) y

utilizada como referencia en este trabajo.

En la Figura 8.20, se muestra el edificio aislado en la base de 6 grados de libertad,

caso estudiado por De Domenico & Ricciardi (2018). Esta estructura se simplificó en un

edificio de un grado de libertad de masa Mt como el que se muestra en la Figura 8.21,

considerando un comportamiento de cuerpo ŕıgido (Matteo et al, 2019), (Love et al., 2011)

y (Ismail, 2018).

La estructura de la Figura 8.21, muestra que el desplazamiento de los 5 pisos del

edificio son aproximadamente igual a la magnitud de la coordenada generalizada xs(t),
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con un factor de amortiguamiento ζs y una frecuencia natural ωs distintas a las de la

Figura 8.20, mientras que la masa modal es la suma de las masas de la base aislada y

de los 5 pisos. Esta Figura representa el mismo edificio que se utilizó a lo largo de este

trabajo en el diagrama de la Figura 6.3 en la Subsección 6.1.2.

Figura 8.21: Estructura tipo edificio SDOF analizada por De Domenico, D. & Ricciardi

(2018), utilizada por Matteo et al. (2019) y en este trabajo.
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Apéndice B. Gráficas adicionales.

Vibración śısmica estocástica.

Figura 8.22: Vibración estocástica con densidad espectral de potencia śısmica en suelo

suave y media aproximadamente igual a cero.

Figura 8.23: Vibración estocástica con densidad espectral de potencia śısmica en suelo

firme y media aproximadamente igual a cero.
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Respuesta del edificio SDOF aislado en la base en el

dominio del tiempo.

Respuesta del edificio SDOF aislado en la base, excitado por la señal śısmica aproxi-

madamente estacionaria de la ecuación 7.15, considerando el espectro śısmico de ruido no

blanco con las caracteŕısticas del suelo suave y utilizando las variables óptimas para la

minimización de enerǵıa para β = 0.05.

Figura 8.24: Posición del edificio SDOF relativa al suelo considerando excitación śısmica

en suelo suave. Ĺınea celeste: Edificio sin controlar. Ĺınea negra: DVA - TID.

Figura 8.25: Posición del edificio SDOF relativa al suelo considerando excitación śısmica

en suelo suave. Ĺınea roja: TVMD. Ĺınea negra: DVA - TID.
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Figura 8.26: Posición del edificio SDOF relativa al suelo considerando excitación śısmica

en suelo suave. Ĺınea morada: Amortiguador-inersor-resorte. Ĺınea negra: DVA-TID.

Figura 8.27: Posición del edificio SDOF relativa al suelo considerando excitación śısmica

en suelo suave. Ĺınea verde: DVA clásico. Ĺınea negra: DVA - TID.

Figura 8.28: Posición del edificio SDOF relativa al suelo considerando excitación śısmica

en suelo suave. Ĺınea azul: TMDI. Ĺınea negra: DVA - TID.

147



Posición del edificio SDOF, excitado por la señal śısmica aproximadamente estacio-

naria de la ecuación 7.15, considerando el espectro śısmico de ruido no blanco con las

caracteŕısticas del suelo firme y utilizando las variables óptimas para la minimización de

enerǵıa para β = 0.05.

Figura 8.29: Posición del edificio SDOF relativa al suelo considerando excitación śısmica

en suelo firme. Ĺınea celeste: Edificio sin controlar. Ĺınea negra: DVA - TID.

Figura 8.30: Posición del edificio SDOF relativa al suelo considerando excitación śısmica

en suelo firme. Ĺınea roja: TVMD. Ĺınea negra: DVA - TID.
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Figura 8.31: Posición del edificio SDOF relativa al suelo considerando excitación śısmica

en suelo firme. Ĺınea morada: Amortiguador-inersor-resorte. Ĺınea negra: DVA-TID.

Figura 8.32: Posición del edificio SDOF relativa al suelo considerando excitación śısmica

en suelo firme. Ĺınea verde: DVA clásico. Ĺınea negra: DVA - TID.

Figura 8.33: Posición del edificio SDOF relativa al suelo considerando excitación śısmica

en suelo firme. Ĺınea azul: TMDI. Ĺınea negra: DVA - TID.
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Gráficas de disipación de potencia instantánea.

Potencia instantánea disipada al acoplar el DVA - TID y los dispositivos reportados

en la literatura, considerando excitación śısmica aproximadamente estacionaria (ecuación

7.15), el espectro śısmico de ruido no blanco con las caracteŕısticas de amortiguamiento

y frecuencia natural del suelo suave y después del suelo firme, utilizando las variables

óptimas para la minimización de enerǵıa para β = 0.05.

Figura 8.34: Potencia instantánea disipada en suelo tipo suave. Curva negra: DVA - TID.

Curva roja: TVMD.

Figura 8.35: Potencia instantánea disipada en suelo tipo suave. Curva negra: DVA - TID.

Curva morada: Amortiguador-inersor-resorte.
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Figura 8.36: Potencia instantánea disipada en suelo tipo suave. Curva negra: DVA - TID.

Curva verde: DVA clásico.

Figura 8.37: Potencia instantánea disipada en suelo tipo suave. Curva negra: DVA - TID.

Curva azul: TMDI.

Figura 8.38: Potencia instantánea disipada en suelo tipo firme. Curva negra: DVA - TID.

Curva roja: TVMD.
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Figura 8.39: Potencia instantánea disipada en suelo tipo firme. Curva negra: DVA - TID.

Curva morada: Amortiguador-inersor-resorte.

Figura 8.40: Potencia instantánea disipada en suelo tipo firme. Curva negra: DVA - TID.

Curva verde: DVA clásico.

Figura 8.41: Potencia instantánea disipada en suelo tipo firme. Curva negra: DVA - TID.

Curva azul: TMDI.
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Apéndice C. Tablas.

Tablas de potencia media disipada en el edificio SDOF de base aislada, considerando

las propiedades de masa, frecuencia natural y amortiguamiento de la estructura mostrada

en la Figura 8.21.

1. Potencia media disipada al acoplar el dispositivo propuesto y los dispositivos to-

mados de la literatura considerando la señal śısmica aproximadamente estacionaria

de la ecuación 7.15, el espectro śısmico de ruido no blanco con las caracteŕısticas

de frecuencia y amortiguamiento de cada uno de los tres tipos de suelo y utili-

zando las variables óptimas para la minimización de vibración en resonancia para

β = {0.01, 0.02, 0.03, 0.04, 0.05}.

Tabla 8.1: Potencia media disipada en el edificio SDOF con frecuencia natural ωs =
4
3
πrad/s, ζs = 0 y Mt = 34 · 104kg.
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2. Potencia media disipada al acoplar el dispositivo propuesto y los dispositivos to-

mados de la literatura considerando la señal śısmica aproximadamente estacio-

naria de la ecuación 7.15, el espectro śısmico de ruido no blanco con las carac-

teŕısticas de frecuencia y amortiguamiento de cada uno de los tres tipos de sue-

lo y utilizando las variables óptimas para la minimización de enerǵıa para β =

{0.01, 0.02, 0.03, 0.04, 0.05}.

Tabla 8.2: Potencia media disipada en el edificio SDOF con frecuencia natural ωs =
4
3
πrad/s, ζs = 0 y Mt = 34 · 104kg.
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CENIDET.
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