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Prélogo

Este libro pretende ser un texto que permita al lector abordar con facilidad las técnicas de Investigacién
de Operaciones II, ya que se detallan los algoritmos y se presentan diversos ejemplos en cada uno de
los cinco capitulos. Esta orientado principalmente a alumnos y profesionales de la carrera de Ingenieria
Industrial, asi como para toda aquella persona que necesite tomar decisiones desde el punto de vista
cuantitativo. Pretende ser un libro intermedio entre los libros de investigaciéon de operaciones y de los de
métodos cuantitativos para administraciéon. En cada capitulo se resuelven problemas de cada tema, asi
como al final se agregan ejercicios por resolver con su respectiva solucién, para que el lector los resuelva
y compare con la solucién del libro.

El capitulo 1 se dedica a la programacién por metas. Se repasan los métodos simplex y de penalizacién
y presentan varios ejemplos para modelar problemas de programacion por metas, asi como los métodos
para hallar la solucién 6ptima correspondiente.

El capitulo 2 trata los problemas de optimizacién de redes, como son el de ruta més corta, el arbol de
minima expansion, el de flujo méximo y el de flujo de costo minimo.

El capitulo 3 aborda los problemas de teoria de decisiones en condiciones de riesgo e incertidumbre.

El capfitulo 4 trata los problemas de cadenas de Markov, calculando la matriz de transicién a n pasos,
los tiempos promedio de primer paso y las probabilidades a largo plazo.

El capitulo 5 aborda la teoria de las lineas de espera. Se presentan los modelos matematicos para uno
o varios servidores, con limitaciones en el nlimero de clientes en el sistema o en la fuente de llegada.

Se anexan las plantillas de excel de los ejercicios resueltos, con la finalidad de incentivar a los lectores
a utilizar la hoja de célculo de Excel, ya que es mundialmente utilizada por las empresas, ademds de ser
un herramienta poderosa para los alumnos y los profesionales que requieran realizar tediosos célculos
para resolver problemas en la toma de decisiones.

Debido a que los programas existentes de investigaciéon de operaciones como son WinQSB, STORM, TO-
RA, AMPL, LINDO, LINGQO, etc., no se tienen para su uso por diferentes razones como pueden ser su
precio de adquisicion, la incompatibilidad con los recientes sistemas operativos, entre otros. Por las ra-
zones anteriores y la inexistencia de software en el idioma espafiol, me motivé a desarrollar el software
I0peTec con macros de VBA (Visual Basic Aplicaciones), que le denominé asi por Investigacién (I) de
Operaciones (Ope) y Tecnolégico (Tec), que no tiene la mayoria de técnicas de 1.0., porque se limit6é a
los contenidos de la materia de Investigacién de Operaciones II, que se encuentra dentro del mapa cu-
rricular de la carrera de Ingenieria Industrial que ofrece el Tecnolégico Nacional de México. Este sofware
no pretende sustituir a los ya existentes, pero se espera que sea utilizado por los alumnos y profesionales
que necesiten usar los métodos cuantitativos para la administracién.
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Ademas el software I0peTec es facil de usar y los resultados se presentan en la misma hoja de célcu-
lo donde se realiza la captura de los datos de entrada. Una ventaja adicional es que se pueden realizar
célculos adicionales en la misma hoja de célculo y la captura es més rapida porque se pueden copiar los
datos.

El modulo 1 resuelve problemas de programacion lineal y realiza el andlisis de sensibilidad.
El modulo 2 resuelve problemas de programacién por metas.

El modulo 3 resuelve problemas de: ruta més corta, 4rbol de minima expansién, flujo maximo, flujo de
costo minimo, transporte y de asignacién

El modulo 4 resuelve problemas de teoria de decisiones, obteniendo el resumen de decisiones y el ar-
bol de decisiones con informacién muestral.

El modulo 5 resuelve problemas de cadenas de Markov, obteniendo la clasificacién de estados, las pro-
babilidades de transicién a n pasos y a largo plazo, asi como simula la Cadena de markov.

El modulo 6 resuelve problemas de lineas de espera, obteniendo las medidas de desempeino, el andli-
sis de sensibilidad y simula el modelo bésico de colas.

Por su facilidad en su uso y adquisicién, espero que IOpeTec se convierta en el software mads utilizado
en las instituciones publicas o privadas, en las que se requieran tomar decisiones utilizando los métodos
cuantitativos para administracién.

Si este texto y software puede ayudar a alumnos y profesores, el autor se dara por satisfecho, porque su
trabajo habrd sido ttil, dado que lo que se busca es que las nuevas generaciones sean mas competentes
en el &mbito profesional y empresarial.

Jorge Antonio Mijangos Lopez
Docente del Instituto Tecnoldgico de Tuxtla Gutiérrez.



Capitulo 1

PROGRAMACION POR METAS

1.1. DEFINICION Y CONCEPTOS GENERALES

La programacién por metas (PM) es una extensiéon de la programacion lineal. Esta técnica se disefi6 para
resolver problemas inconsistentes, es decir con objetivos y metas multiples no congruentes o que son
conflictivas entre si. Los autores de la programacién por metas fueron Charnes y Cooper a principios de
la década de 1960. Ijiri la refin6 y ampli6 la técnica. Ignizio y Lee desarrollaron numerosas aplicaciones
en la década de los 70.

Existen una gran variedad de problemas con objetivos multiples, como la simultdnea maximizacién de
utilidades, maximizacion de participacion de mercado, minimizacién de costos, maximizacion de cali-
dad del producto y maximizacién de la satisfaccién de los clientes. Con frecuencia estos objetivos m1il-
tiples toman dimensiones distintas (maximizar utilidades en comparacién con maximizar participaciéon
de mercado) y es frecuente que entren en conflicto (minimizacién de costos en comparacién con maxi-
mizacion del servicio). En el mundo real, los administradores deben considerar y ser capaces de evaluar
problemas con objetivos multiples, para este caso se han desarrollado modelos de programacién mate-
matica de criterios multiples para auxiliar en esta labor. (Davis, 1986)

1.2. MODELO GENERAL DE METAS

El modelo general de metas puede expresarse de la siguiente manera:

K m
Minimizar Z = Z Py Z (Wid; + W;e;)
k=1 i=1

Sujeto a:

Restricciones estructurales:
n
Y aijXj (s,=,2)b; parai=12,..,r
j=1
Restricciones de las metas:

n
Zainj+di—ei:bi parai=1,2,---;m
j=1

Restricciones de no negatividad:

X]'ZO Vj; d,’ZOyeiZO Vi

3
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Donde:

m = numero total de metas.
r = namero total de restricciones.
n = numero total variables de decision.
K = ntimero total de niveles de prioridad.
Py = coeficiente de prioridad parala k —ésima prioridad.
W; = peso relativo de la variable d; o e;.
X; = variables de decision de la actividad j.
d; = variables de desviacion en defecto (por debajo de la meta).
e; = variables de desviacién en exceso (por arriba de la meta).
a;j = coeficientes tecnoldgicos (uso de recursos i por cada unidad de la variable X;).

b; = recursos o requerimientos del problema.

1.3. DIFERENCIAS ENTRE MODELO LINEAL Y MODELO METAS

Un factor clave que diferencia la programacién de metas de la programcién lineal, es la estructura y
utilizacién de la funcién objetivo. En la programacion lineal s6lo se incorpora una meta en la funcién ob-
jetivo, mientras que en la programacién por metas se incorporan todas ellas, ya sea una o muchas. Esto
se logra expresando la meta en forma de restriccién, incluyendo una variable de desviacién para reflejar
la medida en que se llegue o no a lograr la meta, e incorporando esa funcién en la funcién objetivo. En
la programacion lineal, el objetivo es maximizar o minimizar, mientras que en la programacién por me-
tas el objetivo es minimizar las desviaciones de las metas especificadas (es decir, todos los problemas de
programacion por metas son problemas de minimizacién).

Dado que se minimizan las desviaciones del conjunto de metas, un modelo de PM puede manejar metas
multiples con dimensiones o unidades de medicién distintas. De la misma forma, pueden considerarse
metas que estan en conflicto. Si existen metas multiples, puede especificarse una jerarquizacién ordinal o
prioridades, y el proceso de solucién de PM opera de tal manera que se satisfaga la meta con mayor prio-
ridad en forma lo mds cercana posible antes de considerar las metas de prioridad inferior. En tanto que la
programacion lineal busca identificar la solucion 6ptima de entre un conjunto de soluciones factibles, la
programacién por metas identifica el punto que satisface mejor el conjunto de metas de un problema (es
decir, PM minimiza las desviaciones de las metas, tomando en consideracion la jerarquia de prioridades).

Una de las ventajas més importantes de la programacién por metas es que puede proporcionar mayor
informacién que la programacion lineal y por ello, es mds 1itil como auxiliar para los administradores en
el proceso de toma de decisiones. (Davis, 1986)

Debido a que la solucién a un problema de programacion de metas es similar a la solucién de un pro-
blema de programacion lineal, se hara un repaso del método simplex y del método de penalizacién (de
la M) y dado que se utilizard en los capitulos uno y dos de este libro, el complemento de Excel denomi-
nado Solver, que resuelve problemas de programacion lineal en el que el usuario requiere realizar ciertas
manipulaciones en la hoja de célculo, se menciona como hacer uso de este complemento.
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1.3.1.

Paso 1.

Paso 2.

Paso 3.

Paso 4.

Paso 5.

Paso 6.

Paso 7.

Pasos del método simplex

Transformar el problema a su forma estdndar.

Igualar la funcién objetivo a cero: Z — Z;?: 1CiX;=0.

Construir una tabla con los coeficientes del programa lineal.

Seleccionar como variable de entrada aquella cuya Z; — C; sea la mas negativa.

Una vez seleccionada la variable que entra a la base, seleccionar la variable de salida, utilizando
la siguiente regla: );—S‘

Donde:

ajj> 0

XB; = elemento del lado derecho de la restriccién i (i =1,2,...,m)

j = variable que entra alabase (j =1,2,...,n)

La interseccion en la tabla de variable que entra y de la variable que sale, al elemento se le deno-
mina pivote; al que se debera convertir en uno y al resto de elementos de la columna en ceros,
mediante el uso de operaciones de eliminacién de Gauss.

Prueba de optimalidad: la solucion sera 6ptima cuando el renglén Z; — C; = 0.

Ejemplo 1.1 Unaempresa denominada Vendo Hogar produce mesas y sillas, las cuales vende a un ma-
yorista. Por lo que todos los articulos que se produzcan se venden. Para producir una mesa se requieren
10 horas de tiempo de maquinaria, 30 horas de tiempo de mano de obra y 20 unidades de material; mien-
tras que para producir una silla se requieren 10 horas de tiempo de maquinaria, 10 horas de tiempo de
mano de obra y 40 unidades de material. Los recursos semanales disponibles son: 100 horas de tiempo
de maquinaria, 240 horas de tiempo de mano de obra y 320 unidades de material. La utilidad por unidad
producida es de $15 para una mesa y de $12 para una silla. Plantear y resolver este problema como un
programa lineal con el objetivo de maximizar la utilidad total.

Planteamiento del problema:

X1 = cantidad de mesas a producir a la semana.
X, = cantidad de sillas a producir a la semana.

Maximizar Z =15X; + 12X,

Sujeto a:

10X; + 10X, < 100

30X; + 10X, < 240

20X; + 40X, < 320
X1, X =0

Solucién del problema:

Escribir el problema en su forma estandar, agregando variables de holgura:

Maximizar Z =15X; + 12X, +0S; + 0S5 + 0S3

Sujeto a:
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10X; + 10X + S = 100
30X + 10X + S = 240
20X; + 40X, + 83 = 320

X1, X2, 81, 82,53 =0

Construir la tabla de coeficientes, para iniciar con las iteraciones del método simplex, como se muestra
enlatabla1.1:

C;j= 15 12 0 0 0
Cp | Basica | X; X> | S1 S S3 | Solucién
0 S1 10 10 1 0 0 100
Sy 10 0 1 0 240
S3 20 40 0 0 1 320
Z;-Cj|[-15 -12] 0 0 0 0

Tabla 1.1: Tabla inicial del método simplex.

Iteracion No. 1:

Seleccionar como variable de entrada aquella que tenga el valor méas negativo en la fila de Z; — C; de
la tabla 1.1. Siendo este valor de -15, que corresponde a la variable Xj.

Seleccionar como variable de salida, la que tenga el menor cociente al dividirenla tabla 1.1. {%, %, % =
{10,8,16} = 8, que corresponde a la variable S,.

La interseccién de la variable de entrada con la variable de salida se denomina pivote, a este elemento se
convierte en uno y el resto de la columna en ceros. Para lo cual la fila de S, de la tabla 1.1 se multiplica
por % y el resultado del célculo se obtiene en la tabla 1.2.
Para hacer ceros al resto de elementos de la columna de Xj, se multiplica a la fila de X; delatabla 1.2y
se suma a las filas de la tabla 1.1, respectivamente: por 15y se suma ala fila de Z; — C;, por -10 y se suma
alafila de S; y por ultimo por -20 y se suma a la fila de Ss.

C; = 15 12 0 0 0
Cp | Basica | Xj X5 S1 S S3 | Solucién
0 S1 0 1 -1/3 0 20
15 Xy 1 1/3 0 1/30 0 8
0 S3 0 100/3| 0 -2/3 1 160
Zi—=Cj | 0 -7 0 1/2 0 120

Tabla 1.2: Tabla después de realizar la iteracién No. 1.

Iteracion No. 2:

Seleccionar como variable de entrada aquella que tenga el valor mas negativo en la fila de Z; — C; de
la tabla 1.2. Siendo este valor de -7, que corresponde a la variable X5.

Seleccionar como variable de salida, la que tenga el menor cociente al dividir enla tabla 1.2. {%, %, %} =

{3,24, 25—4} =3, que corresponde a S;.

Para formar el vector unitario de la variable de entrada X», a la fila de S; de la tabla 1.2 se multiplica
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por 23—0 y el resultado del célculo se obtiene en la tabla 1.3.
Para hacer ceros al resto de elementos de la columna de X», se multiplica a la fila de X, dela tabla 1.3 y se
suma a las filas de la tabla 1.2, respectivamente: por 7 y se suma a la fila de Z; — C;, por %1 ysesumaala

fila de X; y por dltimo por % y se suma a la fila de S3. Debido a que la fila de Z; — C; = 0 dela tabla 1.3,

C; = 15 12 0 0 0
Cp | Basica | X3 X, S1 Sy S3 | Solucién
12 X5 0 1 3/20 -1/20 O 3
15 X1 1 0 | -1/20 1/20 0 7
0 S3 0 0 -5 1 1 60
Zi—=Cj | 0O 0 | 21/20 3/20 O 141

Tabla 1.3: Solucién 6ptima del ejemplo 1.1.

la solucién del problema es 6ptima, siendo ésta de X; =7, X» =3y Z = 141. Esto indica que la mejor so-
lucion es producir 7 mesas y 3 sillas, con una utilidad total al de 141 pesos. Con esta solucion las variables
de holgura S; =0, Sp = 0y S3 = 60, significa que se estd usando las 100 horas disponibles de maquinaria
y las 240 horas disponibles de mano de obra. En cuanto al recurso de material se estd dejando de usar 60
unidades.

1.3.2. Propiedades de la tabla simplex

Estas propiedades se muestran en la tabla 1.4, todas las propiedades se utilizan para resolver un proble-
ma de PL por el método simplex revisado, pero también se puede aplicar en otros métodos de solucion
como son el método simplex, el método de la M, el método de dos fases y el método de solucién de pro-
gramacion por metas. Haciendo uso de ellas desde la tabla inicial, hasta la tabla 6ptima. En esta ocasién
se utilizard para comprobar los resultados obtenidos en la tabla 1.3.

Var. originales  Var. Bas. Iniciales Solucién

Cp | Bésica B™la; B! Xp=B"'b

Tnp-1 Tp-1 —_ T p-1
Z;-C; | CIB"a;-C; CIB Z=CLBp

Tabla 1.4: Propiedades de la tabla simplex.

Donde:

B! = Matriz inversa formada por los vectores de las variables basicas iniciales.
C g = Transpuesta de los coeficientes en la funcién objetivo de las variables bdsicas.
C;j = Coeficientes de las variables j en la funcién objetivo.

b = Elementos del lado derecho de las restricciones o términos independientes.

aj = Coeficientes tecnologicos de las variables j.

Xp = Variables basicas.

Entonces se tiene:
3/20 -1/20 0

Matrizinversa=B~1=| —-1/20 1/20 0
-5 1 1
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3/20 —=1/20 0 100 3
Solucion=Xg =B 'b=| —-1/20 1/20 0 240 |=| 7
-5 1 1 320 60

3/20 -1/20 0
Multiplicadores simplex=CtB™'=( 12 15 0 )| —-1/20 1/20 0 [=(21/20 3/20 0 )

-5 11
100
Funcién objetivo=Z=CLB 'b=( 21/20 3/20 0 )| 240 [=141
320
3/20 -1/20 0 \( 10 10 0 1
Matrizinversaporcoeﬁcientestecnolégicos:B‘laJ-= -1/20 1/20 O 30 10 |=1 1 O
-5 1 1J\20 40 00
0 1 3/20 -1/20 0
Prueba de optimalidad=Z; -C;=C.B'a;-C;j=(12 15 0)[ 1 0 -1/20 1/20 0 |-
00 -5 1 1

(15 12 0 0 0)=(0 0 21/20 3/20 0)

Esta tltima propiedad es la més utilizada en la solucién de problemas de PL y de PM.

1.3.3. Método de la M o de penalizacion

Debido a que las restricciones de la forma mayor o igual o de la forma igual, no proporcionan una so-
lucién factible bésica inicial, se requiere agregar variables artificiales que no tienen significado real en
el problema; su tinica funcién es permitir una solucién inicial conveniente. En los problemas de maxi-
mizacién a las variables artificiales se les debe asignar coeficientes en la funcién objetivo de -M y a los
problemas de minimizacién se les debe asignar coeficientes de +M, en donde se supone que M es un
numero muy grande, por eso se le dice de penalizacion.

En la tabla 1.5 se presentan los criterios para la variable de entrada, la variable de salida y para la prueba
de optimalidad de un problema de programacién lineal y programacién por metas.

Objetivo Variable de salida | Variable de entrada | El problema es 6ptimo si
Maximizacién | Menor cociente La m4&s negativa Zi—C;j=0
Minimizacién | Menor cociente La més positiva Zi—Cj=<0

Tabla 1.5: Criterios para la variable de etrada y variable de salida para resolver problemas de PL y PM.

Ejemplo 1.2 Una compaiiia produce tres tipos se productos quimicos refinados: X, Y y Z. Es necesario
producir diariamente al menos 4 toneladas de X, 2 toneladas de Y y 1 tonelada de Z. Los productos de
entrada son los compuestos Ay B. Cada tonelada de A proporciona i de tonelada de X, i de tonelada de
Yy 1—12 de tonelada de Z. Cada tonelada de B proporciona % de tonelada de X, % de toneladade Yy % de
tonelada de Z. La tonelada del compuesto A cuesta $25 y del compuesto B $40. El problema consiste en

determinar la mezcla con costo minimo de entrada.
Planteamiento del problema:

X1 =No. de toneladas del compuesto A.
X, = No. de toneladas del compuesto B.
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Minimizar Z = 25X; + 40X,

Sujeto a:
%Xl + %Xg > 4
%Xl + ﬁXZ > 2
EXI + §X2 > 1
X1, X0 =20

Solucién del problema:
Escribir el problema en su forma estandar, agregando variables de exceso y variables artificiales:

Minimizar Z =25X; +40X, + 081 +0S2 + 0S5+ M A + M Ay + M As

Sujeto a:
X1+ 3X - S + A =4
in + %Xg - S + A = 2
X1+ 53X - 83 + A3 =1

Xlr XZ) Slr 827 837 A]_: A27 A3 =0

Construir la tabla de coeficientes, para iniciar con las iteraciones del método de la M, como se muestra
en la tabla 1.6. Para facilitar los célculos, la letra M se sustituye por un valor relativamente grande, por
ejemplo M = 100.

Ci= 25 40 0 0 0 100 100 100
Cp | Basica Xy X S1 S S3 Ay Ay Az | Solucién
100 A 1/4 1/2 -1 0 0 1 0 0 4
100 As 1/10 0 -1 0 0 1 0 2
100 Asg 1/12 1/8 0 0 -1 0 0 1 1
Zj—Cj | 100/3 65/2 —-100 -100 —100 0 0 0 700

Tabla 1.6: Tabla inicial del método de la M.

Iteracion No. 1:
1/4 1/2 -1 O 0
0

Cédlculode Z;—Cj=( 100 100 100 )| 1/4 1/10 0 -1
1/12 1/8 0 0 -1
(25 40 0 0 0O 100 100 100 )=( 100/3 65/2 -100 —100 —-100 0 O O )

1
0
0

S = O

0

0 —

1

Seleccionar como variable de entrada aquella que tenga el valor mas positivo en la fila de Z; — C; de la

tabla 1.6. Siendo este valor de 100/3, que corresponde a la variable Xj.

Seleccionar como variable de salida, la que tenga el menor cociente al dividir enla tabla 1.6. {ﬁ, ﬁ, ﬁ} =

{16,8,12} = 8, que corresponde a la variable A,. Después de aplicar la eliminacién de Gauss, los resulta-
dos se muestran en la tabla 1.7.

Iteracion No. 2:

El calculo de Z; — C; se puede realizar directamente en la tabla 1.7, aplicando la propiedad de la tabla
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Ci= 25 40 0 0 0 100 100 100
CB Basica X1 X2 Sl Sz Sg A1 A2 A3 Solucién
100 A; 0 2/5 -1 1 0 1 -1 0 2
25 X1 1 2/5 0 -4 0 0 4 0 8
100 Az 0 11/120 0 @ -1 0 -1/3 1 1/3
Zi—Cj| 0 115/6 -100 100/3 -100 0 -400/3 O 1300/3

Tabla 1.7: Tabla después de realizar la iteracién No. 1.

simplex C}g Bla j — Cj. Seleccionar como variable de entrada aquella que tenga el valor mas positivo en
la fila de Z; — C; de la tabla 1.7. Siendo este valor de 100/3, que corresponde a la variable S,.

Seleccionar como variable de salida, la que tenga el menor cociente al dividir en la tabla 1.7. {%, % =
{2,1} = 1, que corresponde a la variable As. Después de aplicar la eliminacién de Gauss, los resultados se
muestran en la tabla 1.8.

Ci= 25 40 0 0 0 100 100 100
CB Basica X1 X2 Sl Sg 53 A1 A2 A3 Solucién
100 Ax 0 1/8 -1 0 3 1 0 -3 1
25 X1 1 3/2 0 0 -12 0 0 12 12
0 S 0 @ 0 1 -3 0 -1 3 1
Zi—Cj | 0 10 -100 O 0 0 —-100 -100 400

Tabla 1.8: Tabla después de realizar la iteracién No. 2.

Iteracion No. 3:

Seleccionar como variable de entrada aquella que tenga el valor mds positivo en la fila de Z; — C; de

la tabla 1.8. Siendo este valor de 10, que corresponde a la variable X.

Seleccionar como variable de salida, la que tenga el menor cociente al dividir en la tabla 1.8. {1}—8, %, ﬁ} =
{8,8,40/11} = 40/11, que corresponde a la variable S,. Después de aplicar la eliminacién de Gauss, los re-
sultados se muestran en la tabla 1.9.

Ci= 25 40 0 0 0 100 100 100
CB Basica X1 Xg Sl Sz Sg A1 Az A3 Solucién
100 A; 0 0 -1 -5/11 @ 1 5/11 -48/11 6/11
25 Xy 1 0 0 -60/11 48/11 0 60/11 —48/11 72/11
40 X 0 1 0 40/11 -120/11 0 -40/11 120/11 40/11
Zi—=Cj | 0O 0 -100 -—400/11 1200/11 0 -700/11 —2300/11 | 4000/11

Iteracion No. 4:

Seleccionar como variable de entrada aquella que tenga el valor mds positivo en la fila de Z; — C; de

Tabla 1.9: Tabla después de realizar la iteracién No. 3.

la tabla 1.9. Siendo este valor de 1200/11, que corresponde a la variable S3.

Seleccionar como variable de salida, la que tenga el menor cociente al dividir enla tabla 1.9. {

6/11 72/11
48/11” 48/11
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{1/8,3/2} = 1/8, que corresponde a la variable A;. Después de aplicar la eliminacién de Gauss, los resul-
tados se muestran en la tabla 1.10.

Ci= 25 40 0 0 0 100 100 100
CB Basica X1 Xg Sl Sz Sg A1 A2 A3 Solucién
0 S3 0 0 -11/48 -5/48 1 | 11/48 5/48 -1 1/8
25 X1 1 0 1 -5 0 -1 5 0 6
40 Xo 0 1 -5/2 5/2 0 5/2 -5/2 0 5
Zi—=Cj | 0 0 -75 -25 0 -25 -75  -100 350

Tabla 1.10: Solucién 6ptima del ejemplo 1.2.

En la tabla 1.10 todos los valores Z; — Cj, son menores o iguales a cero por lo tanto se ha llegado a la
solucion 6ptima: X; = 6 toneladas del compuesto A, X, = 5 toneladas del compuesto B y costo total
minimo de Z = $350. S3 = 1/8 de tonelada a producir en exceso del producto Z.

Para obtener los valores de los multiplicadores simplex Cg B™1, al resultado obtenido en la tabla 1.10,
sumar el valor de M asignado a cada uno de los elementos, quedando de la siguiente manera: C g Bl=
( -25+100 -75+100 —100+100 )=(75 25 0 )

1.3.4. Uso de Solver de Excel para resolver problemas de programaci6n lineal

Para resolver un problema de programacion lineal en Excel, se realizan los siguientes pasos:

Paso 1. Los datos del problema se pueden introducir en cualquier rango de celdas, se sugiere introducir-
los como se muestra en la figura 1.1.

Paso 2. Introducir la funcion SUMAPRODUCTO como se muestra en la figura 1.1, para calcular tanto
el valor de Z, como el uso de los recursos o requerimientos.

Paso 3. Sino estd instalado el complemento Solver. Hacer clic en la ficha Archivo, seleccionar Opciones
para abrir la ventana Opciones de Excel. Seleccionar la opcién complementos. Hacer clic en el
Boton de comando Ir .... Hacer clic en la casilla de verificacion Solver y hacer clic en el botén de
comando Aceptar. Solver queda instalado en la ficha Datos.

Paso 4. Al seleccionar Solver en la ficha datos se abre la ventana denominada Pardmetros de Solver. Se-
leccionar el rango o capturar los pardmetros siguientes: (Ver figura 1.2).
a) Establecer objetivo: Se refiere al valor de Z, que se encuentra en la celda G4.
b) Para: Seleccionar el botén de opcién que corresponda, en este caso © min.

¢) Cambiando las celdas de variables: Se refiere al rango de celdas en donde Solver reflejard el
valor de la solucién de las variables. B5 : C5 en este caso.

d) Sujeto a las restricciones: Hacer clic al botédn Agregar, se abre una ventana en donde solicita
la Referencia de celda: G9 : G11 en este caso. Seleccionar = y solicita la Restriccion: E9: E11
en este caso.

e) Método de resolucién: Seleccionar Simplex LP.

f) Presionar clic en el botén de comando Resolver.
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A B G D E F G H ] K L
1 Solucion del ejemplo 1.2

2

3 Variables: X1 X2 Introducir formula en:

4 |Costo 25 40 Z= 350 G4: SUMAPRODUCTO(B$5:CS5,84:C4)

5 Solucién & 5

6

7 Restricciones

g Nombre Coeficientes tecnoldgicos Reqguerimientos Uso de req. Introducir formula en:

9 |Producto X 1/4 112 > 4 4 G9: SUMAPRCDUCTO(B$5:C$5,89:C9)

10 Producto Y 1/4 1/10 > 2 a G10: SUMAPRODUCTO(B$5:C85,B10:C10)
11 | Producto Z 112 1/8 z 1 1.125 G11: SUMAPRODUCTO(B$5:C85B11:C11)
12

Figura 1.1: Pantalla de captura de datos para Solver de Excel.

Parimetros de Solver x
Establecer objetivo: $GS4 *
Para:  (0) Max ®) Min (O Valor de:

Cambiando [3s celdas de variables:
$B55:5CS5 *

Sujeto a las restricciones:

$GEXSGS11 > = SESRSES Agregar

Cambiar

Eliminar

Restablecer todo
Cargar/Guardar
[ Convertir variables sin restricciones en no negativas

Método dg Simplex LP e Opciones
resolucion:

Método de resolucion
Seleccione el motor GRG Nonlinear para problemas de Solver no lineales suavizados. Seleccione

¢l motor LP Simplex para problemas de Solver lineales, y seleccione ¢l motor Evolutionary para
problemas de Solver no suavizados.

Figura 1.2: Pardmetros de Solver.

1.4. MODELOS DE UNA SOLA META

Es poco probable que existan problemas con una sola meta, sin embargo es un buen principio para com-
prender la programacion por metas.

Ejemplo 1.3. Suponer que el gerente de la empresa Vendo Hogar fija su meta de utilidades en $210.
En esta situacion la variable de desviacion d es igual a la cantidad por la que la meta no se alcanza o no
se consiguey la variable de desviacion e es igual a la cantidad por la cudl la meta se supera o se excede. En
la mayoria de los problemas de PM tanto las desviaciones d como e estardn en una ecuacién de metas,
a lo mas una de las dos variables de desviacion tendrd un valor positivo en la solucién, es decir debera
satisfacer la relacién de d * e = 0, ya que si d > 0, entonces e = 0 y viceversa; de igual manera ambas va-
riables de desviacién podran tener un valor de cero. Por ejemplo en la solucién del ejemplo 1, en el que
X1 =7y X, =3 ysiseplanteala ecuacion de metas de utilidades como 15X; +12X, +d —e = 210, entonces
15%7+12%3 =141, por lo que la meta no se alcanza en d = 69. Silos valores de X; = 6 y X, = 10, entonces
15%6+12* 10 =210 seria exactamente igual a 210 y ambas variables de desviacién serian igual a cero. Si
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los valores de X; =7y X» = 10, entonces 15 * 7+ 12 % 10 = 225 por lo que la meta se superaria en e = 15.

El planteamiento del problema con una sola meta es:

Minimizar Z = d

Sujeto a:

15X; + 12X, +d —e =210
10X; + 10X, + S; = 100
30X; + 10X, + S = 240
20X, + 40X, + 83 = 320

X1, X5, 81, 8,,83,d,e=0

Es necesario aclarar que la Ginica variable que aparece en la funcién objetivo es la variable de desviacién
d, ya que se trata de minimizar el valor por el cual no se alcanza la meta, por lo que en la medida que el
valor de d tienda a cero significa que al menos ya se alcanz6 la meta. En resumen las variables de desvia-
cién que se tratan de minimizar son aquellas variables que no se desean, es decir en este caso no desea
que el valor de d sea positivo porque ello significa que la meta no se alcanzé. Este problema se puede
resolver por el método simplex.

Construir la tabla de coeficientes, para iniciar con las iteraciones del método simplex, como se mues-
traenlatabla1.11:

C;j= 0 0O 0 0 o0 1
Cp | Basica | X3 Xp | S1 S2 S3 d e | Soluciéon
1 d 15 12 | 0 0 0 1 -1 210
0 S 10 101 O O O O 100
0 Sy 10,0 1 0 0 O 240
0 S3 20 40| 0 0 1 O 320
Zi-Cj | 15 120 0 0 0 -1 210

Tabla 1.11: Tabla inicial del método simplex.

En la tabla 1.11 la variable d = 210, significa que si X; = X> = 0, no se alcanza la meta de utilidades en
$210. Enla tabla 1.12 la variable d = 90, significa que si X; =8y X» = 0, no se alcanza la meta de utilidades

C; = o 0 0 0 0 1
Cp | Basica | X; X5 S1 S S3 d e | Solucién
1 d 0 7 o -1/2 0 1 -1 90
0 S1 0 1 -1/3 0 O 20
0 X1 1 1/3 0 1/30 0 O 8
0 S3 0 100/3 | 0 -2/3 1 0 O 160
Z-Cilo 7 o0 -12 0 0 -1 90

Tabla 1.12: Tabla después de realizar la iteraciéon No. 1.

en d = $90. En la tabla 6ptima 1.13 la variable d = 69, significa que si X; = 7y X» = 3, no se alcanza la
meta de utilidades en $69. Que para alcanzar la meta de utilidades serd necesario utilizar tiempo extra
a la semana, lo cual conduce a que el problema a resolver serd de metas miltiples como se verd en la

siguiente seccion.
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Ci= 0 0 0 0 0 1 0
Cp | Basica | X1 X» S S S3 d e | Solucién
1 d 0 0 |-21/20 -3/20 0 1 -1 69
0 Xo 0 1 3/20 -1/20 0 0 O 3
0 X1 1 0 —-1/20 1/20 0O 0 O 7
0 S3 0 0 -5 1 1 0 O 60
Zj—C; 0 0 | -21/20 -3/20 0 0 -1 69

Tabla 1.13: Tabla 6ptima del ejemplo 1.3.

1.5. MODELOS DE METAS MULTIPLES

Existen tres tipos de modelos: metas multiples sin prioridades, metas multiples con prioridades y metas
multiples con prioridades y ponderaciones.

1.5.1. Metas miuiltiples sin prioridades

En este tipo de modelo se considera que todas las metas del problema tienen la misma desviacién uni-
taria, es decir $1 en utilidades se considera igual a una unidad producida o a una hora extra de mano
de obra, por lo tanto pudiera no ser el modelo més utilizado en las aplicaciones, aunque para resolver el
problema se puede seguir usando el método simplex. El ejemplo 1.5 se resolverd por el método simplex
y el método gréfico y se hard un anélisis de la solucién en cada iteracién del método simplex y en cada
punto de la solucién en la gréfica.

Ejemplo 1.4 En este ejemplo se presenta un problema que tiene dos restricciones que son conflicti-
vas entres si y que para resolverlo, se utilizard programacién con metas multiples.

Mueble Hogar fabrica muebles baratos para estudiantes. El préximo mes planea producir libreros y ca-
mas. Cada librero contribuye con $800 a las utilidades y cada cama con $1100. Cada librero requiere de 4
m? de madera y 2 horas-hombre; mientras que cada cama requiere de 5 m? de madera y 4 horas-hombre.
La disponibilidad de madera es de 3000 72 y 1800 horas-hombre. Un cliente importante ha solicitado le
sea surtido cuando menos 500 camas para el mes préximo. Planteamiento del problema con programa-
ci6n lineal.

Sea X; = Numero de libreros a producir el préximo mes.
X, = Numero de camas a producir el préximo mes.

Maximizar Z = 800X; + 1100X,

Sujeto a:
4X; + 5X, = 3000
2X; + 4X, < 1800
X, = 500
X1, X0 =20

Este problema no tiene solucién si se resuelve por el método de la M o el método gréfico. En la figura
1.3 se observa que no existe regién factible, ya que la restriccién de horas-hombre con la restriccién
de surtir cuando menos 500 unidades se contraponen. La programaciéon por metas en vez de optimizar
una funcién objetivo, busca minimizar las desviaciones de las metas que se proponga la empresa. En
este problema la incompatibilidad se presenta porque no se puede cumplir simultdneamente con las
restricciones:

2X, +4X, <1800y X, =500
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Por lo que la técnica de programacion por metas multiples cambia la funcién objetivo por:

Minimizar Z =|2X; +4X, —1800| + | — X, + 500]|

~~
€] dz

Se puede observar en esta funcién objetivo que el énfasis se da en minimizar las desviaciones en exceso
(e;) y en defecto (d;). Es necesario recalcar que las variables de desviacién que deberan considerarse en
la funcién objetivo dependerd del sentido de la restriccidn, si es del tipo <, la variable de desviacién no
deseada es e;, e; en este caso porque se busca que e; se reste lo menos posible para no rebasar el recurso
de 1800 horas-hombre disponibles. Si es del tipo =, la variable de desviacién no deseada es d;, d» en este
caso porque se busca sumar lo menos posible para que no sea menor que el requerimiento de 500 camas
a producir.

600
R3: X, = 500
500 + 4

R1:4X;+5X2 < 3000

400 4

300 A

R2:2X; + 4X2 £ 1800

200

100

T T T = 1 T 1 =X1

T T
100 200 300 400 500 600 700 800 900

Figura 1.3: Solucién por el método grafico con PL.

Para hallar una solucién conveniente se planteard el problema con programacién por metas.

Minimizar Z =e; + d»

Sujeto a:

4X, + 5X, < 3000

2X7 + 4X + dl - e] = 1800
X5 + d, — e = 500

Xl, XZ» dly e1, dZ) ey = 0

El problema se puede resolver con el método simplex como se muestra en la tabla inicial de coeficientes
1.14

Este problema requiere de una iteracion, en la que entra a la base la variable X, y sale de la base la variable
d; . La solucién 6ptima se muestra en la tabla 1.15.

La solucién obtenida es X; =0, X, =450, S; =750, d; =0, e; =0, d» =50, e, =0y Z =50. Con un nivel
de produccién de X; = 0y X» = 450, se tiene un sobrante de 750 M, de madera, la restriccién meta de
horas-hombre no tiene exceso ni defecto y la restriccién meta de producir cuando menos 500 camas no
se logra en 50 camas. Sin embargo la ventaja que tiene la programacién por metas es que proporciona
una solucién conveniente para el gerente o duefio de la empresa y podria buscarse una mejor solucion si
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Ci= 0 0 0 0 1 1 0
Cgp | Basica | X3 X, S di e d» e | Soluciéon
0 S1 4 5 1 0 0 0 0 3000
0 dq 2 @ 0 1 -1 0 0 1800
dy 0 1 0 0 0 1 -1 500
Z;-Ci| 0 1 0 0 -1 0 -1]| 500
Tabla 1.14: Tabla inicial del método simplex.
Ci= 0 0 0 0 1 1 0
Cp | Basica Xy X S d; e d» e | Solucion
0 S1 3/2 0 1 -5/4 5/4 0 0 750
0 X5 1/2 1 0 1/4 -1/4 0 0 450
1 dy -1/2 0 0o -1/4 1/4 1 -1 50
Z;-Cj | -1/2 0 0 -1/4 -3/4 0 -1 50

Tabla 1.15: Tabla 6ptima del ejemplo 1.4.

se utilizan metas multiples con prioridades.

Ejemplo 1.5 Juan Penagos ensambla computadoras tipo Ay tipo B. Ambas computadoras deben pasar
por el departamento de ensamble y por el departamento de pruebas. Una computadora tipo A requiere
4 horas de ensamble y 10 horas de pruebas. Una computadora tipo B requiere 8 horas de ensamble y 4
horas de pruebas. El tiempo que se dispone a la semana en el departamento de ensamble es de 160 horas
y en el departamento de pruebas es de 200 horas. La utilidad neta que se obtiene por cada computadora
tipo A que se ensamble y venda es de $400 y por la de tipo B es de $300. El sefior Penagos se ha establecido
las siguientes metas.

1. Evitar la subutilizacién de la capacidad disponible de horas en ambos departamentos.

2. Debido a que existe demanda de las computadoras, ensamblar al menos 20 computadoras tipo A
y 15 computadoras tipo B.

3. Obtener una ganancia minima semanal de $12000.

4. Limitar el tiempo extra a 60 horas a la semana en ambos departamentos.

Planteamiento del problema con programacioén de metas multiples sin prioridades.

Sea X; = Numero de computadoras tipo A a ensamblar a la semana.
X, = Numero de computadoras tipo B a ensamblar a la semana.

Meta 1: Utilizar todos los recursos disponibles de ambos departamentos, por lo que no se desea que
las variables de desviacion d; y d», tengan un valor positivo, entonces son las que buscan minimizarse.
Meta 2: Ensamblar un minimo de computadoras tipo A y computadoras tipo B, por lo que no se desea
que las variables de desviacion ds y d4, tengan un valor positivo.

Meta 3: Para obtener una ganancia minima, no es deseable que la variable de desviacién ds tenga un
valor positivo.

Meta 4: Limitar el tiempo extra a 60 horas a la semana, implica que no es deseable que la variable de
desviacion en exceso eg tenga un valor positivo.
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Minimizar Z =dj+dy + ds + dy + ds + eg

Sujeto a:
14X, +8Xy + d1 —e] = 160 (1.1)
10X; +4X, +d, —eo = 200 1.2)
X1 + dg —e3 = 20 (1.3)
X5 + d4 —éy = 15 (1.4)
400X; + 300X, +ds —es = 12000 (1.5)
el + e + dG —e = 60 (1.6)

Xl: X27 dl) e dZ» €, d3) es, d4r €y, d57 €5, dﬁ» €6 = 0

Es conveniente mencionar que en las variables de desviacién e; y ey, se reflejara el exceso de horas utili-
zadas en ambos departamentos, por lo que la ecuacién ntimero (1.6) no estd en funcién de las variables
X; y de X,. Este problema se resolverd de manera gréfica y por el método simplex, con la finalidad de
que el lector comprenda e interprete las diferentes soluciones que se van obteniendo en cada una de los
puntos extremos de la grafica de la figura 1.4 y de las seis tablas para obtener la solucién éptima.

Para poder graficar la ecuaciéon nimero (1.6), que corresponde a no utilizar mas de 60 horas de tiem-
po extra y debido a que estd basada solamente en variables de desviacidn, es necesario convertirla de
algin modo para que quede expresada en funcién de las variables de decisién X; y X,. De la ecuacién
(1.1) se despeja e; = 4X; +8X> +d; — 160 y de la ecuacion (1.2) se despeja ex = 10X; +4 X5 + dp — 200.
Sustituyendo e; y e, en la ecuacion (1.6) se tiene:

4X7+8Xo+d; —160+ 10X, +4 X5 + dy — 200 + dg — eg = 60

Como una de las metas es evitar la subutilizacién de la capacidad disponible de horas en ambos depar-
tamentos, a d; y a d se considera su valor minimo de cero, por lo que la ecuacién a graficar queda como:

14X, +12X, +dg— eg =420

En la tabla 1.16 se presenta un resumen de las iteraciones del método simplex, que corresponden a las
iteraciones presentadas en las tablas 1.17,1.18, 1.19, 1.20, 1.21 y 1.22

Andlisis de la soluciéon del ejemplo 1.5, guidndose de la figura 1.4 y de la tabla 1.16.

1. En el punto A de la figura 1.4 y de la tabla 1.16, la solucién es X; =0y X, = 0. Las metas 1,2y 3 no
se alcanzan por eso las variables de desviacion d, dy, ds, d4 v ds son mayores que cero. La Gnica
meta que se alcanza es la 4, por eso eg = 0, es decir no se usa tiempo extra.

2. En el punto B de la figura 1.4 y de la tabla 1.16, la solucion es X; = 20 y X, = 0. De la meta 1: no
se alcanza la ecuaciéon meta 1.1 en d; = 80 horas. De la meta 2: no se alcanza la ecuacién meta 1.4
en d4 = 15 computadoras. De la meta 3: no se alcanza la ecuacién meta 1.5 en ds = 4000 pesos. La
Unica meta que se cumple es la 4, por eso eg = 0, es decir no se usa tiempo extra.

3. En el punto C de la figura 1.4 y de la tabla 1.16, la solucién es X; = 15y X, = 12.5. La meta 1 se
alcanza. De la meta 2: no se alcanza la ecuacién meta 1.3 en ds = 5 computadoras y la ecuacién
meta 1.4 en d4 = 2.5 computadoras. De la meta 3: no se alcanza la ecuaciéon meta 1.5 en ds = 2250
pesos. La meta 4 se cumple, por eso eg = 0, es decir no se usa tiempo extra.

4. En el punto D de la figura 1.4 y de la tabla 1.16, la solucién es X; = 20 y X, = 10. La meta 1 se
alcanza. De la meta 2: no se alcanza la ecuaciéon meta 1.4 en d4 = 5 computadoras. De la meta 3: no
se alcanza la ecuacion meta 1.5 en ds = 1000 pesos. La meta 4 se cumple, por eso eg = 0, es decir se
usan 40 horas extras, que es menor al nimero de horas extras disponibles.
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Ecuacion 1.3: X, =20

2:10X; + 4X2 =200

Ecuacion 1.5: 400X, + 300X2 = 12000
|~

| Ecuacion 1.6: 14X; + 12X2 =420

Ecuacion 1.4: X, =15

15 7
] !
10 1 A
e Ecuacion 1.1: 4X; + 8X2 = 160
.A T T T > Xl
5 10 15 20 25 30 35 40
Figura 1.4: Solucién por el método grafico con PM.

A B C D E F

Desviacion X1 X2 X1 X2 X1 X2 X1 X2 Xl Xg X1 Xg

0 0 (20 O |15 125|220 110|225 875 |24 8
dy 160 80 0 0 0 0
el 0 0 0 0 0 0
d» 200 0 0 0 0 0
e 0 0 0 40 60 72
ds 20 0 5 0 0 0
es 0 0 0 0 2.5 4
dy 15 15 2.5 5 6.25 7
ey 0 0 0 0 0 0
ds 12000 4000 2250 1000 375 0
es 0 0 0 0 0 0
dg 60 60 60 20 0 0
e 0 0 0 0 0 12
Z 12395 4095 2252.5 1005 381.25 19

Tabla 1.16: Resumen de soluciones del ejemplo 1.5.

5. En el punto E de la figura 1.4 y de la tabla 1.16, la solucién es X; = 22.5y X, = 8.75. La meta 1 se
alcanza. De la meta 2: no se alcanza la ecuacién meta 1.4 en dy = 6.25 computadoras. De la meta 3:
no se alcanza la ecuacién meta 1.5 en ds = 375 pesos. La meta que se cumple es la 4, por eso eg =0,
es decir se usan 60 horas extras, que es igual al nimero de horas extras disponibles.

6. En el punto F de la figura 1.4 y de la tabla 1.16, la solucién es X; =24y X, = 8. Lameta 1 se alcanza.
De la meta 2: no se alcanza la ecuaciéon meta 1.4 en d4 = 7 computadoras. La meta 3 se alcanza. La
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meta 4 no se cumple porque se estdn usando eg = 12 horas extras, adiconales a lo disponible.

Observaciones adicionales a la solucién.

Debido a que no existen prioridades, el algoritmo simplex trata de ir mejorando la solucién en funcién
de las variables de desviacién que tratan de minimizarse en la funcién objetivo, como se puede observar
en el valor de Z en cada iteracién, empezando en el punto A con Z = 12395, en el B con Z = 4095, en
el C con Z =2257.5,enel D con Z =1005,enel E con Z=381.25yen el F con Z =19. Como no exis-
ten prioridades al final la solucién 6ptima permite alcanzar la meta de utilidades, pero no se alcanza la
produccién de X» en 7 unidades y de igual manera se emplean 12 horas extras adicionales a las 60 horas
consideradas como maximo. En la siguiente subseccion se planteard este problema considerando prio-
ridades en la metas.

Ejemplo 1.6 El taller del Ing. Peralta necesita determinar la mejor ubicacién para instalar un torno
nuevo en el piso del taller, en el que ya existen cuatro tornos. Los que ya existen se localizan en las si-
guientes coordenadas de X; y de X».

Torno 1: X; =2, X, =3
Torno 2: X; =2, X> =6
Torno 3: X7 =4, X, =1
Torno4: X; =7, X, =3

Formular un modelo de programaciéon por metas que permita encontrar la distancia total minima del
torno nuevo a los cuatro tornos existentes. La distancia se mide en forma rectilinea. Por ejemplo la dis-
tancia rectilinea que existe entre las coordenadas de los puntos (2,2) y (7,3) es |7 — 2| + |3 — 2| = 6. En este
problema se consideran en la funcién objetivo las variables de desviacién en defecto y en exceso, porque
el objetivo es minimizar la distancia total en la ubicacién del nuevo torno.

Planteamiento del problema:

Minimizar Z=dj+e1+do+es+ds+es+dys+es+ds+es+dg+eg+d; +e;+dg+eg

Sujeto a:
X1 + dl -—e =2
X, +dy — e =3
X1 + dg — e =2
X, +dy — e =6
X1 + d5 — e =4
X, +dg —eg =1
X1 + d7 —e; =17
X + dg —eg =3

Todas las variables = 0

Debido a que este problema no tiene prioridades, se resuelve con el médulo de programacion lineal del
software I0peTec. Obteniendo la siguiente soluciéon 6ptima: X; =4, X, =3,e1=2,e3=2,dys=3,e=2Yy
d; = 3. El resto de variables de desviacién que no son variables basicas tienen un valor de cero, siendo el
valor de Z =12, lo que indica que el torno nuevo deberd ubicarse en las coordenadas X; =4y X, =3 con
una distancia total minima de 12 metros.
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1.5.2. Metas miuiltiples con prioridades

La programacién por metas considera el orden preferencial de las metas por medio del uso de coeficien-
tes de prioridad denotados P. A las variables de desviacién de las metas que estan en la funcién objetivo y
que tienen la primera prioridad se les asigna P, a las metas que tienen la segunda prioridad se les asigna
P, y asi sucesivamente hasta la meta con prioridad Py, se supone que Py > P, > --- > Py

Para ilustrar este tipo de problemas con prioridades se retomaré el problema planteado en el ejemplo
1.5 de Juan Penagos.

Ejemplo 1.7 Resolver el ejemplo 1.5, fijando las siguientes prioridades para el logro de las metas.

Prioridad 1. Evitar la subutilizacién de la capacidad disponible de horas en ambos departamentos.
Prioridad 2. Limitar el tiempo extra a 60 horas a la semana.

Prioridad 3. Debido a que existe demanda de las computadoras, ensamblar al menos 20 computadoras
tipo Ay 15 computadoras tipo B.

Prioridad 4. Obtener una ganancia minima semanal de $12000.

Planteamiento del problema con programacion de metas multiples con prioridades.

Sea X; = Numero de computadoras tipo A a ensamblar a la semana.
X, = Numero de computadoras tipo B a ensamblar a la semana.

Como existen prioridades ahora en la funcién objetivo, a las variables de desviacién de la meta de prio-
ridad 1 (d; y d>) se le asigna el coeficiente P;, ala variable de desviacién de la meta de prioridad 2 (eg) se
le asigna el coeficiente P,, a las variables de desviacién de la meta de prioridad 3 (ds3 y d4) se le asigna el
coeficiente P3 y ala variable de desviacién de la meta de prioridad 4 (ds) se le asigna el coeficiente Pj.

Minimizar Z = P1dy + P1d> + Preg+ P3d3 + P3d4 + P4d5

Sujeto a:
14X, +8Xy + d1 —e] = 160
10X; +4X, + dz — €2 = 200
X1 + dg —e3 = 20
X5 + d4 — €y = 15
400X + 300X, +ds —es = 12000
el + e + dﬁ —eg = 60

Xl, XZI dlr e, d2) €2, d37 es, d47 €y, d57 €5, dﬁr €6 = 0

Este problema se resuelve por el método simplex para metas y se presenta la solucién en las tablas 1.23,
1.24,1.25,1.26 y 1.27. Los pasos a seguir en este método se presentardn en la secciéon 1.7.

Con la solucién 6ptima X; = 17 1/7 y X = 15, la meta de prioridad 1 se alcanz6 e inclusive se supera-
ron ambas ecuaciones de meta, por eso e; =284/7y e, =31 3/7, estas 60 horas adicionales representan
el tiempo extra necesario en ambos departamentos de produccién. De ahi que la meta de prioridad 2 se
haya alcanzado, ya que no se usaron mds de las 60 horas disponibles de tiempo extra. La meta de prio-
ridad 3 se alcanz6 parcialmente, porque no se alcanzé la ecuacién de meta de ensamblar al menos 20
computadoras tipo A, es decir faltaron d; = 2 6/7. La meta de prioridad 4 no se alcanz6 en d5 = 642 6/7
pesos. La ventaja que tiene la programacién por metas es poder cambiar el orden de prioridades y buscar
una solucién que mejor convenga a los intereses de los administradores o de los tomadores de decisio-
nes. Esto seria como realizar un andlisis de sensibilidad para el logro de las metas.
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1.5.3. Metas multiples con prioridades y ponderaciones

En algunas ocasiones es conveniente asignar a las metas que tienen la misma prioridad mayor impor-
tancia que a otras, por lo que se pudiera asignar un peso diferencial para reflejar la importancia de una
ecuacion de metas dentro del mismo nivel de prioridad. Suponer que en un problema determinado que
la meta de utilidades yla meta de tiempo de produccién tienen el mismo nivel de prioridad, si no se asig-
nan ponderaciones, quien toma las decisiones estd planteando que una desviacién de $1 de utilidades
tiene igual importancia que una desviacién de una hora de trabajo. Esta es la razon por la cudl es necesa-
rio darle un peso mayor a aquella meta que sea mds importante en la solucién del problema. Para ilustrar
esto, se tomard el ejemplo anterior, asignandole a la meta de prioridad 3, un peso mayor al ensamble de
computadoras tipo A que a las de tipo B. Por lo que se agrega en la funcién objetivo el coeficiente 2, a la
variable de desviacién ds, quedando de la siguiente manera:

Minimizar Z = Pldl + Pldg + Preg + 2P3d3 + P3d4 + P4d5

La solucién de este problema ya no se detalla, se resuelve con IOpeTec. X; = 20, X, = 11.67, e; = 13.33,
e, =46.67, dy = 3.33 y ds5 = 500. La meta de prioridad 1 se alcanz6 e inclusive se superaron ambas ecua-
ciones de meta, por eso e; = 13.33 y e» = 46.67, estas 60 horas adicionales representan el tiempo extra
necesario en ambos departamentos de produccién. De ahi que la meta de prioridad 2 se haya alcanzado,
ya que no se usaron mads de las 60 horas disponibles de tiempo extra. La meta de prioridad 3 se alcanzé
parcialmente, porque no se alcanz6 ecuacién de meta de ensamblar al menos 15 computadoras tipo B,
es decir faltaron d; = 3.33. La meta de prioridad 4 no se alcanzé en ds = 500 pesos. El planteamiento
de este problema asignando ponderaciones mejoré ligeramente la meta con prioridad 4, reduciendo la
variable de desviacion ds de $642.86 a $500.

Ejemplo 1.8 El gerente de ventas de cierta empresa estd tratando de organizar un programa para cinco
vendedores para el mes proximo. Se tienen datos estadisticos sobre la cantidad de dinero que contribu-
yen al logro de las utilidades, las horas normales de trabajo y los limites de tiempo extra de cada vendedor,
como se muestra en la tabla 1.28. Se paga a los vendedores el 5% de comision sobre sus ventas. El gerente
ha fijado las siguientes metas en orden de prioridad.

Meta 1. Alcanzar en el mes un importe de ventas minimo de $280,000.

Meta 2. Permitir que los cinco vendedores trabajen por lo menos sus horas normales.
Meta 3. Lograr que los vendedores Ay B ganen por lo menos $2400 en comisiones.
Meta 4. Lograr que los vendedores C, D y E ganen por lo menos $2900 en comisiones.
Meta 5. No exceder el tope de tiempo extra para los vendedores Ay B.

Meta 6. No exceder el tope de tiempo extra para los vendedores C, Dy E.

Vendedor Horas Horas extras | Contribucién al logro
normales maximo de utilidades por hora

A 200 40 200

B 200 40 200

C 200 50 250

D 200 50 250

E 200 50 250

Tabla 1.28: Datos de ventas.

Planteamiento del problema:
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Sea X; = Numero de horas de trabajo para el vendedor A.
X, = Numero de horas de trabajo para el vendedor B.
X3 = Ntmero de horas de trabajo para el vendedor C.
X, = Numero de horas de trabajo para el vendedor D.
X5 = Ntmero de horas de trabajo para el vendedor E.

Con seis niveles de prioridad, la funcion objetivo se plantea de la siguiente forma:
Minimizar
Z =Pydy+ Py(dy + ds + dy + ds + dg) + P3(d7 + dg) + Py (dy + d1o + d11) + Ps(e12 + e13) + Ps(e14 + €15 + €16)

Restriccion de la meta de ventas totales. La primera meta es alcanzar por lo menos $280,000 en ventas
totales. Con los datos de contribucidon a las utilidades de cada vendedor, esta restriccién de meta puede
escribirse:

200X + 200X, + 250 X3 + 250X, + 250 X5 + dy — e = 280,000

Restricciones de horas de trabajo normales. Cada vendedor debe trabajar por lo menos sus horas de
trabajo normales:

Xi+dy—e; =200
X2+d3—€3=200
X3+dy—es =200
X4+d5—€5:200
X5+ dg—es =200

Restricciones de comision. Con 5% de comisiéon pagado sobre las ventas:

0.05 * 200X, + d7 — e7 = 2400

0.05 % 200X, + dg — eg = 2400

0.05 * 250X3 + dg — eg = 2900
0.05 % 250X, + d10 —e10 =2900
0.05 * 250X5 + dH —e11 =2900

Restricciones de tiempo extra. En la tabla 1.28 se da el limite de tiempo extra para cada vendedor. Se-
rdn necesarias restricciones de meta para cada variable de desviacidn en exceso que se introdujo en las
restricciones de tiempo normal:

er+dip—ep =40
€3+d13—613 =40
e4+d14—e14 =50
€5+d15—€15 =50
66+d16—816 =50

Resolviendo el problema con el software IOpeTec, se obtiene la solucién éptima:

X1 =240 es =50
Xo =240 es =50
X3 =250 es =36
X, =250 eg =225
X5 =236 e1o =225
er =40 e11 =50
e3 =40 dig=14

Con esta solucién se cumplen las seis metas.
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1.6. MODELOS DE SUBMETAS DENTRO DE UNA META

Para este subtema se retomara el ejemplo 1.5, con algunas modificaciones.

Ejemplo 1.9 Juan Penagos ensambla computadoras tipo Ay tipo B. Ambas computadoras deben pasar
por el departamento de ensamble y por el departamento de pruebas. Una computadora tipo A requiere
4 horas de ensamble y 10 horas de pruebas. Una computadora tipo B requiere 8 horas de ensamble y 4
horas de pruebas. El tiempo que se dispone a la semana en el departamento de ensamble es de 160 horas
y en el departamento de pruebas de 200 horas. El costo de hora extra en el departamento de pruebas es
el doble que el costo de hora extra en el departamento de ensamble. La utilidad neta que se obtiene por
cada computadora tipo A que se ensamble y venda es de $400 y por la de tipo B de $300. El sefior Penagos
ha listado en orden de prioridad las siguientes metas.

1. Obtener una ganancia minima semanal de $11500.
2. Evitar la subutilizacién de la capacidad disponible de horas en ambos departamentos.

3. Minimizar el tiempo extra en ambos departamentos.

El planteamiento del problema es el siguiente:

Sea X; = Numero de computadoras tipo A a ensamblar a la semana.
X, = Ntimero de computadoras tipo B a ensamblar a la semana.

Minimizar Z = P dl +Pydy + Pgdg + P3ey +2P3e3

Sujeto a:

400X;+300Xo+d; — e = 11500
4X; +8X» + dz — e = 160

10X; +4X, +d3 —e3 = 200

Xl’ XZ» dl) e, dZ) €2, dS» es3 = 0

La diferencia del planteamiento de este ejemplo, con respecto a los resueltos anteriormente, estd en la
meta de tiempo extra que corresponde a la prioridad 3, dado que el costo de tiempo extra en el depar-
tamento de pruebas es mayor que en el departamento de ensamble, lo deseable es que las horas extras
que se requieran para alcanzar las metas de prioridad 1 y 2 estén en el departamento de ensamble, es
por ello que en la funcién objetivo al coeficiente de la variable de desviacion es se le asigne el valor de
2. La solucién éptima de este ejercicio es ensamblar X; = 10 computadoras tipo A y ensamblar X, = 25
computadoras tipo B, de esta manera se logran las metas de prioridad 1y 2, con e; = 80 horas de tiempo
extra en el departamento de ensamble.
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1.7. METODOS DE SOLUCION

Se presentan dos métodos de solucién de problemas de programacién por metas, el método gréfico y el
método simplex.

1.7.1. Método grafico para problemas de PM

De la misma manera que se puede utilizar el método grafico para resolver problemas de PL, también
es posible utilizar este método para problemas de PM, siempre que existan solamente dos variables de
decisién. Los pasos son los siguientes:

Paso 1. Trazar las restricciones estructurales o las ecuaciones de meta, para identificar la regién facti-
ble para cada una de ellas. Para las ecuaciones de meta es conveniente sefialar inicamente las
variables de desviacién que tratan de minimizarse en la funcién objetivo.

Paso 2. Identificar los puntos de la regién factible que satisfacen la meta de mayor prioridad.

Paso 3. Pasar al siguiente nivel de prioridad més alto y determinar la mejor solucion posible, sin degradar
cualquier solucién ya alcanzada para las metas de mayor prioridad.

Paso 4. Repetir el paso 3 hasta que se hayan considerado todos los niveles de prioridad.
Para presentar este método se resolverd el ejemplo 1.7

Minimizar Z = Pldl + Pldz + Preg + Pgdg + P3d4 + P4d5

Sujeto a:
41X; +8Xy + dl —e] = 160
10X; +4X, +dy —eo = 200
X + dg —e3 = 20
X5 +dy —ey = 15
400X; + 300X, +ds —es = 12000

e + e +dg —eg = 60
Xl, XZ» dl) e, dZ) €2, d?n €3, d4» €4, d5» €5, dﬁ! € = 0

1. Graficar las ecuaciones de meta, igualando a cero las variables de desviaciéon de cada ecuacién de
meta. Las flechas que aparecen de manera perpendicular a la recta de la ecuaciéon de meta co-
rresponden a las variables de desviaciéon no deseadas y que tratan de minimizarse en la funcién
objetivo. En la regién contraria a donde apuntan estas flechas se encuentra el drea de soluciones
factibles para cada ecuacién de meta. (Ver gréfica de la figura 1.5).

2. Identificar el area de soluciones factibles para la meta de mayor prioridad. Las variables de desvia-
cioén d; y dy tienen coeficiente de prioridad P; en la funcién objetivo, por lo tanto deben conside-
rarse primero las ecuaciones de meta 1 y 2. El drea factible para las ecuaciones 1 y 2 es el drea que
se encuentra por arriba de estas ecuaciones. Entonces el drea factible comtin a ambas ecuaciones
de meta es la que se encuentra por arriba de los segmentos de linea AB y BC. Cualquier punto que
se encuentre en esta drea satisface la condicién de que d; =0y d» = 0.

3. Pasar a la meta de prioridad 2 e identificar el drea de soluciones factibles, sin violar la meta de
prioridad 1. La variable de desviacién eg tiene un coeficiente de prioridad P» en la funcién objetivo.
El 4rea factible para esta ecuacion es el drea que se encuentra por debajo de la misma. La nueva
region factible para estas tres ecuaciones de meta es el drea que se encuentra en los segmentos de
linea DB, BE'y ED. Cualquier punto de esta area factible satisface la condicién de que d; =0, d> =0
yeg=0.
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Ecuacién 3: X; = 20

40 1
d; ¢——
35 [

sl Ecuacion 2| 10X, + 4X2 =200

25 Ecuacion 5: 400X, + 300X2 = 12000
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Figura 1.5: Solucién de PM por el método gréfico.

4. Pasar a la meta de prioridad 3 y obtener el 4drea de soluciones factibles, sin violar las metas de
prioridad 1y 2. Las variables de desviacién ds y d, tienen coeficiente de prioridad Ps3 en la funcién
objetivo. El 4rea factible para las ecuaciones 3 y 4 es el drea que se encuentra por la derecha y por
arriba respectivamente de estas ecuaciones. En la grafica de la figura 1.5 se observa que no existe
drea comun entre estas 5 ecuaciones de meta. La primer region factible se encuentra en el drea
formada por los segmentos de linea DF, FG y GD y la segunda region factible se encuentra en el
area formada por los segmentos de linea HE, EI e I H. Debido a que no existe drea que satisfaga
que ds y d4 sean igual a cero simultdneamente, se analiza cada una de las dreas formadas por los
tridngulos. Del drea formada por el tridngulo DFG, en los puntos F y G, X» = 15 siendo el valor mds
cercano a X; = 20 el valor que se encuentra en el punto G. Del 4drea formada por el tridngulo HE],
en los puntos H e I, X; = 20 siendo el valor més cercano a X, = 15 el valor que se encuentra en el
punto I. Por lo tanto la solucién que mads se acerca a la meta de prioridad 3, esta entre los puntos G
e I y de estos dos puntos el que minimiza las variables de desviacién d3 y ds es el punto G, con las
coordenadas X; =17.14y X, = 15.

5. Pasar a la meta de prioridad 4. Al examinar la figura 1.5, se observa que la ecuaciéon de meta 5 esta
fuera de la region factible dada por el tridngulo DFG, por lo tanto la meta de prioridad 4 no puede
alcanzarse a menos que se degraden las metas con mayor prioridad.

6. La solucién 6ptima es X; = 17.14 y X» = 15, que coincide con la solucién que se obtuvo al resolver
el ejemplo 1.7 por el método simplex.
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1.7.2. Método simplex para problemas de PM

Este algoritmo es similar al método simplex que se describe en la seccién 1.3. El procedimiento es el
siguiente:

Paso 1. Construir una tabla inicial de coeficientes de manera similar al método simplex, en el que las
variables bésicas iniciales serdn aquellas que forman un vector columna unitario y que podran
estar conformadas por las variables de holgura, las variables artificiales y la mayoria de las veces
por las variables de desviacion en defecto (d;). La diferencia significativa con respecto al método
simplex es que el renglon de Z; — C; estard formado por varios renglones, considerando uno por
cadanivel de prioridad Py, en donde P; estard en el tltimo renglén de la tabla, P, en el pentltimo
renglon y asi sucesivamente hasta Py de menor prioridad. Los valores de Z; — C; se calculan con
la propiedad de la tabla simplex Z; —Cj =CfB~'a; - C;.

Paso 2. Determinar la variable que entra a la base, examinando el renglén de Z; — C; con mayor nivel de
prioridad Py y que el valor de la columna solucién sea mayor que cero. Seleccionar la variable con
el coeficiente mds positivo en el renglon de Z; —C; y para el cudl no existan coeficientes negativos
con una mayor prioridad en la misma columna. De existir empates se pueden decidir analizando
los coeficientes de Z; — C; en siguiente nivel de prioridad menor. Si contintia el empate se puede
romper arbitrariamente. Si en el nivel de priodad P;, no existen coeficientes positivos continuar
con el nivel de prioridad P, y asi sucesivamente hasta el nivel con menor prioridad del problema.

Paso 3. Determinar la variable que sale de la base. Sean XB;, XBy,...,XB; los valores de la columna
solucion y a;; > 0 para los valores de la columna j de la variable que entra a la base. Entonces la
variable de salida se elige para aquella que cumpla con:

B;

a,-]-

Minimo{ }paraizl,z,...,r

Paso 4. Construir una nueva tabla de coeficientes, convirtiendo el pivote en uno y al resto de elementos
de la columna en ceros, por medio de operaciones matriciales elementales similares al método
simplex. Para los valores de los renglones de Z; — Cj, calcularlos como se indica en el paso 1.

Paso 5. Determinar si la solucién es 6ptima. Para la nueva tabla la solucion del problema serad 6ptima si
se cumple alguna de las dos condiciones: 1. Todos los coeficientes de Z; — C; para cada nivel de
prioridad son menores o iguales a cero o 2. Si existe un coeficiente positivo en un nivel de prio-
ridad menor, pero existen coeficientes negativos con un nivel de prioridad mayor en la misma
columna. Si alguna de estas dos condiciones no se cumple, regresar al paso 2.

Para ilustrar el método de solucion de problemas de programacién con metas multiples y prioridades se
utilizar4 el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.10 Se producen tres tipos de ldmparas; de piso, de noche y de escritorio. Las ldmparas son
de material de bronce y se producen en los departamentos de corte, torneado y de acabado. La cantidad
de horas-hombre en cada uno de los departamentos de produccion, la disponibilidad de recursos para
el préximo mes y la contribucién a las utilidades se presentan en la tabla 1.29.

La empresa se ha fijado las siguientes metas en orden de importancia:

Meta 1. Limitar el tiempo extra a 400 horas en el mes.

Meta 2. Utilizar toda la capacidad de produccién existente en los tres departamentos. Debido a que en el
departamento de acabado la mayoria del personal es de planta no se desea tener horas de ocio,
por lo que se le asignard un peso diferencial de 2 a la variable de desviacién a esta ecuacién de
meta.
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Lampara . .
Concepto de piso | de noclll)e de escritorio Disponible
Horas-hombre de corte 1 3 2 2000
Horas-hombre de torneado 2 2 4 2500
Horas-hombre de acabado 4 4 6 3500
Contribucién a las utilidades 40 40 65

Tabla 1.29: Datos del ejemplo 1.10.

Meta 3. Para satisfacer la demanda de un cliente importante, producir al menos 300 ldmparas de escri-
torio.

Meta 4. Obtener una utilidad de al menos $42000 en el mes.

Planteamiento del problema.
Sea X; = Numero de lamparas de piso a producir en el mes.

X, = Nuimero de ldmparas de noche a producir en el mes.
X3 = Numero de lamparas de escritorio a producir en el mes.

Minimizar Z = Pye; + Pzdz + Pzdg + 2P2d4 + P3d5 + P4d6

Sujeto a:
+d; —e +en +e3 +ey = 400
X7 +3X, +2X3 + dg — €2 = 2000
2X] +2X, +4X3 +d3 —e3 = 2500
4X; +4X, +6X3 +dy —ey = 3500
X3 +ds —es = 300
40X1 +40X,+65X3 +ds —esg = 42000

Xl: XZ! XSY dl; €1, er €2, d?)) es, d4) €y, d57 es, dGr ee = 0

Iteracion No. 1.

Construir la tabla inicial de coeficientes como se muestra en la tabla 1.31. Para calcular Z; — C; para
cada nivel de prioridad se colocan los coeficientes de las variables en la funcion objetivo (C;) en el pri-
mer renglén de la tabla y los coeficientes de las variables bésicas iniciales (Cg), en este caso d; a dg a la
izquierda de las mismas. Aplicando la propiedad de la tabla simplex Z; — C; = Cg B™la j—Cj. Dado que
B la j» corresponde a los coeficientes de la columna de cada variable, el célculo para X3 se puede resumir
de la siguiente manera:

0 x 0 = 0
P, x 2 = 2P
Pg X 4 = 4P2

2P2 X 6 = 12P2
Pg X 1 = P3
Py, x 65 = 65P;

Esto da como resultado a 18P, + P3 + 65P4-0, por lo tanto se coloca en la columna de X3 y en el renglén
de P, =65, en el rengléon de P3 =1, en el renglén de P, = 18 y en el renglén de P; = 0. De esta manera se
calcula Z; — C; para todas las variables del problema, cuidando de restar el valor de C;.
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Analizando cada meta en la tabla inicial, como X;, X, y X3 son variables no bdsicas su valor es de ce-
ro, la meta con prioridad 1 se alcanza ya que al no producir unidades no es necesario utilizar tiempo
extra. La meta con prioridad 2 por supuesto que no se alcanza, ya que al no producir unidades no se esta
haciendo uso de los recursos de mano de obra. De igual manera la meta de prioridad 3 no se alcanza en
producir cuando menos 300 ldmparas de escritorio y la meta prioridad 4 no se alcanza en obtener utili-
dades de al menos $42000.

Debido a que se ha alcanzado la meta con mayor prioridad, el algoritmo de programacién por metas
establece que hay que examinar el renglon Z; — C; de P;. En el cual existen los valores positivos de 11, 13
y 18, para las variables X;, X» y X3, respectivamente, siendo el valor mayor el de 18 y dado que no existen
valores negativos en la columna de X3 al nivel de P, se selecciona como variable de entrada a X3.

La variable de salida es la que arroja el valor minimo de

’

{400 2000 2500 3500 300 42000
4 6 1 65

0 5 ) ) ) } = {00, 1000, 625, 583.33,300,646.15}

siendo este valor de 300 que corresponde la variable ds.

Para mejor referencia se encierra en un circulo el nimero uno de la interseccién de la variable que entra
(X3) y la variable que sale (d5) y mediante eliminacion de Gauss se forma el vector unitario para X3 obte-
niendo los nuevos valores como se muestran en la tabla 1.32.

Iteracion No. 2.

En la nueva solucién de la tabla 1.32, X3 = 300. Se sigue alcanzando la meta de prioridad 1. Para la meta
de prioridad 2, la ecuacién de meta 2 no se alcanza en d, = 1400, la ecuacién de meta 3 no se alcanza en
ds = 1300 yla ecuaciéon de meta 4 no se alcanza en d, = 1700. Para la meta de prioridad 3 se alcanza como
se puede observar por el valor de cero que se encuentra en la columna solucion y en el renglon de Z; — C;
de P3 no hay positivos. Para la meta de prioridad 4 la ecuacién de meta de utilidades no se alcanza en
dg = 22500.

Para buscar una mejor solucion se examina el renglén de Z; — C; de P, de la tabla 1.32, siendo los va-
lores positivos de 11, 13 y 18, para las variables Xj, X, y es respectivamente, cuyo valor mayor es el de 18
y dado que no existen valores negativos en la columna de e5 al nivel de P;, se selecciona como variable
de entrada a es.

La variable de salida es la que arroja el valor minimo al dividir los valores de la columna solucién en-
tre los valores de la columna de la variable es, correspondiendo a la variable dj. Se encierra en un circulo
el namero seis de la interseccién de la variable que entra (es) y la variable que sale (d4) y mediante elimi-
naciéon de Gauss se forma el vector unitario para es, obteniendo los nuevos valores como se muestran en
la tabla 1.33.

Iteracion No. 3.

En la nueva solucién de la tabla 1.33, X3 = 583 1/3. Se siguen alcanzando las metas de prioridad 1 y 3.
Parala meta de prioridad 2, la ecuacién de meta 2 no se alcanza en d» = 833 1/3, la ecuacién de meta 3 no
se alcanza en d3 = 166 2/3 y la ecuacioén de meta 4 ya se alcanzé, por eso d4 = 0. Para la meta de prioridad
4 la ecuacién de meta de utilidades no se alcanza en dg = 4083 1/3.

Para buscar una mejor solucion se examina el renglon de Z; — C; de P, de la tabla 1.33, siendo los va-
lores positivos de 1y 1, para las variables X, y e4 respectivamente. Debido a que existe empate se verifica
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el renglon de Z; — C; de Py, teniendo el valor de —10/3 para X, y de 65/6 para e4; entonces se selecciona
el valor mayor que corresponde como variable de entrada a e;.

La variable de salida es la que arroja el valor minimo de dividir los valores de la columna solucién en-
tre los valores de la columna de la variable de entrada e4, entonces la variable de salida es d3. Se encierra
en un circulo el namero 2/3 de la interseccién de la variable que entra (e4) y la variable que sale (d3) y
mediante eliminaciéon de Gauss se forma el vector unitario para e4, obteniendo los nuevos valores como
se muestran en la tabla 1.34.

Iteracion No. 4.

En la nueva solucién de la tabla 1.34, X3 = 625. Se siguen alcanzando las metas de prioridad 1 y 3. Pa-
ra la meta de prioridad 2, la ecuacién de meta 2 no se alcanza en d, = 750, la ecuaciéon de meta 3 ya se
alcanzd por eso d3 = 0y la ecuacion de meta 4 ya se supero, por eso e4 = 250 horas extras empleadas. Para
la meta de prioridad 4 la ecuacién de meta de utilidades no se alcanza en dg = 1375.

Para buscar una mejor solucion se examina el renglon de Z; — C; de P, de la tabla 1.34, siendo los va-
lores positivos de 2 y 0.5, para las variables X, y e3 respectivamente, cuyo valor mayor es el de 2 y dado
que no existen valores negativos en la columna de X> al nivel de P, se selecciona como variable de en-
trada a X5.

La variable de salida es la que arroja el valor minimo de dividir los valores de la columna solucién en-
tre los valores de la columna de la variable de entrada X5, entonces la variable de salida es d;. Se encierra
en un circulo el namero uno de la interseccién de la variable que entra (X) y la variable que sale (d;) y
mediante eliminacién de Gauss se forma el vector unitario para X, obteniendo los nuevos valores como
se muestran en la tabla 1.35.

Iteracion No. 5.

En la nueva solucién de la tabla 1.35, X, = 150 y X3 = 550. Se siguen alcanzando las metas de priori-
dad 1y 3. Para la meta de prioridad 2, la ecuaciéon de meta 2 no se alcanza en d, = 450, la ecuacion de
meta 3 ya se alcanz6 por eso ds = 0y la ecuacién de meta 4 ya se supero, por eso e; = 400 horas extras
empleadas. Para la meta de prioridad 4 la ecuacién de meta de utilidades no se alcanza en dg = 250.

Para buscar una mejor solucion se examina el renglon de Z; — C; de P, de la tabla 1.35, siendo los va-
lores positivos de 2 y 1.5, para las variables e; y ds respectivamente, cuyo valor mayor es el de 2 y dado
que existe un valor negativo en la columna de e; al nivel de P;, no se selecciona como variable de entra-
da a e, porque al hacerlo degradaria la meta de prioridad 1, entonces se selecciona como variable de
entrada a ds.

La variable de salida es la que arroja el valor minimo de dividir los valores de la columna solucién en-
tre los valores de la columna de la variable de entrada ds, entonces la variable de salida es d. Se encierra
en un circulo el namero 2.5 de la interseccion de la variable que entra (ds) y la variable que sale (d>) y
mediante eliminacién de Gauss se forma el vector unitario para la variable ds, obteniendo los nuevos
valores como se muestra en la tabla 1.36.

Iteracion No. 6.

En la nueva soluci6n de la tabla 1.36, X, = 420 y X3 = 370. Se siguen alcanzando las metas de priori-
dad 1y 3. Para la meta de prioridad 2, la ecuacién de meta 2 ya se alcanzé por eso dy = 0, la ecuacién
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de meta 3 no se alcanzé en ds = 180 y la ecuaciéon de meta 4 ya se supero, por eso eq = 400 horas extras
empleadas. Para la meta de prioridad 4 la ecuacién de meta de utilidades no se alcanzé en dg = 1150.

Para buscar una mejor solucion se examina el renglon de Z; — C; de P, de la tabla 1.36, siendo el va-
lor positivo de 0.8 para la variable e;, pero como existe un valor negativo en la columna de e; al nivel de
Py, no se selecciona como variable de entrada. Ahora se examina el renglon de Z; — C; de P, existiendo
los valores positivos de 11.5y 2, pero como que existen valores negativos por debajo de estos valores, no
es posible mejorar la solucién y entonces la solucién éptima es la que se obtiene en la tabla 1.36.

1.8. USO DE SOFTWARE

1.8.1. Solucién de problemas de PM con hoja de cdlculo

Resolver el ejemplo 1.10. Para poder realizar los calculos los coeficientes de los niveles de prioridad Py,
se capturan en diferentes celdas, asi como los coeficientes de las variables basicas Cp. (Ver figura 1.6).

A B G D E F G H 1 J K L M N o] P Q R s T ]
i Ejemplo 1.10 resuelto con Excel.

2

= Tabla inicial

4 P, P, P, 2p, P, P,

5 P, 1

6 P, 1

7 P, 4 i 2

8 P,

9 Co Basica | X, X; Xy d, ey d; e, dy ™ d, e, dy e dg 2 | Solucion
10 0 o dy O 0 0 1 -1 1 1 1 4004
11 1 P, d, 1 3 2 1 = 2000
12 1 P, dy 2 2 4 1 3 2500
13 2 2P, dy 4 4 6 1 -1 3500
14 1 Py dy 0 0 1 i -1 300
15 1 P, dg 40 40 65 1 -1| 42000
16 Py 40 40 65 0 0 0| 0 0 0| 0 0 0| 0 0| -1 42000
17 2 Py 0 0 1 0 0 0| 0 0 0| 0 0 0| -1 ] 0| 300)
18 P, 11 13| 18 0 0 0| -1 0 -1 0 -2 0| 0 0 0] 11500
19 Py 0 0 0| 0 -1 0| 0 0 0| 0 0 0| 0 0 0 0
20

Figura 1.6: Tabla inicial del método simplex para PM con Excel.

El Procedimiento de captura de datos e introducciéon de férmulas se presenta en la tabla 1.30.

En las celdas Realizar

D5:88 Captura de los coeficientes de Py, P3, P, y P;.
B10: B15 Captura de los coeficientes bésicos sin el nombre de Py, P3, P,y P;.
C10:C15 Captura de los coeficientes bésicos con el nombre de Py, P3, P> y P;.
E10:T15 Captura de los coeficientes del problema.

El6 Introduccién de la formula = $B15 * E15 — E$5 y copiarla hasta la celda T'16.
E17 Introduccién de la formula = $B14 * E14 — E$6 y copiarla hasta la celda T17.
E18 Introduccion de la formula = $B11 * E11+$B12 « E12+$B13 * E13 - E$7

y copiarla hasta la celda T18.
E19 Introduccién de la férmula = —E$8 y copiarla hasta la celda T'19.

Tabla 1.30: Procedimiento de captura de datos.

El procedimiento para realizar la iteracion No. 1, por medio de la eliminacién de Gauss se presenta en la
tabla 1.37 y los resultados se muestran en la figura 1.7.
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En las celdas Realizar
B22:T32 Copia del contenido de B9: T'19
E27 Introduccién de la formula = E14/$G14 y copiarla hasta la celda T27.
G23 Introduccién de la férmula = —$G10 * G$27 + G10 y copiarla a todas las celdas
del rango E23: T28, excepto la fila 27 que es la fila pivote
D27 Cambio el nombre de la variable a X3
B27:C27 Cambio a cero el Cp

Tabla 1.37: Procedimiento de la iteracién No. 1.

A B [ D E F G H I J K L M N 0 P Q R 5 i ]
21 Tabla después de la iteracion 1

22 Cy Basica Xy X, X3 d; e d, ey ds e; dy ey dg es dg e Solucién
23 0 0 dy 0 0 0 1 =1 0 1 0 1 0 1 0 0 0 0 400
24 1 Py dy 1 3 o 0 0 i | -1 0 0 0 0 -2 2 0 0 1400
25 ) P, dy 2 2 0 0 0 0 0 1 -1 0 0 -4 4 0 0 1300
26 2 2P, dy 4 4 0 0 0 0 0 0 0 1 -1 -6 6 0 0 1700
27 0 (1] X; 0 0 1 0 0 1] 0 0 1] 0 0 1 -1 /] 0 300
28 1 Py dg 40 40 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -65 65 1 -1| 22500
29 Py 40 40 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -65 65 0 -1 22500
30 Zi-Gi Py 0 0 1] 0 0 1] 0 0 1] 0 0 1 0 o 0 1]
31 17 P, 11 13 0 0 0 0 -1 0 -1 0 -2 -18 18 0 0 6100
32 Py 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
33

Figura 1.7: Tabla de la iteracién No. 1 con Excel.

Asi sucesivamente realizar el mismo procedimiento, hasta que se haya obtenido la solucién 6ptima, co-
mo se muestra en la figura 1.8.

A B ¢ D E F G H I J K L M N o P Q R s T ]
73 Tabla después de la iteracién 5

74 C Basica | X, X, X5 d; ey d; € dy es dy e ds 5 dg e | Solucién
75 0 ] X, -0.2 1 0 -0.2 0.2 0.6 -0.8 0 -0.2 -0.2 0 0 0 0 0 420
76 1 P, dy -0.8 0 0| -0.8 0.8 0.4 -1.2 1| -1.8) -0.8 0 0 0 0 0 180)
7 0 ] ey 0 0 0 1 -1 0 1 0 p | 0 1 0 0 0 0 400
78 0 ] e 0.8 0 0 0.3 -0.3 -0.4 0.7 0 0.3 0.3 0 -1 1 0 0 70
79 0 o X5 0.8 0 1 0.3 -0.3 -0.4 0.7 1] 0.3 0.3 0 0 0 0 0 370
80 1 Py dg -4 0 0| -11.5| 115 2| -13.5 0| -11.5| -11.5 0 0 0 1 -1 1150|
81 P. -4 0 0| -11.5| 115 2| -135 0| -11.5| -11.5 0 0 0 0 -1 1150
82 2j- P; 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 0
83 P, -0.8 0 0| -0.8 0.8 -0.6/ -1.2 0| -1.8/ -2.8 0 0 0 0 0 180)
84 Py 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0|
85

Figura 1.8: Tabla 6ptima del ejemplo 1.10 resuelto con Excel.

1.8.2. Solucién de problemas de PM con el software IOpeTec

Resolver el ejemplo 1.10. Los datos iniciales de captura del problema se realizan con controles dentro de
una hoja de cdlculo y los coeficientes del problema se capturan en rangos de celdas como se muestra en
la figura 1.9.

Los datos iniciales de captura estd compuesto por los siguientes controles:

Numero de prioridades: permite capturar entre 1y 10 niveles de prioridad.

Numero de restricciones: permite capturar entre 1y 50 restricciones.

Numero de variables de decisiéon: permite capturar entre 1 y 50 variables.

Numero de variables de desviacién: permite capturar entre 2 y 100 variables.

Mediante dos botones de opcién, permite seleccionar la impresién de la solucién: Sélo la tabla
Optima o todas las tablas.

A



1.9. EJERCICIOS POR RESOLVER

41

Después de haber capturado los datos iniciales, presionar el botén de comando Preparar captura de da-

tos para realizar la captura de los coeficientes del problema.

Después de haber capturado los datos anteriores, se podrd resolver el problema presionando el botén

de comando Resolver el problema (Ver figura 1.9)

A B G D E F G H | J K L M N (=] P Q R
1 Programacién por metas
;  Datos iniciales de captura Imprimir solucidn Preparar captura Rugmlar i.I ?"‘“
" Nimero de prioridades: |_4 Namero de restricciones: ,_5 @ Sélo tabla 6ptima de datos principa
Z No. de variables de decision: [ 3 No. de variables de desviacion: 73 | | © Todas las tablas EH“J‘“' el Guardar datos en
7 o nuevo libro
8
9 Captura de datos
10 X1 X2 X3 d1 el d2 e2 d3 el da el ds es d6 e6 Lado D.
1 Cjdepa 1
12 cjdep3 1
13 ¢jdep2 1 1 2
14 cjdep1 1
15 Rest. 1 1] -1 1 1] 1] 400)
16 Rest. 2 1 3 2| 1] -1 2000]
17 Rest. 3 2 2 4 1 1 2500)
18 Rest. 4 4 4 o 1] -1 3500)
19 Rest. 5 1 1] 1] 300|
20 Rest. 6 40| 40) 65 1 122009
21
Figura 1.9: Pantalla de captura de datos.
La solucién 6ptima se muestra en la figura 1.10
A B c D E 3 G H 1 ) K L M N ¢ P Q R
22
23 Tabla de la solucién dptima
24 Basica X1 X2 X3 d1 el d2 e2 d3 el d4 ed ds e5 d6 eb Solucién
25 es 0.8] 0 0 0.3 -0.3] -0.4 0.7] 0 0.3 0.3] 0 =1 1 0 0 70
26 ed -3E-17| 0 0 1 -1] 1.49€-17 1 0 1| 7.37E-18| 1] 0 0 0 0 400}
27 d3 -0.8] 0 of 08 0.8 o4 12 A e 0 0 0 0 0 180
28 X2 -0.2 1 0 -0.2 0.2 0.6 -0.8 (1) -0.2 -0.2] 0 0 0 0 0| 420}
29 X3 0.8 0 1] 0.3 03 04 0.7] 0 0.3 0.3 0 0 0 0 0 370)
30 dé -4 0 0 -11.5 11.5] 2 -13.5 0 -11.5] ~11.5] 0 0 0 al -1 1150
N Zj-Cj Pa -4 0 0 -11.5 11.5] 2 -13.5 (1) -11.5] -11.5] 0 0 0 0 -1 1150
32 zj-cj P3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 o
33 zj-cj P2 -0.8] 0 of 08 08 06 12 o 18] 28 0 0 0 0 0 180
34 Zj-cj P1 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
35
Figura 1.10: Pantalla de la solucién 6ptima del ejemplo 1.10.
1.9. EJERCICIOS POR RESOLVER

1. El taller de torno del Ing. Peralta fabrica tres tipos diferentes de engranes que surte a cierta em-
presa. El tiempo de fabricacion que se requiere para elaborar un engrane pequefo es de 2 horas,
en tanto que un engrane mediano requiere de 3.5 horas y un engrane grande requiere de 5 horas
de tiempo de fabricacién. La empresa dispone de 640 horas mensuales de capacidad de produc-
cion. Las utilidades unitarias que se obtienen por la venta de engranes son: $100 por un engrane
pequeio; $150 por un engrane mediano y $250 por por un engrane grande. El departamento de
mercadotecnia ha sefialado que el comportamiento de la demanda de los engranes implica que
la compaiiia puede vender todos los que fabrica. El Ing. Peralta ha listado las siguientes metas en

orden de importancia.

Meta 1.
Meta 2.
Meta 3.

Utilizar toda la capacidad existente.
Limitar el tiempo extra a 60 horas por mes.

Alcanzar las metas mensuales de ventas para cada tipo de engrane: 70 pequefios, 60 me-

dianos y 80 grandes. Asignar pesos diferenciales de acuerdo con la utilidad de cada engra-

ne.
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Meta 4. Obtener utilidades de al menos $35000.

Solucioén:
X; =70
X2 =60
X3=70

. Una compania que se dedica a invertir en la bolsa de valores cuenta con un capital de $440,000
disponibles para invertir en cuatro tipos de acciones que se presentan en la siguiente tabla:

Tipo de accion

Concepto A B C D
Precio por acciéon 200 | 100 | 160 | 80
Tasa de interés anual 0.12 | 0.08 | 0.06 | 0.10
Riesgo po cada peso invertido | 0.10 | 0.07 | 0.05 | 0.08

La medida de riesgo indica la incertidumbre relativa asociada con la accion en funcién de lograr
el rendimiento anual proyectado; valores mds altos indican mayor riesgo. Las medidas del riesgo
son proporcionados por un asesor financiero. El gerente ha listado las siguientes metas en orden
de importancia.

Meta 1. Invertir exactamente los $440,000 disponibles.

Meta 2. Lograr una tasa de rendimiento anual total de al menos 10 %.

Meta 3. Ninguna accién debe representar mds del 40 % de la inversidn total.
Meta 4. No rebasar un riesgo total de 32000.

Solucién:
X7 =880
X;=0
X3 =550
X4 = 2200

. Una compafiia de pinturas fabrica dos tipos de pintura especial para la industria automotriz. Las
pinturas tienen diferente calidad en el acabado y por lo tanto requieren diferentes cantidades de
tiempo de produccién: la pintura tipo A requiere 15 minutos de tiempo de fabricacion por cubeta
de 19 litros y la pintura tipo B requiere 24 minutos por cubeta. La pintura tipo A usa un litro de
resina por cubeta, mientras que la pintura tipo B usa 1.5 litros de resina por cubeta. En el almacén
existen 500 litros de resina y puede obtenerse maés si es necesario. El departamento de ventas de la
compania estima que las ventas de pintura tipo de A es de al menos 175 cubetas por semana y la
pintura tipo B es de 200 cubetas por semana. El proceso de produccién utiliza 90 horas por semana
en tiempo normal. La compafiia desea programar la produccién para lograr las siguientes metas
en orden de importancia.

Meta 1. Evitar la subutilizacién del proceso de produccion.
Meta 2. Limitar el tiempo extra a 30 horas por semana.
Meta 3. Satisfacer el nivel de ventas de cada tipo de pintura.
Meta 4. Usar toda la resina disponible.
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Solucioén:
X; =175
X5 =190.625

4. Un fabricante de muebles produce tres tipos de escritorios: normal, ejecutivo y de lujo. Estos es-
critorios se venden a un mayorista de mobiliario de oficina. Cada escritorio debe pasar por cuatro
operaciones bésicas: corte de la madera, ensamble de las piezas, preacabado y acabado final. Cada
unidad producida del escritorio normal requiere de 0.5 horas de tiempo de corte, 1.3 horas de en-
samble, 0.8 horas de preacabado y 2.3 horas de tiempo de acabado final. Cada unidad del escritorio
ejecutivo requiere de 1.4 horas de corte, 2 horas de ensamble, 1.8 horas de preacabado y 2.5 horas
de tiempo de acabado final. Cada unidad del escritorio de lujo requiere de 1.6 horas de corte, 2.8
horas de ensamble, 2.4 horas de preacabado y 3 horas de tiempo de acabado final. La capacidad de
produccién para las operaciones de corte de madera y ensamble de piezas es de 320 horas men-
suales y para las operaciones de preacabado y acabado final es de 480 horas mensuales. La utilidad
por unidad producida es de $400 para el escritorio normal, $550 para el escritorio ejecutivo y de
$650 para el escritorio de lujo. El duefio de la fabrica ha especificado las siguientes metas.

Meta 1. Cumplir los pedidos comprometidos de 50 escritorios de tipo normal, 100 escritorios de
tipo ejecutivo y 50 escritorios de lujo.

Meta 2. Limitar el tiempo extra a 100 horas por mes en las operaciones de corte de madera y en-
samble de piezas y de 120 horas por mes en las operaciones de preacabado y acabado
final.

Meta 3. Utilizar toda la capacidad de produccién.
Meta 4. Alcanzar utilidades mensuales de cuando menos $120000.

Solucién:
X1 =50
X, =107.5
X3=50

5. Una empresa fabricante de botes de fibra de vidrio produce cuatro modelos diferentes que deben
pasar por tres departamentos: moldeado, ensamble y acabado. La siguiente tabla contiene toda la
informacién necesaria.

Departamento Material Utilidad
Modelo | Moldeado | Ensamble Acabado | Lt./unidad | por unidad
Hr./unidad | Hr./unidad | Hr./unidad

A 2.8 5 10 200 1600
B 2.1 3 7.5 200 1240
C 4 6 12 280 2120
D 3 4 3 220 1700

Se dispone semanalmente de 48 horas en el departamento de moldeado, 96 horas en el departa-
mento de ensamble y 160 horas en el departamento de acabado. Se dispone también 5000 litros de
material. El gerente de la empresa ha establecido las siguientes metas, en orden de importancia.

Meta 1. Utilizar todo el material disponible.
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Meta 2.

Meta 3.
Meta 4.

Meta 5.

CAPITULO 1. PROGRAMACION POR METAS

Utilizar toda la capacidad de produccién existente en los tres departamentos. Debido a
que en el departamento de ensamble la mayoria del personal tiene mayor salario, no se
desea tener horas de ocio, por lo que se le asignara un peso diferencial de 2 a la variable de
desviacion a esta ecuacién de meta.

Limitar el tiempo extra a 100 horas a la semana.

Para satisfacer la demanda de un cliente importante, producir al menos 10 botes del mo-
delo B.

Obtener una utilidad de al menos $40000 en la semana.

Solucion:

X1=13.79
X, =10
X3 =0
X4=3.26



Capitulo 2

OPTIMIZACION DE REDES

2.1. TERMINOLOGIA

Las técnicas de flujo redes estan orientadas a optimizar situaciones vinculadas a las redes de transporte,
redes de comunicacién, sistemas de vuelos de los aeropuertos, rutas de navegacién de los cruceros, esta-
ciones de bombeo que transportan fluidos a través de tuberias, rutas entre ciudades, redes de conductos
y todas aquellas situaciones que puedan representarse mediante una red, donde los nodos representan
las estaciones o las ciudades, los arcos los caminos, las lineas aéreas, los cables, las tuberias y el flujo lo
representan los camiones, mensajes y fluidos que pasan por la red. Con el objetivo de encontrar la ruta
mas corta si es una red de caminos o enviar el méaximo fluido si es una red de tuberias.

Cuando se trata de encontrar el camino més corto entre un origen y un destino, la técnica, algoritmo
o el modelo adecuado es el de la ruta més corta; aunque existen otros modelos de redes como el &rbol de
expansién minima, flujo méximo y flujo de costo minimo cada uno abarca un problema en particular.

Red: una red consiste en un conjunto de puntos y un conjunto de lineas que unen ciertos pares de pun-
tos. Los puntos se llaman nodos y las lineas se llaman arcos o ligaduras o ramas. Los arcos se etiquetan
para dar nombres a los nodos en sus puntos terminales, por ejemplo, AB es el arco entre los nodos Ay B,
pero de igual manera podria ser 1 — 2.

Arco dirigido: se dice que un arco es dirigido cuando el arco tiene flujo en una direccién (como en una
calle de un sentido). La direccién se indica agregando una cabeza de flecha al final de la linea que re-
presenta el arco. Al etiquetar un arco dirigido con el nombre de los nodos que une, siempre se coloca
primero el nodo de donde viene y después el nodo a donde va, esto es un arco dirigido del nodo A al
nodo By debe etiquetarse como AB, otra forma podria ser A — B.

Trayectoria: una trayectoria entre dos nodos es una sucesion de arcos distintos que conectan estos no-
dos. Por ejemplo, una de las trayectorias que conectan los nodos Ay F, es la sucesién de arcos AC-CE-EF
obienA—C—E—F.

Trayectoria dirigida: Una trayectoria dirigida del nodo i al nodo j, es una sucesién de arcos dirigidos
hacia el nodo j, de tal manera que el flujo del nodo i al nodo j, a través de esta trayectoria es factible.

Trayectoria no dirigida: una trayectoria no dirigida del nodo i al nodo j, es una sucesién de arcos cuya

direccién puede ser hacia o desde el nodo j. En algunos problemas alguna trayectoria no dirigida tendra
algunos arcos dirigidos hacia el nodo j y otros desde él, es decir hacia el nodo i.

45
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Ciclo: un ciclo es una trayectoria que comienza y termina en el mismo nodo. Puede ser dirigida o no
dirigida segtn si la trayectoria es dirigida o no dirigida.

Red conexa: una red conexa es una red en la que cada par de nodos estd conectado.
Capacidad de Arco: es la cantidad maxima de flujo que puede circular en un arco dirigido.

Nodo fuente o nodo origen: tiene la propiedad de que el flujo que sale del nodo excede al flujo que
entra a él.

Nodo demanda o nodo destino: es el caso contrario al nodo fuente, donde el flujo que llega excede al
que sale de él.

Nodo de trasbordo o nodo intermedio: satisface la conservacién del flujo, es decir el flujo que entra
es igual al flujo que sale.

2.2. PROBLEMA DE LA RUTA MAS CORTA

Se supone que cada arco de la red tiene una longitud, costo o tiempo asociado con él. El problema con-
siste en encontrar la ruta mds corta desde algtin nodo en particular a cualquier otro nodo en la red. Para
resolver este tipo de problemas existen entre otros, los algoritmos de Dijktra, de Floyd y de programa-
ci6n lineal. Con el algoritmo de Dijktra se puede determinar la ruta més corta entre el nodo del punto de
origen y cada uno de los otros nodos en la red. El algoritmo de Floyd es més general porque permite la
determinacion de la ruta més corta entre cualquier par de nodos en la red. Asi también es posible utilizar
la técnica de programacion lineal, aunque para redes de tamafio pequefio al modelar el problema resulta
una cantidad grande de variables y de restricciones por lo que para resolver el problema se tendra que
usar solver de Excel o el software IOpeTec.

2.2.1. Algoritmo de Dijkstra

Se puede usar para determinar la ruta més corta del nodo inicial de la red, a cualquier nodo de la misma.

Ejemplo 2.1 Aplicar el algoritmo Dijkstra a la red de la figura 2.1.

Figura 2.1: Red del ejemplo 2.1.

Paso 1. Iteracion 0, marcar el nodo 1 con una etiqueta permanente de 0 y etiquetas temporales e(j) igua-
les a la respectiva distancia directa d;; para los restantes nodos j = 2,3, ..., n. Estas se colocan en la tabla
2.1. Si no existe ligadura entre un nodo y otro se considera una distancia de infinito.
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Iteracionk | 1 | 2 | 3 4 516 |7 ]8]|9 10|11 | jminimo
0 0) |12 | 00| (10) | co | 00 | 00 | 00 | 0O | 0O | 0O 4

Tabla 2.1: Tabla de la iteracién 0.

La menor etiqueta temporal, e(4) = 10, pasa a permanente y no vuelve a considerarse, ya que esa es la
distancia minima del nodo origen 1 al nodo 4.

Paso 2. Para las iteraciones k = 1,2,..., actualizar las etiquetas temporales de los nodos j que no hayan
recibido aiin etiqueta permanente mediante la formula:

anterior dltima distancia del nodo
e(j) =minimo etiqueta ) etiqueta + | que pasé a etiqueta
temporal de j permanente permanente al j

Paso 3. Si todos los nodos tienen etiquetas permanentes, detenerse.
Iteracion k = 1, dltima etiqueta permanente = 10, j de la Gltima etiqueta permanente j = 4.

Detalle del calculo de e(2) = min(12,10 + distancia de 4 a 2 en la red)
Detalle del calculo de e(3) = min(oo, 10 + distancia de 4 a 3 en la red)

e(2) =min(12,10 + 00) = 12 e(8) = min(co, 10 + 00) = co

e(3) = min(co, 10 + 26) = 36 e(9) = min(oco, 10 + 00) = 0o

e(5) = min (0o, 10 + co e(10) = min(oo, 10 + 00) = 0o

e(6) = min(co, 10+ 0o e(11) = min(oo, 10+ 00) = 0o
(

40

)=
) = o0
)= o0
e(7) = min(oco, 10 +30) =

Lo que conduce ala tabla 2.2

Iteracion k | 1 2 3 4 5|16 |7 1181|910 11 | jminimo
0 (0) 12 oo | (10) | oo | co | 00 | 00| 00| 00| 00 4
1 — (12) | 36 — oo | 0o |40 | oo | 00 | 00 | 0O 2

Tabla 2.2: Tabla de la iteracién 1.

La menor etiqueta temporal corresponde al valor de 12 del nodo 2, que pasa a permanente, marcada en
negritay entre paréntesis y no vuelve a considerarse, se actualizan las etiquetas temporales de los restan-
tes nodos. Se realizan las siguientes iteraciones hasta que se asigna etiqueta permanente al nodo destino.
Resumiéndose las iteraciones en la tabla 2.3.

Iteracion k = 2, dltima etiqueta permanente = 12, j de la Gltima etiqueta permanente j = 2.

e(3) =min(36,12 +36) = 36 e(8) = min (oo, 12 + 00) = 0o
e(5) = min(co, 12 +24) = 36 e(9) = min(co, 12 + 00) = co
e(6) = min(co, 12 + 0o) = 0o e(10) = min(oo, 12+ 00) = 0o
e(7) = min (40,12 + 00) =40 e(11) =min(oo, 12+ 00) = 0o

Iteracion k = 3, dltima etiqueta permanente = 36, j de la tltima etiqueta permanente j = 3.
e(5) = min(36,36 + o) = 36 e(9) = min(co,36 + 0o) = 0o
e(6) = min(co,36 +22) =58 €(10) = min(oo,36 +00) = 0o
e(7) = min (40,36 +24) = 40 e(11) = min(oo,36 + 00) = 0o
e(8) = min(co,36 + 0o) = 0o
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Iteracion k = 4, tltima etiqueta permanente = 36, j de la tltima etiqueta permanente j = 5.

e(6) = min(58,36 + 18) = 54 e(9) = min(co,36 + 18) = 54
e(7) = min (40,36 + co) = 40 e(10) = min(oo, 36 + 00) = 0o
e(8) = min(co,36 + 16) = 52 e(11) = min(oo,36 + 00) = co

Iteraciéon k = 5, Gltima etiqueta permanente = 40, j de la Gltima etiqueta permanente j = 7.

e(6) = min(54,40 + co) = 54 e(10) = min(oo,40+8) = 48
e(8) = min(52,40 + oo) = 52 e(11) = min(oo, 40 + 00) = co
e(9) = min(54,20 + co) = 54

Iteracion k = 6, dltima etiqueta permanente = 48, j de la tltima etiqueta permanente j = 10.

e(6) = min(54,48 + 14) = 54 e(9) = min (54,48 + 16) = 54
e(8) = min(52,48 + co) = 52 e(11) = min(oo, 48 +28) = 76

Iteraciéon k = 7, Gltima etiqueta permanente = 52, j de la tltima etiqueta permanente j = 8.

e(6) = min(54,52 + o) = 54 e(11) = min(76,52 + 14) = 66
e(9) =min(54,52 +24) = 54

Iteracion k = 8, Gltima etiqueta permanente = 54, j de la tltima etiqueta permanente j = 6.
e(9) = min(54,54 + 10) = 54 e(11) = min(66,54 + co) = 66
Iteracion k =9, tltima etiqueta permanente = 54, j de la tltima etiqueta permanente j = 9.

e(11) = min(66,54 + 12) = 66

Iteracion k | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 | jminimo
0 (0) 12 oo | (10) | oo o) 00 fole) fole) fole) fols) 4
1 - | (12) 36 - o) oo 40 00 00 00 00 2
2 — — (36) — 36 o 40 fe’s) fe’s) fe’s) 00 3
3 — — — — (36) 58 40 fe’s) fe’s) fe’s) 00 5
4 - - - - - 54 | (40) | 52 54 fole) fo's) 7
5 - - - - - 54 - 52 54 | (48) | oo 10
6 - - - - - 54 - (52) | 54 76 8
7 - - - - - (54) - - 54 - 66 6
8 - - - - - - - - (54) - 66 9
9 - - - - - - - - - - (66) 11
E(j) 0 12 36 10 36 54 40 52 54 48 66

Tabla 2.3: Resumen de iteraciones del ejemplo 2.1.

Después de 9 iteraciones se obtiene la tabla final 2.3, que contiene la fila E(j) de etiquetas permanentes
de cada nodo y constituyen las distancias minimas del nodo origen a cada nodo j de lared. En particular
como E(11) = 66, ésta es la distancia minima buscada. Faltaria determinar el camino asociado a esta
longitud minima. Para ello se parte del nodo destino y se va formando hacia atrds el camino con los arcos
que cumplen la condicién de que la diferencia entre sus etiquetas permanentes sea igual a la longitud
del arco que los une. Asi se tienen las dos rutas encontradas:

E(11)-E(8) =66 —52=14 distanciadelnodo8al 11
E@B)—E()=52-36=16 distanciadelnodo5al 8
E(B)—E(2)=36—-12=24 distanciadelnodo 2 al5
EQ2)-E(1)=12-0=12 distancia del nodo 1 al 2
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Rutamdéscortal:1 -2 —5—8— 11, con una distancia total de 66.

E(11)-E9) =66 —-54=12 distanciadelnodo9alll
E(9)—-E()=54-36=18 distancia del nodo5al9
E(B)—E(2)=36-12=24 distanciadelnodo?2al5
EQ2)-E1)=12-0=12 distancia del nodo 1 al 2

Rutamdés corta2:1 -2 —5—9— 11, con una distancia total de 66.

Ejemplo 2.2. Aplicar el algoritmo de Dijkstra con hoja de célculo a la red representada en la figura 2.2.

Figura 2.2: Red del ejemplo 2.2y 2.4.

Debido a que se resolvera con hoja de cédlculo, en vez de usar co cuando no existe ligadura entre un par
de nodos, se le asigna un nimero relativamente grande, por ejemplo 500.

Realizar la captura en una hoja de cdlculo, como se muestra en la figura 2.3.

A B (o D E F G H I J K L M
1 Matriz de distancias

2 1 2 3 4 § 6 7 8 9 10 11
3 1 - 18 20 25 | 500 | 500 | 500 | 500 | 500 | 500 | 500
4 2 18 . 10 500 14 500 | 500 | 500 | 500 | 500 | 500
5 3 20 10 - 500 | 17 15 | 500 | 500 | 500 | 500 | 500
6 4 25 | 500 9 - 500 | 500 | 500 | 500 | 30 | 500 | 500
7 5 500 14 T 500 - 500 16 21 500 | 500 | 500
8 6 500 | 500 | 15 16 16 - 500 | 15 13 | 500 | 500
9 | 7 500 | 500 | 500 | 500 16 500 - 8 500 15 500
10 8 500 [ 500 | 500 | 500 | 21 15 | 500 - 500 | 16 | 500
11 9 500 | 500 | 500 | 500 | 500 | 13 | 500 | 10 - 22 24
12 10 500 | 500 | 500 | 500 | 500 | 500 15 16 22 . 12
13 1 500 | 500 | 500 | 500 | 500 | 500 | 500 | 500 | 24 12

14

Figura 2.3: Tabla de distancias del ejemplo 2.2.
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Procedimiento en la hoja de célculo.

En las celdas Realizar
B18 Capturar cero y marcar con una etiqueta permanente.
C18:L18 Copiar los datos de C3: L3.
M18 Introducir = MIN(C18: L18) y copiar hasta la celda M27.
N18 Introducir = COINCIDIR(M18, B18: L18,0) y copiar hasta la celda N27.

Iteracion 0.

La menor etiqueta temporal, e(2) = 18, pasa a permanente y no vuelve a considerarse
por lo tanto capturar un guién en las celdas que se encuentran debajo de las
etiquetas permanentes y no volver a consideralas en cédlculos futuros.

D19 Iteracion 1:

Introducir = MIN(D18,$M18 + INDIRECTO(DIRECCION(2 + $N18, 1 + D$2)))

y copiarla hasta la celda L19, e(3) = 20 pasa a ser permanente. La férmula esta

lista para copiarse a las celdas E20: L20 y continuar con las demds iteraciones,

hasta obtener la Gltima etiqueta permanente, que corresponde al nodo 11 esto se logra
con 9 iteraciones como se muestra en la tabla de la figura 2.4.

C28 Introducir = MIN(C18: C27) y copiar hasta la celda L28.

Con base a tabla a de la figura 2.4, se obtiene la ruta més corta:

A B C D £ F G H I J K L X N 0
16 Resumen de iteraciones
17  Iteracion k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 min. Jj minimo
18 0 0 18 20 25 500 | 500 | 500 | 500 | 500 | 500 | 500 18| 2
19 1 - - 20 25 32 | 500 | 500 | 500 | 500 | 500 [ 500 20 3
20 2 - - 25 32 35 500 | 500 | 500 | 500 | 500 25 4
21 3 - - - 32 35 | 500 | 500 | 55 | 500 | 500 32 5
22 4 - - - - 35 48 53 55 500 | 500 35 6
23 5 - - 48 50 | 48 | 500 | 500 48 7
24 6 - 50 | 48 63 | 500 48 9
25 7 - 50 - 63 72 50 8
26 8 - - - - - - - - 63 72 63 10
27 9 - - - - - - - - - 72 72 11
28 E() 0 18 20 25 32 35 | 48 50 48 63 72
29

Figura 2.4: Tabla final del ejemplo 2.2.

E(11) - E(9) =72 — 48 = 24 = distancia del nodo 9 al 11
E(9)— E(6) =48 — 35 =13 = distancia del nodo 6 al 9
E(6) — E(3) =35 — 20 = 15 = distancia del nodo 3 al 6

E(3)— E(1) =20 — 0 =20 = distancia del nodo 1 al 3

La ruta mds cortaes: 1 — 3 — 6 — 9 — 11, con una distancia total de 72 unidades.
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2.2.2. Algoritmo de Floyd

Este algoritmo es més eficiente que el algoritmo de Dijkstra, ya que permite encontrar la ruta y distancia
mads corta entre cualquier par de nodos. El procedimiento de cdlculo se adecua mejor para realizarse en
la computadora, es el algoritmo que se utilizé en el sofware IOpeTec.

Paso 1. Se forma una tabla inicial de distancias d(i, j) de cada nodo i a cada nodo j, denominada Dy,
donde:

distanciade i a j si existe arco(i, j)
dagi,j) = — sii=j
[e’s) sino existe arco(i, j)

Asitambién se forma una tabla inicial de recorrido de cada nodo i a cadanodo j, denominada Ry, donde:

. .| 0 parai#j
r(l’])_{ — parai=j

Paso 2. Se actualiza cada tabla para cada nodo k recorriendo todos los nodos de la red. La actualizacién
para el k — ésimo nodo o iteracién se obtiene con la férmula (en la iteracién k no considerar i = j = k).

d(i, j) = min{d(i, j),d(i, k) + d(k, j)}

Con d;; igual a la longitud del camino mads corto de i a j y nodos intermedios k. Si d(i, k) + d(k, j) es
menor que d(i, j), significa que se mejora la distancia de i a j y por lo tanto la matriz de distancias Dy de
la iteracion k, se sustituye con la distancia d (i, k) + d(k, j) y se marca en negrita.

Sid(i, k)+d(k, j) es menor que d(i, j), significa que se mejora la distancia de i a j y por lo tanto la matriz
de recorrido Ry de la iteracién k, se sustituye con el valor de la iteracion k.

Paso 3. Obtener la trayectoria de algiin camino desde i hasta j, de manera recursiva mediante la siguiente
féormula:
ruta(i, j) =ruta(i, via) +ruta(via, j)

Donde via se obtiene de la matriz final de recorrido R. Si ruta(i, j), ruta(i, via) o ruta(via, j) es igual a
cero, se ha llegado a la trayectoria, de lo contrario continuar de manera recursiva.

Paso 4. Obtener la distancia total de la trayectoria, en la dltima matriz de distancias Dy.

Ejemplo 2.3 Aplicar el algoritmo de Floyd a la red de la figura 2.5. Los arcos (2,5), (4,3) y (7,4) son
unidireccionales. Determinar la ruta més corta entre los siguientes pares de nodos:

1. Delnodo1lal?7
2. Delnodo 3 al5

Desarrollo del algoritmo:



52 CAPITULO 2. OPTIMIZACION DE REDES

Figura 2.5: Red del ejercicio 2.3.

Paso 1. Se realiza la matriz de distancias y la matriz de recorrido, como se muestra en la tabla 2.4.

Matriz de distancias Dy Matriz de recorrido Ry
; Jl1]2|3]|4]5]6]7 ; Jl1l2]3]4al5]6|7
1 — [ 10 | 12| 6 | o0 | cO | 0O 1 -10]0|]0[O0]O0]O
2 10 | — |oo | 5 6 | oo | c© 2 O|-]1]0|0]0]0]O0
3 12 |oco| — |0 |00 | 5 | 00 3 Ooj]o0|—-10]0]0]O0
4 6 5 5 — 8 | 13 | © 4 Ooj]o0|jO0|-=]0]01]0O0
5 oo | oo | oo | 8 — | oo | 10 5 ojo0ojO0|O0]|—-]01]0O0
6 oo | oo | 7 |13 |00 | — 7 6 Ooj]o0|jO0|O0]0]—-1]0
7 o | oo |oco | 1010 7 — 7 Ooj0|0|0]O0]O0]|-

Tabla 2.4: Matriz de distancias y de recorrido inicial.

Primeraiteracion: k=1 no se considerai=1yj=1

dz3 = min(das, do1 + di3
dos = min(das, dz1 +dia

( )= ,10+12) =22
dos = min%d25, doy + dls%

( )

( )

min(oco
min(5, 10+6) 5

(o0

(
min(6,10+00) =6 >

(

(o0

Si i=2 se obtiene <

min(oo,10+00) = 0o
,10+oo)—oo

dog = min(dae, dz1 + die

d27 =min d27, d21 + d17 min

. L~
Il
N O O W

dsp = min(dgz, ds; + dlg) mlIl(OO 12+ 10) 22
d34 = min(d34, d31 + d14) mln(oo 12 + 6) =18
dss = min(d35, dsy + d15) IIlll’l(OO 12 +OO) oo
( ) = min(
( ) = min(

Si i = 3 se obtiene+

d36 = min d36, d31 + d16 min(5,12 +OO) 5
ds7 = min|(ds7, dgl + d17 min

— .~
Il
N OO N

oo,12+oo)=oo

dsp = min(dyp, dy + dy2) = (

ds3 = min(das, dy1 + dy3) = min(

d45 = min(d45, dy + d15) m1n(8,6 +OO) =8
( ) =min(13,
( ) = min(

Si i = 4 se obtiene+

dye = min(dae, da1 + dis
dy7 =min(dy7, dg + di7

— .~
Il
N O O woN

No se realizan las iteraciones para i =5, i =6 e i = 7, debido a que en la iteracién k = 1, lo que busca el
algoritmo es analizar si por la via nodo uno es posible mejorar la distancia desde los nodos 5, 6 y 7, hacia
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los demads nodos y dado que los arcos (5,1), (6,1) y (7,1) no tienen conexién con el nodo uno, por lo tanto
la distancia es co.

Después de realizar la iteracion k = 1, se marcan en negrita las tres distancias que es posible mejorar
via nodo uno y de la misma manera se sustituye con 1 la matriz de recorrido que corresponden a esas
mejoras, cuyos resultados se muestran en la tabla 2.5.

Matriz de distancias D; Matriz de recorrido R;
; V11213 |a|5|6]|7 ; JV11213|a|s5]6]7
1 10 | 12 6 | 00| 00| 0 1 -10]0[0O|O0O]O0]O
2 10| — | 22| 5 6 | 0o | © 2 Of(—-|1]0]0|0]|O0
3 12 122 | — [ 18| c0 | 5 | o0 3 o(1|-]1]0|0]|O0
4 6 5 5 - 8 | 13 | © 4 000 —-]0|01|0O0
5 oo | oo | oo 8 — | oo | 10 5 0o(0|0]|]O0O|—-|0]|0O0
6 0o | 00 7 13 | o0 | — 7 6 00|00 - 10
7 oo | oo |oco | 10|10 7 - 7 o0l 0]|]O0O]|O]|O0]|-—

Tabla 2.5: Matriz de distancias y de recorrido después de la iteracién k = 1.

Segunda iteracidon: k =2 no se considerai =2y j=2

diz = min(dlg, dis+ dgg) m1n(12 10+ 22) =12
dig = min(d14, dio + d24) m1n(6 10+ 5) 6

dis = min(d15, dis+ d25) IIllIl(OO 10+ 6) =16 ;
dig = min(dls, dio + dg(;) Il’llIl(OO, 10+ OO) o0
d17 = min( ) = min(oo,10+00) = 0o

Sii =1 seobtieneX

—
Il
N O Gk W

1m| oo

ds = min(dgl, dso + dgl) m1n(12 22+ 10) =12
dss = min(ds4, dsz + ds) =min(18,22 +5) = 18
dss = min(d35, dso + d25) mln(oo 22+ 6) 28
( ) = min(
( ) = min(

Sii =3 seobtieneX

d35 =min d35, d32 + d26 min(5,22 +OO) 5
ds7; =min|ds7, ds3o + day min(oo,22 + OO) (o¢]

Il
N O O

dyy =min(dyy, dap + do1) = (

dyz = min(d43, dyo + dzs) (

dys = min(d45, dyo + dgs) m1n(8,5 + 6) =8
( ) = min(13,
( ) = min(

Sii =4 seobtieneX

die = min(dye, daz + doe
dy7 = min(dy7, daz + do7

I
~N O O W

No se realizan las iteraciones para i =5, i =6 e i = 7, debido a que en la iteracién k = 2, lo que busca el
algoritmo es analizar si por la via nodo dos es posible mejorar la distancia desde los nodos 5, 6 y 7, hacia
los demds nodos y dado que los arcos (5,2), (6,2) y (7,2) no existe conexion, por lo tanto se considera una
distancia de oco. Los resultados de esta iteracién se muestran en la tabla 2.6.

Para las iteraciones k=3, k=4, k=5, k =6y k =7, se omite el procedimiento de cdlculo debido a que es
similar.

El resultado de la iteracion k = 3, se muestra en la tabla 2.7.
El resultado de la iteracién k = 4, se muestra en la tabla 2.8.
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Matriz de distancias D, Matriz de recorrido R,
; Jl1 1213|4567 l Tl1l213|al5|6]7
1 - [10]12] 6 [16] 00| 0 1 -lofofol2]0]o0
2 10 — |22 5|6 | oo oo 2 o/ -[1]ofofo]o
3 1222 - 18|28 5 | 0o 3 o[1]-]1]2]0]0
4 6| 5|5|-]8][13] 4 ojlo[o[-]ofo]o
5 oco|loo|oo| 8| — |oo| 10 5 0j0jO0jO0|-|07]0O0
6 ©|oo| 7 13| -7 6 ojlo[ofofo[=-To
7 o |oo|loo 10|10 7 | - 7 oj/o[o]o]o0]o0
Tabla 2.6: Matriz de distancias y de recorrido después de la iteracion k = 2.
Matriz de distancias D3 Matriz de recorrido R3
; V1234|567 i Jl1l213|al5]|6]7
1 —[10]12] 6 [ 1617 | 1 —lololol2]3]o0
2 10 - [22]| 5] 6|27 2 o[-[1]ofo0o[3]o0
3 1222 - |18[28| 5 | oo 3 o|l1]-]1]2]0]o0
4 6 | 5|5 | —-|8|10]|c0 4 ojlofo[-]o0[3]o0
5 0 |oo| 8| - ]oo|10 5 ojlofo]o|-]o0]o0
6 19297 133 -7 6 3[3[ofo|3]-]0
7 o |oo|oo|10[10] 7 | - 7 ojlofofofo]o
Tabla 2.7: Matriz de distancias y de recorrido después de la iteracién k = 3.
Matriz de distancias Dy Matriz de recorrido Ry
; Jl1]2|3|4a|5]|6]|7 ; Tl1l203]al5|6]7
1 — 1011 | 6 | 14 | 16 | c0 1 - 10410440
2 10| — |10 | 5 6 | 15| oo 2 O|-14]0(0|4]0
3 12 | 22| — |18 26| 5 | c© 3 o|1|-]1(4|0]0
4 6 5 5 — 8 10 | oo 4 0oj0|O0|—-10|3]0
5 14 | 13 | 13 | 8 - (18 | 10 5 4 1414 ,0|-141]0
6 19 | 18 7 13 | 21 - 7 6 3/4,0|0(4]|—-10
7 16 (15| 15| 10 | 10 | 7 — 7 4 1 4/4)10|0]0]|—-

Tabla 2.8: Matriz de distancias y de recorrido después de la iteracién k = 4.

El resultado de la iteracién k = 5, se muestra en la tabla 2.9.

El resultado de la iteracién k = 6, se muestra en la tabla 2.10.

Elresultado de la iteracién k = 7'y que corresponde a la final, se muestra en la tabla 2.11.

Se obtiene la trayectoria de la ruta del nodo 1 al nodo 7, con el apoyo del diagrama que se muestra en la
figura 2.6 y de manera recursiva con la formula: ruta(i, j) = ruta(i, via) + ruta(via, j). Siendo la ruta mas

corta:1 — 4 — 3 — 6 — 7, con una distancia total de 23 unidades.

Se obtiene la trayectoria de la ruta del nodo 3 al nodo 5, con el apoyo del diagrama que se muestra en la
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Matriz de distancias Ds Matriz de recorrido Rs
l V1123 |a|5 6|7 ; JV1l2|3]als5|6|7
1 — 10116 141624 1 ~-lo|4af0]4]4a]5
2 100 —[10]5|6]15]16 2 o[-[4]ofo0o]4a]5
3 1222 -]18/26| 5 |36 3 o[1[-[1]4]0]5
4 6| 5|5|-]8]10]18 4 ojlo[o[-]0[3]5
5 14131138 [ —]18]10 5 4lalalo]-l4a]o0
6 19187 [13|21| - | 7 6 3[afolo[a]-T0
7 1615151010 7 | - 7 4lalafofofo]-
Tabla 2.9: Matriz de distancias y de recorrido después de la iteracién k = 5.
Matriz de distancias Dg Matriz de recorrido Rg
; JV1]1213|4|5]|6]7 i JV112|3|als5|6]7
1 — 10 | 11 6 14 | 16 | 23 1 -10(4]|0|4]4]|6
2 10| — | 10| 5 6 15 | 16 2 O|—-]14]0|0|4)|5
3 12 (22| — | 18|26 | 5 12 3 O(1|-]1|4|0/|6
4 6 5 5 - 8 10 | 17 4 0O(0|]O0|—-]0|3]|6
5 14 | 13 | 13 | 8 - |18 | 10 5 414,14 |10|-141]0
6 19 | 18 | 7 13|21 | — 7 6 3140104 |-10
7 16 | 15|14 | 10 | 10 | 7 — 7 4 14,6 |0|0]0]|-—
Tabla 2.10: Matriz de distancias y de recorrido después de la iteracion k = 6.
Matriz de distancias D7 Matriz de recorrido R;
; JV1]l213/a|5|6]7 ; JV112|3|als5|6]7
1 - 10 | 11 6 14 | 16 | 23 1 - 1014 (0|4]|4]|6
2 10| — [ 10| 5 6 15 | 16 2 0O|-14,0|0/|4)|5
3 12 (22| — | 18|22 | 5 12 3 Oo(1|-]1|7|0]|6
4 6 5 5 - 8 10 | 17 4 0Ol0|O0|—-]0|3]|6
5 14 | 13 | 13 | 8 - |17 | 10 5 414,14 |10|-1710
6 19 |18 | 7 13|17 | — 7 6 314|007 |—-10
7 16 | 15| 14 | 10 | 10 7 — 7 414,16 |0]0]0]|-

Tabla 2.11: Matriz de distancias y de recorrido final.

figura 2.7. Siendo la ruta mas corta: 3 — 6 — 7 — 5, con una distancia total de 22 unidades.

Ejemplo 2.4. Aplicar el algoritmo de Floyd con hoja de cédlculo a la red del ejemplo 2.2 de la figura 2.2.

Se crea la matriz de distancias y la matriz de recorrido en la hoja de célculo. En la iteracién k = 1, no
considerar i = 1y j =1, por esa razén se colorea la fila 3 y la columna B de la matriz de distancias. Las
tablas se muestran en la figura 2.8.
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Ruta(1, 6)
via=4

Ruta(1, 4)
via=0

Ruta(4, 3)
via=0

CAPITULO 2. OPTIMIZACION DE REDES

Ruta(6, 7)
via=0

Ruta(3, 6)
via=0

Figura 2.6: Diagrama para la ruta més corta del nodo 1 al nodo 7.

Ruta(3, 7)
via=6

Ruta(3, 6)
via=0

Ruta(7, 5)
via=0

Figura 2.7: Diagrama para la ruta més corta del nodo 3 al nodo 5.

A|B|c|D]|E F G H i J K|t |M|[n|o|Pp|a|[rR|[s|[T|]u|Vv|w|x]|V¥ z

1 Matriz de distancias inicial Matriz de recorrido inicial

2 1 2 |3 | 46|67 |8 |9 10 1 1 2 |3 |4 [ 667 89 [10]1
3| 1 - 18 | 20 [ 25 | 500 | 500 | 500 | 500 | 500 | 500 | 500 1 - 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
4| 2 18 - 10 [500 [ 14 | 500 | 500 | 500 [ 500 | 500 | 500 2 0 - 0 0 0 0 0 0 0 0 0
s| 3 [F20( 10 - | 500 17 | 15 | 500 | 500 | 500 | 500 | 500 3 0 0 - 0 0 0 0 0 0 0 0
6| 4 |25 (500]| ¢ - 1500|500 | 500|500 | 30 | 500 | 500 4 0 0 0 - 0 4] 0 0 0 0 0
7| & |S00| 14 | 17 |S00( - 1500 | 16 | 21 | 500 [ 500 | 500 5 0 0 0 0 - 0 0 0 0 0 0
8 6 |500/500]| 15 | 16 [ 16 | - |500| 15 | 13 [ 500 | 500 6 0 0 0 0 0 - 0 0 0 0 0
9| 7 | 500500500500 16 |500| - 8 [500] 15 [ 500 7 0 0 0 0 0 0 - 0 0 0 0
10 8 |500|500)|500|500(f 21|15 |500| - |500]| 16 | 500 8 0 0 0 0 0 0 0 - 0 0 0
11 8 | 500|500 [500)500([500]| 13 [500f 10 | - |22 | 24 9 0 0 0 0 0 0 0 0 - 0 0
12| 10 | 500 | 500 | 500 [ 500 | 500 | 500 | 15 | 16 [ 22 - 12 10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 - 0
13| 11 | 500 | 500 | 500 | 500 [ 500 | 500 | 500 [ 500 | 24 | 12 | - 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -
14

Figura 2.8: Tabla inicial de distancias y de recorrido.

En laiteracién k = 1, realizar en la hoja de célculo lo siguiente:

En las celdas

Realizar

B18:L18 Copiar los datos de B3: L3.
B19:B28 Copiar los datos de B4 : B13.
Para la matriz de distancias, crear la férmula:
C19 =SI($A19 = C$17,” ", MIN(C4,$B4 + C$3)) y copiar hasta la celda L28.
Para la matriz de recorrido, crear la férmula:
018 =SI($N18 = 0%$17,"-",S1(B18 <> B3,1,03)) y copiar hasta la celda Y 28.

Elresultado de esta iteracion se muestra en la tabla de la figura 2.9.
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2| Sci| oM NE F |6 | H I J K|t | m|[wnw|o|Prp|la|R|[s|[T]|]u|v|[w]|x]|yY z
16 Matriz de distancias para k =1 Matriz de recorrido para k =1

17 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 i 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
18| 1 - 18 | 20 | 25 | 500 | 500 | 500 | 500 | 500 | 500 | 500 1 - 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
19 2 | 18 - | 10 | 43 | 14 | 500 | 500 | 500 | 500 | 500 | 500 2 0 - 0 1 0 0 0 0 0 0 0
200 3 [ 20| 10 - 45 | 17 | 15 | 500 | 500 | 500 | 500 | 500 3 0 0 - 1 0 0 0 0 0 0 0
21| 4 [ 25 |143] 9 - | 500|500 | 500|500 | 30 | 500|500 4 0 1 0 - 0 0 0 0 0 0 0
22| 6§ |500) 14 | 17 |500| - [500| 16 | 21 | 500 | 500 | 500 § 0 0 0 0 - 0 0 0 0 0 0
23| 6 [500|500| 15 | 16 | 16 - | 500] 15 | 13 | 500 | 500 6 0 0 0 0 0 - 0 0 0 0 0
24| 7 |500)|500)|500|500| 16 [500| - 8 |500| 15 | 500 7 0 0 0 0 0 0 - 0 0 0 0
25| 8 | 500500500500 21 |15 |500( - |500| 16 | 500 8 0 0 0 0 0 0 0 - 0 0 0
26| 9 |500)|500|500|500|500| 13 |500]| 10 | - |22 |24 9 0 0 0 0 0 0 0 0 - 0 0
27| 10 | 500 | 500 | 500 | 500 | 500 [ 500 | 15 | 16 | 22 - 12 10| 0 0 0 0 0 0 0 0 0 - 0
28| 11 | 500 | 500 | 500 | 500 | 500 | 500 | 500 | 500 | 24 | 12 - 1" 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -
29

Figura 2.9: Tabla de distancias después de la iteracién k = 1.

En la iteracién k = 2, no considerar i =2y j = 2, por esa razén se colorea la fila 19 y la columna C de la
matriz de distancias. Ahora realizar en la hoja de célculo lo siguiente:

En las celdas Realizar

B34:134 Copiar los datos de B19: L19, con pegado especial, pegar valores.
C33:C43 Copiar los datos de C18: C28, con pegado especial, pegar valores.

Para la matriz de distancias, crear la fé6rmula:

B33 =SI($A33 = B$32,” -",MIN(B18,$C18 + B$19)) y copiar hasta la celda L43.
Cuidando de no copiar enlas celdasde i =2y j =2.

Para la matriz de recorrido, crear la férmula:

033 =SI($N33 = 0$32,” -",SI1(B33 <> B18,2,018)) y copiar hasta la celda Y 43.

Después de realizar once iteraciones, se obtiene la matriz de distancias y de recorrido, como se muestra
en la figura 2.10.

A | B C D E F G H I J K L M N (0] P e S T u VI IW| X |Y L
166 Matriz de distancias para k = 11 Matriz de recorrido para k = 11
167 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1M 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
168 1 - 118 [20 |25 |32 35|48 |50 |48 |63 |72 1 -l0]l]0]0]2|3]|5]|6|6]|7]|9
169, 2 | 18 | - |10 [ 41 |14 |25 [30 |35 |38 |45 |57 2|0 - 06 |0]|]3[]5(|5[|61]7]10
170 3 [ 20 | 10 - 31 [ 17 |15 [ 33 [ 30 | 28 | 46 | 52 3 0 0 - 6 0 0 5 6 6 8 9
171, 4 |25 |19 ]| 9 - | 26 | 24 (42 |39 |30 |52 |54 4 101310 - 3/3|6|6]0]|9]9
172) & [ 32 |14 [ 17 | 48 - 32 [16 |21 [ 45| 31 | 43 5 2 0 0 6 - 3 0 0 6 7 110
173| 6 [ 35125 |15 | 16 | 16 - 32115 [ 13 | 31 | 37 6 3 3 0 0 0 - 5 0 0 8 9
174 7 |48 |30 |33 /39 |16 |23 | - 8 |36 (15|27 7]5|5]|5]|8|0]|8 -0 |8]0]H10
175 8 | 50 |35 [30 [ 31 |21 |15 |3 - 28 | 16 | 28 8 6 5 6 6 0 0 |10 - 6 0 | 10
176 9 |48 |38 [ 28 |29 |29 |13 |37 |10 | - |22 |24 9|66 |6 |6 |6 |0]1]0 - (o]0
177/ 10 | 63 | 45 [ 46 | 47 | 31 |31 |15 |16 [ 22 - 12 10 7§ T 8 8 7 8 0 0 0 - 0
178 11 | 72 | 657 [ 52 | 53 | 43 | 37 [ 27 | 28 [ 24 | 12 - 1 9 |10]| 9 9 |10) 9 ]10]10] 0 0
179

Figura 2.10: Tabla final de distancias y de recorrido.

Se deja al lector que realice el diagrama y compruebe que la ruta mds corta del nodo 11 al nodo 1 es:
11 - 9— 6 — 3 — 1, con una distancia total de 72.
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2.3. PROBLEMA DEL ARBOL DE MINIMA EXPANSION

Considera una red no dirigida, en la que la informacién dada incluye los nodos y las distancias entre pa-
res de nodos y es el drbol que enlaza todos los nodos de la red, con el objetivo de que la longitud total de
los arcos o ligaduras sea minima, sin permitir la existencia de ciclos. El nimero de arcos en un arbol de
expansion es igual al nimero de nodos menos 1.

Sean:

N =1{1,2,3,...,n}, el conjunto de nodos de la red.

Cy = {conjunto de nodos conectados de manera permanente}

C Ny = {conjunto de nodos que aun no se han conectado de manera permanente}

Iteraciones de algoritmo:

Iteracion k = 0.
Co=1{¢} y CNpy = {N}

Iteracién k = 1. Comenzar con cualquier nodo en el conjunto no conectado CNy, por ejemplo con el
nodo 1, entonces
G ={l} y CN={N-Cy}

Iteraciéon k=2,3,...,n
arco(i, j) = distancia minima({Ck_l} — {CNk_l}) V arco factible y no conectado de manera permanente

j* = j dela distancia minima
Ck:{{ck—1}+j*} y CNk:{{CNk—l}_j*}

Ejemplo 2.5 Encontrar el 4rbol de minima expansién para la red de la figura 2.11.

Figura 2.11: Red del ejemplo 2.5

Aplicacién del algoritmo.

Iteracion k=0 Cp = {¢b} CNy=11,2,3,4,5,6,7}
Iteracibon k=1 C; ={1} CN; =1{2,3,4,5,6,7}
Iteracion k =2 arco(i, j) = min({1} — {2,3,4,5,6,7})

arco(i, j)=min(1 - 2,1 —3,1 —4)
arco(i, j) = min(15, 14, 16)
Conexién 6ptima = arco(i,j)=1—3
j*=3
C2 = {1,3} CNZ = {2)4»5’6)7}
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Iteraciéon k=3

Conexion 6ptima —

G =1{1,34

arco(i, j) = min({1,3} — {2,4,5,6,7})

arco(i, j) =min(1 - 2,1 - 4,3 —2,3—-4,3—5,3—6)
arco(i, j) = min(15,16,12,11,22,16)

arco(i,j)=3—4

jr=4

CN; =1{2,5,6,7}

Iteracion k=4

Conexidén 6ptima —

C4 = {1) 3)4r2}

arco(i, j) = min({1,3,4} — {2,5,6,7})

arco(i, j) =min(1 — 2,3 —» 2,3 — 5,3 — 6,4 — 6)
arco(i, j) = min(15,12,22,16,18)
arco(i,j)=3—2

jr=2

CN4 = {516)7}

Iteraciéon k=5

Conexion 6ptima =

Cs=1{1,3,4,2,6}

arco(i, j) =min({1,3,4,2} — {5,6,7})
arco(i, j) =min(3 — 5,3 — 6,4 — 6,2 — 5)
arco(i, j) = min(22,16,18,20)
arco(i,j)=3—6

j=6

CNs = {5,7}

Iteraciéon k=6

Conexidén 6ptima =

Cs=11,3,4,2,6,5}

arco(i, j) =min({1,3,4,2,6} — {5,7})
arco(i, j) =min(3 — 5,2 — 5,6 — 5,6 — 7)
arco(i, j) = min(22,20,15,19)
arco(i,j)=6—5

Jj =5

CNs =1{7}

Iteracion k=7

Conexion 6ptima =

C7=11,3,4,2,6,5,7}

arco(i, j) =min({1,3,4,2,6,5} — {7})
arco(i, j) =min(5 — 7,6 — 7)
arco(i, j) = min(14,19)
arco(i,j)=5—-7

j'=1

CNz=¢

59

La solucién 6ptima del arbol de minima expansién, se muestra en la tabla 2.12 y la red de la figura 2.12,
con una distancia total de 82 unidades.

Arco | Distancia
1—-3 14
3—14 11
3—-2 12
3—-6 16
6—5 15
5—-7 14
Total 82

Tabla 2.12: Solucién 6ptima del &rbol de minima expansion.
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Figura 2.12: Red del 4rbol de minima expansion.

2.4. PROBLEMA DE FLUJO MAXIMO

El objetivo de este problema es el de obtener la maxima capacidad de flujo que se puede enviar entre un
nodo fuente y un nodo destino, que son conectados por medio de nodos de transbordo en una red.

Algoritmo de las rutas de envio de flujo (Hillier y Lieberman, 2010).

Sean

ClI;j = Capacidad inicial de los arcos de la red.
CR;j = Capacidad residual de los arcos de la red.
flujoy = Cantidad de flujo a enviar en la iteracion k.

Paso 1.

Paso 2.

Paso 3.

Paso 4.

Paso 5.

Dibujar la red, considerando las capacidades iniciales de cada uno de los arcos, como se muestra

en la figura 2.13.
O Cl;; = cap. inicial deiaj Cl;=cap. inicial dejai O
i !

Figura 2.13: Capacidades iniciales en los arcos.

Identificar alguna ruta de envio del nodo origen al nodo destino, segtin las capacidades residua-
les de los arcos de la red. Si no existe ruta de envio, se ha obtenido el plan de envio 6ptimo del
problema, ir al paso 5.

Obtener el minimo de las capacidades residuales de los arcos sobre esta ruta de envio que se
denomina flujo.

Actualizar las capacidades residuales de cada uno de los arcos que forman parte de la ruta de
envio, por medio de la férmula:

(CR,']',CR]',') = [CRij—flujo),(CRji+fluj0)

y regresar al paso 2.

Obtener el patrén de flujo 6ptimo, comparando la red residual obtenida en la iteracién final, con
la red residual inicial.



2.4. PROBLEMA DE FLUJO MAXIMO 61

Ejemplo 2.6. Encontrar el flujo maximo para la red de la figura 2.14.

Figura 2.14: Red de los ejemplos 2.6 y 2.7.

Dibujar la red con las capacidades residuales iniciales, como se muestra en la figura 2.15.

Figura 2.15: Red residual inicial.

Iteracion No. 1. Con base ala figura 2.15, una de las rutas de envio es 1 — 2 — 6 — 7, que tiene capacidad
residual igual al minimo de (18,15,12) = 12. Se asigna un flujo de 12 a esta ruta, la red residual que se
obtiene se muestra en la figura 2.16.

Figura 2.16: Red residual después de la iteracién No. 1.

Iteracion No. 2. Con base a la figura 2.16, una de las rutas de envio es 1 — 3 — 5 — 7, que tiene capacidad
residual igual al minimo de (15,11,14) = 11. Se asigna un flujo de 11 a esta ruta, la red residual que se
obtiene se muestra en la figura 2.17.
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Figura 2.17: Red residual después de la iteracién No. 2.

Iteracion No. 3. Con base ala figura 2.17, una de las rutas de envio es 1 — 2 — 4 — 7, que tiene capacidad
residual igual al minimo de (6,4,5) = 4. Se asigna un flujo de 4 a esta ruta, la red residual que se obtiene
se muestra en la figura 2.18.

Figura 2.18: Red residual después de la iteracién No. 3.

Iteracion No. 4. Con base a la figura 2.18, una de las rutas de envio es 1 — 3 — 4 — 5 — 7, que tiene
capacidad residual igual al minimo de (4, 10,7,3) = 3. Se asigna un flujo de 3 a esta ruta, la red residual
que se obtiene se muestra en la figura 2.19.

Figura 2.19: Red residual después de la iteracién No. 4.

Iteracion No. 5. Con base a la figura 2.19, una de las rutas de envio es 1 — 3 — 4 — 7, que tiene capacidad
residual igual al minimo de (1,7,1) = 1. Se asigna un flujo de 1 a esta ruta, la red residual que se obtiene
se muestra en la figura 2.20.
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Figura 2.20: Red residual después de la iteracién No. 5.

Ya no existen rutas de envio, por lo que se ha llegado ala solucién 6ptima con un envio total de 31 unida-
des, para cada arco las unidades a enviar se obtiene comparando las capacidades residuales iniciales con
las capacidades residuales finales, esto es restando CI;; menos CR;j. Mostrandose las unidades a enviar
enlared de la figura 2.21.

Figura 2.21: Solucién 6ptima del ejemplo 2.6.

El algoritmo presentado anteriormente es relativamente facil de resolver, pero para redes con mayor nu-
mero de nodos y arcos podria presentarse dificultades en la solucién. Por esa razén se presenta otro
algoritmo (Taha, 2012) que es mds complicado que el anterior, pero que puede traducirse a algin len-
guaje de programacion y permitir resolver casi cualquier problema de flujo méximo.

Sean los arcos (i, j) con capacidades iniciales (CI; j»CI j,-). En la medida que esas capacidades contri-
buyan al flujo de envio en la red, se actualizan las capacidades residuales (CI;;, CI;;). Paraun nodo j que
recibe flujo del nodo i, se asigna una etiqueta [a;, i|, donde a; es el flujo del nodo i al nodo j. Los pasos
del algoritmo se presentan a continuacion.

Paso 1. Asignar: para todos los arcos (i, j), (CR;j,CR;;) = (CI;,CI};), a1 = oo, i = 1. Etiquetar el nodo 1
con [co, —1] y continuar con el paso 2.

Paso 2. Asignar: S; = {conjunto de nodos j no etiquetados que se pueden alcanzar directamente desde
el nodo i, con arcos con capacidad residual positiva (CR;; > 0)}. Si S; # ¢, ir al paso 3. De lo
contrario tachar el nodo j y regresar al nodo i, de donde fue alcanzado el nodo j. Sii =1, yano
existen rutas posibles de avance, se ha encontrado la solucién 6ptima y continuar con el paso 5.

Paso 3. Determinar k, considerando S; que se obtuvo en el paso 2, con la siguiente expresion:
Cik = méximo(Cij)

Asignar ay = C;ji y etiquetar el nodo k con [ay, i]. Si k = n, el nodo destino se ha etiquetado y se
ha encontrado una ruta de avance; ir al paso 4. De lo contrario, asignar i = k y regresar al paso 2.
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Paso 4.

Paso 5.

CAPITULO 2. OPTIMIZACION DE REDES

Determinar la red residual. El flujo maximo que se puede enviar por la ruta del nodo 1 al nodo 7,
se obtiene con la siguiente expresion:

flujo, =minimo(ay, as, ..., n)

La capacidad residual de cada arco en la ruta de avance se disminuye en flujo,; unidades en
la direccién del flujo y se aumenta flujo; unidades en la direccién contraria con la siguiente
férmula:

(CRij — flujot, CR,’j + flujot)

Se reinicializan todos los nodos etiquetados, asignar i=1y regresar al paso 2.
Se han determinado m rutas de envio, el flujo méximo en la red es:
F=flujo1+ flujoy+---+ flujon
El flujo en cada uno de los arcos se calcula con:
Flujo en el arco(i, j) = Cl;j — CR;;

Si el Flujo en el arco(i, j) es positivo, el flujoesde i a j.
Si el Flujo en el arco(i, j) es cero, no existe flujo en ambas direcciones.
Si el Flujo en el arco(i, j) es negativo, el flujo es de j a i.

Ejemplo 2.7. Encontrar el flujo maximo para la red de la figura 2.14.

Figura 2.22: Red de la iteracion No. 1. Flujo; = 12.

Iteracién No. 1, con base a la figura 2.22.

Paso Accién

1 i =1, a; = oo, etiquetar el nodo 1 con [oo, -1].

2 S1=1{2,3}. S1 # ¢, ir al paso 3.

3 c1x = max(ciz, ¢13) = max(18,15) = 18, k =2. ap = ¢12 = 18.
Etiquetar el nodo 2 con [18,1]. i = 2 y repetir el paso 2.

2 S» =1{3,4,6}. S2 # ¢, ir al paso 3.

3 Cof = HlaX(ng, C24, 626) = max(5,4, 15) =15, k=6. ag = Crg = 15.
Etiquetar el nodo 6 con [15,2]. i = 6 y repetir el paso 2.

2 Se =1{7}. S¢ # ¢, ir al paso 3.

3 cek = {ce7t =12, k =7. a7 = cg7 = 12. Etiquetar el nodo 7 con [12,6].
k =7 =n, se halogrado una ruta de avance por lo tanto continuar con el paso 4.

4 La ruta de envio se determina a partir de las etiquetas de los nodos: [18,1],[15,2] y [12,6].
R1=1{1,2,6,7}y flujo, = min(ay, as, a;) = min(18,15,12) = 12.
Las capacidades residuales a lo largo de la ruta R; son: (¢;2, ¢21) = (18 -12,0+12) = (6,12),
(c26y €62) =(15—-12,0+12) =(3,12) y (¢ce7, C76) = (12—-12,0+12) = (0, 12).
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Figura 2.23: Red de la iteracion No. 2. Flujo, = 11.

Iteracién No. 2, con base a la figura 2.23.

Paso Accién
1 i =1, a; = o0, etiquetar el nodo 1 con [oo, -1].
2 S1=1{2,3}. 51 # ¢, ir al paso 3.
3 1k = max(ciz, €13) = max(6,15) =15, k=3. az = ¢13 = 15.
Etiquetar el nodo 3 con [15,1]. i = 3 y repetir el paso 2.
2 Ss =1{4,5}. S3 # ¢, ir al paso 3.
3 c3k = max(cs4, c35) = max(10,11) =11, k=5. a5 = ¢35 = 11.
Etiquetar el nodo 5 con [11,3]. i =5 y repetir el paso 2.
2 S5 ={7}. S5 # ¢, ir al paso 3.
3 Cs = {c571 =14, k="7. a7 = c57 = 14. Etiquetar el nodo 7 con [14,5].
k =7 =n, se halogrado una ruta de avance por lo tanto continuar con el paso 4.
4 La ruta de envio se determina a partir de las etiquetas de los nodos: [15,1],[11,3] y [14,5].
R, ={1,3,5, 7}y flujo, = min(as, as, a;) = min(15,11,14) = 11.
Las capacidades residuales a lo largo de la ruta R, son: (¢3, ¢31) = (15-11,0+11) = (4,11),
(c35, €53) =(11-11,0+11) = (0,11) y (¢57, €75) = (14—-11,0+11) = (3,11).
[3,5]
Figura 2.24: Red de la iteracién No. 3. Flujos = 3.
Iteracién No. 3, con base a la figura 2.24.
Paso Accién
1 i =1, a; = oo, etiquetar el nodo 1 con [oo, -1].
2 S1=1{2,3}. S; # ¢, ir al paso 3.
3 1k = max(ci2, €13) = max(6,4) =6, k = 2. ap = c12 = 6. Etiquetar el nodo 2 con [6,1]. i =2
y repetir el paso 2.
2 S» =1{3,4,6}. S2 # ¢, ir al paso 3.

65
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Continuacion de la iteracién No. 3.
Paso Accién

3 ok = max(cz3, Ca4, C26) = max(5,4,3) =5, k=3. as = c23 = 5.
Etiquetar el nodo 3 con [5,2]. i = 3 y repetir el paso 2.

2 S3 ={4}. S3 # ¢, ir al paso 3.

3 c3k = {c34} =10, k = 4. a4 = ¢34 = 10. Etiquetar el nodo 4 con [10,3].
i = 4 y repetir el paso 2.

2 S4=15,6,7}. S4 # ¢, ir al paso 3.

3 Cak = max(cas, Ca6, €47) = max(7,6,5) = 7, k = 5. a5 = ¢45 = 7. Btiquetar el nodo 5 con [7,4].
i =5 y repetir el paso 2.

2 S5 ={7}. S5 # ¢, ir al paso 3.

3 csk = {cs571 =3, k=7. a; = cs7 = 3. Etiquetar el nodo 7 con [3,5].
k =7 = n, se halogrado una ruta de envio por lo tanto continuar con el paso 4.

4 La ruta de avance se determina a partir de las etiquetas de los nodos: [6, 1], [5,2],[10,3],[7,4] ¥ [3,5].
R3=11,2,3,4,57}y flujos =min(ay, as, as, as, a;) = min(6,5,10,7,3) = 3.
Las capacidades residuales a lo largo de la ruta Rs son: (¢;2, ¢21) = (6—3,12+3) = (3,15),
(€23, €32) = (6—3,0+3) =(2,3), (€34, €43) = (10-3,0+3) = (7,3), (c45, c54) = (7 —3,0+3) = (4,3)
y (c57, €75) =(3—-3,11+3) =(0,14).

Figura 2.25: Red de la iteracion No. 4. Flujo,s = 4.
Iteracién No. 4, con base a la figura 2.25.
Paso Accién

1 i =1, a; = oo, etiquetar el nodo 1 con [oo, -1].

2 S1=12,3}. 1 # ¢, ir al paso 3.

3 c1x =max(ciz, c13) =max(3,4) =4, k=3. az = c13 = 4.
Etiquetar el nodo 3 con [4,1]. i = 3 y repetir el paso 2.

2 S3 =1{2,4}. S3 # ¢, ir al paso 3.

3 3k = max(csp, c34) =max(3,7) =7, k=4. as = c34 = 7.
Etiquetar el nodo 4 con [7,3]. i = 4 y repetir el paso 2.

2 S4=15,6,7}. S4 # ¢, ir al paso 3.

3 ¢4k = max(cas, Ca6, C47) = max(4,6,5) = 6, k = 6. ag = cs6 = 6. Etiquetar el nodo 6 con [6,4].
i = 6 y repetir el paso 2.

2 Se = {2}. S # ¢, ir al paso 3.

3 Cok = g2} =12, k = 2. ap = cg2 = 12. Etiquetar el nodo 2 con [12,6].
i = 2 y repetir el paso 2.
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Continuacién de la iteracién No. 4.
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Paso Accién

2 S2 = ¢, porque los nodos 1, 3 y 4 ya estdn etiquetados y no hay manera de enviar desde i =2,
tachar la etiqueta del nodo 2 y regresar al nodo i = 6. Sg = ¢, no hay manera de enviar
desde i = 6, tachar la etiqueta del nodo 6 y regresar al nodo i =4 e ir al paso 3.

3 c4x = max(css, €47) = max(4,5) =5, k = 7. az = ¢47 = 5. Etiquetar el nodo 7 con [5,4].
k =7 = n, se halogrado una ruta de envio por lo tanto continuar con el paso 4.

4 La ruta de avance se determina a partir de las etiquetas de los nodos: [4,1],[7,3] y [5,4] .
Ry=1{1,3,4, 7}y flujos = min(as, as, a;) = min(4,7,5) = 4.
Las capacidades residuales a lo largo de la ruta R4 son: (c;3, ¢c31) = (4—4,11+4) = (0,15),
(€34, €43) = (7—4,3+4) =(3,7) y (€47, €74) = (65—-4,0+4) = (1,4).

Figura 2.26: Red de la iteracion No. 5. Flujos = 1.
Iteracion No. 5, con base a la figura 2.26.
Paso Accion

1 i =1, a; = oo, etiquetar el nodo 1 con [oo, -1].

2 S1=1{2}. S; # ¢, ir al paso 3.

3 clk:{clz}:&k:2.a2:clzz3.
Etiquetar el nodo 2 con [3,1]. i = 2 y repetir el paso 2.

2 S» =1{3,4,6}. S2 # ¢, ir al paso 3.

3 Cox = max(Co3, €24, C26) =max(2,4,3) =4, k=4. as = cp4 = 4
Etiquetar el nodo 4 con [4,2]. i = 4 y repetir el paso 2.

2 S4=1{3,5,6,7}. S4 # ¢, ir al paso 3.

3 Cax = max(Ca3, €15, Ca6, C47) = max(7,4,6,1) =7, k = 3. ag = cy3 = 7. Etiquetar
el nodo 3 con [7,4]. i = 3 y repetir el paso 2.

2 S3 = ¢, porque los nodos 1,2 y 4 ya estan etiquetados y no hay manera de enviar desde i =3,
tachar la etiqueta del nodo 3 y regresar al nodo i = 4. El que le sigue en mayor flujo
es k =6, no hay manera de enviar desde i = 6, tachar la etiqueta del nodo 6 y regresar al
nodo i = 4. Tomar k =5, no hay manera de enviar desde i = 5, tachar la etiqueta del nodo 5y
regresar al nodo i = 4. Tomar k = 7. a; = ¢47 = 1. Etiquetar elnodo 7 con [1,4]. k=7 =n,
se halogrado una ruta de envio porlo tanto continuar con el paso 4.

4 La ruta de avance se determina a partir de las etiquetas de los nodos: [3,1],[4,2] y [1,4].
Rs=1{1,2,4,7}y flujos = min(ay, as, a;) = min(3,4,1) = 1.
Las capacidades residuales a lo largo de la ruta Rs son: (¢12, ¢21) = (3-1,15+1) = (2,16),
(€24, €42) =(4—1,0+1) =(3,1) y (¢47, c74) =(1 - 1,4+ 1) = (0,5).
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Figura 2.27: Red sin ruta de envio
Iteracién No. 6, con base a la figura 2.27.
Paso Accibn

1 i =1, a; = oo, etiquetar el nodo 1 con [oo, -1].

2 S1=1{2}. 1 # ¢, ir al paso 3.

3 clk={C12}=2,k=2.a2:012=2.

Etiquetar el nodo 2 con [2,1]. i = 2 y repetir el paso 2.

2 S» =13,4,6}. S2 # ¢, ir al paso 3.

3 Cof = maX(ng, C24, 626) = max(2,3,3) =3, k=4. as=Cpy =3
Etiquetar el nodo 4 con [3,2]. i = 4 y repetir el paso 2.

2 S4=13,5,6}. S4 # ¢, ir al paso 3.

3 C4x = max(cas, Ca5, C16) = max(7,4,6) =7, k = 3. as = c43 = 7. Btiquetar
el nodo 3 con [7,4]. i = 3 y repetir el paso 2.

2 Ss = ¢, porque los nodos 1,2 y 4 ya estan etiquetados y no hay manera de enviar desde i = 3, tachar
la etiqueta del nodo 3 y regresar al nodo i = 4. El que le sigue en mayor flujo es k = 6, no hay
manera de enviar desde i = 6, tachar la etiqueta del nodo 6 y regresar al nodo i = 4. Tomar k =5,
no hay manera de enviar desde i = 5, tachar la etiqueta del nodo 5 y regresar al nodo i = 4. Yano
hay manera de enviar desde i = 4, tachar la etiqueta del nodo 4 y regresar al nodo i = 2. Ya no hay
manera de enviar desde i = 2, tachar la etiqueta del nodo 2 y regresar alnodo i =1.Sii =1 yano
hay rutas de avance y se ha obtenido la solucién 6ptima, continuar con el paso 5.

5 El flujo maximo de envio es: Flujo Total = flujo; + flujor, + flujos+ flujos + flujos =
124+11+4+3+4+1 =31 unidades. El flujo en los arcos se calcula restando la capacidad
residual inicial del arco i — j (figura 2.22) menos la capacidad residual final del arco i — j
(figura 2.27), como se muestra en la tabla 2.13.

2.5. PROBLEMA DE FLUJO DE COSTO MINIMO

Los problemas de este tipo tienen una posicién importante entre los modelos de optimizacién de redes,
ya que abarca una clase amplia de aplicaciones y su solucién mediante el método simplex para redes es
muy eficiente. De la misma manera que el problema de flujo méximo, toma en cuenta un flujo en una red
con capacidades limitadas en sus arcos. Igual que el problema de la ruta més corta, considera un costo,
una distancia o el tiempo para el flujo que pasa a través de un arco. Igual que el problema de transpor-
te, puede manejar varios origenes o nodos fuente y varios destinos o nodos demanda para el envio de
unidades. Un problema de transbordo es un problema de flujo de costo minimo. Este tipo de problemas
se pueden resolver por medio de programacion lineal, que se trata en la seccién 2.6 y en esta seccién se
utiliza el método simplex para redes.
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Arco Cl;j—CR;; Flujo Direccion

(1,2) 18-2 16 1-2
(1,3) 15-0 15 1-3
(2,3) 5-2 3 2—-3
(2,4) 4-3 1 2—14
(2,6) 15-3 12 2—6
(3,4) 10-3 7 3—4
(3,5) 11-0 11 3—5
(4,5) 7—4 4—5
(4,6) 6-6 0 —=

4,7) 5-0 5 4-7
5,7 14-0 14 5—-7
6,7) 12-0 12 6—7

Tabla 2.13: Tabla de solucién 6ptima del ejemplo 2.7.

Algoritmo del método simplex para redes.

Sean:
m = Numero total de nodos de la red.
n = Numero total de arcos de la red.
Ci;j = Costo unitario de envio de flujo del nodo i al nodo j.
b; = Cantidad de recursos disponibles o0 demanda requerida.
b; > 0, si es un nodo origen.
b; <0, si es un nodo destino.
b; =0, si es un nodo de transbordo.
fij = Cantidad de flujo a enviar por el arco i — j.
L;;j = Cota inferior para el arco i — j.
Ui j = Cota superior para el arco i — j.

Este algoritmo utiliza el procedimiento de dos fases del método simplex, la fase 1 se utiliza para encontrar
una solucién factible basica (sfb) y la fase 2 para hallar la solucion 6ptima del problema, tomando como
base la solucién 6ptima obtenida en la fase 1. Una condicién del problema es que la oferta total debe ser
igual a la demanda total, es decir:

Si esta condicion no se cumple, se pueden agregar nodos ficticios con costos iguales a cero, aunque no
garantiza que exista una solucién factible.

Los pasos de este método son:

Paso 1. Determinar una solucién inicial factible bdsica, aplicando la fase 1, en la que se agrega un no-
do artificial denominado p que es igual m + 1 nodos, de la misma manera se agregan m arcos
artificiales a la red, de acuerdo al siguiente criterio: si b; = 0 el arco es en direcciéon de i a u, de
lo contrario el arco es en direccion de p a i. Los arcos originales tienen costo de envio de ceroy
se dibujan con linea discontinua porque son los arcos o variables no bdsicas iniciales, mientras
que los arcos artificiales tienen costo de 1 y se dibujan con linea continua porque son los arcos o
variables bdsicas iniciales, como se muestra en la figura 2.28.

Paso 2. Calcular el valor de las variables bésicas iniciales, para ello se forma una matriz de incidencia
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10
bl=50 b3=4D

12
b, =-30 o o b, = -60

(a) Red a resolver.

(b) Red con arcos artificiales.

Figura 2.28: Redes de inicio de la fase 1.

nodo-arco con dimensién de la matriz de m x n, la cual contiene una fila por cada nodo y una
columna por cada arco. La columna correspondiente al arco tiene un “+1” en la fila correspon-
diente alnodo i yun “-1” enlafila correspondiente al nodo j, el resto de elementos de la columna
son cero. Como se muestra en la tabla 2.14.

Nodo i X12 X13 X24 X32 X34 Xl,u X,u2 Xgﬂ X'u4 X# b,‘
1 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 50
2 -1 0 1 -1 0 0 -1 0 0 0 | =30
3 0 -1 0 1 1 0 0 1 0 0 40
4 0 0 -1 0 -1 0 0 0 -1 0 | -60
v’ 0 0 0 0 0 -1 1 -1 1 1 0

Tabla 2.14: Matriz de incidencia nodo-arco

La solucién inicial basica se obtiene resolviendo el sistema de ecuaciones BXp = b para las va-
riables artificiales:

1 0 0 0 0)( Xy 50
0 -1 0 0 0| Xu -30
0 0 1 0 0]| Xsu |=| 40
0 0 0 -1 0] Xu ~60
-1 1 -1 1 1 X, 0

Siendo la solucién de las variables: X;, = 50, X3, = 40, X;,» =30, X4 =60y X, =0.

El valor de la funcién objetivo se obtiene por medio del célculo de R = Z;’:l CijX;j para todo
arco badsico artificial, entonces R=1%50+1%40+1 %30+ 1 * 60 = 180.

Paso 3. Determinar la variable de entrada, calculando Z;; — C;; para cada variable no basica X;;, por

medio de una de las propiedades de la tabla simplex
Zij—Cij=Waij—Cij

W se le conoce como multiplicadores simplex y se calcula resolviendo el sistema Wa = Cg, para
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Paso 4.

Paso 5.

las variables o arcos basicos:

1 0 0 0 0
0 -1 0 0 0

(Wi Wo w3 Wy W, )l 0 0 1 0 0]=(11110)
0 0 0 -10
-1 1 -1 1 1

Reduciendose el calculo para los arcos bésicos con: W; —W; = C;j y para los arcos no basicos con:
Zij—Cij = W;—W;—C;;. Determinar la variable de entrada, siendo aquella que tenga el valor de
Z;j— C;ij mas positivo, ir al paso 4. Si Z;; — C;; = 0, se ha llegado a la solucion 6ptima.

Determinar la variable de salida, identificando el ciclo tinico que se crea al agregar el arco o va-
riable que entra a la base. Como el flujo en el arco que entra debe aumentar, se ajusta el flujo en
los arcos del ciclo con una cantidad igual, para mantener la factibilidad de la nueva solucién. El
criterio a seguir para reducir o aumentar la cantidad de flujo a los arcos que se encuentran en
el ciclo tnico de la variable que entra es: si el flujo del arco esté en direccion de la variable que
entra se suma, de lo contrario se resta. Tomando el menor valor de aquellos arcos que se restan y
si existe en el problema cotas superiores, la variable que sale de la base serd la variable que llega
primero a su limite superior.

Encontrar la nueva solucién factible basica, cambiando los flujos de los arcos del ciclo encontra-
do en el paso anterior, ir al paso 3.

Ejemplo 2.8. Resolver el problema de flujo de costo minimo para la red de la figura 2.28 (a). Los pasos
1y 2, yaestdn considerados en la relacién de pasos, por lo que se empieza con el paso 3.

Iteracion No. 1 dela fase 1.

Paso 3. Determinar la variable de entrada con base a la figura 2.28 (b).

Ecuaciones de W | Valores de W Z;ij— C;; paralas variables no basicas
W-w,=1 W,=0 Xio=|Z12-Cpo=W1—-Wr-Ci12=1-(-1)-0=2
Wg—WuZI W4:—1 X13: Zlg—ClgzWI—W3—C13:1—1—0:0
Wy,-W,=1 W3=1 Xog=| Zog—Coy=Wo—Wy—Coy=-1-(-1)-0=0
W,-Wy=1 W, =-1 X3p=| Z3p—C3p0=W3—-Wr—-C35=1-(-1)-0=2
Wy=1 X3g= | Z3gg—C3y=W3-W;—C34=1-(-1)-0=2

Entra la variable con el valor de Z;; — C;j mas positivo, existen tres valores positivos se selecciona arbitra-
riamente la variable X;,.

Paso 4. Determinar la variable de salida, para ello se crea el ciclo tnico al arco (1,2), formado po los
arcos (1, u) v (1, 2). Esto se muestra en la figura 2.29. Sea 6 la cantidad méxima de flujo a enviar en el arco
que entra.

La nueva solucién factible basica se muestra en la figura 2.30.
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Los arcos (1, 1) y (i, 2) se encuentran en sentido con-
trario al arco entrante (1,2), por lo que el valor ma-
ximo que puede tomar 6 depende de (50 —8) y de
(30 —0), entonces 6 = 30 que corresponde a la varia-
ble de salida X,;». Se actualizan los flujos de los arcos
del ciclo y el resto de arcos quedan sin cambio.

Nueva stb: X7, = 20, Xj2 = 30, X3, =40y X4 = 60.
Con un valor de R = 120.

Figura 2.30: sfb después de entrar X, y salir X;5.

Iteracion No. 2 de la fase 1.

Paso 3. Determinar la variable de entrada con base a la figura 2.30.

Ecuaciones de W | Valores de W Zij— C;; paralas variables no basicas
Wi—W=0 W,=0 Xi3=|Zi3—Cis=W1-W3-Ci13=1-1-0=0
Wi-w,=1 Wy=-1 Xog= | Zog—Cou =Wo—W3—Coy=1-(-1)-0=2
W3-Ww, =1 Wi=1 X3p=|Z39—C30=W3-Wp—C30=1-1-0=0
W#—W4:1 W2:1 X34: Zg4—C34:Wg—W4—C34:1—(—1)—0:2
W =1 Xp=|2Zp—-Cp=W,-W,—-Cjp=0-1-1=-2

Entra la variable con el valor de Z;; — C;; mas positivo, existen dos valores positivos se selecciona arbitra-
riamente la variable Xy,.

Paso 4. Determinar la variable de salida, para ello se crea el ciclo tinico al arco (2,4), formado por los arcos
(1, ), (1,4) y (1,2). Esto se muestra en la figura 2.31.

Los arcos (1, 1) y (i, 4) se encuentran en sentido con-
trario al arco entrante (2,4), por lo que el valor méa-
ximo que puede tomar 0 depende de (20 —8) y de
(60 —8), entonces 6 = 20 que corresponde a la varia-
ble de salida X . Se actualizan los flujos de los arcos
del ciclo y el resto de arcos quedan sin cambio.

Figura 2.31: Ciclo tnico de Xy4.

La nueva solucion factible bésica se muestra en la figura 2.32.
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Nueva sfb: X12 =50, X24 = 20, XS,u =40 y X’u4 = 40.
Con un valor de R = 80.

Figura 2.32: sfb después de entrar X»4 y salir Xj,.

Iteracion No. 3 dela fase 1.

Paso 3. Determinar la variable de entrada con base a la figura 2.32.

Ecuaciones de W | Valores de W Z;j— C;j paralas variables no basicas
Wl—WZZO WuZO X13: Zlg—clgzwl—W3—C13:—1—1—0:—2
Wy =W,y =0 Wy =-1 Xiu=| Ziy=Ciy=Wi =Wy~ Cy=-1-0-1=-2
Wg—WMZI W3:1 X32: Zgz—C32:W3—W2—C32:1—(—1)—0:2
W,—W, =1 W, =-1 Xag= | Z34—Cay=W3—-W;—C3y=1—(-1)—0=2
Wy =-1 Xu2=| Zyp=Cla =Wy =W =Cpp=0-(-1)-1=0

Entra la variable con el valor de Z; j — C;; mas positivo, existen dos valores positivos se selecciona arbitra-
riamente la variable X3,.

Paso 4. Determinar la variable de salida, para ello se crea el ciclo tinico al arco (3, 2), formado por los arcos
(3,1), (1,4) y (2,4). Esto se muestra en la figura 2.33.

Los arcos (3, 1) y (1, 4) se encuentran en sentido con-
trario al arco entrante (3,2), por lo que el valor ma-
ximo que puede tomar 8 depende de (40 —0) y de
(40 — 0), existiendo un empate en los arcos (3,u) y
(4,4) con un valor de 6 = 40, se elige de manera ar-
bitraria como variable de salida a X3,. Se actualizan
los flujos de los arcos del ciclo y el resto de arcos que-
dan sin cambio.

Figura 2.33: Ciclo tnico de X3,.

La nueva solucién factible basica se muestra en la figura 2.34.
Iteracién No. 4 de la fase 1.

Paso 3. Determinar la variable de entrada con base a la figura 2.34.

Ecuaciones de W | Valores de W Z;j— C;j paralas variables no basicas
WI—WZZO WﬂZO X13: Z13—C13:Wl—Wg—C13:—1—(—1)—0:0
Wo—W;=0 W, =-1 Xip= | Ziy=Ciy=Wi-W,—Ciy=-1-0-1=-2
W3-W,=0 W3 =-1 X3g= | Z34—C34=W3-Wy—C34=-1-(-1)-0=0
W, - W, =1 Wy =-1 Xay= | Zay—Cau=Ws—W,—Csy=-1-0-1=-2
W1:—1 X[JZZ Zug—CugzWM—WZ—CM:O—(—I)—I:O
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-
-

Srs————

60 Nueva sfb: X12 = 50, X24 = 60, ng =40 y Xll4 =0.
7 Con un valor de R = 0.

-l

Figura 2.34: sfb después de entrar X3, y salir X3,,.

Todos los valores Z;; — C;; son menores o iguales a cero, por lo tanto se ha obtenido la solucién 6ptima
de la fase 1. Continuar con la fase 2.

En la fase 2 seguir los mismos pasos 3, 4 y 5 de la fase 1, esta solucién inicial deberd tener una red con
arcos bdsicos formando un drbol de expansién, cuyos valores representan la solucién factible basica de
la fase 2 y para el cdlculo de la funcién objetivo se consideran los costos de envio originales por medio de
la expresion: Z = Z;’zl C;jX;j.Lasolucion inicial de la fase 2 se muestra en la figura 2.35

Solucién factible béasica inicial de la fase 2: X3 = 50,
Xo4 =60y X32 =40. Con un valor de Z = 2130.

Figura 2.35: sfb de incio de la fase 2.

Iteracion No. 1 de la fase 2.

Paso 3. Determinar la variable de entrada con base a la figura 2.35.

Ecuaciones de W | Valores de W Z;j— C;j paralas variables no basicas
w,-W, =15 Wy=0 Xiz3=|Z13—Ci3=W; —-W3-Ci13=26-29-10=-13
Wy — W, =11 W5 =29 Xag= | Zga—Caa=Ws—Wy—C34=29-0—-12=17
Ws—W, =18 W, =11

Wy =26

Entra la variable X34 porque el valor de Z3, — C34 = 17.

Paso 4. Determinar la variable de salida, para ello se crea el ciclo tinico al arco (3,4), formado por los arcos
(3,2) y (2,4). Esto se muestra en la figura 2.36.

De acuerdo a Z34 — C34 = 17, significa que por cada unidad de flujo que sea enviado por el arco (3,4), se
tendrd un ahorro de $17 y dado que lo méximo que se puede enviar es de 40, el nuevo valor de Z se puede

determinar mediante Z = 2130 — 40 * 17 = 1450. La nueva solucién factible basica se muestra en la figura
2.37.
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Figura 2.37: sfb después de entrar X34 y salir X3».

Iteracion No. 2 de la fase 2.

75

Los arcos (3,2) y (2,4) se encuentran en sentido con-
trario al arco entrante (3,4), por lo que el valor méa-
ximo que puede tomar 8 depende de (40 —6) y de
(60 —0), entonces 8 = 40 que corresponde a la varia-
ble de salida X3,. Se actualizan los flujos de los arcos
del ciclo y el resto de arcos quedan sin cambio.

Nueva sfb: X2 =50, Xp4 =20y X34 = 40. Con un va-
lor de Z = 1450.

Paso 3. Determinar la variable de entrada con base a la figura 2.37.

Z;j— C;j paralas variables no basicas

Ecuaciones de W | Valores de W
Wi-W,=15 W, =0 X3 =
W,—W, =11 Wy =12 X3 =
Wy—W; =12 W, =11

W, =26

Z15—Ci3 =W, —W5—Ci3=26—12-10=4
Zsp—Cap=Ws—Wo—Cyp=12—11-18 = —17

Entra la variable X3 porque el valor de Z;3 — C3 =

4.

Paso 4. Determinar la variable de salida, para ello se crea el ciclo tinico al arco (1, 3), formado por los arcos

(1,2), (2,4) y (3,4). Esto se muestra en la figura 2.38

Figura 2.38: Ciclo tnico de X;3.

Los arcos (1,2) y (3,4) se encuentran en sentido con-
trario al arco entrante (1,3), por lo que el valor méa-
ximo que puede tomar 6 depende de (50 —6) y de
(20— 0), entonces 8 = 20 que corresponde a la varia-
ble de salida X»4. Se actualizan los flujos de los arcos
del ciclo y el resto de arcos quedan sin cambio.

De acuerdo a Zj3 — Cy3 = 4, significa que por cada unidad de flujo que sea enviado por el arco (1,3), se
tendrd un ahorro de $4 y dado que lo maximo que se puede enviar es de 20 unidades, el nuevo valor de Z
se puede determinar mediante Z = 1450 — 20 * 4 = 1370. La nueva solucién factible bésica se muestra en

la figura 2.39.
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Nueva sfb: Xj, =30, X33 =20y X34 = 60. Con un va-
lor de Z =1370.

Figura 2.39: sfb después de entrar X3 y salir Xo4.

Iteracion No. 3 de la fase 2.

Paso 3. Determinar la variable de entrada con base a la figura 2.39.

Ecuaciones de W | Valores de W Z;ij— C;; paralas variables no basicas
W, —-W, =15 Wy=0 Xoy Zg4—C24=W2—W4—C24=7—0—11=—4
Wy-Ws;=10 Wy =12 Xso | Zap—Cap=W5—Wo—Csp=12-7-18=-13
W3 —Wy=12 W, =7

Wy =22

Todos los valores Z; j— C;j son menores o iguales a cero, por lo tanto se ha obtenido la solucion 6ptima del
problema de flujo de costo minimo, con los valores de los arcos o variables X;» =30, X;3 =20y X34 = 60.
Con un valor de Z = 1370.

Ahora se resolvera un problema de flujo de costo minimo considerando cotas superiores.

Ejemplo 2.9. Resolver el problema de flujo de costo minimo con cotas superiores parala red de la figura
2.40. En este ejemplo se eliminaran algunos detalles de la solucién, como es obtener una solucién bésica
inicial y el célculo de Z;; — C;}, se deja al lector realizar las comprobaciones correspondientes. El nodo
artificial se etiqueta con 6, en vez de . Los pasos 1y 2 se realizan en la red de la figura 2.41.

Figura 2.40: Red del ejemplo 2.9.

Iteracion No. 1 de la fase 1.
Paso 3. Entra a la base la variable X 4.

Paso 4. Determinar la variable de salida, para ello se crea el ciclo tnico al arco (1,4), formado por los
arcos (1,6) y (6,4). Esto se muestra en la figura 2.42.

La nueva solucién factible basica se muestra en la figura 2.43.
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sfb de la fase 1: X16 =60, XZG =60, X36 =0, X64 =50
y Xg5 = 70. Con un valor de R = 240.

be=0

Figura 2.41: sfb de la fase 1.

X14 = (0 =55), X156y Xe4 estdn en sentido contrario a
X14, porlo que X6 = (6 < 60) y Xgq = (0 < 50), enton-
ces 0 =50 es el valor que satisface a las tres variables
y la variable de salida es Xg4. Se actualizan los flujos
de los arcos del ciclo.

Nueva sfb: X14 = 50, X16 = 10, X25 = 60, Xg@ =0 y
Xg5 = 70. Con un valor de R = 140.

Figura 2.43: stb después de entrar X;4 y salir Xga.

Iteracion No. 2 de la fase 1.
Paso 3. Entra a la base la variable X5

Paso 4. Determinar la variable de salida, para ello se crea el ciclo tnico al arco (2,5), formado por los
arcos (2,6) y (6,5). Esto se muestra en la figura 2.44.

Cuando una variable no bdsica esté en su cota superior X;; = U;;, se reemplaza por X;; = U;j — X;; de
manera que X;; = 0 se convierte en la variable no bésica. Entonces se cambia la direccion del flujo de j
a I, se considera un costo de envio C;; = —C;; y se cambia el flujo neto generado del nodo i al nodo j al
disminuir b; en U;; unidades e incrementar b; en U;; unidades.

La nueva solucién factible basica se muestra en la figura 2.45.
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Xo5 = (0 < 40), Xo6 Y X5 estdn en sentido contrario
a Xos, por lo que X6 = (0 < 60) y Xg5 = (0 < 70), en-
tonces 6 = 40 es el valor que satisface a las tres va-
riables. Debido a que los arcos bésicos (2,6) y (6,5)
con 6 = 40, al disminuir no llegan a su nivel de cero,
el arco (2,5) debe permanecer no bdsico en su cota
superior, pero para no manejar arcos no basicos que
estan en el valor de su cota superior, se realiza la sus-
titucion Xo5 = 40 — X5, v se ajustan los nodos b, = 20
y b5 =-30.

[

Nueva sfb: X14 =50, X16 =10, X25 =40- X52; XZG =
20, X36 =0y Xg5 = 30. Con un valor de R = 60.

Figura 2.45: stb después de hacer ajustes a Xps.

Iteracion No. 3 de la fase 1.
Paso 3. Entra a la base la variable X35

Paso 4. Determinar la variable de salida, para ello se crea el ciclo tinico al arco (3,5), formado por los
arcos (3,6) y (6,5). Esto se muestra en la figura 2.46.

X35 = 0, X3 v Xg5 estdn en sentido contrario a Xss,
por lo que X35 = (0 < 0) y Xg5 = (0 < 30), entonces
0 =0 es el valor que satisface a las dos variables y la
variable de salida es X36. Se actualizan los flujos de
los arcos del ciclo.

Figura 2.46: Ciclo tnico de X3s.
La nueva solucién factible basica se muestra en la figura 2.47.
Iteracion No. 4 de la fase 1.
Paso 3. Entra a la base la variable X3

Paso 4. Determinar la variable de salida, para ello se crea el ciclo tnico al arco (1,3), formado por los
arcos (3,5), (1,6) y (6,5). Esto se muestra en la figura 2.48.

La nueva solucion factible bésica se muestra en la figura 2.49.
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Nueva sfb: X14 =50, XIG =10, X25 =40 - X52, X26 =
20, X35 =0y Xg5 = 30. Con un valor de R = 60.

Xi13 = (6 < 15), X156 y Xg5 estdn sentido contrario a
X13, porlo que X35 = (6 < 10) y Xg5 = (0 < 30), enton-
ces 0 =10 es el valor que satisface a las tres variables
y la variable de salida es Xg. Se actualizan los flujos
de los arcos del ciclo.

Nueva sfb: X13 =10, X14 =50, X25 =40 - X52, X26 =
20, X35 = 10 y Xg5 = 20. Con un valor de R = 40.

Figura 2.49: sfb después de entrar X3 y salir Xg.

Iteracion No. 5 de la fase 1.
Paso 3. Entra a la base la variable X3

Paso 4. Determinar la variable de salida, para ello se crea el ciclo tinico al arco (2,3), formado por los
arcos (3,5), (2,6) y (6,5). Esto se muestra en la figura 2.50.

La nueva solucién factible basica se muestra en la figura 2.51.
Iteracion No. 6 de la fase 1.
Después de realizar la prueba de optimalidad todos los valores de Z;; — C;; son menores o iguales que

cero, por lo tanto se ha obtenido la solucién 6ptima para la fase 1, cuya solucién factible bésica inicial
parala segunda fase se muestra en la figura 2.52. Incorporando los costos de envio de los arcos originales.
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Figura 2.51: sfb después de entrar X3 y salir Xgs.

by=60 bs=-S0

b;=20 b:=-30

Figura 2.52: sfb de la fase 2.

Iteracion 1 de la fase 2.

Paso 3. Entra a la base la variable Xys.

CAPITULO 2. OPTIMIZACION DE REDES

Xo3 = (0 = 70), Xo6 v Xg5 estdn sentido contrario a
X3, porlo que Xog = (0 < 20) y Xg5 = (0 < 20), enton-
ces 0 = 20 es el valor que satisface a las tres variables
y la variable de salida se selecciona de manera arbi-
traria a Xgs. Se actualizan los flujos de los arcos del
ciclo.

Nueva sfb: X13 =10, X14 = 50, ng = 20, X25 =40 -
Xs2, X26 =0y X35 =30. Con un valor de R = 0.

Solucién factible basica de inicio de la fase 2: X;3 =
10, X14 =50, X23 =20, X25 =40- X52 y X35 =30. Con
un valor de Z =1290.

Paso 4. Determinar la variable de salida, para ello se crea el ciclo tinico al arco (4,5), formado por los
arcos (1,4), (1,3) y (3,5). Esto se muestra en la figura 2.53.

Figura 2.53: Ciclo tnico de X4s.

Xy5 =0, X14 estd en el mismo sentido de X5 pero es-
td limitada a 55 unidades, porlo tanto X;4 = (50+60 <
55) = (0 =5). X13 y X35 estan sentido contrario a Xys,
por lo que X13 = (0 < 10) y X35 = (0 < 30), entonces
6 =5 es el valor que satisface a las tres variables. En-
tonces Xj4 sale de la base en su limite superior, por
lo que se invierte el arco a (4,1). Se actualizan los flu-
jos de los arcos del ciclo.
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La nueva solucion factible bésica se muestra en la figura 2.54.

Nueva sfb: X33 = 5, X14 = 55— Xy1, Xo3 = 20, Xo5 =
40 — X5, X35 = 25y X45 = 5. Con un valor de Z =
1235.

Figura 2.54: sfb después de hacer ajustes a X14.

Iteracion No. 2 de la fase 2
Paso 3. Entra a la base la variable Xi,

Paso 4. Determinar la variable de salida, para ello se crea el ciclo tinico al arco (1,2), formado por los
arcos (1,3) y (2,3). Esto se muestra en la figura 2.55.

X12 =0, X33 estd sentido contrario a X;», por lo que
X12 = (6 =5), entonces 0 =5 es el valor que satisface
alavariable. Entonces X3 es la variable de salida. Se
actualizan los flujos de los arcos del ciclo.

Figura 2.55: Ciclo tnico de Xj.

Después de realizar la prueba de optimalidad todos los valores de Z;; — C;j son menores o iguales que
cero, por lo tanto se ha obtenido la solucién 6ptima del problema como se muestra en la figura 2.56.

Nueva sfb y 6ptima: X712 =5, X34 =55—-0=55, Xo3 =
25, Xo5 =40—-0 =140, X35 =25 y X35 =5. Con un valor
de Z =1210.

Figura 2.56: sfb después de entrar X, y salir Xi3.

En el caso de problemas con cotas inferiores, éstas se pueden eliminar de los arcos, mediante la sus-
titucion X;; = Y;j + L;j, la nueva variable de flujo Y;; tiene un limite superior igual a U;; — L;;. De igual
manera se realizan los ajustes al flujo neto en el nodo i con b; — L;j yen el nodo j con b+ L; ;. Para mayor
facilidad y rapidez en el ajuste de los recursos se utiliza la formula:

n n
b;i =b; + Z Lj;i— Z L;; para todo arco (i, j) factible
j=1 j=1
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Se resuelve el problema haciendo la sustitucion y al final se aplica la formula X;; = Y;; + L;;

Ejemplo 2.10. Resolver el problema de flujo de costo minimo con cotas inferiores para la red de la
figura 2.57. Los valores que se encuentran arriba o a la derecha de los arcos representan costos de envio
y los valores que estdn entre parentésis, representan limites inferiores y superiores respectivamente.

(50,75) @

bs=-200
{0,100)

Figura 2.57: Red de los ejemplos 2.10 y 2.13.

Enla tabla 2.15 se obtiene la diferencia entre las cotas superiores y las cotas inferiores.

Arco Lij Uij Uij_Lij
(1,2) | 75 | 125 50
(1,3) | 50 o 00
(2,3) | 50 | 75 25
(2,4) | 30 | 100 70
(2,5) | 50 | 80 30
(3,5) 0 100 100
4,5) | 30 (o) e’}

Tabla 2.15: Diferencia entre cota superior y cota inferior.

Los ajustes al flujo neto de cada nodo b; se calculan de la siguiente manera:

by = by —Lip— Li3 = 150 — 75— 50 = 25

by =by+ Lyp— Lyz— Lypg— Lys =100+ 75—-50—-30—-50=45
bs=bs+Lis+Ly3—L35=0+50+50—-0=100

by =by+ Lyy— Ly5 =-50+30—-30=-50

bs = bs + Lys + L35+ Lsy5 = —200+50+0+30=—-120

En la figura 2.58 se muestra la red correspondiente, después de eliminar las cotas inferiores por susti-
tucion. A partir de esta red se utiliza el algoritmo presentado anteriormente para encontrar la soluciéon
6ptima al problema.

Se sugiere al lector resolver el problema de la red de la figura 2.58. La solucién que debe obtenerse es la
siguiente: Y12 =25, Y13 =0, Y23 =0, Y54 =50, Y25 =20, Y35 =100 y Y45 =0.

Y la solucién éptima al problema con cotas inferiores se obtiene sustituyendo: Xj2 = Y12 + L12 = 25+
75 =100, X33 = Y13+ L3 = 0+50 =50, Xo3 = Yoz + Lo = 0+ 50 =50, Xog4 = You + Loy = 50+ 30 = 80,
Xo5 = Yo5+ Lp5 =20+ 50 =70, X35 = Y35 + L35 = 100+ 0 =100y X45 = Y45+ L45 = 0+ 30 = 30. Con un costo
total minimo de Z = 5500.
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Figura 2.58: Red del ejemplo 2.10 después de eliminar las cotas inferiores.

2.6.  PROGRAMACION LINEAL EN TEORIA DE REDES

La programacion lineal es sin lugar a dudas una de las técnicas de investigacién de operaciones, mas
difundida y utilizada para resolver problemas en las organizaciones. Por eso esta técnica puede utilizarse
para resolver problemas de la ruta més corta, de flujo méaximo y de flujo de costo minimo.

2.6.1. Problema de la ruta mas corta

Sean:

m = Numero total de nodos de la red.

X;;j = Cantidad de flujo que pasa por el arco (i, j), para i =1,2,...,m y V j factible. X;; = 0,1, porque
s6lo puede haber una unidad de flujo por el arco (i, j).

C;j = Distancia en el arco (i, j), parai=1,2,...,mV j factible.

La funcién objetivo del programa lineal es:

m m
Minimizar Z=)_ ) C;;X;; Y arco (i, ) factible
i=1j=1

Sujeto a las restricciones:

Sumatoria de los arcos que entran al nodo i menos sumatoria de los arcos que salen del nodo i.

Paralosnodosi=1,2,...,m
m

m
> Xji= ) Xij=b
=1 =1

Donde:

b; = —1, para cualquier nodo origen i = 1,2,..., m.
b; =1, para cualquier nodo destino i =1, 2,..., m.
b; =0, para el resto de los nodos i = 1,2,...,m.

Ejemplo 2.11. Encontrar la ruta mas corta del nodo 1 al nodo 6, del nodo 6 al nodo 1y del nodo 5
al nodo 4 con programacion lineal, para la red de la figura 2.59.

Planteamiento del problema para hallar la ruta més corta del nodo 1 al nodo 6:

Minimizar Z =9X10+12X13+9X01 + 7Xo4 +15X05+ 12 X371 + 10X30 + 7 X35 + 10 Xy5 + 11 Xy + 15X50 + 7 X553 +
13X56 + 11 Xg4 + 13 Xg5

Sujeto a:
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Figura 2.59: Red del ejemplo 2.11.

Nodo 1: X1+ X31— X2 — X13=-1

Nodo 2: X12 +X32+X52—X21 _X24_X25 =0
Nodo 3: Xj3+ Xs3—X31—X320—X35=0

Nodo 4: X4 + X4 — Xa5 — X46 =0

Nodo 5: X25 + X35 + X45 + X65 - X52 - X53 - X56 =0
Nodo 6:  Xy6 + X56 — Xea — Xe5 = 1

Resolviendo el problema de programacién lineal con Solver o IOpeTec, la solucién 6ptima es: Xj» = 1,
Xo4 =1y X46 =1, es decir la ruta més corta del nodo 1 la nodo 6 es 1 — 2 — 4 — 6, con una distancia total
minima de 27 unidades.

Para determinar la ruta mds corta del nodo 6 al nodo 1, Ginicamente cambiar los valores de b; =1y
de bg = —1, resolver el problema y la solucién 6ptima es: Xgs = 1, Xs53 = 1y X31 = 1, es decir la ruta més
corta es 6 — 5 — 3 — 1, con una distancia total minima de 32 unidades.

Para determinar la ruta mds corta del nodo 5 al nodo 4, inicamente cambiar los valores de by =1y
de bs = —1, resolver el problema y la solucién éptima es: X5» = 1y X»4 = 1, es decir la ruta més corta es
5 — 2 — 4, con una distancia total minima de 22 unidades.

Otra forma de resolver este tipo de problemas es usando directamente Solver de Excel, en la figura 2.60
se presenta una hoja de célculo que permite resolver problemas con una cantidad variable de arcos y de
nodos. Se definen seis nombres de rango, los nombres de rango estdn en M5 : M10 y corresponden al
rango que se encuentra en N5 : N10. Los rangos denominados De, A, Distancia y Xij cambian segin el
numero de arcos que sean capturados en la columna B. Los rangos denominados FlujoNetoy bi cambian
segin el nimero de nodos que sean capturados en la columna H. Los datos de entrada a capturar son
los que estdn encabezados por De, A, Distancia, Nodo i y b;. Despues de resolver con Solver, los datos de
salida son los que estdn encabezados por Distancia total y X;;.

La férmula utilizada por ejemplo para el nodo i = 2: H6 = 2, en el rango A estdn los nodos que entran
al nodo i, en el rango De estan los nodos que salen del nodo i, entonces = SUMAR.SI(A, H6, Xij) —
SUMAR.SI(De, H6, Xi ), es para realizar la suma de lo que estd en el rango de Xj;, si el valor de 2 estd
en el rango de A; menos la suma de lo que esta en el rango de X, si el valor de 2 estd en el rango de De.
Lo que es necesario modificar en los parametros de solver es Cambiando las celdas de variables: con el
nombre de rango X;; y Sujeto a las restricciones: cambiar la restriccion FlujoNeto = bi. (Ver figura 2.61)

La distancia total 6ptima se encuentra en la figura 2.60, en la celda J1 y la ruta 6ptima se encuentra en el
rango de X;;, en las celdas que tienen el valor de 1. Que corresponde alarutal —2 — 4 — 6.
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/Al B C D | E| F G H | J K L M N |
| Solucion de problemas de ruta mas corta Distancia total = i | Mumero de arcos = 15
2 | Nimero de nodos 6
ol Arco | pistancia Xi
4 | De A Nodoi | Flujo neto bi Nombre de rango| Rango
S | 1 2 9 1 1 =1 = -1 De B5:819
B | 1 3 12 0 2 0 - 0 A C5:.C18
T 2 1 9 0 3 0 = 0 Distancia D5:D19
8 | 2 4 7 1 4 0 = 0 Xij F5:F19
9 | 2 5 15 0 5 0 = 0 FlujoNeto 15:110

10 | 3 1 12 0 ] 1 = 1 bi K5:K10
11| 3 2 10 0

12 | 3 5 T 0 En la celda Usar la 16

13 4 5 10 0 J1 =SUMAPRODUCTO(Distancia Xij)

14 | - G 11 1 15 =SUMAR.SI(AH5 Xij}-SUMAR.SI(De H5 XIj)
15 | 5 2 15 0 16 =SUMAR.SI(A.HE Xij}-SUMAR. SI(De HE.Xij)
16 | 5 3 7 0 i =SUMAR.SI(AH7 Xij-SUMAR.SI(De H7 Xij)
17| ] 6 13 0 I8 =SUMAR.SI(AH8 Xij-SUMAR.SI(De HE.Xij)
18 | 3 4 1 0 19 =SUMAR.SI(A,H9 XijF-SUMAR. SI(De HO.Xij)
19 | 6 5 13 0 110 =SUMAR SI(AH10.Xij-SUMAR SI(De,H10.Xi
20

Figura 2.60: Hoja de célculo para resolver problemas de la ruta més corta.

Pardmetros de Solver X
Establecer objetivo: 5I51] ]
Para:  (0) Max (® Min O valor de:

Cambiando las celdas de variables:
§F35:5F519 *

Sujeto a las restricciones:

$155:81510 = SK55:8K510 Agregar

Cambiar

Figura 2.61: Parametros de solver a capturar.

2.6.2. Problema de flujo maximo

Sean:

m = Numero total de nodos de la red.

F = Cantidad de flujo a enviar del nodo 1 al nodo m.

X;j = Numero de unidades a enviar por el arco (i, j), parai=1,2,...,myV j factible.
Ci; = Capacidad méxima que pasa por el arco (i, j).

La funcién objetivo del programa lineal es:
Maximizar Z =F = X1,

Sujeto a las restricciones:

m
Xim—)_ X1j=0 nodo 1
=1

3

Para los nodos = < Xji—)_ Xij=0 nodosi=2,3,...,m-1

-1 m
=1 j=1

~
I
—

ME

Xjm—X1m=0 nodom

I
—

j
Paralos arcos (i, /)=  X;j < Cjj
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Ejemplo 2.12. Determinar el flujo méximo que se puede enviar del nodo 1 alnodo 7, con programacién
lineal, para la red de la figura 2.62.

Figura 2.62: Red del ejemplo 2.12.

Planteamiento del problema:
Maximizar Z = F = X7

Sujeto a:

Nodo1: Xj7—-Xi12—Xi13=0

Nodo 2: X120+ X302 — Xo3— Xog — Xog=0

Nodo 3:  Xj3+ Xo3+ X43 — X320 — X34 — X35 =0

Nodo 4: X4+ X34+ X54 + Xea — X3 — Xy45 — X466 — X347 =0
Nodo 5: X35+ X35 — X54 — X57=0

Nodo 6: X6+ X46 — Xea — X67=0

Nodo 7: Xy7+ X57+ Xe7— X17=0

Paralos arcos:
X12 =30, X533 <30, Xo3 <7, Xp4 <16, Xog <18, X320 <7, X34 <12, X35 <20, Xy3 <12, Xy5 <8, Xyg <11,
X47<8, X54 <8, X57<24, Xy <11 yX67 <22

Resolviendo el problema con Solver o IOpeTec, la solucién 6ptima es: Xjo = 30, X3 = 24, Xp4 = 16,
Xo6 =18, X320 =4, X35 =20, X45 =4, Xy =4, X47=8, X57 =24 y Xg7 =22, con un ﬂujo maximo de F = 54.

Otra forma de resolver este tipo de problemas es usando directamente Solver de Excel, en la figura 2.63
se presenta una hoja de cédlculo que permite resolver problemas con una cantidad variable de arcos y de
nodos. Se definen seis nombres de rango, los nombres de rango estan en M5 : M10 y corresponden al
rango que se encuentra en N5 : N10. Los rangos denominados De, A, Flujoy Capacidad cambian segin
el niimero de arcos que sean capturados en la columna B. Los rangos denominados FlujoNetoy Cero
cambian segiin el nimero de nodos que sean capturados en la columna H. Los datos de entrada a captu-
rar son los que estan encabezados por De, A, Capacidad del arco, Nodo i y Cero. Desptes de resolver con
Solver, los datos de salida son los que estdn encabezados por Flujo mdximoy Flujo a enviar.

La férmula para el cdlculo del flujo neto, ya no se detalla porque funciona de igual manera que en el pro-
blema de la ruta mas corta. Lo que es necesario modificar en los parametros de solver es: Cambiando
las celdas de variables: con el nombre de rango Flujoy Sujeto a las restricciones: cambiar las restricciones
Flujo < Capacidady FlujoNeto = Cero. (Ver figura 2.64). El flujo maximo se encuentra en la figura 2.63, en
la celda J1 y el flujo a enviar por cada arco se encuentra en columna D. La solucién 6ptima es la misma
que se obtuvo al plantear la funcién objetivo y las restricciones del problema.
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A B c D E F G H | J K L M N (¢}

1 Solucién de problemas de flujo maxime Flujo maximo -( 54 Numero de arcos = 16
2 Numero de nodos = 7
3 Arco Flujo a C:

4 De A enviar del arco Nodoi | Flujo neto Cero Nombre de rango | Rango
5 2 30 = 30 1 54 De B5:820

6 3 24 s 30 2 = A Cs.C20

il 3 0 = 7 3 - Flujo D5D20

8 4 16 H 16 4 = Capacidad F5F20

9 6 18 5 18 5 = FlujoNeto 16:110

10 2 4 s 7 8 - Cero KB:K10

11 3 4 0 s 12 7 54

12 3 5 20 H 20

13 4 0 - 12

14 4 4 s ] En la celda Usar la formula

15 4 4 s 11 J1 =l

16 4 8 = 8 15 =SUMAR SI(De,H5 Flujo)-SUMAR. SI(A H5 Flujo)

17 4 0 < 8 6 =SUMAR SI(De,H6,Flujo)-SUMAR SI(A HB, Flujo)

18 7 24 - 24 7 =SUMAR.SI(De,HT Flujo)-SUMAR. SI(A,H7 Flujo)

19 4 0 = 11 I8 =SUMAR SI(De,H8,Flujo)-SUMAR. SI(A H8 Flujo)
20 7 22 < 22 19 =SUMAR SI(De,H9,Flujo)-SUMAR SI(A,H Fiujo)
21 110 =SUMARSl{De,H10,Flujo)-SUMAR.SI{A H10 Flujo)
22 Ik =SUMAR Si(De,H11 Flujo)-SUMAR SI(A H11,Flujo) |
23

Figura 2.63: Plantilla en hoja de célculo para resolver problemas de flujo méaximo.

Pardametros de Solver X
Establecer objetivo: 5151| o
Para: (®) Max O Min (O valor de: 0

Cambiando las celdas de variables:

5D55:50520

I+

Sujeto a las restricciones:

[5D35:5D520 <= 5FS5:5F520

5156:51510 = SKS6:SKS10 Agregar

Figura 2.64: Pardmetros de solver a capturar.

2.6.3. Problema de flujo de costo minimo

Sean:
m = Numero total de nodos de la red.
X j = Cantidad de flujo a enviar por el arco (i, j).
C;j = Costo unitario de envio de flujo del nodo i al nodo j.
b; = Cantidad de recursos disponibles o demanda requerida.
b; >0, si es un nodo origen.
b; <0, si es un nodo destino.
b; =0, si es un nodo de transbordo.
L;; = Cota inferior para el arco i — j.
U;j = Cota superior para el arco i — j.

La funcién objetivo del programa lineal es:

m m
Minimizar Z=)_ ) C;;jX;; V arco (i, j) factible
i=1j=1

Sujeto a las restricciones:

Sumatoria de los arcos que salen del nodo i menos sumatoria de los arcos que entran al nodo i.

m m
Y Xij- ) Xji=b; paracadanodoi=1,2,...,m
i=1 =1

Lij < Xij < Uy para cada arco (i, j)

87
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En el caso de que no existan cotas inferiores en la red, por omision se considera L;; = 0. Y si no existen
cotas superiores por omision se considera U;; = co.

Ejemplo 2.13. Resolver el problema de flujo de costo minimo con programacion lineal para lared de la
figura 2.57.

Planteamiento del problema:

Minimizar Z = 10X, +12X33 +9Xo3 +13Xp4 +11Xo5 +14X35 +8Xy5
Sujeto a:
X2 +Xi3 = 150
—X12 +Xo3 +Xo4 +Xos = 100
-X13 —Xo3 + X35
—Xo24 +X45
—Xo5 X35 —Xy5

|
o

=50
—200
125
75
100
80
100
75
50
50
30
50
30

X2
Xo3
X4
Xo5
X35
X2
X13

X4
X5

IV IV IV IV IV IV IANINIAIN A

X5

Resolviendo el problema con Solver o IOpeTec, se tiene que la solucion 6ptima es: X;, = 100, X33 = 50,
Xo3 =50, Xp4 =80, Xo5 =70, X35 =100y Xy5 = 30. Con un costo total minimo de Z = 5500.

Otra forma de resolver este tipo de problemas es usando directamente Solver de Excel, en la figura 2.65
se presenta una hoja de cédlculo que permite resolver problemas con una cantidad variable de arcos y de
nodos. Se definen siete nombres de rango, los nombres de rango estdn en M13: M19 y corresponden al
rango que se encuentraen N13: N19. Los rangos denominados De, A, Costo, Unidadesy Cotalnf cambian
segun el nimero de arcos que sean capturados en la columna B. Los rangos denominados FlujoNetoy bi
cambian segtin el namero de nodos que sean capturados en la columna J. Los datos de entrada a cap-
turar son los que estan encabezados por De, A, Costo unitario, Cota inferior, Cota superior, Nodo i y bi.
Despties de resolver con Solver, los datos de salida son los que estdn encabezados por Costo total y Uni-
dades a enviar.

La férmula para el cdlculo del flujo neto, ya no se detalla porque funciona de igual manera que en el pro-
blema de la ruta mas corta. Lo que es necesario modificar en los pardmetros de solver es: Cambiando
las celdas de variables: con el nombre de rango Unidadesy Sujeto a las restricciones: cambiar las restric-
ciones Unidades = Cotalnf, FlujoNeto = biy si existen cotas superiores capturarlas seglin sea necesario.
(Ver figura 2.66). La solucién éptima se encuentra en la figura 2.65, en la celda K1 se encuentra el costo
total de envio y en el rango F5: F11 se encuentra el niimero de unidades a enviar. La solucién 6ptima es
la misma que se obtuvo al plantear la funcién objetivo y las restricciones del problema.
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Nota: para que los rangos variables funcionen adecuadamente, es necesario que al definir los nombres
de rango se utilice la funcién integrada de Excel INDIRECTO.

A B C D = F G H | J K 15 M N
1 Solucién de problemas de flujo de costo minimo Costo total = 5500 Namero de arcos =
2 Numero de nodos =
3 Arco Costo Unidadesa| Cota Cota
4 De A unitario enviar Inferior | Superior Nodoi | Flujo neto bi
5 1 2 10 100 75 125 1 150 - 150
6 1 3 12 50 50 2 100 = 100
T 2 3 ) 50 50 7% 3 0 = 0
8 2 4 13 80 30 100 4 -60 = -50
9 2 5 11 70 50 80 5 -200 = -200
10 3 5 14 100 0 100
1 4 5 8 30 30
12 Nombre de rango| Rango
13 De BS:B11
14 En lacelda Usar la férmula A C5:C11
15 Ki =SUMAPRODUCTO(Costo,Unidades) Costo D5:D11
16 K5 =SUMAR Sl(De J5 Unidades)-SUMAR_SI(A J5 Unidades) Unidades F5:F11
17 Ke =SUMAR Sl(De.J6, Unidades)-SUMAR.SI(A, J6 Unidades) Cotalnf G5:G11
18 K7 =SUMAR . Sl(De J7 Unidades)-SUMAR.SI(A,J7 Unidades) FlujoNeto K5:K9
19 K8 =SUMAR Sl(De J8 Unidades)-SUMAR SI(A,J8 Unidades) bi M5:M9
20 K9 =SUMAR Sl{De J9 Unidades)-SUMAR.SI(A.J9 Unidades)
21

Figura 2.65: Plantilla en hoja de célculo para resolver problemas de costo minimo.

Pardmetros de Solver

Establecer objetivo:

Para: O Max

SF35:5F511

[sFss <= sHss

®) Min

Sujeto a las restricciones:

$F35:5F511 >= SG55:5G511
SF57:5F310 <= SHS7:5H310
SK$5:5K59 = SM55:5MS9

Cambiando las celdas de variables:

sKs1|

O valor de:

Agregar

Cambiar

I+

Figura 2.66: Pardmetros de solver a capturar.

Ejemplo 2.14. Diariamente 1200 automéviles entran a la red de la figura 2.67, por medio del nodo 1y
buscan viajar al nodo 7. El tiempo en minutos de viaje de un automévil por cada arco se representa en la
red por medio de C;; y la capacidad maxima de autos que pueden pasar en el dia se representa en la red

por medio de U;;. Resolver el problema de costo minimo con programacion lineal.

Figura 2.67: Red del ejemplo 2.14.

Para mayor claridad en la presentacion de los coeficientes de las variables en la funcién objetivo y en las

restricciones, el planteamiento se presenta en la tabla 2.16.

Resolviendo el problema con Solver o IOpeTec, se tiene que la solucién 6ptima es: X;, =400, X33 = 800,



90

CAPITULO 2. OPTIMIZACION DE REDES

X24 =300, X25 =100, X34 =600, X36 =200, X45 =200, X46 =300, X47 =400, X57 =300 y X67 =500. Con un
tiempo total minimo de Z = 141500 minutos.

Min Z =

X2

X3

Xo4

X5

X34

X36

X5

X46

Xy7

Xs57

Xe7

20

20

30

60

30

60

25

25

70

40

40

Sujeto a

1

1

-1

-1

|
o

|
o

Il

|
—
DD
(=]
(=]

INJINPIA A IAPIA[IAJINIA [IA | IA
Q1
=]
o

Tabla 2.16: Planteamiento del ejemplo 2.14.

2.7. USO DE SOFTWARE

El software IOpetec permite seleccionar mediante botones de opcién los problemas de redes como: ruta
mads corta, drbol de minima expansién, flujo maximo, flujo de costo minimo, problema de transporte y
problema de asignacion.

Para el problema de la ruta mds corta, resolver el ejemplo 2.11. Esta opcién de este médulo permite
capturar entre 3 y 100 el nlimero de nodos. La captura de distancias se realiza en el rango C11: H16, me-
diante una caja de didlogo se introduce de que nodo a que nodo se desea determinar la ruta més corta,
obteniéndose los resultados a partir de la celda M9, como se muestra en la figura 2.68.

A ]

c

D

E

F

G

H

J K

L

de redes

M

N

17

(e} P

Distancia

9

7

11

27

1

2 Datos iniciales de captura Preparar captura Regresar al mend

3 Nimero de nodos: | §  Ruta més corta  Flujo de gosto minimo 3 e daios. principal

; " Arbol de minima expansién " Transporte

& " Elujo maximo " Asignacion Dischens) ‘ Guardar datos en

7 problema nuevo libro

8

9 Captura de distancias Solucién éptimade 1a 6
10 De\A Nodol Nodo2 Nodo3 Nodod Nodo5 Nodo6 De A
1 Nodo 1 - 9] 12 T 7 x || Modo1 | Nodo2
12 Nodo 2 9| —_ 7| 15| Nodo2 [ Nodo4
13 Nodo 3 12 0f — 71 posannoey Nodod | Nodos
14 Nodo 4 — 10 11 U Distancia total —>
15 Nodos 15 ) — 13 Cancelar

16 Nodo 6 11 13| —

Figura 2.68: Pantalla de la solucién del ejemplo 2.11 con IOpeTec.
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Para el problema del drbol de minima expansioén, resolver el ejemplo 2.5. Esta opcién de este médulo
permite capturar entre 3 y 100 el nimero de nodos. La captura de distancias se realiza en el rango C11:
117, obteniéndose los resultados a partir de la celda M9, como se muestra en la figura 2.69.

A B C D E F G H 1 J K L M N e} P
1 Optimizacidn de redes
2 Datos iniciales de captura R Regresar al meni
3 Nimero de nodos: [ 7 © Ruta més corta  Flujo de gosto minimo el principal
; @ Arbol de minima expansién " Transporte
6 © Elujo maximo  Asignacién Besohvers ‘ Guardar datos en
7 Peokiema nuevo libro
8
9 Captura de distancias Solucién éptima
10 De\A Nodo 1 Nodo 2 Nodo 3 Nodo 4 Nodo 5 Nodo 6 Nodo 7 De A Distancia
n Nedo 1 —_ 15| 14 16| Nodol | Nodo3 14
12 Nodo 2 15| —_ 12| 20 Nodo 3 | Nodo4 11
13 Nodo 3 14) 12 — 11 22| 16| Nodo 3 | Nodo2 12
14 Nodo 4 16| 11] = 18] Nodo 3 | Nodo 6 16
15 Nodo 5 20 22| — 15| 14| Nodo 6 | Nodo5 15
16 Nodo 6 16( 18| 15| - 19| Nodo5 | Nodo 7 14
17 Nodo 7 14 19 = Distancia total —> 82
18

Figura 2.69: Pantalla de la solucién del ejemplo 2.5 con IOpeTec.

Para el problema de flujo maximo, resolver el ejemplo 2.12. Esta opcién de este médulo permite capturar
entre 3y 100 el nimero de nodos. La captura de flujos se realiza en el rango C11: 117, mediante una caja
de didlogo se introduce de que nodo a que nodo se desea determinar el flujo méximo, obteniéndose los
resultados a partir de la celda M9, como se muestra en la figura 2.70.

A B C D E G H 1 K M N o

1 Optimizacion de redes

Datos iniciales de captura i
i | Nimero de nodos: |_7 CR : & Flulo d in Erspater soprury R’B’:;:L;;.TJ"“
: 3 Ruta mas corta ujo de costo minimo de datos
5 | © Arbol de minima expansién ¢ Transporte
6 & Elujo maximo " Asignacién Rsohat o) Guardar datos en
T problema nuevo libro
8 {
] Captura de flujos Solucién éptimade 1a7
10: De\A Nodol Nodo2 Nodo3 Nodo4 Nodo5 Nodo6 Nodo7 De A Flujo
n Nodo 1 — 30 30| Nodo1 | Nodo2 30|
12 Nodo 2 — 7 16| 18 Nodol | Nodo3 24
13 Nodo 3 N - 12| 20 Nodo2 | Nodo4 12|
14 Nodo 4 12] = 8 11] | Nodo 2 | Nodo 6 18
15 Neodo 5 8| - 24| Nodo 3 | Nodo4d 4
16 Nodo 6 11] — 22| Nodo3 | Nodo5 20|
17 Nodo 7 — Nodo4 | Nedo5 4
18 Nodo4 | Nodo6 4
19 Flujo maxime ? X Nodod | Nodo7 3
20/ Nado origen: Nodo5 | Nodo7 24
21 ] Nodo 6 | Nodo 7 22

Flujt e

= e S =
24

Figura 2.70: Pantalla de la solucién del ejemplo 2.12 con IOpeTec.

Para el problema de flujo de costo minimo, resolver el ejemplo 2.13. Esta opcidn de este médulo permite
capturar entre 3 y 100 el ntimero de nodos. La captura de costos de envio se realiza en el rango C11: G15,
la disponibilidad y demanda de recursos se capturan en el rango H11 : H15 con signo positivo para la
disponibilidad y signo negativo para la demanda. Si existen cotas inferiores o cotas superiores habilitar
la casilla de verificaciéon correspondiente y capturar los datos en el rango C19: G23 y C27 : G31 respecti-
vamente, obteniéndose los resultados a partir de la celda M9, como se muestra en la figura 2.71.
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A 8 c D E F G H 1 K M N (¢} Q
1 6n de redes
2 Datos iniciales de captura s ﬂ,gr“..r ..| menix
3 Namero de nodos: | 5 © Ruta mas corta  Flujo de costo minimo de datos principal
; ¥ Limites inferiores " Arbol de minima expansién " Transporte
6 W Limites superiores © Elujo maximo " Asignacién Sosclver of ‘ Guardar datos en
7 problema nuevo libro
8
9 Captura de costos de envio Solucién éptima
10 De\A Nodol Nodo2 Nodo3 Nodod  NodoS bi De A Enviar | Costo unit. | Costo total
n Nodo 1 — 10| 12| 15% Nodol | Nodo2 100 10 1000
12 Nodo 2 — 9 13) 11 100| Nodo1 | Nodo3 50 12 600
13 Nodo 3 = 14 of Nodo2 | Nodo3 50| 9 450
14 Nodo 4 — 8 ;&% Nodo2 | Nodo4 20 13 1040
15 Nodo 5 o -200] Nodo2 | Nodos 70 11 770)
16 Nodo3 | Nodos 100 14 1400
17 Captura de limites inferiores Nodod | Nodo5 30| 8 240|
18 De\A Nodo1l Nodo2 Nodo3 Nodod NodoS Costo total de envio de flujo ———> 5500)
19 Nodol - 75| 50|
20 Nodo2 = 50| 30| 50,
21 Nodo3 o
22 Nodo4 = 30
23 NodoS =
24
25 Captura de limites superiores
26 De\A  Nodol  Nodo2  Nodod  Nodod  Nodo§

Figura 2.71: Pantalla de la solucién del ejemplo 2.13 con 10peTec.

2.8. EJERCICIOS POR RESOLVER

1. Aplicar el algoritmo de Floyd a la red de la figura 2.72 para determinar la ruta y distancia més corta
entre los nodos 8y 1.

Figura 2.72: Red del ejercicio No. 1.

Solucién 6ptima: ruta mds cortade 8 a1l es: 8 — 6 — 5 — 3 — 1, con una distancia total de 25
unidades.

2. Aplicar programacion linel para determinar la ruta y distancia més corta del nodo 1 al nodo 10y
del nodo 9 al nodo 2, para la red de la figura 2.73.

Figura 2.73: Red del ejercicio No. 2.
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Solucién 6ptima: ruta més cortade 1 al0es 1 — 3 — 5 — 8 — 10, con una distancia de 54 unidades
yde9a2es9— 6—5— 2, conuna distancia de 41 unidades.

3. Utilizando la plantilla de Excel de la figura 2.60, determinar la ruta y distancia més corta entre los
nodos de 16 a 2 para la red de la figura 2.74.

Figura 2.74: Red del ejercicio No. 3.
Solucién 6ptima: ruta mas corta de 16 a2 es 16 — 13 — 8 — 4 — 3 — 2, con una distancia de 49
unidades.

4. Obtener el drbol de expansién minimo para la red de la figura 2.74.
Solucién 6ptima: 160 unidades.

5. Obtener el flujo maximo a enviar del nodo 1 al nodo 9, para la red de la figura 2.75.

Figura 2.75: Red del ejercicio No. 5.

Solucién (’)ptima: Xio =15, X13 = 25, Xj4 =50, X4 = 15, ng = 30, X37 = 25, X43 = 30,X45 =20,
Xye =15, X59 = 20, Xgg = 15, Xgg = 30, X753 =25y Xgg = 40. Flujo total = 90.

6. Determinar la cantidad maxima que puede enviarse del nodo 1 al nodo 10 para la red de la figura
2.73, considerando que los ntimeros sobre los arcos no orientados, representan las capacidades de
flujo en ambas direcciones.

Solucién (’)ptima: X120 =10, X13 =8, X114 =12, X25 =10, X35 =2, X36 =6, X46 = 12,X57 =8, X58 =4,
Xes =8, Xe9 =10, X710 =8, Xg10 =12y Xg,10 = 10. Flyjo total = 30.
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7. Lared de la figura 2.76 representa un problema de transbordo, en el que se requiere encontrar el
flujo total minimo a enviar desde las tres plantas hacia los cuatro clientes, pasando por los almace-
nes.

Plantas Almacenes Clientes

Figura 2.76: Red del ejercicio No. 7.

Solucién 6ptima: X14 = 1000, Xo4 = 100, Xp5 = 700, X35 = 600, X4 = 400, X47 = 700, X5 = 800 y
Xs9 = 500. Z = 118600.

8. Resolver el problema de flujo para la red de la figura 2.77.

-20 40

Figura 2.77: Red del ejercicio No. 8.

Solucién optima: X»; = 20, Xp5 =30, X3, =70 y Xu3 =40. Z = 2920.
9. Resolver el problema de transporte mediante el método simplex para redes para la red de la figura

2.78.
Solucién 6ptima: X714 =200, X»3 = 150y X5 = 150. Z = 7750.

10. Resolver el problema de flujo de costo minimo con limites superiores para los arcos (1,2), (2,5) y
(4,6) de lared de la figura 2.79.
Solucién éptima: X12 =150, X13 =120, X24 =60, X25 =40, X36 =60, X45 =60, X46 =30 y X47 =70.
Z =4610.

11. Resolver el problema de flujo de costo minimo para la red de la figura 2.80. Sin tomar en conside-
racién los limites y considerando los limites inferiores y superiores para los arcos (1,2), (1,3), (1,4),
4,3)y (6,7).
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15

o -200
o>
300 °

Figura 2.78: Red del ejercicio No. 9.

200

-30 -100

-60 -90

Figura 2.79: Red del ejercicio No. 10.

Figura 2.80: Red del ejercicio No. 11.

Solucién 6ptima sin limites: X;4 = 50, Xo5 = 20, X36 =20, X45 = 15, X46 =35y Xg7 =35. Z =1735.
Solucién éptima con limites: X1 =18, X13 =12, Xq4 = 20, X25 = 38, Xgﬁ = 40, X43 =8, X45 =12,
X57 =15 y X67 =20. Z =2035.



96 CAPITULO 2. OPTIMIZACION DE REDES

12. Resolver el problema de transbordo que consiste en 3 nodos de origen, 2 nodos de transbordo y 4
nodos de destino. Los suministros en los nodos de origen y las demandas en los nodos de destino
son los siguientes:

Origen | Suministro Destino | Demanda
1 500 1 300
2 550 2 600
3 450 3 350
4 250

Los costos de embarque por unidad de los nodos origen a los nodos transbordo se presentan en la
siguiente tabla:

Transbordo
1 2

1 10 14

2 14 22

3 18 8

Origen

Los costos de embarque por unidad de los nodos transbordo a los nodos destino se presentan en
la siguiente tabla:

Destino
Transbordo 7 5 3 )
1 16 | 12 | 10 | 18
2 12 |16 | 10 | 14

Solucién éptima: X14 = 400, X15 = 100, X24 = 550, X35 = 450, X47 = 600, X48 = 350, X56 = 300 y
Xs59 = 250. Z = 34500.



Capitulo 3

TEORIA DE DECISIONES

3.1. CARACTERISTICAS GENERALES

En las actividades diarias ya sea personales o profesionales, todos necesitamos tomar decisiones, en las
cuales por supuesto no se sabe si la decision tomada fue la mejor, hasta que se haya obtenido un resul-
tado. La teoria de decisiones es una herramienta que mediante diversos enfoques ayuda a obtener una
decision recomendada. Es decir se ocupa de decisiones contra la naturaleza en donde el resultado o ren-
dimiento al tomar una decisién, depende de la incertidumbre del problema al cual suele denominarse
estado de la naturaleza, sobre el cual no se tiene control. Por ejemplo, si la decisién consiste en llevar o
no paraguas, el rendimiento (mojarse o no) dependeré del estado de la naturaleza (llueve o no). Es im-
portante mencionar que en este modelo los rendimientos afectan tiinicamente al que toma la decisién. A
la naturaleza no le importa cudl es el resultado.

En los modelos de la teoria de decisiones, la pieza fundamental de informacién es la tabla de retribu-
ciones, Como se observa en la tabla 3.1. Las decisiones alternativas estdn numeradas en un lado de la
tabla y los posibles estados de la naturaleza estdan indicados en la parte superior. Las entradas del cuerpo
de la tabla son las retribuciones o pagos para todas las combinaciones posibles de decisiones y estados
de la naturaleza. El proceso de decisidon es como sigue:

1. Quien toma la decisién, selecciona una de las alternativas de decisiéon Dy, D»,..., Dy,.

2. Unaveztomadala decisién, puede ocurrir un estado de la naturaleza Ej, E»,..., E,;, que queda fuera
de control de quien toma la decisién.

3. El rendimiento que se reciba puede ser determinado a partir de la tabla de retribuciones. Supo-
niendo que se toma la decisién D, y ocurre el estado de la naturaleza Ejs, el resultado es Rp3.

Alternativa | Estado de la naturaleza

de decisién | E; E, | -+ | Ejy
Dy Rii | Rz | -+ | Rig
D, Ry1 | Ry | =+ | Rop
D m le Rm2 Tt Rmn

Tabla 3.1: Tabla de rendimientos o pagos.

donde:
Dy, Dy, ..., D, representa el nimero de decisién tomada.

97
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Ey, Ey, ..., Ey, representa el estado de la naturaleza que haya sucedido.
Ri11, Ri2, ..., Rmn, representa el rendimiento obtenido.

La decisién se toma primero y después ocurre uno de los estados de la naturaleza. Una vez tomada la
decisién, solamente queda esperar si fue la mejor hasta que haya ocurrido el estado de la naturaleza. En
general lo ideal seria tomar la decisiéon que arroje el mayor rendimiento. Es aqui en donde los métodos
de la teoria de decisiones ayudaran a que esa decision se acerque en tanto sea posible a la mejor decisién
recomendada.

3.2. CRITERIOS DE DECISION DETERMINISTICOS Y PROBABILISTICOS

Existen tres clases de modelos de decisién contra la naturaleza. Cada clase estd definida por una su-
posicién acerca del comportamiento de la naturaleza. Las tres clases son: decisiones bajo certidumbre,
decisiones bajo incertidumbre y decisiones bajo riesgo.

3.2.1. Decisiones bajo certidumbre

Son aquellas en la que se sabe cudl es el estado de la naturaleza que va a ocurrir. De manera alternativa,
se puede pensar en ella como un caso con un solo estado de la naturaleza. Todos los modelos determi-
nisticos como son los de: programacion lineal, programacion por metas, redes de optimizacion, cantidad
econdmica del pedido, entre otros pueden considerarse como decisiones contra la naturaleza debido a
que solo hay un estado de la naturaleza. Esto es asi dado que existe la certeza dentro del contexto, del
modelo del rendimiento que se obtendra para cada decisiéon que se tome.

3.2.2. Decisiones bajo incertidumbre

En este tipo de decisiones se tiene més de un estado de la naturaleza, pero quien toma la decisién no co-
noce o no desea usar las probabilidades de los diferentes resultados que puedan ocurrir. Considerando
enfoques en la toma de decisiones en la que se analiza el mejor y el peor caso. Debido a que en ocasiones
criterios diferentes conducen a diferentes recomendaciones, el tomador de decisiones necesita entender
los criterios disponibles y luego seleccionar el criterio especifico que de acuerdo con su juicio sea el mas
apropiado. Para ejemplificar estos criterios se tiene el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.1 El Sr. Josué Gémez es propietario de la tortilleria la Pimienta, surte tortillas diariamen-
te a 90 tiendas de conveniencia en empaques de medio kilogramo. El costo de produccién es de $5 por
piezay el precio de venta es de $7 por pieza. El problema de Josué Gémez es decidir el nimero de piezas
a entregar en un dia normal, ya que si entrega mds piezas de las que la tienda de conveniencia vende,
el excedente le es devuelto y por medio de cierto reproceso puede recuperar $3.5 por pieza. Si no entre-
ga suficientes piezas, él estima que incurre en un costo de oportunidad de $1.5 por pieza. Segiin datos
estadisticos de una de las tiendas la demanda de tortillas es la que se muestra en la tabla 3.2.

Demanda (piezas) | Probabilidad
9 0.15
10 0.2
11 0.25
12 0.25
13 0.15

Tabla 3.2: Demanda en empaques de medio kilo.
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En este mddelo, cada uno de los 5 diferentes valores de la demanda es un estado de la naturaleza y el nu-
mero de piezas a surtir es la decisién. La tabla de rendimientos se puede calcular de la siguiente manera:
Sea i igual al nimero de piezas a surtir y j el nimero de piezas de demanda.

_J2i-15(G -0, Sii<j
Y l7j+356-j)—5i, Sii>j
La tabla de rendimientos resultante se muestra en la tabla 3.3
Decision Estado de la naturaleza (demanda)
(Surtir) Ei=9| E;=10 | E3=11 | E4=12 | E5=13
D=9 18 16.5 15 13.5 12
Dy =10 16.5 20 18.5 17 15.5
D3 =11 15 18.5 22 20.5 19
Dy=12 13.5 17 20.5 24 22.5
D5=13 12 15.5 19 22.5 26

Tabla 3.3: Tabla de rendimientos.

A continuacién se presentan los diferentes criterios que pueden servir para tomar la mejor decisién o
bien recomendar la decisién a seleccionar.

Criterio optimista:

Evalta cada alternativa de decision en funcién del mejor resultado que pueda ocurrir. La alternativa de
decisién que se recomienda es la que da el mejor resultado posible. Para un problema en el que se desea
la ganancia méxima, el criterio optimista conduciria al tomador de decisiones a elegir la alternativa co-
rrespondiente a la mayor ganancia. Para problemas que implican minimizacién, este criterio conduce a
elegir la alternativa con el resultado mds pequefio. Para un problema de maximizacion, el criterio opti-
mista a menudo se conoce como enfoque médximax; en un problema de minimizacién, la terminologia
correspondiente es minimin. El resultado de este criterio se muestra en la tabla 3.4.

Decisién Estado de la naturaleza (demanda) Rendimiento
(Surtir) | E;=9 | Ex=10 | E3=11 | E4,=12 | E5=13 mAaximo
D;=9 18 16.5 15 13.5 12 18
D>, =10 16.5 20 18.5 17 15.5 20
D3 =11 15 18.5 22 20.5 19 22
Dy=12 13.5 17 20.5 24 22.5 24
D5 =13 12 15.5 19 22.5 26

Tabla 3.4: Criterio optimista.

Debido a que 26, es el maximo valor de los rendimientos maximos, la alternativa de decisiéon recomen-
dada es D5 = 13 piezas a surtir.
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Criterio conservador o pesimista:

Evaliia cada alternativa de decisiéon desde el punto de vista del peor resultado que pueda ocurrir. La alter-
nativa de decisién recomendada es la que proporciona el mejor de los peores resultados posibles. Para un
problema en el que la medida de salida es la ganancia, el criterio conservador conduciria al tomador de
decisiones, a elegir la alternativa que maximiza la ganancia minima posible que podria obtenerse. Para
problemas que implican minimizacién, este criterio identifica la alternativa que minimizara el resultado
maximo. El resultado de este criterio se muestra en la tabla 3.5.

Decisién Estado de la naturaleza (demanda) Rendimiento
(Surtir) | E1=9 | Ex=10 | E3=11 | E4 =12 | E5=13 minimo
D; =9 18 16.5 15 13.5 12 12
D, =10 16.5 20 18.5 17 15.5 @

D3 =11 15 18.5 22 20.5 19 15
Dy=12 13.5 17 20.5 24 22.5 13.5
D5 =13 12 15.5 19 22.5 26 12

Tabla 3.5: Criterio pesimista.

Debido a que 15.5, es el maximo valor de los rendimientos minimos, la alternativa de decisién recomen-
dada es D, = 10 piezas a surtir.

Criterio minimax de arrepentimiento:

Es un criterio para la toma de decisiones que no es ni totalmente optimista ni totalmente conservador.
El arrepentimiento se refiere a la diferencia entre el mejor valor de R;; para cada estado de la naturale-
za Ej y cada una de los rendimientos obtenidos al seleccionar las alternativas de decision D;. También
puede considerarse como el costo de oportunidad por no elegir la mejor alternativa en un estado de la
naturaleza dado. Se obtiene la matriz de arrepentimiento de la siguiente manera:

para j=1hastan
] - para i =1 hasta m {calcular el maximo de R;;}
Si R;j es de utilidad: ] .
para i =1 hasta m {a;; = maximo - R;;}

siguiente valor de j

para j =1hastan
) para i = 1 hasta m {calcular el minimo de R; ;}
Si R;j es de costo: ] o
para i =1 hasta m {a;; = R;j — minimo }

siguiente valor de j
Como se trata de una matriz de utilidad, se elige el méximo de cada estado de la naturaleza y se obtiene

la diferencia del maximo de cada columna, menos cada uno de los elementos de la misma. El resultado
de este enfoque se muestra en la tabla 3.6.

Debido a que 4.5, es el minimo valor de los maximos arrepentimientos, la alternativa de decisién reco-
mendada es D4 = 12 piezas a surtir.
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Decisién Estado de la naturaleza (demanda) Maximo
(Surtir) | E1=9 | Eo=10 | E3=11 | E4 =12 | E5s =13 | arrepentimiento
D;=9 0 3.5 7 10.5 14 14
D, =10 1.5 0 3.5 7 10.5 10.5
D3 =11 3 1.5 0 3.5 7 7
Dy=12 4.5 3 1.5 0 3.5
D5 =13 6 4.5 3 1.5 0 6

Tabla 3.6: Criterio minimax de arrepentimiento.

Criterio de Laplace:

Es un enfonque que supone que todas las probabilidades de ocurrencia para los estados de la natura-
leza son las mismas y con ello cada estado de la naturaleza tiene probabilidades iguales. Si R;; representa
una matriz de utilidad, la decision recomendada serd la alternativa que arroje el mayor promedio. Si R;
representa una matriz de costo, la decisién recomendada serd la alternativa que arroje el menor prome-
dio. La férmula del promedio es:

1 n
Max o min _ZRij i=12,....m
n]:1

El resultado de este criterio se muestra en la tabla 3.7.

Decision Estado de la naturaleza (demanda) )
. Promedio

(Surtir) Ei=9 | E;=10 | E3=11 | E4=12 | E5=13

D;=9 18 16.5 15 13.5 12 15

Dy, =10 16.5 20 18.5 17 15.5 17.5
D3 =11 15 18.5 22 20.5 19 19
Dy=12 13.5 17 20.5 24 22.5
D5 =13 12 15.5 19 22.5 26 19

Tabla 3.7: Criterio de Laplace.

Debido a que 19.5, es el médximo valor de los promedios, la alternativa de decisién recomendada es
D, =12 piezas a surtir.

Enfoque de Hurwicz:

Con este criterio la idea es combinar los criterios pesimista y optimista, donde se usa @ como indice de
optimismo. Si a = 0 el criterio es conservador porque es equivalente a aplicar el criterio minimax regular.
Si @ =1 el criterio genera resultados optimistas porque es equivalente a aplicar la mejor de las mejores
condiciones. Se puede ajustar el grado de optimismo o pesimismo a través de una seleccién apropiada
del valor de a que estard entre cero y uno. En ausencia de una fuerte opinién con respecto al optimismo
o pesimismo, a = 0.5 serd una eleccién apropiada. Calcular para cada alternativa de decisi6n.

. . utilidad = a * utilidad maxima + (1 — a) * utilidad minima
Si R;j es de utilidad: ) . .
seleccionar la alternativa de mayor utilidad
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. costo = a * costo minimo + (1 — &) * costo maximo
Si R;j es de costo: ) )
seleccionar la alternativa de menor costo

El resultado de este criterio con a = 0.5 se muestra en la tabla 3.8.

Decisién Estado de la naturaleza (demanda) utilidad | utilidad utilidad
(Surtir) | Ey=9 | E2=10 | E3=11 | E4=12 | E5=13 | maxima | minima | ponderada
D=9 18 16.5 15 13.5 12 18 12 15
D, =10 16.5 20 18.5 17 15.5 20 15.5 17.75
D3 =11 15 18.5 22 20.5 19 22 15 18.5
Dys=12 13.5 17 20.5 24 22.5 24 13.5 18.75
D5 =13 12 15.5 19 22.5 26 26 12

Tabla 3.8: Criterio de Hurwicz.

Debido a que 19, es el méximo valor ponderado, la alternativa de decisién recomendada es D5 = 13 pie-
7as a surtir.

A continuacién se hard un andlisis en el que se tomaran valores de a desde cero, hasta uno con incre-
mentos de una décima y observar el efecto que tiene a en la decision recomendada. Para ello la utilidad
ponderada se escribe en funcién de @, obteniendo las siguientes ecuaciones.

D, =18a+12(1-a)=6a+12

Dy =20a+15.5(1-a) =4.5a+15.5
D3 =22a+15(1-a)=7a+15
Dys=24a+13.5(1-a)=10.5a+13.5
D5 =26a+12(1-a) =14a +12

En la tabla 3.9 se obtiene la decisién recomendada para diferentes valores de a.

Decision Valores de a

(Surtir) 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

D; =9 12 12.6 13.2 13.8 14.4 15 15.6 16.2 16.8 17.4 18
D, =10 @ 16.85 17.3 | 17.75 | 18.2 18.65 19.1 19.55 | 20
D3 =11 15 15.7 @ 18.5 19.2 19.9 20.6 21.3 22
Dy=12 13.5 14.55 15.6 | 16.65 17.7 | 18.75 | 19.8 | 20.85 | 21.9 | 22.95 | 24
D5 =13 12 13.4 14.8 16.2 17.6 @
Decision 2 2 | 203 3 3 5 5 5 5 5 | 5

recomendada

Tabla 3.9: Criterio de Hurwicz para diferentes valores de a.

Se puede observar en la tabla 3.9, que para a = 0, este criterio corresponde al pesimista, pues la utilidad
ponderada es igual a la utilidad minima. De igual manera, si @ = 1, este criterio corresponde al optimista,
pues la utilidad ponderada es igual a la utilidad maxima. Entonces cuanto mds cerca de cero se elija el
valor de a, més pesimista seré el criterio que se esté utilizando para tomar la decicién; al contrario cuanto
mas cerca de uno se elija el valor de a, mds optimista serd el criterio para tomar la decicién. En la tabla
3.9 se puede ver que para los valores de a de 0, 0.1 y 0.2, se elige la alternativa D,; para valores de a de
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0.2, 0.3 y 0.4, se elige la alternativa D3 y para los valores de « de 0.5 hasta 1, se elige la alternativa Ds.
Sin embargo dado que a es un valor continuo por lo tanto esté definido para cualquier valor fraccionario
entre cero y uno, entonces los intervalos cambian a: todos los valores de @ que se encuentren entre 0 y
0.2, se elige la alternativa Dy; para valores de « entre 0.2 y 3/7, se elige la alternativa Ds; para el valor de
a =3/7, se elige la alternativa D, y para valores de a entre 3/7 y 1, se elige la alternativa Ds.

3.2.3. Decisiones bajo riesgo

Una falta de certidumbre respecto a los eventos futuros es una caracteristica de muchos, si no es que de la
mayoria de los modelos de decisiones administrativas. La teoria de decisiones proporciona procedimien-
tos alternativos para modelos que tienen menos de una total certidumbre. Uno de esos procedimientos
se llama decisiones bajo riesgo. En este contexto, el término riesgo tiene un significado bien definido.
Cuando se habla de decisiones bajo riesgo, se refiere a una clase de modelos de decision para lo cual hay
mads de un estado de la naturaleza y que quien toma la decisién puede llegar a una estimacién de pro-
babilidades de la ocurrencia de cada uno de los diversos estados de la naturaleza. En la mayoria de las
situaciones de toma de decisiones se puede obtener estimaciones de probabilidades para cada uno de
los estados de la naturaleza. Cuando estas probabilidades estan disponibles, se puede utilizar el criterio
del valor esperado para identificar cudl es la alternativa de decision a elegir.

Sea:

n = naimero de estados de la naturaleza.
P(S;) = probabilidad del estado de la naturaleza S;.
P(§)=0

" PSp=1

El valor esperado(V E) de la alternativa de decisién D; se calcula con la férmula:

n
VE(D;)=) P(S))R;j parai=12,....m
j=1

El valor esperado de una alternativa de decisién es la suma de los pagos ponderados correspondientes a
la alternativa de decision. La ponderacion para un pago es la probabilidad de que dicho pago ocurra.

Utilizar el criterio bajo riesgo para el problema de la tortilleria Pimienta, el célculo de la ganacia espe-
rada para cada altervativa de decisién se realiza de la siguiente manera:

VE(D) =0.15%18+0.2 % 16.5+0.25 * 15+ 0.25 * 13.5+ 0.15 % 12 = 14.925
VE(Dy) =0.15%16.5+ 0.2 20+ 0.25  18.5+0.25 * 17 +0.15 % 15.5 = 17.675
VE(D3) =0.15 % 15+0.2 % 18.5 + 0.25 * 22 +0.25 * 20.5 + 0.15 * 19 = 19.425
VE(Dg) =0.15%13.5+0.2 % 17+ 0.25 % 20.5+ 0.25 % 24 + 0.15 % 22.5 =
VE(Ds) =0.15%12+0.2 % 15.5+0.25 % 19+0.25 % 22.5+0.15 % 26 = 19.175

Debido a que 19.925, es el médximo valor esperado, la alternativa de decisién recomendada es D4 = 12
piezas a surtir.

En la tabla 3.10 se presenta un resumen de los diferentes criterios que se han utilizado para ayudar a
tomar un decisidn final al ejemplo 1.1.

Segun la tabla 3.10 la alternativa de decisién que aparece con mds frecuencia es D4 = 12, le sigue D5 = 13
y por ultimo D, = 10. Por lo que podria recomerdarse la de D4 = 12 piezas a surtir a la tienda que se ha
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Criterio Decisién recomendada
Optimista D5 =13 piezas a surtir
Pesimista D, =10 piezas a surtir
Minimax de arrepentimiento | D4 = 12 piezas a surtir
Laplace D, =12 piezas a surtir
Hurwicz con @ =0.5 Ds =13 piezas a surtir
Valor esperado D4 =12 piezas a surtir

Tabla 3.10: Resumen de las decisiones de cada criterio.

seleccionado en el anéalisis de decisiones.

Ejemplo 3.2 El Sr. Josué Gomez estd estudiando la posibilidad de ampliar la tortilleria, debido a la
creciente demanda de tortillas que tiene con la tiendas de conveniencia. Para ello estd analizando tres
alternativas de decisién. La primera alternativa consiste en ampliar las instalaciones actuales, el cual
estima que serd necesario de una inversion inicial de $500,000 para ampliacién del edificio y compra de
equipo para tres maquinas tortilladoras; la segunda alternativa es adquirir equipo para dos méaquinas
tortilladoras mds, con una inversion inicial de $290,000 y la tercer alternativa es adquirir equipo para una
mdaquina tortilladora més, con una inversion inicial de $150,000. Los beneficios anuales netos adicionales
estimados y las probabilidades de cada estado de la naturaleza se muestran en la tabla 3.11.

Alternativa de decision Estado de 1a naturaleza
E; = Demanda baja | E» = Demanda alta
D; = comprar 3 tortilladoras 262,500 325,000
D, = comprar 2 tortilladoras 231,250 262,500
D3 = comprar 1 tortilladora 200,000 212,500
Probabilidades previas 0.25 0.75

Tabla 3.11: Tabla de beneficios adicionales.

El valor presente neto considerando una tasa de descuento igual a la de los CETES de 8% anual y un
horizonte de planeacién de 5 afios, el factor para calcular el valor presente neto es (P/A,8%,5) = 4. Por lo
que se usard para determinar los rendimientos, por ejemplo para la alternativa de decision D, y el estado
delanaturaleza E; se tiene 262,500x4—500,000 = 550,000, para E> se tiene 325,000+4—-500,000 = 800,000
y de la misma manera se calcula para D, y D3, como se muestra en la tabla 3.12.

Estado de la naturaleza

Alternativa de decision

E; = Demanda baja | E» = Demanda alta
D, = comprar 3 tortilladoras 550,000 800,000
D, = comprar 2 tortilladoras 635,000 760,000
D3 = comprar 1 tortilladora 650,000 700,000

Tabla 3.12: Tabla de rendimientos del ejercicio 3.2.

Célculo del Valor Esperado para cada alternativa de decision.

VE(D;1) =0.25 % 550,000 + 0.75 * 800,000 = 737,500
VE(Dy) =0.25 % 635,000+ 0.75 * 760,000 = 728,750
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VE(D3) =0.25 % 650,000 + 0.75 * 700,000 = 687,500

Por lo que utilizando el criterio del valor esperado, se encuentra que realizar la ampliacién y comprar
tres maquinas tortilladoras, con un valor esperado de $737,500; es la decisién recomendada.

3.3. VALOR ESPERADO DE LA INFORMACION PERFECTA

Las probabilidades utilizadas para calcular el valor esperado, se denominan probabilidades previas para
indicar que representan probabilidades establecidas antes de obtener informacién adicional por medio
de investigacion de mercados, experimentos o muestreo. El valor esperado con informacién perfecta
(VECcIP) es el rendimiento promedio o esperado, a largo plazo, si se cuenta con informacién perfecta
antes de tomar una decision. Para calcular este valor se elige la mejor alternativa para cada estado de
la naturaleza y se multiplica el rendimiento R;; por la probabilidad de ocurrencia de ese estado de la

naturaleza E;.
n

VEcIP =) ((mejor rendimiento de E;)(probabilidad de E;))
j=1
Elvalor esperado sin informacién perfecta (V EsIP) es el valor esperado que se obtiene usando las proba-
bilidades previas, entonces el valor esperado de la informacién perfecta (V EIP) se obtiene de la siguiente
forma;
VEIP=VEcIP—-VEsIP

Del ejemplo 3.2, suponga que el Sr. Gémez tiene la oportunidad de llevar a cabo un estudio de investi-
gacién de mercados que le ayudaria a evaluar la demanda futura de la venta de tortillas y proporcionar
informacién que podria usarla para mejorar las evaluaciones de probabilidad para los estados de la na-
turaleza. Para determinar el valor potencial de esta informacion, se empieza suponiendo que el estudio
podria brindar informacién perfecta respecto a los estados de la naturaleza; es decir se supone que se
podria determinar con certeza, antes de tomar una decisién, cudl estado de la naturaleza va a ocurrir.
Para usar esta informacién perfecta, se elabora la estrategia de decisién que el Sr. Gémez seguird una vez
que supiera cudl estado de la naturaleza debe ocurrir.

Si se supiera con certeza que ocurrird el estado de la naturaleza E;, la mejor alternativa de decisién seria
D3, con un rendimiento de $650,000. De manera similar si se supiera con certeza que el estado de la na-
turaleza E, va a ocurrir, la mejor alternativa de decisién seria D; con un rendimiento de $800,000. Por lo
que se puede establecer la estrategia de decisién con base a la informacién perfecta como sigue:

Si ocurre Ej, seleccionar D3 y recibe un rendimiento de $650,000. Si ocurre E», seleccionar D; y reci-
be un rendimiento de $800,000.

Para calcular el valor esperado con informacién perfecta (VEcIP), se usan las probabilidades P(E;) =
0.25y P(E) =0.75
VEcIP =0.25 % 650,000 + 0.25 * 800,000 = 762,500

El valor esperado sin informacién perfecta es VEsIP = 737,500. Por consiguiente el valor esperado de la
informacion perfecta VEIP es:

VEIP =762,500~-737,500 = 25,000

De esta manera lo mds que el gerente o duefio estaria dispuesto a pagar por informacién perfecta es
$25,000. También se puede interpretar el VEIP, como una cota superior para la cantidad que el gerente
estaria dispuesto a pagar por cualquier informacién perfecta o imperfecta. En la seccion 3.7 se analizara
el valor de la informacién imperfecta o también conocida como valor de la informacién muestral.
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3.4. ARBOLES DE DECISION

Una forma clara y sencilla de estructurar el proceso de toma de decisiones es por medio de un arbol de
decision. El arbol de decision estd formado por nodos de decisién que se denotan con un cuadro (0J),
nodos de probabilidad que se denotan con un circulo () y ramas. Los nodos de decision representaran
aquellos lugares en los que se toma una decisién y los nodos de probabilidad indicaran aquellas partes
del proceso de toma de decisiones en las que ocurre algiin estado de la naturaleza. Las ramas se utilizan
para denotar las decisiones o los estados de la naturaleza. También pueden anotarse probabilidades so-
bre las ramas para denotar la probabilidad de que ocurra un estado determinado de la naturaleza. Por
ultimo se colocan los pagos al final de las ramas terminales del estado de la naturaleza para mostrar el
resultado que se obtendria al tomar una decisién particular. Como ejemplo de arbol de decisién, se hara
el arbol del ejemplo 3.2. Este drbol de decision tiene cuatro nodos, numerados del 1 al 4. EInodo 1 es de
decisién y los nodos 2, 3 y 4 son de probabilidad. Las ramas que conectan los nodos y que salen del nodo
de decision corresponden a las alternativas de decisién. Las ramas que salen de cada nodo de probabi-
lidad corresponden a los estados de la naturaleza. Los resultados se muestran al final de las ramas del
estado de la naturaleza.

e 550,000
Tres tortilladoras (D) 5 Demanda baja (E4)
P(E.) =075
VE = 737.500 (€ 500,000
Demanda alta (E;)
E(E’} =dn'2b5. —— 635,000
1 Dos tortilladoras (Ds) emanda baja (E)
I T o b o i e
Demanda alta (E;)
e B 650,000
Una tortilladora (Ds) p Demanda baja (E,) ’
WEGIFEAIL e

Demanda alta (E;)

Figura 3.1: Arbol de decisién para el ejemplo 3.2

Una de las ventajas que tiene el drbol de decisiones es que permite hallar el valor esperado en el propio
arboly de esta manera es facil visualizar cual es la alternativa de decisién recomendada, como se muestra
en la figura 3.1.

Ejemplo 3.3 La constructora Jatate estd planeando comprar terrenos para construir casas de interés
medio y necesita determinar el tamano del proyecto que le permita obtener la maxima ganancia. Esta
considerando tres tamafos: pequeno, mediano y grande. La gerencia considera que un desarrollo gran-
de seguido por una baja demanda, podria resultar muy costoso para la empresa. Sin embargo si se toma
una decision conservadora de un desarrollo pequerio y a continuacion se encuentra ante una demanda
elevada, las utilidades de la empresa serdn inferiores a las que podrian haber sido. Con 3 niveles de de-
manda: baja, media y alta, la gerencia ha presupuestado la siguiente tabla de rendimientos (en millones
de pesos). Con la ayuda de un drbol de decisiones, determinar la alternativa recomendada por medio del
criterio del valor esperado.
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Alternativa de decisién Estado de la naturaleza (demanda)
Baja (E;) | Media (E») | Alta (Es)

D, = Pequeno 15 18 25

D, = Mediano 10 35 40

D3 = Grande -10 30 70

Probalidades previas 0.2 0.3 0.5

Tabla 3.13: Tabla de rendimientos del ejemplo 3.3.

P(E,) =0.2 i

Pequefio (D,) /2\ P(E;)=0.3 i

VE =20.9 P(E;) =0.5 -

P(E,) = 0.2

10

3 Mediano (D,) /JS\ P(E,) = 0.3 s
VE =325 P(E;) = 0.5 2
P(E,) =0.2 P

Grande (D5) AD P(E,) = 0.3 a0
VE =420 P(E;) = 0.5 76

Figura 3.2: Arbol de decisién para el ejemplo 3.3

La solucién se muestra en la figura 3.2, en donde la selecciéon recomendada es construir un desarrollo
grande con un valor esperado de 42 millones de pesos.

3.5. TEORIA DE UTILIDAD

En el andlisis de decisiones que se ha efectuado hasta ahora, la eleccién recomendada para la alternativa
de decision es aquella que maximiza el valor esperado. En la mayoria de los casos el mejor valor espe-
rado puede conducir a una decisidon aceptable, pero en algunos casos, puede que no sea el apropiado.
Por ejemplo, la mayoria de las personas sabe que el valor esperado de cualquier juego de loteria nacional
o rifas caseras tiene un valor esperado negativo (de lo contrario los organizadores de estos eventos no
ganarian dinero). Entonces si la gente tomara la decisién con base al valor esperado para jugar ono a la
loteria, es muy probable que no lo hiciera. Sin embargo la gente juega a la loteria porque esta dispuesta
a correr una alta probabilidad de perder una relativa cantidad pequefia de dinero por una muy pequefia
posibilidad de ganar una gran cantidad de dinero. Otro ejemplo podria ser el hecho de comprar un segu-
ro de automdvil. De igual manera el valor esperado es negativo (de lo contrario las compaiiias de seguros
no tendrian utilidades). En este caso, las personas estdn dispuestas a pagar una prima por el seguro a
correr el riesgo de tener una colision sin estar asegurado y por lo tanto gastar una suma mucho mayor de
lo que cuesta el seguro del automévil.

;Por qué algunas personas toman decisiones que no maximizan el valor esperado? La respuesta es que la
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gente tiene diferentes valores monetarios, es decir para algunos perder 100 pesos en la compra de un bo-
leto de loteria es relativamente pequefio, en comparacién con el valor de una remota ganancia, mientras
que para otros perder 100 pesos es mucho mayor que el valor de una remota ganancia. Esta diferencia
indica que las personas dan un valor al dinero de manera diferente, basados de acuerdo a sus preferen-
cias personales.

La utilidad es una medida del valor total de un resultado en particular; refleja la actitud de quien to-
ma las decisiones hacia un conjunto de factores como utilidad, pérdida y riesgo. Los investigadores han
encontrado que siempre que los valores monetarios de los pagos queden en un rango razonable, para
quien toma las decisiones, la seleccién de la alternativa de decisidon con el mejor valor monetario espe-
rado por lo general lleva a la seleccién de la decision més preferida. Sin embargo, cuando los pagos se
hacen extremos, la mayor parte de quienes toman las decisiones no quedan satisfechos con la decisién
que simplemente proporcione el mejor valor monetario esperado.

Como ejemplo de una situaciéon en que la utilidad puede ayudar a seleccionar la mejor alternativa de
decisién, resolver el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.4 Con los datos del ejemplo 3.3, mostrados en la tabla 3.13, resolverlo creando una fun-
ci6én de utilidad.

Célculo del Valor Esperado para cada alternativa de decision:
VE(D;)=0.2%15+0.3%18+0.5*25=20.9
VE(D,)=0.2%10+0.3%354+0.5%x40=32.5
VE(D3)=0.2%(-10)+0.3%30+0.5%70=42.0

Utilizando el criterio del valor esperado, la decisién recomendada es seleccionar un tamano de proyeto
grande con un valor esperado de 42 millones de pesos. ;Serd realmente la mejor alternativa de decisién?
Consideremos el escenario de que se toma esta alternativa de decisién y la demanda es baja, habria que
preguntarle al gerente de la constructora si la empresa estd preparada para adsorver una posible pérdida
de 10 millones de pesos.

Crear y utilizar una funcién de utilidad U (x).

Para crear una funcién de utilidad, primero se debe asociar a cada ganancia de la tabla 3.11, una utilidad
en forma de valor numérico que refleje las preferencias relativas de la gerencia. Esto se elabora seleccio-
nando arbitrariamente los puntos extremos de la funcién de utilidad. Puede asignarse a la utilidad del
rendimiento minimo en pesos igual a 0 y a la utilidad del rendimiento méaximo igual a 100. Dado que en
este ejemplo el rendimiento minimo es de —$10 millones y el rendimiento maximo es de $70 millones,
se determina que U(—10) =0y U(70) = 100. Para determinar la utilidad de cualquier cantidad de dinero
entre —$10 y $70 se necesita saber como el gerente valora por ejemplo $40 millones con respecto a la
menor ganancia de —$10 millones y con respecto a la mayor ganancia de $70 millones.

La funcién de utilidad se elabora preguntando al tomador de decisiones, considerando U(-10) =0y
U(70) = 100. Con base a estos valores se determina ahora la utilidad asociada con todos los demads pa-
gos, empezando con U (40). Por lo que se le solicita al tomador de decisiones que seleccione con una
probabilidad p que le resulte indiferente entre las siguientes alternativas.

1. Recibir un pago con certeza de $40.

2. Participar en una loteria en la cual, con una probabilidad p €l recibe un pago de $70, o con proba-
bilidad (1 — p) recibe un pago de —$10.

Esto se puede presentar con un drbol de decisién, como se muestra en la figura 3.3.
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Pago con
Alternativa 1 certeza
i 70
Alternativa 2
L -10

Figura 3.3: Juego a la loteria para la evaluacién de la utilidad

Es obvio que si p = 1, quien toma la decisién seleccionard la alternativa 2, ya que prefiere un pago de $70 a
un pago de $40. Igualmente es obvio que si p = 0, seleccionard la alternativa 1, dado que deseard un pago
con certeza de $40 en vez de una pérdida de $10. De esta manera se siguen cambiando los valores de p de
manera continua de 0 a 1, la preferencia del pago garantizado de $40 en algiin momento cambiard a una
preferencia hacia la loteria. Entonces en algtin valor de p al tomador de decisiones le resulta indiferente
cualquiera de las dos alternativas. Este valor variard de una persona a otra dependiendo de lo amante o
adverso que sea al riesgo. Por ejemplo, suponga que el tomador de decisiones elige que p = 0.6, el valor
esperado de la loteria es de 0.6 + 70 + 0.4 * (—10) = 38. Es decir estd expresando indiferencia entre un
pago con certeza de 40 y arriesgar un valor esperado menor, como es el de 38. Lo cual significa que esta
buscando el riesgo, ya que requiere de un pago con certeza mds alto que el rendimiento esperado, esto
para compensar la pérdida de la posibilidad de lograr més que el rendimiento esperado. Ahora suponer
que el tomador de decisiones elige p = 0.9, entonces el valor esperado de la loteria es 0.9 * 70 + 0.1 *
(—10) = 62. Esto significa que es adverso al riesgo, ya que requiere un valor esperado mads alto que el
pago con certeza, para compensar el riesgo de la loteria. Entre mds alto sea el valor de p que se elija,
mads adverso al riesgo serd, dado que requiere un valor esperado mads alto de la loteria para compensar
el riesgo. A continuacién se desarrolla una ecuacién para hallar el valor de p, para cualquier valor con
certeza, igualando ambas alternativas y despejando p.

Alternativa 2 = Alternativa 1
V E(loteria) = pago con certeza
p(70) +10p — 10 = pago con certeza
70p +10p — 10 = pago con certeza

80p =10+ pago con certeza
_ 10+ pago con certeza
- 80

Para el pago de $40, p = 105;040 = 0.625 se encuentra el valor de p en el cudl el valor esperado de la loteria

iguala al pago seguro de $40. Si el tomador de decisiones elige un valor de p mayor que 0.625, es adverso
al riesgo; igual a 0.625, indiferente al riesgo y menor que 0.625, buscador de riesgo. En la tabla 3.14 se
obtienen los valores de p para cada pago, en el que el VE(loteria) es igual al pago con certeza y por lo
tanto el tomador de decisiones es neutral al riesgo.

Repitiendo el mismo procedimiento para todos los pagos y tomando como referencia la tabla 3.14 se
obtiene funcién de utilidad. Por ejemplo para un pago de $35, el valor de p en la tabla 3.14 es 0.5625,
si el tomador de decisiones es abverso al riesgo seleccionard un valor de p mayor que 0.5625, dado que
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Pago | valorde p

70 1

40 0.625
35 0.5625
30 0.5

25 0.4375
18 0.35

15 0.3125
10 0.25
-10 0

Tabla 3.14: Valor de p para tomadores de decisién neutrales al riesgo.

valor de p < 0.5625 arroja un valor esperado de la loteria menor que $35. Y si el tomador de decisiones
es propenso al riesgo seleccionard un valor de p menor que 0.5625 dado que estd dispuesto a arresgar
a ganar $70 y por supuesto perder $10. Suponer que el tomador de decisiones selecciona un valor de
p = 0.85 para un pago de $35. Ahora se puede determinar la utilidad para cualquier pago de la siguiente
manera:

U(pago) = pU(70) + (1 - p)U(-10)
= p(100) + (1 - p)(0)
=100p

Entonces para un valor de p = 0.85, se tiene que U(35) = 100 * 0.85 = 85. Utilizando este procedimiento,
se obtienen los valores de la utilidad para todos los demads pagos del ejemplo 3.4. Esto de presenta en la
tabla 3.15

Pago | Indiferencia p | Utilidad (100p)

70 - 100

40 0.90 90

35 0.85 85

30 0.80 80

25 0.75 75

18 0.65 65

15 0.50 50

10 0.30 30

-10 - 0

Tabla 3.15: Utilidades asociadas a una persona adversa al riesgo.

Ahora que se ha determinado el valor de utilidad de cada uno de los pagos posibles, se escribe la tabla de
pagos del ejemplo 3.4 en funcién de valores de la utilidad, como se muestra en la tabla 3.16 y se calcula
la utilidad esperada para cada alternativa de decision:

UE(D;)=0.2%50+0.3%65+0.5%x75=67.0
UE(D;)=0.2%30+0.3%x85+0.5%¥90=76.5
UE(D3)=02%0+0.3%x80+0.5*100=74.0
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Alternativa de decisién Demanda

Baja (E;) | Media (E») | Alta (E3)
D; = Pequeno 50 65 75
D, = Mediano 30 85 90
D3 = Grande 0 80 100

Tabla 3.16: Tabla de utilidades para una persona aversa al riesgo.

111

Basdndose en los resultados de la utilidad esperada, la decisién recomendada es D;, que consiste en
construir un tamano de proyecto mediano, con una utilidad esperada de 76.5. Observar que esta decisién
es diferente de la alternativa recomendada, bajo el criterio del valor esperado. Este cambio de decisién
se debe a que el tomador de decisiones es mds conservador en sus decisiones.

Utilizando el procedimiento que se aplic6é para una persona adversa al riesgo, se determina la funcién
de utilidad, para una persona que es buscadora de riesgo, obteniendo los valores de la utilidad en la tabla

3.17
Pago | Indiferencia p | Utilidad (100p)

70 - 100
40 0.50 50
35 0.45 45
30 0.35 35
25 0.25 25
18 0.20 20
15 0.15 15
10 0.10 10
-10 - 0

Tabla 3.17: Utilidades asociadas a una persona buscadora de riesgo.

Grafica de la funcion de utilidad.

Para una mejor comprensioén del significado de las utilidades, se dibuja una grafica de utilidades con-
tra los pagos. Esto se muestra en la figura 3.4 para los nueve pagos y utilidades de las tablas 3.15y 3.17,

concluyendose lo siguiente:

1. Un tomador de decisiones que es neutral al riesgo, la funcién de utilidad de esta persona esta re-

presentada por la linea recta.

2. Un tomador de decisiones que es adverso al riesgo, la funcién de utilidad de esta persona se en-
cuentra por encima de la linea recta y la curva es céncava, lo cual significa que la persona tiene una
tendencia de inversién conservadora.

3. Un tomador de decisiones que es buscador de riesgo, la funcién de utilidad de esta persona se
encuentra por debajo de la linea recta y la curva es convexa, lo cual significa que la persona tiene
una tendencia de inversion relativamente agresiva.
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100
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80 |-
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Figura 3.4: Gréfica de la funcion de utilidad

3.6. ANALISIS DE SENSIBILIDAD

El andlisis de sensibilidad trata de investigar de qué manera cambia la decisién, dado un cambio en los
datos del problema. Modificaciones en las estimaciones de probabilidad para los estados de la naturale-
za pueden afectar la alternativa de decisién recomendada. Un acercamiento al andlisis de sensibilidad es
considerando diferentes probabilidades para los estados de la naturaleza y volviendo a calcular el valor
esperado para cada alternativa de decisién. Repitiendo este célculo para varias probabilidades, se puede
visualizar de qué manera las modificaciones en las probabilidades para los estados de la naturaleza afec-
tan la decisién recomendada. Cuando el problema tiene dos estados de la naturaleza se puede realizar el
andlisis por medio de una gréfica como se presenta en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.5 Realizar una investigacién para el ejemplo 3.2 sobre la influencia que tendria un cam-
bio en los valores de probabilidad respecto la decisién que enfrenta el Sr. Gémez.

Sea p = la probabilidad de demanda baja (E;) y como tinicamente hay dos estados de naturaleza, 1 -p =
la probabilidad de demanda alta (E»). Ahora se expresan los valores esperados como una funcién de p,
como se indica en las siguientes ecuaciones:

VE(D) = p(550,000) + (1- p)(800,000)
= 550,000p + 800,000 — 800,000 p
= —250,000p + 800,000
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VE(Dy) = p(635,000) + (1-p)(760,000)
=635,000p + 760,000 - 760,000p
=—125,000p + 760,000

VE(D3) = p(650,000) + (1-p)(700,000)
=650,000p + 700,000 —700,000p
=-50,000p + 700,000

Ahora se elabora una grafica con los valores de p sobre el eje horizontal y valores esperados en el eje
vertical. Para cada ecuacion lineal se traza la linea recta, identificando dos puntos que satisfagan la ecua-
cién, por ejemplo si p =0, VE(D;) = 800,000y si p =1, VE(D;) = 550,000 y se traza la linea recta como
se muestra en la figura 3.5. Esta gréfica estd desarrollada con la opcién insertar graficos de linea en Excel.
Debido a que el criterio para tomar una decision es seleccionar la decisién que tenga el valor esperado
mayor, la figura 3.5 muestra cudl es la decisién recomendada para cualquier valor particular de P(E).
Por ejemplo para P(E;) = 0.25, la figura 3.5 muestra que VE(D;) > VE(D,) > VE(Ds). Por lo tanto como
ya se ha calculado anteriormente, para este valor de P(E) la decisién recomendada es D;. De la misma
manera si P(E;) = 0.6, VE(D;) > VE(D3) > VE(D;) y la decisién recomendada es D.

900 -
850

800 ~__
750 - =~

700 1 L
650 \\' - ——VE(D1)
600 - \\ VE(D2)
550 - ™~
500

450 -
400

Valor esperado

VE(D3)

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Valor de probabilidad p

Figura 3.5: Valor esperado como funcién de p

Es conveniente y practico determinar el intervalo de valores de p, para los cuales la decisiéon recomen-
dada sea D;, D, o Ds. Para esto se encuentra el punto en el que se interceptan las lineas rectas haciendo
VE(D) igual VE(D;) y resolviendo en funcién de p de la siguiente manera:
VE(D)) = VE(Dy)
—250,000p + 800,000 = —-125,000p + 760,000
p=0.32

Punto en el que se interceptan las lineas rectas haciendo V E(Dy) igual V E(D3):

VE(Dz) = VE(D3)
—125,000p + 760,000 = —50,000p + 700,000
p=0.38
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Intervalo de valores de p Decisi6on recomendada
p<0.32 Comprar 3 tortilladoras (Dy)
0.32<p<0.8 Comprar 2 tortilladoras (D>)
p>0.8 Comprar 1 tortilladora (Ds3)

Tabla 3.18: Resultados del analisis de sensibilidad

Los resultados del andlisis de sensibilidad se presentan en la tabla 3.18:

El procedimiento gréfico que se acaba de describir, inicamente se aplica cuando se tienen dos estados
de la naturaleza. Sin embargo el anélisis de sensibilidad para mdas de dos estados de la naturaleza se pue-
de realizar usando una hoja de célculo o programa de computadora.

Ejemplo 3.6 Realizar el andlisis de sensibilidad para el ejemplo 3.3 que tiene tres estados de la na-
turaleza, variando los valores de las probabilidades de E; y de E» y por complemento las probabilidades
de Es. Estos célculos se haran en Excel, de acuerdo a los siguientes pasos:

1.

2.

Capturar los datos del problema en el rango de celdas C4: I8.

Elaborar una tabla de valores esperados para cada alternativa de decisién D;, D, y Ds.

. En el eje horizontal colocar las probabilidades de E y en el eje vertical las probabilidades de E5. En

ambos casos con valor inicial de 0 y valor final de 1, con incrementos de 0.1.

. Realizarla captura de datos paralas probabilidades y valores esperados de la alternativa de decisi6n

D, en el rango O3 : AA15, como se muestra en la figura 3.6. Introducir la férmula = $G$6 * $P5 +
$H$6 * Q%4 +$1$6 * (1 —$P5— Q%4) en la celda Q5 y copiarla hasta la celda AA15.

@ N ;v kW =

10
1
12
13
14
15
16

Alternativa de decision D,
Estado de la naturaleza E,

Demanda 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Alternativa de decision
E; Ex Es 0 25 24.3| 23.6| 22.9| 222 21.5| 20.8| 20.1] 194 18.7 18|
D, =Pequefio 15 18 25 0.1] 24 23.3| 22.6) 21.%| 21.2| 20.5| 19.8| 19.1| 18.4| 17.7 17|
D, =Mediano 10 35 40 0.2] 23( 223 216/ 20.9| 20.2| 19.5| 18.8| 18.1| 174 167 16|
D;=Grande -10 30 70 0.3] 22 21.3| 20.6) 159.5| 152 18.5| 17.8| 17.1| 16.4]| 157 15|

0.4 21) 20.3] 19.6] 18.9| 182 175 16.8 16.1| 154| 147 14
0.5 20| 19.3] 186 179 172 165 15.8 15.1| 144 13.7 13
0.6 19| 18.3] 176 16.9| 162 155 14.8 14.1 134 127 12
0.7 18| 17.3] 16.6) 15.9| 152 14.5| 13.8 13.1| 124 117 11
0.8 17) 16.3] 156 14.9| 142 135 12.8 121 114 10.7 10
0.9 16| 15.3] 14.6) 13.9| 13.2 125 11.5| 11.1| 104 9.7 9
1 15| 14.3] 13.6] 12.9| 12.2 11.5| 10.8] 10.1 9.4 8.7 8

Estado de la naturaleza E1

Figura 3.6: Datos del problema y valores esperados de D;

. Realizarla captura de datos paralas probabilidades y valores esperados de la alternativa de decisi6n

D, en el rango A18: M31 y para la alternativa de decisién D3, en el rango 018 : AA31, como se
muestra en la figura 3.7. Introducir la férmula = $G$7+$B21+$ H$7 x C$20+$1$7* (1-$B21-C$20)
en la celda C21y copiarla hasta la celda M31 e introducir la férmula = $G$8 % $ P21+ $ H$8 + Q$20+
$71$8 % (1 -$P21 —Q%$20) en la celda Q21 y copiarla hasta la celda AA31.

. Realizar el resumen de las decisiones recomendadas en el rango A34 : M47, como se muestra en la

figura 3.8. Introducir la férmula = SI(Q5 > C21,"D1",SI(C21 > Q21,"D2","D3")) en la celda C37y
copiarla hasta la celda M47.
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A B C D E F G H | J K [t M N o P Q R S T U v w X Y s AL AB
18 Alternativa de decision D, Alternativa de decision Dy
19 Estado de la naturaleza E; Estado de la naturaleza E;
20 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
21 0 40| 39.5 39] 3835 38| 375 37| 36.5 36| 35.5 35 0 70 66 62| 58| 54 50 46 42| 38 34 30|

0.7 19| 185 18| 175 17| 165 16) 15.5 15| 145 14
0.8 16| 15.5 15| 145 14| 135 13| 125 12| 115 11
0.9 13) 12.5 12 115 11{ 105 10 9.5
3 1 10] 9.5 9 8.5 8 1.5 7 6.5

0.7| 14 10| 6| 2 -2 -6 -10 -4 18]  -22|  -26)
0.8 6 2 -2 -6 -10] -14 -18 -22 -26|  -30 -34)
8.5 8 0.9 =2 -6 -10)  -14  -18( -22 -26 -30] -34] -38] -42
543 3 1 -10 -14| -18| -22| -26] -30 -34]  -38 -42|  -46[ -30

= 0.1 37) 36.5 36| 355 35 345 34| 335 33 325 32 - 0.1 62 58 54 50 46 42 38 34 30 26| 22
23 0.2 34| 335 33| 325 32] 315 31 305 30| 29.5 29| 0.2 54 50 46| 42| 38| 34 30 26| 22 18 14
24 ,—% 0.3 31) 30.5 30( 29.5 29| 285 28 27.5 27| 265 26 % 0.3 46 42 38, 34 30 26 22 18 14 10| 6
25| 2 0.4 28) 27.5 27 265 26| 255 25| 245 24 23.5] 23 2 04 38 34 30 26| 22 18 14 10 6 2 -2
26 E 0.5 25 24.5 24 235 23 225 22| 215 21 20.5] 20 E 0.5 30 26 22 18| 14 10 6 2] -2 -6  -10
27| E 0.6 22 21.5 21f 205 20 19.5 19| 185 18[ 17.5] 17 E 0.6 22 18 14 10| 6 2 -2 -6 -10 -14  -18

3 <

Il @

4 B

w

=)

Figura 3.7: Valores esperados de D, y D3

A c D E F G H | | J K L M N
33 |
34 Decision recomendada
35 Estado de la naturaleza E;
36 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
37 0| D3 D3 D3 D3 D3 D3 D3 D3 D3 D2 D2
38 = 0.1 D3 D3 D3 D3 D3 D3 D3 D3 D2 D2 D2
39 8 0.2| D3 D3 D3 D3 D3 D3 D2 D2 D2 D2 D2
40 % 0.3| D3 D3 D3 D3 D3 D2 D2 D2 D2 D2 D2
41 § 0.4 D3 D3 D3 D2 D2 D2 D2 D2 D2 D2 D2
42 E 0.5 D3 D3 D2 D2 D2 D2 D2 D2 D2 D2 D2
43 E 0.6 D3 D2 D2 D2 D2 D2 D2 D2 D2 D2 D2
44 _g 0.7] D2 D2 D2 D2 D2 D2 D2 D2 D2 D2 D2
45 g 0.8 D1 D1 D1 D1 D1l D2 D2 D2 D2 D2 D2
46| * 09 D1 D1 D1 D1 D1 D1 D1 D1 D1 D1 D1
47 il D1 D1 D1 D1 D1 D1 D1 D1 D1 D1 D1
48

Figura 3.8: Decision recomendada

De la figura 3.8, se puede resumir que de las 121 combinaciones de probabilidades para E;, E» y Es,
la alternativa de decisién D; aparece 27 veces, representando un 22.3%, la alternativa de decisién D,
aparece 60 veces, representando un 49.6 % y la alternativa de decisién D3 aparece 34 veces, representando
un 28.1%.

3.7. DECISIONES SECUENCIALES

Los problemas de decisién comprenden la toma de una secuencia de decisiones antes de que el proble-
ma sea resuelto. A menudo es posible adquirir més informacién en la cudl basar la toma de decisiones,
por ejemplo podria ser: experimentacion en el laboratorio, ensayos de campo, informacién muestral, in-
vestigacion de mercados, entre otros, antes de tomar una decisién definitiva. El 4rbol de decisiones es
una herramienta cuando es necesario tomar decisiones secuenciales, al dibujar un 4rbol, se empieza por
laizquierday se va desarrollando hacia la derecha. De esta manera el 4rbol presenta decisiones y resulta-
dos en orden secuencial. Las lineas que salen de los cuadros son los nodos de decisién y representan las
alternativas en la cual se selecciona la que arroje el mejor rendimiento, en tanto que las lineas que salen
de los circulos representan los estados de naturaleza y se obtiene calculando el valor esperado.

Ejemplo 3.7 Mediante los datos del ejemplo 3.2, determinar el valor esperado de la informacién mues-
tral. En la figura 3.9 se muestra el drbol de decisiones para este ejemplo.
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Favorable (F)

3 tortilladoras (D,)

2 tortilladoras (D,

Con estudio de
investigacion de,
mercados

e (2

P(F) = 0.375

Desfavorable (D

1 tortilladora (D;)

3 tortilladoras (D,)

2 tortilladoras (D)

Sin estudio de
investigacion de

P(D) = 0.625

1 tortilladora (D;)

3 tortilladoras (D,)

2 tortilladoras (D,)

mercados

1 tortilladora (D)
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Baja (E)

PEF =06 o000
Alia (G} 800,000
P(E,IF) = 0.4 :
Baja (E,)
BEJE =08 o000
Alta (E
(E2) 760,000
P(E,IF) = 0.4
Baja (E,)
TR E
Alta (E
a (E,) 700,000
P(E,IF) = 0.4
Baja (E,)
P(E,|D) = 0.04 200000
Alta (E,) 800,000
P(E,ID) = 0.96 ’
Baja (E,)
P(E,|D) = 0.04 Bee a0
el 760,000
P(E,ID) = 0.96 ’
Baja (E,)
650,000
P(E,|D) = 0.04 :
Ao/ (E)) 700,000
P(E,ID) = 0.96 :
Baja (E,)
FE) =025 550,000
Alta (E,) 800,000
P(E,) =075 ’
Baja (E,)
635,000
P(E,)=0.25 ;
Alta (E
E2) 760,000
P(E,) =075
Baja (E;)

P(E{)=0.25 Sl L

Alta (E,)
P(E,) = 0.75

700,000

Figura 3.9: Arbol de decisién para el ejemplo 3.7

Al utilizar el criterio del valor esperado y mediante el anélisis de sensibilidad se ha demostrado cémo la
informacién de probabilidad sobre estados de la naturaleza afecta los célculos del valor esperado y por
lo tanto afecta la recomendacién de decisiéon. A menudo quienes toman las decisiones disponen de es-
timaciones de probabilidad de los estados de la naturaleza que son los mejores valores de probabilidad
disponibles. Sin embargo para la mejor decisién posible, quien toma las decisiones pudiera desear tener
informacion adicional sobre los estados de la naturaleza. Esta nueva informacion se puede utilizar para
revisar o actualizar las probabilidades previas, de manera que la decision final se base en estimaciones
de probabilidad mads precisas para los estados de la naturaleza.

Regularmente la informacién adicional se obtiene por medio de experimentos disefiados para propor-
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cionar informacién muestral sobre los estados de la naturaleza. En el siguiente ejercicio se analizara el
problema de decisiéon de la ampliacién de la tortilleria Pimienta, mostrando cémo utilizar informacién
muestral para revisar las probabilidades de los estados de la naturaleza y cémo utilizar las probabilidades
revisadas para desarrollar una estrategia de decisién. Dado que P(E;) = 0.25 y P(E») = 0.75 son estima-
ciones desarrolladas anteriormente a la obtencién de cualquier informacién muestral, se conocen como
probabilidades previas de los estados de la naturaleza. La administraciéon de Pimienta tiene la opcién de
solicitar a un despacho de consultoria de investigacién de mercados, le realice el estudio sobre el com-
portamiento de la demanda. De acuerdo a la experiencia del despacho en estudios similares han tenido
los siguientes resultados: En el resultado del informe de investigacién de mercados se consideran dos
indicadores, los cuales pueden ser favorable (F) o desfavorable (D). La barra vertical se utiliza para repre-
sentar la probabilidad condicional y se lee P(F|E;) = probabilidad de que suceda el indicador F, dado el
estado de la naturaleza Ej.

Resultado de la investigacion
Favorable (F) | Desfavorable (D)
Demanda baja (E;) P(F|E;)=0.9 P(D|E;)=0.1
Demanda alta (E») P(F|E;)=0.2 P(D|E») =0.8

Estado de la naturaleza

El estudio de investigacién de mercado proporciona nueva informacién que se puede combinar con las
probabilidades previas, y utilizando el teorema de Bayes, obtener estimaciones de probabilidades revi-
sadas que se les conoce como probabilidades posteriores. La figura 3.10 muestra el procedimiento para
el calculo de las probabilidades posteriores.

Probabilidades MNueva Aplicacion del Probabilidades
previas * informacion proveniente de *  teorema de > posteriores
investigacion de mercados Bayes

Figura 3.10: Probabilidades posteriores con base en nueva informacién.

El arbol de decisién de la figura 3.9 presenta la secuencia logica para los nodos de decisién y los nodos de
probabilidad. Empezando con el nodo de decisién 1 primeramente debe tomarse la decisién de realizar
el estudio de investigaciéon de mercados. Si en dado caso se realiza este estudio, el nodo de probabilidad
2 representa tanto a la rama del informe favorable como a la rama del informe desfavorable, que no es-
tan bajo control y serdan determinadas por las circunstancias. El nodo de decisién 3 representa la toma
de decisiones de realizar la ampliacién con tres tortilladoras, dos tortilladoras o una tortilladora, si el
informe de investigacién de mercados es favorable. El nodo 4 es un nodo de decisién que representa la
toma de decisiones de la mejor alternativa si el informe de investigacién de mercados es desfavorable. El
nodo de decisién 5 representa la toma de decisiones de realizar la ampliacién con tres tortilladoras, dos
tortilladoras o una tortilladora, si la investigacién de mercados no se realiza. Los nodos del 6 al 14 son
de probabilidad que indican que las ramas del estado de la naturaleza de demanda baja o demanda alta
serdn determinadas por las circunstancias.

Para desarrollar una estrategia de decision utilizando el drbol de decisiones de la figura 3.9, se necesi-
tan probabilidades de las ramas de la informacién muestral P(F) y P(D) y probabilidades de las ramas
de los estado de la naturaleza P(E,|F), P(E»|F), P(E1|1D)y P(E»|D). Para calcular estas probabilidades se
utiliza el teorema de Bayes, mediante la siguiente férmula:

P(E;)P(I|E;)
;1:1 (P(Ej)PULIE)))

P(Ej|I}) = para el indicador k=1,2,...,m

donde I es el indicador resultado de la investigacion y la parte del denominador de la férmula de Bayes
representa la probabilidad del indicador, que en este caso puede ser favorable (F) o desfavorable (D). Los
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célculos se realizan de la siguiente manera:
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Probabilidad de que el resultado del informe sea favorable (F):

P(F)=P(E1)P(F|E1) + P(E»)P(F|E,) = (0.25)(0.9) + (0.75)(0.2) = 0.375

Probabilidad de que el resultado del informe sea desfavorable (D):

P(D)=P(E1)P(DI|Ey) + P(E2)P(DI|E>) = (0.25)(0.1) + (0.75)(0.8) = 0.625

Probabilidad del estado de la naturaleza (E;) dado un informe favorable (F):

P(E,)P(F|Ey) _ (0.25)(0.9) _

P(E1|F) =

0.375

0.375

Probabilidad del estado de la naturaleza (E,) dado un informe favorable (F):

P(E)P(F|E) _ (0.75)(0.2) _0

P(Ex|F) =

0.375

0.375

Probabilidad del estado de la naturaleza (E;) dado un informe desfavorable (D):

P(E1|D) =

P(E1)P(D|Ey) _ (0.25)(0.1)

0.625

=0.04
0.625

Probabilidad del estado de la naturaleza (E») dado un informe desfavorable (D):

Para mayor facilidad del lector, existe un método alternativo para realizar estos cdlculos mediante una

P(Ez|D) =

P(E>)P(D|E) _ (0.75)(0.8)

=0.96

0.625

0.625

tabla de probabilidades como se muestra en las tablas 3.19 y 3.20.

Estado dela | Probabilidades | Probabilidades | Probabilidades Probabilidades
naturaleza previas condicionales conjuntas posteriores
E; P(E)) P(F|E)) P(E;nF) P(E;|F)
E; 0.25 0.9 0.25%0.9=0.225 | 0.225/0.375=0.6
E, 0.75 0.2 0.75%0.2=0.150 | 0.150/0.375=0.4
P(F) = 0.375 1.000

Tabla 3.19: Probabilidades posteriores, con base a un informe favorable F.

Estado dela | Probabilidades | Probabilidades | Probabilidades Probabilidades
naturaleza previas condicionales conjuntas posteriores
E; P(E)) P(DIE)) P(E;nD) P(E;|D)
E; 0.25 0.1 0.25%0.1 =0.025 | 0.025/0.625 =0.04
E, 0.75 0.8 0.75% 0.8 =0.600 | 0.600/0.625 =0.96
P(D) = 0.625 1.000

Tabla 3.20: Probabilidades posteriores, con base a un informe desfavorable D.

Para determinar la estrategia de decision se resuelve el drbol de decisiones, trabajando de derecha a iz-
quierda hasta llegar al nodo uno, donde se habra de tomar la primer decisién. En los nodos de probabili-
dad, se célcula el valor esperado multiplicando el resultado al final de cada rama por las probabilidades
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de rama correspondiente y en los nodos de decision, se selecciona la rama que conduce al mejor valor
esperado.

Iniciar los célculos a partir de los nodos finales del drbol, encontrando los valores esperados de los nodos
de probabilidad del 6 al 14.

VEmodo 6) = 0.6*550,000 + 0.4*800,000 = 650,000
VEmodo7) = 0.6%635000 + 0.4*760,000 = (585 000
VEmodo8) = 0.6*650,000 + 0.4*700,000 = 670,000
VEmodo9) = 0.04*550,000 + 0.96*800,000 = (790 000
VE(modo 10) = 0.04*635,000 + 0.96*760,000 = 755,000
VE(modo 11) = 0.04*650,000 + 0.96*700,000 = 698,000
VE(modo 12) = 0.25*550,000 + 0.75*800,000 =
VE(modo 13) = 0.25%635,000 + 0.75*760,000 = 728,750
VE(nodo 14) = 0.25%650,000 + 0.75*700,000 = 687,500

Para los nodos de decisiéon 3, 4 y 5, se selecciona la rama de la alternativa de decisién que conduce al
mayor valor esperado.

Para en el nodo 3 seleccionar el valor esperado:

V E(nodo 6) = 650,000
Maéximo de:{ VE(nodo 7) =685,000 = 685,000
V E(nodo 8) = 670,000

Que corresponde a la rama de dos tortilladoras.

Para el nodo 4 seleccionar el valor esperado:

V E(nodo 9) = 790,000
Méximo de:{ V E(nodo 10) = 755,000
VE(nodo 11) = 698,000

790,000

Que corresponde a la rama de tres tortilladoras.

Para el nodo 5 seleccionar el valor esperado:

V E(modo 12) = 737,500
Maximo de:{ VE(nodo 13) = 728,750
VE(Mmodo 14) = 687,500

737,500

Que corresponde a larama de tres tortilladoras. En la figura 3.11 se muestra el a&rbol de decisiones después
de haber resuelto y eliminados los nodos del 6 al 14 y elegido las mejores decisiones para los nodos 3,4y
5.
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Favorable (F)
P(F) = 0.375

3 | VE(D,) = 685,000

Con estudio de

investigacion de 2
mercados

Desfavorable (D)
P(D) = 0.625

4 | VE(D,) = 790,000

5 | VE(D,)= 737,500

Figura 3.11: Arbol de decisiones después de elegir las mejores decisiones en los nodos 3, 4y 5.

El valor esperado del nodo de decision 2, se calcula de la siguiente manera:
VE(Mmodo 2) =0.375 % VE(modo 3) + 0.625 * VE(nodo 4)

V E(modo 2) = 0.375 * 685,000 + 0.625 * 790,000 = 750, 625

Este cdlculo reduce a un arbol de decisién que tiene s6lo dos ramas de decisién que divergen del nodo
1, como se muestra en la figura 3.12, Por tltimo puede tomarse la decisién en el nodo 1, seleccionando
el mejor valor esperado de los nodos 2 y 5. Esta accién conduce a la alternativa de decision de realizar el
estudio de investigacién de mercados, lo que proporciona un valor esperado de $750,625.

Con estudio de

investigacion de _
mercados 2 ) VE=750,625

Sin estudio de

investigacion de 5 VE = 737.500
mercados '

Figura 3.12: Arbol de decisiones para elegir la decisién final.

Valor esperado de la informacién muestral (VEIM).

Con el estudio de investigacién de mercados que se intenta realizar, la decisién recomendada es au-
mentar la capacidad de producciéon con dos tortilladoras si el estudio es favorable, o bien aumentar la
capacidad de produccién con tres tortilladoras si el estudio es desfavorable. Desde luego que solicitar un
estudio de mercado tiene un costo. Entonces el (VEIM) es un limite superior en la cantidad que el to-
mador de decisiones estaria dispuesto a pagar por esta informacién. Este valor se obtiene de la siguiente
forma:

VEIM =VEcIM—-VEsSIM

donde:
VEIM = valor esperado de la informacién muestral
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V EcIM = valor esperado con informacién muestral
VEsIM = valor esperado sin informacién muestral

Para el ejercicio se tiene que:
VEIM =750,625-737,500 = 13,125

Esto significa que el valor esperado para el Sr. Gémez aumentard en $13,125, si se lleva a cabo el estudio
de investigacién de mercados, o bien $13,125 es la cantidad méxima que se puede pagar por la informa-
ci6én adicional.

Eficiencia de la informacién muestral

En la seccién 3.3 se obtuvo el valor esperado de la informacién perfecta VEIP = $25,000 y dado que
el VEIP es una cota superior para la cantidad que el tomador de decisiones estaria dispuesto a pagar por
cualquier informacién perfecta, el VEIM estard dentro del intervalo VEsIM < VEIM < VEIP. Entonces
es posible calcular la eficiencia para expresar el valor de la informacién de la investigacién como sigue

L . . VEIM
Eficiencia de la informaciéon muestral (E) =
VEIP
Para el ejemplo se tiene que:
13,125
=——=0.525=52.5%
25,000

La informaci6n del estudio de investigacién de mercados es 52.5% tan eficiente como la informacién
perfecta. El valor de E, mientras mds cerca de uno se encuentre, mas util serdn los resultados de la inves-
tigaccion de mercados.

Con la finalidad de analizar para diferentes probabilidades condicionales, se realiza una plantilla en Ex-
cel como se muestra en la figura 3.13. En la celda 713 capturar la probabilidad condicional P(F|E;) yen la
celda 114 capturar la probabilidad condicional P(F|E>) y por diferencia Excel calcula las probabilidades
condicionales de un resultado desfavorable, dado ambos estados de la naturaleza. En la parte izquier-
da de la figura 3.13 se utiliza el teorema de Bayes mediante la inversién del arbol de probabilidades.
Esta plantilla permite observar como conforme las probabilidades de una correcta informacién mues-
tral aumentan, el VEcIM se aproxima al VEcIP. Cuando P(F|E;) =1y P(D|E,) = 1, asi como cuando
P(D|E,) =1y P(F|E,) =1, ambos valores esperados muestral y perfecta son iguales.

También en esta plantilla, se elabora el 4rbol de decisiones, que permite ver con mayor detalle el célculo
de los valores esperados, como se muestra en la figura 3.14.

Ejemplo 3.8 Con los datos del ejemplo 3.3, calcular el valor esperado y el porcentaje eficiencia de la
informacién muestral. Si el gerente de la constructora estd dispuesto a pagar por informacién adicio-
nal y la empresa consultora en estudios similares ha obtenido las probabilidades condicionales como se
muestran en la tabla 3.21.
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| A B C D E F G H J K

1| Teorema de Bayes mediante diagrama de rbol
25 Tabla de rendimientos
3 | Probabilidades Probabilidades Probabilidades Alternativa de | Estado de la naturaleza
4 previas condicionales conjuntas Decision E1l E2
5 P(FIEL) =]  0.8|P(ELNF) =]  0.225 D1 $ 550,000 | $ 800,000
6 P(E1)=[ 0.5 D2 $ 635,000 | § 760,000
7| PDIEY) =]  oafpE1nD)=[  0.025 D3 $ 650,000 | $ 700,000
8 | Prob. Previas 0.25 0.75
9 PFIE2) =]  0.2|P(E2NF) =] 0.15|
10/ P(E2)=] 075
1| P(D|E2) =] 0.8[p(E2 N D) =] 0.6 Probabilidades condicionales
12 Estado de Nat. | Favorable |Desfavorable
13| E1 0.9 0.1
14 Invirtiendo el orden del drbol E2 0.2 0.8
15 | Probabilidades Probabilidades Probabilidades
16| del indicador posteriores conjuntas Resultados
17 pe1lf) =]  os[pFnEl)=[  0.225 VEsIP = $ 737,500
18| P(F)=[ 0.375 VEcIP = $ 762,500
19 P(E2[F) =]  0.4]P(FnE2) = 0.15| VEIP = $ 25,000
20
21 P(ELID) =]  o.0afp(DnE1) =]  0.025 VEsIM = $ 737,500
22| P(D)=] 0.625 VEcIM = $ 750,625
23| P(E2|D)=|  0.96[P(D N E2) =| 0.6] VEIM = $ 13,125
24| % Eficiencia = 52.50%
25

Procedimiento para calcular las probabilidades posteriores, por medio de un arbol de probabilidad (apli-

Figura 3.13: Plantilla de Excel para diferentes probabilidades condicionales.

| K E M | N (o] | P Q | R
1| Arbol de dedsiones
2 | | Valor esp. | Prob. Indic. | VE mayor I Valor esp. | Prob. Pnst.l Pago |
3 {
4 | 0.6]| $550,000
5| $650,000 0.4| $800,000
6 4
7 | 0.6 5635,000
8 | 0.375] S 585,000 | $685,000 0.4] 5760,000
9 {
10 | 0.6| 5650,000
1] $670,000 0.4[ $700,000
12 | VEcM
13 | $750,625
14 0.04] $550,000
15| $790,000 0.96| $800,000
17 0.04| $635.000
18 | 0.625) $ 790,000 | $755,000 0.96| $760,000
13
20 0.04| $650.000
21 | $698,000 0.96| $700,000
22 -
23
24 | 0.25| $550,000
25| $737,500 0.75| $800,000
26 |
27 | VEsIM 0.25| $635,000
28 | $737,500 $728,750 0.75| $760,000
29
30 | 0.25| $650,000
31| $687,500 0.75| $700,000
32

Figura 3.14: Arbol de decisiones en la plantilla de Excel.

cacion del teorema de Bayes).
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Prediccion
Estado delanaturaleza |- orm 5 0 By T Fuerte (F)
Baja (E7) 0.6 0.3 0.1
Media (E,) 0.1 0.7 0.2
Alta (E3) 0.1 0.1 0.8

Tabla 3.21: Probabilidades condicionales del ejemplo 3.8.

. Enel arbol inicial de la figura 3.15 y en las ramas principales se anotan los estados de la naturaleza
con las probabilidades previas, en las ramas secundarias se anotan las probabilidades condiciona-
les de un estudio de investigacién, dado cada estado de la naturaleza.

. Se calculan las probabilidades conjuntas, multiplicando las probabilidades previas de las ramas

principales por las probabilidades condicionales

de las ramas secundarias.

. En el arbol invertido de la figura 3.15, se anotan las probabilidades conjuntas, de acuerdo al orden
de la multiplicacién de las probabilidades del indicador por las probabilidades posteriores. Luego
se realiza la suma de las probabilidades conjuntas para obtener las probabilidades del indicador y
se anotan en las ramas principales del arbol invertido.

. Se calculan las probabilidades posteriores, dividiendo las probabilidades conjuntas entre las pro-

babilidades del indicador.

Arbol inicial

Probabilidades

Probabilidades

Probabilidades

Probabilidades

Arbol invertido

Probabilidades

Probabilidades

previas condicionales conjuntas del indicador posteriores conjuntas
P(D|E; )= 35 P(E; | D)= 3/5
P(E; ND)=23/25 P(D N E;)=3i25
P(Es)=1/5 PP | E;) =310 P(D)=115 P{E: | D)= 320
P(E; MP)=3/50 P(D N Ez) = 3100
PIF | Er) =110 P(E; | D)= 114
| PEIEN=10 o np-1m0 LPE D= onney=1m0
P(D[Ez)=1M10 P{E; | P) =318
P(E: N D)=3M00 P(P M E;)=3/50
P(E: ) =310 = P(P) = B8i25 £
[ PRIE)=TO o, np)= 21100 PE IRV 22132 po 1 )= 211100
P(F | Ez)=15 P{Es | P} =5/32
P(E: MF)=3/50 P(F M E; )= 120
P(D | Es)= 110 P{E; | F) = 1124
P(E; ND)=1/20 P(F N E7)= 150
P(Es ) =112 P(F| Es) =110 P(F)=12/25 P(E: |F) =118

P(E; N P) = 1120

P(F | Es)=4/5
P(Es NF)=2i5

P(F N ) = 3/50

P(E; | F) = 5/6

P(F N E3)=2/5

Figura 3.15: Probabilidades posteriores, a traves de invertir el rbol.

Para este ejemplo para mayor rapidez en los célculos, los valores esperados se indican en el arbol de la
figura 3.16.
Célculo del valor esperado de la informacién perfecta.

VEsIP =42, este dato se obtiene del nodo de decisi6n 6 de la figura 3.16

VEcIP=0.2%15+0.3%35+0.5%70 = $48.5 millones

VEIP =48.5—-42 = 6.5 millones
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P(E,| D)=3/5
(E:1 D) f&

18

Pequeiio (D) : P(E;| D) = 3/20
17.95] P(E;| D)=1/4

P(E,| D)=3/5

10
Debil (D) 7] Mediano (D,) /5 PED)=320 .

P(D) = 1/5 I__2|1 & T PESI D)= 114

P(E,| D)= 3/5

Grande (D,) P(E,;| D) = 3/20
) q (Ez| D) 30

P(E;| D)=1/4
16 (Es| D) =

P(E,| P) = 3/16

15
Pequeno (D,) =
/10: P(E;| P)=21/32 18

18.531 P(E;| P) = 5/32

P(E,| P) = 3/16

Con estudio de . Medi D fﬁ b
investigacién de G\‘ Promedio (P) [ | iano (D,) DPEIR=2132

mercados \o/ PP -85 LI =
o (P) i 31004 P(E:| P)=5/32

40
P(E,| P) = 3/16

-10
Grande (D =
(D3) rg P(E;| P) = 21/32 25

28.75] P(E:| P)=5/32

P(E,| F) = 1/24

15
Pequenio (D) A~ P(E,| F) = 118
L _(13)ElR) 18

P(E,| F)=5/16

23.708
P(E,| F)=1/24

10
E:I Fuerte (F) 7] Mediano (D,) W%

PA=1225 L | L -
438 & 61.667 g5 PEIA =616

P(E,| F) = 1/24

-10

Grande (D) = P(E;| F)=1/8

30
61.667] P(Esl F)=5/16

P(E,)=0.2
15.
Pequerio (D) rl: P(E;)=0.3
7 (1o )Ee) 18
209 P(E;)=05 5
P(E,)=0.2
Sin estudio de ) 10
investigacion de [& | Mediano (D,) - P(E;)=03 a5
mercados Lo
42 325[_ P(E:)=05 40
P(E;)=0.2
(E) S
Grande (D =
(Ds) /';18 P(E,)=0.3 5

P(E;)=0.5
42 (E3) 70

Figura 3.16: Arbol de decisiones para el ejemplo 3.8.
De la figura 3.16, si se realiza el estudio de investigaciéon de mercados y el resultado arroja que la predic-
cién es:

1. Débil, con una probabilidad de 20%, la decisién recomendada es la alternativa dos, con un valor
esperado de $21.25 millones.

2. Media, con una probabilidad de 32 %, la decisién recomendada es la alternativa dos, con un valor
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esperado de $31.094 millones.

3. Alta, con una probabilidad de 48 %, la decisién recomendada es la alternativa tres, con un valor
esperado de $61.667 millones.

El valor esperado con informacién muestral es de $43.8 millones, mientras que el valor esperado sin
informacién muestral es de $42 millones, por lo tanto el valor esperado de la informacién muestral es de:

43.8 —42 = $1.8 millones

Y el porcentaje de eficiencia de la informacion muestral es de 1.8/6.5 = 27.69 %

3.8. USO DE SOFTWARE

Como en los dos capitulos anteriores se presenta el software denominado IOpeTec, que permite resolver
la mayoria de los procedimientos presentados en este capitulo, en donde los datos iniciales de captura
del problema se realizan con controles dentro de una hoja de célculo y los datos relacionados con pagos,
probabilidades previas y probabilidades condicionales se realizan en rangos de celdas. Resolver el ejem-
plo 3.8.

Los datos iniciales de captura estd compuesto por los siguientes controles:

1. Numero de alternativas de decisién: permite capturar entre 2 y 20 alternativas.
2. Numero de estados de la naturaleza: permite capturar entre 2 y 20 estados.

3. Estando habilitada la casilla de verificacién con informacién adicional, permite la captura del nu-
mero de indicadores, que podran ser entre 2y 10.

4. Para el criterio de Hurwicz, permite la captura del valor de a.

5. Mediante dos botones de opcién, se podran resolver problemas de maximizacién o de minimiza-
cion.

Después de haber capturado los datos iniciales, presionar el botén de comando Preparar captura de da-
tos para realizar la captura de los pagos, probabilidades previas y si existen probabilidades condicionales.

Después de haber capturado los datos anteriores, se podrd realizar el resumen de decisiones o hacer
el arbol de decisiones, presionando el botén de comando correspondiente (Ver figura 3.17)

Los datos de salida que se obtienen, depende si el problema es de maximizacién o de minimizacién, co-
mo si indica a continuacén:

Si el problema es de maximizacién, se obtiene un Resumen de decisiones (ver figura 3.18), que inclu-
ye los criterios de decision bajo incertidumbre, el criterio del valor esperado y los valores esperados con
informacion perfecta e informacién muestral. De igual manera se realiza el Arbol de decisiones (ver fi-
gura 3.19) con o sin informacién muestral.

Si el problema es de minimizacién, se obtiene un Resumen de decisiones, que incluye los criterios de
decisién bajo incertidumbre y el criterio del valor esperado. De igual manera se realiza el Arbol de deci-
siones sin informacién muestral.
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A B C D E F G H 1 J K E M N [e]

Teoria de decisiones

Datos Iniciales de Captura Breparar captura Regresar al mend
Niimero de alternativas de decision: [ 3 Hurwiczalfa= [ 0,5 de datos prineipa]

1

2

3 4

4 {

5 Nimero de estados de la naturaleza: I_; [~ Problema de: Realizar resumen
i * Maximizacion de decisiones
7 Con informacion adicional:

8

9

Niamero de indicadores: I_J EIMinlei|zacin ﬂacsr e.l .il‘bol de g"u:r::‘,;dh‘:: i
10
1
12 Captura de datos
13 Y Estado de la naturaleza
_‘4- Decision = - s
15 Alternativa 1 15] 18] 25
16 Alternativa 2 10) 35 a0
17| Alternativa 3 0] 30 70
18| Probabilidades previas 0.2 0.3 0.5]
19
20 Estado de la naturaleza Probabilidad condicional
21 ind.1 | Ind.2 | Ind.3
22| Estado 1 o6 03 o4
23 Estado 2 0.1 0.7] 0.2
24 Estado 3 0.1 0.1 0.8
25|

Figura 3.17: Pantalla de captura de datos.

| L M | N i 0 | P
12 Resumen de decisiones
13 | Criterio Decisidn recomendada| Valor
14| Optimista Alternativa 3 70
15 Pesimista Alternativa 1 15
16 Minimax de arrepentimiento Alternativa 3 25
17 Laplace Alternativa 3 30
18 | Hurwics (alfa =0.5) Alternativa 3 30
19| Valor esperado sfinformacion Alternativa 3 42
20 | Resultado = indicador 1 Alternativa 2 21.25
21 Resultado = indicador 2 Alternativa 2 31.0938
22 Resultado =indicador 3 Alternativa 3 61.6667
23 Valor Esperado con Informacién Perfecta = 48.5
24 | Valor Esperado de la Informacion Perfecta= 6.5
25 Valor Esperado con Informacion Muestral = 43.8
26 | Valor Esperado de la Informacién Muestral = 1.8
27| Eficiencia de la Informacidn Muestral = 27.69%
28

Figura 3.18: Pantalla de resumen de decisiones.

3.9. EJERCICIOS POR RESOLVER

1. Suponer que un tomador de decisiones que se enfrenta con cuatro alternativas de decisiéon y cuatro
estados de la naturaleza elabora la tabla de resultados para las utilidades que puede esperar (tabla

3.22).
. . Estado de la naturaleza
Alternativa de decision £ E, £ 5
Dy 28 18 20 10
D, 22 20 16 14
Ds 18 21 22 24
Dy 16 23 24 26

Tabla 3.22: Tabla de rendimientos del ejercicio por resolver No. 1.
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L | M N c [ P | @ | R s
12 Arbol de decisiones con informacién muestral

13 VEcIM Prob. indic. | VE mayor | Valor esp. | Prob. post. Pago

14

15 Alternativa 1 0.6 15|E1
16 17.95 0.15 18(E2
17 0.25 25|E3
18

19 Indicador 1 Alternativa 2 0.6 10|E1
20 0.2 2125 2125 0.15 35(E2
21 0.25 40|E3
22

23 Alternativa 3 0.6 -10|E1
24 16 0.15 30(E2
25 0.25 70|E3
26

2T

28 Alternativa 1 0.1875 15(E1
29 18.5313 0.65625 18|E2
30 0.15625 25|E3
3

32 Indicador 2 Alternativa 2 0.1875 10|E1
33 43.8 0.32‘ 31.0938 31.0938 0.65625 35|E2
34 0.15625 40(E3
35

36 Alternativa 3 0.1875 -10|E1
37 2875 0.65625 30|E2
38 0.15625 70(E3
39

Figura 3.19: Pantalla del 4rbol de decisiones.

a) Si el tomador de decisiones no sabe acerca de las probabilidades de los cuatro estados de
la naturaleza, ;cudl es la decisién recomendada usando los crietrios optimista, Hurwicz con
a = 0.6 y de minimax de arrepentimiento?

b) Suponer que la tabla de resultados es de costos en lugar de ganancias. ;Cudl es la decisi6n
recomendada usando los criterios optimista, Hurwicz con a = 0.6 y de minimax de arrepen-

timiento?
Solucién:
Inciso Criterio Decisiéon | Valor
a) Optimista D, 28
Hurwicz Dy 22
Minimax de arrepentimiento Ds 10
Inciso Criterio Decisién | Valor
b) Optimista D, 10
Hurwicz D, 17.2
Minimax de arrepentimiento D 6

2. Cierta empresa se enfrenta a una decisién de compra para un producto estacional, para el cual la
demanda puede ser alta, media o baja. El comprador puede ordenar 1, 2 o 3 lotes del producto antes
que inicie la temporada, pero posteriormente no puede reordenar. Las proyecciones de utilidades
se muestran en la tabla 3.23.

Si se solicita realizar una encuesta para ayudar a evaluar la demanda, obteniéndose las probabili-
dades condicionales para cada estado de la naturaleza en la tabla 3.24:

a) Mediante en enfoque minimax de arrepentimiento, seleccionar la mejor alternativa.
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Alternativa de decisién Estado de la naturaleza
Alta (E;) | Media (E») | Baja (E3)
Pedido de 1 lote, D; 120 110 100
Pedido de 2 lotes, D, 160 150 70
Pedido de 3 lotes, D3 200 140 30
Probalidades previas 0.35 0.4 0.25

Tabla 3.23: Tabla de rendimientos del ejercicio por resolver No. 2.

Estado de la naturaleza Prediccion
Excelente (E) | Buena (B) | Regular (R)
Alta (Ey) 0.6 0.3 0.1
Media (E») 0.2 0.6 0.2
Baja (E3) 0.3 0.2 0.5

Tabla 3.24: Probabilidades condicionales del ejercicio por resolver No. 2.

b) Calcular el valor esperado de la informacién perfecta.
¢) Por medio del arbol de decisiones, calcular el valor esperado de la informacién muestral.

d) Porcentaje de eficiencia de la informacién muestral.
Solucién:

a) La alternativa de decisién recomendada es D,, con un valor de 40.
b) VEIP =155-133.5=21.5

c¢) VEIM=138.1-133.5=4.6

d E=214%

3. Suponga que quien debe tomar la decision frente a 3 alternativas de decisién y cuatro estados de
la naturaleza desarrolla la tabla 3.25.

Alternativa de decision Estado de la naturaleza
(E1) | (E2) | (Es) | (E4)

D, 700 | 650 | 500 | 600

D, 660 | 600 | 450 | 400

Ds 500 | 600 | 750 | 650
Probalidades previas | 0.25 | 0.15 | 0.3 | 0.3

Tabla 3.25: Tabla de rendimientos del ejercicio por resolver No. 3.

Si se solicita realizar una encuesta para ayudar a evaluar la demanda, obteniéndose las probabili-
dades condicionales para cada estado de la naturaleza, como se muestra en la tabla 3.26.

a) Por medio del criterio de Hurwicz y con a = 0.4, seleccionar la mejor alternativa.

b) Calcular el valor esperado de la informacion perfecta.

¢) Por medio del arbol de decisiones, calcular el valor esperado de la informacién muestral.

d) Porcentaje de eficiencia de la informacién muestral.
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Estado de la naturaleza Predicci6n
Excelente (E) | Buena (B) | Regular (R)
E; 0.75 0.12 0.13
E, 0.25 0.55 0.20
E; 0.22 0.23 0.55
E, 0.30 0.55 0.15

Tabla 3.26: Probabilidades condicionales del ejercicio por resolver No. 3.

Solucion:

a) La alternativa de decisién recomendada es D3, con un valor de 600.
b) VEIP =692.5-635=57.5
¢) VEIM =653.375-635=18.375
d E=31.96%
4. El duefio de un rancho con 100 hectdareas de tierra cultivable, debe decidir entre 4 cultivos para la

proxima temporada. Para cada cultivo ha obtenido las siguientes estimaciones en miles de pesos,
sobre la cosecha y la utilidad esperada, como se muestra en la tabla 3.27.

Alternativa de decisién Estado de la naturaleza (clima)
Seco (E;) | Moderado (E») | Himedo (E3)
Cultivo 1 (D) 2500 3800 5000
Cultivo 2 (Dy) 2000 2200 3300
Cultivo 3 (D3) 3400 2800 2900
Cultivo 4 (Dy) 4500 3500 4000
Probalidades previas 0.25 0.5 0.25

Tabla 3.27: Tabla de rendimientos del ejercicio por resolver No. 4.

Si se solicita realizar un estudio de investigacién sobre el clima, obteniéndose las probabilidades
condicionales para cada estado de la naturaleza, como se muestra en la tabla 3.28

Prediccion
Estado de la naturaleza Bueno (B) | Regular (R) | Malo (M)
Seco (E) 0.7 0.15 0.15
Moderado (E>) 0.2 0.6 0.2
Humedo (E3) 0.25 0.25 0.5

Tabla 3.28: Probabilidades condicionales del ejercicio por resolver No. 4.

a) Calcular el valor esperado de la informacién perfecta.
b) Por medio del arbol de decisiones, calcular el valor esperado de la informacién muestral.

¢) Porcentaje de eficiencia de la informacién muestral.

Solucion:
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a) VEIP =4275-3875=400
b) VEIM =4032.5-3875=157.5
¢) E=39.38%

5. Lademanda estimada de cierta empresa para el mes siguiente del producto que fabricaes1, 2,3 04,
con probabilidades previas de 0.3, 0.3, 0.2, y 0.2, respectivamente. Si un producto que es fabricado
un mes se vende ese mismo mes el precio de venta serd de $700, mientras que si ha de venderse el
mes siguiente el precio de venta serd de $450. Los costos unitarios de produccién son de $500. Con
estos datos se forma la matriz de rendimientos, como se muestra en la tabla 3.29.

Alternativa de decision Estado de la naturaleza
Vender 1 | Vender 2 | Vender 3 | Vender 4
Fabricar 1 200 200 200 200
Fabricar 2 150 400 400 400
Fabricar 3 100 350 600 600
Fabricar 4 50 300 550 800

Tabla 3.29: Tabla de rendimientos del ejercicio por resolver No. 5.

Si se solicita realizar un estudio de investigacién sobre el nimero de productos a vender, obtenién-
dose las probabilidades condicionales para el nivel de ventas, como se muestra en la tabla 3.30.

Prediccion
Estado de la naturaleza Alto | Medio | Bajo
Vender 1 0.8 0.1 0.1
Vender 2 0.2 0.8 0
Vender 3 0.3 0.1 0.6
Vender 3 0 0.4 0.6

Tabla 3.30: Probabilidades condicionales del ejercicio por resolver No. 5.

a) Calcular el valor esperado de la informacién perfecta.
b) Por medio del arbol de decisiones, calcular el valor esperado de la informacién muestral.

¢) Porcentaje de eficiencia de la informacién muestral.

Solucion:

a) VEIP =460-375=85
b) VEIM =396-375=21
¢) E=24.71%



Capitulo 4

CADENAS DE MARKOV

4.1. INTRODUCCION A LAS CADENAS DE MARKOV

Los modelos de los procesos de Markov son ttiles al estudiar la evolucién de los sistemas a lo largo de
varios ensayos. A menudo estos son periodos sucesivos en los que el estado del sistema, en cualquier pe-
riodo especifico, no puede determinarse con certeza. Mds bien se utilizan probabilidades de transicién
para describir la forma en la cual el sistema sufre transiciones de un periodo al siguiente. Por lo tanto in-
teresa estimar la probabilidad de que el sistema esté en un estado en particular en un periodo del tiempo
dado.

La técnica llamada cadenas de Markov, fue desarrollada por el mateméatico Ruso Andrei A. Markov en
1906. Al principio se emple6 para analizar proceso de fisica y meteorologia. Una de las primeras apli-
caciones fue el pronéstico de las condiciones climatolégicas. Las aplicaciones mds recientes incluyen
el andlisis de los movimientos de los precios de los articulos de consumo, el mantenimiento de maqui-
naria de alta precision, el comportamiento de animales de laboratorio, la seleccién de productos de los
consumidores, la longitud de las filas en los aeropuertos y los supermercados, variedad y tamafio de los
inventarios y administracién de plantas industriales.

Matriz de transicién. Es una matriz cuadrada con elementos no negativos tales que la suma de los ele-
mentos de cada renglén es uno.

Matriz estocdstica. Es una matriz cuadrada en la que cada una de sus filas es un vector de probabili-
dad.

Es posible definir las probabilidades de transicidn a partir de cada estado i a cada estado j. Para un sis-
tema con M estados, los valores p;; pueden ordenarse en forma de matriz (M x M), denominada matriz
de transicion.

pi1 pi2 - pPiMm

p21 p2 -t P2Mm
P= . ) .

pPM1 Ppm2 0 PMM

Cada renglon representa la distribucion probabilistica de transicion de un paso para todos los estados. A
partir de esto se tiene de inmediato que la suma de cada renglén es igual a 1.

M
Z pij=1 para toda i

131
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Procesos estocasticos.

Los procesos estocdsticos son de interés para describir el comportamiento de un sistema en operacion
durante algunos periodos. Un proceso estocdstico tiene la siguiente estructura. La condicién actual del
sistema puede estar en una de M + 1 categorias mutuamente excluyentes llamadas estados. Por conve-
niencia en la notacién, estos estados se etiquetan 1,2,..., M. La variable aleatoria X; representa el estado
del sistema en el tiempo t, de manera que sus tnicos valores posibles son 1,2,..., M. El sistema se ob-
serva en puntos del tiempo dados, etiquetados t = 0,1,2,.... De esta forma, los procesos estocésticos
{X¢} = {Xo, X1, X2,...} proporcionan una representacion matematica de como evoluciona la condicién
del sistema fisico a través del tiempo. Este tipo de procesos se conocen como procesos estocasticos de
tiempo discreto con espacio de estado finito.

Probabilidad de transicion estacionarias de un solo paso.

A cada posible transicion del estado E = i al estado E = j, se asocia una probabilidad p;;, denomina-
da probabilidad de transicién de un paso. Si ninguna transicién puede ocurrir del estado i al estado j,
pi;j = 0. Por otra parte, si el sistema al encontrarse en el estado i puede pasar s6lo al estado j en la si-
guiente transicion, p;; = 1. Se dice que las probabilidades de transicion de un paso son estacionarias.
Asi, tener probabilidades de transicién estacionarias implican que las probabilidades de transicién no
cambian con el tiempo.

4.2. PROBABILIDAD DE TRANSICIONES ESTACIONARIAS DE 2 PASOS

La existencia de probabilidades de transicién de un paso estacionarias también implica que, para cada
i,jynn=0,1,2,..)), P{Xpsn = jlX; =i} = P{X;, = jIXo = i} para £ = 0,1, 2,.... Estas probabilidades con-
dicionales se llaman probabilidades de transicién de n pasos.

Simplificando la notacién de las probabilidades de transicién estacionarias:
pij = P{Xn1=jIXe =1}

pi? = PXpan = jIX; = 1}

Asi las probabilidades de transicién de n pasos son simplemente la probabilidad condicional de que el
sistema se encuentre en el estado j exactamente después de n pasos o periodos, dado que comenzé en el

. —_ _ ) _ -” Y
estado i en cualquier tiempo ¢. Cuandon=1, p ij = Pijque corresponde a la probabilidad de transicion
de un paso.

Las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov proporcionan un método para calcular estas probabilidades
de transicién de n pasos:

M
(n) _ (n-1) (1)
Pij _kX_:lpik Pkj

Suponiendo que se tiene una matriz de transicién con M = 2 estados y n = 2 pasos, los célculos para
i=1,2yj=1,2, se obtienen de la siguiente manera:

2 _ 1 (1) 1 (1) 2 _ 1 1) 1 1)
P11 = P11 P11 T P12 Pa P12 = P11 P12 T P12 P2
(2) _
pi =
2) 1 @M 1 @ (2) m @ . @

Po1 = P21 P11 t Py Pay Pao = Pa1 P12 T Pay P
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Esto es equivalente a multiplicar la matriz de transicién de un paso por si misma, es decir.
PP =p.p=p°

De la misma manera se obtienen las matrices de transicién de 3,4,..., n pasos.
p¥=p?. p=p

P =p"l.p=p"

Asi la matriz de probabilidades de transicion de n pasos P es posible obtener al calcular la n-ésima po-
tencia de la matriz de transicién de un paso P.

Ejemplo 4.1 Autobuses del sureste es una compaifia de arrendamiento de autobuses que los renta
en 3 regiones: Norte, Central y Sur; de datos estadisticos se ha determinado que de los autobuses que se
rentan cada mes, en el norte 40% van a una regioén del norte, 20% terminan en la regién central y 40%
van la region del sur. De manera similar la compafiia ha determinado que cada mes 50 % de los autobu-
ses que se rentan en la regién central se devuelven en la misma, 20% van a la region del norte y el 30%
restante van a la region del sur. Por tltimo de los autobuses que se rentan en la regién del sur, 35% van
ala region del norte, 50% van a la region central y 15% se devuelven en la region del sur. Determinar la
matriz de transicién de un paso y de n pasos.

Matriz de transicién de un paso:
N C S
N (0.40 0.20 0.40
P= C |0.20 0.50 0.30
S \0.35 0.50 0.15

Matriz de transicién de n pasos:

0.40 0.20 0.40 0.40 0.20 0.40 034 038 0.28
P’=P-P=| 020 0.50 0.30 0.20 050 0.30 |=| 0285 044 0.275
0.35 0.50 0.15 0.35 0.50 0.15 0.2925 0.395 0.3125

En la matriz de transicién P?, se puede apreciar que un autobus que parte de la regién norte, al siguiente
mes la probabilidad de estar en la regiéon norte es de 0.34, en la regién central de 0.38 y en la region del
sur de 0.28. De igual manera se obtiene las probabilidades para las regiones central y sur. A continuacién
se calculan las matrices de transicién de P3, P* y de P®, redondeando las probabilidades a 5 digitos.

034 038 0.28 0.40 0.20 0.40 0.31 0.398 0.292
PP=P>.P=| 0285 044 0275 0.20 0.50 0.30 |=| 0.29825 0.4145 0.28725
0.2925 0.395 0.3125 0.35 0.50 0.15 0.30538 0.41225 0.28238
0.31 0.398 0.292 0.40 0.20 0.40 0.3058  0.407  0.2872
P'=P3.P=| 0.29825 0.4145 0.28725 0.20 0.50 0.30 |=] 0.30274 0.41053 0.28674
0.30538 0.41225 0.28238 0.35 0.50 0.15 0.30343 0.40839 0.28818
0.3058  0.407  0.2872 0.3058  0.407  0.2872

P =pP*. P'=| 0.30274 0.41053 0.28674 0.30274 0.41053 0.28674 |=
0.30343 0.40839 0.28818 0.30343 0.40839 0.28818

0.30387 0.40883 0.28729
0.30386 0.40884 0.28729
0.30387 0.40884 0.28729
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La matriz de transicién de ocho pasos tiene la caracteristica de que los tres renglones poseen elementos
idénticos, lo que significa que la probabilidad de que un autobis esté en un estado en particular es inde-
pendiente del estado en que estaba ocho pasos antes. A estas probabilidades a las que se llegan después
de n pasos, se les denomina probabilidades de estado estable y en algunas ocasiones probabilidades
en equilibrio o probabilidades a largo plazo. En la siguiente seccidn se utilizard un procedimiento més
directo para calcular estas probabilidades.

4.3. PROBABILIDAD DE TRANSICION ESTACIONARIAS DE ESTADO ESTA-
BLE

El comportamiento de largo plazo de una cadena de Markov se describe mediante el estado estacionario.
Si P es la matriz de transicién de una cadena de Markov ergédica de M estados, entonces existe un vector
n=(m m - @y )talque:

b3t T e TIM
7'[1 nz ) nM
lim =
n—oo
7'[1 nz e nM

El término probabilidad de estado estacionario significa que la probabilidad de encontrar el proceso en
un cierto estado, por ejemplo j, después un nimero grande de transiciones tiende al valor 7; y es in-
dependiente de la distribucion de probabilidad inicial definida para los estados. El vector 7 es llamado
distribucién de estado estacionario o distribucién de equilibrio de la cadena de Markov.

El vector = = ( My Ty - Ty ) amenudo se llama distribucién de estado estable, o también distribu-
cién de equilibrio para la cadena de Markov. Para encontrar la distribucién de probabilidades de estado
estacionario para una cadena dada cuya matriz de transicion es P, se utiliza la siguiente expresion:

P11 pi2 -+ PiMm
p21 p22 - PoMm
(n) (n) (n) _ (n+1) (n+1) (n+1)
(”1 Ty = Ty ) : : : _( T Ty Ty )
pPM1 Ppm2 ot PMM

Esta expresion se puede utilizar para calcular las probabilidades para cada periodo, dado una probabili-
dad inicial, por ejemplo si las probabilidades iniciales de cada una de las tres regiones es de:

(020 050 0.30)

Calcular la probabilidad de que los autobuses se encontrardn en cada regiéon después de un periodo y
después dos periodos.

Probabilidad después de un periodo:
N C S
Periodo 0 0.40 0.20 0.40 Periodo 1
(020 050  0.30) [0.20 050 0.30|= (0.285 044  0.275)

0.35 0.50 0.15

Probabilidad después de dos periodos:
N C S

Periodo 1 0.40 0.20 0.40 Periodo 2

(0285 044  0.275) | 0.20 0.50 0.30 | = (0.29825  0.4145  0.28725)
0.35 0.50 0.15
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Si se siguen realizando estos célculos, la probabilidad que se obtendrd, después de n periodos sera equi-
valente a las probabilidades obtenidas en cada renglén de la matriz de transicion P® en la seccién ante-
rior.

Una manera directa de encontrar el vector 7 = ( Ty Ty - T ) es de la siguiente manera:
pu pi2 - PiMm
p21 P22 -+ P2m
(m 7 - wm )| . . . =(m @ - 7m)
pPmM1 Pm2 -t PMM

Multiplicando el vector por la matriz e igualando al vector, se obtiene el sistema de M ecuaciones simul-
tdneas con M incognitas.

Tipnn t+ T72p21r t + 7TmMpM1 = T

Tip12 + TMap22 + -+ + TJApMPM2 = T2
+ + + ' =

mpwm t Tepam t+ 0+ AMPMM = M

Una de las M ecuaciones es redundante y para resolver el sistema se agrega la ecuacion:
7'[1+7'L'2+"'+7TM=1

Para el ejemplo 4.1 se tiene:

020 050 030 |=(m m 73 )

(040 0.20 0.40
0.35 0.50 0.15
+
+
+

0.407; 0.20mp + 035713 = m
0.207; 0.50, + 0503 = mo
0.407; 0.30m, + 0.1513 = 73

m + T2 + T3 = 1

El sistema de tres ecuaciones con tres incégnitas se escribe como:

T + o + 3 = 1
—0.60m; + 020m, + 0.3573
0.20m; + —-0.50m + 0.5073

Il
o o

Resolviendo el sistema de ecuaciones por el método de Gauss-Jordan.

1 1 1 1
-3/5 1/5 7/20|0
1/5 -=1/2 1/2 |0

1 1 1 1
0 4/5 19/20| 3/5
0 -7/10 3/10 | -1/5

0 -3/16 1/4
1 19/16 3/4
0 181/160 | 13/40
1
0

1

0

0
0 0] 55/181
( 1 0] 74/181
1|52/181

La solucién del sistema es: 7; = 0.30387, m, = 0.40884 y m3 = 0.28729, resultado que es idéntico a los
renglones de la matriz de transicién P® obtenido en la seccién anterior.
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4.4. CLASIFICACION DE LOS ESTADOS EN UNA CADENA DE MARKOV

Después de muchas transiciones, las probabilidades de transiciéon del n-ésimo paso tienden a estabili-
zarse. Antes de realizar estos célculos es necesario estudiar cémo se clasifican los estados de una cadena
de Markov. Se utiliza la siguiente matriz de transicién y se representan las transiciones entre los estados
mediante un diagrama de transicién, donde los nodos representan los estados y los arcos representan las
transiciones entre los estados.

Para la siguiente matriz de transicion P:

06 02 02 0 0 O
07 03 0 O 0 O
p= 0 04 06 0 0 O
0 0 O 1 0 0
0 0O 0 04 02 04
0O o0 o0 o0 07 03

El diagrama de transicién se muestra en la figura 4.1

Figura 4.1: Diagrama de transicion.

1. Unestado j es accesible desde el estado i si hay forma de pasar del estado i al estado j en n pasos,
esto es si p;j > 0 para algin valor de n = 0. En el ejemplo 4.1 debido a que p;; >0 paratodaiy j,
cada estado es accesible desde cualquier otro estado. De la figura 4.1 el estado 3 es accesible desde
el estado 2 (via trayectoria 2 — 1 — 3). Los estados 1, 2 y 3 no son accesibles desde los estados 4, 5y
6.

2. Dos estados i y j se comunican si j es accesible desde i e i es accesible desde j. En el ejemplo 4.1
todos los estados se comunican. Para la matriz de probabilidad de transicién P representada por la
figura 4.1, los estados 1, 2 y 3 se comunican; de igual manera los estados 5 y 6 se comunican.

3. Un conjunto de estados es cerrado, si ningtin estado fuera de este conjunto es accesible desde otro
estado. De la matriz de transiciéon P de la figura 4.1, los estados 1, 2 y 3 forman un conjunto cerrado.
Observar que una vez que una transaccién entra a un conjunto cerrado, nunca se puede salir de él.
Un estado absorbente es un conjunto cerrado con un tinico estado.

4. Sedice que dos estados que se comunican pertenecen a la misma clase. Una clase puede consistir
en un sélo estado de comunicacién. En el ejemplo de la figura 4.1 se tienen tres clases: {1,2,3}, {4}
y {5,6}. Una Cadena de Markov donde todos sus estados son accesibles entre si y por lo tanto se
comunican se dice que es irreducible, es decir que existe una tinica clase de estados. En cambio si
al menos existen dos clases de estados la cadena no es irreducible.
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5. Un estado i es un estado absorbente si y sélo si p;; = 1. Siempre que se entre a un estado absor-
bente, nunca se saldré de él.

6. Un estado es recurrente si después de haber entrado a este estado, el proceso definitavamente
regresard a ese estado. El estado i es recurrente si f;; =377 fl.(l.”) =1, siendo f;; la probabilidad de
que comenzando en el estado i, el proceso vuelva a entrar alguna vez en él. Un estado recurrente i
se dice que es recurrente positivo si comenzando en i, el tiempo esperado (u;;) hasta que la cadena
vuelva al estado i es finito. Por el contrario, si el tiempo esperado (u;;) hasta que la cadena vuelva
al estado i es infinito, se dice que es recurrente nulo.

Sea f;; () 1a probabilidad de que el primer retorno a E; suceda en el n-ésimo paso. Se puede calcular

fi " de la siguiente manera:

o _ 1
fii =P
@_ @ n_1)
2 =p2-rpl
(n) _ 1) ., (n-1) ) ,(n=2) _ . n-1)
fii _pzz f Pii f Pii f pll
(n—k)
=pii - Zf” Pii

La probabilidad de que haya cuando menos un retorno al estado E; se determina con:
S0
n
fii= Z i
n=1

Para probabilidades de transicién menores a 5%, pudiera no converger f;; a uno, esto puede de-
pender del valor de n, que se use en la sumatoria para realizar el calculo.

Del ejemplo 4.1, calcular fi;.

Se tiene que P\)) = 0.4, P2 = 0.34, P® =0.31, P!y = 0.3058, P\ =0.30424, P® = 0.303973
PY =0.30388945, P®) = 0.30387326, P{? =0.30386869 , P\\” = 030386773

Entonces fl({l), paran=1,2,...,10 es:
(1) —-04
(2) =0.34-0.4%0.4=0.18
(3) =0.31-0.4%0.34—0.18 % 0.4 = 0.102
‘4) =0.3058—0.4 % 0.31 —0.18 % 0.34 — 0.102 % 0.4 = 0.0798
(5) =0.30424 — 0.4 % 0.3058 — 0.18 * 0.31 — 0.102 % 0.34 — 0.0798 * 0.4 = 0.05952
‘6) =0.303973 — 0.4 * 0.30424 — 0.18 % 0.3058 — 0.102 * 0.31 — 0.0798 * 0.34 — 0.05952 * 0.4 = 0.044673
(7) =0.03350145
‘3) =0.0251264175
(9) =0.018844780125
1‘}0 =0.01413358839

Con n = 10 se tiene que fi; = Zn 1 11 =0.957599, el cual se aproxima a uno, por lo que se con-
cluye que el estado 1 es un estado recurrente. Con el software I0peTec se podrdn comprobar estos
resultados.

7. Un estado i es un estado transitorio si después de haber salido de ese estado, el proceso nunca re-
gresa a él. Por consiguiente, el estado i es transitorio si existe un estado j que es alcanzable desde el
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estado i, pero el estado i no es alcanzable desde el estado j. De igual forma un estado es transitorio
sifii=X52, fl.(l.") < 1. Después de un niimero grande de pasos, la probabilidad de estar en cualquier
estado transitorio i es cero. Esto se puede comprobar al calcular las probabilidades de transicién a
n pasos con el el software 10peTec.

. Un estado i es periédico con periodo de t(¢ > 1), si es posible un retorno solamente en ¢, 2¢, 3¢, ...,

pasos. Esto significa que si p;?) > 0y n satisface la sucesion t, 2¢, 3t, ..., entonces el estado es pe-
riddico con periodo igual a ¢, de lo contrario el estado i es no peridédico o también se le denomina
aperiodico. De igual manera si pg’l?) > ( para valores consecutivos de n, el estado es aperiédico.
Para la siguiente matriz de transicién.

0 01
P=|11 0 O
010

Cada estado tiene un periodo de ¢ = 3, porque siempre es posible regresar a cada estado i, en los
pasos o periodos 3, 6, 9,.... Por ejemplo para el estado 1, la tinica forma de volver al estado 1 es a
través de la trayectoria 1 — 3 — 2 — 1 para cualquier nimero de veces. (Ver figura 4.2).

Para la matriz de transicion anterior, es facil determinar la periodicidad de la matriz, pero para

Figura 4.2: Diagrama de transicion.

otras matrices es necesario utilizar un procedimiento como el que se describi6 anteriormente, pa-
ra ello se utilizard la siguiente matriz de transicién calculando P", se tiene.

0 0 1 0 0 1 0 0
o 0o o1 ) 05 05 0 0
P= 0 1 00 o= o o o 1 [
05 05 0 0 0 0 05 05
0 0 0 1 05 05 0 0
P3_ 0 0 05 05 Pt 025 075 0 0
"1 o5 05 o0 o0 |” 0 0 05 05 |
025 075 0 0 0 0 025 0.75
0 0 05 05 0.25 0.75 0 0
P5 = 0 0 025 0.75 P6 = 0.375 0.625 0 0
1 025 075 0 o | 0 0 025 075 |’
0.375 0.625 0 0 0 0 0.375 0.625
0 0 0.25 0.75 0.375  0.625 0 0
P = 0 0 0.375 0.625 P8 _ 0.3125 0.6875 0 0
“| 0375 0.625 0 0 T 0 0 0.375 0.625

0.3125 0.6875 0 0 0 0 0.3125 0.6875
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Analizando el estado i = 1, se tiene que pill) =0, pizl) =0, pﬁ) =0, pﬁ) =0.5, pﬁ) =0, pﬁ) = 0.25,

pﬁ) =0, pﬁ) =0.375 .-+, entonces se tiene que pg'll) >0paran=4,n=6,n=38, n=10,---. De acuer-
do al primer valor de n, t = 4, el segundo valor de n debiera ser 8, el tercer valor de n debiera ser 12
y no lo son, por lo que se concluye que el estado i = 1 es aperiddico.

Analizando el estado i =2, se tiene que pgz) =0, pézz) =0.5, pgg =0, pg;) =0.75, pg) =0, p;g) =0.625,
pgz) =0, pg;) =0.6875 ---, entonces se tiene que pé’g) >0paran=2,n=4,n=6,n=_8,---. De acuer-
do al primer valor de n, t = 2, el segundo valor de n es 4, el tercer valor de 7 es 6 y entonces satisface
la sucesion t, 2¢, 3¢, - - -, por lo que se concluye que el estado i = 2 es periddico con ¢ = 2.

Con la ayuda del diagrama de transicién de la figura 4.3 se puede comprobar que el estado i = 1
es aperioddico, porque existen n formas de salir del estado 1 y regresar al estado 1. Se detallan las
primeras cuatro trayectorias.

Trayectoria No. de pasos
1-3-2-4-1 4
1-3-2-4-2-4-1 6
1-3-2-4-2-4-2-4-1 8
1-3-2-4-2-4-2-4-2-4-1 10

Para el estado i = 2, solamente existen dos trayectorias para salir del estado 2 y regresar al estado 2,
siendo éstas: 2-4-2, con 2 pasos y 2-4-1-3-2 con 4 pasos. Siendo el estado 2 periédico con ¢ =2.

0.5

Figura 4.3: Diagrama de transicion.

El estado i es ergddico si es aperiddico y recurrente positivo. Si los estados en una cadena son recurren-
tes, aperiddicos y se comunican entre si, se dice que la cadena de Markov es ergddica.

Ejemplo 4.2 Un persona cambia su carro por uno nuevo cada afio. Si tiene un Nissan lo cambia por
un VW. Si tiene VW lo cambia por un Ford. Sin embargo si tiene un Ford es igualmente probable que lo
cambie por un Ford como por un Nissan o un VW. En el afio 2018 compr6 su primer carro que era un
Ford. Hallar la probabilidad de que tenga un a) Ford 2020 b) Nissan 2020 c) VW 2021 d) Ford 2021y e) A
la larga con que frecuencia tendrd cada una de las tres marcas.

La matriz de transicién es:
N V F
N (0 1 0
P=V 0 0 1
F \1/3 1/3 1/3
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Para hallar la probabilidad de que tenga un Ford 2020 o Nissan 2020, se calcula la matriz de transicién de

2 pasos.
0 1 0 0 1 0 0 0 1
pP’= 0 0 1 0 0 1 =| 173 1/3 1/3

1/3 1/3 1/3 1/3 1/3 1/3 1/9 4/9 4/9

N V F

Partiendo de que en el afio 2018, compro su primer carro, el vector iniciales (0 0 1). Este vector se
multiplica por P2.

N V F 0 0 1 N V F
(0 0 1) 173 1/3 1/3 [= (1/9 4/9 4/9)
1/9 4/9 4/9

a) Probabilidad de que tenga un Ford 2020 es igual a 4/9.
b) Probabilidad de que tenga un Nissan 2020 es igual a 1/9.

Célculo de la probabilidad de que tenga un VW 2021 o un Ford 2021.

N V F 0 1 0 N \Y% F
(1/9 4/9 4/9)] 0 0 1 |= (4/27 7/27 16/27)
1/3 1/3 1/3

¢) Probabilidad de que tenga un VW 2021 es igual a 7/27.
d) Probabilidad de que tenga un Ford 2021 es igual a 16/27.

Alalarga con que frecuencia tendra cada una de las tres marcas.

0 1 0
(7’[1 o 7'[3) 0 0 1 2(77,'1 o 7'[3)
1/3 1/3 1/3
1/37’[3 = T
m + + 1/3n3 = m»
T, + 1/3m3 = 73
T+ 7y + T3 = 1

Resolviendo el sistema de 3 ecuaciones con 3 incégnitas:
7o =1/3m3+1/313=2/3m3

1/3n3+2/3n3+m3=1
nt3=1/2
7y =1/3
T =1/6

Alalarga se espera que tendrd un Nissan el 16.67 % de las veces, un VW el 33.33% de las veces y un Ford
el 50% de las veces.
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Ejemplo 4.3 Se tiene cuatro marcas de productos (4, B, Cy D) y se ha recopilado informacién de 2000
clientes y la manera en que se cambian de una marca a otra se presenta en la tabla 4.1

Marca Periodo 0 Gana de Pierde con Periodo 1
No.declientes | A | B | C | D | A | B | C | D | No.declientes
A 500 0O | 50|40 60| O | 50 | 25| 40 535
B 600 50| 0 {80 |70 |50 | O 0 | 50 700
C 300 251 0 0 |25]|40 |80 | 0 | 60 170
D 600 40 |50 | 60| O [60 |70 | 25| O 595
Suma 2000 2000

Tabla 4.1: Tabla de ganancias y pérdidas de clientes.

1. Plantear la matriz de transicién de un paso.

2. Calcular la proporcién de clientes de cada marca después de un periodo y después de dos periodos.

3. Calcular la proporcién de clientes de cada marca en estado estable.

La matriz de transicién se obtiene con base a la matriz de pérdidas.

La marca A tiene 500 clientes, de los cuales pierde 115 y retiene 500 — 115 = 385.
La marca B tiene 600 clientes, de los cuales pierde 100 y retiene 600 — 100 = 500.
La marca C tiene 300 clientes, de los cuales pierde 180 y retiene 300 — 180 = 120.
La marca D tiene 600 clientes, de los cuales pierde 155 y retiene 600 — 155 = 445.

A B
A [385/500 50/500
B | 50/600 500/600
C | 40/300 80/300
D | 60/600 70/600

C

25/500

0/600

D

40/500
50/600

120/300 60/300
25/600 445/600

A
B
C
D

Proporcién de clientes de cada marca después de un periodo.

A B

(025 0.3 0.15 0.3)

77/100 1/10 1/20

C D
1/12  5/6 0
2/15 4/15 2/5
1/10

2/25
1/12
1/5
7/60 1/24 89/120

A B C D
77/100 1/10 1/20 2/25
1/12  5/6 0 1/12
2/15 4/15 2/5 1/5
1/10 7/60 1/24 89/120
A B C

D

(0.2675 0.35 0.085 0.2975)

Estas proporciones si se multiplican por 2000 clientes, corresponden a los datos de la tltima columna de

la tabla 4.1.

Analizando con detalle la forma en que los clientes se cambian de cada una de las marcas.

Marca A =500 * 77/100+600 * 1/12 +300 * 2/15 +600 * 1/10 = 535

A=A

A=B
Marca C =500 * 1/20+600 * 0+300 % 2/54+600 * 1/24 =170
—_— Y~ Y

B=>A

C>A
Marca B=500%1/10+600*5/6+300*4/15+600 *7/60 =700
: )+ )+ ¢ D+ ¢ )

D=>A

B=>B

C>B

D=B

A=>C B=>C C=>C D=C
Marca D =500 2/25+600*1/12+300 * 1/5+600 * 89/120 = 595
3 - N - RN D ——————
A=>D B=D C=>D D=D
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Proporcién de clientes de cada marca después de dos periodos.

pooBoC T2 se o am | A B C D
(02675 035 0.085 02975) = o o . |= (027623 037579 0.05977 0.28821)

1/10 7/60 1/24 89/120

Proporcién de clientes de cada marca en estado estable.

77/100 1/10 1/20 2/25
1/12 5/6 0 1/12
2/15 4/15 2/5 1/5
1/10 7/60 1/24 89/120

(m 7w w3 my) =(m m w3 m)

Obteniendo el siguiente sistema de cuatro ecuaciones lineales con cuatro incégnitas.

T + TTo + T3
—23/100m, + 1/127 + 2/1573
1/10m, - 1l/6my + 4/1573
1/207’[1 - 3/577,'3

T4 =
1/107,4
7/6074
1/247'[4

+
+
+
+

Il
S O O -

Resolviendo el sistema de ecuaciones por el método Gauss-Jordan.

1 1 1 1
—-23/100 1/12 2/15 1/10
1/10 -1/6 4/15 7/60
1/20 0 -3/5 1/24

S O O~

1 1 1 1
47/150 109/300 33/100 | 23/100
-4/15 1/6 1/60 -1/10
-1/20 -13/20 -1/120| -1/20

S O O =

-15/94 -5/94 25/94
109/94 99/94 69/94
671/1410  839/2820 | 9/94

—-1113/1880 25/564 | —5/376

oS O O
S O = O

0.0465723 | 0.2980626
0.3282414 | 0.5007452
0.6251863 | 0.2011923
0.4144498 | 0.1058122

(=R e
S O = O
S = O O

0.2861723
0.4169426
0.0415774
0.2553077

[ R
S = O

0
0
1

— o O© O

0 0 O
La proporcién de clientes a largo plazo para la marcas: A =28.62%, B=41.69%, C=4.16%y D = 25.53 %.
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Ejemplo 4.4 Se tiene un ratén encerrado en una casa que tiene cuatro habitaciones: sala, recamara,
cocina y estancia, las cuales se comunican por medio de diversas puertas como se muestra en la figura
4.4. Plantear la matriz de transicioén y con Excel, calcular la proporcién a largo plazo de que el ratén pase
por cada una de las habitaciones.

Sala

Estancia

Recamara Cocina

Figura 4.4: Habitaciones con el ratén.

Suponer que la probabilidad de que el ratén pase por cada habitacién estd en funcién del niimero de
puertas que comunican a las habitaciones.

La matriz de transicién es:
S R C E
S 0 1/3 1/3 1/3
R(|1/2 0 1/2 0
cl|1/3 1/3 0 1/3
E\1/2 0 1/2 0

Proporcién a largo plazo.

A E C D E F G
1 1 1 1 1 = 1
2 -1 0.5 0.33333333 0.5 = 0
3 | 0.33333333 -1 0.33333333 0 = 0
4 | 0.33333333 0.5 -1 0.5 = 0
o
6 0.3 -0.675 0 0.075 0.3
7 0.2 -0.2 -1 -0.2 0.2
8 0.3 0.075 ] -0.675 0.3
) 0.2 0.8 1 0.8 0.2
10

Figura 4.5: Solucion del ejemplo 4.4 con Excel.

Pasos para resolver un sistema de ecuaciones lineales simultdneas con Excel.

Capturar en las celdas Al : D4, los coeficientes del sistema.
Capturar en las celdas F1: F4, los términos independientes.
Seleccionar el rango de celdas A6 : D9.

Usar la funcién =MINVERSA(A1:D4)

Presionar simultdneamente las teclas Control-Maytis-Enter.
Seleccionar el rango de celdas F6: F9.

Usar la funcion =MMULT (A6:D9,F1:F4).

Presionar simultdneamente las teclas Control-Mayts-Enter.

PN W

Alalarga el ratén pasara el 30 % de las veces por la sala, el 20 % por la recamara, el 30% por la cocinay el
20% por la estancia.
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4.4.1. Estados absorbentes

Siempre que un cadena de Markov tenga estados absorbentes, no se podrdn calcular las probabilidades
de estado estable, ya que cada una de las unidades finalmente terminara en algunos de los estados absor-
bentes. Cuando se tienen estados absorbentes, lo que interesa es conocer las probabilidades de que una
unidad de un estado no absorbente pase a los estados absorbentes. Para calcular estas probabilidades
se requiere la determinacién y uso de lo que se conoce como una matriz fundamental Q. Esta matriz se
encuentra por medio del siguiente procedimiento:

1. Eliminar los renglones correspondientes a los estados absorbentes.

2. Dividir la matriz restante en estados absorbentes y no absorbentes. Denominar G a la parte de la
matriz de estados absorbentes y a la parte de estados no absorbentes H.

3. Calcular Q = (IH)™!, donde: I es la matriz identidad y el exponente —1 se refiere a la inversa de la
matriz.

4. Calcular las probabilidades que alcanzard cada uno de los estados absorbentes, realizando la mul-

tiplicacion de las matrices R = Q * G.

Ejemplo 4.5 En la siguiente matriz de transicion se resume la informacion del progreso de estudiantes
de cierta universidad.

Graduado Desercion | Primer ano Segundo afio Tercer afio Cuarto afio
Graduado 1 0 0 0 0 0
Desercién 0 1 0 0 0 0
Primer afio 0 3/20 3/20 7/10 0 0
Segundo afio 0 3/20 0 1/10 3/4 0
Tercer afilo 0 1/10 0 0 1/10 4/5
Cuarto afio 17/20 1/20 0 0 0 1/10

1. Calcular las probabilidades de que un estudiante de tercer afio se graduie o deserte.

2. Al iniciar el ciclo escolar la universidad tiene 350 estudiantes de primer afo; 300 de segundo afio;
200 de tercero y 150 de cuarto. ;Qué porcentaje se estima que se graduara de los 1000 estudiantes

de la universidad?

0 3/20 3/20 7/10 0 0
0 3/20 1/10 3/4 0
G= 0 1/10 H= 0 1/10 4/5
17/20 1/20 0 0 1/10
1 000 3/20 7/10 0 0 17/20 -=7/10 0 0
I H- 0100 0 1/10 3/4 0o | 0 9/10 -3/4 0
1o o 10 0 0 1/10 4/5 | 0 0 9/10 -4/5
0 001 0 0 0 1/10 0 0 0 9/10

Enlatabla 4.2 se presenta el método de eliminacién de Gauss, para obtener la matrizinversa Q = (1- H) -1

20/17 140/153 350/459 2800/4131

B 0 10/9 25/27  200/243

Q= 0 0 10/9 80/81
0 0 0 10/9




4.4. CLASIFICACION DE LOS ESTADOS EN UNA CADENA DE MARKOV 145

17/20 -7/10 0 0 1 0 0 0
0 9/10 -3/4 0 0 1 0 0
0 0 9/10 -4/5 0 0 1 0
0 0 0 9/10 0 0 0 1
1 -14/17 0 0 20/17 0 0 0
0 9/10 -3/4 0 0 1 0 0
0 0 9/10 -4/5 0 0 1 0
0 0 0 9/10 0 0 0 1
1 0 -35/51 0 20/17 140/153 0 0
0 1 -5/6 0 0 10/9 0 0
0 0 9/10 -4/5 0 0 1 0
0 0 0 9/10 0 0 0 1
1 0 0 -280/459 | 20/17 140/153 350/459 0
0 1 0 -20/27 0 10/9 25/27 0
0 0 1 -8/9 0 0 10/9 0
0 0 0 9/10 0 0 0 1
1 0 0 0 20/17 140/153 350/459 2800/4131
0 1 0 0 0 10/9 25/27 200/243
0 0 1 0 0 0 10/9 80/81
0 0 0 1 0 0 0 10/9

Tabla 4.2: Célculo de Q del ejemplo 4.5.

20/17 140/153 350/459 2800/4131 0 3/20 140/243 103/243

R=QG= 0 10/9 25/27 200/243 0 3/20 _ 170/243 73/243
0 0 10/9 80/81 0 1/10 68/81 13/81
0 0 0 10/9 17/20 1/20 17/18 1/18

Las probabilidades de que los cuatro estados no absorbentes terminen en los dos estados absorbentes:

Gradua Deserta

Primero [ 140/243 103/243
Segundo | 170/243 73/243
Tercero 68/81 13/81
Cuarto 17/18 1/18

1. Se obtiene la probabilidad de que un estudiante de tercer afio se gradue es de 83.95% y de que
deserte es de 16.05 %.

2. Para determinar que porcentaje se graduard de los 1000 estudiantes, se multiplican las matrices:

Gradua Deserta

140/243 103/243

170/243 73/243
68/81 13/81
17/18 1/18

Gradua Deserta

(350 300 200 150) =( 721 279 )

De los 1000 alumnos se graduardn 721, mismos que representan un 72.1 %.
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Ejemplo 4.6 Unacadena de tiendas departamentales tiene un plan de cuentas de crédito en sus ventas.
La cuentas se clasifican en 4 categorias: saldadas, con saldo del mes, con saldo vencido y como cuenta
pérdida. De los registros de la tienda, se ha calculado que 50% de las cuentas con saldo del mes pasan a
saldadas al siguiente mes, 30% permanece en la misma categoria y 20% se convierte en saldo vencido.
También se ha calculado que 45 % de las cuentas vencidas se convierten en saldos del mes, 20 % se pagan,
25% permanecen vencidas y 10% se convierten en cuentas pérdidas. Una vez que una cuenta llega a la
categoria de pérdida, se le cancela, de manera similar una vez que una cuenta pasa a la categoria de
saldada, ese dinero ya no es parte de las cuentas por cobrar.

a) Escribir la matriz de transicion.

b) Actualmente existen $125000 de las cuentas por cobrar en la categoria de saldadas, $75000 en la cate-
goria con saldo del mes, $25000 en la categoria de saldos vencidos y $10000 en la categoria de cuentas
pérdidas, ;Qué cantidad de dinero habra en cada categoria al siguiente mes?

c) Alargo plazo, ;qué porcentaje del dinero de las cuentas por cobrar se encontrard en la categoria de
saldadas o de cuentas pérdidas?

Solucién:

a) Matriz de transicién:
S SM SV CP
S 1 0 0 0
SM |05 03 02 0
SV |02 045 0.25 0.1
CP 0 0 0 1

b) Cantidad de dinero que habré en cada categoria al siguiente mes:

1 0 0 0
05 03 02 0
0.2 045 025 0.1

0 0 0 1

(125 75 25 10) =( 1675 33.75 21.25 125 )

c¢) Porcentaje de dinero que habrd en cada categoria a largo plazo:

05 0 03 0.2

G‘( 0.2 0.1 ) H_( 0.45 0.25 )
I H- 1 0) (03 02)_( 07 -02
“lo 1 0.45 025 | | —0.45 0.75

Enla tabla 4.3 se presenta el método de eliminacién de Gauss, para obtener la matrizinversa Q = (1- H) ™!

S CP
R=QG= 50/29 40/87 /2 0 ) _ SM (83/87 4/87
- | 30/29 140/87 1/5 1/10 |~ SV |73/87 14/87

De las cuentas con saldo del mes, el 95.4 % seran saldadas y el 4.6 % se convertirdn en cuentas pérdidas.
De las cuentas con saldo vencido, el 83.9% seran saldadas y el 16.1 % se convertirdn en cuentas pérdidas
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7/10 -1/5 1 0
-9/20 3/4 0 1
1 =217 10/7 0
0 87/140 | 9/14 1
1 0 50/29 40/87
0 1 30/29 140/87
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Tabla 4.3: Célculo de Q del ejemplo 4.6.

Ejemplo 4.7 Del ejemplo 4.4, ahora se considera la posibilidad de que el duefio de la casa mate al ratén
poniendo queso envenenado en la cocina y abriendo una nueva puerta hacia el exterior desde la entrada
para que pueda escapar, como se muestra en la figura 4.6

Sala

\Salida

Estancia

Recamara Cocina

Figura 4.6: Habitaciones con el ratén y puerta de salida.

Debido a que ahora se tiene una nueva puerta, se debe agregar un nuevo estado. En esta nueva situaciéon
ya no se tiene una distribucion limite ya que existen dos posibles estados finales que pueden acabar
con el ratén. Ademads el estado inicial va a repercutir en el resultado del problema ya que si el ratén se
encuentra en un principio en la recimara es mas probable que muera envenenado en la cocina, mientras
que si se encuentra en la estancia tiene més posibilidades de salir de la casa. La matriz de transicién se

presenta en la tabla 4.4

Salida Cocina | Sala Recamara Estancia
Salida 1 0 0 0 0
Cocina 0 1 0 0 0
Sala 0 1/3 0 1/3 1/3
Recamara 0 1/2 1/2 0 0
Estancia 1/3 1/3 1/3 0 0
Tabla 4.4: Matriz de transicién del ejemplo 4.7.
0 1/3 0 1/3 1/3
G= 0 1/2 H=|1/2 0 0
1/3 1/3 1/3 0 0
1 0 0 0 1/3 1/3 1 -1/3 -1/3
I-H=| 0 1 0 |- 1/2 O 0 =| -1/2 1 0
0 0 1 1/3 0 0 -1/3 0 1
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Con Excel, se obtiene la matriz inversa Q = (I — H)™!, como se muestra en la figura 4.7

_ A B C D
1 1| -0.33333333/ -0.33333333

2 -0.5 1 0

3 | -0.33333332 0 1

4

5 18/13 6/13 6/13

6 9/13 16/13 3/13

7 6/13 2/13 15/13

8

Figura 4.7: Solucién del ejemplo 4.7 con Excel.

18/13 6/13 6/13 0 1/3 2/13 11/13
R=QG=| 9/13 16/13 3/13 0 1/2 |=] 1/13 12/13
6/13 2/13 15/13 1/3 1/3 5/13 8/13

Salida Cocina

Sala 2/13  11/13
Recamara | 1/13 12/13
Estancia 5/13 8/13

De acuerdo a la matriz anterior, a la larga esas son las probabilidades de pasar de los estados no absor-
bentes a los estados absorbentes. Se puede apreciar en esta matriz que si el ratén estd en la recamara
tiene s6lo 1/13 de salir de la casa y una probabilidad de 12/13 de entrar a la cocina. Asi también si estd en
la estancia tiene una probabilidad de 5/13 de salir y una probabilidad de 8/13 de entrar a la cocina.
Ahora se comprobara realizando la multiplicacién de la matriz de transicién con la funcion = MMULT
de Excel, calculando P%?, obteniendo los mismos resultados con el procedimiento descrito anteriormen-
te.

A ¢ D E F G H
1 Salida Cocina Sala Recamara Estancia
2 salida 1 0 0 0 0
3| Cocina 0 1 0 0| 0
4| P= sala 0| 0.33333333 0| 0.33333333| 0,33333333
sl Recamara 0 0.5 0.5 0 0
6 Estancia| 0.23232333| 0.33333333| 0.23333333 0 0
7

8 | salida 1 0 0 0 o)
9 Cocina 0 1 0 0) 0
10| P?= Sala| 0.11111111f 0.61111111| 0.27777778 0 0
1| Recimara 0| 0.66666667 0| 0.16666667| 0.16666667
12 Estancia| 0.33333333| 0.44444444 o] 0.11111111] 0.11111111
13|

14 salida 1 0 0 0 0
15| Cocina 0 1 0 0 0
15| Pi= sala| 0.14197531| 0.7808642| 0.07716049 0 o)
17 | Recamara| 0.05555556| 0.85185185 0 0.0462963 0.0462963
18 Estancia| 0.37037037| 0.56790123 o] 0.0308642| 0.0308642
19/

20| salida 1 0 0 1] ]

21 Cocina ] 1 0 ] ]

22| p¥-= salal  2/13 11/13 | 1.2565E-09 0 0

23 Recimara 1/13 12/13 0 7.5396-10 | 7.539E-10
24| Estancia 5/13 8/13 0 5.026E-10 | 5.026E-10
25

Figura 4.8: Solucién del ejemplo 4.7 con multiplicacién de matrices.
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4.4.2. Tiempos promedio de primer paso

Para una cadena ergddica, sea u;; = nimero esperado de transiciones antes de llegar primero al estado
J» dado que en la actualidad se encuentra en el estado i; u;j se le llama tiempo promedio de primer paso
del estado i al estado j. También se puede interpretar como el tiempo promedio que transcurre antes
de cambiar de un estado a otro por primera vez. Del ejemplo 4.1 podria ser de interés conocer el tiempo
promedio que se requerird para que un camion rentado en el norte llegue a la regioén central. El cami6én
puede ir a otras regiones y volver al norte antes de pasar a la region central, pero todo lo que interesa
de momento es el nimero de periodos que se requieren en la actualidad para que un camién que se
encuentra en la region del norte pase a la region central. Para eso se utiliza la siguiente férmula.

M
fij =1+ ) ikt
k=1
ki
Para el caso de u;; cuando i = j, se puede obtener una vez calculadas las probabilidades de estado esta-

1
ble (my,7y,...,m)) mediante la féormula p;; = —
T

Ejemplo 4.8 Calcular los tiempos promedios de primer paso para la siguiente matriz de transicion.

0.7 0.3
P _( 0.4 0.6 )

Se forman las ecuaciones:

11 =1+ prape1 = p11 =1+0.3u2 (4.1)
Hi2=1+pripi2= 12 =1+0.7u12 (4.2)
Uo1 =1+ poopio]; = o1 =1+ 0.6u21 (4.3)
U2 =1+ parphio = o2 =1+0.4u12 (4.4)

Despejando ;2 de la ecuacion 4.2, se tiene:

H12—0.7p12 =1
0.3[112 =1
p12=10/3

Despejando p2; de la ecuacién 4.3, se tiene:

H21—0.6p21 =1
0.4[.121 =1
21 =2.5

Despejando 11 de la ecuacion 4.1, se tiene:
p1=1+03%25=1.75
Despejando 2 de la ecuacion 4.4, se tiene:

Lip =1+0.4%10/3=7/3
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Ejemplo 4.9 Célcular la primera transicion de la region central a la regién del sur del ejemplo 4.1 (i =2
aj=3).
04 02 04
P=| 02 05 03
035 05 0.15

H23 = 1+ Pp21H13 + P22 l23 = H23 = 1+ 0.2#]3 + 0.5[123 (4.5)

Esta ecuacion tiene dos incégnitas, o3 v (13, para determinar los valores de dos incégnitas se requiere
una segunda ecuacion. En este caso, la ecuacién debe dar un valor de p;3; por ello se plantea la ecuacién
de la primera transicion para ir del estado uno al estado 3.

M1z =1+ pripi13 + prapes = pi13 =1+0.4u13 +0.2u23 (4.6)
Se obtiene de las ecuaciones 4.5 y 4.6, el sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas:
0.5u23 —0.2u13=1 4.7)
—0.2u23+0.6u13=1 (4.8)
Resolviendo el sistema por cualquier método se tiene que pp3 = 40/13 y 13 = 35/13. De acuerdo a este

resultado, se puede esperar que un autobts que sale de la regién del centro requiera en promedio 3.1
meses para pasar a la region del sur.

Ejemplo 4.10 Hallar las u;; de la matriz de transicion del ejemplo 4.4.

0 1/3 1/3 1/3
172 0 1/2 0
1/3 1/3 0 1/3
172 0 1/2 0

H11 =1+ prafor + pi3ps1 + praplar = p11 = 1+ 1/3up1 +1/3u31 +1/3 gy (4.9)
12 =1+ pripiz + p13psz + praplar = P12 =1+ 012 +1/3p30 + 1/3 140 (4.10)
t13 =1+ pr1fas + praples + praplag = pz = 1+0p13+ 1/3 23+ 1/3 a3 (4.11)
H1a =1+ pripia+ prapoa + p1apiza = f1a =1+0p14 +1/3 24 +1/3u34 (4.12)
M1 =1+ pozpiz1 + Pasps1 + Paaftar = po1 =1+ 0p21 + 1/2u31 +0pgy (4.13)
Moz =1+ pa1fi2 + Paspis2 + P2aplaz = poo = 1+ 1/2p12 + 1/235 + Optap (4.14)
M23 =1+ P11 + Pozpios + P2aplas = pog = 1+ 1/2u13 + Opp3 + Opgs (4.15)
H2a =1+ pa1t1a + Poafloa + P2sisa = poa =1+ 1/2p14 +Opog +1/2p34 (4.16)
M31 =1+ psapiz1 + P33z + P3aptar = p31 =1+ 1/3p21 + 0y +1/3p4 (4.17)
M3z =1+ p31fh2 + P3sisz + Paaplar = 32 =1+ 1/3p12 +0pzz + 1/3 g2 (4.18)
Haz =1+ p31p13 + paspios + p3aplaz = U3z =1+ 1/3p13+1/3ps3 +1/3 43 (4.19)
H3a =1+ p31fia+ psafloa + P33pisa = f3a = 1+ 1/3p14 + 1/3 24 +0psa (4.20)
Ma1 =1+ pazfio1 + Pagii31 + Paatar = a1 = 1+ 0p21 +1/2031 +0pgy (4.21)
Pa2 =1+ parh12 + pa3pisz + Paaflap = ap =1+ 1/2070+1/2u32 +0ptg2 (4.22)
a3 = 1+ pa1piz + pas i3 + paapla3 = paz =1+ 1/2p13 + 0oz + 0ptg3 (4.23)
Haa =1+ paipiia + paoioa + Pazpza = Paa =1+ 1/2p14 +0poq +1/2u34 (4.24)

Tomando las ecuaciones 4.13, 4.17 y 4.21, se forma el sistema de ecuaciones simultdneas:
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Ho1 = 1/2uz =1
=1/3u21  +  pz1 - 1/3us =1
- 1/2u31  + s =1

Resolviendo el sistema se tiene que: pp; = 2.25, ps; = 2.5 y g1 = 2.25. Sustituyendo en la ecuacién 4.9

1 1
w11 =10/3, que podra comprobarse si se calcula con py; = — = 03 =10/3
V3t .

Tomando las ecuaciones 4.10, 4.18 y 4.22, se forma el sistema de ecuaciones simultdneas:

M1z - 1/3ps2 — 1/3p42 =1
=1/3u12  + 32 - 1/3uspz =1
—1/2#12 - 1/2[.!32 + U4 =1
Resolviendo el sistema se tiene que: p12 =4, 32 =4y g2 = 5. Sustituyendo en la ecuacion 4.14 ugy =5,
1 1
que podrd comprobarse si se calcula con ppy = — = 02" 5
T .

Tomando las ecuaciones 4.11, 4.15 y 4.23, se forma el sistema de ecuaciones simultdneas:

H13 - 1/3p23  — 1/3p43 =1
-1/2m3  +  pos =1
—1/2#13 + 43 =1
Resolviendo el sistema se tiene que: 13 = 2.5, yz3 = 2.25 y g3 = 2.25. Sustituyendo en la ecuacién 4.19
1 1
tss = 10/3, que podra comprobarse si se calcula con 33 = — = 03" 10/3
I3 .

Tomando las ecuaciones 4.12, 4.16 y 4.20, se forma el sistema de ecuaciones simultdneas:

Hi4 — 1/3[.!24 — 1/3#34 =1
=124+ H2a - 12u34 =1
—1/3[.114 - 1/3/124 + 34 =1
Resolviendo el sistema se tiene que: p14 =4, ti24 =5V p3q = 4. Sustituyendo en la ecuacion 4.24 gy =5,
1
que podrd comprobarse si se calcula con gy = — = 02" 5
Ty .

4.5. USO DE SOFTWARE

El software IOpeTec, permite resolver los procedimientos presentados en este capitulo, en donde el nu-
mero de estados de la cadena de Markov se captura en una caja de texto dentro de la hoja de célculo
y presionando el botén de comando Preparar captura de probabilidades para capturar en un rango de
celdas las probabilidades de cada estado y las probabilidades iniciales. La pantalla de captura se presenta
en la figura 4.9, para resolver la cadena de markov del ejemplo 4.3.

Mediante el botén de comando Clasificacién de estados, permite obtener si un estado es recurrente o es
transitorio, asi mismo si el estado es periodico o es aperiodico, como se muestra en la figura 4.10

Por medio del botén de comando Solucién de la cadena de Markov, permite obtener los tiempos pro-
medios de primer paso para todos los estados de i a j y las probabilidades de estado estacionario para
todos los estados de la matriz de transicién, como se muestra en la figura 4.11

Mediante el botén de comando Simular la cadena de Markov, permite ver graficamente las transiciones
de un estado a otro en cada paso y se obtienen los tiempos promedios de primer paso simulado para
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A B C o] E F G H 1 J K L M N (=}
1 Cadenas de Markov
2 Regresar al meni
: Preparar captura Solucién de la Probabilidades de Simular paso a paso: principal
A Datos Iniciales de Captura de probabilidades cadena de Markov | transicion a n pasos:
: Nimero de estados: I 4 = < Valores -~
= alores iniciales -
6 Clasificacion de Simular la cadena Iniciales = Quardar datos en
7 estados de Markov =
S nueve libro
8
9
10 Captura de probabilidades
1 De\A Estado1 Estado2 Estado3 Estadod
12 Estado 1 0.77] 0.1 0.05 0.08)
13 Estado 2 0.083333| 0.833333 0] 0.083333]
14 Estado 3 0.133333| 0.266667| 0.4 0.2
15 Estado 4 0.1 0.116667| 0.041667| 0.741667
16 Prob. iniciales 0.25 0.3 0.15 0.3
17

Figura 4.9: Pantalla de captura de datos.

M ] (o] P Q
10 Clasificacién de los estados
1 Estado |Recurrente/Transitorio| Periodicidad
12 1 Recurrente fii= 1 Aperiodico
13 2 Recurrente fil = 1 Aperiodico
14 3 Recurrente fii= 1 Aperiodico
15 4 Recurrente fii= 1 Aperiodico
16

Figura 4.10: Pantalla de clasificacién de estados.

M| N (¢ P a | R | s
10 Tiempos promedio de primer paso

1 De\A Estado 1 | Estado 2 | Estado 3 | Estado 4

12 Estado 1 3.494398| 8.573739| 35.09189| 11.51408

12 Estado 2 11.31675| 2.398412| 41.68649| 11.75704

14 Estado 3 10.24084| 6.307676| 24.05153| 9.450704

15 Estado 4 10.63351| 8.207201| 36.28108| 3.916843

16 Prob. de estado estable| 0.286172| 0.416943| 0.041577| 0.255308

17

Figura 4.11: Pantalla de solucién de la cadena de Markov.

todos los estados de i a j y las probabilidades de estado estacionario para todos los estados de la matriz
de transicién, como se muestra en la figura 4.12

M N (e} P Q R S 1% u v W

10 Simula transiciones Tiempos promedio de primer paso simulado

1" Paso 1000 De\A Estado 1 | Estado 2 | Estado 3 | Estado 4

12 Estado 1 Estado 2 Estado 1 3.929134| 8.018519| 28.88462| 9.911111

13 254 432 Estado 2 10.50943| 2.284722 36.125| 11.45283

14 Estado 3 9.185185 5.28| 18.18182 10|

15 Estado 3 Estado 4 Estado 4 12.26667| 7.240741 29.56| 3.818533

16 55 259 Prob. de estado estable 0.254] 0.432 0.055 0.259

17

Figura 4.12: Pantalla de solucién simulada de la cadena de Markow.

Este mdédulo permite calcular las probabilidades de transicién a n pasos, presionando primero el botén
de comando Valores iniciales y presionando después el botén de control de nimero se calculan las pro-
babilidades de transicién paso a paso, en el que se observa que a medida de que van aumentando los
pasos, las probabilidades de transicién se van estabilizando. Como se muestra en la figura 4.13

Este m6dulo permite simular las transiciones paso a paso, presionando primero el botén de comando
Valores iniciales y presionando después el bot6n de control de nimero. Como se muestra en la figura
4.14
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M N 0 P Q R S

10 Matriz de transicién de 40 pasos

11 De\A Estado 1 | Estado 2 | Estado 3 | Estado 4

12 Estado 1 0.286173| 0.416942( 0.041577( 0.255308

13 Estado 2 0.286172| 0.416943( 0.041577( 0.255308

14 Estado 3 0.286172| 0.416943( 0.041577( 0.255308

15 Estado 4 0.286172| 0.416942( 0.041577( 0.255308

16 Prob. al periodo 0.286172| 0.416943( 0.041577( 0.255308

17

Figura 4.13: Pantalla de probabilidades de transicién paso a paso.

M N 0 P Q
10 Simula transiciones

1 Paso 40

12 Estado 1 Estado 2

13 13 8

14

15| Estado 3 Estado 4

16 4 15

17

Figura 4.14: Pantalla de simulacién paso a paso.

4.6. EJERCICIOS POR RESOLVER

1. Parala siguiente cadena de Markov que tiene las siguientes probabilidades de transicion, calcular
las probabilidades de estado estable.

0 05 05 0
03 04 03 0
0.2 0.2 04 0.2
0.1 04 04 0.1

pP=

Solucién: m; =0.18803, 7 = 0.34188, 3 = 0.38462 y 4 = 0.08547

2. En una ciudad pequefia existen 3 supermercados (Superl, Super2, Super3), existe la movilidad de
un cliente de un supermercado a otro. Actualmente 25% de los clientes van al Superl, 40% van al
Super2 y 35% van al Super3 de un total de 1200 personas. Cada mes el Super] retiene el 70 % de sus
clientes y pierde el 30% que se van al Super2. De la misma manera se tiene que el Super2 retiene
el 25% y pierde el 50% que van al Superl y 25% que se van al Super3. El Super3 retiene el 40% y
pierde el 35% que se van al Superl y el 25% que se van al Super2.

a) Determinar la cantidad de clientes que tendra cada Super después de dos periodos.
b) Calcular las probabilidades de estado estable.
¢) Calcular el tiempo promedio de primer paso del estado 2 al estado 1.

Solucion:

a) Superl: 676.2, Super2: 329.8 y Super3: 194
b) m; =0.60311, 1, =0.28016 y 3 =0.11673
C) M2, =2.19 periodos.

3. Cierta compafiia tiene una flotilla de 400 autobuses. Se inspecciona cada autobus una vez a la se-
mana. Durante este tiempo, pudo haber estado rentado, puede habérsele dado mantenimiento
menor o mantenimiento mayor. En la primera semana del mes de enero, se determiné que 300
autobuses estaban en condiciones de ser rentados, 60 necesitaban reparaciones menores y 40 ne-
cesitaban reparaciones mayores. En la segunda semana de enero, 240 autobuses que estaban en
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buenas condiciones se encontraban en las mismas circunstancias, 45 necesitaban reparaciones
menores y 15 necesitaban reparaciones mayores. De los 60 autobuses que necesitaban reparacio-
nes menores, 36 se encontraban en buenas condiciones, 18 seguian requiriendo reparaciones me-
nores y otros 6 requerian ahora reparaciones mayores. Por tltimo de los 40 autobuses que reque-
rian reparaciones mayores, 25 estaban en buenas condiciones, 10 requerian reparaciones menores
y 5 seguian necesitando reparaciones mayores.

a) Elaborar la matriz de transicién de este problema.
b) Calcular las probabilidades de estado estacionario.

Solucion:

a) Matriz de transicion:
Renta M. menor M. mayor

Renta 0.80 0.15 0.05
M. menor | 0.60 0.30 0.10
M. mayor \ 0.625 0.25 0.125

b) Probabilidades de estado estacionario: 7; = 0.752, 12 = 0.184 y 3 = 0.064

En la industria de la cerveza, tres marcas (A, B y C) compiten por los clientes. En tiempos recientes,
el fabricante de la marca A solicit6 a una agencia externa llevara a cabo un estudio sobre la forma
en que los clientes estaban reaccionando a los anuncios. Los resultados del estudio mostraron que
después de 2 meses, 45% de los clientes de la marca A la seguian prefiriendo, 20 % preferian la B
v 35% preferian la C. De los clientes de la marca B, 60% seguian prefiriendo la B, 28 % preferian
la Ay 12% preferian la C. De los clientes de la marca C, 55% seguian prefiriendo su marca, 15%
preferian la A y 30% preferian la B. Determine el porcentaje de estado estacionario de los clientes
que prefieren cada tipo de cerveza.

Solucién: w4 = 0.28628, 1 = 0.38767 y mc = 0.32604

E1 01 de enero de este afio, la panaderia Chonita controlaba el 50 % de su mercado local, mientras
que las otras dos panaderias A y B, tenian 30 y 20 % respectivamente del mercado. Basdndose en
un estudio de una empresa de investigaciones de mercado, se compilaron los siguientes datos: La
panaderia Chonita retiene el 80 % de sus clientes y gana el 12% de los clientes de a A y el 8% de los
de B. La panaderia A retiene el 65 % de sus clientes y gana 15 % de los clientes de Chonita y 20% de
los de B. La panaderia B retiene el 73 % de sus clientes y gana 15 % de los clientes de Chonitay 12 %
de los de A. ;Cudl serd la participacion de cada panaderia a largo plazo?

Solucién: 7y = 0.42857, w2 = 0.25532 y 13 = 0.31611

La cosecha de fresas de Zamora se clasifican como superiores, buenas, regulares o malas. Después
de una cosecha superior, las probabilidades de tener durante el siguiente afio una cosecha supe-
rior, buena, regular o mala son de 0.45, 0.15, 0.2 y 0.2 respectivamente. Después de una cosecha
buena, las probabilidades de que la siguiente cosecha sea superior, buena, regular o mala son de
0.1, 0.6 y 0.1 y 0.2. Después de una cosecha regular, las probabilidades de que la siguiente cosecha
sea superior, buena, regular o mala son de 0.1, 0.35y 0.5y 0.05 y Después de una cosecha mala, las
probabilidades de una cosecha superior, buena, regular o mala son de 0.18, 0.12, 0.6 y 0.1. Deter-
minar las probabilidades a largo plazo.

Solucién: my =0.171, mp = 0.37833, 713 = 0.31131 y 14 = 0.13937

. Una empresa que estd dividida en cuatro departamentos y permite el movimiento de personal

entre ellas. Entre enero y febrero, los movimientos de personal fueron como se indica en la tabla
4.5.
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Departamento | Enero 1 nga ?:1 © 1 Febrero
1 40 0|/3]|4]6 43
2 50 5/0|6]|8 57
3 30 3|/5/0]5 31
4 80 2141210 69

Tabla 4.5: Tabla de ganacias del ejercicio propuesto No. 7.

a) ;Qué porcentaje de personal estara trabajando para cada departamento en febrero?
b) ;Qué porcentaje de personal estard trabajando para cada departamento a largo plazo?
¢) Calcular los tiempos de primer paso del estado 3 al estado 2.

Solucién:

a) Depto. 1: 21.5%, depto. 2: 28.5%, depto. 3: 15.5% y depto. 4: 34.5%

b) Proporcién de personal en cada departamento a la larga: 7; = 0.24476, 7, = 0.36245,
m3=0.17114y 74 = 0.22166

C) U3 =6.41 meses.

. De la tabla 4.6: Plantear la matriz de transiciéon, calcular la participaciéon del mercado en estado
estacionario y hallar p 4

Marca Periodo 0 Ganancias de
No.declientes | A | B | C | D
A 450 0 | 40 | 30 | 50
B 350 40 | 0 | 50 | 60
C 300 35130 0 | 25
D 400 15130 | 50| O

Tabla 4.6: Tabla de ganacias del ejercicio propuesto No. 8.

Solucién:
4/5 4/45 7/90 1/30

4/35 5/7 3/35 3/35
1/710 1/6 17/30 1/6
1/8 3/20 1/16 53/80

P=

Participacion del mercado en estado estacionario: 71 = 0.36312, m, = 0.29912, 713 = 0.15124 y 714 =
0.18652
2.4 =12.5 periodos.

. Una empresa grande reuni6 informacién de las razones por las que los ingenieros de nivel A, B, Cy
D abandonan la empresa antes de su retiro por razones de tipo personal. Suponga que es aplicable
la matriz de transicién que se presenta en la tabla 4.7.
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Retiro | Abandono | Ing.A | Ing. B | Ing. C | Ing. D
Retiro 1 0 0 0 0 0
Abandono 0 1 0 0 0 0
Ingeniero A | 0.30 0.20 0.40 0.10 0 0
Ingeniero B | 0.20 0.05 0 0.60 0.08 0.07
Ingeniero C | 0.05 0.10 0 0 0.75 0.10
IngenieroD | 0.15 0.20 0 0 0 0.65

Tabla 4.7: Matriz de transicién del ejercicio propuesto No. 9.

Actualmente la empresa tiene 500 ingenieros: 100 ingenieros A, 150 ingenieros B, 120 ingenieros
C y 130 ingenieros D. ;A la larga cudntos ingenieros de cada categoria se retiraran o abandonardn
por razones personales?

Solucién: De los 500 ingenieros, se retirardn 258.5 ingenieros y abandonardn 241.5 ingenieros.



Capitulo 5

LINEAS DE ESPERA

5.1. INTRODUCCION, TERMINOLOGIA, NOTACION Y CASOS DE APLICA-
CION

La teoria de lineas de espera o teoria de colas se originé en el afio de 1909 con los trabajos de A. K. Erlang.
Este ingeniero danés inicié un estudio de la congestion de tréfico telefénico con el objetivo de cumplir la
demanda incierta de servicios en el sistema telefénico de Copenhague. La formacién de lineas de espera
es por supuesto un fenémeno comiin que ocurre siempre que la demanda actual de un servicio excede
a la capacidad actual de proporcionarlo. Con frecuencia en la industria y en otros sitios, deben tomarse
decisiones respecto a la cantidad de capacidad que debe proporcionarse. Sin embargo, muchas veces es
imposible predecir con exactitud cudndo llegaran las unidades que buscan el servicio y cudnto tiempo
serd necesario para dar ese servicio; es por esto que esas decisiones suelen ser dificiles. Proporcionar de-
masiado servicio implica costos excesivos. Por otro lado, carecer de la capacidad de servicio suficiente
causa colas excesivamente largas en ciertos momentos. Las lineas de espera largas también son costosas
en cierto sentido, ya sea por un costo social, por un costo causado por la pérdida de clientes, por el costo
de empleados ociosos o por algtin otro costo importante. Entonces la meta final es lograr un balance eco-
némico entre el costo de servicio y el costo asociado con la espera por ese servicio. La teoria de colas en
si no resuelve directamente este problema, pero contribuye con informacién vital que se requiere para
tomar las decisiones concernientes prediciendo algunas medidas de desemperfio sobre la linea de espera
como el tiempo de espera promedio.

El proceso bésico supuesto por la mayor parte de los modelos de colas es el siguiente. Los clientes que
requieren un servicio constituyen la poblacién de clientes que entran aleatoriamente al sistema y for-
man una o varias colas para ser atendidos, en dado caso que el servidor o servidores estén ocupados. En
determinado momento se selecciona un miembro de la cola, para proporcionarle el servicio, mediante
alguna regla conocida como disciplina de servicio. Después en un mecanismo de servicio se lleva a cabo
el servicio requerido por el cliente después de lo cual el cliente sale del sistema de colas. En la figura 5.1
se muestra un sistema de colas con tres servidores ocupados y cuatro clientes haciendo cola.

Poblacion de clientes.

Es la poblaciéon potencial de clientes o ususarios que pueden solicitar el servicio en un determinado
momento, la caracteristica principal es el tamafio de la poblacién del nimero total de los potenciales
usuarios y puede suponerse que el tamafio es finito o infinito. Dado a que los cdlculos son més sencillos
en el caso de un tamafio infinito, éste es el que se considera mayormente aun cuando el tamafio real sea
un namero finito relativamente grande.

157
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Sistema de colas

Servidores

®
Cola
0 Client:
bigenicrl XX Xoiie B
®

¥

Figura 5.1: Estructura bésica de un modelos de colas.

Capacidad de la cola.

Es el maximo numero de clientes que pueden estar haciendo cola (antes de comenzar a ser servidos).
De igual manera puede suponerse finita o infinita.

Disciplina de la cola.

Se refiere al orden en que se seleccionan sus miembros para ser atendidos. A continuacién se presen-
tan algunas de las formas mds comunes.

1. Primero en entrar, primero en salir (PEPS). Los clientes son atendidos en el orden en que van lle-
gando al sistema de colas.

2. Ultimo en entrar, primero en salir (UEPS). El cliente que ha llegado més recientemente es el prime-
ro en ser atendido.

3. De manera aleatoria o con algtin procedimiento de prioridad.

En los modelos de lineas de espera se supone como normal a la disciplina de primero en entrar, primero
en salir.

Mecanismo de servicio.

Consiste en una o mads instalaciones de servicio, cada una de ellas con uno o mas canales paralelos de
servicio, llamados servidores. Si existe més de una instalacién de servicio, puede ser que se sirva al cliente
a través de una secuencia de ellas (canales de servicio en serie). En una instalacién dada, el cliente entra
en uno de estos canales y el servidor le presta el servicio completo. Un modelo de colas debe especificar
el arreglo de las instalaciones y el niimero de servidores (canales paralelos) en cada una.

Proceso de llegadas.

Es la forma en que los clientes llegan a solicitar un servicio. La caracteristica mas importante del proceso
de llegadas es el tiempo entre llegadas, que es la cantidad de tiempo entre dos llegadas consecutivas. Este
lapso es importante porque mientras menor sea el intervalo de tiempo, con mds frecuencia llegaran los
clientes, lo cual aumenta la demanda de servicios disponibles. Debido a que el tiempo entre llegadas no
se conoce con certeza, se necesita especificar una distribucién de probabilidades para este proceso. La
distribucién exponencial es de primordial importancia en los modelos de colas de espera. Da una repre-
sentacion razonable del proceso de llegadas en una diversidad de situaciones y su principal propiedad es
la carencia de memoria o propiedad markoviana, que significa de que la ocurrencia de la tltima llegada
no influye en la probabilidad de una llegada en el siguiente minuto, esto implica que la distribucién de
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probabilidad del tiempo restante desde ahora hasta que ocurra la siguiente llegada es siempre la misma,
sin importar si la tltima llegada acaba de ocurrir o fue hace mucho tiempo.

El ntiimero de llegadas por unidad de tiempo. A esta cantidad se le denomina tasa media de llegadas
(1) y al tiempo promedio entre llegadas se le denomina (1/21).

La forma de la distribuciéon exponencial, que se usa en los modelos de colas como la distribucién del

tiempo entre llegadas y algunas veces también como la distribucién del tiempo de servicio se muestra en
la figura 5.2.

-F[t} &

[k §

1/A
Figura 5.2: Distribucién exponencial.
La funcién de densidad de la distribucién exponencial estd dada por:

f(o=re M

Para hallar la probabilidad acumulada:
t
F(t) = f eMdr=1-eM
0

Sea ty un valor de t = 0, entonces las probabilidades se pueden expresar:

Aty

P(t<ty)=1—e* yP(t=ty)=e 0

1 1
La distribucién exponencial tiene una media de 1 y varianza Z

La propiedad de carencia de memoria se puede demostrar matematicamente de la siguiente manera:

P(t>Hh+blt>0H)=P(t>1h)
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esta expresion es valida para cualquier valor positivo de ¢, y de 1,

Pt>tH+6H,t>1)
P(t> 1)
B P(t>H+1)

P(t> 1)
e—/l(l’1+[2)

Pt>t1+blt>10)=

oAtz
— e_/ltl

=P(t> 1)

Para comprobar esta propiedad se considerard un tiempo promedio entre llegadas de A = 30 clientes por
hora, que es equivalente a A = 0.5 clientes/minuto y los tiempos #; y £, se muestran en la figura 5.3.

-
I T T T T T T e

0 1 2 3 4 5 6 minutos
1 L Caso 1
14 tz Caso 2

Figura 5.3: Tiempos de llegada.

Casol: 11 =15ynL=3

P(t>4.5)

P(t>3)
o 0-5%4.5

T o05%3

e—2.25

15

_ 075

P(t>15+3|t>3) =

Caso2: =15y =6

P(t>17.5)

P(t>06)
o~ 0-5%7.5

T T o-05%6

6_3'75

P(t>15+6|t>6)=

23
_ 075
La distribucién exponencial estéd estrechamente relacionada con la distribucién de Poisson. Si ocurren
llegadas de acuerdo con la distribucién de Poisson, entonces el tiempo entre llegadas serd de acuerdo
con la distribucién exponencial. La distribucién del nimero de llegadas en el intervalo [0, T] estd dada
por:
-AT n
. e (AT
P(nllegadas en el tiempo T) = —
n!

Entoncessin=0
e—)lT (A T) 0 AT
—_—— ¢
0!
Esto es equivalente segtn la distribucién exponencial, si la primera llegada sucede después del tiempo T

P(0llegadas en el tiempo T) =

P(t=T)=e"
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5.1.1. Terminologiay notacién

A = Numero promedio de llegadas al sistema por unidad de tiempo.
¢ = Numero promedio de servicios por unidad de tiempo.
1/A = Tiempo promedio que transcurre entre dos llegadas consecutivas.
1/u = Tiempo promedio de servicio de un cliente.
o = Factor de utilizacién del sistema con un servidor (1/ ).
S = Numero de servidores en el sistema.
L = Namero promedio de clientes en el sistema (cola y servicio).
L4 = Numero promedio de clientes en la cola.
W = Tiempo promedio de espera en el sistema.
W, = Tiempo promedio de espera en la cola.
Py = Probabilidad de que no haya clientes en el sistema.
P, = Probabilidad de que haya n clientes en el sistema.

U = Utilizacién de los servidores.

Nomenclatura de las diferentes lineas de espera.
El investigador britdnico D. Kendall propuso en 1953 una notacién y Lee la complement6 en 1966, para
los diferentes modelos de lineas de espera. Esta clasificacion considera seis medidas de desempeiio, ex-

presdndolas con el siguiente formato:

(alblc):(dlel f)

Donde:

a: Distribucién de llegada.

b: Distribucién del servicio.

¢: Numero de servidores en paralelo en el sistema.

d: Disciplina de la cola.

e: Maximo nimero de clientes que pueden estar en el sistema (esperando y recibiendo servicio).
f: Fuente de generacion de clientes.

Se utilizan los siguientes c6digos para los simbolos a 'y b:

M : llegada de distribucién de Poisson y servicio distribuido exponencialmente.

D: llegada o servicio deterministico.

E: Llegaday servicios distribuidos respectivamente con distribucién de Erlang y gamma.
GI: Llegadas con una distribucién general independiente.

G: Servicios con una distribucion general independiente.

Por ejemplo, un modelo (M/M/4) : (PEPS/10/0c0) representa un sistema donde el tiempo entre llega-
das y el tiempo de servicio se ajustan a una distribucién exponencial y existen 4 servidores en paralelo.
La disciplina de la cola es PEPS y hay un limite de 10 clientes en el sistema (en cola y siendo atendidos).
El tamafio de la fuente desde donde llegan los clientes es infinito.
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Operacion de estado estable

En cualquier establecimiento en donde se brinda servicio a clientes, al inicio de las actividades no existen
clientes, de modo que el primer cliente es atendido inmediatamente. Conforme van llegando més clien-
tes se van formando en la cola y la cantidad de tiempo que tienen que esperar comienza a aumentar. A
este periodo de inicio se le conoce como periodo transitorio. Después de que los efectos de las condi-
ciones iniciales son eliminados, el sistema entra a un periodo estable. Los modelos presentados en este
capitulo describen las medidas de desempenio de estado estable de una linea de espera.

Férmulas de Little

Un importante resultado matematico es el desarrollado por John D. C. Little en 1961, el cual estable-
ce que el nimero promedio de clientes en un sistema (L) es igual a la tasa promedio de llegada de los
clientes al sistema (A) por el tiempo promedio que un cliente esté en el sistema (V).

L=AW

Por ejemplo, silos clientes llegan con una tasa promedio de 5 por hora y cada uno ocupa un promedio de
30 minutos en el sistema, esta férmula indica que en promedio habra L =5 clientes/hora * 1/2 hora =2.5
clientes en el sistema. La misma demostraciéon conduce a:

Otra relacién importante es:

1
U

Ejemplo 5.1 Para comprender de mejor manera los célculos de los tiempos promedios en la tabla 5.1
se presentan datos de los primeros 10 clientes que llegan a un sistema con un servidor.

No. de | Tiempo | Tiempo Tiempo Tiempo | Tiempo | Tiempo | Tiempo
cliente de entre de inicio de de fin de de en el
llegada | llegadas | de servicio | servicio | servicio | espera | sistema
1 9:02 - 9:02 15 9:17 0 15
2 9:10 8 9:17 16 9:33 7 23
3 9:20 10 9:33 10 9:43 13 23
4 9:34 14 9:43 13 9:56 9 22
5 9:46 12 9:56 10 10:06 10 20
6 10:01 15 10:06 8 10:14 5 13
7 10:19 18 10:19 15 10:34 0 15
8 10:32 13 10:34 14 10:48 2 16
9 10:52 20 10:52 10 11:02 0 10
10 11:17 25 11:17 9 11:26 0 9
11 11:32 15 - — - - -

Tabla 5.1: Registro de 10 clientes que llegan a un sistema de colas.

Tiempo promedio que transcurre entre dos llegadas consecutivas:

1 8+10+---4+25+15 .
— = = 15 minutos
A 10
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Tiempo promedio de servicio de un cliente:

1 15+16+-+10+9

— =12 minutos
u 10
Tiempo promedio de espera en la cola:
0+7+---+0+0 .
Wg = —————— =4.6 minutos

10
Tiempo promedio de espera en el sistema:

15+23+---+10+9
W =
10

= 16.6 minutos

O también )
W =Wy +—=4.6+12 =16.6 minutos
U

Tasa de llegadas:
1
A= In clientes/minuto * 60 minutos/hora = 4 clientes/hora

Tasa de servicio:

1
= 12 clientes/minuto * 60 minutos/hora =5 clientes/hora
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Para mayor comprension de la manera en que llegan y se atienden los clientes en un sistema de lineas de

espera, se presenta con el software IOpeTec la simulaciéon con el método de Montecarlo.

5.1.2. Casos de aplicacién

Las lineas de espera, es una de las técnicas de la investigacion de operaciones mds utilizada en todos los
ambitos, en esta vida quien no hace cola para recibir un servicio desde lo mds elemental como es el de

comprar las tortillas. Se nombrarad las principales de las aplicaciones, ya que su uso es muy extenso.

Clientes que llegan a los bancos a recibir un servicio bancario.

Clientes que realizan el pago de mercancia en las tiendas de autoservicio.
Clientes que llegan a un restaurant o cafeteria.

Clientes que solicitan carga de combustible en una gasolineria.

Clientes que solicitan la compra de boleto para un evento cultural o deportivo.
Alumnos que realizan su inscripcion o reinscripcién en una escuela.

Pacientes que llegan a una clinica u hospital para recibir atencién médica.

Aviones que esperan que se libere una pista de aterrizaje.

© ® N s » =

Automoviles que llegan a solicitar servicio de estacionamiento.

._.
e

Automdviles que llegan a solicitar un servicio de mantenimiento.

—
—

. Automoéviles que pasan por una caseta de peaje.

—
AV}

. Automéviles que solicitan servicio de comida rdpida en un establecimiento.

—
w

. Barcos que llegan a un muelle para realizar carga o descarga de mercancia.

—
S

. Obreros que solicitan material o herramienta en una bodega de la empresa.

—
&)}

. Mdquinas que solicitan servicio de reparacién o mantenimiento un taller de la empresa.

—
2}

. Personal administrativo que solicita servicio de fotocopiado de la empresa.



164 CAPITULO 5. LINEAS DE ESPERA

5.2. PROCESOS DE NACIMIENTO Y MUERTE (MODELOS POISSON)

Con base a la figura 5.4 se obtienen las ecuaciones de balance para el proceso de nacimiento y muerte,
mismas que sirven para determinar la probabilidad de que haya n clientes en el sistema. Para cada estado
(n=0,1,2,...,n—1) se obtienen las ecuaciones de los flujos que entran a cada nodo, igual a los flujos que
salen del mismo, como se muestran en la tabla 5.2

Mo M An-1 An
@
.—'—"I'r
1 2 Hin 1

Figura 5.4: Diagrama del proceso de nacimiento muerte.

Estado Tasa de entrada = Tasa de salida
0 uiP1 = APy
1 MPo+ 2Py = (A +pu1)Py
2 MPy+uzPs = (A2+u2)P2
n—1 Ap—2Pp2+unPy = Ap-1+pp-1)Pp-1
n A-1Ppa+pnaPnyn = Ap+pn)Py

Tabla 5.2: Ecuaciones de balance del proceso de nacimiento muerte.

Despejando Py, Py,...,Py, Py+1 en funcién de Py se tiene:

Para el estado 0:

Ao
P =22p,
H1

Para el estado 1:
p2P2 = (A1 + 1) Py — Ao Po

A
HoPo = (A1 + #1)M—OP0 —AoPo
1

MA
H2Po = L % Py+ AoPo— Ao Py
1
MA
p,="2"p,
H2 (1

Para el estado 2:

H3P3 = (Ax+pu2)Pr— A1 P;

A A
p3Ps = (A + o) =Py — A, 2 Py
M2 M1
Ao A A A
psPy = 2220 po 4, 22 P-4, 22y
M2 H1 M1
A A1 A
p, = MM,

H3p2 1
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Y asi sucesivamente se tiene:

_ /1n—1/1n—2"'7top0

Py
HEnln-1-"t

Debido a que:

A-1=Ap2=-=A1=2=41

Bn=Hp-1=-=H2=H1=H
Se tiene que:

AT
Pn—ﬁpo—(;) Py=p"Py

Para calcular Py, se parte de que la suma de las probabilidades de Pn = 1:

00
Po+) Pp=1
n=1
Py+Py+Py+P3+---=1
p0+pp()+p2P0+p3P0+--'=l
Po(l+p+p>+p+--)=1

Siempre que p < 1, la serie geométrica infinita 1 + p + p> + p% +--- convergera a la serie finita

1-p
( ‘1' ) !
0 1 1Y

P() =1- P
Entonces: P, = (1 - p)p"

Para calcular L: -~
L=) nP,
n=0

L=) n(1-p)p"

n=0

Para simplificar la sumatoria, sea:

R=p+2p2+3p3+4p4+--- (5.1)
Multiplicando por p la ecuacién 5.1:
pR=p*+2p%+3p*+4p° +--- (5.2)
Restando la ecuacién 5.1 menos la ecuacién 5.2:

R—pR=p+p2+p3+p4+~~
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RA-p)=p(d+p+p*+p>+--)

_o=_P_
RO-p)= 7
0

R=—F_

(1-p)2
p p
L=(1-p)R=(1- =
A=pPR=0-P g5 =1

5.3. UN SERVIDOR, COLA INFINITA, FUENTE INFINITA

El mddelo basico (M/M/1) : (PEPS/oo/o0)

Para que el sistema alcance una condicién de estado estable, al calcular las medidas de desempefio de
una cola M/M/1, la tasa promedio de llegadas (1) debe ser menor que la tasa promedio de servicio (i) o

A
lo que es lo mismo — < 1. Si éste no fuera el caso, la cola del sistema continuaria creciendo debido a que

U
en promedio llegarian mads clientes que los que pueden ser atendidos por unidad de tiempo.

p = — = factor de utilizacién. También representa la fraccién promedio de tiempo que el sistema esta

ocupado (entendiéndose como ocupado cuando una o més clientes estdn esperando o siendo atendi-
das).

A
Py = l_l = probabilidad de que una unidad que llega tenga que esperar por el servicio.

Entonces Py es la probabilidad de que no haya clientes en el sistema y se calcula de la siguiente manera:

A
Pp=1-p=1-=
u

Probabilidad de que haya n clientes en el sistema:
A\n
Pp=p"Py= (—) Py
U
Nuimero promedio de clientes en el sistema:

L= p_ Alp A
Cl-p 1-Mp u-A

Numero promedio de clientes que esperan ser atendidos:

P A Ap=AMp-A)  Ap-Au+A? A
TTu-A w pe-n pp=1 =2

Tiempo promedio que un cliente se encuentra en el sistema:

wol__A 1
A AMp-A) p-A
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Tiempo promedio que un cliente tiene que esperar en la cola:
L A
q
W == —
TN p-n

También se puede calcular W o W, con:

1
%

Ejemplo 5.2 A un taller de reparaciones de aparatos electrodomésticos que es atendida por un solo
operario le llegan en promedio 9 clientes por hora, los cuales traen pequefios aparatos a reparar. El me-
cénico los inspecciona para encontrar los defectos y muy a menudo puede arreglarlos de inmediato, o de
otro modo emitir un diagnéstico, esto le toma 6 minutos como promedio. Los arribos tienen una distri-
bucién de Poisson y el tiempo de servicio la tiene exponencial. Calcular lo siguiente:

a) La proporcion de tiempo durante la cual el taller esté vacio.

b) La probabilidad de que 4 clientes estén en la tienda.

c) La probabilidad de encontrar cuando menos dos clientes en la tienda.
d) Elnimero promedio de clientes en el sistema.

e) Eltiempo promedio empleado incluyendo servicio.

f) El nimero promedio de clientes que esperan ser atendidos.

g) Eltiempo promedio en la cola.

Datos:

9
A =9 clientes/hora 1 =10 clientes/hora p= o0° 0.9
Solucidn:
a)
Pp=1-p=1-09=0.1

b)

Py =p"Py=(0.9)*(0.1) = 0.06561
c)

P;=0.9%0.1=0.09
P(n=2)=1-Py—P;=1-0.1-0.09=0.81
d)
L=-"=0.9/0.1=9clientes
l1-p
e)
W =L/A=9/9 =1 hora =60 minutos

f)

Lg=L-p=9-0.9=28.1clientes
g

Wy =Lg/A=8.1/9=0.9 horas = 54 minutos
W4y =W —1/u=60-6= 54 minutos
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Para el ejemplo 5.2 se presenta un anélisis, en el que permanece fijo el pardmetro ¢ = 10 y varia A. En la
tabla 5.3 se puede apreciar que mientras mas cerca esté p de 1, més saturado estard el sistema, lo cual
trae como resultado lineas de espera mads largas y tiempos de espera mas grandes. En la medida que
p es mayor, significa que estan llegando mas clientes al sistema y por lo tanto L, Ly, W, W, y Py van

aumentando.

o

Caracteristica de operacion

05| 0.6 0.7 0.8 09| 095 0.99
Probabilidad de que no haya clientes en el sistema (Py) | 0.5 | 0.4 0.3 0.2 ] 0.1 | 0.05 0.01
Numero promedio de clientes en el sistema (L) 1 1.5 | 23333 | 4 9 19 99
Nuamero promedio de clientes en la cola (L) 05| 0.9 | 1.6333 | 3.2 | 8.1 | 18.05 | 98.01
Tiempo promedio de espera en el sistema (W) 0.2 02503333 |05 | 1 2 10
Tiempo promedio de espera en la cola (W) 0.1 101502333 04|09 19 9.9
Probabilidad de que un cliente tenga que esperar (Py) | 0.5 | 0.6 0.7 0.8 09| 095 | 0.99

Tabla 5.3: Medidas de desempefio para diferentes valores de p.

Ejemplo 5.3 Un banco tiene una ventanilla de cajero para automovilistas que permite a los clientes
realizar todo tipo de transaccién desde su automdvil. Las llegadas a la ventanilla del cajero se ajustan a
una distribucién de Poisson, con una tasa media de llegadas de 15 autos por hora, que es igual a 0.25
autos por minuto. Los tiempos de servicio siguen una distribucién exponencial con media de 3 minutos

por auto. Calcular lo siguiente:

a) Laprobabilidad de que lleguen 2 autos en un periodo de 8 minutos.

b) Laprobabilidad de que el tiempo de servicio sea de cuando menos 3 minutos.
¢) Laprobabilidad de que no haya autos en el sistema.

d) Laprobabilidad de que los autos que llegan tengan que esperar por el servicio.
e) La probabilidad de que haya al menos 4 autos en el sistema.

f) Eltiempo promedio que un auto pasa en el sistema.

g) Eltiempo promedio que un auto pasa en la cola.

Datos: 95
A =0.25 clientes/minuto p=1/3 autos/minuto p= m =0.75
Solucién:

a) Para resolver este inciso se utiliza la distribucién de Poisson.

e*/lT(AT)n

P(nllegadas en el tiempo T) = '
n!

. . e70-25+8(0.25 x 8)2
P(2 llegadas en el tiempo de 8 minutos) = 2 =0.27067057

b) Para resolver este inciso se utiliza la distribucién exponencial.

P(tiempo de servicio = 3) = e %2*3 = 0.47236655

c)
Py=1-0.75=0.25
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d)
Pyw=Pn=1)=1-Py=1-0.25=0.75
e)

P(n=4)=1-P(n<4)
=1—(Py+P1+Py+P3)
=1—(Py+pPy+p*Py+ p>Py)
=1-Py(l+p+p?+p%
=1-0.25(140.75+0.75% +0.75%)
=0.31640625

f)
1 .
= — =12 minutos
1/3-1/4
g)
0.25 )
=9 minutos

T 1/3(1/3-1/4)

Ejemplo 5.4 Losautomdviles llegan a una ventanilla de comida rdpida, segtin una distribucién de Pois-
son con media de 12 por hora. El tiempo de servicio se ajusta a una distribucién exponencial con media
de 4 minutos por auto. En el espacio enfrente de la ventanilla se pueden acomodar un méaximo de 4 au-
tomdviles incluyendo al auto al que se le estd dando servicio. Otros autos pueden esperar fuera de este
espacio. Calcular lo siguiente:

a) Laprobabilidad de que un auto que llega encuentre espacio frente a la ventanilla.

b) La probabilidad de que un auto que llega encuentre el tinico espacio vacio frente a la ventanilla.

¢) Laprobabilidad de que un auto que llega tenga que estacionarse fuera del espacio frente a la ventani-
lla.

Datos: I ] 19

A =12 autos/hora — =4 minutos/auto U= 1 * 60 = 15 autos/hora p= 5= 0.8
U

Solucidn:

Para resolver el ejercicio se realiza el dibujo del namero de automdéviles que pueden encontrarse en el
sistema:

L] <] <] <] =]
gl Ui g Ly s L3
LI &) L&) L& [ &) [ 3
L] L] L] L] =]

Figura 5.5: Numero de autos en el sistema.

Primero se calcularan las probabilidades de: Py, Py, P2, P3y Py

Pp=1-08=02
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P1=0.8%0.2=0.16
P, =0.8%%0.2=0.128
P3=0.8%%0.2=0.1024
P, =0.8%%0.2=0.08192

a)
P(n<3)=Py+P1+P»+P3=0.2+0.16+0.128+0.1024 = 0.5904
b)
P(n=3)=0.1024
c)

Pn=4)=1-(Pp+P1+Pr+P3)=1-(0.2+0.16+0.128 + 0.1024) = 0.4096

Ejemplo 5.5 Al 4rea de fotocopiado de una biblioteca de cierta universidad es atendida por una per-
sona y llegan un promedio de 25 clientes por hora a solicitar el servicio de copias. La tasa de llegadas se
ajusta a una distribucién de Poisson. El tiempo de servicio se ajusta a una distribucién exponencial con
media de 2 minutos por cliente. Debido a que el espacio es limitado, el jefe de la biblioteca no desea tener
colas grandes, por lo que se ha fijado como meta una probabilidad de al menos 90% de que el numero
de clientes que estdn en el sistema sea menor que cinco. Determinar la tasa de servicio que hace que se
cumpla la meta que se ha fijado.

Datos:

2 minutos 1 hora
A =25 clientes/hora *

1 1

— - - = — hora/cliente
v cliente 60 minutos 30

P

25 5

1 =30 clientes/hora =
30 6

Solucién:
Para calcular la tasa de servicio que cumpla con la meta fijada la expresion se escribe de la siguiente

manera:
P(n<5)=09
Py+P1+Pr+P3+Py=09
A-p)p°+A-p)pl+A-p)p?>+1-pp>+1-p)p*=09
(1—p)(1+p+p2+p3+p4) >0.9

Esto se resuelve a prueba y error para valores de p = %
Si p=2 (1-5/6)(1+5/6+(5/6)*+(5/6)° +(5/6)*) = 0.5981 # 0.9
Si p=0.7 03(1+0.7+0.7%+0.7°+0.74) =0.8319 # 0.9
Si p=0.65 0.35(1+0.65+0.65*+0.65> +0.65") = 0.884 # 0.9

Si p=0.63 0.37(1+0.63+0.63%+0.63% +0.63*) = 0.9008 > 0.9

De esta manera, con p = % =0.63, la probabilidad de que haya cuatro personas o menos en el sistema es

de 90.08%. Para determinar la tasa de servicio, se despeja u de % =0.63 con A = 25, se tiene que u = 40.
Significando ésto que el servidor debe atender 40 personas por hora, con el fin de que la probabilidad de
que haya cuatro clientes o menos en el sistema sea de al menos 90 %.
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Modelo (M/M/1): (PEPS/N/oco)

La Unica diferencia entre este modelo y (M/M/1) : (PEPS/oco/o0) es que el nimero maximo de clientes
que se admite en el sistema es N, por lo que la longitud maxima de la linea de espera es igual a N — 1.
Esto significa que cuando haya N clientes en el sistema, todas las nuevas llegadas se eluden o bien no se
les permite entrar al sistema. El resultado es que la tasa efectiva de llegadas que se denomina A, en la
instalacién se vuelve menor que la tasa A a la cual se generan llegadas desde la fuente.

La probabilidad de que haya 7 clientes en el sistema se calcula de la siguiente manera:

1-p ) n
——F—|p" parap#1
p, = (11_pN+1

N+1

parap=1

Hay que tener cuidado de no confundir N con n, N = maximo nimero de clientes en el sistema (clientes
haciendo cola + cliente en el servidor) y n es la cantidad de clientes que hay en el sistema en un mo-
mento dado (n =0,1,2,...,N). p no necesita ser menor que 1, como en el caso del modelo (M/M/1) :
(PEPS/00/00)

El ndmero promedio de clientes en el sistema:

N
L=) nP,
n=0

El inconveniente que tiene esta férmula es que si N es relativamente grande, calcular Py, P;,...,Py con
la calculadora es un poco laborioso. Para eso se presenta la siguiente férmula:

p(l—(N+ 1)pN+NpN+1)

1
L={" a-pu-pvy _ Pae7
— parap =1

La tasa efectiva de llegadas:
Aef = A1 - Py)

Py se calcula con P, paran=N

Numero de clientes que se pierden debido a la cola limitada:
APN = A= Aey

El nimero promedio de clientes en la cola:

N A
Ly=Y (n-1P, o Ly=L--
n=1 H

El tiempo promedio de espera en el sistema:

L
wW=—"
Aef
El tiempo promedio de espera en la cola:
Lq
W, =
q Aef
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Ejemplo 5.6 Los clientes llegan a una peluqueria que atiende una sola persona y que tiene un total de
8ssillas, incluyendo a la silla que sirve para el corte de cabello. Los tiempos entre llegadas siguen una dis-
tribucién exponencial con una media de 5 minutos por cliente. El peluquero se tarda un promedio de 12
minutos por corte de cabello a cada cliente, ajustandose estos tiempos a una distribucién exponencial.
Determinar las medidas de desempefio de este modelo.

Datos:
1
N=8 1 =5 minutos/cliente A= = cliente/minuto * 60 minutos/hora = 12 clientes/hora.
1 . . 1 . . . . 12
ﬁ =12 minutos/cliente U= o cliente/minuto * 60 minutos/hora =5 clientes/hora o= = = 24
Solucioén:

Probabilidad de que haya N = 8 clientes en el sistema:

1-2.4
1-2.49

Py =Pg= ( )2.48 =0.58355423

Tasa efectiva de llegadas:
Aep =12(1—-0.58355422) = 4.9973493

Clientes que se pierden por la cola limitada:
AP =12 %0.58355422 = 7.0026507

Numero promedio de clientes en el sistema:

2.4(1 —(8+1)2.48 + 8 2.48“)

L= =7.2891223
(1-2.4)(1-2.48+1)

8
Ahora se calcula L con L = Z nP, como se muestra en la tabla 5.4

n=0
Py= ——— =0.00053014
1-2.49

n P, nP,
0 p%Py = 0.0005301 0
1 plPy=0.0012723 | 0.0012723
2 p?Py =0.0030536 | 0.0061072
3 P3Py =0.0073287 | 0.0219860
4 p*Py=0.0175888 | 0.0703552
5 p° Py =0.0422131 | 0.2110656
6 p%Py =0.1013115 | 0.6078690
7 p’Py=0.2431476 | 1.7020332
8 p®Py =0.5835542 | 4.6684338

Suma 1 7.2891223

Tabla 5.4: Célculo de L.
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Numero promedio de clientes en la cola:

4.9973493
Ly =7.2891223 - — 5 =6.2896524
Tiempo promedio de espera en el sistema:
| 7.2891223

= —— =1.45859772 horas
4.9973493

Tiempo promedio de espera en la cola:

_ 6.2896524

g = ———-—— =1.25859771 horas
49973493

Ejemplo 5.7 Considerar los datos del drea de fotocopiado de la biblioteca del ejemplo 5.5. Suponer que
Unicamente existen 5 espacios para formarse en la cola. Los clientes que llegan cuando hay N=5+1=6
clientes en el sistema se van a otro lugar. Determinar el ntimero de clientes que se pierden por hora de-
bido ala cola limitada.

Datos: 95 g
A =25 clientes/hora 1 =30 clientes/hora o= 30" 6
Solucién:
Py=Pg= ( 1-5/6 )5/66 =0.07742393
N=H6 = 15767 e

APn =25%0.07742393 = 1.935598 clientes/hora

Ejemplo 5.8 Una instalacién de servicio consta de un servidor, el cual puede atender a un cliente a un
tiempo promedio de 12 minutos (tiempos de servicio exponenciales). Un promedio de 8 clientes/hora
llegan a las instalaciones (se supone tasa de llegadas segtin una distribucién de Poisson). La capacidad
del sistema es de 7 clientes. Calcular lo siguiente:

a) Numero de clientes potenciales que entran al sistema cada hora.
b) Probabilidad de que el servidor esté ocupado.
¢) Tiempo promedio de que un cliente pasa en la cola.

Datos:
A =8 clientes/hora 1 =>5clientes/hora

p=8/5=16 N=7

Solucién:
a)
Py=P —( 1-1.6 )1 6’ =0.38393928
N=R T e T T
Aef =8(1-0.38393928) = 4.928486 clientes/hora
b)

1 - 1.6 0
Py = 1.6" =0.01430285
1-1.68
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Pn=1)=1-Py=1-0.01430285 =0.98569715

c) Para este calculo se usard la formula L, = Z (n—1)P,, como se muestra en la tabla 5.5.
n=1

N
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Py

(n-1)Py

0.02288456

0

0.03661530

0.03661530

0.05858449

0.11716897

0.09373518

0.28120553

0.14997628

0.59990513

0.23996205

1.19981026

N OO WIN - I

AW —=|O

0.38393928

2.3036357

Lg = Suma = | 4.53834089

Tabla 5.5: Célculo de L.

Ejemplo 5.9 Una tienda de hamburguesas atendida por su propietario tiene un espacio méaximo de 8
clientes incluyendo al que esté siendo atendido. Los clientes que llegan a la tienda y la encuentran llena
se van a otro lugar. Los clientes llegan de acuerdo a un proceso de Poisson con una tasa media de 15 por
hora. El tiempo de servicio se distribuye exponencialmente con una media de 5 minutos. Determinar:

a) Eltiempo promedio que un cliente debera esperar por el servicio.

b) Cantidad promedio que se pierde en ingresos debido al espacio limitado de la tienda, si la cuenta
promedio es de $60.

Datos:
A =15 clientes/hora 1 =12 clientes/hora p=15/12=1.25 N=38
Solucién:
a)
Py =Pg=|——=11.25"=0.231004961
1-1.25°

Aep =15(1—-0.231004961) = 11.5349256 clientes/hora

1.25(1 —B+1)1.255+8 % 1.258“)

L= =5.39522325
(1-1.25)(1-1.258+1)

11.5349256

Lg =5.39522325 - =4.43397945 clientes

_ 4.43397945
77 11.5349256

b) Numero promedio de clientes que se pierden por hora:

=0.38439602 horas

15 %0.231004961 = 3.465074
Cantidad promedio que se pierde por hora:

3.465074 * 60 = 207.90 pesos
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5.5. UN SERVIDOR, COLA INFINITA, FUENTE INFINITA Y G.

Modelo (M/G/1) : (PEPS/oco/o0)

Modelo con tiempo de servicio con una distribucién general independiente. En la mayoria de las situa-
ciones la distribucion de Poisson describe con precision el proceso de llegadas, pero pudiera darse el
caso que la distribucién exponencial no se ajuste muy bien al proceso de servicio. Existe una generali-
zacion del modelo basico, el cual permite que la distribucién del tiempo de servicio sea arbitraria. No se
necesita conocer la distribucién del tiempo de servicio, solamente la media (i) y la desviacién estdndar
(0). La medida de desempefio niumero promedio de clientes en la cola (L) se deriva de la formula de
Pollaczek-Khintchine (P-K) y estd definida en términos de la media y la varianza de la distribucién de los
tiempos de servicio. El resto de medidas de desempeno son las mismas que se usan en el modelo bésico.

Factor de utilizacion: 1
p=-
U
Numero promedio de clientes en la cola:
_ (A0)* +p?
7 20-p)
Numero promedio de clientes en el sistema:

Tiempo promedio que un cliente se encuentra en el sistema:

w L WW+1
= — (6] = —
A 7

Tiempo promedio que un cliente se encuentra en la cola:

W=t
Probabilidad de que el sistema esté desocupado:
Py=1-p
Probabilidad de que un cliente tenga que esperar:
Py =p

Estas medidas de desempefio también requieren que p < 1, lo que permite que el sistema de colas logre
una condicion de estado estable.

Para el caso de que el tiempo de servicio se ajuste de manera deterministica, el modelo es
(M/D/1):(PEPS/oo/o0)

Lo cual indica que la desviacion estandar es cero, entonces L4, queda de la siguiente manera:

02

La=50=0
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Para el caso de que el tiempo de servicio se ajuste a una distribucién exponencial, con mediay desviacién
estdndar ﬁ, entonces L, queda de la siguiente manera:

2
(i) -7
Y.
77 21-p)
_pP+p?
2(1-p)
02

T a-p

Que corresponde a L, del modelo basico.

Ejemplo 5.10 Al taller del Ing. Peralta llegan trabajos de torno y soldadura que son procesados por un
operario. Suponer que las llegadas de los trabajos se ajustan a una distribucién de Poisson con una tasa
media de llegada de 4 por dia de 8 horas. El tiempo requerido para terminar los trabajos sigue una distri-
bucién normal con un tiempo medio de 1.5 horas y una desviacion estdndar de 0.8 horas. Determinar las
siguientes medidas de desempefio:

a) Cantidad promedio trabajos esperando por servicio.
b) Tiempo promedio que espera un trabajo, antes de que el operario pueda comenzar a trabajar en él.

¢) Cantidad promedio de horas entre el momento en que se recibe un trabajo y el momento que se
termina.

d) Porcentaje del tiempo que estd ocupado el operario.

Datos: )
A =4 trabajos/8 horas = 0.5 trabajos/hora u= 1i5° 2/3 trabajos/hora
0.5 '

o =0.8 horas p=——=0.75
2/3
Solucién:
a)
(0.5 %0.8)2 +0.75% .
q= = 1.445 trabajos
2(1-0.75)
b)
1.445
W4y = ——=2.89 horas
0.5
c) )
W =W, +—=2.89+1.5=4.39 horas
)
d)

Pw=p=0.75 el operario estd ocupado el 75% del tiempo.

Ejemplo 5.11 Suponer que el Ing. Peralta desea contratar a un tornero experimentado y tiene que se-
leccionar entre 2 candidatos. El tornero 1 es muy consistente, realiza los trabajos de torno en 25 minutos
exactos. El tornero 2 tiene mds habilidad y realiza los trabajos con un promedio de 23 minutos por traba-
jo, pero sus tiempos varian de acuerdo con la distribucién exponencial. La carga de trabajo promedio en
el taller es de 2 trabajos por hora, con tiempos entre llegadas que varian de acuerdo con la distribucién
exponencial. ;Qué tornero le dard un tiempo de ciclo de trabajos mas corto?
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Datos:
A =2 trabajos/hora

1trabajo 60 minutos

1
Tornero 1: — = 25 minutos/trabajo U= - * = 2.4 trabajos/hora
U 25 minutos 1 hora
1 . . 1trabajo 60 minutos .
Tornero 2: — =23 minutos/trabajo u= - * =60/23 trabajos/hora
v 23 minutos 1 hora
123
w60
Solucién:
2
Tornero 1: p=—=>5/6
24
(5/6)> :
Ly = ————— =2.083333 trabajos
2(1-5/6)
L =2.083333+5/6 =2.916667 trabajos
2.916667
= —— =1.458333 horas
2
Tornero 2: p=——-=23/30
60/23
(2 % 23/60)* + (23/30)° :
q= =2.519048 trabajos
2(1-23/30)
L =2.519048+23/30 = 3.285714 trabajos

3.285714
= ———— =1.642857 horas

El tiempo promedio de trabajos es menor para el tornero 1, por lo tanto es el que pudiera contratarse.

5.6. UN SERVIDOR, COLA FINITA, FUENTE FINITA

Modelo (M/M/1): (PEPS/N/N)

Los tres modelos presentados hasta ahora, la poblacién de clientes que llegan para servicio se ha consi-
derado infinita. Cuando no existe limite respecto a cudntos clientes pueden buscar servicio, se dice que
el modelo tiene una poblacién infinita. En otros casos se asume que la cantidad méxima de clientes que
pueden buscar servicio es finito. En esta situacion la tasa media de llegadas disminuye conforme aumen-
ta el namero de clientes en el sistema, porque existen menos clientes restantes que atin no llegan.

Las medidas de desempeiio para este modelo son:
Probabilidad de que no haya unidades en el sistema:

p 1
0= "N

N!

Z‘ n)'

Nimero promedio de unidades en la cola:

A+
Lq:




178 CAPITULO 5. LINEAS DE ESPERA

Numero promedio de unidades en el sistema:
L=1Lg+(1-Py)
Tiempo promedio que pasa una unidad en la cola:

W, Lq
T7MUN-L)

Tiempo promedio que pasa una unidad en el sistema:

1
u

Probabilidad de que una unidad que llega tenga que esperar por el servicio:
Py =1-Py
Probabilidad de que haya n unidades en el sistema:

N!
(N-n)

p"Po

Una de las principales aplicaciones del modelo M/M/1 con poblacién demandante finita es el problema
de la reparacién de méaquinas. En este problema se considera que un conjunto de maquinas es la pobla-
ci6én finita de clientes que pueden solicitar servicio de reparacién. Cuando se descompone una miquina,
se presenta una llegada en el sentido de que se inicia una nueva solicitud de reparacion. Si se descom-
pone otra médquina antes de que se termine el trabajo de reparacion en la primera, la segunda comienza
a formar una cola que espera para obtener el servicio de reparacién. Otras descomposturas adicionales
significan adiciones de méaquinas a la longitud de la linea de espera.

Ejemplo 5.12 Un centro de copiado que trabaja 14 horas al dia, cuenta con 6 copiadoras idénticas.
Cada una trabaja un promedio de 4 horas con distribucidn exponencial antes de darle mantenimiento
preventivo y correctivo. Existe una persona para mantener las copiadoras en buenas condiciones. Si el
tiempo para darles mantenimiento es de 50 minutos con distribucién exponencial. Determinar las me-
didas de desempefio para este modelo (M/M/1): (PEPS/6/6).

Datos:
1 1
1= 4 horas/copiadora A =0.25 copiadoras/hora — =50 minutos/copiadora
u
1 copiadora 60 minutos ) 025 5
©= - = 1.2 copiadoras/hora p=—-=— N=6
50 minutos lhora 1.2 24

Solucién:

Probabilidad de que no haya copiadoras en el sistema:

1
Py =
&(5)0 &(5)1 a(s)z &(5)3 a(5)4 m(5)5 &(5)
—\ = +=[=] +=|=| +=[=]| +=|=| +=[=]| +=|=
6!\24) " 5\24) " al2a) " 31l24) " 21l24) " 11l24) " orl24

Numero de copiadoras promedio en la linea de espera:

5 =0.17677964

0.25+1.2

L,=6
q9 0.25

(1-0.17677964) = 1.2253219
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Numero de copiadoras promedio en el sistema:
L =1.2253219+ (1 -0.17677964) = 2.0485423

Tiempo promedio que pasa una copiadora en la cola:
1.2253219
17 0.25(6 - 2.0485423)
Tiempo promedio que pasa una copiadora en el sistema:

=1.2403745 horas

W =1.2403745+5/6 = 2.0737079 horas
Probabilidad de que una copiadora que llega tenga que esperar por el servicio:
Py =1-0.17677964 = 0.82322036

Ejemplo 5.13 Un taller mecénico tiene 5 mecdnicos que solicitan refacciones en una bodega que es
atendida por un empleado. En promedio un mecénico llega por refacciones cada 20 minutos . El em-
pleado se tarda 6 minutos en promedio para servir las refacciones. Ambos tiempos se ajustan segtin una
distribucioén exponencial. Calcular lo siguiente:

a) Laprobabilidad de que la persona que atiende la bodega esté desocupada.

b) Laprobabilidad de que los 5 mecénicos estén en la bodega.

¢) Utilizacién promedio del servidor.

d) El namero promedio de mecanicos esperando, incluyendo al que esté siendo servido.
e) El promedio de tiempo de espera antes del servicio.

f) El promedio de tiempo de espera y de ser atendido.

Datos: 3
A =3 mecdnicos/hora ¢ =10 mecanicos/hora N=5 p= - 0.3
Solucién:
a) )
Py = =0.13920597
T 0 s\ st 2 st ) sl \F s \°
—(0.3) + —(0.3) +—103| += (0.3 +— (0.3) + —(0.3)
5! 4! 3! 2! 1! 0!
b) |
Ps = —(0.3)° % 0.13920597 = 0.04059246
(5-5)!
c)

1-0.139206 = 86.0794 %

d) Para el calculo de L se utilizara la férmula

5
L=) nP,
n=1

Py =0.20880895 P, =0.25057074 P3=0.22551367 P4=0.1353082 Ps5=0.04059246
L =0.20880895 +2 * 0.25057074 + 3 % 0.22551367 + 4 * 0.1353082 + 5 * 0.04059246 = 2.13068654

e)
Lg=L—-(1-Py)=2.13068654 — (1 —0.13920597) = 1.26989251
1.26989251
g = =0.1475257 horas
3(5—-2.13068654)
f)

W =0.1475257 + 0.1 = 0.2475257 horas
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5.7. SERVIDORES MULTIPLES, COLA INFINITA, FUENTE INFINITA

Modelo (M/M/S) : (PEPS/oo/00)

Una linea de espera con servidores multiples consiste en dos mds servidores que se supone son idénticos
desde el punto de vista de su capacidad. En el sistema de servidores multiples, los clientes que llegan
esperan en una sola linea y luego pasan al primer servidor disponible para ser atendidos. Las féormulas
que se presentan a continuacién son aplicables si existen las siguientes condiciones.

. Las llegadas siguen una distribucién de probabilidad de Poisson.

. Eltiempo de servicio para cada servidor sigue una distribucién de probabilidad exponencial.

1
2
3. Latasa media de servicio u es la misma para cada servidor.
4

. Lasllegadas esperan en una sola linea de espera y luego pasan al primer servidor disponible.

A
Sea S el nimero de servidores y p = —. Para que el modelo alcance el estado estacionario, debe de cum-
U

plirse la relacién.

A
—<1
Su
Probabilidad de que no haya clientes en el sistema:
p 1
0= %521 n Sg
y p_ _POH

=l SISu—A)

Probabilidad de que un cliente que llega tenga que esperar (Py):

S
P> SH
Py=Pn=8S)=——P
w = P( ) SISE- ) 0
Probabilidad de que haya n clientes en el sistema:
n
p—'PO paran<s$
Pn = np n
WPO paran=S
Numero promedio de clintes en la cola:
_ Pwp
Lg=<—"
S-p
Numero promedio de clientes en el sistema:
L=Ls+p
Tiempo promedio de espera en el sistema:
L
W=—
A
Tiempo promedio de espera en la cola:
Lq
Utilizacion de los servidores: 1
U=—
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Ejemplo 5.14 Un taller de lavado y engresado de automoviles tiene 4 rampas para dar servicio de la-
vado. Los automoviles llegan de acuerdo con una distribucién de probabilidad de Poisson, con una tasa
media de llegadas de 14 automéviles por hora. Los tiempos de servicio tienen una distribucién de pro-
babilidad exponencial, con un tiempo medio de servicio de 15 minutos por automovil para cada uno de
los servidores.

a) ;Cudl es la probabilidad de que ningtin automovil esté en el sistema?

b) ;Cual es el nimero promedio de automoviles esperando servicio?

c) ;Cudl es el tiempo promedio esperando servicio?

d) ;Cudl es el tiempo promedio en el sistema?

e) ;Cudl es la probabilidad de que una llegada tenga que esperar para que le den servicio?
f) ;Cudl es el porcentaje de utilizacion de los servidores?

Datos:
A =14 clientes/hora 1 =4 clientes/hora p=14/4=3.5 §S=4

Solucion:
a) )
Py = =0.0147511
7350 35" 352 358 35'x4x4
+ + + +
0! 1! 2! 3! 4'(4%x4—-14)
b)
3.5%%4%4
Py =—%x0.0147511 =0.73786109
414 %4 —14)
Ly =0.73786109 + = 5.16502763 automaviles
4-35
c)
5.16502763
g = ————— =0.36893055 horas
14
d) )
W= Wq + — =0.36893055+0.25 =0.61893055 horas
7
e)
Py =0.73786109
f)

U =87.5%

T 14

Ejemplo 5.15 Los clientes de un banco llegan con una tasa promedio de 55 clientes por hora (llegadas
de acuerdo a Poisson). Las ventanillas de atencién realizan las transacciones en un tiempo medio de 3
minutos (tiempos de servicio exponenciales). Calcular el nimero de ventanillas que necesita tener abier-
tas el banco para que el nimero de clientes en la cola no exceda de 6.

A =55 clientes/hora 1 =20 clientes/hora p =55/20=2.75 S=?

A pruebay error, se empieza con S =3

1
Py = 5 3 =0.02035623
2.75 2.75° %3 %20
1+2.75+

+
2! 3!(3 *20—-55)
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275 %3%20

= ————%0.02035623 = 0.84669211
31(3 %20 —-55)

Py

2.75
Ly =0.84669211 + ———— =9.31361323 clientes
3-2.75

9.31 excede de 6 clientes en la cola, por lo que es necesario agregar otra ventanilla, es decir S =4

1
Py = > 3 1 =0.05369728
2.75 2.75 2.75% x4 %20
1+2.75+ +

+
3! 41(4 * 20— 55)

275" %4 %20

= ———%0.05369728 = 0.40946974
41(4 * 20 — 55)

Pw

Ly = 0.40946974 +

5
: =0.90083343 clientes

Por lo tanto 4 ventanillas deberan estar abiertas para que el nimero promedio de clientes en la cola sea
menor que 6.

Ejemplo5.16 Suponer que en la caseta de inspeccién localizada entre La Trinitaria y Comitan se tienen
5 puestos de inspeccién. Las llegadas de los automéviles tienen una distribucién de Poisson con A igual
a 36 llegadas por hora, mientras que el nimero de servicios tiene una distribucién exponencial con un
tiempo medio de servicio de 7.5 minutos.

a) ;Cudl es la probabilidad de que todos los servidores estén desocupados?

b) ;Cudl es la probabilidad de que un automévil que llega no tenga que hacer cola?

¢) ;Cudl es la probabilidad de una demora?

d) ;Cuadl es la probabilidad de que al menos dos de los servidores estén desocupados?

Datos:
A =36 autos/hora @ =8 autos/hora p=36/8=4.5 S=5

Solucién:

a)
1
P = 0.00495855
0 457 45 450 455:548

1+4.5+ + +
2! 3! 4! 5!(5%8-36)
En la tabla 5.6 se muestra el comportamiento de los automéviles cuando llegan a la caseta de inspeccién
y las probabilidades correspondientes.

b) Un auto que llega no hace cola cuando hay menos de 5 clientes en el sistema:
P(n<5)=Py+ P+ Pr+ P3+ P4 =0.23750678

¢) Un auto que llega tendrd demora cuando todos los servidores estén ocupados, ésto sucede cuando hay
5 0 mds autos en el sistema:
P(n=5)=1-0.23750678 = 0.76249322

d) Cuando hayan 0, 1, 2 o 3 autos en el sistema, habra al menos dos servidores desocupados:

P(n<3)=Py+P; + P+ P; =0.15278531
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Nimero de | Ntimero de Casetas
n autos en autosen | desocupadas P,
cola servicio

0 0 0 5 0.00495855 Probabilidad

1 0 1 4 0.02231347 | de que un auto

2 0 2 3 0.05020531 que llega no

3 0 3 2 0.07530797 hace cola

4 0 4 1 0.08472147 0.23750677

5 0 5 0 0.07624932

6 1 5 0 0.06862439 Probabilidad

7 2 5 0 0.06176195 | de que un auto

8 3 5 0 0.05558576 | que llega tenga

9 4 5 0 0.05002718 que esperar

10 5 5 0 0.04502446 enla cola

11 6 5 0 0.04052202 | 1-0.23750677 =
5 0 0.76249323

Tabla 5.6: Cdlculo de P, del ejemplo 5.16.

5.8. SERVIDORES MULTIPLES, COLA FINITA, FUENTE INFINITA

Modelo (M/M/S) : (PEPS/N/oo)

Este modelo de espera difiere de (M/M/S) : (PEPS/oco/00) en que el limite del sistema es finito, igual a
N. Eso significa que el tamafio maximo de la cola es N — S. Las tasas de llegada y de servicio son Ay . La
frecuencia efectiva de llegadas A, ¢ es menor que A a causa del limite N del sistema.

A
Seap=—
U
Las medidas de desempeiio son:

Probabilidad de que no haya clientes en el sistema:

S-1 ,n S 1-(0/S N-S+1)1-1
p_+p( (p!5) ) parap/S#1
P = =0 1! SI(1-p/S)
0 S-1 p" pS(N_S+1) -1
—_t parap/S=1
=0 1! S!

Probabilidad de que haya n clientes en el sistema:

n
—'PO para0<n<S$
Pn: npn
WPO paraSsn=<N

Probabilidad de que un cliente que llega tenga que esperar:
(Pw)=P(S=n<N)

Nuimero promedio de clientes en la cola:

N
Lg=) (n-9P,
n=S§
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O también con la férmula:

S+1 N-§ N-§
LY. AT AT R
L,={ 5=DUS=p) S S S

PopS(N-S)(N-S+1)
28!

parap/S=1

Tasa de efectiva de llegadas:
/lef=/1(l—PN) 0 Aef=p(S—S)

Clientes que se pierden debido a la cola limitada:
APy
Numero promedio de clientes en el sistema:

Aef

L=Lg+ o L=Lg+(S-9)

Tiempo promedio que un cliente espera en el sistema:

W= L
Aef
Tiempo promedio que un cliente espera en la cola:
Lq
W, =
q Aef

Numero promedio de servidores inactivos:

s 2
S=Y(S-mP, o S=§--
n=0 H

Utilizacion de los servidores:

S-S
U=—=

Ejemplo 5.17 Una gasolinera pequefia opera con tres bombas. El carril que conduce a las bombas pue-
de alojar cuando mucho 8 automéviles, incluyendo los que estdn siendo atendidos. Los autos que llegan
van a otro lugar si el carril estd lleno. La distribucion de los automoéviles que llegan es de Poisson con
media de 20 por hora. El tiempo para servir y pagar la compra es exponencial con media de 8 minutos.
Calcular todas las medidas de desempefio:

Datos:
A =20 clientes/hora @ ="7.5 clientes/hora p=20/75=8/3 S=3 N=38

Solucién:

Probabilidad de que no haya clientes en el sistema:

©/3)°  8/3°(1- (8/3)73)*° ) 1!

Py=|1+8/3+
2! 31(1-1(8/3)/3)

=0.04621954

Probabilidad de que haya n clientes en el sistema:

_(8/3)?°

Ps % 0.04621954 = 0.1460766
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(8/3)4
= % 0.04621954 = 0.1298458
(8/3)°
Ps = ——— %0.04621954 = 0.1154185
3132
(8/3)8
Pg = % 0.04621954 = 0.1025942
3133
8/3)7
P; = ——— %0.04621954 = 0.0911949

3134

Probabilidad de que un cliente que llega tenga que esperar:
Py =PB3=<n<8)=P3+Py+ P5+ Pg+ P;=0.58513

Nuimero promedio de automéviles en la cola:

8/3)\873 8/3\83(  8/3
-5 —(8-3) = 1- =~ | =143855579

~0.04621954(8/3)*
7 213-8/3)2

Tasa de efectiva de llegadas:

(8/3)8 % 0.04621954
Py =Pg= TS =0.08106212

Aer =20(1-0.08106212) = 18.3787576

Automoéviles que se pierden debido a la cola limitada:
20%0.08106212 =1.6212424

Numero promedio de automoéviles en el sistema:

18.3787576
L =1.43855579 + — s =3.8890568

Tiempo promedio que un automovil espera en el sistema:

3.8890568

=——=0.2116061 horas
18.3787576

Tiempo promedio que un automévil espera en la cola:

1.43855579
4= —=a———- = 0.0782727 horas
18.3787576
Nimero promedio de bombas inactivas:
— 18.3787576
§S=3-——=0.549499
7.5
Utilizacion de los servidores:
3-0.549499
U= ——=81.68337%

Ejemplo 5.18 Enun local de estacionamiento ptiblico existen 10 cajones. Los automéviles llegan segin
una distribucién de Poisson con media de 15 por hora. El tiempo de estacionamiento estd exponencial-
mente distribuido con media de 25 minutos. Calcular los siguiente:

a) Numero esperado de espacios de estacionamiento vacios.
b) Probabilidad de que un automévil que llegue no encontraréd un espacio para estacionarse.
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c) Latasa efectiva de llegadas al sistema.

Datos:
A =15 clientes/hora 1= 2.4 clientes/hora p=15/2.4=6.25
S=10 N=10

Solucién:
a)

6.25° 6.25% 6.25% 6.25° 6.25'9(1 - (6.25/10)10-10+1) -1
+ + +eet +
2! 3! 4! 9! 10!(1-6.25/10)

Py=]1+6.25+ =0.00204027

S=10Py+9P; + 8P, +7P3+ 6P, +5P5 + 4Pg + 3P; + 2Pg + Py
Py =6.25P
P, = (6.25%/2!) Py = 19.53125P,
Py = (6.25°/3!) Py = 40.69010417P,
Py = (6.25*/41) Py = 63.57828776 P,
Ps = (6.25°/5!) Py = 79.4728597 P
Pg = (6.25°/6!) Py = 82.78422885P,
P; = (6.25/7") Py = 73.91449005P,
Pg = (6.25%/8!) Py = 57.74569535 P,
Py = (6.25°/9!) Py = 40.10117733 P,

S =10Py +9(6.25P)) + 8(19.53125P)) + 7(40.69010417 Py) + 6(63.57828776 Py) + 5(79.4728597 Py)
+4(82.78422885P))+3(73.91449005Py) +2(57.74569535P)) +40.10117733 P = 1994.637708 Py = 4.06959847
Otra forma de calcular el nimero de servidores inactivos:

Aef
u

S=5-

Py = P1p =6.25'9/10!Py = 0.051135756

Aep =15(1-0.051135756) = 14.23296366

— 14.23296366
§=10- a1 =4.06959847

b) Cuando hayan 10 automéviles no podrd entrar al estacionamiento:
P10 =0.051135756

c)
Aef = 14.23296366

Ejemplo 5.19 A un restaurant de comida rapida, los clientes llegan segtin una distribucién de Poisson
con media de 45 por hora. El tiempo de servicio por cliente es exponencial con media de 2.5 minutos.
Suponiendo que el sistema puede acomodar méaximo 15 clientes, es decir lo que estdn siendo atendidos,
mads los que estdn en la cola, ;cudntos servidores deberan instalarse para que la probabilidad de tener
mas de 4 clientes en el sistema sea menor que el 30 %?
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Datos:
A =45 clientes/hora U =24 clientes/hora p=45/24=1.875 S=? N=15

Solucién:
P(n>4)<0.3
1-(Pyp+P1+Py+P3+Py)<0.3
—(Pyp+ Py +Py+P3+Py)<—-0.7
Py+P1+Py+P3+Py>07
SiS=2

1.875%(1-(1.875/2)4) 17!
21(1-1.875/2)

=0.05100576

Po=|1+1.875+

P, =1.875P,
1.875°
Py = ——Po = 1.7578125P
_1875°
Ps = S35 Po = 1.64794922Py
_1.875%
Py = —oi=7 Po=1.54495239P,

Py +1.875Py +1.7578125Py +1.64794922 P + 1.54495239P; > 0.7
7.82571411Py > 0.7

0.3991565 # 0.7

Con 2 servidores, la probabilidad de que n > 4 = 1-0.3991565 = 0.6008435. Esta probabilidad no es menor
que 0.3 por lo que no satisface la condicién. Ahora se probara con S = 3.

1.875° 1.875%(1-(1.875/3)13) 17!

Py=|1+1.875+ + =0.13234525
2! 31(1-1.875/3)
P, =1.875P,
1.875%
2= — Py =1.7578125P,
1.875°
Py = 3 Py = 1.09863281P,
1875
Py = 3!3—4_31% =0.68664551P,

Py +1.875Py +1.7578125P + 1.09863281 Py + 0.68664551 Py > 0.7
6.41809082Py > 0.7
0.84940383 > 0.7

Con 3 servidores, la probabilidad de que n >4 =1-0.84940383 = 0.15059717, por lo que si se cumple con
la condicién de tener mads de 4 clientes en el sistema sea menor que el 30 %.

Esto se comprobara con la hoja de cdlculo de Excel, como se muestra en la figura 5.6.
Se puede observar que con S = 2 la probabilidad de que n > 4 = 1-0.3991565 = 0.6008435, con S = 3

la probabilidad de que n > 4 = 1 —-0.8494038 = 0.1505962 y con S = 4 la probabilidad de que n > 4 =
1-0.932203 = 0.067797. Por lo que la decision es utilizar tres servidores.
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A B | C D E | F G H | 1 J
1 5=2 S=3 S=4
2 n Pn Pn acum. Pn Pn acum. Pn Pn acum.
3 0 0.05100576| 0.051005763 0.13234525| 0.132345247 0.14523774| 0.145237736
4 1 0.09563581| 0.146641568 0.24814734| 0.380492586 0.27982075| 0.429058491
5 2 0.08965857| 0.236300135 0.23263813| 0.613130717 0.26233196| 0.691390443
6 3 0.08405491| 0.320355042 0.14539883| 0.758529548 0.16395747| 0.855347922
T 4 0.07880148| 0.399156517 0.09087427| 0.849403818 0.07685507| 0.932202987
8 5 0.07387638 0.4730329 0.05679642| 0.906200236 0.03602581| 0.968228799
9 6 0.06925911| 0.542292009 0.03549776| 0.941697998 0.0168871| 0.985115899
10 7 0.06493041| 0.607222423 0.0221861| 0.963884099 0.00791583| 0.993031727
" 8 0.06087226| 0.668094687 0.01386631| 0.977750412 0.00371054| 0.996742271
12 9 0.05706775| 0.725162434 0.00866645| 0.986416858 0.00173932| 0.998481589
13| 10 0.05350101| 0.778663447 0.00541653| 0.991833386 0.00081531| 0.999296894
14 11 0.0501572| 0.828820647 0.00338533| 0.995218717 0.00038217| 0.999679068
a5 12 0.04702237| 0.875843022 0.00211583| 0.997334548 0.00017914| 0.999858212
16| 13 0.04408348| 0.919926498 0.00132239| 0.998656943 8.3974E-05| 0.999942186
17| 14 0.04132826| 0.961254757 0.0008265| 0.99948344 3.9363E-05| 0.999981549
18| 15 0.03874524 1 0.00051656 1 1.8451E-05 1
19

Figura 5.6: Solucién del ejemplo 5.19 con Excel.

5.9. SERVIDORES MULTIPLES, COLA FINITA, FUENTE FINITA

Modelo (M/M/S): (PEPS/N/N)

Se trata de un tercer modelo con S servidores que difiere de manera fundamental con respecto a los dos
modelos presentados anteriormente, en que la poblacién potencial estd limitada a N clientes y por lo
tanto el maximo nimero de clientes en el sistema es también N clientes. Cuando existe una poblacién
limitada de clientes potenciales para una instalacién de servicio, es necesario considerar un modelo di-
ferente de colas. Este modelo se utilizaria, por ejemplo si se consideraran reparaciones del equipo en una
fabrica que tiene 10 maquinas o si se estuviera a cargo del mantenimiento de una flota de 20 taxis de uso
intensivo. El modelo de poblacién limitada permite que se consideren S servidores, siempre que S < N.
La raz6n por la que este modelo difiere de los dos modelos de colas anteriores es que ahora existe una
relacion de dependencia entre la longitud de la cola y la tasa de llegadas, conforme la linea de espera se
hace més larga en el modelo de poblacioén finita, la tasa de llegadas se reduce de la siguiente forma:

Ap=A(N—-n) para 0s<sn<N

Las medidas de desempeiio para este modelo son:

Probabilidad de que no haya clientes en el sistema:

S Nlp” N Nlp" !
Py = Z'—P+ 3 —p_s
Son(N-n)! %4 (N-n)!sisn

Probabilidad de haya n clientes en el sistema:

N!

——p"P ara0<n<S$S
po_dnw-—mf P
n— N!

- "
(N—msign-sP Do paraS=n=N

Probabilidad de que un cliente que llega tenga que esperar:
Py =P(S<n<N)

Numero promedio de clientes en el sistema:

N
L=) nP,
n=0
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Numero promedio de clientes en la cola:
N
Ly=)Y (n=8P, o Ly=L-p(N-1L)
n=S§

Tiempo promedio que un cliente espera en el sistema:

3 L
T AN-L)
Tiempo promedio que un cliente espera en la cola:
Lq
Wy=—"—
T AMN-L)
Numero promedio de servidores inactivos:
_ S
S=> (S-mP,
n=0
Utilizacién de los servidores: _
S-S
U=——
S

Tasa de efectiva de llegadas (1, £) O tasa promedio de llegadas (%):

N N
Aep=A=Y AN-nP,= A(N— Y nPn) =AN-L)
n=0 n=1

Ejemplo 5.20 Una empresa tiene 8 equipos automadticos que requieren mantenimiento preventivo o
correctivo y cuenta con 3 técnicos que realizan el mantenimiento. Cada equipo requiere servicio apro-
ximadamente cada dos horas en promedio y se ajustan a una distribucién de Poisson. Los tiempos de
servicio se ajustan a una distribucién exponencial con una media de 60 minutos. Calcular todas las me-
didas de desempenio:

Datos:
A =0.5 equipos/hora ¢ =1equipo/hora p=0.5/1=0.5 §=3 N=8

Solucién:

Probabilidad de que el sistema esté vacio:

8!(0.5) 8!(0.5)% 8!(0.5)3 8!0.5* 80.5° 8(0.5° 8(0.57 80.58]"
Py=|1+ + + + + + + + =0.03182399
117! 216! 315! 413131 313132 213133 113134 (!3!135

Probabilidad de que haya n equipos en el sistema:

8!
P, = 1'—7'(0.5)1 % 0.03182399 = 0.12729594

8!
P, = 2'—6'(0.5)2 % 0.03182399 = 0.2227679

8!
P3 = ﬁ(O.S)3 * 0.03182399 = 0.2227679

= M(O.S)4 % 0.03182399 = 0.18563992

Py
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~ 313132
|

~ 213133

Ps (0.5)° % 0.03182399 = 0.12375995

Pg (0.5)° % 0.03182399 = 0.06187997

T 13137
!

" 013135

Probabilidad de que un equipo que llega tenga que esperar:

Py (0.5)7 % 0.03182399 = 0.02062666

Py (0.5)® % 0.03182399 = 0.00343778

Pyw=PB3<n<8)=P3+Ps+P5+Pg+P;+Pg=0.61811217

Numero esperado de equipos en el sistema:

8
L= Z nP; =1%0.12729594 + 2 % 0.2227679 + - -- + 7 * 0.02062666 + 8 * 0.00343778 = 3.14566349

n=0

Numero esperado de equipos en la cola:

8
Lg= Z (n—3)P;, =1%0.18563992+2%0.12375995+3%0.06187997+4+0.02062666+5+0.00343778 = 0.71849524

n=3
Conociendo L:
L4 =3.14566349 — 0.5(8 — 3.14566349) = 0.71849524

Tiempo promedio que un equipo se encuentra en el sistema:

3.14566349

= =1.296022 horas
0.5(8—-3.14566349)

Tiempo promedio que un equipo se encuentra en la cola:

_0.71849524
"~ 0.5(8 —3.14566349)

=0.296022 horas

Nuimero promedio de técnicos inactivos:

3
S= Z (3-n)P;, =3%0.03182399 +2 % 0.12729594 + 1 * 0.2227679 + 0 * 0.2227679 = 0.57283174

n=0
Utilizacién promedio de los técnicos:

3-0.57283174
U=—"——"""""""

3 =80.90561%

Tasa de efectiva de llegadas:
Aef =0.5(8 —3.14566349) = 2.4271683

Ejemplo 5.21 En una planta hay 4 mecdnicos que atienden a un grupo de 6 maquinas que necesitan
reabastecimiento cada 20 minutos en promedio. Cada reabastecimiento requiere un promedio de 15 mi-
nutos, ambos tiempos estdn exponencialmente distribuidos. Calcular:

a) Laprobabilidad de que no hayan maquinas solicitando reabastecimiento.
b) La probabilidad de una demora.

¢) Numero promedio de mdquinas en el sistema.

d) Tasa promedio de llegadas.
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Datos:
A =3 méquinas/hora 1 =4 maquinas/hora p=3/4=0.75 S=4 N=6

Solucién:

a)

6!(0.75) 6!(0.75)2 61(0.75)3 6(0.75)* 6!(0.75)° 6!(0.75)%]!
Py= |1+ + + + + + =0.03420606
115! 214! 313! 412! 1'4141 014142

b) Célculo de Py, P», P3, P4, Ps, Pg

6!(0.75)
1= 0.03420606 = 0.15392726
6!(0.75%)
TR 0.03420606 = 0.2886136
6!(0.75%)
3=~ 0.03420606 = 0.2886136
6!(0.75%)
4= o 0.03420606 = 0.16234515
6!(0.75)
s = ————— % 0.03420606 = 0.06087943
1!4141
6!(0.75%)
s = ————— % 0.03420606 = 0.01141489
014142

Habrd una demora cuando hayan 4, 5 o0 6 maquinas siendo atendidas por los mecénicos
Pyw=P4<=<n<6)=Py+ P5+ Pg=0.16234515+0.06087943 + 0.01141489 = 0.23463947

c)

L =0.15392726+2+%0.2886136+3%0.2886136+4%0.16234515+5%0.06087943+6+0.01141489 = 2.61926235

d)
A= 3(6Py+5P, +4P +3P3+2P4 + P5) =10.1422128 méaquinas/hora

5.10. ANALISIS ECONOMICO DE LAS LINEAS DE ESPERA

Las decisiones mds comunes en las lineas de espera, se basan en una evaluaciéon de las medidas de
desemperfio. Para un gerente o administrador podria ser una medida de desempeiio razonable que el
tiempo de espera promedio sea de cuando mucho de 5 minutos o bien el nimero promedio de clientes
en el sistema sea de a lo mds de 4 clientes. En los modelos de colas presentados hasta el momento se
ha considerado que al aumentar el nimero de servidores se cumplen con las metas establecidos por el
gerente o administrador. Sin embargo no se ha considerado el costo que implica aumentar el niimero de
servidores con la finalidad de mejorar las medidas de desempefio.

Una empresa puede tener suficiente personal para ofrecer muchas instalaciones de servicio, lo que pue-
de influir en otorgar un excelente servicio al cliente, por lo que rara vez se encontrardn muchos clientes
en el sistema. Los clientes estardn satisfechos con el servicio, sin embargo esto quiz4 resulte demasiado
costoso. El otro extremo es tener el minimo nimero posible de servidores, lo cual reduce el costo del ser-
vicio, aunque podria resultar en la insatisfacciéon en los clientes y por ende en la pérdida de los mismos,
lo cual se caeria en un costo de oportunidad. Entonces la meta es alcanzar un equilibrio entre el costo de
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dar un buen servicio y el costo del tiempo de espera de los clientes. Uno de los medios para evaluar una
instalacién de servicio consiste en observar el costo total esperado, un concepto que se ilustra en la figura
5.7, que es la suma del costo de servicio més el costo de espera. Para obtener el costo total se utilizan las

siguientes variables:

CT = Costo total por periodo.
C,, = Costo de espera por periodo para cada unidad.
C, = Costo de servicio por periodo para cada servidor.
L = Namero esperado de clientes en el sistema.

S = Numero de servidores.

~ /
e -~

™ Costo totL/
\-H-H-'_"‘—‘——._\_..

Costo del servicio

Costo por unidad de tiempo

Costo de espera

L

Mimero de servidores (5)

Figura 5.7: Gréfica del costo de servicio, de espera y total.

El costo total es la suma del costo de espera y el costo de servicio:
CT=CyL+CsS

Los costos de servicio aumentan conforme la empresa trata de elevar su nivel de servicio. Por ejemplo,
si se utilizan cuatro ventanillas de atencién a los clientes en el problema del ejemplo 5.15, los costos de
servicio aumentan en la medida que lo hacen los montos del salario del empleado de la ventanilla. No
obstante al mejorar la rapidez del servicio, disminuye el costo del tiempo que se pasa esperando en la
fila. El costo de espera podria reflejar pérdidas de productividad de los trabajadores mientras solicitan
material o bien esperan la reparacion de las méquinas. También podria ser una estimacién de los costos
de clientes perdidos debido al mal servicio y a las largas colas.

Ejemplo 5.22 Los clientes de un banco llegan con una tasa promedio de 55 clientes por hora (llega-
das de acuerdo a Poisson). Las ventanillas de atencion realizan las transacciones en un tiempo medio de
3 minutos (tiempos de servicio exponenciales). Si se estima que el costo de tener una ventanilla abierta
es de $30 por hora y costo de espera en el banco es de $50 por hora. Determinar el nimero de ventanillas
que necesita tener abiertas el banco de tal manera que se minimize el costo total.

Datos:
A =55 clientes/hora 1 =20 clientes/hora p=55/20=2.75 S=? Cy =50 Cs=30
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Solucién:

Para p = 2.75, el modelo llegara al estado estable si S = 3, es decir para que se cumpla la condicién de que

B<1.

S
La ecuacién a minimizar:
CT =50L+30S

Los valores de L se determinan con IOpeTec y los célculos se presentan en la tabla 5.7, en la cual se
aprecia que la mejor solucion es utilizar cinco servidores, con un costo total por hora de $298.42.

S L Cwl | CsS | CT=50L+30S
3 | 12.063613 | 603.18 | 90.00 693.18
4 | 3.650833 | 182.54 | 120.00 302.54
5| 2.968485 | 148.42 | 180.00 298.42
6 | 2.809391 | 140.47 | 180.00 320.47

Tabla 5.7: Solucién al ejemplo 5.22.

Ejemplo 5.23 Una pequeia empresa tiene cinco maquinas idénticas que en promedio necesitan que
se les realice un ajuste cada 1.5 horas. El tiempo de servicio para hacer los ajustes en promedio es de 15
minutos. Suponiendo que las llegadas se ajustan a una distribucién de Poisson y el tiempo de servicio a
una distribucién exponencial; de la misma manera se estima que el tiempo ocioso de una maquina en
servicio es de $500 por hora y cada mecdanico que realiza el servicio recibe una salario integrado de $60
por hora. Determinar el nimero de mecanicos que deberan ofrecer el servicio de tal manera que mini-
mice el costo total.

Datos: a/3
A= 18- 2/3 maquinas/hora 4 =4 maéquinas/hora p= il 1/6
§=2" N=5 Cp=500 Cs;=60

Solucién:
La ecuacién a minimizar:

CT =500L+60S

Los valores de L se determinan con IOpeTec y los célculos se presentan en la tabla 5.8

S L CwL CsS CT =500L+60S
1| 1.162403 | 581.20 | 60.00 641.20
2 | 0.751605 | 375.80 | 120.00 495.80
3 | 0.716551 | 358.28 | 180.00 538.28

Tabla 5.8: Solucién al ejemplo 5.23.

En la tabla 5.8 se aprecia que la mejor solucién es utilizar dos servidores, con un costo total por hora de
$495.80.
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5.11. ANALISIS DE SENSIBILIDAD

El andlisis de sensibilidad es la técnica que determina la forma en que diferentes valores de una variable
independiente influyen en una variable dependiente. También es conocida la técnica como el andlisis de
qué pasa si. Estudia como la incertidumbre en el resultado de un modelo matemadtico puede asignarse
a diferentes fuentes en sus variables de entrada, tal como el efecto que tienen los cambios en la tasa de
llegadas, la tasa de servicio o el niimero se servidores y observar el comportamiento que tienen las dife-
rentes medidas de desempefio.

Debido a que al realizar un andlisis de sensibilidad es necesario muchos célculos se utilizara el software
I0peTec para resolver los siguientes ejemplos:

Ejemplo 5.24 Para el modelo M/M/2: PEPS/oco/oco, en el que la tasa de servicio es de pu = 15 clientes
por hora, se desea analizar para valores de A entre 15y 29, como influye en las medidas de desempefio
en este modelo, como se muestra en la figura 5.8. En esta figura se puede apreciar que las medidas de
desempeno U, Py, L, Ly, W'y Wy, amedida que 1 aumenta éstas medidas también aumentan, debido a
que estan llegando mas clientes al sistema y por lo tanto la variacién es directa. Para Py a medida que A
aumenta, ésta disminuye porque al llegar mads clientes al sistema, existe menos probabilidad de que no
hayan clientes en el sistema.

|_E T G o 1 J K L M N 0 P
10 Anilisis de sensibilidad para el modelo M/M/S:PEPS/inf/inf
”-I.ambda Medidas de desempef
12 u PO PW L Lq w Wq C. Espera | C. Servicio | C. Total
13 15 0.5000000| 0.3333333| 0.3333333 1.333323| 0.233333| 0.088889| 0.022222 0.00 0.00 0.00
14| 16 0.5333333| 0.3043478| 0.3710145| 1.490683| 0.424017| 0.093168| 0.026501 0.00 0.00 0.00
15 17 0.5666667| 0.2765957| 0.4099291 1.669394| 0.536061 0.098200( 0.031533 0.00 0.00 0.00
16 18 0.6000000| 0.2500000| 0.4500000 1.875000| 0.675000| 0.104167| 0.037500 0.00 0.00 0.00
17| 19 0.6333333| 0.2244898| 0.4911565| 2.115028| 0.848361] 0.111317| 0.044651 0.00 0.00 0.00
18 20 0.6666667| 0.2000000| 0.5333333 2.400000 1.066667| 0.120000| 0.053333 0.00 0.00 0.00
19 21 0.7000000] 0.1764706| 0.5764706| 2.745098| 1.345098| 0.130719] 0.064052 0.00 0.00 0.00
20 22 0.7333333| 0.1538462| 0.6205128| 3.173077| 1.706410[ 0.144231| 0.077564 0.00 0.00 0.00
21| 23 0.7666667| 0.1320755| 0.6654088| 3.719677| 2.186343| 0.161725| 0.095058 0.00 0.00 0.00
22 24 0.8000000( 0.1111111| 0.7111111| 4.444444 2.844444| 0.185185 0.118519 0.00 0.00 0.00
23 25 0.8333333| 0.0909091| 0.7575758| 5.454545| 3.787879| 0.218182| 0.151515 0.00 0.00 0.00
24 26 0.8666667| 0.0714286| 0.8047619| 6.964286| 5.230952| 0.267857| 0.201190 0.00 0.00 0.00
25| 27 0.9000000| 0.0526316| 0.8526316| 9.473684| 7.673684] 0.350877| 0.284211 0.00 0.00 0.00
26 28 0.9333333| 0.0344828| 0.90114%4| 14.482759( 12.616092 0.517241 0.450575 0.00 0.00 0.00
27 29 0.9666667| 0.0169492| 0.9502825| 29.491525| 27.558192| 1.016943| 0.950282 0.00 0.00 0.00
28

Figura 5.8: Andlisis de sensibilidad para el ejemplo 5.24.

Ejemplo 5.25 Para un modelo M/M/3: PEPS/10/o0, en el que la tasa de llegadas es de 30 clientes por
hora y la tasa de atencién es de 12 clientes por hora, se desea analizar para valores de y entre 10 y 20,
como influye en las medidas de desempefio en este modelo, como se muestra en la figura 5.9. En esta
figura se puede apreciar que las medidas de desempeno A.r y Py, a medida que y aumenta éstas me-
didas también aumentan, debido a que se estdn atendiendo mas clientes en el sistema y por lo tanto la
variacion es directa. Para U, Pw, L, Ly, W y W, a medida que u aumenta, éstas disminuyen porque al
atender a mas clientes en el sistema, estas medidas tienen una variacion inversa.
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E | F G H | | J K | E M N o] | P Q
10 Andlisis de sensibilidad para el modelo M/M/S5:PEPS/10/inf
1 i Medidas de desempefio
12 Lambda_ef U PO PW L Lg W Wq C. Espera | C. Servicio | C. Total
13| 10 26.966292| 0.8988764| 0.0224719| 0.7078652| 5.528090| 2.831461| 0.205000( 0.105000 0.00 0.00 0.00
14 1 28.092553| 0.8512895| 0.0366476| 0.6635301| 4.738460| 2.184591| 0.168673| 0.077764 0.00 0.00 0.00
15| 12 28.828797| 0.8007993| 0.0537169| 0.6050856| 4.061425| 1.659025| 0.140881| 0.057547 0.00 0.00 0.00
S| 13 29.288226| 0.7509801| 0.0726846| 05423173 3.507062| 1.254122| 0,119743| 0.042820 0.00 0.00 0.00
17 14 29.567440| 0.7039867| 0.0926815| 0.4815075| 3.063402| 0.951442| 0.103607) 0.032179 0.00 0.00 0.00
18| 1§ 29.735287| 0.6607841| 0.1130720 0.4258165| 2.710452| 0.728100( 0.091153 0.024486 0.00 0.00 0.00
19| 16 29.836166| 0.6215868| 0.1334350 0.3763597| 2.428313| 0.563553| 0.081388 0.018888 0.00 0.00 0.00
20| 17 29.897204| 0.5862197| 0.1535077| 0.3331439] 2.200314| 0.441655| 0.073596| 0.014772 0.00 0.00 0.00
21| 18 29.934538| 0.5543433| 0.1731328| 0.2956682| 2.013522| 0.350492| 0.067264| 0.011709 0.00 0.00 0.00
22 19 29,957675| 0.5255732| 0.1922200 0.2632543| 1.858251| 0.281532| 0.062029| 0.009398 0.00 0.00] 0.00
23, 20 29.972219| 0.4995370| 0.2107213| 0.2352094| 1.727338| 0.228727| 0.057631] 0.007631 0.00 0.00 0.00
24

Figura 5.9: Andlisis de sensibilidad para el ejemplo 5.25.

Ejemplo 5.26 Para un modelo M/M/4: PEPS/12/12, en el que la tasa de llegadas es de 1 cliente por
hora y la tasa de atencion es de 4 clientes por hora, se desea analizar para diferentes valores de S, como
influye en las medidas de desempefio en este modelo, como se muestra en la figura 5.10.

| _E F G H 1 ) K |t M N 0 P Q
10 Andlisis de sensibilidad para el modelo M/M/S:PEPS/12/12
1] & Medidas de desempefio
12 Lambda_ef u PO PW L Ly w Wq C. Espera | C. Servicio | C.Total
13| 1 3.997433| 0.9993583| 0.0006417| 0.9993583| 8.002567| 7.003208| 2.001926) 1.751926 0.00 0.00 0.00
14| 2 7.472374| 0.9340468| 0.0263813| 0.8944749| 4.527626| 2.659532| 0.605915| 0.355915 0.00 0.00 0.00
15| 3 9.027572| 0.7522977| 0.0566177| 0.5399815| 2.972428 0.715534| 0.329261| 0.079261 0.00 0.00 0.00
6 4 9.464191| 0.5915119| 0.0661854| 0.2347312| 2535808 0.169761| 0.267937| 0.017937 0.00 0.00 0.00
17| s 9.571941| 0.4785970| 0.0682758| 0.0785436| 2.428059| 0.035074| 0.253664| 0.003664 0.00 0.00 0.00
18 6 9.595229| 0.3998012| 0.0686554| 0.0203190( 2.404771| 0.005963| 0.250621| 0.000621 0.00 0.00] 0.00
19 7 9.599366| 0.3428345| 0.0687122| 0.0040091| 2.400634| 0.000793) 0.250083| 0.000083 0.00 0.00 0.00
20/ 8 9.599937| 0.2999980| 0.0687188| 0.0005904| 2.400063| 0.000078) 0.250008| 0.000008 0.00 0.00 0.00
21| 9 9.599996| 0.2666665| 0.0687194| 0.0000628| 2.400004| 0.000005| 0.250001| 0.000001 0.00 0.00 0.00
22 10 9.600000] 0.2400000| 0.0687195| 0.0000045| 2.400000 0.000000) 0.250000|  0.000000 0.00 0.00 0.00
23

Figura 5.10: Anélisis de sensibilidad para el ejemplo 5.26.

5.12. USO DE SOFTWARE

Para este capitulo también se tiene disponible el software IOpeTec, que permite resolver los cuatro mo-
delos con un servidor y los tres modelos con S servidores presentados en este capitulo. Para disminuir el
nimero de opciones en la seleccién de los modelos, los modelos de S servidores incluyen a los modelos
de un servidor, por esa razén aparecen s6lo cuatro opciones al seleccionar el modelo a resolver, como se
muestra en la figura 5.11. La captura de datos se realiza en el rango de celdas C11: C16.

Mediante un control denominado Cuadro combinado se selecciona el modelo de lineas de espera a re-
solver.

Ejemplo 5.27 Para el modelo M/M/3 : PEPS/8/inf, con A = 65y u = 25, presionar el botén de co-
mando Medidas de desempefio, obteniéndose los resultados en el rango E10: J22 como se muestra en
la figura 5.12.

El software permite realizar el anélisis de sensibilidad en el cual se puede variar uno a la vez, el valor de
Sy los parametros A o u. Y analizar las medidas de desempefio U, PO, PW, L, Lq, W, Wq, el costo de es-
pera, el costo de servicio y el costo total. Los ejemplos se presentaron en la seccion anterior. De la misma
manera se puede analizar % para valores de 0.10 hasta 5.00 con incrementos de 0.05, contra el nimero de
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| A B C D E F G
1| peLineas de espera
2| Médelo: Andlisis de sensibilidad paras Regresar al meni
3 ]—LI Medidas de principal
+ | [ wenPEpsingint | v desempeiio
5| M/G/1:PEP S/inflinf Aeopar |
| M/M/S:PEP S/inflinf -
6 imulacién del
| | miwis:PEPS/N/inf Seito el Guardar datos en
e MIM/S:PEPS/NIN nuevo libro
8
g 4
10 Captura de datos
" Tasa de llegadas (lambda)
12 Tasa de servicio (mu)
13 Desviacion estandar (sigma)
14
Figura 5.11: Seleccién del modelo de lineas de espera a resolver.
| E | F G H [ | J | Kk
10 Medidas de desempefio: modelo M/M/3:PEPS/8/inf Calculo de probabilidades
11 |Tasa efectiva de llegadas (Lambda_ef) 60.2597878 niliiriias Probabilidad | Probabilidad
12 [Clientes que se pierden debido a la cola limitada 4.7402122 (Pn) acumulada
13 |Utilizacion de los servidores (U) 80.34638% 0 0.050916104| 0.050916104
14 Probabilidad de que no haya clientes en el sistema (P0) 0.0509161 1 0.132381871| 0.183297376
15 |Prob. de que un cliente que llega tenga que esperar (PW) 0.5716793 2 0.172096433| 0.355394408
16 |NUmero promedio de clientes en el sistema (L) 3.7562005 3 0.149150242| 0.50454465
17 |Numero promedio de clientes en la cola (Lg) 1.3458090 4 0.129263543| 0.633808193
18 Tiempo promedio de espera en el sistema (W) 0.0623335|Horas 5 0.112028404| 0.745836596
19 Tiempo promedio de espera en cola (Wg) 0.0223335|Horas 6 0.097091283| 0.84292788
20 | Costo de espera 0.00 7 0.084145779| 0.927073658
21 |Costo de servicio 0.00 8 0.072926342 1
22 |Costo total 0.00 L= 3.756200535
23

Figura 5.12: Medidas de desempefio para el ejemplo 5.27.

servidores S para valores de S = 1 hasta S = 15 y para las medidas de desempefio U, PO, PW, L, Lq, Wy
Wgq.

Ejemplo 5.28 Con los datos del ejemplo 5.27 realizar el anélisis de sensibilidad para U, los resultados
se presentan en la figura 5.13.

1
12
13
14
15
16
17
18

@ o e

D E F 6 | H i J K L M | N o | P a R 5 T
Andlisis de sensibilidad para la utilizacién de los servidores (U): Modelo M/M/S:PEPS/8/inf
 tarmbda/m Nimero de servidores (S)
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
0.10 0.10000| 0.05000| 0.03333) 0.02500 0.02000 0.01667 0.01429 0.01250|
015 015000 ©007500| 0.05000| 003750] 003000 0.02500|  0.02143|  0.01875
0.20 0.20000]  0.10000| 0.06667| 005000 0.04000|  0.03333| 0.02857|  0.02500
0.25 0.25000| 0.12500| 0.08333| 006250] 0.05000| 0.04167| 0.03571|  0.03125
2.50 099961| 09sss4| 078208] 061320 049s89] 041466] 0.35587| 031153
255 099966] 095972| 079297| o062417] 050s34| 042272] 036284] 031764
2.60 099971 096351 080346| 063499] 051473] 043075| 036979 032875
2.65 099974] 096693 0.81356] 064566] 052405 043875| 0.37673] 032984
4.95 100000] 099926 098636) 093344 084225| 074269] 065294 0.57685
5.00 1.00000] 0.99931| 098706] 093595 0.84851 0.74748] 0.65767|  0.58122

Figura 5.13: Andlisis de sensibilidad para el ejemplo 5.28.

Mediante el botén de comando Simulacién del modelo basico, permite simular el modelo basico, apli-
cando el método de Montecarlo. En una caja de didlogo pregunta si se desea imprimir inicamente las
medidas de desempefio o bien presentar el detalle de los tiempos de llegadas y los tiempos de servicio.
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Ejemplo 5.29 Para el modelo bdsico con p = 24 y A = 30, realizar la simulacién, obteniendo sélo las
medidas de desempefio y obteniendo el detalle de los eventos. En las figuras 5.14 y 5.15 se presentan los

resultados.
E | G
10 Medidas de desempefio con simulacién
11 Utilizacion del servidor (U) 79.93152%
12 Probabilidad de gue no haya clientes en el sistema (P0) 0.20068476
13 Prob. de gue un cliente que llega tenga que esperar (PW) | 0.79931524
14 Numero promedio de clientes en el sistema (L) 4.17777034
15 Numero promedio de clientes en la cola (Lg) 3.3784551
16 Tiempo promedio de espera en el sistema (W) 0.1741951|Horas
17| Tiempo promedio de espera en cola (Wg) 0.14086709|Horas
18 Mumero total de clientes atendidos en 5000 Horas 119917
19 Mumero maximo de clientes en el sistema 42
20
Figura 5.14: Medidas de desempefio con simulaci6n.
| E F G L e e L M N
10 Simulacién del modelo basico
1 Y i
Namero | Tiempo | Tiempo | Tiempo | Tiempo Tiempo Tiempo | Tiempo = - NI:IFHEID de
12 de entre de |deinicio de de enel clientes en
de salida de ocio
13 cliente |llegadas | llegada | servicio | servicio espera | sistema el sistema
14| 1 0070 | 0070 | 0070 | 0006 | 0.077 | 0000 | 0.006 | 0.070 0
15| 2 0011 | 0.082 | 0082 | 0002 | 0.084 | 0000 | 0.002 | 0.005 0
16 3 0.012 | 0.093 | 0092 | 0040 | 0.134 | 0.000 | 0.040 | 0.009 0
17| 4 0029 | 0123 | 0134 | 0000 | 0134 | 0011 | 0.011 | 0.000 1
18| 5 0.025 | 0.148 | 0.148 | 0007 | 0155 | 0.000 | 0.007 | 0.014 0
19 6 0104 | 0251 | 0251 | 0.014 | 0265 | 0.000 [ 0.014 | 0.097 0
20| 7, 0110 | 0.362 | 0362 | 0.024 | 038 | 0000 | 0.024 | 0.09 0
21 8 0144 | o506 | 0506 | 0019 | 0525 | 0000 | 0.019 | 0121 0
22| 9 0008 | 0514 | 0525 | 0019 | 0544 | 0011 [ 0.030 | 0.000 1
23| 10 0019 | 0533 | 0544 | 0109 | 0.653 | 0011 [ 0.119 | 0.000 1
24 11 0.050 | 0584 | 0652 | 0.058 | 0.711 | 0.089 | 0.127 | 0.000 1
25| 12 0039 | 0623 | 0711 | 0009 | 0720 | 0.088 | 0.097 | 0.000 2
26| 13 0.007 | 0.630 | 0720 | 0.152 | 0.872 | 0.090 [ 0.242 | 0.000 3
27| 14 0075 | 0705 | 0.872 | 0.035 | 0907 | 0167 | 0.202 | 0.000 3
28 | 15 0074 | 0779 | 0907 | 0014 | 0921 | 0128 | 0.42 | 0.000 2
29| 16 0086 | 0.866 | 0921 | 0026 | 0947 | 0055 | 0.081 | 0.000 3
30| 17 0.020 | 0.886 | 0547 | 0.010 | 0957 | 0.061 [ 0.072 | 0.000 3
31 18 0038 | 0923 | 0957 | 0004 | 0961 | 0034 | 0.038 | 0.000 2
32| 19 0055 | 0978 | 0978 | 0012 | 09% | 0000 | 0.012 | 0.017 0
33 20 0027 | 1.005 | 1.005 | 0045 | 1.050 | 0000 | 0.045 | 0.015 0
34 21 0.015 | 1.020 | 1.050 | 0.023 | 1.073 | 0.030 [ 0.053 | 0.000 1
35 22 0023 | 1.043 | 1072 | 0022 | 1.095 | 0029 | 0.052 | 0.000 2

Figura 5.15: Detalle de eventos de simulacion.
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5.13. EJERCICIOS POR RESOLVER

1. En una tienda pequefia que tiene solamente un dependiente, los clientes llegan segtin la distribu-
ciéon de Poisson con una tasa promedio de 15 clientes por hora. El tiempo del servicio que da el
empleado tiene una distribucién exponencial. ;A qué tasa promedio deberd trabajar el empleado
para asegurar que el nimero promedio de clientes en el sistema no rebase de 2.2
Solucién: pu = 23 clientes/hora.

2. Un supermercado tiene tres cajas abiertas para el cobro de mercancias. Si el tiempo de servicio de
cada cliente es exponencial con media de 4 minutos y las personas llegan segtin una distribucién
de Poisson a la caja a raz6n de 40 clientes por hora. Calcular:

a) Laprobabilidad de que tengan que esperar para recibir servicio.
b) El porcentaje esperado del tiempo desocupado para cada caja.

Solucién:

a) Py =0.7975
b) U=8889% 1-U=11.11%

3. Una mdaquina procesa los trabajos que se le asignan, mismos que llegan de acuerdo a una distri-
bucién exponencial con un promedio de tiempo entre llegadas de cuatro minutos. En el procesa-
miento de estos trabajos, el objetivo consiste en que ningln trabajo pase mas de 10 minutos en
promedio en el sistema. ;Qué tan rdpido debe trabajar la méquina para lograr este objetivo?
Solucién: u =21 clientes/hora.

4. En una sala de belleza existen cuatro estilistas que se encargan de atender a los clientes que llegan
auna tasa promedio de 10 por hora. Cada estilista puede hacer el servicio requerido por los clientes
en un tiempo promedio de 20 minutos. Los tiempos entre llegadas y los de servicio se ajustan a una
distribucién exponencial. Calcular:

a) Numero promedio de clientes en la linea de espera.
b) Tiempo que debera esperar en promedio un cliente para que se le empiece a dar servicio.
¢) Elnivel de utilizacién de las estilistas.

Solucién:

a) L, =3.2886 clientes
b) W, =0.32886 horas
c) U=83.33%

5. Aun sistema los clientes llegan a una tasa promedio de 60 clientes por hora con llegadas segtin una
distribucién de Poisson. Los tiempos de servicio se ajustan a una distribucién exponencial con
promedio de 2.5 minutos. ;Cudntos servidores deberdn colocarse para que la probabilidad de una
demora no sea superior al 5%?

Solucién: S =6

6. En un servico de pizzas se atienden a los clientes en cinco ventanillas de servicio en una sola li-
nea. La velocidad promedio de llegadas Poisson es de 30 clientes por hora; cada una de las cinco
ventanillas puede dar servicio a 11 personas por hora con tiempos de servicio exponencialmente
distribuidos. Al gerente le gustaria reducir el nimero de ventanillas para ahorrar en los costos de
operacion si considera que es aceptable que los clientes esperen en la linea hasta por dos minutos
antes que se les dé servicio. ;Puede cerrar una o mds ventanillas de servicio?

Solucién: S =4
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7. Un banco emplea 5 cajeros para atender a los clientes que llegan de acuerdo con un proceso de

10.

11.

Poisson con una media de 2 clientes por minuto. En un sala los clientes esperan hasta que uno de
los cajeros se desocupa. Si el tiempo de servicio es exponencial con una media de dos minutos por
cliente, calcular:

a) Laprobabilidad de que el banco esté vacio.

b) Laprobabilidad de que haya 8 clientes en el banco.
c) Porcentaje de utilizacién de los cajeros.

d) El nimero promedio de clientes en el banco.

Solucién:

a) Py=0.012987

b) Pg=0.056741

c) U=80%

d) L=6.21645 clientes

. Suponer que un sistema de colas tiene 5 servidores, el tiempo entre llegadas sigue una distribucién

exponencial con una media de 0.5 horasy el tiempo de servicio sigue una distribucién exponencial
con una media de 2 horas. El méximo ntimero de clientes que pueden estar en el sistema es de 10
clientes. Calcular:

a) La probabilidad de que el sistema esté vacio.
b) Lalongitud promedio de la cola.

Solucién:

a) Pp=0.015194
b) L, =0.893693 clientes

En un negocio de autoservicio, los autos llegan de acuerdo con un proceso de Poisson con media
de 12 autos/hora. El tiempo de atencién al cliente sigue una distribucién exponencial con media
de 4.5 minutos/auto. Frente a la caja existe un techo que proporciona sombra para 4 autos, ademéas
del auto que se encuentra en servicio. Calcular la probabilidad de que al entrar un cliente al sistema
le toque sombra durante toda su estancia.

Solucién: Py+ P; + P, + P3 + P, = 0.40951

A un sistema llegan 20 clientes por hora de acuerdo con un proceso de Poisson. El tiempo de ser-
vicio de cada servidor es de 10 minutos en promedio y se ajusta a una distribucién exponencial. El
costo de operacion por cada servidor es de $400 por hora y el costo de espera se estima en $300 por
hora. Determar el nimero de servidores que proporciona un costo total minimo.

Solucién: 4 servidores con un CT = 3196

Los estudiantes llegan la oficina de servicios escolares a una tasa promedio de uno cada quince
minutos y el procesamiento de sus solicitudes toma 10 minutos en promedio. En la actualidad s6lo
una persona atiende el mostrador de servicios. Suponga llegadas Poisson y tiempos de servicio
exponenciales. Calcular:

a) Porcentaje de tiempo que estd ocioso el servidor.

b) Eltiempo promedio que pasa un estudiante esperando en la fila.

¢) Probabilidad de que un estudiante que llega, encuentre por lo menos a otro estudiante aguar-
dando en la fila.

Solucién:

a) Pp=33.33%
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b) W, =0.333333 horas
c) P(n>1)=0.444444

Una biblioteca universitaria recibe solicitudes de ayuda. Suponga que puede usarse una distribu-
cién de probabilidad de Poisson, con una tasa media de 15 solicitudes por hora para describir el
patrén de llegadas y que los tiempos de servicio siguen una distribucién exponencial, con una tasa
media de servicio de 18 solicitudes por hora. Calcular:

a) Laprobabilidad de que no haya solicitudes de ayuda en el sistema.

b) Cantidad promedio de solicitudes que esperan por el servicio.

¢) Tiempo de espera promedio en antes de que comience el servicio.

d) Tiempo promedio en el sistema.

e) Probabilidad de que una nueva llegada tenga que esperar por el servicio.

Solucién:

a) Pyp=0.166667

b) L, =4.16667 solicitudes
c) Wy =0.27778 horas

d) W =0.33333 horas

e) Py =0.83333

El gerente de un taller mecénico esta considerando la posibilidad de ampliar su servicio de alinea-
cién y balanceo, en donde estima que los clientes llegan a una tasa de 2 clientes por hora siguiendo
una distribucién de Poisson. El gerente contratard a un nuevo mecdanico y dos solicitaron el em-
pleo; uno tiene poca experiencia, puede ser contratado por $25 por hora y puede dar servicio a
un promedio de 3 clientes por hora. El otro tiene varios afios de experiencia, puede dar servicio a
un promedio de 4 clientes por hora, pero deben pagarle $30 por hora. Los tiempos de servicio se
ajustan a una ditribucién exponencial. Si el gerente estima un costo de cliente en espera de $20 por
hora, ;cudl mecéanico proporciona el menor costo?

Solucion: Mecdnico con poca experiencia. L = 2 y costo total = $65

Mecdnico experimentado. L = 1 y costo total = $50

Una operadora que ofrece informacién sobre la guia telefénica recibe llamadas a razén de 45 por
hora, las cuales corresponden a una distribucién de Poisson. El tiempo promedio requerido para
atender una llamada es de 1.2 minutos, de acuerdo con una distribucién exponencial. Calcular:

a) Laprobabilidad de que haya 4 o mas llamadas a la vez en el sistema.
b) Eltiempo promedio requerido para que responda la operadora.
¢) El nimero promedio de llamadas que estan en espera de ser respondidas.

Solucién:

a) P(n=4)=0.6561
b) W, =0.18 horas
c) Ly =8.1llamadas

Los clientes llegan a un banco que tiene 4 cajeros automaticos a razon de 35 clientes por hora, de
acuerdo a una distribucién de Poisson. Los clientes tardan un promedio de 6 minutos para ter-
minar sus transacciones, los cuales se ajustan a la distribucién exponencial. Encontrar todas las
medidas de desempefio para este sistema y la probabilidad de que haya més de 6 personas en el
sistema.

Solucién:

U=875%, Py=0.01475, Py =0.73786, L=8.66503, L;=>5.16503

W =0.24757 horas, W, =0.14757 horasy P(n>6)=0.49431
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Una persona dibuja una caricatura en aproximadamente 8 minutos y los tiempos se ajustan a la
distribucién exponencial. Las personas estan deseosas de esperar su turno, pero cuando hay 10
en el sistema, los clientes son rechazados y se les pide que vuelvan mas tarde. En los tiempos pi-
co pueden esperarse tanto como 16 clientes por hora y se ajustan a una distribucién de Poisson.
Calcular:

a) Proporcion del tiempo que se encuentra el sistema a su maxima capacidad.
b) Numero de clientes se rechazan en promedio.
¢) Numero promedio de clientes en el sistema.

Solucion:

a) Py =P;0=0.53138
b) APx =8.50204
c) L=9.12029 clientes

Un promedio de 30 automéviles por hora (los tiempos entre llegadas siguen una distribucién ex-
ponencial) esté tentado a pasar por el servicio para automovilistas de cierto restaurante que tiene
dos ventaniilas de atencion. Si un total de 8 automaoviles estan haciendo cola (incluso el auto al
que estdn atendiendo) un automovil no entrard a la cola. Se requiere un promedio de 5 minutos
(distribucién exponencial) para atender un automdévil. Calcular:

a) Cantidad promedio de automéviles que estd esperando atencién (no se incluye a los vehiculos

que estdn siendo atendidos).
b) Numero de automéviles que serdn atendidos en promedio por hora.
¢) Tiempo promedio de espera antes de que sirvan los bocadillos.

Solucion:

a) Ly =3.59076 automoviles
b) L=5.50184 automoviles
c) W, =0.15658

Los pacientes llegan al consultorio de un doctor siguiendo una distribucién de Poisson, con la
frecuencia de 10 pacientes por hora. La sala de espera no tiene lugar mdas que para 10 pacientes. El
tiempo de consulta por paciente es exponencial, con promedio de 12 minutos. Calcular:

a) Latasa efectiva de llegadas en la clinica.
b) Laprobabilidad de que un paciente que llega encuentre al menos un asiento vacio en la sala.
¢) Eltiempo promedio que pasa un paciente en el consultorio.

Solucion:

a) Aor=4.99878
b) P(n<11)=0.49988
c) W =2.00107 horas

En el sistema (M/M/S) : (PEPS/8/00), la frecuencia de llegadas es A = 10 clientes por hora y la tasa
de servicio es i1 = 4 clientes por hora, determinar cudntos servidores (S) se necesitan para satisfacer
las siguientes condiciones: Py, < 0.25, Lg<2,L<3,W;<10 minutosy W, <20 minutos.
Solucién: $=5,5=3,5=4,S=3yS=4

A una tienda pequefia que es atendida por una persona le llegan clientes de acuerdo a un proceso
de Poisson, a una tasa promedio de 9 por hora. Toma un promedio de seis minutos atender a un
cliente. El tiempo del cajero se ajusta a una distribucién normal con desviacion estdndar de 1.2
minutos. Encontrar las medidas de desempeio para este sistema.

Solucion: Ly =4.212, L=5.112, W =0.568horas y Wgq=0.468 horas
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Suponer un sistema de colas que se ajusta al modelo M/M/1: PEPS/oco/ocoy tiene W = 3 horas y
L =9 clientes. Encontrar 1y p.
Solucién: A=3 y u=10/3

Un taller opera un servicio de soldadura para trabajos de construccion y de reparacion automotriz.
Suponga que la llegada de trabajos al taller puede describirse mediante una distribucién de pro-
babilidad de Poisson, con una tasa media de llegadas de 4 trabajos en un dia de 8 hrs. El tiempo
requerido para terminar los trabajos sigue una distribucién de probabilidad normal con un tiempo
medio de 1.5 horas y una desviacién estandar de 1.1 hrs. El taller utiliza un soldador para efectuar
los trabajos, calcular:

a) Numero promedio de trabajos esperando servicio.

b) Tiempo promedio que tiene que esperar un trabajo en cola.

¢) Tiempo promedio entre el momento en que se recibe y se termina un trabajo.
d) Porcentaje de tiempo que estd ocupado el soldador.

Solucién:

a) L, =1.73 trabajos
b) W, =3.46 horas
c) W =4.96 horas

d Pw=75%

Los trabajos llegan segtin un proceso de Poisson a una tasa media de 5 trabajos por hora a una méa-
quina de ensamblado. A continuacién se muestran los tiempos de servicio en minutos de dos tipos
de trabajo para la operacién de ensamblado de la mdquina. Calcular las caracteristicas operativas
para cada tipo.

Tipo Tiempo de servicio
Media | Desviacion estandar
A 10 2
B 8 1.5

Solucién:

Tipo A: Py = 0.8333, L=3trabajos, L;=2.1667trabajos, W =0.6horas, W, =0.4333horas
Tipo B: Py =0.6667, L =1.35677 trabajos, L, =0.6901 trabajos, W =0.27135horas, W, =
0.13802 horas

Una universidad ptblica ha instalado una maquina copiadora en cada edificio para que el personal
administrativo y docente las utilicen. El uso constante de las 8 maquinas copiadoras ocasiona fallas
frecuentes. Los registros de mantenimiento muestran que una mdaquina falla cada 2 dias, que es
igual a A = 0.5 fallas/dia. Un técnico es el encargado de realizar el mantenimiento en un tiempo
promedio de 3 maquinas por dia y se ajusta a una distribucién exponencial. Calcular:

a) Elporcentaje de utilizaciéon del técnico de mantenimiento.

b) Numero promedio de médquinas copiadoras que estdn siendo reparadas o en espera de repara-
cion.

¢) Tiempo promedio que pasa una maquina copiadora en el sistema de reparacion.

Solucién:

a) U=87.8124%
b) L=2.73125 maquinas
c) W =1.03678 dias
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Cierta empresa opera una flotilla de 12 camiones. Los camiones llegan en momentos aleatorios
a lo largo del dia a tres plataformas de embarque para ser cargados con entregas nuevas o para
descargar embarques que llegan de los proveedores. Cada camién regresa a la plataforma de em-
barque para servicio 2 veces por dia de 10 horas. Por tanto la tasa media de llegada por cami6n es
0.2 camiones por hora. La tasa media de servicio es 1.5 camiones por hora. Usando un modelo de
llegadas de Poisson y tiempos de servicio exponenciales con una poblacién finita de 12 camiones,
determine las siguientes medidas de desempefio:

a) Probabilidad de que no haya camiones en la plataforma de embarque.

b) Cantidad promedio de camiones esperando para cargar o descargar.

¢) Cantidad promedio de camiones en el area de la plataforma de embarque.
d) Tiempo promedio de espera antes de que comience la carga o descarga.

e) Tiempo promedio de espera en el sistema.

Solucién:

a) Py=0.21699

b) L4 =0.09967 camiones
c) L=1.49971 camiones
d) W4 =0.04746 horas

e) W =0.71413 horas

Un operario atiende a 6 maquinas automaticas. Cuando una méquina termina un lote, el operario
la debe restablecer para iniciar el siguiente lote. El tiempo para terminar un procesamiento de lote
es exponencial, con 50 minutos de promedio. El tiempo de preparacién de la médquina también es
exponencial con un promedio de 10 minutos. Calcular:

a) La cantidad promedio de maquinas que esperan su restablecimiento, o que estdn siendo resta-
blecidas.

b) Laprobabilidad de que todas las mdquinas estén trabajando.

¢) Eltiempo promedio que una méquina estd sin trabajar.

Solucién:

a) L=1.95924 maquinas
b) Py=0.19185
c) W =0.40406 horas

Una clinica dental que atiende al ptiblico en general cuenta con 4 sillas odontolégicas y cada una es
atendida por un dentista. Los pacientes llegan a raz6n de 6 por hora, de acuerdo con una distribu-
cién de Poisson. El tiempo promedio requerido para realizar una revisién dental es de 32 minutos
y se ajusta a una distribucién exponencial. Calcular:

a) Elporcentaje de utilizaciéon de los servidores.

b) La probabilidad de que no hayan pacientes en la clinica.

¢) Laprobabilidad de que se encuentren 5 o mds pacientes en la clinica.
d) Eltiempo promedio de pacientes en espera de ser atendidos.

e) Eltiempo promedio que permanece un paciente en la clinica.

Solucién:

a) U=80%

b) Py =0.0273

c) P(n=5)=0.47715
d) W4 =0.39762 horas
e) W =0.93096 horas
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Considerar una linea de espera con tres servidores con llegadas de Poisson y tiempos de servicio
exponenciales. La tasa media de llegada es de 15 unidades por hora y la tasa media de servicio es de
6 unidades por hora para cada servidor. Si el costo de un servidor es de $50 por hora y se estima un
costo de $30 por hora para el tiempo de espera de un cliente. Determinar el costo total de operar el
sistema con tres, cuatro y cinco servidores.

Solucién:

S=3 CT=330.34, S=4 CT=290.99, S=5 CT=32891

El gerente de cierto restaurante de hamburguesas, sabe que proporcionar un servicio rapido es la
clave del éxito. Es posible que los clientes que esperan mucho vayan a otro lugar la préxima vez.
Estima que cada hora que un cliente tiene que esperar antes de terminar su servicio le cuesta un
promedio de $50 en negocio futuro perdido. Por lo tanto desea estar seguro de que siempre tiene
suficientes cajas abiertas para que la espera sea minima. El costo de cada empleado es $35 por ho-
ra. Los clientes llegan segiin un proceso Poisson a una tasa media de 60 por hora. Se estima que el
tiempo necesario para servir a un cliente tiene distribucién exponencial con media de 2.5 minutos.
Determinar cuédntas cajas debe abrir el gerente para minimizar su costo total.

Solucién:

§S=3 CT=40556, S=4 CT=29165  S=5 CT=306.52

Se estd investigando el modelo (M/M/5) : (PEPS/12/00), en el que A =22 clientes por horay u=5
clientes por hora. Calcular:

a) La cantidad esperada de servidores inactivos.

b) La probabilidad de que un cliente que llegue ocupe el tltimo lugar del espacio disponible.
¢) Laprobabilidad de que una unidad que llega tenga que esperar por el servicio.

d) Numero promedio de clientes en espera de ser atendidos.

Solucion:

a) $=0.809015

b) P;; =0.05398

c) Pyw=P(5=<n<12)=0.57278
d) L, =1.7619 clientes

Un servicio de lavado de autos cuenta con 4 rampas de lavado. Los autos llegan de acuerdo a un
proceso de Poisson a una tasa de 10 autos/hora. El tiempo de servicio se ajusta a una distribucién
exponencial con media de 20 minutos. El espacio para acomadar los autos que esperan ser atendi-
dos es de 4 autos, los autos que llegan cuando hay 8 en el sistema se van a otro lugar. Calcular:

a) Utilizacién de los servidores

b) Tasa efectiva de llegadas.

¢) Probabilidad de que un auto espere.

d) Tiempo promedio de que un cliente pasa en la cola.

Solucién:

a) U=77.3451%

b) A.r=9.2814 autos/hora.
c) Py =0.4629

d) Wy =0.09452 horas.

Cuatro mecanicos atienden 10 maquinas de produccién de cierta empresa. La tasa promedio de
descomposturas es de 8 por cada turno 8 horas y se ajusta una distribucién de Poisson. El tiempo
promedio de reparacidn se ajusta a una distribucién exponencial con media de 0.75 horas. Calcu-
lar:



5.13. EJERCICIOS POR RESOLVER 205

a) Lautilizacién porcentual de los cuatro mecanicos.
b) Probabilidad de que un maquina espere.
¢) Tiempo promedio de espera en el sistema.

Solucion:

a) U=91.8318%
b) Py =0.78405
c) W =1.04177.

33. Dado que el funcionamiento de un servidor cuesta $40 por hora y que el tiempo de espera cuesta
$50 por hora, encontrar el nimero 6ptimo de servidores para un promedio de llegadas de Poisson
de 15 por hora y una tasa de servicio del mismo tipo de 4 por hora.

Solucién: S =6
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Anexo

Secuencia didactica



f/m 0“_ Tecnol6gico Nacional de México
5 A Instituto Tecnolégico de Tuxtla Gutiérrez
T oumgae? Subdireccién Académica
Instrumentacion Didactica para la Formaciéon y Desarrollo de Competencias
Periodo: ‘ Agosto — Diciembre de 2019 ’ Clave de la Asignatura: INC-1019 Grupo: | I5A
Nombre de la Asignatura: | Investigacién De Operaciones Il Plan de estudios: IIND-2010-227
Horas teoria-horas practica-créditos 2-2-4 Modalidad: Presencial
Atributos del egresado 1. Identificar, formular y resolver problemas complejos de ingenieria aplicando los principios de la
ciencias basicas e ingenieria

1. Caracterizacion de la asignatura

Para el perfil del Ingeniero Industrial, esta asignatura le proporciona la capacidad para tomar decisiones mediante propuestas
de mejora a través del andlisis de problemas que se presentan en sistemas productivos, logisticos, de lineas de espera, en
situaciones bajo riesgo o incertidumbre, con procesos estocasticos, en redes para optimizar flujos, tiempos, costos, rutas,
entre otros, considerando criterios técnicos y econdmicos para empresas de manufactura o servicios. La investigacion de
operaciones como ciencia de la administracién implica el uso de las mateméaticas y la computadora para ayudar a tomar
decisiones racionales frente a problemas de administracién complejos, de ahi su importancia de integrarse en la formacion del
ingeniero industrial, ya que esto aporta una caracteristica distintiva de este profesionista que es su habilidad y capacidad para
resolver situaciones de alta complejidad en forma sistémica. La materia de Investigacion de operaciones Il consiste en
formular, analizar e implementar modelos matematicos aplicando técnicas deterministas y probabilistas a situaciones reales
del entorno, interpretando las soluciones obtenidas expresadas en un lenguaje accesible al usuario para la eficiente toma de
decisiones. Es necesario la adecuada comprensién y entendimiento de los temas de razonamiento I6gico matematico, algebra
lineal, conceptos de probabilidad y estadistica, nomenclatura matematica, solucién de sistemas de ecuaciones, uso de
software. De ahi su estrecha relacion con materias que previamente deben de haberse acreditado como Matematicas,
Probabilidad y Estadistica, Lenguajes de Computacién, Investigaciéon de operaciones |, Fundamentos de Investigacién, entre
otras. Asi mismo, esta materia sera soporte de algunas asignaturas como Simulacién, Administracién de Operaciones | y I,

Formulacién y Evaluacién de Proyectos, entre otras.

2. Intencioén didactica

Se organiza el temario, en cinco unidades, siendo la primera Programacién por Metas, ofreciéndose como una alternativa a la
formulacién de modelos de programacion lineal y programacion entera de problemas que no se puedan resolver. La segunda
unidad trata del uso de Redes para la modelacion de problemas. La tercera unidad abarca la Teoria de Decisiones para la
solucion de problemas deterministas o probabilistas. La cuarta unidad estudia las Cadenas de Markov y procesos
estocdasticos. La quinta unidad trata de las Lineas de Espera, las cuales se presentan frecuentemente en sistemas de
produccién o servicios. Se agrupan los contenidos conceptuales de la asignatura en los primeros puntos de cada unidad;
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posteriormente se da una aplicacion de este marco tedrico en la solucion de problemas reales o hipotéticos, para dar paso al
uso de software computacional a fin de comprobar la validez de los procedimientos manuales y finalmente todo lo aprendido
se aplica a casos reales del entorno.

El docente realiza sesiones de aprendizaje colaborativo, haciendo la rotacién de alumnos entre equipos, a fin de mejorar su
comprensién en los diversos temas y practicas con enfoques de solucién manual o bien con software especializado. Con
estas sesiones, los estudiantes mejoran sus habilidades interpersonales a través de la relacién con diferentes compafieros. El
docente refuerza no solamente los aspectos meramente técnicos sino también los formativos, tales como incentivar la
curiosidad, el entusiasmo, la puntualidad, la constancia, el interés por mejorar, el respeto y la tolerancia hacia sus compafieros
y profesores, a sus ideas y enfoques, y considerar también la responsabilidad social y el respeto al medio ambiente.

3. Competencia de la asignatura

Formula y resuelve modelos matematicos aplicando técnicas deterministas y probabilistas a situaciones reales o teéricas del
entorno, interpretando las soluciones obtenidas expresadas en un lenguaje accesible al usuario como apoyo a la toma de
decisiones

4. Andlisis por competencias especificas

Competencia No.: 1 Descripcion: Elabora las definiciones y conceptos de la programacion
por metas, asi como el modelaje y solucion de los
mismos, para proporcionar una solucién éptima.

Temas y subtemas Horas
para desarrollar la Actividades de Actividades de Desarrollo de tebrico-
competencia aprendizaje ensefianza competencias genéricas A
especifica practica
1. Programacion por | 1. Investiga en internet lo 1. Presentacion del Competencias 12
metas. relacionado con programa y politicas de la | instrumentales
programacién por metas. asignatura. e Capacidad de andlisis
1.1 Definicion y y sintesis
conceptos generales. 2. Identifica los principales | 2. Explicar los conceptos | e Capacidad de
1.2 Modelo general de | elementos de la principales de la organizar y planificar
metas. programacion por metas programacion por metas. | e Capacidad para
1.3 Diferencias entre formular modelos
modelo lineal y modelo | 3, Plantea problemas que | 3. Realizar diversos Matematicos
metas. se pueden resolver ejemplos de modelos de e Comunicacion oral y
1.4 Modelos de una mediante programacion por | una sola meta, modelos escrita
sola meta. con metas multiples (sin o Solucién de problemas
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1.5 Modelos de metas
multiples.

1.6 Modelos de
submetas dentro de
una meta.

1.7 Métodos de
solucion.

1.8 Uso de software.

metas.

4. Establece las diferencias
de programacion por metas
y programacion lineal.

5. Analiza mediante
dindmicas grupales el
contenido del material para
lectura identificando las

particularidades del modelo.

6. Resuelve problemas
usando Microsoft Excel y el
software |IOTec.

prioridades, con
prioridades y con
prioridades y
ponderaciones)

4. Utilizar como apoyo a la
solucion de problemas
Microsoft Excel y el
software |IOTec.

5. Manejar casos reales
de aplicacion

e Toma de decisiones

Competencias

interpersonales

e Trabajo en equipo

e Habilidades
interpersonales:
tolerancia, respeto

Competencias

sistémicas

e Capacidad de aplicar
los conocimientos en
la practica

e Habilidades de
investigacion

e Capacidad de

aprender
Indicadores de alcance Valor del indicador
A. Distingue claramente entre los modelos ensefiados a la toma de decisiones en la IO 20
B. Hacer recomendaciones de las competencias vistas en la participacion diaria. 10
C. Resolucion de los ejercicios de manera congruente dependiendo de los diferentes métodos. 50
D. Entregar a tiempo los trabajos requeridos 20

Niveles de desempefio:

Desempefio

Nivel de desempefio

Indicadores de alcance

Valoracién numérica

Excelente

Cumple con todos los
indicadores de alcance y con
el 100% de evidencias de

96-100

aprendizaje superando de

. forma clara lo esperado. A, B,

Competencia alcanzada C.D.
Cumple con todos los
Notable indicadores de alcance de )
forma satisfactoria y con el 91-95
100% de evidencias de
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aprendizaje.A, C, D.

Cumple con al menos 3
Bueno indicadores de alcance de ’
Y mayor peso y con el 100% de 80-90

evidencias de aprendizaje.

Cumple con al menos 2
indicadores de alcance de

Suficiente -
mayor peso y con el 100% de 70-79
evidencias de aprendizaje.
No se cumple con el 100% de
Competencia no alcanzada Insuficiente evidencias de aprendizaje ni
P al menos 2 indicadores de NA (No Alcanzada)
alcance.
Matriz de evaluacion:
Evidencia de aprendizaje % Indicador de alcance Evaluacion formativa de la
competencia
A| B C D
Analizar ejercicios (clase (Asistencia) y 25 10 | 5 10 Cuadernillo de ejercicios
extra-clase)
Interpretar las Investigacion y andlisis de 25 10 | 5 10 Plenaria (lista de cotejo)
temas y/o articulos
Evaluacién escrita 50 50 Porcentaje de evaluacién
Total 20 |10 | 50 20
Competencia No.: 2 Descripcion: Identifica, construye y utiliza redes para representar un

problema a fin de optimizar su solucion.
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Temas y subtemas para
desarrollar la competencia
especifica

Actividades de aprendizaje

Actividades de
ensefianza

Desarrollo de
competencias
genéricas

Horas tedrico-
practica

2.1 Terminologia

2.2 Problema de la ruta
mas corta.

2.3 Problema de arbol de
minima expansion.

2.4 Problema de flujo
maximo.

2.5 Problema de flujo de
costo minimo.

2.6 Programacion lineal en
Teoria de Redes.

2.7 Uso de software

2. Optimizacién de Redes.

1. Identifica y diferencia los
distintos problemas de
redes.

2. Menciona las diferencias
y semejanzas de los
diferentes modelos de
redes.

3. Realiza los modelos para
los diferentes problemas de
redes tomando en cuenta
las diferencias entre ellos.

4.Una vez realizada y
obtenida la solucion 6ptima
se crea la solucion o
soluciones alternativas.

5. Resuellve los ejemplos
mediante  Excel y el
software 10Tec, asi como
analizar los resultados
obtenidos.

1. Explicar la
terminologia de las
redes de optimizacion.

2. Resolver problemas
de redes relacionados
con: El problema de la
ruta mas corta, el
problema del arbol de
minima expansion, el
problema de flujo
maximo y el problema
de flujo de costo
minimo.

3. Identificar el
problema de redes y
usar el modelo que se
ajusta a dicho
problema.

4. Resolver problemas
de redes utilizando
programacion lineal.

5. Utilizar como apoyo
a la solucion de
problemas Microsoft
Excel y y el software
I10Tec.

6. Manejar casos
reales de aplicacion.

Competencias

instrumentales

e Capacidad de
andlisis y sintesis

e Capacidad de
organizary
planificar

e Capacidad para
formular modelos
Matematicos

e Comunicacion oral
y escrita

e Solucion de
problemas

e Tomade
decisiones

Competencias

interpersonales

e Trabajo en equipo

e Habilidades
interpersonales:
tolerancia, respeto

Competencias

sistémicas

e Capacidad de
aplicar los
conocimientos en la
practica

e Habilidades de
investigacion

Capacidad de aprender

12

Indicadores de alcance

| Vvalor del indicador
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A. Distingue claramente entre los modelos ensefiados a la toma de decisiones en la IO

B. Hacer recomendaciones de las competencias vistas en la participacion diaria.

C. Resolucion de los ejercicios de manera congruente dependiendo de los diferentes métodos.
D. Entregar a tiempo los trabajos requeridos

20
10

20

Niveles de desempefio:

Desempefio

Nivel de desempefio

Indicadores de alcance

Valoracién numérica

Competencia alcanzada

Excelente

Cumple con todos los
indicadores de alcance y con
el 100% de evidencias de
aprendizaje superando de
forma clara lo esperado. A, B,
C,D.

96-100

Notable

Cumple con todos los
indicadores de alcance de
forma satisfactoria y con el
100% de evidencias de
aprendizaje. A, C, D

91-95

Bueno

Cumple con al menos 3
indicadores de alcance de
mayor peso y con el 100% de
evidencias de aprendizaje.

80-90

Suficiente

Cumple con al menos 2
indicadores de alcance de
mayor peso y con el 100% de
evidencias de aprendizaje.

70-79

Competencia no alcanzada

Insuficiente

No se cumple con el 100% de
evidencias de aprendizaje ni
al menos 2 indicadores de
alcance.

NA (No Alcanzada)
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Matriz de evaluacion:

Evidencia de aprendizaje %

Indicador de alcance

A B C D

Evaluacion formativa de la
competencia

y extra-clase)

Aplicar los problemas cotidianos de la vida | 20
diaria en los ejercicios (clase (Asistencia)

10 |10

Cuadernillo de ejercicios

Andlisis los temas y/o articulos 20 10 10 Plenaria (lista de cotejo)
Evaluacion escrita 50 50 Porcentaje de evaluacion
Participacién de las competencias 10 10 Lista de cotejo

Total 20 |10 |50 |20

Competencia No.: 3 Descripcion: [ Aplica las técnicas de la teoria de decisiones para
modelos deterministas y probabilistas.
[ Resuelve las etapas concernientes al problema bajo
estudio.
[ Establece las conclusiones correspondientes para la

toma de decisiones.

Temas y subtemas para Actividades de Actividades de Desarrollo Qe Hp(as
desarrollar la e ~ competencias tedrico-
: - aprendizaje ensefianza - o
competencia especifica genéricas practica
3. Teoria de decisiones. | 1. Aplica las caracteristicas | 1. Explicar las Competencias 10
generales de la toma de caracteristicas instrumentales
3.1 Caracteristicas decisiones basada en la generales de la toma e Capacidad de
generales. teoria de probabilidades. de decisiones basada analisis y sintesis
3.2 Criterios de decision en la teoria de e Capacidad de
deterministicos y 2. Conoce y aplica los probabilidades. organizar y
probabilisticos. criterios de decision planificar
3.3 Valor de la deterministas y 2. Dar a conocer y e Capacidad para
informacion perfecta. probabilistas para la toma aplicar los criterios de formular modelos
3.4 Arboles de decision. de decisiones, sus ventajas | decision Matematicos
3.5 Teoria de utilidad. y aplicaciones en deterministicos y e Comunicacion oral
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3.6 Andlisis de situaciones bajo riesgo e probabilisticos. y escrita
sensibilidad. incertidumbre. e Solucion de
3.7 Decisiones 3. Explicar el valor de la problemas
secuenciales. 3. Utiliza el valor esperado | informacion perfectay |e Toma de
3.8 Uso de software. de la informacién perfecta. | el valor esperado de la decisiones
informaciéon muestral.  Competencias
4. Analiza problemas interpersonales
utilizando arboles de 4. Analizar problemas e Trabajo en equipo
decision. reales utilizando e Habilidades
arboles de decision. interpersonales:
5. Aplica la teoria de la tolerancia, respeto
utilidad 5. Aplicar la teoriade  Competencias
utilidad. sistémicas
6. Resuelve problemas con e Capacidad de
Microsoft Excel y el 6. Utilizar como apoyo aplicar los
software I0Tec a la solucion de conocimientos en la
problemas, Microsoft practica
Excel y el software ¢ Habilidades de
I0Tec. investigacion
e Capacidad de
aprender
Indicadores de alcance Valor del indicador
A. Distingue claramente entre los modelos ensefiados a la toma de decisiones en la 10 20
B. Participacion, Asistencia y Tareas. 20
C. Resolucion de los ejercicios de manera congruente dependiendo de los diferentes métodos. 60

Niveles de desemperio:

Desempefio Nivel de desempefio Indicadores de alcance Valoracion numérica

Cumple con todos los
indicadores de alcance y con
el 100% de evidencias de

Excelente T 96-100
) aprendizaje superando de
Competencia alcanzada forma clara lo esperado. A, B,
C
Notable Cumple con todos los 91-95

indicadores de alcance de
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forma satisfactoria y con el
90% de evidencias de
aprendizaje. A, B, C.

Cumple con al menos 3
indicadores de alcance de
mayor peso y con el 100% de
evidencias de aprendizaje.

Cumple con al menos 2
indicadores de alcance de
mayor peso y con el 100% de
evidencias de aprendizaje.

No se cumple con el 100% de
evidencias de aprendizaje ni
al menos 2 indicadores de
alcance.

Bueno 80-90

Suficiente 70-79

Competencia no alcanzada Insuficiente NA (No Alcanzada)

Matriz de evaluacion:

Evidencia de aprendizaje % Indicador de alcance Evaluacion formativa de la
A B C competencia

Resolucién de ejercicios (clase 20 10 | 10 Cuadernillo de ejercicios
(Asistencia) y extra-clase)

Reporte de Investigacion y andlisis de 20 10 |10 Plenaria (lista de cotejo)
temas y/o articulos

Evaluacion escrita 60 60 Porcentaje de evaluacion
Total 20 |20 |60

[1 Utiliza las Cadenas de Markov parala resolucién de
Competencia No.: 4 Descripcidn: problemas.
[ Utiliza el software especifico
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Temas y subtemas para - - Desarrollo de Horas
desarroll)::lr la compet?ancia Actwudgd(_as de Actlvldades de competencias tedrico-
. aprendizaje ensefianza - P
especifica genéricas préactica
4. Cadenas de Markov. 1. Investiga en internet lo | 1. Identificar las Competencias 12

4.1 Introduccién a las cadenas
de Markov.

4.2 Probabilidad de
transiciones estacionarias de
n pasos..

4.3 Estado estable.

4.4 Casos especiales
(cadenas absorbentes,
cadenas ciclicas).

4.5 Uso de software.

relacionado las cadenas
de markov

2. Resuelve problemas
donde se utilicen los
procesos de markov..

3. Analizar casos
practicos en los que se
requiera utilizar los
modelos de markov.

4. Resuelve ejercicios
que el facilitador le
solicite de tarea.

5. Resuelve problemas
usando Microsoft Excel y
el software 10Tec.

caracteristicas de los
problemas de cadenas
de Markov.

2. Formular problemas
de cadenas de Markov.

3. Analizar problemas de
probabilidad de
transicion estacionarias
de un solo paso, de n
pasos, los estados
absorbentes, la
probabilidad de
transicion estacionaria de
estados estables y los
tiempos de primer paso.

4. Resolver problemas
de Markov con arboles
de decision.

5. Comparar resultados
de problemas resueltos
mediante simulacion y
cadenas de Markov.

6. Usar casos reales de
aplicacion

instrumentales

e Capacidad de
analisis y sintesis

e Capacidad de
organizar y
planificar

e Capacidad para
formular modelos
Matematicos

e Comunicacién
oral y escrita

e Solucién de
problemas

e Tomade
decisiones

Competencias

interpersonales

e Trabajoen
equipo

e Habilidades
interpersonales:
tolerancia,
respeto

Competencias

sistémicas

e Capacidad de
aplicar los
conocimientos en
la practica

e Habilidades de
investigacion
Capacidad de

aprender

Indicadores de alcance

| Vvalor del indicador
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B. Participacion, Asistencia y Tareas.

D. Entregar a tiempo los trabajos requeridos

A. Distingue claramente entre los modelos ensefiados a la toma de decisiones en la IO

C. Resolucion de los ejercicios de manera congruente dependiendo de los diferentes métodos.

Niveles de desempefio :

Desempefio Nivel de desempefio

Indicadores de alcance

Valoracién numérica

Excelente

Cumple con todos los
indicadores de alcance y con
el 100% de evidencias de
aprendizaje superando de
forma clara lo esperado.

96-100

Notable

Competencia alcanzada

Cumple con todos los
indicadores de alcance de
forma satisfactoria y con el
100% de evidencias de
aprendizaje.

91-95

Bueno

Cumple con al menos 3
indicadores de alcance de
mayor peso y con el 100% de
evidencias de aprendizaje.

80-90

Suficiente

Cumple con al menos 2
indicadores de alcance de
mayor peso y con el 100% de
evidencias de aprendizaje.

70-79

Competencia no alcanzada Insuficiente

No se cumple con el 100% de
evidencias de aprendizaje ni
al menos 2 indicadores de
alcance.

NA (No Alcanzada)

Matriz de evaluacion:

Evidencia de aprendizaje %

Indicador de alcance

Evaluacion formativa de la
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A B C D competencia
Analizar los ejercicios (clase (Asistencia) y | 25 10 | 10 5 Cuadernillo de ejercicios
extra-clase)
Identificar los diferentes tipos de 25 10 |10 5 Plenaria (lista de cotejo)
Investigacion y analisis de temas y/o
articulos
Evaluacion escrita 50 50 Porcentaje de evaluacion
Total 20 |20 |50 |10
Competencia No.: 5 Descripcidn: [ Estudia y aplica los modelos y algoritmos de lineas de
espera.
[ ldentifica y analiza los problemas donde se involucran
los modelos de lineas de espera y utilizarlos para
encontrar su solucion, en sistemas de produccién o de
servicios
[ Utiliza el software adecuado
Temas y subtemas para Actividades de | Actividades de Desarrollo .de H,Or‘as
desarrollar la competencia N ~ competencias tedrico-
. aprendizaje ensefianza - Y
especifica genéricas practica
5. Lineas de espera 1. Investiga en internet lo | 1. Explicar la | Competencias 14

5.1. Introduccioén,
terminologia, notacién y casos
de aplicacion.

5.2. Proceso de nacimiento y
muerte (modelos Poisson).
5.3. Poblacion infinita un

servidor, cola infinita.
5.4. Poblacion finita un
servidor, cola finita.

5.5. Poblacion infinita
servidores multiples, cola
infinita.

5.6. Uso de software

relacionado con teoria

de colas.

2. Resuelve al menos 2
problemas de cada
modelo de colas.

3. Resuelve los
ejercicios que el
facilitador le solicite de
tarea.

4. Analiza casos
practicos en los que se

terminologia, notacién y | instrumentales

relaciones basicas de la | ¢ Capacidad de

teoria de colas. andlisis y sintesis

e Capacidad de
organizar y
planificar

e Capacidad para

2. Analizar, generar las
férmulas del caso de:

e Un servidor, formular modelos
fuente infinita, Matematicos
cola infinita. e Comunicacion

Un servidor, cola
finita, fuente
infinita.
Servidores

oral y escrita
Solucién de
problemas
Toma de
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requiera utilizar los multiples, cola decisiones

modelos de lineas de infinita, fuente Competencias
espera. infinita. interpersonales
e Servidores e Trabajo en
5. Resuelve problemas multiples, cola equipo
usando Microsoft Excel y finita, fuente e Habilidades
el software 10Tec. infinita. interpersonales:
tolerancia,
3. Utilizar como apoyo a respeto

la solucién de problemas | Competencias

algin  software,  por | sistémicas

ejemplo: Microsoft Excel | ¢ Capacidad de

e |0Tec. aplicar los
conocimientos en
la practica

e Habilidades de
investigacion
Capacidad de

aprender
Indicadores de alcance Valor del indicador
A. Distingue claramente entre los modelos ensefiados a la toma de decisiones en la IO 20
B. Participacion, Asistencia y Tareas. 20
C. Resolucién de los ejercicios de manera congruente dependiendo de los diferentes métodos. 50
D. Entregar a tiempo los trabajos requeridos 10
Niveles de desempefio :
Desempefio Nivel de desempefio Indicadores de alcance Valoraciéon numérica

Cumple con todos los
indicadores de alcance y con
el 100% de evidencias de

) Excelente T 96-100
Competencia alcanzada aprendizaje superando de
forma clara lo esperado. A, B,
C,D
Notable Cumple con todos los 91-95
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indicadores de alcance de
forma satisfactoria y con el
100% de evidencias de
aprendizaje. A, B, C

Cumple con al menos 3
indicadores de alcance de

Bueno -
mayor peso y con el 100% de 80-90
evidencias de aprendizaje.
Cumple con al menos 2
Suficiente indicadores de alcance de )
mayor peso y con el 100% de 70-79
evidencias de aprendizaje.
No se cumple con el 100% de
Competencia no alcanzada Insuficiente evidencias de aprendizaje ni
P al menos 2 indicadores de NA (No Alcanzada)
alcance.
Matriz de evaluacion:
Evidencia de aprendizaje % Indicador de alcance Evaluacion formativa de la
A B C D competencia

Analizar los ejercicios (clase (Asistencia) y | 25 10 | 10 5 Cuadernillo de ejercicios

extra-clase)

Identificar los diferentes tipos de 25 10 | 10 5 Plenaria (lista de cotejo)

Investigacion y analisis de temas y/o

articulos

Evaluacion escrita 50 50 Porcentaje de evaluacion

Total 20 |20 |50 |10

5. Fuentes de informacién y apoyos didéacticos

Fuentes de informacion:

Apoyos didacticos:

» Anderson, Sweeney y Williams. Métodos cuantitativos para los
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negocios. Cengage Learning. Computadora personal

« Bronson. Investigacién de Operaciones. McGraw-Hill. VideoProyector

* Davis y Mckeown. Métodos cuantitativos para administracion. Apuntes de la materia
McGraw-Hill. Pizarrén

* Eppen, Gould, Schmidt, Jeffrey y Larry. Investigacion de Plumones
operaciones en la ciencia administrativa. Pearson. Uso de nuevas tecnologias (TIC’s)
« Hillier y Lieberman. Métodos cuantitativos para administracion.

McGraw-Hill.

« Hillier y Lieberman. Introduccién a la Investigaciéon de operaciones.

McGraw-Hill.

» Mijangos Lépez Jorge A. Investigacion de Operaciones Il. Por

publicar.

» Prawda Juan. Métodos y modelos de la Investigacion de
Operaciones. Limusa.

* Render, Stair y Hanna. Métodos cuantitativos para los negocios.
Pearson.

* Rios Insua, Mateos Caballero y Martin Jiménez. Programacion
lineal y aplicaciones. Alfaomega.

» Taha Hamdy, Investigacion de Operaciones. Pearson.

» Winston. Investigacién de Operaciones. Pearson
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