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“Fundamentos geométricos de la robotica:
Analisis tedrico y aplicaciones”

Resumen

Es bien sabido que la configuracién de un cuerpo rigido que se mueve libremente en
el espacio fisico puede ser descrita por un elemento del grupo especial euclidiano SE(3),
y cualquier restriccion que se presente en el movimiento del cuerpo reduce la dimensiéon
de su espacio de estados. Esto aplica por igual a cualquiera de los componentes de un
mecanismo robotico, idealmente formado por un conjunto de cuerpos rigidos sujetos
a restricciones de movimiento entre ellos. Es por esta razén que el estudio de las
propiedades geométricas del grupo SE(3) y de sus principales subgrupos es de un
gran interés en robdtica. Tradicionalmente un elemento de SE(3) es representado
por una matriz de transformacion homogénea, sin embargo, en los tltimos anos se
han publicado interesantes trabajos sobre modelado y control de robots empleando
otras representaciones de SE(3), tales como cuaterniones duales, vectores espaciales
o tornillos. El conocimiento de que algunas representaciones son ademas algebras de
Lie y/o algebras de Clifford permite simplificar su aplicacién a problemas reales. El
objetivo principal de este trabajo de tesis es estudiar las propiedades de SE(3), sus
subgrupos y sus representaciones matemaéticas, con tal de comprender su aplicacion
en el modelado y control automéatico de mecanismos robdticos.
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Capitulo 1

Introduccion

En este trabajo de tesis se aborda la cinematica de pose, de velocidad y la dinamica
de robots mediante un enfoque geométrico, particularmente, se presta especial aten-
cién al estudio de la linea recta en el espacio tridimensional pues esta profundamente
relacionado con la robética. Las transformaciones empleadas para estudiar el movi-
miento de cuerpo rigidos en el espacio son las rotaciones y las traslaciones, por lo que,
se estudian algunas de sus distintas parametrizaciones (algebraicas) y se aplican tanto
a la cinematica como a la dinamica. Cabe resaltar que la mayoria de los conceptos
fundamentales para este trabajo de tesis seran definidos a partir del Capitulo 2.

En mayo de 2000 se llevé a cabo una reunién en la Fundaciéon Nacional de Ciencia
en Arlington Virginia sobre “La interaccién entre las Matematicas y la Robotica”, en
donde, lideres expertos en los E.U.A. discutieron la importancia de las matematicas
en la robotica y también, como es que los problemas en robética pueden contribuir
con el desarrollo de las matematicas, asi mismo, dieron una visiéon general de los
problemas que consideraron importantes y que valen la pena estudiar, su lista era
larga y tocaron muchas ramas tanto de las mateméticas como de la robética.

La robdtica es una disciplina practica, se desarrolld gracias a la habilidad de los
ingenieros para construir maquinas muy sofisticadas las cuales combinan el control
por computadoras con actuadores y sensores electromecanicos, por lo que cualquier
teoria que se relacione con este tema debe considerar su posibilidad practica con
maquinas reales, sin embargo, claramente existe un lugar para el lado tedrico.

El grupo especial euclidiano, SE(3), es también conocido como el grupo de movi-
mientos de cuerpo rigido y es de gran importancia en la robdtica pues los movimien-
tos permitidos por las articulaciones de los robots tanto en su andlisis cinematico y
dindmico, como en su control reflejan un enfoque de cuerpo rigido, a pesar de que los
eslabones de un robot no son estrictamente rigidos, sino sélo una aproximacién (Selig,
2005).



1.1. Antecedentes de robotica

Tal como se menciona en (Selig, 2005), aunque la mayoria de los robots industriales
modernos tienen apenas unas décadas, sus antecesores, los mecanismos y los eslabones,
tienen siglos de historia, entre las maquinas mas antiguas usadas por los humanos se
encuentran las grias y otros dispositivos de levantamiento (inspirados en esqueletos
de animales) que consisten de eslabones rigidos unidos por articulaciones. Previo a
la revolucion industrial tanto el desarrollo como la innovacion de tales mecanismos
fueron actividades con un desarrollo lento pero estable, y este evento fue el que origind
una gran demanda de estos dispositivos.

Uno de los principales problemas de la teoria de mecanismos era el cémo convertir
el movimiento reciprocante generado por el piston de un motor en un movimiento
rotatorio. Para resolverlo, muchos investigadores, entre ellos James Watt, propusieron
soluciones aproximadas, sin embargo, fue hasta 1864 que Charles-Nicolas Peaucellier,
un oficial naval francés, inventé un mecanismo de 8 barras que realizaba exactamente
esa conversion. Por aquella época la exactitud de los métodos de maquinado asi como
la tecnologia de lubricacion habian mejorado tanto que la importancia practica de este
descubrimiento habia pasado desapercibida. Sin embargo, los mateméticos, intrigados
por este mecanismo, desarrollaron la geometria inversiva la cual es la encargada de
estudiar inversiones de curvas.

En 1876, Alfred Bray Kempe probé que los mecanismos pueden trazar cualquier
curva algebraica, mientras que Gabriel Xavier Paul Koenigs probé un teorema simi-
lar pero para curvas en el espacio. Por esa época, matematicos tales como Pafnuti
Lvovich Chebychev, Arthur Moritz Schoenflies y Jean Gaston Darboux, entre otros,
estaban interesados en la teoria de mecanismos, tanto asi que, el mecanismo de 4
barras fue el mas intensamente estudiado por lo cual, hoy en dia, este dispositivo
es ubicuo en ingenieria mecanica. Ha sido usado en aplicaciones desde bisagras hasta
mecanismos de inclinacién en trenes de alta velocidad, incluso, existen algunas pregun-
tas sin respuesta referentes a las capacidades geométricas de este mecanismo. Otros
matematicos estaban interesados en problemas mas generales, por ejemplo, William
Kingdon Clifford desarrollé algebras geométricas modeladas sobre los cuaterniones de
William Rowan Hamilton, Robert Stawell Ball desarroll6 la teoria de tornillos, la cual
trata con movimientos infinitesimales de cuerpos rigidos y es principalmente usada
para problemas relacionados con la estatica y la dinamica, y Christian Hugo Eduard
Study abordé la geometria del grupo SE(3) desarrollando los cuaterniones duales para
representar tanto las traslaciones como las rotaciones en un mismo elemento.

Después de la primera guerra mundial los matematicos dejaron de estudiar me-
canismos, sin embargo, el tema flufa lentamente lejos del principal desarrollo de las
matematicas modernas, los ingenieros mecanicos tampoco los abordaron durante es-
te periodo a pesar de seguir teniendo una gran importancia préactica, asi mismo, los
ingenieros académicos estaban mas interesados en otras areas. La excepciéon mas no-



table fue F. M. Dimentberg quien en 1948 usé la teoria de tornillos para analizar
cadenas cinematicas en la escuela de Moscow, la cual era dirigida por Ivan Ivanovich
Artobolevskii (Selig, 2005).

Los primeros trabajos referentes a robots comenzaron en los laboratorios naciona-
les de Argonne y Oak Ridge (EUA) con el desarrollo de manipuladores mecénicos
controlados remotamente y que eran empleados para manipular material radioacti-
vo (Gallier, 2011). En la década de los 50s Ferdinand Freudenstein comenzé a revivir
el estudio de mecanismos casi de manera simultanea a Kenneth Henderson Hunt y
a Jack Raymond Phillips, que ayudados por la teoria de tornillos de Ball analizaron
mecanismos especiales.

La principal diferencia entre los robots y los mecanismos es que los mecanismos
son, por lo general, empleados para funciones particulares, y por lo tanto suelen tener
solamente pocos grados de libertad (g.d.l.), mientras que se considera que los robots
son maquinas de propésito mas general, con la consecuencia de tener mas g.d.l. (Selig,
2005).

La programabilidad de robots fue sugerida en 1954 por George Devol quien utilizo
un CNC (Computer Numerically Controlled) para el maquinado de piezas usadas en
aeronautica. En 1961, la compania Unimation de Joseph Engelberger instalé el primer
robot en una planta de General Motors. El empleo de sensores se debe a Heinrich A.
Ernst quien en 1962 desarrollé un robot que sensaba la fuerza empleada al apilar
bloques, los sistemas de vision que permitian al robot a responder a obstaculos en su
ambiente fueron aplicados por esa misma época. Para 1973, el primer lenguaje para
la programacién del movimiento de un robot, llamado WAVE, fue desarrollado en
Stanford (Murray et al., 1994).

Entre los principales robots de aquella época se encuentran el manipulador Stan-
ford (Stanford Arm) de 1969, The Tomorrow Tool (T?), considerado como el primer
manipulador controlado por computadora, de 1974, el robot PUMA (Programmable
Universal Machine for Assembly) de 1978 y el robot SCARA (Selective Compliant
Articulated Robot for Assembly) de 1979 (Murray et al., 1994).

Asi como las aplicaciones para robots industriales, fueron en crecimiento también
el desarrollo de diferentes métodos de actuacién. Para aplicaciones de trabajo ligero
se usaron motores eléctricos, los cuales producen su maxima potencia a relativamente
altas velocidades por lo que es recomendable usar sistemas de transmisiéon mecanica,
por lo cual, esto introdujo nuevos problemas tales como la friccién, el juego mecanico
y los costosos disenos de motores (Gallier, 2011).

En la década de 1980, el tema de robdtica atraia muchos fondos de inversién y por
lo tanto la atencién de muchos investigadores, en particular, los ingenieros eléctricos
empezaron a interesarse en el problema del control de robots, los ingenieros compu-
tacionales vieron a los robots como los vehiculos para la prueba de la inteligencia
artificial. La recesion a finales de los 80s se tradujo en una reduccién de fondos pa-
ra la robdtica, sin embargo, el interés en este tema subsistié en muchas disciplinas,



la mayor parte de la investigacion fue dedicada al entendimiento de los algoritmos
de control, de planificacion de trayectorias y la incorporacion de sensores en los ro-
bots (Murray et al., 1994).

En la década de los 90s la industria de la robodtica empezd a ser un campo que
generaba ganancias, sin embargo, no parecia tener ninguna innovaciéon importante en
los robots vendidos a la industria de la manufactura (Selig, 2005).

De esta manera se puede decir que un robot debe poseer cierto grado de autonomia,
ademas de la capacidad de interactuar con su medio ambiente. En este sentido, la
robdtica ha sido recientemente definida como la ciencia que estudia “la conexién
inteligente de la percepcién de accién” (Sciavicco y Siciliano, 2000).

La capacidad de accién de un robot proporciona un sistema mecdnico que, en
general, consta de un aparato de locomocion para moverse en el medio ambiente y
un aparato de manipulaciéon para operar sobre los objetos presentes en ese medio.
La capacidad de percepcién la provee de un sistema sensorial que puede adquirir
datos sobre el estado interno del sistema mecénico (sensores propioceptivos) asi como
sobre el estado externo del medio (sensores exteroceptivos). La capacidad del robot
de conectar de una manera inteligente la accién con la percepcion es provista por un
sistema de control, que puede decidir la ejecucion de una accién tomando en cuenta
las restricciones impuestas por el sistema mecanico y el medio ambiente.

Se debe reconocer por lo tanto que la robdtica es una materia interdisciplinaria que
incluye areas como mecanica, electronica, teoria de informacién y teoria de automa-
tizacién (Sciavicco y Siciliano, 2000).

Un robot industrial esté consitituido por (Sciavicco y Siciliano, 2000)

» Una estructura mecanica o manipulador que consiste de una sucesion de cuerpos
rigidos (eslabones) conectados por medio de articulaciones; un manipulador se
caracteriza por un brazo que le asegura movilidad, una muneca que le confiere
destreza y un drgano terminal que realiza la tarea requerida por el robot.

s Actuadores que ponen en movimiento al manipulador por medio de las arti-
culaciones; los motores empleados son tipicamente eléctricos e hidraulicos, y
ocasionalmente neumaéticos.

= Sensores que miden el estado del manipulador y, de ser necesario, el estado del
medio ambiente.

» Un sistema de control (computadora) que permite controlar y supervisar el
movimiento del manipulador.



1.2. Antecedentes de geometria

Esta seccién fue extraida de (Gallier, 2011). Etimolégicamente, geometria quiere
decir la ciencia practica de la medida, y es fundamental en matematicas, fisica, astro-
nomia e ingenieria. Historicamente, el estudio de la geometria se remonta alrededor
del ano 2000 a. C. en Egipto. En Grecia, Thales de Mileto fue quien dio inicio al
proceso de abstraccion de puntos y lineas con referencia a posiciones y lados rectos de
figuras geométricas, asi como al estudio de las propiedades de incidencia, este mismo
proceso fue desarrollado por Pitagoras de Samos y sus discipulos, de entre los cuales,
Hipdcrates de Cos intentd presentar a la geometria en términos de deducciones légicas
en base a unas pocas definiciones y suposiciones, pero quien hizo las contribuciones
fundamentales a la geometria fue Euclides de Alejandria en su inmortal “Elementos”,
uno de los libros méas leidos en el mundo. Las suposiciones de Euclides consistian
basicamente de magnitudes y cinco postulados, siendo el quinto (a veces llamado pos-
tulado de las paralelas) el histéricamente importante, pues hizo que los matematicos
se cuestionaran los fundamentos de la geometria.

El quinto postulado puede establecerse de la siguiente manera:

Si una linea recta interseca a otras dos lineas rectas, de tal manera que los dos
dngulos interiores sobre un mismo semiplano (definido por la recta que las interseca)
son menos que dos dngulos rectos, entonces las otras dos lineas rectas se intersecardn
sobre el semiplano en el cual los dos dngulos son menos que dos dngulos rectos.

El quinto postulado no es, en definitiva, por si mismo ni evidente ni simple ni natu-
ral, y mucha gente, después de Euclides, lo intent6 deducir del resto de los postulados,
sin embargo, su éxito sélo se redujo a obtener postulados equivalentes.

Se debe notar que hasta el siglo XVIII no hubo intentos importantes para probar o
refutar el quinto postulado de Euclides, siendo Johann Carl Friedrich Gauss el primero
en considerar seriamente la posibilidad de negar el quinto postulado de Euclides,
aunque esta idea era tan absurda en aquellos dias que se la guardd para si mismo
hasta que otros la publicaron de forma independiente, tal como lo hicieron Nikolai
Ivanovich Lobachevsky y Janos Bolyai a principios del siglo XIX.

Hacia la década de 1830 finalmente se demostré que no sélo existia una geometria
sino diferentes tipos de geometrias tales como la esférica, la hiperbdlica o la eliptica.
Georg Friedrich Bernhard Riemman dio un gran paso en la geometria cuando la
presenté con un enfoque infinitesimal, ademas de demostar que la geometria de los
espacios esféricos de dimension mayor es no euclidiana. Finalmente, Arthur Cayley vy,
especialmente, Felix Christian Klein develaron el entendimiento de varias geometrias
y sus relaciones, diciendo basicamente que todas las geometrias pueden ser vistas
como un encaje en una geometria universal, la geometria proyectiva, la cual es no
euclidiana, porque dos lineas coplanares siempre se intersecan en un tnico punto.

La geometria proyectiva fue desarrollada en el siglo XIX, principalmente por Gas-
pard Monge, Jean-Victor Poncelet, Michel Floréal Chasles, Jakob Steiner, Karl Georg



Christian Von Staudt y Girard Desargues. Por su cuenta, Klein propuso la primera
definicién formal de geometria como el conjunto de propiedades invariantes bajo un
cierto grupo de transformaciones, por ejemplo, las propiedades euclidianas son in-
variantes bajo transformaciones llamadas movimientos de cuerpo rigido. Aunque es
posible definir varios grupos de transformaciéon como ciertos subgrupos del grupo de
proyectividades (transformaciones en un espacio proyectivo) se debe conocer acerca
de geometria proyectiva, de geometria afin, y de geometria euclidiana.

Aunque la geometria afin es parecida a la geometria del dlgebra lineal, se tiene
que los mapeos afines no son mapeos lineales, pues la geometria afin es invariante
bajo las traslaciones, las cuales no son mapeos lineales, en lugar de las combinaciones
lineales de vectores se consideran combinaciones afines de puntos (baricentros), los
cuales son preservados por los mapeos afines. De cierta manera, la geometria afin
es la geometria de los sistemas de particulas y de fuerzas actuando sobre ellas, los
angulos y las distancias no estan definidas, pero el paralelismo si, el principal concepto
en geometria afin es el de razén. Aunque tal geometria es algo restrictiva, permite
manejar curvas y superficies polinémicas.

La geometria euclidiana se obtiene al agregar un producto interno a la geometria
afin, permitiendo definir los conceptos de angulos y distancias, ademas de la ortogo-
nalidad. Los mapeos que preservan el producto interno son los movimientos de cuerpo
rigido. Esta geometria es mucho maés rica y juega un papel importante en la mecanica
de cuerpos rigidos.

En la geometria proyectiva no existe la nociéon de dngulos ni de distancia, y los
mapeos proyectivos son méas generales que los mapeos afines. Se debe notar que cada
espacio afin puede ser encajado en un espacio proyectivo, su completamiento proyectivo
(un hiperplano espacial de puntos al infinito). Los mapeos afines son proyectividades
que preservan (globalmente) este plano al infinito. Poncelet, Edmond Nicolas Lague-
rre y Cayley descubrieron que si se consideran espacios proyectivos sobre un campo
complejo, entonces es posible introducir la nocién de angulo en la manera proyectiva
(mediante la razén cruzada), esto se puede utilizar para mostrar que la geometria
euclidiana puede obtenerse a partir de la geometria proyectiva (para mas detalles ver
seccion “Complexification of a real projective space” en (Gallier, 2011)).

La geometria tiene otras facetas importantes y hermosas adicionales a las anteriores,
por ejemplo la geometria diferencial y la geometria algebraica. Hoy en dia, cada una
es un area importante de las matematicas, y no es pertinente preguntar cudl es mas
profunda.

Con el advenimiento de computadoras, cada vez mas rapidas, es posible y deseable
usar métodos asistidos por computadora para el disenio (por ejemplo, carros y avio-
nes) y la solucién de problemas de visién formulados con un enfoque de geometria
proyectiva, por lo que, después de haber sido ignoradas por décadas, estas geometrias
parecen regresar como una herramienta fundamental usada en la manufactura, grafi-
cas computacionales, vision computacional y planificacién de movimientos, sélo por



mencionar algunas areas clave.

Las geometrias jugaran un papel muy importante en las ciencias computacionales
e ingenieria en los anos venideros. La demanda del uso de tecnologia 3D, realidad
virtual, técnicas de animacion, etc. estd incrementandose muy rapido y esta claro
que se requerird un almacenamiento y procesado de imagenes complejas, asi como
modelos geométricos complejos.

Aunque su base son las matemaéticas, la geometria tiene muchas aplicaciones practi-
cas. Por ejemplo, las aplicaciones de la geometria proyectiva a vision computacional,
comunicacion eficiente, correccion de errores en codigos y criptografia. Entre las apli-
caciones de la geometria euclidiana estan la interpolaciéon de movimientos, la des-
composicién de matrices (QR, SVD), y la minimizacién de funciones cuadraticas
empleando multiplicadores de Lagrange. Los grupos y algebras de Lie tienen aplica-
cién tanto en cinematica como en dinamica de robots, interpolacién del movimiento,
y control éptimo, también tienen aplicacion en fisica. La geometria diferencial de cur-
vas y superficies puede aplicarse a la continuidad geométrica de splines y diseno de
curvas variacionales y superficies.

1.3. El grupo euclidiano especial SE(3) y la robéti-
ca

El espacio fisico se define aqui como el espacio tridimensional que contiene cualquier
objeto sobre el cual se aplican las leyes de la Fisica. Y para fines de analisis, el
espacio fisico puede ser descrito de manera abstracta por el espacio euclidiano de
dimensién tres, denotado por E®. Cabe recordar que un espacio euclidiano es un
espacio vectorial real (isomorfo a R?) con una estructura geométrica adicional que
le permite contener tanto vectores como puntos. Ademas, las coordenadas de un
punto en E? son independientes, lo cual se logra empleando el sistema de coordenadas
cartesianas (z,y, z) medidas respecto a un marco de referencia ortogonal ¥,.

Por otra parte, un cuerpo rigido es una idealizacion de un cuerpo sélido en el cual se
desprecia la deformacién. Esto significa que la distancia entre dos puntos cualesquiera
de un cuerpo rigido permanece constante, sin importar las fuerzas externas que se le
apliquen. Es posible demostrar que para determinar de manera tnica la ubicaciéon de
un cuerpo rigido en el espacio E* se necesitan seis variables independientes o g.d.l.

En efecto, supéngase que existe un marco coordenado ¥, unido a un cuerpo rigido
de manera tal que se mueve junto con él (en otras palabras, el marco se considera parte
del cuerpo rigido). Entonces, la ubicacién del cuerpo quedaria descrita por medio de
las tres coordenadas que dan la posicion del origen del marco del cuerpo ¥ respecto
al marco de referencia ¥, y los tres angulos de Euler que dan la orientacién relativa
de X, también respecto a ,, suponiendo que sus origenes coinciden. Y aqui se usa
el término pose para referirse a la combinacién de la posicion y la orientacion de un

7



cuerpo rigido, de modo que las coordenadas cartesianas y los angulos de Euler serian
las seis variables que determinan la pose de un cuerpo rigido en E?.

Pero es bien sabido que los angulos de Euler no dan una descripcion completa de
la orientacién, en el sentido de que existen ciertas orientaciones para las cuales los
angulos de Euler no estan definidos de manera tnica. Esto es debido al hecho de
que, a diferencia de la posicién, que puede describirse por medio de un vector (es
decir, un elemento de un espacio vectorial) de dimension tres, la orientacién no puede
expresarse a través de un vector, sino de un elemento de una variedad (manifold en
inglés) de dimension tres.

Para fines practicos, una variedad de dimensién n es un subconjunto de un espa-
cio euclidiano de dimension m, con m > n, que localmente se puede ver como un
espacio euclidiano de dimension n. Y, en general, dado que el espacio euclidiano E™
es isomorfo a R™, si M™ es una variedad de dimensiéon n entonces se puede escribir
M™ C R™. El ejemplo tipico de una variedad es la superficie de una esfera, ya que es
un subconjunto de E* pero de manera local se puede considerar como un plano (es
decir, un subconjunto de EQ). Es por eso que se pueden usar dos coordenadas (e.g.
latitud y longitud) para describir casi cualquier punto en la superficie de la Tierra;
sin embargo, en los polos sélo se requiere una coordenada (i.e. la latitud).

En general, una variedad puede tener varias parametrizaciones matematicas. En
el caso de la variedad de orientacion, las parametrizaciones mas comunes son las
matrices de rotacién, los cuaterniones unitarios y el llamado par éngulo/eje; pero sélo
las matrices de rotaciéon describen la orientacién de manera global y tinica. En otras
palabras, existe una relacién uno a uno entre el conjunto de matrices de rotacion
(conocido como SO(3)) y el conjunto de orientaciones posibles de un cuerpo rigido.

Pero SO(3) no sélo es una representacion de la variedad de orientacién sino también
es un grupo multiplicativo (es decir, un grupo en el que la multiplicacién es la operacién
que lo define), de modo que constituye lo que se conoce como un grupo de Lie.
En general, esto permite emplear un elemento de SO(3) no sélo para describir una
orientacién dada, sino también como un operador que realiza la transformacion entre
dos orientaciones diferentes.

De todo lo anterior se concluye que para describir la pose de un cuerpo rigido en
el espacio fisico se debe emplear un vector de posicién p € R? y un elemento de
SO(3) (tipicamente una matriz de rotacién) dado por R € SO(3). Afortunadamente
es posible combinar R? y SO(3) para obtener SE(3), que es conocido como grupo
especial euclidiano o grupo de transformaciones de cuerpo rigido en E*, de modo que
es posible escribir (p, R) € SE(3).

Tal como su nombre lo indica, SE(3) es un grupo (multiplicativo), y al ser también
una variedad, forma un grupo de Lie, pero de dimension seis. Los elementos de este
grupo en general describen la pose de un cuerpo rigido en el espacio y, de manera
similar a lo que ocurre con SO(3) para el caso de la orientacién, SE(3) describe ademés
la transformacién entre dos poses diferentes. Se puede decir entonces que SO(3) es un
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subgrupo de SE(3), que describe sélo movimientos de rotacion.

Las llamadas matrices de transformacion homogénea (MTH) son la extensién di-
recta de las matrices de rotacién. En otras palabras, si R € SO(3) es una matriz de
rotacion, entonces, h = (p, R) € SE(3) puede representarse mediante una matriz de
transformacion homogénea. Pero asi como ocurre en el caso de la orientacion, existen
diferentes formas de describir la pose de un cuerpo rigido, lo que corresponderia a dife-
rentes parametrizaciones matematicas de SE(3), siendo las mas comunes las obtenidas
al aplicar el principio de transferencia a alguna parametrizacion de la orientacion.

Por otra parte, se le llama postura de un sistema mecanico a la ubicacion en el
espacio fisico de todos los elementos del sistema en un instante de tiempo dado.
Ademas, se le conoce como espacio de postura al conjunto de todas las configuraciones
posibles que puede tomar el sistema en cualquier tiempo. El espacio de postura de la
pose de un cuerpo rigido en el espacio es, entonces, SE(3).

Asimismo, se le llama espacio de estados de un sistema mecanico a la combinacién
de todas las posibles configuraciones y de todas las posibles velocidades que, en un
momento dado, pueda tener el sistema. En matematicas, el espacio de velocidades
de un elemento g € R™ de un espacio de postura M"™ C IR™ es un espacio vectorial
conocido como el espacio tangente de M"™ en q y es denotado por T,M", siendo q
(la derivada con respecto al tiempo de g) un elemento del mismo. De este modo, si
h € SE(3) C R™, entonces el espacio tangente de SE(3) en h es en general T;,SE(3) €
R™ y es también de dimensién seis, de modo que el espacio de estados de un cuerpo

rigido es de dimension doce y sus elementos son en general [ I } € R*™.

El hecho de que SE(3) C R™ sea una variedad, automaticamente implica la exis-
tencia de m — 6 restricciones hdélonomas entre los m componentes de h € SE(3).
De manera simple, una restriccion holonoma entre los m componentes de un vector

h = [ hi hy -+ hp, ]T € R™ es una expresion matematica de la forma

donde v : R™ — R.

Pero en el modelado de cuerpos rigidos las restricciones holonomas no sélo se pre-
sentan debido a las diferentes representaciones de la pose. Tales restricciones también
surgen cuando el nimero de g.d.l. se reduce, ya sea debido a limitaciones fisicas en
el movimiento (por ejemplo, cuando el cuerpo rigido se mueve tnicamente en 2D) o
bien cuando hay un acoplamiento entre dos o mas cuerpos.

En robdtica se le suele llamar eslabon a cada uno de los cuerpos rigidos que com-
ponen un mecanismo robotico, y se le llama articulacion al acoplamiento entre dos
eslabones adyacentes, de manera que exista un movimiento relativo entre ambos. Exis-
ten varios tipos de articulaciones, pero en general se pueden clasificar en articulaciones
de tipo par inferior y de tipo par superior.



Las articulaciones tipo par inferior se caracterizan por agregar de tres a cinco
restricciones hélonomas al sistema, dependiendo de la articulacion. De manera equi-
valente, el agregar a un mecanismo un eslabon acoplado empleando una articulacion
tipo par inferior significa agregar al sistema de uno a tres g.d.l. Las articulaciones
tipo par superior, por otra parte, agregan al sistema restricciones no holénomas.

En términos generales, una restricciéon no holénoma entre los m componentes de un

vector h = [ hi hy -+ h, ]T € R™ y los m componentes del vector de velocidades
h = [ hi hy -+ hm ]T € R™ es una expresion matematica de la forma
H’(htha"whm)hthv"'7hm) :,U(h,h) =0 (12)

donde p : R*™ — R, pero siempre que la expresién (1.2) no pueda obtenerse derivando
una expresién de la forma (1.1), o en otras palabras, cuando (1.2) sea no integrable.

Notese también que, independientemente del tipo de restricciones que se presenten
al modelar un sistema de multiples cuerpos rigidos, todas ellas reducen la dimensién
del espacio de estados del sistema completo.

De acuerdo a su movilidad, los robots se clasifican en robots manipuladores (los
cuales tienen una base que es fija) y robots mdviles (que no tienen ninguna parte
fija). Generalmente, los robots manipuladores emplean articulaciones tipo par inferior,
mientras que algunos tipos de robots moviles usan articulaciones tipo par superior.
Los robots manipuladores, a su vez, se clasifican en manipuladores tipo serial y tipo
paralelo, siendo la diferencia que en los tipo paralelo se presentan cadenas cinematicas
cerradas y en los tipo serie no. Estas cadenas cinematicas cerradas producen también
restricciones holénomas.

En resumen, los robots manipuladores (ya sea tipo serial o tipo paralelo) se mo-
delan como conjuntos de cuerpos rigidos con restricciones holénomas (que reducen la
dimensién del espacio de postura) mientras que muchos robots méviles son modelados
como conjuntos de cuerpos rigidos con restricciones no holénomas (que no reducen la
dimensién del espacio de postura pero si la del espacio de velocidades).

Como se menciona en (Duffy, 1996), el entendimiento de la estética y de la ci-
nematica instantanea se ve inmensamente mejorado con el aprendizaje del significado
geométrico de ciertos conceptos, como, por ejemplo, la fuerza y el momento y su
equivalencia con los conceptos geométricos de segmento de linea dirigido y de area
dirigida, respectivamente. Con esto, se facilita el entendimiento de la naturaleza de
la invarianza y de cémo el grupo SE(3) afecta el comportamiento de tales conceptos.

Aunque la mayor parte de los investigadores en el campo de la robética han olvidado
o ignorado los grandes desarrollos en geometria del tltimo siglo y sus aplicaciones
en mecanica. La mas evidente exclusién, por parte de investigadores modernos en
robdtica, es que no existe referencia a la teoria de movimiento restringido, la cual fue
abordada por Sir Robert Stawell Ball en su monumental “Treatise on the Theory of
Screws” (Ball, 1900). Debido a esta omisién se han propuesto muchos conceptos sin
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significado geométrico pues mezclan dimensiones y unidades no compatibles como, por
ejemplo, en problemas de minimizaciéon por minimos cuadrados se mezclan cantidades
tales como en v/d? + 62, donde r representa una distancia y 6 un angulo. Asimismo,
se presentan andlisis en los que los resultados dependen del punto de referencia y por
lo tanto no son invariantes a traslaciones del origen. Esto provoca que estos conceptos
carezcan de significado geométrico y pueden no tener significado fisico inclusive (Duffy,
1996).

Existen muchos conceptos y métodos matematicos que son usados en mecanica
clasica, por ejemplo, las ecuaciones diferenciales, los flujos de fase, los mapeos, las
variedades, los grupos de Lie, las algebras de Lie y la geometria simplética. Asi mismo,
muchas teorias matematicas modernas surgieron de problemas en mecanica y luego
adquierieron esa forma axiomatica abstracta provocando que su estudio se dificulte.
Asi pues, las conexiones entre la mecanica clasica y otras areas de las matematicas y
de la fisica son muchas y muy variadas, por ejemplo, la mecanica clasica es aplicada a
los fundamentos de la geometria riemanniana, la dindmica de un fluido ideal, la teoria
de Kolmogorov de perturbaciones de movimiento periédico condicional, asintéticas de
onda corta para ecuaciones de fisica matematica, entre otros (Arnold, 2010).

Es por todo esto que el estudio de las propiedades geométricas del grupo SE(3),
(que da el espacio de postura de un cuerpo rigido con movimiento libre), y de sus
subgrupos (que corresponderian a los espacios de postura de cuerpos rigidos con
movimiento restringido) son de gran importancia e interés en robdtica.

En este trabajo de tesis se busca precisamente estudiar todos estos temas, desde un
punto de vista tedrico, pero también mostrando su aplicacién al modelado y control
de diferentes tipos de mecanismos roboticos.

1.3.1. Teoria de tornillos

Existen tres herramientas basicas en la literatura moderna que son las mas em-
pleadas para expresar cantidades de tornillos: los niimeros duales, las coordenadas
de Pliicker y las algebras de Lie. Cada una tiene su propio conjunto particular de
fortalezas que la hacen mas conveniente para cierto tipo de clases de problemas los
cuales pueden ser manejados de manera trasparente y natural. Cada uno tiene sus
desventajas donde la herramienta se vuelve poco manejable. Lo que sea que se pueda
hacer con un método se puede hacer con los demds, sin embargo, a veces uno en
particular resulta ser mejor y asi justifica su uso sobre los demas.

Basado en (Lipkin y Duffy, 2002), los puntos, las lineas y los planos son elementos
fundamentales en el espacio euclidiano tridimensional, asimismo, el tornillo es otro
elemento geométrico y fue definido por Ball como sigue: Un tornillo es una linea
recta con la cual se define una magnitud denominada avance. Mas simplemente puede
ser visualizado como un tornillo mecanico extendido sobre una linea dada y que se
denomina eje, de esta manera, el avance indica la distancia recorrida en cada giro.

11



Para una tuerca acoplada al tornillo, el avance mide el desplazamiento lineal a lo
largo del eje por unidad de rotacién alrededor del eje, por lo que, los puntos sobre
la tuerca siguen caminos helicoidales, se puede notar que cuando al avance es cero,
los hilos del tornillo se convierten en circulos paralelos y los puntos sobre la tuerca se
mueven sobre caminos circulares, lo cual permite la rotacién, por otro lado, cuando
el avance es muy grande, entonces, los hilos del tornillo se convierten en paralelas y
los puntos sobre la tuerca se mueven en caminos en linea recta, permitiendo asi las
traslaciones.

Claramente, el tornillo estd muy asociado con el movimiento, sin embargo, también
puede ser asociado con otras cantidades fisicas, la mas notable es la carga sobre un
cuerpo. La teoria de tornillos se basa sobre dos teoremas fundamentales:

1. El teorema de Chasles: El movimiento de cuerpos rigidos es equivalente al mo-
vimiento de un tornillo de velocidad, es decir, una rotacion a lo largo de un eje
Unico y una traslacién paralela al eje.

2. El teorema de Poinsot: La accién de un cuerpo rigido es equivalente a un tornillo
de fuerza, es decir, una fuerza a lo largo de una unica linea y un par paralello
a la linea.

Cuando el tornillo de velocidad es pequeno, o se consideran velocidades, entonces
existe una dualidad hermosa entre los tornillos de velocidad y los tornillos de fuerza
que describen de manera elegante la libertad relativa y las restricciones de cuerpos
rigidos.

La representacion vectorial de tornillos usando nimeros duales se debe originalmen-
te a Clifford en su desarrollo de los bicuaterniones, que luego fueron desarrollados por
Kotel'nikov y Study. Por analogia con el bien conocido operador ¢ de los nimeros
imaginarios, donde i? = —1, Clifford mostré que se puede emplear o como operador
en los ntiimeros duales, donde 02 = 0. De un par de ntimeros reales a y b, un escalar
dual se define naturalmente como a + ob, donde a es llamado la parte real y b es
llamada la parte dual.

Los vectores duales tienen parte real y parte dual, asi, por ejemplo, un tornillo
de velocidad es (w 4 owv) y un tornillo de fuerza es (f + om). Clifford se refirié a
esta representaciéon de cantidades de tornillo como motores (en referencia aparente a
motion vectors).

Las coordenadas de Pliicker son probablemente la forma mas versatil de represen-
tacion de tornillos y capturan la dualidad de la geometria. Tal dualidad se refleja en
declaraciones tales como: La interseccién de tres planos es un punto y, dualmente, la
“union” de tres puntos es un plano. Por un lado, la dualidad puede no ser tan ttil
en el espacio euclidiano donde el paralelismo y las cantidades infinitamente distantes
crean dificultades, sin embargo, la dualidad es perfecta en la geometria proyectiva en
donde las cantidades infinitas (o ideales) se encuentran en igualdad de condiciones
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que las cantidades finitas (ordinarias). Las coordenadas de Pliicker son usualmente
la representacion preferida de las coordenadas de tornillos debido a su capacidad de
representar relaciones importantes transparentemente en una forma dual y elegante
al uso de coordenadas covariantes y contravariantes en analisis tensorial.

Las algebras de Lie fueron primero desarrolladas en el estudio de ecuaciones dife-
renciales y, posteriormente, aplicadas a geometria diferencial, es decir, los tornillos
de velocidad son vistos como elementos de espacio tangente a la variedad continua
formada por los movimientos de cuerpo rigido.

La conexion directa entre el dlgebra de Lie y su correspondiente grupo de Lie es
quizas la caracteristica mas excepcional de la representacién en matrices de tamano
4 x 4 para un tornillo. En particular, esta correspondencia mapea subdlgebras en
subgrupos, por ejemplo, considerando la subalgebra de Lie de todas las rotaciones
instantaneas cuyos ejes pasan a través de un punto dado, el correspondiente subgrupo
de Lie consiste de todas las posibles rotaciones finitas alrededor del mismo punto, y
mecanicamente se obtiene una articulacion esférica.

Mientras que, en apariencia, la utilidad de la representacién de tamano 4 x 4 es
la conexién entre tornillos de velocidad y su variedad de transformaciones de cuerpo
rigido, no existe una razon convincente para usar esta representaciéon de tornillos,
en la practica. Es comin emplear un método hibrido que utiliza la representacién
4 x 4 y las coordenadas de Pliicker de tal manera que todos los resultados referentes
a coordenadas de Pliicker puedan ser aplicados.

1.4. Modelado de sistemas robdticos

La estructura fundamental de un manipulador es la cadena cinemética abierta. Des-
de el punto de vista topoldgico, se dice que una cadena cinemdtica es abierta cuando
existe s6lo una sucesién de eslabones conectando los dos extremos de la cadena, es
decir, la base y el érgano terminal del manipulador. Los eslabones se enumeran a
partir de la base, que es considerada como el eslabén 0; el primer cuerpo movil es el
eslabon 1, y asi sucesivamente hasta el érgano terminal, que es el eslabén n. De este
modo, un manipulador se modela como una cadena abierta de n + 1 eslabones y n
articulaciones.

Existen dos tipos béasicos de articulaciones: las rotacionales (Tipo R) y las traslacio-
nales o prismaticas (Tipo P). En cualquier caso, una articulacién posee un eje articular,
sobre el cual se realiza el movimiento de rotacién o traslacién correspondiente.

Como se explica en (Craig, 1989), cada eslabén puede verse como “un cuerpo rigido
que define la relacion entre dos ejes articulares adyacentes de un manipulador”, y son
necesarios solamente dos parametros constantes para describir esa relaciéon. De manera
similar, se requieren dos parametros para definir la forma en que se interconectan
dos eslabones consecutivos, formando una articulacion; cada uno de estos parametros
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corresponde a la variable que describe el movimiento articular de rotaciéon o traslacion.

Asi que, desde el punto de vista cinematico, cualquier robot manipulador puede
ser descrito empleando cuatro parametros por cada eslabén moévil, es decir, un total
de 4n parametros en un robot de n articulaciones. En 1955, Denavit y Hartenberg
(Denavit y Hartenberg, 1955) propusieron un método general para establecer en forma
sistematica esos parametros, mediante la asignacion de n 4+ 1 marcos coordenados,
cada uno ligado a un eslabén. Los parametros cinematicos son por ello, cominmente,
conocidos como pardmetros Denavit-Hartenberg (o sencillamente pardmetros D-H).

Por otra parte, la cantidad de g.d.l. que un manipulador posee es la cantidad de
variables independientes que tendrian que ser especificadas con el fin de ubicar todas
las partes del mecanismo (Craig, 1989). En el caso de los robots industriales tipicos,
en los que se usan articulaciones rotacionales o prismaticas en una cadena abierta, la
cantidad de articulaciones es igual a la cantidad de g.d.l.

A cada articulacién se le puede asociar una variable que caracteriza su movimiento,
denominada wvariable articular. Por convencion, a la variable articular asociada a la
articulacion i se le llama ¢; y representa una distancia para articulaciones tipo P y
un angulo para las tipo R.

Aunque la posicién queda bien descrita por medio de un vector p € R?, no existe
una forma tnica de describir la orientacién de un cuerpo en el espacio. Esto es debido
a que existen diferentes parametrizaciones de la orientacion. En general, la cantidad
de parametros h; usados para describir la orientacién es m = 3 + k, siendo k£ > 0 la
cantidad de restricciones holénomas (de la forma (1.1)) que relacionan esos parame-
tros, con el fin de mantener la cantidad de g.d.l. igual a tres. Se habla entonces de
parametrizaciones minimas (m = 3) y no minimas (m > 3) de la orientacién.

Se dice que un subconjunto R™ es una wvariedad de dimension m — k, y se escribe
Mmk c R™ si M™% = {h; € R™ : v(h;) = 0 € R*}. De acuerdo con esto, la
orientacion queda descrita por un vector ¢ tal que

¢ € M CR™

donde M? es una variedad tridimensional en un espacio de dimensién m. Entonces,
de manera general, si @ representa la pose del érgano terminal, entonces se puede
escribir

x:{g]eR“fo“fcRﬂm, (1.3)
el cual se denomina como vector de coordenadas de pose.

Cuando se emplea una parametrizaciéon minima para la orientacién (e.g. tres angu-
los de Euler) la orientacién queda descrita, al menos localmente, por un vector ¢ € R3,
y es posible usar € R® como un conjunto de coordenadas generalizadas para descri-
bir la dindamica de la pose del érgano terminal. En tal caso se habla de coordenadas
operacionales y de un espacio operacional de configuracion del érgano terminal (Kha-
tib, 1987).
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De entre las parametrizaciones no minimas, la que suele emplearse comunmente es
la que describe la orientacién por medio de un vector de posicién p € R?® y de una
matriz de rotacion R € SO(3) C R**3. Esto define el grupo especial euclidiano SE(3)
o grupo de transformaciones rigidas en R?, usualmente representado por medio de las
MTH (McCarthy, 1990).

Por otra parte, el término espacio de tarea (Natale, 2003) se refiere al caso en el que
la orientacion es descrita por medio de un conjunto de cuatro parametros de Euler, que
estan sujetos a una restriccién de norma unitaria. Entonces M? equivale a S C R*
(una hiperesfera de dimensién tres) y & € R? x S3 C R'.

Estas ideas se resumen en el siguiente diagrama:

Articular: R
Operacional (m = 3) : R® (localmente)
De pose De tarea (m =4): R®* x §* C R”
R? x M? C R¥*™ ) De transformaciones rigidas (m = 9) :
R3 x SO(3) = SE(3) c R*?

Espacios de
configuracion

1.4.1. Modelo cinematico

Para que un robot realice una tarea especifica, la pose del 6rgano terminal en
relacion con la base debe ser establecida, esta especificacion se denonima problema
de analisis de pose y existen dos tipos de problemas: el problema de cinematica directa
de pose y el problema de cinemdtica inversa de pose. Para la cinemdtica directa de pose
las variables articulares son dadas y se debe encontrar la pose del 6rgano terminal.
Para la cinemadtica inversa de pose, lo pose del 6rgano terminal es dada y se deben
determinar las variables articulares necesarias para llevar el 6rgano terminal a dicha
pose (Tsai, 1999).

Cinematica directa de pose

El problema de cinemdtica directa de pose consiste en determinar la pose (posicion y
orientacién) @ del 6rgano terminal del robot, en funcién de las coordenadas articulares
q. Esta relacion se denomina funcion cinemdatica directa, h, y se define como:

. n 3 3
h: R" — R’xM (1.4)
qg — x=h(q).

Un robot manipulador es llamado cinemdticamente redundante cuando la cantidad
de g.d.l. del robot, n, es mayor que la cantidad de variables necesarias para describir
una tarea dada (Sciavicco y Siciliano, 2000). En el caso de la pose en el espacio libre,
esto corresponde a n > 6. Otra forma de decir que un robot es cinematicamente
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redundante es cuando existe un conjunto de valores no aislados del vector g para los
cuales la pose del 6rgano terminal es la misma.

Una vez establecida la forma de describir la orientacion (es decir, la parametrizacién
de M?3) la funcién cinemética directa da una pose tinica & por cada configuracién en
variables articulares q.

Cinematica inversa de pose

El problema de cinemdatica tnversa de pose, consiste en determinar el vector q a
partir de una pose dada x, esta relacién se llama funcidn cinemdtica inversa, h™", y
se define como: .

h™: R*x M3 — R"

x — q=h'x). (15)

Este problema es mucho més complejo, por las siguientes razones (Sciavicco y
Siciliano, 2000):

= No siempre es posible encontrar una solucién en forma cerrada.
» Pueden existir miltiples soluciones (aisladas).

= Pueden existir infinitas soluciones, como por ejemplo en un robot cinematica-
mente redundante.

= Podria haber soluciones no admisibles, por la estructura cineméatica del robot.

Cinematica de velocidad

En general, el movimiento del érgano terminal respecto a la base del robot estara
compuesto de un movimiento traslacional y un movimiento rotacional. La tasa de
cambio temporal de cada uno de estos movimientos relativos queda descrita, respec-
tivamente, por medio de un vector velocidad lineal y un vector velocidad angular. La
cinemdtica diferencial, es la que establece la relacion entre las velocidades articulares
y las correspondientes velocidades lineal y angular del 6rgano terminal (Sciavicco y
Siciliano, 2000).

Si g € R™ denota al vector de velocidades articulares, p € R? al vector velocidad
lineal del 6rgano terminal y w € R? al vector velocidad angular del 6rgano terminal,
ambas referidas a la base del manipulador, entonces es posible escribir:

HMELL (1.6)

w

que representa la ecuacion cinemdtica diferencial del manipulador. La matriz J(q) €
R%*™ es conocida como el jacobiano geométrico del manipulador.
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Las configuraciones g para las que J(g) no es de rango completo, son denominadas
singularidades cinemdticas del manipulador (Sciavicco y Siciliano, 2000). Evitar las
singularidades en un manipulador es de interés por muchas razones.

La ecuacién (1.6) puede escribirse como

p Jp(q) } :
= 1.7
HMEEIL “
donde J,(q), J,(q) € R**™ son las matrices correspondientes a la contribucién de las
velocidades articulares ¢ a la velocidad lineal y angular, respectivamente.

Por otra parte, considerando el vector de coordenadas de pose @ en (1.4), se tiene
que la derivada del vector de posicién p € R? es justamente la velocidad lineal:

. _dp Op. : 3
p—a—%q—Jp(q)qeR.

Y en el caso del vector de orientacién ¢ € M3 C R™ se tiene

. de 0. .
¢=d—f:a—(§q=J¢(q)q€Rm

con Jy(q) € R™*™. De manera que es posible escribir

i = { > } - { e ] a=Ta(0)d (1.8)

donde J4(q) € R3*T™*™ es conocido como el jacobiano analitico del manipulador, que
es justamente el jacobiano de la funcién cinemaética (1.4):

Ja(q) = 8}5—;(])'

Dada una parametrizacién de la orientacion ¢, es posible encontrar una relacion
lineal entre la velocidad angular w y la velocidad rotacional ¢. Es decir

w="Ty(q)¢ (1.9)

donde T;, € R¥**™ es una matriz de transformaciéon que depende de la parametrizacién
de la orientacién empleada. De (1.8) y (1.9), es posible escribir
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Comparando (1.7) con (1.9) se aprecia la relacién entre el jacobiano geométrico y
el jacobiano analitico:

J(q) = Ta(q)Ja(q).

Del conjunto de singularidades cineméticas de un manipulador, aquellas que son
debidas a que la matriz de transformacién T4(q) no sea de rango completo son cono-
cidas como singularidades de representacion (Sciavicco y Siciliano, 2000).

1.4.2. Modelo dinamico

La dindmica de un robot manipulador de n articulaciones esta dada por

M(q)g+C(q,9)q+g(q) =T (1.10)

donde q, q, g € R" son los vectores de coordenadas articulares, velocidades articulares
y aceleraciones articulares, respectivamente; 7 € R™ es el vector de fuerzas externas
aplicadas a los actuadores en las articulaciones; M(q) € R™*" es llamada la matriz de
inercias, C'(q,q) € R™" es la matriz de fuerzas centrifugas y de Coriolis, y g(q) € R"
es el vector de fuerzas gravitacionales.

El modelo dindmico del robot (1.10) tiene las siguientes propiedades bien conocidas
(Canudas et al., 1996):
Propiedad 1. La matriz M(q) es simétrica y definida positiva. La matriz M ~!(q)
existe, es simétrica y definida positiva.
Propiedad 2. La matriz C(q, ¢) puede ser expresada de modo que ésta y la derivada
temporal de la matriz de inercia, M (q), satisfagan para toda y € R"

1

y” §M(Q)—C(q,q) y=0, Vg, geR"

1.5. Objetivos de la tesis

El objetivo general de la tesis es estudiar diferentes herramientas matematicas,
principalmente de geometria (algebraica y diferencial), que resulten utiles para la
descripcion del movimiento de cuerpos rigidos restringidos, con la intenciéon de apli-
carlos en el modelado y control de mecanismos robéticos.

Los objetivos especificos de la tesis son los siguientes:

1. Estudiar los fundamentos de algebra, geometria y topologia ttiles para el analisis
de sistemas mecéanicos.

2. Estudiar las diferentes representaciones del grupo SE(3) y sus principales sub-
grupos.
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3. Aplicar las herramientas estudiadas al modelado (cinemdtico y dindmico) de
diferentes tipos de mecanismos robéticos.

4. Aplicar las herramientas estudiadas al control de mecanismos en general.

Se espera también que los resultados de este proyecto sean presentados en foros
académicos (congresos nacionales e internacionales) y pubicados en revistas de pres-
tigio.
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Capitulo 2

Fundamentos matematicos

2.1. Definiciones basicas

2.1.1. Estructuras algebraicas

Tal como se menciona en (Fraleigh, 1987), la importancia bésica de las definiciones
en matematicas es también una debilidad estructural, por la razén de que no todos los
conceptos usados pueden definirse, por este motivo debe haber conceptos sin definicién
o primitivos. Uno de tales concepto es el de conjunto, algunas de las cuestiones que
se asumiran sobre los conjuntos son que un conjunto S esta formado por elementos,
y si a es uno de tales elementos, se denota por a € S, y que el conjunto sin elementos
es llamado conjunto vacio, y se denota por (.

Existen conjuntos de nimeros de especial importancia, tales como: los niimeros
enteros, Z, los nimeros racionales, Q, los nimeros reales, R, los niimeros complejos,
C y los cuaterniones H, entre otros.

Una operacion binaria * en un conjunto, es una regla que asigna a cada par de
elementos del conjunto, algiin elemento del conjunto, esta operaciéon binaria * en el
conjunto S es conmutativa si y solo si a xb = b* a para toda a, b € S, ademas es
asociativa siy sélo si a * (b*c) = (a*b) xc paratodaa, by c€ S.

Un grupo (G, *) es un conjunto G junto con una operacién binaria % en G, tal que
se satisfacen los siguientes axiomas:

1. La operacién * es asociativa.

2. Existe un elemento e € G tal que e x x = x x e = x para todas las = € G. (Este
elemento e es un elemento identidad para * en G.)

3. Para cada a € G existe un elemento a’ € G con la propiedad de que a' x a =
axa = e. (El elemento @’ es un inverso de a respecto a x.)
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Un grupo es abeliano si su operacion binaria x es conmutativa, es decir, a xb=0bx*a
para todo a, b € G.

Los grupos son importantes pues permiten resolver ecuaciones lineales tales como
r+2=>5enZ o bdr=7Ten Q. En un grupo aditivo la operaciéon binaria se escribe
como +, el elemento e se escribe como 0 y el inverso de a se escribe como —a, mientras
que en un grupo multiplicativo la operacion binaria se escribe como -, el elemento e
como 1 y el inverso de a como a~!. Para cada grupo se tiene que el elemento identidad
y el inverso para cada elemento son tnicos.

Un conjunto S; es un subconjunto de un conjunto S denotado por S; C S si cada
elemento de S; es un elemento de S. Asimismo, si GG es un grupo y G; un subconjunto
de G, y si para cada a, b € G es cierto que el producto calculado en G también esta
en GG, entonces se dice que Gy es cerrado bajo la operacion de grupo de G, a esta
operacién binaria en (G4, asi definida, se le llama operacion inducida en G; desde
G. Si ademas (G; mismo es un grupo bajo esta operaciéon inducida, entonces G; se
denomina subgrupo de G. Cuando G; es un subgrupo de un grupo G 'y a € G, se
puede definir la clase lateral izquierda aGy de G1 como el conjunto {ablb € G1} (la
clase lateral derecha se define de manera similar).

Una funcion f de un conjunto S; en un conjunto S5 es una regla que asigna a cada
elemento a de S exactamente un elemento b de Sy. El elemento b = f(a) es llamado
la imagen de a bajo f. Una funcién es uno a uno (inyectiva) si cada elemento de Sy es
imagen de a lo més un elemento de Sy y es sobre (sobreyectiva) si cada elemento de
Sy es imagen de al menos un elemento de S;. Si f es uno a uno y sobre se denomina
funcion biyectiva . Un morfismo f entre los grupos GG; y G es una funcién entre
los conjuntos G1 y Gy que ademds cumple que f(a x; b) = f(a) *2 f(b) donde #;
y *9 son las operaciones internas de G; y G, respectivamente. Un isomorfismo f
entre los grupos G; y Gy es un morfismo uno a uno y sobre entre GG; y G,. Un
isomorfismo de un grupo G en si mismo es un automorfismo del grupo G, mientras
que para cada g € G, la transformacién i, : G — G dada por i,(z) = g 'zg es un
automorfismo de GG, denominado automorfismo interno de G bajo la conjugaciéon por
g. Similarmente, un subgrupo G; de un grupo G es un subgrupo normal (o invariante)
de G si g7'G1g = G, para todas las g € G, esto es, si G| permanece invariante bajo
todo automorfismo interno de . Si G; es un subgrupo normal de G, el grupo de las
clases laterales de Gy bajo la operacién inducida es el grupo factor de G médulo Gy
y se denota por G/Gy.

Un grupo es simple si no contiene subgrupos normales propios no triviales, un
subgrupo normal maximal de G es un subgrupo normal Gj; que no es igual a Gy
tal que ningiin subgrupo normal propio Gy de GG contine propiamente a G/, esto
permite que si G es maximal entonces el grupo G/G); es simple. El centro de un
grupo G es el conjunto de todas las a € G tales que ax = xa para todas las x € G,
esto es, el conjunto de elementos de G que conmutan con todo elemento de G.

Una operacion binaria en S es una funcién que transforma S x.S — S, en general,
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para cualesquiera conjuntos A, B y C se puede considerar la transformacién * :
A x B — C como definicién de “multiplicacién” con a * b = c¢. Se tiene el caso
especial cuando A = C' = X son el mismo conjunto y B = G es un grupo, es decir
la transformacién * : X x G — X. Una accion de G en X es una transformacion
x: X x G — X tal que:

1. xe = x para todas las x € X.
2. g2(g17) = (9201)x para todas las x € X y todas las g1, g2 € G.

Bajo estas condiciones X es un G-conjunto.

Por ejemplo, en este trabajo se considera la accién del grupo de rotaciones SO(3)
sobre el espacio vectorial R?, nétese que la matriz identidad satisface la condicién
1, mientras que para dos matrices de rotaciéon cualesquiera se cumple siempre que
Ry(R1p) = (RaR1)p, es decir, la condicién 2.

Dados dos elementos x € X y g € G, se pueden definir los siguientes dos conjuntos

X, ={x € X|zg =z}, G, = {9 € Glzg = z}.

Si X es un G-conjunto entonces, G, es un subgrupo de G para cada x € X. Para
cada x € X el subgrupo G, es llamado subgrupo de isotropia de x, esta definicién sera
utilizada cuando se hable de la linea en el espacio. Por ejemplo, dado el eje articular
de una rotacion los vectores sobre la recta permaneceran fijos ante la rotacion de
cualquier magnitud sobre dicho eje.

Se puede trabajar con dos operaciones internas sobre un conjunto, formando asi
el concepto de anillo (R,+,-), y que se define como un conjunto R junto con dos
operaciones binarias + y -, llamadas suma y multiplicacién, definidas en R tales que
se satisfacen los siguientes axiomas:

= (R,+) es un grupo abeliano.
= La multiplicacion es asociativa.

» Para todas las a, b, ¢ € R, se cumple la ley distributiva izquierda a(b+ ¢) =
(ab) + (ac) y la ley distributiva derecha (a + b)c = (ac) + (be).

A un anillo en donde la multiplicacién es conmutativa se le llama anillo conmu-
tativo, por otro lado, se denomina anillo con unitario si R contiene una identidad
multiplicativa 1 (elemento unitario) tal que 1z = x1 = x para todas las z € R, mien-
tras que los elementos u en R que tienen inverso multiplicativo en R se les denomina
unidades, asi pues, un semi-campo (o anillo con division) es un anillo R en el cual
todos los elementos distintos de cero son unidades, si R ademaés de ser anillo con
division es conmutativo, entonces, recibe el nombre de campo. En caso de que ab =0
para a y b no nulos en R, entonces a y b son divisores de 0 (en particular, a es un
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divisor izquierdo de 0 y b es un divisor derecho de 0), por lo que se puede definir un
dominio entero D como un anillo conmutativo unitario que no contiene divisores de
0.

Si F' es un campo, un espacio vectorial sobre F' consta de un grupo abeliano V' bajo
la suma, junto con una operacién de multiplicacién por un escalar por la izquierda,
de cada elemento de V' por cada elemento de F', tal que para todas las a, b € F' y vy,
vy € V se satisfacen las siguientes condiciones:

1. av; € V.

2. a(bvy) = (ab)v;.

3. (a+b)v; = (avy) + (bvy).
4. a(vy + v2) = (avy) + (ava).
5. lvy =v;.

A los elementos de V se les llama vectores y a los de F' escalares.
Los vectores del subconjunto V, = {v; € V|i € I} generan V, si para toda u € V
se tiene
U = a1, -+ a2V, + -4 anv;,
n
para algunas a; € F'y vy, € Vg, j = 1,...,n. Al vector Zaj'vij se le denomina
j=1

combinacion lineal de las v;,. Por otro lado, los vectores en un subconjunto V; =
n

{v;|i € I} son linealmente independientes (L.1.) sobre F si Z%Uij = 0 implica
=1
que a; = 0 para j = 1,...,n, en caso de que no sean L.L éobre F' se les llama
linealmente dependientes (L.D.) sobre F. Una base para V sobre F' es un subconjunto
Ve = {u; € V|i € I'} tal que sus elementos generan a V' y son L.L., el espacio V es de
dimension finita si existe algin subconjunto finito de V' cuyos vectores generen V.
De acuerdo con (Birkhoff y Mac Lane, 1977) un subespacio Vs de un espacio vec-
torial V' es un subconjunto de V el cual es por si mismo un espacio vectorial con
respecto a las operaciones de suma y producto por un escalar en V.
Una funcién lineal en las coordenadas v; de un vector v = [v; vy ... v,] de un
espacio vectorial de dimensién finita V' = F™ es una ecuacién polindémica de la forma

U1
V2

viv)=vv=[uv vy - v, ] D =t v,

Un
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de donde se puede ver que
v(v, +vy) =vvy +vvy vy (av)v = a(vv) (2.1)

es decir, una funcion lineal v sobre cualquier espacio vectorial V' con campo F' es una
funcién de V' a F' que satisface (2.1).

Si w, ..., uw, son una base para V sobre F'y ¢y, ..., ¢, son n constantes en F|,
entonces existe una y sélo una funcién lineal v sobre V con vu; = ¢;, 1 = 1,...,n,
dada por la férmula

v(biuy + bous + - -+ + byuy,) = bicy + bacy + -+ - + by,

Esto sugiere que las funciones lineales por si mismas forman un espacio vectorial.
Para cualquier espacio vectorial se define la suma de dos funciones lineales como

(v1 4+ v2)v = Vv + Vv (2.2)
y el producto por un escalar como
bv(v) = (bv)v paratoda veV,be F (2.3)

De esta manera el conjunto V* de todas las funciones lineales sobre V' es también
un espacio vectorial sobre F' bajo las operaciones de suma (2.2) y el producto por un
escalar (2.3). Este espacio V* es llamado el espacio vectorial dual o conjugado a V.

Si el espacio vectorial V' tiene una base finita u,,. . ., u,, entonces su espacio dual V*
tiene base vy, .. ., v, es decir, n funciones lineales definidas por v;(byuy+- - -+b,u,) =
bi, i =1,...,n. Las n funciones lineales v; estan determinadas de manera tnica por

las féormulas S

vu={ 1 370 -t
Notese que para cada j se obtiene un sistema de n ecuaciones en el cual las variables
son las constantes b;.

De esta manera las vy, ..., v, son una base para V* y se denomina base de V*
dual a la base uy, ..., u, de V, esto es conocido como el principio de dualidad, y por
lo tanto el espacio V* tiene la misma dimension que V.

De esta manera la base en V* dependera de la eleccion de la base en V', incluso
hacer un cambio en algin elemento de la base seleccionada para V puede afectar a
mas de un elemento de la base de V*, por lo que se puede establecer un isomorfismo
entre V' y V* pero que no es independiente de la base seleccionada, este problema
puede solucionarse mediante la definiciéon de un producto interno en V.

Una forma bilineal sobre Vi x V5 con V; y V5, espacios vectoriales es una funcion

w:VixVo—=F

(’Ul, ’1]2) > W(’Ul, ’1)2)
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con la propiedades
w(birug + bipug, v) = byjw(ug, v) + bjow(us, v)
w(tw, by1v1 + bpv2) = bajw(u, v1) + bapw(u, vs)
Una métrica es una forma bilineal w sobre V' x V dada por

w:VxV-—=sF

(’Ul, ’02) —> (,d(’Ul, ’UQ)

con la propiedad
C«)(’Ul, ’Ug) = w(vg, ’Ul)

es decir, w es simétrica. Si ademds una métrica cumple que w(v,v) > 0 para todo
v # 0 € V entonces se le denomina producto interno.
Dado un producto interno se puede obtener un isomorfismo w. definido como

w. V=V

V> Wy
donde para cada v, en V se tiene que

Wy 1V = F

Vo > Wy, (V2) = w(vy,v9)

El mapeo w. es lineal debido a que w es bilineal. Notese que para vectores columna
en V el espacio dual esta formado por vectores fila en V*, a estos vectores fila también
se les conoce como co-vectores. Asi mismo, para cualquier subespacio Vs de V' se asocia
el conjunto V¢ de todas aquellas funciones lineales v en V* tales que (s,v) = 0 para
todo s € Vs. A Vg se le denomina aniquilador de Vs, y es un subespacio de V*.

Una algebra consta de un espacio vectorial V' sobre un campo F', junto con una
operacion binaria de multiplicacién en el conjunto V' de vectores, tal que para todas
las a € F'y v, u, w € V se satisfacen las condiciones siguientes:

1. (av)u = a(vu) = v(au).
2. (v+u)w = vw+ uw.

3. v(u + w) = vu + vw.

Si ademds se cumple que (vu)w = v(uw) se dice que el dlgebra es asociativa.
El algebra V' sobre F' es un dlgebra de division sobre F' si V' tiene unitario para la
multiplicacién y contiene un inverso multiplicativo de cada elemento distinto de cero.
Los nimeros reales, los nimeros complejos y los cuaterniones son las tunicas (salvo
isomorfismo) édlgebras de division asociativas sobre los nimeros reales. La tinica otra
algebra de division sobre los niimeros reales es el dlgebra de Cayley, que es un espacio
vectorial de dimensién 8 sobre R.
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2.1.2. El algebra de los cuaterniones

La informacion presentada en esta seccion fue extraida de la tesis de maestria
(Bernal, 2013).

Los cuaterniones son una extension de los nimeros complejos y su algebra fue
propuesta por Sir W. Hamilton en el siglo XIX. El conjunto de los cuaterniones se
denota por el simbolo H y se define como

H={¢=a+bi+cj+dkla,bc,dcR,i*=j>=k*=ijk=—1}

Los cuaterniones pueden representarse como vectores en R?, es decir, £ = [a bc d]T €
R*, de modo que los cuaterniones y R* son isomorfos, en simbolos HH = R*. Una
representacion que es mas usada es la que agrupa los ultimos tres elementos del
cuaterniéon & € H en un vector v € R?, es decir v = [b, c, d]T y asi

[1)en

v

se dice entonces que un cuaternién tiene una parte escalar (o real) y una parte vectorial
(o imaginaria).

Dados dos cuaterniones & = [a;, v1]T vy & = [as, v]] se definen operaciones de
suma y producto como:

= Suma
. aq a9 . aj + as
§1+£2_|:’01:|+|:’02:|_|:’01+'02:|

s Producto

T
[ as _ ajas — V] V2
§1 @& = {vl}@){’vz} [a1v1+a2'v2—|—/\(’01)v2}

donde
Uy 0 —v, vy
Alv) =A Uy = v, 0 —vu, |, v Alv)vy=v Xvy
v, —Uy Uy 0

El conjugado de un cuaternién se define como

c=([n]) -1

La norma de un cuaternién se define como
P =¢@ ¢ = +viv=a®>+b*+ S+ d°
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Mientras que el inverso multiplicativo de & es
_ &
€112

Los cuaterniones unitarios se definen como el subconjunto de los cuaterniones que
tienen norma unitaria, al conjunto de todos los cuaterniones unitaros se le denota por
HO, se debe satisfacer la restriccién a? + b? + ¢ + d* = 1, de modo que las variables
a, b, ¢ y d no son independientes. Se tiene que H° es una variedad de dimensién 3,
que es isomorfa a la hiperesfera unitaria S®, es decir, H° = S® c R*.

Los cuaterniones unitarios también son conocidos como pardmetros de Fuler y suele

usarse la notacion
n
£ = { } €53

€

5—1

donde > € Ry € = [e1, &, €3]T, €1, €9, €3 € R son tales que
Wtele=1

Otra forma de representacion de un cuaternion unitario es empleando un angulo 6 y
un vector unitario u € S? C R3. En tal caso el cuaternién unitario quedaria definido
como:

£ = o (%)u €93 (2.4)

= ( )
sen | —
2

Los cuaterniones unitarios pueden ser usados para describir rotaciones en el espacio,
de manera similar a como los niimeros complejos unitarios describen rotaciones en el
plano.

2.1.3. El algebra de los cuaterniones duales

Un cuaternion dual es un vector de cuatro nimeros duales, aunque también puede
ser visto como la composicion de dos cuaterniones, uno representando la parte pri-
maria y el otro representando la parte secundaria del cuaternion dual, es decir, si x
es un cuaternién dual

a-+oa a o
| b+oB | _ | D B 4 2
X = ctoy | = | ¢ +0 o cD*~H
d+od d )

suele usarse ¢ € H para la parte primaria y ¢ € H para la parte secundaria del
cuaterniéon dual.
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Usando la notaciéon escalar-vector de los cuaterniones, entonces

=la]ee]o]em

dondewv = [b, ¢, df yv =B, 7, §]T, demodo que £ = [a, v € Hy ( = [o, VT]T €
H.

Dados dos cuaterniones duales x1 = & + 01, ¥ x2 = & + (s la suma se define
como

x1+xe =&+ &+ 0(G+G)

y el producto es
X1Ox2=6®&E+ 06 @G+ G ®E)

donde el simbolo ® denota la operacién de producto entre cuaterniones duales, mien-
tras que ® es la operacion de producto entre cuaterniones.
El conjugado de un cuaternién dual x = £ + o( se define como

emera=] L]e[ ]

El médulo de un cuaternion dual es

méd (x) = sign(x © x*)vVx ® x*,

para que el médulo de un cuaternién dual sea real, se debe cumplir que y © x* también
debe ser real, y esto se cumple cuando

ERC+(®E =0.

El inverso multiplicativo de un cuaternién dual y € H? es

*

Xl=
méd 2(y)’

lo que permite definir la operacién de divisién entre cuaterniones duales

X1 _
E = Oxs
X2

Los cuaterniones duales unitarios se definen como el subconjunto de los cuaternio-
. . —0 .
nes duales que tienen norma unitaria y son denotados por H", es decir,

_0 *
0 ={xeMlxex" =1}
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Los cuaterniones duales unitarios forman un grupo bajo el producto de cuaterniones
. - o ” K
duales. Ademds, dado un cuaterniéon dual unitario y = - + o { . } € H se

satisfacen las restricciones

7t ele 1

xk+ele = 0,

de modo que los ocho elementos del cuaterniéon dual ya no son independientes, pues
, . : . o .. =0
solo se requieren de seis variables para describir de manera tnica cada punto en H .

2.2. Teoria de Lie

Alrededor de 1870, Sophus Lie inspirado en la teoria de Galois desarroll6 una teoria
andloga basada en ecuaciones diferenciales y sus “simetrias”, las cuales generalmen-
te forman grupos continuos, al igual que con las ecuaciones polinémicas los grupos
simples fueron un obstaculo para la solubilidad. Sin embargo, en aquel tiempo no era
claro como debia ser la generalizacion del concepto de grupo finito a grupo continuo.
El entendimiento de Lie sobre los grupos continuos es que eran generados por elemen-
tos “infinitesimales”, asi que consideré que el grupo de rotaciones deberia contener
“rotaciones infinitesimales”. Estos elementos infinitesimales forman lo que ahora se
conoce como algebra de Lie, en la cual el concepto de simplicidad también cobra sen-
tido, y de cierta manera es mas facil establecerlo, es decir, los elementos de cualquier
grupo continuo (grupo de Lie) G forman una estructura g (para el caso en que el
grupo de Lie con el que se esté trabajando sea un grupo en general suele emplearse
la misma letra pero en minuscula y con fuente fraktur, en cambio, cuando el grupo
sea conocido suele emplearse el mismo nombre pero con mintusculas) llamada dlgebra
de Lie la cual captura la mayoria de la estructura de G pero es mas manejable.

Fue un golpe de suerte (o genialidad) que Lie decidiera considerar el lado infinitesi-
mal de los elementos, pues le permitieron probar la simplicidad de familias completas
de algebras de Lie de una séla vez. Alrededor de 1885 Lie obtuvo resultados que
cubrian todas las algebras de Lie, excepto de los denominados grupos excepcionales.
En la avalancha de los resultados de Lie, el caso especial de so(3) y SO(3) parece
haber pasado sin ser notado, aunque gradualmente vio la luz cuando los libros sobre
la teoria de Lie empezaron a trabajar casos especiales de interés geométrico, para
1920 la fisica cudntica dirigi6 su atencién al grupo SO(3), esto promovié argumentos
puramente geométricos para ilustrar la simplicidad de SO(3), aunque su demostracién
se vio retrasada debido a su contenido topoldgico, precisamente, por la dependencia
de la continuidad (el teorema del valor medio) (Stillwell, 2008).
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2.2.1. Grupos matriciales de Lie

De acuerdo con (Hall, 2003), el grupo lineal general sobre los nimeros reales, de-
notado por GL(n;R), es el grupo de todas las matrices invertibles n x n con entradas
reales, mientras que el grupo lineal general sobre los nimeros complejos, denotado
GL(n; C), es el grupo de todas las matrices invertibles n x n con entradas complejas,
mientras que M,,(C) es el espacio de todas las matrices n X n con entradas complejas.

Si A, es una sucesion de matrices complejas en M,,(C), se dice que A,, converge
a una matriz A si cada entrada de A,, converge (cuando m — o) a la correspon-
diente entrada de A (es decir, si (A;,) converge a Ay, para toda 1 < k,l < n). La
convergencia permite definir un grupo de Lie matricial como cualquier subgrupo G
de GL(n,C) con la siguiente propiedad: si A,, es cualquier sucesiéon de matrices en
G,y A, converge a alguna matriz A entonces o A € GG, 0 A es no invertible.

Esta condicién sobre G equivale a decir que G es un subconjunto cerrado de
GL(n; C), y por lo tanto, un subgrupo cerrado de GL(n; C).

Noétese que no todos los subgrupos de GL(n; C) son un grupo de Lie, por ejemplo,
considérese el subgrupo formado por las matrices de la forma

et
a={[ o ]fren]

donde @ es un nimero irracional. Para t = k7, se tiene que e = —1 pero e’ #£ —1
debido a que a es irracional, entonces —I5 no es un elemento de G, sin embargo
ta = kmwa puede hacerse arbitrariamente cercano a un multiplo entero de 7, es decir,
se puede encontrar una sucesion de matrices en el subgrupo que converge a —Is ¢ G.

Ejemplos

En esta seccion se describiran los principales grupos de Lie que se usaran a lo largo
de este trabajo de tesis.

Los grupos lineales generales y los lineales generales especiales

Los grupos lineales generales (sobre R o C) son por si mismos grupos de Lie ma-
triciales. De hecho, GL(n;C) es un subgrupo de si mismo, para A,,, una sucesién
de matrices en GL(n;C), con A,, — A, se tiene por la definicién de GL(n;C),
que A € GL(n;C), o A es no invertible. De manera similar se puede mostrar para
GL(n;R) ya que es un subgrupo de GL(n; C).

El grupo lineal especial (sobre R o C) es el grupo de matrices invertibles n x n (con
entradas reales o complejas) con determinante igual a 1. Se denotan por SL(n;R) y
SL(n; C). Ambos son subgrupos de GL(n; C). M4s ain, si A,, es una sucesién de matri-
ces con determinante uno y A, converge a A, entonces A también tiene determinante
uno debido a que la funcién determinante es una funcién continua.

31



Los grupos ortogonales y los ortogonales especiales

Una matriz real A de tamano n x n es ortogonal si los vectores columna de A son
ortonormales, es decir si

ZAlelk =0, 1<j,k<n.

=1

donde ;) es la delta de Kronecker, d;, = 1sij =k y d;z = 0sij # k. Equivalente-
mente, A es ortogonal si y sélo si AT = A~!, y esto se mantiene si y sélo si A preserva
el producto interno sobre R". Como det(AT) = det A, y A es ortogonal, se tiene

det(ATA) = (det(A))* = det(I) = 1,

de donde se tiene que det(A) = 1. La coleccién de todas las matrices ortogonales
forma un subgrupo cerrado de GL(n;C), al cual se le llama grupo ortogonal y se
denota por O(n). El conjunto de matrices ortogonales n x n con determinante uno es
el grupo ortogonal especial, denotado por SO(n). Geométricamente, los elementos de
SO(n) son rotaciones, mientras que los elementos de O(n) son tanto rotaciones como
reflexiones. El limite de una sucesién de matrices ortogonales es ortogonal debido a
que la relacion AT A = I se preserva bajo la aplicacién de limites. Asi, el grupo O(n)
es un grupo de Lie matricial. El grupo SO(n) es, claramente, un subgrupo de O(n) y
de GL(n;C), ademas, tanto la ortogonalidad como el tener determinante igual a uno
se preservan bajo la aplicacién de limites, entonces SO(n) es también un grupo de Lie
matricial.

Los grupos unitarios y unitarios especiales

Una matriz compleja de tamano n X n es unitaria si los vectores columna de A son
ortonormales, esto es, si

> A Ay = .
=1

Donde A_l] denota el complejo conjugado de A;;. Equivalentemente, A es unitaria si
preserva el producto interno, es decir, si cumple que (z,y) = (Ax, Ay) para todos
los vectores =, y € C" (los corchetes angulares aqui denotan el producto interno en
C™, es decir, (x,y) = >, Tryx). Otra definicién equivalente es que A es unitaria si
A*A = I, es decir, que A* = A™! (aqui, A* denota la adjunta de A, definida como
(A")jk = Arj)-

La operacién adjunta sobre matrices satisface (AB)* = B*A*. De esto, se puede
ver que si A y B son unitarias, entonces

(AB)*(AB) = BFA*AB = B'A'AB = I,
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esto muestra que AB es también unitaria. Mas atin, como (AA™!)* = I* = I, se puede
ver que (A71)*A* = I, lo cual muestra que (A7!)* = (A*)~L. Asi, si A es unitaria se
tiene que

(A—l)*A—l — (A*)—lA—l _ (AA*)—l — I,

lo cual muestra que A~! es tambén unitaria.

Asi, la coleccién de matrices unitarias es un subgrupo de GL(n;C). A este grupo
se le llama grupo unitario y se denota por U(n).También se puede definir el grupo
unitario especial SU(n), el subgrupo de U(n) que consiste de las matrices unitarias
con determinante 1. Ambos grupos, U(n) y SU(n) son subgrupos cerrados de GL(n; C)
y asi son grupos matriciales de Lie.

Considerando la forma bilineal (-, -) sobre C™ definido por

(z,y) = ijyj.

Esta forma no es un producto interno debido a que, por ejemplo, es simétrica en lugar
de simétrica conjugada. El conjunto de todas las matrices A complejas n x n las cuales
preservan esta forma (es decir, tales que (Ax, Ay) = (x,y) para toda =, y € C") es
el grupo ortogonal complejo O(n,C), y este es un subgrupo de GL(n;C). Como no
existen conjugados en la definicién de la forma (-, -), se tiene

(z, Ay) = (ATz,y),

para toda z, y € C", en donde en el lado derecho de la relacién anterior, se tiene AT
en lugar de A*, de manera andloga que para el caso de O(n), pero ahora con entradas
complejas en las matrices se tiene que una matriz compleja A de tamano n X n esta
en O(n;C) siy sélo si ATA = I, que O(n;C) es un grupo de Lie matricial, y que
det A = £1 para toda A en O(n; C). Nétese que O(n; C) no es lo mismo que el grupo
unitario U(n). El grupo SO(n; C) se define como el conjunto de todas las A en O(n; C)
con det A =1y y es también un grupo de Lie matricial.

El grupo ortogonal generalizado

Sean n y k enteros positivos, y considérese R"**. Se define la forma bilineal simétri-
ca [+, -] sobre R™* por la férmula

[% y]n,k =T1Y1+ -+ TalYn — Tng1Yntl = — TntkYntk

el conjunto de matrices reales A de tamano (n+k) x (n+ k) que preservan esta forma
(es decir, tal que [Ax, Ayl,x = [z, y]nx para toda z, y € R"*) es el grupo ortogonal
generalizado O(n; k), ademds es un subgrupo de GL(n + k;R) y también un grupo
de Lie matricial, en particular, el grupo de Lorentz O(3;1) es de interés en la teoria
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de la relatividad. El grupo SO(n; k) es un subgrupo de O(n;k) el cual consiste de
elementos con determinante 1.
Si A es una matriz real (n+k) x (n+k), sea A9 la j-ésima columna de A, esto es,

A17.]
AV — :

An+k,j

Nétese que AU) es igual a Ae;, esto es, el resultado de aplicar A al j-ésimo elemento
de la base estandar, e;. Entonces A pertenecera a O(n; k) si y sélo si las siguientes
condiciones se satisfacen

[AV,AV], =0, j#L
AV AV =1, 1<) <n,
[A(j),A(j)]nkZ—l, n+1<j73<n+k.

)

Si I, denota la matriz diagonal (n+k) X (n+k) con unos en las primeras n entradas
de la diagonal y menos uno en las ultimas k entradas de la diagonal y cero en el resto
de entradas:

1

-1

Entonces A es un elemento de O(n; k) si y sélo si ATI,A = I,. El determinante de
esta ecuacion da (det A)? det I, = det I, es decir, (det A)* = 1. Asi, para cualquier A
en O(n; k), det A = £1.

Grupos simpléticos

Considerando la forma bilineal antisimétrica w sobre R*" definida como sigue:

n

w(z,y) = Z(xjyn-i-j = TntjY5)-

J=1

El conjunto de todas las matrices A que preservan w (es decir, tales que w(Az, Ay) =
w(z,y) para toda x, y € R?") es el grupo simplético real Sp(n;R), y es un subgrupo
cerrado de GL(2n;R). Si J es la matriz de tamano 2n x 2n

On In
=% 6l
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entonces
w(z,y) = (z, Jy).

de esta manera, una matriz A real 2n x 2n pertenece a Sp(n; R) si y sélo si
ATJA = J.

El determinante de esta identidad produce det A = (det A)™', es decir, (det A)? = 1.
Esto muestra que det A = £1, para toda A € Sp(n;R) (de hecho, det A = 1 para
toda A € Sp(n; R), aunque esto no es obvio).

Esta misma forma bilineal w puede usarse sobre C?". El conjunto de matrices
complejas 2n x 2n la cual preserva esta forma es el grupo simplético complejo Sp(n; C).
Una matriz compleja 2n x 2n A estd en Sp(n; C) si y sélo si ATJA = J se cumple.
Cada A € Sp(n; C) satisface que det A = £+1, y que det A = 1.

Finalmente el grupo simplético compacto Sp(n) definido como

Sp(n) = Sp(n; C) N U(2n).
Esto equivale a decir que Sp(n) es el grupo de matrices 2n x 2n que preservan tanto
el producto interno como la forma bilineal w.

El grupo Euclidiano

El grupo eucludiano E(n) es el grupo de todas las transformaciones de R™ que
pueden expresarse como una composicion de una traslacion y una transformacion
lineal. Los elementos de E(n) son pares (p, R) con p € R" y R € O(n), el par (p, R)
actua sobre R™ por la formula

(p, R)b = Rb+ p.
la cual cumple que
(P, B1)(pa, R2)b = Ri(Rob + py) + py = RiRob + (py + Rapy),

es decir, el producto para E(n) es (py, R1)(ps, R2)b = R Rob+ (p, + R1p,). El inverso
de un elemento de E(n) estd dado por (p, R)™' = (=R~ 'p, R™7!).

El grupo E(n) no es un subgrupo de GL(n; R), debido a que las traslaciones no son
un mapeo lineal. Sin embargo, E(n) es isomorfo al subgrupo (cerrado) de GL(n+1; R)
que consiste de las matrices de la forma



Algunos grupos de Lie comunes

Algunos grupos de Lie importantes que no suelen definirse como grupos matriciales
pero pueden pensarse como tales son: el grupo R* de los nimeros reales distintos de
cero bajo la multiplicacién es isomorfo a GL(1; R), el grupo C* de niimeros complejos
distintos de cero bajo la multiplicacién es isomorfo a GL(1;C) y el grupo S de
ntimeros complejos de magnitud uno es isomorfo a U(1).

El grupo R bajo la suma es isomorfo a GL(1; R") (matrices reales 1 x 1 con deter-
minante positivo) mediante el mapeo = — [e*]. El grupo R" (con suma vectorial) es
isomorfo al grupo de matrices reales diagonales con entradas positivas en la diagonal,
mediante el mapeo

Propiedades topolégicas

Las propiedades topoldgicas tales como compacidad, conexidad por caminos y co-
nexidad simple son cruciales para distinguir entre grupos de Lie que tienen asociada
la misma algebra de Lie (Stillwell, 2008).

Un grupo de Lie matricial G es compacto si es compacto en el sentido topoldgico
usual y como subconjunto de M, (C) = R2"* | es decir, G es compacto si y sélo si

= Siempre que se tenga una sucesion A,, € G que sea convergente A,, — A,
entonces A es un elemento de G, y

» Existe una constante C' tal que para toda A € G, se tiene |A;;| < C para toda
1<j5,kE<n.

Debido a que las columnas de cada matriz en O(n), SO(n), U(n) y SU(n) tienen norma
unitaria entonces sus componentes estan acotadas por C' = 1 y asi estos grupos son
compactos.

Un grupo de Lie matricial es conezro si para toda A y B en G, existe un camino
continuo A(t), a <t <b,en G con A(a) = Ay A(b) = B (en topologia esta definicién
corresponde con conexidad por caminos, sin embargo, para grupos matriciales coinci-
den). La componente identidad de G, denotado como, Gy, es el conjunto de matrices
A € G para las cuales existe un camino continuo A(t), a <t <b, en G con A(a) =1
y A(b) = A. La componente identidad es un subgrupo normal de G que ademés es
cerrado y por lo tanto un grupo de Lie matricial, por ejemplo, en O(n) la componente
identidad es SO(n).

Un grupo de Lie matricial es simplemente conexo si ademéas de ser conexo, cada
lazo en G puede colapsar continuamente a un punto en G (esto graficamente se
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Tabla 2.1: Grupos conexos y no conexos y cantidad de componentes

Grupo  jEs conexo? Cantidad de componentes

GL(n; C) st 1
SL(n; C) st 1
GL(n; R) 1no 2
SL(n; R) st 1
O(n) no 2
SO(n) st 1
U(n) st 1
SU(n) st 1
O(n;1) 1no 4
SO(n; 1) no 2
E(n) no 2

puede entender como que el grupo no tenga “agujeros” pues un camino rodeando
dicho agujero no puede colapsar continuamente a un punto). Mas precisamente, Si
G es conexo, entonces, para cualquier camino continuo A(t), 0 < t < 1 en G con
A(0) = A(1), existe una funcién continua A(s,t), 0 < s,t < 1, que cumple que: a)
A(s,0) = A(s,1) para toda s, b) A(0,t) = A(t) y ¢) A(1,t) = A(1,0) para toda t.
De esta manera A(t) es un lazo, A(s,t) es una familia de lazos parametrizados por
la variable s. La condicién a) dice que para cada valor del pardmetro s, se tiene un
lazo; la condicién b) dice que cuando s = 0 el lazo coincide con A(t); y la condicién
¢) dice que cuando s = 1 el lazo coincide con un punto. Esta propiedad es importante
por que permite establecer ciertas relaciones entre grupos de Lie y sus respectivas
algebras de Lie.

La tabla 2.1 muestra los grupos matriciales de Lie vistos previamente y si son
conexos o no, ademds indica la cantidad de componentes que tiene cada grupo.

Para cualquier espacio topoldgico se puede definir un objeto llamado el grupo funda-
mental formado por las clases de homotopia junto con la operacion de concatenacién.
Siy1 y 72 son dos lazos, entonces su concatenacion esta definida por

o m(2) 0<t<1)2
TEIIRT p2t) 1/2<t<1

Un lazo en X con base en z( es un mapeo 7 : [0,1] — X con la propiedad de que
7(0) = v(1) = xo. Dos lazos v1 y 72 son homotdpicos si un lazo puede “deformarse”
continuamente en el otro. Mas precisamente, esto quiere decir que existe un mapeo
continuo A : [0,1] x [0,1] — X tal que A(0,t) = v (t) y A(1,t) = 72(t) para todo
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Tabla 2.2: Conexidad simple y grupos fundamentales

Grupo . Es simplemente conexo? Grupo fundamental
SO(2) no Z
SO(n) (x > 3) no 7/2
U(n) no 7
SU(n) si {1}
Sp(n) s {1}
GL(n;R)*, (n > 2) no Z7/2
GL(n; C) no Z
SL(n; R), (n > 2) no 7/2
SO(n; C) st Z/2
Sp(n; R) no Z
Sp(n; C) st {1}

t € [0,1] y tal que A(s,0) = A(s, 1) = 2 para toda s € [0, 1]. La nocién de homotopia
es una relacion de equivalencia sobre lazos con base en xy. La tabla 2.2 muestra algunos
grupos matriciales de Lie con informacion acerca de si es simplemente conexo y su
grupo fundamental.

Homomorfismos e isomorfismos de grupos de Lie

Para dos grupos de Lie G y H, un mapeo f de G a H se denomina homomorfismo
de grupos de Lie si a) f es un homomorfismo de grupos y b) si f es continuo. Si,
ademds, f es un mapeo inyectivo, sobreyectivo y el mapeo inverso f~! es continuo,
entonces f es llamado isomorfismo de grupos de Lie.

2.2.2. El mapeo exponencial

El concepto de la exponencial de una matriz es crucial en la teoria de grupos de
Lie, pues es un mecanismo para pasar del algebra de Lie al grupo de Lie, y con la
ventaja de que muchos de los cédlculos se pueden realizar de manera mas sencilla al
nivel del dlgebra de Lie, el mapeo exponencial es indispensable al estudiar grupos de
Lie.

Sea X una matriz real o compleja de tamano n X n, una manera de obtener la
exponencial de X es mediante la serie de potencias

o0

Xm
X _
et = E_O K (2.5)
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Para cualquier matriz real o compleja esta serie converge, y asi, el mapeo exponencial
es una funcién continua de X con las siguientes propiedades

1. e =1.

2. (eX)r =X,

3. e¥ es invertible y (e¥)7! = e~ ¥,

4. elate)X — eaXee2X parg toda ¢; v ¢y en C.

5. Si XY =Y X, entonces eXtV = eXe¥ = e¥eX.
6. Si C es invertible, entonces X0 = CeXC 1.

7. ||| > el Xl

8. (Férmula del producto de Lie) XY = lim <e%e%)m.

9. det (eX) = etraza(X),
En general no se cumple que e¥*¥ = eXe¥ excepto cuando X y Y conmutan. El
mapeo eX es una curva suave en M, (C) y
d ix tX X
—e = Xe = X
dt
En particular,
d ix
—e = X.
dt

t=0
Cuado la matriz X es diagonal, el mapeo exponencial es simplemente una matriz
diagonal donde cada elemento de la diagonal es la exponencial del correspondiente
elemento de la diagonal de X. Cuando la matriz X es diagonalizable, entonces, el
mapeo exponencial sera de la forma

e)‘l e O
eX — C 0 " 0 C—l
0 et
donde Ay, ..., A\, son los eigenvalores de X. Si X es nilpotente entonces X™ = O

para algiin m, entonces eX requiere m — 1 términos para ser calculado. En general,

X puede ser escrito de manera tnica como X = S + N, donde S es diagonalizable y
N es nilpotente, con NS = SN, por lo que



El mapeo logaritmo sobre matrices

También se puede definir una funcién inversa al mapeo exponencial. En el caso de
nimeros complejos se tiene que la funcién

o0

jog(2) = Y- (-1 G2

esta definida y es analitica en un circulo de radio 1 alrededor de z = 1. Ademés, para
todo z con ||z — 1| < 1 se tiene que €°¢* = z y para todo u con |ju|| < log(2) y
le* — 1]| < 1 se tiene log (e*) = u.

De manera andloga, para cualquier matriz A de tamano n x n, se define log(A)
como

. - m-+1 (A B [)m
og() = (1A
siempre que la serie sea convergente. Para el caso en que las matrices A cumplan que
|A —I|| <1 la serie estd definida y es continua. Ademds para toda ||A — I]| < 1 se
tiene que €8 = A,y para toda X con || X|| < log(2) v ||[e¥X — I|| < 1 se tiene que
log (e¥) = X.
Cuando la matriz A es diagonalizable se tiene que

elog(z1) ... 0

s = ¢ SR cl = A
O e elOg(Zn)

2.2.3. El algebra de Lie de un grupo de Lie matricial

Una funcion A : R — GL(n;C) se denomina subgrupo de un pardmetro de
GL(n;C) si A es continua, A(0) = I y A(t,s) = A(t)A(s) para toda t, y s en R.
Este subgrupo permite asegurar la existencia de una tnica matriz compleja X tal que
A(t) = etX.

Las algebras de Lie son mas simples que los grupos de Lie debido a que las algebras
de Lie son espacios lineales, ademas, el algebra de Lie contiene mucha informacion
acerca del grupo de Lie. Para cualquier grupo de Lie matricial, el dlgebra de Lie de
G, es el conjunto de todas las matrices X tales que e’ pertenecen a G para todos
los ntimeros reales t. Esto quiere decir, que una matriz X esta en el dlgebra de Lie de
G si y sélo si el subgrupo de un pardametro generado por X estd contenido en G.

Ejemplos

En esta seccion se describiran las principales algebras de Lie relevantes para este
trabajo de tesis.
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Los grupos lineales generales

Si X es cualquier matriz compleja de tamafio n X n, entonces e'X es invertible, asf,

X es un elemento del algebra de Lie de GL(n; C). Esta algebra de Lie se denota por
gl(n; C).

Si X € M,,(C), entonces e es invertible y real, por otro lado, si e/X es real para
todos los nuimeros t, asi, %etx | .o ©s también real, por lo que, el dlgebra de Lie de
gl(n; C) es el espacio de todas las matrices reales de tamafio n x n, se denota como

gl(n; R).

X

Los grupos lineales especiales

De acuerdo a la relacion 9 de las propiedades del mapeo exponencial det (eX ) =
etr22a(X) se puede intuir que, si traza(X) = 0, entonces det (etX ) = 1 para todos los
numeros reales t. Por otro lado, si X es cualquier matriz de tamano n x n tal que
det (¢'¥) = 1 para toda t, entonces efraza(X)t — 1 para todo t. Esto quiere decir que
traza(X)t es un multiplo entero de 2mi para toda ¢, lo cual es tinicamente posible si
traza(X) = 0. Asi, el dlgebra de Lie de SL(n;C) es el espacio de todas las matrices
complejas con traza nula, denotada por sl(n; C). De manera parecida, el algebra de
Lie de SL(n; R) es el espacio de todas las matrices reales de tamano n x n con traza

nula, denotado por sl(n; R).

Los grupos unitarios

Una matriz U es unitaria si y sélo si U* = U™}, entonces e es unitaria si y sélo si
* -1 —
(etX) _ (etX) o tX

Por la propiedad 2 del mapeo exponencial (etX )* = e!*" |y asf se obtiene

X = et (2.6)

esta condicién se cumple cuando X* = —X. Por otro lado, si (2.6) se cumple para
toda t, entonces derivando en ¢ = 0 produce X* = —X. Asi, el dlgebra de Lie de U(n)
es el espacio de todas las matrices complejas X de tamano n x n tales que X* = — X,
denotado por u(n).

De manera anéloga se tiene que el algebra de Lie de SU(n) es el espacio de todas
las matrices complejas de tamano n x n tales que X* = —X y que tienen traza nula,
se denota por su(n).
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Los grupos ortogonales

Debido a que la componente identidad de O(n) es sélo SO(n) y como el mapeo
exponencial de una matriz en el dlgebra de Lie del grupo de Lie es un elemento de su
componente identidad, entonces el dlgebra de Lie de O(n) coincide con la de SO(n).

Una matriz real R de tamafo n x n es ortogonal si y sélo si R = R™1. Asi, dada
una matriz real X de tamafio n X n, su exponencial e/* es ortogonal si y sélo si
@) = @) "o

)
X = et (2.7)

De esta manera, una condicién suficiente para que esto se cumpla es que X7 = —X.
Por otro lado, si (2.7) se cumple para toda t, entonces derivando en t = 0, se debe
tener que X7 = — X, por lo que, el dlgebra de Lie de O(n), asf como el dlgebra de Lie
de SO(n), es el espacio de todas las matrices reales X de tamafio n xn con X7 = — X,
se denota por so(n). Nétese que la condiciéon X7 = — X condiciona a que las entradas
de la diagonal de X sean cero, y asi, necesariamente la traza de X es cero.

El mismo argumento muestra que el dlgebra de Lie de SO(n; C) es el espacio de
matrices complejas de tamafio n x n que satisfacen X7 = — X, denotado por so(n; C)
(no confundir con su(n)).

Los grupos ortogonales generalizados

Una matriz A es un elemento de O(n; k) si y sdlo si ATI,A = I,, donde I, es una
matriz diagonal de tamano (n+k) x (n+k) con las primeras n entradas de la diagonal
igual a 1y las k tltimas igual a —1. Esta condicién es equivalente a I, ' A"I, = A~
debido a que ];1 = I,, entonces, I,ATI, = A~'. Por otro lado, si X es una matriz
real de tamaifio (n + k) x (n + k), entonces e’ es un elemento de O(n; k) si y sélo si

IgetXTIg — oMo XTly _ o—tX
Esta condicién se cumple para todo real ¢ si y sélo si I,X7I, = —X. Esta dlgebra de
Lie se denota como so(n; k).
Los grupos simpléticos

El dlgebra sp(n; R) es el espacio de las matrices reales X de tamano 2n x2n tales que
JXTJ = X, sp(n;C) es el espacio de las matrices complejas de tamaiio 2n x 2n que
satisfacen la misma condicién, mientras que sp(n) = sp(n; C) N u(2n). Los elementos
de sp(n; C) son matrices de tamano 2n x 2n de la forma

A B
C AT
donde A es una matriz arbitraria y B y C son matrices simétricas arbitrarias.
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Los grupos euclidianos

Si X es una matriz real de tamaiio (n+ 1) x (n + 1) tal que e’* es un elemento de
E(n) para toda ¢, entonces X = Le'¥| .o debe tener ceros en la fila inferior

Y1
X = L (2.8)
Yn
0 --- 0
la n-ésima potencia de esta matriz es
" yn Yn—ly
Lo
donde y es el vector columna con elementos v, ..., y,. Entonces eX es de la forma
*
Y
otX e :
*
0 1
Por otro lado, e es un elemento de O(n) para toda t si y sélo si Y7 = —Y.

Asi, el dlgebra de Lie de e(n) es el espacio de todas las matrices reales de tamano
(n+1) x (n+1) de la forma (2.8) con Y7 = —-Y.

Propiedades de las algebras de Lie

A continuacion se enumeran algunas propiedades del dlgebras de Lie de un grupo
de Lie G, con X y Y elementos del algebra y A elemento del grupo

1. e es un elemento de la componente identidad de G.

2. AXA~! es un elemento del dlgebra de Lie.

3. sX es un elemento del algebra de Lie para todos los nimeros reales s.
4. X +Y es un elemento del dlgebra de Lie.

5. XY — Y X es un elemento del dlgebra de Lie.

Las propiedades 4 y 5 hacen del adlgebra de Lie un espacio vectorial, mientras que la
propiedad 5 es el producto que hace de este espacio vectorial un algebra. De manera
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mas general, dadas dos matrices A y B de tamano n x n, el conmutador de Ay B,
denotado por [A, B], se define como

[A, B] = AB — BA.

Cada homomorfismo de grupos de Lie da lugar a un homomorfismo de algebras de
Lie, més precisamente, si se tienen los grupos de Lie G y H con &lgebras de Lie g y
b, respectivamente, si f : G — H es un homomorfismo de grupos de Lie, entonces
existe un dnico mapeo lineal f: g — b tal que

para toda X € g. El mapeo § tiene las siguientes propiedades:
1. f(AXA™Y = f(AF(X)f(A)™!, paratoda X € g, A€ G
2. 1([X,Y]) = [f(X),f(Y)], para toda X, Y € g
3. f(X) = Lf () ‘t:O, para toda X € g.

T

Un mapeo lineal con la propiedad 2 se llama homomorfismo de dlgebras de Lie.
Dado un grupo de Lie G con élgebra de Lie g entonces el mapeo exponencial para
G es el mapeo
exp:g — G. (2.9)

De manera formal, una algebra de Lie real o compleja de dimension finita es un
espacio vectorial real o complejo de dimensién finita g, junto con un mapeo [-, -] de
g X g en g, con las siguientes propiedades:

1. [-,+] es bilineal.
2. [X,Y]=—[Y, X] para toda X, Y € g.
3. (XY, Z)|+ [V, [Z,X]]+ [Z,[X,Y]] =0 para toda X, Y, Z € g.

La condicion 3 es conocida como identidad de Jacobi.

2.2.4. Teoria elemental de representaciones

Dado un grupo de Lie, una representacion compleja de dimension finita de G es
un homomorfismo de grupos de Lie

m:G— GL(V)

donde V' es un espacio vectorial complejo de dimensién finita (con dim(V') > 1). Una
representacion real de dimension finita de G es un homomorfismo de grupos de Lie
IT de G en GL(V'), donde V' es un espacio vectorial real de dimension finita.
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Si g es una algebra de Lie real o compleja, entonces una representacion compleja de
dimension finita de g es un homomorfismo de élgebras de Lie 7 : g — gl(V'), donde
V' es un espacio vectorial complejo de dimensién finita. Si g es una algebra de Lie
real, entonces una representacion real de dimension finita de g es un homomorfismo
de algebras de Lie 7 de g en gl(V).

Una representaciéon puede entenderse como una accién lineal de un grupo o una
algebra de Lie sobre un espacio vectorial. Si una representacion I es un homomorfis-
mo uno a uno entonces se denomina representacion fiel de un grupo de Lie matricial
G, entonces {II(A) |A € G'} es un grupo de matrices que es isomorfo al grupo original
G. Asi, II permite representar a G como un grupo de matrices. Esto es la motivacion
para el uso del término “representaciéon”. Uno de los objetivos de la teoria de repre-
sentaciones es de determinar todas las formas en las que un grupo fijo puede actuar
como grupo de matrices.

Un grupo de Lie matricial G es, por definicién, un subconjunto de algtiin GL(n; C).
El mapeo inclusién de G en GL(n; C), es decir, el mapeo II(A) = A, es una represen-
tacion de G, llamada representacion estindar de G. Por ejemplo, la representacion
estandar de SO(3) es aquella en la cual SO(3) actia como matrices de rotacién sobre
R3.

Considerando el espacio vectorial complejo C (de dimensién 1), para cualquier gru-
po de Lie matricial G, se puede definir la representacion trivial, 11 : G — GL(1; C),

por la férmula
II(A) =1

para toda A € GG. Si g es una algebra de Lie, se puede definir la representacion trivial
de g, m: g — gl(1;C), por
m(X)=0

para toda X € g.
Dado un grupo de Lie G con élgebra de Lie g, entonces para cada A € G se puede
definir el mapeo lineal (llamado mapeo adjunto) Ad, : g — g dado por

Ady(X) = AXA

Sea GL(g) el grupo de todas las transformaciones lineales de g, entonces, la re-
presentacion adjunta de G es el mapeo Ad : G — GL(g) dado por A — Ad,. Asi
mismo, la representacion adjunta de una algebra de Lie g de dimensién finita es el
mapeo ad : g — ad(g) dado por X — ady, donde adx(Y) = [X,Y].

Una forma de ver la representacién adjunta es considerando que dado un grupo
de Lie G y la conjugaciéon por un elemento G, se obtiene un mapeo suave de G
en si mismo, el elemento identidad permanece fijo bajo este mapeo debido a que
AIA™! = I. Empleando el mapeo exponencial, un camino (matricial) en G' puede
escribirse como

vt I +tX + Q1)
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donde X es un elemento del dlgebra de Lie y Q(t) es el residuo que asegura que la
imagen del camino permanece en el grupo. Realizando la conjugacién por A, luego
se calcula la derivada y finalmente se hace ¢t = 0, se obtiene AXA~!. Por lo que la
accion estd dada por

Ady(X) = AXA™, paratodo A€ (.

Notese que al derivar y hacer ¢ = 0 se obtiene nuevamente un elemento del algebra
de Lie. Se tiene que para cualesquiera dos escalares a; y ag, se cumple que
Ad(g)(a1X1 + GQXQ) :A(ale + CLQXQ)Ail = CLlAXlAil + CLQAXQAil
:alAd(g)Xl + CLQAd(g)XQ

Suponiendo que 7 es una representacion de una algebra de Lie g sobre un espacio
vectorial de dimensién finita V', sea ademas V* el espacio dual de V', esto es, el espacio
de funciones lineales sobre V. Si A es un operador lineal sobre V' (recordando que las
matrices representan transformaciones lineales sobre vectores de niimeros entonces la

transpuesta de un vector representard una funcién lineal), entonces AT representa el
operador dual sobre V*, dado por

(AT) (v) = v(Av)

para v € V* (vector fila), v € V. Suponiendo que G es un grupo de Lie matricial y T
es una representacion de G que actia sobre un espacio vectorial de dimension finita
V', entonces la representacion dual IT* dada por

II*(g) = ((g™Y)" .

Si 7 es una representacion de una algebra de Lie g que actiia sobre un espacio vectorial
de dimensioén finita V', entonces ©* (representacion dual) es la representacién de g que
actia sobre V* y esta dada por

™(X) = —n(X)T. (2.10)

Una version més general de esta definicion puede encontrarse en (Murray et al.,
1994), la definicién aqui presentada es suficiente para grupos de Lie matriciales.

2.3. El grupo de Lie SE(3) y su algebra de Lie se(3)

2.3.1. El grupo de Lie SE(3)

Dada una métrica, por ejemplo la distancia euclidiana entre los elementos z e y,
denotada como d(z,y), se puede hablar acerca de transformaciones que conservan la
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distancia. Es decir, dado un conjunto S donde se ha definido el concepto de distancia,
una transformacién f de S es una isometria si d(z,y) = d(f(z), f(y)), esto es, si f
preserva la distancia.

El subconjunto de todo el grupo de transformaciones, formado por las isometrias
del conjunto es un subgrupo, por lo que, la geometria euclidiana de la recta, el plano,
el espacio tridimensional y R™ en general, es precisamente el estudio de aquellas pro-
piedades que permanecen invariantes bajo el grupo de las isometrias. En la geometria
euclidiana se puede hablar de los conceptos de longitud de un segmento de recta, del
tamano de un dngulo y de la cantidad de lados de un poligono, pues todas ellas son
invariantes bajo una isometria.

Algunas de estas isometrias en el plano y en el espacio euclidiano son: las trasla-
ciones, las rotaciones y las reflexiones (Fraleigh, 1987).

El grupo de las transformaciones de cuerpo rigido es el subgrupo de las isometrias
formado por las rotaciones y las traslaciones, las reflexiones no forman parte de este
subgrupo debido a que no existe mecanismo fisico que pueda realizar una reflexion.

Sean u = [ul Uy ... un}T yv= [vl Vg ... Up }T dos vectores en R"™ cuyas
imagenes luego de una isometria son u’ y v’, respectivamente, asi pues, una isometria
es un movimiento de cuerpo rigido si cumple que ||u — v||*> = ||u’ — v'||*. Las trasla-
ciones se obtienen agregando un vector constante p € R" y las rotaciones mediante
el producto por una matriz ortogonal R € SO(3). La combinacién de ambas posibili-
dades sobre un vector arbitrario es

v = Rv +p,

por lo que, estas transformaciones pueden ser escritas como pares (R, p).
El producto de dos pares muestra el efecto de dos transformaciones sucesivas sobre
un mismo vector:

si v = Rv+p,, entonces v’ = Rov' +py,= RoRiv+ Ryp, + ps.

Es decir,
(RQ,pQ)(RI;p1> — (R2R17 R2p1 +p2)

Este es el producto del grupo de transformaciones de cuerpo rigido y es el producto
semidirecto (X) entre el grupo ortogonal especial y R". Este grupo se denota como
SE(n):

SE(n) = SO(n) x R".
Se puede observar que los elementos de la forma (I,,,p) corresponden a traslaciones
en R™. Como SO(n) es un subgrupo de O(n), entonces, también se puede definir el

grupo euclidiano E(n) como
E(n) = O(n) x R™.
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Una manera més adecuada de trabajar con estas transformaciones es con una
representaciéon de dimensién n + 1, esto es, un homomorfismo inyectivo SE(n) —

GL(n + 1;R) dado por
R

El producto ahora se realiza con el producto usual de matrices

Ry py Ry p, - RoRy Rop; + po
0" 1 o" 1| | o 1 '

La inversa estd dada por

R p]' [R' —R'p
0" 1 Lot 1 '
Esta representacion es a veces llamada representacion homogénea debido a su co-
nexion con las transformaciones proyectivas.

2.3.2. Subgrupos de SE(3)

El problema de encontrar todos los subgrupos de un grupo de Lie no esta resuelto,
sin embargo, para el caso de SE(3) si es posible debido a que es el producto semidirecto
de dos grupos de dimensién pequenia. Los subgrupos discretos de SE(3) son los grupos
cristalograficos, esto es, los posibles grupos de simetria para los atomos en cristales.

Ciertamente, R? es un subgrupo de SE(3), se puede representar mediante matrices
de tamano 4 x 4, de la forma

o 1]
of 1 |-

Este subgrupo es normal por que las conjugaciones por elementos del grupo SE(3)

produce
R u I; p R" —R™ | [ I, Rp
[OT 1H0T 1H0T 1 }_{OT 1 ]
El cociente SE(3)/R3 es isomorfo a SO(3).

Debido a que SE(3) es el producto semidirecto de los grupos SO(3) y R3, entonces
sus subgrupos, por un lado, estardn restringidos a un subgrupo de R?. Esto es, si G4
es un subgrupo de SE(3), entonces la interseccion A = R3 N G serd un subgrupo de
R3, para este caso se tiene que los posibles subgrupos de R? son:

A=TR3 R? R, pZ, pZ xR, pZ xR?, pZx qZ, pZ x qZ xR, pZ x qZ x rZ,0.
donde p, g y r son nimeros reales y hZ es el grupo aditivo con elementos

{...,—2h,—h,0,h,2h,30,...}.
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y, por otro lado, también los subgrupos de SE(3) estaran restringidos a los subgrupos
H, de SO(3), ya que la proyeccién de SE(3) a su cociente SO(3) es un homomorfismo,
y asi cualquier subgrupo G de SE(3) proyecta a un subgrupo, Hy, de SO(3). Como
SO(3) es pequeno, s6lamente tridimensional, es posible encontrar todos sus subgrupos
por inspeccién. Las tinicas posibilidades son

H, =0, SO(2), o SO(3).

Estos subgrupos son los subgrupos conexos. Los subgrupos no conexos de SO(3)
consisten de los subgrupos discretos llamados grupos puntuales en cristalografia, y
0(2).

Se ha reducido el problema de encontrar pares de subgrupos A y H; que combinados
formen un subgrupo de SE(3). Se puede simplificar un poco més observando que si
G es un subgrupo de SE(3), entonces su restricciéon a R? sera un subgrupo normal de
G; en otras palabras, G/A = H;. Esto quiere decir que sélo es necesario comprobar
que se preserva la conjugacion con elementos de Hy, es decir,

R O I; p R 0]l [ I Rp
ol 1 o 1 o' 1| (o 1 |-

Por lo que se busca un grupo de vectores p que sean invariantes con respecto a un
subgrupo de rotaciones.

Por ejemplo, si H; = SO(3), todas las posibles rotaciones, entonces sélamente
A = TR3 0 A = 0 son posibles. El subgrupo A = R?, por ejemplo, no es posible,
porque existe siempre un elemento en H = SO(3) que rota vectores fuera del plano
R2.

Cuando H; = SO(2) es posible tener A = R3, R? R o 0. Sin embargo, cuando
A = R? el plano sobre el cual se encuentran los vectores en A debe coincidir con el
plano de rotaciones determinado por H;. En este caso, se tiene G = SO(2) x R? =
SE(2), el grupo de los movimientos rigidos en el plano. Para A = R los vectores en
esta linea deben ser normales al plano de rotaciones determinado por H;, debido a
que las rotaciones de los vectores sobre el plano deben tener eje de rotacién paralelo
a la linea. El grupo obtenido en este caso es un grupo de movimientos cilindricos,
rotaciones alrededor de una linea junto con traslacién a lo largo de la linea. Si la linea
es el eje x, entonces un elemento tipico es de la forma

1 0 0

0 cos(f) —sen(h)
0 sen(f) cos(f)
0 0 0

— o o8

Para H; = SO(2) se tienen dos posibilidades méas: A = pZ y A = pZ x R%. La primera
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Tabla 2.3: Subgrupos conexos de SE(3)

Dimension Subgrupos
6 SO(3) x R3 = SE(3)
5 _
4 SO(2) x R?* =SE(2) x R
3 SO(2) x R? = SE(2) SO(3) R* H,x R?
2 SO(2) x R R?
1 SO(2) R H,

de estas posibilidades da los movimientos de tornillo

1 0 0

0 cos(f) —sen(d)
0 sen(f) cos(6)
0 0 0

~ o o¥R

Aunque el grupo de elementos con esta forma es isomorfo a R, no es conjugado a R
en SE(3). Esto es, ninguna conjugacién en SE(3) regresara tal grupo en el subgrupo
R. Por lo tanto, para distinguirlos, se denotara por H,. La segunda posibilidad da
lugar al subgrupo H, x R?.

Cuando H; = 0 las tnicas posibilidades conexas son A = R3, R?, R, 0.

Note que existen muchas versiones de cada subgrupo en SE(3); por ejemplo, para
cada plano diferente R? en el espacio R? existe un subgrupo SE(2) de transformaciones
que preservan el plano. Sin embargo, las copias diferentes son todas conjugadas. Esto
es, existen un elemento de SE(3) que transformard un grupo en otro. Esto se puede ver
mas mas facilmente notando que existe siempre un transformacién de cuerpo rigido
que mapeard un plano a otro.

La tabla 2.3 muestra los subgrupos conexos de SE(3) separados por su respectiva
dimensién

2.3.3. Algebra de Lie se(3)

Existen varias maneras de describir las algebras de Lie, inicialmente se consideraban
como elementos infinitesimales de grupo, esto es, elementos del grupo muy cercanos a
la identidad. Después, esto se convirtié en el espacio tangente en el elemento identi-
dad. Ahora existen varias maneras equivalentes para definir vectores tangentes a una
variedad. Una versién “geométrica” para describirlas se debe a (Brocker y Jénich,
1982) y se presenta a continuacion: considérese un camino suave a través de la iden-
tidad en un grupo G, esto es, un mapeo suave v : R — G tal que v(0) = e. Usando
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la relacion de equivalencia “dos trayectorias son equivalentes si su primera derivada
evaluada en 0 tienen el mismo valor”, un vector tangente es una clase de equivalencia
para esta relacién, mientras que el espacio de clases de equivalencia forma un espacio
vectorial. Esencialmente, esto se reduce a considerar las derivadas alrededor de e en
algun sistema local de coordenadas.

A continuacién se aplicard este procedimiento a los grupos SO(3), SE(3) asi como
a H° y H° x D.

El grupo SO(3) y su algebra de Lie so(3)

Considérese primero el caso de dos marcos coordenados, ¥, fijo y ¥, movil, que
tienen un origen comun, de modo que sélo se permite una rotacion relativa entre ellos.
La matriz R(t) € SO(3) da la orientacién de 3. con respecto a ¥,. Ademds supéngase
que en t = 0 ambos marcos coinciden, de manera que R(0) = I3 (la identidad del
grupo SO(3)). Un vector b que es constante en el marco 3. (si se considera que X,
estd unido a un cuerpo rigido entonces b daria la posicién de un punto del mismo
cuerpo), entonces la siguiente relacién se satisface

°b(t) = R(t)°b(0); (2.11)
y como R™' = RT es posible despejar “b(0):

°b(0) = R (t)°b(t). (2.12)
Tomando la derivada de (2.11) con respecto al tiempo y usando (2.12) queda:

°b(t) = R(£)°b(0) = R(t)RT(t)°b(t) = Q(t)°b(t)

donde
) T " T T T 0 T ri’flr% ri’flrgg
Q) = Rt)R'(t) = Tf? [ Ty Ty Tys } = 7"f27'f1 ' 0 TraTys
T3 TysTh T Ty 0

con ry; como la fila ¢ de la matriz R(t). Nétese que la matriz (2(¢) es antisimétrica y
suele escribirse como

0 —w, wy
Q(t) = AMw(t)) = W, 0 —w, | €s0(3) (2.13)
—Wy Wy 0

donde w(t) = [ W, wy w. ]T es el vector de velocidad angular entre los marcos y
so(3) es el dlgebra de Lie del grupo SO(3). Ademas, Q(¢)°b(t) = A(w)°b(t) = wx°b(t),
donde x indica el producto cruz de vectores. Es posible establecer un isomorfismo
entre R? y so(3), empleando el operador matricial A(+), tal que w = Q(t).
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Figura 2.1: Movimiento de un cuerpo rigido con respecto a dos marcos coordenados.

El grupo de Lie de los cuaterniones unitarios H° y su algebra de Lie

Las rotaciones también pueden realizarse mediante el producto de cuaterniones
unitarios. Primero considérese el producto ® de dos cuaterniones &; y & dado por

Le& = { le ] ® { e ] — [ 1% — €& } (2.14)

(oD H1E9 + M2E1 + E1 X €9

este producto puede escribirse de manera matricial como

»” — P
L®E = { 511 %Jﬁk(&) } { 522 } (2.15)

de manera similar, el producto & ® & puede escribirse como

P — P
@& = { 611 sl _;\(51) } { 522 } (2.16)

nétese el cambio de signo del término A(e;)

Considerando la inclusién de b en un vector en R*, es decir, b, = [ 0 b" }T, la
rotacién mediante cuaterniones unitarios es
°by(t) = £ ® by (0) @ (2.17)
de donde se tiene que
by (t) ® £ = £ @ “by(0) (2.18)
y
f_l ® obq<t) ®E = ebq(o) (2-19)
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La derivada de la ecuacién (2.18) produce
%by(t) ® € + °by(t) ® € = £ @ Dy (0)
despejando Obq(t) se llega a
%by(t) = £ @ by(0) @€ — By () @ERE!
sustituyendo (2.19) se tiene que
%by(t) = £ E @Dy (t) — by(t) ®EDE! (2.20)

de acuerdo a la ecuacion (2.14) se tiene que

S e s+ éle
foi = —:'46+%é—é><e} (2.21)
Sustituyendo (2.15) y (2.16) en (2.20) se obtiene
b, (1) = see+ €T —(—sce+ g —éxe)l 0
BT e+ wé—éxe (Gt éle)z+ N(—se+xé—éxe) || °bt)
B s+ éle —(—se+xe—exe)T 0
—de+uE—éxe (it éle)ls — N(—se+ xé — € xe€) °b(t)
0 0" 0
n { 0 2A(—se+ »€é — € x ¢€) ] { °b(t) } (2.22)

Lo cual se simplifica como
°b(t) = 2A(—3ce + 2é — & x £)°b(t) = Q°b(t)

La matriz 2A(—sce + € — € x €) es antisimétrica y corresponde de nuevo con el vector
de velocidad angular w, el argumento de este término se puede escribir matricialmente
como

' 1
—ie+uE—EXe=]| —€ %l},—l—A(E)]{Z}:ﬁw (2.23)
De esta ecuacion se obtiene la regla de propagaciéon del cuaternion
P 1 T 1 —el
{é}—ﬁ[—s sly + Ae) | w_ﬁ{%lg—/\(s)]w (2.24)
Noétese también que la ecuacion (2.21) puede reescribirse mas convenientemente como
: 110
-1 _ =
ERE _Q[w] (2.25)

Asi pues, el algebra de Lie de los cuaterniones unitarios corresponde con cuater-
niones donde la parte escalar es 0 y por lo tanto también es isomorfo a R?.
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El grupo de Lie SE(3) y su dlgebra de Lie se(3)

Considere ahora el caso mas general en el que el marco ¥, ademas de rotar puede
trasladarse con respecto al marco X,. Tal caso es el mostrado en la figura 2.1.
La relacién entre los vectores °b y °b esta dada por

°b(t) = R(t)°b(0) + p(t);

que empleando coordenadas homogéneas se reescribe como

[obl(t) } _ { %(Tt) pgt) } rbEO) } _ AW [ ebEO) } | 2.26)

Tomando la derivada respecto al tiempo y usando la relacién inversa de (2.26) se llega

400 %]t 40]-ou %)

Noétese que la matriz W(¢) (lo mismo que €2(¢)) actia como un operador que da la
derivada del vector sobre el cual opera y esta dada por:

W(t) = AR AL () = [ ) —0lp) + o) } (2.27)

donde v(t) = p(t) es el vector de velocidad lineal del origen del marco ¥, con respecto
a X,. Recordando que (t) es isomorfo a R? y notando que —Q(¢)p(t) + v(t) también
es isomorfo a R?, entonces, el dlgebra de Lie se(3) es isomorfo a RE.

El grupo de Lie de los cuaterniones duales unitarios y su algebra de Lie

A continuacion se hace lo correspondiente con los cuaterniones duales unitarios lo
cuales pueden escribirse en la forma

e[

y satisfacen las restricciones »* +efe =1y »k +ele = 0.
El cuaternion dual unitario correspondiente a una rotacién y una traslacion esta

dado por
1 > 1 0 »
v-ergmoe= | e[ ]e] 7]

Para este caso el inverso del cuaternion dual es
1 I S ¥ SET S
X =§ +§0€ ®p,=§ —505 ® p,
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lo cual puede comprobarse con un calculo directo.
Por lo que, la rotacién y la traslacién del vector ¢b(0) serd

°b,(t) = x © b, (0) ® x !

de aqui se tiene que
by(t) © x = X © “by(0) (2.28)

X_1 © %by(t) © x = “by(0) (2.29)

De la ecuacion (2.28) la derivada con respecto al tiempo es

°by(t) © X + °by(t) © X = X © °b,(0)

despejando °b,(t) se obtiene
"by(t) = X © by(0) © x ! = by(t) O X O x
sustituyendo la ecuacién (2.29) se obtiene
7y (1) =X © X ©y(t) O X O X" = by(t) O © X
7by(t) =x © X' © “by(t) = %by() O X © X' (2.30)

1

Primero se calcula el producto x ® x ", es decir

XQx*:(é+%a@@®£+m@£))®(5*—%%*®p0

—€®€1+%U (_€®£71®pq+pq®é®€il+pq)

Aplicando el resultado de la ecuacién (2.22) a los primeros dos términos dentro del
paréntesis se obtiene

. \ 1 0 . 110 1 0
-1 _ -1, 4 _ 1t i
XOx =808 +20<[p><w}+pq) 2[w}+20[pxw+p}
sustituyendo en la ecuacion (2.30) y realizando los productos indicados se llega a

°b,(t) = { o Xoob(t) } to { P X °b(t) + (13 X w) x °b(t) }

esta ecuacion se puede escribir vectorialmente como
Ob(t) =wxb(t)+o(Pxb(t)+ (pXw)xbt) =[w+o(p+pxw) x°b(t).

Notese que se obtuvieron los mismos elementos que en el caso de las MTH. De esta
manera se tiene que

cox ' =+ 0 (2.31)
XEX Tl wto(p+prw) ‘
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2.3.4. Representaciones de SO(3) y SE(3)
La representacién adjunta del grupo SO(3) sobre so(3)

Para el grupo SO(3) se tiene que la representacién adjunta serd de la forma
Q' = RQR" = Adpw, (2.32)

donde €2, Q' € s0(3) y R € SO(3). Para facilitar los calculos se considera R a partir
de las filas
Ty
R = ’l"gf
r3r
Se cumplen las mismas relaciones como: det(R) = 1, ademds r15 X rof = T3y, rap X
T3 =Tif, T3r X T1y = ro5. Como Qv = A(w) = w X v se tiene que

ROR" =R[w X P15, w X Pof,w X T3]

0 rif - (WX rop) Tip- (WX T3y)
= | ror - (WX Tyy) 0 o+ (w X T3p)
r3r- (WX 1rip) Tap- (W X ry) 0

reordenando ciclicamente se obtiene

0 w- (rof X T1f) w-(T3p X Tif)
w - (rif X roy) 0 w - (rgp X roy)
| W (P X Pyp) w-(T2y X Tay) 0

RORT =

0 T3 W Topc W
=| r3-w 0 T w
| Ty w T w 0

Noétese que esta matriz es igual a A(Rw) € so(3). De esta manera, esta representacion
permite obtener la siguiente igualdad

w' = Rw
la cual dice que la rotacién de elementos del dlgebra de Lie seguirdn siendo elementos
del dlgebra de Lie. En este caso se tiene el isomorfismo Adrw = A(Rw), por lo que,
el operador A(+) suele considerarse como el mapeo Ad mismo.

La representacién adjunta del grupo SE(3) sobre se(3)

Para un elemento del dlgebra de Lie en la forma matricial 4 x 4, se tiene

[Q’ p']:[R pHQ UHRT _RTP]:Ad(R’p)\P

0" o o 1 0" 0 o’ 1
| RORT Rv— RQRTp
- o’ 0 :
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Como RORT = A(Rw), entonces RORTp = (Rw) x p. Escribiendo P = A(p), el
término —ROQRTp se puede escribir entonces como PRw. En la forma de vector de
seis componentes del algebra de Lie, la representacion tiene la forma

ERE I 259

En otras palabras, una rotacién por R seguida de una traslacién p es representada

por una matriz 6 x 6
R O
PR R |~

Estas matrices forman un representacién de SE(3), el producto de dos de estas ma-
trices da:

R O R, O] R R, 0
PRy, R, || PRy Ry | | (Pi+RP_R)R\Ry RiR, |

La inversa de una de estas matrices es

R 01" [ R* 0O

PR R | =RTP RT |~
Esta vez, la representacion adjunta es isomorfa a una matriz de tamano 6 X6 que opera
sobre vectores en RS correspondientes a la velocidad lineal y angular de un cuerpo

rigido en el espacio, debido a este isomorfismo se suele considerar como igualdad el
siguiente isomorfismo

roo } . (2.34)

Adrp) = { PR R

Representacion adjunta del grupo H? sobre los cuaterniones puros

La accion de H? sobre los cuaterniones puros es
/ -1
w, > EQw,®§

Esta forma es la que usualmente se emplea para realizar rotaciones mediante cuater-
niones. Comparando con la ecuacién (2.32) se nota la relaciéon que guardan estas dos
representaciones.

Representacién adjunta del grupo H° sobre los cuaterniones duales puros

Al igual que con los cuaterniones se puede emplear la ecuacién (2.33) para obtener
la representacién adjunta para este caso. Nétese que el producto de la ecuacién (2.33)
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es

W =RuoR' =¢(@w,0¢!
v/ = PRw + Rv = p X Rw + Rv

E%(pq®(&@wq®£*>+(£®wq®£*>®pé)+<€®vq®€*>

%((pq®§)®wq®§*+£®wq®(pq®§)*)+(§®vq®§*)

Finalmente, este producto se puede escribir de manera factorizada como

1 1 *
W, +ov, = (£+ Eapq@)é) O (wy +0vy) © (£+ §qu®£)

Por lo que se obtiene una forma para escribir un cuaternion dual que contiene de
manera explicita la parte de rotaciéon y traslacion es decir

X =&+ Jop, OE (23)

La representacién adjunta de una dlgebra de Lie sobre si misma (conmu-
tadores)

Suponiendo que A es una matriz en un grupo, cerca de la identidad se puede
aproximar por el mapeo exponencial mediante A ~ I + tX + Q(t?), donde X es
algtin elemento del algebra de Lie, asi, la inversa de A serd aproximadamente A~ ~
I —tX + Q(#?). Una conjugacién sobre el elemento Y € g da

(I +tX + Q)Y (I —tX +Q(t*)) =Y + (XY — Y X) + Qo(t?).

Derivando con respecto al tiempo y haciendo ¢ = 0 se obtiene el producto XY —Y X,
el cual es denominado el conmutador de X y Y. Debido a que el conmutador de
dos elementos del dlgebra de Lie es otro elemento del algebra de Lie, se obtiene la
operacién binaria (conmutador) [X,Y] = XY — Y X y es también conocido como el
“bracket de Lie” de dos elementos. La existencia de esta operacion es la razén de por
qué a estos espacios se les llama dlgebras.

La relacion de linealidad es extremadamente ttil pues sélo se requiere obtener una
base del dlgebra para generarla, es decir, cualquier elemento del algebra serd una
combinacién lineal de los elementos de la base. Dada una base { X1, Xs, ..., X, } para
el algebra, entonces, el conmutador de cualquier par de los elementos de la base sera
una combinacién lineal de los elementos de la base:

(X, X;] = CLXi +Ci X+ -+ CL X,
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Las constantes ij son llamadas constantes de estructura del dlgebra. Esto quiere
decir que si se dan las constantes de estructura para un algebra de Lie se especifica
el algebra completamente.

Debido a que el conmutador es antisimétrico, [ X7, X5] = —[Xs, X, las constantes
de estructura cumplen que C]’-fi = —ij, es decir, se reduce la cantidad de conmuta-
dores, o constantes de estructura a especificar en una algebra de Lie. El conmutador
es no asociativo, sin embargo, obedece la identidad de Jacobi:

(X1, [ X2, Xa]] + [Xo, [X5, Xu]] + [X5, [X7, Xo]] = 0.

Esto relaciona al conmutador con una derivada, ya que reordenando la identidad
de Jacobi se obtiene la regla para la derivacién de un producto:

[Xh [X27X3H = [[XhXQ]J X?J + [X27 [Xh X3H
En términos de la representacion adjunta se tiene que esta operacion se escribe como
adx(Y)=XY -YX =[X,Y].

Note que para la representacién adjunta de un grupo de Lie sobre su algebra de Lie
se usé la notacion Ad mientras que para la representacién adjunta de una algebra de
Lie sobre si misma se usa la notacién ad.

La representacién adjunta de so(3) sobre si misma

El 4lgebra so(3) consiste de matrices antisimétricas 3 x 3. Una base para este espacio
vectorial es

~Joo o ~ 00 1 Jo-10
Q=[00-1|, Q=[000|, Q=[1 00
01 0 1.0 0 0 00
Los Conmutadores SOo1
~_Jo-10] _ _ _ Joo o] 0017 _
[Q..0,]=|1 0 0=, [.0]=|0 0—-1|=0Q, [LQ.]=|0 0 0]=0,
0 0 0 01 0 ~1.0 0

Recordando que Q, 2@, = [1 0 0], 0,23, =[0 1 0] y Q. >2&, =
[0 0 1] setiene que adg () = 0. 2 @, = 0.@,, adg (0.) = 0, =&, = Q,@.
y adg () = Q, = @, = Q.&,, pero en lugar de operar con el conmutador de

matrices, se opera sobre el vector isomorfo en R?, es decir, se puede considerar que
adg = Q,, adg = Q, y adg = (1, debido a este isomorfismo es comin encontrar
T y z

que ad(X) = X.
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La representacién adjunta de su(2) sobre si misma

Para el caso de su(2) (esta algebra es isomorfa al dlgebra de Lie de H?), el dlgebra
de Lie consiste de matrices Hermitianas con traza nula 2 x 2. Una base para esta

algebra es
AN 1[0 1 1[0
=5l =i | Tal-1 0| T2li 0]

Estas son las matrices spin de Pauli en fisica cuantica. Ademads, estos elementos son
isomorfos a €2, €2, y €1, anteriores y se tienen los siguientes conmutadores

e P S A B B A e R
Ul”ay_Q i 0 =0z, O-yvo-z—2 0 —i =0gq, 0-270-:1:—2 10 =0y.

Es decir, se obtienen resultados equivalentes al caso de so(3), por lo que se puede
decir que esta representacién adjunta esta dada por

~

ad, Q,, ad,,

12

Q..

2

Q,, ad,,

2

x

La representacién adjunta de se(3) sobre si misma

Una base para el dlgebra de Lie de dimensién 6 del grupo Euclidiano SE(3) es

00 0 0 [0 0 10 0 —1 0 0

@) |00 -1 0 @, |0 000 @\ |1 0 00
‘I’<0>_01 0 0’@(())_ —1000"I’<0>—0 0 00
(00 0 0 0 000 0 0 00

[0 0 0 1 [0 0 0 0 0000

0 0000 0 0001 0 0000
q’(@)_ooom W(ay)_ooow ‘I’<62>_0001‘
000 0 (0000 0000

(2.36)

La relacién de conmutacion para estos generadores es:

LI Ve, U, U, | W, U, U,
U, | Yo U, -V, | ¥, U, -V,
U, | -V, Uy U, |-U, U, U,
U, | W, -V, Y| U, —V¥, ¥
U, | Uy U, -0, | U, T,
U, | =0, W, U, | Uy Y, U
U, | W, -V, Uy | U, W, Y
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~1 o1\ A T T\ 7T
donde\Ifw:\I/(w 0 ) ,\va:\IJ(O B ) y Uo = w(07,07)"
La expresién ady,¥; = [¥;, ¥,], puede reescribirse como el producto de una matriz

de tamano 6 x 6 por un vector de tamano 6 x 1. Los elementos de la base representados
como vectores son

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
1/}@95 - 0\’ ’ll)@y - 0|’ @Z)@z - 01’ ¢5z - 11’ wﬁy - 01’ ¢ﬁz - 0
0 0 0 0 1 0
| 0] | 0 | 0 | 0] | 0 ] | 1]
Por lo que esta representacion adjunta cumple los siguientes isomorfismos
Q, 0 Q, 0 Q.0
dg, = | "% 5 |, adg,=| Y S |, ada.=| 7 S |,
et IV R’ [ 0 9, ] T o q, ]
0 0 0 0 0 0
d;, = | A ds, = | A ds. = | A . 2.
S R U EA B A B

donde ﬁm, ﬁy y (AZZ son las matrices 3 x 3 definidas para la representacion adjunta de
so(3) y esto muestra la relaciéon que se tiene con la representacién adjunta de SO(3).
Nétese que la representacion adjunta de su(2)®D es equivalente a esta representacion.

2.3.5. El mapeo exponencial en SE(3) y algunos de sus sub-
grupos

La exponencial de so(3) a SO(3)

Como ya se ha mencionado, los elementos A(w) (con w = [w, w, w,|) del algebra
so(3) son las matrices antisimétricas 3 x 3, y tienen la siguiente ecuacion caracteristica

A+ (W 4w +w)A =0. (2.38)

El teorema de Cayley-Hamilton (Horn and Johnson, 2013) asegura que si pa(t) es el
polinomio caracteristico de una matriz A € M,,. Entonces p4(A) = 0, por lo que se
tiene que

0 +6°Q =0,
con §* = w?+w, +w?. Para encontrar la exponencial de estos elementos se obtienen las
siguientes matrices mutuamente aniquilantes e idempotentes. Separando en fracciones
parciales el inverso multiplicativo de la parte izqiuerda de la ecuacién (2.38) se obtiene

1 A B C

SEID V- Rl WL Wi R w )

(2.39)
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resolviendo se obtiene que

1 1 1
A= P O o
despejando el numerador del lado izquierdo de la ecuacién (2.39) se obtiene
1 , , 1 , 1 .

Noétese que el producto de dos sumandos diferentes cualesquiera de (2.40) produce 0
ya que se obtiene nuevamente el polinomio caracteristico y, de la misma manera, si
se multiplica la ecuacién (2.40) por cualquier sumando se obtiene que ese sumando
cumple que es idempotente. De esta manera las siguientes matrices son idempotentes
mutuamente aniquilantes

1 , , 1
P() = E(Q + Z@Ig)(Q - 2913) = —QQ + [3,

92
P, = 19(9 013) = L2y g (2.41)
T o T T Taopt '
1 _ 1, i
. =—— =02 —Q
P S U Q +0]5) = — 5 0% — o

Mediante calculo directo se puede ver que
Q=1i0P_ —i0P,.

El objetivo de la obtencién de estas matrices es que para alguna potencia de € no
existan términos cruzados y que no aparezcan potencias de las matrices, es decir

Q" = (—i0)" P, + (i0)"P_.
Por lo tanto la exponencial de la matriz €2 se encuentra como
=Py +e P, +e"P_.

Sustituyendo Fy, P, y P_ se obtiene

1 , . 1 . .
Q —i6 0 0 —i60 2
ef =0+ —=(e" —e")Q——(e" +e " —2)Q"°.
Finalmente, reemplazando la exponencial compleja por funciones trigonométricas se
obtiene
Q 1 1 2
e’ =13+ 7 sen(0)Q) + ﬁ(l — cos(6))°.
Esta relacion es, usualmente, conocida como la formula de Rodrigues, y es escrita

co1mo

e™Pu = u +sen(f)v x u + (1 — cos(9))v x (v x u). (2.42)
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El mapeo logaritmo de SO(3) a so(3)

Ya que se conoce el mapeo exponencial se puede encontrar el mapeo logaritmo de
manera sencilla. Dada una matriz ortogonal R de tamano 3 x 3, se puede encontrar el
angulo 6 y la matriz antisimétrica 2 como sigue: Para el angulo se sabe que la traza
de la identidad es Tr(I3) = 3, la de 2 es Tr(Q) = 0 y Tr(Q?) = —262, por lo que de
la ecuacién (2.42) se obtiene

Tr(R) = Tr(I3) + 1sen(ﬁ)Tr(Q) + l(1 — cos(9))Tr(2%) = 1 + 2cos(6).

0 62
Para encontrar la matriz antisimétrica € se calcula R — RT y se obtiene
2
R—RT:?mwm.
En otras palabras, le logaritmo esta dado por
0
log(R) = ————(R—R").

El método falla cuando 6 = +7, por que sen(w) = 0.

Este resultado no se puede aplicar tan facilmente a SE(3) por lo que se suele
sugerir una metodologia alternativa: dada una matriz ortogonal R se busca obtener
una ecuacién polinémica de la forma

Q =al + bR + cR?

notese que el grado es uno menos que el rango pleno de la matriz 3 x 3 debido a que el
teorema de Cayley-Hamilton dice que R satisface su propio polinomio caracteristico,
es decir, una ecuacién cibica. Las matrices I, R y R? pueden calcularse mediante
(2.41), es decir

Iy=Py+ P, + P_,
R=Py+e P, +epP_,
R2 _ PO + efZiGPJr + eQiGP,.

con {2 = —if P, +i0 P_. Sustituyendo en € se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones
a+b+c=0
a+be ™ 4 ce™¥0 = —if

a+ be? + ce?? = if
Este problema es equivalente a encontrar el polinomio p(z) = a + bz + cx? (es
decir, a, b y ¢) que pasa a través de los puntos (z1,y1) = (1,0), (72, y2) = (e7?, —if)
v (w3,93) = (e,46), cuya solucién es un polinomio de Lagrange de grado dos. El
resultado es

log(R) ((1+2cos8)] —2(1+ cos)R + R?).

- 2sen
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El mapeo exponencial de su(2) a SU(2)

Para algunas algebras de Lie se puede ser mas especifico con el mapeo exponencial.
Por ejemplo, considerando su(2). Un elemento £ es representado en la representacién
adjunta por una matriz de la forma

at b+ci
adg_c_{—b—i-ci —ai }
Mediante cdlculos directos se llega a que C? = —(a* + b* + ¢*)I,. Si se hace C' =

Va2 + b2 + 2X se tiene que X? = — Iy, asi que, se identifica a det(C') = a® + b* + ¢
con un parametro t2, es decir, t = va? + b? + ¢ entonces se puede sustituir esto en
la definicién de exponencial para obtener

t2 4 t3 t5
!¢ = <1———|——---)IQ+(t—5—1—5---)X:cos(t)lg—l—sen(t)X.

Esto puede ser escrito en términos del elemento C del algebra de Lie,
c 1
e” = cos(t) Iy + n sen(t)X. (2.43)
Recordando que se puede encontrar ¢ del determinante de C'.

El mapeo logaritmo de SU(2) a su(2)

De la ecuacién (2.43) el logaritmo es facil de encontrar, si U(= e“) es un elemento
de SU(2), entonces, despejando se obtiene log(U)(= X)

log(U) = tesc(t)U — tcot(t) .

Donde t se obtiene a partir de Tr(U) = 2cos(t). Esta férmula falla cuando ¢ = +7
radianes.

La exponencial en la representacién estandar de SE(3)

Para se(3), una matriz general en la representacién estdndar 4 x 4 tiene la forma

Q u
v={o 7]

Si Q2 es nula, se tiene que U™ = 0, con n > 2, asi, para traslaciones puras se tiene

0 u I; wu
FPlor o | T o 1|
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Cuando €2 no es nula, esta matriz satisface su polinomio caracteristico, es decir
Ut 4 6202 = 0,

donde 6* = w2 + w; + w?.

Descomponiendo en sumandos el inverso multiplicativo del polinomio caracteristico
mediante fracciones parciales y luego evaluando ¥ de acuerdo al teorema de Cayley-
Hamilton se obtiene que

1

Py = @(qﬂ + 621),
1, _

P+ = mqj (ql — 2014),

1, ,

P_ = _ﬁ‘y (\If ‘|‘Z€I4),
1

Ny = ﬁqf(\lﬂ + 6021y).

donde Fy, Py y P_ son idempotentes mutuamente aniquilantes y N cumple que
Ng:(), N()P,:OYN()PO:N().
La matriz W se puede escribir como

evaluando en el mapeo exponencial (la serie de Taylor) se obtiene que
eV =P+ Ny+e P +eP_.

Finalmente, sustituyendo Py, P, P_ y Ny se obtiene

1 1
V=1, +T+ ﬁ(l — cos(6))¥? + @(0 — sen(6)) . (2.44)

El mapeo logaritmo de SE(3) a se(3)
Para encontrar el logaritmo se escribe una matriz 4 x 4 en la representacién de
SE(3) como
R t
— Y
A=¢e" = [ of 1 1 .

Siguiendo un procedimiento parecido al explicado para SO(3), lo que se busca es una
relacion de la forma

U =al, + bA + cA? + dA3.
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Las ecuaciones para las potencias de GG en términos de matrices idempotentes y nil-
potentes son
I,=FP+ P, +P_,
A=Py+ Ny+e P +e"P_,
A2 = Py4+ 2Ny +e 2P, 4 e2p
A3 =Py + 3Ny +e P, 3P

Esto produce el siguiente sistema de ecuaciones lineales

a + b + ¢ + d = 0,

b + 2c + 3d = 1,
a + be ™ 4+ e 4 de 0 = 6,
a + be? 4+ ¥ 4 deP = i,

La presencia del elemento nilpotente convierte este problema en un problema de
interpolaciéon de Hermite. Esto es, encontrar a, b ¢ y d, como se hizo anteriormente
en el caso de so(3), y ademds empatar la derivada del polinomio en el punto (z1,y1).
Asi, el logaritmo esta dado por

log(A) :%csc?’ (g) sec (g) <[0(:os(26) —sen(@) ][4 —[fcos@)+20cos20) —sen (@) —sen26)| A

+[20 cos(®) +0cos26) —sen () —sen(26)] A2 — [fcos) — sen(@)]A3> :

Aqui 6 puede encontrarse de la relacién Tr(M) = 2(1 4 cos(f)) y como es usual la
relacién es sélo valida cuando —m < 0 < 7.

2.4. Algebras de Clifford

De acuerdo con (Vince, 2008), en 1844 cuando Hamilton public6 su invencién de
los cuaterniones, el matematico aleman y maestro de secundaria, Hermann Gunt-
her Grassmann, publicé la primera ediciéon de su célculo geométrico Lineale Ausdeh-
nungslehre, que ofrecia un algebra original para describir operaciones geométricas. La
palabra “Ausdehnungslehre”; se traduce como “Teoria de extensién” y el principal
producto algebraico de la teoria es el producto exterior. La nocién de extension era algo
de lo que Euclides era consciente, pues consideraba que el producto de dos longitudes
formaba un area, mientras que el producto de una longitud y un area generaba un
volumen. Grassmann descubrié un algebra en la que el producto exterior de vectores
creaba areas, volimenes y objetos de dimension mayor.

Debido a que Grassmann era sélo un maestro de escuela secundaria y a que Ha-
milton era bastante reconocido, muy pocas personas compraron o leyeron el libro de
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Grassmann, aunado a que el cdlculo geométrico estaba escrito de manera bastante
densa. En su libro present6 nuevas ideas sobre andlisis vectorial, adicion y substraccion
de vectores, dos productos vectoriales y diferenciacion vectorial, todos entrelazados
con su filosofia sobre pensamiento y existencia, lo mas notable de esto es que también
podia aplicarse a cualquier dimension.

En 1861 Grassmann publicé una version actualizada de su libro con el titulo de Die
Ausdehnungslehre: Vollstanding und in streger form bearbeitet, a la par de ser profesor
en Stetting Gymnasium, pero a pesar de la promocion académica, Grassmann tuvo
que pagar los gastos de publicacion de trescientos libros, y murié unos pocos anos
antes de que los matematicos lo reconocieran como un genio de primer orden.

Eventualmente, el matemético inglés, William Kingdom Clifford, reconocié la bri-
llantez de las ideas de Grassmann y formaliz6 lo que hoy en dia es conocido como
algebra geométrica.

2.4.1. El producto exterior

En el mundo fisico del espacio tridimensional uno mide la extensién lineal (longi-
tud); la cobertura planar (drea); y la capacidad para llenar el espacio (volumen). Es
dificil pensar en qué situacion del dia a dia se puede hablar de algo que para des-
cribirlo sea con longitudes, areas o volimenes negativos pero en matematicas, tales
entidades existen, y el algebra geométrica proporciona un marco de referencia para
su descripcion.

Grassmann fue consciente de que las matematicas, en especial los determinantes,
respaldan areas y volumenes positivos y negativos, y quiso explotar esta caracteristica,
por tal motivo creé un producto vectorial al que llamo producto exterior y empled el
simbolo A para representarlo (en inglés “wedge” y por tal razén también es conocido,
en inglés, como “wedge product”).

El dlgebra geométrica asegura que

aANb=-bAa,

en términos de areas, esto quiere decir que tienen areas de signo contrario.

La principal diferencia entre el producto cruz de vectores y el producto exterior
de vectores es que, a X b se interpreta como un tercer vector ortogonal al plano que
contiene tanto a a como a b, mientras que, a A b se interpreta como el area con
signo entre ambos vectores. El producto exterior tiene las mismas componentes que
el producto cruz, pero en lugar de usar las componentes para formar un vector, se
convierten en las caracteristicas proyectivas de una superficie planar. El producto
exterior a A b es llamado bivector, un bivector tiene magnitud y orientacion, donde
sus componentes son expresadas en términos de areas proyectadas sobre los bivectores
formados por los vectores basicos unitarios ortogonales.

67



El producto exterior cumple que si @’ = a + Ab, entonces
a ANb=(a+ b)Ab=aANb+ XbAb=aAb.

Es decir, el drea creada por a’ A b es idéntica al drea formada por a A b, por lo que
no existe un tnico paralelogramo que represente a A b, véase la figura 2.2.

Figura 2.2: Area constante ante multiplos de uno los vectores a y b.

Para representar una base ortogonal de vectores unitarios para espacios de dimen-
sién n se usa la notacién e, ey, es, ..., e,. Asi, por ejemplo, para R? se usa

a = ae; + aseq, b= b1€1 + b2€2.
De esta forma el producto exterior es

aNb= (a161 + &262) VAN (b1€1 + 5262)
a N\ b= albl(el A\ 61) + a,1b2<€1 A 62) + a2b1(€2 A 81) + a2b2(62 A\ 62)
a/ANb= (a11)2 - CLle)(el VAN 62).

yaque e;Ae; = esAey = 0 (dreanula) y esAe; = —ej /ey (drea con signo). El término
escalar a1by — asb; es la magnitud del término imaginario en el producto de nimeros
complejos, v es igual a ||a||||b]| sen(f), y representa el area del paralelogramo formado
por a y b. En este contexto el producto exterior a A b es un escalar multiplicado por
un bivector unitario e; A es, por lo que el area esta asociada con el plano definido por
e N es.

Al realizar el producto exterior de by a se obtiene bAa = —(a1by — asby)(e; Aes).
En R? se tiene que @ = aje; + ases + ases, b = bie; + beey + bses, por lo que el
producto exterior es

aANb= abi(e; Ney)+ arbs(e; Ney) + arbs(er Aes)+
+ asbi(ez A e1) + asba(eg A e3) + azbs(ex A e3)+
+ asbi(es N ey) + azba(es A es) + asbs(es A es).
a ANb =(a1by — asb)e; A ey + (azbs — agbz)es A es + (azby — arbs)es A e;.

Los términos (aijby — agby), (asbs — asbs) y (asby — aibs), son areas con signo pro-
yectadas sobre los planos definidos por e; A es, es A e3 vy es A ey, respectivamente.
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2.4.2. El producto geométrico

En algebra vectorial existen sélo dos productos a considerar: el producto interno y
el producto vectorial, por otro lado, el dlgebra geométrica emplea un nuevo producto
llamado producto geométrico, el cual opera sobre multivectores (es decir, combinacio-
nes de escalares, vectores, areas y volumenes). Una caracteristica inusual, pero muy
util, es que la divisién de multivectores entre vectores se puede realizar, lo cual en
algebra vectorial no se puede hacer.

Clifford definio el producto geométrico de dos vectores a y b como

ab=a-b+aAb

el cual es la suma de un escalar y un bivector (note que el producto geométrico de
vectores se escribe como la yuxtaposicién de ambos vectores). Las propiedades de este
producto son

1. Asociatividad.

a(bc) = (ab)c = abe
(\a)b = A(ab) = \ab, )€ R.

2. Distributividad.

a(b+c)=ab+ac
(b+ c)a = ba + ca.

3. Mdodulo.
a’ = i||a||2.

Dados dos vectores @ y b su suma es ¢ = a + b, por lo tanto, se tiene que ¢? =
(@ +b)? = a®+ b’ + ab + ba, en caso de que a y b sean ortogonales, entonces,
c¢® = a* + b® por lo que se puede decir que ab + ba = 0 = ab = —ba, lo cual
confirma que los vectores ortogonales anticonmutan.

Por otro lado, si los vectores son L.D. se puede encontrar A tal que b = \a, y asi se
tiene que ab = a(\a) = ala = Aaa = (Aa)a = ba, es decir, los vectores linealmente
dependientes conmutan. Ademas de que Aaa = A\a? = )||a||? el producto de vectores
linealmente dependientes es un escalar, es decir, no forman una area sino sélo una
magnitud.

Cuando los vectores son L.I. se puede hacer b = b + b, , por lo que ab = a(b| +
b,) = abj+ ab,. Como a y b son L.D. su producto es un escalar, es decir, ab; =
|lal|||b|| cos(f) = a - b, coincide con el producto interno. Asi mismo, como a y b, son
ortogonales, entonces, ab; = ||al|||b]| sen(f) = a A b, véase figura 2.3.
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Figura 2.3: Producto geométrico de vectores linealmente independientes.

Por lo que
ab=a-b+aAbdb

La componente paralela y la ortogonal determinadas por a - b (escalar) y a A b
(drea dirigida) describen todo acerca de los vectores a y b, y es el por qué Clifford
los combiné en su producto geométrico. El médulo de ab se calcula como

ladl* = [la - b]* + [la A bl* = [|al*[b]]* cos®(9) + [|a]|*[[b]|* sen®(0)
= [labl| = [la]/]®]-

El producto exterior se puede escribir basado en el producto geométrico como
1
aNb= E(ab — ba).
Mientras que el producto interno es

a-b= 1(ab—l—ba).
2
Para el producto de elementos de la base se tiene que, si es el mismo elemento,
entonces, eje; = e - e; + e; A e; = 1, mientras que para elementos distintos se
tiene que, e1es = €1 - e; + e; A ey = e A es, este bivector se puede sustituir por
eje, para simplificar escritura o como e, por ejemplo, se tiene que (e; A e3)? =
(81 A 62)(61 VAN 62) — €1€2€1€2, y COINo e2€; — —e1€9, Se obtiene

e N ey 2= —ejejeqey = —e?e2=—(1)(1) = -1
1€2

asi, el bivector unitario se comporta como la ¢ imaginaria de los nimeros complejos.
El término grado se usa en dlgebra geométrica para distiguir entre sus elementos
algebraicos, por ejemplo, un escalar es un elemento de grado 0, un vector es un
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elemento de grado 1, un bivector es un elemento de grado 2, etcétera. En cada algebra,
al elemento de mayor grado se le llama pseudoescalar I, y su grado es igual a la
dimensién del espacio asociado, en R? el pseudoescalar es I = e; A es.

Anélogamente al numero 7 de los imaginarios, el pseudoescalar se puede emplear

para realizar rotaciones, por ejemplo, e;] = ejeje; = e’e, = e, luego, eyl =
ere1e; = —ejeey = —ejes = —ey, siguiendo —e;l = —(ejeje3) = —(e3) = —es,
finalmente —esl = —(ezeie2) = —(—e1) = e;.

Los elementos del algebra geométrica son llamados multivectores, un multivector es
definido como una combinacion lineal de los elementos de diferentes grados asociados
al espacio lineal, que en el caso de R? son los escalares, vectores y bivectores, es decir,

my = )\0 + /\161 + )\262 + /\3612, )\z R
my = [y + Br1e1 + Paes + Bze12, B € R

La suma es
my +my = (Ao + fo) + (A1 + Br)er + (A2 + Ba)ea + (A3 + B3)ern.
mientras que el producto es

mymy =(Ao + Aier + Asez + Azen) (o + Brer + frer + Bzers)
=080 + AoBrer + AofBoes + Nofsers + Aifoer + A1+
+ A1ze12 + A1 Bse11s + Nofoes + Aafiear + AofBoes+
+ Aafs€212 + Asfoers + Asfieia + A€o + Asfsel,.
mymy =(AofBo + A1B1 + Aafla — A383) + (MoSB1 + Ao + Aszfa — Aafds)en
+ (AoB2 + A1Bs 4 Aoflo — AsfBr)es + (AoBs + AP + Asfo — A2B1)ern.

Por lo que el producto de multivectores es un multivector y asi esta algebra es
cerrada bajo el producto geométrico.

Para cualesquiera dos vectores a y b la reversion esta dada por
(ab)N = (a.b—l—a/\b)N, (ab)N =a-b—aAb, (ab)N — ba.

Mientras que para los multivectores m; y my la reversion es (mi;my)~ = mims,.
Desafortundamente, algunas reversiones involucran cambios de signo, asi como se
muestran en la tabla 2.4
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Tabla 2.4: Reversién de multivectores

Aspa
escalar

vector
bivector
trivector
4-vector
5-vector
6-vector
7-vector
etc.

N O Ul W N~ O
1

El trivector es usado para representar volimenes dirigidos. Sean a, b y ¢ tres
vectores, entonces su representacion con elementos base es a = a1e; + ases + ases,
b=0be +bes+ bses y c=cie; + cses + czes, su producto exterior a A b A ¢ es

aANbAc :((a1b2 — ale)el N ey + (a2b3 — a3b2)€2 N es+
+ ((lgbl — a1b3>63 AN 61) AN (6161 + Co€9 -+ 0363)

Si sélo se consideran los términos con el pseudoescalar se tiene

aNbAc —>(a1b2 — a261)036123 -+ (CLng — a3b2)01€123 + (CLgbl — a1b3)026123
—>((a1b2 — agbl)Cg + (a2b3 — a3b2)01 + (CL3b1 — a1b3)02)€123

a b
— | az by ca |ens
az bs c3

Este 1ltimo es el volumen del paralelepipedo formado por los vectores a, by c.
El pseudoescalar cumple que

(81 A €9 A\ 63)2 = (816263)2 — €1€2€3€1€E2E3 — €1€2€1€E3€E3€E9 — €1€2€e1€E9 — —1
Considerando que m = b A ¢, entonces
am=a(bAc)=(a-b)c—(a-c)b+ abc.

es decir, se obtiene la suma de un vector y un trivector. El producto de bivectores
por el pseudoescalar reduce los bivectores a vectores. Dados cuatro vectores a, by ¢
coplanares en R?, se tiene que el producto exterior a AbA e Ad =0, debido a que d
puede expresarse como d = \,a + \b+AcyaNha=bAb=cAc=0.
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Una aspa (blade en inglés) es un multivector que puede ser obtenido como el pro-
ducto exterior de un conjunto de vectores. Un multivector en general en R3 es de la
forma

m = Ao+ A1e1 + Aaey + Aze1n + Agea3 + Ases; + Agerns, A € R.

Para aislar los términos por grado se usa la notaciéon (m), , asi pues

(m), =Xo
<m>2 :>\1€1 + )\282
<m>3 :>\3€12 + )\4623 + )\5631
<m>4 =\6€123
El inverso de un vector a se calcula como

4 a a

a Jaf*

Una relacién interesante que existe entre las aspas y el pseudoescalar es la trans-
formacion de dualidad, que se define como

I (m)

ro

la notacién para representar el dual de m es m* = I'm. Para espacios de dimensién
impar el pseudoescalar conmuta con los multivectores y para espacios de dimension
par anticonmuta, es decir

I,m, = (—1)T(”_1)mrfn.

En dlgebra geométrica, la operacion interseccion (de lineas, planos, esferas, cilin-
dros, etc.) se realiza mediante la operacién

my; V my =mj - ms.

Para poder realizar refleziones en R?® se requiere conocer el vector normal n al
plano en el cual se reflejaran los vectores (a), bivectores (B = a A b) y trivectores
(I'=a ANbAc)y se logra con las férmulas

a = —nan B'=nBn T = —-nTn

Para realizar rotaciones se consideran dos reflexiones seguidas ny y 731, entonces,
las rotaciones se realizan como
R = ’ﬁ,g’ﬁ,l.
Esta expresion es comunmente conocida como rotor. Un rotor puede simplificarse a

la forma N
R =cos(0/2) — Bsen (6/2) =n; - ny+ny Ay

donde B es un bivector unitario sobre el plano formado por g A 7.

73



2.4.3. Algebra geométrica conforme

El modelo conforme es una alternativa para el espacio euclidiano en la resolucién
de problemas geométricos tridimensionales. Entre los argumentos dados para adoptar
este modelo se encuentran: 1) que es homogéneo, es decir, hace que el origen pierda
su cualidad de ser un punto especial, 2) que se puede trabajar con puntos y lineas al
infinito, 3) que provee de mecanismos geométricos simples para representar, lineas,
circulos, planos y esferas, permitiendo un toque de elegancia al resolver problemas y
4) que goza de todas las caracteristicas comunes del espacio euclidiano.

Aunque el espacio euclidiano R? es de dimensién pequena, facil de visualizar y
en el se pueden disenar escenas tridimensionales de manera significativa, requiere
de un tnico punto llamado origen. Por su cuenta, el espacio conforme requiere de
cinco dimensiones, lo que impide generar una forma mental verdadera al momento
de intentar visualizarlo, mas ain, una de las dimensiones tiene lo que es llamado
signatura negativa, que transforma a este espacio en un espacio de Minkowski.

Proyeccion estereografica

Los graficos computacionales usan la geometria proyectiva para crear un ambiente
en el cual, las transformaciones de escalamientos, deslizamientos, rotaciones y trasla-
ciones se combinen sin problemas. Aunque estas caracteristicas del espacio proyectivo
son muy buenas, existen algunas desventajas como, por ejemplo, ni la razén de longi-
tudes a lo largo de una linea ni el concepto de intermediacién se preservan. Sin embargo,
la razon cruzada de cuatro puntos si se preserva bajo las transformaciones proyectivas
permitiendo obtener informacion tridimensional de imagenes bidimensionales.

En la decada de 1820, el matematico aleméan August Ferdinand Md&bius descubrio
una geometria que preserva paralelismo y razones de longitudes a lo largo de lineas,
ademas de que mapea lineas en lineas, Mobius llamo a esta geometria como geometria
afin, y la llamé asi debido a la afinidad que prevalece en las figuras al ser transformadas
por los mapeos afines. La razon para estudiar geometria proyectiva en el modelo
conforme es porque este ultimo emplea la proyeccion estereografica para convertir
puntos del espacio euclidiano en puntos del espacio conforme y viceversa, ademas, el
analisis vectorial se puede generalizar a dimensiones mayores.

La figura 2.4 muestra un hemisferio de radio unitario posicionado en el plano com-
plejo tal que el origen del plano complejo coincide con el centro de la esfera. La linea
que conecta el polo norte N al punto x sobre el plano debe intersectar a la esfera en
el punto P, y asi este punto permite establecer el mecanismo para relacionar puntos
sobre el plano con los correspondientes puntos sobre la esfera. Esta configuracién es
llamada esfera de Riemann.

La figura 2.5 muestra la esfera unitaria y tres puntos A, P y X con sus respectivos
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Figura 2.4: Modelo conforme.

vectores de posicién a, p v @, respectivamente. De la figura se tiene que
p=a+ Az —a), A €R.
Se sabe también que
a -x =0, a-a=p-p=1.
Mediante el producto punto se tiene que
p-p=(a+Aiz—a)) (a+z—a))
l=a-a+2\a (z—a)+ ) (x—a) (x—a)
=1-22+ N1 +z-x)
2

iA:—)
l+z-x

de donde se tiene que

p = a+<1+%) (z —a)

a(l+z-x)+2(x—a)
l+z-x
(x-x)a+2x—a
l+z-x '
Usando el producto geométrico se obtiene que

x’a +2x —a

p= 1+ x2

(2.45)

La proyeccién estereografica asegura que circulos sobre la esfera se mapean en
circulos generalizados sobre el plano. Mas atn, si el circulo sobre la esfera pasa por el
polo norte se crea un circulo de radio infinito, es decir, una linea recta. El polo norte
es mapeado sobre un circulo de radio infinito concéntrico con la esfera, y este punto

sobre la esfera corresponde a un punto al infinito sobre la linea.
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Figura 2.5: Proyeccién estereografica.

Signaturas y vectores nulos

Los vectores en el espacio euclidiano tienen en general magnitud y direccion, y
satisfacen el producto punto n - n = ||n|?, esto se debe a que el espacio euclidiano
tridimensional emplea vectores base que cumplen que e;-e; = ey-e, = e3-e3 = 1. Pero
no existe razén para que esta regla siempre prevalezca, de hecho, el matemético ruso
Hermann Minkowski desarroll 6 los fundamentos matematicos para la teoria especial
y la general de la relatividad al omitir esta regla. El espacio-tiempo de Minkowski de
dimensioén cuatro tiene un conjunto ortogonal de cuatro vectores base {e;, ey, €3, €4}
donde e, -e; =ey-e; =e3-e3 =1y ey e, =—1, los valores positivos y el negativo
son definidos como la signatura del espacio y es denotado como R*!, también es
conocido como el espacio de Minkowski. En general, la signatura de un espacio es
denotado normalmente como R”? donde p es la cantidad de dimensiones positivas
y q es la cantidad de dimensiones negativas, entre las ventajas de tener un espacio
con signaturas mixtas es la posibilidad de vectores nulos, los cuales poseen todos los
atributos asociados con los vectores y, ademas, la norma del vector al cuadrado es
cero.

En geometria conforme los puntos en el espacio R”*? son representados como vecto-
res nulos en un espacio RP*44*1 1o cual quiere decir que puntos del espacio euclidiano
R3° son representados por vectores nulos en un espacio R*!, es decir, en un espacio
de dimensién cinco que permite modelar lineas, circulos, esferas y planos (las lineas
son circulos con radio infinito y los planos son esferas con radio infinito).

En términos de la ecuacién (2.45), se puede introducir un vector extra, e, de sig-
natura negativa:

_ (22 -1Da+2z+ (1+xe
2 Te= 2
1+x 1+

, z’a+2r—a
P=—F"T">5
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Elevando al cuadrado y evaluandoa-a=1,e-e=—1,a-x =a-e=x-€ =0, se
obtiene

(1+x*)%p =(x*-1)?a-a+2x*—1a -+ (- 1)(1 + z*)a -+
2(x? — 1):1: a+dx -z +2(1+x*)x-e+
(1 +z*)(x* —1)e-a+2(1+z*e z+ (1 +z*)%e
x? — 1)% 4 4a® — (14 x?)?
o4 2 2 4
—x! -2+ 144 —1-22> —2x
p' - p' =0,

es decir, el vector p’ es un vector nulo y también homogéneo, por lo que puede
ser escalado, en particular por su denominador, produciendo la ecuacién del vector

conforme
z=(x’—1a+2z+(1+x)e

Esto mismo puede generalizarse a dimensiones mayores. Por lo general, suele escri-
birse como (Vince, 2008)

z=z’a—a+2r+e+zx’e=1z(a+e€)+2x— (a—e).

Sustituyendo e = a (e tiene signatura positiva), y definiendo

n=e+e y mn=—e—e
se obtiene que
T=2zx+x’n—-n

donde Z es la representacién conforme del vector euclidiano x, aunque suele escribirse
como (Vince, 2008)

. 1 _
z =g (2z + *n — M) (2.46)

Algunos de los productos que se obtienen con la definicién de estos nuevos elementos
sonn-n=0n-n=0nx,=0n-x;,=00n-n=2ynAn=—2ee. Sise
considera el origen del espacio euclidiano entonces el punto conforme correspondiente
de acuerdo a la ecuacion (2.46) es

. 1_
r=—-—-n
2

es decir, el vector 7 es el origen del espacio conforme.
Por otro lado, considerando el producto
2

t-n=-2c n+az’(mn)-n-n)=x

1
2
7



se llega a que

2 x2

o J—

x <1(2m+m2n—ﬁ)) 2r — 7
2 =n+ .
z-m

_2 w2

-7
22
esta relacionado con los puntos al infinito, lo cual es requerido para la proyeccion
estereografica.

El producto de dos vectores nulos &, =1 (2@ +@in—n) y &»=13(2xs+x3n—7) es

y cuando 2 — oo la fraccién — 0, lo cual quiere decir que el punto n

o o 1
Iy -T2 = —§<.’131 — IBQ)Z.
El término (x; — @2) es un vector entre los dos puntos y su cuadrado representa la
distancia euclidiana entre ellos. Por otro lado, el producto punto

1
—m-n:—§(2w+w2n—ﬁ)-n: 1 (2.47)

permite que los vectores nulos puedan ser normalizados al ser divididos por —& - n.

Representacion de objetos geométricos

Los objetos primitivos usados en el algebra geométrica son el punto, los pares
de puntos, la linea, el circulo, el plano y la esfera. El dlgebra geométrica permite
describirlos de dos maneras, por ejemplo, un circulo puede definirse ya sea como la
interseccién de dos esferas o como el producto exterior de tres puntos distintos, tal
que, si uno de los puntos es el infinito entonces se obtiene una linea.

Un punto conforme se define como en la ecuacién (2.46). Una linea en el modelo
conforme se define como

o

£ = A, AN (2.43)
0 1
L:azl/\azg/\n—é(mg—ml)/\n/\ﬁ.

el término x; A 2 es la medida del area formada por los dos vectores y el origen,
cuando 3 = Ax; la linea que pasa a través de p, y p, pasa también a través del
origen y el area formada se colapsa a cero. El término del segundo trivector representa
el vector de direccion de la linea.

Una de las razones de usar el modelo conforme son los puntos al infinito, que
permiten relacionar circulos con lineas y esferas con planos. De acuerdo a la ecuacion
(2.48) un circulo es entonces

o

C=p; APy A 10)3 (2.49)
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donde p,, p, v P5 son tres puntos sobre el circulo. El radio del circulo estd dado por
02
2

S E

mientras que el centro del circulo se encuentra mediante
] Q
CnC.
Un plano en el modelo conforme se encuentra mediante
o O O o]
T=p APy AD3 AT

donde p,, P, v P5 son tres puntos sobre el plano, y n es el punto el infinito.
Una esfera que pasa por los puntos py, p,, P3 v Py se calcula como

o

521091 /\1092/\1093/\1094

el radio de la esfera estda dado por

el centro de la esfera se calcula mediante
o ]
SnS
Transformaciones conformes

Las transformaciones que generalmente se describen en el espacio euclidiano son
las traslaciones, las rotaciones y el escalamiento, aunque, normalmente son imple-
mentadas utilizando matrices. Tales transformaciones también estan disponibles en
el espacio conforme pero son implementadas utilizando rotores.

En el modelo conforme, un rotor toma la forma

R = em?/? (2.50)

donde m es el vector nulo y p es un vector en el espacio vectorial euclidiano, estos
vectores son ortogonales, por lo que p-n = 0y el producto np representa un bivector,
pero es nulo pues cumple que (np)? = npnp = —pnnp = 0. Aplicando series de

Taylor a (2.50) se obtiene

T, =em2 =1+ %. (2.51)
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o

Para ver que T, se comporta como una traslacién en el espacio conforme se
consideran los siguientes productos

o 7 1 1 1
TpxTp = (1 + %) (1 — %) =x+ énp:c — émnp — an:cnp

1 1
=x + JTpT -+ gnap = +n(p-x).

Tty = (14 5)n (1-F) = (n+57) (1-5)
npn nnp npnnp n’p n’p npn’p
=n + - - =n— - - =n.
2 2 4 2 2 4

o o np np npn np
(1)) (e 2) )
pir =115 2 Ty 2
_ mnp npn npnnp (mn +nn)p nnnp’
=N — + — =N

2 2 4 B 2 4
=n — 2p — p°n.

Si a la ecuacién (2.46) (es decir, & = 2z +x*n — ) se le aplica fp por conjugacién
se obtiene

o

Tp&Ty =Tp(22)Tp + Tp(x*n)T), — TymT,
=2(x+n(p-x)) +x’n—-n+2p+p°n
=2z + 2n(p-x) + x’n — 1 +2p + p’n
=2(x +p) + (z +p)’n —n. (2.52)

Las ecuaciones (2.46) y (2.52) son idénticas en estructura notando que x es re-
emplazado por & + p, es decir, la conjugacién por fp efectivamente permite realizar
traslaciones en el espacio conforme.

Las rotaciones en el dlgebra geométrica tienen la forma

' = RzR (2.53)

donde el vector x es rotado alrededor del origen y el rotor es
k= cos(6/2) — ﬁsen(9/2) (2.54)

donde {2 es un bivector unitario y 6 es el angulo de rotacion.
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Suponiendo que las rotaciones conformes tienen la forma

o

— RER

donde  es un punto conforme que se desea rotar alrededor del eje (/?, sea P un punto
sobre el eje con vector de posicién p, este eje se puede trasladar al origen mediante

T_,&T_,,
rotando alrededor del origen se obtiene
R(T_p&T_,)R,

regresando al punto de partida se obtiene

Sin embargo, se tiene que T p = 70},, por lo que

o o o

& = (T RTp)&(T_pRT_p), (2.55)

esta expresion es la que permite realizar rotaciones conformes.
o ]
La interseccién de los objetos A y B esta dada por la operacién

o

ANB

o

= dual(B) - A, (2.56)
También se puede encontrar la interseccién como

dual(A N B) = dual(A) A dual(B),

A contlnuamon se presenta el método denominado método de pmyectores para
extraer a y bdedanb (Lasenby, 2004) Considerando que, tanto @ como b estén

normalizados, es decir, a -n = —1 = b-n. Dela aspa B=a A b se forma

F=—anb (2.57)
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02
donde 3% = B2, esto implica que I = 1si 8 # 0. De B se definen dos operadores
proyectores

o 1 o
P:§(1+F) (2.58)
s 1 °
P 25(1 —F) (2.59)
o 02 0 1 32 3
P cumple que P = P, mientras que P cumple P = P, ademads, el producto de

ambas cumple que PP=pPP=0.
Cuando se multiplican los proyectores con vectores se obtiene

o 1 1 o 1 1 o 1 1 o
P&:§ <1+B&Ab>&:§<&+3<&/\b>&> :5(&+B(&-b)&>
1
:5(&—&):0

= (a- lo))col,, esto por que A2 =0y
o 02
(@-b)?y el hecho de que b = 0.

De manera similar se obtiene que P& = = b, P& = &, Pb = 0. Si se
multiplica @ A b con n se obtiene

o

(GAb) n=-n-(GAD)=—-(n-&)b+(n ba=>b—a

usando el hecho de que a y b estéan normalizados se tiene que
Pl(anb)-n]=Pb—-a)=b

_Pl(anb)-n]——Ph-a)—a

2o o

notando que &P = P& = & se sigue que P&P = PP& = ]03(&). Similarmente para
las relaciones con bP. De esta manera se obtiene



2.4.4. Algebras de Clifford

Una algebra de Clifford estda completamente determinada por la cantidad de gene-
radores que al cuadrado son: 1, —1 y 0. Asi, un dlgebra de Clifford se denota como
Cl(p,q,r), donde hay p generadores que al cuadrado producen 1, ¢ dan —1 y r gene-
ran 0, ademés de que, cualquier algebra de Clifford tiene un conjunto de generadores
que anticonmutan

eie; +eje; =0, i# 7],

La més simple de las dlgebras de Clifford es probablemente C/(0,1,0), la cual es
isomorfa a los niimeros complejos. Los elementos de C'¢(0, 1,0) tienen la forma z+ye;,
donde tanto x como y son niimeros reales. La suma de estos elementos es componente
a componente, y la multiplicacion es asociativa

(r+yer) + (w+ze) = (x+w)+ (y + 2)e;
(z +yer)(w + ze1) = (zw — yz) + (vz + yw)ey,

donde se empled el hecho de que e;e; = —1. De manera similar se puede notar que
C'(0,0,1) corresponde a los nimeros duales.

El élgebra de Clifford C¢(0,2,0), es isomorfo a los cuaterniones. Un elemento de
ésta algebra tiene la forma

w+ re; + yeo + zejes.

La identificacién es
i eq, J— es, k— ees.

de esta manera se tiene que

i =e? = —1, j?=ei=—1, k* = ejeseie; = —ejejesey = —(—1)(—1).

Noétese que, cualquier producto de generadores eyeg - - - €, se puede reordenar de la
forma +e;e;---ep coni < j < .- <k, en la que cada permutacién de generadores
va acompanada de un producto por —1 y cualquier generador repetido se simplifica
con 1, —1 o 0 segun corresponda, por lo que, la dimensiéon de un algebra generada
por n = p+ q + r elementos es 2".

Los grados de los monomios dan una clasificacion sobre el dlgebra de Clifford.
Esto quiere decir que se puede descomponer una algebra de Clifford en subespacios
vectoriales

Clp,g,r) =VodVi®Va® - @V,

donde cada subespacio V) tiene una base dada por el grado k£ de los monomios y
Vo = R, generado por 1. Esta clasificacion depende de la eleccién de los generadores
para el algebra.
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Otra descomposicién de una algebra de Clifford es separarla en subespacios de
grado par e impar
Clp,q,7) = Cl*(p,q,7) & CL(p,q,7),

esta descomposicion es independiente de la eleccién de la base. La parte de grado par
Cl*(p, q,r) es una subélgebra debido a que el producto de monomios pares es siempre
par y que los generadores se pueden cancelar inicamente en pares. De hecho cualquier
algebra de Clifford es isomorfa a la subalgebra de Clifford par con un generador maés:

Clp,q,r) = Cl*(p,q+1,7).

Explicitamente, el isomorfismo corresponde a mandar e; de Cl(p,q,r) al elemento
e;eo de ClT(p,q+ 1,7). Es decir,

2
€;€; + €;€e; — €;€0€;€g + €;ep€e;€ey = —(eiej + ejei)eo.

por lo que esta relacién se preserva si ef = —1.
Sobre cualquier algebra de Clifford existe la conjugacion, esto es, un mapeo biyec-
tivo del algebra a si misma que invierte el orden de los productos y cumple

(c1c2)" = che

un mapeo con esta propiedad se llama anti-involucion.

Se puede definir la conjugacién dando la accion sobre los generadores y mediante la
linealidad junto con la anti-involucién generalizar la accion a elementos arbitrarios en
el dlgebra. Para cualquier generador se tiene e; = —e;, mientras que sobre escalares
la conjugacion no tiene efecto, es decir,

(erey---ep)" = (—1)*e; - esey.

Otro mapeo de un algebra a si misma es la involucion principal, denotada por @,
y es definida como
— k
alejes---ep) = (—1)"ees- - - ey.

Este mapeo es un homomorfismo pues preserva el orden de los productos. Sobre la
subalgebra par, la involucién principal es la identidad, asimismo, a los monomios de
orden impar les invierte el signo. Notese que la involucién principal conmuta con la
conjugacién, es decir, @(e)* = @(c").

En general, no se pueden invertir todos los elementos en un &algebra de Clifford
debido a que las dlgebras de Clifford, generalmente, tienen divisores de cero, a los
elementos que pueden ser invertidos se les llama unidades, y el conjunto de todas las
unidades en un élgebra de Clifford forma un grupo.

El grupo

Pin(n) = {r € C¢(0,n,0)|rr* =1y a(r)br* € V para toda b € V'}.

84



estd formado por unidades debido a la primera condicion rr* = 1. La interseccién de
este grupo con el espacio V' de dimension n es una esfera de dimensién n — 1.

La segunda condicién es la accién del grupo Pin(n) sobre el subespacio V' = R".
Esta accién estd dada por

r:v—alr)br’eV.

Esta accién preserva el producto escalar usual sobre V' = R", asi mismo, los elementos
del grupo ortogonal O(n) preservan el producto escalar, por lo que, esta accién define
un homomorfismo (doble recubrimiento) de Pin(n) sobre O(n).

El grupo

Spin(n) = {r € CL*(0,n,0)|rr* =1y rbr* € V para toda b € V}.

estd formado por los elementos de grado par de Pin(n). La accién de Spin(n) sobre
V = R" puede ser escrito como

r:b— rbr’. (2.62)

Notese que la involucién principal no tiene efecto sobre subalgebras pares, como
Spin(n) es un subgrupo de Pin(n) entonces también estd formado por transforma-
ciones ortogonales sobre V' = R", estas transformaciones corresponden con las rota-
ciones. Por ejemplo, los elementos de Spin(3) C C¢*(0,3,0) tienen la forma

r = ag + ai1ez2e3 + azesze; + asejes.
el elemento conjugado es
" = ay — aieze3 — azese; — aze; ey,
asi que la condicién rr* = 1 se convierte en
ag+a?+ai+a;=1

es decir, los elementos de Spin(3) forman una esfera tridimensional, todo esto se
traduce en que el algebra C'¢*(0,3,0) es isomorfa tanto a C'¢(0,2,0) como a los cua-
terniones, mientras que Spin(3) es isomorfo a los cuaterniones unitarios.

Las rotaciones en el dlgebra C¢*(0,3,0) estan dadas por

0
cos 3 + sen ) (e1es + eses + ezeq),

Para el caso de los grupos euclidianos, SE(n), las dlgebras de Clifford correspon-
dientes son C¢(0,n,1), con n generadores que al cuadrado son —1 y un dnico ge-
nerador que al cuadrado es 0. Los elementos de R" tienen la forma 1 + be donde
b= (bje; + brey + - -+ bre,). El grupo de rotaciones y traslaciones estda dado por

{ (r + %pre) € Cl0,n,1)

rc Spln(n)ap =pie; +--- +pnen} .
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Este es un subgrupo de la subélgebra par C¢*(0,n,1) de C¢(0,n,1). La accién de
grupo sobre R" esta dada por

1 1 -
(r + §pre) (1+ be) (r — 5p’re> =1+ (rbr* + p)e,

debido a que e conmuta con r y a que

r——-pre| =7r"+ -r'pe.
P " P

Por la forma b — rbr*+py a que el producto (r;+ (1/2)p,r1e)(rs+ (1/2)pyrae)
es Ty + (1/2)(py + r1p,ori)riree se puede decir que este grupo es un semiproducto
directo, y se puede escribir como Spin(n) x R™.

Un elemento de Spin(2) tiene la forma

0 0
T = Cos = + sen —ej e,. (2.63)
2 2
Por lo que un elemento del grupo Spin(2) x R? tiene la forma r + (1/2)pre, donde

r € Spin(2) y p = p1e; + pees. Esto da un elemento de la forma

+1 9+ 0 +1 0 n 0 1 0 0
- = — n-— — - n— —— n-— — — )
T 2pre (3082 se 26162 5 P1 cos2 Do se 5 ee 5 1 se 5 Do 0052 ese

Una rotacioén alrededor de un punto ¢ = c e, + ¢ ey esta dado por la traslacion al
origen luego la rotacion y finalmente la traslacién al punto ¢ nuevamente, es decir, la
conjugacion

1+1 i +1( ) 9+ 9( + )

—Cce | T —=Ceée | =T —(Cr —rc)e = b —(eje €€ — Cpeqe).

B B 5 COS2 sen2 1€2 Cy€q Cr€9
(2.64)

El algebra de Lie de este grupo esta dado por los elementos de grado dos, es decir,
eiey, eje y ese cuyos conmutadores (escalados por 1/2) son

1 1 1 1 1 1 1 1 0
—€é1€69, —€é1e| = —ese —€1€69, —E9e| = ——e e —€e1e, —ese| = U.
9 1€2, 92 1 2 2€, 2 1€2, 9 2 9 1€, 9 1€, 9 2

Las potencias de e;e y ese son cero mientras que

1, sin=0 mdd 4,
ey, sin=1 mad 4,
—1, sin=2 modd 4,
—ejey, sin =3 mod 4.



Para un elemento en general se tiene

1, sin=0 mdd 4,

ee; +cyeje —cyege, sin=1 maod 4,
—1, sin=2 mad 4,

—eje; —cyee +cyexe, sin =3 mod 4.

(e1e2 + cyere — c eq0e)” =

Por lo que la exponencial de uno de estos elementos es

0 0 0
exp (5(6162 +cyeie — cxege)) = COS 3 + sen 5(8162 +c e1e — cyese).  (2.65)

Mientras que para traslaciones puras se tiene

0 1 1
exp (§(p1616 +p2628)) = (1 + §p1€16 + 5]92826’) . (2.66)

2.4.5. Los cuaterniones duales como un algebra de Clifford

Para dimensiones pares, se tiene el siguiente isomorfismo
C(0,2k,1) = C¢(0,2k,0) ® D;

donde D es el anillo de los nimero duales. Escribiendo ¢ para 1 ® o y e; para e; ® 1
el isomorfismo esta dado por e; — e; y e;---eye — o. Este es un isomorfismo
de &lgebras, porque la imagen de cualquier elemento puede ser encontrada de las
imégenes de los generadores del dlgebra. Este isomorfismo es tnicamente valido en
dimensiones pares, porque cada e; conmuta con ey - - - egpe. La subdlgebra par de un
algebra de Clifford es isomorfa al dlgebra de Clifford con un generador menos, asi

Clr(0,2k +1,1) = C(0, 2k, 1)

Asi, cuando n es impar el recubrimiento doble del grupo SE(n) cae en el dlgebra dual
Cl(0,n—1,0) ® D.

Cuando n = 3 (es decir, SE(3)), el dlgebra de Clifford correspondiente es C¢(0,2,0)®
D = H ® D. Esta algebra de Clifford es llamada dlgebra de los cuaterniones duales.
Un elemento tipico de este grupo esta dado por

1
X =r+pre,

donde r € Spin(3) y p € R3. Si {e},es,e3,€e} es la base de C/(0,3,1), se puede
escribir

T =+ £1€2€3 + £2€3€] + £3€1€7.
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Este es un elemento de Spin(3) ya que rr* = 1, mientras que p = pie; + paes + pses,
donde las p; son escalares. Por lo que un elemento tipico del grupo serd de la forma

1
(fr + §pr6) =¥+ €1€2€3 + £2€3€1 + £3€1€2

1 1
+ 5(%291 — E9p3 + £3p2)ere + 5(%292 + e1ps — e3p1)eze
1 1
+ 5(%]93 — &1pa + 9p1)esze + 5(512?1 + e9pa + €3p3)e1e2e3€

Los elementos de grupo caen en la subalgebra par
Cr(0,3,1) = C00,2,1) *H®D
El isomorfismo explicitamente es
esés 1

€3€;

111

J
€1€E9 k
—ejezesze +— o
donde 7, j y k son los cuaterniones unitarios. Como consecuencia, se tiene que

ee— io, exer jo, ezer> ko.

Es decir, cualquier elemento del grupo se puede escribir como

. . 1 . 1 .
X =30 + €11 + €27 + 3k + 5(%0191 — 93 + E3p2)io + 5(%0172 + e1ps — e3p1)jo+
1

1
+ 5(%0]03 — €1p2 + €9p1) ko — 5(81171 + e9pa + €3p3)0.

La condicién de que r € Spin(3) se convierte en

xx© =1,

para cuaterniones duales, donde x* = £€" + ("o es el conjugado del cuaternién dual,
esta condicién puede ser escrita como un par de ecuaciones cuaterniénicas:

£¢" =1,
(6¢" +¢£7) =0.

Estos cuaterniones duales son elementos del grupo Spin(3) x R?, los cuales son un
doble recubrimiento de SE(3). Para obtener elementos de SE(3) se debe tomar el

88



cociente por el grupo Z,, esto es, se deben identificar los elementos x y —x. Los
elementos de SE(3) pueden ser representados por puntos en el espacio proyectivo
PR, nétese que son 8 elementos en un cuaternién dual, es decir

X =&+ Co = (s00+e1i+ 2] +e3k) + (ko + €17 + €2] + esk)o

y se toman a (s : €1 : €3 1 €3 1 Ko : €1 : €3 : €3) como sus coordenadas homogéneas
en PR”. De esta manera se tiene que tanto x como Ax corresponden al mismo punto
de PR” (es decir, la misma lfnea en R® que pasa por el origen). De esta manera se
tiene que x y —X representan el mismo punto y hace que la relaciéon xx* = 1 sea
redundante, por lo que la restriccion resultante es

ECT+CE =0, o Ko+ er1€r + 262 + 365 = 0,

esta cuadrica no singular de dimension 6 es la cuddrica de Study. Los tinicos puntos
sobre la cuadrica que no representan elementos del grupo son los que satisfacen ££* =
0, esto corresponde a un 3-plano en la cuadrica.

La accién de los elementos de este grupo sobre R? es

(1+bo)— (E+Co)(1+bo)(& —( o).
La parte de traslacién se puede obtener de

C¢" =€¢ =p/2, porloque (& —&C =p.

El dlgebra de Lie esta dada por elementos de grado 2. La base estandar esta dada
por los elementos

1 1 1 1 1 1
S€1€3, S€é3€1, _-€1€3, —-€1€, €€, _-E€3€.

2 2 2 2 2 2
Se pueden escribir los elementos del dlgebra de Lie como vectores duales
X=w+o0,

donde @ = [ wy/2 wy/2 w./2 }T YU = [0/2 v,/2 v./2 ]T. En términos de
estos vectores duales el conmutador esta dado por el doble del producto de vectores
duales, es decir

1 o~ e
5[}:1,%2] :}:1 X%z = (w1 ><w2)+0(w1 X UQ+U1 X(.UQ).

De manera similar, se puede definir un producto escalar dual de un par de vectores
duales, esto esta dado por

X)X = (W1 -Wy) +0(Wy - Vg + vy - ).
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Este resultado es, en general, un nimero dual. Esto combina la forma de Killing y el
producto reciproco de elementos del algebra de Lie.

La accién de SE(3) sobre elementos de su algebra de Lie (la representacién adjunta
del grupo), puede ser descrita en términos del édlgebra de cuaterniones duales. Los
vectores duales se transforman de acuerdo a

(@ + 00) — (& + 0¢)(@ + D) (€ + o))"

Para la parte primaria se tiene (:\J *. es decir, una rotacién de la forma Ii&\) Vlientras
) )
que para la parte secundaria se tiene

£0€" + 60" + COE" = €06+ 606" p
es decir,
R& + R(v x p).

El producto de cuaterniones

(30 + €1)(502 + €3) = 21500 — €1 - €3 + 3112 + 30261 + €1 X €9
puede extenderse, por el principio de transferencia, al producto de cuaterniones duales

(501 + €1) (300 + €2) = St1500 — €1 - € + 311E9 + 32€1 + €1 X €9
donde se ha empleado > para s + ko y € para € + €o.

Para obtener el mapeo exponencial del dlgebra de Lie al grupo se considera primero
que un cuaterniéon puro puede ser escrito como

0. 60, . ‘
7w = 5(%2 + wyj + w.k),
donde w? + wi +w? =1, y como (w,i+ wyj +w,k)? = —1, entonces la exponencial es

5 0 7 0 0
/2 — cos <§> + sen <§> W = cos <§> + sen <§> (Wat + wyJ + wk).

Con los cuaterniones duales se tiene que un cuaterniéon dual puro puede ser escrito
como

1.
Z0x
B X

donde x? = —1 y el dngulo dual es 0=0+ op. Mediante el principio de transferencia

se tiene que
s 0 0
0x/2 __ v
e =cCos| = | +sen| = .
Expandiendo se tiene

y 0 0 0 D 0 p 0
Ox/2 _ z e el £ e _ e
e — COS (2) + sen (2)6+0<sen (2)€—|—2COS (2)6 2Sen (2)) .
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2.5. Geometria de la linea

2.5.1. La linea en el plano

Sean dos puntos sobre el plano Py (z1,y1) v Pa(x2,y2). Los vectores p; y py, de O a
los puntos P, y P, determinan el segmento de linea dirigido P, P, con vector w dado
por

W=D~ P1-

Las proyecciones de w sobre los ejes X e Y son, respectivamente,

Wy = Ty — x1 = ||w|| cos b,

wy = Yy2 — Y1 = ||w]| sen ¥,

donde 6 es el angulo de inclinacion de la recta, y

Las cantidades w,/|w|| y w,y/||w|| son los cosenos directores del segmento de linea.
Cuando ||w|| = 1, el segmento de linea dirigido tiene longitud unitaria y asi w, = cos 6
y wy = send.

El momento del segmento de linea dirigido P, P, alrededor del origen estd dado por
el producto vectorial p X w, donde p es cualquier vector dibujado de O a cualquier
punto de la linea recta que une a los puntos P, y P, y el vector w puede localizarse
en cualquier lugar a lo largo de la linea.

De la figura 2.6 se tiene que

Py X w = [pilllw] sen g1k = [[plll|wl|k,
Py X w = [, [|w| sen ¢k = ||pl|]|w]|k,
Py X w = [|pollw|[sen g1k = [Ip| |||k,
p x w = |plll|w||sen(7/2)k = [|pl|[|w|k,

donde k es un vector unitario paralelo al eje Z. Por lo que

Escritos en forma de determinante se tiene

i j k i ik i j k
x y 0|= ) i O|l=|x yu O,
Wy wy 0 To—21 Yo—y1 O T2 Y2 0O

de donde se obtiene que
Wzl — Wy + v, =0,
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Figura 2.6: Linea en el plano XY

donde v, = z1y2 —x2y;. Los tres nimeros w,, wy, y v, fueron establecidos por Pliicker,
asi que reciben el nombre de coordenadas de Pliicker de la linea. Son homogéneas
debido a que cuando se multiplican por una constante distinta de cero siguen re-
presentando la misma linea. Sin embargo sus unidades no son consistentes, w, y w,
tiene unidades de longitud, mientras que v, tiene unidades de area. Debido a esta
inconsistencia son representadas por la terna ordenada {w;, w,; v, } con punto y coma
separando a v, de w, y wy.

Es importante reconocer que si las cantidades w,, w, y v, son conocidas, entonces
queda un gdl en la determinacion del segmento P P, ya que, existen cuatro coorde-
nadas a determinar. Asi mismo, la terna {w,,w,;v,} se obtiene si y sélo si el vector
P, — p; es libre de moverse a lo largo de una linea recta. Asi pues, los cambios de
posicién de los vectores p; y p, que dejan a la terna {w,,w,; v, } sin cambios son las
traslaciones del segmento de linea a lo largo de la linea que preserva su longitud y sen-
tido. Tal segmento de linea, que estéa determinado por la terna ordenada de nimeros
reales {w,,wy; v}, es llamado vector ligado a la linea.

Este vector ligado a la linea {w,,w,;v,} fue elegantemente presentado por Grass-
mann en los determinantes 2 x 2 de la matriz

Lz oy
1 @ y2 |’
al borrar cada una de las columnas, es decir

Ty T2
Y1 Y2




el area del triangulo O P, P, esta dado por

1 1 1
A=—=|1 x9 o :§Uz-
1 0 0
De la figura 2.6 se tiene que
1
A=—
SPlell
asi pues
Uy
S — 2.67
P=ra (2.67)
para ||w|| =1 la ecuacion de la linea queda como

cosfy —senfx +p = 0.

La linea en el espacio

Un cuerpo rigido tiene seis g.d.l. siendo tres para la posicion y tres para la postura,
por otro lado una linea en el espacio tiene cuatro g.d.l., esto se debe a que la linea
permanece sin cambio ante rotaciones alrededor y traslaciones a lo largo de la linea
misma (Selig, 2005). Una linea en el espacio puede determinarse mediante dos puntos,
sean p; = (21,v1,21)7 ¥ Py = (72,2, 22)T dos puntos, un vector a lo largo de la linea
que une ambos puntos es

W =p; — P

mientras que el vector de posicién de cualquier punto sobre la linea puede ser escrito
como

Py=P + 2w =(1-XA)p, +Ap,

donde X es un parametro real.

En lugar de caracterizar la linea por su direccion w y un punto p sobre ella, se usa
la direccién y el vector v = p X w, esto es a veces llamado el momento de la linea.

De acuerdo con (Jia, 2019), las coordenadas de Pliicker de la linea se define como
el par (w,v), donde w es la direccién de la linea y v = p X w para un punto p sobre
la linea, al igual que en el caso planar, el vector v es independiente de la eleccion del
punto p, por lo que, cualquier punto g estara sobre la linea si ¢ x w = v. Cuando w es
unitario se tiene que ||v| determina la distancia del origen a la linea, la cual en forma
general se puede obtener mediante ||v||/||w]|, de esta manera si ||v]| = 0 entonces la
linea pasa por el origen. Las dos restricciones con respecto con las coordenadas de
Pliicker son |w|| =1y w-v = 0, por otro lado, cuando se tiene que |[w|| =0y v # 0
corresponde con las lineas al infinito.
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El momento de la linea [ alrededor de un punto q en el espacio puede obtenerse
mediante

v, =(p—¢q) x &
=V —qXw

donde @ tiene la misma direccién que w pero con magnitud unitaria. La norma
|lv — g x @|| representa la distancia de q a la linea.
El punto g, més cercano sobre la recta al punto g cumple que

WX vy =W X ((qL—q) x @)
—(@-@)(q—q) - (W (g —q)w
=q, —q.
de donde se tiene que ¢, = g + @ X v,. Asi pues, dadas dos lineas y un punto p,

sobre l; entonces, el momento de I, alrededor del punto p, sobre l; es vo — p; X Wo,
su proyeccion a lo largo de la direccion @i es

(31(’1]2 — P X &32) :&31 Vg — &\Jl . (pl X &32)
:&\Jl Vo — (&\)1 X pl) '&}2

=W - Vg + Wy - V1.

Nétese que este resultado es independiente de la ubicacién del punto p;, y se le
llama momento de [y sobre [;. A la suma se le conoce como producto reciproco de las
coordenadas de Pliicker de las dos lineas.

Dos lineas en el espacio pueden ser, por un lado, paralelas u oblicuas y, por otro, se
intersecaran o no, cualquiera que sea el caso, ambas lineas tendran una tercer linea
que se conoce como perpendicular comun, la cual intersectard ambas lineas en angulos
rectos. Sean pj y p; las respectivas intersecciones de /3 y [y con su perpendicular
comun [/, . La distancia entre ambas lineas serd la distancia entre pj y pj, es decir

]wl-v2+w2-v1]

si w1 X Wy 7& 0
Q- lwr x wal|

wi X (v —v

s x (01 2/7)l de otra forma, donde wy = rw;para algin r # 0

lwa |2

Si el producto reciproco de dos lineas es diferente de cero, entonces, es positivo si
y 86lo si @1 X Wy tiene la misma direccién que p; — p4. La normal comin tendrd
coordenadas de Plicker igual a

W] =W X Wa,

m:lem—vgxwlﬂwl%?]{o?’ I }[ T ol (wy - ws) 2

v Wo)/—mmm .
I, O 2 V2 lwr x ws?
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Mientras que los puntos de interseccion entre las lineas y su normal comun estan
dados por

-1 X (wg X (W1 X wa)) + (Vg (w1 X wa)) wy

—_ %

vy
|wr x wall?

. _ Uy X (w1 X (W1 X wa)) — (V1 - (w1 X w3)) wo

lwi X wal|?
En caso de que las lineas se intersecten se tiene que

w1 X Wy
*= ((v) - wo) 3 + wvl —wyv?) — "=
pr= (o)l e =) Sl

Las coordenadas homogéneas de Pliicker de la linea; son usualmente escritas (Selig,
2005) como

Pbo1 = ($1 - $2), P23 = (y122 - y221)7
Po2 = (y1 - yz); D23 = (56221 - 11712’2)7

DPo3 = (Zl - 22)7 P23 = (931y2 - 5U2y1)-

La notacién se vuelve mds clara si se usa (z1,x2,23) como coordenadas para un
punto R3. La linea a través de los puntos & = (z1, 22, 23)7 y y = (y1, y2, y3)” entonces
las coordenadas de Pliicker estan dadas por

bij = X;Y; — TjYi,

con xog = 1o = 1.
En términos de estas coordenadas de Pliicker, los dos vectores tridimensionales se
encuentran como

DPo1 D23
w = | Po2 Yy v= | P31
DPo3 D12

Pero recordando que las coordenadas de Pliicker son coordenadas homogéneas.

No todos los puntos de PR? representan lineas. Para una linea, se tiene w = p; — ps
y v = p1 X po y por lo tanto w - v = 0. En términos de las coordenadas de Pliicker de
la linea da

Po1P23 + Po2Ps1 + Pospiz = 0.
Esta es una ecuacién homogénea de grado 2, y por lo tanto sus soluciones caen sobre
una hipersuperficie cuddrica de dimensién 4 en PR, esta cuddrica es llamada la
cuddrica de Klein, los puntos de PR® que no estdn sobre la cuddrica de Klein no
pueden ser lineas. Por otro lado, ni una linea en R? tiene w = 0, asi, existe un plano
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bidimensional en la cuadrica definida por pg1 = po2 = po3 = 0 0 equivalentemente
w = 0, cuyos puntos no son lineas reales. Esto puntos son usualmente referidos como
lineas al infinito.

Para resumir, las lineas en R? estdn en correspondencia uno a uno a puntos sobre
una cuadrica de dimensién cuatro excluyendo los puntos sobre un plano de dimensién
dos.

La accion del grupo euclidiano sobre las coordenadas de Pliicker

Dados los vectores de posicion de dos puntos en el espacio, p; v p,, una rotacion,
R y una traslacién p produciran los vectores p; = Rp, + p y p, = Rp, + p, respec-
tivamente. El vector a lo largo de la linea a través de estos puntos y el momento de
la linea son

W=p;—P1, Y V=P XDPs.
Después de la rotacion y la traslacion, estos seran

/

W=py—pi=R(py—p,) v v =p)xpy=R(p, xpy)+pxR(p,—p,;)=Rv+pxRw.

Esta ecuacién se puede escribir en forma matricial particionada como

] =Lew w] 1)

La cual es exactamente la representacién adjunta del grupo sobre su algebra de Lie.
Noétese que el efecto de los movimientos rigidos sobre lineas, corresponde a la re-
presentacién (matricial) sobre R®, es decir, esta accién actiia sobre lineas donde sus
coordenadas son las coordenadas de Pliicker sobre PR’, lo cual corresponde a una
accién del grupo SE(3) sobre la cuddrica de Klein, en otras palabras, las transforma-
ciones rigidas preservan la cuadrica de Klein, como se muestra a continuacion:

w - v'=Rw-(Rv+ Rw X p)=w-v=0.

Esto muestra que w - v es una forma cuadratica invariante. Dada una forma cuadrati-
ca, siempre se puede obtener una forma bilineal simétrica, en este caso, la forma
cuadratica invariante corresponde a la forma bilineal simétrica

@] 13 Wo
[“’{ Uflp} {]3 O } [ Vs = w1 V2 + V1 - W,
es decir, el producto reciproco., cuando el producto de dos tornillos es cero, se dice
que los tornillos son reciprocos entre si.
La forma de Killing y la forma dada por el producto reciproco son las tnicas
formas bilineales invariantes sobre se(3), en el sentido de que cualquier forma bilineal
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invariante debe ser alguna combinacién lineal de estas dos. Para ver esto, considérese

las ecuaciones

RT —RTP A B R O| | A B

0 RT C D PR R| | C D |’
donde la forma bilineal de la derecha esta escrita en forma general, ademds esta
ecuacion expresa que la forma debera ser invariante bajo la accién de grupo.

Multiplicando las ecuaciones anteriores se obtienen cuatro ecuaciones para las ma-
trices 3 x 3 desconocidas A, B, C'y D:

A=R"AR+ R"BPR— R"PCR — R"PDPR,
B =R"BR - R"PDR,
C =R"CR+ R"DPR,
D =R"DR.
La tultima de estas ecuaciones tiene la solucion D = dl3 para algin escalar d. De

hecho las tinicas matrices que conmutan con las matrices de rotacién son multiplos de
la identidad. Sustituyendo este resultado en la segunda y tercer ecuacion se obtiene

R"BR—dR'PR=B y R'CR+dR'PR=C.

Estas tienen que satisfacerse para cualquier rotacién y traslacion, y por lo tanto
deben tener A = 0. Por lo tanto, la soluciéon para By C es bl3 y C' = cl3 para algunos
escalares b y c. La primer ecuacion se convierte en

RTAR +bRTPR — ¢cRTPR = A,

y nuevamente, esta ecuacion se debe satisfacer para cualquier rotacién y traslacion,
asi que se concluye que b = ¢ = 3, y finalmente A = als;. Resumiendo, las forma
bilineales invariantes sobre el dlgebra de Lie se(3) estan dadas por

T T]{—Qals 5[3}{002

[ w] o] 8l, O s } = —2a(w; - wa) + f(wy - vy + vy - wo).

El factor de —2 es para consistencia con la forma de Killing. Cada forma bilineal
simétrica determina una forma cuadratica. Haciendo cada una de estas cero se obtiene
una ecuaciéon homogénea de grado dos en las coordenadas de Pliicker:

—a(w - w)+ f(w-v) =0.

En otras palabras las soluciones forman un ldpiz de cuadricas, es decir, un conjunto
de soluciones a una de estas ecuaciones, esto es, para valores fijos de o y 3, se forma
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una hipersuperficie cuddrica en el espacio proyectivo PR®. Cuando o = 0 se obtiene
la cuadrica de Klein. Por otro lado, si § = 0 se obtiene la cuddrica w - w = 0; esto es,
una cuadrica singular. Las tnicas soluciones reales caen sobre el plano de dimensiéon
2, w = 0; esto es el plano de las lineas al infinito.

Més generalmente, un punto en PR® que no esta sobre el plano de dimensién 2
w = 0 puede ser escrito como

w
pPXwH+rw |-
Sustituyendo esto en la forma cuadratica da
(—a+ fr)w-w=0.

Las soluciones son puntos para los cuales 7 = «/f3. Por lo que cada punto en PR’
esta sobre uno de estos invariantes cuadricos. Mds aun, los inicos puntos que estan
sobre mas de uno son puntos sobre el plano de dimensién 2, w = 0 que esta sobre
cada cuadrica invariante.

El escalar r es asi un invariante para la accion de grupo; de hecho este es el avance
del elemento correspondiente del dlgebra de Lie. Para un punto (w?,v”)? su avance

esta dado por
w-v

r= :
W w

Convencionalmente, los puntos con w = 0 se les asigna un avance infinito. Las lineas
en R? corresponden a puntos en PR® con avance cero. Se denota a las matrices
simétricas correspondientes a estas formas por

Qp = Qo + Q0
donde r = a/f y
Os I —2I3 O
a=|T o] v =300

Las cuadricas definidas por estas matrices seran referidas como cuadricas de avance.
Cada drbita del grupo SE(3) es siempre el plano de dimensién 2, w = 0 o la parte
de la cuadrica de paso que excluye a w = 0. El grupo de isotropia de punto puede ser

determinado por los puntos con paso infinito, esto es, puntos de la forma [OT, 'UT}T.

Se tiene
pitey i | L) =15

donde R(v) es una rotacién alrededor del vector v. Este grupo de matrices es isomorfo
a SO(2) x R3. Para un punto con paso infinito, el grupo de isotropfa es el grupo de
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simetria de un cilindro SO(2) x R. Las transformaciones que dejan a los puntos de

la forma [wT (pxXw+ Tw)T}T fijo consiste de una rotacion alrededor de w seguido
por una traslacién de la forma p = (R(w) — I3)p + Aw con A y el dngulo de rotacién
arbitrario.

Si se consideran los puntos en R® que satisfacen

w-v=0.

Estos puntos pueden considerarse como lineas en R? salvo por un factor multiplicativo.
Soponiendo que se normaliza a
w-w=1.

Las tnicas posibilidades de factores son 41, asi para cada linea en R? existen dos de

tales puntos en RS,
w —w
P X w Y —p X w

correspondiente a la misma linea. Se pueden interpretar puntos en esta variedad afin
como lineas dirigidas, esto es, lineas junto con una direccion dada a lo largo de la linea.
Se debe tener cuidado, por que la cuadrica de Klein incluye lineas al infinito. Asi, las
lineas dirigidas son un doble recubrimiento del conjunto abierto de lineas finitas en
la cuadrica de Klein. Muchas relaciones entre lineas son mejor interpretadas usando
esta representacién dirigida. Mas ain, como el mapeo de doble recubrimiento es un
homeomorfismo local, si solo se estd interesado en las propiedades locales del espacio
de lineas no se pierde nada si se trabaja con la representacion dirigida y después se
proyecta a las lineas finitas en la cuadrica de Klein.
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Capitulo 3

Modelado Cinematico

En este capitulo se estudia el problema de modelado cinematico, en especifico, el
modelo cinemético directo de pose (MCDP), el modelo cinemético inverso de pose
(MCIP) y el modelo de velocidad (MV) de una cadena cinematica abierta. E1 MCDP
se aborda mediante tres metodologias: la propuesta de Denavit y Hartenberg mediante
el producto de matrices de transformacién homogénea, la propuesta por Brocket a
través del producto de exponenciales y el empleo de cuaterniones duales unitarios.
Para estudiar el MCIP se tratan diferentes metodologias como la solucién de un
sistemas de ecuaciones no lineales, los subproblemas de Paden-Kahan y el modelo
conforme.

3.1. Modelado cinematico directo de pose

El estudio de la cinematica de robots manipuladores trata constantemente con la
ubicacion de diferentes cuerpos en el espacio, entre los cuales se incluyen, por ejemplo,
los eslabones de un manipulador, las herramientas y la pieza de trabajo. La ubicacién
de un cuerpo con respecto a un sistema coordenado de referencia es conocida si la
posicién de todos los puntos del cuerpo son conocidos, para cuerpos rigidos en el
espacio tridimensional son suficientes seis pardmetros independientes (Tsai, 1999).

La cinemética espacial de cuerpos rigidos puede ser vista como un estudio compa-
rativo de las diferentes formas de obtener la pose de un cuerpo, para lo que se suelen
emplear rotaciones y traslaciones, que combinadas son denominadas como transfor-
maciones de cuerpo rigido. No existe una forma de representar la pose que pueda
considerarse como la éptima para todos los propdsitos, pero las ventajas de cada
una pueden identificarse para facilitar la solucién a diferentes problemas (Siciliano y
Khatib, 2008).
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3.1.1. Usando matrices de transformacién homogénea

Una MTH es una representacién matricial (representacién estandar) de un elemento
del grupo SE(3), y esta dada por:

A= “?p ﬂ € SE(3). (3.1)

donde p € R? es un vector de posiciéon y R € SO(3) una matriz de rotacién que,
combinadas en A, dan la pose relativa entre los dos marcos de interés. Cabe recordar
que SO(3) es el grupo ortogonal especial de matrices de tamano 3 x 3 cuyos elementos
describen la orientacién relativa entre marcos en el espacio.

Las MTH se pueden emplear para obtener el MCDP de robots manipuladores
seriales. Tal método fue propuesto originalmente por J. Denavit y R. S. Hartenberg
en (Denavit y Hartenberg, 1955) y consiste en los siguientes pasos:

1. Sobre un robot de n gdl con sélo articulaciones tipo P y R, se tienen n articu-
laciones y n + 1 eslabones (incluyendo la base) se enumeran los eslabones de 0
(la base) a n (el 6rgano terminal), tal que la articulacién ¢, con i =1,2, ..., n
quede entre los eslabones i — 1 e 4.

2. Se asocia a cada eslabén ¢ un marco coordenado ¥;, de manera que la base
tenga asociado el marco Yy y el érgano terminal el marco 33,.

3. Parai =1, 2, ..., n colocar el eje Z; 1 en el eje de la articulacion i. Colocar el
eje Z, en el 6rgano terminal, paralelo al eje Z,,_;.

4. Para ¢ = 1, 2, ..., n identificar la recta normal comtun a los ejes Z;,_1 v Z;, y
colocar el eje X; en direccién de tal recta. Colocar el eje Xy en la base, con una
direccion arbitraria.

Una vez colocados los n+ 1 marcos coordenados de acuerdo a las reglas anteriores,
se identifican los cuatro parametros D-H entre cada par de marcos consecutivos.
De acuerdo a la llamada convencién original de Denavit-Hartenberg (convencién O1
en (Campa, 2019)), los parametros que dan la pose relativa entre los marcos ;1 y
>; son:

d;: Distancia de X;_; a X, a lo largo de Z;_;.

0;: Angulo entre X;_; y X;, alrededor de Z;_;.

a;: Distancia de Z;_; a Z;, a lo largo de Xj;.

o Angulo entre Z;_, y Z;, alrededor de X;.

Notese que estos cuatro pardmetros corresponden con la transformacién entre dos
lineas, sobre la primer linea (la de referencia) se coloca un marco coordenado en algin
punto, mientras que el segundo marco se coloca sobre el pie de la normal comun
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con la segunda linea, el eje Z de cada marco se coloca sobre cada recta (se pueden
elegir dos direcciones para cada marco), mientras que, el eje X del primer marco
tiene orientacion aleatoria y para el segundo marco se coloca sobre la normal comun
(también se tienen dos direcciones). Tal transformacién de lineas se puede apreciar
en la figura 3.1. Asi mismo, estos cuatro pardmetros son una representacién minima
para la transformacion de lineas en el espacio.

Figura 3.1: Transformacion de lineas propuesta por Denavit-Hartenberg.

Para cada pardametro la MTH correspondiente es

1 0 0 0] cos(f;) —sen(6;) 0 0
0100 sen(f;) cos(f;)) 0 0
= looa | T o 0 10
(000 1| 0 0 01
(1.0 0 a ] 1 0 0 0]
N 010 0 S 0 cos(a;) —sen(a;) 0
‘ o010/ 0 sen(a;) cos(a;) 0
(000 1 0 0 0 1]

por lo que la MTH entre los marcos ¥; 1 y ¥; es:

Cosgzii —cos((as) serz((f;) sen((ai))sen((%)) a; cosggi;-
A= 0 Z seil(ozi) l cosl(ozi) o d; l (3:2)
0 0 0 1

Cabe mencionar aqui que de acuerdo al método propuesto en (Denavit y Hartenberg,
1955), la coordenada articular ¢; puede ser ya sea 6; para una articulacién tipo R o
d; para una articulacién tipo P. Asi que el MCDP de un robot manipulador serial de
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n gdl, empleando las MTH de la forma (3.2) como representaciones de la pose, esté
dado por:
H(q) :OAn = OAl 1A2 2A3 s n_lAn. (33)

3.1.2. Usando el producto de exponenciales

Para cada MTH, A, como en (3.1) existe una matriz ¥ como en (2.27) de tal
manera que si para t > 0 sélo se permite un movimiento de rotacién alrededor de un
eje constante entonces la ecuacion (2.27) se convierte en

W(t)=6(t) [ QO(B) _Q(O())Pm) } — (1) (3.4)

donde la matriz Uy es un elemento de se(3) y 0 es la magnitud de velocidad angular.
Por otro lado, si sélo se permite un movimiento de traslacion, entonces

wo=dw | G * | - doyir 5

donde d(t) es la magnitud de velocidad lineal, Osy3 es una matriz nula y p € se(3).
Es posible también establecer un isomorfismo entre se(3) y R, si se define el vector

¥ = [ —5(0) xazg(()())) +v(0) } = [ & xap+8] e R (3.6)

que es conocido como tornillo de velocidad, donde p = p(0) es el vector de posicién

de un punto cualquiera sobre el eje articular, @ = w(0) es un vector unitario en

direccién del eje articular y © = v(0) es el vector unitario de velocidad lineal, ambos

en la direccion del llamado eje del tornillo, nétese que esta ecuacién coincide con

la descripcién de la linea en el espacio descrita en la secciéon 2.5 por lo que cada eje

articular se parametriza como una linea con respecto a un mismo marco de referencia.
Las ecuaciones (3.4) y (3.5) expresadas como tornillos de velocidad quedan

b =00 | 2 5 | =00
y B =de) | § | = b

respectivamente. A 1 y 1 p se les conoce como tornillos de velocidad normalizados
para los casos de rotacién pura y traslacion pura, respectivamente.
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Ahora bien, el mapeo exponencial (ec. (2.5)) transforma un algebra de Lie a su
respectivo grupo de Lie (ec. (2.9)). Para el dlgebra se(3), el mapeo exponencial esta
dado por (2.44), es decir

V= [+ 0T + (1 — cos(0)) 2 + (6 — sen(0)) T € SE(3), (3.7)

donde § € Ry U e se(3) estan asociados a un tornillo de velocidad normalizado;
mediante esta ecuacién se obtiene una MTH en la representacién estandar de SE(3).

La rotacion y la traslacion a lo largo del eje de la articulacion ¢ estan dadas por
e??i donde ¢; € R es la variable articular correspondiente y la matriz U € se(3)
esta asocnada al tornillo normalizado de esa articulacién (si la articulacién i es tipo
R entonces U = \IIR, si es tipo P, entonces U= \pr)

El MCDP de un manipulador serial de n gdl empleando esta metodologia se obtiene
con la siguiente expresién (Murray et al., 1994)

H(q) = en¥ignds eqn@"H(O) (3.8)

donde H(0) es la MTH que define la pose del 6rgano terminal en la configuracién de
casa, es decir, la pose del marco ¥,, con respecto al marco ¥, cuando q = 0.

3.1.3. Usando cuaterniones duales unitarios

Empleando los parametros D-H, la posicion del marco ; con respecto al marco
¥.;_1 se expresa mediante cuaterniones como (Campa y Camarillo, 2008):

0 cos(%) 0 cos(%) 0
01 o] | 07| |a 0" | fascos(er)
{ilpi]_ ol 0 “lo® 0 ~a;sen(6;) |’
d; sen(%) 0 —sen(%) d;

mientras que para la orientacién relativa entre esos mismos marcos se tiene el siguiente
cuaternion

cos()] eos()] eos(%) cos(%)
i—lg _ 0 sen(%) | | cos(%)sen(%
&= U o) SQHE%%SQHE%g (3.9)
sen(3) 0 sen (%) cos(%)

Ademds, °p, mediante cuaterniones unitarios queda

|:OI()) :| ZO&Z l® |:7, 1Op :|®0£;<—1

i=1
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donde %€, = [1, 0, 0, 0], mientras que para la orientacién

06, ="¢, @€ - @" %, "¢,

Mediante la transformacién de lineas y la ecuacién (2.35) se pueden emplear los
cuaterniones duales unitarios para obtener la transformacién del marco ¥;_; al ¥;
como (ver ec. (2.35)):

i i 1 0 i
1X¢ = 1€i + 5‘7 |:i1pi ] ® 1€z" (3'10)

Y de esta manera el MCDP mediante cuaterniones duales unitarios se obtiene
mediante

H(q) = OXH :Oxl ®1X2 ©--- ®n_2Xn71 ®n_1Xn

1 0
:Ogn + 50- |:Opn 1 ®0€n7

donde °p,, € R? describe la posicién y %, € S® la orientacién del marco %, con
respecto 2.

Sobre la ubicacién de los marcos coordenados

La transformacién de la linea (representada por el marco ¥;) a partir de la defini-
cién de los pardametros D-H puede separarse en dos pasos, primero la transformaciéon
producida por la traslacién a lo largo, y la rotacién alrededor del eje Z (se obtiene
el marco X7, ), y luego la transformacién producida por la traslaciéon a lo largo, y
la rotacién alrededor del eje X (se obtiene el marco ¥;,1) como se puede ver en la
figura 3.2, en tal figura se muestra el caso en que las lineas sobre los ejes articulares
son oblicuos y no se intersecan. Asi pues, para cada par sucesivo de lineas (sobre
los ejes articulares) se pueden colocar los marcos correspondientes. Finalmente, para
obtener los marcos coordenados de acuerdo a las convenciones modificadas se pueden
seleccionar el marco ¥y y los marcos 3, con i = 1, ..., n, mientras que si se quieren
los marcos coordenados de acuerdo con las convenciones originales se seleccionan el
marco Yy y los marcos 3, |, coni = 1, ..., n. La principal ventaja de esta observacion
es que se evitan las confusiones que pueden causar las reglas para la colocacién de los
marcos.

Se deben tener ciertas consideraciones sobre la disposicion de las lineas sobre los ejes
articulares. En general, se tienen 4 casos producidos por el paralelismo y la interseccién
de las lineas. En el parrafo anterior se analiz6 el caso en que las lineas son oblicuas
y no se intersecan. Para el caso en que las lineas sean oblicuas y se intersequen la
figura 3.2 se puede colapsar haciendo a; = 0, la direccién de la normal comun se

106



Xit1

zil .
Zit1

Xi

Figura 3.2: Marcos de transformacién.

suele seleccionar como z; X z;41, ademds de colocarse en el punto de interseccion.
Para el caso en que las lineas sean paralelas y no se intersequen, por lo general, la
normal comtun se suele colocar de acuerdo a la construccién misma del robot, es decir,
sobre el eslabon fisico que une ambos ejes articulares, ademas se puede hacer a; = 0.
Finalmente, para el caso en que las lineas sobre los ejes articulares sean paralelas y se
intersequen, es decir, cuando ambas lineas estén una sobre otra y que, por lo general,
se presenta en la colocacién del marco del érgano terminal, se suele hacer a; = 0,
Qi = O, a; = 0.

3.2. Modelado cinematico inverso de pose

En general, se pueden encontrar las soluciones analiticas para el MCIP de mani-
puladores con geometrias simples, tales como los manipuladores que cuentan con tres
ejes articulares consecutivos los cuales se intersecan en un punto comin o que tengan
tres ejes articulares paralelos. Para manipuladores con una geometria en general, el
MCIP se vuelve una tarea muy dificil. Entre los principales desarrollos histéricos para
el MCIP se encuentran los siguientes (Tsai, 1999):

» En (Pipier y Roth, 1969) se aplicé un método mediante matrices de tamano
4 x 4 para resolver el MCIP de manipuladores seriales. Encontraron que una
condicién suficiente para que los manipuladores seriales produzcan una solucion
analitica para el MCIP es que tenga tres ejes articulares consecutivos que se
intersequen en un punto comun, o que se tengan tres ejes articulares paralelos.
También establecieron que el andlisis de un manipulador serial esta relacionado
al analisis de desplazamiento de mecanismos espaciales de lazo simple. Por lo
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tanto, los métodos de solucién desarrollados para mecanismos espaciales de lazo
simple pueden ser aplicados al analisis de manipuladores seriales.

En (Roth et al., 1973) se concluy6, por razonamientos deductivos, que existen
a lo mas 32 soluciones para el MCIP para el manipulador general de 6 g.d.l.

(Freudenstein, 1973) se refirié al MCIP del manipulador més general 6R como
el “Monte Everest” del problema de cinematica.

(Duffy y Crane, 1980) obtuvieron una solucién analitica para el mecanismo
espacial de lazo simple general 7TR. La solucion fue obtenida en la forma de un
determinante de tamano 16 x 16 en el cual cada elemento es un polinomio de
segundo grado en una variable. Cuando se desarrolla el determinante producira
una ecuacion polinomial de grado 32 y por lo tanto confirma el limite superior
predicho por (Roth et al., 1973).

(Albala, 1982) usé la notacién indicial para formular el problema del mecanismo

espacial general 7R y obtuvé la solucién en forma de determinante de tamano
12 x 12 en el cual cada elemento es un polinomio cuadratico en la tangente de
un medio del dngulo articular.

(Tsai y Morgan, 1985) usaron el método de continuacién de homotopia para
resolver el MCIP del manipulador general 6R y encontraron sélamente 16 so-
luciones. Debido a que el método de continuacién es capaz de encontrar todas
las posibles soluciones de un conjunto de ecuaciones polinémicas, se conjecturd
que el manipulador mas general 6R debe tener a lo méas 16 soluciones reales.

(Primrose, 1986) prob6 que el polinomio de grado 32 obtenido por Duffy y
Crane contiene 16 soluciones que pueden considerarse “extranas”.

(Lee y Liang, 1998a,b) obtuvieron un polinomio de grado 16 para la ecuacién
de entrada-salida del mecanismo espacial general 7R.

(Raghavan y Roth, 1989) usaron el método de eliminacién dialitica para obtener
un polinomio de grado 16 para el MCIP general 6R.

3.2.1. Subproblemas de Paden-Kahan

Usando el producto de exponenciales obtenido para el MCDP, es posible desarro-
llar un algoritmo geométrico para resolver el MCIP. Este método fue originalmente
presentado por Paden y realizado sobre un trabajo no publicado de Kahan.

Para resolver el MCIP, primero se resuelve una cierta cantidad de subproblemas
los cuales aparecen frecuentemente en las soluciones inversas para disenos comunes
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de manipuladores. Lo que se busca es reducir el MCIP en subproblemas apropiados
cuya solucién es conocida.

Subproblema 1. Rotacién alrededor de un tnico eje

Sea 17) un tornillo de velocidad unitario de avance nulo y sean 7, y 7o € R? dos
puntos. Se debe encontrar 6 tal que

e =1y, (3.11)

Este problema corresponde a rotar un punto r; alrededor de un eje dado con vector
de direccién unitario @ hasta que coincida con un segundo punto ry. Sea R, un
punto sobre el eje de rotaciéon con vector de posicion r,. Se define r1, = r; —r, y
Too = To — T.

‘ Eje de rotaciéon
—_—

Figura 3.3: Subproblema 1 de Paden Kahan.

Las proyecciones de 71, y 73, sobre el plano ortogonal al eje de rotacién son
r_ ~A~T r_ ~A~T
Tio=Tio —WW T Y Ty, = T2 — WW To.
El dngulo de rotacion necesario para llevar r; a ro es

Tlo X T3 = @sen(0)[|75,|[[| 75,

_ T ! T/
P, = cos(0) [ [ | 0 AR e Xk )

Si ), = 0, entonces existen una cantidad infinita de soluciones porque, en este
caso, T, = Tz, y ambos puntos estan sobre el mismo eje de rotacion.

Subproblema 2. Rotacion alrededor de dos ejes subsecuentes

Sean v,Abl y 1,/52 dos tornillos de velocidad unitarios con avance nulo tales que sus
ejes se intersecan y sean 71 y 7o € R3 los vectores de posicién de dos puntos. Se debe
encontrar 6 y 0y tales que

Q1491692

e O2pp) = 1y,
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Figura 3.4: Subproblema 2 de Paden Kahan

Este problema corresponde a rotar el punto r; primero alrededor del eje de rota-
cién un angulo 6, y luego rotarlo alrededor del segundo eje un angulo 6, tal que la
ubicacién final de r; coincida con 7s. Si los ejes de rotacion coinciden, este problema
se reduce al subproblema 1, es decir, para cualesquiera 6; y 05 tales que 6, + 6, = 0
se tiene una solucion, donde # es la solucién al subproblema 1.

Si los ejes no son paralelos, es decir, @; X @y # 0, considerando que 7, es el vector
de posicién de un punto tal que

692927'1 =7r,= e’Ql(’l'PQ.

Se definen los vectores 11, =11 — Ty, T9o =T9 — T4 ¥ Teo = Te — T,. Por lo que se

obtiene

202y e by

1o = Teo = 20
lo cual implica que

~T ~T ~T ~T

WoT1o =WoTe ¥ Wi T2 =W Te (312)
V I[7Ll? = |70l = [|reol*. Mds atin, como @;, @s, y @; X Wy son linealmente

independientes, se puede escribir

Teo = 61(:)1 + CQ(:JQ + 03(&31 X &32) (313)

y
[rel® = & + & 4 201007 @y + 2|1 X @yl (3.14)

Sustituyendo la ecuacién (3.13) en la ecuacién (3.12) se obtiene un sistema de dos
ecuaciones con dos incognitas:

~T T~
WoT1o = clw2w1+02

~T . T~
WiT = (11 CWwiwsy
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cuya solucién es

Clt =
1 (@T@,)2 — 1
o — (‘3{‘:’2)@?7“20 Wy T1o
2 — ~T ~
(@7 @2)2 1
Resolviendo la ecuacién (3.14) para ¢ y usando el hecho de que ||r,|[* = ||71,|* se
obtiene
710> = & = 3 — 21,0705

2
B @1 % @
Esta ecuacién puede tener cero, una o dos soluciones. En caso de que una solucién
exista, se puede encontrar 7., y por lo tanto r., dados ¢y, ¢ y c3.

Para encontrar 6; y 6, se resuelve

S, — y Shbip, — p,

usando el subproblema 1. Si existen soluciones miltiples para ¢, cada una de estas
soluciones da un valor de 6; y #5. Dos soluciones existen en caso de que los circulos
se intersecten en dos puntos, una solucién cuando los circulos son tangenciales y ni
una solucién cuando los circulos no se intersecan.

Subproblema 2’: Rotacién alrededor de dos ejes paralelos subsecuentes

Sean @Abl y Q,Abz dos tornillos de velocidad unitarios paralelos de avance nulo, y sean
71 y T3 los vectores de posicién de dos puntos en R3. Se debe encontrar 6, y 0, tales
que

01l —

Este problema corresponde a rotar un punto ry alrededor del primer eje de rotacién
un angulo 6y y luego alrededor del segundo eje un angulo 6; tal que la ubicacién final
del punto ry corresponda con el punto 7y, tal como se muestra en la figura 3.5. Sea
r. el vector de posicién de un punto tal que

Sl — p = o0y (3.15)

es decir, r. corresponde con el punto al cual r, se rota un angulo 6, alrededor del
segundo eje.

Asi mismo, de acuerdo con la figura 3.5, sean r, y 7, los vectores de posicién de
los puntos sobre los ejes localizados a la misma distancia del plano ortogonal a ambos
ejes, tales que

69292 (

TL—Tg) =Te—Tq Y Te—Tp= e hh (re — 1), (3.16)
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Figura 3.5: Subproblema de los ejes paralelos

se definen los siguientes vectores : 71, = Ty — Tq, Teq = Te — Tay, Teb = Te — Tp,
Top =T2 —T2, YT =T2—T1.
por lo que (3.16) se convierte en

e22p =, vy e Mry =1,

esto implica que tanto las proyecciones de 79, y 74 sobre @y como las proyecciones
de 71, y 7., sobre @; sean iguales, es decir

~T ~T ~T ~T
WoTop = WoTcph =W T1qg =W T (317)

v I7anll = [rall ¥ [72all = 7]l aumaue en general r1a] # 7.
En este caso se toma como base ortogonal de vectores a r, W, y @, X 7, por lo que
Tew ¥V Tep pueden ser escritos como

Tea = 011&\)1 + Co1T + C31 (&31 X ’I‘) (318)

Tep = 012&\)1 + CooT + 032(&\)1 X 'I") (319)

por la ecuacién (3.17) ¢; = ¢11 = ¢12 ¥ €3 = €31 = 39, las ecuaciones (3.18) y (3.19)
quedan como

Tea = 01@1 “+ co1 7T + 63(01 X ’l") (320)

Tep = clﬁl —+ CooT + 03(&31 X T). (321)

Las proyecciones de z; y 2z sobre el plano ortogonal a ambos ejes son

'I"lca = CoiT + 03(&\11 X ’f‘)

,r/cb = 0227'—}-03(&\)1)(7”).
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cuya magnitud esta dada por

|7l |12 = 2l + c3(@y x r) (&) x ) (3.22)

72,12 = c2or™r + (@, x )T (@1 x 7). (3.23)

Las ecuaciones (3.22) y (3.23) forman un sistema de dos ecuaciones con tres incégni-
tas. Para obtener la ecuacién restante se puede observar de la figura 3.6 que ||r| =
ca1||7]] — caol|7||, ndtese que, el signo de coo es negativo al ser considerada como la
proyeccion de v, sobre r y ésta proyeccion tiene sentido contrario a 7, por lo que la
tercer ecuacidén es 1 = ¢y — ¢99. La solucidn de este sistema es

/12 ’ |12
_ el =l 1
Cop = el (3.24)
2|l 2
Co1 = 1+ Co2 (325)

lrea’|l* = ,lr|®

3=+ (3.26)

1@y > 7|2

donde el signo + corresponde con las dos posibles intersecciones de los circulos.

<«

Figura 3.6: Tridngulo de proyecciones.

Finalmente, los puntos de interseccion de los circulos seran
Pea = To + 10 + co1r + c3(W1 X 1), (3.27)

donde ¢; puede ser seleccionado adecuadamente de acuerdo a la posicion seleccionada
para r, y 7.

Subproblema 3. Rotacion a una distancia dada

Sea 17) un tornillo de velocidad unitario de avance nulo, 71 y 72 € R? los vectores
de posicién de dos puntos, y 6 un numero real mayor que cero. Se debe encontrar 6
tal que

|7y — ePry|| = 0.

Este problema corresponde a rotar un punto r; alrededor del eje de rotacion hasta
el punto que se encuentra a una distancia § de r5. Una solucién existe si el circulo
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definido por la rotacion de r; alrededor del eje se intersecta con la esfera de radio
centrada en rs.

Sea 7, el vector de posicion de un punto sobre el eje de rotacién, se define rq, =
TL— T,y To, =To— 1T, tal que

790 — €1 1,||2 = 62 (3.28)

Las proyecciones de 71, y T, se calculan de manera similar al caso anterior. Asi-
mismo, debido a que 7y y 73 no pertenecen al mismo plano que es ortogonal al eje de
rotacién entonces se puede obtener el punto mas cercano del plano a é mediante

5/2 = (52 - ‘&\JT<’T'1 - 7“2)‘2,

asi, la ecuacién (3.28) se convierte en

/ Q0,0 2 _ 512
||T20 —€ rlo” =0

el dngulo entre los vectores 7}, y 75, se define como 6y y se obtiene a partir del

subproblema 1, sin embargo, el angulo 6 deseado, en general, no coincide con 6y por

lo que se puede formar un triangulo con lados ||e?!7), ||, |72 v &', por lo que, al usar

la ley de cosenos se obtiene 6, = 0y — 6 mediante
1756117+ 175,17 = 2[5 175 ]| cos(6a) = 6

y, por lo tanto

e LA 6’2>
20 M|

esta ecuacion puede no tener solucién, tener una solucién o dos soluciones, depen-
diendo de la cantidad de puntos de interseccién entre el circulo de radio ||r],| y la
esfera de radio ¢’ centrada en 7.

3.3. Modelado cinematico directo de velocidad
En esta seccion se explica como obtener el jacobiano geométrico en (1.6) usando las

MTH obtenidas mediante el método de Denavit-Hartenberg y el mapeo exponencial
ademas del empleo de cuaterniones duales unitarios.

3.3.1. Usando matrices de transformaciéon homogénea

La expresién (2.27) permite obtener la velocidad lineal v(t) y la velocidad angular
w(t) = A Y(Q(t)) a partir de la MTH, A(t), correspondiente. Asi, si se conoce el
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MCDP de un robot manipulador, dado por (3.3), entonces es posible obtener la ve-
locidad lineal y la angular del 6rgano terminal del robot. Sin embargo, para obtener
el jacobiano geométrico de manera iterativa generalmente se emplean las expresio-
nes (Tsai, 1999):

n n

v = Z [Hi(zi,l X Opi,lgn) + zi,ldi] , W= Zeizi,l. (3.29)

i=1 i=1
donde 6; y d; son parametros D-H, Opz-_lyn es el vector de posicion del marco 2, con
respecto al marco ;_1, pero visto en el marco ¥, es decir ’p;_,,, = °p, —°p;_,, el
cual se puede obtener a partir de las MTH %A, y °A;_1, v z;_; es la dltima columna
de la matriz de rotacién R;_;.

En forma matricial v y w en (3.29) se escriben

{Z}:J(Q)q:[h A A

donde J(q) es el jacobiano geométrico, ¢ el vector de velocidades articulares y J;

puede ser, ya sea
, i—1
J, = [ Zi1 X" Pn } (3.30)

Zi-1
. ., . . T T 1T .
para una articulaciéon tipo R, o bien J; = [ zi; 0 ] para una tipo P, represen-

tando en ambos casos el efecto de ¢; sobre el 6rgano terminal.

3.3.2. Usando el producto de exponenciales

De acuerdo con (Sun, 2017) el jacobiano geométrico en (1.6) se obtiene usando
tornillos de velocidad mediante la siguiente expresion

/a) = {—A(]%pn) 0;531 S

donde %p,, es el vector de posicién del marco Y, con respecto a ¥, el operador A()
es el usado en (2.13), es decir, la ecuacién (2.34) donde la matriz de rotacién es la
identidad, .J,,, es una matriz dada por

Tn=[ W, Wy - ]

(3.31)

con

~

@) = Ad(e o T (3:32)
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~ ~ _AOp\Op. Op.
Ad (om0t = { A(OZZ) i Oils } . (3.33)

El tornillo de velocidad normalizado 1), es el correspondiente a la articulacion 7, es
decir, es ya sea

?p,._[ Wi } (3.34)

—Ww; X P;

en una articulacién tipo R, o bien

en una articulacién tipo P.

3.3.3. Cuaterniones duales unitarios

La derivada de un cuaterniéon unitario esta dada por la regla de propagacion del
cuaternion (2.24) donde se puede escribir E(s,€) = [—e I3+ A(e)]” € R¥3. Néte-
se que F(s, &) E(sx, €) = I3, por lo que

w = 2E" (32, ¢) [ ﬂ

En el caso de que la pose del marco ¥, con respecto al ¥y esté descrita por un
cuaternion dual unitario x = £+ o0, con & = [ »x el }T € S3, el producto x ® x* es
(2.31) donde p € R?, v € R® y w € R3 son, respectivamente, los vectores de posicién,
de velocidad lineal y de velocidad angular del érgano terminal, referidos todos al
marco 2ig.

Partiendo de (2.31) es posible llegar a

w +ov = [2I; — cA(p)] E” (2, ¢€) <€ * Ué)

por lo que, el jacobiano geométrico se expresa como

%3 %3

—A(p)E" (,€) 2E"(x,€)] |0y 9qn
J= (3.35)

2B (,¢€) Osxa || 9C . OC

a(h aqn
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Capitulo 4

Modelado dinamico de
manipuladores seriales

4.1. Introduccion

Como se menciona en (Lanczos, 1970), desde que Newton senté los fundamentos
solidos de dinamica formulando las leyes del movimiento, la ciencia de la mecénica
se desarrollo a lo largo de dos principales vertientes. Una rama, la cual se denomina
mecanica vectorial, se basa directamente en las leyes de movimiento de Newton, esta
metodologia permite conocer todas las fuerzas que actian sobre cualquier particula
dada, siendo su movimiento determinado por el conocimiento de las fuerzas que actiian
sobre ella en cada instante. Por lo tanto, el principal interés de la mecanica vectorial
es el analisis y la sintesis de las fuerzas y de los momentos.

Mientras que en la mecanica de Newton la accién de una fuerza es medida por el
momento producido por esa fuerza, el gran filésofo y universalista Leibniz, defendio
otra cantidad, denominada vis viva (fuerza viva), como una carga propia para la
accién dindmica de una fuerza. Esta fuerza viva de Leibniz coincide (ademés del
factor no esencial 2) con la cantidad que hoy en dia se conoce como energia cinética.
Asi, Leibniz reemplazé el momentum de Newton por la energia cinética, asi mismo,
reemplazo el concepto de fuerza por el de trabajo de la fuerza, el cual fue reemplazado
después por la ain més basica cantidad de la funcién de trabajo. De esta manera, se
considera que Leibniz es quien origind la segunda rama de la mecanica, usualmente
denominada como mecdnica analitica, la cual se basa por completo en el estudio del
equilibrio y del movimiento de dos cantidades escalares fundamentales, la “energia
cinética” y la “funcién de trabajo”, la tltima generalmente reemplazable por la energia
potencial (Lanczos, 1970).

Como el movimiento es, por su misma naturaleza, un fenémeno dirigido, parece
desconcertante que dos cantidades escalares sean suficientes para determinar el mo-
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vimiento. La ley de la conservaciéon de la energia, establece que la suma de la energia
cinética y la energia potencial permanece invariante durante el movimiento, produ-
ciendo solamente una ecuacion, mientras que el movimiento de una tnica particula en
el espacio requiere de tres ecuaciones; en el caso de sistemas mecanicos compuestos
por dos o mas particulas la discrepancia se vuelve cada vez mayor, y aun asi, es un
hecho que estas dos cantidades escalares fundamentales contienen la dindmica com-
pleta de incluso la mayoria de los sistemas materiales mas complicados, siendo asi
usados como las bases de un principio en lugar de una ecuacién.

Euler y Lagrange, fueron los primeros en demostrar, de manera exacta, el principio
de minima accién, el cual se explica a continuacion: considérese que los puntos p; y p,
se unen por una ruta tentativa, la cual es continua, pero no necesariamente coincide
con la ruta real que trazaria la particula de manera natural, sin embargo, esta solucién
tentativa puede corregirse gradualmente y eventualmente llegar a la curva que puede
ser designada como el camino real de movimiento. Para este propdsito se permite
el movimiento de la particula a lo largo de la ruta tentativa de acuerdo a la ley
de conservacién de energia. La suma de la energia cinética y potencial permanece
constante y siempre es igual al valor £ que se tiene al inicio del movimiento real (en
t = t1), esta restriccién asigna una velocidad definida a cualquier punto sobre la ruta
y asi determina el movimiento. Se puede seleccionar esta ruta libremente, pero una
vez hecho, la conservacion de energia determina el movimiento de manera tnica.

En particular, se puede calcular el tiempo en el cual la particula pasara por un
punto cualquiera de esta ruta ficticia, y, por lo tanto, también calcular la integral con
respecto al tiempo de la vis viva, es decir, el doble de la energia cinética se extendera
sobre el movimiento completo de p, a p,, esta integral con respecto al tiempo es
llamada accién y tiene un valor definido para la ruta tentativa dada y de esta manera
para cualquier otra ruta tentativa siempre que se encuentre entre los mismos dos
puntos extremos, p; y Py, y que cuente con la misma constante de energia F.

El valor de esta “acciéon” variara de una ruta a otra; para algunas rutas sera méas
grande y para otras mas pequena. Matematicamente, es posible imaginar que se prue-
ban todas las rutas fisicamente posibles; debe existir entonces una ruta definida (al
menos si p; y P, no estan muy alejados) para la cual la accién toma un valor minimo.
El principio de minima accion afirma que esta ruta en particular es la seleccionada por
la naturaleza como la ruta real del movimiento. Esto corresponde a la aplicacion del
principio de minima accion para una tnica particula, aunque puede ser generalizado
para cualquier cantidad de particulas y cualquier sistema mecénico complejo.

Se pueden encontrar problemas de mecanica para los cuales la funcion de energia
es una funcién no sélo de la posicion sino también del tiempo, para tales sistemas, la
ley de conservacién de energia no se mantiene, y el principio de Euler y Lagrange no
es aplicable, pero el de Hamilton si lo es.

En el procedimiento de Hamilton se inicia en el punto p; y se finaliza en el punto
Py, pero el movimiento de prueba no se restringe de alguna manera, es decir, no
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solo se selecciona la ruta arbitrariamente, sino que también el tiempo de movimiento
esta a disposicion. Lo que ahora se requiere es que el movimiento tentativo empiece
en el tiempo observado t; del movimiento real y finalice en el tiempo observado t,
(esta condicién no se satisface en el procedimiento de Euler-Lagrange, debido a que
el teorema de energia se restringe al movimiento, y el tiempo para ir de p; a p, en
el movimiento tentativo diferira, generalmente, del tiempo tomado en el movimiento
real).

La cantidad caracteristica que se usa en el modelado de Hamilton es la integral con
respecto al tiempo de la diferencia entre la energia cinética y la energia potencial. La
formulacién hamiltoniana del principio de minima accién afirma que el movimiento real
producido por la naturaleza es aquel movimiento particular para el cual esta nueva
accion adquiere su valor minimo.

Para sistemas conservativos, es decir, sistemas que satisfacen la ley de conservacion
de la energia, el principio de Euler-Lagrange es una consecuencia del principio de
Hamilton aunque el principio de Hamilton sigue siendo vélido incluso para sistemas
no conservativos.

Es importante reconocer que la mecédnica vectorial y la mecédnica analitica (basa-
da en los principios variacionales) son dos descripciones matematicas diferentes del
mismo fenémeno. Mientras que la mecanica vectorial de Newton-Euler basa todo en
dos vectores: el “momento” y la “fuerza”; la mecanica analitica, fundada por Euler y
Lagrange, basa todo en dos cantidades escalares: la “energia cinética” y la “funcién
de trabajo”. Para el caso de particulas libres, es decir, particulas cuyos movimientos
no estan limitados por restricciones dadas, las dos formulaciones dan resultados equi-
valentes, pero para sistemas con restricciones la mecanica analitica es mas simple y
econdmica, ya que las restricciones dadas son consideradas de manera natural per-
mitiendo al sistema moverse a lo largo de todos los caminos tentativos en armonia
con ellos. El tratamiento vectorial tiene que considerar las fuerzas que mantienen las
restricciones y definir ciertas hipotesis relacionadas con ellas. La tercera ley de mo-
vimiento de Newton, por ejemplo, no abarca todos los casos, se satisface inicamente
para la dinamica de cuerpos rigidos.

Por otro lado, el enfoque de Newton no restringe la naturaleza de una fuerza, mien-
tras que el enfoque variacional supone que las fuerzas que actiian se pueden obtener
de una cantidad escalar: la “funcion de trabajo”. Las fuerzas que por naturaleza se
relacionan a la friccién, es decir, aquellas que no se pueden obtener de una funcion de
trabajo estan fuera del reino de los principios variacionales, mientras que el esquema
newtoniano no tiene dificultades en incluirlas.

Sin embargo, la mas fundamental de todas las caracteristicas previas es el principio
unificador en el cual la formulaciéon analitica culmina. Las ecuaciones de movimien-
to de un sistema mecanico complejo pueden dar una cantidad muy grande (incluso
una cantidad infinita) de ecuaciones diferenciales. Los principios variacionales de la
mecanica analitica descubren las bases unificadoras de las cuales todas estas ecuacio-
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nes se siguen, es decir, existe un principio detras de todas estas ecuaciones el cual
expresa el significado de todo el conjunto completo de ecuaciones diferenciales, es-
to es, dada una cantidad fundamental, “accién”, el principio de que esta accién sea
estacionaria conduce al conjunto completo de ecuaciones diferenciales. Mas atn, el
enunciado de este principio es independiente de cualquier sistema de coordenadas,
por lo tanto, las ecuaciones analiticas de movimiento son invariantes con respecto a
cualquier transformacién de coordenadas.

4.2. Conceptos basicos de la dinamica de manipu-
ladores

De acuerdo con (Tsai, 1999) para ciertas aplicaciones es necesario mover el 6rgano
final de un manipulador de un punto a otro de manera rapida y precisa, esto hace que
la dinamica del manipulador juegue un papel importante para alcanzar tal tarea. El
desarrollo del modelo dindmico es importante de varias maneras, primeramente, un
modelo dinamico puede ser usado para realizar simulaciones computacionales de un
sistema robotico; examinando el comportamiento del modelo bajo varias condiciones
de operacién, es posible predecir como un sistema robdético se comportarda cuando
sea construido; varias de las tareas de automatizacién de manufactura pueden ser
examinadas sin la necesidad de un sistema real, la segunda ventaja es que puede
ser usado para el desarrollo de estrategias de control convenientes; un controlador
sofisticado requiere del uso de un modelo dinamico realista para alcanzar el desempeno
optimo bajo operacion; algunos esquemas de control recaen directamente sobre el
modelo dindmico para calcular los torques requeridos en los actuadores para seguir
una trayectoria deseada, finalmente, el analisis dindmico de un manipulador revela
todas las fuerzas de reaccion y momentos necesarios para el diseno y construccion de
los eslabones y los actuadores.

Existen dos tipos de problemas dinamicos: la dinamica directa y la dinamica in-
versa. El problema de dindmica directa es el que se encarga de encontrar la respuesta
de un robot correspondiente a algunas fuerzas y/o torques aplicados, esto es, dado
un vector de fuerzas o torques, se desea calcular el movimiento resultante del mani-
pulador en funcién del tiempo. El problema de dindmica inversa recae en encontrar
las fuerzas o torques necesarios para generar una trayectoria deseada del manipula-
dor, este problema puede ser formulado en el espacio articular, o en el espacio de
postura del 6rgano final, las dos formulaciones se relacionan por la matriz jacobiana
y su derivada en el tiempo. En general, la eficiencia computacional para la dinami-
ca directa no es tan crucial porque es empleada principalmente para simulaciones
computacionales, mientras que un modelo dindmico inverso eficiente se vuelve extre-
madamente importante para controladores, con realimentacién en tiempo real, de un
manipulador.
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Las ecuaciones de movimiento dinamico pueden ser formuladas por varios métodos,
como por ejemplo, la aplicacion de las leyes de Newton y de Euler, en el cual se escri-
ben las ecuaciones de Newton y de Euler, una para cada cuerpo del sistema mecanico,
esto resulta en un sistema de ecuaciones que contiene tanto las fuerzas aplicadas como
las fuerzas de restriccion, las cuales pueden ser eliminadas considerando condiciones
geométricas y cinematicas que describen su naturaleza. Otro método para obtener las
ecuaciones de la dindamica es la aplicacion del principio de d’Alembert o Hamilton,
también pueden ser aplicadas las ecuaciones de movimiento de Lagrange o el método
de Kane. El empleo de las ecuaciones de Lagrange no considera las fuerzas de res-
triccion, sin embargo, estas fuerzas de restricciéon deben incluirse en algiin momento
para propositos de diseno.

A continuacion se revisaran los conceptos basicos para poder obtener las ecuaciones
de la dindmica.

4.2.1. Parametros dinamicos
Centro de masa

La masa es una cantidad de materia que forma un cuerpo de cierta forma y tamano.
De acuerdo a la figura 4.1, el marco ,(X,Y,Z) es un marco de referencia, u; y us
son dos vectores unitarios, dV representa un volumen diferencial de un cuerpo B, p
es la densidad del material, y p es el vector de posicion de la masa diferencial pdV’
con respecto a X,. El centro de masa de tal cuerpo es definido como el punto C' cuyo
vector de posicién p, satisface la siguiente condicion

1
pcz—/ppdV,
m.Jjv

donde m = / pdV es la masa total del cuerpo B.
1%

Momentos de inercia

El segundo momento, °%,, de un cuerpo rigido B relativo a una linea L, que pasa
a través del punto O y es paralela a un vector unitario u; se define como

YUy = / p X (u1 X p)pdV,
174

donde el subindice indica la direccién de la linea de referencia. Expandiendo el triple
producto se tiene

%, = /V [P pus — (p"ur)plpdV. (4.1)
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Figura 4.1: Centro de masa de un cuerpo rigido.

El producto escalar de °2,, con un vector unitario us es llamado el producto de
inercia de B relativo a O para u; y us,

Loy = %ty - up = / [(ufu2)p"p — (P ur)(p" u2)|pdV.

En particular, cuando w; y wus representan al mismo vector, el producto de inercia
correspondiente I, ., es llamado momento de inercia de B alrededor de L,;:

L. = /v 7P — (87w pdV = mr,

donde 7, = ||p||* — ||(p"u1)||* = ||u1 x p||* es una cantidad real no negativa llamado
el radio de giro de B con respecto a L,.
De esta manera, la ecuacién (4.1) puede ser escrita en forma matricial como

(035 o
Ly, = Ipuy,

donde
I:m: Ixy Ixz
Ip=| 1, I, I,
]zw Izy Izz

es llamada la matriz de momentos de inercia o tensor de momentos de inercia de B
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alrededor de O, y

L. = / (v* + 22)pdV, I, =1l =— / zypdV,
1% 1%

[yy = / (22 + .TQ)pdV, Iyz == [zy = _/ yzpdV,
1% 1%

I, = / (> +y2)pdV, I, =1I,=— / z2pdV.
1% 1%

donde z, y y 2z son las coordenadas diferenciales del volumen de masa pdV con res-
pecto al marco de referencia ¥, cuyo origen esta localizado en O. Nétese que cada
elemento de °I g representa ya sea un momento de inercia o un producto de inercia
de B alrededor de los ejes coordenados del marco de referencia ¥,. La matriz de mo-
mentos de inercia es simétrica y sus elementos depende de la eleccion de un punto de
referencia.

Teorema de los ejes paralelos

Sea Yo (X, Ys, Z.) un marco coordenado cartesiano unido al centro de masa C' de
un cuerpo rigido B con sus ejes coordenados paralelos a los de ¥, entonces

O]ac:c = Clzm: + m(yg + Zg)» OI:vy = C]xy + mxcye,
O]yy - Clyy + m(z? + ﬁ)a OIyz = ijz + myecze,

Olzz - Clzz + m(xg + yg), OIzz - CIxz + mz.xe,

donde z., y. y z. son las coordenadas del centro de masa en el marco »,. Las ecuaciones
anteriores son llamadas ecuaciones del teorema de los ejes paralelos.

Momentos principales de inercia

La matriz de momentos de inercia depende de la eleccién del punto de referencia
y la orientacion del marco de referencia. Para una cierta orientacion del marco de
referencia, los productos de inercia desapareceran. Estos ejes coordenados especiales
son llamados ejes principales, y los momentos de inercia correspondientes son llamados
los momentos principales de inercia.

Sea °I'g la matriz de momentos de inercia de un cuerpo rigido B alrededor de un
punto O expresado en el marco X,, y sea L, un eje principal que pasa a través del
origen O y apunta en la direccién de u. Por definicién, u es paralelo al vector del
segundo momento de B alrededor de L,. Esto es,

°ITpu = \u.
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Por lo que, los eigenvalores y eigenvectores de la matriz de inercia °Ig correspon-
den con los momentos principales de inercia y las direcciones de los ejes principales,
respectivamente. En general, correspondiente a cada punto de referencia existen al
menos un conjunto de tres ejes principales de inercia mutuamente perpendiculares.

4.2.2. Momento lineal

El momento lineal de un elemento de masa pdV alrededor de un punto O, expresado
en el marco de referencia Y, se define como

Con referencia al centro de masa, el vector de posicién p del elemento de masa pdV
puede ser escrito como

P=p.tT,

donde r = °R-%r denota la posicién del elemento de masa con respecto al centro de
masa C'y estd expresando en el marco de referencia Y, por lo que

"m:/
v

Para un cuerpo rigido de masa uniforme, se tiene

dp dr
Sy —pdV.
dt”v+/vdtpv

d
‘m = %/Vpdv = Mu,,

donde v, = p, denota la velocidad lineal del centro de masa con respecto al marco
Y. Esta ecuacion implica que el momento lineal total de un cuerpo rigido es igual al
momento lineal de una masa puntual con masa m localizada en el centro de masa.

4.2.3. Momento angular

El momento angular °dl de un elemento de masa pdV alrededor de un punto O y
expresado en un marco de referencia ¥, es definido como el momento de su momento

lineal alrededor de O: p
D
°dl = — | pdV.
(px ),
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Por lo que, el momento angular total de B alrededor de O es

dp
o = =) pdV.

por lo que el momento angular alrededor de O estda dado por

°l = m(p, x v.) + °I, (4.2)

o dr
l= rX — | pdV = [ rx(wpxr)pdV
v dt v

denota el momento angular del movimiento alrededor del centro de masa, wg es la
velocidad angular de B con respecto a Y,, y v. denota la velocidad lineal del centro
de masa con respecto a X,

El término °l establece que el momento angular total de B alrededor de O es igual
al momento angular de un punto de masa con masa m concentrado en el centro de
masa, mas el momento angular de rotacion alrededor del centro de masa. Asi pues

donde

Ch’ - CIBwB7

donde “Ig denota la matriz de inercia de B alrededor del centro de masa C' y es
expresado en el marco X,.

Transformacion de la matriz de momentos de inercia

El momento angular se puede expresar en cualquier marco de referencia, mediante
A =11 BAWBa

donde el superindice indica el marco en el cual la matriz de inercia es expresada.

Como [ es un vector, su transformacion es

Al = ARCL.

asi pues, se tiene que
AIBAUJB = ARCCIBCUJB.

por lo que
AIp = *RcCTp*RE.

Esta ecuacién transforma una matriz de inercia expresada en un marco de referencia
en otro. Ambas matrices de inercia son tomadas alrededor del centro de masa C. Los
elementos de “Iz son constantes porque estan expresados en el marco coordenado
Yo vy esta fijo en el cuerpo. Sin embargo, los elementos de 4Iz no lo son por que
estan expresados en el marco fijo X4 y la orientacién de B relativa a A puede ser
dependiente del tiempo. La dependencia de I3 recae en la matriz de rotaciéon 4 R¢.
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4.3. FEcuaciones de la dinamica mediante el enfo-
que Newton-Euler

Supdngase que existe un marco inercial con respecto al cual las leyes de Newton-
Euler pueden ser aplicadas. Como se muestra en la figura 4.2, sea 3, un marco inercial,
°m el momento lineal de un cuerpo rigido B alrededor del origen O y expresado en
Yo, v °l el correspondiente momento angular. También sean °f y °n las fuerzas y
momentos resultantes ejercidas sobre el cuerpo rigido alrededor del origen. Entonces
la segunda ley de Newton y la segunda ley de Euler pueden establecerse como

o d°m
Ll

Estas ecuaciones son las dos ecuaciones fundamentales del movimiento.

Figura 4.2: Fuerza y momento resultantes actuando en un cuerpo rigido.

Cuando un punto arbitrario es tomado como punto de referencia, puede ser incon-
veniente aplicarle las leyes basicas de movimiento. Cuando el centro de masa es usado
como punto de referencia, el movimiento de un cuerpo rigido puede naturalmente se-
pararse en dos partes: un movimiento lineal de su centro de masa mas un movimiento
rotacional del cuerpo rigido alrededor del centro de masa.

De acuerdo a la figura 4.2, sea C' el centro de masa del cuerpo rigido. Aplicando la
segunda ley de Newton se obtiene

d(mwv.)
dt

Of:

126



Para un cuerpo con masa constante, se reduce a

dv
o c
f=m" (1.5)
esta ecuacion es llamada la ecuacién de Newton para el movimiento del centro de
masa.
Considerando el movimiento rotacional del cuerpo rigido y derivando con respecto
al tiempo la ecuacién (4.2) se obtiene

Ol—d—Cl+ dec
T ar T\Pe” Ty )

Sean f y “n las fuerzas y momentos resultantes ejercidos en el centro de masa,
entonces

f=°F, (4.6)
4.7

‘n=%n+p,x°f.

De donde se obtiene

d1 dv,
Cn+pcxcf:_+m(pcx v)a

dt dt

asi pues,
o= &L
dt
En palabras, la razén de cambio del momento angular del cuerpo rigido alrededor de
su centro de masa es igual al momento resultante ejercido en el mismo punto.
La derivada de 1 puede ser desarrollada més convenientemente en el marco coor-
denado ¥ debido a que sus componentes son constantes. Asi pues, se tiene que
C’n, _ d(CIBCwB) '
dt
Nétese que la derivada de I se toma con respecto al marco X,. Por lo que se tiene
que
C’n, = CIBCwB + CQJB X (CIBC(.UB). (48)
Esta ecuacién es llamada la ecuacion de movimiento de Euler para el marco coorde-
nado en el centro de masa.
La ecuacion de movimiento también puede ser escrita en el marco fijo ¥,. Multi-
plicando ambos lados de la ecuacion anterior por °R¢ se tiene

°n = (ORCCIBORg)OwB +%wp X [(ORCCIBORE)OL«JB],
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o simplemente
‘n = OIBO(.;JB + "wB X (OIBOUJB). (49)

La ecuacién anterior es llamada la ecuacion de movimiento de Fuler para un marco
fijo sin cuerpo, un marco coordenado que se localiza instantdneamente en el centro
de masa con sus ejes coordenados paralelos a los del marco inercial ¥,. Aunque
las ecuaciones (4.8) y (4.9) tienen forma similar son fundamentalmente distintas.
Los elementos de inercia de la ecuacién (4.8) son constantes, mientras que los de la
ecuacion (4.9) dependen del tiempo.

Para el problema de dindamica directa, las fuerzas resultantes son dadas y el mo-
vimiento del cuerpo rigido es obtenido integrando las ecuaciones diferenciales (4.5)
y (4.8). Para el problema de dindmica inversa, los movimientos de un cuerpo rigido
es preescrito como una funcion del tiempo, y las fuerzas requeridas para producir
tal movimiento se obtienen sustituyendo la posicion, la velocidad y la aceleracion del
cuerpo rigido directamente de las ecuaciones (4.5), (4.8) y (4.9).

4.3.1. Método recursivo de Newton-Euler

La formulacion de Newton-Euler incorpora todas las fuerzas que actiian sobre los
eslabones del robot de forma individual, por lo tanto, las ecuaciones de la dinamica
que resultan incluyen todas las fuerzas de restriccion entre dos eslabones adyacentes,
las cuales son ttiles para el dimensionamiento de los eslabones y rodamientos en la
etapa de diseno. El método consiste de un calculo hacia adelante de las velocidades y
aceleraciones de cada eslabdn, seguido por un célculo hacia atras de las fuerzas y los
momentos en cada una de las articulaciones.

Calculo hacia adelante

Primero se calculan la velocidad angular, ‘~'w;, la aceleracién angular, “~'w;, la
velocidad lineal, “~'w; v la aceleracién lineal, ©~19;, de cada eslabén en términos del
eslabon precedente. Estas velocidades pueden ser calculadas en forma recursiva, em-
pezando desde el primer eslabén en movimiento y terminando en el 6rgano final. Las
condiciones iniciales para el eslabon de la base son: vy = vg = wy = wy = 0.

Debido a la construccién serial de un manipulador, la velocidad angular del eslabon
i relativa al eslabén ¢ — 1 es igual a z;_16; para una articulacién de revolucién y 0
para una articulacién prismatica, donde z;_; denota un vector unitario apuntando a
lo largo del eje articular . Por lo tanto la velocidad angular del eslabén i puede ser
escrita como .

wi =w;_1+2z;i16;

o expresado en el eslabon correspondiente al marco ;, se obtiene

Wi =R (Trwis + T zi00) (4.10)
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donde ““'z; 1 = [0 0 1]7 es un vector unitario apuntando a lo largo del eje articular
1y es expresado en el marco coordenado ;.

Z; Zi
articulacién 7 + 1

o

Figura 4.3: Fuerzas y momentos ejercidos en el eslabon .

La aceleracion angular del eslabén ¢ se obtiene derivando la velocidad angular con
respecto al tiempo, es decir

w=w; 1+ 216 +wi1 X zi_10;,
expresada en el marco X;, se obtiene
iy — iR (i1 i—1 g 4 i1 i—1 0 411
wi="Ri (T w1+ 20+ wii X T zi0;), (4.11)

esta ecuacion permite una férmula recursiva para el célculo de la aceleracién angular
del eslabén ¢ en términos del eslabén ¢ — 1.

De acuerdo a la figura 4.3, se observa que si la articulacién ¢ es de revolucion el
eslabon 7 no se traslada a lo largo del eje articular 7, y si la articulacién 7 es prismatica
existe una velocidad traslacional de d; a lo largo del eje articular 7. Por lo tanto la
velocidad de O; puede ser escrita en términos de O;_; como

V; = Vo +w; X T+ zid;,
escrita en el eslabon ¢ se tiene
i i i—1 i1 : i i
v; = Ri—l( V-1 + Zi_ldi) + w; X 7y, (412)

129



donde
a;
r;, = | d;senq;
d; cos o

i

El vector ‘r; es constante para una articulacién de revolucién y variable para una
prismatica y describe la posicion del marco ¥; visto en el mismo marco.

La aceleracién lineal del origen O; puede ser obtenida derivando la velocidad lineal
con respecto al tiempo

V; = V1 + Zz’—ldi +w; X7 4w X (w; X 1)+ 2w; X (zz’—ldi>a
o expresada en el marco del eslabén 7, se obtiene
Z'UZ = iRi_1<i—1’i)i_1 +i_lzi_16.l‘i) —|—le X 1r1+’wz X 1T1+2zw1 X (iRi_li_lzi_ldi>. (413)

La ecuacién (4.13) es una férmula recursiva para el cdlculo de la aceleracién lineal
del eslabén ¢ en términos del eslabén ¢ — 1.
La aceleracion lineal del centro de masa se calcula mediante
i

'l.]ci = Z’UZ + sz X i?“ci -+ iwi X (sz X irci) (414)

Finalmente, se puede transformar la aceleracion de la gravedad del marco del es-
labén ¢ — 1 al marco del eslabén ¢ como sigue

‘g="R,.1\'"'g. (4.15)

Calculo hacia atras

Una vez que las velocidades y las aceleraciones de los eslabones han sido encon-
tradas, las fuerzas articulares pueden ser calculadas un eslabén a la vez, empezando
desde el 6rgano final y terminando en el eslabon base.

Aplicando las ecuaciones (4.5) y (4.9) para calcular la fuerza inercial y el momento
inercial ejecutado en el centro de masa del eslabén ¢:

fi:—m,-'vci, ’I’LZ:—IZUJ— wZX(Isz)

Luego se escribe la ecuacion de balance de la fuerza y del momento en el centro de
masa del eslabon 7. De acuerdo a la figura 4.3 se tiene

Zf;k + ifi,ifl - ifi+1,i + miig =0,

n + 'm0 — M — (' re) X Jfiici +'rei X' fiy1;=0.
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donde f,, ; es la fuerza resultante ejercida sobre el eslabén ¢ por el i — 1 en O;_; y
1, ;1 es momento resultante ejercido sobre el eslabén ¢ por el i—1 en O,_1, escribiendo
estas ecuaciones en forma recursiva, se obtiene

ifz‘,z‘—l = ifiJrl,i - miig - Zf;ka (4-16)

Una vez obtenidas las fuerzas de reaccion y el momento en el marco del eslabon i se
convierte al marco del eslabén ¢ — 1 mediante las siguientes transformaciones:

i_lfi,i—l - i_lRiifi,i—la (4'18)
i_lnm_l = i_lRiini,i_l. (419)

Estas cuatro ecuaciones pueden ser usadas para resolver ‘f,, |y ini,i_l recursi-
vamente, empezando en el érgano final. Para el eslabon del 6rgano final, " f, ., ¥
"N,41,, Tepresentan las fuerzas y momentos de salida del 6rgano final y son conside-
radas como conocidas.

Ecuaciones para torques articulares

Las fuerzas o torques de los actuadores, 7;, se obtienen proyectando las fuerzas de
restriccion sobre sus correspondientes ejes articulares; esto es,

=lpT. 71z, | para una articulacién de revolucién
- (4.20)

i—1 f{;,ﬁ—lzi_l para una articulacion prismética.
Si existen fuerzas de friccion viscosas en las articulaciones, las fuerzas o torques arti-
culares se calculan mediante

i—1,,7T

nl, "'z, 1 +b0; para una articulacién de revolucién

T =
i_lfgi_li_lzi_l + b;d; para una articulacién prismatica.

donde b; es el coeficiente de friccion viscosa para la articulacién i.

4.4. FEcuaciones de la dinamica mediante el enfo-
que Euler-Lagrange

Con base en (Lanczos, 1970), la forma analitica de la mecénica, como la presentaron
Euler y Lagrange, difiere considerablemente en su metodologia y punto de vista de
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la mecédnica vectorial. La ley fundamental de la mecanica como la establecié Newton:
“masa veces la aceleracién es igual a una fuerza en movimiento” se mantiene en
primera instancia para una unica particula, fue deducida del movimiento de una
particula en el campo de gravedad de la tierra y fue aplicada al movimiento de los
planetas bajo la accion del sol, en ambos problemas el cuerpo en movimiento puede ser
idealizado como una masa puntual o una particula, es decir, un tinico punto sobre el
cual una masa es asignada, y asi el problema de la dinamica presentado por si mismo
en la forma: “Una particula puede moverse libremente en el espacio y es actuado por
una fuerza dada, describe el movimiento en cualquier momento”. La ley de Newton
da la ecuacién diferencial que describe ese movimiento, y el problema de la dindmica
se reduce a la integracion de dicha ecuacién. Si la particula no es libre sino que
esta asociada con otras particulas la ecuacion de Newton puede aplicarse pero con
ciertas precauciones, se tiene que aislar la particula de todas las demas y determinar
la fuerza que se ejerce sobre ésta por las particulas alrededor, cada particula es una
unidad independiente que sigue la ley de movimiento de una particula libre. Este
analisis de fuerza es a veces poco practico, la naturaleza desconocida de la interaccién
de las fuerzas hace necesario introducir postulados adicionales, a lo que Newton pensé
que el principio de “accién es igual a reaccion”, establecido como su tercera ley de
movimiento, deberia considerar todos los problemas dinamicos, sin embargo, esto no
es el caso, y hasta para la dindmica de cuerpos rigidos se tiene que considerar la
hipétesis adicional de que las fuerzas internas del cuerpo son de naturaleza de fuerzas
centrales. En situaciones mas complicadas la formulacion de Newton falla al dar una
respuesta unica al problema.

El enfoque analitico al problema de movimiento es algo diferente, la particula ya
no se considera aislada sino como parte de un “sistema”. Un “sistema mecénico”
significa un arreglo de particulas las cuales interactiian con las demas, es decir, una
unica particula no tiene significado sino que el sistema como un todo es lo que cuenta.

En el tratamiento vectorial cada punto requiere de atencién especial y la fuerza
que actua tiene que ser determinada independientemente para cada particula. En
el tratamiento analitico es suficiente con saber una tunica funcién, dependiendo de
las posiciones de las particulas en movimiento; esta “funcién de trabajo” contiene
implicitamente todas las fuerzas que actian sobre las particulas del sistema.

Otra diferencia fundamental entre estas dos formulaciones se refiere al tema de “con-
diciones auxiliares”. Frecuentemente pasa que existen ciertas condiciones cinematicas
entre las particulas de un sistema en movimiento las cuales pueden establecerse a
priori.

Energia cinética y geometria riemanniana

Una de las principales caracteristicas de la mecénica analitica es el uso de coorde-
nadas generalizadas arbitrarias para describir el movimiento de un sistema mecénico,
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es decir, las ecuaciones de la mecanica analitica son de tal estructura que se pueden
establecer de forma en la cual sean independientes de las coordenadas usadas, esta
propiedad de las ecuaciones generales de movimiento vinculan a la mecénica analitica
como uno de los mayores desarrollos de las mateméticas del siglo XIX: la teoria de
invariantes y de covariantes. Esta teoria maduré cuando la teoria de Einstein mostro
como las leyes de la naturaleza estén relacionadas con el problema de invarianza, esto
es, la principal intencion de la relatividad es precisamente la de formular las leyes de
la naturaleza independientemente de cualquier sistema coordenado especial, la solu-
ciéon matematica de este problema estd intimamente relacionada con los fundamentos
riemannianos de la geometria, de acuerdo con la relatividad general de Einstein, la
verdadera geometria de la naturaleza no es simplemente euclidiana, sino de caracter
méas general: riemanniana; esta geometria vincula el espacio y tiempo juntos como
una variedad unificada de dimensién cuatro.

La geometria entra en el reino de la mecénica en conexion con la cualidad inercial
de la masa, la cual es expresada sobre el lado izquierdo de la ecuacién de Newton
en la forma “masa veces la aceleracion”, o “la tasa de cambio del momento”. Los
principios de la mecanica analitica han mostrado que la cantidad que es realmente
fundamental y que caracteriza la inercia de la masa no es el momento sino la energia
cinética, obtenida a partir del trabajo de una fuerza f aplicada sobre una particula
que se mueve de p; a p,, es decir,

P2
Wi Z/ f - dp.
p1

considerando que la masa es constante se obtiene

dv m d
f-dp = ——. — [
/ D m/ ; vdt 2 / t’u vdt,

por lo que
m
T T
Wiy = 5(’02 vy — V] V7).
La cantidad definida como K = 1/2mwvTv es la energia cinética para una tnica

particula, y como
1 n
Z T
K = 5 - m;v; v;,
1=

para un sistema de particulas; donde wv; es la velocidad de la particula ¢. La energia
cinética de una particula involucra explicitamente al elemento infinitesimal de linea
dp y por lo tanto depende de la geometria del espacio.
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4.4.1. Meétodo de Euler-Lagrange

Los problemas de extremos han sido de bastante interés y curiosidad en todas las
épocas, por ejemplo, una caminata en linea recta es una solucién instintiva de un
problema de extremos, es decir, llegar de una cierta posicién inicial hasta una final
con la minima desviacién como sea posible, asimismo el proverbio “camino de menor
resistencia” es otro conocimiento del deseo instintivo para obtener soluciones minimas.

Mateméticamente se habla de problema de extremos siempre que se involucre el
valor més grande o mas pequeno de una cantidad, de esta manera, se desarroll6 el
calculo de variaciones para encontrar tales soluciones.

La pregunta de un méaximo o minimo involucra por su naturaleza una comparacion,
si se dice que la cima de la montana ha sido alcanzada entonces se tiene que demostrar
que los puntos cercanos estan por debajo de tal cima, también puede ser que existan
otro picos que puedan ser mayores en las partes mas distantes de la montana, lo cual
habla de maximos locales y de maximo absoluto.

La busqueda de un extremo relativo puede ser restringida a una primera exploracion
infinitesimal en una vecindad de la posicién actual, estos puntos deberan tener la
misma altura, es decir, la tasa de cambio de la altura debe ser cero en cualquier
direccion elegida, mientras que una tasa de cambio positiva en alguna direcciéon de
la vecindad quiere decir que existen puntos més altos en tal vecindad. Analogamente
para tasas de cambio negativas se puede ir en direccién opuesta y tener asi el caso
anterior. Asi pues, la tasa de cambio de una funcién en cualquier direccién posible de
los puntos extremos es cero.

El valor estacionario de una funcion

Considerando una funcién de una cantidad arbitraria de variables:
F = F(uy,ug, ..., up,)

y suponiendo que F' es una funciéon continua diferenciable en las variables u;. Una
variacion quiere decir un cambio infinitesimal, en analogia con el proceso de derivacién
del calculo, sin embargo, contrario al proceso de derivacién, este cambio infinitesimal
no es causado por un cambio real de la variable independiente sino que se impone
sobre un conjunto de variables a manera de experimento matematico. Por ejemplo,
considerando una canica dentro de un tazén, el desplazamiento real de la canica es
cero, pero para ver el cambio de la energia potencial se propone un desplazamiento
llamado desplazamiento virtual. El término virtual indica que el desplazamiento fue
intencionalmente realizado de cualquier manera cinematicamente admisible, de esta
manera, tal cambio infinitesimal y virtual es llamado variaciéon de la posicién.

A Lagrange se le ocurrié la ingeniosa idea de introducir el simbolo especial § al
proceso de variacién con la intencién de enfatizar el caracter virtual, en analogia
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con d para recordar que ambos cambios son infinitesimales, aunque d se refiere a un
cambio real, mientras que d a un cambio virtual.
De esta forma un cambio infinitesimal virtual de las coordenadas es de la forma

5u1, (SUQ, N ,5un.

El cambio correspondiente de la funcion F' es, por las reglas del cédlculo

oF oF oF
) au1 §U1 + — au2 (S'U/Q + + aun

oy,

Esta expresion es llamada la primera variacion de la funcién F'.
Para operar con cantidades finitas en lugar de cantidades infinitesimales se escribe

ouy = €ay, 0Uus = €as, . .., 0U, = €y,

denotando por ay, as, ..., a, a los cosenos directores de la direccion virtual en la cual
se ha procedido, mientras que € es un parametro que tiende a cero.
La razén de cambio de la funciéon F en una direccion especificada es

OF  OF oF oF

Para que F' alcance un valor estacionario esta cantidad tiene que ser cero:

La naturaleza virtual de este desplazamiento implica que la direccién en la cual se
proceda es irrelevante, asi que las a; pueden ser arbitrarias y por lo tanto

OF
— = =1,2,...,n).
auk Oa(k » 7n)

Conversamente, si estas ecuaciones se satisfacen, la cantidad (4.21) se hace cero y asi
F' tiene un valor estacionario. Por lo que estas ecuaciones son tanto necesarias como
suficientes.

La segunda variacion
El incremento de la funcién después de la variacion es

AF = F(uy + €ay,ug + €ag, ..., u, + €ay,) — F(uyg,uz, ..., uy).
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Considerando a € como el parametro de esta cantidad y expandiendo en series de
potencias se tiene que

Si F' se encuentra en un punto estacionario, la primera suma se hace cero y AF
comienza con los términos de segundo orden. Si € es suficientemente pequeno, se
pueden omitir los términos de orden mayor, es decir

1
AF = —§°F,
2
donde
" O*F
52F =€ ——a;ay.
¢ = 8u18ukaak

Esta expresién es llamada la sequnda variacion de F. Si 62F es siempre positiva,
entonces, F' es creciente en cada posible direccién del punto en cuestion, o se tiene
un minimo real en ese punto. Si §°F es siempre negativa, entonces, I es decreciente
en cada posible direccién, o se tiene un maximo real en ese punto. Si §2F es positivo
en algunas direcciones y negativo en otras, entonces no se tiene ni un maximo ni un
minimo en ese punto. El signo de la segunda variacion es el que permite determinar
la existencia de un valor extremo.

Se debe tener en cuenta la diferencia entre valor estacionario y valor extremo, asi
como la mutua relacién de estos problemas. Un valor estacionario requiere inicamente
de que la primera variacion sea cero, sin restriccion alguna sobre la segunda variacién,
mientras que un valor extremo requiere que la primera variacién sea cero ademas de
ciertas condiciones sobre la segunda variacion. Méas ain, se tiene que ver qué pasa
dentro de la frontera del espacio de configuracion, una funcién sin extremos dentro de
cierta region puede alcanzar su extremo sobre la frontera de la regiéon misma, hay que
tener en cuenta que sobre la frontera del espacio de configuracion los desplazamientos
no son reversibles y por lo tanto el argumento referente a la primera variacién no tiene
sentido. Para desplazamientos no reversibles una funcién puede tener extremos sin
tener valores estacionarios en ese punto.

El método del lagrangiano

El problema de minimizar una funciéon no siempre se presenta en la forma conside-
rada anteriormente. El espacio de configuracion en el cual el punto p puede moverse
puede ser restringido a menos de n dimensiones debido a ciertas restricciones cinemati-
cas las cuales existen entre las coordenadas y son denominadas condiciones auziliares
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del problema de variacién dado. Si tales condiciones no existen y las variables u, uo,
..., U, pueden ser variadas sin restriccion, se tiene un problema de variacion libre.
Considerando la funcién
F = F(uy,ug, ... up,),

con la condicién auxiliar
f(ul, U, . . . ,'U,n) =0. (422)

lo primero que se puede realizar es despejar una de las u de la condicién auxiliar,
expresandola en términos del resto de las variables, este método es completamente
justificable y a veces aconsejable, pero frecuentemente el despeje es lo mas compli-
cado del procedimiento, més ain, la condiciéon auxiliar puede ser simétrica en las
variables uq, ..., u,_1 por lo que no existiria una razon por la cual una de las varia-
bles deba ser designada arbitrariamente como dependiente, y las otras como variables
independientes.

Lagrange ideé un método para trabajar con las condiciones auxiliares, el método
del multiplicador indeterminado el cual preserva la simetria de las variables sin elimi-
naciones, y ain asi se mantiene la reduccién del problema a uno de variacion libre. El
método funciona generalmente para cualquier cantidad de condiciones auxiliares y es
aplicable ain con condiciones no holénomas las cuales estan dadas como relaciones
no integrables entre los diferenciales de las variables, y no como relaciones entre las
variables mismas.

Para entender la naturaleza del método de los multiplicadores de Lagrange, se
comienza con una condicién auxiliar, dada en la forma (4.22). La variacién de esta
ecuacion produce la siguiente relaciéon entre las duy:

_of of

of ouy, = 0; (4.23)

mientras que el hecho de que la variacion de F' tiene que ser cero en un valor estacio-
nario, da

oF oF
F=_— ..
) au1 5U1 + + 0un

S = 0. (4.24)

oF
Se sabe que la condiciéon anterior permite hacer cero cada uno de los — si las duy

auk

son todas independientes de las demas, sin embargo, éste no es el caso debido a la
condiciéon auxiliar. Se puede, por ejemplo, despejar du, en términos de las demés

variaciones (suponiendo que no es cero en el punto p) y entonces considerar

U
las otras duj como variaciones li%res, multiplicando el lado izquierdo de la ecuacién
(4.23) por algun factor A, el cual depende de uy, ..., u; y sumar 0 F'. Nétese que esto
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no cambia el valor de JF" pues se ha agregado un cero, por lo que:

OF OF af of B
= F
> (a_ + Aa—f) Suy = 0. (4.25)
1 auk auk

Esta suma no es trivial debido a que se agrega una suma, es decir, cada uno de los
términos de la suma son distintos de cero pero su suma completa es cero. Se puede
seleccionar A\ de tal manera que el factor que multiplica a du,, se anule, es decir

F
OF  \9f _

TR e (4.26)

Por lo que restan los n — 1 términos

n—1
OF  Of B

y como estos términos si pueden seleccionarse de manera arbitraria, las condiciones
de variacion libre son aplicables.

Es decir, se requiere que el coeficiente de cada duy se haga cero:

oF af
s +/\8uk =0, k=1,2,...,n—1.
Estas condiciones asi como la condicién (4.26) sobre A, permite llegar a la conclusién
de que cada coeficiente de la suma (4.25) sea cero, como si todas las variaciones duy
fueran variaciones libres. El resultado del método del multiplicador indeterminado de
Lagrange puede ser formulado considerando la anulacién de 6 '+ Ad f, en lugar de 6 F’
y se deshecha la condicion auxiliar, manejando las u; como variables independientes
libres.

Se puede generalizar este método para el caso de una cantidad arbitraria de con-
diciones auxiliares. Considerando que se busca el valor estacionario de F', bajo m
condiciones de restriccion independientes:

fl(ul,ug, e ,'Lbn) = O,
m<n (4.27)

fm(U1,U2, s Jun) = 07



De esta forma se tienen las siguientes relaciones entre las variaciones duy:

5f) = aflaul 4+ 4 afl(sun =0,
ou,,
(4.28)
Afm Ofm .
5fm 8u1 uy+ -+ aun (5un =0.
(4.29)

estas m condiciones de duy pueden ser designadas como variables dependientes y
pueden ser expresadas en términos de las demas, por lo que se puede considerar que
las m tultimas uy, son las variables dependientes, y las primeras n —m son las variables
independientes.

Ahora el problema variacional dado requiere que se haga cero

§F = Z g—Féuk (4.30)

u
=1 =~k

para todas las posibles variaciones de du; las cuales satisfacen las condiciones auxi-
liares dadas.

De manera similar que para el caso de una tnica restriccién se tiene que

" [ OF df1 fm B

asi, la eliminacion de las m tltimas duy, puede lograrse por la eleccion adecuada de
los factores \x

OF _\ Ofi | .\ Ofn

=0 k=n-— 1,....n.
3k Duy 3k , n—m+ 1, , N

lo cual permite que

n—m F
(a afl 4 Am fm)éuk:().
1 Uk Ouk

Como todas las du; las cuales no se hacen cero son variaciones libres, entonces, los
coeficientes de cada duy deben hacerse cero separadamente
oF df1

+ M A Ofm

=0 k=1,2,...,n.
auk 8uk+ Ok ’ T 1
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las cuales pueden ser consideradas como obtenidas del principio variacional
OF +XMof1+ ...\ fm =0, (4.31)

considerando todas las u; como variables independientes, por lo que la distincién
entre las variables dependientes e independientes se anula.

El método de los multiplicadores de Lagrange cambia un problema de n—m grados
de libertad a un problema de n + m grados de libertad.

Los problemas analiticos de movimiento involucran un tipo especial de problema de
extremos: el valor estacionario de una integral definida. La rama de las matematicas
que trata con problemas de esta naturaleza es llamado calculo de variaciones.

Dada una funcion F' de tres variables:

F=F(y,y, )
y dada la integral definida
I= /bF(y,y’,x)dx; (4.32)
también son dadas las condiciones deafrontera
fla) = fa, f(b) = fo. (4.33)

El problema es encontrar una funcién y = f(z) restringida que haga de la integral
I un extremo, o al menos que sea un valor estacionario.

Euler mostré como el problema puede resolverse por medios elementales, sin rees-
tablecer las herramientas de un célculo especifico, mas bien, mediante la sustitucién
de la integral definida por la suma de una cantidad creciente de términos, asi como la
derivada por una diferencia. Los errores relacionados con este procedimiento pueden
hacerse tan pequenos como se desee. Este procedimiento no se muestra aqui.

Mediante el célculo de variaciones se considera que la funcién y = f(z) se encuentra
sobre un valor estacionario de la integral definida (4.32), con la intencién de probar que
se esta sobre un valor estacionario se evalia la integral para una funcién modificada
levemente y = f(z) = f(z) + €p(x), donde ¢(x) es alguna nueva funcién arbitraria la
cual satisface la mismas condiciones generales de continuidad como f(x), por lo tanto
¢(z) tiene que ser continua y diferenciable y € > 0 es lo suficientemente pequetio, con
lo cual se debe cumplir que la tasa de cambio de la integral debido al cambio en la
funcién es cero.

Haciendo uso del pardmetro variable € se puede modificar la funcién f(x) por
cantidades arbitrariamente pequenas. Por tal motivo se puede hacer decrecer a ¢
hasta cero.

Se define la variacién de la funcién f(z) y se denotada por dy:

5y = f(z) — f(z) = ep().
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La variacion de una funcién esta caracterizada por dos condiciones fundamentales,
la primera es que es un cambio infinitesimal, debido a que el parametro e decrece
hacia cero, pero mas que eso es un cambio virtual, es decir, que se hace de manera
arbitraria, por lo que ¢(z) es una funcién seleccionada arbitrariamente, tanto como
se cumplan las condiciones de continuidad, y la segunda es que aunque 0y y dy son
ambos cambios infinitesimales de la funcién y, su diferencia es que dy se refiere al
cambio infinitesimal de la funcién dada f(x) causada por el cambio infinitesimal dz
de la variable independiente, mientras que dy es un cambio infinitesimal de y el cual
produce una nueva funciéon y + dy, de esta manera, el proceso de variaciéon depende
Unicamente de y, mientras que la variacién de z no se utiliza, es decir, dz = 0. Més
aun, si las ordenadas f(a) y f(b) estdn dadas, entonces

5f (@) = 0, 6f(x)],_, = 0.

Por lo que, se habla de una variacion entre los limites definidos.
El proceso de variaciéon conmuta tanto con la derivaciéon como con la integracion.
Para ver esto, se considera la derivada de una variacién, es decir

Ly = L 5@ - @) = eow) = cbia)

y también, la variacion de la derivada es

d -— . . )
0-—f(@) = f(z) = f(z) = (§ + €0) =y = eo().
Por lo que ; ;
d—5y N 5d$

Es decir, la derivada de la variacién es igual a la variacion de la derivada.
Asi mismo, para la integral se tiene que

5/:F(:r)d:r - /abmdx - /abF(:v)dx - /ab [F(x) - F(x)] dr = /ab SF(z)dz.
por lo tanto 5/ . / -

Es decir, la variaciéon de la integral definida es igual a la integral definida de la
variacion.
La variacion de la funcién F(y, vy, z) es

SF(y,9,2) = F(y + €,y + ed,x) — F(y,5,)
(08, OF,
6(0y¢+0y )
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Los términos de orden mayor del desarrollo en series de Taylor pueden ser despreciados
debido a que € tiende a cero.
Por lo que, la variacién de la integral definida (4.32) es

b b b
(5/ Fdx:/éFdxze/ 8—F¢+0—F dx.
a a o \ Oy dy

Esta ecuacion puede escribirse como
§1 Y(OF  OF,
— = — —¢ | dx. 4.34
€ / (ay¢+ay¢) ) 434

Para poder resolver el segundo sumando de esta integral se puede considerar la si-

guiente integracion por partes
b b
d (OF
— — | = | ¢dx.
. /a dx <8y) ¢da

El primer término se cancela debido a que la variacién entre los limites definidos son
tales que ¢(z) se hace cero en los extremos a y b, por lo que la ecuacién (4.34) se
convierte en

bOF
o OU

d = —
¢dx 9

51 b7OF  d OF
— = — — —— | ddx. 4.
€ /a (6’@/ dw@y’>¢ ! (4.35)
Si se hace aF i OF
Elr) = — — =7~
(z) oy dx 0y’

puede notarse que esta integral es cero para funciones arbitrarias ¢(z) s6lamente si
E(x) es cero en todas partes entre a y b. Se puede considerar que la funcién ¢(z) es
cero en todas partes excepto en un intervalo alrededor del punto x = x., mientras
que dentro de este intervalo E(z) es practicamente constante por lo que puede salir
de la integral

Vi Teter

T =B [ s

€ Te—€]
El error en esta integral tiende a cero cuando €; tiende a cero, esta integral es cero
si el factor E(x.) es cero debido a que ¢ es variable. El punto x = x. puede ser
seleccionado para el intervalo completo [a, b], por lo que la ecuacién diferencial es

= 2 _o. (4.36)



Esta condicién es necesaria para que 61 sea cero, por otro lado también es suficiente,
debido a que, si el integrando de (4.35) se hace cero, entonces, la integral también
desaparece. La ecuacién diferencial (4.36) es asi la condicién necesaria y suficiente
para que la integral definida I sea estacionaria bajo las condiciones de frontera dadas
(4.33).

En mecénica el problema de variacién presenta por si mismo de la siguiente forma:
encontrar el valor estacionario de la integral definida

to
t1

como las ¢ estan dadas, las condiciones de frontera en los puntos finales ¢ y 5 tienen

variacion nula, es decir

5Qk<t)’t:t1 =0, 5Qk(t)’t:t2 = 0. (4.38)

Las qi, ..., g, son funciones desconocidas de t y seran determinadas por la condicién
de movimiento real que hacen de la integral I estacionaria, (61 = 0), para variaciones
arbitrarias de las variables independientes ¢, sujetas solamente a las condiciones de
frontera (4.38).

Se puede seleccionar una g, y variarla, dejando las demds ¢; sin cambio y luego
aplicar la ecuacion (4.36). Para empatar notacién se usa el cambio de variables g, para
Y, §x para y, t para x y L para la funcién F', mientras que los limites de integracién
son t1 y to, esto produce

Estas ecuaciones se deben mantener para cada g, con 1 < k < n.

Gracias al principio de superposicién del proceso infinitesimal, si se denota por
0l a la variacién de I producida al variar inicamente ¢, entonces las variaciones
simultaneas de todas las g, produce la siguiente variacion resultante:

0T = 6.1 + 6o + -+ + 0,1 (4.40)

La ecuacién diferencial (4.39) garantiza que d;/ sea cero, si ademds se mantiene
para todo k, entonces, la suma (4.40) es cero, y asi d/ es cero también para variaciones
arbitrarias de gy.

Las condiciones para el valor estacionario de I tienen la forma del siguiente sistema
de ecuaciones diferenciales simultaneas:

___—:07 k:172,...,n. (441)

Estas ecuaciones son llamadas las ecuaciones diferenciales de Fuler-Lagrange, o tam-
bién, en problemas de mecdanica, las ecuaciones lagrangianas de movimiento.
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4.5. FEcuaciones de la dinamica de robots mediante
tornillos

Con base a lo presentado en (Selig, 2005) para un cuerpo rigido, la velocidad es
dada por un tornillo ¥ = efp, y el momento por un vector dual, o co-tornillo, ¢ = 7¢,
el producto punto entre la velocidad y el momento da el doble de la energia cinética
del cuerpo

el =1-w+m- v=2K,

[2] 5 ve[4]

con I y m como el momento angular y el momento lineal respectivamente.

En mecanica de cuerpos rigidos el momento angular y el momento lineal se combi-
nan en un tornillo, y la energia cinética esta dada por el producto reciproco entre el
tornillo de velocidad y el tornillo de momentos. El hecho de que esto funcione es una
propiedad accidental del espacio tridimensional.

En la mecénica clasica moderna se consideran a las inercias como operadores (tenso-
res) que convierten los tornillos de velocidad en tornillos de momentos, este operador
esta definido por el isomorfismo lineal

donde

N :se(3) — se*(3).

donde se*(3) es el dual del dlgebra de Lie se(3), el mapeo N toma elementos @ de
se(3) y le asigna el elemento ¢ de se*(3), tal que " ¢ = 2K € R.

El operador N puede ser representado por una matriz simétrica de tamano 6 x 6.
Asi, el tornillo de momentos de un cuerpo rigido con tornillo de velocidad 1) esta
dado por ¢ = Nap, la eleccién de N no es unica, sin embargo, dado un cuerpo rigido,
N se determina por las ecuaciones de mecanica elemental

l=°"Igw+m(p, xv), m =mv + m(w X p,).

donde m es la masa del cuerpo, p. es el vector de posicién de su centro de masa, e
°Ip es la matriz de momentos de inercia de tamano 3 x 3. La forma particionada de

N es
. OIB mPC

donde P. = A(p,).
De esta manera, la energia cinética del cuerpo esta dada por

L = g = LT
K=g¢ 9= Ny-9= 9 N,
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Asi mismo, los tornillos de velocidad se transforman de acuerdo a la representacién
adjunta de SE(3) (ec. (2.33)), y por lo tanto se puede inferir las propiedades de
transformaciéon de la matriz de inercia, nétese que

1 1 1
K = EdJTN/(,b — édJ/TN,S, — §¢THTN,H¢7

Asi en la nueva posicion
N’ = ([_[T)—lj\[l_[—l7

donde H = Ad(gp) es la matriz que representa el movimiento en la representacion
adjunta (tercera igualdad) y recordando que la energia cinética es invariante (segunda
igualdad). Esta ecuacién es una generalizaciéon tanto de las propiedades del tensor
de momentos de inercia 3 X 3 como del teorema de los ejes paralelos. Por ejemplo,
suponiendo que se tiene un cuerpo rigido posicionado de tal manera que su centro de
masa coincide con su origen. Su matriz de inercia tendra la forma

[e1p O

Una traslacién pura es representada por una matriz

(15 0
H=|7 0]

Por lo que, después de una traslacion la matriz de inercia del cuerpo sera

N/_ [3 P OIB O Ig O i OIB—mPQ mP
- O Ig @) m]3 —-P ]3 - —mP mjg .

Esta ecuacién coincide con el teorema de los ejes paralelos. La relacién anterior es
més general por lo que deberfa llamarse el teorema de los ejes oblicuos (Selig, 2005).

La matriz de inercia N también determina la forma simétrica bilineal sobre el alge-
bra de Lie se(3), esta forma es definida positiva porque la energia cinética nunca es
negativa, aunque no es un invariante del grupo, sin embargo, como la matriz es defi-
nida positiva se podria diagonalizar mediante un cambio conveniente de coordenadas,
donde se debe tomar el centro de masa como el origen de estas nuevas coordenadas, y
usando la teoria estandar de la matriz de inercia 3 X 3, se rotan los ejes para que coin-
cidan con los ejes principales de I,,, es decir, los ejes principales son los eigenvectores
de I,,, por lo que, la matriz N asi serd diagonal.

En su trabajo, Ball presenté lo que llamé tornillos conjugados de inercia. Con
la notacion presente, se puede interpretar esta idea como un par de tornillos que
satisfacen

QP{N‘/Jz =0.
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La idea fisica detras de esto es que si se le da al cuerpo un impulso tal que comience
su movimiento con velocidad 1), entonces no provocara trabajo sobre el tornillo 1),.
Esta relacion de tornillos es simétrica por que trasponiendo da

Y1 Ny, =, Nopy.

Usando la ortogonalizacién de Gramm-Schmidt, siempre se pueden encontrar seis
tornillos linealmente independiente mutuamente conjugados. Para un inico cuerpo
rigido bajo la influencia de un sistema arbitrario de fuerzas y torques, esto es muy
util porque permite encontrar coordenadas en las cuales las ecuaciones de movimiento
se desacoplen.

La representacién (2.37) de acuerdo con (2.10) puede inducir una representacién
para se*(3), es decir, si adqz es una representacion matricial de tamano 6 x 6 de un
elemento de se(3), entonces —adg es una representacién matricial de tamano 4 x 4

para un elemento de se*(3) por lo que aplicando el mapeo exponencial se puede
obtener un elemento de SE*(3), de esta manera la transformacién de tornillos de
momentos quedard de la forma ¢’ = e_tadT(%go(O), donde se incluyé el pardmetro
t para considerar una trayectoria en se*(3) (esto se puede escribir también como
¢ =Ad (e_t‘f’T> @, ver ec. (2.34)). La derivada de @' y evaluacién en t = 0 produce
@i = —adggo(()), es decir, la representacién coadjunta del algebra de Lie esta dada
por el producto —ad%go. Esta accion de un tornillo sobre un co-tornillo se escribe
como el producto {{L, cp} = —adggo. En términos de productos matriciales, se puede
obtener

oA (I R ) ol P Y B s

Si un tornillo @ y un co-tornillo ¢ tienen la misma linea de accién, entonces

QO

Q) =<

{@b,cp} = 0, mientras que el converso, desafortunadamente, no es cierto, excepto

en el caso en que los avances de los tornillos y co-tornillos sean finitos.
La derivada de tornillos y co-tornillos sera 1til para obtener las ecuaciones de
Newton-Euler.

Ecuaciones de movimiento para un dnico cuerpo rigido

Las ecuaciones de movimiento para un unico cuerpo estan dadas por la segunda
ley de Newton; la tasa de cambio del momento es igual a la fuerza aplicada. Esto es,

d
~ o=
dtLP Y
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donde Y es la fuerza aplicada. Si el cuerpo estd en movimiento con un tornillo de
velocidad (= ¢ para una articulacién de revolucién o prismética), entonces el
co-tornillo de momentos puede ser escrito como ¢ = N1b. R

El movimiento de un cuerpo rigido en el espacio alrededor de un eje v y tal que su
movimiento depende de, inicamente, un parametro, esta dado por

(1) = Ad (e474) 9(0), (4.42)
donde ¢4 depende del tiempo t. Diferenciando, se obtiene
d - R O 1=
- a¥a = . d
g () $0) [Pde—Pde Rd]'m)
[ R« O][ Re O] '[ Ra O 30
| P4Ry— P4Ry Ry PaRq Ry PaRy Ry
Q% O e oo ] T o
=] o g | B0 = [aa0).B0)] = [$0. 9]

donde V; = A (p, — p, X @g). Para co-tornillos, se debe usar la representacién coad-
junta

3(t) = Ad (e—qﬁ”) 2(0).
Por lo tanto, cuando se deriva se obtiene

%Ad (e7%) @(0) = —daadfAd (") (0) = {35, (1)}

Esta derivada permite obtener la derivada de la matriz de momentos de inercia 6 x 6,
N(t) = e_adde)N(O)e_ad(wd), estd dada por

d
EN(t) = —ady, N(t) — N(t)ady,.

Se pueden aplicar estos resultados a un cuerpo rigido. El tornillo de velocidad ins-
tantdnea del cuerpo es ¥, = 1, por lo que la razén de cambio del momento es

d
—Ny =17.
dt ¥

evaluando la derivada de la matriz de inercia, se obtiene
d : .
Ez\h/; = N4 — (adj,N + Nady)th = Np + {3, Nep}.
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Noétese que el tercer término cumple que ady1p = 0. Finalmente, se puede escribir las
ecuaciones de movimiento de un tnico cuerpo rigido en la forma

N+ {9, Ny} = Y. (4.43)

Esto no es solo la combinacién de los tornillos con las ecuaciones de Newton-Euler.
Ciertamente, las ecuaciones continenen las ecuaciones de Newton como la descripcion
de la velocidad del centro de masa del cuerpo. Sin embargo, se tiene implicitamente
usado un marco de referencia inercial. Por lo tanto, a diferencia de las ecuaciones
de Euler, la matriz de inercia no es constante pues cambia cuando el cuerpo esta en
movimiento.

Ecuaciones para robots seriales

Debido a que cada eslabén es un cuerpo rigido, se tiene una ecuacion de la forma
(4.43) para cada uno. Se tienen tres tipos de tornillos de momentos a consideracién: el
primero es la gravedad, es decir, cada eslabén esta sujeto a un tornillo de momentos
debido a la gravedad, ¢, esto es una fuerza pura actuando a lo largo de una linea
a través del centro de masa del eslabon, los segundos son los tornillos de momentos
debidos a los motores del robot ¢, los cuales tienen el mismo paso y eje que los torni-
llos articulares del robot, asi que son torques puros para articulaciones de revolucion,
ademas cada eslabdn, excepto el ultimo, se encuentra entre dos articulaciones y por
lo tanto, dos tornillos de momentos de los motores se relacionan a cada eslabdn, y el
tercer tipo de tornillo de momentos son las fuerzas de reaccién en las articulaciones
®,, como es usual, un tornillo de momentos de reacciéon puede que no realice trabajo
sobre los ejes articulares por lo que una fuerza de reaccion se anularia con su eje
articular. Enumerando los eslabones y las articulaciones desde la base hasta el érgano
final y denotando como v; = ¢1¢; + G2 + . .. + ¢;1,, se obtienen las ecuaciones de
movimiento:

Nivy +{v, Nivi} =@ 1+ @1 — Prot @r1 — Pro
Novg +{va, Novo} = @ 0+ @0 — @3+ Pro — Po3

Ny 1Up_1 + {Vn—lv Nn—lyn—l} = Pgn—1 + Prn-1 " Prn + Prn—1 " Prn
Nn"/n + {Vnu Nn’/n} = (pg,n + QOT,n + Sorm,
De la tltima ecuacion se pueden despejar ¢, ,, v @, ,, sumando las ultimas dos

ecuaciones se puede obtener ¢._, | V ¢,,_1 vV asi sucesivamente hasta la primera
ecuacion, de esta forma se obtiene:

n

j=i
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Para eliminar las reacciones se puede multiplicar por los tornillos articulares zAbZ
y producir ecuaciones escalares. El producto 4,02112@ es T;, es decir, la magnitud de
la fuerza generalizada desarrollada por el motor, un torque si la articulacion es de
revolucién (equivalentemente a la ecuacién (4.20)). Asi, las ecuaciones de movimiento

son
n

Ti = Z (DJTNj¢i+VJTNj[¢i7Vj] _Qog,jd)i) ; 1=1,2,,..., n.
j=i
Noétese que se aplicd
~T o R
i {vy Njvs}=—viad, Njv;=—vj Njad,, o =V N, [1# w] : (4.45)

Si se toma la direccion de la gravedad en la direccion de —Z, entonces los momentos
de fuerza debidos a la gravedad tendran la forma

| —mgp,, x k
Poi = [ —mgk }

donde g es la aceleracion de la gravedad y k el vector unitario en la direccién de Z.
Note que se puede introducir el tornillo de gravedad como

-]

Pgi = Nigo
y por lo tanto se puede escribir las ecuaciones de movimiento como

es decir,

n
T = Z ((V] — gO)TNj’l:ZJi + V?Nj |:17bi7’/j:|> s Z = 1, 2, sy N
Jj=t
Esta forma de escribir las ecuaciones de la dinamica para un robot serial, aunque
buena, no es muy util en la practica, es mas comun escribir las ecuaciones de la
dindmica en términos de las velocidades y las aceleraciones articulares, para hacer
esto, de la ecuacion

Vi= Gy +athy o Gt = Y Guy
k=1
se obtiene la derivada

) L L L od -~ Cd~ Cd~
Vi = QY + Gy + -+ Gip; + Q1£¢1 + QQaﬂbz + e+ Qiaﬂbi,
=@+ @Y+ -+ G+ ¢ [Wﬂh] + @2 [1'/277#2} +- g [Di7¢i] )

- Zz:qﬂzj + Z ) [@ka;ﬁz} .
=1

1<k, 1<
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En donde se ha usado la derivada sobre ejes sucesivos. Sustituyendo en las ecua-
ciones de movimiento se encuentra que

n i J

. ~T - o ~T - - o« ~T - - -
Ti:Z (Z G Nap+ Z Qe @; N; |:¢k7 ":bl:| + Z dk@ipN; [ww wl] +¢£j¢i> :
j=i \k=1 1<k<I<j k=1

La cual puede escribirse en la forma
Ti = Mi; 45 + CiidiGr + 9, (4.46)

donde la suma se hace sobre indices repetidos. La matriz M es llamada matriz de
inercia generalizada del robot, sus elementos son

~ ~

i T L
Y, (Nj+ -+ Ny, sii<j

AT - .. .
M :{ Y, (Ni+ -+ Np)p; sii>j,

Para los términos de la matriz C existen muchas posibles elecciones, sin embargo, una
buena eleccién es

Cr = 5 (B Now [0 B + BN [$0 8] — B0 Ve [$08)]) (04D

donde N, = Ny + -+ N,, cuando j < k, y

Ce = 5 (B Mo [0 B + BN [$0 By — BN [, 8]) (49)

cuando k < j, donde en ambos casos x = méx(i, j, k).
Finalmente, los términos de gravedad son
~T
g, =% (Ni+ -+ Nu)g,.
Para obtener una formulacién iterativa se consideran nuevamente las ecuaciones de
movimiento de un robot (4.44) y basados en las relaciones (4.45) se escribe

Q; = N;(; —g,) +{v;, N;v;},

entonces las ecuaciones de movimiento pueden ser escritas como

n

TZ-:ZQ]-TIAbi, 1=1,2, ..., n.

j=i

Como los tornillos de momentos Q; tienen la misma forma para cada articulacion,
entonces se puede definir

Pi=Qi+Piyy, t=1,....,n—1.
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recordando que en el método iterativo de Newton-Euler se procede del 6rgano terminal
hacia la base, entonces R
=Pl i=1,....n

donde P,, = Q,,.

Fisicamente, se puede pensar en que Q; es el tornillo de momentos debido al eslabon
1, mientras que P; contiene al tornillo de momentos total actuando sobre el eslabén
1 — 1. Para la posicién de casa para el robot los tornillos articulares tienen la forma

~ ~

¥,(q) = Hi(q1)Ha(q2) - - Hi(qi),;(0), (4.49)

donde las matrices H; estan dadas por H;(g;) = Ad (eqf‘i'j), esto es, la representacion

adjunta de SE(3). Las matrices de inercia estdn dada por
°N; = (HT) " (HY) "o (HF) T N(H) T ()T () (4.50)
El tornillo de momentos debido a cada eslabdén es entonces

Q7 = Ny — g9.) + {5 Njvs).

J

donde
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Capitulo 5

Aplicacion al modelado cinematico
de robots

En este capitulo se muestra como pueden aplicarse las herramientas descritas en el
capitulo 3 al modelado cinematico de manipuladores roboticos. Para el MCDP se con-
sideran el mecanismo de 5 barras, un robot planar de 3 g.d.l., un robot ficticio espacial
de 3 g.d.l. y el robot Mitsubishi PA10-7CE. E1 MCIP fue obtenido para el mecanismo
de 5 barras y el robot planar de 3 g.d.l. Mientras que el MCDV fue aplicado en el
robot ficticio expacial de 3 g.d.l. y el robot Mitsubishi PA10-7CE. En las siguientes
secciones se muestran las ecuaciones de cada modelo mediante diferentes herramien-
tas, entre las que se destacan, principalmente, el uso de MTH, de cuaterniones duales
unitarios y del mapeo exponencial de elementos de se(3).

5.1. Modelado cinematico directo de postura

Para la obtencion del MCDP se aplicaron las herramientas de torrnillos de velocidad
y el mapeo exponencial, los subproblemas de Paden-Kahan, el subgrupo Spin(2) x R?,
algebra geométrica conforme, MTH y cuaterniones duales unitarios.

5.1.1. Mecanismo de 5 barras

A continuacién se obtiene el MCDP del mecanismo de 5 barras, el cual es mostrado
en la figura 5.1.

Mediante los subproblemas de Paden-Kahan Para resolver el problema del
MCDP del mecanismo de 5 barras se considera la figura 5.2, se tiene que las variables
de entrada son: ¢; y g2, mientras que las variables de salida son x,, v y,,. Se considera
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Figura 5.1: Mecanismo de 5 barras

que la longitud de todos los eslabones moviles es L, por lo que, la distancia entre las
articulaciones actuadas es 2L.

Una primer solucién a este problema se puede encontrar mediante el uso del sub-
problema de Paden-Kahan de los ejes paralelos visto en la seccién 3.2.1. Dadas ¢; y
g2 se tiene que

x11 = Lcos(qq) To1 = 2L + L cos(qs)
Y11 = LS@D(Ql) Yo1 = LS@H(QQ)

(15217 y21)

q
(331171911) °

fe) - —

(1’107 ylo) (3720’ yzo)

O O

Figura 5.2: Variables utilizadas para el MCDP del mecanismo de 5 barras.

Usando las ecuaciones (3.24), (3.25) y (3.26), y considerando a r, = (211, y11, —1)
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y 7y = (221, Y21, —1) se tiene que

T = (21 — 211, Y21 — Y11,0)

r1 = (11 + L,y11,0)

ry = (221 + L, y21,0)

&=(0,01)

T1a = (11 + L,y11,0) — (x11, 911, —1) = (L,0,1)

donde la posicion de los puntos 71 y 75 se tomo arbitrariamente sobre el eje de rotacién
de cada articulacion actuada. Por lo que

¢ =@ 11, = (0,0,1)7(L,0,1) = 1
’-r2 1 1
272 2 2

1
021—1+022—

— Cz1||7°||2 L% —0.25((221 — 211)* + (Y21 — ¥11)?)
||‘-" x 7| (w21 — 11)% + (Y21 — Y11)?

= £ (4L — (L(cos(qz) — cos(q1) +2))* — (L(sen(q1) — sen(q2)))?) .

Co2 =

Considerando que los puntos de interseccién estan dados por la ecuacién (3.27),
nétese que una de estas dos intersecciones dan las coordenadas del punto (z,, ym, 0),
es decir

Lcosqu L cosq
+ +
2 2

L (senq; — sen q2)\/4 L2—(L (cos gy — cosqr + 2))>—(L (senq; — sen ¢o))?

T =L +

+
2 \/(L (cosqa — cosqy +2)) + (L (senq, — sen gp))?
L sen ¢ L L se2nq2

L \/4L2 (cos ga—cos q1 + 2))*—(L (sen g;—sen ¢z ))*(cos ga—cos ¢ + 2)

Ym =

2 \/ (cos gz — cosqy 4+ 2))° + (L (senq; — sen ¢z))?

Mediante tornillos de velocidad y el mapeo exponencial restringido al plano
Una segunda manera de encontrar el MCDP es mediante la obtencion de tornillos
de velocidad y la aplicaciéon del mapeo exponencial restringirlo al plano, es decir,
mediante matrices de transformacién homogénea en el plano donde se omite la tercer

155



columna y la tercer fila. Los ejes de rotacién de ambas articulaciones tienen direccion
unitaria @ = [0 0 1]7, en seguida se muestra un punto sobre cada eje articular con lo
cual se obtiene el momento de la linea sobre cada eje articular y mediante el mapeo
exponencial se obtiene una MTH (ver 5.2). Para la pierna izquierda son

T10 0 R cosqu —senq; O
Pii=|Yo | =vi1=1]0 =Vl = | gen qu cosq; O
0 0 | 0 0 1
T11 L] R senf3y cospy L — Lsenf;
Po=|yn | =>v2=|0 e(A=5)Tz_ | _cos B1 sen 3y L cos 34
0 0 0 0 1
[1 0 L
H;0)=|0 1 L
0 0 1

Tog 0 R senqs cosqy 2L — 2Lsenqs
Pa=| Y20 | =va1=|—2L :>e(‘I2_?)\I’C” = | —cosqy sengq 2L cos qo
0 | 0 | |0 0 1
To1 [ L ~ senfBy cos Py L(2—cos fa—2sen fs)
Po=| Y| = va=|—2L =e®-8) %2 = | _cosfy senfly L(14+2cos fo—sen o)
0 | 0 | 0 0 1
1 0 L
Hy0)=|0 1 L
0 0 1

Realizando los productos H; :eQ&ile(BT%)@”Hi(O) y Hd:e(quf)‘Pdle(ﬁrg)@ﬂﬂd(O)
se obtiene

sen(qr + B1) cos(qr + f1) Lcos(q1) + Leos(qr + fr)
H; = | —cos(q1 + p1) sen(q1 + B1) Lsen(q)+ Lsen(q; + )
0 0 1
[ —cos(qa+ fB2)  sen(qz+ f2) 2L+ Lcos(qa) + Lcos(ga + S2)
Hy= | —sen(q + B2) —cos(q2 + f2) Lsen(qz) + Lsen(qz + f2)
0 0 1

Es decir, las coordenadas del punto (z,,, y,,) son

por la izquierda por la derecha
Lcos(q1) + Lcos(q1 + 1) =xm = 2L + L cos(qz) + L cos(qa + B2) (5.1)
Lsen(q1) + Lsen(q + B1) =ym = Lsen(qa) + Lsen(qa + 52)
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Resolviendo en matlab se obtiene que

51 = —q1 F 2atan2 (%)
bﬁl

52 = —Qq2 F 2atan2 (%)
bﬁz

donde
4 q2 —(tan ‘h tan% (Btan%—i—tan%).
, = Ettan 5 F tan 2 +\/ (4tan2q1 + tan z%tan2%2—2tan%tan%2+1) +
a1 24 2 1 q2
+ tan — tan tan? = tan —
an 9 an qi an 5 an 5
bs, :2(3tan 5 +tan2q21tan2q22 tan %tan%—i-l)
— 2 ol (tan 4 — tan 2) (3tan & + tan 2) -
= Etan 5 Ftan +\/ (4tan? 2 + tan? 2 tan® 2 — 2tan % tan 2 + 1)
q1 2 92 2 q1 q2
=+ tan — tan tan” —t
an 5 an 9 F tan 5 an — 5
q1 q1 q2
bs —2tan—<t = —t _)
9 an 9 an 5

Como puede observarse, los valores tanto de 3; como de (35 dependen tinicamente
de ¢1 y g2 por lo que al ser sustituidas en (5.1) y (5.2) se obtiene el MCDP.

Mediante el grupo Spin(2) x R?* La posicién de casa del érgano final en el me-
canismo de cinco barras se puede considerar como

HZ' = 2L61

Para trasladarlo al origen (con el objetivo de considerar luego la rotacién (1) se usa
la ecuacién (2.66) de donde

1 1
p;Hp; = (1 — §L€1€> (14 2Leje) <1 — §Lele>

1 1
= (1 — §Lele) <1 — §Lele + 2Lele)

3 1
=1+ éLele — §Lele =1+ Lee
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esta posicion obtenida se rota un dngulo 51 por lo que aplicando las ecuaciones (2.63)
y (2.62) se obtiene

T, P HipiT]h = <cos% -+ sen %8182) (1+ Leye) <cos% — sen %6162)
=1+ Lcospieie + Lsen 51ese (5.3)

Finalmente, regresando al punto inicial se tiene que

" 1 1
pi_lr/glpiHipfrglpi_l = (1 + §Lele) (1 + Lcos f1e1e + Lsen [31eqe) (1 + éLele)
=1+ Leje+ Lcospieie + Lsen f3iese

Ahora se aplica la rotacién de ¢; (en este caso no se requiere traslacion debido a
que ya estd en el origen)

—1 * % —1* %
ryP; TaPHipiTy P Ty, =

= (cos %+sen %6162) (14+Leje+L cos freje+Lsen Brese) (cos %—sen %el ez>
=1+ L(cosq; +cos(q1 + f1)) ere + L (senq; +sen(q; + f1)) ese (5.4)

Considerando ahora la cadena cinematica de la derecha se tiene que el punto a
rotar, en posicién de casa, puede considerar como H,; = (4L,0) alrededor del punto
(3L,0). Primero se traslada el punto a rotar al origen, es decir,

L L
p,Haip, = (1 — 5(361)6) (1+4Leee) (1 — §(3e1)e)
=1+ Leje.

A continuacién se rota este punto obtenido un angulo de fs para obtener (este
procedimiento se hizo en la ecuacién (5.3) pero para el angulo ()

T, P Hapyry, = 1+ Lcos frere + Lisen freze

Luego se traslada al punto de partida

* 3L 3L
pglrﬁapdﬂdpfﬁégp? = <1 + 76’16) (14 Lcos fre1e + Lsen freqe) (1 + 761€>
=1+ (3L + Lcos 33) e;e + Lsen frese

Para poder realizar la rotacion que genera ¢y se debe trasladar primero al origen el
punto de rotacion el resultado anterior, es decir,

popglrﬁzdedpflrEQp;l*pz =(1—Leje)(1+L(3+cos B2)eie+ Lsen freqse)(1— Leye)
=1+ Lcos freie + Lsen fBreze
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A continuacion se rota en ¢o de forma similar a como se hizo para la ecuacién (5.4)
con los angulos ¢; y 1, por lo que se obtiene que

rquopczlrﬁbpdHdprlrgngl*pzr22 =
=1+ L(cosqy + cos(qa + B2))ere + L(sen gz + sen(qs + [2))eqe

Finalmente se traslada a la posicién de partida

Py T 0uPoPs T Pallapir s, Py Py P, =
= (14 Leje)(1+L(cos ga+cos(gatP2))ere+L(sen gatsen(gz+52))eze)(1+ Ley e)
=14 L(2+ cosqy + cos(qz + P2))ere + L(sen gz + sen(gs + 52))ese

Las ecuaciones obtenidas son

por la izquierda por la derecha
L (cos g1 4 cos(q1 + (1)) =Ty = L(2 + cos g2 + cos(qz + 52))
L (senq + sen(qy + 1)) =ym = L(sen gz + sen(qa + 52))

Como puede notarse, estas ecuaciones coinciden con (5.1) y (5.2), por lo que, tanto

[1 como [ pueden calcularse empleando nuevamente MatLab para asi obtener el
mismo MCDP.

Mediante algebra geométrica conforme Debido a que una manera de resolver
el MCDP es mediante la interseccién de dos circulos, se comienza con el célculo de
la ecuacién de una circunferencia de radio [ y con centro en (a, b). Tres puntos sobre
una circunferencia de radio [ y con centro (a,b) son

xr = (CL + l)81 + b€2
To = aeq + (b + l)eg
3 = (a—l)e; + bey

Los puntos conformes correspondientes son (ver ec. (2.46))

1

Pi= (2[(a + L)ey + bes] + (a® + 2al + I + b*)n — )
1

Py =3 (2[aer + (b+ l)es] + (a® + b* + 2bl + I*)n — W)
1

P = 5 (2[(a — l)es + bes] + (a® — 2al + 1> + b*)n — m)
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Sustituyendo n y m se obtiene

1 1 1 1
Py = (a+1)e; + bey+ (§(a2+2al+12+62)>63+ <§(a2+2al+12+b2)> ei—5estse

1 2 2 2 1 2 2 2 1 1
P2 =ae; + (b + l)€2+ i(a +b°+2bl+1 ) es+ 5(@ +b“+2bl+1 ) 64—§e3+§64

1 2 2 2 1 2 2 2 1 1
Py =(a—1)e; + beat+ 5(oz —2al+1°4b") |es+ 5(a —2al+1°4b7) e4—§e3+§e4

El producto exterior P; A P, produce

1 1
P APy =— 5l(—2bl—|—a2—26a—b2+1—12)6163—5l(—b2+a2—1+2al+26a—|—l2)6263|—
1
+I(l4a+ b)ele2—§l(a2 + 12 —b* + 1 + 2ba + 2al)eses+l(a — b)eses+

1
— 5l(—2ba +a® —b* —2bl — I — 1)e ey

Mientras que el producto P, A P, A P, es decir, la ecuacién de un circulo dados
tres puntos es

P1 N P2 VAN Pg = — 12(1 — l2 + CL2 + b2)€16263 — 2&[26263€4+
— (=1 =1+ a® + b*)eiesey + 2bl*e ezey (5.5)

Regresando al problema de encontrar el MCDP de mecanismo de 5 barras se consi-
deran conocidos ¢; y g2 por lo que, con respecto a la figura (5.2), los puntos (211, ¥11)

y (37217 y21) son

r11 = L cos a1 To1 = 2L + L cos q2
y11 = Lsenq Yo1 = Lsen gy

De acuerdo con la ecuacién (5.5), los circulos centrados en (z1,y1) v (22, y2) (centros
arbitrarios) con radio L corresponden a

C, =(L* — L? — L*z] — L*y})e eze3 — 211 L’ eseseq+
+ (L* + L? — L*2? — L*y?)eiese, + 2y Le esey
CQ :(L4 — L2 — LQI'% — L2y§>6162€3 — 2I2L2€26364+

+ (L* 4+ L — L*23 — L*y3)eieses + 2y.Le esey
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La interseccién de ambos circulos estd dada por la ecuacién (2.56) por lo que

1
Cl N 02 25 (dual(02)01 + C’ldual(Cg))

=2LY(—a3 — y3 + yi + 27 )eres — 4L (o1 — Tay1)esey
+ 2L (—y1ys + i L® — yaL® — g1 4 Yo + Yoyt — Y125 + yox)eres+
+ 2L Yoyt + y1 — y2 + yort — 1oL’ + 1L — yixh — y1y3)erest
— 2L (—m1ys — w125 4 Ty + 21 L+ woy? — 2oL+ mox? — 11)egest
— 2L (—aywy — 2pL? — wyyh 4+ a1 L + 2y — o + 207 + 22y} esey

A este resultado sélo falta extraerle los dos puntos que lo forman. De acuerdo a las
ecuaciones (2.58) y (2.59)

o

o 1 s 1 °
P=—-(1+F), P=—-(1-F)
2 2
donde

F= %Cl N Ca, p= \/(($1—$2)2+(y1—y2)2) (4L2—(x1—x2)2—(y1—y2)2)

y siguiendo el procedimiento descrito por las ecuaciones (2.60) y (2.61) se llega a que
las intersecciones son:

i 2L4 (1 —y2) + 2L* (a::{’ + x% + (21 + 22) (41 — y2)2 — T122))
& — \/((w1—x2)2+(y1—92)2> (4L2—($1—$2)2—(yl—92)2) (5.6)
2L (xy — a1) + 2L (i + s+ (91 + ) (21— 2)” — mays)) '
| V(@@= —12)?) (AL —(21=22)* (11 —10)?)
[ 2L (2 + 25 + (z1 + 2) (11 — y2)° — 2122))
207 (y2 —y1) +
- 42 ~w) \/((x1—x2)2+(y1—y2)2) (AL%—(z1—22)*—(y1—y2)?) (57)
T ooy ey s PR ) () |
L \/(($1—x2)2+(y1—y2)2) (4L2—(x1—x2)2—(y1—y2)2)

Al final sé6lo se normalizan los resultados mediante el producto
o ; AL (21— 22)* + (11 — 12)°)
\/(($1—$2)2+(yl—y2)2) (4L2—(x1—:c2)2—(y1—y2)2)

Asi pues el modelo cinematico directo es

&I' bx

Tml = —3 ) Tm2 = —3
[}
&y by

Ym1 = —73 ) Ym2 = —3
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donde el punto (2, Ym:), ¢ = 1,2 son las dos intersecciones de ambos circulos. Nétese
que ya sélo es necesario determinar el valor que tomaran x1, y1, T2 Y2 en las ecuaciones

(5.6) y (5.7).

5.1.2. Robot de 3 g.d.l. planar

En la figura 5.3 se muestra el robot planar de tres grados de libertad, las variables
articulares son qi, ¢2 y g3 mientras que las variables de postura son la posicion del
érgano final z,,, y,, v su orientacién ¢ = q; + q2 + q3 — 7/2.

v

(Tm» Ym)

o886

l3

Figura 5.3: Mecanismo planar de tres grados de libertad.

Mediante tornillos de velocidad y el mapeo exponencial restringido al plano
El MCDP corresponde a encontrar x,,, y,, y ¢ en funcién de g1, g2 y g3, nétese que

¢ es

T

¢IQ1+Q2+Q3—§~
Para encontrar z,, v ¥y, se considera que la direccién de la linea sobre cada eje
articular es @ = [0 0 1]7, mientras que un punto sobre cada linea, y por lo tanto,
el momento de la linea correspondiente, asi como los elementos del grupo SE(2)
obtenido mediante el mapeo exponencial omitiendo la tercer fila y la tercer columna
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son

T1g 0 R cosq; —senqg; O
pi=| Yo |=0=|0 | =e"""=| senq; cosq 0
0 0 | | 0 0 1
T11 —1 ] ~ [ cosqy —sengqy —lisen g
Po=| Y11 | =>V2= 0 =e®2¥2= | sengy cosqy ljcosqy— I
0 0 | | 0 0 1
T19 —li— 1y R cOSq3 — sengs —lysen gz — ls sen g
ps=| y12 | =>v3= 0 =eBY3=| sengs cosqs l1cosqs— l1— lo+ Iy cosgs
0 0 0 0 1
0 1 0
HO=| -1 0 —lL—-1lb—1
0 0 1

El producto H = eq“f’le‘”‘f’?e%‘f’?’H(O) es

sen(q1+q2+qs)  cos(qit+qatqs) lasen(qi+ge)+1lsen(qr) + lssen(qi+ga+qs)
H=|—cos(q1+q2+q3) sen(qi+qa+q3) —lacos(q1+q2)— licos(q1)— lscos(q1+q2+q3)
0 0 1

por lo que
T = lasen(qr + g2) + lysen(q1) + Iz sen(q1 + g2 + ¢3)

Ym = —lacos(q1 + q2) — 11 cos(q1) — I3 cos(qr + q2 + g3)

Mediante el grupo Spin(2) x R? De acuerdo a la figura (5.3) el punto (2., ¥m)
en la posicién de casa estd localizada en H, = —(l; + Iy + l3)ea, y rota en el punto
—(l1 + l3)eq, por lo que éste dltimo punto se traslada al origen

2

=1- 13626

1 1
psH,p; = (1 + -(h + lz)€2€> (1—(l1+ 1+ 135)eze) (1 + 5(51 + 12)€2€>

Una vez en el origen se aplica la rotacion de g3

rq3p3Hop§r(’;3 = <COS% + sen %ele2> (1 —lzeqe) (cos% — sen %6162)

=1 —l3cos qzeqe + [3sen gze e
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Este punto obtenido se regresa a su posicion original
P33 Hopirisps ' =
— (1 — %(Zl + l2>€2€) (1+I3sen gzeje — I3 cos gzeqe) (1—%([1 + l2)€2€>
=1+ I3senqze;e — (I; + ls + I3 cos g3)eqe

El siguiente movimiento es una rotacion en el punto —l;es, para lo cual se traslada
este punto al origen

PoD; ' T 3Ps Hopi 7Dy ' D5 =
1 1
= (1 + 5826) (1 +I3sengsere — (I3 + Iy + I3 cos g3 )ese) (1 + 5[1828)
=1+ I3senqgzeje — (I + l3cos g3)eze
En esta posicion se aplica la rotacion de ¢
T2PsD5 ' TPs HoPirpy ' pariy =
= (cos %—i—sen %6162> (1+15 sen gzere—(la+13 cos g3)ese) (cos %—sen %eg@)
=1+ (I3sen(qa + q3) + lasengq) ere — (I3 cos(qa + q3) + I3 cos g2)eqe
Una vez rotado se regresa a su posicién original
—1 —1 * % —1* x_ % —1%
Dy TePaP3 Te3PsH oP3Ty3P3  PoT P2 =

1
= (1—§l1ege> (14+(I3 sen(qa2+q3)+1s sen gz ) e1e— (I3 cos(qa+q3)+lz cos g2 ) €ze€) -

1—1lee
5l1€2

=1 — (I3sen(q2 + ¢3) + lasen go)ere — (I + Iy cos g + 13 cos(qa + q3))eqe

Para aplicar la rotacion en ¢; no se requiere trasladar por lo que se aplica la rotacion
directamente

*

-1 -1 sk oo —1% ko ko —1% —
Tq1Po Tq2DP2P3 rq3p3Hop3"'q3p3 DoT Py Ty =

= <cos % + sen %€1€2> (1 — (Iysengs + l3sen(qa + gq3))ere+
—(l1 + Iy cos qa + l3cos(q2 + q3))ese) <cos% — sen %6162)

=1+(1y senq; +la sen(qi1+q2) s sen(qi+q2+q3) )ere+
—(ly cos q1+13 cos(q1+q2)+ +13 cos(q1 + g2 + q3))eze
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Por lo que el MCDP es

Ty = lisenq + lasen(q1 + ¢2) + l3sen(q1 + ¢2 + g3)
Ym = —lycosqr — lycos(q1 + q2) — Iz cos(q1 + g2 + q3)

5.1.3. Robot ficticio de 3 g.d.l. espacial

La figura 5.5 muestra un mecanismo de 3 grados de libertad sobre el cual se apli-
caron las ideas presentadas en este documento.

I
AL
Zs
X 2y I X;
— L

Figura 5.4: Mecanismo de 3 gdl. para estudio.

Para la cinematica directa se tiene que los pardmetros Denavit-Hartenberg son

Tabla 5.1: Pardametros geométricos del robot de 3 gdl espacial

1 a; dz (67} QZ
1 lQ ll 7T/2 a1
2 l5 l3 —7'('/2 o — 7T/2
3 0 Ili+ls 0 q3
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Las correspondientes matrices de transformaciéon homogénea son

cos(q1) 0 sen(q1) Ilacos(qr) sen(qz) 0 cos(q2) I5sen(ge
04 _ sen(q;) 0 —cos(q1) lasen(qr) L4 —cos(q2) 0 sen(ga) —I5cos(ga
! 0 1 0 I 0 I ls
0 0 0 1 0 0 0 1
cos(qs) —sen(gz) 0 0
24, — sen(gs) cos(qgz3) 0 0
0 0 1 L+
0 0 0 1
Por lo que
hit hiz hiz hag
H— ho1 has hos hoy
hsi has hss has
o 0 0 1
donde

hi1 = cos(q1) cos(gs) sen(gq) — sen(qy ) sen(gs)

hia = — cos(q3) sen(q;) — cos(q1) sen(gqz) sen(gs)

hiz = cos(q1) cos(q2)

hia =l cos(qq) + lzsen(qr) + cos(qq) cos(q2) (4 + lg) + I5 cos(q) sen(qz)
ha1 = cos(q1) sen(qs) + cos(gz) sen(qp) sen(go)

has = cos(q1) cos(gqs) — sen(qp ) sen(go) sen(gs)

has = cos(ge) sen(q)

hoy = lasen(q1) — I3 cos(q1) + cos(ga) sen(q1)(la + lg) + I5 sen(qy1) sen(gz)
ha1 = — cos(gz) cos(gs)

hsz = cos(gz) sen(gs)

hss = sen(qs)

hss = 11 + sen(qe)(ly + lg) — I5 cos(qa)

Mediante el producto de exponenciales Para calcular el MCDP se encuentran
los ejes de giro de cada articulacién y un punto cualquiera sobre estos ejes. Los vectores

unitarios en la direccion de cada eje articular son

0 0 1
w =01, wy=| —11, w3= |0
1 0 0
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Los puntos sobre cada eje articular son

0 Iy 0
D= 0 ; Dy, = 0 ) bs = _l3 (510)
0 l I — s

de acuerdo a la ecuacién (3.7), los elementos de SE(3) de cada articulacién son

cos(q1) —sen(q1) 0 0
a@; _ | sen(@) cos(qr) 0 0
entt = | ¥ A (5.11)
o 0 01
[ cos(qa) 0 —sen(qa) lisen(qa) — ly(cos(gz) — 1)
T 0 1 0 0
@2V — 5.12
¢ sen(qz) 0 cos(qe) —lasen(qe) — I (cos(q2) — 1) (5.12)
0 0 0 1
[ 1 0 0 0
ot _ 0 cos(qs) —sen(qz) sen(qs)(ly —I5) + I3(cos(qz) — 1) (5.13)
0 sen(gqs) cos(gs) Issen(gs) — (cos(gsz) — 1)(l1 —I5) '
00 0 1
[0 01 Lb+li+ls
o 10—
H(0) = 100 L1 (5.14)
0 00 1

El producto H = et ¥1e2¥2e0¥: i (0) tiene como elementos a:

Hy1 = cos(q1) cos(qz)

His = —cos(g3) sen(q1) — cos(qy) sen(qz2) sen(gs)

Hi3 = sen(q;) sen(gs) — cos(qy) cos(gqsz) sen(gz)

Hyy = lycos(qr) + l3sen(qr) + 4 cos(q1) cos(ga) + lg cos(q1) cos(qa) + l5 cos(q1) sen(ga)
Hy = cos(q1) cos(go)

Has = cos(qq) cos(gs) — sen(qy) sen(qz) sen(qs)

Hyz = —cos(q1) sen(g3) — cos(gqs) sen(q) sen(qs)

Hyy = lysen(qy) — I3 cos(qr) + 14 cos(qz) sen(qy) + lg cos(qz) sen(qq) + I sen(q ) sen(gz)
H3; = sen(gz)

H3s = cos(qz) sen(qs)

Hss = cos(q2) cos(qs3)

Hszy =13 — l5c08(q2) + lysen(gs) + lgsen(qo)
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Mediante producto de cuaterniones duales unitarios Para obtener el MCDP

se calculan los cuaterniones duales unitarios que de acuerdo a las ecuaciones (3.9) y
(3.10) son

cos (% —15 cos (‘1—1) — [y sen (q—l)
¢ _ 1 | cos (% n 1 1 lacos (%1 — [y sen (%1
01 V2 | sen (%) 02\/5 l1 cos (L) + lysen (L)
| sen (%1) l1 cos (%) — Iy sen (%1)
[ cos (%2 — %) [5 sen (%2) — I3 sen (%2) + I3 cos (%2) + [5 cos (%2)
¢ :L — oS (%2 — %) n 1| I3sen (%2) + 5 sen (%2) — I3 cos (%2) + I5 cos (%2)
12 V2 | —sen (%2—2) 4 | lssen (%2) —Izsen (&) — I3cos (£) — I5cos %2)
| sen (%2 — %) [3 sen (%2) + lssen (§) + I3 cos (%) — 5 cos %2)
cos (q23) —sen (%3) (Is + lg)
| o 1 0
§o3= 0 +o 0
sen (£) cos (L) (Is + ls)

sen (4 %) cos (5 + )

_| oo (g D)sen (- 1)
U7 cos(By ) eos (- %)
sen (% + 1) sen (4 + %)

y para la posicién

0
{ 0 } _ | {2 cos(q) +Issen(gr) +licos(qi)cos(gz) +lscos(qr) cos(ge) +15cos(qr) sen(gy)
P, lasen(qy) —l3cos(q1) +14c0s (go) sen(qy) +1scos(g2) sen (i) +Issen(q) sen(gy)
l1 — l5c08(go) +148en(go) + lgsen(qo)
5.1.4. Robot Mitsubishi PA10-7CE
La figura 5.5 muestra un mecanismo de siete g.d.l. llamado Mitsubishi PA10-7TCE
sobre el cual seran aplicadas tres metodologias para obtener el MCDP.

Mediante matrices de transformacion homogénea

Los pardametros DH se presentan en la tabla 5.2
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Mediante la ecuacién (3.2) y la tabla 5.2 se obtienen las MTH A, i=1, ..., 7,

las cuales son

OAl_

2A3_

4A5_

—cos(q)
—sen(q)
0
0

— cos(q3)
—sen(qs3)

—cos(g5)0 0 —sen(gs)
—sen(qs)

0
0

O = O O

—sen(q)
cos(q1)

cos(gs)
0

0

0
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—cos(q2)
— sen(qq)

0 —sen(q)
cos(qz)
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Tabla 5.2: Pardmetros Denavit-Hartenberg

1 a; dl o, 91
1 0 L @w/2 g+
2 0 0 7/2 g+
3 0 I w2 g+
4 0 0 7/2 g+
5 0 I3 ©/2 ¢+
6 0 0 7/2 ¢+

7T 0 Iy 7w/2 7
cos(gr) —sen(gr) 0
64, — sen(gr)  cos(gr) 0
0 1
0 0

7

Las ecuaciones del MCDP estdn dadas por el producto °A; = Hi_lAZ- cuyos

elementos para la orientacién son

0
A711

0
A721

0
A731

0
A722

0
A732

0
A733

=1

= — (3055157 — C1C5,C55357; — C1C4C75,5¢ — C3CsC751S5 + C1.525,5557+

+ 451535557 + +C75153545¢ — C1C5C3C 5557 — C1CC3C75,56+

— C1C5CC7 5585 — C1C5CsC15384 + —CyC5CsC7S153 + C1C,C3CLCsCy Cr
=C1C3C557 + C1C3C5C7S5 — C5C55,9357 — C1C4.535557 — CyC7515256+

— 107535456 + +5152545557 + C1C4C5CsC7 S5 — CoC3C1515557+

— (50307515456 — CoCsC15153S55 + —C5C5C751525, + CoC5C,C5CsCrSy
= — (50,0756 4 C5525357 + C5545557; — CoC5CsC7 Sy + C3C4.5955557+

+ C3C07525456 + CsC7525355 — C3C1C5CCr7.S2

=C105C5C7 — CyC5C75,155 — C1C4C755S5 — C1C3C65557 + C751525455+
+ C451525657 + C153545657 — C2C3C1 075155 — C1C1C5C65357+
+ 050351545657 + C2CS1535557 4 C5C515254.S7 — CoC3C4C5C6S157
=C5075255 + CyC754S5 + CaCySS7 + C5C1C7.5285 4+ CoCs5CSyS7+

— (352545657 — 52535557 + C3C1C5C.5257

=Cy041C — C3C5554 — C2C55456 + 52535556 — C3C1C5525%
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y para la posicién son

0A7,, =l2C1Ss + 1301048y — 13515354 + 130105038, + 15C1C4C4 Sy — 14C6S51 5354+
— [4C3515556 + [4,C1C5C3CSy — 1,C1C553555¢ — 1,C1C5555456+
— 14,C4C5515356 + 14C1C2C5C1C5.S

0A7,, =151y + 13C451S5 + 1301535, 4 15C,C55,Sy + 1404,C6.5,Ss + 14C1 CsS3S5,+
+ 1,C1C58556 + 1,CC5C51S4 + 14,C1C,C5555¢ — 14,C551.555556+
— 140551525456 + 1,C3,C3C4C5.51 56

0Ar,, =l + 1,Cs + 1,05,C4Cq — 15C3.595Sy — 14C5C65825, — 14,C2C554S + 145255555
— 14,C3C, (55556

donde se ha empleado la notacién C. para indicar la funcién trigonométrica cos(q.) y
S. para sen(q.).

Mediante el producto de exponenciales Cada vector unitario en la direccién
del eje de rotacion para cada articulacion son

0 0 0 0
W= 0|, Wo=|1], W3=[0], wu=1]1
| 1] | 0 ] | 1] 0
[0 ] [0 ] [0 ]
(:35: 0 ; "/‘36 = 1 5 (:}7 == 0 (515)
| 1] | 0 ] | 1]
Asimismo, los puntos sobre cada eje articular son
[0 ] [0 0 0
p= 0|, p=]0 |, p3= |0}, p= 0
| 0] | 0 L+ 1y
[0 ] [ 0 0
ps=| 0 |, pg= 0 , pr=10 (5.16)
| 0 | L+l + s 0

De acuerdo con la ecuacién (3.7), los elementos de SE(3) para cada articulacién
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son e®¥i i =1,..., 7,y para la configuracién de casa son
[ O, —S; 0 0] [ C, 0 S, —11.9;
eq1‘f’1 _ S Ci 00 qu\iQ _ 0 1 0 0
O 0 1 0|’ =S 0 Cy Li(1-Cy |’
0 0 01 0 0 O 1
[ C3 —S3 0 0] Cy, 0 S =Sy (I +12)
eqs\fjg _ 53 Cg 00 eq4(1}4 _ 0 1 0 0
0O 0 1 0|’ -S; 0 Cy —(Cy—1)(l1 + 1p)
0 0 01 0 0 O 1
[ C5 =S5 0 0] Cs 0 Sg —Se (Iy + Iy + 13)
050 _ Ss; Cs 00 oto¥s _ 0O 1 0 0
O 0 1 0|’ -5 0 Cs —(Co—1)(li+1l+13) |’
0O 0 01 0O 0 O 1
[ C; —S; 0 0] 1 00 0
¥ S; C; 00 010 0
V7 _ 7 7 _
=0 0 10 O 0 01w+ (5.17)
| 0 0 0 1] 0 00 1

7
De esta manera, el producto H(q) = (He‘”‘l’i> H(0) es el MCDP, el cual coincide
i=1

con el obtenido mediante MTH.

Mediante cuaterniones duales unitarios Los cuaterniones duales unitarios 1y,
i =1, ..., 7son calculados de acuerdo con las ecuaciones (3.9) y (3.10) asi como a la
tabla 5.2 de parametros DH, los cuales son
[ —Su ] [ —1Cy 2 ] [ S/ ] [ 0]
1 -5, 1 —LC 1 -8, 0
0, _ q/2 1vq1/2 1y, _ q2/2
= +o ) - 5 t+o
X1 V2 | Cap 2v2 | —liSq 2 X2 V2 | Cop 0
| Caz | | —115q,/2 | | Cap2 | | 0]
[ —5gs/2 ] [ —15Cq)2 ] [ —Squ/2 ] [0 ]
1 -5, 1 —1,C,, 1 -5, 0
2, _ q3/2 24g3/2 3y, q4/2
= +o C X = 5 to
X \/§ CQS/Q 2\/§ _l2543/2 X \/5 C1114/2 0
L CQ3/2 i L _Z2SQS/2 i B C’Q4/2 i B 0 i
[ _SIJ5/2 | [ _Z3CQ5/2 | [ _Sllﬁ/2 | [ 0]
1 -5, —13C, 1 -8, 0
4., _ q5/2 3Lq5/2 5+, _ 96/2
=— +o ) - 5 t+o
X \/§ C’¢115/2 2\/5 _13‘9(15/2 X \/§ OQ6/2 0
| Cos2 | | 13542 | | Cur2 | | 0]
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Cq7/2 _145’(17/2

0 0
6X7 O + O'é 0
547/2 Z4Cq7/2

El producto de estos cuaterniones produce el MCDP;, la parte vectorial de posicion
coincide con la obtenida mediante MTH. El cuaternién de orientacién es demasia-
do extenso para ser escrito pero se puede comprobar que coincide con la matriz de
rotacion obtenida mediante cuaterniones unitarios, es decir

" +e—es—e2 216 — ne3) 2(nex + €1€3)
R(n,€) = 2(nes +€16a) M —€r+es—€es 2(ex€3 — ney)

2(e1€3 — Mer) 2(ner +e2e3) NP — € — 3+ €

5.2. Modelado cinematico inverso de postura

El MCIP se aplicé al mecanismo de 5 barras y al robot planar de 3 g.d.l. mediante
los subproblemas de Paden-Kahan y geometria conforme.

5.2.1. Mecanismo de 5 barras

Mediante los subproblemas de Paden-Kahan Para obtener el MCIP del me-
canismo de 5 barras se hace uso nuevamente de los subproblemas de Paden-Kahan
vistos en la seccién 3.2.1. Las variables dadas son la posicién del érgano final, es decir,
(T, Ym) v las variables a encontrar son ¢; y go.

O O

Figura 5.6: Soluciones al modelo cinematico inverso del mecanismo de 5 barras.

La cadena cinemadtica izquierda se resuelve usando las ecuaciones (3.24), (3.25) y
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(3.26), y considerando a 7, = [0 0 — 1] y 7y = [z, ym — 1] se tiene que

r= [xm Ym O]Ta

re=[L 0 0],

ry = [2pm + L ym 0]7,

o=1[00 17,
ra=[L00"=[00 —1)"=[L 0 1),

donde L es la longitud entre los ejes de rotacion, es decir, la distancia de los eslabones,
mientras que la posicion de los puntos r; y ry se puede seleccionar adecuadamente
sobre cada eje articular, por lo que

(=@ r,=[00 1L 01" =1,
»—12 1 1

@=GRE 2T 3

1
co1 =1+ =

ﬁlurw \/B — 0.25(x%, +42)

Hw xr|? T+ U
La solucién para la pierna izquierda es

m == Ym \/4L2_$m2_ym2 Ym £+ Tm \/4L2_xm2_ym2
T11 = —7~ ) Y11 = = )
2 2V T2 + ym? 2 2 /T2 + Y2

por lo que

Ym . Tm \/4L2 — 2 —ym2

2 2 2 2
¢1 = atan Tm” + Ym
T Ym \/4 L2 - xm2 - ym2
2 2/ Tm? + Y

Para la pierna derecha se tiene que

Y \JAL? — (2L —20)’ — yu? 1
3
23/2L = 2)* + y?
| QL) AL~ (2L~ 2,)} — g2
Yar =5 F
2\/(2L—xm)2+ym2

r91 =2LF

)

2
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por lo que

| QL) AL~ (2L —2,) — g2
EZF
2/ 2L~ 2,) + yu?
ym\/4L2—(2L—xm)2—ym2 1

2LZF + -
21/ 2L — 2)° + yur? 2

g2 =

Mediante algebra geométrica conforme La ecuacién (5.5) es la ecuacién de
un circulo centrada en el punto (a,b) y de radio L, de manera que para encontrar
las cuatro soluciones al MCIP se consideran los siguientes pares de circulos y las
ecuaciones (5.6) y (5.7)

1. Circulo centrado en (0,0) y radio L y circulo centrado en (2, ym) y radio L.

2. Circulo centrado en (2L,0) y radio L y circulo centrado en (z,,, ym) y radio L.

5.2.2. Robot de 3 g.d.l. planar

Mediante los subproblemas de Paden-Kahan En el MCIP del mecanismo pla-
nar de tres grados de libertad se busca encontrar el valor de las variables articulares
q1, ¢2 y g3 en funcién de las variables de postura z,,, ¥, v ¢. Como se puede apreciar
en la figura 5.7 dados (z,,, Ym, ¢) se encuentran x3 y y3 como 3 = x,, — Lcos(¢) y

Y3 = Ym — Lsen(¢), por lo que

_ (ym_y3>
qs = atan | ————
Tm — X3

Figura 5.7: Solucién al MCIP del mecanismo de 3 g.d.l. planar.
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Para encontrar x5 y y» se emplea el subproblema de los ejes paralelos de Paden-
Kahan, mediante las ecuaciones (3.24), (3.25) y (3.26), y considerando ar, = [x; y1 —
"=000 —1)" yry=[z3 y3 — 1]7 se tiene que

[
ry=[L 0 0]"
T2:[$3+L Y3 O]T
@=[001"

ra=ri—7r,=[L00"-00 —1"=[L 01"

donde L = [ = Iy = [3 de acuerdo a la figura 5.3 es la longitud entre los ejes de
rotacién, es decir, la longitud de los eslabones, mientras que los vectores de posicion
1y T2 se pueden seleccionar adecuadamente sobre los ejes articulares, por lo que

¢ =@ 11, =1[0,0,1][L,0,1] = 1
2-12 1 1

2= SRE "2 2

1
021:1‘1‘52:5

e [PBIl [P 025(3 +43)
[&xrl? A+

I3 __ Y3 \/4[/2—%32—932

asi pues

To =

2 2 \/w3? + y3?

Ys | T3 \/4L2—x32—y32
Y2 = o + 5 5
24/x3* +y3

Una vez obtenidos x5 y 9 se calcula ¢; como

T2
¢, = atan (—) .
Y2

Notese que el angulo ¢; se mide a partir de la vertical, por lo que el argumento del
arcotangente se tomo invertido. Para calcular ¢s se usa

T
QQ:¢—§—Q1—Q3-
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Mediante algebra geométrica conforme Dado ¢ se puede calcular las coorde-
nadas de z3 y ys. Las intersecciones de los circulos centrados en (zy,y;) = (0,0) y
(x3,ys) se encuentran con las ecuaciones (5.6) y (5.7), de esta manera se obtienen las
coordenadas de (z3,y2) con los cuales se pueden obtener las dos soluciones al MCIP
como en el caso anterior.

5.3. Modelado cinematico directo de velocidad

5.3.1. Robot ficticio de 3 g.d.l. espacial
Mediante MTH

A partir de las MTH obtenidas en (5.8) se obtienen las matrices de rotacién °Ry,
'Ry v 2R3 ademds del vector de posicién del origen del marco ¥; con respecto al marco
de referencia X, es decir, °p;, empleando el MCDP se pueden obtener los vectores

°Pi_1n, = °Py — °Pi_1- Asl pues, se tiene que
0 sen(qy) cos(qy) cos(qo)
zo=|01|, z1=1| —cos(q1) |, z2= | cos(q)sen(q)
1 0 sen(qs)

Asimismo, los vectores de posicién del origen de cada marco coordenado con res-
pecto al marco fijo son

[ (I +16) cos(q1) cos(ga)
*p3 = | (la+1s) cos(go) sen(qy)
(la + ls) sen(go)
Iy +1s
Iy, — cos(q1) cos(qa) + I3sen(qy) + I5 cos(q1) sen(gs)
3 (l4 + lg) cos(gqa) sen(q1) — I3 cos(q1) + 5 sen(qy) sen(qz)
(la + l6) sen(qz) — s cos(gz)
[ (14 + l6) cos(q1) cos(qz) + Iy cos(qr) + I3 sen(qy) + 5 cos(q1) sen(go)

ps = | (l4+ 1) cos(qz) sen(q1) — I cos(q1) + l2sen(qr) + I3 sen(qy) sen(go)
li + (Iy + lg) sen(qa) — 5 cos(qz)
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Por lo que las columnas de la matriz jacobiana de acuerdo a la ecuacién (3.30) son

[ I5cos(q1) — (Is + lg) cos(qz) sen(qy) — lysen(q1) — Issen(qy) sen(gqo)
(14 + lg) cos(q1) cos(ga) + la cos(q1) + Iz sen(qy) + 5 cos(qr) sen(go)

0
J = 0
0
L 1 -
[ 15 cos(q1) cos(qz) — Iy cos(qr) sen(gz) — g cos(q1) sen(gz) |
l5 cos(q2) sen(q) — lysen(q:) sen(qgz) — lg sen(q1) sen(qa)
g Iy cos(q) + lg cos(qz) + I5sen(qz)
2 sen(q;)
—cos(q1)
L. O -
- 0 }
0
0
T —
> | cos(q1) cos(ga)
cos(qz2) sen(q1)
| sen(q2) |

Mediante tornillos de velocidad

Dados los vectores de direccién y los puntos sobre los ejes articulares (5.9) y (5.10)
se obtienen los tornillos de velocidad normalizados (3.34) los cuales son

0 0 1
0 —1 0
-~ 1 -~ 0 -~ 0
1/)1 - 0 ) ¢2 - ll ) ¢3 0
0 0 Iy — s
| 0 | | — 2 | 3]
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Al aplicar la ecuacién (3.32) se obtiene lo que se conoce como jacobiano del manipu-

lador el cual tiene por columnas a los vectores

[0 ] [ sen(qi) |

—cos(q1)

—~1 O

Y2 = L1 cos(q1)

l1sen(q)
Iy

cos(q1) cos(gz)
cos(qz) sen(q1)
3 sen(s)
3 Issen(qy) — 1y cos(ge) sen(qy) — I3 cos(q1) sen(qo) + l2 sen(qy) sen(gs)
l1 cos(q1) cos(qz) — l5 cos(qr) — la cos(qq) sen(ga) — I3 sen(qy) sen(gz)
I3 cos(qo)

-~/

P =

OO O = OO

Finalmente, el jacobiano geométrico se obtiene mediante la ecuacion (3.31) y coin-
cide con el obtenido mediante MTH.

Mediante cuaterniones duales unitarios

Aplicando la ecuacién (3.35) el jacobiano geométrico coincide con el obtenido me-
diante MTH por lo que tampoco se reescribira.

5.3.2. Robot Mitsubishi PA10-7TCE
Mediante MTH

Siguiendo los pasos escritos para la obtencién del jacobiano geométrico para el caso
del robot ficticio de 3 gdl se puede llegar a los siguientes elementos para el jacobiano
geométrico correspondiente al robot Mitsubishi PA10-7CE, los cuales se escriben a
continuacion:

J171 =0
J271 :O
Jg}l :O

Ja1 =145556(C25153 — C1C3) — S1S2(lp + 1304 + 14(C4Cs — C55456) )+
— (C1S3 4+ CoC351)(S4(l3 + 14C) + 1,C1C5S6)

Js51 = — 145556(C1C2S5 + C351) + C1S3(la + I3Cy + 14(CCs — C55,456) )+
— (8183 — C1C5C5) (S4(l3 4 14Cg) + 14C4C5S6)

Js1 =0
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Jioa=—5

Joo =C

Js0 =0

Jia =lCyCy + Cy (CoCy — C55554) (I3 + 14Cs) — 1,C1C5.S6(CaSy + C3CSo)+
+14C1.85555556

Js2 =201 + S1(C2Cy — C35584) (I3 + 14C6) — 14C55196(Ca Sy + C3C4S5)+
+ 14515295955

Jo.2 =11C256(5355 — C3C4Cs5) — (C4Sy + CoC384) (Is + 14Cs) — Sa (I + 14C55456)

Ji13 =C15,
Jo3 =515
J33 =Co
Ju3 =145156(5355 — C3C1C5) — Su(C1CS5 + C351) (Is + 14Co)+
— 14,C1C586(C355 + C4C555)
J53 =(C1C5 — C95153) (14C4C5S6 + Sa(ls + 14Cs)) — 145556(C1S5 + C2C357)
Jo,3 =525354(l3 + 14Cs) + 145256(C5.S5 + C4C553)

Jia=— (C381 + C1C4.S5)

Jo 4 =C1C3 — C.5153

J34 =5253

Jua =(5183 — C1CC5)[14C58,S — Cu(ls 4 14Cs)] — C1S:[S4(l3 + 14Cs) + 14,C1C5.S6]
5.4 =(C183 + C2C581)[Cu(ls + 14Cs) — 14C55456) — 15254 (I3 + 14Cs) + 14C4C5.Sg]
Jo.4 =15C556(C5595y — CoCy) — (I + 14C6) (C5C1S2 + C254)

J15 =C1C1S + S4(C1CC5 — 5155)

Jo5 =C815s + S4(C2C3S1 + C1.S3)

J35 =C2Cy — (3525,

Ju5 =1456[C1(525455 — Co(C5S5 + C3C41S5)) 4+ S1(C15555) — C3C5)
Js,5 =14596[51(525455 — Ca(C553 + C3C4S5)) — C1(CyS3S5 — C3C5)]
Jo5 =1456[C55253 + S5(CaSy + C3C457)]
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J16 =C1[S25455 — Co(C5S5 + C3C4S5)] + S1(C1S355 — C3C5)

Jog =51[525455 — C2(C3C4Ss5 + C583)] — C1(CyS355 — C3C5)

J36 =C55295 + S5(C5C4S5 + C2.5y)

Jue =l4(C1C2C5 — 5153)(C4C5Cs — S4S6) — 14CsS5(C1C2.S3 4+ C351)+
— 14C195(C5C6 Sy + CySy)

Js.6 =l4(C1.S5 + CoC351)(C4Cs5Cs — SuS6) — 14CsS5(C25153 — C1C3)+
— 145155(C5C6Sy + CySe)

Jo,6 =1452[C6S5355 — C5(C4C5Cs — S456)] — 14Co(C5CsSy + CySe).

Mediante el producto de exponenciales

Dados los vectores de direccion de los ejes articulares (5.15) y los puntos sobre los
ejes articulares (5.16) se obtienen los tornillos de velocidad normalizados

0 0 0 0
0 1 0 1
-~ 1 -~ 0 n 1 - 0
1/)1_ 0 ) ,’7b2_ _ll ’ 17/)3_ 0 ) 77/)4_ _11_12
0 0 0 0
| 0 | 0 ] | 0 ] i 0 ]
_0_ - - _O_
0 1 0
-~ 1 -~ 0 -~ 1
¢5_ 0 ) ’lpG_ _ll_l2_l3 ) 1/)7_ 0
0 0 0
| 0 i 0 ] | 0 |

Empleando las MTH (5.17) obtenidas mediante el mapeo exponencial se pueden
obtener las matrices de tamano 6 x 6 dadas por (3.33) y mediante la ecuacion (3.32) se
pueden obtener las columnas del jacobiano del manipulador, finalmente, empleando
el MCDP y la ecuacién (3.31) se obtiene el jacobiano geométrico el cual coincide con
el obtenido mediante MTH.

Mediante cuaterniones duales unitarios

Se puede emplear el MCDP obtenido a partir de cuaterniones duales y mediante
la ecuacion (3.35) se puede obtener de manera directa el jacobiano geométrico el cual
también coincide con el obtenido mediante MTH.
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Capitulo 6

Aplicacién al modelado dinamico
de robots

6.1. Modelado dinamico inverso

6.1.1. Robot ficticio de 3 g.d.l. espacial

En esta seccion se muestra el modelado dinamico del robot serial mostrado en la
figura 6.1 mediante las metodologias de Newton-Euler, de Lagrange y de tornillos.
Los parametros DH se muestran en la tabla 5.1, notese que se han definido I3 = I7+ 15,
lg = lg + lyg, m3 = my + mg y mg = mg + myg, pues la longitud /3 contribuye con
la longitud [; al primer eslabén y con lg al segundo eslabén, similarmente para las
demas cantidades definidas.

127 ma “ }/1

mq ZO
Yo
l5,m5 I f }/2
Zy
X2y \
’ ‘ 167 me !)(3

l47m4 Ilg+l10,m9+mlg
Figura 6.1: Mecanismo de 3 gdl para estudio.
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Mediante Newton-Euler

Las MTH estédn dadas por las ecuaciones (5.8), de esta manera se pueden obtener
las matrices de rotaciéon necesarias para los calculos siguientes son:

0R1 = 0141(1 . 3, 1: 3), 0R2 = ORllRQ
1R2 = 1142(1 : 3, 1: 3), OR3 = 0R22R3
Ry =2A5(1:3,1:3),
Los vectores de posicién entre los origenes de marcos sucesivos (ver figura 4.3)
07"0’1 = OAl(l . 3,4), 07‘0’2 = OAQ(l . 3,4)
07“1’2 = 1A2(1 . 3,4), 07‘073 = 0A3(1 . 3,4)
07”273 = 2A3(1 . 3,4)

Para calcular los centros de masa se usan los siguientes vectores de posicion de las
masas de cada eslabon. Para el eslabén 1

—lg lc2 - l2 0
1p1 = lcl - ll ) 1p2 = 0 ) 1p7 = 0 )
0 0 lc7
1 ]' 1 1 1
miy = My + Mo + My, P = m_(ml p1+m2 p2+m7 p7)
17
Para el eslabén 2
—l5 —l5 lc5 - l5 0
py=|ls—ls |, *py= 0 , ’ps = 0 , ’po = 0 ’
O lc4 l4 l4 + lcQ

1
Mag = Mg + My + M5 + Mg,  2Puy = m—(m42p4 + m5>ps + ms>Pg + Mo’Dy)
49

y para el eslabén 3

0

3 _
P = 0 )
lero — l1o
3 1
Me10 = M10, Pe; = ——(m1oPyo)
me10
De esta manera los centros de masa con respecto al marco > se calculan mediante

0 _op. 1 0 _0p.2 0 _0p.3
D= Ry'p., Do 0 = Ry™Peo, D33 = R3°p.s,
0 — Op 40 0 — O, 4 0 0 — Oy 40
Do = Tor D.is "Poc2 = To2 DPco2y "Pocez = To03 Ds-
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Las condiciones iniciales para aplicar la formulacién de Newton-Euler son

1“)1

Ve

0 0 0 0 0
0 |, %Wo=1[01], vo=]01|, %=01], 90=10
—g | 0 | | 0 | 0 0
[ 0 ] [0 ] 0
OZO = 0 s 121 = 0 s 222 = 0
|1 | 1] 1
Los valores de las velocidades y aceleraciones del eslabén 1 son (ecs. (4.10-4.15))
[0 0 —la?
=@ |, 'on=|a@ |, o= 0 ;
| 0 0 —laga
I (].%(ZZml +ma(ly — le2)) .2 Lz
— by + 0
mi + Mo + My mi + Mo + My
= B 0 ) y g1 = )
G1(lamy +ma(la — leo)) iy — lermady 0
L mi + Mo + My 2 mi + Mo + My

Para el eslabon 2 son

Wo =

gs =

—q1 cos(qz) q1g2 sen(gz) — g1 cos(gz)
_42 ) 2(.;)2 - _q.Q )
| dusen(qo) g1 sen(gz) + g1da cos(qz)

[ lB(leen(%) +416?200S(Q2)) —QQ(Z542+Z341008(C]2)) —lzq% sen(qg) —l5cﬁsen(q2)2
ladih +15(Gisen(qz) +¢1Gacos(ga) ) +d1cos(q2) (Isga+13¢1c0s(q2) )+ 3¢ sen(ga)?
| UsGa+13(Gicos(g2) —drdesen(qe)) — 7 cos(qz) (la+15 sen(gz)) +13¢1G2 sen(gs)

g cos(qz)
0

—gsen(q)

el valor de 2v. se ha omitido por su extension.
Para el eslabon 3 son

gs =

[ —gosen(gz) — 1 cos(gz) cos(gs)

1 cos(qz) sen(gs) — g2 cos(qs)

43 + ¢1 sen(gz)

[ —sen(gs)(Ga — ¢13 cos(qz)) — cos(gs)(Gads + G cos(gz) — 12 sen(ga))

sen(q3)(Gags + G1cos(qz2) — Gigz2 sen(qz)) — cos(gs) (G2 — G1G3 cos(qz))

s + G sen(gz) + G142 cos(gz)
g cos(qz) cos(qs)
—g cos(gz) sen(gs)

—gsen(gz)
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el valor de 203 y de 30,.3 se han omitido por su extension.

Las condiciones iniciales referentes a las fuerzas aplicadas sobre el érgano terminal
son

0 0
*fas=101, *nuz=|0
0 0

Los vectores de fuerza de cada eslabon se han omitido por su extension.
Las ecuaciones de la matriz de inercia son

M(1,1) =(2lal5(mg + mig) + 2alsms) sen(qa) + 2 Iss + l3my + l3ms + l3my + B3ms+
+ I3my + [3mg + l3mg + l3mg + l3myg + [3mg + 13mag + [2mg + [Zmyo+
+12mg 4 12my + Boms + omy + ymg 4+ P12 + 3oy )2 — 31ss 4 Bmist
+ Bmg + Bmyo — lgmg — lgmlg + lgmlo + l%omlo + lf4m4 — lzf)mg)—l—

+ Zomg + 29ma0 + CLiy — 2 1x9) cos(2q3) /2 + 2lulgmao + 2l4li0mio+

+ 2lgliomio + 2lalegmg — 2l4ler0mao — 2lsleiomio — 2lioleomao] cos(ge)’+
+ (2lalyms + 2lslymg + 2l5lgmag + 2lslgmag + 2lsl10mg + 2leleama+

+ 2lslegmg — 2lsl10mag) cos(qe) + 2l3lsmg — 2l3l.gmg — 2lgl.gmsg—+

+ (lals(mo + mao) + Ismao(ls + l10) + lales + lsleomo — l5lc10mao) sen(2gso)

M(1,2) =(lsmio(lero — la — ls — lio) — lsmg(ly + leg) — I3lcamy — l3lyms) sen(ga)+
+ ((CI; — 1) sen(2q3) /2 + lslsmg + I3lsmyg + l3lsms) cos(go)

M(1,3) =*133 sen(gz)

M(2,1) =(lsmio(lero — la — ls — lio) — lsmg(ly + leo) — I3lcamy — l3lyms) sen(ga)+
+ ((*I; — 1) sen(2q3) /2 + lslsmg + I3lsmyg + l3lsms) cos(go)

M(2,2) =31 +212) /2 + 5 (ms+ mo+ mag) + 2(mg+ mag) + (I3 + By+ 120)mio+
+ 2ymy + Pams + ymg + (Ploy — 2111) cos(2q3)) /2 + 2lulgmio+

+ 2l4li0mao + 2l6li0mao + 2l4lcomg — 2l4lci0mag — 2l6lci0mio — 2liple10mao

— N N N
I
w

< o
w
wn
D
]
—~
=)
[\&]
SN—

Las ecuaciones de la matriz de fuerzas centrifugas y de Coriolis son algo extensas
y no se escribiran pero pueden obtenerse a partir de los simbolos de Christoffel.
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Mientras que el vector de gravedad es

0
g((La(ms +mg + mag) + (I — lio + lero)mao + leama + legmg) cos(ga)+
+(I5(mg + mag) + lesms) sen(qz))
0

9,=

Mediante Euler-Lagrange

Las energias cinéticas son
K1 =¢ ((I3+15)m2+2llomamz+1Zma+" Lo o (ma+mz+1))m1) /(2(mi +ma+my))
Ky =q1((la+1552)C1+1351 — (mgSi(ls —leg) / (ma+ms+mg+mg H
+ C1Co(lyms + Lymg + leamy + lgmg)) / (my + ms + mg + mg)+
— (C1S5(lsmy + lsms + Ismg — lesms)) /(Mg + ms + mg + mg) )+
— (251 (lams S — lsmsCy — IsmgCy + LymgSo+
+ LeamaSa + lgmg S2)) / (ma + ms + mg + myg))? (ma + ms + ms + mg) /2+
+ (q1(12S1 — 13C1 + 155152 + (msgCi(ls — leg))/(my + ms + mg + mg)+
+ CoS1 (lyms + lymg + legmag + lgmo)) /(Mg + ms + mg + mg)+
— (S152(lsmy + lsms + lsms — lsms)) /(Mg 4+ ms + mg + mg) )+
+ (g2C1(Iyms Sy — lesmsCo — lsmgCy + 1ymgSa+
+ loamy Sy + legmgSs)) [ (my 4 mis 4 mig 4 mg))? (My )2 + ms /2 + mg/2+
+mo/2) + (*ho2dy) /2 + (C1hadiC3)/2 + (CLs01S3)/2+
+ (5 (ma/2 + ms/2 +mg/2 + mg/2) (lsmsCq + IymgCy+
+ loymyCy + LgmgCy + l5mgSy + lesmsS2)?) /(my + ms + mg + mg)?
K3 =(mio(¢a(l5C2S1 — S155(ly + 1) + S1.92(lo — lero))+
+ G1(LCy + 1381 + CLCa(ly + 1) + 15C155 — C1Ca(lip — leo)))?) /2
+ (m10(4i (1281 — 1301 + C2S1(ls + lg) + 155192 — C251 (1o — o))+
— 2(15C1Co — C19a(ly + lg) + C1.S2(lio — Leao)))?) /2+
+ 2 I33(ds + 4152)(d3/2 + (41.52)/2) + (maod3 (Cally + )+
+ 1582 — Ca(lio — 1610))%)/2 + 11,1 (4255 + 1C2C5)((4253) /2+
+ (11C2C3) /2) + *155(42C3 — 1C255) ((42C3) /2 — (41C253) /2)
Las energias potenciales son
Uy =g(lyma + lymq + lamy)
Uy =g(limy + lyms + lymg + lymg — lsmgCly — lismsCo+
+ lymsSs + 14mgSa + leamySs + LgmgSs)
Us =gmao(ly + Sa(ly + lg) — I5Cy — Sz(l10 — le10))
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Y el lagrangiano es
L=K +Ky+K3—U —U;—Us.

Al desarrollar las ecuaciones se llega a los mismos valores para 7; por lo que las
ecuaciones no se reescribiran aqui,

Mediante el empleo de tornillos

Los vectores unitarios en la direcciéon de cada eje y un punto sobre cada eje son

0 0 1
&\Jl - 0 y (:\22 - —1 5 (:33 - 0 5
1 0 0 |
0 Iy 0 |
pr=101[, p,= 0 , D3 = —l3
0 l 1 — s
Los tornillos son asi
[0 ] 0 ] [ 1
0 -1 0
~ 1 ~ 0 -~ 0
,lvbl - 0 ) ¢2 - ll ) ¢3 - O
0 0 I — s
| 0 i -1, ] i I3 ]

Las matrices de transformacion homogénea correspondientes son

cos(q1) —sen(q;) 0 0
Vi _ sen(q1) cos(qr) 0 O
0 0 1 0|’
0 0 01
[ cos(q2) 0 —sen(q) lisen(q) — la(cos(qz) — 1)
e _| 010 0
sen(gz) 0 cos(qa) —lasen(ga) —li(cos(qz) — 1) |’
0 0 0 1
[ 1 0 0 0
oVsas _ 0 cos(qs) —sen(gs) sen(gs)(ly —15) + l3(cos(gs) — 1)
0 sen(gs) cos(qs) I3sen(gqs) — (cos(qs) — 1)(lh — I5)
0 0 0 1
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le

N3:

Las matrices de posicién de casa para cada centro de masa son

10 0 —(l2m1 -+ m2(12 — lcg))/(m1+m2—|—m7)
G| |00 <1 —(mu(h—La))/ (- ma-tmy)
q1=0,pc1 01 0 (lc7m7>/(m1 +mg —i—m7) ’
(00 0 1
[ 0 01 —(l5m4—|—l5m8+m5(l5—lc5))/(m4—|—m5—|—m8—i—m9)
oV2az _ |1 0 10 (ms(ls—les))/(ma+ms+ms+myg)
42=0,pc2 —1 0 0 (mo(latleg)+lyms+loamys)/(my+ms+mg+mg) |’
| 0 00 1
[0 0 1 0
s o 10 0
43=0,pc3 =1 0 0 lao—lwo
0 00 1

Las matrices de momentos de inercia de tamano 6 x 6 son

(1L, 0 0 0 0 0 T
0 'Ly O 0 0 0
0 0 1l 0 0 0
0 0 0 m1+m2+m7 0 0
0 0 0 0 mi1+mo+my 0
L 0 0 0 0 0 mi1+meo+my ]
2L, 0 0 0 0 0 T
0 2L, 0 0 0 0
0 0 20 0 0 0
0 0 0 | my+ms+mg+mg 0 0
0 0 0 0 ma+ms+mg—+mg 0
L 0 0 0 0 0 ma+ms+mg—+mg i
(3, 0 0] 0 0 0
0 3Ly 0] 0 0 0
0 0 3| 0 0 0
0 0 0 mio 0 0
0 0 0 0 mio 0
0 0 0| 0 0 my |

El movimiento de los tornillos de velocidad con respecto al marco de la base son
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(ver ec. (4.49)):

- [ sen(q1) ]

— cos(q)

~ 0

Yol q2) = [y cos(q1)

[y sen(q)
—1,

cos(q1) cos(qa)

cos(qz) sen(q1)

- _ sen(qs)

Wald, a2, 43) = l5sen(q1) — 1 cos(gz) sen(q) — I3 cos(qr ) sen(go) +1> sen(gr ) sen(go)

l1 cos(q1) cos(qz) — 5 cos(q1) — Iz cos(q1) sen(ge) — I3 sen(qr ) sen(qz)
I3 cos(q2)

<
S
—~
<
'S
N—
I
coor oo

Las matrices de inercia vistas en el marco >, se calculan mediante la ecuacién
(4.50). Finalmete mediante el producto

T
M11—¢1(N1+ °Ny + N3)1/’

~T
Mo =, (°Ny + N3>¢
Ms 5 = ¢3( )

~T
My, = 1!’2 (°Ny + Ns)‘/’
Ms, = 1#3 (ONs)

~T
Ms o = 1, (ON?,)

La matriz de inercias que se obtiene mediante estas ecuaciones coincide con la
obtenida anteriormente, asi pues se pueden emplear las ecuaciones (4.47) y (4.48)
o mediante los simbolos de Christoffel, en cualquier caso, se obtienen las mismas
ecuaciones que anteriormente.

6.1.2. Robot Mitsubishi PA10-7TCE

Mediante Newton-Euler

Debido a que las ecuaciones del Robot Mitsubishi PA10-7CE son muy extensas, se
prefirié escribir el programa que las calcula
syms ql q2 q3 q4 g5 q6 q7 111213 14 lcl lc2 lc3 lcd 1eh 1c6 IcT ml m2 m3 m4 ...

md mb m7 qpl qp2 qp3 qp4 qpd qp6 qp7 qppl qpp2 qpp3 qpp4 qppd5 qppb qppT. ..
T111 71122 1133 1211 1222 1233 1311 1322 1333 I411 1422 1433 1511 1522. ..
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1533 1611 1622 1633 1711 1722 1733 g

al =0;,a2=0;,a3=0;,ad4d =0;,ad =05, a6 = 0;, a7 = 0;

dl =11;,d2=0;, d3=12;,d4=0;,d5=13;, d6 = 0;, d7 = l4;

alfl=pi/2;,al f2=pi/2;,al f3=pi/2;,al fA=pi/2;, al f5=pi/2;,al f6=pi/2;...
al f7=0;

thl = ql + pi;, th2 = q2 + pi;, th3 = q3 + pi;, thd = q4 + pi;, thd = ¢5 + pi; . ..
th6 = ¢6 + pi;, th7 = qT,;

MO01 = [—cos(ql), 0, —sin(ql), 0; —sin(ql), 0, cos(ql), 0; 0, 1, 0, I1; 0, 0, 0, 1];
M12 = [—cos(q2), 0, —sin(q2), 0; —sin(q2), 0, cos(q2), 0; 0, 1, 0, 0; 0, 0, 0, 1];
M23 =[— cos(qS), 0, —sin(q3), 0; —sin(q3), 0, cos(¢3), 0; 0, 1, 0, 2; 0, 0, 0, 1];
M34 = [—cos(q4), 0, —sin(q4), 0; —sin(q4), 0, cos(q4), 0; 0, 1, 0, 0; 0, 0, 0, 1];

M45 = [—cos(gb), 0, —sin(g5), 0; —sin(gb), 0, cos(¢b), 0; 0, 1, 0, 13; 0, 0, 0, 1];
M56 = [—cos(g6), 0, —sin(g6), 0; —sin(g6), 0, cos(¢6), 0; 0, 1, 0, 0; 0, 0, 0, 1];
MG67 = [cos(qT), —sin(qT), 0, 0; sin(q7), cos(q7), 0, 0; 0, 0, 1, 14; 0, 0, 0, 1];

MO02 = simpli fy(MO1 x M12);
MO03 = simpli fy(M02 x M23);
MO04 = simpli fy(MO3 x M34);
MO05 = simpli fy(MO04 x M45);
MO06 = simplify(MO5 x M56);

);

MOT = simpli fy(MO06 x M67

I

9

Y

RO1 = simplify(MO1(1:3,1:3));
R12 = simplify(M12(1 : 3,1 : 3));
R23 = simplify(M23(1 :3,1:3));
R34 = simplify(M34(1:3,1:3));
RA45 = simplify(M45(1 : 3,1 :3));
R56 = simplify(M56(1 :3,1:3));

:3,1:3));

R02 = simplify(R0O1 * R12);
R03 = simplify(R02 x R23);

R04 = simplify(R03 x R34);

RO05 = simpli fy(R04 x R45);

R06 = simplify(R05 * R56);

RO7 = simpli fy(R06 x R6T);

r001 = MO1(1: 3,4);, r012 = M12(1 : 3,4);
r023 = M23(1 : 3,4);, r034 = M34(1 : 3,4);
r045 = M45(1 : 3,4);, 7056 = M56(1 : 3, 4);
r067 = M67(1 : 3,4);
r002 = simpli fy(M02(1 )
r003 = simplify(MO3(1 : 3,4)
r004 = simplify(MO04(1 : 3,4)
r005 = simpli fy(MO5(1 : 3,4)

(
(
(
E
R67 = simpli fy(M67(1
(
(
(
(
(
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7006 = simplify(MO6(1 : 3,4));
r007 = simpli fy(MO7(1 : 3,4));
R10 = transpose(R01);
R20 = transpose(R02);
R30 = transpose(R03);
R40 = transpose(R04);
R50 = transpose(R05);
R60 = transpose(R06);
R70 = transpose(R07);
R21 = transpose(R12);
R32 = transpose(R23);
RA43 = transpose(R34);
R54 = transpose( R45);
R65 = transpose(R56);

(

I

RT76 = transpose(R67);

pcll = [0; —lcl; 0];, pe22 = [0; 0; [c2];, pe33 = [0; —1c3;0];, pedd = [0; 0; lc4];

pchb = [0; —1cb; 0];, pc66 = [0;0; —Ic6];, pcT7 = [0;0;1cT — 14];
pc01l = simplify(ROl * pcll);, pc001 = 7001 + pcO11;
pc022 = simpli fy(R02 x pc22);, pc002 = r002 + pc022;
pc033 = simpli fy(R03 x pc33);, pc003 = r003 + pc033;
pc044 = simpli fy(R04 x pcdd);, pc004 = r004 + pc044;
pc055 = simpli fy(R05 % pcbb);, pc005 = 7005 + pc055;
pc066 = simpli fy(R0O6 * pc66);, pc006 = 7006 + pcO66;
pc077 = simplify(ROT % pc77);, pc007 = r007 4 pc077;

Inl = diag([I111, 1122, I133]);, In2 = diag([1211, 1222, 1233));
In3 = diag([I311, 1322, 1333]);, Ind = diag([T411, 1422, 1433]);
Inb = diag([I511, 1522, I533));, In6 = diag([I611, 1622, 1633]);
In7 = diag([IT711, 1722, I733));

r11 = [0;11;0];, r22 = [0;0;0];, 733 = [0;12; 0];, r44 = [0;0; 0];
rb5 = [0;13;0];, 766 = [0;0;0];, 77 = [0; 0; 14];

P

rcll = pcll;, rc22 = pc22;, re33 = ped3;, rcdd = pcdd;, redd = pebi; . ..

rc66 = pc66;, rc77 = pciT;

90 = [0;0; —g];

w00 = [0; 0; 0];, v00 = [0; 0; 0];, wp00 = [0; 0; 0];, vpOO = [0;0; 0];
200 = [0;0; 1];, 211 = [0;0; 15, 222 = [0;0; 1];, 233 = [0;0; 1]; ..

244 = [0;0; 1];, 255 = [0;0; 1];, 266 = [0;0; 1], 277 = [0;0; 1];

wll = R10 * (w00 + 200 * gpl);

wpll = R10 * (wp00 + 200 * gppl + cross(w00, z00 * gpl));

vpll = R10 % vp00 + cross(wpll, r11) + cross(wll, cross(wll, r1l));
vpcll = vpll + cross(wpll, rell) 4 cross(wll, eross(wll, rell));

gl = R10 * g0;
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w22 = R21 * (w1l + 211 * gp2);

wp22 = R21 * (wpll + 211 % gpp2 + cross(wll, z11 * qp2));

vp22 = R21 x vpll + cross(wp22,122) 4 cross(w22, cross(w22,r22));
vpc22 = vp22 + cross(wp22,rc22) + cross(w22, cross(w22, rc22));

g2 = R21 * g1;

w33 = R32 * (w22 + 222 x qp3);

wp33 = R32 * (wp22 + 222 % qpp3 + cross(w22, 222 * qp3));

vp33 = R32 % vp22 + cross(wp33,1r33) + cross(w33, cross(w33, r33));
vpe33 = vp33 + cross(wpd3, re33) + cross(w33, eross(w3d3, re33));

g3 = R32 x g2;

w44 = R43 * (w33 + 233 * qp4d);

wpdd = RA3 * (wp33 + 233 * qpp4 + cross(w33, 233 * qp4));

vpdd = RA3 x vp33 + cross(wpdd, rdd) + cross(wdd, cross(wid, rdd));
vpcdd = vpdd + cross(wpdd, rcdd) + cross(wid, cross(wdd, redd));

g4 = RA43 x g3;

wbhh = RH4 * (wdd + 244 * qpb);

wpbb = RH4 * (wpdd + 244 * qppb + cross(wid, 244 * qp5));

vphh = R54 x vpdd + cross(wpbb, r55) + cross(wbs, eross(wbb, rbb));
vpcehb = vpbb + cross(wpbs, rebb) + cross(wbb, eross(wbb, rebb));

g5 = RbH4 * g4;

w66 = R65 * (wbb + 255 * qpb);

wpb6 = R65 * (wphb + 255 * qppb + cross(wbH5, 255 * qp6));

vp66 = R65 * vpbb + cross(wp66, r66) + cross(w66, cross(wb6, r66));
vpcb6 = vp66 + cross(wpb6, rc66) + cross(wb66, cross(wb6, rc66));

g6 = R65 * gb;

w77 = R76 * (w66 + 266 * ¢p7);

wpT7 = R76 * (wp66 + 266 * qpp7 + cross(w66, 266 * qp7));

vpT77 = R76 % vp66 + cross(wpT7,r77) + cross(w77, cross(w77,r77));
vpcTT = vpTT + cross(wpT7,rcTT) + cross(w77, cross(w77,rc7T));

g7 = RT6 * gb;

f787 = [0;0;0];, n787 = [0; 0;0];

fa77 = —mT x vpcTT,

na77 = —In7 x wpT77 — cross(w77, InT * w77);

f776 = fT787 — m7 % g7 — fa'T,

n776 = n787 + cross(r77 + rc77, f776) — cross(rci7, f787) — na’7;
F676 = R6T * [776;, n676 = R6T % n7T76:

fab6 = —mb x vpc66;

na66 = —Inb * wpb6 — cross(w66, Inb * w66);

f665 = f676 — mb6 x g6 — fab6;

n665 = n676 + cross(r66 + rc66, f665) — cross(rc66, f676) — nabo;
£565 = R56 % f665;, n565 = R56  n665;
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fabb = —mb x vpchb;

nabb = —Inb % wpbd — cross(wb5, Inb * wbH5);

f554 = f565 — mb x gb — fabb;

nb54 = nb65 + cross(rbb + rebb, f554) — cross(rebb, f565) — nabb;
F454 = RAD % [554:, nd54 — RAS % n5b4;

fadd = —md x vpcd4;

na44 = —Ind x wpdd — cross(wid, Ind x wid);

F443 = FA5A — md « g4 — fadd:

n443 = ndb4 + cross(rdd + rcdd, f443) — cross(rcdd, f454) — nad4,
£343 = R34 % f443:, n343 — R34  nd43;

fa33 = —m3 x vpc33;

na33 = —In3 x wp33 — cross(w33, In3 * w33);

1332 — £343 — m3 * g3 — fa33;

n332 = n343 + cross(r33 + rc33, f332) — cross(red3, f343) — na33;
£232 = R23 % £332;, n232 = R23 * n332;

fa22 = —m2 x vpc22;

na22 = —In2 x wp22 — cross(w22, In2 * w22);

f221 = 232 —m2x g2 — fa22;

n221 = n232 + cross(r22 + rc22, f221) — cross(rc22, f232) — na22;
£121 = R12 % £221;, n121 = R12  n221;

fall = —m1 x vpcll;

nall = —Inl x wpll — cross(wll, Inl * wll);

£110 = £121 —m1* g1 — fall;

n110 = nl121 + cross(rll + rcll, f110) — cross(rcll, f121) — nall,;
f010 = RO1 % f110;, n010 = RO1 * n110;

taul = (transpose(n010) x z00);

tau2 = (transpose(nl2l) x z11);

tau3 = (transpose(n232) * z222);

taud = (transpose(n343) x z33);

taub = (transpose(n4b4)

taub = (transpose(nb565) * z55);
tau? = (transpose(n676) x z66);

Comparacién entre el modelo existente y el modelo propuesto

En el laboratorio de Mecatrénica y Control del Tecnolégico Nacional de México
/ Instituto Tecnolégico de La Laguna se cuenta con el modelo dindmico del robot
Mitsubishi PA10-7CE, sin embargo, difiere del modelo aqui presentado principalmente
por la consideracion en la distribucion de las masas y, por lo tanto, en los parametros
dindamicos del robot mismo, dichos parametros se muestran en la tabla 6.1. En la

tabla 6.2 se pueden apreciar los centros de masa considerados en este trabajo de tesis.
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Tabla 6.1: Comparacion de la distribucién de masas en trabajos reportados

, Masa [kg] reportada por
Eslabon Mazuca Ramirez Martinez
1 9.28 11.8 9.29
2 4.51 2.41 10.76
3 5.64 11.38 2.97
4 2.04 2.35 4.86
5) 2.61 5.33 3.08
6 2.07 2.61 2.07
7 1.62 3.12 1.05

Tabla 6.2: Localizacién de los centros de masa

Distancia [m]

Eje X Eje Y Eje Z
0 -0.1564351978 0
0 0 0.06362825279
0 -0.1036700337 0
0 0 0.04845679012
0 -0.1122305195 0
0 0 -0.042
0 0 -0.048

Basados en el trabajo de (Wronka y Dunnigan, 2012) se consider6 que las matrices
de momentos de inercia (donde todos los elementos tienen unidades de [kg - m?])

tienen la siguiente forma

0485 0 0

0 0.0471 0

0 0 0.00817

[ 0.0485 0 0
0 0.0471 0

0 0 0.00817 |

[ 0.0102 0 0
0 0.0102 0
0 0 0.00281 |

[ 0.329 0 0 0.
[1 - O 00476 0 ,IQ ==
0 0 0.313
[ 0.0692 0 0
I; = 0 0.0139 0 I, =
0 0 0.05882 |
[ 0.0692 0 0
I = 0 0.0139 0 I =
0 0 0.05882 |
[ 0.00459 0 0
I, = 0 0.00459 0
0 0 0.000719
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donde se consider6 que I, coincide con I, y que I3 coincide con I5 debido a su parecido
geométrico.

A continuacién se muestra una comparacién entre el modelo empleado en la tesis
(Castandn, 2017) y el modelo aqui presentado, haciendo las variables g3 =0, g3 =0y
Gz = 0 y omitiendo el tercer renglon y tercer columna de las matrices M y C' ademas
del tercer elemento del vector g, debido a que en esa tesis se bloqueo el tercer motor
para que funcionara como un robot de 6 g.d.l.

La comparacion del par requerido de los motores 1 y 2 a continuacion:

Motor 1 Motor 2
1.5 : : : : 80 : : : :
Propuesta 60 I Propuesta |
1 Existente Existente
T
| 20
= 0
— -20
<
A 40
-60
-1 ! : : -80 : : : :
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
tiempo [seg] tiempo [seg]

Figura 6.2: Pares ejercidos por los motores 1y 2.

La comparacion del par requerido por los motores 4 y 5 se muestran a continuacion

Motor 4 Motor 5
30 . o 0.6 . .
Propuesta
20 4 0.4 Existente

S 10 4 S 0.2
| |
Z. 0 1 Z 0
= -0 ] =02
A Ay

-20 Propuesta -0.4

Existente
_30 1 1 i 1 _06 1 L L L
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50

tiempo [seg] tiempo [seg]
Figura 6.3: Pares ejercidos por los motores 4 y 5.
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La comparacién del par requerido por los motores 6 y 7 se muestran a continuacion

Motor 6 Motor 7
0.8 : : : : 0.3 : : :
Propuesta | Propuesta
Existente 0.2 Existente R
| T |
> 0 N A/\ AN,
= N/ v VAN
So01}
[a
02!l
‘ ‘ ‘ ‘ -0.3 ‘ ‘ ‘ ‘
10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
tiempo [seg] tiempo [seg]

Figura 6.4: Pares ejercidos por los motores 6 y 7.

También se obtuvo el modelo dindmico también por las metodologias y se obtuvie-
ron las mismas ecuaciones, sin embargo el tiempo de calculo en MatLab fue mucho
mayor, por lo que se prefirié inicamente mostrar los resultados obtenido mediante el
método iterativo de Newton-Euler.
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Capitulo 7

Conclusiones

7.1.

Aportaciones del trabajo

Enseguida se enumeran las aportaciones de esta tesis:

1.

Se llevd a cabo el andlisis de diferentes métodos para obtener el modelado ci-
nematico directo de postura de manipuladores seriales, de entre los cuales se
encuentran a) el propuesto por Denavit y Hartenberg y estd basado en matrices
de transformaciéon homogénea, b) el método denominado producto de exponen-
ciales (PoE por sus siglas en inglés) y c) el producto de cuaterniones duales
unitarios. Se compararan cualitativamente estos métodos y se sugirié la obten-
cion de los parametros D-H a partir de las las coordenadas Pliicker de la linea,
lo cual, hasta donde se pudo investigar, no habia sido reportado en la literatura.
Se aplicaron estos métodos a los robots mostrados en el capitulo 5.

Se estudiaron los métodos de Newton-Euler itrerativo, Euler-Lagrange, ademas
de la aplicacién de los tornillos de velocidad y de momentos para obtener el
modelo dindmico de un robot manipulador serial. Se aplicaron estos métodos
a un robot ficticio y al robot Mitsubishi PA10-7TCE que se encuentran en el
laboratorio de Mecatronica y Control de la Divisén de Estudios de Posgrado
e Investigacién. Mientras se aplicaba al robot Mitsubishi PA10-7CE se pudo
encontrar una distribucién de masa errénea (desde el punto de vista del autor
de esta tesis) lo cual modifica a su vez los pardmetros dindmicos del mismo, se
propuso su correccion.

Aunque en este trabajo de tesis no se logré abordar la teoria de control se par-
ticipo en prueba de estabilidad de un controlador de un péndulo esférico basado
en una representacion de estados no minima, esta participacion se muestra en
el apéndice A. Esta participacién resulté en un articulo de revista.
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4.

Se aplicé el punto de Fermat al modelado cinematico y dinamico del robot
paralelo tipo 3-CUP, se realizé6 una comparacién cuantitativa entre los modelos
analiticos obtenidos y simulaciones numéricas llevadas a cabo en SolidWorks
Motion con el objetivo de validar los modelos. Los resultados se muestran en el
apéndice B. Esta aportcion también resulté en un documento que se ha sometido
a revision en una revista de prestigio.

Se propone homogeneizar algunos operadores empleados en la metodologia de
tornillos. La notacién encontrada en la literatura, por lo general, mezcla dimen-
siones matriciales de distintos tamanos en productos que no pueden realizarse
a menos de que se consideren los isomorfismos correspondientes, por ejemplo,
con los operadores relacionados con la representacion adjunta.

Como resultado de todo lo anterior, hasta la fecha se tienen las siguientes publica-
ciones y trabajos sometidos:
Articulos de revista

R. Campa, I. Soto y O. Martinez, Modelling and control of a spherical pendulum
via non-minimal state representation, Mathematical an Computer Modelling of
Dynamical Systems, DOI: 10.1080/13873954.2020.1853175, Vol. 27, No. 1, pp.
3-30, 2021.

O. Martinez, . Soto y R. Campa, “Mathematical modeling of a 3-CUP parallel
mechanism using the Fermat point”, Mechanism and Machine Theory, Vol. 161,
DOI: https://doi.org/10.1016/j.mech-machtheory.2021.104326, 2021.

Articulos de Congreso

O. Martinez, N. Juarez, R. Campa y J. Sifuentes. Avance en el desarrollo de
una interfaz para planificacién de tareas del robot moévil Create 2. Memorias
del IV Congreso Internacional de Robotica y Computacion. Cabo San Lucas,
B.C.S., mayo 2017.

O. Martinez y R. Campa. Analisis comparativo de metodologias para el mode-
lado cinematico de manipuladores robdticos. Memorias del XX Congreso Mexi-
cano de Robdtica, Ensenada, B.C. septiembre 2018.

O. Martinez y R. Campa, Revisién de tres métodos para el modelado dinamico
de manipuladores seriales, Memorias del XXI Congreso Mexicano de Robdtica,
Manzanillo, Colima, noviembre 2019.

O. Martinez y R. Campa, Comparing Methods using Homogeneous Transforma-
tion Matrices for Kinematics Modeling of Robot Manipulators, 7th International
Symposium on Multibody Systems and Mechatronics (MuSMe 2020 pospuesto
para el 2021), Coérdova Argentina, 2021.
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7.2. Trabajo futuro

El trabajo que quedé pendiente de este trabajo de tesis y que se deja como trabajo
futuro se resume a continuacion:

= Aplicar las técnicas estudiadas al MCIP de robots paralelos.

= Continuar con el estudio de la dinamica de cuerpos rigidos, en particular, con
el modelo dindmico de robots mediante la dindmica hamiltoniana, abordando
temas de geometria simplética.

= Estudiar y aplicar las aplicaciones de la geometria a sistemas robdticos con
restricciones no holénomas.

= Estudiar y aplicar las técnicas de control de robots basadas en la teoria de
grupos y algebras de Lie.

= Analizar las aplicaciones que tienen los puntos notables en mecanismos paralelos
de plataforma triangular movil de geometria variable.
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Glosario

This document is incomplete. The external file associated with the glossary ‘main’
(which should be called Tesis_Omar_03.gls) hasn’t been created.

This has probably happened because there are no entries defined in this glossary. If
you don’t want this glossary, add nomain to your package option list when you load
glossaries-extra.sty. For example:

\usepackage [nomain] {glossaries-extra}

This message will be removed once the problem has been fixed.
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Simbolos

This document is incomplete. The external file associated with the glossary ‘sym-
bols” (which should be called Tesis_Omar_03.sls) hasn’t been created.

Check the contents of the file Tesis_Omar_03.slo. If it’'s empty, that means you
haven’t indexed any of your entries in this glossary (using commands like \gls or
\glsadd) so this list can’t be generated. If the file isn’t empty, the document build
process hasn’t been completed.

You may need to rerun KTEX. If you already have, it may be that TEX’s shell escape
doesn’t allow you to run makeindex. Check the transcript file Tesis_Omar_03.1log.
If the shell escape is disabled, try one of the following:

» Run the external (Lua) application:

makeglossaries-lite.lua "Tesis_Omar_03"

» Run the external (Perl) application:

makeglossaries "Tesis_(Omar_03"

Then rerun KTEX on this document.
This message will be removed once the problem has been fixed.
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Apéndice A

Modelado y control de un péndulo
esférico mediante una
representacion de estados no
minima

A.1. Introduccion

El denominado péndulo esférico es una generalizacién del péndulo planar simple
(también es conocido como péndulo 2-dof, debido a la cantidad de grados de libertad
que posee). Consiste de una varilla delgada montada sobre una base mediante una
articulacion universal (ver figura A.1). La aplicacién més comun de tal mecanismo es
como un péndulo invertido, en cuyo caso la articulacién universal no es actuada y la
base se mueve sobre un plano horizontal. Se puede encontrar una gran cantidad de
articulos de investigacion en la literatura referente al control de este tipo de péndulo
invertido. En (Campa et al, 2020) se considera que la base del péndulo es fija y que la
articulacién universal es impulsada mediante torques ademas de ser completamente
actuada. Para tal sistema, el modelado es muy simple, y las formulaciones de con-
trol tipicas (como la regulacién y el seguimiento de desplazamientos angulares) son
triviales cuando se usan las dos coordenadas de la articulaciéon universal del péndulo
(es decir, ¢ y 0 en la figura A.1) como las variables a ser controladas. Pero, como se
muestra mas adelante, el uso de un conjunto de coordenadas no minimas resulta en
un problema de control interesante incluso para el péndulo de dos gdl. El objetivo
de (Campa et al, 2020) es mostrar la aplicacién de los cuaterniones unitarios para
obtener una descripcién de estados no minima de tal sistema, y luego emplear los
estados no minimos para disenar un controlador basado en la dinamica inversa para
realizar tareas de regulacion.
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Figura A.1: Coordenadas de configuracién de un péndulo esférico.

A través de este apéndice se hace uso la siguiente notacion A, {A} y Ay {A} para
indicar los eigenvalores minimo y maximo, respectivamente, de una matriz simétrica
A(x) € R™" para toda € R". La norma euclidiana del vector € R" se define
como ||x|| = Va&Tx. Asi mismo, para una matriz simétrica A(x), se tiene que su
norma espectral || A(x)|| se define como (Kelly et al, 2005):

[A(@)[| = max{|M(2)], [Aa(2)], .- |An(@)]} (A1)

donde \;(x) es el i-ésimo eigenvalor de la matriz A(x), para un & € R™ dado.
De esta manera, se pueden establecer las siguientes férmulas ttiles con normas:

A AHyl? < y" A()y < A{AYlyl*, vy € R (A.2)
la cual es conocida como el teorema de Rayleigh-Ritz, y

—lA@)llllyllllz]l < y"Az)z < [[A@@)|yll=z], Vy.z€R" (A.3)

Nétese que si el vector v(x) = 0 que aparece en la ecuacién (1.1) se establece para

todo tiempo t > t,, entonces también se tiene que ¥ = —~(ax) = 0. Conversamente,

4 (x) = OVt > t,, implica que la restriccién es y(x) = k, donde k£ € R" es un vector
constante y » = m — n es la cantidad de restricciones holénomas, se cumple para
toda t > t,. Para los cuaterniones unitarios se tiene que la restriccién holénoma es
i+ ele—1=0.

Algunas propiedades ttiles que cumple la ecuacién (2.13) para toda x, y, z € R?
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son las siguientes:

Ax)' = A(—=x) = —A(z), (A.4)
Az +y)z = A(x)y + A(x)=, (A.5)
AMz)y = —A(y)z, (A.6)
A(x)z =0, (A7)

y A(z)y =0, (A.8)
z'A(y)z = 2" A=)y, (A.9)
AMz)Ay) = yx" —x"yl;. (A.10)

A.2. Estabilidad de Lyapunov sobre variedades

En esta seccién se presentan algunos conceptos basicos y teoremas relacionados
con la teoria de estabilidad de Lyapunov cuando son aplicados a sistemas dinamicos
definidos sobre variedades de la forma

M"={xcR":v(x)=0¢cR"}, (A.11)
Considerando el sistema general
z(t) = f(x(t),t), x(t)e M"CR™, Vt>t, (A.12)

donde x(t) representa el estado del sistema en el tiempo ¢, y el campo vectorial
f:M" xR — T,M", el cual se supone que es continuamente diferenciable (o al
menos Lipschitz localmente, por lo que se asegura una unica solucién para todas
las condiciones iniciales) sobre M™, y asocia un vector & del espacio tangente T, M"
a cada punto € € M" en el tiempo t. Las condiciones iniciales para (A.12) son
x(t) = x(t,) = x, y t = t,, donde t, es el tiempo inicial.

Si la funcién f no depende explicitamente de t, esto es f(x(t),t) = f(x(t)), en-
tonces el sistema (A.12) se dice que es autdnomo; de otra manera es un sistema no
autonomo.

Si M™ = R"™ (con n = m) entonces T,M" =R™ , f: R™" xR — R™, y (A.12) se
convierte en

&= f(x(t),t), =(t)eR™, Vt>t, (A.13)

el cual es la formulacién bien conocida de un sistema dinamico definido sobre un
espacio euclidiano. De esta manera un sistema de la forma (A.13) puede ser visto
como un caso particular de (A.12), cuando M™ = R™.
Una variedad M™ C R™ se dice que es una wariedad itnvariante para el sistema
(A.12) si:
x, = x(t,) € M" = x(t) € M", Vt > t,.
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También nétese que un sistema dindmico de la forma (A.12), el cual se define so-
bre una variedad M™ C R™, puede ser tratado como un sistema de la forma (A.13),
definido sobre R™, si la condicién inicial x, pertenece a M" y este es una varie-
dad invariante para (A.13). En otras palabras, si se puede probar que una variedad
M™ C R™ es invariante para un sistema dindmico dado & = f(«,t), se puede ana-
lizar la estabilidad de tal sistema como si este fuera definido en R™ y sujeto a las
correspondientes m — n restricciones holénomas «(x) = 0, para toda t > t,.

Para verificar la invarianza de una variedad dada para un sistema dinamico, el
siguiente resultado es tutil:

Lemma 1. Considérese: (a) el sistema dindmico

donde x(t) € R™, f : R™ x R — R™, para toda t > t,, y (b) la variedad M™ C R™,
definido como
M'={zxecR:~v(x)=0ec R""}.
Si
()
Ox
para toda @ € M", y para toda t > t,, entonces

flx,t) =0 R™™

x(t,) € M" = x(t) € M", Vt > t,.

Entre los conceptos basicos en la teoria de Lyapunov el de equilibrio de un sistema
dindmico juega un papel central.

Definicién 1. Considérese un sistema de la forma (A.12). Un vector constante
T € M™ se dice que es un punto de equilibrio de tal sistema si f(x,t) = 0, para toda
t>t,.

Las siguientes dos definiciones, se refieren a la estabilidad del equilibrio:

Definicién 2. Un punto de equilibrio T es estable (en el sentido de Lyapunov) si,
para cada ¢ > 0y cada t,, existe un nimero real §(¢,) > 0 tal que ||z(t,) —Z| < d(t,)
implica que ||x(t) — Z|| < o, para todo t > t,. Més atn, el punto de equilibrio es
uniformemente estable si §(t,) puede ser independientemente seleccionado de t,.

Un equilibrio el cual no es estable se dice equilibrio inestable.

Definicién 3. Un punto de equilibrio T es (uniformemente) asintdticamente estable
si es (uniformemente) estable y existe un ¢’ > 0 tal que ||x(t,) — x| < ¢’ implica que

lim x(t) ==. (A.14)

t—o0

Maés atin, el equilibrio es globalmente (uniformemente) asintéticamente estable si es
(uniformemente) estable y (A.14) se cumple para todo x(t,) € M™.
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El concepto de estabilidad habitual en la literatura de control no lineal se formula
para sistemas dinamicos definidos sobre espacios euclidianos, donde la norma eucli-
diana (o métrica euclidiana) se emplea como medida de la distancia entre cualesquiera
dos vectores. Mds aun, es comun realizar un cambio de variables con el objetivo de
trasladar el origen & = 0 al equilibrio analizado; esto es posible por que todos los
puntos en un espacio euclidiano tiene las mismas propiedades, y usualmente simplifica
el andlisis de establidad.

La generalizacion de la teoria de estabilidad de Lyapunov a sistemas definidos so-
bre variedades involucra: (a) reemplazar la métrica euclidiana con la correspondiente
métrica para la variedad, y (b) evitar la traslacién del equilibrio al origen, debido
a que puede ocasionar un incremento innecesario en la complejidad del anélisis (es-
pecialmente para variedades simétricas tales como las (hiper)esferas centradas en el
origen). Para enfatizar las propiedades de estabilidad de un equilibrio en particular
(no necesariamente en el origen del espacio de estados), algunos autores emplean
frases tales como “localmente estable en una vecindad de o alrededor del equilibrio”.

En este apéndice, sin embargo, se considera que el sistema dinamico bajo analisis
es definido en R™ (aunque perteneciente a la variedad invariante M™ C R™), se
usara la norma euclidiana como métrica, pero también se permitira la existencia de
puntos de equilibrio fuera del origen. Estos aspectos son tomados en consideracién en
la siguiente definicién de funciones de Lyapunov para el analisis de equilibrio sobre
variedades.

Definicién 4. Una funcion V : M™ x R — R se dice que es una funcion positiva
definida localmente alrededor del equilibrio € € M™ si es continua, V(Z,t) = 0, y
existe una constante r > 0 y una funcién W7 : Rt — R* de clase K (es decir,
continua y estrictamente creciente), tal que Vt > t,, v ||z — x| < r

Vie,t) = Wi((le — ).

V(x,t) es una funcién negativa definida localmente alrededor de ® si —V(x,t) es
definida positiva localmente alrededor de . Mas ain, V es decreciente localmente
alrededor de ® € M™ si existe una constante r > 0 y una funciéon W5 de clase K tal
que Vt > t,, vy |le —Z| <r

Vi, t) < Wy(||lz —zI]).

Todas las propiedades establecidas en la Definicién 4 son globales si son validas para
todo @ € M™. Mas atn, si V(x,t) es independiente de ¢, es decir, si V(x,t) = V(x)
entonces V() es globalmente decreciente alrededor de .

La mayoria de los teoremas como los de Lyapunov, incluyendo aquellos para siste-
mas no auténomos, pueden ser formulados sobre espacios métricos en general.

Teorema 1. El equilibrio & del sistema (A.12) es localmente/globalmente unifor-
memente asintéticamente estable si existe una funcién V' positiva definida decrecien-
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te localmente/globalmente alrededor de Z tal que V es definida negativa localmen-
te/globalmente alrededor de .

Para la determinacién de inestabilidad se tiene el siguiente teorema

Definicién 2. El equilibrio Z del sistema (A.12) es inestable si existe una funcién
V.: M™ x R — R tal que:

1. V.(z,t) = 0, para toda t > t,.
2. V.(z,t) es decreciente alrededor de Z.

3. Ve(x,t) > W(c), donde W(x) es una funcién continua , tal que W(x,) > 0,
para alguna x, € M™ arbitrariamente cercano a .

4. V.(x,t) es definida positiva alrededor de &, al menos localmente.

A.3. El péndulo esférico

Un pendulo esférico es un mecanismo de dos gdl, por lo que sélo se requieren
de dos coordenadas independientes para describir su configuracién. Se pueden usar
muchos conjuntos de coordenadas, en este apéndice se seleccionaran ¢ y 6 mostrados
en la figura A.1, los cuales usualmente caracterizan el movimiento de la articulacién
universal. Se supondra que el dngulo ¢ estd acotado de tal manera que 0 < ¢ < ¢q,
donde ¢y € [0,7) C R; esta suposicién se hace para el andlisis de estabilidad que se
vera mas adelante pero se puede atribuir facilmente a las limitaciones fisicas de la
articulacion universal en la base del péndulo; 6 no esta acotado (6 € R).

También, se consideran los dos marcos coordenados mostrados en la figura (A.1).
El marco 3,(X,, Y,, Z,), con el origen en la base del péndulo. El marco ¥,(X,,Y,, Z,)
se une al péndulo, con su origen en la punta, y rota alrededor de la base. Ademas,
se considera un marco X, (X, Yy, Zy,) el cual, en todo momento, tiene la misma
orientacién que X, pero tiene su origen en la base (es decir, coincide con el origen de
o).

La configuracién del péndulo estd dada por la pose del marco X, con respecto a
Yo, €l cual puede ser definido en términos de ¢ y 6 como sigue:

» Si ¢ = 60 = 0 entonces los marcos ¥,, ¥/, y ¥, tienen la misma orientacién
(esta es llamada la configuracién de casa).

= Comenzando de la configuracién de casa, el péndulo se rota un angulo ¢ alre-
dedor del eje X, (= X,).

= Después de la primera rotacion, el péndulo se rota un angulo # alrededor del
(ya rotado) eje Y.

223



» Finalmente, la posicién del marco X, se obtiene simplemente trasladando el
marco X, a lo largo del eje Z,y una distancia igual a la longitud del péndulo; pero
como esta longitud es constante, entonces esta distancia no es una coordenada
de configuracién para el péndulo esférico.

Se debe notar que ¢ y #, los cuales describen la configuracion del péndulo esférico,
pueden ser vistos como los angulos de Euler para describir la orientacion del marco
del péndulo (X,) con respecto al marco de la base (X,). Asi la clave para obtener una
parametrizacion no minima del sistema.

A.3.1. Modelo cinematico

Se define g = [¢ 0]" € D,, con D, = [0, ] x R C R?, como el vector de coordenadas
articulares del péndulo esférico. Més atin, sea & € S® los pardmetros de Euler que
describen la orientacion del marco del péndulo con respecto al marco de la base, como
una funcién de g. Asi, de acuerdo a (2.4) y el producto de cuaterniones se tiene que
&(q) puede ser calculado como

£(q) = £(6,3) @ £(0,5) = [Cos (%) sen (g) oo]T ® lcos (g) 0 sen (g) or

donde 7 y 5 son los vectores unitarios estandar en la direccién de los ejes X y Y del
marco X, , respectivamente. Por lo que se obtiene

%((q)) cos E%g Cos g%g

- | alg _ | sen(3)cos (3

€ - h(q) - 52(q) - coS (g) sen (g) <A15)
53(‘1) sen (%) sen (g)

donde h : D, — S? corresponde a la funcién cinemadtica directa, el cual produce una
parametrizacién no minima del espacio de configuracion del péndulo esférico.
La primera restriccion es la norma unitaria del cuaternién y la segunda es

ME3 — £1&9.

Usando identidades trigonométricas se pueden obtener relaciones entre coordenadas
articulares minimas y las coordenadas no minimas del péndulo dadas por los cuater-
niones

Sen(qb = 2(%61 + 8253)



La funcién cinematica inversa del péndulo esférico, el cual permite calcular q de
los correspondientes parametros de Euler &, puede ser calculado como

2(se1+e2€3)
a&) =h=| 98 ] = | e
Q(ﬁ) atan 2(xeate1€3)

G2 ed)—(c3+€3)

Derivando (A.15) y de (2.24) se puede obtener el vector de velocidad angular del
péndulo como
w=J() (A.16)

donde
1 0

J(@)= | 0 cos(¢) | € R**?
0 sen(o)

Se debe notar que J(¢)TJ(¢) = I, por lo que es posible escribir
q=1J(¢)"w.

Por lo que, combinando (2.24) y (A.16) se obtiene

£=5H(&)q
donde
—&1 —¢&2
» —€ o
HE) = BEI@E) = | 7 | ere
9 €1
donde ) .
—€
E:§ [ sly — A(e) }
Asimismo,

q=2H(&)"E.

A.3.2. Modelo dindmico

Para obtener el modelo dindmico se sigue la metodologia de Euler-Lagrange por lo
que la energia cinética y la energia potencial son:

K(g,d) = GmilP0? + co(0)7),

U(q) = mgl cos(¢) cos(h),
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con g = 9.81 [m/s% es la contante de aceleracién de la gravedad. En este caso las
matrices M(q), C(q,q), y el vector g(q) del modelo dindmico (1.10) estan dadas por

g e[ 0 0]

o —sen() cos(0)8 —sen(8) cos(8)e
Cla.q) =mi { sen(6) cos(6) ¢ 0 ’

g(q) = —mgl[cos(#) sen(#) sen() cos(¢)]”.

A.4. Controlador basado en la dinamica inversa

Como ya se menciond, se hace la suposicion de que el péndulo esférico es un me-
canismo completamente actuado impulsado por torque, y en el que se pueden medir
los angulos ¢ y 6 (es decir, q), el cual caracteriza completamente la configuracién del
sistema de dos gdl.

Para controlar al péndulo esférico, se puede simplemente especificar una configura-
cién constante deseada q,; = [@q 04]7 € D, y se usa un controlador en espacio articular
para asegurar que lim;_,, g(t) = g,. Pero se puede tomar un enfoque diferente el cual
consiste en suponer que se quiere controlar la orientacién del marco X, unido a la
punta del péndulo. Debe resultar claro que la orientacion depende de los valores de
¢y 0 (lo cual, en efecto, puede ser visto como los angulos de Euler para describir tal
orientacién).

Suponiendo que la orientacién del péndulo se describe por los parametros de Euler,
entonces se puede emplear la funcién cinematica directa (A.15) para este objetivo.
La orientacién deseada puede ser escitra en término de los parametros de Euler por
las relaciones parecidas a (A.15), es decir

ata) ] [ e (g)en (2
S v et I
e34(q,) sen (%) sen (%d)

El vector €, = [54 €]]7 € S? da la orientacién del marco del péndulo en la confi-
guracion deseada. Sea Y, tal marco constante deseado. Entonces la orientacion rela-
tiva del marco ¥, con respecto al marco del péndulo actual X, (esto es, el error de

orientacién) en términos de los pardmetros de Euler estd dado por & = [3 ET]T =
3¢ &1 & &3]7 € S3, el cual puede ser calculado como
s _ My 4 . P4
£—£d®£—l€d}®[_€]—{g} (A.18)
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por lo que

£(&.€) = { ﬂ = { it e e s (A.19)

5 ney — »#q€q + N(€)ey

y en términos de las coordenadas reales y deseadas, q y q,, respectivamente, el error
de orientacion se convierte en

P oS (¢d;¢) oS (ed;Q)

~ & | | sen (%*d’) cos (9‘1_9) 3 4

£<Q>Qd) & | T cos (¢d§¢) sen (gdz_g) e S’ C R (AQO)
€3 sen (“bd;‘ﬁ) sen (GdQ_G)

Noétese que cuando la orientacion del 6rgano terminal es igual a la orientacién deseada,
es decir, & = £, el error de orientacién es & = [1 07]T € S3, y que corresponde al
caso cuando ¢ = ¢4, 0 = 04+ 27k, k € Z y k es par. Ahora, si & = —&,, entonces
E = [~1 07]7 € S3; este es el caso en el que k es impar, y claramente corresponde
a la misma orientacién que cuando £ = §,. Este hecho cumple con la propiedad de
doble recubrimiento de los parametros de Euler.

Del anélisis previo se puede establecer el objetivo de orientaciéon de control en
términos de los parametros de Euler como

[ 2]+ ] e e

0, en términos del error de orientacién como

1fm{;‘(t)1:i{1}es3cm

t—o00

Y en (Yuan, 1988) se muestra que este objetivo de control se cumple si y sélo si
lim;_,oc € = 0.

Derivando (A.19), considerando la ley de propagacién del cuaternién y las propie-
dades del operador A(-) se obtiene que

[ : -3 e A@) J (4.21)

Esta expresion es util para definir la dindmica de lazo cerrado.

A.4.1. Ley de control y sistema de lazo cerrado

Para obtener la ecuacién no minima de lazo cerrado basada en cuaterniones para
el péndulo esférico, se propone el siguiente controlador:

T = M(q)[k,p — kuq] + C(q,9)q + 9(q) (A.22)

227



donde k, > 0, k, > 0 € R son las ganancias del controlador, y p € R? se define en

términos de € como N N
~ P1 _ &1
P { P2 ] { 2+ }

de tal manera que p=0<¢=0,y
F4pp=x+ee=1.

Noétese que esta relacién indica que [3¢ f)T]T pertenece a la esfera unitaria S? C R3.
Maés atin, de (A.20), se tiene que

5 | e (8)er ()
p= o (g) :

donde ;5 =0 — @Yy 0 =0, — 0. Ademés, & puede calcularse de p Como

1 0
e=10 COS(¢d;¢) p
0 sen (¢d;’¢)
0, mas convenientemente, como
e=R(3)J(@)p (A.23)
con
1 0 0
N |0 cos(2) —sen(2
Rl|¢)= 2 2 € S0(3).
0 sen % cos (%)

de donde se obtiene que
AT
p=J@)R(5) & (A.24)

mientras que la derivada de esta ecuacion es

p=J)"R <$)T'E. (A.25)

La figura A.2 muestra un diagrama esquemaético del sistema de control de lazo
cerrado. Note en la figura que € = [3 & |7 se calcula de q y g, mediante (A.15),

(A.17) y (A.18) mientras que para el célculo de p se emplea (A.24), donde ¢ = ¢4 — ¢,
y ¢ es realimentado de las mediciones del péndulo.
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Péndulo >q
esférico »q

Figura A.2: Diagrama esquematico del sistema de control de lazo cerrado.

Para obtener el sistema de lazo cerrado se reemplaza el controlador dinamico inverso
(A.22) en (1.10) lo que resulta en

q = kpp —kuq

y la dindmica de p estd dado por (A.25), y (A.21).
Asi, empleando (A.23) y (A.16), se puede escribir la dindmica del sistema de lazo

cerrado en términos del vector de estado ¢ = [ p (']T]T € 5? x R? € R® como

g7 1T IJTRT 14
TPl —%JTRT[%A[; + AgRJ’ﬁ)]Jq = f(=x, 1) (A.26)
kpp - kvq

donde se han omitido los argumentos de las matrices J(¢) y R <$) Estas matrices,

que son de rango completo, hacen del sistema (A.26) un sistema no auténomo.
En este punto es importante verificar que la variedad S? x R” C R, definida como

{w P G ER i A(x) =R+ p—1=0¢ ]R} (A.27)

es invariante para el sistema (A.26). Para esto se calcula

1 =T 1T pT 7/
sp JTRYJ
) - 20 g
g(;c)f(m) = [ 2% 2p° 07 | | —LJTRT[5I + A(RJp)|Jq
kpﬁ_kvq

= 3pJTRTJq — p" J'RT[3215 + A(RJp)| ] q
= 2pJ'RTJq— %pJ"R"Jqg =0

donde se han aplicado las propiedades del operador A(-). Asi, haciendo uso del Lema
1, se concluye que la variedad (A.27) es invariante para el sistema (A.26). Los puntos
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de equilibro del sistema son

7 1
Ei=|p|=]10|eS*R*CR’, y E,=
q 0

RV X
I
o
m
R
X
%
N
%,

A.4.2. Analisis de estabilidad

Como se estableci6 antes, ¢, ¢4 € [0, ¢o] C R, con ¢y € [0, 7) C R; asi se tiene que
¢ € [—do, do] C R, y para el andlisis se define el pardmetro § tal que

0 < =cos (%) < cos (%) <1, (A.29)

y se debe notar que § = 1 implicaria que ¢y = 0, lo que significa que el péndulo
no tiene un movimiento posible. Pero, por otro lado, valores pequenos para ¢ hacen
imposible probar la estabilidad o inestabilidad de los dos equilibrios E; y FE,. Asi,
para el analisis, se considera que el minimo valor de d puede ser expresado en términos
de las ganacias del controlador k, y k,, y un pardmetro v > 0 que se definird més
adelante, de acuerdo a la siguiente expresion:

5 24/2(2 + 3u) — (3 + 2u)
7T—2u

— 5,() (A.30)

donde
_ 0k
=2
Se debe notar que 4;(p) en (A.30) es una funcién estrictamente creciente, bien
definida para todo p > 0, excepto en u = %, donde tiene una discontinuidad removible
(72 01(p) = 2); més anin, 01(0) = 3 y im0 61(1) = 1. Esto asegura que, para
todo k, > 0y k, > 0 se puede encontrar un ¢ tal que + < §y(u) <6 < 1.

Equilibrio F;

Para probar las propiedades de estabilidad del equilibrio F; en (A.28)

~ ~ . ~ T~ C .p. ~T .
V(i p.q) =a(f =1 +ap'p+ 5 -4"a—p'q, (A.31)
P
on (14 56)k (14 56)(1 + 6)k
+56)k, 1+ + Ok,
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Noétese que V (7, p, @) puede ser acotado inferiormente como

V(n,p,a) > (7—1)°+ { Hg” ]TP[ Hg” ]

con

la cual es una matriz definida positiva si
2ac > k. (A.33)

Ahora, derivando (A.31) a lo largo de las trayectorias del sistema (A.26) se obtiene:

e o~ ~ ~ ~T~ cC.r. ~r. T,
V (i, p.q)=2a(i = )i +20p" p+ —4"a—p'a—p q
»
T~ ck, 1. L~ )
—kp p—q" { p 5 (nA + F)} q+p" [kod + (cI —aN)]q, (A.34)
P
donde
A=J"R"J - A.35
o 10 cos(%) ’ (A.35)
an(f)sn(2) |
I'=J"R'S(RIp)J = 2 (A.36)
sin (%)cos( )
Para encontrar una cota para V (7, p,q) en (A.34), se necesita encontrar primero

una cota para las matrices A + ' y ¢l — aA. Se puede tomar la parte simétrica de I’
y I's, v aplicar el teorema de Rayleigh-Ritz para mostrar que

N 1 . N . .
~q"[IA+T]q = §qT A + T g < Au{fA + T Hlal® = ~llal*.

Por lo que se tiene que v = A\y{A + I';} y se puede verificar que para el dominio
¢ € [—do, do] v 0 € R, se obtiene v = 2.
Por otro lado, de (A.3) se tiene que

p' el —ah] g < ||l — aA|l|Blllg] = alplllal,

y como ¢l — al es una matriz simétrica, dada por

cl —al\ =




Entonces, se tiene que
a = |leI — al|| = méx{|c — a|, |c — adl|},
Debe notarse que el parametro a puede ser escrito como

a—c, ifcgw,
o= . 146)
c—ad, 1cha(T.

y que para cualquier a, el valor minimo que « puede tomar es

1—9
o= =9 (A.37)
2
y ese valor se obtiene cuando
149
c= % (A.38)

Notese que (A.38) representa una linea en el plano a-c; y esto es el por qué es
llamada aqui la linea minima de a.

Una vez que los parametros v y « son definidos, V(ﬁ, p,q) puede ser acotado
superiormente como

e ke TR AT B
V(nvp, Q) < 4 (1 n ) “q” Q HqH )
dond
o [ 3 ikta) 30
0= ko N | (4.39)

y se ha tomado una parte del factor cuadratico para p, para formar el término con
1 —7%. M4s atin, debe notarse que si o = 0, deberia ser facil encontrar una condicién
en términos de ¢ para que el determinante de () sea positivo. Y sugiere que una buena
opcion para asegurar que P > 0 es seleccionar el o minimo posible.

Con el objetivo de obtenerlo, se reemplaza en (A.39) a y ¢, de (A.37) y (A.38),
respectivamente, asi que la condicion para que () sea positiva definida es:

(1 —6)%a* — 2(1 + 58)kya + 4k2 + 6k, < 0. (A.40)
P

Notese que como el lado izquierdo de la ecuacion anterior es un polinomio cuadratico
en términos de a, entonces los valores de a que satisfacen esta desigualdad son aquellos
que cumplen con

Vo Vo (A41)

alzao—(1_5)2<a<ao+(1_5)2:a2
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con

(1+59)k,
= "7 A .42
y
a, = (14 58)%kl — 2(1 — 6)* [2k] + 37k, (A.43)
mientras que a, > 0 o, equivalentemente, como
1 2 4(1-9)? k
(L4502 — 4062 ky o

Ml((s) = 6(]_ N 5)2 > k:_g )

y, resolviendo la desigualdad (A.44) para d, se puede mostrar que se satisface siempre
que (A.30) al menos para % < 6 < 1. Efectivamente, se puede mostrar que previendo
que (A.30) se satisface, existe una regiéon Dy en el plano a-c para el cual cualquier
punto en Dy hace que el determinante de ) sea positivo. Asi, (A.30) es la condicién
que asegura la existencia de un punto P(a,c) que hace que () sea una matriz definida
positiva.

Maés atn, la linea minima de « corta la frontera de D en los puntos P;(ai,c;)
y Py(as,cy), v el punto medio del segmento PP, es Py(ag, c). La abscisa de estos
puntos pueden ser calculadas empleando (A.41)-(A.43), y para la ordenada se aplica
el mapeo (A.38) con a € {ag,a1,as}; esta es la razén de por qué las expresiones
(A.32), que corresponden a (a,c) = (ag, cg) son las sugeridas para ser empleadas en
(A.31).

Sélo queda verificar que la condicién para que la matriz P sea positiva definida,
(A.33), se mantiene por la eleccién de a y c. Reemplazando en (A.33) estos parametros
en las expresiones (A.32), y multiplicando por 7 en ambos lados, se obtiene

(1+56)*(140)y _ vk

al0) = g > = (A.45)

Noétese que el cumplimiento de la condicién (A.45) asegura que la matriz P sea
positiva definida, para cualquier § € (%, 1) C R, pero en el mismo intervalo se puede
verificar que

111(6) < p2(9).
Asi, con el objetivo de asegurar que las matrices P y () sean ambas positivas definidas
sélo se necesita comprobar la condicién (A.44), y que esto se logra tomando a § tal
que (A.30) es conocida.

Noétese que P > 0 asegura que V (7], p, q) es globalmente positiva definida alrededor
del equilibrio F; € S? x R? C R?; es decir, que V(1,0,0) =0y V(7,p,q) > 0, para
todo [ 7 p' " }T #[1 of o }T € S? x R? C R5. También nétese que, como
la funcion V' es independiente del tiempo, entonces es una funcién globalmente decre-
ciente alrededor de F;. Ademds, Q > 0 implica que V (7, p, q) es (localmente) negati-
va definida alrededor del equilibrio E; € S% x R? C R%; es decir que V(1,0,0) =0y
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existe una vecindad B, C S? xR? C R? alrededor del equilibrio tal que V(f), p,q) <0,

para toda [ 7 p' ¢~ }T #[1 0" 0" }T € B,. Pero se debe notar que la vecin-
dad B, es la variedad completa S? x R? C R®, excluyendo ambos equilibrios E; y
E2.

Asi, de acuerdo con el Teorema 1, se puede concluir que el equilibrio [ 1 07 07 ]T
es asintéticamente estable, y su dominio de atraccién estd dado por B,= S? x R? —
{E,, E>,} C R®. Esto implica que, empezando de una condicién inicial en B,, la
estabilizacion del péndulo esférico a una constante deseada se cumplira.

Equilibro FE,

Se considera que el equilibrio E5 es inestable. Para demostrarlo, se considera la
siguiente funcién
c

Vel p,@) = ali+1)* + ap'p — 5-4"q+ 54, (A.46)
P

con a y ¢ seleccionadas como en (A.32). Nétese la similitud entre las funciones (A.31)
y (A.46).

Para aplicar el Teorema 2 se verifica el cumplimiento de todas las condiciones sobre
V.. Nétese que como V. no depende explicitamente sobre ¢, entonces la condicion 1 se
satisface trivialmente. Mas atn, V.(—1,0,0) = 0 (condicién 1) y V.(7, p, q) > 0 para
g=0cR*y[7] p }T € S? arbitrariamente cercano al equilibrio Fy € S? xR? C R®
(condicién IIT). Asi, la aplicacién del Teorema 2 se sigue de probar que la derivada
con respecto al tiempo de V,(7, p, g) es definida positiva alrededor del equilibrio Ey €
S% x R? C R%.

Ahora, derivando con respecto al tiempo la ecuacién (A.46) a lo largo de las tra-
yectorias del sistema (A.26) se obtiene:

e~ . ~ 3 ~T C .p. ~T .. T,
V(i p.q) =207+ )i +20p"p— —4"a+p'a+p q
P
~T ~ .T Ckv 1 . ~T .
=k,p p+q I=SA+T) g —p" [k + (cI —al)]q,

ky, 2

donde A y I' han sido definidas en (A.35) y (A.36).
Debe notarse que V.(7, p, @) = =V (7, p, q) fue obtenida en la seccién previa. Esto
se debe a que si se nota que 72 + p’ p = 1, entonces:

(=12 +p"'p=2(1-7) and (7+1)*+p"p=2(1+7).

Este es un resultado interesante y 1til. De esta manera se puede concluir que Vc(ﬁ, 0,q)
es una funcién (localmente) definida positiva alrededor del equilibrio Fs. Asi, y como
todas las condiciones del Teorema 2 se cumplen, surge la conclusion de inestabilidad
del equilibrio E>.
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Discusion

Del anélisis de la seccién previa es claro que el sistema del péndulo esférico puede ser
estabilizado por el controlador dindmico inverso (A.22), el cual usa una descripcién no
minima de la orientacién dada por los pardametros de Euler. Debe notarse que, debido
a las propiedades de los parametros de Euler, los equilibrios F; y E5 representan la
misma orientacién (dada cuando la orientacién se iguala a la orientacién constante
deseada), asi se puede decir que la convergencia deseada se asegura globalmente.

A.4.3. Resultados de simulacion

Para validar el desempeno del enfoque propuesto, se realizaron algunas simulaciones
en MatLab/Simulink. La figura A.2 muestra como fue implementado el controlador.
Se consideran dos escenarios:

1. Un escalon de referencia, dado por ¢4 v 84, comenzando de la configuracion de
casa (vertical), donde ¢ =6 = 0.

2. Una serie de escalones de referencia, donde la tltima configuracion es la condi-
ciéon inicial para el siguiente paso.

Para las simulaciones, en ambos escenarios, se usa m = 0.2 [kg], y [ = 0.3 [m]
como los parametros del péndulo. Las ganancias del controlador se seleccionaron
como k, = 180 [rad/s*] y k, = 18 [1/s], y como vy = 2, entonces u = 10/9, y se
puede verificar que si se toma ¢y = 47/5, tal que 6 = 0.3090, entonces (A.30) se
cumple; y haciendo uso de (A.32) se tiene que con a = 95.94, ¢ = 62.79, entonces
det(P) = 16.48, y det(Q) = 58.58, por lo que la estabilidad asintética del equilibrio
FE se garantiza.

Escenario de simulacién 1

La simulacién comienza en la configuracién de casa, es decir, ¢(0) = 6(0) =
0, por lo que la orientacién inicial estd dada por £(0) = [ 1000 ]T c S
La orientacién deseada es expresada en términos de los parametros de Euler como
[ 0.8536 0.3536 0.3536 0.1464 ]T € S3, la cual corresponde a los dngulos ¢g =
04 = % [rad]. Se obtiene [ 7(0) p(0)" ¢(0)" ] =[0.8536 0.3536 0.3825 0 }T €
S? x R?2 C R>.

La figura A.3 muestra la evolucién en el tiempo de los tres estados no minimos de
lazo cerrado. Las graficas muestran la convergencia a los valores deseados sin sobre
sobreimplusos. Y como p = 0 < € = 0, la convergencia a la orientacién deseada
también se asegura. La figura A.4 muestra la traza del extremo del péndulo sobre la
superficie de la esfera; nétese que un marco que represente el cambio de la orientaicén
se incluye a lo largo de la traza.
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Figura A.3: Resultados de simulacion para el escenario 1: Evolucion en el tiempo de
(a) 7; (b) la norma de p; (c¢) la norma de g.

0.3-
—~ 0.2
£
® 0.1
0 -
- < 01
-0.2 x \\\\\ /(/A 01 0
0.1 g
041" 02 w(m)
y(m) :

Figura A.4: Resultados de simulacién para el escenario 1: Traza de la punta del
péndulo.

Escenario de simulacién 2

Para este escenario se consideran cuatro referencias de orientacion, cada una aplica-
da durante un intervalo de diferente duracién de tiempo. La simulacién también inicia
en la configuracién de casa. La primera orientaciéon deseada se fijaen t = 0 [s], y es ex-

presada en términos de los parametros de Euler como [ 0.3827 0.9239 0 0 ]T € S3,
el cual corresponde a los dngulos ¢y = 2% (< ¢) y 64 = 0 [rad]. La orientacién deseada

se cambia en t = 1 [s], y ahora estd dada por [ 0.8924 0.3696 0.2391 0.0990 ]T €
S*, que corresponde a ¢4 = T y 6 = £ [rad]. En t = 2.5 [s] la orientacién deseada se
cambia nuevamente, y esta definida por [ 0.6871 0.3967 0.5272 0.3044 }T €S3 la

cual corresponde con los dngulos ¢g = 7/4 y 04 = % [rad]. Finalmente, la orientacion

deseada de referencia se fija en [ 0.9239 0 0.3827 0 }T € S3, o equivalentemente
¢pa=0y0;=7 [rad],ent =5 [s].
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La figura A.5 muestra la evolucion en el tiempo de los tres estados del sistema de
lazo cerrado. Las graficas muestran nuevamente la convergencia a los valores deseados,
donde 7 =0 and p = 0.

1 1 8
vV
08 V’ V 038 6

0.6
<

0.4 0.4

0.2 0.2

0 . \

0 2 4 6 0 2 4 6 0 2 4 6

t(s) t(s) t(s)
(a) (b) (c)

Figura A.5: Simulation results for scenario 2: Time evolution of (a) 7; (b) the norm
of p; (c¢) the norm of q.

La traza del extremo del péndulo para el escenario 2 se muestra en la figura A.6.
Debe notarse que las trayectorias trazadas sobre la superficie de la esfera no son las de
longitud minima. La razén de esto es que, como el controlador propuesto sélo trabaja
para el caso de regulacién (o punto a punto), sélo se garantiza que la orientacién final
de cada intervalo es alcanzado, pero el camino intermedio no puede ser determinado
a priori.

[
0.2 02 0 %2
z(m) y(m)

Figura A.6: Simulation results for scenario 2: Trace of the pendulum’s tip.

El caso mas general, donde un controlador de movimiento para un péndulo esférico
usando la representaciéon no minima propuesta se designa en trayectorias de orienta-
cién deseada continua variante en el tiempo, es atin un problema abierto.
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Apéndice B

Modelado matematico de un
mecanismo paralelo 3-CUP usando
el punto de Fermat

B.1. Introduccion

Un mecanismo paralelo usualmente consiste de una plataforma moévil conectada
a una base fija mediante algunas cadenas cinematicas conocidas como piernas. El
interés en estudiar este tipo de mecanismos se debe a sus ventajas sobre los meca-
nismos seriales, tales como su mayor precision, rigidez y capacidad de carga, aunque
existen también desventajas, como su limitado espacio de trabajo y un modelado mas
complejo.

En general, para designar mechanismos paralelos cuyas piernas estan distribuidas
simétricamente y tienen las mismas componentes se usa la notacién N-TTT, donde
la N denota la cantidad de piernas y TTT es una cadena alfabética que contiene
los simbolos de los tipos de articulaciones que forman cada pierna. La tabla B.1
muestra la mayoria de los tipos de articulaciones encontradas en mecanismos, sus
correspondientes simbolos, y los g.d.l. como articulaciones individuales. Notese que
las articulaciones rotacionales (Tipo R) y las prisméticas (Tipo P) tienen sélo un g.d.1.
cada uno, correspondiente a una rotaciéon pura y un movimiento de traslacién puro,
respectivamente, y esto es el por qué estos tipos de articulaciones son consideradas
las simples (o bésicas); Todas las deméds articulaciones pueden ser consideradas como
una composicién de articulaciones simples. Pero también debe notarse que las cadenas
cinemaéticas encontradas en los mecanismos paralelos reducen la cantidad final de g.d.l.
de la plataforma movil.

Por ejemplo, la arquitectura tipica de la plataforma de Gough-Stewart se clasifica
como un mecanismo paralelo tipo 6-UPS, debido a que esta formado por seis piernas,
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Tabla B.1: Tipos de articulaciones mas comunes.

Movimientos simples

Tipo de articulacién Simbolo g.d.l. Rotacién  Traslacién

Rotacional R 1 1 0
Prismatica P 1 0 1
Universal U 2 2 0
Cilindrica C 2 1 1
Esférica S 3 3 0
Planar E 3 1 2

cada una con una articulacién universal, una prismatica y una esférica en serie. Asi,
puede considerarse que este mecanismo tiene un total de 36 articulaciones simples,
pero es bien sabido que es un mecanismo de 6 gdl.

El andlisis de mecanismos paralelos con movilidad completa (es decir, con seis
gdl) puede encontrarse en la literatura desde 1980 (ver por ejemplo, (Hunt, 1983)
y (Fichter, 1986)). Sin embargo, para ciertas aplicaciones no siempre se requieren los
mecanismos de 6 gdl, por lo que, recientemente los mecanismos con movilidad reducida
(menos de 6 gdl) han llamado la atencién de bastante investigadores. En (Rodriguez—
Leal et al, 2011) se da una clasificacién de este tipo de mecanismos.

El robot paralelo estudiado en este apéndice es precisamente un mecanismo espacial
con movilidad reducida: un mecanismo 3-CUP con 3 gdl, el cual ha sido propuesto
en (Rodriguez—Leal y Dai, 2010), inspirado en el mecanismo 3-PSP, presentado en (Di
Gregorio y Parenti-Castelli, 2001).

La figura B.1 muestra una imagen CAD del mecanismo 3-CUP bajo estudio, se
resalta la localizacion de las articulaciones y su movimiento en una pierna. La pos-
tura cinemdtica de tal mecanismo fue descrito por primera vez en (Cuan-Urquizo et
al, 2011) y, més recientemente en (Cuan—Urquizo y Rodriguez—Leal, 2013). En esta
ultima referencia se presenta la cinematica directa e inversa ademas de la cinematica
de velocidad y un andlisis de singularidad y de espacio de trabajo de este mecanismo.

El punto de Fermat es uno de los centros del triangulo, y corresponde al punto para
el cual la suma de las distancias de los tres vértices del triangulo a, precisamente, dicho
punto es la minima posible. Las aplicaciones del punto de Fermat van desde un enfoque
puramente geométrico como herramienta clave para resolver el problema Steiner-tree
en teorfa de grafos (Brazil et al, 2014) y educacional (Park y Flores, 2015) hasta
aquellas que lo usan para resolver problemas practicos de localizacién 6ptima (Qi,
2011), (Huang et al, 2011), (Wei et al, 2012) y (Ghosh et al, 2012). Aplicaciones del
punto de Fermat ma&s interesantes tratan con el modelado de las conexiones entre
quarks y antiquarks via cuerdas fundamentales (Bicudo y Cardoso, 2009), y el disenio
de un filtro para el procesamiento de imégenes de resonancia magnética (Kwon et al,
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Ay
Figura B.1: Modelo CAD del mecanismo 3-CUP.

2008).

A continuacion se muestra como el punto de Fermat puede ser usado para simpli-
ficar el cédlculo de la cinemética y la dindmica del mecanismo 3-CUP bajo estudio.
En particular, se calcula el modelo cinemético directo de postura (MCDP), la ci-
nematica directa de velocidad (MCDV), y el modelado dindmico inverso (ID), este
ultimo mediante la formulacion lagrangiana. Al final, y con el objetivo de validar el
enfoque propuesto, los modelos analiticos obtenidos son comparados, via simulaciones
numéricas, con los correspondientes modelos calculados mediante software comercial.

B.2. EIl punto de Fermat

El concepto del “punto de Fermat” naci6 en el siglo XVII, cuando el matematico
francés Pierre de Fermat ret6 en una carta personal a Evangelista Torricelli con el pro-
blema: “Dado tres puntos en un plano, encontrar un cuarto punto tal que la suma de
sus distancias a los tres puntos dados sea minima” (Krarup y Vajda, 1997). Evange-
lista Torricelli resolvid el problema alrededor de 1640 usando conceptos geométricos.
Por esto al punto de Fermat también se le conoce como punto de Torricelli.

Considérese un triangulo cuyos vértices son dados y nombrados Py, P, y Ps, tal
como se muestra en la figura B.2. Si d(A, B) indica la distancia euclidiana entre los
puntos A y B, entonces se puede establecer que el punto de Fermat para el tridngulo
Py P,P; es el punto P para el cual la expresion d(P, Py) + d(P, P,) + d(P, P3) alcanza
su minimo.

Una propiedad importante del punto de Fermat es que si todos los angulos interiores
del triangulo P; P, P3 son menores que 120°, entonces el punto P permanecera en el
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P

Figura B.2: Construccion del punto de Fermat para el tridngulo PiPPs.

interior del triangulo y coincide con el llamado primer centro isogonico del triangulo,
para el cual se satisface que los angulos Z/PiPP,, /P,PP; vy Z/P3;PP; son iguales a
120°.

Para el caso en el cual uno de los angulos interiores del triangulo P, P, P5 es igual
o mayor que 120°, el punto de Fermat no coincidira con el primer centro isogonico, y
este estara localizado en el vértice del angulo obtuso.

Los siguientes tres pasos conducen al punto de Fermat de un triangulo dado P, P, P3
cuyo dngulo més grande es menor que 120° (ver figura B.2) (Chuang y Li, 2009):

» Construir tres tridngulos equilateros hacia afuera de los tres lados del tridangulo
dado; esto proporciona tres nuevo vértices en los puntos P, Po3 v Psj.

= De cada vértices del tridngulo dado, se dibuja una linea hacia el nuevo vértice
del triangulo equilatero opuesto.

= Las tres lineas se intersecaran en el punto de Fermat P.

Para mostrar que el punto P obtenido siguiendo los tres pasos anteriores coincide
con el punto de Fermat, se nota que los triangulos P, P1s Py y Py P> P31 son congruentes,
debido a que el segundo es una rotacién de 60° del primero alrededor de P; (lo que
es mostrado en la figura B.2 como un dngulo ¢). Entonces, analizando el tridngulo
P15 PP, se puede concluir que las tres lineas se intersecaran en P y dividiran al plano
en seis angulos de 60°. Por lo que, los angulos P, PP,, P,PP; y P;PP; son iguales a
120°, y P es el primer centro isogénico o punto de Fermat.

B.3. El mecanismo paralelo 3-CUP

El manipulador paralelo 3-CUP fue inicialmente propuesto en (Rodriguez—Leal
y Dai, 2010) como una modificacién al mecanismo 3-PSP (Di Gregorio y Parenti—
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Castelli, 2001) con el cual mantiene muchas similaridades. De hecho, de acuerdo
a la tabla B.1, las cadenas cinematicas CUP y PSP tienen exactamente la misma
cantidad y tipo de articulaciones simples; y, como se muestra en (Rodriguez—Leal et
al, 2011), tanto el mecanismo 3-CUP como el 3-PSP tienen una movilidad reducida
de la plataforma, con sélamente 3 g.d.l.

Maés aun, de acuerdo a la clasificacién en (Rodriguez—Leal et al, 2011) el tipo 3-
CUP es un mecanismo paralelo de 3 g.d.l. el cual pertenece a la categoria 2R1T,
lo que significa que dos de los tres movimientos independientes del 6rgano terminal
son rotaciones, y el restantes es una traslacion. Los demas miembros de la categoria
2R1T son los mecanismos 3-PSP, 3-PPS, 3-PCU, y el 3-CRC, el tltimo presentado
recientemente en (de la Torre y Rodriguez—Leal, 2016).

La figura B.1 muestra una de las posibles disposiciones del mecanismo 3-CUP. La
base contiene un triangulo equilatero, en cuyos vértices, etiquetados como Ay, As y
As, las articulaciones cilindricas son colocadas verticalmente; la plataforma moévil es
un pequeno triangulo equilatero sélido, pero este se extiende a lo largo de los tres pa-
res de rieles colocados radialmente; el movimiento de traslacién de las articulaciones
cilindricas se controla mediante actuadores lineales, y el movimiento es transmitido
a la plataforma movil mediante una articulacién universal y una guia para el desliza-
miento del correspondiente riel (asi actia como una articulacién prismética) en cada
uno de sus vértices, etiquetados como P;, P, y P3, el cual se coloca en los centros de
las articulaciones universales.

Para el analisis cinematico, se asocia a la base del mecanismo el marco coordenado
Yu(Zp, Yy, 21), cuyo origen se coloca al centro (centroide) de su tridngulo equilatero,
con el eje X, apuntando al vértice A;. La figura B.3, con otra vista del mecanismo,
muestra este marco. Si la longitud de cada lado de la base del triangulo equildtero es
h, los vectores de posicion de los vértices de la base Ay, Ay y A3z son, respectivamente,

_h_ __h_ __h_

V3 %\/3 2v/3
a, = O , Ao = 2 , az = D)

0 0 0

Otro marco, ¥,(&p, ¥,, 2,), se coloca a la plataforma mévil; su origen estard en el
punto P, el cual es coplanar al tridngulo P, P, P3 y esta colocado en el centroide del
triangulo solido de la plataforma, donde la linea entre cada par de rieles radiales se
intersecan (ver figura B.3). Las coordenadas cartesianas de P con respecto a 3, son
x, Yy y z; més ain, el eje X, apunta hacia P;, mientras que el eje Z, es normal a la
plataforma y apunta hacia arriba.

Como los ejes de las articulaciones cilindricas son verticales, y los centros de las
articulaciones universales son puntos sobre tales ejes, entonces, con respecto al marco
Yy, las coordenadas X y Y del punto P; (i = 1, 2, 3) coincide con aquellos del punto
A;. En otras palabras, si 21, 2o v 23 son las coordenadas Z de los puntos Py, P, y Ps,
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Figura B.3: Diagrama cinematico del mecanismo 3-CUP.

.4,

respectivamente, con respecto a Y, entonces los vectores de posicion de estos puntos
son:

_h _h_ __h_
V3 %\/3 2v/3

b, = 0 |, P= 3 » D3 = ) ‘ (B.1)
Z1 Z9 zZ3

El tridngulo P, P,P; no es equildtero en general (excepto cuando la plataforma
movil sea horizontal, como se muestra en la figura B.3), pero los rieles rigidos de la
plataforma aseguraran que los angulos /P, PPy, /P, PP3,y /P3P P, son todos iguales
a 120°; entonces, P es siempre el punto de Fermat (o primer centro isogénico) del
triangulo Py Py Ps.

Se debe notar que la plataforma se mueve debido a los actuadores lineales en
la parte traslacional de las articulaciones cilindricas, las tres coordenadas de P (z,
y y z) cambian consecuentemente. Ademds, la parte rotacional de cada articulacién
cilindrica (correspondiente a la rotacién alrededor del eje Z3) es ajustado pasivamente,
tal que las tres articulaciones universales mantienen los dos ejes de rotacion siempre
paralelos a los ejes X, y Y, (ver el detalle mostrado en la figura B.1). Asi, para
modelar la parte de orientacién de la plataforma usando los dngulos de Euler, una
buena eleccién es la convencion ZYX(7, 5, ) con respecto a ¥, la cual es equivalente
a la convencién XYZ(c, 3,7) con respecto a 3, y la matriz de rotaciéon de ¥, con
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respecto a Y, para tales convenciones esta dada por (Craig, 2005):

C,Cs Cy8955, — S,Co C185Cn + 8,5,
Ry= | 5,Cs 58550+ CyCo S,95Cs — S, |, (B.2)
— S5 CsS, CsC

donde la notacién simplificada para las funciones seno y coseno es empleada, es decir,
S. =sen(:), y C. = cos().

B.4. Modelo cinematico y dinamico

B.4.1. Cinematica de postura

Para comenzar con el anélisis cinematico es necesario definir q y @, respectivamente,
el vector de variables de configuracién minima y el elemento de la variedad de postura
para la plataforma del mecanismo. Pero como el mecanismo 3-CUP tiene sélamente
tres g.d.l., tanto g como « deben tener tres componentes.

Como articulaciones simples activas se considera sélamente la parte traslacional de
las articulaciones cilindricas, las cuales producen los desplazamientos lineales corres-
pondientes a variables z1, zo y z3 en la figura B.3, y asi

q=[=2n = 2 }T € R®. (B.3)

Ahora, suponiendo que se usan los dngulos de Euler para la descripcion de la orien-
tacién de la plataforma, para su postura se puede usar un vector tal como en (1.3)
pero las seis variables no son independientes. Y, como el mecanismo es clasificado
como un 2R1T, es mejor tomar una coordenada lineal para la traslaciéon y dos coor-
denadas angulares para la rotacién. Se selecciona z, el desplazamiento lineal de P a
lo largo del eje Z,, a y B, los desplazamientos angulares sucesivos alrededor de los
ejes X, y Y,, respectivamente. Asi, para el mecanismo 3-CUP se tiene

z,=[z a 8] eR®. (B.4)

Las coordenadas de postura z, y y v pueden ser calculadas durante el analisis ci-
nematico, pero como no son independientes, pueden considerarse variables auxiliares
y expresadas en términos de las demds variables (independientes), tal como se requie-
ra. Otras variables auxiliares podrian ser las distancias entre los puntos P; (i = 1, 2,
3) y P, las cuales seran denotadas como b; (ver figura B.3). Asi, se define el vector
de variables auxiliares como

x=[z y v b b b3] €R (B.5)
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Para el andlisis, se considera que la configuracién de casa (es decir, la configuracién
inicial, en el tiempo ¢t = 0) es cuando z; = 2z = z3 = 2, con 2y una constante
conocida. Debe notarse que en la configuracién de casa los marcos ¥y y >, tienen la
misma orientacion, los vectores de articulacion y postura son

Q(O):qOZ[ZO 20 20 ]T,

x,(0) = xp0 = [ zo O O}T,

y el vector de variables auxiliares se convierte en
hoonoon T

Modelo cinematico directo de postura

El primer paso para el calculo del MCDP es caracterizar el plano de la plataforma
movil, IL,, definido por los puntos P, P» y Ps. Para lograrlo, sea

n=_|a b C}T€R3 (B.6)

el vector, expresado con respecto a 3, el cual tiene una magnitud constante ||n| =
a’?+b? + 2, y es siempre normal al plano II,, apuntando hacia arriba (ver figura
B.4).
Dado (B.6), de la geometria analitica se tiene que la ecuacién del plano II, en las
coordenadas cartesianas ¥, es

ar +by+cz—d=0, (B.7)

donde d es tal que si m es un vector unitario, entonces la distancia del origen al plano
es d. Esto quiere decir que cualquier punto con coordenadas (x,y, z) en el marco %,
pertenece al plano II, si y sélo si (B.7) se cumple.

Los puntos P, P, y Ps, cuyas coordenadas estdn dadas por (B.1) en términos de
q (es decir, p; = p;(q), para i = 1, 2, 3), pertenece al plano IL,, por lo que se puede
usar para formar un sistema de ecuaciones, las cuales pueden ser resueltas para a, b
y ¢, como funciones de z1, 2o y z3; el resultado es:

a(q) J3d —2z1+ 2+ 23
n(q) = | blg) | = V3(z3 — 2) (B.8)
1 C(g) h(Zl + Z9 + 2’3) \/gh

Noétese que tal vector n es siempre paralelo a %z, el vector unitario en la direccién del
eje Z,, por lo que se puede escribir como

n = nllz, (B.9)
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Figura B.4: Ubicacién del punto de Fermat en el tridngulo de la plataforma moévil.

Ahora se puede proceder a la determinacién de la ubicacién del punto P, el origen
del marco X, el cual se localiza en el punto de Fermat del tridngulo P, P, Ps.

Primero, se seleccionan los lados PP, v Py P3 para ser las bases de los triangulos
equildteros (ndtese que el tercer tridngulo equilatero no es necesario debido a que el
punto de Fermat puede ser localizado sélo con dos). Los lados seleccionados estéan
dados por los vectores

Uy = Py — P1» and  uy = p3 — P;.

lo cuales tienen una longitud dada por ||u|| y ||uz||, respectivamente.
El punto medio de cada uno de estos lados es simplemente dado por

:p1+p2 and m2:p1+p3

m 5 2

De acuerdo a la figura B.4 la ubicacién de los puntos Py v Ps; (los vértices de los
nuevos tridngulos equildteros), estd dado, rspectivamente, por los vectores 1y y ls, y
se puede verificar que

l1=m1—|—1/1, l2:m2+1/2.

donde v; (j =1, 2) es un vector sobre el plano II,, cuyas magnitudes (la altura del
correspondiente tridngulo equilatero) estd dada por \/75 |||, y su direccién es normal
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a u;; es decir:

V3, V3

vi= oo luil|t1, vo= > [us | Eo.

donde los vectores unitarios # y t, estan dados por

A U Xn N T X U2
t1: and t2:

s x |’ [LORe

Ahora, se necesita encontrar las lineas que conectan los puntos P3 con P vy P, con
P5;. Los vectores unitarios en la direccién de estas lineas son:

_ ps— U
lps — L’

Dy — Us
[Py — Lo’

~

and éy =

o
—

los cuales son usados en las ecuaciones paramétricas de cada linea
ll +T]é1, and l2+<é2,

donde 1 y ¢ son variables reales.
En la interseccién de ambas lineas se tiene

p, =l +né =1+ (é. (B.10)

Multiplicando por la izquierda a (B.10) por é y &l separadamente, se produce

n=eé(ls—L)+(elé, (B.11)
(=& (I — 1) +nejeé, (B.12)
reemplazando (B.12) en (B.11) y tomando en consideracién que éf é; = &, é; = —1,

4 (lg — ll) —2é (ll — lg)
3

(B.13)

por lo que usando
pp - ll + nél

con n dada como en (B.13), es posible encontrar el vector p, = [ x Yy z }T, que dan
la posicién del origen del marco X, con respecto a . Y como Iy y é; pueden ser
expresados como funciones de p;, py, P53, y M, los cuales, son dependientes de 27, 29
y 23, €s posible determinar no sélo la coordenada z, pero también las coordenadas z
y y en términos de q.
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El vector de posicion del punto de Fermat p,, se convierte en

z(q) ] (1 —2s5) (9(h? + 222 + 2s1) + \/ghsz) — 4h\/35955
p,(q)= | yl@ | = 199 (1 — 255)(3hsa + 3v/3(3h% 4 2s3)) — 12hs,85
Z(Q) 2 654(1 — 285)(52 + \/gh) + 122352
(B.14)
donde
S1 = Z1Rk3 — Z1Rk2 — 29%3. <B15)
Sy = \/3h2 +4(22 4 23 + 22 — 2120 — 2123 — 2223), (B.16)
53 = 22° — 32120 — z321 + 25 + 2320, (B.17)
Sy = 21+ z9— 223, (B].S)
5 = 6h2+6(2’172’2)2+2h\/3(3h2+4(2%+2:%+2§7212272:12372223)) <B19)

2
3 <\/§h+\/3h2 +4(z%+z§+z§721 20 —2123—22 23))

Considerando la orientacién de la plataforma, se nota que Is matriz de rotacién R,
esta dada por

Ry(q) = [ 2p(q) 9,(q) 2u(q) ] (B.20)

donde las tres columnas pueden ser encontradas en términos de g, ya que

& (q) = p:1(q9) — p,(q)

= ) —p, @I (B.21)

con p,(q) vy p,(q) tomados de (B.1) y (B.14), respectivamente; z,(q) puede ser cal-
culado de (B.9) y (B.8) como

_ n(q)
%)= T

~

(B.22)

y finalmente, para que el marco sea dextrégiro se hace

@p<Q) = S(2,(q))2,(q). (B.23)

Ahora, si R,;;(q) es el elemento de R,(q) en la i-ésima fila y la j-ésima columna,
entonces, de (B.2), se pueden usar las férmulas estandar para calcular los angulos de
Euler restantes:

0(g) = atan2(Ryn(a). Fisa(a). (B.24)
ba) = atan2( - Rs(a).y Ryla)* + (@) ) (B.25)
v(q) = atan2(Ry21(q), Rp1(q)) , (B.26)
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donde la funcién atan2(y,z) calcula arctan (%) pero usa los signos de ambos argu-
mentos para identificar el cuadrante en el cual se encuentra el angulo resultante.
Finalmente, para completar el calculo de las variables auxiliares en (B.5) nétese
que, para i = 1, 2, 3.
bi(q) = [Ipi(q) — p,(a)|-

Modelo cinematico inverso

La cinematica inversa de postura de este mecanismo fue obtenido de manera similar
a la presentada en (Cuan—Urquizo et al, 2011), la diferencia es que las expresiones
para la soluciéon son mas simples. Se supone que los valores de «, 5y z (es decir, x,)
son conocidos.

Se comienza notando que para i = 1, 2, 3 se tiene que

T (B.27)

p; =P, + bRy, | cos(ihi) sin(vy) 0 ]
donde ¢y = 0, ¥y = 120°, 1p3 = 240°, y R, son dadas por (B.2).

Noétese que (B.27) generan las ecuaciones para cada i, es decir, nueve ecuaciones con
nueve incégnitas (by, by, bs, 21, 29, 23, T, Y, ), por lo que se puede resolver mediante
Mathematica.

Las coordenadas articulares activas resultan en

22 + bySs + v/3b35,C

o(x,) = (22+b, BJ;\/_ 350C5) (B.29)
22 + bS5 — V/3b35.C,

alay) = BT 2“ Q) (B.30)

donde
h(3C§C§ +2C,Cs — 4C§ +3)

@) = T A1+ Gl
bo(z,) — h((Co + C5) + /3535,

? V30, (1+C.Cs)
ba(,) — h((Cy + C3) — v/3555.)

? V30, (1+C,C5)

Las coordenadas restantes de p,, son

- i B b1<Ca + C’ﬂ)(]g o blsa8505
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y reordenando el angulo v puede mostrarse mediante el teorema de Pitagoras, que

¢, = CatCi 5.9

_ atCs — e B.31
11+ C.Cs 77 1+C.Cp (B:31)

asi se puede escribir como
Y(z,) = atan2 (5,53, Co + Cj) .

Y también notando aqui que (B.31) claramente indica que en el caso del mecanismo
3-CUP, los tres angulos de Euler no son independientes, y la variedad de orientacion
es bidimensional. Por lo que, se puede usar (B.31) e identidades trigonométricas para
reescribir la matriz de rotacién R, en (B.2) sélamente en términos de o y (. El
resultado es

(CatCp)Cp Sa55Cs S

1+CaCp 1+CaCpg 5 s p
R = Sa53C3 Ca(Ca+Cﬁ)+SaSB _ € SO(3).
P 1+CaCp 1+CaCp SaClp )

B.4.2. Cinematica de velocidad

Se considerara que el MCDP del eslabdén final es conocido, y estd dado por las
ecuaciones (B.14) y (B.20), por lo que el vector de coordenadas de postura se convierte
en

z,=[pl 2 3 2] eR®xSO(3)CR™

Ahora se esta interesado en el célculo del MCDP geométrico, dado por (1.6).

El vector de velocidad lineal v,(q) = p,(q) puede ser calculado por sustitucién
directa (B.15)-(B.19) en (B.14), y entonces derivar con respecto al tiempo (aunque
las expresiones resultantes no son incluidas aqui por razones de espacio).

El vector de velocidad angular w,(q) puede ser calculado usando

o= S 15@) 5@, S@,]| 5

donde se requieren las derivadas temporales de (B.21), (B.23), y (B.22). Para este fin,
se nota que para un vector dado v(t) € R™, de donde se tiene que

dfo® V[ I wvu@)”
dt{l!v(t)ll} [Hv(t)H [o(@)]°
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Asi, de (B.21) y (B.22):

s I _[pi(@) —p,(@)lPi(@) — P, (@) ] .
D= o @ =@ [p2(a) -2, (@) }(”1(‘” 2,(4)
(B.32
o [ 1 n(gn(@”
5@ = |l ~ n@IP } (@) (B.33)
y de (B.23)
Y,(q) = S(2,(q))2,(q) + S(2,(q))2,(q) (B.34)

B.4.3. Dinamica

Para obtener la dindmica inversa del robot paralelo 3-CUP dado por (1.10), séla-
mente se emplean cuatro elementos rigidos mdviles: la plataforma triangular y las
tres piernas formadas por las articulaciones cilindricas. Asi, la energia cinética total
del mecanismo 3-CUP puede ser definido como

3
K(g.q) =K, +> K
=1

donde K, y K; son la energfa cinética de la plataforma y de la I-ésima pierna (I = 1,
2, 3), respectivamente.

La energfa cinética de la plataforma movil, suponiendo que el marco ¥, estd loca-
lizado en su centro de masa, estd dado por

1 1
S T ZpTrr p
Ky = smpv, v, + Pw "L w,.

2 2

donde PZ,, la matriz de momentos de inercia del péndulo con respecto a X, se considera
como

Iy 0 0
PZ,=| 0 Iy 0
0 0 I

Debido a que cada pierna es un cilindro, con solo desplazamientos lineales, la energia
cinética de la pierna [-ésima se define simplemente como

1 LT
K = ch’vlTvz = mcplTpl.

donde m, es la masa de cada uno de los tres eslabones cilindricos. Mas atun, como el
centro de masa de la [-ésima pierna se considera que se encuentra a una distancia [,
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de P, alo largo del eje del cilindro correspondiente (es decir, p, = [ 00 z—1I }T),
entonces K; puede ser escrito como

r .
K, = imcz?
La energia cinética total es entonces dada por
. 1 1
K(q,q) = §mpvg'vp + §pwgplppwp + M (27 + 25 + 23) .

La matriz simétrica de inercia M (q) puede calcularse de K(q, q), asi, si

Mi(q) Mia(q) Mis(q)
M(q) = | Mia(q) Maa(q) Ma(q) |,
M13(Q) M23( ) M33(‘1)

entonces
>’K(q,q I’K(q,q I’K(q,
Mii(q) :#7 M (q) :#7 Mss(q) %,
9*K(q, q) 9*K(q.q) 9’K(q.q)
M S T 72 M S th 74 M. —— DA
12(q) 94105 13(q) 9410%; 23(q) 9520%

Y la matriz C(qg,q) en (1.10) puede calcularse de M (q) mediante los simbolos de
Christoftel.

Por otro lado, la energia cinética potencial total del mecanismo estd dado por

3
U(q) =U,+ ZUZ
=1

donde U, es la energia potencial de la plataforma movil, U es la energia potencial de
la [-ésima pierna, y pueden ser calculadas como

up(q) - mppzj;go = MpzGgo
UI(Q) - - mcpngo - mc(zl - lc)go'

donde z = z(q) puede tomarse de (B.14), y para el mecanismo bajo estudio g, =
[ 00 —g, }, con g, = 9.81 m/s2. Por lo que la energia potencial total es

U(g) = |myz(q) + > _me(z — L)

Ahora, el vector g(q) puede calcularse como 0g(q)/dq. Y el vector T, puede ser
definido para el mecanismo 3-CUP como

=1 h o f ]T, (B.35)

donde f; es la fuerza lineal aplicada a lo largo de la coordenada articular z; y se
requiere para producir el movimiento dado por g, ¢ y g en (1.10).
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B.5. Validacion numeérica

Con el objetivo de validar el MCDP, el MCIP, el MDYV y la DI para el mecanismo
3-CUP, se realiza una comparacion entre la evaluacion de las expresiones mediante
MatLab/Simulink, y las simulaciones numéricas mediante la herramienta computacio-
nal SolidWorks Motion.

Para este fin, se disena un perfil de movimiento deseado para las articulaciones
activas del mecanismo. Tal movimiento deseado fue especificado por el siguiente vector
de coordenadas articulares activas:

z1(t)
q(t) = ZQEt; =q(0) +u(t), (B.36)
z3 t

donde g(0) es el vector que describe la configuracién inicial en ¢ = 0, el cual es
considerado como g(0) =0.25[ 1 1 1 }T [m], y u(t) estd dado por

1 — cos(0.47t)
u(t) = 0.05 | —1+ cos(0.47t)
1 — cos(0.87t)

Debe notarse que para la validacién del MCDP y la DI, se obtienen las derivadas
temporales de la ecuacién (B.36). Los pardmetros cinemédticos y dindmicos usados

para las simulaciones se muestran en la tabla B.2.

Tabla B.2: Parametros cinematicos y dindmicos del mecanismo 3-CUP.

Pardmetro  Valor  Unidades

h 0.75000 m

le 0.19460 m

my 0.44113 kg
my, 1.67516 kg

I 0.10475 kg-m?
I 0.10475 kg-m?
I3 0.20940 kg-m?

Para simplificar la comparacién con las simulaciones con el SolidWorks Motion,
el MCDP fue calculado considerando los angulos de Euler para la descripcion de la
orientacién; y las ecuaciones (B.14) a (B.26) para hacer esto.

Las figuras B.5 y B.6 muestran, respectivamente, la evolucién en el tiempo de las
coordenadas de posicién (z,y, z) y las coordenadas de orientaciéon («, 3,7), calculadas
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usando tanto el MCDP analitico en simulink, como el SolidWorks Motion, conside-
rando las variables articulares 21, zo y 23 en (B.36) como entradas.

Los conjuntos de datos generados por SolidWorks Motion después de la simulacion
del MCDP fue empleado para validar el MCIP. Mas especificamente, los datos usados
en las figuras B.5(c), B.6(a) y B.6(b) (es decir, las coordenadas de postura selecciona-
das z, a y B, respectivamente) fueron tomadas como entradas en SolidWorks Motion,
y también en Simulink, con las variables auxiliares, para calcular el MCIP, dado por
las ecuaciones (B.28) a (B.30). La figura B.7 muestra la evolucién en el tiempo de
las variables articulares z1, 2o y 23 calculadas de esta manera. Se debe notar que las
trayectorias obtenidas corresponden a la representacion grafica de la ecuacion de las
articulaciones activas deseadas (B.36).

Las figuras B.8 y B.9 muestran los resultados de calcular el MCDP del mecanismo
3-CUP usando las mismas herramientas computacionales. La figura B.8 muestra las
componentes del vector de velocidad lineal v, = [¢ y Z]*, mientras que la figura B.9
muestra las componentes del vector de velocidad angular w, = [w, w, w,]’.

El modelo DI de cualquier mecanismo calcula las fuerzas externas aplicadas reque-
ridas para generar un movimiento deseado. Tal modelo esta dado por las expresiones
(1.10). La figura B.10 muestra las componentes del vector 7,, dado por (B.35), cal-
culado usando las expresiones analiticas en Simulink, y SolidWorks Motion.

Es claro, de las figuras B.5 a B.10 que las expresiones analiticas descritas en este
apéndice para el MCDP, el MCIP, MDYV y la DI que producen resultados los cuales son
muy parecidos a los obtenidos en SolidWorks Motion. Para medir que tan parecidos
son los resultados, se calcula la norma euclidiana de la diferencia entre los resultados
obtenidos por Simulink y por SolidWorks Motion.

Sean 7, v, Z, @, B, y 7 las variables que dan la diferencia entre las correspondien-
tes coordenadas de postura del MCDP, calculado mediante Simulink y SolidWorks
Motion; asimismo, sean fl, fg, y fg las variables que dan la diferencia entre las corres-

6 2 950
4 940
2 _
930
£o H
M, N 90|
-4 stot /
6 8 900
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5 0 2 3 4 5

Figura B.5: Evolucion en el tiempo para las coordenadas de la posicién de la platafor-
ma, calculadas por el MCDP: (a) z, (b) y, (c) z. La linea sélida es para la simulacién
de Simulink; la linea mediante circulos es para la simulacion en SolidWorks Motion.
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Figura B.6: Evolucién en el tiempo para las coordenadas de la orientacion de la
plataforma calculadas por el MCDP: (a) a , (b) 3, (¢) 7. La linea sélida es para la
simulacion de Simulink; la linea mediante circulos es para la simulacién en Solid Works
Motion.

960

Figura B.7: Evolucién en el tiempo para las coordenadas articulares calculadas por
el MCIP: (a) z1 , (b) 22, (c) z3. La linea sélida es para la simulacién de Simulink; la
linea mediante circulos es para la simulacion en SolidWorks Motion.

50

X (mm/s)

-50
0

Figura B.8: Evolucién en el tiempo para las componentes del vector de velocidad
lineal de la plataforma: (a) &,, (b) 9,, (c) %,. La linea sélida es para la simulacién de
Simulink; la linea mediante circulos es para la simulacion en SolidWorks Motion.
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wy (°/s)

Figura B.9: Evolucién en el tiempo para las componentes del vector de velocidad
angular de la plataforma: (a) w,, (b) wy, (¢) w,. La linea sélida es para la simulacién
de Simulink; la linea mediante circulos es para la simulacion en SolidWorks Motion.

Fy (N)

Figura B.10: Evolucion en el tiempo de las fuerzas lineales externas calculadas por el
modelo DI: (a) fi1, (b) fa, (¢) f5. La linea sélida es para la simulacién de Simulink; la
linea mediante circulos es para la simulacion en SolidWorks Motion.

pondientes fuerzas lineales del modelo DI calculado mediante Simulink y SolidWorks
Motion. Ahora, la figura B.11 muestra la norma de la diferencia de la posicion ||€,|| =

Z% + 2 + 22, la norma de la diferencia de orientacién ||&,| = /a2 + 52 + 42, v la

norma de la diferencia de las fuerzas || f|| = \/ f2 + f2 + f2. Debe notarse que todas

estas medidas son muy pequenas.
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Figura B.11: Evolucién en el tiempo para las normas de la diferencia entre los resul-
tados calculados mediante Simulink y SolidWorks Motion: (a) posiciéon mediante el

MCDP; (b) orientacién mediante el MCDP; (c) fuerza lineal requerida mediante el
modelo DI.

Todo esto permite validar, por comparacién con los correspondientes resultados de
SolidWorks Motion, los modelos analiticos descritos en este apéndice.
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